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Car ave beauoup de sagesse on a beauoup de hagrin, et elui qui augmente sa

siene augmente sa douleur.

Elésiaste, 1, 18 (trad. Louis Segond)

Ne passons pas à �té des hoses simples.

Herta
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Abréviations et notations

Abréviations

Nous donnons ii la liste des abréviations les plus utilisées dans e doument.

AWGN (hannel) Additive White Gaussian Noise ((anal à) bruit blan gaussien ad-

ditif).

(ode) BCH ode de Bose-Chaudhuri-Hoquenghem.

CBS anal binaire symétrique.

CCE odes orreteurs d'erreurs.

CqS anal q-aire symétrique.

EQM erreur quadratique moyenne.

i.i.d. indépendants et identiquement distribués.

(ode) MDS Maximum Distane Separable (ode séparable et à distane (mini-

male) maximale).

OPTA Optimum Performane Theoretially Attainable (performanes op-

timales théoriquement possibles).

SAS soure arithmétique symétrique.

SBA soure binaire asymétrique.

SBS soure binaire symétrique.

SqS soure q-aire symétrique.

Notations

Nous réapitulons ii les notations les plus ourantes employées tout au long des

inq hapitres de e doument.

jAj ardinal de l'ensemble A ou module du nombre omplexe A.

bx partie entière du réel x.

dxe plus petit entier supérieur à x.

A

t

transposée de A.

A

�

onjugué de A.

A

y

transonjugué de A.

AN ode arithmétique onstitué des B premiers multiples de A.

B ardinal d'un ode arithmétique.
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C ode.

C

?

ode dual du ode linéaire C.

C orps des omplexes.

CT

i

lasse ylotomique de l'entier i (pour n donné).

 mot de ode.



m

mot de ode modulé.

̂ mot de ode estimé.

̂

m

mot de ode estimé modulé.

d

A

() distane arithmétique.

d

H

() distane de Hamming.

d

i:::j

H

(u; v) distane de Hamming alulée uniquement sur les omposantes i; i+

1; � � � ; j � 1; j de u et v.

D distorsion (suivant un ertain ritère de �délité).

D

inf

borne inférieure de la distorsion (pour une SBS omprimée suivant

le ritère de la distane de Hamming).

D

si

borne inférieure de la distorsion (pour une SBS omprimée suivant

le ritère de la distane de Hamming et transmise sur le CBS).

F

q

orps �ni à q éléments.

F

m

q

espae vetoriel de dimension m onstruit sur le orps F

q

.

G matrie génératrie d'un ode linéaire.

g polyn�me générateur d'un ode ylique.

H matrie de parité d'un ode linéaire.

H

2

entropie binaire.

h polyn�me de parité d'un ode ylique.

k dimension d'un ode linéaire.

{ mot d'information.

K[x℄ anneau des polyn�mes sur le orps K (K = C; IR; F

q

dans ette

thèse).

K[x℄=(x

n

� 1) anneau quotient de K[x℄ par le polyn�me x

n

� 1, i.e. ensemble des

restes de la division eulidienne des polyn�mes de K[x℄ par x

n

� 1.

L matrie d'étiquetage.

log

q

logarithme à base q.

m longueur d'un ode.

M taille d'un ode.

M

(i)

polyn�me minimal de l'élément �

i

.

M

j

matrie formée à partir de 2j � 1 syndromes distints.

IN ensembles des entiers naturels.

n longueur d'un ode.

o(f) fontion négligeable devant la fontion f en un point donné (nota-

tion de Landau).

O(f) fontion dominée par f en un point donné (notation de Landau).

p paramètre du CqS qui dé�nit aussi P = (q � 1)p.

p

s

probabilité qu'une soure binaire émette un � 1 �.

P

em

probabilité d'erreur par mot.

P

emi

borne inférieure de la probabilité d'erreur par mot.

P

es

probabilité d'erreur par symbole.
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P

esi

borne inférieure de la probabilité d'erreur par symbole.

Pr(A) probabilité de l'événement A.

q puissane d'un nombre premier.

Q fontion d'erreur normalisée Q(x) = 1=

p

2�

R

1

x

exp(�t

2

=2)dt.

IR orps des réels.

R rendement (taux) d'un ode.

R



rendement d'un ode de anal.

R

s

rendement d'un ode de soure.

R

soure;ritère

(D) fontion rendement-distorsion orrespondant à la soure indiquée

pour un ritère donné (si le ritère n'est pas préisé, le ritère hoisi

est la distane de Hamming).

S syndrome d'un mot

S(x) polyn�me formé des syndromes.

T

y

tangente en y à la fontion H

2

.

TF

n

matrie orrespondant à la transformée de Fourier disrète de di-

mension n sur le orps des omplexes.

V () ellule de Voronoï du mot de ode .

x[y℄ x modulo y (i.e. le reste de la division eulidienne de x par y).

ZZ anneau des entiers relatifs.

ZZ

m

ZZ=mZZ (anneau quotient de l'anneau des entiers relatifs par le sous-

anneau des multiples de m).

� raine n

e

de l'unité.

�

i

nombre de mots de poids i dans la ellule V (0).

� polyn�me loalisateur d'erreurs.


 polyn�me évaluateur d'erreurs.
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Résumé

Codage de soure et odage de anal sont deux ativités duales : l'une supprime

de la redondane tandis que l'autre en ajoute. Cette dualité est don une lé pour

simpli�er l'étude omplexe du odage onjoint soure-anal, étude rendue néessaire

pour améliorer les performanes des sytèmes de transmission dont la omplexité est

toujours limitée.

A�n de mener à bien ette oneption, nous étudions dans ette thèse di�érentes

briques de base qui impliquent de faibles délais de traitement, s'appuient sur des mo-

dèles simples de soure, de anal et de ritère de performanes et exploitent des outils

de odage de anal pour le odage de soure grâe à la dualité. Les briques de bases

étudiées sont les suivantes :

� soure binaire symétrique ou asymétrique, anal binaire symétrique et distane

de Hamming. Utilisant les odes linéaires ou les odes arithmétiques, nous om-

parons le système onçu de manière séparée (par opposition à onjoint) à un

système plus performant dit � soure ou anal �. Nous déterminons également

des bornes de performanes du système soure ou anal dépendant de la om-

plexité du odeur onsidéré. Ce système permet un odage onjoint e�ae ;

� nous exploitons la dualité pour omprimer la soure gaussienne selon le ritère de

la distane de Hamming (mesurant un bruit impulsif) grâe aux odes BCH réels

MDS. Cette ompression minimise également la puissane du bruit impulsif ;

� lorsque la soure gaussienne doit être transmise sur un anal binaire symétrique

suivant le ritère de l'erreur quadratique moyenne, nous étudions l'optimisation

du quanti�ateur à ode de anal �xé en imposant une relation linéaire entre

les ditionnaires de soure et de anal. Pour des systèmes de faible omplexité,

les meilleurs systèmes obtenus sont eux pour lesquels il n'y a pas de odage de

anal !

Ces briques de base peuvent être utilisées par exemple dans des systèmes à prote-

tion hiérarhique de données.

Mots-lés : odage de soure, odage de anal, odage onjoint , théorie de l'infor-

mation, algorithme de Lloyd, ode linéaire binaire, ode arithmétique, ode BCH réel

MDS, étiquetage linéaire, soure binaire, soure gaussienne, anal binaire symétrique,

distane de Hamming, distane eulidienne.
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Abstrat

Soure oding and hannel oding are dual tasks: the former removes redundany

from soure while the latter adds some. This duality is a tool to simplify the hard

and painful study of joint oding, whih is mandatory to improve performanes of

transmission systems with a bounded omplexity.

In order to design a joint oding system, we study several simple typial situa-

tions, using hannel oding tools to make soure oding (by duality) and simple soure

and hannel models and simple riteria. We limit system omplexity to ahieve low

proessing delays. The typial simple situations studied are:

� binary symmetri or asymmetri soure transmitted on a binary symmetri han-

nel with the Hamming distane �delity riterion. We use linear and arithmeti

odes to ompare the performanes of a tandem system (in ontrast with a joint

one) to those better of a system alled �soure or hannel�. We give performanes

lower bound with a given system omplexity. The system �soure or hannel�

ahieves an e�ient joint oding;

� by duality, a gaussian soure is ompressed by using real BCH MDS odes with

Hamming distane �delity riterion whih is related to impulsive noise. By the

way, we minimize also impulsive noise power;

� given a hannel ode, we optimize the quantizer of a gaussian soure transmitted

on a binary symmetri hannel with a mean squared error �delity riterion. In

order to optimize the quantizer, we set a linear relationship between soure ode

and hannel ode. The better low omplexity systems are those where the hannel

ode is identity!

The developed tools in these typial situations may be used e.g.in a full transmission

system with unequal error protetion.

Keywords: soure oding, hannel oding, joint oding, information theory, Lloyd's

algorithm, linear ode, arithmeti ode, real BCH MDS ode, linear mapping, binary

soure, gaussian soure, binary symmetri hannel, Hamming distane, eulidean dis-

tane.
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Introdution

Pourquoi hoisir une oneption onjointe au lieu d'une oneption sé-

parée ?

Depuis quelques années, nous assistons à un regain d'intérêt pour l'étude des teh-

niques de odage onjoint soure - anal. Le � théorème du odage soure/anal �,

dû à Shannon [55℄ et bien onnu en théorie de l'information, donne les performanes

optimales que l'on est en droit d'attendre d'un système où soure et anal suivent un

modèle déterminé : es performanes sont appelées OPTA (Optimum Performanes

Theoretially Attainable). La preuve montre qu'un système séparé permet d'atteindre

asymptotiquement es performanes : le odeur de soure détermine alors en grande

partie les performanes du système alors que le ode de anal est su�samment puissant

et su�samment long pour ombattre presque toutes les perturbations introduites par

le anal, assurant ainsi l'intégrité des données transmises au déodeur de soure. En

raison de ette preuve, le théorème du odage onjoint est aussi appelé théorème de la

séparation : en hoisissant, d'une part, un bon odeur de soure optimisé indépendam-

ment du anal et, d'autre part, un bon odeur de anal optimisé indépendamment de

la soure, nous sommes assurés d'être prohes des performanes optimales.

Cependant, les systèmes de transmission existants di�èrent en plusieurs points du

modèle de e théorème. Tout d'abord, il est évident que le onepteur d'un système de

transmission ne peut s'autoriser des odeurs de soure et de anal de grande longueur,

omme préonisé par le théorème de Shannon : dans le as ontraire, le délai de trai-

tement des données serait alors assez long, l'émetteur ou le réepteur pourrait ne pas

répondre à d'autres spéi�ations telles que poids, taille, onsommation élétrique. . ..

Autant de ontraintes supplémentaires, parfois aussi importantes que les performanes

du système, qui nous obligent à tenir ompte de la omplexité de e dernier.

Par ailleurs, depuis quelques dizaines d'années, le développement foudroyant des

servies néessite de plus en plus de transmettre sur un seul et même réseau des soures

hétérogènes : images, érits, messages et données de toutes sortes irulent sur l'inter-

net, voix et données sont transmises sur le réseau téléphonique (�xe ou mobile). De

surroît, le anal physique de transmission est souvent variable : la oneption d'un sys-

tème doit alors prendre en ompte ette variation a�n de garantir une qualité de servie

minimale. Il est don néessaire de onevoir un système qui permet de transmettre
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des soures de natures di�érentes sur des anaux variables, alors que le théorème de

Shannon ne s'intéresse qu'à un modèle de soure et de anal bien spéi�que.

Une approhe onjointe du système de transmission paraît don toute indiquée

lorsque la omplexité de e système est limitée, garantissant ainsi un ourt délai de

traitement et pouvant réduire ette omplexité (ette rédution est observée en onsi-

dérant ertaines soures et ertains anaux lorsque le rendement est égal à l'unité). De

plus, son appliation à des modèles génériques de soure et de anal permet d'assurer

la transparene des données par rapport aux réseaux utilisés pour les transmettre : le

odage onjoint est don une solution envisageable pour améliorer les transmissions,

par exemple sur anal radio-mobile (a�n de proposer de nouveaux servies, omme le

téléreportage), ou par satellite (ave des appliations omme la télésurveillane ou le

téléinéma).

Jusqu'à présent, une telle approhe a rarement été mise en ÷uvre : la séparation du

odage de soure et du odage de anal failite grandement leur étude respetive. Dès

lors que le modèle étudié prend en ompte es deux domaines, l'étude devient omplexe

et pénible. Pourtant, les deux odeurs semblent poursuivre des buts ontraditoires :

le odeur de soure supprime toute ou partie de la redondane de la soure alors que

le odeur de anal en ajoute, le plus souvent de manière ontr�lée. Codage de soure

et odage de anal sont don des ativités duales, dualité dont on pourrait tirer parti

pour simpli�er l'étude du odage onjoint ou pour transposer des outils d'un domaine

à l'autre.

La dualité du odage de soure et du odage de anal : une idée réurrente

mais relativement peu explorée

Le odage onjoint, bien qu'absent des appliations atuelles, apparaît de manière

réurrente dans les artiles de reherhe en faible nombre devant la pléthore d'artiles

traitant des deux problèmes séparément. Depuis les débuts de la théorie de l'informa-

tion, des herheurs se sont intéressés à l'impat des perturbations introduites par le

anal sur le odage de soure. Plusieurs solutions ont été proposées et peuvent être

lassées selon deux thèmes :

� la oneption de odeurs de soure robustes aux erreurs dues au anal. La ro-

bustesse déoule soit de l'optimisation de la orrespondane entre ditionnaire de

soure et ode de anal, soit de l'optimisation du odeur de soure à modèle de

anal donné ;

� la protetion hiérarhique des données à émettre.

L'optimisation de la orrespondane entre ditionnaire de soure et ode de anal

onsiste à assoier à des éléments prohes du ditionnaire de soure des mots de anal

prohes a�n que les erreurs dues au anal les plus probables réent une distorsion la

plus faible possible. Cette optimisation est omplexe puisqu'elle en prend en ompte la

quasi-totalité de la haîne de transmission. Skinnemoen [58℄ a mené une telle optimisa-

tion grâe à un réseau de neurones, développant ainsi un quanti�ateur dont la sortie
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est diretement le mot de anal modulé, sans passer par une étape d'étiquetage bi-

naire. Cette tehnique, appelée MORVQ (Modulation Organized Vetor Quantization),

généralise une autre tehnique, bien onnue des ingénieurs des réseaux téléphoniques,

les PCM (Pulse Code Modulation). La première étape d'un odeur PCM onsiste à

e�etuer un éhantillonnage du signal, obtenant ainsi une modulation d'amplitude,

modulation ourante en odage de anal. Vaishampayan et Farvardin [62℄ ont égale-

ment proposé une oneption onjointe de la modulation et du ditionnaire de soure

en imposant un déodeur linéaire ainsi que des ontraintes portant sur l'énergie et la

bande passante.

Lorsque le système ne omprend pas, à proprement dit, de ode orreteur d'er-

reur, ette approhe onduit à optimiser l'étiquetage inlus dans le odeur de soure,

la quanti�ation étant indépendante du anal. Réemment, Knagenhjelm [29, 30℄ a

montré l'utilité de la transformée de Hadamard, outil bien onnu dans le domaine

des odes orreteurs d'erreurs (CCE) onstruits sur les orps �nis, pour appréier les

performanes de l'étiquetage.

Il est également possible d'optimiser à la fois l'étiquetage et le quanti�ateur. En

1964, Fine [21℄ a étudié l'in�uene des anaux sur la quanti�ation, qu'elle soit syn-

hrone ou préditive, et donné des onditions d'optimalité. Plus réemment, Farvar-

din [17, 18, 19℄ a utilisé un algorithme de Lloyd prenant en ompte les perturbations

introduites par le anal pour onstruire des odeurs de soure, salaires ou vetoriels,

optimisés en fontion du anal onsidéré. Une telle tehnique est appelée COSQ ou

COVQ (respetivement Channel Optimized Salar Quantization et Channel Optimized

Vetor Quantization).

La protetion hiérarhique onsiste à rendre moins sensibles au bruit les informa-

tions les plus importantes en leur attribuant plus d'énergie ou en hoisissant un ode

de anal plus puissant que elui protégeant les informations moins importantes. Cette

idée est duale de elle qui mène aux travaux sur les modulations odées où tous les

bits n'ont pas la même in�uene sur la probabilité d'erreur et sont don plus ou moins

protégés. Bedrosian [3℄, en 1958, appliquait ette idée aux PCM en proposant de les

pondérer a�n de mieux protéger les bits de poids fort. Réemment, Zahir-Azami [69℄ a

appliqué e type de protetion à la déomposition binaire d'une soure.

Certaines tehniques de odage onjoint ont don mis à pro�t la dualité entre odage

de soure et odage de anal. Certains artiles, en faible nombre, n'ont exploité que

ette dualité pour proposer de nouvelles solutions : Anheta [1℄ se sert des odes orre-

teurs d'erreurs binaires pour omprimer une soure binaire asymétrique. Goblik [24℄,

Berger [4℄, Van der Horst [63℄, Kerdok et Wolf [27℄ ont employé les mêmes odes pour

omprimer la soure binaire symétrique. Cette dualité s'illustre aussi par les onstel-

lations issues des réseaux de points : elles sont utilisées à la fois dans le odage de

anal [31℄ et en odage de soure [44, 62℄.
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Le regain d'intérêt pour le odage onjoint nous invite, dans ette thèse, à poursuivre

l'étude de ette dualité a�n, d'une part, de transposer des outils du odage de anal

au odage de soure et, d'autre part, d'en appliquer les résultats dans le domaine du

odage onjoint en onsidérant des systèmes de faible omplexité.

Choix du modèle

A�n d'évaluer les performanes du odage onjoint, il est néessaire de dé�nir une

mesure de l'erreur ommise entre la soure originale et la soure reonstruite que le

destinataire de la ommuniation reçoit. La mesure d'erreur pertinente est le plus sou-

vent subjetive lorsque le destinataire est un être humain aux apaités de pereption

naturellement limitées et que la soure à transmettre est un signal audio et/ou vidéo.

Du fait de la prise en ompte de l'élément humain, es mesures d'erreurs ne sont pas

simples à traiter. Dans les autres as, la mesure d'erreur pertinente est objetive (in-

dépendante de la nature du destinataire) et rigoureusement dé�nie. Trois distanes

peuvent servir de mesure d'erreur objetive :

� la distane eulidienne, plus ouramment appelée erreur quadratique moyenne

(EQM) ;

� la distane de Hamming, utilisée le plus souvent en odage de anal pour dé�nir

les probabilités d'erreur ;

� la distane arithmétique, dé�nie entre deux entiers et peu employée jusqu'à pré-

sent.

Il est également néessaire de hoisir un modèle de anal. Les trois modèles les

plus étudiés atuellement en odage onjoint demeurent assez simples :

� le anal binaire symétrique (noté CBS), as partiulier d'un anal disret ;

� le anal à bruit blan gaussien additif (AWGN, Additive White Gaussian Noise

(Channel)) ;

� le anal de Rayleigh.

Ces trois modèles ne réent pas d'interférene entre symbole, pourtant l'étude d'un

système onjoint faisant intervenir un de es modèles devient vite omplexe.

En�n un modèle de soure doit être retenu a�n de mener l'étude. Là enore,

plusieurs hoix simples

1

s'o�rent à nous :

� une soure gaussienne aux éhantillons éventuellement orrélés (soure de Gauss-

Markov) ;

� la soure gaussienne généralisée blanhe (regroupant, entre autres, les soures

gaussienne, laplaienne et uniforme), notée SGGB ;

� une soure binaire symétrique (SBS) ou asymétrique (SBA) aux éhantillons in-

dépendants ;

� une soure arithmétique symétrique (qui émet des entiers naturels inférieurs à un

entier donné) notée SAS.

Nous pouvons alors, grâe au tableau 1, resituer les travaux déjà aomplis dans

1

il existe par ailleurs des modèles très omplexes.
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leurs ontextes

2

.

Soure onsi-

dérée

Modèle

de anal

retenu

Critère

retenu

Outil et référene

Gauss-

Markov

(parole)

AWGN EQM MORVQ, Skinnemoen [58℄

Gauss-

Markov

AWGN EQM Modulation adaptée à la soure et au anal, Vaisham-

payan et al. [62℄

gaussienne AWGN,

Rayleigh

EQM Réseaux de points et rotations, Pépin [51℄

sans mémoire AWGN EQM Réseaux de points, Laroia et al. [32℄

Gauss-

Markov

disret EQM Réseaux de points, CCE et étiquetage a�ne, Méhes et

Zeger [44℄

gaussienne disret EQM Fine [21℄

ontinue disret EQM PCM pondérée (protetion inégale de l'information), Be-

drosian [3℄

Gauss-

Markov

CBS EQM COVQ, COSQ, Farvardin et al. [17, 18, 19℄

SGGB CBS EQM optimisation onjointe par algorithme de Lloyd et pro-

tetion hiérarhique, Zahir-Azami [69℄

SBA CBS Hamming CCE, Massey [37℄

SAS CBS EQM CCE, Crimmins et al. [14℄

CCE, Wolf et Redinbo [65℄

odeur de

soure max-

entropique

CBS EQM optimisation de l'étiquetage par transformée de Hada-

mard, Knagenhjelm [29, 30℄

optimisation de l'étiquetage, MLaughlin [42℄

Tab. 1 � Quelques travaux déjà aomplis en odage onjoint

À l'exeption des systèmes utilisant des modulations adaptées à la fois au anal et

à la soure, les systèmes onjoints énumérés dans e tableau peuvent être dérits par

le shéma 1, les divers travaux jouant sur la nature des outils utilisés pour aomplir

telle ou telle tâhe et sur la manière de les optimiser onjointement. Sur e shéma,

le odeur de soure produit une étiquette qui est protégée par le odeur de anal. La

sortie du odeur de soure est don assimilable à une soure binaire. Modulation, anal

et démodulation onsituent un superanal qui est, dans ertains as, modélisable par

un anal binaire symétrique. Nous nous foaliserons don au début de ette thèse sur

le système soure binaire - anal binaire symétrique, les performanes étant mesurées

2

Remarquons que e modèle de soure, 'est-à-dire un odeur où les étiquettes sont équiprobables

est assimilable à une soure arithmétique symétrique, la seule di�érene résidant dans l'éventuelle

sémantique à aorder à une telle soure : la présene d'un odeur max-entropique signi�e que le

destinataire devra aomplir la fontion inverse pour retrouver l'information pertinente.
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grâe à la distane de Hamming. Ce hoix permet de prendre en ompte l'hétérogénéité

des soures à transmettre sur un seul et même réseau et de garantir la transparene des

données vis-à-vis du réseau. Un tel modèle est don une brique de base d'un système

plus omplet : il a l'avantage d'être simple et préis. Zahir-Azami [69℄ a employé les

mêmes outils que eux qui seront dérits ii en reprenant le même modèle mais en

onsidérant le ritère de l'EQM. Aessoirement, nous examinerons brièvement le ri-

tère de distane arithmétique appliqué à la soure arithmétique symétrique et l'EQM

assoiée à la transmission d'une soure gaussienne.

ficateur
source

quanti-
étiqueteur

étiqueteur
inversedestinataire

inverse du
quantifi-
cateur

modulateur

canal

démodulateur

synchronisation

décodeur
du CCE

codeur de source

décodeur de source

supercanal

source binaire

CCE

Fig. 1 � Système simple de transmission

Organisation du doument

Le premier hapitre met en évidene la dualité entre odage de soure binaire

symétrique et odage de anal binaire symétrique. Les résultats se généralisent, le plus

souvent failement, au as q-aire, qui sera par onséquent étudié. Les outils développés

en odage de anal seront alors diretement transposés au odage de soure.

Le seond hapitre exploite la dualité de es deux domaines pour examiner le

odage onjoint SBS-CBS : un système onjoint est omparé au système séparé. L'al-

gorithme de Lloyd généralisé est présenté, permettant d'obtenir des odes de soure ou

des odes de anal.

Le troisième hapitre reprend la dualité exposée au premier hapitre pour l'ap-

pliquer à la soure binaire asymétrique. Nous omparons alors nos résultats ave eux

d'Anheta [1℄ et utilisons à nouveau l'algorithme de Lloyd pour trouver de bons odes

de soure non linéaires.

Le quatrième hapitre reprend l'étude menée lors des deux premiers hapitres
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en substituant aux odes linéaires les odes arithmétiques. Dans un premier temps,

la soure onsidérée est arithmétique : par dualité, es odes, habituellement utilisés

en orretion d'erreurs, peuvent omprimer ette soure selon le ritère de distane

arithmétique. Dans un deuxième temps, nous revenons à la soure binaire symétrique

et au ritère de la distane de Hamming en vue de omprimer ette soure par le biais

des odes arithmétiques. Le odage onjoint à partir de es odes est ensuite examiné.

Le dernier hapitre exploite une nouvelle fois la dualité pour omprimer une

soure gaussienne réelle en utilisant des odes BCH réels selon la distane de Hamming :

ette ompression enlève du bruit impulsif à la soure, le anal est supposé parfait. Les

odes réels sont ensuite optimisés par un algorithme de Lloyd par rapport à la soure

réelle et au ode de anal en onsidérant le ritère de l'EQM, le anal onsidéré étant

le anal binaire symétrique.

En�n, nous ferons le bilan de nos travaux et évoquerons di�érentes perspetives de

reherhe future.

Contributions de ette thèse

L'exploitation de la dualité nous a permis de transposer les outils du odage de

anal au odage de soure, notamment :

� en odage de soure q-aire symétrique (SqS), l'étude des ellules de Voronoï nous

a permis de formuler une borne inférieure de la distorsion utile, ar elle donne les

performanes optimales des odes de longueur et de dimension données ('est-à-

dire une à omplexité limitée), l'OPTA ne donnant que les performanes asymp-

totiques. Nous avons proposé un algorithme pour onstruire de bons odes om-

primant la SqS et démontré que les odes linéaires pouvaient atteindre l'OPTA.

La SBS a aussi été omprimée ave suès par des odes arithmétiques ;

� nous avons aussi étudié les performanes des odes linéaires binaires en om-

pression de soure binaire asymétrique, mettant en évidene la omplémentarité

pour les petites longueurs du odage par syndrome d'Anheta et du odage par

région de Voronoï. L'algorithme de Lloyd nous permet de mesurer l'impat de la

linéarité du ode en nous permettant de trouver de bons odes non linéaires ;

� nous avons proposé un algorithme omplet de odage de soure utilisant les odes

BCH réels. Cet algorithme permet d'enlever le bruit impulsif de la soure par un

� �ltrage � non linéaire. Si la omplexité le permet, et algorithme peut supprimer

le bruit impulsif de moindre énergie, opérant ainsi une ompression à double

ritère.

Dans le domaine du odage onjoint CBS-SBS, nous avons mis en évidene l'in-

térêt d'un système onjoint fae au sytème séparé lorsque la omplexité est limitée :

ses performanes sont meilleures pour une omplexité moindre. Les ellules de Voronoï

nous ont permis de donner des bornes inférieures de performanes utiles ar dépen-

dantes de la omplexité. L'algorithme de Lloyd généralisé nous a permis d'améliorer

légèrement les performanes du système onjoint et permet d'obtenir failement le dé-

odeur optimal lorsque la sortie du anal est quanti�ée sur plus de deux niveaux. Nous
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avons aussi montré l'e�aité du système le plus simple dans le odage onjoint soure

gaussienne-CBS en onsidérant des systèmes optimisés par algorithme de Lloyd.

Ce travail omporte plusieurs avantages :

� le modèle le plus étudié, à savoir soure binaire et anal binaire symétrique est

assez générique pour représenter bon nombre de réseaux de ommuniation et

les données qui y sont transmises. Nous avons don étudié une brique de base

qui, par sa �exibilité, permet de onsidérer alors des systèmes plus omplexes. En

déomposant binairement une soure et en utilisant une protetion hiérarhique,

une amélioration des performanes est prévisible ;

� nous avons obtenu des bornes permettant d'appréier les performanes des odes

trouvés en fontion de leur longueur et de leur dimension. Ces bornes donnent

ainsi une idée des performanes à omplexité donnée, même si l'on ne peut garan-

tir théoriquement qu'elles sont atteignables par un ode de mêmes paramètres.

Les inonvénients sont au nombre de deux :

� le ritère de la distane de Hamming, utilisé pour le modèle de soure binaire, ne

failite pas l'étude du odage onjoint. Zahir-Azami [69℄ a e�etué, parallèlement

à ette thèse, un travail similaire en onsidérant le ritère de l'EQM : l'algorithme

de Lloyd permet alors d'améliorer nettement les odeurs et déodeurs, e qui

est di�ile ave la distane de Hamming. Le ritère de distane de Hamming ne

failite pas non plus la ompression de soure réelle, omme le montre l'algorithme

que nous avons développé ;

� pour des raisons de omplexité d'optimisation, les longueurs de ode demeurent

petites et nous sommes relativement éloignés de l'OPTA. Augmenter ette lon-

gueur sans pour autant onsidérer des omplexités faramineuses permettrait sans

doute de se rapproher de performanes optimales.

Insistons enore une fois sur la di�ulté de mener l'étude, même dans des as simples :

le passage d'une soure symétrique à une soure asymétrique, par exemple, ne nous

permet pas d'appliquer les mêmes outils pour trouver des bornes des performanes.

Cependant, le but de ette thèse est atteint : nous fournissons plusieurs briques de

base génériques utilisables par la suite dans des systèmes spéi�ques. Ces briques de

base s'appuient volontairement sur des modèles simples mais assez répandus.
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Chapitre 1

Dualité entre le odage de anal q-aire

symétrique et le odage de soure

q-aire symétrique

Nous souhaitons montrer dans e hapitre la forte dualité qui existe entre le odage

de anal et le odage de soure, partiulièrement quand nous nous intéressons au as

du anal q-aire symétrique (CqS) ou de la soure q-aire symétrique (SqS). Nous om-

mençons d'abord par quelques rappels et travaux sur le odage de anal : dé�nition,

performanes exates, bornes de es performanes, reherhe de bons odes. Puis nous

montrons la dualité entre les deux types de odage a�n de pouvoir transposer par la

suite les outils du odage de anal dans le domaine du odage de soure.

1.1 Codage de anal

La loution odage de anal désigne l'ensemble des tehniques visant à protéger

l'information à émettre des perturbations introduites par le anal de transmission. La

plupart de es tehniques reposent sur deux idées :

� l'ajout de redondane à l'information à transmettre par l'intermédaire d'un ode ;

� le hoix d'une modulation adaptée au anal, 'est-à-dire d'un alphabet de anal

et un dispositif de mise en forme du signal.

Ces deux idées peuvent se ombiner : il est alors néessaire de hoisir une bonne orres-

pondane entre mots de ode et symboles émis, e qui onduit par exemple aux travaux

sur les modulations odées en treillis. Le paradigme du odage de anal est représenté

sur la �gure 1.1. Les symboles omposant les mots d'information sont supposés appar-

tenir au orps �ni de q éléments F

q

(où q est une puissane d'un nombre premier).

Le odeur de anal ajoute au mot d'information de la redondane : il transforme le

mot d'information { = ({

1

; � � � ; {

k

) de longueur k en un mot de anal v = (v

1

; � � � ; v

n

)
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soure q-aire symétrique

de longueur n, haun des n symboles appartenant à l'alphabet de anal. Nous sup-

posons dans e hapitre que la orrespondane entre { et v est bijetive. Pour que de

la redondane soit e�etivement introduite, n doit être plus grand que k. Le odeur

de anal met aussi en forme le signal qui est perturbé par le anal. Le déodeur de

anal utilise alors la redondane introduite pour fournir au destinataire une estimée du

mot d'information émis, {̂. Cette estimée peut se aluler diretement à partir du mot

u = (u

1

; � � � ; u

n

) ou bien en herhant d'abord le mot de ode v̂ le plus vraisemblable

sahant que le déodeur a reçu u pour en déduire {̂.

mot de code
de canal

canal de canal

mot d’information
d’information

codeur de canal
décodeur

mot
reçu

estimée du mot

k nn

{

{̂

u

k

v

Fig. 1.1 � Paradigme du odage de anal.

Deux grandes familles de odes de anal existent : les odes en blo travaillant sur

des blos de données de taille �xe et les odes onvolutifs qui opèrent sur une fenêtre

temporelle glissante. Les odes onvolutifs sont souvent employés ar leurs performanes

sont bonnes. Néanmoins, le déodage des odes en blo linéaires est plus simple et à

faible délai. Nous onsidérerons dans ette thèse uniquement des odes en blo, le plus

souvent linéaires, en raison de leur simpliité de desription.

1.1.1 Le anal q-aire symétrique

Le anal représenté sur la �gure 1.1 est totalement dérit par la densité de proba-

bilité onditionnelle p(ujv), 'est-à-dire la probabilité que le mot reçu soit u sahant

que l'on émet le mot v. Nous nous limitons dans e hapitre au anal q-aire symétrique

sans mémoire, noté CqS, de paramètre p, représenté sur la �gure 1.2. Un tel anal peut

être représenté par une matrie de transition de taille q � q :

0

B

B

B

B

B

B

B

�

1� (q � 1)p p � � � p p

p 1� (q � 1)p � � � p p

.

.

.

.

.

.

p p � � � 1� (q � 1)p p

p p � � � p 1� (q � 1)p

1

C

C

C

C

C

C

C

A

(1.1)

Si le anal est utilisé n fois, alors

p(ujv) =

n

Y

i=1

p(u

i

jv

i

)

p(u

i

jv

i

) =

(

p si u

i

6= v

i

1� (q � 1)p si u

i

= v

i
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Dans le as binaire (q = 2), p est aussi appelé probabilité de transition ou

probabilité d'erreur du CBS. Dé�nissons P par P = (q � 1)p. La probabilité

onditionnelle p(ujv) peut s'exprimer à l'aide de la distane de Hamming d

H

(u; v),

i.e. le nombre de omposantes non nulles de u� v :

p(ujv) = p

d

H

(u;v)

(1� P )

n�d

H

(u;v)

Par onstrution, le CqS est un anal additif : il ajoute un mot d'erreur e au mot émis

v de sorte que le mot reçu s'érive u = v + e, l'addition étant alulée dans F

n

q

.

Symbole de canal
reçu

Symbole de canal
émis

0

1

2

q-1

0

1

2

q-1

p

p
p

p

p

1-(q-1)p

1-(q-1)p

p
p

p

p p

p

1-(q-1)p

1-(q-1)p

Fig. 1.2 � Canal q-aire symétrique : de haque symbole émis partent q branhes et q

branhes arrivent à un symbole reçu.

Ce modèle un peu abstrait mais générique et simple représente (approximativement,

lorsque q est stritement supérieur à 2) un anal à bruit additif blan et gaussien suivi

d'un organe de déision dure.

1.1.2 Taux de odage anal et probabilités d'erreur

Le taux de odage anal aussi appelé rendement anal et noté R



est dé�ni

par le rapport suivant :

R



=

k

n

log

2

q bits d'information par symbole de anal émis, (1.2)

où log

2

désigne la fontion logarithme à base 2.

La qualité de la transmission se mesure en terme de probabilité d'erreur. On sup-

pose que les mots d'information sont tous équiprobables. La probabilité d'erreur la

plus naturelle est la probabilité d'erreur par symbole, notée P

es

, 'est-à-dire la
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soure q-aire symétrique

moyenne des k probabilités qu'un symbole d'information estimé soit di�érent du sym-

bole d'information émis

P

es

=

1

k

k

X

j=1

Pr(̂{

j

6= i

j

) (1.3)

où { et {̂ sont les mots d'information dé�nis sur la �gure 1.1. Cette probabilité est en

général di�ile à estimer théoriquement ar elle requiert l'évaluation de k probabilités

1

.

Par onséquent, on simpli�e le ritère mesurant la qualité de transmission en omptant

le nombre de fois où le mot de anal estimé v̂ par le déodeur de anal est di�érent du

mot de anal émis v, dé�nissant ainsi la probabilité d'erreur par mot notée P

em

.

Lorsque le déodeur de anal se trompe sur le mot de anal, ela signi�e qu'au moins un

symbole d'information estimé est faux et qu'au plus k symboles estimés seront erronés,

i.e.

P

em

k

� P

es

� P

em

: (1.4)

Cet enadrement permet don d'estimer plus simplement la qualité du odage e�e-

tué. Les performanes des odes en blo sur le CqS doivent être omparées ave les

meilleures que l'on puisse obtenir, abstration faite de la longueur des odes employés.

Ces dernières sont formulées dans un théorème étonnament simple au regard de la

di�ulté d'évaluer les performanes exates d'un ode en blo, omme nous allons le

voir.

1.1.3 Performanes optimales : apaité du anal

Le théorème de odage de anal de Shannon [41℄ indique qu'une ommuniation

sur un anal peut être aussi �able que possible (i.e. ave une probabilité d'erreur par

symbole ou par mot aussi faible que voulue) à ondition que le rendement de anal R



soit inférieur ou égal à la apaité C du anal. La réiproque de e théorème a�rme

que si le rendement anal est supérieur à la apaité alors la probabilité d'erreur

2

est minorée par un terme non-nul. La apaité est dé�nie omme le maximum de

l'information mutuelle entre l'entrée et la sortie du anal

3

:

C = sup

n

max

p(v)

1

n

I(U; V ) (1.5)

I(U; V ) =

X

u;v

p(u; v) log

2

 

p(ujv)

p(u)

!

(1.6)

I(U; V ) est appelée information mutuelle entre les deux variables aléatoires U et V

de dimension n ayant respetivement pour réalisation u et v. Introduisons l'entropie

1

sauf, bien sûr, pour les odes qui assurent une protetion égale de tous les symboles d'information !

2

par mot ou par symbole, peu importe

3

ette dé�nition ne fait volontairement pas apparaître la ontrainte portant sur le oût d'utilisation

du anal ar ette notion n'a pas de signi�ation pratique pour le anal q-aire symétrique.
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de U , notée H

2

(U), et l'entropie onditionnelle de U sahant V , notée H

2

(U jV ) :

H

2

(U) = �

X

u

p(u) log

2

p(u) (1.7)

H

2

(U jV ) = �

X

u;v

p(u; v) log

2

p(ujv) (1.8)

Entropie et information mutuelle véri�ent alors

I(U; V ) = H

2

(U)�H

2

(U jV ) (1.9)

Avant de donner une expression onise de la apaité du CqS, nous dé�nissons

l'entropie binaire H

2

par

H

2

: [0; 1℄ ! [0; 1℄

x 7! �x log

2

x� (1� x) log

2

(1� x):

La apaité du anal q-aire symétrique C

CqS

s'érit alors [6℄

C

CqS

(P ) = log

2

(q)�H

2

(P )� P log

2

(q � 1); 0 � P � 1�

1

q

: (1.10)

Dans le as binaire, l'expression de la apaité devient

C

CBS

(p) = 1�H

2

(p); 0 � p � 1: (1.11)

Dans es deux as, la apaité est obtenue pour n = 1 et en hoisissant une variable

aléatoire V de distribution uniforme. Elle est représentée pour di�érentes valeurs de q

sur la �gure 1.3.
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Fig. 1.3 � Capaité du CqS pour di�érentes valeurs de q.

Notons que la apaité véri�e une égalité qui sera utile par la suite :

2

n(R



�C

CqS

(P ))

=

(q � 1)

nP

2

nH

2

(P )

q

n�k

=

(q � 1)

nP

P

nP

(1� P )

n(1�P )

q

n�k

; 0 � P � 1�

1

q

: (1.12)



18

1. Dualité entre le odage de anal q-aire symétrique et le odage de

soure q-aire symétrique

1.1.4 Codes en blo linéaires

L'utilisation de odes en blo linéaires représente l'une des tehniques possibles de

odage de anal. Nous allons dé�nir dans e paragraphe es odes ainsi que les outils

néessaires à leur déodage : de nombreux ouvrages de référenes, [5, 7, 41, 43, 50℄ par

exemple, présentent dans sa quasi-totalité e domaine.

Un ode en blo linéaire q-aire de longueur n et de dimension k, noté (n; k), est un

sous-espae vetoriel de dimension k de F

n

q

, l'espae vetoriel de dimension n onstruit

sur le orps �ni F

q

. La taille d'un tel ode, 'est-à-dire son nombre de mots, est don q

k

.

La distane de Hamming minimale entre deux mots de ode distints dé�nit la distane

minimale du ode, notée d

min

. À ause de la linéarité du ode, il su�t de herher le

mot de ode non-nul de poids minimal, i.e. le plus prohe du mot nul. Cette distane

est liée à la apaité de orretion t, i.e. le nombre de symboles erronés qu'un bon

déodeur de anal est sûr de pouvoir orriger, par la relation

t = b

d

min

� 1

2

:

Si le ode ne orrige auun motif d'erreur de poids de Hamming stritement supé-

rieur à t, le ode est dit parfait. Si le ode orrige des motifs d'erreurs de poids t + 1

et auun de poids stritement supérieur à t+ 1, le ode est dit quasi-parfait.

Matrie géneratrie et matrie de parité

Par dé�nition, un ode linéaire C (n; k) se onfond ave l'espae image d'une

matrie de taille k � n dite matrie génératrie G : un mot de ode v est tiré du

mot d'information { par la relation v = {G. L'espae orthogonal du ode linéaire est

representé par une matrie H dite matrie de parité et de taille (n�k)�n. Matrie

génératie et matrie de parité véri�ent don la relation :

GH

t

= 0

Le ode engendré par la matrie de parité est appelé ode dual de C et noté C

?

.

Les matries G et H assoiées à un ode donné ne sont pas uniques. On distingue

notamment la forme de la matrie génératrie s'érivant [I

k

Par℄ où Par est une matrie

de taille k � (n � k) à éléments dans F

q

, forme dite systématique

4

. La matrie de

parité assoiée à la matrie génératrie systématique s'érit [�Par

t

I

n�k

℄

5

. Deux odes

qui ont même représentation systématique sont dits équivalents : leurs ellules de

Voronoï sont identiques, seule la orrespondane entre mots d'information et mots de

ode les distingue.

4

la forme sytématique est unique.

5

dans le as binaire, soustration et addition se onfondent : par onséquent la matrie de parité

s'érit également [Par

t

I

n�k

℄.
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Déodage des odes linéaires

Le déodeur reçoit une version erronée u du mot de ode émis. A�n de minimiser

la probabilité d'erreur par mot, le déodeur herhe le mot de ode le plus probable

onnaissant u (ritère de maximum de vraisemblane a posteriori), e qui revient à

trouver le mot de ode le plus prohe de u au sens de la distane de Hamming si

� p < 1=q ;

� les mots d'information sont équiprobables.

Nous supposerons es deux hypothèses véri�ées par la suite. A�n de pouvoir déoder

le mot u, nous dé�nissons la relation d'équivalene R par

vRu () v � u 2 C

C étant un groupe,R dé�nit les q

n�k

lasses d'équivalene de F

n

q

, lasses qui omportent

toutes le même nombre d'éléments. Le hef d'une lasse donnée (oset leader) est l'un

des éléments de la lasse de poids minimal. L'ensemble des hefs de lasse forme la

ellule de Voronoï du mot nul, 'est-à-dire l'ensemble des mots reçus pour lesquels

le déodeur produira omme sortie le mot nul. Cette ellule est notée V (0). La ellule

de Voronoï d'un mot de ode quelonque v est le translaté par v de V (0) : on note

V (v) = v+V (0). H engendrant le ode dual de C, le syndrome S dé�ni par S = uH

t

aratérise de manière unique une lasse d'équivalene.

Le tableau standard de déodage onsiste à érire tous les mots de F

n

q

en q

n�k

lignes. Chaque ligne omporte les q

k

éléments d'une lasse ordonnés de telle manière que

haque olonne puisse s'érire omme le translaté d'une autre olonne. Les olonnes de

e tableau sont don les ellules de Voronoï des mots du ode. Deux odes équivalents

ont don même tableau de déodage.

Exemple 1 Soit G la matrie génératrie d'un ode binaire de longueur 5 et de di-

mension 3 :

G =

0

B

�

1 1 0 1 0

0 1 0 0 1

0 1 1 1 1

1

C

A

:

La forme systématique de G, notée G

sys

, est alors

G

sys

=

0

B

�

1 0 0 1 1

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

1

C

A

= [I

3

Par℄:

La matrie de parité H assoiée à ette matrie systématique est don

H =

 

1 0 1 1 0

1 1 0 0 1

!

= [Par

t

I

2

℄:

Le tableau de déodage est don :
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1. Dualité entre le odage de anal q-aire symétrique et le odage de

soure q-aire symétrique

Cellules de Voronoï Syndrome

00000 10011 01001 00110 11010 10101 01111 11100 00

00001 10010 01000 00111 11011 10100 01110 11101 01

00010 10001 01011 00100 11000 10111 01101 11110 10

10000 00011 11001 10110 01010 00101 11111 01100 11

On peut obtenir un autre tableau de déodage à partir de elui-i en éhangeant

dans la deuxième ligne 00001 et 01000 ar es deux éléments d'une même lasse ont

un poids égal au poids minimal de la lasse. Les autres éléments de la lasse doivent

alors être réarrangés pour onserver la propriété de translation des ellules de Voronoï.

Le hoix d'une matrie de parité assoiée à G et non G

sys

onduirait à permuter les

trois dernières lignes de la olonne des syndromes.

Ce ode est quasi-parfait : sa apaité de orretion est nulle et il orrige quelques

erreurs de poids 1 et auune de poids supérieur ou égal à 2.

Nous appuyant sur e tableau, il nous est possible de déoder par la méthode du

tableau standard (standard array deoding) le mot reçu u :

� alul du syndrome S = uH

t

;

� le hef de lasse assoié au syndrome S est soustrait au mot reçu ;

� extration, si néessaire, des bits d'information du mot de ode ainsi formé.

Cette dernière étape est spéi�que à la matrie génératrie G hoisie : les déodeurs

assoiés à deux odes équivalents et reevant la même sortie de anal y produiront a

priori un mot d'information di�érent. Le hoix de la matrie de parité n'in�ue pas sur

le mot de ode fourni par e déodeur : elle ne sert qu'à trouver la lasse de l'erreur.

Estimateur
du mot d’erreur

Syndrome Erreur

"Inverse"
H

t

u

v {̂

de G

Fig. 1.4 � Déodeur de anal pour un ode linéaire binaire.

Un tel algorithme de déodage, illustré sur la �gure 1.4, est dit omplet ar il

trouve le mot de ode le plus prohe quel que soit le mot reçu. La reherhe des hefs

de lasse est di�ile pour les odes de rendement faible [41℄. En�n il ne nous est pas

apparu possible de relier les poids des hefs de lasse du ode à eux de son dual,

ontrairement aux poids des mots de ode reliés aux poids des mots de ode du dual

par l'identité de Pless-MWilliams : e point onstitue d'ailleurs un problème ouvert

référené par MWilliams et Sloane [43℄.
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Performanes des odes linéaires

Nous allons donner dans e paragraphe les expressions exates des probabilités

d'erreur par mot et par symbole des odes linéaires (nous supposons toujours que les

mots d'information sont équiprobables et que p <

1

q

). La probabilité d'erreur par mot

P

em

est minimale lorsque le déodeur hoisit le mot de ode le plus probablement émis

onnaissant le mot reçu. Pour déterminer ette probabilité d'erreur, nous onsidérons

l'événement omplémentaire, 'est-à-dire à la probabilité que le mot déidé (la sortie

de l'algorithme dérit préédemment) soit le mot e�etivement émis. Cet événement se

produit lorsque le mot reçu est un des mots omposant la ellule de Voronoi du mot

émis, e qui revient à érire :

P

em

= 1�

X

x2C

p(x)Pr(y 2 V (x)jx):

Rérivons Pr(y 2 V (x)jx) :

Pr(y 2 V (x)jx) =

X

y2V (x)

p(yjx) =

n

X

i=0

p

i

(1� P )

n�i

�

i

(x)

où �

i

(x) désigne le nombre de mots de V (x) à distane i de x. En tenant ompte de

l'équiprobabilité des mots d'information, P

em

devient :

P

em

= 1�

X

i

p

i

(1� P )

n�i

�

i

(1.13)

où �

i

est la moyenne des (�

i

(x)) (plus de détails sur es derniers oe�ients sont donnés

dans l'annexe B) : ils dépendent a priori de toutes les ellules de Voronoï. Cependant,

dans le as des odes linéaires, omme les ellules de Voronoï sont translatées les unes

des autres, les �

i

ne dépendent que de la ellule de Voronoï du mot nul : la probabilité

d'erreur par mot est alors plus simple à aluler. Deux odes linéaires équivalents

produiront don la même probabilité d'erreur par mot.

La probabilité d'erreur par symbole d'un ode linéaire systématique, P

es

, dé�nie

par (1.3), se rérit en tenant ompte des hypothèses

P

es

=

1

k

X

v̂2C

d

1���k

H

(v̂; 0)Pr(V (v̂)jv = 0); (1.14)

où d

1���k

H

(v; u) désigne le nombre de omposantes distintes entre les mots v et u parmi

les omposantes de es mots dont l'indie varie entre 1 et k. Supposons en e�et que le

mot émis soit le mot nul. Le mot reçu y appartenant à la ellule de Voronoï de , le mot

d'information déidé est don elui orrespondant à , e qui, dans le as d'un ode

systématique, orrespond à ses k premières omposantes, e que traduit (1.14). Si l'on

s'intéresse à un symbole d'information partiulier, elui en position i, la probabilité

d'erreur assoiée, notée P

(i)

es

a pour expression

P

(i)

es

=

X

v̂2C;v̂

i

6=0

Pr(V (v̂)jv = 0): (1.15)
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soure q-aire symétrique

Deux odes équivalents ne produiront pas a priori la même probabilité d'erreur par

symbole.

Suite de l'exemple 1 Reprenons le ode systématique de longueur 5 et de dimen-

sion 3 dé�ni dans l'exemple 1. Le tableau standard de déodage nous permet de aluler

ses performanes exates. La probabilité d'erreur par mot de e ode est

P

em

= 1� (1� p)

5

� 3p(1� p)

4

= 2p+ 2p

2

� 8p

3

+ 7p

4

� 2p

5

: (1.16)

Le tableau de déodage du ode systématique permet de aluler la probabilité d'erreur

pour haque bit d'information

P

(1)

es

= 8p

2

� 20p

3

+ 20p

4

� 8p

5

P

(2)

es

= p

P

(3)

es

= p

La probabilité d'erreur par symbole de e même ode est don

P

es

=

1

3

(2p(1� p)

4

+ 16p

2

(1� p)

3

+ 16p

3

(1� p)

2

+ 12p

4

(1� p) + 2p

5

)

=

1

3

(2p+ 8p

2

� 20p

3

+ 20p

4

� 8p

5

) (1.17)

Quant au ode non systématique dé�ni par la matrie G, les probabilités d'erreur par

symbole sont données, tous aluls faits, par :

P

(1)

es

= 8p

2

� 20p

3

+ 20p

4

� 8p

5

(1.18)

P

(2)

es

= 2p� 2p

2

(1.19)

P

(3)

es

= p (1.20)

P

es

=

1

3

(3p+ 6p

2

� 20p

3

+ 20p

4

� 8p

5

) (1.21)

Il apparaît alors que e ode non systématique a une probabilité d'erreur par symbole

plus grande que elle du ode systématique assoié !

1.1.5 Bornes sur les probabilités d'erreur

Après es rappels permettant de déterminer les performanes exates des odes

linéaires, nous allons présenter dans ette setion plusieurs nouvelles bornes des proba-

bilités d'erreur a�n d'évaluer plus failement les performanes du système représenté

sur la �gure 1.1. Ces bornes, ontrairement aux performanes optimales, dépendent de

la longueur et de la taille des odes.
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Borne inférieure de P

em

Puisque p < 1=q, i 7! �p

i

(1� P )

n�i

est une fontion stritement roissante. Nous

appliquons alors les résultats de l'annexe B en hoisissant pour fontion f , la fontion

dé�nie par f(i) = �p

i

(1 � P )

n�i

. Ces résultats nous permettent d'obtenir une borne

inférieure de P

em

(en omettant dans les notations la dépendane vis-à-vis du paramètre

d de la borne inférieure).

Théorème 1.1.1 Soit

P

emi

= 1�

d�1

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

p

i

(1� P )

n�i

�

 

q

n�k

�

d�1

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

!

p

d

(1� P )

n�d

; (1.22)

d étant le plus grand entier véri�ant :

X

i<d

(q � 1)

i

C

i

n

� q

n�k

:

P

emi

est une borne inférieure de la probabilité d'erreur par mot valable pour les odes

linéaires (n; k) et non linéaires. Cette borne donne la probabilité exate d'erreur par

mot si et seulement si le ode est parfait ou quasi-parfait.

L'annexe D dresse une liste des odes parfaits et quasi-parfaits (liste non exhaustive

pour es derniers) et indique la valeur ou l'expression de P

em

pour es odes.

Interprétons maintenant ette borne dans le as d'un ode linéaire. Nous allons

sous-estimer le poids des hefs de lasse triés par poids roissant et les enlever au fur et

à mesure de ette liste. Fixons la variable i à 0. Le poids du premier ((q � 1)

i

C

i

n

= 1)

hef de lasse est sous-estimé par i : nous enlevons e hef de lasse (qui est le mot

nul puisque le ode est linéaire) de la liste. Inrémentons alors i : i vaut 1. Il nous

reste q

n�k

�1 hefs de lasse. Prenons les (q�1)

i

C

i

n

premiers restants et sous-estimons

leurs poids par i. Généralisons ette proédure : i prend alors une valeur quelonque.

À l'étape i, il restera q

n�k

�

i�1

P

j=0

(q � 1)

j

C

j

n

hefs de lasse à traiter. Leur poids est

par réurrene supérieur ou égal à i. Si

P

i

j=0

(q � 1)

j

C

j

n

< q

n�k

, nous hoisissons alors

les (q � 1)

i

C

i

n

premiers hefs de lasse restants et nous sous-estimons leur poids par

i. Leur ontribution à P

em

est don minorée par (q � 1)

i

C

i

n

p

i

(1 � P )

n�i

. Il nous reste

q

n�k

�

P

i

j=0

(q� 1)

j

C

j

n

hefs de lasses non marqués de poids supérieur ou égal à i+1.

Nous répétons ette proédure jusqu'à i = d � 1 : après ette dernière étape, il reste

q

n�k

�

P

i<d

(q�1)

i

C

i

n

hefs de lasse non marqués de poids supérieur ou égal à d. Nous

retrouvons ainsi l'expression de P

emi

.

Lorsque le anal est opaque (p = 1=q) ou parfait (p = 0), ette borne donne la

valeur exate de la probabilité d'erreur par mot (1 � q

�k

pour le anal opaque et 0

pour le anal parfait). Nous pouvons pousser plus loin l'étude de ette borne en nous

intéressant à son omportement asymptotique et la relier ainsi à la apaité du anal.

Théorème 1.1.2 P

emi

onverge vers 0 lorsque R



< C

CqS

(P ) et vers 1 lorsque R



>

C

CqS

(P ).
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soure q-aire symétrique

Preuve

La preuve, un peu longue, est donnée dans l'annexe C.2.

2

Ce théorème est la réiproque du théorème de odage de anal de Shannon : il

donne une limite inférieure des performanes des odes en blo pour une omplexité

donnée alors que le théorème de Shannon donne des performanes asymptotiques. La

�gure 1.5 illustre la onvergene, dans le as binaire, de ette borne pour trois longueurs

n distintes (10, 20 et 50). .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4
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Fig. 1.5 � Borne inférieure de la probabilité d'erreur pour di�érentes longueurs et

di�érents rendements : n = 10 (-.), n = 25 (�), n = 50 (..) pour q = 2 et p = 0:1. La

ligne ontinue représente la apaité du CBS.

Borne inférieure sur P

es

La probabilité d'erreur par mot P

em

a été largement plus étudiée dans la littérature

que la probabilité d'erreur par symbole, ependant l'étude de la probabilité d'erreur par

symbole est néessaire lorsque nous aborderons le odage onjoint au hapitre suivant.

Pour minorer P

es

, il su�t de lasser les mots d'information par poids roissant et

d'attribuer à leur ellule de Voronoï assoiée une probabilité de plus en plus faible en

oubliant les ontraintes imposées par la linéarité du ode sur es ellules. Cette idée se

traduit par le théorème suivant :

Théorème 1.1.3 Soit p le paramètre d'un CqS tel que p < 1=q. Posons P = (q� 1)p.

Considérons la suite (s

i

)

i2IN

dé�nie par

s

i

=

i

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

k
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et la suite (w

i

)

i=1;���;q

k dé�nie par

w

i

= argmaxfj;

j

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� iq

n�k

g: (1.23)

En�n, posons p(w) = p

w

(1� P )

n�w

.

La probabilité d'erreur par symbole d'un ode linéaire de longueur n et de dimension

k sur CqS est minorée par la probabilité P

esi

dé�nie par

P

esi

=

1

k

0

�

k

X

a=1

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

(q � 1)

w

C

w

n

p(w) +

k

X

a=0

(

w

s

a

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� s

a

q

n�k

)p(w

s

a

+ 1)

1

A

(1.24)

Preuve

La démonstration repose sur deux idées :

� le lassement des mots de F

n

q

par poids roissant, i.e. par probabilité déroissante,

et leur regroupement en ensembles de q

n�k

éléments (qui jouent le r�le de ellules

de Voronoï) ainsi que le lassement des mots d'information par poids roissant ;

� les (q� 1)

w

C

w

k

� ellules de Voronoï � assoiées aux mots d'information de poids

w voient leurs probabilités multipliées par w.

La première � ellule de Voronoï � assoiée au mot d'information nul ontient les mots

de poids 0; � � � ; w

1

et q

n�k

�

P

w

1

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

mots de poids w

1

+ 1. La i

e

� ellule �

est omposée de :

� (q � 1)

w

i�1

+1

C

w

i�1

+1

n

� ((i� 1)q

n�k

�

P

w

i�1

w=0

(q� 1)

w

C

w

n

) mots de poids w

i�1

+ 1 ;

� (q � 1)

w

i�1

+2

C

w

i�1

+2

n

mots de poids w

i�1

+ 2 ;

� . . . ;

� (q � 1)

w

i

C

w

i

n

mots de poids w

i

;

� iq

n�k

�

P

w

i

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

mots de poids w

i

+ 1.

Par onséquent, la ontribution des (q � 1)

a

C

a

k

mots d'information estimés de poids a

à la probabilité d'erreur s'érit

s

a

X

l=s

a�1

+1

8

<

:

w

l

X

w=w

l�1

+2

(q � 1)

w

C

w

n

p(w) +

0

�

w

l�1

+1

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� (l � 1)q

n�k

1

A

p(w

l�1

+ 1)

+

 

lq

n�k

�

w

l

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

!

p(w

l

+ 1)

)

=

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+2

(q � 1)

w

C

w

n

p(w) +

0

�

w

s

a�1

+1

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� s

a�1

q

n�k

1

A

p(w

s

a�1

+ 1)

+

 

s

a

q

n�k

�

w

s

a

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

!

p(w

s

a

+ 1)

La probabilité d'erreur est don minorée, après quelques manipulations algébriques,

par

P

es

�

1

k

k

X

a=1

a

8

<

:

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+2

(q � 1)

w

C

w

n

p(w) +

0

�

w

s

a�1

+1

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� s

a�1

q

n�k

1

A

p(w

s

a�1

+ 1)
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X
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(q � 1)

w

C

w

n

!

p(w

s

a

+ 1)

)

�

1

k

0

�

k

X

a=1

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

(q � 1)

w

C

w

n

p(w) +

k

X

a=0

 

w

s

a

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� s

a

q

n�k

!

p(w

s

a

+ 1)

1

A

On reonnaît dans le dernier membre de l'inégalité la dé�nition de P

esi

.

2

Remarquons que ette borne vaut 1�1=q lorsque le anal est opaque, i.e. pour p = 1=q,

e qui est la valeur exate de la probabilité d'erreur par symbole dans e as. Plus

intéressant est le omportement asymptotique de ette borne, que nous allons voir à

présent.

Théorème 1.1.4 Supposons que l'on onsidère une famille de odes (n; k) de rende-

ment limite R



(i.e. véri�ant lim

n!1

k

n

log

2

q = R



) tel que R



< C

CqS

(P ) alors la

borne inférieure de la probabilité d'erreur par symbole P

esi

tend vers 0 :

lim

n!1

P

esi

= 0

Preuve

La démonstration est donnée dans l'annexe C.4.

2

Nous illustrons le omportement asymptotique de la borne par la �gure 1.6. Nous

avons hoisi un CBS de paramètre p = 0:1. La apaité est don égale à 0:5310. Le

rendement R



prend trois valeurs : 0:331, 0:6 et 0:731. On remarque que la borne semble

avoir une limite lorsque le rendement est supérieur à la apaité. Le théorème qui suit

justi�e ette remarque, omplétant ainsi l'étude du omportement asymptotique de

P

esi

Théorème 1.1.5 Supposons que l'on onsidère une famille de odes (n; k) de rende-

ment limite R



(i.e. véri�ant lim

n!1

k

n

log

2

q = R



) tel que log

2

q > R



> C

CqS

(P )

alors la borne inférieure de la probabilité d'erreur par symbole P

esi

admet une limite :

lim

n!1

P

esi

= C

�1

CqS

 

log

2

q

R



C

CqS

(P )

!

Preuve

La preuve est donnée, enore une fois, dans l'annexe C.4.

2
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Fig. 1.6 � Comportement de P

esi

en fontion du taux onsidéré et de la longueur des

odes sur un anal binaire symétrique.

Les deux théorème préédents onstituent à eux deux une réiproque du théorème de

odage de anal de Shannon : la borne P

esi

est une borne inférieure des performanes

des odes linéaires dont la onvergene est en aord ave le théorème de Shannon. La

borne présentée dépend des paramètres du ode, e qui onstitue tout son intérêt par

rapport au théorème de Shannon.

Le théorème i-dessus montre que la borne inférieure de la probabilité d'erreur par

symbole P

em

=k (double inégalité (1.4)) est mauvaise lorsque le rendement est supérieur

à la apaité du anal puisque ette borne onverge vers 0. Terminons l'étude de ette

borne par un exemple illustrant à la fois la démonstration de la borne et la borne

elle-même.

Suite de l'exemple 1 Nous devons lasser les mots de F

5

2

en huit ensembles de

2

n�k

= 4 éléments. Ces huit ensembles joueront le r�le des ellules de Voronoï. Le

premier, assoié au mot d'information de poids nul, ontient le mot nul de F

5

2

ainsi

que trois des mots de F

5

2

de poids 1. Le deuxième, assoié à un mot d'information de

poids 1, par exemple (0; 0; 1), ontient les deux mots restants de poids 1 et deux mots de

poids 2. Les ensembles assoiés aux mots d'information (0; 1; 0) et (1; 0; 0) ontiennent

haun quatre mots de poids 2. Il n'y a don plus de mots de F

5

2

de poids 2 disponibles.

Les ensembles assoiés aux mots d'information (0; 1; 1) et (1; 0; 1) ontiennent haun

quatre mots de poids 3. L'ensemble assoié à (1; 1; 0) ontient les deux mots de poids

3 restants et deux mots de poids 4. En�n, l'ensemble assoié au mot d'information

(1; 1; 1) ontient les trois mots de poids 4 restants et l'unique mot de poids 5.

Cela revient à érire que

w

s

0

= w

1

= 0; w

s

1

= w

4

= 2; w

s

2

= w

7

= 3; w

s

3

= w

8

= 5:

Ces équations signi�ent que l'union des � ellules de Voronoï � assoiées aux mots

d'informations de poids de Hamming inférieur ou égal à l'indie i de s (respetivement

0, 1, 2, 3) ontient tous les mots de F

5

2

de poids de Hamming inférieur ou égal à w

s

i
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(respetivement 0, 2, 3, 5). Nous sommes en mesure de donner alors l'expression de la

borne P

esi

en fontion du paramètre p du CBS :

P

esi

=

1

3

(2p(1� p)

4

+ 10p

2

(1� p)

3

+ 20p

3

(1� p)

2

+ 13p

4

(1� p) + 3p

5

) (1.25)

=

1

3

(2p+ 2p

2

+ 2p

3

� 5p

4

+ 2p

5

): (1.26)

Nous pouvons remarquer que, pour es valeurs de n et k, la borne P

esi

est supérieure à

P

emi

=k, nous apportant par là plus de préision.

Borne supérieure tirée du odage aléatoire

Les bornes inférieures de performanes ne sont pas su�santes pour juger des per-

formanes d'un ode donné : une borne supérieure aléatoire permet de juger des per-

formanes d'un ode par rapport à un ode hoisi au hasard. Nous allons don rappeler

es bornes et leur prinipe.

L'idée du odage aléatoire, 'est-à-dire de aluler une probabilité d'erreur moyen-

née sur un ensemble de odes déterminé, a permis d'aboutir au théorème de odage

de anal énoné au paragraphe 1.1.3. Elle donne, en outre, une borne supérieure de la

probabilité d'erreur par mot. Nous présentons ii des résultats lassiques, traditionnel-

lement présentés pour le as binaire (troisième hapitre de [64℄ qui reprend les travaux

de Gallager), en les adaptant au as q-aire.

Sans reprendre toutes les étapes de alul, la probabilité P

em

est majorée par

P

em

< 2

�n(E

0

(�;~p)��R)

; 0 � � � 1

où ~p est une distribution de probabilités sur l'alphabet de anal F

q

et où E

0

(�; ~p) est

dé�ni par

E

0

(�; ~p) = � log

2

X

y2F

q

8

<

:

X

x2F

q

~p(x)p(yjx)

1

1+�

9

=

;

1+�

:

En vue d'optimiser la borne, il faut maximiser E

0

(�; ~p) par rapport à � et à ~p. Nous

restreignons l'étude de es bornes au as du CqS. Intuitivement, nous hoisirions une

distribution ~p uniforme, e qui est on�rmé mathématiquement [64℄. Posons E

0

(�) =

E

0

(�; ~p uniforme) et E(R) = max

0���1

E

0

(�)��R. Les probabilités du CqS permettent

de aluler e dernier :

E

0

(�) = � log

2

q � (1 + �) log

2

n

(q � 1)p

1

1+�

+ (1� P )

1

1+�

)

o

:

A�n d'alléger les équations suivantes, posons

p̂(�) =

(q � 1)p

1

1+�

(q � 1)p

1

1+�

+ (1� P )

1

1+�

:
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Il ne reste plus qu'à se préouper du hoix de � : une étude de la onvexité de

E

0

(�) met en évidene l'existene d'un maximum. Par onséquent, le maximum de

� 7! E

0

(�) � �R est atteint soit par annulation de la dérivée par rapport à � soit en

� = 1, e que l'on résume en

0 � R � E

0

0

(1) E(R) = log

2

(q)� 2 log

2

f(q � 1)

p

p+

p

1� Pg � R

E

0

0

(1) � R � C

CqS

(P )

(

E(R) = T

p

(p̂(�))�H

2

(p̂(�))

R = C

CqS

(p̂(�))

(1.27)

où T

y

: x 7! �x log

2

y� (1� x) log

2

(1� y) est la tangente en y à la fontion H

2

. E

0

0

(1)

s'exprime omme une apaité de CqS :

E

0

0

(1) = log

2

q �H

2

(p̂(1))� p̂(1) log

2

(q � 1) = C

CqS

(p̂(1))

Cette borne a été améliorée dans le as de faibles rendements par Gallager : la

probabilité P

em

est alors majorée par

P

em

< 2

�nmax

~p

sup

��1

(E

x

(�;~p)��R)

ave

E

x

(�; ~p) = �� log

2

8

>

<

>

:

X

(x;x

0

)2F

q

�F

q

~p(x)~p(x

0

)

0

�

X

y2F

q

q

p(yjx)p(yjx

0

)

1

A

1

�

9

>

=

>

;

:

Là enore, dans le as du CqS, la distribution ~p qui maximise E

x

(�; ~p) est la distribution

uniforme :

max

~p

E

x

(�; ~p) = �� log

2

( 

1�

1

q

!

�

q

4p(1� P ) + (q � 2)p

�

1

�

+

1

q

)

:

Posons Z =

q

4p(1� P ) + (q � 2)p et E

x

(R) = max

~p

sup

��1

(E

x

(�; ~p) � �R). L'étude

de la maximisation par rapport à � permet d'a�rmer que

E

x

(R) = �

(q � 1)Z

1

�

1 + (q � 1)Z

1

�

log

2

Z;

R = log

2

q �H

2

0

�

(q � 1)Z

1

�

1 + (q � 1)Z

1

�

1

A

�

(q � 1)Z

1

�

1 + (q � 1)Z

1

�

log

2

(q � 1) = C

CqS

0

�

(q � 1)Z

1

�

1 + (q � 1)Z

1

�

1

A

lorsque R est ompris entre 0 et C

CqS

(

(q�1)Z

1+(q�1)Z

).

1.1.6 À la reherhe de bons odes linéaires

Nous souhaitons trouver de bons odes linéaires binaires : il est possible d'examiner

tous les odes linéaires, ependant l'évaluation exate de leurs performanes néessite
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de aluler le tableau standard de déodage, e qui limite le rendement. La probabilité

d'erreur par mot étant plus faile à aluler que elle par symbole, nous nous onten-

terons de la première. De plus, les sous-espaes vetoriels de F

n

2

de dimension k sont

au nombre de

(2

n

� 1)(2

n�1

� 1) � � � (2

2

� 1)(2� 1)

(2

k

� 1) � � � (2� 1)(2

n�k

� 1)(2

n�k�1

� 1) � � � (2� 1)

;

e qui roît rapidement. Nous nous restreignons alors aux odes linéaires systématiques,

sans perte de généralité puisque tout ode linéaire en blo admet une représentation sys-

tématique et que leurs performanes sont équivalentes. À e stade, la reherhe exhaus-

tive examinerait don 2

k(n�k)

odes. Il est possible de réduire e nombre à C

n�k

n�k+2

k

�1

en tirant parti de l'équivalene entre matries génératries (l'ordre des olonnes de la

matrie Par n'importe pas). En�n, puisque mener la reherhe sur les matries géné-

ratries systématiques est équivalent à mener la reherhe sur les matries de parité

systématique, le nombre de odes à examiner est réduit à

min(C

n�k

n�k+2

k

�1

; C

k

k+2

n�k

�1

):

L'évaluation des performanes néessite de aluler la ellule de Voronoï du mot nul,

'est-à-dire la première olonne du tableau standard de déodage. Il faut don trouver

les 2

n�k

hefs de lasse en testant suessivement les mots de F

n

2

lassés par poids

roissant. Les �gures 1.7-1.10 montrent la probabilité d'erreur par mot des meilleurs

odes trouvés

6

et leur rendement. Ces odes sont marqués par une roix (+). Le pa-

ramètre p du CBS est �xé à 0:1 et la apaité de e anal est représentée par la ligne

vertiale sur es �gures. La borne P

emi

est traée en traits mixtes et la borne supérieure

orrespondant à (1.27) en pointillés.
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(a) : n = 3
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(b) : n = 4

Fig. 1.7 � Meilleurs odes pour le odage de CBS, p = 0:1, n = 3; 4.

6

Les odes linéaires trouvés dans e hapitre ont été réutilisés par Zahir Azami dans un ontexte

de odage onjoint [69℄ : ils servent de points d'initialisation de l'algorithme JOB (Joint Optimization

Binary (Coding)).
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(a) : n = 5
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(b) : n = 6

Fig. 1.8 � Meilleurs odes pour le odage de CBS, p = 0:1, n = 5; 6.
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(a) : n = 7
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(b) : n = 8

Fig. 1.9 � Meilleurs odes pour le odage de CBS, p = 0:1, n = 7; 8.

Nous avons véri�é que les meilleurs odes obtenus sont eux indiqués dans [50℄. Une

très grande partie de es odes sont quasi-parfaits ou parfaits : la borne inférieure P

emi

est souvent atteinte.
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(a) : n = 9
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(b) : n = 10

Fig. 1.10 � Meilleurs odes pour le odage de CBS, p = 0:1, n = 9; 10.
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1.2 Codage de soure

1.2.1 Desription du problème et mise en évidene de la dualité

Nous supposons que la soure S est une soure stationnaire q-aire, symétrique

et sans mémoire. Les symboles de soures sont des éléments de l'alphabet de soure

F

q

= f0; 1 � � � ; q � 1g. Une telle telle soure est appelée soure q-aire symétrique

(SqS). Nous supposerons que q est une puissane d'un nombre premier : F

q

est

don un orps �ni. Considérons l'extension m

e

de la soure : un mot de soure

u = (u

0

; � � � ; u

m�1

) 2 F

m

q

est émis ave une probabilité p(u) = q

�m

. Le odage de

soure s'e�etue en hoisissant un ode C, 'est-à-dire M mots omposés haun de m

symboles : C = fv

1

; � � � ; v

M

g � F

m

q

. Posons k = log

q

(M), k est la dimension du ode C

lorsque e dernier est linéaire. Le odeur de soure proède en deux étapes :

� le quanti�ateur assoie à haque mot de soure u un mot de ode v. v doit être

prohe de u a�n de ne pas trop détériorer la soure ;

� l'étiqueteur assoie au mot v un mot i omposé de log

2

(M) bits.

La soure est don omprimée ave pertes dès que M est stritement inférieur à q

m

.

Nous supposons dans e hapitre que les bits d'étiquetage sont transmis sur un anal

sans bruit. Le déodeur de soure se ontente don de fournir à l'utilisateur à partir

du mot reçu i le mot du ode de soure assoié v. Ce shéma de odage de soure est

représenté sur la �gure 1.11.

Codeur de source

mot de code le plus proche étiquette

Décodeur de source

canal parfait
étiquetage

inverse mot de codemot

de source 

quantificateur

u v

{ v

étiquetage

{

Fig. 1.11 � Modèle du odage de soure.

Il apparaît don lairement que le odeur de soure et le déodeur de anal

dérit au paragraphe 1.1.4 remplissent les mêmes tâhes, à savoir retrouver

suivant un ertain ritère un mot de ode à partir d'un mot reçu et fournir

l'étiquette ou le mot d'information assoié. De même, le déodeur de soure et

le odeur de anal aomplissent la même tâhe. Par onséquent, il est possible

de omprimer la soure S en utilisant le déodeur de anal omme odeur de soure

et le odeur de anal omme déodeur de soure : odage de soure et odage de anal

sont don deux ativités duales, la première éliminant la redondane d'un message et

la deuxième en ajoutant pour le prémunir des perturbations introduites par le anal.

Cette dualité avait déjà été remarquée par T. Berger [4℄ : nonobstant, l'utilisation des

odes en blo linéaires en tant que odes de soure ne semble pas avoir été étudiée

intensivement.
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En raison de ette dualité, nous espérons tirer pro�t des outils de odage de anal

développés dans la setion préédente a�n d'obtenir des outils de odage de soure sans

travail supplémentaire ou presque !

Cependant, une di�érene notable existe entre le odage de soure et le odage de

anal : le odeur de soure doit être apable de trouver le mot de ode le plus prohe

du mot de soure, quel que soit e dernier. Or, le plus souvent, le déodeur de anal

reçoit un mot qui est prohe de elui émis : il peut se ontenter de ne savoir déoder

que es mots-là. Ce déodage est dit inomplet, par opposition au odage de soure,

qui, lui, doit être omplet.

1.2.2 Performanes

Le rendement R

s

du odage de soure s'exprime en bits par symbole de soure :

R

s

=

log

2

M

m

=

k

m

log

2

q (1.28)

Pour tirer pro�t de la dualité, le ritère de �délité hoisi est elui de la probabilité

d'erreur par symbole. Le odeur de soure introduit une distorsion moyenne par symbole

de soure, notée D, égale à

D =

1

m

E[d

H

(u; v)℄ (1.29)

où E[:℄ désigne l'espérane mathématique (qui porte sur les mots de soure u). Le

quanti�ateur qui minimise la distorsion à ode de soure donné véri�e la ondition du

plus prohe voisin : il hoisit le mot de ode v tel que

d

H

(u; v) = min

x2C

d

H

(u; x) (= d

H

(u; C)):

Des mots de soure peuvent être à égale distane de deux mots de ode, voire plus. Ces

as d'égalité sont résolus par le hasard (si le ode de soure est linéaire, nous avons vu

qu'on pouvait alors déterminer une fois pour toutes la sortie du odeur). Notons que

le hoix d'un mot de ode partiulier dans es as d'égalité n'a pas d'in�uene sur la

distorsion : par onséquent, la distorsion D ne dépend que du ode C.

La distorsion dans le as d'un ode en blo linéaire q-aire s'érit de manière plus

onise. En utilisant la symétrie de la soure et la dé�nition des ellules de Voronoï,

on rérit (1.29)

D =

1

mq

m

X

v2C

X

u2V (v)

d

H

(u; v)

=

1

mq

m�k

m

X

i=0

i�

i

(1.30)
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où les (�

i

) ont été dé�nis au paragraphe 1.1.4. Deux odes linéaires équivalents produi-

ront don la même distorsion. Remarquons que la sortie du odeur de soure assoié à

un ode linéaire est elle-même l'extension k

e

d'une soure q-aire symétrique. Illustrons

e alul en poursuivant l'exemple simple introduit lors de l'étude du odage de anal.

Suite de l'exemple 1 Le tableau de déodage du ode engendré par la matrie

G (ou par G

sys

), ou plus exatement sa première olonne, nous permet de aluler la

distorsion résultant de la ompression d'une SBS par e ode D =

1

5�2

5�3

(0�1+3�1) =

3

20

:

Quelle est la plus petite distorsion possible à rendement �xé ? Là enore, Shannon

[13℄ a répondu à ette question.

Performanes optimales : théorème du odage de soure

Dé�nissons, en premier lieu, la fontion taux-distorsion d'une soure, notée

R(D) :

R(D) = inf

m2IN

min

p(vju)=E[d(U;V )℄�mD

1

m

I(U; V ) (1.31)

où I(U; V ) est l'information mutuelle entre la soure représentée par la variable aléa-

toire U de dimension m (émettant des mots u) et la soure reonstruite représentée

par la variable aléatoire V (émettant des mots v). d(U; V ) mesure la distane entre les

deux variables. Cette fontion est aussi appelée fontion rendement-distorsion. La

fontion taux-distorsion de la SqS noté R

SqS

est dé�nie, lorsque la distane hoisie est

elle de Hamming, par

R

SqS

(D) =

(

log

2

q �H

2

(D)�D log

2

(q � 1) si 0 � D � 1�

1

q

0 si 1�

1

q

< D � 1

(1.32)

Cette fontion, déroissante et onvexe, est représentée sur la �gure 1.12 pour di�é-

rentes valeurs de q. Sur le segment [0; 1�1=q℄, les fontions R

SqS

et C

CqS

se onfondent.

Le théorème de odage de soure de Shannon stipule que, si l'on hoisit le taux

R

s

et la distorsion D tels que R

s

> R

SqS

(D), alors il existe un ode en blo (de

longueur su�samment grande) tel que son taux est inférieur ou égal àR

s

et sa distorsion

inférieure ou égale àD. La réiproque de e théorème a�rme que n'importe quel ode de

soure de taux R

s

et de distorsion D véri�e la relation : R

s

� R

SqS

(D). Par onséquent,

la fontion taux-distorsion apparaît omme la limite asymptotique théorique.

Notons que ette fontion véri�e une égalité qui sera utile par la suite :

2

m(R

s

�R

SqS

(D))

=

(q � 1)

mD

2

mH

2

(D)

q

m�k

=

(q � 1)

mD

D

mD

(1�D)

m(1�D)

q

m�k

; 0 � D � 1�

1

q

:

(1.33)
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Fig. 1.12 � Fontion taux-distorsion R

SqS

(D) pour di�érentes valeurs de q.

1.2.3 Bornes sur la distorsion

À l'instar de la probabilité d'erreur, la distorsion peut être bornée en fontion de

la longueur et de la dimension des odes utilisés, e qui nous donnera des informations

plus préises que les performanes asymptotiques énonées dans le théorème du odage

de soure de Shannon.

Borne inférieure

La borne inférieure sur la distorsion est déduite des résultats de l'annexe B utilisant

les propriétés des ellules de Voronoï. La fontion f hoisie pour appliquer les résultats

de ette annexe est l'identité (qui est, bien sûr, stritement roissante).

Théorème 1.2.1 La distorsion réée par l'utilisation d'un ode linéaire q-aire de lon-

gueur n et de dimension k pour omprimer une SqS est minorée par

D

inf

=

d

m

�

1

mq

m�k

X

i<d

(d� i)(q � 1)

i

C

i

m

(1.34)

où d est le plus grand entier tel que :

X

i<d

(q � 1)

i

C

i

m

� q

m�k

:

Cette borne est valable pour les odes linéaires et non-linéaires. De surroît, elle équivaut

à la distorsion lorsque le ode est parfait ou quasi-parfait.

L'annexe D présente la distorsion des odes parfaits et des odes quasi-parfaits les

plus onnus.

Il est possible d'interpréter la borne D

inf

de la même manière que la borne P

emi

:

es deux bornes sous-estiment le poids des hefs de lasse. Le seul inonvénient de
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ette borne est qu'elle ne peut garantir l'existene de odes l'atteignant ar elle fait �

des ontraintes algébriques que véri�ent les hefs de lasse. Nous avons retrouvé ette

borne dans les travaux de Kerdok et Wolf [27℄ : ils onsidèrent un odeur qui, à haque

de mot de soure, hoisit au hasard parmi deux odes linéaires de même longueur m

le ode linéaire servant à oder le mot. La distorsion est alors une moyenne pondérée

des distorsions produites par haque ode et peut être inférieure à la borne D

inf

al-

ulée pour une longueur m et une dimension qui est la moyenne pondérée des deux

dimensions. Ce fait n'est pas surprenant ar nous ne sommes pas dans les onditions

dans lesquelles la borne a été établie. Kerdok et Wolf remarquent que e odeur au

omportement aléatoire engendre une distorsion égale à elle d'un ode linéaire de lon-

gueur plus grande et de dimension la moyenne pondérée des deux dimensions. Cette

distorsion est bien sûr supérieure à la borne inférieure D

inf

alulée pour es valeurs.

Par analogie ave les outils développés en odage de anal, nous nous intéressons

au omportement asymptotique de ette borne de la distorsion, omportement qui ne

�gure pas dans [27℄.

Théorème 1.2.2 Supposons le rendement R

s

�xé. La borne D

inf

est supérieure à

la distorsion minimale R

SqS

�1

(R

s

) donnée par le théorème de odage de soure de

Shannon (D

inf

> R

SqS

�1

(R

s

)). La borne inférieure D

inf

onverge vers la fontion

rendement-distorsion, i.e.

lim

m!1

D

inf

= R

SqS

�1

(R

s

):

Preuve

La preuve est donnée dans l'annexe C.3.

2

Ce théorème nous permet don de onlure que ette borne est utile en raison de

sa onvergene et de sa dépendane vis-à-vis de la omplexité. La onvergene vers la

fontion rendement-distorsion dans le as binaire est illustrée sur la �gure 1.13 où la

fontion rendement-distorsion est représentée en trait plein : plus la longueur du ode

augmente, plus la borne se rapprohe des meilleures performanes optimales possibles.

Borne supérieure

Goblik [24℄, dont une partie des travaux a été reprise dans [64℄, a montré que dans le

as binaire les odes linéaires atteignent asymptotiquement l'OPTA. Plus préisément,

D étant �xé, il existe un ode linéaire binaire C, de rendement R > R

SBS

(D) et de

longueur m, tel que sa distorsion D(C) véri�e :

D(C) � D + exp(�2

m(R�R

SBS

(D)+f(�))

)
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Fig. 1.13 � Borne inférieure D

inf

pour di�érentes longueurs de ode : m=10 (-.), m=25

(�), m=50 (..), OPTA en trait plein.

où � est ompris stritement entre 0 et D et où

f(�) = 2� log

2

D � �

1�D + �

+

1

m

log

2

�

1�

1

4m�

2

�

f(�) est négligeable devant m lorsque e dernier tend vers l'in�ni. La latitude sur le

hoix de � permet d'optimiser la borne. La preuve de ette borne s'appuie sur le odage

aléatoire et sur le hoix séquentiel des générateurs du ode : elle démontre don qu'il

est possible de onstruire une suite de bons veteurs générateurs mais ne donne auun

moyen pratique de onstruire ette suite !

Cependant, nous pouvons utiliser les travaux de Cohen et Frankl [11℄ pour montrer

l'existene de odes en blo linéaires q-aires atteignant asymptotiquement la fontion

rendement-distorsion. Nous allons démontrer e résultat en reformulant les résultats de

[11℄. Nous obtiendrons au passage une borne supérieure de la distorsion.

Théorème 1.2.3 Soit R

s

un réel véri�ant 0 < R

s

� log

2

q et D un réel tel que D >

R

�1

SqS

(R

s

). Soit � un réel positif. Il existe un ode en blo linéaire q-aire C de longueur

su�samment grande tel que :

� son rendement R véri�e R

s

< R < R

s

+ � ;

� sa distorsion notée D(C) satisfait D < D(C) < D + �.

Autrement dit, il existe asymptotiquement de bons odes linéaires q-aires pour ompri-

mer une SqS suivant le ritère de distorsion de Hamming.

Preuve

Commençons la démonstration par rappeler une inégalité et énoner un lemme.

Lemme 1.2.1 Soient y un réel positif et x un réel ompris entre 0 et 1, alors

1� xy � exp(�xy) � (1� x)

y



1.2. Codage de soure 39

Lemme 1.2.2 (Cohen et Frankl, [11℄)

Soient Y et Z deux sous-ensembles de F

m

q

. Soit x un veteur aléatoire de F

m

q

, de

distribution uniforme. Le ardinal moyen de l'intersetion de Z et du translaté de Y

par x est q

�m

jY jjZj, i.e.

E[j(x+ Y ) \ Zj℄ = q

�m

jY jjZj:

Notons, pour les besoins de la démonstration, C

j

un ode en blo linéaire q-aire de

dimension j et de longueur m. Nous allons onstruire de manière itérative des odes

de dimension roissante en hoisissant de bons veteurs générateurs. Soit un réel D 2

[0; 1�1=q[. Notons P

j

la probabilité qu'un mot de soure u soit à une distane du ode

C

j

stritement supérieure à mD. Soit x un veteur aléatoire de F

m

q

de distribution

uniforme, andidat pour être le (j + 1)

e

veteur générateur.

Corollaire 1 du lemme 1.2.2(Cohen et Frankl [11℄, Goblik [24℄) Il est possible de

onstruire une suite de générateurs tels que

P

j+1

� P

2

j

� P

2

j

0

:

Ce orollaire se prouve en appliquant le lemme 1.2.2 ave Y = Z = fu; d

H

(u; C

j

) >

mDg ou diretement en moyennant la probabilité de Z sur la distribution de probabi-

lités du veteur générateur aléatoire x :

E[Pr(d

H

(u; C

j

[ (x + C

j

)) > mD)℄ = E[Pr(d

H

(u; C

j

) > mD; d

H

(u; x + C

j

) > mD)℄

= E[Pr(d

H

(u; C

j

) > mD; d

H

(u� x; C

j

) > mD)℄

Or u et u� x sont deux veteurs aléatoires indépendants don

E[Pr(d

H

(u; C

j

[ (x+ C

j

)) > mD)℄ = Pr(d

H

(u; C

j

) > mD)

2

:

Par onséquent, il est possible de hoisir un veteur x tel que P

j+1

� P

2

j

. À partir de

e orollaire, on peut montrer l'existene de odes en blo linéaires binaires atteignant

l'OPTA. Il n'est pas su�sant dans le as q-aire mais sera néanmoins utile à la démons-

tration. Nous allons don améliorer e résultat, ependant il ne sera pas valable pour

toutes les dimensions.

Lemme 1.2.3 (Cohen et Frankl, [11℄)

Lorsque m est assez grand, il est possible de hoisir j

1

veteurs générateurs (j

1

� m)

véri�ant

P

j

1

� 1� (qm)

�1

� P

j

1

�1

� P

q

j

1

�1

exp(�1=2)

0

0 � j � j

1

� 1 P

j+1

� P

q(1�(2m)

�1

)

j

(1.35)
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Démontrons e lemme. Une fois le (j + 1)

e

générateur hoisi, C

j+1

est la réunion de q

translatés du ode C

j

. Moyennant alors sur l'ensemble des veteurs de F

m

q

la probabilité

P

j+1

, on érit

E[P

j+1

℄ = E[Pr(d

H

(u; C

j+1

) > mD)℄ = E[Pr(d

H

(u;[

�2F

q

(�x+ C

j

)) > mD)℄:

Posons ette fois-i Z = fu; d

H

(u; C

j

) � mDg. Alors P

j

= 1� q

�m

jZj, don

E[Pr(d

H

(u; C

j+1

) > mD)℄ = E[1� q

�m

j [

�2F

q

(�x+ Z)j℄ (1.36)

En appliquant le prinipe d'inlusion-exlusion et le lemme 1.2.2, nous obtenons

j [

�2F

q

(�x+ Z)j �

X

�2F

q

j�x+ Zj �

X

(�;�

0

)2F

2

q

�6=�

0

j(�x+ Z) \ (�

0

x + Z)j

E

2

6

6

6

4

X

(�;�

0

)2F

2

q

�6=�

0

j(�x+ Z) \ (�

0

x + Z)j

3

7

7

7

5

= q

�m

C

2

q

jZj

2

:

Combinons es deux résultats ave l'équation (1.36) et utilisons l'inégalité indiquée

dans le lemme 1.2.1

E[Pr(d

H

(u; C

j+1

) > mD)℄ � 1� q

jZj

q

n

+ C

2

q

jZj

2

q

2m

�

 

1�

jZj

q

m

!

q(1�qjZj=(2q

m

))

� P

q(1�q(1�P

j

)=2)

j

:

P

j

doit être supérieure à 1� 2=q. Si ette ondition est véri�ée, alors il est possible de

trouver un veteur x tel que

P

j+1

� P

q(1�q(1�P

j

)=2)

j

:

Si la probabilité P

j

est telle que P

j

> 1� 1=(qm) alors

P

j+1

� P

q(1�(2m)

�1

)

j

:

Remarquons qu'en vertu du théorème A.2.1, il est toujours possible de hoisir m assez

grand pour que P

0

véri�e P

0

> 1 � 1=(2m). Par onséquent, nous pouvons itérer

l'inégalité préédente à partir du rang 0, obtenant alors

8j 2 f0; � � � ; j

1

g; P

j

� P

(q(1�(2m)

�1

))

j

0

où j

1

est le plus petit entier véri�ant P

j

1

� 1�1=(qm). Simpli�ons enore l'inégalité en

remarquant que (1� (2m)

�1

)

j

� e

�1=2

par appliation du lemme 1.2.1. Il existe don

un entier j

1

tel que

1� (qm)

�1

� P

j

1

�1

� P

q

j

1

�1

exp(�1=2)

0

(1.37)
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Le lemme 1.2.3 est don démontré. Grâe à e lemme, nous onstruisons un ode

de dimension j

1

. En appliquant le orollaire 1, nous pouvons hoisir j

2

générateurs

supplémentaires de sorte que P

j

1

+j

2

� q

�m

Il su�t, pour ela, de hoisir j

2

tel que

(1� (qm)

�1

)

2

j

2

� q

�m

;

e qui implique que j

2

= 2 log

2

m+O(1) : j

2

=m est don négligeable devant 1. Relions

maintenant P

j

1

+j

2

au rendement R du ode C

j

1

+j

2

.

P

j

1

+j

2

� P

2

j

2

j

1

� P

2

j

2

q

j

1

exp(�1=2)

0

Utilisons les résultats de l'annexe 8A de [64℄ :

1� P

0

� 2

�m(R

SqS

(D)+o(1))

En appliquant une fois de plus le lemme 1.2.1, il vient

P

j

1

+j

2

� exp(� exp(�1=2)2

�m(R�R

SqS

(D)�

j

2

m

(log

2

q�1)+o(1))

)

Puisque j

2

=m est don négligeable devant 1, on déduit de l'inégalité préédente que

P

j

1

+j

2

tend vers 0 si le rendement R du ode est supérieur à R

SqS

(D). La distorsion du

ode C

j

1

+j

2

est don bornée par D + P

j

1

+j

2

, e qui ahève de démontrer l'existene de

bons odes en blo linéaires q-aires. Remarquons au passage que le odeur de soure

peut se ontenter de bien savoir oder les mots de soure dans les sphères de rayon D

entrées sur les mots de ode, eux en dehors de es sphères pouvant être arbitrairement

odés ar étant en faible proportion : la démonstration prouve non seulement que

les odes linéaires permettent d'atteindre les performanes asymptotiques mais que la

distorsion maximale sera bornée par D.

2

Nous disposons don de deux bornes nous permettant de juger des performanes

d'un ode vis-à-vis des autres odes partageant même longueur et même dimension.

1.2.4 À la reherhe de bons odes

Reherhe exhaustive

À l'instar de la reherhe de odes de anal linéaires binaires, nous reherhons les

meilleurs odes de soure linéaires binaires de manière exhaustive. Deux odes équiva-

lents produisant la même distorsion, la reherhe systématique peut être allégée. Nous

l'avons menée jusqu'à une longueur égale à 10. Les �gures 1.14-1.17 montrent la dis-

torsion des meilleurs odes trouvés

7

. Elle est représentée par des roix (+), les bornes

supérieure par des points (..) et inférieure en traits mixtes (-.). Les erles (o) et les

7

Les odes linéaires trouvés ont été réutilisés par Zahir Azami pour initialiser l'algorithme JOB [69℄.
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roix obliques (x) présents sur es �gures seront expliqués ultérieurement. La fontion

rendement-distorsion R

SBS

, déterminant les performanes optimales indiquées par le

théorème de odage de soure de Shannon, est représentée par des tirets (- -). Les odes

atteignent le plus souvent la borne inférieure D

inf

, ependant ils demeurent assez loin

des meilleures performanes possibles en raison de leur petite longueur.
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(a) : m = 3
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(b) : m = 4

Fig. 1.14 � Meilleurs odes linéaires pour le odage de SBS, m = 3; 4.
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(a) : m = 5

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Distorsion

R
en

de
m

en
t

 

(b) : m = 6

Fig. 1.15 � Meilleurs odes linéaires pour le odage de SBS, m = 5; 6.

Codes yliques

Les performanes des meilleurs odes linéaires trouvés préédemment par reherhe

exhaustive étant éloignées de la fontion taux-distorsion, nous allons herher à aug-

menter la longueur des odes. La reherhe exhaustive devenant trop oûteuse, nous
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(a) : m = 7
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(b) : m = 8

Fig. 1.16 � Meilleurs odes linéaires pour le odage de SBS, m = 7; 8.
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(a) : m = 9
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(b) : m = 6

Fig. 1.17 � Meilleurs odes linéaires pour le odage de SBS, m = 9; 10.

allons nous restreindre aux odes yliques

8

ayant onstaté que les odes yliques de

longueur impaire ont presque les mêmes performanes que les meilleurs odes linéaires

de même longueur et de même rendement. La distorsion des odes yliques est re-

présentée sur les �gures 1.14-1.24 par des erles, pour des longueurs allant jusqu'à

m = 23 (la liste exhaustive de es odes est donnée dans l'ouvrage de MWilliams et

Sloane [43℄).

8

le leteur souhaitant onnaître la dé�nition préise des odes yliques binaires est invité à se

reporter à l'ouvrage de MWilliams et Sloane [43℄. Préisons tout de même que les odes yliques

sont des odes linéaires bien partiuliers. Au hapitre 5, nous expliquons la onstrution des odes

yliques sur le orps des réels, onstrution analogue à elle des odes yliques sur le orps F

2

.
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(a) : m = 11
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(b) : m = 12

Fig. 1.18 � Codage linéaire de SBS, m = 11; 12.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Distorsion

R
en

de
m

en
t

 

(a) : m = 13
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(b) : m = 14

Fig. 1.19 � Codage linéaire de SBS, m = 13; 14.
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(a) : m = 15
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(b) : m = 16

Fig. 1.20 � Codage linéaire de SBS, m = 15; 16.
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Un algorithme de onstrution des bons odes de soure linéaires

En raison du oût exponentiel de la reherhe exhaustive, l'existene d'un algo-

rithme de onstrution de bons odes se révèle fortement intéressante. De tels algo-

rithmes existent dans le as du odage de anal [43℄ : ils se foalisent, pour la plupart,

sur l'augmentation de la distane minimale des odes

9

. Dans le as du odage de soure,

nous n'avons trouvé auun algorithme dans la littérature. Nous proposons l'algorithme

suivant :

� nous alulons tout d'abord le tableau standard de déodage d'une matrie de

parité ;

� nous réons à partir de e ode un nouveau ode linéaire en lui ajoutant un

nouveau générateur hoisi parmi les hefs de lasse de poids maximum. Choisir

le hef de lasse qui minimiserait la distorsion du nouveau ode néessiterait

d'évaluer exatement la nouvelle distorsion pour tous les andidats, e qui peut

s'avérer omplexe. Par onséquent nous hoisissons le dernier hef de lasse de

poids maximum trouvé lors du alul du tableau standard de déodage du premier

ode.

Le ode obtenu est de même longueur et de dimension k + 1. Bien sûr, et algorithme

peut être itéré a�n d'obtenir des odes à haut rendement. Nous avons programmé et

algorithme en hoisissant omme odes initiaux les odes yliques. Les performanes

des meilleurs odes trouvés par et algorithme sont représentées par des roix obliques

(x) sur les �gures 1.14-1.21 Ces odes restent prohes de la borne inférieure D

inf

: en

général, leurs distorsions sont inférieures à elles des odes yliques. Cependant, notre

algorithme néessite toujours le alul du tableau standard de déodage, e qui impose

de limiter m � k : le ode servant à initialiser l'algorithme ne doit pas être de trop

petite dimension. Nous sommes don limités à une longueur m inférieure à 18. Pour

une longueur m égale à 23, nous avons initialisé l'algorithme ave le ode de Golay de

dimension 12 [43℄ : les résultats de notre algorithme sont portés sur la �gure 1.24.

9

le ritère de distane minimale n'est pas a priori le plus pertinent en terme de probabilité d'erreur

omme l'a montré Battail [2℄.
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(a) : m = 17
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(b) : m = 18

Fig. 1.21 � Codage linéaire de SBS, m = 17; 18.
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(a) : m = 19
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(b) : m = 20

Fig. 1.22 � Codage linéaire de SBS, m = 19; 20.
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(a) : m = 21
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(b) : m = 22

Fig. 1.23 � Codage linéaire de SBS, m = 21; 22.
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Fig. 1.24 � Codage linéaire de soure m = 23.
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soure q-aire symétrique

1.3 Conlusions

Ayant rappelé tout d'abord des notions bien onnues sur l'utilisation des odes en

blo linéaires dans le adre de la théorie du odage de anal, nous avons mis en évidene

la dualité existante entre ette dernière et elle du odage de soure : le déodeur de

anal et le odeur de soure, appliqués respetivement au anal q-aire symétrique et à

la soure q-aire symétrique, aomplissent la même tâhe. Il en est de même pour le

odeur de anal et le déodeur de soure. La symétrie est telle entre es deux domaines

que la apaité et la fontion rendement-distorsion ont même expression.

Des bornes inférieures préises ont été déterminées pour évaluer les performanes des

odes en blos dans es deux domaines par des outils similaires. Nous avons également

rappelé des bornes supérieures issues de la tehnique du odage aléatoire. Nous avons

alors montré en utilisant les travaux de Frankl et Cohen que les odes linéaires q-aires

permettent d'atteindre asymptotiquement la plus petite distorsion possible à rendement

�xé.

Nous avons en�n reherhé de � bons � odes : ette reherhe, déjà menée dans le

adre du odage de anal [50, 43℄, nous a permis de voir que, pour les petites longueurs,

les meilleurs odes binaires pour la ompression de SBS sont aussi les meilleurs pour la

orretion d'erreurs. Hélas, nous n'avons pu préiser formellement e lien. Nous avons

proposé un algorithme simple pour onstruire des odes de rendement roissant et de

longueur �xe aux résultats satisfaisants en ompression de soure.

Cette étude préliminaire terminée, nous allons tout naturellement nous intéresser à

la ombinaison des deux domaines a�n de nous approher d'un système réel : tournons

la page !
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Chapitre 2

Codage onjoint soure binaire

symétrique - anal binaire symétrique

2.1 Introdution

Nous ne nous sommes intéressés au hapitre préédent qu'à une partie de la haîne

de transmission, onsidérant exlusivement le odage de anal ou le odage de soure.

Un système réel de ommuniation inorpore bien évidemment es deux tâhes. Nous

supposerons dans ette étude que nous devons transmettre la sortie d'une soure bi-

naire symétrique sur un anal binaire symétrique. La question qui se pose alors est,

d'une part, de savoir omment ombiner habilement odage de soure et odage de

anal et, d'autre part, de déterminer les performanes en termes de distorsion et de

rendement que nous sommes en droit d'attendre. Historiquement, la réponse apportée

par le théorème de odage onjoint de Shannon à ette deuxième question a déterminé

la réponse à la première, onduisant ainsi à une oneption séparée du odeur de soure

et de anal, e qui suppose des systèmes omplexes et dont le délai de traitement peut

être grand. Une approhe onjointe du odage vise à garantir, pour une omplexité

moindre, des performanes meilleures ou équivalentes à des systèmes onçus séparé-

ment. En ontrepartie, les tehniques de odage onjoint sont potentiellement plus

omplexes à étudier.

Le but de e hapitre est d'étudier la oneption d'un système onjoint SBS-CBS

en mesurant les performanes au moyen de la distane de Hamming

1

, ritère pertinent

en odage de anal et qui, par dualité, est pertinent pour la ompression de SBS.

Ce hoix de soure et de anal présente l'avantage d'être général et �exible. En e�et,

depuis l'avènement des ommuniations numériques, toute soure est éhantillonnée et

quanti�ée : le modèle que nous avons retenu vient don tout naturellement se gre�er

1

Zahir-Azami [69℄ a aompli un travail similaire en utilisant la distane eulidienne en partant des

odes trouvés au hapitre préédent.
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symétrique

après ette étape. Un odage onjoint CBS-SBS e�ae permettrait don de faire varier

le débit binaire émis en fontion de l'état du anal ou des ressoures disponibles en

terme de bande passante, le système devenant ainsi aisément �exible.

Nous allons don tout d'abord présenter le système séparé, qui réutilise les notions

introduites dans le préédent hapitre et qui est pris omme système de référene.

Puis nous donnerons les meilleures performanes théoriquement possibles en rappelant

préisément le théorème du odage onjoint. Nous présenterons ensuite les performanes

pratiques de e système et exposerons un nouveau système dit � soure ou anal � plus

simple que le système séparé et aux performanes meilleures. Nous mènerons alors

une petite étude théorique à son sujet. En�n nous utiliserons l'algorithme de Lloyd

pour améliorer e système. Reprenant les odes de petite longueur trouvés au hapitre

préédent, les systèmes étudiés présentent de très faibles délais de traitements (une

dizaine de bits).

2.2 Présentation du système séparé

Si nous reprenons diretement les odeurs et déodeurs dérits dans les deux pre-

mières setions du premier hapitre, nous aboutissons au système représenté sur la

�gure 2.1 : la soure binaire symétrique émet un mot u = (u

1

; � � � ; u

m

) qui est om-

primé par le odeur de soure en un mot d'information { = ({

1

; � � � ; {

k

). Le odeur de

anal alule à partir de e mot le mot de anal x = (x

1

; � � � ; x

n

). Le odeur global asso-

ie don à un mot de soure u un mot de anal x. Le anal binaire symétrique ajoute du

bruit à e mot : le déodeur de anal reçoit don le mot bruité y = (y

1

; � � � ; y

n

) à partir

duquel il alule une estimée du mot d'information { notée {̂ = (̂{

1

; � � � ; {̂

k

). En�n, le

déodeur de soure fournit au destinataire une estimée de u, û = (û

1

; � � � ; û

m

), alulée

à partir de {̂. Le déodeur global assoie don au mot y le mot de soure reonstruit û.

SBS codeur de
source

codeur de
canal

de source

décodeurdécodeur
de canalreconstruite

source

canal

m k n

m k n

u { x

y{̂

û

Fig. 2.1 � Codage séparé SBS-CBS.
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2.3 Bornes : OPTA et shémas triviaux

Dé�nissons tout d'abord le rendement global R du système séparé :

R =

n

m

symboles de anal par symbole de soure. (2.1)

Ce rendement est don indépendant des méanismes internes du odeur global.

La distorsion globale par bit D entre la soure originale et la soure reonstruite

est donnée par

D =

1

m

E[d

H

(U;

^

U)℄: (2.2)

Or, le théorème de traitement des données [13℄ a�rme que

I(U;

^

U) � I(X; Y );

et les dé�nitions de la apaité et de la fontion rendement-distorsion impliquent que

I(X; Y ) � nC

CBS

(p)

mR

SBS

(D) � I(U;

^

U);

où p est la paramètre du CBS. Combinant alors le théorème de traitement des données

à es inégalités, nous obtenons

R �

R

SBS

(D)

C

CBS

(p)

=

1�H

2

(D)

1�H

2

(p)

: (2.3)

Le théorème du odage onjoint, formulé par Shannon [41℄, établit qu'à distor-

sion D et rendement R donnés tels que R > R

SBS

(D)=C

CBS

(p), il existe un ode

onjoint de rendement inférieur à R et de distorsion inférieure à D. L'équation R =

(1 � H

2

(D))=(1 � H

2

(p)) représente don les meilleures performanes théoriquement

possibles d'un shéma de odage onjoint.

Ce théorème est établi en appliquant séparément les théorèmes de odage de soure

et de anal : en hoisissant des longueurs m et n su�samment grandes, il est possible

de trouver un odeur et un déodeur de soure qui réent une distorsion prohe de D

et un odeur et un déodeur de anal dont la probabilité d'erreur est arbitrairement

petite. Lorsque le déodeur de anal se trompe, e qui arrive très rarement, la distorsion

restera bornée

2

. Cette preuve suggère don une oneption séparée du odeur de soure

et du odeur de anal, ette séparation se faisant au détriment de la simpliité.

Il est d'ores et déjà possible de donner des bornes supérieures de performanes en

utilisant des odes linéaires triviaux ('est-à-dire dont la matrie Par est nulle). Dans

le as d'un rendement global R inférieur à 1, le ode de anal hoisi est le ode iden-

tité (k = n), appelé également ode universel, et le ode de soure est le ode trivial

2

Une démonstration plus rigoureuse de e théorème est donnée dans [41℄.
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symétrique

qui supprime m � n des m omposantes du mot de soure u. Un tel système est re-

présenté sur la �gure 2.2. Supposons que es omposantes soient les m � n dernières.

Les n premières omposantes de û sont égales à elles de y et les autres sont tirées

au hasard (suivant une loi uniforme puisque la soure est symétrique) ou �xées arbi-

trairement à une ertaine valeur (0, par exemple). Les n premières omposantes ont

don une probabilité p d'être di�érentes des n premières du mot de soure u alors que

haune des autres a une probabilité d'être di�érente égale à 1=2. La distorsion est

D =

np+0:5(m�n)

m

= 0:5� R(0:5� p).

de m-n bits
Suppression

CBSSBS
Ajout de 
m-n "0"

m n n m

y ûxu

Fig. 2.2 � Shéma trivial de odage onjoint SBS-CBS, R < 1.

Lorsque le rendement global R est supérieur à 1, le système trivial onsiste à hoisir

un ode de soure universel (k = m) et à ajouter n�m zéros au mot de soure ('est-

à-dire ne pas tirer pro�t des bits de parité). Ce système est représenté sur la �gure 2.3

dans le as R > 1. Lorsque le rendement global R vaut 1, la soure est diretement

émise sur le anal (e qui orrespond au hoix d'un ode universel). La distorsion de

es deux systèmes est D = p.

SBS
Ajout de 
n-m "0" CBS de m-n bits

Suppressionu

m n

x y

n m

û

Fig. 2.3 � Shéma trivial de odage onjoint SBS-CBS, R > 1.

Les performanes des odes triviaux, indépendantes de la longueur du ode onsi-

dérée, et l'OPTA sont représentées (respetivement en pointillés et en trait ontinu)

sur la �gure 2.4. Remarquons que dans le as R = 1, nous avons atteint les meilleures

performanes théoriquement possibles alors qu'une oneption de système s'appuyant

sur la preuve du théorème du odage onjoint nous aurait poussé à onevoir un odeur

de soure réant une distorsion égale à p et un odeur de anal assez puissant pour

pratiquement orriger toutes les erreurs, e qui peut s'avérer di�ile si p n'est pas petit

devant 1. Le hoix d'un ode universel est don le meilleur possible : si nous hoisis-

sons d'émettre sur le anal les mots d'un ode non universel, la distorsion obtenue sera

supérieure ou égale à p. Lorsque le rendement global R est prohe de 1, il sera don

di�ile de battre les odes triviaux.
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Fig. 2.4 � OPTA et performanes des odes triviaux dans le as du odage onjoint

SBS-CBS, p = 0:1.

2.4 Performanes de di�érents systèmes

L'éart entre les meilleures performanes théoriquement possibles et elles des odes

triviaux onduit naturellement à reherher des systèmes plus e�aes. Nous allons

don examiner deux systèmes :

� le système tandem ;

� le système soure ou anal.

2.4.1 Shéma tandem

Le système tandem représenté sur la �gure 2.1 s'inspire de la preuve du théorème

du odage onjoint : odage de soure et odage de anal sont réalisés séparément par

deux odes linéaires C

s

et C



. Enore faut-il hoisir judiieusement es odes. Nous

avons retenu la stratégie suivante : nous souhaitons trouver un système tandem pré-

sentant une distorsion totale égale à D �xé. Nous reherhons alors, parmi les odes

trouvés au paragraphe 1.2.4, le ode de soure C

s

dont la distorsion est la plus prohe

de D. Une fois fois C

s

hoisi, nous reherhons alors parmi les odes trouvés au pa-

ragraphe 1.1.6 le ode C



de plus haut rendement et dont la probabilité d'erreur par

bit P

eb

est la plus prohe d'une valeur dépendant de D et petite par rapport à ette

dernière, espérant ainsi que le odeur de anal trouvé ne dégradera pas trop les per-

formanes du odeur de soure. Il est di�ile de donner une expression analytique des

performanes d'un tel système. Nous avons don eu reours à des simulations. Nous

hoisissons le ode C



de plus haut rendement dont la probabilité d'erreur est prohe

de D=100 (P

eb

� D=100). La reherhe des odes est menée lorsque le paramètre p

vaut 5:10

�4

. Puis nous augmentons p a�n d'étudier la robustesse du système séparé :

p prend alors les valeurs 10

�3

; 5:10

�3

; 10

�2

; 5:10

�2

; 10

�1

. La �gure 2.5 montre la dis-
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torsion de trois systèmes séparés (orrespondant à trois rendements globaux di�érents)

en fontion de la probabilité de transition du CBS. L'OPTA pour haun de es trois

systèmes est également représentée : les systèmes séparés restent loin des meilleures

performanes théoriquement possibles en raison des petites longueurs de ode. Ces sys-

tèmes ne montrent pas de robustesse partiulière : leurs ourbes de distorsion semblent

parallèles à elles représentant l'OPTA.
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Fig. 2.5 � Performanes du système tandem (odes linéaires de longueur � 10).

2.4.2 Système � soure ou anal �

Présentation du système

Au lieu de onevoir un système séparé, nous pouvons simplement hoisir de sup-

primer le odeur de soure ou de anal suivant la valeur du rendement global R par

rapport à 1 :

� lorsque R < 1, un ode linéaire binaire réalise le odage de soure, la sortie de e

odeur est émise diretement sur le anal (le ode de anal est universel) ;

� lorsque R > 1, les mots de soure alimentent l'entrée du odeur de anal. Le

ode de anal est hoisi parmi les odes linéaires binaires (le ode de soure est

universel) ;

� lorsque R = 1, les odes de soure et de anal sont tous les deux universels.

Ce système appelé � soure ou anal � en raison de la suppression d'une étape de

odage est représenté sur la �gure 2.6.
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Fig. 2.6 � Shéma du système soure ou anal.

Étude théorique du système

Outre le as trivial R = 1, les théorèmes de odage de anal et de odage de soure

montrent qu'un tel système permet d'atteindre asymptotiquement l'OPTA lorsque :

� R = 1=R



> 1=(1�H

2

(p)) (la distorsion totale est alors asymptotiquement nulle :

il existe don de bons odes linéaires permettant une ommuniation �able) ;

� R = R

s

> 1�H

2

(D) (p = 0, 'est-à-dire lorsque le anal binaire symétrique est

parfait : il existe alors de bons odes linéaires pour omprimer la soure binaire

symétrique).

Comment se omporte e système lorsque le rendement global ne permet pas une

ommuniation �able et que le anal n'est pas parfait, 'est-à-dire lorsque 1�H

2

(D) <

R < 1=(1�H

2

(p)) ? Nous pouvons apporter un début de réponse en remarquant que

la borne inférieure P

esi

est, dans le as R > 1, une borne inférieure de la distorsion

totale D de notre système. De plus, en vertu des théorèmes 1.1.4 et 1.1.5, ette borne

onverge vers l'OPTA du odage onjoint SBS-CBS.

Qu'en est-il alors pour R < 1 ? La borneD

inf

, hélas, suppose le anal parfait et n'est

don pas appliable lorsque p est non nul. Qu'à ela ne tienne, nous pouvons reprendre

l'idée nous ayant menés à la formule de P

esi

(1.24) pour développer une borne de la

distorsion totale D du système soure ou anal lorsque R < 1.

Théorème 2.4.1 La distorsion globale D du système soure ou anal lorsque le ren-

dement global R est inférieur à 1 est minorée par D

si

:

D

si

=

1

m2

m�n

0

�

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

2

4

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+1

lC

l

m

+ (1 + w

s

a

)(s

a

2

m�n

�

w

s

a

X

l=0

C

l

m

)

1� 2p

1� p

3

5

1

A

(2.4)

où le oe�ient s

a

est la somme des a premiers oe�ients binomiaux

s

a

=

a

X

l=0

C

l

n

et où w

i

est l'entier dé�ni par

w

i

= argmaxfj 2 IN;

j

X

l=0

C

l

m

� i2

m�n

g: (2.5)
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Preuve

La borne est obtenue en lassant par poids roissant les éléments de F

n

2

et eux de F

m

2

.

Nous prenons les éléments de F

m

2

ainsi triés onséutivement pour former 2

n

ensembles

de 2

m�n

éléments. L'ensemble numéroté i est assoié au i

e

mot de F

n

2

, ses mots étant

lassés par poids roissant. Quelques manipulations algébriques similaires à elles de la

démonstration de P

esi

nous onduisent à la formule (2.4).

2

Lorsque le anal est parfait, D

si

se onfond ave la borne D

inf

. Lorsque le a-

nal est opaque (p = 1=2), ette borne vaut 1=2. À l'instar de P

esi

, nous étudions le

omportement asymptotique de ette borne.

Théorème 2.4.2 À rendement R �xé, la borne inférieure D

si

de la distorsion globale

onverge vers la meilleure distorsion théoriquement possible, i.e.

lim

m!1

n

m

= R =) lim

m!1

D

si

= H

�1

2

(1� R(1�H

2

(p))) (2.6)

Preuve

La preuve est donnée à la setion C.5.

2

Ce théorème montre que la borne D

si

, qui dépend de la omplexité du ode utilisé,

a un omportement asymptotique en aord ave le théorème du odage onjoint de

Shannon. Nous terminons ette brève étude théorique en reprenant l'exemple introduit

lors du premier hapitre.

Suite de l'exemple 1 Le ode de longueur 5 et de dimension 3 dé�ni par la

matrie G

sys

est utilisé pour omprimer une SBS et la transmettre sur le anal binaire

symétrique. La distorsion globale est alors

D =

1

20

(3 + 18p� 8p

2

): (2.7)

Celle réée par la version non systématique G est

D =

1

20

(3 + 26p� 32p

2

+ 16p

3

): (2.8)

Enore une fois, la version systématique a de meilleures performanes (i.e. une distor-

sion plus petite) que elle non systématique (p étant ompris entre 0 et 1=2). La borne

inférieure D

si

est donnée par

D

si

=

1

20

(3 + 13p+ 3p

2

� 2p

3

): (2.9)

Cet exemple montre que le hoix de l'étiquetage (index assignment), i.e. la orres-

pondane entre mots d'information et mots de ode, est ruial puisque deux odes

équivalents n'ont pas les mêmes performanes. Cet étiquetage a aussi fait le fruit de

reherhe dans d'autres ontextes [17, 16, 29℄. Nous nous limiterons, pour notre part,

à des odes systématiques.



2.4. Performanes de différents systèmes 57

Étude pratique et omparaison ave le système séparé

Pour omparer ave le système séparé exposé préédemment, nous �xons la pro-

babilité p de transition du CBS (p = 5:10

�4

) ainsi que le rendement global R. Nous

hoisissons le ode linéaire au ÷ur du système soure ou anal parmi eux trouvés

au hapitre préédent. Une fois e ode déterminé, nous faisons roître la probabilité

de transition du anal a�n d'étudier la robustesse de e système : p prend alors les

valeurs 10

�3

, 5:10

�3

, 10

�2

, 5:10

�2

et 10

�1

. La distorsion globale en fontion de p est

indiquée par des erles sur les �gures 2.7 - 2.10 pour quatres valeurs du rendement

global (1=2, 7=8, 6=5 et 2). Les meilleures performanes théoriquement possibles sont

indiquées par un trait ontinu. Les roix représentent les performanes de divers sys-

tèmes séparés de même rendement global (nous avons onsidéré plusieurs paires de

odes linéaires dé�nissant le odeur global du système séparé). En pointillés �gure,

suivant la valeur du rendement global, la borne inférieure des performanes du système

soure ou anal, à savoir D

si

ou P

esi

. L'axe des absisses représente le rapport signal-

à-bruit du anal, noté RSB

3

. Nous onsidérons pour ela le anal binaire symétrique

omme la onaténation d'une modulation de phase à deux états émise sur un anal

à bruit blan additif gaussien (dont la variane est déterminée par le rapport signal

à bruit) suivi d'un déteteur à seuil. La probabilité de transition p du CBS est liée

à e rapport par la formule p = Q(

p

2RSB) où Q est la fontion d'erreur normalisée

(Q(x) = 1=

p

2�

R

1

x

exp(�t

2

=2)dt).
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Fig. 2.7 � Performanes du système soure ou anal pour un rendement R = 1=2.

Dans nos exemples, quelle que soit la valeur du rendement global par rapport à 1,

le système soure ou anal présente de meilleures performanes que le système séparé,

même lorsque le anal se dégrade. De plus, les performanes du système séparé sont

prohes des bornes inférieures (sans être tout à fait égales, même si ela ne se voit

pas sur toutes les �gures). Étant donné le omportement asymptotique des bornes des

3

e hoix permettra de omparer la distorsion lorsque nous modi�erons légèrement le modèle de

anal à la setion suivante.
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Fig. 2.8 � Performanes du système soure ou anal pour un rendement R = 7=8.
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Fig. 2.9 � Performanes du système soure ou anal pour un rendement R = 6=5.
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Fig. 2.10 � Performanes du système soure ou anal pour un rendement R = 2.
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performanes de e système, nous pouvons supposer que le système soure ou anal a

des performanes égales sinon meilleures que le système séparé, alors que sa oneption

est nettement plus aisée.

2.5 Algorithme de Lloyd généralisé doublement

Les performanes du système soure ou anal présenté dans la setion préédente

restent assez éloignées des meilleures performanes possibles et, parfois, des bornes in-

férieures de performanes dépendant de la longueur et de la dimension onsidérées. Une

solution possible pour améliorer es performanes est alors de reourir à l'algorithme de

Lloyd dont nous rappellerons brièvement le prinipe général avant d'expliquer omment

nous l'avons adapté à nos besoins en prenant en ompte les e�ets du anal : l'algorithme

de Lloyd est alors généralisé doublement ar il traite les e�ets du anal (première géné-

ralisation) et modélise odeur et déodeur omme des traitements aléatoires (seonde

généralisation).

2.5.1 Rappels sur l'algorithme de Lloyd

L'algorithme de Lloyd, ou plus préisément de Lloyd-Max, a été proposé par Lloyd [34℄

en 1957 puis par Max [39℄ en 1960 dans le domaine du odage de soure à valeur réelle

salaire. En 1980, Linde, Buzo et Gray [33℄ l'ont généralisé en en proposant une ver-

sion vetorielle, ouramment appelée LBG, appliquée dans leur artile à des soures

ontinues. Supposons que nous disposions d'un odeur et d'un déodeur de soure. L'al-

gorithme de Lloyd va améliorer alternativement es deux fontions en gardant l'autre

�xe.

Supposons le déodeur de soure �xé, 'est-à-dire les mots omposant le ode de

soure �xés. Lors du odage, la minimisation de la distorsion impose de hoisir pour

haque mot de soure le mot de ode de soure le plus prohe. Ce hoix est appelé la

ondition du plus prohe voisin. Cette étape dessine don le ontour des régions

de Voronoï de haque mot du ode de soure.

Supposons maintenant le odeur de soure �xé, 'est-à-dire les régions de Voronoï

�xées. La distorsion est minimale lorsque le mot du ode de soure est le baryentre

de la région de Voronoï. Cette étape est appelée la ondition du entroïde.

L'algorithme de Lloyd onsiste à itérer es deux étapes, haque itération diminuant

la distorsion. Lorsque l'amélioration du système devient négligeable, l'algorithme prend

�n. L'algorithme de Lloyd a don l'avantage d'être général, simple à omprendre et à

implémenter. Il peut s'avérer toutefois oûteux en temps de alul lorsque l'on souhaite

onstruire des odeurs de haute résolution (i.e. de faible distorsion).
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A�n de pallier à ela, la version LBG propose d'augmenter progressivement la di-

mension du ode de soure en e�etuant une optimisation pour haque valeur de la

dimension. Le nombre de veteurs double à haque augmentation de la dimension en

appliquant une tehnique de dédoublement (splitting) : un mot du ode de soure en-

gendre deux nouveaux mots, haun translaté du premier dans une diretion opposée

à l'autre.

Le seond inonvénient est de nature théorique : rien ne garantit que et algorithme

atteint la distorsion minimale. Il est en e�et possible que les itérations nous onduisent

dans un minimum loal mais non global : le hoix de l'initialisation est alors ruial

pour obtenir de bons résultats.

Signalons en�n que Farvadin [17, 18, 19℄ a généralisé la version LBG en inorpo-

rant les perturbations introduites par le anal (en l'appliquant toujours à des soures

ontinues). Le quanti�ateur et l'étiqueteur sont alors optimisés onjointement.

Nous allons maintenant détailler et algorithme dans le as d'une soure disrète,

la SBS, et d'une distane disrète, la distane de Hamming. Zahir-Azami [69℄ a déve-

loppé la version de et algorithme dans le as d'une soure disrète et d'une distane

ontinue (distane eulidienne). Le hoix de la distane mesurant la �délité de la soure

reonstruite est alors analogue au hoix entre déodage de anal dur ou souple.

2.5.2 Cas de la SBS seule

Avant d'expliquer omment nous allons prendre en ompte le anal, nous allons le

supposer dans un premier temps parfait. Cela nous permettra de détailler l'algorithme

de Lloyd dans le adre de la ompression de SBS selon le ritère de la distane de

Hamming. Considérons l'extension m

e

de la SBS. Soit C = v

1

; � � � ; v

M

un ode de

soure de taille M et de longueur m. Chaun des mots de odes est assoié à une

étiquette ou mot d'information i représenté sur n = log

2

M bits. La ondition du plus

prohe voisin dé�nit les ellules de Voronoï V (v

k

) assoiées à haun des mots du

ode, les mots de soure équidistants de deux mots de ode ou plus étant attribués

arbitrairement à l'une ou l'autre des ellules de Voronoï onernées

4

. Le mot de soure

reonstruit û est ainsi l'un des éléments du ode de soure. La distorsion D d'un tel

système est alors :

D =

1

m

M

X

k=1

X

u2V (v

k

)

p(u)d

H

(u; v

k

):

Une fois es ellules déterminées, la ondition du entroïde nous impose de hoisir

de nouveaux mots de ode notés v

0

k

qui vont minimiser haun la distorsion dans leur

ellule. La distane de Hamming d

H

(u; v

k

) étant la somme des distanes de Hamming

4

ette situation ne manquera pas de se produire vu le peu de nombre de odes parfaits
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alulées sur haune des omposantes, il nous su�t de minimiser la distorsion sur

haune d'elles. La j

e

omposante du mot v

0

k

, notée v

0

k;j

, est don déterminée par la j

e

omposante des mots de la ellule V (v

k

) :

v

0

k;j

=

8

>

<

>

:

1 si jfu 2 V (v

k

); u

j

= 1gj > jfu 2 V (v

k

); u

j

= 0gj;

0 si jfu 2 V (v

k

); u

j

= 1gj < jfu 2 V (v

k

); u

j

= 0gj;

1 ou 0 sinon.

(2.10)

Dans le dernier as de l'égalité (2.10), la valeur de v

0

k;j

peut être hoisie arbitrairement

ou aléatoirement. Nous pouvons alors reommener en réappliquant la ondition du

plus prohe voisin.

Formulons autrement l'algorithme de Lloyd en hoisissant un adre probabiliste. Le

odeur de soure produit une étiquette i, élément de F

n

2

, à partir du mot de soure u

de F

m

2

, le déodeur produit un mot de ode de soure v à partir de l'étiquette i. La

distorsion résultante s'érit

D =

1

m

E[d

H

(u; v)℄ =

1

m

X

(u;v)2F

m

2

�F

m

2

i2F

n

2

p(u)p(iju)p(vji)d

H

(u; v):

p(iju) et p(vji) aratérisent respetivement le odeur et le déodeur de soure : e sont

des matries retangulaires (de tailles respetives 2

n

� 2

m

et 2

m

� 2

n

) dont une seule

entrée par olonne est non nulle si les ellules de Voronoï ont des frontières dé�nies une

fois pour toutes.

Si on suppose le déodeur �xé alors nous pouvons rérire D

D =

1

m

X

u2F

m

2

i2F

n

2

p(iju)�(u; i) où �(u; i) =

X

v2F

m

2

p(u)p(vji)d

H

(u; v)

Lorsque le mot de soure est �xé, la minimisation de la distorsion impose de hoisir un

odeur tel que

p(iju) = 0 si i 6= i

0

p(i

0

ju) = 1

ave i

0

= argmin

i

�(u; i) (ar D est une fontion onvexe des probabilités de transition

du odeur qui appartiennent à un ensemble onvexe). Autrement dit, à mot de soure

�xé il faut hoisir l'étiquette qui orrespond au mot de ode le plus prohe : nous

retrouvons la ondition du plus prohe voisin.

Lorsque le odeur est �xé, nous rérivons D en mettant en avant le déodeur

D =

1

m

X

v2F

m

2

i2F

n

2

p(vji) (v; i) où  (v; i) =

X

u2F

m

2

p(u)p(iju)d

H

(u; v):
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À étiquette �xée, la minimisation de D onduit à hoisir le déodeur tel que

p(vji) = 0 si v 6= v

0

p(v

0

ji) = 1

ave v

0

= argmin

v

 (v; i) (les mêmes arguments s'appliquent). Cei est l'équivalent de

la ondition du entroïde (2.10).

2.5.3 Algorithme de Lloyd généralisé doublement

Le adre probabiliste introduit préédemment permet tout naturellement de prendre

en ompte le CBS dé�ni lui aussi par sa matrie de transition (équation (1.1)). Tous

les éléments de la haîne de transmission sont représentés au moyen des probabilités

de transition, omme indiqués sur le shéma 2.11. Ce dernier représente aussi bien le

système séparé que le système soure ou anal. Le odeur et le déodeur sont variables

dans le sens où ils sont modi�és itérativement par l'algorithme de Lloyd modi�é que

nous allons présenter ii. Cet algorithme est dit généralisé doublement ar :

� il prend en ompte un modèle probabiliste de odeur et de déodeur ;

� il prend en ompte le anal.

Llo
yd

Llo
yd

canal

décodeur

SBS
codeur

yu x

p(xju)

p(ûjy)

û

p(yjx)

m

n

n

m

Fig. 2.11 � Algorithme de Lloyd généralisé doublement.

La distorsion globale au sens de Hamming du système représenté sur la �gure 2.11

s'érit en fontion des probabilités de transition de haune des di�érentes � boîtes �

D =

1

m

E[d

H

(u; û)℄ =

1

m

X

(u;û)2F

m

2

�F

m

2

(x;y)2F

n

2

�F

n

2

p(u)p(xju)p(yjx)p(ûjy)d

H

(u; û):

Supposons que le odeur, 'est-à-dire les probabilités de transition p(xju), est �xé.

La minimisation de la distorsion globale nous onduit à optimiser le déodeur, 'est-

à-dire les probabilités p(ûjy). À l'instar du as de la SBS sur anal parfait étudié

préédemment, nous rérivons la distorsion en isolant les probabilités à déterminer :

mD =

X

v2F

m

2

y2F

n

2

p(ûjy) (û; y) où  (û; y) =

X

u2F

m

2

x2F

n

2

p(u)p(xju)p(yjx)d

H

(u; û):
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Enore une fois, la distorsion D est une fontion onvexe des probabilités représentant

le déodeur, probabilités variant elles-mêmes dans un espae lui aussi onvexe. La prise

en ompte du anal in�ue seulement sur la détermination du mot û optimum, à mot

reçu y �xé, par le biais du alul de la fontion  . À odeur �xé, la distorsion est don

minimale lorsque le déodeur véri�e

8y 2 F

n

2

p(ûjy) = 0()  (û; y) > min

û

0

 (û

0

; y) (2.11)

La somme des probabilités de transition du déodeur non spéi�ées par l'équation

i-dessus doit bien entendu être égale à l'unité.

Supposons à présent e déodeur �xé et optimisons le odeur représenté par les

probabilités p(xju).

mD =

X

u2F

m

2

x2F

n

2

p(xju)�(u; x) où �(u; x) =

X

û2F

m

2

y2F

n

2

p(u)p(yjx)p(ûjy)d

H

(u; û)

Les remarques formulées lors de l'optimisation préédente sont enore valables. La

distorsion est don minimale lorsque le odeur véri�e :

8u 2 F

m

2

p(xju) = 0() �(u; x) > min

x

0

�(u; x

0

) (2.12)

La somme des probabilités de transition du odeur non spéi�ées par l'équation i-

dessus doit être égale à l'unité.

Les équations (2.11) et (2.12) montrent que la solution optimale et les minima

loaux du système orrespondent à des odeurs et déodeurs déterministes, i.e. dont la

sortie orrespondant à une entrée donnée est toujours la même. Autrement dit, il s'agit

de hoisir un élément et un seul de l'ensemble des mots x minimisant �(u; x) à mot de

soure u donné pour spéi�er la sortie du odeur. De même, on hoisit un élément et

un seul de l'ensemble des mots de soure reonstruits û minimisant  (û; y) à mot reçu

y �xé : et élément détermine alors la sortie du odeur.

Des simulations de et algorithme de Lloyd généralisé doublement nous ont montré

que elui-i se terminait en quelques itérations : a�n de pallier à ela et espérant pouvoir

sortir des minima loaux, nous autorisons odeur et déodeur à être aléatoires

(ou �ous), omme le permettent les équations (2.11) et (2.12) lorsque les fontions

 et � ont un minimum atteint en plusieurs points. Lorsqu'une entrée se présente,

es � boîtes � �oues hoisissent au hasard une sortie parmi un ensemble restreint. Si

néessaire, à la �n de l'algorithme, les mêmes équations nous garantissent que nous

pourrons revenir à une solution déterministe.

Nous avons utilisé l'algorithme ainsi développé en hoisissant pour points d'initia-

lisation le système soure ou anal. Les �gures 2.12 et 2.13 montrent les performanes

du système séparé (pour rappel) indiquées par des arrés, du système soure ou anal

indiquées par des roix et en�n elles de e même système amélioré par l'algorithme
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de Lloyd, représentées par des erles. L'OPTA est traé en trait ontinu. Nous ob-

servons que l'algorithme de Lloyd n'apporte qu'une amélioration marginale en dépit

des e�orts faits pour sortir des minima loaux que représente le système soure ou

anal : le gain obtenu par l'algorithme de Lloyd est de l'ordre de quelques millièmes

de la distorsion initiale, e qui explique que ette amélioration n'est pas visible sur les

�gures. L'algorithme de Lloyd modi�e don légèrement les odeurs et les déodeurs.

Même si les résultats ne sont pas à la hauteur de nos espéranes, l'algorithme de

Lloyd généralisé doublement présente des avantages non négligeables :

� la modélisation retenue est la plus large possible ar elle ne s'appuie pas sur

une struture bien partiulière de odeur ou de déodeur mais sur une approhe

probabiliste qui est elle retenue en théorie de l'information. L'algorithme de

Lloyd nous permet alors de onevoir un système véritablement onjoint ;

� à haque itération, les performanes ne peuvent que s'améliorer ou être identiques

(propriété de l'algorithme de Lloyd initial). L'algorithme de Lloyd est un outil

permettant d'améliorer n'importe quel système ;

� le hangement de modèle de anal ne modi�e pas la nature de l'algorithme : il

est failement transposable d'un anal à l'autre.
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Fig. 2.12 � Performanes de l'algorithme de Lloyd généralisé doublement appliqué au

odage SBS-CBS pour un rendement R = 7=8.

Nous allons illustrer e dernier point en nous limitant à des anaux sans mémoire

à entrée binaire et dont la sortie sera ternaire ou quaternaire. Ces anaux représentent

alors une modulation de phase à deux états émise sur un anal à bruit blan additif

gaussien suivi d'un déteteur multiniveaux (en l'ourene trois ou quatre). Une telle

modélisation permet d'introduire un peu de souplesse dans le déodage : la sortie du

déteteur à seuil permet de mesurer la on�ane que l'on peut avoir en elle-i.
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Fig. 2.13 � Performanes de l'algorithme de Lloyd généralisé doublement appliqué au

odage SBS-CBS pour un rendement R = 6=5.

D'un point de vue pratique pour appliquer l'algorithme de Lloyd, nous devons al-

uler la matrie de transition du anal étudié : nous utilisons, omme nous l'avons déjà

fait pour le as binaire, l'équivalene entre le anal à entrée binaire et à sortie quanti�ée

et le anal à bruit additif blan gaussien à entrée binaire et sortie quanti�ée. Notons

E

s

l'énergie du signal émis par le modulateur. A�n de faire des omparaisons justes

entre les systèmes, nous �xons le rapport signal-à-bruit RSB et équirépartissons les

seuils dans l'intervalle [�

p

E

s

;+

p

E

s

℄. En�n, puisque le hangement de anal n'a�ete

que le déodeur, nous utiliserons le odeur du système soure ou anal pour initialiser

l'algorithme de Lloyd : les �gures représentant les résultats pour les anaux à sortie

ternaire ou quaternaire n'indiqueront que la distorsion obtenue à la �n de l'algorithme

de Lloyd généralisé doublement

5

. Le déodeur de anal du système séparé est un déo-

deur à maximum de vraisemblane (qui suppose don onnue la matrie de transition

du anal).

Canal à sortie ternaire

Le anal à entrée binaire et sortie ternaire est aussi appelé anal à e�aements

ar la sortie intermédiaire de e anal n'est pas digne de on�ane : la probabilité

de se tromper en déidant quel symbole a été émis est élevée. Dans le domaine du

odage de anal, il est depuis longtemps reonnu [50℄ qu'il est plus faile de orriger

des e�aements que des erreurs : en e�et, les positions des e�aements sont onnues

5

Les performanes du système soure ou anal adapté au anal à sortie binaire ne peuvent être

représentées sur es �gures ar le modèle de anal a hangé.
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par le déodeur, ontrairement à elles des erreurs. La matrie de transition du anal

à sortie binaire et sortie ternaire est alors donnée par
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4

3

p

2RSB)

Q(

2

3

p

2RSB)�Q(

4

3

p

2RSB) Q(
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:

Les �gures 2.14 et 2.15 représentent les performanes des systèmes séparés et soure

ou anal pour deux valeurs de rendement (R = 7=8 et R = 6=5). Les odes linéaires

systématiques omposant le système séparé sont les mêmes que dans le as du CBS :

ils sont �xés par le plus grand rapport signal-à-bruit simulé. Nous faisons diminuer

e rapport : le déodeur de anal du système séparé va prendre en ompte les nou-

velles valeurs des probabilités de transition. Le système soure ou anal est optimisé

par l'algorithme de Lloyd pour le plus grand rapport signal-à-bruit simulé. Codeur et

déodeur resteront �xes lorsque e rapport va diminuer, mesurant ainsi la robustesse

du système fae à un anal variant lentement dans le temps. En�n, nous avons traé

en trait ontinu l'OPTA orrespondant à e anal.

Enore une fois le système soure ou anal bat largement le système séparé à om-

plexité égale. De plus, la lente variation du anal dans le temps ne vient pas troubler

e lassement des systèmes.
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Fig. 2.14 � Performanes du système séparé et du système optimisé par algorithme de

Lloyd initialisé par le odeur soure ou anal pour le anal à sortie ternaire ave un

rendementR = 7=8.
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Fig. 2.15 � Performanes du système séparé et du système optimisé par algorithme de

Lloyd initialisé par le odeur soure ou anal pour le anal à sortie ternaire ave un

rendement R = 6=5.

Canal à sortie quaternaire

Nous reommençons l'expériene menée ave le anal à sortie ternaire en ajoutant

une sortie supplémentaire. La sortie d'un tel anal peut être onsidérée omme très

�able si elle est supérieure à

p

E

s

2

en valeur absolue ou moins �able si elle est inférieure

à e seuil. Le signe de la sortie détermine a priori le symbole émis. La matrie de

transition e anal à sortie quaternaire est donnée par
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Les �gures 2.16 et 2.17 présentent les performanes des deux systèmes étudiés à

rendement global �xé : le système soure ou anal bat le système séparé, et e même

lorsque le anal varie. Par rapport au anal à sortie ternaire, les performanes sont,

bien entendu, améliorées mais la distorsion globale atteignable ave un anal à sortie

quaternaire est inférieure à elle atteignable ave un anal à sortie ternaire (i.e. l'OPTA

a, elle aussi, hangé).
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Fig. 2.16 � Performanes du système séparé et du système optimisé par algorithme

de Lloyd initialisé par le odeur soure ou anal, anal à sortie quaternaire pour un

rendement R = 7=8.
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Fig. 2.17 � Performanes du système séparé et du système optimisé par algorithme

de Lloyd initialisé par le odeur soure ou anal, anal à sortie quaternaire pour un

rendement R = 6=5.

2.6 Conlusions

Nous nous sommes penhés dans e hapitre sur le problème du odage onjoint

SBS-CBS en mesurant la distorsion par le biais de la distane de Hamming. La preuve
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du théorème de odage onjoint nous onduit à envisager un système séparé ou tandem

qui est la onaténation du odage de soure et du odage de anal. Ce système a été

simulé à l'aide des odes trouvés au premier hapitre.

Puis nous avons proposé un système plus simple, appelé soure ou anal, et qui sup-

prime l'une ou l'autre des étapes du odage séparé en fontion du rendement global. Des

bornes inférieures de performanes de e système ont été présentées : elles onvergent

asymptotiquement vers les meilleures performanes théoriquement possibles. Nous sup-

posons don que e système permet, lui aussi, d'atteindre asymptotiquement es per-

formanes.

Nous avons omparé es deux systèmes à omplexité à peu près égale et pour de

faibles retards ('est-à-dire de faibles longueurs) : le système le plus simple à mettre en

÷uvre, à savoir le système soure ou anal présente les meilleures performanes. Nous

avons ensuite essayé d'améliorer es dernières en reourant à un outil bien lassique du

odage de soure, l'algorithme de Lloyd. Nous avons détaillé son fontionnement pour

une soure disrète et une distane disrète, elle aussi (distane de Hamming) tout

en prenant en ompte les e�ets du CBS. Cela a permis d'améliorer marginalement le

système. Nous avons pro�té de la modélisation assez large de elui-i pour l'appliquer

à des anaux à entrée binaire et à sortie ternaire ou quaternaire : l'algorithme, outre

son r�le habituel d'optimisation, nous donne alors des déodeurs prêts à l'emploi. Nous

avons alors omparé les performanes du système optimisé par l'algorithme de Lloyd

initialisé par le odeur du système soure ou anal ave elles du système séparé (ave

un déodeur de anal à maximum de vraisemblane) en nous attardant sur la robustesse

des performanes par rapport à des variations lentes du anal. Là enore, le système

soure ou anal est, à omplexité égale, meilleur que le système séparé. L'algorithme

de Lloyd nous permet également de trouver un bon déodeur lorsque le nombre de

sorties du anal à entrée binaire augmente, 'est-à-dire lorsque le réepteur quanti�e

plus �nement le signal reçu. Le déodeur fourni par et algorithme est déterministe

mais lors des itérations, il est onsidéré omme �ou.

Ce hapitre illustre don l'intérêt de onevoir onjointement un système [15℄ : la

solution reommandée par la preuve du théorème du odage onjoint ne onduit pas à

la solution la plus simple et la plus performante en pratique dans le as étudié.
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Chapitre 3

Codage de soure binaire asymétrique

suivant le ritère de distane de

Hamming

3.1 Introdution

Nous avons onsidéré dans les deux premiers hapitres la soure binaire symétrique.

Cependant, si ette soure présente l'avantage d'être faile à étudier, elle modélise assez

mal les soures binaires réelles (omme par exemple un �hier texte, un �hier d'une

suite bureautique, une image ou enore les bits en sortie d'un appareil de mesure

spatial [1℄). Ces soures réelles se distinguent de la SBS par deux aspets ruiaux :

� les bits ne sont pas statistiquement indépendants ;

� les bits ne sont pas équiprobables.

Nous prenons en ompte dans e hapitre e deuxième aspet en étudiant la om-

pression des soures binaires asymétriques (SBA). Ces soures subissent généralement

un odage entropique au moyen de odes de Hu�man ou à longueur variable [13℄.

Cependant, es odes, qui atteignent asymptotiquement l'entropie de la soure, sont

sensibles aux erreurs que le anal peut introduire. Si le déodeur de anal ne orrige pas

toutes les erreurs parfaitement, le déodeur du ode de longueur variable se trompe, et

pire, perd la synhronisation : l'erreur se propage alors aux symboles de soure suivants.

Il est possible de remédier à e problème en introduisant un mot de synhronisation

(omma odes) a�n de limiter la propagation de l'erreur. Une autre solution onsiste

à hoisir parmi des odes de même longueur variable elui qui limite le mieux la pro-

pagation de l'erreur [48, 40, 45℄. En�n, on peut utiliser les odes à longueur variable

auto-synhronisés [20, 46℄ qui détetent une erreur assez rapidement et ne la propagent

pas aux autres mots odés.
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La soure binaire asymétrique n'est don pas reproduite �dèlement lorsque le odeur

de anal ne orrige pas toutes les erreurs. Nous allons don essayer de oder par blo et

ave pertes ette soure, l'utilisation de blos ne posant pas de problème de synhroni-

sation au niveau du déodeur de soure. Nous rappellerons dans un premier temps la

fontion rendement-distorsion d'une soure binaire asymétrique puis nous proposerons

un odeur en blo simple et à étiquetage omplexe, le odeur par ouronne, dont nous

évaluerons les performanes asymptotiques. En vue de simpli�er, l'étiquetage, nous

présenterons le odage de soure par syndrome développé par Anheta [1℄ utilisé pour

réaliser un odeur onjoint SBA-CBS [37℄. Nous donnerons les performanes théoriques

de e odage de soure. Toujours dans un soui de faible omplexité, nous utiliserons

le odeur de soure linéaire développé en 1.2.1 pour omprimer la SBA. En�n, nous

étudierons les résultats de l'algorithme de Lloyd appliqué à la ompression de la SBA.

3.2 Dé�nition et performanes optimales (OPTA)

Dé�nition 3.2.1 (SBA) Une soure binaire asymétrique sans mémoire, notée SBA,

est une soure émettant le symbole 1 ave une probabilité p

s

et le symbole 0 ave une

probabilité 1� p

s

. Les symboles émis sont statistiquement indépendants.

D'après ette dé�nition, la probabilité que la soure émette un mot u donné (de lon-

gueur m) est simplement

p(u) = p

w

H

(u)

s

(1� p

s

)

m�w

H

(u)

:

Le ritère de �délité hoisi pour omprimer la soure est la distorsion de Hamming par

bit. L'égalité (1.31) détermine la fontion rendement-distorsion [41℄, notée R

SBA

(D)

R

SBA

(D) =

(

H

2

(p

s

)�H

2

(D) si 0 � D � min(p

s

; 1� p

s

)

0 si min(p

s

; 1� p

s

) � D � 1

(3.1)

Le théorème de odage de soure [41℄ a�rme qu'étant donnés D et R

s

> R

SBA

(D), il

existe un ode de rendement R ompris entre R

SBA

(D) et R

s

et dont la distorsion est

aussi prohe que l'on veut de D.

Nous supposerons par la suite que p

s

� 1=2 : dans le as ontraire, il su�t de

omplémenter à un les mots de soure émis pour se ramener au as p

s

� 1=2. H

2

(p

s

)

mesure l'entropie de la SBA : la longueur moyenne des mots de soure odés par de

bons odes à longueur variable atteint asymptotiquement ette entropie. Notre but

étant d'étudier de bons odes de longueur �xe pour omprimer la SBA, nous allons

tout d'abord montrer qu'il existe des odes de longueur �xe dont le rendement atteint

asymptotiquement l'entropie et dont la distorsion tend vers 0.
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3.3 Compression par une ouronne

Considérons l'extensionm

e

d'une SBA de paramètre p

s

: ette soure émet des mots

u. Pour omprimer la soure, nous omparons le poids de Hamming du mot u à un

seuil mÆ (Æ étant un réel positif plus petit que 1) :

� si w

H

(u) � mÆ ; alors la sortie du déodeur de soure v est v = u ;

� si w

H

(u) > mÆ alors le mot de soure est � projeté � sur la sphère des mots de

poids bmÆ en mettant w

H

(u)� bmÆ omposantes non nulles de u à 0.

En�n, un organe d'étiquetage restitue une étiquette { sur k bits. Un tel shéma de

ompression est représenté sur la �gure 3.1.

SBA étiquetage

m

si w

H

(u) � mÆ v = u

sinon v = w

H

(v) = bmÆ et

d

H

(v; u) = w

H

(u)� bmÆ

u

m

{v

k

Fig. 3.1 � Compression d'une SBA par une boule.

Le rendement R

s

d'un tel odeur de soure est

R

s

=

k

m

=

dlog

2

P

bmÆ

i=0

C

i

m

e

m

: (3.2)

Par onstrution, la distorsion est don uniquement due aux mots en dehors de la boule

de rayon bmÆ, soit :

D =

1

m

E[d

H

(u; v)℄ =

1

m

m

X

i=dmÆe

C

i

m

p

i

s

(1� p

s

)

m�i

(i� bmÆ): (3.3)

Nous allons maintenant étudier les performanes asymptotiques de e odeur de

soure : supposons alors que Æ < p

s

. Le théorème A.2.1 montre que R onverge alors

vers H

2

(Æ). La distorsion se rérit, en tenant ompte du fait que le poids moyen d'un

mot de soure est mp

s

,

D = p

s

�

bmÆ

m

+

bmÆ�1

X

i=0

dmÆe � i

m

C

i

m

p

i

s

(1� p

s

)

m�i

:

Le théorème A.2.2 montre alors que la distorsion D onverge vers p

s

� Æ. La distorsion

et le rendement de e odeur véri�ent don asymptotiquement

R

s

= H

2

(p

s

�D): (3.4)

Par onséquent, asymptotiquement, il existe des odes en blos permettant de oder

presque sans perte la SBA ave un rendement prohe de l'entropie. Les performanes

du odeur par boule sont illustrées sur la �gure 3.2.
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Fig. 3.2 � Performanes du odeur par boule (p

s

= 0:25, m = 100).

Le ode de soure ainsi dé�ni ontient des mots de soure atypiques. Un mot de

soure est dit �-atypique [13℄, � étant un réel positif, si et seulement si

�

�

�

�

�

1

m

log

2

p(u)�H

2

(p

s

)

�

�

�

�

> �:

La loi faible des grands nombres implique que es mots atypiques sont en proportion

négligeable. Le ode de soure préédent ontient les mots atypiques de poids faible par

rapport à mp

s

. Le nouveau odeur de soure va don � projeter � es derniers sur la

� surfae � d'une sphère de rayonmÆ

0

< mÆ et se omporter omme le préédent odeur

pour les autres mots. Le ode de soure ainsi dé�ni ne ontient que les mots dont le

poids est ompris entre mÆ

0

et mÆ, dé�nissant ainsi une ouronne. Le rendement d'un

tel odeur sera légèrement inférieur à elui du odeur par boule. Quant à la distorsion,

elle sera légèrement supérieure à elle du odeur préédent : la ontribution des mots

atypiques de poids faible à la distorsion sera négligeable lorsque la longueur des odes

tends vers l'in�ni (toujours en raison de la loi faible des grands nombres), omme le

montre la �gure 3.3. Sur ette �gure, nous observons que les meilleurs odeurs par

ouronne obtenus ('est-à-dire eux de plus faible rendement à distorsion donnée) se

omportent asymptotiquement omme les odeurs par boule.

Le odeur par boule ou par ouronne permet don de oder la SBA presque sans

perte et ave un rendement prohe de l'entropie. Cependant, lorsque la distorsion visée

n'est pas nulle, es odeurs sont asymptotiquement mauvais ar leurs performanes

(R = H

2

(p

s

�D)) sont largement supérieures à l'OPTA (R = H

2

(p

s

)�H

2

(D)), omme

l'ont montré les �gures 3.2 et 3.3. De plus, l'étiqueteur assoié ne présente pas de

struture partiulière, e qui peut le rendre omplexe.
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Fig. 3.3 � Performanes du odeur par ouronne (p

s

= 0:25, m = 100).

3.4 Le odage de soure par syndrome d'Anheta

Anheta [1℄ a proposé un odage linéaire de la SBA dont la distorsion est asymp-

totiquement nulle et dont le rendement tend vers l'entropie de la soure. Sa tehnique

repose sur le odage de soure par syndrome (Syndrome-soure-oding) et est représen-

tée sur la �gure 3.4.

tableau standard
de décodage de

mot de source syndrome mot de source reconstruit

codeur de source décodeur de source

H

t

s

H

s

u s

m mm� k

û

Fig. 3.4 � Codage de soure par syndrome.

Le odage de soure par syndrome s'appuie sur la matrie de parité H

s

d'un ode

linéaire de longueur m et de dimension k. Le mot de soure u est omprimé par son

syndrome s = uH

t

s

, de dimension m�k. Ce odeur de soure est don simple en regard

des odeurs de soure traditionnels.

Le déodeur de soure reçoit le syndrome et doit, a�n de minimiser la distorsion,

trouver le mot de soure le plus probable onnaissant e syndrome. Le déodeur fournit

don au destinataire le hef de lasse e assoié au syndrome reçu, 'est-à-dire le mot

de la ellule de Voronoï du mot nul dont le syndrome est identique à elui reçu. Ce

déodeur est don plus omplexe que le odeur assoié.
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3.4.1 Performanes

Le rendement R

s

du odeur par syndrome est donné par

R

s

=

m� k

m

= 1�

k

m

:

Anheta [1℄ a montré que le odage de soure par syndrome permet d'atteindre une

distorsion aussi faible que voulue et un rendement prohe de l'entropie de la soure

H

2

(p

s

). L'argument utilisé par Anheta pour prouver ela se fonde sur la dualité :

l'erreur ajoutée par le CBS est équivalente à la sortie d'une SBA et il existe des odes

de anal de la probabilité d'erreur aussi petite que voulue lorsque k=m < 1�H

2

(p

s

).

Pour établir l'expression de la distorsion dans le as général, nous utilisons à nou-

veau le fait que les ellules de Voronoï dé�nissent une partition de F

m

2

et qu'elles se

déduisent les unes des autres par translation :

D =

1

m

E[d

H

(u; û)℄

=

1

m

X

2C

X

e2V (0)

p(u = + e)d

H

(+ e; e)

=

1

m

X

2C

w

H

()

X

e2V (0)

p(u =  + e)

=

1

m

X

2C

w

H

()

X

e2V (0)

p

w

H

(+e)

s

(1� p

s

)

m�w

H

(+e)

: (3.5)

La distorsion D du odage de soure par syndrome fait don intervenir la distribution

de poids du ode linéaire hoisi C et la probabilité des ellules de Voronoï.

Le rendement R

s

du odeur de soure est simplement

R

s

= 1�

k

m

: (3.6)

Si nous hoisissons un ode trivial, i.e. un ode linéaire pour lequel la matrie Par

est la matrie nulle, l'expression de la distorsion devient

D =

k

m

p

s

= (1� R

s

)p

s

: (3.7)

Ces odes triviaux ont don des performanes éloignées de l'OPTA sauf lorsque leur

rendement tend vers 0. Illustrons es aluls en poursuivant l'exemple introduit au

premier hapitre.

Suite de l'exemple 1 Lorsque la SBA est odée par ses syndromes, le ode systé-

matique produit une distorsion D égale à

D =

1

5

(4p

s

+ 12p

2

s

� 32p

3

s

+ 28p

4

s

� 8p

5

s

):
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Son rendement R

s

est égal à 2=5 Cette distorsion est supérieure à elle d'un ode trivial

de même rendement.

Une autre famille de odes peut s'étudier failement : les odes de Hamming binaires

dé�nis en D.1. Soit A

i

le nombre de mots de poids i d'un ode de Hamming binaire de

longueur m. Les oe�ients A

i

véri�ent la relation suivante, tirée de [43℄, y étant un

réel,

m

X

i=0

iA

i

y

i�1

+

m

X

i=0

A

i

y

i

+

m

X

i=0

(m� i)A

i

y

i+1

= (1 + y)

m

: (3.8)

Cette relation est due au fait que les odes de Hamming sont parfaits et orrigent une

erreur. Par onséquent, la distorsion réée en utilisant les odes de Hamming est

D =

1

m

m

X

i=0

iA

i

p

i�1

s

(1� p

s

)

m�i�1

(i(1� p

s

)

2

+ p

s

(1� p

s

) + (m� i)p

2

s

)

=

1

m

m

X

i=0

iA

i

p

i�1

s

(1� p

s

)

m�i�1

((m� 1)p

2

s

+ (1� 2i)p

s

+ i):

Les oe�ients A

i

sont failement déterminés en résolvant l'équation (3.8) ave y = 1,

les oe�ients initiaux étant A

0

= 1 et A

1

= 0.

Longueur Rendement R

s

Distorsion

(p

s

= 0:4)

Distorsion

(p

s

= 0:1)

7 0.4286 0.4211 0.0669

15 0.2061 0.4125 0.1039

31 0.1613 0.4062 0.1180

Tab. 3.1 � Distorsion d'une SBA omprimée par les syndromes des odes de Hamming.

Le tableau 3.1 montre la distorsion des odes de Hamming pour deux SBA di�é-

rentes. Cet exemple montre que des odes, onsidérés omme bons tant pour le odage

de SBS que pour le odage de anal, se révèlent mauvais puisque la plupart dépassent

le niveau de distorsion p

s

orrespondant au ode universel (dont le rendement R

s

est

nul). Il est par onséquent néessaire de reherher de bons odes pour le odage de

SBA par syndrome.

3.4.2 Reherhes de bons odes de petite longueur

Nous avons mené une reherhe exhaustive pour des longueurs de ode m variant

entre 3 et 10 pour di�érentes valeurs du paramètre p

s

de la SBA (0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5).

Nous nous sommes restreints aux odes systématiques ar deux odes équivalents en-

gendrent une même distorsion. La SBA onsidérée varie don d'une soure fortement

asymétrique à une soure symétrique. Les meilleures performanes des odes examinés

sont représentés par des roix sur les �gures 3.5-3.7. Les performanes des odes tri-

viaux sont indiquées en pointillés et l'OPTA est traée en trait ontinu. Pour de faibles



78

3. Codage de soure binaire asymétrique suivant le ritère de

distane de Hamming

longueurs, le odage de SBA par syndrome n'est e�ae que pour les soures fortement

asymétriques (p

s

= 0:1). Lorsque p

s

vaut 0:2, nous avons trouvé quelques odes de haut

rendement qui battent les odes triviaux. Pour les valeurs de p

s

supérieures ou égales à

0:3, nous n'avons pas pas trouvé de meilleurs odes que les odes triviaux ! Le odage

par syndrome est don d'autant plus e�ae que la soure est asymétrique.
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Fig. 3.5 � Performanes du odage par syndrome de SBA p

s

= 0:1; 0:2.
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Fig. 3.6 � Performanes du odage par syndrome de SBA p

s

= 0:3; 0:4.

3.5 Compression d'une SBA par un odeur SBS

Le odage de SBA par syndrome ave des odes de petite longueur permet de

oder plus e�aement les soures fortement asymétriques. Nous herhons don un

moyen e�ae de omprimer ave pertes les soures binaires faiblement asymétriques.

Le odeur de soure exposé en 1.2.1 permet d'atteindre les performanes optimales
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Fig. 3.7 � Performanes du système d'Anheta pour p

s

= 0:5.

lorsque la soure est symétrique. Il est don naturel de aluler la distorsion des odes

linéaires appliqués à une SBA, le odeur de soure étant le déodeur de anal assoié

au anal binaire symétrique : e shéma de ompression est rappelé sur la �gure 3.8.

SBA

u v

mm

{

k

min

v2C

d

H

(u; v)

"G

�1

"

Fig. 3.8 � Compression d'une SBA par le odeur utilisé pour omprimer la SBS.

3.5.1 Performanes

Le ode linéaire utilisé pour la ompression de la SBA est supposé être de longueur

m et de dimension k. Le rendement R

s

, exprimé en nombre de bits par symbole de

soure, est alors

R

s

=

k

m

:

La distorsion moyenne par bit, toujours notée D, dépend du poids des translatés

du ode et du poids des hefs de lasse (en utilisant une nouvelle fois les propriétés des

ellules de Voronoï) :

D =

1

m

E[d

H

(u; v)℄

=

1

m

X

v2C

X

u2V (v)

p(u)d

H

(u; v)
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=

1

m

X

e2V (0)

w

H

(e)

X

v2C

p(u = v + e): (3.9)

Notons A

C

le polyn�me énumérateur de poids du ode C :

A

C

(z) =

X

v2C

z

w

H

(v)

;

et A

e+C

le polyn�me énumérateur de poids du translaté du ode C par le mot e (A

e+C

=

P

v2C

z

w

H

(v+e)

). L'expression (3.9) se rérit alors

D =

(1� p

s

)

m

m

X

e2V (0)

w

H

(e)A

e+C

 

p

s

1� p

s

!

: (3.10)

Lorsque le ode hoisi est un ode trivial de rendement R

s

, la distorsion est alors

égale à D = (1�R

s

)p

s

. Dans le as général, l'évaluation exate de ette distorsion est

di�ile ar elle néessite le alul de 2

m�k

polyn�mes énumérateurs. Bien sûr, lorsque le

rendement R

s

est élevé, il est possible de tirer avantage de l'identité de MWilliams [43℄

liant le polyn�me énumérateur d'un ode à elui de son dual

A

C

?(z) =

(1 + z)

m

2

k

A

C

�

1� z

1 + z

�

: (3.11)

En e�et, une fois le polyn�me A

C

alulé à partir du polyn�me A

C

?
, le polyn�me A

e+C

est déterminé par le polyn�me énumérateur du dual du ode engendré par les veteurs

générateurs du ode C et le veteur e.

L'inégalité de Sullivan [61℄, généralisée aux odes linéaires q-aires par Kløve [28℄,

permet de donner une borne supérieure de la distorsion ne dépendant que du polyn�me

A

C

. Cette inégalité stipule que, si e est un hef de lasse non nul, alors

A

e+C

(z) �

(1 + z)

k+1

� (1� z)

k+1

(1 + z)

k+1

+ (1� z)

k+1

A

C

(z); 0 � z �

1

2

: (3.12)

Nous réinjetons ette inégalité dans l'équation (3.10) a�n d'obtenir une borne nou-

velle :

D �

(1� p

s

)

m

m

1� (1� 2p

s

)

k+1

1 + (1� 2p

s

)

k+1

A

C

 

p

s

1� p

s

!

X

e2V (0)

w

H

(e);

�

1

m2

m�k

1� (1� 2p

s

)

k+1

1 + (1� 2p

s

)

k+1

A

C

?(1� 2p

s

)

X

e2V (0)

w

H

(e): (3.13)

où la dernière inégalité provient de l'identité de MWilliams. Cette borne sera appelée

borne de la distorsion de Sullivan, eu égard à elui qui a formulé l'inégalité dont elle

déoule. Remarquons que la borne de la distorsion donnée par l'inégalité (3.13) vaut

exatement la distorsion lorsque la soure est symétrique. Notons aussi que pour les

odes triviaux, ette borne est mauvaise ar le terme prédominant est alors (2�2p

s

)

m�k

.

Cette borne est heureusement plus faile à évaluer que les performanes exates (qui

néessitent de aluler le tableau standard de déodage) : seuls la ellule de Voronoï

du mot nul et le polyn�me énumérateur du ode dual doivent être alulés.
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3.5.2 Exemple et reherhe exhaustive de bons odes de petite

longueur

Élairissons les aluls de performane par l'exemple introduit au premier hapitre.

Suite de l'exemple 1 Lorsque le déodeur par tableau standard ode une SBA, le

ode systématique de matrie génératrie G

sys

, dont le rendement R

s

est égal à 3=5,

produit une distorsion D égale à

D =

1

5

(5p

s

� 12p

2

s

+ 12p

3

s

� 4p

4

s

):

Cette distorsion est supérieure (resp. inférieure) à elle d'un ode trivial de même ren-

dement lorsque p

s

� 0:37 (resp. p

s

� 0:37). La borne (3.13), obtenue grâe à l'inégalité

de Sullivan, devient

D �

3

5

1� (1� 2p

s

)

4

1 + (1� 2p

s

)

4

(1� 5p

s

+ 12p

2

s

� 12p

3

s

+ 4p

4

s

):

Cet exemple nous invite à penser que les odes de faibles longueurs oderont di�-

ilement les soures fortement asymétriques alors qu'il sera possible d'obtenir de bons

résultats pour les soure peu asymétriques. Cette impression est on�rmée par une

reherhe exhaustive sur les odes linéaires systématiques de longueur inférieure ou

égale à 10 pour deux valeurs du paramètre p

s

(p

s

= 0:1 et p

s

= 0:4). Le résultat de

ette reherhe est représentée sur les �gures 3.9 et 3.10 : les performanes des meilleurs

odes linéaires trouvés sont indiquées par des roix alors que les performanes des odes

triviaux sont traées en traits mixtes et l'OPTA en trait plein. Lorsque la soure est

fortement asymétrique (p

s

= 0:1), les odes triviaux ne sont pas battus. Lorsqu'elle

est faiblement asymétrique (p

s

= 0:4), il existe des odes de faible longueur dont les

performanes sont supérieures à elles des odes triviaux. La borne de Sullivan relative

à es odes est traée en pointillés. Remarquons que ette borne peut se révéler très

prohe de la distorsion e�etive du ode. Sur la �gure 3.10, la borne de Sullivan n'est

pas représentée ar les meilleurs odes trouvés sont triviaux : les valeurs alors prises

par ette borne dépassent allègrement la valeur de p

s

.

3.5.3 Compression par deux odes linéaires

L'un des moyens théoriques pour atteindre l'OPTA d'une SBA est de déomposer

l'extension m

e

de ette soure en m + 1 sous-soures [64℄. La w

e

sous-soure émet des

mots de poids w. À haque sous-soure, on assoie un ode en blo qui :

� ode la sous-soure sans perte si le poids est faible ou prohe de m ;
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s

= 0:4 (soure faiblement

asymétrique), odage par région de Voronoï.
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s

= 0:1 (soure fortement

asymétrique), odage par région de Voronoï.

� ode la soure ave une distorsion prohe de H

�1

2

(H

2

(w=m)�R) dans les autres

as

1

.

Nous reprenons à notre ompte l'idée de déomposition de la SBA en utilisant ette

fois des odes linéaires, dont le odeur de soure assoié est moins omplexe que elui

assoié à un ode en blo quelonque. Nous nous limitons à deux sous-soures, puisque

nous nous restreignons à de petites longueurs, espérant ainsi ne pas trop nous éloigner

du shéma asymptotiquement optimal par es deux simpli�ations. Le odeur de soure

proède ainsi :

� si la SBA émet un mot u de poids inférieur à mÆ (où Æ est un réel positif), nous

utilisons le ode linéaire C

1

de longueur m et de dimension k

1

pour omprimer la

soure ;

1

une démonstration de l'e�aité de ette tehnique est donnée par Viterbi et Omura dans [64℄.



3.6. Algorithme de Lloyd pour la ompression de SBA 83

� si la SBA émet un mot u de poids stritement supérieur à mÆ, nous utilisons

un ode linéaire C

2

de longueur m et de dimension k

2

pour omprimer ette

sous-soure.

La �gure 3.11 illustre e prinipe. Puisque nous souhaitons onstruire un ode en blo

étiquetageSBA
si

sinon

m

u

w

H

(u) � mÆ v = argmin

2C

1

d

H

(; u)

v = argmin

2C

2

d

H

(; u)

m

v

Fig. 3.11 � Compression d'une SBA par deux odes linéaires.

et non un ode à longueur variable, un étiqueteur va assoier une étiquette au mot

de v reçu. Cette étiquette omportera au plus k

1

+ k

2

bits : il est en e�et possible

que ertains mots des odes C

1

et C

2

ne soient jamais utilisés en raison du seuil mÆ

introduit. Le alul du rendement d'un tel shéma néessite don de ompter les mots

de haun des odes réellement utilisés par le odeur. Si la reherhe du mot de ode

le plus prohe du mot de soure émis demeure simple, l'étiqueteur, en revanhe, est

de omplexité identique à elui d'un ode non-linéaire de même longueur et de même

taille. Ce odeur est don une solution intermédiaire au niveau de la omplexité entre

le odeur assoié à un ode linéaire et le odeur assoié à un ode non-linéaire.

Nous menons une reherhe sur les ouples (C

1

; C

2

) en nous restreignant aux odes

linéaires systématiques de longueur inférieure ou égal à 8. Les �gures 3.12 et 3.13

présentent les résultats de ette reherhe respetivement pour une soure très asymé-

trique (p

s

= 0:1) et peu asymétrique (p

s

= 0:4) : l'OPTA est traée en trait ontinu,

les performanes des odes linéaires, qui sont un as partiulier de e odeur (Æ = 0

ou Æ = 1), sont indiquées par des roix (+) et elles du odeur orrespondant à deux

vraies sous-soures (0 < Æ < 1) par des roix obliques (�).

Si e odeur n'apporte pas de véritable amélioration pour une soure faiblement

asymétrique, l'amélioration est notable pour la soure fortement asymétrique : nous

réussisons en�n à battre les odes linéaires triviaux et les odes adaptés au odage par

syndrome pour des rendements élevés (supérieurs à 0:4 environ).

3.6 Algorithme de Lloyd pour la ompression de SBA

L'amélioration des performanes onstatée lors de l'utilisation du odeur présenté au

paragraphe 3.5.3 par rapport au odeur n'utilisant qu'un ode linéaire peut s'expliquer

par la non-linéarité introduite par le seuil : en e�et le ode de soure résultant n'est

pas a priori linéaire. Pour de petites longueurs, les odes non-linéaires semblent être

de bons andidats pour omprimer la SBA, ependant leur utilisation entraîne une
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Fig. 3.12 � Comparaison des performanes des odes linéaires (+), du odeur de la

�gure 3.11 (�) et du odeur par syndrome (o), p

s

= 0:1 (OPTA en trait ontinu).
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Fig. 3.13 � Comparaison des performanes des odes linéaires (+), du odeur de la

�gure 3.11 (�) et du odeur par syndrome (o), p

s

= 0:4 (OPTA en trait ontinu).

augmentation de omplexité du odeur de soure sauf dans le as simple où le ode

non linéaire serait un ode a�ne (i.e. un ode linéaire translaté par un veteur non nul,

'est-à-dire une lasse du ode linéaire distinte du ode lui-même).

Nous allons don reherher de bons odes non linéaires. La reherhe exhaustive

semble prohibée ar trop omplexe, même pour des petites longueurs (il existe plus

de dix millions de odes binaires non linéaires de longueur 5 et de taille 8 alors que

la reherhe portant sur les odes linéaires systématiques de mêmes aratéristiques se

réduit dans e as à l'examen de vingt odes). L'algorithme de Lloyd tel qu'il a été

développé au paragraphe 2.5.2 onvient alors à notre tâhe : il su�t de remplaer la

densité de probabilité de la soure p(u) (supposée uniforme dans le paragraphe 2.5.2)

par elle d'une SBA. Le odeur optimisé par l'algorithme de Lloyd est représenté sur
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la �gure 3.14. Il reste à préiser l'initialisation de et algorithme.

SBA

Lloyd

étiquetage

m

u

m

v

v = argmin

x2C

d

H

(u; x)

{

k

Fig. 3.14 � Compression d'une SBA par un ode en blo optimisé par l'algorithme de

Lloyd.

3.6.1 Initialisation de l'algorithme de Lloyd

L'initialisation de l'algorithme de Lloyd onsiste à lui fournir ou une partition de

F

m

2

, haque ensemble de la partition étant assimilé à une région de Voronoï, ou un

ode de soure. Nous hoisissons la deuxième possibilité. Pour onstruire un ode de

longueur m à M éléments, nous tirons aléatoirement M veteurs notés v

1

; � � � ; v

M

de

manière indépendante. Les omposantes de es veteurs sont onsidérées omme des

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Le hoix de leur loi de

probabilité provient du alul de la fontion rendement-distorsion.

Fixons la distorsionD tel que R

SBA

(D) =

log

2

M

m

. Rappelons que la fontion rendement-

distorsion est déterminée par l'égalité (1.31)

R

SBA

(D) = inf

m2IN

min

p(vju)=E[d(U;V )℄�mD

1

m

I(U; V )

où u est le mot de soure et v le mot de soure reonstruit. Puisque la SBA est une

soure sans mémoire et que la distane de Hamming entre deux mots est la somme des

distanes de Hamming sur haque omposante, la fontion rendement-distorsion peut

être obtenue dans le as monodimensionnel (m = 1) [41℄ :

R

SBA

(D) = min

p(vju)=E[d(U;V )℄�D

I(U; V ):

En utilisant le lien entre entropie et information mutuelle (1.9), nous obtenons

I(U; V ) = H

2

(p

s

)�H

2

(U jV ):

La fontion rendement-distorsion est don obtenue en maximisant l'entropie ondi-

tionnelle H

2

(U jV ) = H

2

(U � V jV ). Cette dernière est maximale lorsque la variable

aléatoire U �V est indépendante de V or le poids de U �V mesure la distorsion don :

p(u� v = 0) = 1�D et p(u� v = 1) = D:
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Par onséquent, la loi de probabilité de v qui permet d'atteindre l'OPTA est

p(v = 0) =

1� p

s

�D

1� 2D

et p(v = 1) =

p

s

�D

1� 2D

: (3.14)

Nous utilisons ette distribution pour tirer aléatoirement les omposantes des mots

formant le ode non linéaire servant à initialiser l'algorithme de Lloyd, espérant ainsi

approher le plus possible la distorsion minimale à rendement �xé.

3.6.2 Résultats

Nous faisons varier la longueur m des odes de 3 à 10, la taille du ode est une

puissane de 2 (M = 2

k

; 1 � k � m). À longueur et à taille �xées, nous lançons

l'algorithme de Lloyd pour 100 initialisations tirées suivant la loi donnée par l'équa-

tion (3.14). Nous ne onservons que les meilleurs résultats, 'est-à-dire les odes de plus

faible distorsion et de plus haut rendement : les meilleures performanes sont indiquées

par des losanges sur les �gures 3.15 et 3.16. Sur es �gures sont aussi représentées les

performanes des di�érents systèmes reposant sur des odes linéaires exposés dans e

hapitre et l'inélutable OPTA.
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Fig. 3.15 � Comparaison des performanes des odes obtenus par l'algorithme de Lloyd

ave les autres systèmes, p

s

= 0:1.

Lorsque la soure est fortement asymétrique, les odes obtenus par l'algorithme

de Lloyd battent très largement les odes linéaires, que l'on ode par syndrome ou

par région de Voronoï sauf dans le as peu intéressant des rendements très élevés et

largement supérieurs à l'entropie de la soure

2

. Lorsque la soure est peu asymétrique,

2

dans le as de la SBS, nous avions établi une borne de la distorsion, D

inf

, valable pour les odes

linéaires et non linéaires. Cette simple expériene montre que dans le as d'une SBA, une borne

inférieure de la distorsion valable pour les odes linéaires a peu de hane d'être valable pour les odes

non linéaires à moins de sous-estimer largement la distorsion engendrée par les odes linéaires.
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Fig. 3.16 � Comparaison des performanes des odes obtenus par l'algorithme de Lloyd

ave les autres systèmes, p

s

= 0:4.

les odes obtenus ont des performanes omparables à elles des odes linéaires, parfois

légèrement meilleures, parfois un peu en retrait.

3.7 Remarque sur le odage onjoint SBA-CBS

Nous présentons tout d'abord dans ette setion un système de odage onjoint

SBA-CBS dû à Massey. Ce dernier, dans [37℄, a réutilisé la tehnique de odage par

syndrome a�n de réaliser un odeur onjoint SBA-CBS, représenté sur la �gure 3.17.

CBS

mot de mot de source

reconstruitde canalsyndrome décodeur par

mot de code 

tableau standardsource

tableau standard

du code

de décodage de

mnnm� km m� k

H

t

s

G



H

s

G



Fig. 3.17 � Shéma de odage onjoint SBA-CBS d'Anheta-Massey.

Le système de odage onjoint d'Anheta-Massey utilise deux odes linéaires bi-

naires. Le mot de soure u, de dimension m, est omprimé par son syndrome s = uH

t

s

,

de dimension m � k (H

s

est la matrie de parité assoié au odeur de soure par

syndrome). Ce syndrome est alors utilisé omme mot d'information par la matrie gé-

nératrie G



, dé�nissant le ode de anal de dimension m � k et de longueur n, pour

produire le mot de ode de anal. Ce odeur est onjoint dans la mesure où la matrie

H

t

s

G



peut être implémentée diretement.
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Le déodeur global, non présenté par Massey dans [37℄, utilise a priori la séparabilité

du odeur : le déodeur de anal utilisant le tableau standard de déodage fournit une

estimée du syndrome et le déodeur de soure fournit au destinataire le hef de lasse

assoié à ette estimée.

Le rendement global R de e système est

R =

R

s

R



=

m�k

m

m�k

n

=

n

m

Massey montre dans [37℄ qu'il est possible d'atteindre un rendement prohe de

H

2

(p

s

)=(1�H

2

(p)) et une distorsion globale D aussi petite que néessaire ave un tel

système (en s'autorisant des odes de longueurs su�samment grandes). Dans le as

où la distorsion autorisée serait non nulle, le shéma de odage onjoint devient sous-

optimal, 'est-à-dire qu'il ne peut atteindre le rendement minimum dé�ni par l'OPTA.

Une formule onise des performanes de e système onjoint est malheureusement

di�ile à obtenir en raison de la non-linéarité du déodeur de soure et du déodeur de

anal. D'après l'étude menée pour le odage de soure par syndrome, un tel système

de odage onjoint est adapté aux soures fortement asymétriques.

Nous n'avons pas mené davantage d'investigation sur le odage onjoint SBA-CBS

faute de temps mais e dernier est possible en appliquant le système soure ou anal

dérit au préédent hapitre, à ondition que la soure soit faiblement asymétrique : les

performanes du odage de soure par région de Voronoï sont dans e as su�samment

bonnes pour envisager un tel système. Lorsque la soure est fortement asymétrique, le

reours aux odes non linéaires s'impose pour onevoir un système soure ou anal

e�ae.

3.8 Conlusions

Après avoir rappelé l'OPTA orrespondant à une soure binaire asymétrique et au

ritère de �délité dé�ni par la distane de Hamming, nous avons examiné di�érents

systèmes. Nous avons d'abord proposé le odeur par ouronne ou par boule qui, en

fontion du poids du mot de soure, transmet le mot tel quel ou le projette (sur une

ouronne ou sur une boule). Ce odeur, assez simple, permet d'atteindre asymptoti-

quement l'entropie de la SBA presque sans perte. Dans le as où la distorsion désirée

est non nulle, e odeur ne peut ependant pas atteindre l'OPTA.

Nous avons donné les performanes du odage par syndrome, développé par Anheta

qui a montré son optimalité dans le as d'un ompression presque sans perte. Une

reherhe exhaustive nous a permis de montrer que le odage par syndrome est d'autant
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plus performant que la soure est asymétrique, lorsque la longueur est �xée. Les odes

performants pour le odage par syndrome ne semblent pas être les mêmes que eux

pour le odage de SBS ou de anal binaire symétrique.

Nous avons ensuite utilisé le odage par régions de Voronoï dé�nies par un ode

linéaire. Nous avons mis en évidene une borne supérieure des performanes de e

système sans pour autant pouvoir juger de sa �nesse. À longueur �xée, es odes sont

d'autant plus performants que la soure est peu asymétrique. Dans e as, la distorsion

obtenue est légèrement inférieure à elle observée en omprimant une SBS (par le même

ode).

Nous avons obtenu des odes a priori non linéaires en divisant la SBA en deux sous-

soures et en utilisant un ode linéaire pour haune des sous-soures, e qui améliore

les performanes ar le odeur est plus �exible. La reherhe du mot de ode le plus

prohe du mot de soure émis demeure simple (en raison de l'utilisation des odes

linéaires) mais l'étiqueteur est de omplexité équivalente à elle d'un ode non linéaire.

Ce sytème est plus �exible, à longueur de ode �xée, en terme de rendement.

En�n, l'algorithme de Lloyd, initialisé par un ode tiré au hasard suivant une loi de

probabilités provenant de l'OPTA, a permis d'obtenir de bons odes non linéaires. Les

performanes des divers systèmes étudiés montrent un ompromis entre omplexité et

performanes dans le as de la SBA : à longueur et taille du ode �xées, la reherhe

du mot de ode le plus prohe et l'étiquetage sont relativement simples, e qui n'est

pas le as pour les odes non linéaires où une reherhe exhaustive est néessaire pour

trouver le mot de ode le plus prohe et où l'étiquetage est une orrespondane sans

auune struture a priori. Le odage par syndrome et elui par région de Voronoï

sont omplémentaires : le premier permet de oder des soures fortement asymétriques

alors que le seond omprime mieux des soures peu asymétriques. Il est aussi apparu

qu'à petite longueur �xée, il est plus faile de oder par des odes linéaires une SBS

qu'une SBA dans le sens où l'éart entre les performanes des odes linéaires pour la

ompression de SBS et R

SBS

(D) est inférieur à l'éart entre les performanes de es

odes pour la ompression de SBA et R

SBA

(D):
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Chapitre 4

Codage de soure par ode

arithmétique

4.1 Introdution

Les odes arithmétiques

1

se sont développés en même temps que les odes binaires :

dès 1955, Diamond les proposa, ils devinrent un sujet important de reherhe jusque

dans le milieu des années 1970. Brown, Peterson, Mandelbaum, Massey, Chien, Pre-

parata, pour ne iter que quelques-uns, s'illustrèrent dans leur étude. La néessité de

onstruire des unités de alul arithmétique �ables motiva leur développement [38℄

même si d'autres possibilités d'amélioration, omme la qualité des omposants et la

mise en plae de alulateurs en parallèle e�etuant les mêmes opérations, furent aussi

étudiées. Là enore, les odes arithmétiques furent onçus dans le but de orriger des

erreurs mais par prinipe de dualité, ils peuvent être utilisés pour omprimer des en-

tiers : la soure est alors dite arithmétique. Or pour un alulateur, qu'est-e qu'un

entier sinon des bits ? Nous verrons don dans e hapitre la ompression de soure

arithmétique et de soure binaire symétrique par es odes. Nous étendons ainsi le

prinipe de dualité exposé au premier hapitre à une soure un peu moins aadémique

que la SBS, montrant ainsi sa généralité. Auparavant, nous rappellerons la dé�nition

des odes arithmétiques et leurs propriétés.

1

les odes arithmétiques utilisés ii ne doivent pas être onfondus ave le � odage de soure

arithmétique � qui est à longueur variable. Ii les longueurs sont �xes.
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4.2 Dé�nition et propriétés des odes arithmétiques

4.2.1 Déomposition non-adjaente et poids arithmétique

Avant de dé�nir un ode arithmétique, nous allons introduire le poids arithmé-

tique et la déomposition non-adjaente. Considérons une unité de alul arith-

métique (i.e. une unité e�etuant des opérations sur des entiers). Cette unité travaille

en pratique sur une représentation binaire des nombres. Ainsi lors d'une addition, le

alulateur doit ajouter trois bits pour aluler haque bit de la somme (un bit par en-

tier à ajouter et la retenue) et aluler la nouvelle retenue. Ainsi, si une seule erreur se

produit lors d'une somme, la di�érene entre le résultat erroné fourni par le alulateur

et le vrai résultat sera en valeur absolue une puissane de deux. Les odes arithmé-

tiques doivent pouvoir orriger sinon déteter e type d'erreur. La forme non-adjaente

permet de fournir une représentation des entiers adéquate.

Dé�nition 4.2.1 (déomposition binaire non-adjaente, [38℄) La déomposition

binaire non-adjaente d'un entier N est la suite d'entiers relatifs (b

i

)

i2IN

véri�ant les

propriétés suivantes :

� N =

P

i2IN

b

i

2

i

;

� 8i 2 IN jb

i

j < 2 (b

i

vaut don �1, 0 ou 1) ;

� 8i 2 IN b

i

b

i+1

= 0 (lorsque l'on examine deux oe�ients onséutifs, l'un d'eux

est nul).

Cette déomposition est unique.

Cette déomposition, à la di�érene de la déomposition binaire lassique, permet

don de prendre en ompte les erreurs potentielles du alulateur dérites au paragraphe

préédent. Signalons qu'à l'instar des déompositions habituelles qui existent dans une

base quelonque, la déomposition non-adjaente est généralisable, elle aussi [10℄. La

déomposition binaire non-adjaente se alule aisément à partir des déompositions

binaires de 3N et N [8℄.

Exemple 2 Prenons N = 14 (don 3N = 42). Déomposons N et 3N en base 2 en

adoptant volontairement une notation vetorielle pour la déomposition binaire :

N = (0; 0; 1; 1; 1; 0) (= 0� 32 + 0� 16 + 8 + 4 + 2 + 0� 1) et 3N = (1; 0; 1; 0; 1; 0)

Soustrayons N à 3N en e�etuant les opérations bit à bit en suivant les règles de alul

suivantes (di�érentes de elles du orps F

2

) : 1�0 = 1, 1�1 = 0�0 = 0 et 0�1 = �1.

Ces règles de alul sont elles que l'on applique en onsidérant la déomposition binaire

omme un veteur d'entiers relatifs. Nous avons don

3N �N = (1; 0; 0;�1; 0; 0)
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Cette dernière équation signi�e que 28 = 32� 4. Or la déomposition binaire adjaente

de 2N di�ère, par dé�nition, de elle de N par une multipliation par deux (un déalage)

don

N = (0; 1; 0; 0;�1; 0) = 16� 2

Dé�nition 4.2.2 (poids arithmétique) Le nombre de termes non nuls dans la dé-

omposition binaire non-adjaente d'un entier N s'appelle poids arithmétique de N ,

noté w

A

(N).

Le poids arithmétique peut se aluler sans passer par la déomposition non-adjaente :

Chang et Reed [50℄ ont proposé un algorithme réursif simple réalisant e alul.

Si l'on supprime la dernière propriété véri�ée par les (b

i

)

i2IN

, à savoir b

i

b

i+1

= 0, on

obtient une déomposition binaire dite modi�ée.

Propriété 1 ([50℄) Toute déomposition binaire modi�ée de N omporte un nombre

de termes non nuls supérieur ou égal au poids arithmétique de N .

Cette propriété justi�e l'étude du poids arithmétique. Remarquons que e dernier pos-

sède toutes les propriétés exigées pour être quali�é de norme. Il est don naturel de dé-

�nir la distane arithmétique entre deux entiers N

1

et N

2

, distane notée d

A

(N

1

; N

2

)

omme le poids de la di�érene :

d

A

(N

1

; N

2

) = w

A

(N

1

�N

2

):

4.2.2 Résumé de la théorie des odes arithmétiques

Deux grandes familles de odes arithmétiques existent : les odes dits AN et les

odes à résidus. À première vue, es deux familles sont bien distintes, il existe epen-

dant une relation forte entre les deux. Nous examinerons les odes AN en détail avant

de dé�nir les odes à résidus. De plus, bien des notions du odage orreteur d'erreurs

lassique ont leurs analogues dans le domaine des odes arithmétiques : nous essayerons

de souligner es analogies.

Les odes AN

Dé�nition 4.2.3 (Code AN) Soient A et B deux entiers naturels. Le ode AN est

l'ensemble des multiples de A positifs ou nuls stritement inférieurs à AB (i.e. fAN; 0 �

N < Bg).
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Le produit AB est noté m et B est, bien entendu, la taille du ode. Au sens strit

du terme, un ode AN n'est pas linéaire. Cependant, pour peu que N

1

+ N

2

< B,

A(N

1

+ N

2

) est un mot du ode : un ode AN est don linéaire si on le onsidère

omme un idéal de ZZ

m

= ZZ=ZZ

m

. Le déodeur assoié à un ode arithmétique est

supposé trouver l'élément du ode le plus prohe (au sens de la distane arithmétique)

d'un entier N

0

= AN +E ompris entre 0 et AB�1 (i.e argmin

0�N<B

w

A

(N

0

�AN)) :

a priori, ette reherhe est menée de manière exhaustive. Par soui de larté, nous

quali�ons e déodeur de déodeur arithmétique. À l'instar des odes onstruits sur les

orps �nis, un ode AN admet une distane minimale notée d

A;min

dé�nie par

d

A;min

= min

0<N<B

w

A

(AN)

Cette distane minimale gouverne le nombre d'erreurs orrigibles et le nombre d'erreurs

détetables par le déodeur : un ode AN donné peut orriger t erreurs et en déteter

s si et seulement si d

A;min

> 2t + s.

Le déodeur peut tirer parti de la struture d'idéal du ode pour essayer de retrouver

l'erreur arithmétique : e déodeur, dit modulaire, e�etue alors ses opérations dans

l'anneau ZZ

m

. Cependant, la distane arithmétique n'est pas adaptée aux aluls sur

et anneau ar w

A

(N) et w

A

(N �m) sont a priori distints alors que N et N �m se

onfondent dans ZZ

m

! On dé�nit alors le poids modulaire w

M

(N) d'un entier N par

w

m

(N) = min(w

A

(N); w

A

(m�N)) (4.1)

Le poids modulaire n'est une norme (don n'induit une distane) que pour des valeurs

bien préises de m [38℄ : m doit être une puissane de 2 à laquelle on ajoute -1, 0 ou 1.

Dans es as, la distane modulaire minimale du ode orrespond à d

A;min

[38℄. Puisque

le ode est un idéal de et anneau, la struture quotient assoiée omporte A lasses,

ontenant haune B éléments, es lasses formant une partition de ZZ

m

. La lasse d'un

nombre N est déterminée par son syndrome, à savoir le reste de la division eulidienne

de N par A, noté N [A℄. Le hef d'une lasse est dé�ni omme l'élément de la lasse

de poids modulaire minimum. Le déodeur modulaire retranhe don (dans ZZ

m

) à N

0

son hef de lasse noté C(N

0

). L'erreur arithmétique E, si elle est en valeur absolue

plus petite que m, est don égale à C(N

0

) ou à C(N

0

)�m. Cette indétermination est

le prix à payer pour une simpli�ation du déodeur.

Les odes arithmétiques parfaits onnus sont les suivants [38℄ :

� A = 1, B quelonque (ode parfait universel) ;

� B = 1, A quelonque (ode nul) ;

� si A est un nombre premier impair tel que -2 est primitif dans ZZ

A

mais pas 2,

B = (2

(A�1)=2

� 1)=A, alors le ode est parfait et orrige une erreur (A = 23 et

B = 89 par exemple) ;

� si A est un nombre premier impair tel que 2 est primitif dans ZZ

A

, B = (2

(A�1)=2

+

1)=A, alors le ode est parfait et orrige une erreur (A = 11 et B = 3, par

exemple).

Ces deux dernières familles de odes sont semblables aux odes de Hamming binaires

qui sont parfaits et orrigent une erreur. De même que le ode simplexe est le dual d'un
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ode de Hamming [43℄, le ode BN où B = (2

(A�1)=2

+1)=A ave A un nombre premier

impair stritement supérieur à 3 tel que 2 soit primitif dans ZZ

A

peut être vu omme le

dual du ode AN : tous les éléments non nuls du ode ont un poids arithmétique égal

à (A� 1)=3 ou à (A+ 1)=3 (un seul de es nombres est entier). Ce poids arithmétique

se onfond alors ave la distane de Hamming minimale.

À l'instar des odes onstruits sur les orps �nis, il est possible de dé�nir des odes

arithmétiques yliques : le déalage ylique de la déomposition binaire d'un élément

du ode arithmétique doit être la déomposition binaire d'un autre élément du ode.

Les odes tels que m = 2

n

� 1 sont tous des odes yliques. Massey et Garia [38℄

dé�nissent le rendement R d'un ode ylique par

R =

log

2

B

log

2

A+ log

2

B

:

Puisque A divise m, l'ordre de 2 dans ZZ

A

divise n. Si n est stritement plus grand

que et ordre, le ode ontient alors un élément de poids arithmétique égal à 2. On

impose don de hoisir n omme l'ordre de 2 dans ZZ

A

a�n d'obtenir une distane

arithmétique minimale su�sante (un ode ylique non nul de distane minimale égale

à 1 est forément un ode pour lequel A est une puissane de 2). Une famille bien

onnue de odes yliques a été déouverte par Mandelbaum et Barrows [38℄ : B est

hoisi parmi les nombres premiers pour lesquels 2 est primitif dans le orps �ni assoié

et A = (2

B�1

� 1)=B. La distane minimale de tels odes est alors b(B + 1)=3.

D'une part, nous disposons de odes yliques à haut rendement orrigeant une

erreur, d'autre part, les odes de Mandelbaum-Barrows ont un faible rendement et une

distane assez grande. Chien, Hong et Preparata [9℄ ont, par ailleurs, répertorié des

odes de rendement intermédiaire et de distane satisfaisante. Nous ne sommes don

pas restreints dans le hoix d'un bon ode arithmétique.

Codes à résidus

Dé�nition 4.2.4 (Code à résidus) Soit m un entier naturel et m

1

; � � � ; m

k

k divi-

seurs de m. Le ode à résidus dans ZZ

m

engendré par les (m

i

)

1�i�k

est l'ensemble des

(k + 1)-uplets s'érivant (N;N [m

1

℄; � � � ; N [m

k

℄) où N est un élément de ZZ

m

et où

N [m

i

℄ désigne le reste de la division eulidienne de N par m

i

. N est appelé entier

d'information et les (N [m

i

℄)

1�i�k

les entiers redondants de N .

Dé�nition 4.2.5 (Code AN assoié, [38℄) Le ode AN assoié est le ode tel que

A est le plus petit ommun multiple des (m

i

)

1�i�k

, B véri�ant AB = m.

La apaité de orretion d'un ode à résidus est identique à elle de son ode AN

assoié ar les entiers redondants d'un nombre N déterminent de manière unique le

syndrome N [A℄, réiproquement e syndrome détermine exatement tous les entiers
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redondants [38℄. Cette propriété se démontre aisément en utilisant le théorème du reste

hinois [5℄. Ainsi les deux familles de odes arithmétiques sont étroitement liées. Nous

nous limiterons don par la suite de hapitre à l'étude des odes AN sans perte de

généralité.

Codes arithmétiques et orretion d'erreur au sens de Hamming

Nous terminons e bref panorama de la théorie des odes arithmétiques en préisant

le rapport entre distane arithmétique et distane de Hamming. Considérons deux

entiers naturels N et N

0

. d

H

(N;N

0

) représente le nombre de omposantes distintes

dans les déompositions binaires de es deux entiers : la di�érene bit à bit (alulée

dans ZZ et non sur F

2

) de es deux nombres est une déomposition modi�ée qui n'est

pas néessairement non-adjaente. Par onséquent, les deux distanes onsidérées sont

liées par l'inégalité suivante :

d

H

(N;N

0

) � d

A

(N;N

0

) (4.2)

Les odes arithmétiques peuvent don servir de ode de anal omme l'ont souligné

Massey et Garia [38℄.

4.3 Compression d'une soure arithmétique selon le

ritère de la distane arithmétique

4.3.1 Dé�nition

Dé�nition 4.3.1 soure arithmétique symétrique. Une soure arithmétique sy-

métrique de paramètre m, notée SAS, est une soure émettant de manière équiprobable

un entier ompris entre 0 et m� 1.

La SAS peut don être onsidérée omme une généralisation de la SqS : nous avions

supposé que q était une puissane d'un nombre premier dans le premier hapitre a�n de

pouvoir utiliser les odes en blos q-aires linéaires. Le fait d'utiliser d'autres outils (les

odes arithmétiques dans notre as) nous permet de nous a�ranhir de ette ontrainte.

La SAS est un moyen terme entre la SBS et les soures ontinues : une soure ontinue

quanti�ée de manière équiprobable peut être ainsi onsidérée omme une SAS.

Par dualité, nous allons nous intéresser à la ompression de la SAS par les odes

AN , illustrée sur la �gure 4.1. Nous hoisirons le ritère de la distane arithmétique,

distane sur laquelle repose la onstrution des odes arithmétiques, pour mesurer la
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source

reconstruite

source

arithmétique arithmétique

déodeur

Fig. 4.1 � Compression d'une soure arithmétique par un ode arithmétique.

�délité de la soure reonstruite. La distorsion par bit d'information, notée D

SAS;A

,

s'érit don

D

SAS;A

=

1

log

2

m

E[d

A

(N

0

; AN)℄: (4.3)

4.3.2 OPTA

Dans le as général, la fontion rendement-distorsion R

SAS;A

(D) assoiée à la SAS

et au ritère de distane arithmétique est di�ilement alulable ar la minimisation

de l'information mutuelle doit prendre en ompte une matrie de taille m � m dont

les entrées sont les distanes arithmétiques entre deux symboles de soure. Elles n'ont

pas a priori de formule exate déterminée aisément. Par onséquent, nous pouvons

reourir à l'algorithme de Blahut-Arimoto [13, 64℄, pour déterminer ette fontion. Ce-

pendant, la taille de la matrie des distanes détermine la omplexité de l'algorithme

de Blahut-Arimoto : la valeur de m est don limitée. Une autre solution est de remar-

quer que la distane arithmétique étant omme toute distane, au sens mathématique

du terme, symétrique (d

A

(N;N

0

) = d

A

(N

0

; N))

2

, la fontion rendement-distorsion est

alors dé�nie par les équations paramétriques suivantes :

s 2 IR

�

; D =

1

log

2

m

m�1

P

N=0

w

A

(N)2

sw

A

(N)

m�1

P

N=0

2

sw

A

(N)

(4.4)

R

SAS;A

(D) = sD +

log

2

(A)� log

2

(

m�1

P

N=0

2

sw

A

(N)

)

log

2

m

; (4.5)

où le rendement s'exprime en bits par symbole (ii des entiers) et où la distorsion D

mesure une distorsion par bit. La fontion rendement-distorsion dépend don du poids

arithmétique des m premiers entiers naturels : ette fontion hangera peu d'allure

entre deux valeurs prohes de m. La �gure 4.2 montre la fontion rendement-distorsion

obtenue pour m = 33 (en trait ontinu) et m = 17000 (en pointillés).

2

nous sommes alors dans le as d'une soure symétrique ave distorsion symétrique (symmetri

soure with balaned distortion measure) omme dé�ni dans [64℄.
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Fig. 4.2 � R

SAS;A

(D) pour m = 33 et m = 17000.

4.3.3 Distorsion et rendement

Le odeur de soure (équivalent à un déodeur de anal par dualité) assoié au

ode arithmétique AN reçoit un nombre N

0

. A�n de minimiser la distorsion D

SAS;A

, le

odeur de soure doit trouver l'élément de ode le plus prohe, au sens de la distane

arithmétique, de N

0

, 'est-à-dire aluler la valeur suivante :

arg min

N;0�N<B

d

A

(N

0

; AN):

Le odeur est don ontraint à réaliser une reherhe exhaustive sur tous les éléments

du ode : il est possible de dé�nir des ellules de Voronoï mais elles ne sont plus égales

à une translation près et ne ontiennent plus forément le même nombre d'éléments.

La distorsion D

SAS;A

par bit d'information a don pour expression

D

SAS;A

=

1

m log

2

m

m�1

X

N

0

=0

min

0�N<B

d

A

(N

0

; AN): (4.6)

Le rendement R exprimé en nombre de bits � odés � par bit d'information s'érit

R ==

log

2

B

log

2

m

=

log

2

B

log

2

A+ log

2

B

:

4.3.4 Reherhe des meilleurs odes

Nous supposons à présent que le paramètre m de la soure est �xé et nous her-

hons à déterminer les meilleurs ouples (A;B) pour omprimer une telle soure. Nous
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restreignons le domaine de reherhe en imposant à A et B de véri�er les onditions

suivantes :

2 � A < m (4.7)

A(B � 1) < m � AB (4.8)

Une reherhe exhaustive menée pour m = 1023 a produit les odes indiqués dans la

table 4.1. La �gure 4.3 montre les performanes de es derniers (elles sont indiquées

par les roix (+)) ainsi que l'OPTA (en trait ontinu).

A B D

SAS;A

R A B D

SAS;A

R

2 512 4.995817e-02 9.001269e-01 53 20 1.616064e-01 4.322537e-01

3 341 6.667607e-02 8.414814e-01 55 19 1.641483e-01 4.248526e-01

4 256 7.498613e-02 8.001128e-01 59 18 1.657125e-01 4.170513e-01

5 205 7.997217e-02 7.680563e-01 61 17 1.683522e-01 4.088039e-01

7 147 8.564257e-02 7.200687e-01 67 16 1.715784e-01 4.000564e-01

11 93 9.092191e-02 6.540081e-01 71 15 1.739248e-01 3.907441e-01

13 79 9.297498e-02 6.304669e-01 77 14 1.741203e-01 3.807892e-01

19 54 9.991633e-02 5.755699e-01 83 13 1.770533e-01 3.700961e-01

23 45 1.125281e-01 5.492627e-01 91 12 1.792041e-01 3.585468e-01

25 41 1.202516e-01 5.358307e-01 101 11 1.842880e-01 3.459919e-01

27 38 1.297348e-01 5.248667e-01 107 10 1.854611e-01 3.322396e-01

29 36 1.303214e-01 5.170654e-01 115 9 1.978774e-01 3.170372e-01

35 30 1.420533e-01 4.907582e-01 141 8 2.072628e-01 3.000423e-01

37 28 1.456706e-01 4.808033e-01 155 7 2.088271e-01 2.807751e-01

39 27 1.479192e-01 4.755558e-01 179 6 2.148886e-01 2.585327e-01

41 25 1.515365e-01 4.644511e-01 205 5 2.266204e-01 2.322255e-01

45 23 1.555449e-01 4.524200e-01 299 4 2.447070e-01 2.000282e-01

47 22 1.573047e-01 4.460060e-01 341 3 2.592741e-01 1.585186e-01

49 21 1.595533e-01 4.392937e-01 683 2 2.942741e-01 1.000141e-01

Tab. 4.1 � Table des meilleurs odes arithmétiques pour la ompression de SAS suivant

le ritère de la distane arithmétique, m = 1023.

4.4 Compression d'une SBS par un ode arithmétique

selon le ritère de distane de Hamming

Nous hoisissons à présent le ritère de la distane de Hamming pour mesurer la �-

délité de la soure reonstruite : la distane de Hamming entre deux entiers est mesurée

en réalité entre les deux représentations binaires lassiques des nombres (évitons toute

méprise due à un abus de langage). Ce hoix est naturel lorsqu'il s'agit de omprimer

une SBS et est adapté aux odes arithmétiques en raison de l'inégalité (4.2). Les résul-

tats que nous allons donner sont prohes de eux établis pour la distane arithmétique.
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Fig. 4.3 � Meilleurs odes arithmétiques pour la ompression d'une SAS de paramètre

m = 1023.

La distorsion par bit d'information D

SAS;H

a don pour expression

D

SAS;H

=

1

log

2

m

E[d

H

(N

0

; AN)℄: (4.9)

4.4.1 Distorsion et rendement

Le odeur de soure (équivalent à un déodeur de anal par dualité) assoié au

ode arithmétique AN reçoit un nombre N

0

. A�n de minimiser la distorsion D

SAS;H

, le

odeur de soure doit trouver l'élément de ode le plus prohe, au sens de la distane

de Hamming, de N

0

, 'est-à-dire aluler la valeur suivante :

arg min

N;0�N<B

d

H

(N

0

; AN):

Hélas, auun lien n'apparaît entre e odeur de soure et les déodeurs arithmétique et

modulaire dérits en 4.2. Une reherhe exhaustive s'impose don pour oder la soure :

il est possible de dé�nir des ellules de Voronoï mais elles ne sont plus translatées les

unes des autres et ne ontiennent plus forément le même nombre d'éléments.

La distorsion D

SAS;H

par bit d'information a don pour expression

D

SAS;H

=

1

m log

2

m

m�1

X

N

0

=0

min

0�N<B

d

H

(N

0

; AN): (4.10)

La formule du rendement, quant à elle, n'est pas modi�ée :

R =

log

2

B

log

2

A+ log

2

B

:

Cette dé�nition permet de omparer les performanes des odes arithmétiques ave

elles des odes en blo q-aires linéaires et leurs bornes. L'OPTA est dé�nie par

R

SBS

(D) = 1�H

2

(D).
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SBS 1/A

N

0

m

argmin

N

d

H

(AN;N

0

)

n

N

m

AN

Fig. 4.4 � Compression d'une SBS par un ode arithmétique.

4.4.2 Reherhe de bons odes

D'après le paragraphe 4.2, les odes arithmétiques dont le paramètre m est une

puissane de deux ont une distane arithmétique faible (égale à 1). La distane de

Hamming minimale de tels odes est aussi égale à 1. Ces odes sont don a priori

mauvais : il est néanmoins possible de donner la formule exate de leur distorsion

D

SAS;H

. Dans e but, nous allons d'abord établir un lemme.

Lemme 4.4.1 Soient a et b deux entiers naturel. Soient A = 2

a

et B = 2

b

. Les ellules

de Voronoï du ode arithmétique AN à B éléments se déduisent par translation les unes

des autres. La ellule de Voronoï V (0) est omposée des entiers positifs stritement

inférieurs à A.

Preuve

Introduison la notion de support d'un entier. Le support d'un entier N de déompo-

sition binaire N =

P

i2IN

b

i

2

i

est l'ensemble des entiers i tels que b

i

est non nul. Ce

support est noté Supp(N). Le support est lié à la distane de Hamming par l'égalité

suivante

d

H

(N;N

0

) = jSupp(N)j+ jSupp(N

0

)j � jSupp(N) \ Supp(N

0

)j: (4.11)

Considérons un entier naturel N tel que 0 < N < A. Alors Supp(N) � f0; � � � ; a� 1g

et Supp(AN) � fa; � � � ; a+ b� 1g. Il est alors évident que

V (0) = f0; 1; � � � ; A� 1g:

Considérons maintenant un entier N tel que jA < N < (j + 1)A où j est un entier

naturel stritement positif. Alors Supp(N) = Supp(N � jA) [ Supp(jA) et Supp(N �

jA) \ Supp(jA) = ;. Calulons alors d

H

(N; lA) où l est un entier naturel stritement

inférieur à B en appliquant l'égalité (4.11) :

d

H

(N; lA) = jSupp(N)j+ jSupp(lA)j � jSupp(N) \ Supp(lA)j

= jSupp(N � jA)j+ jSupp(jA)j+ jSupp(lA)j � jSupp(jA) \ Supp(lA)j

= jSupp(N � jA)j+ jSupp(j)j+ jSupp(l)j � jSupp(j) \ Supp(l)j

� d

H

(N; jA):

Par onséquent, N appartient à V (jA). Les ellules de Voronoï se déduisent les unes

des autres par translation.
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2

De e lemme, on en déduit que la distorsion résultant de la ompression d'une SBS

par un ode arithmétique AN ave m puissane de deux est donnée par

D

SBS;H

=

1�R

2

:

Comme annoné au début de paragraphe, es odes sont mauvais du point de vue de

la distorsion : ils sont le pendant des odes en blo linéaires triviaux. D'un point de

vue pratique, es odes sont les plus adaptés à une représentation binaire des entiers

puisque A et B sont des puissanes de 2.

Pour trouver des odes arithmétiques onvenant à la ompression de SBS au sens

de Hamming, nous onsidérons don la n

e

extension de la SBS et nous herhons A et

B tels que AB � 2

n

a�n de � ouvrir � su�samment la soure. A et B véri�ent don :

2 � A � 2

n

� 1

2

n

A

� B <

2

n

A

+ 1:

Nous menons ette reherhe pour n variant de 3 à 17. Les performanes des

meilleurs odes arithmétiques trouvés sont représentées sur la �gure 4.5 en pointillés.

R

SBS

(D) est traée en trait ontinu et la borne inférieure D

inf

(1.34) en traits mixtes.

Les valeurs exates orrespondant à es odes sont fournies dans le tableau E.1. Nous

illustrons ainsi le fait que la borne D

inf

est valable pour les odes non linéaires. Les

meilleurs odes trouvés restent prohes de la borne alulée pour une longueur iden-

tique et une � dimension � k = log

2

B. Les odes ainsi trouvés sont prohes de la borne

D

inf

.
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Fig. 4.5 � Compression d'une SBS par les odes arithmétiques.
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R p Système séparé Soure ou anal

m n A

s

B A



Distorsion m n A B Distorsion

0.5 0.1 12 6 131 32 2 2.9635e-01 12 6 97 43 2.8829e-01

0.01 12 6 131 32 2 2.1815e-01 12 6 67 62 1.8050e-01

0.001 12 6 131 32 2 2.0942e-01 12 6 67 62 1.6769e-01

2 0.1 2 4 1 4 4 0.1 2 4 4 4 0.1

0.01 2 4 1 4 4 0.01 2 4 4 4 0.01

0.001 2 4 1 4 4 0.001 2 4 4 4 0.001

Tab. 4.2 � Comparaison du système séparé ave le système soure ou anal lorsque les

odes utilisés sont arithmétiques.

4.5 Codage onjoint SBS-CBS par des odes arithmé-

tiques selon le ritère de distane de Hamming

Nous avons étudié dans le deuxième hapitre e odage onjoint en utilisant des

odes linéaires binaires et établit que, lorsque la omplexité du système global est faible,

il vaut mieux hoisir uniquement un odage de soure ou un odage de anal suivant

la valeur du rendement global R. Qu'en est-il si les odes linéaires sont remplaés par

des odes arithmétiques ?

Pour répondre à ette question, nous �xons le rendement global R =

n

m

et la valeur

du paramètre p du CBS. Nous herhons alors deux odes arithmétiques :

� le ode A

s

N de ardinal B omprimant la m

e

extension de la SBS. A

s

et B

véri�ent la relation A

s

(B � 1) < 2

m

� A

s

B ;

� le ode A



N de ardinalB protègeant les bits d'information du ode préédent des

perturbations introduites par le anal. A



et B véri�ent la relation A



(B � 1) <

2

n

� A



B.

À rendement global �xé, nous examinerons don plusieurs systèmes omprimant plus

ou moins fortement la SBS en faisant varier A

s

.

Parallèlement, nous herhons le meilleur ode arithmétique orrespondant à la

struture � soure ou anal � exposée au deuxième hapitre :

� si le rendement global R est inférieur à 1, on herhe un ode arithmétique AN

tel que A(B � 1) < 2

m

� AB et B � 2

n

;

� si le rendement global R est supérieur à 1, on herhe un ode arithmétique AN

tel que A(B � 1) < 2

n

� AB et B � 2

m

.

Nous limitons les longueurs n et m à 12 et menons une reherhe exhaustive pour

deux valeurs du rendement global R =

1

2

et R = 2. Les meilleurs systèmes obtenus et

leurs performanes sont indiqués dans la table 4.2. Ces performanes sont également

reportées sur les �gures 4.6 et 4.7 où l'OPTA a été par ailleurs représentée.

On observe que le système soure ou anal a des performanes égales ou meilleures

que elles du système séparé. Ce dernier se onfond d'ailleurs ave le système soure
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Fig. 4.6 � Comparaison du système séparé ave le système soure ou anal, R = 0:5.
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Fig. 4.7 � Comparaison du système séparé ave le système soure ou anal, R = 2.

ou anal lorsque le rendement global est égal à 2. Le phénomène observé dans le as

des odes linéaires ne semble don pas être spéi�que à es derniers : la struture

� soure ou anal � est préférable au système séparé. En raison des petites valeurs

des paramètres A et B des odes arithmétiques onsidérés, les performanes des deux

systèmes restent éloignées de l'OPTA.

4.6 Conlusions

Nous avons donné dans e hapitre un nouvel exemple de la dualité entre odage de

soure et odage de anal en onsidérant les odes arithmétiques. Nous avons rappelé

brièvement la théorie sous-jaente à es odes et le ontexte dans lequel ils ont vu

le jour. Les odes arithmétiques servent à ombattre les erreurs pouvant se produire
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dans un additionneur d'entiers, une erreur se onfondant alors en valeur absolue ave

une puissane de 2. La distane arithmétique permet alors de dé�nir rigoureusement

le poids de es erreurs.

Par dualité, es odes arithmétiques peuvent don omprimer une soure émettant

des entiers suivant le ritère de la distane arithmétique : nous avons donné quelques

exemples d'une telle ompression. Il est également possible d'utiliser es odes pour

omprimer une SBS en utilisant le ritère de la distane de Hamming : la distane

de Hamming entre les représentations binaires de deux entiers est supérieure ou égale

à la distane arithmétique entre es deux entiers. Le ode arithmétique se omporte

alors omme un ode non linéaire dont les mots peuvent être énumérés simplement.

Cependant le odeur de soure assoié à es odes néessite une reherhe exhaustive

du mot de ode le plus prohe, e qui limite la valeur du ardinal du ode en pratique.

Nous avons alors herhé les meilleurs odes arithmétiques et omparé leur distorsion

à la borne D

inf

, obtenue au premier hapitre et valable pour les odes non linéaires.

En�n, nous avons omparé les performanes du système soure ou anal et du

système séparé lorsque es deux derniers utilisent des odes arithmétiques : la distorsion

du système soure ou anal est inférieure à elle du système séparé à rendement global

égal et à faible omplexité. Ce résultat étend don elui obtenu au deuxième hapitre

où les odes utilisés étaient des odes linéaires binaires.
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Chapitre 5

Dualité appliquée aux odes réels

Nous avons vu dans les hapitres préédents que la dualité qui existe entre odage

de soure et odage de anal a permis d'appliquer des outils de odage de anal tels que

les odes linéaires pour la ompression de soures disrètes. Cette même dualité nous a

également permis d'employer l'algorithme de Lloyd pour réer des odes de anal. Nous

nous proposons dans e hapitre d'utiliser à des �ns de odage de soure les odes BCH

réels, passant ainsi du domaine disret à elui du ontinu. La soure retenue est soit

une soure gaussienne aux éhantillons indépendants et identiquement distribués soit

une image. Ces odes BCH s'avéreront di�iles à mettre en oeuvre pour une soure

quelonque. Nous utiliserons alors des quanti�ateurs vetoriels s'appuyant sur des

odes linéaires réels et optimisés par algorithme de Lloyd pour omprimer une soure

gaussienne et la transmettre sur le anal binaire symétrique : e système imposera une

relation linéaire entre le ode de soure et le ode de anal. Knagenhjelm [29℄, Hagen

et Hedelin [25℄ ont montré qu'un tel type de relation permettait d'obtenir des odeurs

de soure robustes lorsque le ode de anal hoisi est universel.

5.1 Utilisation de la dualité : odes BCH réels et bruit

impulsif (distane de Hamming)

5.1.1 État de l'art des odes réels

La dé�nition de odes sur le orps des réels IR ou des omplexes C n'est pas une

idée nouvelle : de nombreux outils bien onnus en traitement du signal (transformée

de Fourier disrète, transformée disrète en osinus. . .) peuvent être onsidérés omme

des odes réels ou omplexes : Marshall [35, 36℄ semble avoir été le premier à intro-

duire les odes tirés de la transformée de Fourier disrète et les odes BCH réels ou
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omplexes (des exemples antérieurs de odes BCH onstruits sur d'autres strutures

que les orps �nis existent : Shankar [54℄ a onstruit de tels odes sur des anneaux

d'entiers ongruents). Wolf [67℄ a souligné que la transformée de Fourier permettait de

supprimer le bruit impulsif du signal émis lorsque elui-i est redondant ('est-à-dire

que ertaines de ses omposantes spetrales sont nulles). L'utilisation des odes réels

tant en odage de anal qu'en odage de soure demeure un sujet de reherhe. Mar-

shall semble être le premier à s'intéresser au double emploi de es odes : il propose,

dans [35℄, un odage soure-anal ombiné où la suppression de la redondane se fait

par l'usage d'une matrie unitaire et où la transformée de Fourier est à la base de

la orretion d'erreurs. La orretion d'erreurs à partir de transformée de Fourier ou

de Hadamard est présentée plus omplètement dans [36℄ : les onepts de orretion

d'erreur sur les orps �nis sont transposés aux as réel et omplexe, introduisant alors

les odes BCH réels. Shiu et Wu ont prolongé e travail en dé�nissant une nouvelle

atégorie de odes réels linéaires en utilisant les propriétés de la transformée disrète

en osinus [68℄, odes pouvant ombattre des bruits non additifs sous ertaines hypo-

thèses [56℄. Ils ont ensuite proposé un nouvel exemple de la similarité entre odage

sur les orps �nis et odage sur IR en onstruisant une lasse de odes linéaires réels

déodables par vote majoritaire [57℄. Plus réemment, Gabay [23℄ a utilisé les odes

BCH réels pour orriger les erreurs introduites par un anal binaire symétrique lors de

transmission d'images.

5.1.2 Rappel sur les odes BCH binaires

Avant de dé�nir à proprement parler les odes BCH réels, nous allons rappeler

les propriétés essentielles des odes BCH binaires. Le leteur désirant une étude plus

omplète peut se reporter aux ouvrages de MWilliams et Sloane [43℄, de Peterson et

Weldon [50℄ ou à elui de Berlekamp [5℄.

Constrution et propriétés des odes BCH

Dé�nissons tout d'abord les odes yliques.

Dé�nition 5.1.1 (Code ylique binaire) Un ode C ylique binaire de longueur

n et de dimension k est un ode linéaire binaire de longueur n et de dimension k inva-

riant par déalage ylique i.e. un idéal de l'anneau F

2

[x℄=(x

n

�1), anneau onstitué des

restes de la division eulidienne des polyn�mes à oe�ients dans F

2

par le polyn�me

x

n

� 1. Autrement dit un ode ylique est un ode linéaire tel que pour tout mot de

ode  = (

0

; � � � ; 

n�1

) le mot (

n�1

; 

0

; � � � ; 

n�2

) est enore un mot de ode.

Tout élément de F

n

2

peut don être onsidéré omme un polyn�me à oe�ients dans

F

2

de degré stritement inférieur à n (es deux espaes vetoriels sont isomorphes). La

représentation polynomiale est bien adaptée à la desription des odes yliques omme

le montre la propriété suivante.
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Propriété 2 Pour tout ode C ylique binaire, il existe un unique polyn�me g(x)

tel que tout élément du ode ylique est le produit de g et d'un autre polyn�me. Ce

polyn�me est appelé polyn�me générateur et est de degré n � k. De plus, il divise

x

n

� 1.

Le ode dual du ode ylique C est le ode ylique de polyn�me générateur h tel que

g(x)h(x) = x

n

� 1.

Pour trouver les odes yliques à longueur donnée, il faut don onnaître les fato-

risations possibles de x

n

� 1. Pour les trouver toutes, il faut déomposer e polyn�me

en produit de polyn�mes irrédutibles dont les oe�ients ne sont pas néessairement

binaires. Cette déomposition dépend de la parité de n, nous supposerons désormais n

impair.

Propriété 3 Soit m l'ordre de 2 modulo n (i.e. le plus petit entier i non nul tel que

2

i

= 1[n℄). Le polyn�me x

n

� 1 admet n raines distintes, éléments de F

2

m

, appelé

orps de déomposition de x

n

� 1. Ces n raines sont appelées raines n

e

de l'unité.

Une des raines n

es

de l'unité primitive, 'est-à-dire dont les puissanes engendrent

toutes les raines n

es

, est notée �. Remarquons que tout polyn�me g sur F

2

véri�e

la propriété g(x

2

) = g(x)

2

. Ainsi si �

i

est raine de g, �

2i

; �

4i

; � � � le seront aussi.

Introduisons alors la lasse ylotomique de i :

Dé�nition 5.1.2 (Classe ylotomique) La lasse ylotomique de i notée CT

i

est dé�nie par

CT

i

= fi[n℄; 2i[n℄; 4i[n℄; � � � ; 2

j

i[n℄; � � �g

Si �

i

est raine de g alors

Q

j2CT

i

x��

j

divise g. De plus,

Q

j2CT

i

x��

j

est le polyn�me

minimal de �

i

, 'est-à-dire le polyn�me à oe�ients dans F

2

, admettant �

i

pour raine,

de degré le plus faible possible. Ce polyn�me minimal est noté M

(i)

(x).

Soient b et d deux entiers naturels non nuls. Nous pouvons maintenant dé�nir les

odes BCH.

Dé�nition 5.1.3 (Code BCH binaire) Le ode BCH binaire de longueur n et de

distane BCH d est le ode ylique dont le polyn�me générateur admet entre autres

pour raines �

b

; �

b+1

; � � � ; �

b+d�2

, i.e. d�1 raines qui sont des puissanes onséutives

de la raine n

e

primitive �, et de plus grande dimension possible.

Les polyn�mes minimaux permettent de trouver le polyn�me générateur du ode BCH.

Théorème 5.1.1 Le polyn�me générateur g du ode BCH de longueur n et de

distane BCH d est le plus petit polyn�me ommun multiple des polyn�mes (M

(i)

(x))

b�i�b+d�2

.

Lorsque b = 1, le ode est dit BCH au sens strit. Ce théorème montre que le ode BCH

de longueur n et de distane BCH 2d est identique au ode BCH de même longueur

et de distane BCH 2d+ 1. Par onséquent, on onsidère des distanes BCH impaires,

sans perte de généralité. En�n, justi�ons l'appellation de d par la proposition suivante.

Propriété 4 La distane minimale d'un ode BCH est supérieure ou égale à la distane

BCH d, i.e. le nombre de zéros onséutifs du polyn�me générateur.
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Le ode dual d'un ode BCH binaire est un ode ylique pas forément BCH (son

polyn�me générateur n'a pas forément des raines qui sont des puissanes onséutives

d'un élément primitif).

Propriétés spetrales

Il est possible de dé�nir pour tout élément de F

n

2

(ou de F

2

[x℄=(x

n

� 1)) une trans-

formée de Fourier lorsque n est impair. Soit  = (

1

; � � � ; 

n

) un élément de F

n

2

. Notons

(x) le polyn�me anoniquement assoié à et élément. La transformée de Fourier

C = (C

1

; � � � ; C

n

) de et élément est dé�ni par

0 � i � n C

i

=

n�1

X

j=0



j

�

ij

= (�

i

) (5.1)

où � est une raine n

e

de l'unité. Notons que les oe�ients C

i

obtenus par transformée

de Fourier appartiennent a priori au orps F

2

m

. La transformée de Fourier inverse est

dé�ni par

0 � i � n 

i

=

n�1

X

j=0

C

j

�

�ij

= C(�

�i

): (5.2)

Les lasses ylotomiques lient les omposantes de C entre elles :

C

i2

j

= (�

i2

j

) = ((�

i

))

2

j

= C

2

j

i

;

dé�nissant ainsi les ontraintes de onjugaison. Par analogie ave la transformée de

Fourier dé�ni sur l'ensemble des distributions, C est appelé spetre de .

Par dé�nition, la transformée de Fourier des mots d'un ode BCH est don nulle

pour les indies b; b + 1; � � � ; b + d � 1. Les ontraintes de onjugaison permettent de

trouver quels autres oe�ients de la transformée de Fourier seront nuls. Les odes

BCH peuvent don être dé�nis diretement à partir de leurs propriétés spetrales.

Déodage des odes BCH

Un algorithme lassique pour déoder les odes BCH lorsque le poids de l'erreur

est inférieur ou égal à l'entier t, où t est dé�ni par d = 2t + 1, est elui développé

par Peterson-Gorenstein-Zierler [50℄. Il ne néessite pas de aluler le tableau standard

de déodage, e qui le rend plus e�ae que e dernier. Un autre algorithme, dû à

Berlekamp et Massey [5℄, permet d'aomplir la même tâhe en s'appuyant sur les

propriétés spetrales des odes BCH.

Ces deux algorithmes sont ependant inomplets mais il existe des algorithmes

omplets (et di�érents du déodage par tableau standard) reposant sur des propriétés
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spéi�ques aux orps �nis pour les as t = 2 [5℄, pour une partie des odes BCH orri-

geant trois erreurs [63℄. En�n, plusieurs algorithmes ont été proposés a�n de déoder

des erreurs de poids supérieur à t [26, 49℄.

Nous allons nous intéresser ii à l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler : sup-

posons qu'un mot de ode BCH a été émis sur un CBS : le bruit ajouté est don additif.

Soit  le mot de ode émis, e le bruit ajouté par le anal et de poids w inférieur ou

égal à t et y le mot reçu par le déodeur. L'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler

appliqué aux odes BCH binaires proède en quatre étapes que nous allons détailler :

� alul des syndromes ;

� reherhe du poids de l'erreur ;

� détermination des positions de l'erreur (aussi appelée loalisation de l'erreur) ;

� la quatrième étape onsistant en la détermination de la valeur de l'erreur aux

positions déterminées par l'étape préédente est triviale sur le orps F

2

: l'erreur

vaut 1.

Une fois l'erreur estimée, il ne reste plus qu'à la retranher au mot reçu pour obtenir

un mot de ode.

Première étape : alul des syndromes. Calulons la transformée de Fourier Y du

mot reçu. Par linéarité de la transformée de Fourier, Y est la somme des transformées

de Fourier du mot émis et du bruit, notées respetivement C et E : Y = C+E. D'après

les propriétés spetrales des odes BCH, les oe�ients Y

b

; Y

b+1

; � � � ; Y

b+d�2

dépendent

uniquement de l'erreur e. Ces oe�ients onstituent les syndromes S

j

= Y

b+j�1

; 1 �

j � d � 1 de l'erreur. Notons i

j

; 1 � j � w, les positions inonnues des w erreurs

et posons X

j

= �

i

j

2 F

m

2

. Notons que le syndrome S

i

est la somme des puissanes

(b + i � 1)

e

des éléments X

j

. Si tous les syndromes sont nuls, l'algorithme prend �n.

Les étapes suivantes de l'algorithme permettent de résoudre l'équation lé du déodage

des odes BCH :

(1 + S(x))�(x) = 
(x)[x

2t+1

℄ (5.3)

où S est le polyn�me formé par les syndromes (S(x) =

2t

P

i=1

S

i

x

i

), � est le polyn�me

loalisateur d'erreurs dé�ni par

�(x) =

w

Y

j=1

(1�X

j

x) = 1 +

w

X

j=1

�

j

x

j

; (5.4)

et 
 le polyn�me évaluateur d'erreurs dont le degré est w. L'algorithme doit trouver �

de degré le plus faible possible et 
 à partir de S véri�ant l'équation (5.3).

Deuxième étape : reherhe du poids de l'erreur. La reherhe du poids de l'erreur

néessite de aluler le déterminant d'une matrie M

j

dé�nie par

1 � j � t M

j

=

0

B

B

�

S

b

� � � S

b+j�1

.

.

.

.

.

.

S

b+j�1

� � � S

b+2j�2

1

C

C

A

: (5.5)
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Le déterminant de ette matrie est non nul lorsque j � w et nul au-delà [43℄. On

initialise don j en le posant égal à t puis on alule le déterminant de M

j

. Si e

déterminant est non nul alors l'erreur est de poids estimé � = j et l'on passe à l'étape

suivante sinon on dérémente j et on reommene.

Troisième étape : loalisation de l'erreur. Les relations de Newton qui lient les

oe�ients de � aux sommes des puissanes des élémentsX

i

, 'est-à-dire aux syndromes

de l'erreur, permettent de déterminer le polyn�me loalisateur d'erreur :

M

�

0

B

B

�

�

�

.

.

.

�

1

1

C

C

A

= �

0

B

B

�

S

b+�

.

.

.

S

b+2��1

1

C

C

A

: (5.6)

Une fois le polyn�me � déterminé, il faut herher ses raines dans le orps F

2

m

appelé,

pour ette raison, orps loalisateur d'erreur. L'inversion des raines trouvées donne

alors les positions inonnues de l'erreur.

Quatrième étape : détermination de l'erreur. Sur le orps F

2

, ette étape est a priori

inutile puisque les symboles erronés valent obligatoirement 1 lorsque le mot reçu est

à une distane inférieure ou égale à t d'un mot de ode. Cette étape peut ependant

servir à véri�er les aluls (surtout quand ils sont fait manuellement) ou à déteter les

dépassements de apaité de orretion en résolvant le système :

0

B

B

�

X

b

1

� � � X

b

�

.

.

.

.

.

.

X

b+��1

1

� � � X

b+��1

�

1

C

C

A

0

B

B

�

e

i

1

.

.

.

e

i

�

1

C

C

A

= �

0

B

�

S

b

� � �

S

b+��1

1

C

A

: (5.7)

Srinivasan et Sarwate [59℄, poursuivant les travaux de Sarwate et Morrison [53℄, ont

montré que lorsque le mot reçu est à une distane supérieure à t d'un mot de ode, le

déodeur pouvait ne pas déteter le dépassement de apaité de orretion, e dysfon-

tionnement se produit dans les onditions préisées par un théorème, dû à Srinivasan et

Sarwate, rappelé dans l'annexe F. Il est possible de pallier à un tel dysfontionnement

en modi�ant légèrement l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler.

Ayant brièvement rappelé la dé�nition et les propriétés essentielles des odes BCH

binaires, ainsi qu'une méthode de déodage, nous sommes prêts pour dé�nir les odes

BCH réels et montrer la forte analogie qui existe entre es deux types de odes.

5.1.3 Codes BCH réels

Pour mesurer la distane entre deux veteurs, nous onservons omme ritère la

distane de Hamming qui est toujours dé�nie omme le nombre de omposantes non

nulles de la di�érene des deux veteurs. La notion de distane de Hamming minimale
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d'un ode garde tout son sens lorsque le ode est réel (ou omplexe). Cette distane est

adaptée à un bruit additif impulsif (alors que, fae à un bruit blan gaussien additif,

on préferera étudier la distane eulidienne).

Constrution des odes BCH réels

Commençons par dé�nir les odes réels yliques.

Dé�nition 5.1.4 (ode réel ylique) Un ode réel ylique de longueur n et

de dimension k est un sous-espae vetoriel de IR

n

de dimension k et invariant par

déalage ylique. C'est don un idéal de l'anneau quotient IR[x℄=(x

n

� 1).

L'anneau IR[x℄=(x

n

� 1) est un anneau prinipal : tous ses idéaux sont engendrés par

un seul polyn�me appelé polyn�me générateur et noté g(x). Ce polyn�me don divise

x

n

� 1. La fatorisation de x

n

� 1 se fait simplement sur le orps des omplexes C

x

n

� 1 =

n�1

Y

j=0

(x� e

2

p

�1�j

n

) (5.8)

Le orps des omplexes joue don le r�le de orps de déomposition de x

n

� 1 don

également elui de orps loalisateur d'erreurs. Une raine n

e

de l'unité primitive � est,

par exemple, � = e

2

p

�1�

n

1

. La ontrainte de onjugaison dans le as réel a�rme que si

un polyn�me à oe�ients réels admet une raine omplexe alors le onjugué de ette

raine est aussi une raine. La déomposition de x

n

� 1 en polyn�mes à oe�ients

réels dépend don de la parité de n ar ette parité détermine le nombre de solutions

réelles

x

2n

� 1 = (x� 1)(x+ 1)

n�1

Y

j=1

(x

2

� 2x os

�

�j

n

�

+ 1)

x

2n+1

� 1 = (x� 1)

n

Y

j=1

(x

2

� 2x os

�

2�j

2n + 1

�

+ 1):

Nous pouvons à présent dé�nir les odes BCH réels.

Dé�nition 5.1.5 (Code BCH réel.) Un ode BCH réel de longueur n et de dis-

tane BCH d est un ode ylique réel dont le polyn�me générateur g admet entre autres

pour raines �

b

; �

b+1

; � � � ; �

b+d�2

(où � est une raine n

e

de l'unité primitive). Les ratios

b

n

; � � � ;

b+d�2

n

sont appelées fréquenes de parité.

La ontrainte de onjugaison, néessairement véri�ée par le polyn�me générateur (sinon

le ode obtenu est un ode BCH omplexe), implique que �

�b

; �

�b�1

; � � � ; �

�b�d+2

sont

aussi raines de e polyn�me. Le degré du polyn�me générateur g est ompris entre

d�1 et 2d�2. Rappelons que dans le as binaire, la distane minimale d'un ode BCH

est supérieure à la distane d (même si, dans ertains as, davantage de renseignements

sur ette distane minimale sont disponibles [43℄). Dans le as réel, nous pouvons

1

toute puissane j de �, où j est premier est ave n, est aussi une raine n

e

de l'unité primitive
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judiieusement hoisir les raines du polyn�me générateur pour obtenir des odes

séparables à distane minimale maximale (MDS, Maximum Distane Separable),

i.e. égale à n� k + 1, k étant la dimension du ode :

� lorsque n et d sont impairs, les raines de g hoisies sont les éléments de l'ensemble

f�

n�d

2

+1

; � � � ; �

n+d

2

�1

g. Le spetre des mots de e ode sera don nul pour les

hautes fréquenes ;

� lorsque n est impair et d pair, les éléments �

�

d

2

+1

; �

�

d

2

+2

; � � � ; 1; � � � ; �

d

2

�1

onsti-

tuent les raines du polyn�me g. Le spetre des mots de e ode sera don nul

pour les basses fréquenes ;

� lorsque n et d sont pairs, deux ensembles de raines de g sont possibles :

f�

�

d

2

+1

; � � � ; 1; � � � ; �

d

2

�1

g ou f�

n�d

2

+1

; � � � ; �

n+d

2

�1

g.

Ce hoix est illustré sur les �gures 5.1 et 5.2 suivant la parité de la longueur n. Dans

es trois as, la distane minimale est égale à la distane BCH. Le hoix des raines

en vue d'obtenir un ode MDS se réduit don à hoisir onvenablement b : la failité

à onstruire des odes réels MDS est bien onnue, un ode réel tiré au hasard ayant

de fortes hanes d'être MDS [43℄. L'intérêt des odes BCH réels réside don dans leur

struture qui permet un odage rapide.
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Fig. 5.1 � Choix des raines d'un ode BCH réel MDS de longueur 15 : les arrés

orrespondent aux raines d'un ode de dimension impaire (égale à 9), les erles à

elles du ode dual, de dimension paire (égale à 6).

Il existe bien entendu des odes BCH réels de longueur n paire et de distane BCH d

impaire : leur distane minimale n'est pas égale à n�k+1. Si notre but est de onstruire

le ode BCH de plus grande dimension possible ave une distane BCH supérieure à

d impaire, nous onstruirons en fait un ode BCH de longueur n et de distane BCH

d+ 1 paire. Nous nous restreindrons, par la suite, à es odes BCH réels MDS

2

.

2

Marshall [36℄ a montré l'existene de odes réels MDS pour n pair et d impair : es odes sont

analogues aux odes binaires négayliques [5℄.
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Fig. 5.2 � Choix des raines d'un ode BCH réel MDS de longueur 16 : les arrés

orrespondent à elles d'un ode de dimension impaire � passe-bas �, les erles à elles

d'un ode de dimension paire � passe-haut �, les triangles aux raines n

es

non utilisées.

Une autre di�érene ave le as binaire est que le ode dual d'un ode BCH réel

est un ode BCH. Par onséquent, le dual d'un ode BCH réel MDS est un ode BCH

réel MDS. En�n remarquons que le rayon de reouvrement d'un ode BCH réel (i.e. la

distane de Hamming maximale entre un mot quelonque et le mot du ode BCH réel

le plus prohe) est inférieur ou égal à n�k (à l'instar des odes onstruits sur les orps

�nis).

Matrie génératrie et matrie de parité des odes BCH réels

Puisque les odes BCH réels sont des sous-espaes vetoriels, leur représentation par

des matries est naturelle. Ces odes dérivant de la transformée de Fourier disrète,

rappelons l'expression de la matrie TF

n

orrespondant à ette transformée sur un

veteur de longueur n :

TF

n

=

1

p

n

0

B

B

B

B

�

1 1 � � � 1 1

1 � � � � �

n�2

�

n�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 �

n�1

� � � �

(n�1)(n�2)

�

(n�1)

2

1

C

C

C

C

A

(5.9)

où � = e

�

2

p

�1�

n

. La matrie TF

n

admet bien sûr une inverse. La matrie de parité d'un

ode BCH de longueur n et de dimension k onsiste don à prendre n� k lignes de la

matrie TF

n

de sorte qu'une quelonque de es lignes soit la onjuguée d'une autre (ou

d'elle-même). La deuxième olonne de es lignes permet de déterminer aisément quels



116 5. Dualité appliquée aux odes réels

oe�ients du spetre des mots du ode ainsi généré seront nuls : les matries ainsi

formées mettent en évidene les propriétés spetrales du ode. La matrie génératrie

est, quant à elle, formée des k lignes de TF

n

restantes. Puisque les veteurs lignes de

TF

n

forment une base orthogonale de C

n

, es deux matries véri�ent bien GH

t

= 0 et

sont de rang plein.

Les deux matries ainsi formées sont omplexes or le ode ainsi dé�ni est réel.

En additionnant ou soustrayant les lignes onjuguées deux à deux, nous obtenons des

matries réelles orrespondant à un ode équivalent. Ces matries peuvent être alulées

diretement à partir du polyn�me générateur du ode en utilisant la propriété ylique

du ode. La matrie génératrie systématique peut être aussi obtenue en appliquant

un odage systématique, 'est-à-dire en alulant les restes de la division eulidienne

des polyn�me x

n�k+i

, i étant ompris entre 0 et k � 1, par g : es k restes forment

la sous-matrie Par de la matrie génératrie. La matrie de parité systématique est

alors déduite failement de la matrie génératrie.

Puisque les odes BCH réels sont issus de la transformée de Fourier disrète, il est

possible d'interpréter le mot de ode omme une interpolation du mot d'information

lorsque les raines du polyn�me générateur orrespondent à des fréquenes de parité

élevées.

Déodage des odes BCH réels

L'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler, présenté i-dessus dans le as des

odes BCH binaires, s'adapte aux odes BCH réels MDS. Nous montrons dans l'an-

nexe F que l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler adapté diretement au as réel

n'est pas sujet aux dysfontionnements existant dans le as binaire (du moins pas aux

mêmes s'il y en a). Nous présentons aussi les modi�ations apportées pour ironvenir

le problème de dépassement de apaité de orretion.

L'algorithme omporte toujours quatre étapes :

� les syndromes sont alulés par un algorithme de transformée de Fourier rapide.

Ces syndromes sont onjugués deux à deux ;

� le rang de la matrieM

j

dé�nie par l'équation (5.5) est égale au poids de l'erreur

(lorsque le vrai poids de l'erreur, noté w, est inférieur à b

d�1

2

). Le poids estimé est

toujours noté �. Au lieu de aluler plusieurs déterminants suessifs, on alule

la déomposition en valeurs singulières de la matrie M

t

. Le nombre d'erreurs

estimé est égal au nombre de valeurs singulières non nulles ;

� l'équation (5.6) permettant de aluler le polyn�me loalisateur d'erreurs � est

modi�ée :

0

B

B

�

S

b

� � � S

b+��1

.

.

.

.

.

.

S

b+2t���1

� � � S

b+2t�2

1

C

C

A

0

B

B

�

�

�

.

.

.

�

1

1

C

C

A

= �

0

B

B

�

S

b+�

.

.

.

S

b+2t�1

1

C

C

A

: (5.10)
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Le système est surdéterminé : il prend ii en ompte toutes les équations à notre

disposition alors que l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler n'en onsidérait

que �. Ce système peut être résolu selon la méthode des moindres arrés. Pour

déteter le dépassement de apaité de orretion, nous réestimons, grâe au

polyn�me � alulé, les syndromes S

b+��1

; � � � ; S

b+d�2

a�n de déteter un éventuel

dépassement de apaité de orretion. La reherhe des raines de e polyn�me

peut s'e�etuer en alulant sa transformée de Fourier disrète inverse ;

� l'évaluation des erreurs e

i

1

; � � � ; e

i

w

néessite de résoudre le système

0

B

B

�

X

b

1

� � � X

b

w

.

.

.

.

.

.

X

b+d�2

1

� � � X

b+d�2

w

1

C

C

A
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B

B

�

e

i

1

.

.

.

e

i

w

1

C

C

A

=

0

B

�

S

b

� � �

S

b+d�2

1

C

A

: (5.11)

Nous avons pris en ompte dans l'évaluation des erreurs toutes les données à notre

disposition, à savoir les d�1 syndromes. Le système (5.11), ontrairement à elui

présenté en (5.7) est surdéterminé. En e�et, toutes les opérations se déroulant non

plus dans un orps �ni mais dans le orps des omplexes, des erreurs d'arrondis

s'aumulent, depuis le alul des syndromes jusqu'à elui des valeurs de l'erreur.

La surdétermination du système ne privilégie don pas plus ertains syndromes

que d'autres a priori. La résolution par les moindres arrés du système (5.11)

impose à l'erreur évaluée d'être réelle : en e�et, il est possible de réordonner

les d � 1 équations de e système pour faire apparaître les équations et leurs

onjuguées (si d est pair, l'équation où intervient une des deux raines n

e

de

l'unité réelles est dupliquée). Le nouveau système s'érit alors

 

M

M

�

!

0

B

B

�

e

i

1

.

.

.

e

i

w

1

C

C

A

= �

 

S

S

�

!

où M (resp. S) est onstituée des b

d�1

2

 premières lignes de la matrie (resp. du

veteur formé des syndromes) du système (5.11) si d est impair et des

d

2

premières

si d est pair. La matrie omposée de M et de sa onjuguée est de rang plein

ar elle est équivalente à une matrie de Van der Monde. La résolution par les

moindres arrés donne la valeur de l'erreur

0

B

B

�

e

i

1

.

.

.

e

i

w

1

C

C

A

= �(M

y

M+M

t

M

�

)

�1

(M

y

S +M

t

S

�

): (5.12)

L'erreur alulée est don bien réelle. Nous véri�ons que les syndromes, notés

^

S

i

,

orrespondant à l'erreur estimée se onfondent ave les syndromes initialement

alulés. Si 'est le as, l'algorithme a bien fontionné sinon un dépassement de

apaité de orretion est déteté.

Les modi�ations apportées par la transposition de l'algorithme de Peterson-Gorenstein-

Zierler au as réel se résument par la prise en ompte de toutes les équations à résoudre
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et la résolution de es systèmes surdéterminés par la méthode des moindres arrés. La

détetion de la apaité de orretion se situe à deux niveaux : la réussite ou l'éhe de

la reherhe des � raines du polyn�me loalisateur et la réestimation des syndromes

à partir de l'erreur estimée.

Contrairement au as des odes sur les orps �nis, l'implémentation de et algo-

rithme doit prendre en ompte le bruit de alul généré par les diverses étapes. Trois

seuils positifs sont don introduits :

� le rang des matries M

j

servant à déterminer le nombre d'erreurs � est estimé

à partir de la déomposition en valeurs singulières de ette matrie. Les valeurs

singulières inférieures à un premier seuil �

1

sont onsidérées omme nulles ;

� le polyn�me loalisateur � est évalué sur les n raines n

es

de l'unité : es n valeurs

sont alors lassées par module roissant. S'il n'y a pas de dépassement de apaité

de orretion, les � premières valeurs doivent être nulles. En raison du bruit de

alul, nous omparons le module de la �

e

à un seuil �

2

. Si la valeur est inférieure

au seuil, nous avons identifé � raines sinon nous détetons un dépassement de

apaité de orretion ;

� en�n, après réestimation de syndromes, nous alulons l'erreur quadratique rela-

tive

s

d�1

P

i=1

j

^

S

i

� S

i

j

2

s

d�1

P

i=1

jS

i

j

2

que nous omparons à un seuil �

3

. Si l'erreur quadratique relative est supérieure

à e seuil, un dépassement de apaité de orretion est déteté.

On notera que les deux premiers seuils dépendent de la variane du signal en entrée du

déodeur.

En e qui onerne l'algorithme de Berlekamp-Massey, il est diretement donné

dans [5℄ pour n'importe quel orps : il n'y a don pas besoin en théorie de le modi�er.

Il onvient ependant de tester les oe�ients des polyn�mes alulés par et algorithme

a�n de les mettre à zéro si leur module est trop petit.

Le déodage des odes BCH réels du point de vue du traitement du signal

Les résolutions de systèmes aux moindres arrés et la déomposition en valeurs

singulières introduites dans l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler sont des outils

lassiques de traitement du signal. Une plus forte analogie existe entre le déodage

des odes BCH réels et le problème de l'estimation de sinusoïdes. Ce dernier onsiste

à identi�er les w sinusoïdes ou exponentielles omplexes omposant le signal observé

bruité : les inonnues sont don w, les fréquenes, les phases et les amplitudes. Dans

le as des odes BCH réels, le signal observé est omposé des d � 1 syndromes et les

phases sont toutes nulles. L'estimation du nombre d'erreurs détermine le nombre de
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sinusoïdes à identi�er. La loalisation de l'erreur identi�e leur fréquene et l'évaluation

de l'erreur détermine leur amplitude. Plusieurs méthodes en traitement de signal [47℄

résolvent plus ou moins bien e problème :

� la méthode de Pysarenko suppose w onnu et identi�e les fréquenes à partir de

la matrie d'autoorrélation d'ordre 2w du signal : le polyn�me � appartient au

noyau de ette matrie. L'estimation des amplitudes néessite la résolution d'un

système de Van der Monde ;

� la méthode de Prony, initialement dérite pour approximer une fontion par une

somme d'exponentielles, estime les fréquenes de la même manière que la mé-

thode de Pysarenko. Puis elle résout aux moindres arrés le système omportant

autant d'équations que d'éhantillons observés liant les valeurs des éhantillons

aux amplitudes, utilisant l'existene d'un préditeur d'ordre 2 pour haune des

exponentielles. Le lien entre ette méthode et le déodage des odes BCH a été

souligné par Wolf [66℄ ;

� l'algorithme MUSIC (MUltiple SIgnal Charaterization) travaille à un ordre su-

périeur à 2w. L'espae est déomposé en deux sous-espaes orthogonaux : le

sous-espae déterminé par les w sinusoïdes à identi�er et le sous-espae engendré

par le bruit. La dimension du sous-espae assoié au signal utile est le double de

w. La matrie d'autoorrélation permet de déterminer une base du sous-espae

bruit. Une sinusoïde sera don orthogonale à ette base, les fréquenes ompo-

sant le signal sont don identi�ées en identi�ant les maxima de l'inverse de la

norme du veteur omposé des produits salaires de la sinusoïde ave haun des

veteurs de ette base.

� l'algorithme Esprit onsiste à aluler deux matries d'autoorrélation d'ordre

2w et 2w + 1 puis à exploiter la struture de es deux matries. La matrie

d'autoorrélation d'ordre 2w + 1 ontient la matrie d'ordre 2w et une autre

matrie de taille 2w � 2w qui est est le produit de la première par une matrie

omposée de matries de rotation de taille 2 � 2. Cette dernière permet alors

d'estimer les fréquenes des sinusoïdes en trouvant l'angle de es rotations ;

� la méthode de Capon onsiste à herher le �ltre qui aura une puissane maximale

à une fréquene �xée onnaissant le signal observé : e �ltre est don adapté au

signal observé. Le spetre estimé est l'inverse de la puissane du signal résultant

du �ltrage d'une sinusoïde par le �ltre blanhissant le signal observé. Les maxima

de e spetre orrespondent aux fréquenes herhées. L'amplitude estimée est

égale à la sortie du �ltre adapté attaqué par le signal observé.

Le point ommun à toutes es méthodes est leur approhe statistique du problème. Le

bruit impulsif hangeant d'un mot de ode BCH à un autre, ette approhe statistique

ne peut être exploitée à moins que le nombre de syndromes ne soit onsidérable et que

le nombre d'erreurs introduits reste modeste, e qui n'est pas une situation typique

dans le domaine du odage orreteur d'erreurs.
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Vers un déodage omplet

Par prinipe de dualité entre odage de soure et odage de anal, nous pouvons

utiliser les odes BCH réels pour omprimer une soure réelle. À l'instar de la ompres-

sion de la soure binaire symétrique par des odes linéaires binaires, il faut disposer

d'un algorithme omplet pour espérer oder e�aement la soure. Lorsque le mot de

soure est à une distane inférieure ou égale à la apaité de orretion t, l'algorithme de

Peterson-Gorenstein-Zierler ou elui de Berlekamp-Massey permet de trouver le mot

du ode le plus prohe. La probabilité de et événement dépend bien entendu de la

soure à omprimer.

Lorsque le mot de soure est à une distane stritement supérieure à la apaité

de orretion, Wolf a proposé d'appliquer un algorithme de vote [67℄, expliqué origi-

nellement pour les odes omplexes MDS onstruits à partir de la matrie TF

n

. Cet

algorithme se transpose diretement aux odes BCH réels MDS : puisque le ode (om-

plexe ou BCH réel) est MDS, n'importe quel k-uplet hoisi parmi les n omposantes

peut être onsidéré omme un mot d'information. Wolf alule le mot de ode orres-

pondant à haun des C

k

n

mots d'information onstruits à partir du mot reçu. Les C

k

n

mots de ode se répartiront en deux lasses : un nuage de points assez dense autour du

mot de ode le plus prohe et des mots de ode assez éloignés (au sens de la distane

eulidienne) de e nuage. Wolf souligne au passage que, grâe à et algorithme de vote,

il est possible de orriger presque tout le temps d� 2 erreurs, 'est-à-dire le double par

rapport aux odes de même type onstruits sur les orps �nis. L'inonvénient de et

algorithme réside bien sûr dans sa omplexité !

Plusieurs autres stratégies, urieusement jamais mentionnées ni par Marshall ni

par Wolf, et d'une simpliité parfois déonertante, mènent à un déodage omplet

potentiellement sous-optimal :

� la première est de projeter le mot de soure sur le ode, 'est-à-dire aluler son

spetre, mettre à zéro e spetre aux fréquenes de parité et utiliser la transformée

inverse pour obtenir un mot de ode. Cei est équivalent à une projetion du mot

sur le sous-espae vetoriel dé�ni par le ode BCH réel dans un espae eulidien.

Cette stratégie minimise don l'erreur quadratique et donne en général un mot

de ode à une distane de Hamming de n du mot de soure. Elle n'est don pas

adaptée à notre objetif (ompression supprimant du bruit impulsif), malgré sa

simpliité ;

� la seonde onsiste à e�etuer une division eulidienne du mot de soure onsidéré

omme un polyn�me par le polyn�me générateur. Du point de vue du traitement

du signal, nous herhons à �ltrer le mot de soure par un �ltre dont les p�les sont

sur le erle unité. Le mot de ode obtenu sera don à une distane de Hamming

inférieure ou égale à d�1 du mot de soure et l'erreur quadratique résultante sera

élevée, omparée à l'erreur quadratique minimale obtenue par projetion. Cette

méthode n'est pas plus adaptée que la préédente à notre objetif ;

� la troisième méthode possible est d'utiliser un algorithme de déodage algébrique
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(par exemple elui de Berlekamp-Massey) gérant les e�aements en plus des er-

reurs et l'appliquer itérativement en faisant roître le nombre d'e�aements et

varier la position de eux-i, jusqu'à e qu'une solution onvenable soit trouvée.

Le mot de ode obtenu sera le mot de ode le plus prohe du mot de soure

(au sens de la distane de Hamming). Cette méthode permet don un déodage

omplet optimal des odes BCH réels MDS.

Justi�ons la omplétude de ette dernière méthode : un ode MDS de distane d peut

orriger au plus d � 1 = n � k e�aements, or le rayon de reouvrement � du ode

est majoré par n � k en raison de la borne de la redondane. La dernière méthode

appliquée à un mot de soure à distane � du mot de ode le plus prohe produira

don bien le mot de ode voulu. L'optimalité de ette méthode est assurée par la prise

en ompte progressive d'un nombre de plus en plus élevé d'e�aements (de 0 à n� k).

L'inonvénient de ette méthode onsiste en sa gloutonnerie : elle néessite de reourir

dans le pire des as à 1+

P

n�k�1

l=0

C

l

n

algorithmes de orretion d'erreurs et d'e�aements.

En e�et, si un mot n'a pu être déodé ave suès en supposant que 0, puis 1,. . .,

puis n� k � 1 e�aements se sont produits, il faut don herher à déoder le mot en

supposant n�k e�aements. Le ode étant supposé MDS, n�k olonnes quelonques de

la matrie de parité prise omme sous-matrie de la matrie de TF

n

forment une base de

C

n�k

. Par onséquent, quelles que soient les n�k olonnes onsidérées, il est possible de

trouver l'erreur orrespondant aux syndromes (équation (5.11)). Le mot d'erreur ainsi

alulé sera bien réel ar la moitié des n�k équations est le onjugué de l'autre moitié.

La omplexité de l'algorithme peut être réduite en prenant en ompte la spéi�ité des

e�aements : un ode de distane d peut orriger e erreurs et l e�aements si 2e + l

est stritement inférieur à d. Par onséquent le nombre d'e�aements est initialisé à

zéro et augmente de 2 en 2. Si la distane d est paire et que l'algorithme de déodage

algorithme a éhoué ave d�2 e�aements, il est néessaire de refaire et algorithme en

supposant la présene de d� 1 e�aements (a�n de garder la propriété de omplétude

de ette méthode de déodage).

Cette méthode est à rapproher de l'algorithme GMD (Generalized Minimum Dis-

tane) proposé par Forney [22℄ dans le adre d'un déodage de anal à déisions souples.

La prinipale di�érene provient du fait que, onnaissant les probabilités de transition

du anal, il est possible d'attribuer des valeurs de on�ane à haune des omposantes

du mot. Ces valeurs de on�ane traduisent le niveau de bruit a priori perturbant

la omposante reçue. Ces valeurs, une fois lassées par ordre roissant, dé�nissent une

position estimée des e�aements et évitent de devoir e�etuer une reherhe exhaustive

de elles-i.

Des trois stratégies, la première et la dernière paraissent les plus intéressantes : la

première a l'avantage de la simpliité au détriment de l'e�aité en terme de distane

de Hamming alors que la troisième est optimale de e point de vue mais très oûteuse

en temps.
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5.1.4 Appliation des odes BCH réels MDS au odage de soure

Le hoix de l'une ou l'autre des stratégies onduisant à un déodage omplet dépend

bien sûr des statistiques de la soure, de la omplexité autorisée et la distorsion visée.

La troisième méthode est la meilleure vis-à-vis de la distorsion de Hamming et les

statistiques dérivant la soure joueront sur la omplexité moyenne de ette méthode.

Cependant, indépendamment de la soure, la omplexité du pire des as est déterminée

par la valeur du rayon de reouvrement � : il est don souhaitable de trouver sa valeur

a�n de savoir si le odage de soure par un ode BCH réel MDS est réalisable.

Théorème 5.1.2

3

Le rayon de reouvrement � d'un ode BCH réel MDS de longueur

n et de dimension k est n� k.

Preuve

La borne de la redondane, omme nous l'avons vu, montre que le rayon de reouvre-

ment, noté � est inférieur à n � k. Il reste don à montrer qu'il est supérieur ou égal

à n � k. Pour ela, introduisons les odes de Reed-Solomon omplexes : un ode de

Reed-Solomon omplexe de longueur n et de dimension k est un ode omplexe (i.e. un

sous-espae vetoriel de C

n

de dimension k) ylique. Par onséquent, les n� k raines

de son polyn�me générateur sont n � k raines n

es

de l'unité distintes. La matrie

de parité d'un ode de Reed-Solomon est don une sous-matrie extraite de la matrie

TF

n

: les odes de Reed-Solomon sont don MDS.

Notons C le ode BCH réel MDS de longueur n et de dimension k et RS un ode de

Reed-Solomon de longueur n et de dimension k + 1 (si k = n, le théorème est trivial)

ontenant C : n � k � 1 des n � k raines du polyn�me générateur de C forment les

raines du polyn�me générateur de RS. Minorons le rayon de reouvrement � de C

grâe au ode RS :

� = max

u2IR

n

min

v2C

d

H

(u; v)

� max

u2RS\IR

n

min

v2C

d

H

(u; v)

� max

u2RS\IR

n

min

v2RS\IR

n

d

H

(u; v)

� min

(u;v)2(RS\IR

n

)

2

u6=v

d

H

(u; v); (5.13)

les inégalités préédentes déoulant de l'inlusion de C dans RS don dans RS \ IR

n

,

qui est un sous-espae vetoriel de IR

n

. L'inégalité (5.13) montre que le rayon de re-

ouvrement est supérieur ou égal à la distane de Hamming minimale de RS \ IR

n

.

Puisque RS \ IR

n

est un sous-ensemble de RS, ode MDS, on en déduit :

� � min

(u;v)2RS

2

u6=v

d

H

(u; v) = n� k;

e qu'il fallait démontrer. Ce résultat est à rapproher du lemme du superode [12℄.

3

Ce résultat n'était qu'une onjeture mais P. Solé nous a mis sur la piste de la démonstration.
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2

Il est amusant de remarquer que l'on a à la fois onstruit des odes à distane

maximale et à rayon de reouvrement maximal. Dans le as binaire, le rayon de re-

ouvrement des meilleurs odes obtenus pour la ompression de SBS était faible. On

en déduit que l'utilisation des odes BCH réels MDS en odage de soure est alors

fortement ditée par les statistiques dérivant la soure, es statistiques déterminant à

la fois les performanes de es odes et la omplexité moyenne de la troisième méthode.

Corollaire 2 Supposons que la soure est onstituée d'éhantillons gaussiens indépen-

dants et identiquement distribués. Le mot de soure est à distane n�k d'un ode BCH

réel MDS de longueur n et de dimension k ave une probabilité 1.

Preuve

Nous allons démontrer e orollaire en montrant que la probabilité qu'un mot de soure

soit à une distane stritement inférieure à n� k du ode BCH réel MDS est nulle.

Soit H la matrie de parité du ode BCH réel MDS. Le syndrome dé�ni par s = uH

t

suit une loi gaussienne de dimension n�k dont les omposantes sont indépendantes et

identiquement distribuées. Le mot de soure u est à une distane d

u

du ode (d

u

< n�

k) : il est alors possible de trouver d

u

olonnes de H telles que le syndrome de u soit une

ombinaison linéaire réelle de es d

u

olonnes : le syndrome appartient alors à un sous-

espae vetoriel de dimension d

u

de C

n�k

. La probabilité que le syndrome appartienne

à un tel sous-espae vetoriel est don nulle. Puisque le rayon de reouvrement est égal

à n � k, n'importe quelle ombinaison de moins de n � k olonnes de la matrie H

engendre un sous-espae vetoriel au sens strit de C

n�k

. Par onséquent, la probabilité

qu'un mot de soure soit à une distane stritement inférieure à n � k du ode BCH

réel MDS est nulle.

2

Ce orollaire peut se généraliser à d'autres soures (laplaiennes, gaussiennes gé-

néralisées, et. . .) pourvu que la probabilité d'obtenir un syndrome appartenant à un

sous-espae vetoriel de dimension stritement inférieure à n�k soit nulle. La distorsion

de Hamming sera par onséquent égale à 1� k=n pour de telles soures.

Remarquons également qu'en raison de la valeur du rayon de reouvrement, un mot

à distane � = n� k d'un mot de ode est aussi à distane � de C

n�k

n

� 1 mots de ode

distints du premier. Le rayon de reouvrement détermine la omplexité de l'algorithme

de odage de soure : trouver le mot de ode le plus prohe (au sens de la distane de

Hamming) du mot de soure sera faile ar e mot de ode est très ertainement à une

distane n�k du mot de soure et il n'est pas le seul à être à une telle distane du mot

de soure. Il su�t alors de résoudre un système d'équations pour trouver un des mots

de odes les plus prohes. Le rayon de reouvrement détermine également la distorsion

de Hamming observée.
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Compression d'une soure gaussienne

Nous avons mis en ÷uvre la méthode de déodage omplet en hoisissant omme

méthode de déodage algébrique l'algorithme de Berlekamp-Massey pour omprimer

une soure gaussienne vetorielle blanhe de variane �

2

. Cette méthode de déodage

omplet trouve le mot de ode le plus prohe (au sens de la distane de Hamming)

du mot de soure. D'après le orollaire 2, la distorsion de Hamming par symbole sera

égale à 1 � R où R désigne le rendement du ode BCH (R = k=n). Pour des faibles

longueurs n, il est possible de hoisir le mot de ode qui minimise l'erreur quadratique

parmi les C

n�k

n

mots de ode les plus prohes. Un tel déodeur de soure herhe don

à enlever de la soure un bruit impulsif d'énergie minimale.

Si la ontrainte imposée par la reherhe du mot de ode le plus prohe au sens

de la distane de Hamming est supprimée, la minimisation de l'erreur quadratique

moyenne (EQM) onduit, omme nous l'avons vu au paragraphe 5.1.3 à annuler n �

k omposantes du spetre du mot de soure. Or e spetre sera une soure blanhe

gaussienne de dimension n (par propriété de la transformée de Fourier disrète). Par

onséquent, l'EQM par symbole est égale, dans e as, à (1� k=n)�

2

.

Nous avons simulé pour deux longueurs distintes n (7 et 15) e odeur de soure

en tirant aléatoirement 100000 veteurs de dimension n. La variane de la soure est

égale à 1. Les résultats sont reportés dans le tableau 5.1. Les trois premières olonnes

donnent les paramètres du ode. La quatrième olonne donne la valeur 1 � R qui

représente à la fois la distorsion de Hamming théorique et l'erreur quadratique moyenne

sans ontrainte. La inquième olonne donne la distorsion de Hamming obtenue par

simulation et la dernière olonne l'EQM minimale résultant du hoix du mot de ode le

plus prohe au sens de la distane de Hamming. Les résultats sont également représentés

sur la �gure 5.3.
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Fig. 5.3 � Performanes (distorsion de Hamming et EQM) des odes BCH réels MDS

pour la ompression de soure gaussienne i.i.d.
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Longueur n Dimension k Rendement R 1� R Distorsion de

Hamming

EQM ontrainte

7 1 1.428571e-01 8.571428e-01 8.567571e-01 8.966470e-01

7 2 2.857142e-01 7.142857e-01 7.117100e-01 8.129165e-01

7 3 4.285714e-01 5.714285e-01 5.712914e-01 7.116506e-01

7 4 5.714285e-01 4.285714e-01 4.270457e-01 6.710666e-01

7 5 7.142857e-01 2.857142e-01 2.857142e-01 5.924420e-01

15 8 5.333333e-01 4.666667e-01 4.289893e-01 1.689633e+00

15 9 6.000000e-01 4.000000e-01 3.999793e-01 6.075193e-01

15 10 6.666667e-01 3.333333e-01 3.171433e-01 9.507172e-01

15 11 7.333333e-01 2.666667e-01 2.666660e-01 5.662928e-01

15 12 8.000000e-01 2.000000e-01 1.977600e-01 6.028560e-01

15 13 8.666667e-01 1.333333e-01 1.333333e-01 5.313677e-01

Tab. 5.1 � Performanes des odes BCH réels MDS pour la ompression de soure

gaussienne i.i.d.

Nous remarquons que la distorsion de Hamming théorique prévue orrespond ave la

distorsion obtenue par simulation : le rayon de reouvrement des odes BCH réels MDS

détermine bien la distorsion de Hamming générée par es odes. L'EQM ontrainte est

largement supérieure à elle non ontrainte, e qui n'est guère surprenant ar notre

odeur de soure herhe à supprimer un bruit impulsif. La ompression de soure

gaussienne blanhe par les odes BCH réels MDS se révèle don peu performante.

Nous allons don essayer de omprimer une soure ourante, ette fois-i orrélée, à

savoir une image.

Compression d'images

Nous utilisons les odes BCH réels pour omprimer une image ligne par ligne. Nous

utilisons l'algorithme de déodage omplet des odes BCH réels ave minimisation de

l'erreur quadratique en seond ritère pour départager les mots de odes à distane de

Hamming égale du mot de soure à oder. L'image de référene est Léna, quanti�ée

sur 256 niveaux de gris et de taille 256 � 256 pixels. Nous allons la omprimer par

deux odes de longueur n = 15 et de dimension 7 ou 11. Pour ela nous supprimons

la dernière ligne et la dernière olonne de l'image de référene : l'image obtenue est

représentée sur la �gure 5.4.

L'image omprimée est obtenue en hoisissant un odage systématique. Les images

reonstruites obtenues sont présentées sur les �gures 5.5 et 5.6. La distorsion et l'EQM

orrespondante sont indiquées dans le tableau 5.2. Enore une fois, on observe que le

mot de soure se trouve très fréquemment à distane n � k du mot de ode le plus

prohe. La plus grande di�érene ave le as de la soure gaussienne réside dans la

valeur de l'EQM ontrainte qui reste petite. Les odes BCH réels semblent don mieux
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Fig. 5.4 � Image de référene Léna (255� 255 pixels.)

Fig. 5.5 � Léna omprimée puis reonstruite par un ode BCH réel, n = 15, k = 11.

adaptés à des soures orrélées qu'à des soures indépendantes. Les di�érenes les plus

notables à l'oeil nu onsistent dans les e�ets de blo : il est faile de voir à l'oeil nu

quelle est la longueur des odes employés !

Nous avons essayé de ombiner ompression par ligne et ompression par olonne

mais sans suès ar les erreurs s'aumulant, l'image reonstruite omporte plusieurs

olonnes erronées par paquets de n� k.
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Fig. 5.6 � Léna omprimée puis reonstruite par un ode BCH réel, n = 15, k = 7.

Longueur n Dimension k Rendement R 1�R Distorsion de

Hamming

EQM ontrainte

normalisée

15 7 4.666667e-01 5.333333e-01 5.333026e-01 8.2e-03

15 11 7.333333e-01 2.666667e-01 2.666667e-01 4.6e-03

Tab. 5.2 � Performanes des odes BCH réels MDS en ompression d'images.

5.2 Codage onjoint soure gaussienne - anal binaire

symétrique, selon le ritère de l'EQM, par étique-

tage linéaire

De nombreux artiles [17, 18, 19, 29, 30℄ onsidérant e modèle de ommuniation -à

savoir soure réelle, anal binaire symétrique et ritère de la distane eulidienne- font

toujours abstration du ode de anal : elui est supprimé de la haîne de transmission.

Cette suppression permet, d'une part, de simpli�er l'étude et, d'autre part de dévelop-

per des quanti�ateurs ou des étiqueteurs onjoints. Un ode de anal peut-il améliorer

les performanes de es sytèmes ? Comment optimiser le quanti�ateur lorsque le ode

de anal est �xé ?

Nous ne hoisissons pas omme quanti�ateur le odeur de soure se fondant sur

les odes BCH réels : l'une des di�ultés liés à e odage provient du fait que e

quanti�ateur possède un nombre in�ni de sorties. Si l'on souhaite transmettre le mot

de soure omprimé sur un anal binaire symétrique, il faudra enore le quanti�er

et, éventuellement, le oder pour le protéger du bruit tout en hoisissant une bonne

orrespondane entre l'index représentant un mot du ode de soure et e dernier.

Autant d'étapes supplémentaires qui rendent la oneption d'un système de odage
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onjoint ardue. Un moyen de simpli�er ette oneption est d'imposer une relation

linéaire entre les mots du ode de soure et les mots du ode de anal et de hoisir le

ritère objetif le plus étudié dans e domaine, à savoir l'erreur quadratique moyenne

(EQM), plus faile à traiter que la distane de Hamming.

quantificateur

CBS
gaussienne

source

de canal

Source

reconstruite
"linéaire"

Déodeur

("L

�1

")

m n n n m

 y û̂

L

u

Fig. 5.7 � Quanti�ation d'une soure gaussienne par odage onjoint et étiquetage

linéaire et transmission sur CBS

Un tel système est représenté sur la �gure 5.7 : un ode de anal binaire linéaire

C

anal

de longueur n et de dimension k est hoisi ainsi qu'une matrie à oe�ients

réels L de taille m� n . Le ode de soure C

soure

est alors dé�ni par

C

soure

= fs 2 IR

m

=s = L(2� 1);  2 C

anal

� F

n

2

g (5.14)

où 1 est le veteur de dimension n omposé uniquement de 1. Les mots  du ode de

anal sont modulés (2 � 1 orrespond à la sortie d'un modulateur d'une modulation

de phase à deux états), e qui permet de s'assurer que, lorsque le ode de anal est

universel, le ode de soure est à moyenne nulle, à l'instar de la soure onsidérée.

Notons 

m

= 2� 1.

Le mot de soure émis u est don quanti�é par le mot de soure L

m

et le mot

 orrespondant est émis sur le anal : le odeur est don onjoint. Le anal binaire

symétrique ajoute du bruit au mot  : le déodeur reçoit le mot y et restitue le mot

̂, mot du ode de anal le plus probable onnaissant le mot reçu. Le mot de soure

estimé est don L̂

m

. en raison de la linéarité entre ode de soure et ode de anal. La

matrie L est appelée matrie d'étiquetage.

Les performanes optimales du odage onjoint sont données par le théorème de

odage onjoint de Shannon [13℄. Le rendement R et la distorsion D doivent véri�er

R �

R(D)

C

CBS

(p)

(5.15)

où p est la probabilité d'erreur du anal binaire symétrique. La soure que nous étudie-

rons dans ette setion sera la soure gaussienne blanhe. Le ritère de �délité retenu

sera l'erreur quadratique moyenne. Sa fontion rendement-distorsion est donnée par [41℄

R(D) =

(

1

2

log

2

�

2

D

si 0 < D � �

2

0 si D > �

2

bits par symbole de soure, (5.16)

où �

2

est la variane de la soure gaussienne par symbole.
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Le rendement R du système de la �gure 5.7 est don

R =

n

m

bits par symbole de soure. (5.17)

La distorsion totale par symbole de soure, suivant le ritère de l'erreur quadratique,

s'érit :

D =

1

m

E[jju� L̂

m

jj

2

℄ =

1

m

X

(;̂)2C

2

anal

Z

u2V

s

()

p(u)

X

y2V



(̂)

p(yj)jju� L̂

m

jj

2

du (5.18)

ave

� p(u) la densité de probabilité de l'extension m

e

de la soure ;

� p(yj) la probabilité que la sortie du CBS soit y sahant que le mot d'entrée est

 ;

� V

s

() est l'ensemble des mots de soure pour lesquels la sortie du odeur est le

mot  du ode de anal ;

� V



(̂) est l'ensemble des mots reçus pour lesquels la sortie du déodeur de anal

est le mot ̂ ;

� du =

m

Q

i=1

du

i

(du est l'élément di�érentiel).

Il reste à hoisir de manière optimale V

s

() et V



(̂). Le déodeur de anal à déision

dure optimale est elui à maximum de vraisemblane :

y 2 V



(̂) () ̂ = arg max

2C

anal

p(jy)

() ̂ = arg max

2C

anal

p(yj)p() (5.19)

où p() est la probabilité que le odeur émette le mot  sur le anal, i.e.

p() =

Z

u2V

s

()

p(u)du: (5.20)

A�n de déterminer les régions V

s

(), posons

�(̂; ) =

X

y2V



(̂)

p(yj): (5.21)

D'après l'expression de la distorsion (5.18), le partitionnement optimal de l'espae IR

m

dérit par les mots de soure est donné par :

V

s

() = fu=8

0

2 C

anal

X

̂2C

anal

�(̂; )jju� L̂

m

jj

2

�

X

̂2C

anal

�(̂; 

0

)jju� L̂

m

jj

2

g (5.22)

Ce partitionnement orrespond à la ondition du plus prohe voisin prenant en ompte

les perturbations introduites par le anal. Les as d'égalité dans la dé�nition (5.22) sont

résolus au hasard (pour une soure gaussienne i.i.d., la probabilité d'observer l'égalité

est nulle). Remarquons également que les régions de Voronoï V

s

() assoiées au ode



130 5. Dualité appliquée aux odes réels

de soure et elles assoiées au ode de anal V



() dépendent les unes des autres par

l'intermédiaire des probabilités p().

Ainsi, lorsque le ode de anal et la matrie L sont �xées, il faut optimiser onjoin-

tement le déodeur de anal et le quanti�ateur impliite au odeur onjoint. Remar-

quons que si le odeur est max-entropique, le déodeur de anal devient indépendant

du odeur onjoint. En revanhe, e dernier dépend toujours du déodeur de anal.

5.2.1 Choix de la matrie d'étiquetage L

Le hoix de la matrie L est un problème a priori ruial pour déterminer les

meilleures performanes de e système onjoint, tous les autres paramètres demeurant

�xes. La démarhe adoptée pour hoisir L onsiste à minimiser la distorsion lorsque

le odeur onjoint et le déodeur de anal sont �xés, e qui est approhe similaire

à elle de l'algorithme de Lloyd employé pour la oneption de odeur/déodeur de

soure. Les probabilités p() et �(̂; ) sont don supposées �xes ainsi que les régions

V

s

(). Autrement dit, nous allons herher une matrie L, a priori di�érente de elle

qui a permis de �xer es paramètres, optimisant le déodeur de soure. La matrie L

optimale est obtenue par minimisation de la distorsion donnée par l'équation (5.18).

Cette distorsion étant une somme de arrés de normes, nous sommes assurés de trouver

un minimum (et non un maximum). Posons

s



=

X

̂2C

anal

�(̂; )̂

m

: (5.23)

s



peut être interprété omme la sortie souple du déodeur de anal. La minimisation

de la distorsion est alors équivalente à l'équation

L

0

�

X

̂2C

anal

0

�

X

2C

anal

p()�(̂; )

1

A

̂

m

̂

t

m

1

A

=

X

2C

anal

 

Z

u2V

s

()

up(u)du

!

s

t



: (5.24)

Puisque le ritère est quadratique, sa minimisation nous onduit à une équation de

type Wiener-Hopf. Le terme de droite de ette équation mesure la orrélation entre

les déisions souples du déodeur de anal et les veteurs moyens des régions V

s

(). La

matrie qui multiplie L mesure l'autoorrélation des mots du ode de anal modulés.

5.2.2 Algorithme d'optimisation

Lorsque la matrie L vient d'être alulée grâe à l'équation (5.24), il nous faut

realuler les probabilités �(̂; ) et p(). Nous proposons alors d'optimiser la distorsion

à rendement et ode de anal donné en appliquant itérativement une mise à jour des

divers paramètres inonnus. Supposons qu'à la �n de l'étape i, nous disposions de
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la matrie d'étiquetage L

(i)

et des probabiblités �

(i)

(̂; ) et p

(i)

() et de la distorsion

orrespondante D

(i)

. L'étape i+ 1 se déroule en quatre phases :

� aluler la matrie L

(i+1)

à partir de l'équation (5.24) faisant intervenir �

(i)

(̂; )

et p

(i)

() ;

� aluler p

(i+1)

() en déterminant le nouveau partitionnement de l'espae dérit

par la soure à partir de L

(i+1)

et de �

(i)

(̂; ) (équations (5.20) et (5.22)) ;

� mettre à jour le déodeur de anal dé�ni par (5.19) et aluler �

(i+1)

(̂; ) à partir

de l'équation (5.21) de p

(i+1)

() ;

� aluler la distorsion D

(i+1)

du nouveau système.

L'algorithme s'arrête lorsque l'éart relatif entre D

(i)

et D

(i+1)

est inférieur à une

onstante donnée (0.001 par exemple).Cet algorithme est similaire à l'algorithme

de Lloyd au sens où il �xe tour à tour les éléments variables du système (odeur

onjoint, déodeur de anal, déodeur de soure).

Pour initialiser l'algorithme, lorsque les longueursm et n et la dimension k sont don-

nées, nous hoisissons le ode linéaire binaire systématique de plus petite probabilité

d'erreur par mot (à paramètre p du CBS �xé) : le ode de anal C

anal

= 

1

; � � � ; 

2

k

est

don déterminé. La matrie L

(0)

est initialisée à partir de e ode et du quanti�ateur

vetoriel de dimension m sur k bits obtenu par l'algorithme LBG [33℄, lui-même initia-

lisé par le quanti�ateur de dimensionm sur 1 bit omposé du veteur �

q

2=�(1; � � � ; 1)

et de son opposé. Le ode de soure dé�ni par e quanti�ateur est noté fv

1

; � � � ; v

2

k

g.

Pour déterminer L

(0)

, nous supposons que le quanti�ateur est max-entropique (i.e.

p

(0)

() = 2

�k

) et que le anal est parfait : l'équation (5.24) devient alors

L

(0)

0

�

X

̂2C

anal

̂

m

̂

t

m

1

A

=

2

k

X

i=1

 

Z

u2V

(0)

s
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i

)

up(u)du

!



t

i

m

: (5.25)

où V

(0)

s

(

i

) = fu = 8j; 1 � j � 2

k

; jju� v

i

jj

2

� jju� v

j

jj

2

g.

Résultats de simulations

Nous avons appliqué l'algorithme préédent en faisant varier m et n entre 3 et

10, la dimension des odes k variant de 1 à min(8; n). Les odes de anal retenus

sont eux trouvés au premier hapitre. 100000 veteurs de soure ont servi à estimer

les probabilités p() et �(̂; ) dépendant de la soure ainsi que les veteurs moyens

intervenant dans le alul de L (équation (5.24)).

Les �gures 5.8-5.10 montrent les performanes du shéma 5.7 pour di�érentes va-

leurs du paramètre du CBS (p = 0:1; 0:01; 0:001) : les performanes des sytèmes sont

représentées par des roix, l'OPTA dé�ni par l'équation (5.15) par un trait plein. À

rendement �xé, plusieurs systèmes sont don simulés, la dimension du ode de anal

n'intervenant pas dans le rendement global : l'un des systèmes simulés (à rendement

�xé) ne omprend pas de odage de anal alors que tous les autres mettent en ÷uvre
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un odage de anal non universel ('est-à-dire un ode de anal dont la matrie géné-

ratrie n'est pas l'identité). Les erles montrent les systèmes les plus performants :

ils orrespondent à des shémas où le ode de anal est universel ! Le système devient,

dans e as, un quanti�ateur vetoriel optimisé pour le anal (Channel Optimized

Vetor Quantizer étudié, entre autres, par Farvardin [17, 18, 19℄) ontraints par une

relation linéaire entre les sorties du quanti�ateur et l'index les représentant : à faible

omplexité, il semble don préférable d'avoir un rendement de soure le plus élevé

possible quitte à ne pas protéger l'index par des bits de parité lorsque e dernier est

transmis sur le anal. Enore une fois, la stratégie de oneption indiquée par la preuve

du théorème du odage soure-anal, 'est-à-dire la oneption d'un système tandem,

ne semble pas indiquée dans les as que nous avons étudiés. Remarquons aussi que les

systèmes les plus performants ne sont pas tellement éloignés de l'OPTA, malgré leur

faible omplexité, lorsque le anal est faiblement bruité.
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Fig. 5.8 � Performanes du shéma 5.7 pour p = 0:1
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Fig. 5.9 � Performanes du shéma 5.7 pour p = 0:01
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5.3 Conlusions

Nous nous sommes intéressés dans e hapitre à l'étude de odes réels pour la

ompression de soure ontinue ou d'images et l'utilisation de es odes dans le adre

du odage onjoint.

Dans un premier temps, nous avons présenté les odes BCH réels, qui sont la trans-

position des odes BCH binaires au orps des réels, le orps loalisateur devenant

le orps des omplexes. Ils di�èrent ependant des odes BCH binaires en plusieurs

points :

� il est possible de onstruire des odes BCH réel MDS pour n'importe quelles

valeurs de la longueur n et de la dimension k, la seule exeption étant le as

d'une longueur paire et d'une dimension impaire ;

� le dual d'un ode BCH est un ode BCH ;

� les raines du polyn�me générateur des odes BCH réels MDS ne s'érivent pas

omme des puissanes onséutives d'une raine n

e

de l'unité primitive �xe (dans

le as réel, la première puissane dépend de la parité de la longueur et de la valeur

de la distane BCH) ;

� la rayon de reouvrement des odes BCH réels MDS est maximal.

Les algorithmes existants dans le as binaire s'adaptent aux odes réels : il su�t de

prendre en ompte le bruit de alul en introduisant des seuils. La version la plus

ourante de l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler est sujette dans le as binaire

à des dysfontionnements lorsque le mot à déoder est en dehors des sphères entrées

sur les mots de ode et de rayon la apaité de orretion BCH. Dans le as réel, de tels

dysfontionnements n'existent pas ar, d'une part, le hoix des raines du polyn�me

générateur du ode BCH réel MDS n'est pas exatement similaire à elui e�etué dans

le as binaire et d'autre part, la résolution des systèmes linéaires prend en ompte

toutes les équations à notre disposition et non une partie. L'algorithme de Berlekamp-

Massey, tel qu'il est présenté par Berlekamp lui-même [5℄ n'est pas sujet à de tels

dysfontionnements et fontionne pour n'importe quel orps, �ni ou non.

Marshall [36, 35℄ et Wolf [66℄ ont suggéré l'emploi de es odes réels pour la orre-

tion d'erreurs. Marshall a même suggéré de les employer omme odes de soure : le

prinipe de dualité entre odage de soure et odage de anal nous a inité à examiner

leurs performanes dans le domaine du odage de soure ave pertes, le ritère retenu

étant elui de la distane de Hamming (qui orrespond aux bruits impulsifs).

Dans e but, après avoir exposé les diverses méthodes renontrées dans la litté-

rature, nous avons proposé un algorithme de déodage omplet et optimal des odes

BCH réels MDS similaires à l'algorithme GMD de Forney [22℄ s'appuyant sur des mé-

thodes de déodage algébrique orrigeant erreurs et e�aements. La valeur du rayon

de reouvrement de es odes prend alors toute son importane : pour des soures à

valeurs ontinues, les mots de soure seront à une distane n � k du plus prohe mot

de ode ave une probabilité égale à 1 : le ode étant MDS, C

n�k

n

mots de ode sont
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alors à distane n � k du mot de soure. Il est alors possible de départager es mots

en hoisissant elui qui minimise l'erreur quadratique, 'est-à-dire minimisant la puis-

sane du bruit impulsif. Ce ritère est seondaire par rapport au premier qui onsiste

à minimiser la distane de Hamming.

Nous avons alors appliqué e déodeur de soure à deux types de soures : la soure

gaussienne i.i.d. et des images. Il est apparu que les odes BCH réels semblent plus

adaptés au odage d'images, 'est-à-dire de soure orrélée, que de soure blanhe.

Dans la perspetive d'un odage soure-anal binaire symétrique onjoint, les mots

d'information réels devraient être quanti�és puis odés. Nous avons alors hoisis d'im-

poser une relation linéaire entre le ode de soure et le ode de anal, ette relation

linéaire dé�nissant un ode de soure réel, et de onsidérer le ritère de l'erreur qua-

dratique moyenne, plus simple que la distane de Hamming. L'utilisation d'un ode de

anal linéaire binaire limite ependant le nombre de mots dans le ditionnaire de soure.

Nous avons herhé à optimiser ette relation en fontion du ode de anal hoisi en

proposant un algorithme similaire à elui de Lloyd-Max et en nous restreignant à des

odes de faibles longueurs. L'approhe ainsi adoptée se rapprohe du quanti�ateur

COVQ proposé par Farvardin [17, 18, 19℄ à la di�érene que nous y insérons un ode

de anal et que nous imposons une relation linéaire entre les mots du ode de soure et

les mots du ode de anal. Les meilleurs systèmes trouvés orrespondent à un ode de

anal universel ! À faible omplexité, il vaut don mieux onstruire un quanti�ateur

COVQ de plus �ne résolution que de herher à protéger des e�ets du anal les éti-

quettes provenant d'un quanti�ateur de plus basse résolution. Les systèmes étudiés,

même de faible omplexité, ne sont pas très éloignés de l'OPTA.
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Conlusions et perspetives

Toute thèse s'expose au rire des dieux.

Kierkegaard

Conlusions

Ce doument a présenté plusieurs exemples de la dualité entre odage de soure et

odage de anal : ette dualité a permis d'utiliser plusieurs types de odes orreteurs

d'erreurs en blo - outil lassique du odage de anal - pour omprimer plusieurs types

soures ave pertes. Les odes orreteurs onsidérés dans nos travaux sont les odes

en blos linéaires, les odes arithmétiques et les odes BCH réels. Les soures étudiées

sont la soure q-aire symétrique, la soure binaire asymétrique et la soure gaussienne :

nous avons étudié une panoplie d'outils ouvrant diverses situations.

Soure binaire symétrique, anal binaire symétrique et dis-

tane de Hamming

L'étude des ellules de Voronoï, qui déterminent les performanes des odes linéaires

tant dans le domaine du odage de anal que du odage de soure, nous a permis de

trouver des bornes inférieures des performanes aussi bien en odage de anal, en odage

de soure qu'en odage onjoint. Ces bornes onvergent vers les meilleures performanes

théoriquement possibles (OPTA). Ces bornes inférieures permettent de démontrer la

réiproque des théorèmes du odage de anal et du odage de soure, retrouvant ainsi

des résultats bien onnus de la théorie de l'information.

Nous avons aussi montré qu'il existe des odes linéaires aptes à omprimer e�a-

ement la soure q-aire symétrique et proposé un algorithme permettant de onstruire

de bons odes linéaires pour la ompression de la soure symétrique. Nous avons établi

également que les bons odes linéaires binaires de petite longueur pour la ompression

se onfondent ave les bons odes de anal linéaires binaires.

La dualité nous a onduit à étudier le odage onjoint soure binaire symétrique -

anal binaire symétrique : e modèle se retrouve dans nombre de réseaux de ommuni-

ation. Nous avons omparé les performanes d'un système séparé, où odeur de soure

et odeur de anal sont don onçus séparément, au système soure ou anal qui ef-
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fetue exlusivement du odage de soure si le rendement global est inférieur à 1 et

exlusivement du odage de anal si le rendement global est supérieur à 1. Ce système

permet d'atteindre les meilleures performanes possibles lorsque le anal est parfait ou

lorsque le rendement global (alors égal à l'inverse du rendement anal) est supérieur à

l'inverse de la apaité du anal. Nous avons illustré e prinipe de dualité en rempla-

çant les odes linéaires binaires par des odes arithmétiques qui sont non linéaires mais

qui possèdent néanmoins une struture permettant de simpli�er leur déodage. Nous

avons également utilisé un algorithme de Lloyd généralisé doublement pour améliorer

e système et étudié sa robustesse lorsque le anal varie lentement : la dualité permet

à l'algorithme de Lloyd d'améliorer des odes orreteurs d'erreurs bien que et algo-

rithme ait été initialement développé uniquement pour le odage de soure. Il permet

aussi de trouver des déodeurs performants lorsque la sortie du anal est quanti�ée

plus �nement que dans le as du anal binaire symétrique.

Lorsque e modèle (SBS, CBS et ritère de distane de Hamming) est retenu, il

est don préférable de ne faire que du odage de soure ou que du odage de anal,

un mélange des deux réduisant parfois onsidérablement les performanes, quel que

soit le type de ode onsidéré (linéaire ou non linéaire). Les outils développés dans

e doument permettent de prévoir les performanes et de trouver des bons odes.

L'algorithme de Lloyd ne permet pas d'améliorer signi�ativement les performanes

des odes linéaires dans le as du anal binaire symétrique.

Perspetives

Le travail aompli, notamment dans l'étude du odage onjoint, s'est limité à des

odes de petite longueur. La onlusion à laquelle nous sommes arrivés, à savoir que,

dans les as onsidérés, l'un des deux odeurs habituellement utilisés est inutile, est-elle

enore valable lorsque nous augmentons la longueur des odes ?

Autrement dit, dans le as de la soure binaire symétrique et du anal binaire

symétrique, existe-t-il des odes permettant à la struture soure ou anal d'atteindre

les meilleures performanes théoriquement possibles quels que soient le rendement, la

distorsion et la valeur du paramètre du anal binaire symétrique ?

Une telle étude doit s'appuyer sur des tehniques de odage aléatoire. Une réponse

a�rmative parahèverait l'étude de e as simple mais inhérent à de nombreux systèmes

de ommuniations numériques tout en démontrant qu'une oneption non séparée du

système peut être aussi performante, tout en étant moins omplexe, qu'une oneption

séparée.

Soure binaire asymétrique, anal parfait et distane de Ham-

ming

Les odes linéaires binaires nous ont par ailleurs servi à omprimer la soure binaire

asymétrique : après avoir donné les performanes du odeur par syndrome développé
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par Anheta, nous avons examiné elles du odeur par région de Voronoï. Ces deux

odeurs sont omplémentaires dans le sens où le odeur par syndrome est e�ae

pour des soures fortement asymétriques alors que le odeur par région de Voronoï

l'est pour des soures faiblement asymétriques. La théorie de l'information indique que

ette soure est bien odée par des odes non linéaires, aussi avons nous introduit de

la non-linéarité en divisant ette soure en deux sous-soures, haune étant odée par

un ode linéaire. La reherhe du mot de ode le plus prohe demeure simple alors que

l'étiqueteur est aussi omplexe que elui assoié à un ode non linéaire. Comme prévu,

les performanes de e odeur sont meilleures que elles du odeur assoié à un ode

linéaire. Puis nous avons reherhé, grâe à l'algorithme de Lloyd initialisé par un ode

aléatoire tiré suivant un loi de probabilité issue de l'OPTA, des � bons � odes non

linéaires. Le odeur assoié est le plus omplexe parmi les odeurs onsidérés pour ette

soure, néanmoins leurs performanes outrepassent elles des autres odeurs.

L'algorithme de Lloyd permet don de trouver de bons odes non linéaires pour

la ompression de soure binaire asymétrique. Si un déodage simple est néessaire,

le odeur par syndrome d'Anheta ou le odeur par région de Voronoï donnent des

performanes intéressantes. Néanmoins, les performanes des odes en blos de petite

longueur pour la ompression de la SBA dépendent largement du degré d'asymétrie de

la soure : plus la soure est asymétrique, plus il est di�ile d'obtenir des performanes

prohes de l'OPTA.

Perspetives

Les meilleurs odes trouvés pour la ompression de la soure binaire asymétrique

sont non linéaires. L'utilisation de odes linéaires pour omprimer ette soure permet

un gain en omplexité ar le déodage des odes linéaires est plus aisé que elui des

odes non linéaires. Enore faut-il que les odes linéaires soient performants. . .

A�n de généraliser l'étude faite pour le modèle préédent aux soures binaires asy-

métriques, il onviendrait dans un premier temps de montrer l'optimalité ou la non

optimalité des odes linéaires pour la ompression ave pertes de es soures. À notre

onnaissane, auune étude théorique sur e sujet n'a été entreprise. L'étude analogue

menée pour la soure symétrique a montré que l'existene de odes linéaires possédant

un � bon � rayon de reouvrement permettait de déduire l'existene de bons odes

linéaires pour la ompression. L'asymétrie de la soure modi�e-t-elle e ritère ou non ?

Soure arithmétique symétrique, anal parfait et distane arith-

métique

La dualité a permis d'utiliser e�aement les odes arithmétiques pour omprimer

la soure arithmétique symétrique suivant le ritère de distane arithmétique. Rap-

pelons que la soure arithmétique symétrique est équivalente à la sortie d'un odeur

max-entropique : les odes arithmétiques peuvent don omprimer e�aement la sortie

d'un tel odeur.



140 Conlusions et perspetives

Perspetives

Les performanes des odes arithmétiques tant en odage de anal qu'en odage de

soure ont été peu explorées. Seule la distane arithmétique des odes a été l'objet de

reherhe. Existe-t-il des paramètres simples permettant de prévoir es performanes ?

La question semble peu aisée ar la distribution des poids arithmétiques jusqu'à un

ertain entier donné n'admet pas, à notre onnaissane, de formule littérale simple.

Soure gaussienne, anal parfait et distane de Hamming

Le dernier exemple de dualité donné dans e doument onerne les odes réels et

plus partiulièrement les odes BCH réels MDS. Ces odes, utilisés en odes de anal,

peuvent ombattre le bruit impulsif. Ils peuvent don être utilisés en ompression de

soure pour éliminer un bruit impulsif de la soure : le ritère de �délité pertinent est

alors la distane de Hamming. Un algorithme prohe du GMD développé par Forney

permet de oder une soure ontinue, et non plus disrète, suivant e ritère : la dif-

férene majeure réside dans le fait que nous ne pouvons pas supputer la position des

e�aements à partir de l'observation mais que nous en essayons un ertain nombre.

La omplexité du pire des as est alors gouvernée par le rayon de reouvrement de

es odes, rayon de valeur maximale (i.e. égal à la longueur moins la dimension). Par

onséquent, pour nombre de soures, le mot de soure sera en probabilité 1 à distane

égale de plusieurs mots de odes. Il est alors possible de hoisir un de es mots en ap-

pliquant un seond ritère, elui de l'erreur quadratique moyenne, par exemple. Nous

avons ainsi réalisé un odeur de soure à double ritère.

Les odes BCH réels permettent don de omprimer presque sans perte une soure

gaussienne au sens de la distane de Hamming : la ompression presque sans perte or-

respond alors à une valeur faible du rayon de reouvrement, limitant ainsi la omplexité

du odeur de soure.

Perspetives

Les odes BCH réels furent utilisés pour la ompression de soure suivant le ritère

de �délité dé�ni par la distane de Hamming : l'obtention d'une expression onise de

la fontion rendement-distorsion suivant e ritère pour des soures ontinues serait

intéressante ainsi que l'expression de ette fontion lorsque les deux ritères (distane

de Hamming et EQM) sont onsidérés.

Soure gaussienne, anal binaire symétrique et erreur quadra-

tique moyenne

Nous avons étudié e modèle en imposant une relation linéaire entre le ode de

soure dé�ni par un ode linéaire réel et le ode de anal dé�ni par un ode linéaire

binaire. Cette relation linéaire permet de simpli�er le déodeur de soure et donne

naissane à un odeur onjoint : un algorithme, similaire à l'algorithme de Lloyd,
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est utilisé pour optimiser la relation linéaire, prenant ainsi en ompte le anal et le

omportement du déodeur de anal. À nouveau, le système le plus simple est le plus

performant : le ode de anal le meilleur est le ode universel !

Dans un tel modèle, il est don préférable de onstruire un odeur de haute ré-

solution prenant en ompte les e�ets du anal à un odeur de plus faible résolution

dont la sortie est protégée par un ode orreteur d'erreurs. Cependant, l'élaboration

de odeurs de haute résolution robustes aux perturbations introduites par le anal est

une tâhe di�ile.

Perspetives

L'obtention de bornes de performanes dépendant du ode de anal utilisé permet-

trait de on�rmer ou d'in�rmer notre observation. De plus, elle suggérerait peut-être

quel type de odes de plus grande dimension doit être employé lorsque la oneption

de quanti�ateurs robustes devient impossible ar trop omplexe.

Perspetives générales : utilisation des briques déve-

loppées dans des systèmes omplets

Les diverses � briques de base � étudiées dans e doument peuvent être inorporées

dans des systèmes plus omplets : nous allons donner quelques exemples d'utilisation

de es briques.

Transmission d'une soure quanti�ée en sous-bandes

Les outils développés dans le adre d'une soure binaire (symétrique ou asymé-

trique) et d'un anal binaire symétrique suivant le ritère de la distane de Hamming

peuvent s'appliquer lorsqu'une soure quelonque est déomposée en sous-bandes, ha-

une des sous-bandes donnant lieu à une quanti�ation di�érente et à un étiquetage.

Ce système est représenté sur la �gure 2 où la soure est analysée en K bandes.

La soure unique est don à l'origine deK trames binaires (assimilables à des soures

symétriques ou non) dont l'in�uene sur la distorsion globale n'est pas équivalente. Un

système soure ou anal (de rendement n

i

=m

i

), distint pour haque trame binaire,

permet alors de transmettre es trames. En raison de la simpliité du système soure

ou anal, il est envisageable d'optimiser le débit binaire ('est-à-dire le rapport des

sommes

P

K

i=1

n

i

et

P

K

i=1

m

i

) en fontion de l'état du anal (si une voie de retour est

disponible) et de la qualité de servie souhaitée. Zahir-Azami [69℄ a employé un tel

système en employant le ritère de l'EQM qui est lié à elui de la distane de Hamming.

En e�et, lors du alul de la fontion rendement-distorsion assoiée à une soure binaire

symétrique et au ritère de l'erreur quadratique moyenne, il apparaît que :

EQM = D(1�D);
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où D est la distorsion de Hamming. L'optimisation du débit binaire néessite, pour être

e�ae, de disposer d'un ertain nombre de systèmes soure ou anal de référene :

les odes ainsi onsidérés peuvent être les odes linéaires ou les odes arithmétiques

onstruits grâe à la distane arithmétique.

Un tel système permet, par exemple, de transmettre une image : la déomposition

en sous-bandes s'assimile alors à une transformée qui opère sur une image déoupée en

blos. L'opération déliate onsiste alors à mettre en adéquation le débit des quanti�-

ateurs ave les systèmes soure ou anal employés pour atteindre la qualité de servie

voulue.

Enregistrement numérique magnétique ave pertes

Le anal disret orrespondant à l'enregistrement numérique sur bande magnétique

est habituellement modélisé par un �ltre de réponse impulsionnelle 1 � z

�2

auquel

s'ajoute du bruit. Abstration faite du bruit, e anal se omporte don omme un

ode arithmétique. Une soure ontinue peut don être déomposée en sous-bandes

puis quanti�ée omme préédemment, le système soure ou anal se fondant alors

sur des odes arithmétiques et sur la distane arithmétique pour ombattre le bruit.

L'égalisation du anal se fait don grâe à un déodeur arithmétique. La distorsion

globale dépend alors de la répartition du débit binaire total entre les sous-bandes.

L'utilisation des odes arithmétiques est don envisagée omme une alternative aux

odes traditionnellement utilisés dans e domaine (runlength-limited odes).

Restauration d'enregistrements

La restauration d'enregistrements peut néessiter parfois de supprimer des liks,

'est-à-dire un bruit impulsif (généré par le réepteur dans le ontexte de restauration

d'un signal émis par onde radio). La ompression de soure par les odes BCH réels

peut permettre de restaurer l'enregistrement, une fois elui-i numérisé : la distane

de Hamming modélisant e bruit, l'algorithme de ompression que nous avons présenté

permet d'obtenir une soure reonstruite où la puissane du bruit impulsif est réduite.

Bien sûr, nous ne prétendons pas reonstruire au mieux la soure par e simple moyen.

Il est tout d'abord néessaire d'identi�er à peu près la position des liks dans

tout l'enregistrement. Une fois ei aompli, la soure est reonstruite à partir des

éhantillons juste antérieurs et postérieurs aux liks. La di�ulté réside alors dans

le hoix de la longueur et de la apaité de orretion du ode BCH : les ontraintes

imposées lors de la reonstrution ne doivent pas être trop strites a�n de ne pas altérer

enore plus la soure qui ne satisfait pas a priori à es ontraintes. Une fois e premier

traitement e�etué, il est possible de reourir à des méthodes plus �nes pour améliorer

le résultat, les odes BCH permettant de réaliser un prétraitement.

Codage de la parole à bas débit
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Les odeurs de parole à bas débit sont utilisés dans le adre de ommuniations

radio-mobiles, par exemple, en raison de la di�ulté à transmettre sur e type de anal.

Les odeurs de parole à bas débit atuels exploitent la prédition par blo ainsi que

le odage di�érentiel : leur prinipe de fontionnement est représenté sommairement

sur la �gure 3. De brefs signaux de parole (d'une durée d'environ 10 à 20 ms) sont

analysés : un �ltre préditeur (parfois deux, un pour le � long terme �, l'autre pour le

� ourt terme �) est alulé sur ette période, permettant alors de quanti�er l'erreur

de prédition. Il faut à la fois transmettre au déodeur de parole l'erreur quanti�ée

et les oe�ients du �ltre préditeur. Le système GSM met en ÷uvre une protetion

hiérarhique de es données, l'erreur quanti�ée étant moins protégée que les oe�ients

du �ltre. Comment alors optimiser les di�érents quanti�ateurs en fontion du ode

de anal hoisi (ou imposé par la norme GSM par exemple) ? Notre étude sur les

quanti�ateurs à étiquetage linéaire montre que ette optimisation n'est pas faile.

Néanmoins, 'est une piste à explorer pour améliorer les performanes en hangeant le

moins possible un système déjà normalisé.
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Annexe A

Inégalités binomiales

Nous rappelons ii quelques inégalités portant sur les oe�ients binomiaux : es

inégalités, au demeurant lassiques, sont redémontrées dans une annexe de [52℄.

A.1 Coe�ient binomial

Le oe�ient binomial C

k

n

, qui donne le nombre de sous-ensembles de ardinal k

d'un ensemble de ardinal n, est dé�ni par

0 � k � n C

k

n

=

n!

k!(n� k)!

=

n(n� 1) � � � (n� k + 1)

k!

:

Si k est plus grand que n, alors C

k

n

= 0.

Théorème A.1.1 Soient n 2 IN et Æ 2℄0; 1[ tel que Æn 2 IN alors

2

nH

2

(Æ)

q

8nÆ(1� Æ)

< C

nÆ

n

<

2

nH

2

(Æ)

q

2�nÆ(1� Æ)

(A.1)

où la fontion H

2

désigne l'entropie binaire et est dé�nie par

H

2

: [0; 1℄ ! [0; 1℄

x 7! �x log

2

x� (1� x) log

2

(1� x)

Ce théorème déoule de la formule de Stirling (n! = (n=e)

n

p

2�ne

1=(12n)+o(1=n)

).

A.2 Somme de oe�ients binomiaux

L'objetif est d'enadrer une somme de oe�ients binomiaux. Soient n un entier

naturel et q un réel stritement plus grand que 1. Soit Æ un nombre réel positif inférieur
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ou égal à 1� 1=q tel que le produit Æn soit un entier naturel. Soit z un nombre réel de

l'intervalle ℄0; 1℄. La somme de oe�ients binomiaux peut être majorée par :

nÆ

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

�

nÆ

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

z

i�nÆ

� (z

�Æ

+ (q � 1)z

1�Æ

)

n

Nous minimisons la borne supérieure en hoisissant z =

Æ

(q�1)(1�Æ)

, qui, par hypothèse

sur Æ, est bien ompris entre 0 et 1. La borne supérieure ainsi obtenue s'érit alors :

nÆ

X

i=0

(q � 1)

i

 

n

i

!

� (q � 1)

nÆ

0

�

 

1� Æ

Æ

!

Æ

 

1 +

Æ

1� Æ

!

1

A

n

= (q � 1)

nÆ

2

nH

2

(Æ)

(A.2)

On reonnaît dans l'inégalité (A.2) la borne de Cherno� [13℄ qui ne peut s'appliquer

que lorsque Æ est inférieur ou égal à 1 � 1=q. Par ailleurs, la somme de oe�ients

binomiaux est minorée par son dernier terme puisque lesdits termes sont tous positifs.

Grâe au théorème A.1.1, on obtient le théorème suivant :

Théorème A.2.1

8n 2 IN 8q 2 IR; q > 1 8Æ 2℄0; 1� 1=q℄ tel que Æn 2 IN;

2

nH

2

(Æ)

(q � 1)

nÆ

q

8nÆ(1� Æ)

<

nÆ

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

� (q � 1)

nÆ

2

nH

2

(Æ)

Ce théorème permet don d'estimer failement le nombre de mots à l'intérieur

d'une boule de rayon Æn dé�ni par la distane de Hamming. Une autre minoration de

e nombre existe [60℄ :

0 � Æ � 1� 1=q

2

nH

2

(Æ)

(q � 1)

nÆ

n+ 1

<

nÆ

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

: (A.3)

Lorsque le poids des mots suit une loi binomiale de paramètre p, un autre théorème,

qui se déduit du préédent, nous permet d'évaluer le nombre de mots à l'intérieur d'une

sphère de rayon Æn et entrée sur le mot nul.

Théorème A.2.2 Soit n un entier naturel, soient p et Æ deux nombres réels de l'in-

tervalle ℄0; 1℄ tels que Æn soit un entier naturel, alors

� si Æ � p, alors

p

Æn

(1� p)

n(1�Æ)

2

nH

2

(Æ)

q

8nÆ(1� Æ)

�

Æn

X

i=0

C

i

n

p

i

(1� p)

n�i

� p

Æn

(1� p)

n(1�Æ)

2

nH

2

(Æ)

� si Æ > p, alors

p

Æn

(1� p)

n(1�Æ)

2

nH

2

(Æ)

q

8nÆ(1� Æ)

�

n

X

i=Æn

C

i

n

p

i

(1� p)

n�i

� p

Æn

(1� p)

n(1�Æ)

2

nH

2

(Æ)
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Annexe B

Quelques propriétés des ellules de

Voronoï

B.1 Dé�nition et distribution des distanes

Rappelons dans un premier temps la dé�nition d'une ellule de Voronoï. Soit C un

ode q-aire de longueur m et de tailleM . La ellule de Voronoï du mot de ode v, notée

V (v) est dé�nie par :

V (v) = fu 2 F

m

q

; 8v

0

2 C d

H

(u; v) � d

H

(u; v

0

)g (B.1)

v est don le mot de ode le plus prohe du mot u. Du point de vue du odage de soure,

v est interprété omme la valeur quanti�ée de u. La dé�nition (B.1) est ependant

impréise : il apparaît en e�et que les mots u équidistants de deux (ou plus) mots

de ode appartiennent à plusieurs régions ! Les frontière des ellules de Voronoï sont

don mal dé�nies lorsque l'on utilise (B.1). Dans bien des as, il est souhaitable que

les régions de Voronoï forment une partition de F

m

q

. À ette �n, lorsqu'un mot u est

équidistant de plusieurs mots de ode, la ellule de Voronoï à laquelle il appartient est

hoisie au hasard.

Intéressons-nous à la distribution des distanes à l'intérieur des ellules de Voronoï

en introduisant �

i

(v) et �

i

leur moyenne :

0 � i � m; v 2 C �

i

(v) = jfu 2 V (v); d

H

(u; v) = igj

0 � i � m �

i

=

1

M

X

v2C

�

i

(v) (B.2)

Lemme B.1.1 Les oe�ients (�

i

)

0�i�m

ont les propriétés suivantes :

0 � �

i

� C

i

m

(q � 1)

i

(B.3)

m

X

i=0

�

i

=

q

m

M

(B.4)
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Preuve

L'inégalité (B.3) se déduit de :

�

i

(v) � jfu 2 F

m

q

; d

H

(u; v) = igj = (q � 1)

i

C

i

m

:

(B.4) est la onséquene du partitionnement de F

m

q

en régions de Voronoï :

m

X

i=0

�

i

(v) = jV (v)j

m

X

i=0

�

i

=

1

M

X

v2C

jV (v)j =

q

m

M

2

Dans le as d'un ode linéaire de dimension k (M = q

k

), il est possible de hoisir des

ellules de Voronoï toutes de même ardinal q

n�k

: elles sont alors toutes translatées

les unes des autres. Ainsi, lorsqu'on a �xé la frontière d'une région de Voronoï, on �xe

en même temps les frontières des autres régions. Par onséquent �

i

(v) est indépendant

de v et on peut identi�er �

i

ave �

i

(0), i.e. le nombre de hefs de lasse de poids i :

�

i

est don un entier. La ellule de Voronoï d'un ode q-aire linéaire est stable par

multipliation par un salaire, par onséquent �

i

est un multiple de q� 1 lorsque i est

non nul.

B.2 Minoration de

P

i

f(i)�

i

Soient f : IR ! IR une fontion roissante et d un nombre réel positif. Notre but

est de minorer la somme des valeurs prises par f sur l'ensemble des entiers naturels

pondérés par les (�

i

)

i2IN

dé�nis dans la setion préédente. Distinguons dans l'ensemble

de sommation deux sous-ensembles : les termes tels que i est stritement inférieur à d

et eux pour lesquels i est supérieur ou égal à d. Par hypothèse sur f , nous pouvons

érire :

m

X

i=0

f(i)�

i

�

d�1

X

i=0

f(i)�

i

+ f(d)

m

X

i=d

�

i

:

Rérivons alors (B.4) en

P

i�d

�

i

= q

m

=M�

P

i<d

�

i

et injetons ette égalité dans l'inégalité

préédente :

m

X

i=0

f(i)�

i

� f(d)

q

m

M

�

d�1

X

i=0

(f(d)� f(i))�

i

En�n utilisons l'inégalité (B.3) pour obtenir une borne g(d) indépendante des �

i

:

m

X

i=0

f(i)�

i

� f(d)

q

m

M

�

d�1

X

i=0

(f(d)� f(i))(q � 1)

i

C

i

m

= g(d)
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P

i

f(i)�

i
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A�n de maximiser g(d), nous alulons la di�érene g(d)� g(d� 1) :

g(d)� g(d� 1) = (f(d)� f(d� 1))

 

q

m

M

�

d�1

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

m

!

Puisque f est roissante, g est maximum lorsque d est le plus grand entier naturel

véri�ant

d�1

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

m

�

q

m

M

; (B.5)

ou, de manière équivalente, le plus petit entier tel que

P

i�d

(q� 1)

i

C

i

m

�

q

m

M

lorsque M

est stritement plus grand que 1. Par la suite, g(d) désignera la borne inférieure après

maximisation par le bon hoix de l'entier d. Cette borne est valable pour tous les odes

en blo, qu'ils soient linéaires ou non.

La valeur de d ayant été ainsi alulée, on peut interpréter d� 1 omme la apaité

de orretion maximale d'un ode de longueur et de taille données.

Déterminons à présent les as pour lesquels la borne g(d) se onfond ave la somme

P

i

f(i)�

i

.

Lemme B.2.1 Soit f : IR ! IR une fontion stritement roissante. La borne infé-

rieure g(d) est égal à

P

i

f(i)�

i

si et seulement si le ode C est parfait ou quasi-parfait.

Preuve

Supposons que

g(d) =

q

m

M

f(d)�

X

i<d

(f(d)� f(i))(q � 1)

i

C

i

m

=

X

i

f(i)�

i

En utilisant la formule (B.4) pour remplaer q

m

=M par

P

i

�

i

et en réarrangeant les

termes, l'égalité préédente devient

m

X

i=d

(f(i)� f(d))�

i

=

d�1

X

i=0

(f(d)� f(i))

�

�

i

� (q � 1)

i

C

i

m

�

(B.6)

Or la fontion f est supposée stritement roissante, le terme de gauhe de ette équa-

tion est don positif. Par ailleurs, le terme de droite est négatif du fait de la roissane

de f et de l'inégalité (B.3). Par onséquent, les deux termes sont nuls, e qui implique

i 2 f0; � � � ; d� 1g �

i

= (q � 1)

i

C

i

m

;

i 2 fd+ 1; � � � ; mg �

i

= 0:

Ces valeurs des oe�ients �

i

orrespondent à des odes parfaits ou quasi-parfaits.

Réiproquement, si l'on suppose que le ode est parfait ou quasi-parfait, l'égalité (B.6)

est véri�ée. Le lemme est ainsi démontré.

2
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B.3 Les ellules de Voronoï ne sont pas reuses

Nous nous proposons de démontrer un résultat assez intuitif et que nous n'avons

pas trouvé dans la littérature.

Théorème B.3.1 Soit C un ode linéaire q-aire de longueur n et de rayon de reou-

vrement � (i.e. � = max

u2F

n

q

min

v2C

d

H

(u; v)). Les poids des hefs de lasse de la ellule

de Voronoï du mot nul véri�ent

8i 0 � i � � �

i

6= 0:

Ce qui peut se reformuler par : il n'y a pas de � trous � dans la distribution des poids

de la ellule de Voronoï du mot nul.

Preuve

Soit S

w

l'ensemble des mots de poids w et C

�

le ode C privé du mot nul. Par dé�nition

de �, �

�

est non nul. Nous allons supposer l'existene d'un �

w

nul pour w stritement

ompris entre 0 et �, 'est-à-dire

9w; 0 < w < � �

w

= 0 =)

(

8x 2 S

w

9 2 C

�

d

H

(; x) � d

H

(0; x) (a)

9y 2 S

w+1

8

0

2 C

�

d

H

(y; 

0

) � d

H

(y; 0) (b)

(B.7)

Nous allons montrer que nous pouvons être plus préis en transformant les inégalités

préédentes en égalité.

Premier as : supposons que l'inégalité (a) soit strite. Il existe alors un mot x de poids

w et un mot  tels que

d

H

(y; x) = 1

d

H

(; x) < w = d

H

(x; 0)

En appliquant l'inégalité triangulaire, nous obtenons d

H

(y; ) < w+1, e qui ontredit

l'inégalité (b).

Deuxième as : supposons que l'inégalité (b) soit strite. Il existe un veteur x de S

w

tel que d

H

(y; x) = 1. L'inégalité (a) nous assure l'existene d'un mot de ode  tel que

d

H

(; x) � d

H

(0; x) = w. Par inégalité triangulaire, on obtient d

H

(y; ) � w+1. Or, de

l'inégalité (b), on déduit que d

H

(y; ) > w + 1. D'où ontradition.

Par onséquent, nous pouvons érire

9w; 0 < w < � �

w

= 0 =)

8

>

<

>

:

8x 2 S

w

9 2 C

�

d

H

(; x) = d

H

(0; x)

9y 2 S

w+1

9̂ 2 C

�

d

H

(y; ̂) = d

H

(y; 0)

8

0

2 C

�

d

H

(y; 

0

) � d

H

(y; 0)

Dé�nissons S(y) = f 2 C

�

; d

H

(y; ) = d

H

(y; 0)g. Notons que S(y) n'est pas vide en

raison de l'existene de ̂. Posons

Z = S(y)

\

0

B

B

�

\

x2S

w

d

H

(x;y)=1

S(x)

1

C

C

A
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et supposons et ensemble non vide : soit  un élément de Z. Alors pour haque om-

posante i non nulle de y, il existe un mot x à distane w de  et à distane 1 de y tel

que y et x di�èrent en leur i

e

omposante :

y = x+ y

i

e

i

où e

i

est le i

e

veteur anonique (le veteur dont la seule omposante non nulle est la

i

e

qui vaut 1). Supposons y

i

= 

i

. On en déduit x

i

6= 

i

. Or

d

H

(y; ) = d

H

(x + y

i

e

i

; ) = d

1;���;i�1

H

(x + y

i

e

i

; ) + d

i+1;���;m

H

(x+ y

i

e

i

; ) + d

H

(y

i

; 

i

)

= d

1;���;i�1

H

(x; ) + d

i+1;���;m

H

(x; ) < w

e qui est ontraire aux hypothèses sur y. Ce raisonnement est valable pour toutes les

omposantes non nulles de y. Don y et  di�èrent au moins sur le support de y or

d

H

(y; ) = w + 1 = w

H

(y) par hypothèse.

On en déduit dans le as binaire que  = 0, e qui est impossible don l'ensemble Z est

vide. Puisque S(y) est non vide, il existe don un mot de poids w appartenant à V (0),

e que nous voulions démontrer.

Dans le as général q-aire, on en déduit que tous les éléments de Z ont un poids inférieur

ou égal à w+1. Par dé�nition de Z,  a au moins une omposante non nulle. Notons-la



i

0

. Puisque le support de y ontient elui de , y

i

0

est non-nul. Il existe don un élément

non nul � de F

q

tel que y

i

0

= �

i

0

. Le ode étant linéaire, � est un élément du ode tel

que d

H

(y; �) � w e qui ontredit les hypothèses sur y. Par onséquent, Z est vide,

e qui démontre l'existene d'un mot de poids w appartenant à V (0).

2
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Annexe C

Démonstrations de la onvergene des

bornes inférieures

Avant de démontrer les onvergenes des bornes inférieures P

emi

, D

inf

, P

esi

et D

si

,

nous allons tout d'abord étudier la onvergene d'un paramètre ommun à es bornes,

à savoir la apaité de orretion maximale. L'ordre des démonstrations est di�érent

de l'ordre d'apparition des bornes dans le orps du doument : nous avons hoisi de les

présenter dans ette annexe par omplexité roissante.

C.1 Convergene de la apaité de orretion maxi-

male

Supposons que l'on dispose d'une suite d'entiers (k

n

) telle que lim

n!1

k

n

=n log

2

q =

R, R étant �xé et non nul. Par la suite, nous omettrons la dépendane de k

n

par rapport

à n, le notant simplement k. Introduisons une nouvelle suite d'entiers (d

n

) dé�nie par

8n 2 IN d

n

= maxfj 2 IN =

X

i<j

(q � 1)

i

C

i

n

� q

n�k

g (C.1)

Puisqu'ils dépendent de k et de n, les entiers (d

n

) dépendent don aussi de R. Posons

Æ

n

= d

n

=n et Æ

0

n

= (d

n

� 1)=n. Si nous étudions des odes (n; k) alors d

n

peut être

interprété omme le rayon de reouvrement minimal (sans pour autant pouvoir garantir

qu'il existe un ode de rayon de reouvrement d

n

) et d

n

� 1 omme la apaité de

orretion maximale (il ne nous est pas pour autant possible de garantir qu'il existe

un ode de apaité de orretion d

n

� 1). L'inégalité (C.1) est aussi appelée dans la

littérature ([7, 43, 11℄) borne de reouvrement sphérique (sphere overing bound), borne

de Hamming ou borne d'empilement des sphères (sphere paking bound). La dé�nition
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des entiers d

n

par (C.1) se traduit alors par deux inégalités :

nÆ

0

n

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

� q

n�k

nÆ

n

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

> q

n�k

:

Notons que la fontion rendement-distorsion R

SqS

d'une SqS se onfond ave la

apaité C

CqS

d'un anal CqS sans perte de généralité. Nous utiliserons dans ette se-

tion la notation C

CqS

. Remarquons aussi que ette fontion est déroissante et bijetive

sur l'intervalle [0; 1� 1=q℄ : sa réiproque sur et intervalle est dé�nie et notée C

�1

CqS

()

Nous souhaitons démontrer le théorème suivant, préédemment énoné dans [11℄ où la

preuve onsiste en le rappel de la double inégalité du théorème A.2.1.

Théorème C.1.1 Soit R un réel véri�ant 0 < R � log

2

q, alors

lim

n!1

Æ

0

n

= C

�1

CqS

(R):

Commençons par établir le lemme suivant.

Lemme C.1.1 Si n est assez grand alors Æ

0

n

� 1� 1=q

Preuve

L'hypothèse d'un rendement R non nul implique que Æ

0

n

< 1 pour n su�samment

grand. Supposons alors Æ

0

n

> 1 � 1=q. Utilisons par ailleurs les inégalités (C.1) et le

théorème A.1.1 pour obtenir

q

n

p

2n

�

q

n

q

8n

1

q

(1�

1

q

)

=

2

H

2

(n(1�1=q))

(q � 1)

n(1�

1

q

)

q

8n

1

q

(1�

1

q

)

�

nÆ

0

n

X

i=0

(q�1)

i

C

i

n

� 2

(n�k) log

2

q

= q

n�k

:

En prenant le logarithme des membres extrêmes de ette triple inégalité et en réarran-

geant les termes, nous obtenons

k

n

log

2

q �

log

2

2n

2n

:

Puisque R, qui est la limite de

k

n

log

2

q, est non nul, ette inégalité est fausse à partir

d'un ertain rang. Par onséquent Æ

0

n

� 1� 1=q, e que nous voulions démontrer. Nous

en déduisons par ailleurs que Æ

n

< 1� 1=q.

2

Nous pouvons alors nous onentrer sur le théorème C.1.1. Utilisant suessivement

l'inégalité (C.2), la dé�nition de Æ

0

n

, l'inégalité sur les sommes de oe�ients bino-

miaux (A.2.1) et le lemme préédent, nous obtenons

q

n�k

<

nÆ

n

P

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

<

nÆ

0

n

P

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

+ (q � 1)

nÆ

n

C

nÆ

n

n

< (q � 1)

nÆ

0

n

2

nH

2

(Æ

0

n

)

+ (q � 1)

nÆ

n

n�nÆ

0

n

nÆ

n

C

nÆ

0

n

n

:
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En réutilisant le théorème A.2.1,

q

n�k

< (q � 1)

nÆ

0

n

2

nH

2

(Æ

0

n

)

 

1 + (q � 1)

1� Æ

0

n

Æ

n

!

: (C.2)

Divisons alors les deux membres de ette inégalité par q

n�k

pour utiliser (1.12) et

prenons-en le logarithme à base 2 et redivisons par n

0 <

k

n

log

2

q � C

CqS

(Æ

0

n

) +

1

n

log

2

 

1 + (q � 1)

1� Æ

0

n

Æ

n

!

: (C.3)

Puisque Æ

n

� 1=n, nous pouvons a�rmer

lim

n!1

1

n

log

2

 

1 + (q � 1)

1� Æ

0

n

Æ

n

!

= 0:

Nous allons maintenant exploiter l'inégalité (C.2) en utilisant ette fois-i la minoration

des sommes de oe�ients binomiaux indiquée dans le théorème A.2.1.

q

n�k

�

nÆ

0

n

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

>

(q � 1)

nÆ

0

n

2

nH

2

(Æ

0

n

)

q

8nÆ

0

n

(1� Æ

0

n

)

:

Cette dernière inégalité est équivalente à

k

n

log

2

q < C

CqS

(Æ

0

n

) +

1

2n

log

2

(8nÆ

0

n

(1� Æ

0

n

)): (C.4)

Combinons alors les inégalités (C.4) et (C.3)

C

CqS

(Æ

0

n

)�

1

n

log

2

 

1 + (q � 1)

1� Æ

0

n

Æ

n

!

<

k

n

log

2

q < C

CqS

(Æ

0

n

) +

1

2n

log

2

(8nÆ

0

n

(1� Æ

0

n

)):

(C.5)

Nous déduisons de ette dernière double inégalité que Æ

0

n

admet une limite Æ :

lim

n!1

Æ

0

n

= lim

n!1

Æ

n

= C

�1

CqS

(R) = Æ; (C.6)

e que l'on souhaitait prouver.

C.2 Convergene de P

emi

La borne P

emi

s'appliquant dans le domaine du odage de anal, le rendement R de

la setion préédente est désormais noté R



. Nous souhaitons à présent démontrer que

ette borne inférieure P

emi

de la probabilité d'erreur par mot sur CqS onverge vers

0 lorsque le rendement R



est inférieur à la apaité du anal C

CqS

(P ) et vers 1 dans
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le as ontraire. Rappelons le lien entre p et P : P = (q � 1)p. Rappelons d'abord la

dé�nition de la borne P

emi

(théorème 1.1.1) :

P

emi

= 1�

d�1

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

p

i

(1� P )

n�i

�

 

q

n�k

�

d�1

X

i=0

(q � 1)

i

C

i

n

!

p

d

(1� P )

n�d

; (C.7)

n désignant la longueur du ode, k sa dimension et d étant le plus grand entier véri�ant :

X

i<d

(q � 1)

i

C

i

n

� q

n�k

:

Nous avons fait abstration dans les notations de la dépendane de P

emi

et de d

vis-à-vis de n et R



a�n de les alléger. Si le rendement R



vaut log

2

q, il est alors

possible de montrer diretement que P

emi

onverge vers 1 lorsque n tend vers l'in�ni.

Introduisons omme dans le paragraphe C.1 Æ

n

= d=n et Æ

0

n

= (d�1)=n. Supposons que

nous disposons d'une famille de odes de rendement limite R



donné véri�ant 0 < R



<

log

2

q. La suite (Æ

n

) admet alors une limite Æ = C

�1

CqS

(R



) d'après le théorème (C.1.1).

Cette limite véri�e Æ < 1� 1=q : il existe don un n assez grand tel que Æ

n

< 1� 1=q.

De même, un rendement R



di�érent de log

2

q implique que Æ

0

n

est stritement positif

à partir d'un ertain rang n et que Æ est stritement positif.

Supposons à présent que Æ

0

n

� P . En appliquant les théorèmes (A.2.2) et (A.1.1), nous

obtenons un enadrement de P

emi

P

emi

� 1� P

nÆ

0

n

(1� P )

n(1�Æ

0

n

)

2

nH

2

(Æ

0

n

)

0

�

1 +

P (1� Æ

0

n

)

(1� P )Æ

n

q

2�nÆ

0

n

(1� Æ

0

n

)

1

A

(C.8)

P

emi

� 1�

P

nÆ

0

n

(1� P )

n(1�Æ

0

n

)

2

nH

2

(Æ

0

n

)

q

8nÆ

0

n

(1� Æ

0

n

)

 

1 +

P (1� Æ

0

n

)

(1� P )Æ

n

!

(C.9)

De l'inégalité 1� 1=q > Æ > 0, nous déduisons

lim

n!1

1

p

8nÆ

0

n

(1�Æ

0

n

)

= 0 (C.10)

lim

n!1

P (1�Æ

0

n

)

(1�P )Æ

n

p

2�nÆ

0

n

(1�Æ

0

n

)

= 0: (C.11)

Conentrons-nous maintenant sur le terme ommun à la majoration et à la minoration

de P

emi

(double inégalité (C.9)) en le rérivant

P

nÆ

0

n

(1� P )

n(1�Æ

0

n

)

2

nH

2

(Æ

0

n

)

= 2

n(H

2

(Æ

0

n

)+Æ

0

n

log

2

P+(1�Æ

0

n

) log

2

(1�P ))

:

Or l'inégalité de Gibbs a�rme que H

2

(Æ

0

n

) + Æ

0

n

log

2

P + (1� Æ

0

n

) log

2

(1� P ) � 0 quelle

que soit la valeur de P et que l'inégalité ne devient égalité que si Æ

0

n

= P (l'inégalité de

Gibbs est dans e as équivalente à la propriété de onavité de la fontion H

2

). Par

onséquent Æ

0

n

< P implique lim

n!1

P

emi

= 1. La déroissane de la apaité en fontion

de P et le théorème C.1.1 nous permettent alors d'a�rmer

C

CqS

(P ) < R



=) lim

n!1

P

emi

= 1 (C.12)
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Nous avons don prouvé la réiproque forte du théorème de odage de anal dans le

as du CqS.

Supposons à présent que Æ

0

n

> P . Nous souhaitons montrer que P

emi

onverge vers

0.

P

emi

� 1�

P

nÆ

0

n

i=0

C

i

n

P

i

(1� P )

n�i

�

P

n

i=nÆ

n

C

i

n

P

i

(1� P )

n�i

�

P

n(1�Æ

n

)

i=0

C

i

n

P

n�i

(1� P )

i

:

(C.13)

Puisque nous supposons que l'inégalité Æ

0

n

> P est vraie, alors 1 � Æ

n

< 1 � P et

l'appliation du théorème A.2.2 nous donne

n(1�Æ

n

)

X

i=0

C

i

n

P

n�i

(1� P )

i

� P

nÆ

n

(1� P )

n(1�Æ

n

)

2

nH

2

(1�Æ

n

)

En utilisant les mêmes arguments que dans le as Æ

0

n

< P , nous montrons que si Æ

0

n

> P

alors lim

n!1

P

emi

= 0, e qui se reformule en

C

CqS

(P ) > R



=) lim

n!1

P

emi

= 0; (C.14)

onluant ainsi notre démonstration.

P

emi

est don asymptotiquement une bonne borne inférieure de la probabilité d'er-

reur par mot.

C.3 Convergene de D

inf

La borne D

inf

s'appliquant dans le domaine du odage de soure, le rendement R

de la première setion est désormais noté R

s

. Rappelons l'expression de la borne de la

distorsion réée par la ompression d'une SqS par un ode en blo de longueur m et de

dimension k (théorème 1.2.1) :

D

inf

=

d

m

�

1

mq

m�k

X

i<d

(d� i)(q � 1)

i

C

i

m

(C.15)

d est analogue à la suite (d

m

) introduite au paragraphe C.1. Dé�nissons alors Æ

m

par

mÆ

m

= d et Æ

0

m

= Æ

m

� 1=m. Nous voulons prouver que, R

s

étant non-nul, on a alors

lim

m!1

k

m

log

2

q = R

s

=) lim

m!1

D

inf

= R

�1

SqS

(R

s

): (C.16)

En d'autres termes, D

inf

est une borne asymptotiquement bonne de la distorsion.



164 C. Démonstrations de la onvergene des bornes inférieures

Nous supposons don omme dans la setion C.1 disposer d'une suite d'entiers (k

m

)

telle que

lim

m!1

k

m

m

log

2

q = R

s

ave R

s

non nul. De nouveau, nous omettrons l'indie des entiers k

m

, notés à présent k,

a�n d'alléger les notations. Nous allons ommener par énoner et prouver un lemme.

Lemme C.3.1

lim

m!1

1

q

m�k

mÆ

0

m

X

i=0

(Æ

m

� i=m)(q � 1)

i

C

i

m

= 0:

Preuve

Posons

� =

mÆ

0

m

X

i=0

(Æ

m

� i=m)(q � 1)

i

C

i

m

:

Rérivons � en substituant mÆ

0

m

� i à i

� =

(q � 1)

mÆ

0

m

m

C

mÆ

0

m

m

0

�

1 +

mÆ

0

m

X

i=1

(q � 1)

�i

(i+ 1)

(mÆ

0

m

) � � � (mÆ

0

m

� i + 1)

(m�mÆ

0

m

+ 1) � � � (m�mÆ

0

m

+ i)

1

A

Introduisons r

m

= mÆ

0

m

=((q � 1)(m � mÆ

0

m

+ 1)) a�n d'exprimer plus failement une

majoration de � :

� � (q � 1)

mÆ

0

m

C

mÆ

0

m

m

mÆ

m

X

i=0

i+ 1

m

r

i

m

(C.17)

Nous reonnaissons dans le membre de droite de (C.17) les premiers termes d'une série

onvergente ar r

m

< 1 si m est assez grand (par appliation du lemme (C.1.1)). De

plus, puisque Æ

0

m

admet une limite Æ, r

m

admet lui aussi une limite r : r = Æ=((q �

1)(1� Æ)). Or, par hypothèse, le rendement R

s

est non nul, don r est stritement plus

petit que 1 Par onséquent, nous pouvons majorer �

� � (q � 1)

mÆ

0

m

C

mÆ

0

m

m

1

m(1� r

m

)

2

Le théorème C.1.1 et la non-nullité de R

s

nous permettent don d'a�rmer

lim

m!1

1

(1� r

m

)

2

=

1

(1� r)

2

<1

(q � 1)

mÆ

0

m

C

mÆ

0

m

m

q

m�k

� 1

d'où le résultat énoné dans le lemme (C.3.1).

lim

m!1

�

q

m�k

= 0: (C.18)

2
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Preuve du théorème 1.2.2 Nous allons d'abord prouver la onvergene de la

borne inférieure D

inf

grâe au lemme préédent et aux résultats de la setion C.1. Puis

nous prouverons que ette borne est supérieure aux meilleures performanes possibles

théoriquement (i.e. D

inf

> R

�1

SqS

(R

s

)).

Rérivons D

inf

à partir de sa dé�nition (équation (C.15)) et de � :

D

inf

= Æ

m

�

�

q

m�k

Les formules (C.6) et (C.18) prouvent que la borne inférieure onverge vers la fontion

rendement-distorsion si R

s

est non nul. Si R

s

est nul, il est aisé de montrer diretement

que la borne inférieure onverge vers 1� 1=q, e que nous ne ferons pas ii a�n de ne

pas ompliquer inutilement le raisonnement.

Il nous reste don à montrer que D

inf

> R

�1

SqS

(R

s

). Remarquons que D

inf

est la distor-

sion orrespondant à un ode parfait ou quasi-parfait de longueur m, de dimension k,

de apaité de orretion d� 1 sans garantie que elui-i existe réellement. Notons e

ode C. Considérons le ode C

0

de longueur et dimension doubles par rapport à elles de

C. Choisissons le ode C

0

omme la onaténation de C ave lui-même (i.e. C

0

= C �C).

La apaité de orretion maximale pour un tel rendement et une longueur 2m est

notée d

0

� 1 et la borne inférieure de la distorsion D

0

inf

. En élevant au arré les deux

membres de (C.1), on montre que d

0

� d. La distorsion de C

0

est égale à la distorsion

de C (par dé�nition de la distorsion (1.29)). Nous observons que

� le nombre �

0

i

de hefs de lasse de poids i de C

0

est le i

e

élement de la onvolution

des (�

i

)

0�i�m�k

ave eux-mêmes, �

i

étant le nombre de hefs de lasse de poids

i de C ;

� la borne inférieure D

inf

pour la longueur m et le rendement R

s

est obtenue en

substituant à �

i

le oe�ient �

i

= (q�1)

i

C

i

m

lorsque i < d, �

d

= q

m�k

�

P

d�1

i=0

(q�

1)

i

C

i

m

lorsque i = d et 0 sinon (�

i

est le nombre de mots de poids i et de longueur

m).

Une minoration de la distorsion du ode onaténé C

0

est don obtenue en alulant

D

0

= (

P

i

i�

0

i

)=(2mq

2m�2k

) ave �

0

i

=

P

min(i;d)

j=max(0;i�d)

�

j

�

i�j

. Tous aluls faits, nous trou-

vons que D

0

= D

inf

, 'est-à-dire que la borne inférieure de la distorsion du ode ona-

téné C

0

alulée par onvolution est identique à la borne inférieure de la distorsion

du ode C. Puisque d

0

� d, l'interprétation de la borne inférieure donnée pour les

odes linéaires s'applique : D

0

inf

� D

0

= D

inf

. Puisque D

inf

onverge vers la fontion

rendement-distorsion à rendement R

s

�xé et que nous pouvons extraire une sous-suite

déroissante de bornes inférieures nous avons prouvé :

D

inf

� R

�1

SqS

(R

s

)

Le théorème 1.2.2 est don prouvé.
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C.4 Convergene de P

esi

Rappelons tout d'abord l'expression de la borne inférieure de la probabilité d'erreur

par symbole P

esi

P

esi

=

1

k

0

�

k

X

a=1

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

(q � 1)

w

C

w

n

p(w) +

k

X

a=0

 

w

s

a

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� s

a

q

n�k

!

p(w

s

a

+ 1)

1

A

où la suite (s

i

)

i2IN

est dé�nie par

s

i

=

i

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

k

(C.19)

et la suite (w

i

)

i=1;���;q

k
par

w

i

= argmaxfj =

j

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� iq

n�k

g (C.20)

et p(w) = p

w

(1� P )

n�w

.

Nous voulons démontrer les théorèmes 1.1.4 et 1.1.5 qui donnent le omportement

asymptotique de P

esi

en fontion du rendement de anal R



et de la apaité du anal

q-aire symétrique C

CqS

(P ) :

R



< C

CqS

(P ) lim

n!1

P

esi

= 0 (théorème 1.1.4)

C

CqS

(P ) < R



< log

2

q lim

n!1

P

esi

= C

�1

CqS

�

log

2

q

R



C

CqS

(P )

�

(théorème 1.1.5).

Preuve

Commençons par démontrer le théorème 1.1.4.

Déomposons la borne inférieure en deux termes :

P

1

=

1

k

k

X

a=0

 

w

s

a

X

w=0

(q � 1)

w

C

w

n

� s

a

q

n�k

;

!

p(w

s

a

+ 1)

P

2

=

1

k

k

X

a=1

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

(q � 1)

w

C

w

n

p(w):

Par dé�nition des w

s

a

, P

1

est une somme de k + 1 termes négatifs ou nuls dont le

dernier terme est nul (w

s

k

= n) et peut être majorée en valeur absolue par

jP

1

j �

1

k

k�1

X

a=0

C

w

s

a

+1

n

(q � 1)

w

s

a

+1

p(w

s

a

+ 1):
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Chaun des es k � 1 termes est inférieur à C

b(n+1)P 

n

P

b(n+1)P 

(1 � P )

n�b(n+1)P 

. En

utilisant le théorème A.1.1, il vient

jP

1

j �

2

nH

2

(

b(n+1)P

n

)

P

b(n+1)P 

(1� P )

n�b(n+1)P 

q

2�b(n+ 1)P (1�

b(n+1)P 

n

)

�

2

n(H

2

(

b(n+1)P

n

)+

b(n+1)P

n

log

2

P+(1�

b(n+1)P

n

) log

2

(1�P ))

q

2�b(n+ 1)P (1�

b(n+1)P 

n

)

:

On reonnaît dans l'exposant la di�érene entre la fontionH

2

et sa tangente T

P

dé�nie

par T

P

: x 7! �x log

2

P � (1 � x) log

2

(1 � P ). Cette di�érene est don de l'ordre de

O((

b(n+1)P 

n

� P )

2

), 'est-à-dire de l'ordre de O(n

�2

). Par onséquent P

1

tend vers 0

lorsque n tend vers l'in�ni.

Contrairement à P

1

, nous aurons besoin de l'hypothèse sur le rendement pour montrer

la onvergene de P

2

. Ce dernier peut être simplement majoré par

P

2

�

n

X

w=w

s

0

+1

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

:

Si X désigne un veteur de n variables binomiales indépendantes et de paramètre P

alors son poids moyen est nP et la variane du poids nP (1�P ). Il vient en appliquant

l'inégalité de Bienaymé-Thebyhe� au poids de X :

P

2

� Pr(w

H

(X) � w

s

0

+ 1)

� Pr(jw

H

(X)� nP j � w

s

0

+ 1� nP )

�

nP (1� P )

(w

s

0

+ 1� nP )

2

:

Il déoule de la dernière inégalité que le omportement de P

2

dépend de w

s

0

. Or e

dernier est égal au d introduit dans l'annexe C.1. Puisque R



< C

CqS

(P ), on en déduit

que (w

s

0

+ 1� nP )

2

se omporte omme n

2

à l'in�ni don que P

2

onverge vers 0.

Cei onlut la démonstration du théorème 1.1.4.

Démontrons à présent le théorème 1.1.5. La démonstration préédente nous a permis

de voir que le terme prépondérant dans le omportement asymptotique de P

esi

était le

terme P

2

dé�ni par

P

2

=

1

k

k

X

a=1

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

(q � 1)

w

C

w

n

p(w)

puique le terme P

1

tend vers 0 lorsque la longueur n tend vers l'in�ni. Il nous su�t

don de démontrer

lim

n!1

P

2

= C

�1

CqS

 

log

2

q

R



C

CqS

(P )

!

:

L'idée de la démonstration onsiste à interpréter P

2

omme une moyenne de probabilités

portant sur le veteur X formé de n variables aléatoires binomiales indépendantes et

de paramètre p. Le poids de Hamming de X, w

H

(X), est en moyenne nP et de variane
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nP (1�P ). Par onséquent, lorsque e poids sera trop éloigné de nP , leur ontribution

à P

2

sera négligeable et la limite déoulera de la ontribution des poids moyens.

Formalisons maintenant ette idée. Soit � un réel stritement positif tel que P + � <

1� 1=q. Introduisons b et  deux entiers tels que

b = maxfa; 0 � a � k; w

s

a

< n(P � �)g (C.21)

 = minfa; 0 � a � k; w

s

a�1

+ 1 > n(P + �)g: (C.22)

Il vient alors en appliquant le théroème A.2.2 et en utilisant les propriétés de onvexité

de la fontion H

2

1

k

b

X

a=1

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

�

w

s

b

X

w=0

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

� 2

n(H

2

(w

s

b

=n)�T

P

(w

s

b

=n))

� exp

 

�

n

2

�

w

s

b

n

� P

�

2

!

� exp

�

�

n

2

�

2

�

: (C.23)

De même, nous obtenons pour les poids élevés

1

k

k

X

a=

a

w

s

a

X

w=w

s

a�1

+1

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

� exp

�

�

n

2

�

2

�

: (C.24)

Le terme P

2

est don majoré par

P

2

� 2 exp

�

�

n

2

�

2

�

+



k

w

s



X

w=w

s

b

+1

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

� 2 exp

�

�

n

2

�

2

�

+



k

: (C.25)

La limite de



k

est obtenue à partir de la dé�nition de  (C.22) :

w

s

�1

+1 > n(P+�) � w

s

�2

+1 =) C

CqS

�

w

s

�1

+ 1

n

�

� C

CqS

(P+�) � C

CqS

�

w

s

�2

+ 1

n

�

:

L'appliation de l'inégalité (A.3) à la dé�nition des w

s

a

(C.20) permet d'obtenir, après

quelques manipulations,

R

log

2

q

C

CqS

�



k

�

+ o(n

�1

) � C

CqS

(P + �) �

R

log

2

q

C

CqS

�



k

�

+ o(n

�1

): (C.26)

Minorons maintenant P

2

P

2

�

b+ 1

k

w

s



X

w=w

s

b

+1

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

�

b+ 1

k

n(P+�)

X

w=n(P��)

C

w

n

P

w

(1� P )

n�w

: (C.27)
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L'inégalité de Bienaymé-Thebyhe� permet de simpli�er la minoration de P

2

P

2

�

b + 1

k

 

1�

P (1� P )

n�

2

!

: (C.28)

Comme pour , nous obtenons pour b :

R

log

2

q

C

CqS

 

b+ 1

k

!

+ o(n

�1

) � C

CqS

(P � �) �

R

log

2

q

C

CqS

 

b+ 1

k

!

+ o(n

�1

): (C.29)

En hoisissant onvenablement � (� = O(n

�1=4

) par exemple), on déduit des inégali-

tés (C.25),(C.26), (C.28) et (C.29) que

lim

n!1

P

2

= C

�1

CqS

 

log

2

q

R



C

CqS

(P )

!

:

La onvergene de la borne P

esi

est don totalement prouvée.

2

C.5 Convergene de D

si

Nous voulons démontrer que la borne D

si

, introduite au paragraphe 2.4.2 et dé�nie

par

D

si

=

1

m2

m�n

0

�

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

2

4

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+1

lC

l

m

+ (1 + w

s

a

)

 

s

a

2

m�n

�

w

s

a

X

l=0

C

l

m

!

1� 2p

1� p

3

5

1

A

(C.30)

(où m, n et p désignent respetivement la longueur du ode linéaire, sa dimension et

le paramètre du CBS et où w

i

et s

a

sont les suites dé�nies dans la setion préédente),

onverge vers les meilleures performanes théoriquement possibles, i.e. :

lim

m!1

n

m

= R =) lim

m!1

D

si

= H

�1

2

(1�R(1�H

2

(p))): (C.31)

Nous allons enadrer D

si

pour montrer sa onvergene. Nous allons tout d'abord

majorer D

si

et montrer la onvergene de la borne supérieure de D

si

obtenue. Com-

mençons par rérire la borne D

si

en utilisant l'égalité (1� 2p)=(1� p) = 1� p=(1� p)

et en regroupant les termes selon les polyn�mes p

a

(1� p)

n�a

:

D

si

=

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

8

<

:

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

lC

l

m

+ (1 + w

s

a

)

 

s

a

2

m�n

�

w

s

a

X

l=0

C

l

m

!

+

(1 + w

s

a�1

)

0

�

w

s

a�1

+1

X

l=0

C

l

m

� s

a�1

2

m�n

1

A

9

=

;

: (C.32)
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Les dé�nitions des entiers w

i

et s

a

(équations (C.20) et (C.19)) montrent que le fateur

de (1+w

s

a�1

) et elui de (1+w

s

a

) sont positifs. La suite (w

i

) étant roissante, D

si

est

don majorée par

D

si

�

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1�p)

n�a

8

<

:

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

lC

l

m

+ (1 + w

s

a

)

0

�

C

a

n

2

m�n

�

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

C

l

m

1

A

9

=

;

:

(C.33)

Cette dernière inégalité peut être rérite en regroupant les oe�ients binomiaux :

D

si

�

1

m

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

C

a

n

(1 + w

s

a

)

+

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

: (C.34)

Une minoration de D

si

est obtenue en rérivant l'égalité (C.32) :

D

si

=

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

8

<

:

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+1

lC

l

m

+ (1 + w

s

a

)

 

s

a

2

m�n

�

w

s

a

X

l=0

C

l

m

!

+

(1 + w

s

a�1

)

0

�

w

s

a�1

X

l=0

C

l

m

� s

a�1

2

m�n

1

A

9

=

;

: (C.35)

En utilisant, d'une part, la dé�nition de la suite (w

i

) et, d'autre part, sa roissane,

nous obtenons :

D

si

�

1

m

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

C

a

n

(1 + w

s

a

)

+

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+1

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

: (C.36)

Les inégalités (C.36) et (C.34), qui donnent un enadrement D

si

, ont en ommun le

premier terme, notéD

1

, les seonds termes étant assez prohes. Étudions la onvergene

de D

1

:

D

1

=

1

m

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

C

a

n

(1 + w

s

a

) (C.37)

Puisque l'entier w

s

a

est majoré par m, seuls les termes pour lesquels a est prohe de

np ontribueront de manière signi�ative à D

1

: en reprenant des arguments similaires

à eux donnés pour montrer la onvergene de P

2

(le terme prédominant de P

esi

) dans

la setion préédente, nous onluons que :

lim

m!1

D

1

= lim

m!1

w

s

bnp

m

= H

�1

2

(1�R(1�H

2

(p))): (C.38)
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Il reste alors à montrer que

lim

m!1

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

= 0 (C.39)

lim

m!1

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+1

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

= 0: (C.40)

Ces deux termes négatifs ne di�èrent que par la présene ou l'absene du oe�ient

binomialC

1+w

s

a�1

m

. Nous nous ontenterons don de donner la démonstration de (C.39),

la preuve de (C.40) reposant sur les mêmes arguments. Introduisons, par ommodité,

D

2

:

D

2

=

1

m2

m�n

n

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

(C.41)

Soient � un réel positif et b un entier naturel tels que n(p + �) < b � 1 < b < n=2.

Déomposons D

2

en une somme de deux termes D

0

2

et D

00

2

:

D

0

2

=

1

m2

m�n

b

X

a=0

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

(C.42)

D

00

2

=

1

m2

m�n

n

X

a=b+1

p

a

(1� p)

n�a

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(l � w

s

a

� 1)C

l

m

: (C.43)

La preuve de la onvergene vers 0 de D

0

2

est identique à la onvergene de � de la

setion C.3. La somme des oe�ients binomiaux est majorée par une série onvergente

(ar a � b) :

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(w

s

a

+ 1� l)C

l

m

= C

w

s

a

m

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(w

s

a

+ 1� l)

w

s

a

�l�1

Y

j=0

w

s

a

� j

m� w

s

a

+ j

� C

w

s

a

m

w

s

a

�w

s

a�1

�2

X

l=0

(l + 1)

 

w

s

a

m� w

s

a

+ 1

!

l

(C.44)

où la dernière inégalité est obtenue en substituant w

s

a

� l à l. La dé�nition de la suite

(w

i

) implique que l'inégalité

C

w

s

a

m

2

m�n

� C

a

n

(C.45)

est vraie. Par onséquent, le fateur 1=m assure la onvergene de D

0

2

vers zéro.

La onvergene de D

00

2

exploite bien sûr le fait que a > b. La dé�nition des entiers

w

i

implique que

1

2

m�n

w

s

a

X

l=w

s

a�1

+2

(w

s

a

+ 1� l)C

l

m

� C

a

n

+

C

1+w

s

a

m

2

m�n

: (C.46)
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De ette inégalité, on tire une majoration de D

00

2

(C.43) :

jD

00

2

j �

1

m

n

X

a=b+1

p

a

(1� p)

n�a

(w

s

a

� w

s

a�1

� 1)C

a

n

+

1

m2

m�n

n

X

a=b+1

p

a

(1� p)

n�a

(w

s

a

� w

s

a�1

� 1)C

1+w

s

a

m

: (C.47)

Le terme (w

s

a

�w

s

a�1

� 1)=m est borné (en raison de la dé�nition des w

i

) et l'inégalité

b > n(p+ �) implique que la somme

P

n

a=b+1

p

a

(1� p)

n�a

C

a

n

onverge vers 0. Le seond

terme intervenant dans la majoration de jD

00

2

j onverge également vers 0 pour des

raisons identiques (en utilisant également l'inégalité (C.45)), e qui ahève la preuve

de la onvergene.
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Annexe D

Codes linéaires parfaits ou

quasi-parfaits

Nous avons vu au premier hapitre que les performanes des odes parfaits ou quasi-

parfaits, tant en odage de anal qu'en odage de soure, sont failes à déterminer : il est

don souhaitable de onnaître les paramètres de es odes. Nous rappelons dans ette

annexe les odes linéaires parfaits ou quasi-parfaits les plus onnus en nous inspirant

de [43℄. Dans ette annexe, m désigne un entier naturel stritement supérieur à 1 (et

non une longueur d'un ode).

D.1 Codes linéaires parfaits

Les di�érents odes (ou familles de odes) parfaits sont données dans le tableau D.1.

Nous rappelons brièvement quelques-unes de leurs aratéristiques.

Type de ode Taille de l'alphabet Longueur n Dimension k d

min

odes de Hamming q

q

m

�1

q�1

q

m

�1

q�1

�m 3

ode de Golay 2 23 12 7

ode de Golay 3 11 6 5

odes à répétition 2 2m+ 1 1 2m+ 1

Tab. D.1 � Table des odes parfaits linéaires.
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D.1.1 Les odes de Hamming

Les odes de Hamming sont des odes yliques onnus pour ne orriger qu'une

seule erreur. Ils onstituent une famille de odes dont le rendement tend vers log

2

q.

Les olonnes de leurs matries de parité ontiennent exatement tous les veteurs non

nuls de F

m

q

non homothétiques entre eux. Leurs performanes sont :

P

em

= 1� (1� P )

n

� (q � 1)np(1� P )

n�1

(D.1)

D =

q � 1

q

m

+ 1

: (D.2)

D.1.2 Les odes de Golay

Ces odes yliques font partie de la famille des odes à résidus quadratiques. Le

ode de Golay binaire ompresse une SBS ave une distorsion D = 0:1240. La proba-

bilité d'erreur par mot de e ode sur CBS est

P

em

= 1� (1� p)

23

� 23p(1� p)

22

� 253p

2

(1� p)

21

� 1771p

3

(1� p)

20

: (D.3)

Le ode de Golay ternaire ompresse une soue ternaire symétrique ave une distorsion

D = 0:1728. La probabilité d'erreur par mot de e ode sur anal ternaire symétrique

est

P

em

= 1� (1� 2p)

11

� 22p(1� 2p)

10

� 220p

2

(1� 2p)

9

: (D.4)

D.1.3 Les odes à répétition

Ces odes se ontentent de répéter le symbole d'information à émettre. Cette famille

de ode a un rendement qui tends vers 0. Leurs performanes sont :

P

em

= P

es

= 1�

m

X

i=0

C

i

2m+1

p

i

(1� p)

2m+1�i

=

2m+1

X

i=m+1

C

i

2m+1

p

i

(1� p)

2m+1�i

(D.5)

D =

1

2

 

1�

C

m

2m+1

2

2m

!

: (D.6)

D.2 Codes linéaires quasi-parfaits

Le tableau D.2 dresse une liste non exhaustive des odes quasi-parfaits linéaires

(on notera qu'il existe également des odes non-linéaires quasi-parfaits tels les odes

de Preparata poinçonnés [43℄).
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Type de ode Taille de

l'alphabet

Longueur n Dimension k d

min

Capaité

de orre-

tion

odes BCH primitifs 2 2

m

� 1 2

m

� 1� 2m 5 2

odes à répétition 2 2m + 2 1 2m + 2 m

odes de Hamming raouris 2 2

m

� 2 2

m

�m� 2 3 1

ode de Wagner 2 23 14 5 2

ode de Golay binaire étendu 2 24 12 8 3

ode de Golay ternaire étendu 3 12 6 6 2

odes de Hamming étendus q

q

m

�1

q�1

+ 1

q

m

�1

q�1

�m 4 1

Tab. D.2 � Table des odes quasi-parfaits linéaires.

D.2.1 Codes BCH binaires primitifs orrigeant deux erreurs

Cette famille des odes BCH binaires primitifs a un rendement qui tend vers 1.

Leurs performanes sont données par :

P

em

= 1� (1� p)

2

m

�1

� (2

m

� 1)p(1� p)

2

m

�2

�(2

m

� 1)(2

m�1

� 1)p

2

(1� p)

2

m

�3

� (2

2m�1

+ 2

m�1

� 1)p

3

(1� p)

2

m

�4

(D.7)

D =

1

2

m

� 1

(

5

2

� 2

�m

� 2

1�2m

): (D.8)

D.2.2 Codes à répétition

Les odes à répétition de longueur paire suivent le même prinipe ques les odes à

répétition de longueur impaire. Ils ont les performanes suivantes :

P

em

= P

es

= 1�

m�1

X

i=0

C

i

2m

p

i

(1� p)

2m�i

�

1

2

C

m

2m

p

m

(1� p)

m

(D.9)

=

1

2

C

m

2m

p

m

(1� p)

m

+

2m

X

i=m

C

i

2m

p

i

(1� p)

2m�i

(D.10)

D =

1

2

 

1�

C

m�1

2m

2

2m

!

: (D.11)

D.2.3 Code de Wagner

Ce ode omprime une SBS ave une distorsion D = 0:1041. En tant que ode de

anal, ses performanes sont

P

em

= 1� (1� p)

23

� 23p(1� p)

22

� 253p

2

(1� p)

21

� 235p

3

(1� p)

20

: (D.12)
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D.2.4 Codes de Golay étendus

Le ode de Golay binaire étendu rajoute un bit de parité au ode de Golay binaire.

Il omprime une soure binaire ave une distorsion D = 0:1397. Ses performanes sur

le CBS s'expriment de la manière suivante :

P

em

= 1� (1� p)

24

� 24p(1� p)

23

� 276p

2

(1� p)

22

� 2024p

3

(1� p)

21

� 1771p

4

(1� p)

20

:

(D.13)

Le ode ternaire de Golay étendu est onstruit à partir de la matrie de parité du ode

de Golay ternaire : une olonne nulle est ajoutée à ette matrie puis une ligne de 1.

Sa distorsion est D = 0:2140 et ses performanes sur anal ternaire symétrique sont

données par :

P

em

= 1� (1� 2p)

12

� 24p(1� 2p)

11

� 264p

2

(1� 2p)

10

� 440p

3

(1� 2p)

9

: (D.14)

D.2.5 Codes de Hamming raouris ou étendus

Les odes de Hamming binaires raouris sont obtenus à partir des odes de Ham-

ming en ne gardant que les mots de ode dont la première omposante est nulle puis

en supprimant ette omposante. Les performanes en odage de anal et en odage

de soure des odes de Hamming raouris sont :

P

em

= 1� (1� p)

2

m

�2

� (2

m

� 2)p(1� p)

2

m

�3

� p

2

(1� p)

2

m

�4

(D.15)

D =

1

2

m

� 2

: (D.16)

Les odes de Hamming étendus sont obtenus en rajoutant un bit de parité aux mots

du ode de Hamming initial. Leurs performanes s'érivent

P

em

= 1� (1� P )

P

m

i=0

q

i

+1

�

q

m

+ q � 2

q � 1

p(1� P )

P

m

i=0

q

i

�(q

m+1

� 2�

m

X

i=0

q

i

)p

2

(1� P )

P

m+1

i=1

q

i

(D.17)

D =

q � 1

q

m

� 1

 

2�

4 +

P

m�1

i=0

q

i

q

m+1

!

: (D.18)
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Annexe E

Bons odes arithmétiques AN

E.1 Compression de SBS ave pertes

Le tableau suivant donne la liste des meilleurs odes arithmétiques pour la om-

pression d'une soure binaire symétrique. La reherhe menée s'étend de l'extension 3

à l'extension 17 soure de la soure. Rappelons que si l'on onsidère l'extension n

e

de

la soure, alors A et B véri�ent les inégalités

2 � A � 2

n

� 1

2

n

A

� B <

2

n

A

+ 1:

Ces inégalités exluent le ode universel (A > 2) et le ode nul (A � 2

n

�1 et 2

n

< AB).

La deuxième inégalité assure que la déomposition binaire du plus grand mot de ode

s'érit sur n bits et que le ode est de rendement maximal.
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n A B D

SBS;H

R n A B D

SBS;H

R

17 2 65536 2.9412e-02 9.4118e-01 16 2 32768 3.1250e-02 9.3750e-01

15 2 16384 3.3333e-02 9.3333e-01 14 2 8192 3.5714e-02 9.2857e-01

13 2 4096 3.8462e-02 9.2308e-01 17 3 43691 3.9216e-02 9.0677e-01

16 3 21846 4.1668e-02 9.0094e-01 15 3 10923 4.4446e-02 8.9434e-01

17 5 26215 4.7220e-02 8.6342e-01 16 5 13108 5.0266e-02 8.5489e-01

17 7 18725 5.1456e-02 8.3486e-01 16 7 9363 5.4890e-02 8.2455e-01

15 7 4682 5.8728e-02 8.1286e-01 17 11 11916 5.8829e-02 7.9651e-01

17 13 10083 6.2232e-02 7.8233e-01 16 13 5042 6.7342e-02 7.6874e-01

17 19 6899 7.1220e-02 7.5013e-01 17 23 5699 7.6738e-02 7.3391e-01

17 25 5243 8.1201e-02 7.2683e-01 17 29 4520 8.2152e-02 7.1424e-01

17 37 3543 8.7440e-02 6.9357e-01 17 39 3361 9.3776e-02 6.8910e-01

17 47 2789 9.4026e-02 6.7327e-01 17 49 2675 9.5126e-02 6.6972e-01

17 53 2474 9.7118e-02 6.6310e-01 17 55 2384 9.8011e-02 6.5995e-01

17 59 2222 9.9710e-02 6.5398e-01 17 61 2149 1.0049e-01 6.5114e-01

16 49 1338 1.0267e-01 6.4912e-01 17 67 1957 1.0311e-01 6.4320e-01

17 71 1847 1.0431e-01 6.3829e-01 17 77 1703 1.0713e-01 6.3140e-01

17 79 1660 1.0751e-01 6.2923e-01 17 83 1580 1.0871e-01 6.2504e-01

16 67 979 1.1162e-01 6.2095e-01 16 71 924 1.1297e-01 6.1573e-01

17 95 1380 1.1318e-01 6.1356e-01 17 97 1352 1.1375e-01 6.1182e-01

17 101 1298 1.1437e-01 6.0836e-01 17 103 1273 1.1607e-01 6.0671e-01

16 79 830 1.1655e-01 6.0606e-01 17 107 1225 1.1660e-01 6.0345e-01

17 109 1203 1.1680e-01 6.0191e-01 16 83 790 1.1793e-01 6.0161e-01

17 115 1140 1.1834e-01 5.9734e-01 17 119 1102 1.1988e-01 5.9447e-01

17 121 1084 1.2026e-01 5.9307e-01 17 123 1066 1.2173e-01 5.9165e-01

17 125 1049 1.2230e-01 5.9028e-01 17 133 986 1.2274e-01 5.8503e-01

16 101 649 1.2420e-01 5.8388e-01 17 135 971 1.2463e-01 5.8373e-01

17 139 943 1.2470e-01 5.8124e-01 17 143 917 1.2573e-01 5.7887e-01

16 109 602 1.2703e-01 5.7710e-01 17 149 880 1.2733e-01 5.7537e-01

17 153 857 1.2813e-01 5.7313e-01 17 157 835 1.2820e-01 5.7092e-01

17 163 805 1.2916e-01 5.6781e-01 17 167 785 1.3062e-01 5.6568e-01

17 173 758 1.3086e-01 5.6271e-01 17 175 749 1.3150e-01 5.6170e-01

17 179 733 1.3211e-01 5.5986e-01 17 185 709 1.3302e-01 5.5704e-01

17 187 701 1.3363e-01 5.5607e-01 16 139 472 1.3569e-01 5.5517e-01

17 203 646 1.3579e-01 5.4914e-01 17 211 622 1.3741e-01 5.4593e-01

17 215 610 1.3825e-01 5.4427e-01 17 221 594 1.3896e-01 5.4202e-01

17 223 588 1.3956e-01 5.4116e-01 17 233 563 1.3968e-01 5.3747e-01

Tab. E.1 � Liste des odes arithmétiques AN pour la ompression de SBS (3 � n �

17)(début)
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n A B D

SBS;H

R n A B D

SBS;H

R

17 237 554 1.4119e-01 5.3610e-01 16 173 379 1.4239e-01 5.3538e-01

17 245 535 1.4246e-01 5.3314e-01 17 247 531 1.4323e-01 5.3250e-01

16 179 367 1.4357e-01 5.3248e-01 17 251 523 1.4382e-01 5.3122e-01

16 185 355 1.4460e-01 5.2948e-01 17 263 499 1.4510e-01 5.2723e-01

17 281 467 1.4518e-01 5.2160e-01 17 283 464 1.4606e-01 5.2106e-01

17 285 460 1.4704e-01 5.2032e-01 17 295 445 1.4768e-01 5.1751e-01

17 303 433 1.4866e-01 5.1519e-01 17 311 422 1.4925e-01 5.1301e-01

17 313 419 1.4946e-01 5.1240e-01 17 317 414 1.4996e-01 5.1138e-01

17 323 406 1.5049e-01 5.0973e-01 17 327 401 1.5158e-01 5.0867e-01

17 335 392 1.5179e-01 5.0675e-01 17 355 370 1.5272e-01 5.0185e-01

17 361 364 1.5326e-01 5.0046e-01 17 365 360 1.5391e-01 4.9952e-01

17 367 358 1.5407e-01 4.9905e-01 17 377 348 1.5445e-01 4.9664e-01

17 379 346 1.5552e-01 4.9615e-01 17 391 336 1.5634e-01 4.9367e-01

17 395 332 1.5643e-01 4.9265e-01 17 399 329 1.5676e-01 4.9188e-01

17 405 324 1.5799e-01 4.9058e-01 17 407 323 1.5801e-01 4.9032e-01

17 421 312 1.5825e-01 4.8738e-01 17 425 309 1.5829e-01 4.8656e-01

17 433 303 1.5857e-01 4.8489e-01 17 437 300 1.5970e-01 4.8405e-01

17 443 296 1.6003e-01 4.8291e-01 17 451 291 1.6068e-01 4.8146e-01

17 453 290 1.6131e-01 4.8117e-01 17 467 281 1.6175e-01 4.7850e-01

17 471 279 1.6205e-01 4.7789e-01 17 473 278 1.6249e-01 4.7758e-01

17 487 270 1.6267e-01 4.7511e-01 17 491 267 1.6421e-01 4.7416e-01

17 493 266 1.6462e-01 4.7384e-01 17 499 263 1.6611e-01 4.7288e-01

16 355 185 1.6665e-01 4.7071e-01 17 535 245 1.6685e-01 4.6686e-01

17 557 236 1.6730e-01 4.6368e-01 17 571 230 1.6878e-01 4.6150e-01

17 593 222 1.6966e-01 4.5850e-01 17 601 219 1.7008e-01 4.5734e-01

17 603 218 1.7096e-01 4.5695e-01 17 605 217 1.7112e-01 4.5656e-01

17 617 213 1.7114e-01 4.5498e-01 17 625 210 1.7186e-01 4.5378e-01

17 665 198 1.7261e-01 4.4879e-01 17 667 197 1.7497e-01 4.4836e-01

17 669 196 1.7541e-01 4.4792e-01 17 675 195 1.7586e-01 4.4749e-01

17 701 187 1.7593e-01 4.4394e-01 17 707 186 1.7701e-01 4.4348e-01

17 721 182 1.7712e-01 4.4164e-01 17 727 181 1.7717e-01 4.4117e-01

17 729 180 1.7744e-01 4.4070e-01 17 743 177 1.7772e-01 4.3927e-01

17 749 175 1.7791e-01 4.3831e-01 17 761 173 1.7932e-01 4.3733e-01

17 791 166 1.7970e-01 4.3383e-01 17 795 165 1.8027e-01 4.3331e-01

17 809 163 1.8038e-01 4.3228e-01 17 839 157 1.8175e-01 4.2910e-01

17 857 153 1.8235e-01 4.2691e-01 17 867 152 1.8346e-01 4.2635e-01

Tab. E.2 � Liste des odes arithmétiques AN pour la ompression de SBS (3 � n �

17)(suite)
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n A B D

SBS;H

R n A B D

SBS;H

R

17 871 151 1.8392e-01 4.2579e-01 17 883 149 1.8397e-01 4.2466e-01

17 891 148 1.8493e-01 4.2409e-01 17 901 146 1.8538e-01 4.2293e-01

17 919 143 1.8570e-01 4.2117e-01 17 933 141 1.8590e-01 4.1997e-01

17 937 140 1.8603e-01 4.1937e-01 17 947 139 1.8612e-01 4.1876e-01

17 971 135 1.8784e-01 4.1628e-01 17 979 134 1.8826e-01 4.1565e-01

16 665 99 1.8894e-01 4.1433e-01 17 1001 131 1.9036e-01 4.1373e-01

17 1069 123 1.9086e-01 4.0838e-01 17 1099 120 1.9166e-01 4.0629e-01

17 1115 118 1.9219e-01 4.0486e-01 17 1125 117 1.9238e-01 4.0414e-01

17 1139 116 1.9324e-01 4.0341e-01 17 1141 115 1.9370e-01 4.0268e-01

17 1163 113 1.9428e-01 4.0119e-01 17 1187 111 1.9431e-01 3.9967e-01

17 1199 110 1.9549e-01 3.9890e-01 17 1211 109 1.9572e-01 3.9813e-01

17 1223 108 1.9608e-01 3.9735e-01 17 1245 106 1.9614e-01 3.9576e-01

17 1257 105 1.9729e-01 3.9496e-01 17 1267 104 1.9733e-01 3.9414e-01

17 1305 101 1.9809e-01 3.9166e-01 17 1319 100 1.9876e-01 3.9082e-01

17 1327 99 1.9912e-01 3.8996e-01 17 1347 98 2.0027e-01 3.8910e-01

17 1385 95 2.0055e-01 3.8646e-01 17 1417 93 2.0104e-01 3.8466e-01

17 1431 92 2.0172e-01 3.8374e-01 17 1441 91 2.0247e-01 3.8281e-01

17 1457 90 2.0278e-01 3.8187e-01 17 1497 88 2.0308e-01 3.7997e-01

17 1511 87 2.0489e-01 3.7900e-01 17 1577 84 2.0527e-01 3.7602e-01

17 1615 82 2.0548e-01 3.7397e-01 17 1623 81 2.0613e-01 3.7293e-01

17 1655 80 2.0676e-01 3.7188e-01 17 1673 79 2.0717e-01 3.7081e-01

17 1681 78 2.0790e-01 3.6973e-01 17 1713 77 2.0822e-01 3.6863e-01

17 1745 76 2.0906e-01 3.6753e-01 17 1763 75 2.1000e-01 3.6640e-01

17 1773 74 2.1054e-01 3.6526e-01 17 1811 73 2.1105e-01 3.6411e-01

17 1841 72 2.1152e-01 3.6294e-01 17 1899 70 2.1238e-01 3.6055e-01

17 1907 69 2.1249e-01 3.5933e-01 17 1939 68 2.1361e-01 3.5809e-01

16 1245 53 2.1466e-01 3.5800e-01 17 1957 67 2.1517e-01 3.5683e-01

17 2003 66 2.1665e-01 3.5555e-01 16 1305 51 2.1677e-01 3.5453e-01

16 1327 50 2.1756e-01 3.5274e-01 17 2163 61 2.1794e-01 3.4887e-01

17 2215 60 2.1799e-01 3.4746e-01 17 2291 58 2.1932e-01 3.4459e-01

17 2317 57 2.2096e-01 3.4311e-01 17 2383 56 2.2104e-01 3.4161e-01

17 2403 55 2.2193e-01 3.4008e-01 17 2473 54 2.2234e-01 3.3852e-01

17 2485 53 2.2387e-01 3.3694e-01 17 2531 52 2.2472e-01 3.3532e-01

17 2609 51 2.2513e-01 3.3367e-01 17 2671 50 2.2606e-01 3.3199e-01

17 2681 49 2.2700e-01 3.3028e-01 17 2777 48 2.2831e-01 3.2853e-01

17 2843 47 2.2890e-01 3.2674e-01 17 2857 46 2.2962e-01 3.2492e-01

Tab. E.3 � Liste des odes arithmétiques AN pour la ompression de SBS (3 � n �

17)(suite)
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n A B D

SBS;H

R n A B D

SBS;H

R

17 2915 45 2.3076e-01 3.2305e-01 17 2997 44 2.3175e-01 3.2114e-01

17 3159 42 2.3363e-01 3.1720e-01 17 3257 41 2.3492e-01 3.1515e-01

17 3305 40 2.3522e-01 3.1305e-01 17 3433 39 2.3648e-01 3.1091e-01

17 3525 38 2.3845e-01 3.0870e-01 17 3547 37 2.3986e-01 3.0644e-01

17 3731 36 2.4026e-01 3.0411e-01 17 3763 35 2.4215e-01 3.0172e-01

17 3933 34 2.4387e-01 2.9926e-01 16 2473 27 2.4603e-01 2.9718e-01

17 3989 33 2.4732e-01 2.9673e-01 17 4311 31 2.4790e-01 2.9142e-01

17 4517 30 2.4848e-01 2.8864e-01 17 4525 29 2.5028e-01 2.8576e-01

17 4837 28 2.5206e-01 2.8279e-01 16 2857 23 2.5399e-01 2.8272e-01

17 4935 27 2.5404e-01 2.7970e-01 17 5235 26 2.5549e-01 2.7650e-01

17 5305 25 2.5698e-01 2.7317e-01 17 5607 24 2.5927e-01 2.6970e-01

17 5927 23 2.6125e-01 2.6609e-01 17 5991 22 2.6335e-01 2.6232e-01

17 6471 21 2.6531e-01 2.5837e-01 17 6695 20 2.6752e-01 2.5423e-01

17 7067 19 2.7019e-01 2.4988e-01 17 7575 18 2.7320e-01 2.4529e-01

16 4467 15 2.7623e-01 2.4418e-01 17 7771 17 2.7720e-01 2.4044e-01

16 4825 14 2.7986e-01 2.3796e-01 17 8615 16 2.8065e-01 2.3529e-01

17 9043 15 2.8247e-01 2.2982e-01 17 9781 14 2.8590e-01 2.2396e-01

17 10611 13 2.9001e-01 2.1767e-01 16 6471 11 2.9245e-01 2.1621e-01

17 11635 12 2.9410e-01 2.1088e-01 16 7091 10 2.9825e-01 2.0762e-01

17 12713 11 2.9890e-01 2.0350e-01 17 14163 10 3.0331e-01 1.9541e-01

17 15003 9 3.0930e-01 1.8647e-01 14 3253 6 3.1628e-01 1.8464e-01

17 18221 8 3.1789e-01 1.7647e-01 16 10649 7 3.1931e-01 1.7546e-01

15 6549 6 3.2103e-01 1.7233e-01 17 21363 7 3.2386e-01 1.6514e-01

16 12969 6 3.2927e-01 1.6156e-01 17 26037 6 3.3308e-01 1.5206e-01

16 14035 5 3.3973e-01 1.4512e-01 14 5459 4 3.4366e-01 1.4286e-01

17 27987 5 3.4599e-01 1.3658e-01 15 10919 4 3.5256e-01 1.3333e-01

16 21839 4 3.5578e-01 1.2500e-01 17 43687 4 3.6154e-01 1.1765e-01

9 511 2 3.6328e-01 1.1111e-01 15 15701 3 3.7285e-01 1.0566e-01

11 2047 2 3.7695e-01 9.0909e-02 13 8191 2 3.8721e-01 7.6923e-02

15 32767 2 3.9526e-01 6.6667e-02 17 131071 2 4.0181e-01 5.8824e-02

Tab. E.4 � Liste des odes arithmétiques pour la ompression de SBS (�n)



182 E. Bons odes arithmétiques AN



183

Annexe F

Dysfontionnements de l'algorithme

de Peterson-Gorenstein-Zierler

Le but de ette annexe est d'expliquer brièvement pourquoi l'algorithme de Peterson-

Gorenstein-Zierler, tel qu'il est habituellement présenté, est sujet à des dysfontionne-

ments lorsqu'il est appliqué à des odes BCH binaires. Ces dysfontionnements furent

mis en évidene par Sarwate, Srinivasan et Morrison [53, 59℄. L'algorithme est en dys-

fontionnement lorsqu'il ne détete pas de dépassement de la apaité de orretion et

produit en sortie un mot qui n'appartient au ode BCH hoisi. Ces dysfontionnements

ne remettent pas en ause la apaité de et algorithme à trouver le mot de ode le plus

prohe du mot reçu lorsque e dernier est à une distane inférieure ou égale à b

d�1

2

 du

mot de ode (où d est la distane BCH). Le leteur souhaitant en savoir plus à leur sujet

est invité à se reporter à es artiles qui traitent aussi de l'algorithme d'Eulide étendu

proposé par Sugiyama pour déoder les odes BCH. Puis nous montrerons pourquoi

le même algorithme appliqué aux odes BCH réels MDS ne peut être sujet à de tels

dysfontionnements.

Par la suite, � désigne une raine n

e

de l'unité primitive.

F.1 Cas des odes BCH binaires

Rappelons tout d'abord les onditions dans lesquelles la version � traditionnelle �

de l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler entre en dysfontionnement par le théo-

rème formulé par Srinivasan et Sarwate.

Théorème F.1.1 Soit C

1

un ode BCH binaire de longueur n et de distane BCH

d = 2t + 1. Soit i un entier tel que i � t � 1 et soit le C

2

BCH binaire de longueur n
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et de distane BCH supérieure ou égale à t + i + 1. Si le mot reçu y est à distane i

d'un mot  2 C

2

nC

1

, alors l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler produira omme

mot déodé le mot . Réiproquement, si la sortie du déodeur est un mot n'appartenant

pas au ode C

1

alors e mot appartient à C

2

, i étant le poids de l'erreur estimé par

l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler.

Le leteur est invité à se reporter à l'artile [59℄ pour trouver la démonstration

omplète de e théorème. Nous allons retransrire ii uniquement la démonstration de

l'impliation :

8 y 2 F

n

2

= 9 2 C

2

n C

1

et d

H

(y; ) � t� 1 =) la sortie du déodeur assoié à C

1

est 

Rappelons également la dé�nition des matries M

j

:

M

j

=

0

B

B

�

S

b

� � � S

b+j�1

.

.

.

.

.

.

S

b+j�1

� � � S

b+2j�2

1

C

C

A

(F.1)

Considérons le déodeur assoié au ode C

2

. Le mot reçu y est à distane i, don

inférieure à b

t+i

2

, du mot de ode  de C

2

. La sortie du déodeur assoiée à C

2

est don

égale à . Ce déodeur estime don le nombre d'erreur à i et résout le système

M

i

0

B

B

�

�

i

.

.

.

�

1

1

C

C

A

= �

0

B

B

�

S

b+i

.

.

.

S

b+2i�1

1

C

C

A

(F.2)

où M

i

est onsitué des syndromes alulés pour le ode C

2

Rappelons à présent l'équa-

tion lé de déodage assoiée au ode C

2

.

(1 + S(x))�(x) = 
(x) [x

2t+2i+1

℄

où 
 est un polyn�me de degré i. Par onséquent, les oe�ients de degré stritement

supérieur à i et inférieur ou égal à i + t du polyn�me (1 + S(x))�(x) [x

2t+2i+1

℄ sont

nuls, e qui matriiellement signi�e

0

B

B

�

S

b

� � � S

b+i�1

.

.

.

.

.

.

S

b+t�1

� � � S

b+t+i�2

1

C

C

A

0

B

B

�

�

i

.

.

.

�

1

1

C

C

A

= �

0

B

B

�

S

b+i

.

.

.

S

b+i+t�1

1

C

C

A

(F.3)

Remarquons que les polyn�mes assoiés aux mots du ode C

2

ont obligatoirement

omme raines �

b

; � � � ; �

b+t+i�1

. Ceux assoiés aux mots du ode C

1

ont obligatoire-

ment, en plus de es t + i raines, �

b+i

; � � � ; �

b+2t�1

pour raines supplémentaires. Les

t+i syndromes assoiés au ode C

2

se onfondent don ave les t+i premiers syndromes

assoiés au ode C

1

.

Nous en déduisons que la matrieM

t

alulée par le déodeur assoié au ode C

1

est

non inversible ar l'équation (F.3) montre que la (i+1)

e

ligne deM

t

est une ombinaison
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linéaire des i premières. Il en de même pour les matries M

t�1

; � � � ;M

i+1

. La matrie

M

i

alulée par le déodeur assoié au ode C

1

est inversible ar le déodeur assoié à C

2

a bien fontionné. Par onséquent, le déodeur assoié à C

1

estime le nombre d'erreurs

à i et son heminement se onfond alors ave elui du déodeur assoié à C

2

: la sortie

du déodeur assoié à C

1

est don , d'où le dysfontionnement.

Exemple 3 Illustrons e dysfontionnement en hoisissant pour ode C

1

le ode BCH

au sens strit de longueur 15, de dimension 5 et de distane BCH 7 (t = 3). Le orps

loalisateur est F

16

qui est isomorphe à F

2

[x℄=(x

4

+ x+ 1). Le polyn�me générateur de

C

1

est g(x) = 1+x+x

2

+x

4

+x

5

+x

8

+x

10

. Supposons que le mot reçu par le déodeur

soit y(x) = 1 + x

4

+ x

6

+ x

7

+ x

8

+ x

14

. Les 6 syndromes à aluler orrespondent aux

valeurs du polyn�me y(x) prises respetivement en �; �

2

; � � � ; �

6

. Tout alul fait, nous

trouvons

S

1

= �

14

S

2

= �

13

S

3

= �

12

S

4

= �

11

S

5

= 0 S

6

= �

9

Le déterminant des matries M

3

et M

2

est nul alors que elui de M

1

est égal à S

1

.

Le déodeur estime don à 1 le nombre d'erreurs. Le polyn�me loalisateur d'erreurs

se déduit don failement �(x) = 1 + �

14

x. Connaissant alors la position de l'erreur,

il faut alors résoudre l'équation X

1

e

14

= S

1

e qui nous onduit à e

14

= 1. Le mot

de ode estimé ̂ par le déodeur est don ̂(x) = 1 + x

4

+ x

6

+ x

7

+ x

8

qui n'est

autre que le polyn�me générateur du ode BCH de longueur 15, de dimension 7 et

de distane BCH 5. Les mots du ode C

1

les plus prohes du mot reçu sont les mots

1 + x

4

+ x

7

+ x

8

+ x

10

+ x

12

+ x

13

+ x

14

et 1 + x

2

+ x

4

+ x

5

+ x

6

+ x

7

+ x

11

+ x

14

à

distane 4.

Il est possible de pallier à un tel dysfontionnement grâe aux relations de Newton

omme l'ont proposé Srinivasan, Sarwate et Morrison [53, 59℄ : les syndromes et les

oe�ients du polyn�me � doivent véri�er es 2t équations. L'algorithme de Peterson-

Gorenstein-Zierler assure que les t premières équations sont véri�ées [59℄. Il su�t don

de véri�er les t� � équations

0

B

B

�

S

b+t

� � � S

b+t+��1

.

.

.

.

.

.

S

b+2t���1

� � � S

b+2t�2

1

C

C

A

0

B

B

�

e

i

1

.

.

.

e

i

�

1

C

C

A

= �

0

B

�

S

b+t+�

� � �

S

b+2t�1

1

C

A

(F.4)

sont vraies. Si elles ne le sont pas, e déodeur modi�é détete un dépassement de apa-

ité de orretion (dans l'exemple 3 i-dessus, X

1

S

4

6= S

5

(�

10

6= 0)). Lorsque d'autres

as de dépassement de orretion se produisent, l'algorithme éhoue à la reherhe des

raines de � ou à l'évaluation des erreurs : les raines n'appartiennent pas à F

2

m

ou les

erreurs n'appartiennent pas à F

2

.
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F.2 Cas des odes BCH réels MDS

L'algorithme de Peterson transposé diretement au as réel n'est pas sujet à de tels

dysfontionnements. Considérons le ode BCH réel MDS C

1

de longueur impaire n et

de distane d impaire, d = 2t + 1. Soit C

2

le ode BCH réel MDS de même longueur

et de distane BCH d

0

ave d

0

le plus petit entier impair supérieur ou égal à t + i + 1

où i est un entier tel que i < t� 1 : C

2

ontient don C

1

et ne peut être égal à C

1

(ar

i < t� 1).

Le mot reçu est supposé être à distane i d'un mot  2 C

2

n C

1

. Calulons les

syndromes du mot reçu relativement au ode C

1

:

0 � j � 2t S

j

= y(�

b+j�1

) (F.5)

Posons t

0

tel que d

0

= 2t

0

+ 1. Les syndromes relatifs au ode C

2

sont dé�nis par

0 � j � 2t

0

S

0

j

= y(�

b+t�t

0

+j�1

) = S

t�t

0

+j

(F.6)

On en déduit que le déodeur relatif au ode C

1

n'examine pas les mêmes matries que

elui relatif au ode C

2

pour déterminer le nombre d'erreurs. Du bon fontionnement

du déodeur relatif au ode C

2

, on déduit que le déodeur relatif à C

1

estimera un

nombre d'erreurs � inférieur ou égal à t� t

0

+ i. Par onséquent, la démonstration des

dysfontionnements dans le as binaire ne peut s'appliquer au as réel. L'exemple qui

suit montre que le théorème énoné par Srinivasan et Sarwate ne peut s'appliquer tel

quel aux odes BCH réels MDS.

Exemple 4 Prenons n = 15, t = 3 et t

0

= 2. Le polyn�me générateur g

1

du ode C

1

est donné par

g

1

(x) = (1 + 2x os

�

�

15

�

+ x

2

)(1 + 2x os

�

3�

15

�

+ x

2

)(1 + 2x os

�

5�

15

�

+ x

2

):

Le polyn�me générateur g du ode C

2

est, quant à lui, donné par :

g

2

(x) = (1 + 2x os

�

�

15

�

+ x

2

)(1 + 2x os

�

3�

15

�

+ x

2

):

Considérons que le déodeur relatif au ode C

1

reçoive le mot y tel que y(x) = g

2

(x)+x

10

.

Autrement dit, nous sommes dans des onditions analogues à elles des dysfontionne-

ments observés dans le as binaire. Les 6 syndromes de y ont pour expression :

S

1

= 16e

�

2

p

�1�

3

4

Q

l=1

sin

�

l�

15

�

+ e

2

p

�1�

3

S

6

= S

�

1

S

2

= 1 S

5

= 1

S

3

= e

�

2

p

�1�

3

S

4

= e

+

2

p

�1�

3
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Il est alors aisé de voir que la matrie M

3

est non inversible alors que M

2

a un dé-

terminant non nul (égal à 16e

�

4

p

�1�

3

Q

4

l=1

sin

�

l�

15

�

). Le déodeur estime don le nombre

d'erreurs à 2, puis résout le système

 

S

1

S

2

S

2

S

3

! 

�

2

�

1

!

= �

 

S

3

S

4

!

(F.7)

La solution trouvée est alors �

2

= 0 et �

1

= e

p

�1�

3

. La version traditionnelle de l'al-

gorithme ne teste pas la valeur des oe�ients du polyn�me loalisateur. La reherhe

des raines de e polyn�me aboutit à un éhe ar on ne trouve qu'une raine au lieu

de deux distintes. Le déodeur BCH réel détete don le dépassement de apaité de

orretion.

Pro�tons-en pour examiner la résolution du système surdéterminé par les moindres

arrés, qui est elle mise en ÷uvre par notre version de l'algorithme de Peterson-

Gorenstein-Zierler :

0

B

B

B

�

S

1

S

2

S

2

S

3

S

3

S

4

S

4

S

5

1

C

C

C

A

 

�

2

�

1

!

= �

0

B

B

B

�

S

3

S

4

S

5

S

6

1

C

C

C

A

: (F.8)

Après plusieurs manipulations algébriques fastidieuses, nous trouvons

�

2

=

S

3

3

= �

1+

p

�3

6

�

1

=

(1��)S

3

�2S

�

3

3

=

1+�+(3��)

p

�3

6

� = 16

4

Q

l=1

sin

�

l�

15

�

:

Les raines de e polyn�me loalisateur ne sont pas des raines n

es

de l'unité : le

déodeur détete don un dépassement de apaité de orretion.
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