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Introduction

No-one knows the reason for all

this, but it is probably quantum.

Pyramids

Terry Pratchett

En entamant ma thèse dans les atomes froids, je ne m’attendais pas à
mettre les pieds dans un domaine aussi riche et varié. Ce domaine est né grâce
au développement des techniques de refroidissement laser il y a une trentaine
d’années [MS03] et a connu un essor important amenant une diversité extra-
ordinaire des phénomènes étudiés. La mise en place du refroidissement évapo-
ratif a permis d’atteindre, à la fin des années 90, la dégénérescence quantique
avec l’obtention des premiers condensats de Bose-Einstein [And+95] et des
premières mers de Fermi [DJ99].

Les nuages d’atomes ultra-froids constituent des systèmes extrêmement
purs et bien contrôlés qui permettent de simuler la matière condensée. En
effet, pour étudier de la supra-conductivité, par exemple, il est très difficile
d’observer le comportement des électrons dans les solides, les mesures in-
situ sont délicates et les comportements observés dépendent énormément
des défauts immanquablement présents au sein de l’échantillon. Grâce aux
atomes froids il est possible d’accéder aux comportements microscopiques,
on peut également contrôler la forme du potentiel ressenti par les atomes à
l’aide de champs magnétiques ou de la force dipolaire électrique [GWO00],
contrôler les interactions inter-atomiques grâce aux résonances de Feshbach
[Fes58 ; Fes62 ; TVS93], ajouter des impuretés en utilisant plusieurs espèces
atomiques et depuis peu, plusieurs équipes produisent des champs de jauges
artificiels pour étudier le magnétisme [Dal+11].

Un autre pan important du domaine est la métrologie avec la créa-
tion d’horloges atomiques [Biz+05], d’accéléromètres, de senseurs inertiels,
de gravimètres [Yve+03] et plus généralement d’interféromètres atomiques
[CM91 ; Kei+91]. Les très basses températures garantissent alors une faible
expansion des nuages autorisant ainsi des temps d’interrogations importants
permettant d’atteindre des précisions sans précédent. Ainsi, des horloges
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2 INTRODUCTION

atomiques à travers le monde sont utilisées pour définir le Temps Atomique
International.

Une autre application des atomes froids dont le succès ne cesse de grandir
est le développement des analogues aux phénomènes relativistes. En effet, les
équations de l’hydrodynamique dans les condensats de Bose-Einstein sont
formellement équivalentes aux équations de champ dans un espace-temps
courbe [Unr81]. Il est par exemple potentiellement possible de créer un trou
"muet" analogue à un trou noir pour les ondes sonores. Sur notre dispositif,
un projet de recherche entamé par J-C. Jaskula et G. Partridge et mainte-
nant poursuivi par mon compère Raphaël Lopes en parallèle de ma thèse
se focalise d’ailleurs sur la réalisation d’un analogue à l’effet Casimir dyna-
mique. J’ai un peu contribué à cette étude mais comme il ne s’agit pas du
cœur de mon sujet de thèse, j’ai choisi de ne pas aborder ces travaux dans
ce manuscrit. Les lecteurs intéressés peuvent lire l’article publié à ce sujet
[Jas+12] et, le moment venu, pourront s’intéresser au manuscrit de Raphaël
Lopes (probablement disponible dès 2015 dans toutes les bonnes librairies
ou presque).

Mes travaux de thèse quant à eux, se place dans le cadre de l’optique
atomique quantique dont l’objectif est la production, puis la manipulation,
d’états non-classiques de la matière. L’optique quantique "photonique" est
une forte source d’inspiration puisque la recherche sur la création d’états
quantiques de la lumière a commencé dès la réalisation des premiers laser
dans les années 60 et a donc presque trente ans d’avance sur les atomes froids
dans ce domaine. Les sources de photons corrélés sont à la base de très nom-
breux protocoles de calculs et de cryptographie quantique [ADR82 ; Wei+98 ;
Eke91 ; KLM01] et sont maintenant très bien contrôlées contrairement à leurs
équivalents atomiques qui sont au centre des recherches actuelles [Bon+13 ;
Jas+10 ; Büc+11 ; Gre+05]. L’un des avantages à travailler avec des atomes
est la présence d’interactions qui rendent l’observation des processus non-
linéaires beaucoup plus aisée et par conséquent rendent la création d’état
non classiques plus accessible. Pour créer de tels états de la matière, il est
possible d’utiliser des ions qui sont facilement manipulables par des champs
électriques grâce à leur charge. Ainsi, l’intrication de plusieurs ions (jusqu’à
14 !) a pu être démontrée [Mon+11 ; Row+01 ; BW08]. Mais il est tout à fait
envisageable de travailler avec des atomes neutres, certes moins facilement
manipulables mais pour lesquels on peut obtenir des populations impor-
tantes avec typiquement 105 atomes dans les condensats de Bose-Einstein.
Cela permet de se placer aussi bien dans des régimes "macroscopiques" avec
des états à beaucoup de corps que dans des régimes "microscopiques" où l’on
peut travailler avec très peu d’atomes en moyenne. Dans tous les cas, l’ob-
tention d’une source robuste et contrôlable de paires d’atomes corrélés est
une étape incontournable du développement de l’information quantique ato-
mique et c’est ce qui a motivé nos recherches sur le mélange à quatre ondes
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dans un réseau optique. Ce processus dont nous allons largement parler tout
au long du manuscrit semble en effet un candidat idéal à la réalisation d’une
source d’atomes corrélés.

Avant mon arrivée l’équipe avait déjà démontré la création de paires
d’atomes fortement corrélés grâce à la collision de deux condensats de Bose-
Einstein en espace libre. Malgré la preuve du caractère non-classique de l’état
obtenu, de nombreuses limitations sont rapidement apparues. En effet, les
paires d’atomes se repartissent dans de très nombreux modes et la population
dans chaque mode est en moyenne très faible (de l’ordre de 0.01 atome par
mode) et de plus n’est pas facilement réglable. Voilà pourquoi il a été décidé
de mettre en place un nouveau dispositif pour dépasser ces limitations. Grâce
à l’utilisation d’un potentiel périodique, il est possible de produire sponta-
nément des paires d’atomes dans un nombre limité de modes bien définis
[HM05] et obtenir ainsi des faisceaux corrélés de forte intensité.

En débutant mon stage de fin de master sur l’expérience, j’ai eu la chance
d’arriver au tout début de ce nouveau projet reposant sur l’utilisation d’un
réseau optique et j’ai ainsi pu suivre et participer à son développement depuis
le départ. Nous avons installé au court de l’été 2010 un réseau optique, puis
nous l’avons caractérisé.

Nous avons ensuite étudié le mélange à quatre ondes dans le réseau et
observé le peuplement préférentiel de quelques modes comme prédit par
la théorie [HM05] et en accord avec une première observation expérimen-
tale [Cam+06].Ces résultats sont présenté dans la thèse de Marie Bonneau
[Bon11] avec qui j’ai pu travailler une grande partie de mon doctorat. Nous
avons alors cherché à comprendre en profondeur les processus en jeu en étu-
diant l’accordabilité, la dynamique et la statistique de cette nouvelle source
ce qui a nécessité une analyse complexe des données expérimentales et la
réalisation de modèles numériques adaptés à notre système. L’expérience
s’oriente maintenant vers la manipulation de ces atomes jumeaux en vu de
réaliser un équivalent atomique de l’effet Hong, Ou et Mandel [HOM87] et
ainsi de démontrer le potentiel de notre source pour la réalisation de proto-
coles d’optique atomique quantique complexes.

Plan de ce manuscrit

Dans le premier chapitre nous nous intéresserons aux paires de par-
ticules fortement corrélées en étudiant les effets non-linéaires (conversion
paramétrique et mélange à quatre ondes) qui permettent de les produire.
Nous nous intéresserons ensuite aux propriétés statistiques spécifiques de
ces paires, propriétés que nous chercherons à retrouver lors de la caractéri-
sation de notre source, puis nous illustrerons l’utilité de ces paires au tra-
vers d’exemples marquants utilisant des photons. Ces derniers constituent
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une source d’inspiration importante pour l’utilisation future des paires ato-
miques. Enfin nous présenterons le mélange à quatre ondes de matière qui
est le processus vers lequel nous nous sommes tournés pour fabriquer notre
source. Après avoir introduit les notions nécessaires à la compréhension du
mélange à quatre ondes atomiques, nous présenterons deux exemples de mise
en œuvre de cet effet non-linéaire.

On posera les bases théoriques nécessaires à la compréhension de notre ré-
seau optique au début du deuxième chapitre en introduisant les concepts
de bandes d’énergie et de quasi-impulsions essentiels à la description du
mélange à quatre ondes dans un réseau. Nous pourrons ainsi dans la par-
tie suivante nous concentrer sur ce processus non-linéaire. Nous détaillerons
alors la mise en place expérimentale du réseau et sa caractérisation avant de
présenter les premiers résultats fournis par notre source de paires atomiques.

Enfin, dans le troisième chapitre on étudiera en détail les différents as-
pects des faisceaux jumeaux créés. Tout d’abord en commençant par l’analyse
des effets du champ moyen qui modifient de manière quantitative le compor-
tement observé. Nous chercherons à comprendre et simuler l’effet des inter-
actions pour expliquer les résultats obtenus. Nous nous intéresserons dans
la partie suivante aux effets transverses afin d’aller au-delà de la descrip-
tion unidimensionnelle de notre système. Ensuite on discutera des propriétés
statistiques de la source qui nous renseigneront sur son caractère quantique
et sa possible utilité pour la réalisation d’expériences d’optique atomique
non classiques. Enfin, nous détaillerons la mise en place d’une simulation
numérique de la dynamique de la création de paires.

Afin d’illustrer les perspectives envisagées sur notre expérience nous pré-
senterons dans le quatrième chapitre la mise en place récente d’une sé-
paratrice d’ondes de matière pour réaliser un équivalent atomique de l’effet
Hong, Ou et Mandel.



Chapitre 1

Paires de particules corrélées

Grâce à des mécanismes de création de paires de photons tels que la
conversion paramétrique ou le mélange à quatre ondes, le domaine de l’op-
tique quantique a pu étudier de nombreuses expériences fondamentales.
La violation des inégalités de Bell [ADR82] ou l’effet Hong,Ou et Mandel
[HOM87], par exemple, exposent au grand jour les étonnantes propriétés
de corrélations quantiques des paires de photons intriqués qui ont de nos
jours trouvé des applications en information et communication quantique
[Eke91 ; KLM01]. Récemment, en analogie avec ces photons jumeaux, des
paires d’atomes corrélés ont pu être obtenues dans plusieurs configurations
expérimentales [Bon+13 ; Jas+10 ; Büc+11 ; Gre+05].

Nous allons dans ce chapitre étudier deux processus communs de création
de paires de particules : la conversion paramétrique et le mélange à quatre
ondes puis nous nous intéresserons aux propriétés des particules jumelles et
les mesures qui les mettent en évidence. Nous illustrerons ensuite l’utilisation
des paires de photons en optique quantique au travers de trois applications.
Enfin nous détaillerons le principe du mélange à quatre ondes atomiques sur
lequel repose la source de paire d’atomes qui va être étudiée tout au long de
ce manuscrit.

1.1 Création des paires

Les états de la lumière les plus couramment rencontrés sont sans conteste
les états thermiques tels qu’un gaz à température fixe, la lumière issue d’une
lampe à incandescence, les états cohérents comme les laser pour les pho-
tons ou les condensats de Bose-Einstein pour les atomes ou polaritons. Mais
ces états ont des propriétés qui peuvent être expliquées grâce à des théories
classiques et ne permettent pas d’explorer toute la beauté et l’étrangeté du
monde quantique. Voilà pourquoi on cherche à créer des états non classiques

5
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en faisant subir à un état classique, en général un état cohérent, un pro-
cessus non-linéaire. Nous allons ici aborder deux processus non-linéaires qui
permettent de générer des paires de particules fortement corrélées.

1.1.1 Conversion paramétrique

En optique quantique, la conversion paramétrique est sans aucun doute
le processus le plus utilisé pour générer des paires de photons jumeaux. Les
photons ne pouvant pas directement interagir entre eux, il est nécessaire
d’utiliser un milieu non-linéaire qui va induire des corrélations non-classiques.
La conversion paramétrique est un processus non-linéaire d’ordre deux au
cours duquel un photon se scinde en une paire de photons dans laquelle
l’énergie initiale est répartie entre les deux photons jumeaux.

Description

Lors du processus de conversion paramétrique un photon incident dit de
"pompe" de fréquence νp est converti grâce au milieu non-linéaire en une
paire de photons "signal" et "complémentaire" de fréquences νs et νc. Cette
conversion est décrite par le hamiltonien suivant [MW95]

HCP =
∑

j=p,s,c

hνj(N̂j +
1

2
) + ~κ(âpâ

†
sâ

†
c + â†pâsâc) (1.1)

où âi est l’opérateur d’annihilation dans le mode i et N̂i est l’opérateur
nombre dans ce même mode. κ est le coefficient de couplage proportionnel
à la susceptibilité non-linéaire d’ordre deux χ(2). Il est aisé de voir que les
opérateurs 2N̂p + N̂s + N̂c et N̂s − N̂c commutent avec ce hamiltonien HCP

ce qui montre que lors du processus un seul photon de pompe créé les deux
photons signal et complémentaire, et que le nombre de photons dans le mode
s est le même que celui dans le mode c. La conversion paramétrique n’est
efficace qu’à condition de conserver l’énergie et l’impulsion :

νp = νs + νc
−→
k p =

−→
k s +

−→
k c

ce qui n’est possible que pour une fréquence et un angle d’incidence de la
pompe bien spécifiques qui dépendent de la biréfringence du cristal non-
linéaire. La conversion paramétrique peut d’ailleurs prendre deux formes en
fonction du type (I ou II) du cristal utilisé [Sut96](voir figure 1.1).
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Figure 1.1 – Conversion paramétrique de type I où les photons
signal et complémentaire ont même polarisation, et conversion pa-
ramétrique de type II où les deux photons de la paire ont une pola-
risation différente. Dans cette dernière situation la biréfringence du
cristal induit une émission selon des cônes d’axes différents pour le
signal et le complémentaire. Aux deux intersections entre les cônes
les photons sont alors intriqués en vecteurs d’onde et polarisation.

Approximation de non-déplétion de la pompe classique

On peut étudier la conversion paramétrique en considérant une pompe
classique (c’est-à-dire dont on néglige le bruit de grenaille) et non déplétée.
L’opérateur âp est alors remplacé par sa valeur moyenne

√

Np et la partie
de création de paires du hamiltonien devient [MW95] :

Hpaires = ~κ
√

Np(â
†
sâ

†
c + âsâc) (1.2)

Cet hamiltonien quadratique a été largement étudié [LYS61] et il a ainsi été
montré qu’il permet la génération d’états comprimés [Wu+86] présentant de
fortes corrélations quantiques [BW70]. Nous verrons dans la suite qu’avec
une approximation similaire le mélange à quatre ondes peut être décrit par
le même hamiltonien (voir section 1.1.2).

1.1.2 Mélange à quatre ondes

Le mélange à quatre ondes est un effet non-linéaire d’ordre supérieur
à la conversion paramétrique puisqu’il s’agit d’un processus d’ordre trois. À
cause de la conservation du nombre de particules, la conversion paramétrique
est impossible à réaliser à partir d’atomes puisque un atome ne peut pas en
créer deux. Pour réaliser l’analogue atomique de la conversion paramétrique
il faudrait utiliser des molécules diatomiques qui, en se dissociant, produisent
des paires d’atomes. À partir d’un gaz monoatomique tel que notre nuage
d’hélium métastable, le mélange à quatre ondes constitue donc la manière la
plus simple d’obtenir des paires d’atomes corrélés. Lors de ce processus deux
particules de pompe (pas forcément dans le même mode) interagissent et
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produisent une paire de particules dans les modes signal et complémentaire.
Dans le cas de photons, à l’instar de la conversion paramétrique, il est né-
cessaire d’utiliser un milieu non-linéaire (dans ce cas de type χ(3)), alors que
pour les atomes ce sont directement les interactions qui donnent naissance
aux non-linéarités, ce qui rend ce processus particulièrement intéressant en
optique atomique.

Description

Le mélange à quatre ondes peut être décrit par un Hamiltonien de la
forme :

HM4O =
∑

j=p1,p2,s,c

hνj(N̂j +
1

2
) + ~κ(âp1âp2â

†
sâ

†
c + â†p1â

†
p2âsâc) (1.3)

où les indices p1 et p2 font références aux deux modes de pompes qui
peuvent être dégénérés dans certaines situations expérimentales. Ce Hamil-
tonien commute avec les opérateurs N̂s − N̂c et N̂p1 + N̂p2 + N̂s + N̂c (ou
N̂p + N̂s + N̂c si p1 = p2 = p) qui illustrent la création par paires des par-
ticules signale et complémentaire ainsi que la conservation du nombre de
particules. Similairement à la conversion paramétrique, le mélange à quatre
ondes n’est efficace que si les conditions d’accord de phase sont vérifiées :

νp1 + νp2 = νs + νc (1.4)
−→
k p1 +

−→
k p2 =

−→
k s +

−→
k c (1.5)

Ces conditions sont encore une fois l’expression de la conservation de l’énergie
et de l’impulsion. Comme dans le cas de l’amplification paramétrique (section
1.1.1), on peut décrire facilement le processus lorsqu’on considère des modes
de pompes suffisamment peuplés pour négliger leurs fluctuations quantiques
et leur déplétion. On approxime les opérateurs de ces modes par leur valeur
moyenne âp1 ≈

√

Np1 et âp2 ≈
√

Np2, le hamiltonien de création de paire
s’écrit alors sous une forme équivalente à celle obtenue pour la conversion
paramétrique sous des approximations similaires :

Hpaires = ~κ
√

Np1

√

Np2(â
†
sâ

†
c + âsâc) (1.6)

1.1.3 Conclusion

Que ce soit à l’aide de cristaux non-linéaires ou directement grâce aux
interactions, les sources de paires de particules corrélées découlent toutes de
processus non-linéaires qui permettent de transformer des états au compor-
tement classique (états thermiques, états cohérents) en des états fortement
quantiques. L’aspect non-classique de ces paires s’exprime au travers de cor-
rélations, de réductions de bruits et éventuellement d’intrications comme
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nous allons le voir dans la partie suivante qui traite justement des compor-
tements caractéristiques des particules jumelles.

1.2 Propriétés des paires

Nous allons dans cette section introduire les outils de caractérisation
d’états quantiques que nous utiliserons tout au long de ce manuscrit. Suite
à l’invention du laser et motivé par l’observation de l’effet Hanbury Brown
et Twiss [HBT56], R. Glauber a formalisé la description des états quan-
tiques à l’aide des fonctions de corrélations [Gla63] que nous présenterons
dans le paragraphe 1.2.1 suivant. Les paires présentent, en plus de corréla-
tions quantiques, des réductions de fluctuations sur la différence du nombre
de particules entre les deux modes corrélés comme nous allons le présenter
un peu plus loin dans cette section. Enfin, dans certains cas, les particules
peuvent être intriquées ouvrant la voie à des tests encore plus poussés de la
mécanique quantique.

1.2.1 Corrélations

Bien que développé dans le cadre de l’optique quantique, le formalisme
des fonctions de corrélations ne se restreint pas qu’aux champs électromagné-
tiques puisqu’il permet de décrire avec succès n’importe quel champ quan-
tique Ψ(~r). La fonction de corrélation d’ordre n de ce champ est définie de
manière générale par :

G(n)(~r1 . . . ~rn, ~rn+1 . . . ~r2n) = 〈Ψ†(~r1) . . .Ψ†(~rn)Ψ(~rn+1) . . .Ψ(~r2n)〉
= Tr

[

ρ̂Ψ†(~r1) . . .Ψ†(~rn)Ψ(~rn+1) . . .Ψ(~r2n)
]

où ρ̂ est la matrice de densité du système étudié. On introduit également les
fonctions de corrélations normalisées d’ordre n :

g(n)(~r1 . . . ~rn, ~rn+1 . . . ~r2n) =
G(n)(~r1 . . . ~rn, ~rn+1 . . . ~r2n)

2n
∏

i=1

√

G(1)(~ri, ~ri)

(1.7)

Corrélation du premier ordre

Considérons l’exemple simple dans lequel deux faisceaux optiques d’in-
tensité I1 et I2 interfèrent. On peut alors facilement démontrer [MW95] que
la visibilité des franges obtenues est donnée par :

v =
2
√
I1I2

I1 + I2
|g(1)(~r1, ~r2)| (1.8)
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Ainsi, la fonction de corrélation d’ordre un caractérise la cohérence de phase
du système. Si g(1)(~r1, ~r2) est nulle, la cohérence de phase est perdue et on
n’observe pas de franges d’interférence. Au premier ordre, la fonction de
corrélation permet de traduire la capacité du champ quantique à interférer,
et caractérise ainsi l’échelle de fluctuation de la phase. Cependant, elle ne
donne aucune information sur les effets à plusieurs particules découlant de
la statistique ou des interactions des particules utilisées et ne permet donc
pas de caractériser une source de paires de particules corrélées. Il faut donc
se tourner vers les fonctions de corrélation d’ordres supérieurs.

Corrélations du deuxième ordre

On s’intéresse donc aux corrélations d’ordre deux, qui décrivent les effets
à deux particules. La fonction de corrélation du deuxième ordre en position,
G(2)(~r1, ~r2, ~r1

′, ~r2
′) peut être simplifiée en prenant ~ri = ~ri

′. On la note alors
G(2)(~r1, ~r2) et elle ne dépend plus que des populations en ~r1 et ~r2. On peut
ainsi l’exprimer en fonction des nombres de particules N̂(~ri) = |Ψ̂(~ri)|2

G(2)(~r1, ~r2) = 〈: N̂(~r1)N̂(~r2) :〉 (1.9)

La notation ": . . . :" désigne l’ordre normal, pour lequel les opérateurs créa-
tions sont tous placés à gauche de ceux d’annihilation.

G(2)(~r1, ~r2) = 〈Ψ̂†(~r1)Ψ̂†(~r2)Ψ̂(~r1)Ψ̂(~r1)〉 (1.10)

= 〈Ψ̂†(~r1)Ψ̂(~r1)Ψ̂
†(~r2)Ψ̂(~r1)〉 (1.11)

+[Ψ̂†(~r2), Ψ̂(~r1)]〈Ψ̂†(~r1)Ψ̂(~r2)〉 (1.12)

Comme nous travaillons avec des bosons, Ψ est un champ bosonique. Le
commutateur vaut donc :

[Ψ̂†(~r2), Ψ̂(~r1)] = −δ(~r2 − ~r2) (1.13)

Ainsi, la fonction de corrélation du deuxième ordre vaut :

G(2)(~r1, ~r2) = 〈N̂(~r1)N̂(~r2)〉 − δ(~r1 − ~r2)〈N̂(~r1)〉 (1.14)

Cette fonction de corrélation de deuxième ordre correspond au taux de dé-
tection conjointe d’une particule en ~r1 et d’une autre en ~r2. Elle sera donc
d’autant plus importante que les densités moyennes 〈N̂(~r1)〉 et 〈N̂(~r2)〉 sont
élevées. C’est pour cela que l’on préfère utiliser la fonction de corrélation
normalisée

g(2)(~r1, ~r2) =
〈: N̂(~r1)N̂(~r2) :〉
〈N̂(~r1)〉〈N̂(~r2)〉

(1.15)

Cette dernière va nous permettre d’étudier les fluctuations de densité et les
effets à deux particules, ce qui en fait l’outil idéal pour l’étude de sources de
paires. Pour illustrer l’utilisation de cette fonction de corrélation du deuxième
ordre, nous allons étudier un des exemples les plus marquant de son appli-
cation, l’effet Hanbury Brown et Twiss (HBT).
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L’effet Hanbury Brown et Twiss

Cet effet tire son nom de l’expérience réalisée par R. Hanbury Brown
et R. Twiss pour mesurer la taille de l’étoile Sirius [HBT56]. À cause des
turbulences atmosphériques faisant varier l’indice de l’air, les corrélations
du premier ordre (corrélation de phase) ne permettaient pas d’obtenir une
mesure suffisamment précise. C’est pourquoi Hanbury Brown et Twiss se sont
tournés vers les corrélations du deuxième ordre (corrélation en intensité)
des photons émis par l’étoile. Leur dispositif, décrit sur la figure 1.2, est
constitué de deux télescopes séparés d’une distance réglable. En mesurant la
corrélation entre les intensités mesurées sur les deux détecteurs en fonction
de l’écartement de ces derniers, il est possible de remonter à la dimension de
la source.

Figure 1.2 – Vue aérienne et schéma du dispositif HBT original.
Deux télescopes sont placés sur des rails ce qui permet de modifier
leur séparation. Les corrélations entre les photo-courants issus des
deux télescopes sont ensuite effectuées dans une salle au centre du
cercle décrit par les rails. Figure issue de l’article [HBT56]

L’effet HBT peut très bien être compris à l’aide d’un point de vue ondu-
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latoire classique, mais une approche quantique du problème telle que celle
que nous allons développer ici permet de mettre en lumière des conclusions
étonnantes. Si on considère les photons issus de deux points A et B indépen-
dants d’une source, il existe quatre processus contribuant à la probabilité de
détection à deux photons (voir figure 1.3 (a)) : soit les deux photons vont sur
le même détecteur (deux premiers processus), soit les photons vont sur des
détecteurs différents (deux derniers processus). Dans ce cas il est impossible,

Figure 1.3 – (a) Quatre processus contribuant à la détection à
deux photons. Seuls les deux derniers cas conduisent à une détec-
tion jointe, les amplitudes de probabilité interférant suite à l’im-
possibilité de distinguer les deux processus. (b) Lorsque l’écart ∆
entre les détecteurs est grand, la différence de phase entre les deux
processus qui interfèrent (lignes pleines et lignes en pointillées) est
importante. (c) Pour un écart réduit, les deux processus ont quasi-
ment la même phase ce qui conduit à des interférences constructives
qui augmentent la probabilité de détection jointe.

au moment de la détection, de distinguer les deux processus et ces derniers
vont alors interférer. L’état quantique s’écrit donc sous la forme :

ψHBT =
1

2
(eiφ1 |2D1, 0D2〉+ eiφ2 |0D1, 2D2〉+ (1 + eiΦ)|1D1, 1D2〉) (1.16)

La différence de phase Φ entre les deux processus qui interfèrent dépend
de la différence de chemin optique entre les deux possibilités. En supposant
que la source est à une distance L très grande devant la taille de la source
DS , la différence de phase entre les deux processus pour des points sources
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séparés de D ≤ Ds et des détecteurs séparés de ∆ est :

Φ ≈ 2πD∆

λL
(1.17)

où λ est la longueur d’onde des photons émis. Ainsi, la probabilité de détec-
tion jointe d’un photon sur chaque détecteur est donné par :

P (∆) = 〈1, 1|N̂1N̂2|1, 1〉 (1.18)

= PD1PD2(1 + cos(
2πD

λL
∆)) (1.19)

où PD1 et PD2 sont les probabilités de détection en D1 et D2. La fonction de
corrélation d’ordre deux normalisée est simplement obtenue en normalisant
cette probabilité par PD1PD2 :

g(2)(∆) = 1 + cos(
2πD

λL
∆) (1.20)

On observe ainsi une variation dont la période dépend de la séparation angu-
laire des points de la source D

L . Pour prendre en compte tous les couples de
points A et B possibles, il faut intégrer sur l’ensemble de la source, les franges
d’interférence vont alors se brouiller sauf lorsque la séparation ∆ entre les
détecteurs est faible devant la longueur lc = λL

DS
. La variation de la probabi-

lité est alors proportionnelle à la transformée de Fourier spatiale de la source
(dans le cas d’un disque, on obtient ainsi une tache d’Airy). Lorsque la sépa-
ration ∆ est faible g(2)(0) = 2 et pour une séparation grande devant lc, les
franges étant brouillées g(2)(∆→∞)→ 1 (figure 1.3 (b) et (c)). Cela met en
évidence la tendance qu’ont les photons (et plus généralement les bosons) à
se regrouper : la probabilité d’obtenir une détection jointe augmente lorsque
les détecteurs se rapprochent. D’ailleurs, si on réalise la même expérience
avec des Fermions, on obtient l’effet inverse : à cause du principe d’exclusion
de Pauli, lorsqu’on rapproche les détecteurs g(2) diminue comme l’illustre la
figure 1.4 qui reprend des résultats obtenus dans le cadre d’une coopération
avec le groupe de V. Wassen à Amsterdam quelques années avant ma thèse.

Cet effet HBT, permet de caractériser une source en donnant une esti-
mation de la dimension de la source lorsque l’on est dans l’approximation
de champ lointain. Sur notre dispositif celle-ci est bien vérifiée puisque les
nuages ont des dimensions typiques inférieures au millimètre et le détecteur
se situe à environ 45 cm en dessous du nuage. On pourra donc, à l’aide de la
fonction de corrélation g(2) déterminer la taille effective de notre source de
paires d’atomes. On utilisera la largeur de cette fonction de corrélation "lo-
cale" pour définir la taille d’un mode dans l’espace des impulsions. En effet
le groupement bosonique qu’indique ce pic de corrélation résulte de l’indis-
cernabilité des atomes ayant des vecteurs d’onde proches ; la largeur de la
fonction de corrélation correspond à la différence de vecteurs d’onde au-delà
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Figure 1.4 – Fonction de corrélation du deuxième ordre mesurée
pour les deux isotopes de l’hélium. L’hélium 4 est un boson et on
observe bien une augmentation de la probabilité de double détection
pour de faibles séparations, contrairement à l’hélium 3, un fermion,
qui présente une diminution de la fonction de corrélation à courte
échelle. Courbes extraites de [Sch+05] et [Jel+07].

de laquelle les atomes deviennent de plus en plus discernables. On appellera
donc mode le volume typique dans l’espace des vecteurs d’ondes, dans lequel
les atomes sont indiscernables les uns des autres. Cette définition de mode
est celle que l’on utilisera dans toute la suite du manuscrit.

Pour mesurer les propriétés de corrélation entre les deux faisceaux de la
source de paires, il faut s’intéresser à ce que l’on appellera les corrélations
croisées, c’est-à-dire les corrélations entre particules issues des deux faisceaux
de la source à caractériser.

Corrélations croisées

Si le plan de détection est très éloigné de la source (loin devant la taille
de la source), alors l’instant et la position de la détection d’une particule
sont directement proportionnels au vecteur d’onde initial de cette particule
(approximation de champ lointain). Ainsi, mesurer la fonction de corréla-
tion g(2)(x1, y1, t1, x2, y2, t2) devient équivalent à déterminer g(2)( ~k1, ~k2) Les
sources de paires que nous considérons émettent des particules corrélées en
vecteur d’onde, c’est-à-dire qu’en détectant une première particule avec un
vecteur d’onde ~k1, on sait que sa particule jumelle possède un vecteur d’onde
aux alentours d’un certain vecteur d’onde ~k2 = f( ~k1). La fonction f dépend
de la source utilisée et provient généralement de la conservation de l’impul-
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sion totale au court du processus de création de paires. Pour mesurer les cor-
rélations croisées on s’intéresse donc à la fonction de corrélation du deuxième
ordre entre vecteurs d’ondes reliés par la fonction f : g(2)cr (~k, f(~k)+

−→
∆k). Dans

le cas de systèmes homogènes, cette dernière ne dépend que
−→
∆k. Ainsi en

intégrant g(2)cr par rapport ~k sur un domaine où le système est relativement
homogène, on peut obtenir un meilleur rapport signal sur bruit :

ḡ(2)cr (
−→
∆k) =

∫

g(2)cr (~k, f(~k) + ~∆k)d~k (1.21)

C’est cette quantité que l’on utilisera pour caractériser notre source d’atomes
corrélés (voir section 3.3.1). Si la source produit bien des paires, on doit ob-

server un pic de corrélation centré sur
−→
∆k = 0 dont la largeur nous renseigne

sur le nombre de modes inter-corrélés. En effet, en divisant le volume de la
corrélation croisée par celui d’un mode (équivalent au volume de la corré-
lation locale : voir la fin de la partie 1.2.1), on peut évaluer le nombre de
modes corrélés entre eux.

On peut également tirer de l’information du rapport entre l’amplitude
de la corrélation croisée et de celle de la corrélation locale en vérifiant si
l’inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée. Pour mieux le comprendre, nous
allons maintenant présenter cette inégalité et exposer comment elle peut être
utilisée dans nos situations expérimentales.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit simplement que la valeur du produit
scalaire de deux vecteurs ne peut pas être plus grande que le produit de leur
longueur. On peut appliquer cette inégalité aux quantités fluctuantes, elle
signifie alors que la valeur de corrélation croisée 〈I1I2〉 entre deux quanti-
tés I1 et I2 est majorée par la moyenne géométrique des auto-corrélations
(corrélations locales) :

〈I1I2〉 ≤
√

〈I21 〉〈I22 〉. (1.22)

En physique classique elle est toujours satisfaite, mais, en mécanique quan-
tique, la présence de distributions de pseudo-probabilités (fonctions de Wi-
gner) pouvant prendre des valeurs négatives autorise la violation de l’inégalité
de Cauchy-Schwarz [MW95][Gla63]. L’observation de la violation de cette in-
égalité ne peut pas être expliquée par une théorie des champs classique et
constitue une preuve du caractère quantique de l’état étudié.

Dans le cas d’un problème quantique à deux modes décrit par les opé-
rateurs bosoniques â†1 et â†2 qui créent une particule dans le premier ou
deuxième mode, l’inégalité peut être formulée en terme de fonctions de cor-
rélations du deuxième ordre [MW95 ; Gla63 ; Khe+12] :

G
(2)
12 ≤

√

G
(2)
11 G

(2)
22 (1.23)



16 CHAPITRE 1. PAIRES DE PARTICULES CORRÉLÉES

Et en divisant par 〈N̂1〉〈N̂2〉 où N̂i = â†i âi, on peut également l’exprimer à
l’aide des fonctions de corrélations normalisées :

g
(2)
12 ≤

√

g
(2)
11 g

(2)
22 (1.24)

Cependant, ce modèle se révèle trop simpliste puisque les corrélations mesu-
rées en optique atomique quantique sont généralement des fonctions ayant
des hauteurs et largeurs variées et il est nécessaire de définir un domaine
d’intégration approprié pour généraliser ces inégalités de Cauchy-Schwarz.
Ainsi Karen Kheruntsyan a mis au point une version intégrée adaptée à
notre expérience [Khe+12] :

Ḡ
(2)
12 ≤

√

Ḡ
(2)
11 Ḡ

(2)
22 (1.25)

où on introduit les fonctions de corrélations intégrées sur les volumes (dans
l’espace des vecteurs d’ondes) V1 et V2 centrés sur les modes corrélés entre
eux :

Ḡ
(2)
ij =

∫

Vi

∫

Vj

d~kid~kjG
(2)
ij (ki, kj) (1.26)

Ainsi, même si l’amplitude des corrélations croisées est inférieure à celle des
corrélations locales (ce qui est presque toujours le cas pour nous), il est pos-
sible que la version intégrée de l’inégalité soit violée si la largeur en croisé
est supérieure aux largeurs locales. Cette mesure est donc un atout précieux
dans la caractérisation de notre source, cependant, les violations observées
peuvent parfois être minimes et insuffisantes au vu des incertitudes expéri-
mentales. Voilà pourquoi, nous allons maintenant introduire une autre me-
sure permettant de mettre en évidence le caractère non-classique des sources
de paires de particules : la variance de la différence du nombre de particules.
Cette quantité est, comme nous allons le voir, reliée mathématiquement à
la violation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz mais ne lui est pas toujours
équivalente [Khe+12]. Elle fournit ainsi une mesure alternative qui pourra
dans certaines situations se révéler plus convaincante.

1.2.2 Fluctuations de la différence du nombre de particules

Considérons une source de paires qui émet ses particules jumelles avec
des vecteurs d’ondes corrélés centrés sur ~k1 et ~k2 = f( ~k1). On peut alors
compter les nombres N1 et N2 de particules incluses dans des régions de
volume V autour de ~k1 et ~k2. Si la largeur de ces régions est grande devant
la largeur de la fonction de corrélation croisée ḡ(2)cr alors chaque particule dans
la première région a sa partenaire dans la deuxième région et on obtient alors
∆N = N1 − N2 = 0 à chaque réalisation et par conséquent la variance de
cette différence V∆N est nulle. Par opposition, si les deux faisceaux étaient
indépendants la variance serait V∆N,ind = VN1 + VN2 . Pour des champs
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classiques, la variance minimale est fixée par le bruit de grenaille et on a ainsi
au minimum une variance de la différence V∆N,ind = N1 + N2. On appelle
ce minimum la limite quantique standard. De manière générale, l’obtention
d’une variance inférieure au bruit de grenaille ne peut pas être expliquée
par des champs classiques et constitue une preuve du caractère quantique
de la source. On normalise donc la variance de la différence du nombre de
particules par le bruit de grenaille :

V =
〈(N1 −N2)

2〉 − 〈N1 −N2〉2
〈N1 +N2〉

(1.27)

Ainsi, si V < 1 l’état considéré est forcément un état non-classique. Re-
marquons que l’on peut réécrire la variance V en fonction des corrélations
intégrées (définies dans l’équation 1.26) en prenant comme volume d’inté-
gration le volume de comptage [Khe+12] :

V = 1 +
Ḡ

(2)
11 + Ḡ

(2)
22 − 2Ḡ

(2)
12 − (〈N̂1〉 − 〈N̂2〉)2

〈N̂1〉+ 〈N̂2〉
. (1.28)

Le lien avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz apparaît alors lorsque 〈N̂1〉 =
〈N̂2〉. Dans ces conditions, une variance sub-poissonienne (V < 1) implique
nécessairement une violation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz puisque :

V < 1⇔ Ḡ
(2)
12 >

Ḡ
(2)
11 + Ḡ

(2)
22

2
(1.29)

et comme d’après l’inégalité arithmético-géométrique :

Ḡ
(2)
11 + Ḡ

(2)
22

2
≥
√

Ḡ
(2)
11 Ḡ

(2)
22 (1.30)

on obtient bien l’implication :

V < 1⇒ Ḡ
(2)
12 >

√

Ḡ
(2)
11 Ḡ

(2)
22 (1.31)

Par contre, la réciproque n’est pas forcément vérifiée. Une mesure de variance
en-dessous du bruit de grenaille constitue donc (dans le cas où les moyennes
des populations sont identiques) un test plus restrictif que la violation de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Enfin, notons que la relation entre la "force"
de la violation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le "degré" de réduction du
bruit sur la variance de la différence dépend fortement du système considéré
et il est possible d’obtenir une faible violation en même temps qu’une réduc-
tion importante du bruit et inversement. L’idéal est donc de mesurer les deux
quantités pour augmenter les chances d’obtenir un résultat convainquant.

Dans le cas des sources de particules jumelles, comme on s’attend à ob-
tenir V∆N = 0, on est alors dans le cas de figure où l’état en présence est
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clairement indescriptible par un champ classique. Cependant, dans la pra-
tique, lors du comptage un certain nombre de particules n’ont pas leur par-
tenaire dans l’autre région, à cause du volume fini des régions de comptage
et de l’efficacité de détection réduite (voir figure 1.5). En effet, si on détecte
une particule proche du bord dans la première région, il y a une probabilité
importante que sa particule jumelle soit en dehors de la deuxième région
de comptage, et comme il s’agit d’un effet aléatoire la différence de popula-
tions ∆N va fluctuer d’une réalisation expérimentale à l’autre. De même si
le détecteur a une efficacité de détection η < 1 alors il y a une probabilité
P = 2(1 − η)η qu’une seule des particules soit détectée ce qui, là encore,
introduit des fluctuations sur ∆N . Ainsi ces deux effets sont équivalents à

Figure 1.5 – Certaines particules proches du bord des régions de
comptages n’ont pas de partenaire dans l’autre région (cas du carré
rouge). Il se peut également qu’une particule ne soit pas mesurée à
cause de l’efficacité réduite de détection ce qui laisse sa partenaire
seule (cas du losange violet). Ces deux effets introduisent des fluc-
tuations de la différence du nombre de particules dans les régions.

une efficacité de détection effective [Jas10] :

ηeff = η × Pbord (1.32)

où Pbord est la probabilité de perdre un des deux atomes à cause de effets de
bords qui dépend de la largeur de la fonction de corrélation et des dimensions
des régions de comptage.

L’effet de cette efficacité de détection effective peut être calculé et on
obtient alors une variance normalisée mesurée de la forme :

Vdet = (1− ηeff ) + ηV (1.33)

qui, lorsque les régions 1 et 2 sont correctement centrées autour de vecteurs
d’onde corrélés, est minimale et vaut :

Vdet,min = 1− ηeff (1.34)

De telles réductions de bruit ont par exemple été observées pour la pre-
mière fois avec des paires de photons issues d’un cristal non linéaire de KTP
permettant de la conversion paramétrique de type II 1 [Hei+87]. On peut

1. Les faisceaux signal et complémentaire ont des polarisations orthogonales.
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également citer l’obtention de réduction de bruit lors de la création de paires
d’atomes par mélange à quatre ondes [Jas+10] sur notre dispositif peu de
temps avant le début de mon doctorat (voir figure 1.6). Une telle réduction de
bruit a également été observée lors de la création de paires par desexcitation
par collision à Vienne [Büc+11].

Figure 1.6 – (a) Première démonstration expérimentale de réduc-
tion des fluctuation de la différence d’intensité entre les faisceaux
jumeaux à l’aide d’un cristal de KTP. Sur ces figures extraites de
[Hei+87] sont représentés : à gauche le montage expérimentale et à
droite la variance de la différence d’intensité en fonction de l’angle
de la lame demi-onde. La variance est inférieure au bruit de grenaille
(indiqué en pointillés) sauf lorsque les faisceaux signal et complé-
mentaire sont équitablement répartis dans les voies de détections.
Le signal en bas du graphique correspond au bruit de détection. (b)
Lors de la collision de deux condensats de Bose-Einstein, des paires
d’atomes sont diffusées sur une sphère. Cette sphère est alors subdi-
visée en différentes zones (figure à gauche) et on mesure la variance
normalisée de la différence du nombre d’atomes entre les zones.
Comme les atomes d’une même paire sont diamétralement opposés
sur la sphère, la variance des zones opposées est réduite (cercles
rouges de la figure de droite) alors que pour les autres couples de
zones la variance est au bruit de grenaille (croix bleues).
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1.2.3 Conclusion

Ces propriétés statistiques de corrélation et de réduction de bruit sont
très générales et peuvent aussi bien être observées avec des photons qu’avec
des atomes, des ions ou encore avec des systèmes plus exotiques comme
les excitons-polaritons qui résultent du couplage entre des paires électron-
trou (les excitons) et des photons (généralement quantifiés dans une cavité)
[Bau+00 ; KBG04 ; CSQ01]. Mais la création de photons est de nos jours
extrêmement bien maîtrisée par rapport à la création de paires d’atomes
neutres. De nombreux laboratoires utilisent les photons jumeaux en les ma-
nipulant, les intriquant ou les stockant dans des protocoles de plus en plus
étoffés pour le calcul ou la cryptographie quantique. Dans le domaine de
l’optique atomique, les recherches en sont encore à l’élaboration de sources
suffisamment fiables et versatiles comme c’est le cas sur notre expérience.
Afin d’avoir une idée des protocoles expérimentaux qui pourraient être ap-
pliqués à des atomes, il est intéressant de s’intéresser à ce qui est fait avec
la lumière dans la perspective de transposer ces dispositifs aux ondes de
matières, ainsi, la section suivante s’intéressera à quelques exemples d’utili-
sations clefs des paires de photons en optique quantique.

1.3 Paires de photons en optique quantique

Les paires de photons corrélés constituent l’une des briques de base de
l’optique quantique et de très nombreux protocoles les utilisent [ADR82 ;
Wei+98 ; Eke91 ; KLM01]. Là où l’optique atomique 2 en est encore à ces
balbutiements, l’optique quantique "photonique" a depuis longtemps dompté
la phase de la création de sources de paires corrélées et se concentre main-
tenant sur des protocoles pour manipuler et stocker les états quantiques.
On présentera ainsi quelques expériences phares d’optique quantique. Par
exemple, envoyer simplement la paire de photons sur une séparatrice permet
d’observer un comportement fortement non classique : l’effet d’interférence
Hong, Ou et Mandel. À l’aide de systèmes un peu plus étoffés les paires
de photons permettent de réaliser de l’interférométrie avec un bruit réduit.
Il est également possible de réaliser des expériences fondamentales à l’aide
de photons corrélés, on présentera par exemple un montage permettant de
violer les inégalités de Bell.

1.3.1 Effet Hong, Ou et Mandel

L’effet Hong, Ou et Mandel (H.O.M.) est le résultat d’un phénomène
d’interférence quantique à deux photons. Pour la première fois démontré en

2. Je parle ici de l’utilisation d’atomes neutres.
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1987 par Hong, Ou et Mandel [HOM87], il apparaît lorsque deux photons
uniques indiscernables se croisent sur une séparatrice 50/50.

Lorsque deux photons quelconques arrivent chacun sur un port d’entrée
d’une séparatrice, les photons peuvent a priori être soit transmis soit réfléchis,
il y a alors quatre possibilités (voir fig 1.7).

Figure 1.7 – Les quatre possibilités lorsque deux photons arrivent
en entrée d’une séparatrice. cas 1 : les deux photons sont transmis,
cas 2 : les deux sont réfléchis, et cas 3 et 4 : l’un est transmis l’autre
est réfléchi.

Lorsque les deux photons d’entrée sont discernables l’un de l’autre, les
quatre cas sont équiprobables, mais lorsqu’ils sont indiscernables, c’est-à-dire
si au moment de la détection dans l’un des ports de sortie il est impossible de
savoir de quels ports d’entrée les photons sont issus, alors un phénomène d’in-
terférence quantique se manifeste. En effet, si les photons sont indiscernables,
le cas où les deux photons sont transmis (cas 1) devient indifférentiable du
cas où les deux photons sont réfléchis (cas 2). Il faut donc sommer les am-
plitudes de probabilité et non leur carré ce qui conduit à des interférences
qui, dans le cas présent, sont destructives. Les photons se retrouvent alors
systématiquement dans le même mode de sortie (cas 3 et 4).

Afin de décrire quantitativement cet effet, on considère âi†, b̂i
†
, ĉi† et d̂i

†

les opérateurs de création d’un photon respectivement dans les ports d’entrée
a et b, et de sortie c et d de la séparatrice. l’indice i sert à repérer le "mode"
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des photons, il peut s’agir de la polarisation, du mode spatial ou encore de
la longueur d’onde. On modélise l’effet de la séparatrice par une matrice
unitaire S qui relit les opérateurs en entrée aux opérateurs en sortie :

(

ĉi
†

d̂i
†

)

=

(

r t
t −r

)

(

âi
†

b̂i
†

)

= S

(

âi
†

b̂i
†

)

avec r2 + t2 = 1.

Lorsque deux photons arrivent en entrée de la séparatrice, l’état quan-
tique est le suivant :

|Ψ〉 = âi
†b̂j

†|vac〉
Avec |vac〉 le vide quantique.

En utilisant la matrice S−1 pour déterminer l’état après la séparatrice,
on obtient :

|Ψ〉 = (rĉi
† + td̂i

†
)(tĉj

† − rd̂j
†
)|vac〉 (1.35)

|Ψ〉 = (rtĉi
†ĉj† − rtd̂i

†
d̂j

†
+ t2d̂i

†
ĉj

† − r2ĉi†d̂j
†
)|vac〉 (1.36)

Et si r = t = 1/
√
2 :

|Ψ〉 = 1

2
(ĉi

†ĉj† − d̂i
†
d̂j

†
+ d̂i

†
ĉj

† − ĉi†d̂j
†
)|vac〉 (1.37)

Si les photons sont discernables (i 6= j), on retrouve les quatre cas possibles
de la figure 1.7 équiprobables. Par contre si les photons sont indiscernables
(i = j) l’état se réduit à :

|Ψ〉 = 1

2
(ĉi

†2 − d̂i
†2
)|vac〉 (1.38)

Et les deux photons sont alors systématiquement dans le même port de
sortie. Cette interférence est liée à la nature bosonique des photons qui, lors-
qu’ils sont indiscernables ont tendance à se grouper dans le même mode. En
pratique l’observation de ce phénomène se fait par l’observation des coïnci-
dences entre les événements mesurés en c et en d.

Dans le cas discernable (eq. 1.37), la moitié du temps on observe des
coïncidences, lorsqu’il y a un photon dans chaque port de sortie. Mais dans
le cas indiscernable (eq. 1.38) le taux de coïncidence est nul fournissant une
signature claire de l’indiscernabilité. Hong et al. ont ainsi observé l’annula-
tion de ce taux en faisant varier le chemin optique de l’un des photons par
rapport à l’autre. Lorsque les deux chemins sont de même longueur le taux
de coïncidence diminue fortement jusqu’à quasiment s’annuler (figure 1.8).

Au fond du creux de coïncidence l’état est alors la superposition cohérente
de deux photons dans le port c et deux photons dans le port d. Ce type
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Figure 1.8 – Le taux de coïncidences diminue fortement jusqu’à
quasiment s’annuler lorsque le chemin optique de la source de paire
de photons à l’un des ports d’entrée de la séparatrice devient iden-
tique au chemin optique qui relit la source à l’autre port d’entrée.
Dans ces conditions les photons sont temporellement indiscernables
et les interférences quantiques détruisent le signal de coïncidences.
Figure issue de [HOM87].

d’état appartient à une classe d’états extrêmement importante en optique
quantique pour leur caractère fortement non classique : les "N00N-states"
de la forme :

|Ψ〉 = 1√
2
(|N, 0〉+ eiNφ|0, N〉)

où N est un entier positif. Ce type d’état est maximalement intriqué au sens
de l’entropie de von Neumann [NC00].

La première proposition de protocole pour créer des N00N-states pour
N>2 repose justement sur l’effet Hong, Ou et Mandel [KLD02]. Il s’agit de
mettre en cascade des paires de séparatrices en choisissant correctement les
coefficients de transmission et réflexion. Une post-sélection permet ensuite
d’isoler les états N00N.

De nombreux autres états permettent de réduire le bruit de mesure de la
phase dans un interféromètre, en particulier les paires de particules corrélées
[HB93]. L’interférométrie quantique que nous allons présenter maintenant est
donc l’une des applications importantes des paires de particules corrélées.

1.3.2 Interférométrie sous la limite quantique standard

Comme nous avons pu le voir dans la section 1.2.2, l’une des propriétés
importantes des paires de particules corrélées et donc des photons jumeaux
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est la réduction du bruit sur la différence du nombre de particules (ou de
manière équivalente sur la différence d’intensité) entre les faisceaux signal
et complémentaire. Au vu de cette propriété il parait naturel d’envisager
l’utilisation de ces paires pour améliorer la précision des interféromètres.
L’interféromètre de Mach-Zender représenté sur la figure 1.9 est finalement
le système auquel on pense juste après avoir réalisé l’effet Hong, Ou et Man-
del. Il s’agit de renvoyer les faisceaux en sortie d’une première séparatrice
vers une deuxième pour les recombiner. Généralement, les interféromètre de
Mach-Zender sont utilisés en envoyant un état cohérent dans le port d’en-
trée A de la séparatrice S1 et en laissant l’autre port d’entrée B vide. Dans

Figure 1.9 – Les faisceaux des entrées A et B sont mélangés par la
séparatrice S1 puis se propagent en suivant deux chemins distincts
accumulant ainsi une phase différente (représentée ici par une lame
de phase ϕ). En général la variation de phase est produite par l’ef-
fet physique que l’on souhaite observer (variation d’indice, rotation,
modification de la longueur par des ondes gravitationnelles. . . ). Les
deux bras de l’interféromètre sont ensuite recombinés sur la sépa-
ratrice S2. Les intensités mesurées en sortie sur les photorécepteurs
P1 et P2 dépendent alors de la différence de phase accumulée.

ces conditions, lorsque l’on mesure l’intensité en sortie des bras de l’inter-
féromètre on peut déterminer la différence de phase entre les deux chemins
du Mach-Zender avec une précision de ∆Φ = 1/

√
N où N est le nombre de

photons envoyés puis détectés dans l’interféromètre. Il s’agit de la meilleure
précision accessible à l’aide d’états classiques, on parle alors de la limite
quantique standard. Elle est le résultat de l’amplification des fluctuations
du vide par le faisceau cohérent suite à leur mélange [Cav81]. Cette limite
n’est cependant pas absolue et peut être dépassée grâce à l’utilisation d’états
quantiques dont le bruit est inférieur au bruit de grenaille jusqu’à être limité
par l’incertitude d’Heisenberg : ∆Φ = 1/N . Ainsi, pour augmenter la préci-
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sion d’un interféromètre deux options s’offrent à nous : utiliser un faisceau
plus puissant pour augmenter N ou utiliser un état quantique permettant
de passer sous la limite quantique standard. Comme on dispose de nos jours
de laser très puissants et que la génération d’états non classiques repose sur
des effets non-linéaires peu efficaces, la première solution est bien souvent
la plus adaptée. Cependant, il existe un système, l’interféromètre GEO600
de la collaboration LIGO 3 où la puissance optique est déjà tellement impor-
tante que la sensibilité de l’interféromètre devient limitée par la pression de
radiation sur les miroirs, et seule l’utilisation d’états non classiques permet
alors d’améliorer la mesure. Ainsi, en injectant du vide dit comprimé dont
les fluctuations d’amplitude sont réduites (au détriment des fluctuations de
phase) à la place du vide classique, une amélioration d’un facteur 3.4 de la
précision de cet interféromètre a été démontrée [Col11]. L’utilisation de vide
comprimé dans un interféromètre avait été proposé par C. Caves en 1981
[Cav81] puis démontrée quelques années plus tard en 1987 par Xiao et al.
[XWK87].

Les états N00N présentés à la fin du paragraphe 1.3.1 précédent, per-
mettent d’obtenir des mesures de phases extrêmement précises. En effet,
considérons l’observable Â = |N, 0〉〈0, N |+ |0, N〉〈N, 0|. L’erreur sur la me-
sure de la phase est alors [KLD02] :

∆φ =
∆Â

d〈Â〉/dφ
=

1

N
. (1.39)

Cette erreur est à la limite fondamentale due à l’incertitude d’Heisenberg,
bien en-dessous de la limite standard ∆φ ≥ 1/

√
N .

Comme proposé en 1993 par M. Holland et K. Burnett [HB93], il est
également possible d’utiliser des faisceaux jumeaux en entrée de l’interféro-
mètre, la mesure de la différence des photocourants issus des détecteurs P1
et P2 étant alors extrêmement sensible au déphasage entre les deux bras.

M. Holland et K. Burnett montrent qu’en injectant exactement le même
nombre N de photons dans les deux ports d’entrées de l’interféromètre, la
probabilité de trouver une différence de 2q en mesurant le nombre de photons
dans les ports de sortie est donnée par :

P (2q|∆φ) = |〈N − q,N + q|e∆φ
2

(â†b̂−b̂†â)|N,N〉|2 (1.40)

où ∆φ est la différence de phase entre les deux bras de l’interféromètre.
Lorsque ∆φ = 0, l’interféromètre transmet l’état d’entrée sans l’altérer et la
différence du nombre de photon en sortie est nulle. Lorsque l’on détecte un
excès de photons d’un coté de l’interféromètre, c’est le signe que la différence

3. "Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory".
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de phase est non nulle. Pour q ≪ N la distribution de probabilité peut être
approximée par :

P (2q|∆φ) ≈ J2
q (∆φN) (1.41)

avec Jq la q-ième fonction de Bessel de première espèce. Ainsi, en partant
d’une situation où la différence de phase est nulle, la probabilité de trouver
une différence 2q = 0 passe de P (0|∆φ) = 1 à P (0|∆φ) = 0.5 lorsque la
différence de phase passe de ∆Φ = 0 à ∆Φ ≈ 1.1

N . Cela illustre la sensibilité
∝ 1

N limitée uniquement par l’incertitude d’Heisenberg.

En dehors du cas particulier de l’interféromètre GEO600, l’utilisation
d’états quantiques en vu de l’amélioration de la précision d’interféromètres
optiques reste pour le moment anecdotique puisqu’on peut trouver des
sources laser intenses facilement. Par contre, avec des ondes de matière, le
nombre d’atomes disponible est rapidement limité et les non-linéarités sont
bien plus importantes ce qui rend alors l’utilisation d’états quantiques par-
ticulièrement appropriés pour l’amélioration des interféromètres atomiques.
Cela constitue d’ailleurs l’une des motivations de notre expérience.

1.3.3 Inégalité de Bell

En plus des corrélations et des réductions de fluctuations, dont nous
venons de voir l’utilité pour l’interférométrie, les photons d’une même paire
sont dans certain cas, intriqués. La mesure de l’état d’un des photons projette
alors l’autre photon dans un état bien défini. Autrement dit, la fonction
d’onde qui décrit une paire n’est pas séparable, on ne peut pas la factoriser
en termes ne dépendant que d’un seul des deux photons. C’est par exemple
le cas de l’état créé lors de la conversion paramétrique de type II qui est de
la forme :

|Ψ〉 = 1√
2
(|H,V 〉+ eiΦ|V,H〉) (1.42)

où H et V désignent l’état de polarisation des photons. Ce type d’état conduit
à un résultat particulièrement contre-intuitif : si on mesure l’état de polari-
sation d’un des photons, alors l’état de l’autre particule est immédiatement
projeté sur la polarisation orthogonale et ce, quelque soit la distance séparant
les photons jumeaux. Ce paradoxe semble violer la causalité, ce qui amena
en 1935 Einstein, Podolsky et Rosen à remettre en question la mécanique
quantique [EPR35] en envisageant qu’il s’agisse d’une théorie incomplète. Ce
type d’état est d’ailleurs dit de type "EPR" en référence à ces physiciens.
Ce n’est que près d’une trentaine d’année plus tard que John Bell montra
qu’en mesurant des quantités bien choisies, la mécanique quantique prédit
un résultat qu’aucune théorie à variables cachées locales ne permet d’expli-
quer. En appliquant des rotations sur les polarisations des photons puis en
mesurant les polarisations finales, les corrélations entre les résultats obtenus
sur les deux photons doivent toujours vérifier une inégalité, dite inégalité de
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Bell [Bel64] dans le cadre de théorie aux variables "cachées". Or, la méca-
nique quantique prédit la violation de cette inégalité pour certains angles de
rotation des polarisations. Les premiers tests furent réalisé à l’aide de pho-
tons issus de la désexcitation à deux photons d’un atome et ont conduit à
l’observation d’une violation des inégalités de Bell, confirmant ainsi les pré-
dictions de la mécanique quantique et invalidant les théories aux variables
locales "cachées" [FC72] [ADR82]. Quelques années plus tard l’expérience a
été reproduite avec des photons issus de conversions paramétriques de type
II [OM88] [SA88].

Figure 1.10 – À l’aide des diaphragmes A, les vecteurs d’ondes
k1, k′1, k2 et k′2 sont sélectionnés. Lorsqu’un photon est émis avec le
vecteur d’onde k1 (resp. k′1) alors les conditions d’accord de phase
imposent au photon complémentaire d’avoir le vecteur d’onde k2
(resp. k′2). On se retrouve ainsi dans un état intriqué, superposition
des deux possibilités (voir équation 1.43). Les corrélations obtenues
sur les détecteurs pour certaines valeur de déphasage (contrôlées
par Pa et Pb) permettent d’observer une violation des inégalités de
Bell. Figure extraite et adaptée de [RT90].

Ces premières démonstrations ont été réalisées à l’aide d’états intriqués
en polarisation dont l’équivalent atomique pourrait être l’intrication avec
les sous-niveaux Zeeman mais rien n’empêche l’utilisation d’autre variables.
Ainsi J. Rarity et P. Tapster ont mesuré une violation des inégalités de Bell
à partir de paires de photons intriqués en impulsion [RT90]. La figure 1.10
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montre le dispositif qu’ils ont utilisé. L’état produit est de la forme :

Ψ〉 = 1√
2
(eiϕb |k1, k2〉+ eiϕa |k′1, k′2〉) (1.43)

Les phases relatives ϕa et ϕb sont ajustées à l’aide des lames de phase Pa et
Pb puis après avoir mélangé les deux termes avec les séparatrices (notées BS)
on mesure les corrélations entre les détecteurs Da3, Da4 et Db3, Db4 (voir
figure 1.10) :

E(ϕa, ϕb) =
Ca3,b3(ϕa, ϕb) + Ca4,b4(ϕa, ϕb)− Ca3,b4(ϕa, ϕb)− Ca4,b3(ϕa, ϕb)

Ca3,b3(ϕa, ϕb) + Ca4,b4(ϕa, ϕb) + Ca3,b4(ϕa, ϕb) + Ca4,b3(ϕa, ϕb)
(1.44)

où Cai,bj est le taux de coïncidences entre les détecteurs Dai et Dbj . En
répétant la mesure pour différentes valeurs de ϕa et ϕb on peut mesurer le
paramètre de Bell S :

S = E(ϕa, ϕb)− E(ϕa, ϕ
′
b) + E(ϕ′

a, ϕb) + E(ϕ′
a, ϕ

′
b) (1.45)

J. Rarity et P. Tapster ont ainsi obtenu S = 2.26 ± 0.06 [RT90] là où
une théorie aux variables locales prédit que −2 ≤ S ≤ 2. La mécanique
quantique prévoit des valeurs du paramètre de Bell pouvant aller jusqu’à S =
2
√
2 (≈ 2.82), elle permet donc d’expliquer le résultat obtenu et contredit les

explications reposant sur des théories aux variables cachées locales ne sont
pas valables.

L’intrication d’un état que l’on démontre grâce à la violation des inéga-
lités présente, en plus de son importance fondamentale, un intérêt en tant
que support pour l’information quantique [Mon02], la téléportation d’état
[Ben+93] et la cryptographie quantique [HB84], l’information étant déloca-
lisée sur les deux photons séparés spatialement. D’après la mécanique quan-
tique il n’y a d’ailleurs aucune limite à la distance séparant des particules
intriquées et les tests actuels sont pour le moment limités par des aspects
technique. Ainsi, dans le cas des photons, ce sont les pertes engendrés par
l’atténuation dans les fibres optiques qui empêchent la propagation de l’in-
trication sur des distances arbitrairement grande. De l’information délocali-
sée sur plusieurs centaines de kilomètres a tout de même pu être observée
[Sch+09].

1.4 Mélange à quatre ondes de matière

Contrairement aux photons, les atomes peuvent interagir fortement entre
eux sans l’aide de milieux intermédiaires ce qui rend aisément accessible les
phénomènes non-linéaires. La conservation du nombre de particules impose
qu’uniquement les non-linéarités d’ordre impair existent et en particulier le
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mélange à quatre ondes. Ce dernier peut être compris comme l’interaction
de deux modes de pompe donnant naissance à un mode signal et un mode
complémentaire comme nous l’avons expliqué dans la section 1.1.2. Nous
allons nous intéresser à ce phénomène en commençant par donner quelques
éléments théoriques puis en étudiant deux cas particuliers : la collision de
deux condensats en espace libre et le mélange à quatre ondes dans un réseau
optique.

1.4.1 Éléments théoriques

Le système est régi par le hamiltonien suivant :

Ĥ = Ĥ0+Ĥint =

∫

d−→r Ψ̂†
[

−~
2∇
2m

+ V (−→r , t)
]

Ψ̂+
g

2

∫

d−→r Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂ (1.46)

où g = 4π~2a
m est le coefficient d’interaction (avec a la longueur de diffusion)

et V (−→r , t) est un potentiel externe, de piégeage par exemple.

Dans le cadre du mélange à quatre ondes, il est pratique de décomposer
l’opérateur champ en trois termes : deux termes de modes de pompe (Φp1 et
Φp2) et un terme représentant les modes diffusés Φd :

Ψ̂(−→r , t) = Φp1(
−→r , t)âp1 +Φp2(

−→r , t)âp2 +Φd(
−→r , t)âd (1.47)

On réinjecte alors cette décomposition dans l’expression du hamiltonien
d’interaction Hint (voir 1.46) de nombreux termes apparaissent alors, en
particulier :

ĤM4O = 2g

∫

d−→r Φ∗
p1(
−→r , t)Φ∗

p2(
−→r , t)Φd(

−→r , t)Φd(
−→r , t)â†p1â†p2âdâd + h.c

(1.48)

décrivant le mélange à quatre ondes où deux atomes des modes de pompe
p1 et p2 sont émis en une paire d’atomes dans les modes diffusés (et le
processus inverse). On obtient également les termes :

ĤCM = 2g

∫

d−→r |Φi(
−→r , t)|2â†i âi|Φj(

−→r , t)|2â†j âj (1.49)

avec (i, j) ∈ (p1, p2, d). Ces termes décrivent l’énergie d’interaction, dite de
champ moyen, entre les atomes du mode i et ceux du mode j.

Ces deux termes suffisent à décrire la plupart des phénomènes abordés
dans ce manuscrit. En effet, dans nos conditions, les autres termes ne vérifient
jamais la conservation de l’énergie et influencent donc très peu l’évolution
du système.
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1.4.2 Collision en espace libre

Pour bien comprendre le mélange à quatre ondes de matière intéressons-
nous tout d’abord à la collision de deux condensats en espace libre [VCK03].
Il n’y a alors aucun potentiel appliqué sur les atomes et deux condensats

Figure 1.11 – Image d’absorption du
halo d’atomes de rubidiums diffusés
par mélanges à quatre ondes dans le
groupe de Ketterle [VCK03].

d’impulsions opposées K et −K entrent en collision. On peut modéliser ces
deux paquets d’ondes de pompe par des ondes planes :

Φp1,p2(
−→r , t) = Φ±K(−→r , t) = √n±Ke

∓i
−→
K−→r e−i ~K

2

2m
t (1.50)

avec n±K la densité respective des condensats de pompe. Par simplicité on
prendra n+K = n−K = n. On décompose ensuite les modes diffusés sur la
base des ondes planes :

Φd(
−→r , t)âd =

1√
V

∫

d
−→
k e−i

−→
k −→r e−i ~k

2

2m
tâk (1.51)

Le hamiltonien du mélange à quatre ondes (1.48) peut maintenant s’écrire
sous la forme :

HM4O = 2gn

∫ ∫

d
−→
k d
−→
k′
∫

d−→r ei
~(2K2−k2−k′2)

2m
te−i(

−→
k +

−→
k′ )−→r â†K â

†
−K âkâk′

(1.52)

qui sera non négligeable seulement si le processus conserve l’énergie et
l’impulsion (en négligeant les effets de champ moyen) :

~k + ~k′ = 0 (1.53)

~
2k2

2m
+

~
2k′2

2m
= 2

~
2K2

2m
(1.54)

C’est ce qu’on appelle les conditions d’accord de phase. Ici, elles imposent
que les atomes diffusés aient des impulsions opposées réparties sur une sphère
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de rayon K. C’est effectivement ce qui a pu être observé expérimentalement
dans le groupe de Ketterle (voir fig. 1.11).

Cependant, les effets de champ moyen ne sont en pratique pas totalement
négligeables et changent légèrement la forme du halo de diffusion, comme mis
en évidence sur notre expérience avant mon arrivée en thèse [Kra+10].

Figure 1.12 – À l’époque la collision
était réalisée à partir d’un condensat
dans le piège magnétique. Le nuage
était alors très allongé selon l’axe des
bobines du piège (axe x).

Dans les conditions de l’époque, le condensat était très anisotrope avec
son axe long selon l’axe des bobines du piège magnétique (voir figure 1.12) .
Le champ moyen introduisait une variation de l’ordre de 5 % du rayon de la
sphère (soit une variation de l’ordre de 10 % sur l’énergie) (voir figure 1.13).
Cette modification du rayon en fonction de la direction dans le plan équa-
torial de la sphère (de l’ellipsoïde en fait) peut s’expliquer par l’anisotropie
initiale du condensat. La collision a pour effet de déposer les atomes sur une
bosse de potentiel de champ moyen dont le profil initial est proportionnel à la
densité du condensat. Les atomes diffusés dévalent ensuite cette colline avec
une vitesse initiale de l’ordre de la vitesse de recul et convertissent l’énergie
potentielle en énergie cinétique. Cependant, le temps nécessaire à ces atomes
pour descendre de cette bosse est très différent selon les directions : selon
les axes courts (notés y et z) les atomes sortent du champ moyen en environ
40 µs et parviennent à dévaler entièrement la pente, alors que selon l’axe
long (axe x sur la figure 1.13) ils leur faut quasiment 1.2 ms. Or, le champ
moyen n’est pas stationnaire, le nuage n’est plus piégé et sa densité s’écroule
à cause de son expansion en typiquement 30 µs. C’est suffisant pour que les
atomes s’échappant selon les axes courts soient accélérés en dévalant la pente
contrairement à ceux s’échappant selon l’axe long qui restent quasiment au
sommet de la bosse et n’augmentent pratiquement pas leur vitesse. Cela ex-
plique pourquoi, dans le plan équatorial, le rayon en impulsion mesuré selon
l’axe x est plus court que celui selon l’axe y (voir figure 1.13).

Cet exemple illustre bien qu’il faut garder à l’esprit la présence de ces
effets d’interactions qui, comme nous le verrons au chapitre 3 dans la partie
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Figure 1.13 – Lors du mélange atomique en espace libre, l’équipe a
pu mettre en évidence les effets subtils des interactions. (a) Densité
moyenne dans l’espace des impulsions et dans le plan équatorial de
la sphère d’atomes diffusés par mélange à quatre ondes en espace
libre. Ce profil est obtenu à partir de près de 1500 réalisations expéri-
mentales. (b) Identique à (a) mais issue d’une simulation positive-P.
(c) Évolution du rayon de la sphère dans le plan équatorial obtenue
par l’expérience (carrés noirs) et par la simulation (ronds rouges).
La courbe noire est un ajustement sinusoïdal aux données expéri-
mentales. Figure issue de [Kra+10]

3.1, se révéleront cruciaux dans la compréhension du mélange à quatre ondes
dans un réseau optique.

Lors du mélange à quatre ondes en espace libre, les atomes sont émis par
paire comme l’atteste les corrélations obtenues par l’équipe en 2007 [Per+07]
(voir figure 1.14). Il s’agit donc d’une source de paires d’atomes corrélés,
cependant elle n’est pas directive puisque les atomes sont émis dans 4π strad.
Sur le halo d’atomes diffusés il n’y a en moyenne que 0.01 atome par mode ce
qui, pour de l’interférométrie, s’avère insuffisant mais qui pourrait convenir
pour les tests de l’inégalité de Bell ou de l’effet Hong, Ou et Mandel.

C’est donc pour pallier au manque de directivité et à la faible population
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Figure 1.14 – Projections de g(2)(K = ~k1+ ~k2). On observe un pic
autour de K = 0, preuve de la corrélation entre atomes d’impulsions
~k1 et ~k1 opposées. [Per+07]

des modes que nous avons décidé de développer une nouvelle source de paires
d’atomes reposant sur le mélange à quatre ondes spontané dans un réseau
optique en partant de la proposition de K.M Hilligsøe et K. Mølmer [HM05].

1.4.3 Mélange à quatre ondes dans un réseau optique

Le principe du mélange à quatre ondes dans un réseau optique est si-
milaire au mélange à quatre ondes en espace libre : il s’agit de la collision
de deux atomes qui donne naissance à une paire d’atomes dont les impul-
sions sont définies par les conditions d’accord de phase. La différence repose
justement sur ces dernières ; l’utilisation d’un réseau permet de modifier les
conditions d’accord de phase afin de favoriser la création de paires dans un
nombre restreint de modes. Ce mécanisme sera décrit en détail dans le cha-
pitre suivant (Chapitre 2 dans la partie 2.3). Pour la première fois proposée
dans [HM05], l’expérience a été réalisée peu de temps après dans le groupe
de Ketterle [Cam+06]. En chargeant un condensat dans un réseau optique
unidimensionnel l’équipe a observé le peuplement de deux modes conjugués
(voir figure 1.15). Cependant leur imagerie par absorption n’a pas permis
l’étude des corrélations inter-atomiques ou l’analyse approfondie des condi-
tions d’accord de phase. C’est donc pour améliorer la compréhension de ce
mécanisme et avec comme objectif l’utilisation de ce processus pour la créa-
tion d’une source de paires d’atomes corrélés fiable que nous avons entrepris
l’étude du mélange à quatre ondes dans un réseau optique.
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Figure 1.15 – Première observation
de mélange à quatre ondes dans un
réseau optique dans le groupe de Ket-
terle par Campbell et collaborateurs.
En faisant se déplacer un condensat
avec différentes impulsions initiales
k0, ils ont observé dans l’espace des
impulsions l’apparition de nuages au-
tour d’impulsions bien définies dont
les valeurs dépendent de k0. Ces pics
ainsi créés sont la signature du mé-
lange à quatre ondes de matière dans
un potentiel périodique. Figure tirée
de [Cam+06]
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1.5 Conclusion du chapitre

Nous avons vu dans ce chapitre à quel point les paires de particules cor-
rélées sont des outils précieux pour l’étude des phénomènes non classiques et
pour la réalisation de protocoles de communication et d’information quan-
tique.

La création de particules corrélées repose sur l’utilisation de processus
non-linéaires dont nous avons dans ce chapitre décrit les deux plus courants :
la conversion paramétrique et le mélange à quatre ondes. Les corrélations
propres aux particules jumelles peuvent être mises en évidence grâce à la
mesure de la fonction de corrélation d’ordre 2 et la preuve de l’émission par
paire peut être apportée en mesurant le bruit sur la différence du nombre
de particules dans les modes corrélés. Ce bruit doit être, pour des paires,
fortement réduit et même descendre en-dessous du bruit de Poisson.

Cet aspect fortement non-classique des paires de particules a été mis à
profit avec des photons par la réalisation d’expériences devenues maintenant
de véritables références : l’effet Hong, Ou et Mandel, l’interférométrie en-
dessous de la limite quantique standard et la violation de l’inégalité de Bell.

L’enjeu pour la communauté de l’optique atomique quantique est main-
tenant de créer des sources de paires d’atomes corrélés aussi fiables et ajus-
tables que ce qui est fait avec des ondes lumineuses afin de reproduire, adap-
ter, voir dépasser les expériences réalisées avec des photons il y a maintenant
près de trente ans. C’est dans cet objectif que notre équipe étudie le mé-
lange à quatre ondes de matière en commençant par la réalisation, il y a
quelques années, d’une source de paires d’atomes corrélés grâce à la colli-
sion de deux condensats. Nous avons maintenant ajouté un réseau optique
unidimensionnel afin d’obtenir une source plus brillante et plus ajustable.
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Chapitre 2

Effets et mise en place d’un

réseau optique

Au cours des dix dernières années l’utilisation de réseaux optiques dans
le domaine des atomes froids s’est démocratisée. La création d’un potentiel
périodique à une, deux ou trois dimensions fait apparaître de très divers et
nombreux effets physiques qui suscitent l’engouement dans la communauté
[BDZ08]. Dans ce chapitre nous partirons d’un point de vue généraliste sur
les réseaux avant de, petit à petit, nous focaliser sur l’utilisation particulière
que nous en faisons expérimentalement.

Dans un premier temps nous présenterons l’utilisation des réseaux op-
tiques au travers de quelques exemples. Cela donnera ainsi un aperçu des
formidables possibilités offertes par les potentiels périodiques. Nous fourni-
rons, dans la partie suivante, les éléments théoriques nécessaires à la compré-
hension des effets produits par un réseau. Remarquons que, dans cette partie,
nous nous restreindrons au cas des réseaux unidimensionnels puisqu’en plus
d’être plus simples à étudier, ils correspondent à notre situation expérimen-
tale. Nous développerons en particulier les notions de quasi-impulsions et
de structure de bandes d’énergie. Ces notions se révéleront en effet cruciales
pour la compréhension des mécanismes du mélange à quatre ondes dans un
potentiel périodique. C’est précisément ces mécanismes que nous présente-
rons dans la partie suivante en discutant comment les conditions d’accord
de phase sont modifiées par l’ajout d’un réseau.

Enfin nous décrirons la mise en place expérimentale du réseau optique et
sa caractérisation. Nous vérifierons entre autre l’absence d’effets indésirables
de chauffage qu’apporteraient les faisceaux laser du réseau et nous mesu-
rerons la profondeur du potentiel réellement ressentie par les atomes. Nous
finirons enfin par la présentation des premières observations de mélange à
quatre ondes en présence du potentiel périodique. Les travaux décrits dans
ces deux dernières parties ont été, pour la plupart, réalisés en commun avec

37
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Marie Bonneau et sont en grande partie également exposés dans sa thèse,
[Bon11] soutenue en 2011.

2.1 Les réseaux optiques, un outil pour les atomes

froids

Les réseaux optiques permettent de créer des potentiels périodiques par
le biais d’interférences entre plusieurs faisceaux laser. Par exemple, deux
faisceaux laser contrapropageants interfèrent et créent des franges espacées
de λ/2. Grâce à la force dipolaire les atomes sont ainsi soumis à un potentiel
périodique proportionnel à l’intensité des franges d’interférences (voir figure
2.1 (a)). L’ajout de laser dans les deux autres directions de l’espace permet
l’obtention de structures périodiques à une, deux ou trois dimensions (voir
figure 2.1 (a), (b) et (c)).

Figure 2.1 – Grâce aux interférences il est possible de réaliser
des structures périodiques uni, bi et tridimensionnelles dont on a ici
représenté trois exemples simples. En jouant sur les angles des fais-
ceaux et les polarisations il est possible d’obtenir des structures plus
exotiques (nid d’abeille, réseau triangulaire . . . [ZWD07 ; PCG94])

Ces potentiels périodiques permettent de simuler le potentiel vu par les
électrons dans des solides cristallins, ce qui permet de simuler à l’aide des
atomes froids le comportement de nombreux systèmes de matière condensée
avec un contrôle inégalé sur les différents paramètres du système [BDZ08].
On peut par exemple citer l’observation de la transition de Mott [Gre+02]
où les atomes passent d’une phase superfluide à une phase isolante où ils
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sont localisés dans les puits du potentiel périodique. Une autre utilisation
courante des réseaux est de mettre à profit la dimension réduite des puits
de potentiels créés (de l’ordre de λ/2) pour produire des pièges extrême-
ment confinants. Par exemple, dans un réseau à une dimension on piège
les atomes dans des galettes parallèles de très faibles épaisseurs ce qui per-
met l’étude des propriétés des gaz bidimensionnels comme c’est le cas sur
l’expérience d’Hadzibabic et al. [Had+06]. Dans cette équipe, ils ont choisi
d’utiliser un réseau pour créer deux gaz bidimensionnels (voir figure 2.2). Les
deux nuages parallèles sont ensuite relâchés abruptement puis ils s’étendent,
se recouvrent et interfèrent. La figure d’interférence donne alors des infor-
mations sur la phase relative des deux nuages. Le contraste des interférences

Figure 2.2 – Étude de la cohérence de gaz bidimensionnels par
détection hétérodyne d’ondes de matière. (a) Les franges d’interfé-
rences de deux laser à 532 nm permettent de séparer un conden-
sat tridimensionnel en deux gaz bidimensionnels indépendants. (b)
Après la coupure brutale du potentiel de confinement, les deux
nuages s’étendent et interfèrent. Les franges sont alors observées
à l’aide d’une caméra CCD grâce à l’absorption d’un faisceau ré-
sonant. (c) et (d) Exemples de deux figures d’interférences ainsi
obtenues. Figure tirée de [Had+06].

obtenues permet d’étudier les propriétés de cohérence du gaz et a en parti-
culier permis aux auteurs de mettre en évidence la transition de phase de
type Berezinskii-Kosterlitz-Thouless.

Dans le domaine de l’interférométrie atomique, les réseaux sont également
intensément utilisés pour réaliser l’équivalent atomique des miroirs et des
séparatrices à l’aide de la diffraction de Bragg [GML95]. Ce phénomène de
diffraction sera abordé dans la partie suivante au paragraphe 2.2.3.
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Enfin, on peut également utiliser les potentiels périodiques pour modifier
la relation de dispersion, c’est-à-dire changer l’évolution de l’énergie en fonc-
tion de l’impulsion des atomes. Cela permet par exemple de changer la masse
effective des atomes[BDZ08], et rend également possible le mélange à quatre
ondes de matières spontané comme évoqué à la fin de la partie précédente.

C’est justement cette dernière possibilité qui nous intéresse puisqu’elle
permet la création de paires d’atomes jumeaux [HM05 ; Cam+06]. Afin de
comprendre l’effet d’un potentiel périodique sur un nuage atomique nous
allons, dans la partie suivante donner quelques clefs théoriques sur les phé-
nomènes que nous seront amenés à aborder dans ce manuscrit.

2.2 Effet d’un potentiel périodique

Dans cette partie nous allons détailler l’effet d’un réseau optique dans
le cas unidimensionnel en s’appuyant sur le cours du Collège de France de
J. Dalibard [Dal13]. On s’intéressera aux réseaux créés par des laser loin
de toutes résonances atomiques. On pourra ainsi considérer les potentiels
comme étant conservatifs. Notons que la plupart des résultats obtenus dans
cette partie sont généralisables à deux et trois dimensions.

2.2.1 Création d’un réseau optique

Comme évoqué dans la partie précédente, la création d’un potentiel pé-
riodique à une dimension se fait grâce à l’interférence de deux faisceaux laser
(voir figure 2.3).

Figure 2.3 – réseau optique à une dimension formée par l’inter-
férence de deux faisceaux. Gauche : période λ/2, Droite : période
λ/[2 sin(θ/2)]

Les franges sont formées par deux ondes progressives contrapropageantes
de même amplitude ε0 qui en projection selon l’axe Oz s’écrivent :

ε0 sin(krz − ωt+ φ1), ε0 sin(krz + ωt− φ2). (2.1)

Le champ résultant s’écrit alors :

ε(z, t) = 2ε0 sin(krz −
φ2 − φ1

2
) cos(ωt− φ1 + φ2

2
) (2.2)
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Les atomes ressentent ainsi un potentiel périodique V (z) :

V (z) = V0 sin
2(krz − Φ), V0 = d20ε

2
0/~∆̄ (2.3)

où, d0 est le dipôle atomique réduit, Φ = φ2−φ1

2 et où ∆̄ est défini par :

1

∆̄
=

1

ω − ω0
− 1

ω + ω0
(2.4)

avec ω0 la pulsation de résonance de la transition atomique. L’intensité et
le désaccord par rapport à la transition des faisceaux permettent ainsi de
régler l’amplitude et le signe du potentiel. En choisissant une phase relative
Φ = (φ2−φ1)/2 qui dépend du temps, il est possible de mettre en mouvement
le réseau qui se déplacera alors dans le référentiel du laboratoire à la vitesse :

v =
1

2kr

∂Φ

∂t
(2.5)

.

Dans le cas général,
kr = kL sin(θ/2)

où θ/2 est l’angle que font chacune des ondes par rapport à la normale à Oz
et kL = 2π/λ est le vecteur d’onde des faisceaux laser. La période spatiale
du potentiel est donc a = λ/[2 sin(θ/2)]. L’angle θ constitue ainsi un moyen
simple de régler le pas du réseau.

Un réseau optique permet donc la réalisation de potentiels périodiques
parfaitement contrôlés dont on peut régler les paramètres clefs. Intéressons-
nous maintenant au comportement des atomes dans un tel potentiel.

2.2.2 États propres et bandes d’énergie

Pour décrire la dynamique des atomes de masse m dans le potentiel
périodique il faut chercher les états propres |Ψ〉 de l’hamiltonien :

Ĥ =
p̂2

2m
+ V0 sin

2(krẑ). (2.6)

On a supposé ici un réseau fixe tel que Φ = 0 et on néglige les interactions
entre atomes.

Le nombre d’onde kr fait apparaître naturellement une échelle d’énergie
qu’on appelle énergie de recul (Énergie d’un atome de vitesse initiale nulle
après l’absorption d’un photon des laser du réseau) :

Er =
~
2k2r
2m

(2.7)
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qui permet d’adimensionner l’équation aux valeurs propres Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 :

− ψ′′(z̄) +
V̄0
2
[1− cos(2z̄)]ψ(z̄) = Ēψ(z̄) (2.8)

où z̄ = krz, V̄0 = V0/Er et Ē = E/Er.

Pour résoudre cette équation, dite équation de Mathieu, on s’appuie sur
le théorème de Bloch [Dal13 ; Blo29] qui, en tirant partie de l’invariance par
translation de multiples de la période spatiale a, permet d’écrire les fonctions
propres sous une forme particulièrement commode :

ψq(z) = eiqzuq(z) (2.9)

avec uq(z) une fonction périodique de période a.

Notons également qu’à une phase arbitraire près la fonction d’onde véri-
fie :

ψq+2kr(z) = ψq(z) (2.10)

Grâce à la périodicité spatiale des fonctions uq(z), celles-ci peuvent être
décomposées sur la base des ondes planes discrètes :

uq(z) =
∞
∑

m=−∞
am(q)e−2imkrz (2.11)

En injectant la fonction d’onde 2.9 dans l’équation aux valeurs propres,
on en déduit une équation sur uq :

Ĥu(q)uq(z) = E(q)uq(z) (2.12)

où Ĥu(q) est un hamiltonien dépendant du paramètre q

Ĥu(q) =
(p̂+ ~q)2

2m
+
V0
2
(1− cos(krẑ)) (2.13)

On voit dans cette équation que ~q joue un rôle similaire à celui de
l’impulsion d’une particule libre. On appelle ce nombre quantique quasi-
impulsion. Suite à la décomposition en ondes planes, on obtient pour un q
donné les équations couplées sur les coefficients am :

[(2m+
q

kr
)2 +

V̄0
2
]am −

V̄0
4
(am−1 + am+1) = Ēam (2.14)

Ce système se ramène à une équation aux valeurs propres pour une ma-
trice tri-diagonale, symétrique et réelle. Les solutions sont repérables par un



2.2. EFFET D’UN POTENTIEL PÉRIODIQUE 43

indice n = 0, 1, 2, . . . en rangeant les énergies propres En(q) par ordre crois-
sant. La solution associée à En(q) est notée un,q(z), les coefficients de la dé-
composition en ondes planes sont notés am,n(q) et la fonction d’onde est notée
ψn,q. Comme cette dernière est invariante par la substitution q → q+2kr, il
en va de même pour les énergies :

En(q + 2kr) = En(q) (2.15)

On peut donc se limiter à ce que l’on appelle la première zone de Brillouin :
kr ≤ q ≤ kr. La relation de dispersion (variation de l’énergie avec le quasi-
moment q) présente une structure de bandes repérées par l’indice n. Entre
ces bandes autorisées il y a des zones interdites, ou gaps, dont la largeur
augmente avec la profondeur du potentiel (voir figure 2.4).

Figure 2.4 – Relations de dispersion pour V0 = Er à gauche
et V0 = 20Er à droite. Pour de faibles profondeurs la relation de
dispersion est proche de la parabole (repliée) obtenue dans l’espace
libre. Par contre, à mesure que la profondeur augmente les bandes
s’aplatissent et les gaps d’énergie s’élargissent.

En pratique, pour résoudre le système on se limite à un nombre fini
d’ondes planes (m ∈ [−Nop, Nop]) et on diagonalise numériquement le hamil-
tonien. On obtient alors uniquement les 2Nop+1 premières bandes d’énergie.
On peut vérifier l’effet de cette troncature a posteriori en regardant la dé-
composition en ondes planes de la solution ; par exemple si on s’intéresse à la
bande fondamentale, on peut tracer la décomposition des un,q(z) sur la base
des ondes planes (voir figure 2.5). On s’aperçoit que pour V0 ≤ 20Er seuls les
coefficients d’indices m inférieurs à ±3 dans la bande fondamentale (n=0)
prennent des valeurs significatives. L’importance des ondes planes d’indices
supérieurs est donc négligeable ce qui justifie a posteriori la troncature de la
somme.
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Figure 2.5 – Modules carrés des coefficients de la décomposition
en ondes planes de la fonction d’onde dans la bande fondamentale
|am,0(q)|2. À gauche V0 = Er et à droite V0 = 20Er. Dans les
deux cas seuls les coefficients d’indices relativement faibles sont
non négligeables (|m| ≤ 1 dans le cas de gauche, |m| ≤ 2 dans
celui de droite).

2.2.3 Diffraction d’onde de matière par un réseau : cas de la
diffraction de Bragg

En observant les figures de diffractions obtenues après l’application du
réseau, il est possible d’obtenir des information sur ce dernier. Ainsi, en
utilisant la diffraction de Bragg que nous allons décrire dans cette section,
nous pouvons calibrer la profondeur du potentiel réellement perçue par les
atomes comme nous le verrons dans la section 2.4.3.

Pour des raisons de simplicité, on modélise le condensat par une onde
plane d’impulsion ~q : |Ψ(t = 0)〉 = |Φq〉. Lors de l’allumage brutal d’un
réseau sur le nuage atomique on projette l’état initial |Ψ(t = 0)〉 sur la base
des états de Bloch |ψn,q〉 :

|Ψ(t = 0)〉 =
∞
∑

n=0

〈ψn,q|Φq〉|ψn,q〉 =
∞
∑

n=0

a∗0,n(q)|ψn,q〉 (2.16)

Où on note am,n(q) le coefficient de la décomposition de la fonction d’onde
dans la bande d’indice n sur l’onde plane de vecteur d’onde q + 2mkr.

Chaque terme de la décomposition accumule ensuite une phase propor-
tionnelle son énergie :

|Ψ(t)〉 =
∞
∑

n=0

a∗0,n(q)e
−i

En(q)
~

t|ψn,q〉 (2.17)
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Enfin, après un temps τ on coupe le réseau et on observe la fonction
d’onde dans la base des ondes planes (base de mesure). L’état s’écrit alors :

|Ψ(τ)〉 =
∞
∑

m=−∞

( ∞
∑

n=0

a∗0,n(q)am,n(q)e
−i

En(q)
~

τ

)

|Φq+2mkr〉 (2.18)

On observe donc des ordres de diffraction à q + 2mkr dont l’amplitude
dépend du temps d’allumage τ du réseau. Un exemple typique de figure de
diffraction est donné dans la figure 2.6.

Figure 2.6 – Figures de diffraction obtenues par Denschlag et al.
[Den+02]. L’onde initiale a une impulsion ~q = 0 et la profondeur
est de V0 = 14Er. À gauche sont représentées des images obtenues
après temps de vol pour différentes durées d’allumage du réseau.
On observe ainsi l’évolution des populations dans les modes de dif-
fraction à 0 kr, ±2 kr et ±4 kr.
Et à droite les auteurs ont tracé les populations dans les modes

d’impulsions 0~kr (carrés pleins), 2~kr (carrés vides) et 4~kr (cercles) en
fonction de la durée d’application du réseau.

Lorsque le réseau est suffisamment peu profond (V0 < 4Er [Kel+99])
seule la bande fondamentale (n = 0) et la première bande excitée (n = 1) sont
significativement peuplées. On a également vu qu’uniquement les coefficients
am,n(q) d’indices |m| ≤ 1 sont non négligeables et la diffraction n’aura lieu
que vers les ordres ±1. L’évolution temporelle des populations à q, q + 2kr
et q − 2kr peut être déterminée simplement grâce à l’équation 2.18 :

P0(q, τ) = 1− C0(q) sin
2(
∆ωq

2
τ) (2.19)

P±1(q, τ) = C±1(q) sin
2(
∆ωq

2
τ) (2.20)

avec
C±1 = |a∗0,0(q)a±1,0(q)a

∗
0,1(q)a±1,1(q)| (2.21)
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et

C0 = |a0,0(q)|2|a0,1(q)|2 = C−1 + C+1 (2.22)

et

∆ωq = [E1(q)− E0(q)]/~ (2.23)

En étudiant le comportement des coefficients C±1(q) représentés sur la
figure 2.7, on observe que chacun exhibe une résonance à ∓kr.

Si on se place à résonance la population oscille à la pulsation ∆ωkr entre
les modes q = kr et q − 2kr = −kr, c’est la diffraction de Bragg.

P0(kr, τ) = 1− sin2(
∆ωkr

2
τ) (2.24)

P−1(kr, τ) = sin2(
∆ωkr

2
τ) (2.25)

où, toujours en supposant V0 < 4Er :

∆ωkr =
V0
2~

(2.26)

On peut également interpréter la diffraction de Bragg comme un proces-
sus à deux photons : un atome absorbe un photon d’un des faisceaux laser
et réémet de manière stimulée le photon dans l’autre faisceau. Après ce cycle
d’absorption-réémission l’impulsion de l’atome est modifiée de 2~kr. Pour
que ce processus ait lieu il doit conserver l’énergie. Les faisceaux doivent
donc avoir une différence de fréquence de 4Er/h (voir figure 2.8). Cette
différence se traduit par une vitesse du réseau par rapport aux atomes de
v = ∆E

2~kr
= ~kr

m = vr. On retrouve alors la condition de résonance de l’in-
terprétation précédente : les atomes doivent avoir une impulsion −~kr par
rapport au réseau.

2.2.4 Conclusion sur l’effet d’un potentiel périodique

Un réseau optique a pour effet de changer les états propres du système
et de modifier la relation de dispersion avec l’apparition d’une structure de
bande. Or, dans le cadre du mélange à quatre ondes décrit dans la partie 1.4
c’est précisément la relation de dispersion qui définit les conditions d’accord
de phase. Comme nous allons le voir dans la partie suivante, l’utilisation
d’un réseau va par conséquent changer drastiquement le comportement du
mélange à quatre ondes.
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Figure 2.7 –

Contrastes C−1 et C+1

des modes diffractés
q ± 2kr qui présentent
une résonance à ∓kr

Figure 2.8 – La
diffraction de Bragg
peut être interprétée
comme un processus à
deux photons résonant
lorsque l’impulsion
des atomes dans le
référentiel du réseau
est ±kr.

2.3 Mélange à quatre ondes et conditions d’accord

de phase

Pour que le processus de mélange à quatre ondes puisse avoir lieu il faut
vérifier les conditions d’accord de phase. Dans un réseau, ces dernières sont
modifiées par rapport à l’espace libre. D’une part ce sont maintenant les
quasi-impulsions qui doivent être conservées (à 2kr près) et d’autre part
l’énergie suit dorénavant la structure de bande trouvée dans la partie précé-
dente. Les nouvelles conditions d’accord de phase pour la collision de deux
atomes de quasi-impulsions k0 et k′0 vers les modes k1 et k2 s’écrivent donc :

k1 + k2 = k0 + k′0 [2kr] (2.27)

En1(k1) + En2(k2) = En0(k0) + En′
0
(k′0) (2.28)

avec n0, n′0, n1 et n2 les indices des bandes d’énergie dans lesquelles se
trouvent les atomes. Dans les conditions expérimentales on ne travaille
qu’avec la bande fondamentale et on omettra dans la suite les indices
n0 = n′0 = n1 = n2 = 0.

L’un des gros avantages de ces nouvelles conditions d’accord de phase est
que, contrairement au cas de l’espace libre, elles peuvent être vérifiées pour
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des modes de pompe dégénérés k0 = k′0 (voir figure 2.9) évitant ainsi d’avoir à
séparer le condensat en deux nuages d’impulsions distinctes. En effet, lorsque
k0 = k′0, on peut représenter graphiquement les conditions d’accord de phase

k1 + k2 = 2k0 [2kr] (2.29)

E(k1) + E(k2) = 2E(k0) (2.30)

comme trois points alignés M0 = (k0, E(k0)), M1 = (k1, E(k1)) et M2 =
(k2, E(k2)) appartenant à la relation de dispersion et tels que M0 soit le
centre du segment [M1,M2] (voir figure 2.9), on comprend alors qu’il faut
un changement de concavité dans la relation de dispersion pour satisfaire les
conditions d’accord de phase. Pour des atomes dans l’espace libre l’énergie
varie comme le carré du vecteur d’onde et est donc une fonction convexe,
mais l’ajout d’un réseau périodise la relation de dispersion et introduit un
changement de concavité près de k = kr, ce qui explique l’existence de tri-
plets de points solutions des conditions d’accord de phase. Le processus ne
peut avoir lieu que pour une impulsion initiale supérieure à une valeur seuil
k0 > kseuil ≈ 0.5kr. La valeur exacte de ce seuil dépend de la forme de la
relation de dispersion qui dépend de la profondeur du réseau et des interac-
tions (voir la section 3.1 pour plus de détails). Il est intéressant de noter que
ce changement de concavité dans la relation de dispersion peut se retrou-
ver dans d’autres systèmes ; par exemple, les excitons-polaritons possèdent
deux branches d’énergie et la plus basse présente un changement de conca-
vité conduisant là aussi à du mélange à quatre ondes à partir d’une pompe
dégénérée [Bau+00 ; KBG04 ; CSQ01].

Vérifier la conservation de l’impulsion et de l’énergie ne garantie pas que
le processus aura lieu. Si ici le mélange à quatre ondes fonctionne c’est qu’un
condensat d’impulsion k0 > kseuil dans un réseau est dynamiquement in-
stable [Fal+04 ; WN01 ; WN03 ; Fer+08]. Les atomes, initialement à k0 vont
spontanément se transférer par paires dans les modes k1 et k2. Comme le
processus ne peut avoir lieu qu’en présence du réseau, il est aisé de contrôler
la population dans les modes k1 et k2 en choisissant la durée d’application
du potentiel périodique puisque le mélange à quatre ondes s’arrête dès que
le réseau est coupé. Cela en fait un avantage crucial de ce processus puisque
l’intensité des modes k1 et k2 est ainsi directement contrôlable expérimen-
talement. De plus, les valeurs de k1 et k2 étant définies par k0, sélectionner
l’impulsion initiale permet de choisir simplement les impulsions finales (voir
figure 2.10), ce qui fait de ce système une source accordable.

Le mélange à quatre ondes dans un réseau s’annonce comme une source
ajustable de paires d’atomes corrélés. Pour la réaliser nous avons dû créer,
contrôler et caractériser un potentiel périodique. C’est précisément cette mise
en œuvre expérimentale que nous allons détailler dans la partie suivante.
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Figure 2.9 – Exemples de points vérifiant les conditions d’accord
de phase dans un réseau optique. Les quasi-impulsions étant définies
modulo 2 kr, le point en dehors de la première zone de Brillouin est
replié.

2.4 Mise en place expérimentale du réseau optique

Pour la réalisation expérimentale du potentiel périodique présentée figure
2.11 nous avons choisi d’utiliser deux faisceaux laser contrapropageants afin
de minimiser le pas a du réseau. En effet plus ce pas est faible, plus l’échelle
en impulsion (donnée par kr = π/a) est dilatée ce qui permettra de mieux
résoudre les structures créées par le réseau après temps de vol. Dans cette
optique nous avons également choisi de nous placer selon un axe proche de
l’axe vertical afin de profiter de l’excellente résolution qu’offre le détecteur
selon cet axe (voir annexe A).

L’alignement des faisceaux sur les atomes est découplé de l’alignement du
banc optique grâce à l’utilisation de fibres. En outre, les fibres garantissent
la propreté du mode spatial et coupent d’éventuels faisceaux parasites indé-
sirables.

2.4.1 Le banc optique

La création et le contrôle des deux faisceaux sont réalisés sur la table
optique qui offre une bonne stabilité mécanique. Le schéma optique est re-
présenté sur la figure 2.12. Nous avons choisi d’utiliser un laser Nd :Yag
"Mephisto" de chez Innolight extrêmement stable qui fournit jusqu’à 2 W
de puissance à 1064 nm. Après avoir collimaté le faisceau nous le divisons à
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Figure 2.10 – Variation des modes k1 et k2 vérifiant les conditions
d’accord de phase pour une profondeur du réseau V0 = 1 Er. Des
solutions n’existent qu’au delà de 0.5 kr puis varient ensuite de
manière monotone ce qui permet en choisissant la valeur de k0 de
contrôler précisément la valeur de k1 et k2. k0, k1 et k2 en unité de
kr.

l’aide d’un cube séparateur de polarisation précédé d’une lame demi-onde.
On peut ainsi ajuster précisément la puissance envoyée dans chaque bras. Les
deux faisceaux suivent ensuite un parcours similaire, ils sont envoyés aux tra-
vers de modulateurs acousto-optiques (notés AOM sur la figure 2.12) puis
injectés dans des fibres à maintien de polarisation. Les AOM permettent de
contrôler électroniquement à la fois la puissance et la fréquence des faisceaux
de manière indépendante. Ils modulent les faisceaux à environ 200 MHz grâce
à des ondes radiofréquences (RF) générées par des oscillateurs contrôlés en
tension (VCO). Un générateur de fonction arbitraire permet de choisir à vo-
lonté l’évolution temporelle en amplitude des faisceaux. Cependant, les VCO
ont un temps de réponse limité de plusieurs microsecondes ce qui empêche
l’allumage et l’extinction rapide du potentiel, nous avons donc ajouté des in-
terrupteurs entre les VCO et les modulateurs qui permettent d’ouvrir ou de
fermer le circuit rapidement devant l’ensemble des temps caractéristiques de
l’expérience, en environ 20 ns. Le désaccord en fréquence entre les deux bras
est réglé par les VCO et peut être vérifié au hertz près à l’aide de fréquen-
cemètres. Ce désaccord δ permet de choisir la vitesse du réseau par rapport
au référentiel du laboratoire v = δλL

2 = hδ
4Er

vr (voir section 2.2.1) et permet
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Figure 2.11 – Les faisceaux laser issus des fibres 1 et 2 sont
superposés sur les atomes qui sont au foyer du piège dipolaire. Grâce
à des lames demi-onde et des cubes séparateurs de polarisation on
s’assure que les polarisations soient bien identiques pour les deux
faisceaux afin d’obtenir un bon contraste d’interférence.

de contrôler l’impulsion des atomes par rapport au réseau k0 et ainsi régler
les valeurs des vecteurs d’onde k1 et k2. Les fréquences en sortie des VCO
dérivent au cours du temps, mais en général cette variation est quasiment
la même pour les deux VCO ce qui fait que la différence de fréquence est
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assez stable. Typiquement, la variation du désaccord est inférieure à 1 kHz/h
autrement dit, la variation sur le long terme de la vitesse du réseau par rap-
port aux atomes est inférieure à 6×10−3 vr/h. Au cours des séances de prise
de données de plusieurs heures, un contrôle régulier du désaccord permet de
compenser cette dérive.

Figure 2.12 – Les deux bras du réseau (bleu et orange) sont
réalisés en divisant le faisceau issu d’un laser Nd :Yag (en rouge).
Des modulateurs acousto-optiques (AOM) permettent de contrôler
l’intensité optique et servent à introduire un désaccord entre les
deux bras. Les deux faisceaux sont ensuite injectés dans des fibres
à maintien de polarisation pour être acheminés vers la chambre de
science.

Les deux fibres à maintien de polarisation acheminent les faisceaux vers
la chambre de science où ces derniers sont focalisés sur le condensat (figure
2.11).

2.4.2 Alignement sur le nuage atomique

En sortie de fibre nous obtenons des faisceaux monomodes dont le waist
est fixé par les collimateurs à 1.75 mm. Chaque laser est focalisé sur les
atomes grâce à une lentille de focale 1000 mm montée sur une platine de
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translation 3 axes. Le waist est alors de 205 µm au niveau des atomes, ce
qui, étant donné l’angle de 7◦ entre le réseau et la verticale, donne une projec-
tion sur l’axe long du condensat de 1.7 mm. Ainsi, l’intensité est quasiment
homogène sur l’ensemble du nuage de longueur ≈1 mm. Suite aux passages
dans l’ensemble des composants optiques du montage, la puissance maximale
disponible au niveau des atomes est de l’ordre de 500 mW dans chaque bras
ce qui permet en théorie d’obtenir un réseau profond de 20 Er au maximum.

Afin d’aligner le réseau nous procédons par étapes : le tout premier aligne-
ment consiste à centrer les deux faisceaux sur les fenêtres de part et d’autre
de l’enceinte. On s’assure ainsi de passer près du centre de la chambre de
science, à quelques millimètres au plus du nuage atomique. Ensuite nous al-
lumons uniquement le faisceau du bas (issue de la fibre 1, voir figures 2.11 et
2.12) à pleine puissance juste après avoir relâché les atomes du piège. Le laser
ayant une longueur d’onde plus faible que celle de la transition atomique, il
créé un potentiel répulsif qui repousse les atomes du maximum d’intensité,
donnant naissance à un trou dans le nuage. En déplaçant la lentille de foca-
lisation à l’aide de la platine 3 axes, on modifie la position du faisceau ce qui
bouge le trou dans le nuage. En centrant le trou on s’assure de l’alignement
du laser sur les atomes (voir figure 2.13). Cet alignement est extrêmement
précis et permet en général de placer le faisceau sur les atomes à quelques
microns près.

Figure 2.13 – En allumant un seul bras du réseau, le potentiel
créé est répulsif et éjecte les atomes. Si le faisceau n’est pas par-
faitement centré sur le nuage atomique, la distribution mesurée est
dissymétrique. A droite on peut voir l’exemple d’une distribution
obtenue au court de l’alignement et sur laquelle on peut observer la
signature d’un décalage le long de la diagonale

Une fois satisfait de l’alignement du faisceau du bas, on lui superpose
le faisceau du haut (issu de la fibre 2 figures 2.11 et 2.12) en optimisant la
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réinjection de ce dernier dans la fibre 1 grâce à une photodiode de contrôle
(notée PD sur la figure 2.12).

2.4.3 Calibration du réseau

Calibration de la profondeur par diffraction de Bragg

Bien que nous puissions mesurer la puissance laser de chaque coté de
la chambre à vide, il est difficile d’estimer précisément l’intensité au niveau
des atomes. De plus, la profondeur du réseau peut être diminuée par de
nombreux facteurs : un mauvais alignement, une mauvaise focalisation, une
différence de puissance entre les deux bras ou encore des polarisations non
parallèles. Il faut donc absolument calibrer la profondeur du potentiel res-
senti par les atomes. Pour cela nous étudions la diffraction de Bragg créée
par le réseau puisque la fréquence des oscillations produites est directement
proportionnelle à la profondeur du réseau (cf. equation 2.26).

Figure 2.14 – (a) Principe de la mesure de la résonance Bragg : on
se place à une durée d’impulsion T = 0.75 TBragg et on relève l’effi-
cacité de diffraction Bragg en fonction du désaccord. À la résonance
l’efficacité est maximale (courbe continue bleue) et lorsqu’on s’en
éloigne, le contraste diminue et la fréquence augmente ce qui fait
baisser l’efficacité mesurée (courbe en pointillés oranges). (b) et (c)
Résonances mesurées à δ = −175.2±0.3 kHz et δ = 176.7±0.3 kHz
avec un ajustement gaussien.

Pour les profondeurs typiques que nous utilisons dans nos expériences
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(de l’ordre de 1Er) on est toujours dans le régime où la diffraction de Bragg
est possible (V0 ≤ 4Er). Comme le condensat est au repos, il faut donner
une vitesse au réseau en introduisant un désaccord entre les deux bras tel
que ∆ω = 4Er/~ = ±2π × 176 kHz. Pour régler finement ce désaccord
on allume le réseau pendant un temps d’environ trois quart de la période
Bragg, là où l’efficacité de diffraction est la plus sensible au désaccord (voir
figure 2.14 (a)). On mesure ensuite cette efficacité pour différents désaccords
pour trouver précisément la résonance. Les figures 2.14 (b) et (c) montrent
le résultat de cette mesure.

Une fois la résonance bien identifiée, on mesure l’efficacité de la diffraction
en fonction de la durée d’application du réseau et on obtient les oscillations
de la figure 2.15 dont la période de 10.7 µs nous donne une profondeur de
Vexp = 4.25 Er cohérente avec la profondeur de Vth = 5.2 Er attendue avec
les puissances des faisceaux (P ≈ 96.3 mW).

Figure 2.15 – Oscillations de Bragg mesurées pour P ≈ 96.3 mW
dans chaque bras. L’ajustement sinusoïdal donne une fréquence de
νBragg = 93.5 ± 0.1 kHz et un contraste de 99.5 ± 0.5 %. La
profondeur vue par les atomes est donc de Vexp = 2hνBragg =
4.25 Er.

Adiabadicité de l’allumage et de l’extinction du réseau

Pour réaliser le mélange à quatre ondes dans le réseau il faut non seule-
ment contrôler parfaitement la profondeur du potentiel, mais également pou-
voir placer les atomes à une impulsion souhaitée dans la bande fondamentale.
Or, lorsqu’on allume brusquement le réseau les atomes se retrouvent dans
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une superposition de plusieurs bandes de Bloch 1. Si l’on souhaite peupler
uniquement la bande fondamentale il faut réaliser un passage adiabatique
entre les ondes planes et les ondes de Bloch où par adiabatique on entend
lent devant la période lié à l’énergie inter-bande. Afin de mesurer expérimen-
talement la durée nécessaire pour être adiabatique on augmente la puissance
du réseau à l’aide d’une rampe en forme de S jusqu’à une valeur proche de
la valeur maximale (V0 = 18 Er) avant de la réduire de manière symétrique.
Si les rampes sont rapides, la non-adiabaticité se traduit par des pics de dif-
fraction à ±2kr et c’est effectivement ce que l’on observe pour des rampes
de durée τ = 5 µs et τ = 12.5 µs (figure 2.16). Lorsque les rampes sont plus
lentes on observe, comme attendu, que seule la première zone de Brillouin
est peuplée (figure 2.16).

Figure 2.16 – Test d’allumage et d’extinction adiabatique du ré-
seau. Pour des constante de temps au delà de 25 µs on n’observe
plus de pics de diffraction.

On trouve que la durée minimale est de Tadiab = 25 µs. À cette profon-
deur de 18 Er la bande fondamentale et la première bande excitée sont quasi-
ment plates (voir figure 2.4) et la différence d’énergie inter-bande ne dépend
presque pas de la quasi-impulsion, le critère est donc valable pour charger des
atomes à n’importe quelle quasi-impulsion dans la bande fondamentale. On
retrouve d’ailleurs que cette durée minimale est bien supérieure à la durée
associée à la différence d’énergie entre la bande fondamentale et la première

bande excitée qui est V0/2 = 9Er = 2π~ (9× 44 kHz) ≈ 2π~
(

1
2.5 µs

)

. Aux

profondeurs de travail habituelle (≈ 1 Er) la différence d’énergie inter-bande
varie entre ≈ 4Er à quasi-impulsion nulle et V0/2 ≈ Er/2 au bord de la zone
de Brillouin. On s’attend donc à des constantes de temps d’adiabaticité entre
Tadiab,q=0 ≈ 60 µs et Tadiab,q=kr ≈ 500 µs. On a pu vérifier expérimentale-
ment que pour V0 = 1 Er nos estimations sont correctes. Pour des rampes

1. C’est d’ailleurs grâce à cela que l’on fait de la diffraction de Bragg.
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de durée T ≈ 100 µs on n’observe pas de diffraction à quasi-impulsion nulle.

Mesure du chauffage dû à l’émission spontanée

Malgré nos efforts pour réaliser des rampes ayant le moins d’effet possible
sur les atomes on observe toujours un élargissement de la distribution en
impulsion après l’allumage du laser. Il ne s’agit plus d’un effet du potentiel
périodique mais d’un effet de chauffage dû à l’émission spontanée causée par
les faisceaux du réseau. Contrairement à ce que l’on pourrait croire, le fait
d’être sur le bleu de la transition et donc de piéger les atomes aux minima
d’intensité ne diminue pas le chauffage, ce dernier étant en effet indépendant
du signe du désaccord ∆ [GC10 ; GA80]. Pour un faisceau de puissance P et
de waist w donnés, le taux d’émission spontanée est :

Γsp =
γ3HeP

4πIsw2∆2
(2.31)

où γ3He = 2π1.62 × 106 Hz est la largeur spectrale de la transition ato-
mique de l’hélium et Is = 0.16 mW/cm2 est l’intensité de saturation. Quand
ces mesures ont été réalisées, la puissance maximale dans un bras était
Pmax = 300 mW , ce qui donne un taux maximal de Γsp,max = 0.4 s−1 Grâce
à des améliorations sur le montage la puissance maximale est maintenant
Pmax = 500 mW). Comme il y a deux faisceaux et que l’énergie moyenne
transférée au système par un événement d’absorption-émission spontanée est
Er, l’augmentation globale d’énergie maximale est :

dE

dt
= 2× Γsp,max × Er = 1.6 µK.s−1 (2.32)

En mesurant la largeur du nuage thermique entourant notre condensat
après différents temps de tenue du réseau, nous pouvons mesurer un taux de
chauffage de 0.6 µK/s comme le montre la figure 2.17. Le taux de chauffage
mesuré est inférieur au flux d’énergie fourni par l’émission spontanée et cela
vient probablement de la faible profondeur du piège. En effet, à cause de
la gravité, le long de l’axe vertical la profondeur du piège est inférieure au
microkelvin à la fin de l’évaporation (voir annexe A) et lorsque les atomes
sont trop chauds ils s’évaporent naturellement ce qui diminue le taux de
chauffage mesuré. D’ailleurs, on peut voir sur les courbes que pour des durées
courtes du réseau la température longitudinale croit plus rapidement jusqu’à
atteindre 0.6 µK qui correspond à la profondeur du piège.

Ces mesures de chauffage sont réalisées à forte puissance pour magnifier
l’effet de l’émission spontanée. Aucune autre cause de chauffage n’a été mise
en évidence, on peut donc supposer qu’à faible puissance on sera également
limité par l’émission spontanée. On peut ainsi déduire un taux de chauffage
typique aux profondeurs habituelles de travail (≈ 1 Er).
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Figure 2.17 – Température mesurée pour différents temps de tenue
du réseau à la puissance maximale de l’époque (Pmax = 300 mW ce
qui équivaut à ≈ 13 Er). Celui-ci est monté et descendu en 500 µs.
La température est déduite des largeurs en impulsion mesurées au
niveau du détecteur

(

dE

dt

)

1Er

≈ 150 nK/s (2.33)

ce qui ne devrait pas limiter nos expériences dont les durées sont de quelques
millisecondes et pour lesquelles le chauffage serait alors inférieur au nanokel-
vin ce qui est très faible devant les températures typique de nos condensat
qui se situent autour de quelques centaines de nanokelvin.

2.5 Création de paires, premiers résultats

Maintenant que le réseau est parfaitement calibré et que nous avons quan-
tifié les problèmes éventuels, nous pouvons essayer de nous placer dans des
conditions favorables pour le mélange à quatre ondes. On utilise un réseau
peu profond (voir paragraphe 3.1.2) et on se place à un désaccord de 115 kHz
ce qui correspond à une impulsion des atomes par rapport au réseau d’en-
viron 0.65 kr. On allume le réseau doucement sur le condensat 2 puis on le
garde allumé à une profondeur de 0.75 Er pendant 1.8 ms avant de le couper
brutalement (voir figure 2.18). Nous avons choisi de couper rapidement le
réseau à la fin du processus malgré la diffraction que cela engendre car c’est
vers la fin que le mélange à quatre ondes est le plus efficace (à cause de la
stimulation bosonique) : comme les conditions d’accord de phase dépendent
de la profondeur du potentiel, une variation lente de la profondeur risque
d’entraîner la création de paires dans toute une gamme d’impulsions plutôt
que dans les deux modes souhaités, polluant alors le signal.

2. La procédure d’obtention du condensat est décrite dans l’annexe A.
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Figure 2.18 – Puissance du réseau mesurée à la photodiode lors
de l’impulsion. La montée dure environ 200 µs, le réseau est ensuite
maintenu pendant une durée variable après laquelle il est coupé
brutalement.

2.5.1 Distribution d’impulsions

On obtient, après extinction du réseau et du piège dipolaire, l’image en
temps de vol présentée dans la figure 2.19. On observe la création de deux
pics macroscopiquement peuplés centrés autour de deux vecteurs d’onde k1
et k2.

La détection tridimensionnel nous permet d’obtenir la distribution en
impulsion complète comme l’illustre la figure 2.20 sur laquelle on a représenté
les atomes détectés dans les deux pics centrés sur k1 ≈ 0.5 kr et k2 ≈ 1.5 kr

2.5.2 Conditions d’accord de phase

Pour vérifier qu’il s’agisse bien du mélange à quatre ondes, on peut me-
surer si les conditions d’accord de phase sont bien satisfaites pour diffé-
rentes impulsions initiales k0. Comme on peut le voir sur la figure 2.21 on
retrouve un comportement reproduisant qualitativement les variations at-
tendues avec, en particulier, une impulsion seuil en-dessous de laquelle le
mélange à quatre ondes n’a plus lieu. On peut également remarquer que les
quasi-impulsions sont bien conservées (2k0 = k1 + k2 [2kr]). Cependant,
notre modèle théorique ne permet pas d’expliquer quantitativement les ré-
sultats obtenus : la valeur expérimentale du seuil est décalée par rapport à
la prédiction théorique et lorsque k0 s’approche de 1kr le désaccord entre le
modèle et l’expérience s’accentue.
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Figure 2.19 – Distribution en impulsion le long de l’axe vertical
(intégrée selon les axes transverses) obtenue en une seule réalisation
expérimentale. Le réseau est allumé à une profondeur de 0.75 Er

pendant 1.8 ms avec une vitesse de 0.65 kr par rapport aux atomes.
Le petit pic en k = 2 kr provient de la diffraction de Bragg du
condensat.

2.5.3 Conclusion sur les premiers résultats expérimentaux

L’allumage du réseau en mouvement sur le nuage atomique permet de
créer des classes d’impulsion bien définies dont le comportement semble com-
patible avec du mélange à quatre ondes dans un potentiel périodique. Cepen-
dant, une analyse plus approfondie à la fois du coté théorique pour expliquer
quantitativement les conditions d’accord de phase et à la fois du coté expé-
rimental pour mettre en évidence les corrélations et la nature non classique
du processus est nécessaire.

2.6 Conclusion

Au cour de ce chapitre nous avons donné les clés théoriques nécessaires
à la compréhension des phénomènes apparaissant en présence d’un poten-
tiel périodique. Nous avons ainsi montré que la périodicité du potentiel en-
traîne la formation d’une structure de bandes. C’est grâce au changement
de concavité qui apparaît alors dans la relation de dispersion que la créa-
tion spontanée de paires d’atomes par mélange à quatre ondes est possible.
Nous avons ensuite détaillé la mise en place expérimentale du réseau optique
et sa caractérisation au travers des mesures de profondeur, adiabaticité et
chauffage. Cette étape de caractérisation a permis de vérifier l’absence de
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Figure 2.20 – Distribution en impulsion à trois dimension obtenue
expérimentalement à partir de 45 réalisations. Chaque point corres-
pond à un atome détecté et la couleur représente la densité atomique
locale. Pour facilité la visualisation, un quart de la distribution a été
retiré (kx > 0 et ky > 0) et on a représenté uniquement les pics 1
et 2 et coupé le condensat qui est beaucoup plus dense. kx, ky et
kz en unité de kr.

chauffage excessif et nous a confirmé la qualité de notre alignement. Enfin,
nous avons présenté nos premières observations de mélange à quatre ondes
dans le réseau et obtenu un comportement suivant qualitativement la théo-
rie mais dont l’étude approfondie reste nécessaire et va être développée au
chapitre suivant. Grâce aux analyses plus approfondies que nous allons pré-
senter au chapitre suivant nous avons ainsi amélioré la compréhension de
notre source par rapport aux résultats exposés dans la thèse de Marie il y a
un an [Bon11].
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Figure 2.21 – Comparaison entre les conditions d’accord de phases
théoriquement attendues et les vecteurs d’ondes mesurés expérimen-
talement en faisant un ajustement gaussien des pics de densité me-
surés après temps de vol. Malgré une tendance similaire, la théorie
n’explique pas quantitativement les résultats obtenus. k0, k1 et k2
en unité de kr.



Chapitre 3

Caractérisation de la source -

au-delà de l’approche naïve

Dans ce chapitre nous allons caractériser la source de paires d’atomes
créée grâce au mélange à quatre ondes dans un réseau optique. Tout d’abord
nous nous intéresserons aux effets du champ moyen jusque-là ignorés afin de
comprendre les déviations observées lors de la mesure des conditions d’accord
de phase au paragraphe 2.5.2.

Puis, nous approfondirons notre analyse de la source par rapport aux
travaux de Marie Bonneau [Bon11]. Nous commencerons par l’étude des
effets transverses, c’est-à-dire de ce qui se passe hors de l’axe du réseau pour
aller au-delà du modèle purement unidimensionnel que nous avons utilisé
jusque-là. Ensuite, nous étudierons les propriétés statistiques de notre source
afin de vérifier son caractère quantique indispensable pour la réalisation de
protocoles d’optique atomique quantique.

Nous nous pencherons alors sur la dynamique de la création de paire qui
se révèle non triviale. On exposera ainsi la mise en œuvre d’une simulation
numérique de la dynamique de notre système.

3.1 Effet du champ moyen

Si on se souvient que le mélange à quatre ondes est par nature un ef-
fet reposant sur les interactions, on peut facilement comprendre que s’il est
efficace les effets de champ moyen vont également avoir de l’importance. Ce-
pendant, jusqu’ici nous avons négligé les effets de champ moyen pour étudier
le comportement des particules dans un réseau. Or, comme cela avait déjà
été observé lors de la collision de deux condensats en espace libre, les interac-
tions modifient les conditions d’accord de phase [Kra+10] (voir 1.4.2). Dans

63
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cette partie nous allons donc étudier l’effet des interactions sur les condi-
tions d’accord phase, tout d’abord à l’aide d’un modèle simple capturant en
grande partie le phénomène, puis à l’aide d’un modèle plus raffiné s’inspirant
d’un calcul réalisé par B. Wu et Q. Niu [WN01 ; WN03].

3.1.1 Correction a posteriori des conditions d’accord de
phase

Pour prendre en compte l’effet des interactions simplement, on rajoute ar-
tificiellement l’énergie de champ moyen dans la conservation de l’énergie. On
ne considère que l’énergie d’interaction du condensat source avec lui-même
et avec les atomes diffusés dans les paires. On néglige toujours l’interaction
des atomes diffusés entre eux puisque les densités en jeu sont beaucoup plus
faibles. La conservation d’énergie devient alors :

2

[

E(k0) + gN0

∫

d−→r |Ψ0(
−→r )|4

]

= E(k1) + 2gN0

∫

d−→r |Ψ0(
−→r )|2|Ψ1(

−→r )|2

+ E(k2) + 2gN0

∫

d−→r |Ψ0(
−→r )|2|Ψ2(

−→r )|2

Les intégrales de recouvrement sont de l’ordre de 1/V . En notant la
densité n0 = N0/V cela donne un bilan d’énergie qui s’écrit :

2E(k0) = E(k1) + E(k2) + 2gn0 (3.1)

On peut interpréter ce terme 2gn0 supplémentaire 1 en remarquant que
les atomes du condensat de pompe sont indiscernables. Cela ne fait appa-
raître qu’une seule fois le terme de champ moyen alors que les atomes diffusés
sont tout à fait discernables entraînant le double ajout de ce terme et laissant
dans le bilan d’énergie un excès de 2gn0 ≈ 0.1 Er. L’effet de cette correction
sur les conditions d’accord de phase est représenté sur la figure 3.1, où l’on
peut voir le très net changement par rapport aux cas sans interactions. Cette
correction donne un très bon accord avec les données expérimentales lorsque
l’on prend une densité n0 = 9× 1018 at/m3± 20 % en accord avec la densité
expérimentale elle aussi estimée autour de 1019 at/m3 ± 50 %.

Cependant, cette approche reste inexacte et ne permet pas d’expliquer les
largeurs des pics observés. En effet, les pics sont typiquement quatre fois plus
larges que le condensat et cette largeur augmente fortement lorsque la vitesse
du condensat par rapport au réseau s’approche du bord de bande (1 vr). Pour
comprendre plus en détail le comportement du mélange à quatre ondes, on

1. Par rapport aux conditions d’accord de phase sans interactions vues dans le chapitre
précédent (equation 2.29).
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Figure 3.1 – L’ajout du terme 2gn0 aux conditions d’accord
de phase modifie fortement l’allure des solutions. La conserva-
tion de l’énergie corrigée en prenant une densité atomique de
n0 = 9× 1018 at/m3 (courbe en trait plein) permet de bien mieux
modéliser les données expérimentales (cercles). Pour référence on a
aussi représenté les conditions d’accord de phase non corrigées en
pointillés. k0, k1 et k2 en unité de kr.

se tourne donc vers une méthode plus rigoureuse qui consiste à chercher les
états propres du hamiltonien complet dès le début. C’est justement ce calcul
que nous allons voir dans la prochaine partie.

3.1.2 Résolution numérique des conditions d’accord de phase

Pour étudier le comportement du nuage on va s’intéresser à la stabilité
dynamique du gaz dans le réseau. Tout d’abord, nous allons voir comment
j’ai mis en œuvre le calcul numérique, puis nous confronterons les résultats
obtenus à l’expérience avant de s’intéresser aux effets de la profondeur du
réseau et de la densité atomique. Le calcul détaillé ici s’inspire des travaux
de Biao Wu et Qian Niu [WN01 ; WN03] qui ont traité l’effet d’un réseau sur
la stabilité d’un condensat à une dimension afin d’expliquer les instabilités
observées expérimentalement[Bur+01]. D’autre travaux se sont également
intéressés à ce problème : [Fer+08 ; MST03 ; Fal+04 ; MTD04].
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Détail du calcul

Comme expliqué au 1.4, la dynamique du système est gouvernée par le
hamiltonien suivant :

Ĥ =

∫

d−→r Ψ̂†
(

−~
2∇
2m

+ V (−→r , t) + g

2
Ψ̂†Ψ̂

)

Ψ̂ (3.2)

On considère maintenant une situation proche de la situation expéri-
mentale où les degrés de liberté transverse au réseau sont gelés, le problème
devient alors unidimensionnel. En se plaçant dans le cadre de la théorie du
champ moyen, le hamiltonien devient :

H =

∫

dz

{

ψ∗(z)
(

− ~
2

2m

d2

dz2
+ V (z, t)

)

ψ +
g

2
|ψ(z)|4 − µ|ψ(z)|2

}

(3.3)

Avec n0 la densité moyenne du condensat et µ le potentiel chimique.

On cherche dans un premier temps les états stationnaires du système.
Pour ce faire, on cherche les états rendant extrémal le hamiltonien H, c’est
à dire vérifiant l’équation de Gross-Pitaevskii :

− ~
2

2m

d2ψ

dz2
+ V (z, t)ψ + gn0|ψ|2ψ = µψ (3.4)

Dans notre cas, le potentiel externe V (z, t) est périodique et indépendant du
temps (on se place dans le référentiel du réseau) : V (z, t) = V0

2 (1−cos(2krz)).
L’équation 3.4 devient après l’avoir adimensionnée :

− d2ψ

dz̄2
+
V̄0
2
(1− cos(2z̄))ψ + ᾱ|ψ|2ψ = µ̄ψ (3.5)

Avec les grandeurs sans dimensions z̄ = krz, V̄0 = V0/Er, ᾱ = gn0/Er et
µ̄ = µ/Er.

Les solutions à cette équation sont de même période que le potentiel et
comme pour le cas sans interactions, la fonction d’onde vérifie le théorème
de Bloch :

ψk(z̄) = eikz̄uk(z̄) (3.6)

avec uk(z̄) une fonction périodique de même période que le potentiel qui
peut être décomposée sur la base des ondes planes. Pour le calcul on tronque
la décomposition pour ne garder que 2N + 1 termes :

uk(z̄) =

N
∑

m=−N

am(k)e2imz̄ (3.7)
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Pour trouver la solution dans la bande fondamentale à l’équation 3.5, on
traite les interactions de manière perturbative. On trouve d’abord l’état fon-
damental sans interactions ψ0,k comme expliqué au 2.2.2. Sans interactions,
l’équation 3.5 peut se mettre sous forme matricielle (on se limite à N = 5) :

M0uk = µkuk (3.8)

Avec uk =











a−N

a−N+1
...
aN











et M0 =



















C−N (k) −V̄ /4
−V̄ /4 . . . . . .

. . . . . . . . .
. . . . . . −V̄ /4

−V̄ /4 CN (k)



















où Cm(k) = (2m + k)2 + V̄ /2. Les valeurs et vecteurs propres de cette
matrice tri-diagonale peuvent facilement être calculés par des algorithmes
numériques standards. Une fois l’état fondamental ψ0,k calculé, on ajoute
un terme d’interaction ᾱ|ψ0,k|2 à l’équation précédente et on détermine le
nouvel état fondamental. Là encore l’équation peut se mettre sous forme
matricielle :

[M0 + ᾱ(uk,0u
T

k,0)]uk = µkuk (3.9)

La diagonalisation permet d’obtenir l’état fondamental du système à
l’ordre 1. On s’arrêtera à cet ordre après avoir vérifié que les corrections
apportées par les ordres supérieurs sont bien négligeables (voir figure 3.2).

On étudie ensuite la stabilité dynamique du système régie par l’équation
de Gross-Pitaeskii dépendante du temps :

i
∂

∂t̄
ψ = −∂

2ψ

∂z̄2
+
V̄0
2
(1− cos(2z̄))ψ + ᾱ|ψ|2ψ (3.10)

Avec t̄ = Ert/~ le temps exprimé dans les unités de recul.

Pour étudier la stabilité de cette équation, on introduit une perturbation
à l’état fondamental qui brise la périodicité et on calcule la réponse du sys-
tème. La perturbation est de la forme δψk(q) = vk(z̄, q)e

iqz̄ + w∗
k(z̄, q)e

−iqz̄.
Avec q ∈ [−1, 1] et avec vk et wk des fonctions de même périodicité que le
réseau. En injectant la fonction d’onde ainsi perturbée dans 3.10 et en la
développant à l’ordre 1, on obtient :

i
∂

∂t̄

(

vk(q)
wk(q)

)

=Mk(q)

(

vk(q)
wk(q)

)

(3.11)

où

Mk(q) =

(

L(k + q) ᾱψ2
k

−ᾱψ∗2
k −L(−k + q)

)

(3.12)
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Figure 3.2 – (a) Modification de la relation de dispersion par
la correction d’ordre 1 (en bleu) et d’ordre 2 (en orange). On a
représenté ici la correction normalisée par l’énergie en k = 0 :
Correc = (Eavant(k) − Eapres(k))/Eavant(0). L’ordre 1 change
l’énergie jusqu’à 30 % alors que la variation introduite par l’ordre 2
est inférieure à 1 %.(b) Modification de l’état fondamental par la
correction d’ordre 1 (en bleu) et d’ordre 2 (en orange). On mesure
la correction par la distance entre les vecteurs uk avant et après

correction (d =
√

∑N
m=−N [aavantm (k)− aapresm (k)]2).

avec

L(k) = −( ∂
∂z̄

+ ik)2 +
V̄0
2
(1− cos(2z̄))− µ+ 2ᾱ|ψk|2 (3.13)

Si pour un k et un q donnés le système admet une ou plusieurs valeurs
propres ayant une partie imaginaire positive alors ce mode va connaître une
croissance exponentielle. On diagonalise donc la matrice pour chaque k et
q et on regarde la partie imaginaire de la valeur propre associée à la bande
fondamentale. On peut ensuite tracer pour chaque vecteur d’onde initial
k = k0 du condensat la partie imaginaire de l’énergie associée au mode q. La
figure 3.3 montre les résultats typiques que l’on obtient pour des paramètres
représentatifs de nos expériences.

On trouve que pour chaque k0 initial au-delà d’une valeur seuil, la partie
imaginaire est piquée autour d’une certaine valeur de q. Ainsi, les modes cen-
trés sur k1 = k0−q et k2 = k0+q vont connaître une croissance exponentielle.
Ce calcul permet de mettre en évidence qu’il ne s’agit pas uniquement d’un
couple de modes qui vont apparaître mais un continuum ayant une certaine
largeur.
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Figure 3.3 – Gain (partie imaginaire de l’énergie) associé à la
perturbation de quasi-impulsion q en fonction de l’impulsion initiale
k0 du condensat. La profondeur du réseau est V0 = 1 Er

Avant de comparer ces résultats à l’expérience, il faut bien garder à l’es-
prit qu’ils ne sont valables que si les modes instables peuvent être traités
comme des perturbations. Lorsque le réseau est tenu pendant longtemps, la
population dans les paires devient importante et ce calcul perturbatif n’est
alors plus valable.

Résultats - accord avec l’expérience

On peut maintenant comparer les résultats de la simulation numérique
avec les données expérimentales. Sur la figure 3.4 nous pouvons voir que
le calcul numérique permet de correctement prédire les modes créés lors
du mélange à quatre ondes dans le réseau. Sur la figure expérimentale (à
droite), on peut voir les atomes du condensat autour de k = 0 kr ainsi que
les atomes diffractés par Bragg autour de k = 2 kr. Dans la zone où k0 >
0.8 kr la branche supérieure des modes instables s’approche du condensat, la
croissance exponentielle ne se fait donc plus à partir des fluctuations du vide
mais à partir des atomes issus du condensat ou de sa partie thermique. Une
très grande quantité d’atomes est alors diffusée et l’approche perturbative
n’est plus valable. Pour k0 proche de 1, il n’est plus possible de distinguer le
pic 1 du condensat. Et le nuage atomique est alors très déformé.

Pour une comparaison plus quantitative, on peut tracer le vecteur d’onde
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Figure 3.4 – À gauche, gain calculé en fonction de l’impulsion
initiale du condensat k et de la quasi-impulsion q des excitations. On
a projeté la zone q ∈ [0, 1] vers q ∈ [−1,−2] pour la comparer aux
données expérimentales obtenues dans la base des ondes planes. On
peut le faire puisque les quasi-impulsions ont une période 2 kr. On
compare la simulation aux populations mesurées expérimentalement
à droite. La profondeur du réseau est de V0 = 1 Er et la densité
choisie pour le calcul numérique est n0 = 9× 1018 at/m3.

des modes ayant le gain le plus important en fonction du vecteur d’onde
initial du condensat. Sur la figure 3.5 on peut voir le très bon accord entre
le calcul numérique et l’expérience.

Il est important de noter qu’il n’y a normalement aucun paramètre ajus-
table pour ce calcul numérique, la profondeur du réseau a été au préalable
calibrée par la mesure de la période des oscillations de Bragg et la densité
atomique est estimée en mesurant le nombre d’atomes dans le condensat ini-
tial dans les mêmes conditions expérimentales et en utilisant une estimation
du volume du nuage.

L’estimation de la densité reste cependant peu précise : n0 = 1019 at/m3±
50%. Pour mesurer le nombre d’atomes on élargit la distribution en impulsion
(par exemple en chauffant avec un faisceau à résonance) pour limiter les effets
de saturation sur le détecteur. On remonte ensuite au nombre d’atomes initial
en divisant le nombre d’atomes mesuré par l’efficacité η ≈ 12 % de détection.
Malheureusement cette efficacité n’est pas bien connue, il s’agit uniquement
d’une borne inférieure mesurée lors de l’expérience de mélange à quatre ondes
en espace libre [Jas10 ; Jas+10]. Potentiellement l’efficacité peut être jusqu’à
deux fois plus grande et notre mesure surestime alors le nombre d’atomes
initial. De plus le volume du nuages est estimé en faisant une approximation
de Thomas-Fermi qui n’est pas vraiment valable au moins selon l’axe long du
condensat. Enfin, pour calculer les rayons de Thomas-Fermi on utilise une
mesure du waist et de la puissance du laser dont on peut raisonnablement



3.1. EFFET DU CHAMP MOYEN 71

Figure 3.5 – Comparaison entre les conditions d’accord de phase
mesurées expérimentalement (cercles vides) et celle calculées soit
en ajoutant le terme de champ moyen a posteriori (trait plein, déjà
présentée à la figure 3.1) soit par le calcul perturbatif numérique
(cercles pleins). Pour nos paramètres d’interaction et de profondeur,
la différence est très faible entre les deux modèles. kx, ky et kz en
unité de kr.

fixer les incertitudes à environ 10 %. À cause de toutes ces sources d’erreurs
possibles, l’incertitude finale sur la densité est importante, de l’ordre de 50 %.
Ainsi la densité reste dans une certaine mesure un paramètre ajustable dans
notre simulation. En observant l’évolution des résultats numériques avec la
densité on obtient un accord convenable pour n0 = 9× 1018 at/m3 ± 20 %.
Ce calcul permet donc une mesure indépendante de la densité qui se révèle
dans notre cas être plus précise que l’estimation directe.

Le très bon accord entre le modèle numérique et l’expérience montre
que l’instabilité dynamique dans les réseaux et le mélange à quatre ondes
spontané sont en fait deux phénomènes identiques.

Résultats - effet de la profondeur

On peut, grâce à notre modèle numérique prédire le comportement du
condensat dans le réseau pour différentes profondeurs du potentiel. Sur la
figure 3.6 on a représenté les courbes de gain à quatre profondeurs différentes :
1, 2, 5 et 10 Er. On peut ainsi voir que l’augmentation de la profondeur du
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réseau a essentiellement pour effet d’élargir le nombre de mode instable et
d’augmenter la valeur maximale du gain.

Figure 3.6 – Courbes de gain pour quatre profondeurs différentes
(1, 2, 5 et 10 Er).

Sur la figure 3.7 on a représenté une coupe des courbes de gain à
k0 = 0.75kr. On peut ainsi mieux distinguer l’élargissement et l’augmenta-
tion du gain. Grâce à cette analyse, on comprend qu’il est préférable d’éviter
les trop fortes profondeurs pour garder deux pics de paires d’atomes bien
distincts. Cependant, afin d’avoir des constantes de temps raisonnables, on
souhaite que le gain ne soit pas trop faible, c’est pourquoi, on a déterminé
empiriquement une zone satisfaisante de travail entre 0.5Er et 2Er.

Sur la figure 3.8 on a mesuré le nombre d’atomes détectés dans une zone
autour du pic 1 en fonction de la profondeur du réseau. On observe une satu-
ration du nombre d’atomes diffusés dès V0 = 1.5 Er alors que théoriquement
le gain augmente jusqu’à 7 Er (voir figure 3.7). Cela s’explique par le fait
qu’on se retrouve rapidement en dehors du régime de faible gain. Par exemple
à V0 = 1 Er, le gain maximal théorique est typiquement gmax ≈ 0.025 Er/~
(pour k0 = 0.66 kr) et on en déduit une constante de temps :

τ =
1

gmax
≈ 1

2π44000× 0.025
(3.14)

≈ 145 µs. (3.15)

Comme les nombres d’atomes de la figure 3.8 ont été mesurés après 400 µs
d’application du réseau, on est clairement dans le régime de gain fort pour
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Figure 3.7 – Coupes des courbes de gain prises pour un vecteur
du condensat k0 = 0.75 pour différentes profondeurs.

lequel les nombres d’atomes mesurés ne sont plus directement liés au gain
initial. La saturation observée peut provenir, par exemple, de la déplétion
de la pompe ou de la présence de processus secondaires. Nous verrons ainsi
dans la partie 3.4 sur la dynamique que la croissance n’est clairement plus
exponentielle après quelques centaines de microsecondes.

Figure 3.8 – Nombres d’atomes mesurés à différentes profondeurs
V0 du réseau (en unité de Er) dans une zone autour du pic 1. La
durée du réseau est fixée à 400 µs et sa vitesse par rapport aux
atomes est v0 = 0.66 vr. L’ensemble des mesures ont été réalisées
le même jour pour limiter les fluctuations de densité.
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Résultats - effet de la densité

L’autre paramètre du modèle numérique est le coefficient d’interaction ᾱ
proportionnel à la densité atomique n0 et à la longueur de diffusion a. Celui-
ci se révèle être un paramètre difficilement réglable expérimentalement sur
notre dispositif, mais il est tout de même intéressant de simuler son effet
puisqu’on peut imaginer d’autres dispositifs sur lesquels on pourrait le faire
varier 2.

Sur la figure 3.9 on peut voir les courbes de gain pour quatre densités
différentes. Lorsque le coefficient d’interaction augmente, le gain maximal
augmente ce qui est attendu puisque cela signifie que la probabilité de col-
lision est plus forte augmentant immanquablement l’efficacité du mélange à
quatre ondes. L’autre effet moins évident, est l’augmentation de la valeur de
seuil ks. Ainsi, à mesure que les interactions augmentent, les instabilités sont
de plus en plus violentes mais elles apparaissent sur une plage d’impulsions
de plus en plus restreinte en bord de zone de Brillouin.

Figure 3.9 – Courbe de gain pour quatre densités différentes (1,
2, 5 et 10 ×1019 at/m3).

Les courbes de la figure 3.10 sont des coupes des courbes de gain à
k0 = 0.75 kr où l’on peut observer l’augmentation du gain maximum et
de la largeur. Lorsque la densité atteint 7 × 1019 at/m3, les pics ne sont
plus distincts et l’ensemble des quasi-impulsions de la zone de Brillouin sont

2. Par exemple grâce à des résonances de Feshbach présentes pour d’autres espèces
atomiques.
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excitées. Ce régime n’est évidement pas souhaitable pour la production de
paires dans des modes bien définis. En plus de cet élargissement, l’augmen-
tation des interactions change la valeur du vecteur d’onde minimale au-delà
de laquelle les instabilités apparaissent.

Figure 3.10 – Coupes des courbes de gain prises pour un vecteur
du condensat k0 = 0.75 kr pour différentes densités (en unité de
1019 at/m3).

Sur la figure 3.11 sont tracées des coupes à q = 0 afin de se rendre compte
du décalage de la valeur seuil lorsque les interactions augmentent. Le seuil
passe de ks = 0.5 kr lorsque la densité est faible (n0 < 0.5 × 1019 at/m3) à
ks = 0.65 kr pour une densité n0 = 10× 1019 at/m3. Expérimentalement la
densité se situe aux alentours de n0 ≈ 1. × 1019 at/m3 ce qui correspond à
un seuil ks ≈ 0.51 kr.

Conclusion sur le calcul numérique

Le calcul numérique exposé dans cette partie permet non seulement de
simuler les comportements observés sur notre expérience mais également
de faire des prédictions sur ce que l’on pourrait obtenir grâce à un dispositif
permettant de régler l’effet des interactions. Les instabilités dynamiques dans
les réseaux se révèlent être le même phénomène que le mélange à quatre ondes
spontané.

Ce modèle présente cependant deux limites. D’une part les effets trans-
verses sont complètement ignorés puisque le modèle est purement unidimen-
sionnel, d’autre part, comme il repose sur une approche perturbative, il ne
permet d’expliquer la dynamique qu’au début du processus puisque la crois-
sance exponentielle des modes diffusés rend rapidement cette approche er-
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Figure 3.11 – Coupes des courbes de gain prises pour une
quasi-impulsion q = 0 kr pour différentes densités (en unité de
1019 at/m3). En plus de l’augmentation du gain maximal avec la
densité, on observe un décalage de la valeur de seuil ks au-delà de
laquelle un condensat d’impulsion k0 > ks est instable et émet des
paires.

ronée. Dans les deux prochaines parties, on s’intéressera donc à ces deux
aspects.

3.2 Effets transverses

Jusqu’ici nous nous sommes uniquement intéressés au comportement se-
lon l’axe du réseau en supposant que le confinement transverse était suffi-
sant pour geler les deux autres degrés de liberté. Afin de se rendre compte
de l’importance et de l’effet de ce confinement transverse, nous allons dans
un premier temps observer ce qui se passe en l’absence de ce dernier. Puis
nous verrons si l’ajout du piège permet effectivement de supprimer les effets
transverses. Dans notre situation expérimentale, le piège est en effet très ani-
sotrope : la pulsation de piégeage longitudinale ωz ≈ 11 Hz est quasiment
200 fois plus faible que celle transverse ωperp ≈ 1.7 kHz. On s’attend ainsi à
être proche d’un comportement unidimensionnel.



3.2. EFFETS TRANSVERSES 77

3.2.1 Sans confinement transverse

En l’absence de piégeage, le comportement longitudinale reste identique
à celui décrit jusqu’ici, mais transversalement les atomes ne sont maintenant
plus contraints et se comportent comme des particules libres. Par conséquent
ils peuvent acquérir, grâce au mélange à quatre ondes, une impulsion trans-
verse à condition que l’énergie reste conservée. Ainsi, les conditions d’accord
de phase changent à cause de ces nouveaux degrés de liberté transverses :

−→
k 1,⊥ +

−→
k 2,⊥ = 0 (3.16)

k1,z + k2,z = 2k0 [2kr] (3.17)

E(k1,z) + E(k2,z) = 2E(k0)−
~
2

2m
(k21,⊥ + k22,⊥) (3.18)

Avec ki,⊥ la composante transverse du vecteur d’onde du mode i. Les condi-
tions 3.16 définissent une surface tridimensionnelle dans l’espace des impul-
sions sur laquelle les atomes diffusés vont se répartir.

Afin d’observer ce comportement expérimentalement, nous utilisons la
séquence expérimentale habituelle, mais au lieu d’allumer le réseau alors que
le piège est allumé, nous coupons le faisceau dipolaire et immédiatement
après nous allumons le réseau 3. La figure 3.12 montre bien la répartition
des atomes sur la surface attendue. Comme aucun mode n’est privilégié les
atomes sont uniformément répartis sur la surface définie par les conditions
d’accord de phase, et on ne retrouve plus les deux pics fortement peuplés
observés en présence du piège. Ces observations montrent que la présence
du piège dipolaire contraint fortement les degrés de liberté transverses puis-
qu’il permet de favoriser la création de paires longitudinales et empêche la
répartition homogène sur la surface tridimensionnelle. Cependant, on peut
se demander si le piège est suffisamment confinant pour geler complètement
les effets transverses.

3.2.2 Avec confinement transverse

En présence du piège dipolaire, les atomes ne sont plus libres transver-
salement mais sont soumis à un potentiel harmonique caractérisé par sa
pulsation de piégeage ω⊥ = 1.7 kHz ≈ 0.04Er/~. L’énergie est donc quan-
tifiée transversalement et on repère les modes transverses par les nombres
quantiques n1,x, n1,y, n2,x et n2,y. Les conditions d’accord de phase s’écrivent
donc maintenant :

k1,z + k2,z = 2k0 [2kr] (3.19)

E(k1,z) + E(k2,z) = 2E(k0)− (n1,x + n1,y + n2,x + n2,y)~ω⊥ (3.20)

3. Le temps d’allumage du réseau étant court (inférieur à la milliseconde) on peut
négliger l’effet de la chute libre.



78 CHAPITRE 3. CARACTÉRISATION DE LA SOURCE

Figure 3.12 – Coupe de la surface solution des conditions d’accord
de phase en bleue sur laquelle se répartissent les atomes. La figure
est à symétrie de révolution autour d’un axe (quasiment vertical)
parallèle au réseau.

Ainsi, pour chaque valeur de la somme s = n1,x + n1,y + n2,x + n2,y, le
couple de vecteurs d’onde (k1,z, k2,z) est différent (voir figure 3.13). Il reste
donc à savoir si ces états vont être effectivement peuplés. Pour cela il faut
calculer les intégrales de recouvrement suivantes :

In1,x,n1,y
n2,x,n2,y =

∫

Φ2
⊥0Φ

∗
⊥n1,x,n1,y

Φ∗
⊥n2,x,n2,y

dxdy (3.21)

avec Φ⊥0, Φ⊥n1,x,n1,y et Φ⊥n2,x,n2,y les fonctions d’ondes transverses du
condensat et des deux modes diffusés. Pour simplifier les calculs, on néglige
les interactions. Les fonctions d’ondes sont alors les solutions de l’oscillateur
harmonique à deux dimensions :

Φ⊥nx,ny
=

1
√

2nx+nynx!ny!

1√
πa⊥

Hnx

(

x

a⊥

)

Hny

(

y

a⊥

)

e
−x2+y2

2a2
⊥ (3.22)

où a⊥ =
√

~

mω⊥
et avec Hn(X) le polynôme de Hermite 4 d’ordre n. Les

atomes du condensat sont dans l’état fondamental Φ0 = Φnx=0,ny=0. Comme

4. Polynôme de Hermite sous la forme dite physique.
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Figure 3.13 – Valeur des vecteurs d’ondes k1,z et k1,z solutions
des conditions d’accord de phase en fonction de la somme s =
n1,x + n1,y + n2,x + n2,y. Pour V0 = 1 Er et k0 = 0.65 kr onze
valeurs de s sont potentiellement accessibles.

Φ2
0 est une fonction paire il faut que Φn1,x,n1,y et Φn2,x,n2,y soient de même

parité pour que l’intégrale de recouvrement soit non nulle. Ainsi, il est néces-
saire d’avoir n1,x + n2,x = 2px et n1,y + n2,y = 2py avec px et py des entiers
positifs ou nuls. Les fonctions d’ondes étant séparables sur les variables x et
y, on peut scinder les intégrales de recouvrements en deux termes :

In1,x,n1,y
n2,x,n2,y = J n1,x

n2,x × J
n1,y
n2,y (3.23)

Le calcul des intégrales de recouvrements donne :

J n1
n2

=
1√
2πa⊥

1

2n12n2

(n1 + n2)!

(n1+n2
2 )!

1√
n1!n2!

(3.24)

On remarque grâce à cette expression que le rapport
J n1
n2

J 0
0

ne dépend que de n1
et n2 et ne dépend pas des paramètres du piège. Ainsi, augmenter la fréquence
de piégeage transverse réduit uniquement le nombre de couples (k1,z, k2,z)
solutions des conditions d’accord de phase mais ne change pas la proportion
d’atomes qui vont être dans les modes transverses par rapport à ceux dans
le fondamental. La figure 3.14 montre les valeurs des intégrales J n1

n2
pour les

premiers modes transverses. On voit que le recouvrement est maximal lorsque
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les atomes sont diffusés dans le mode fondamental transverse et qu’il diminue
ensuite pour des modes excités d’indices plus importants. Le recouvrement

0.

0.25

0.5

0.75

1.

Figure 3.14 – Intégrales de recouvrement J n1
n2

(normalisées par
J 0
0 ).

reste cependant non négligeable même pour les modes excités, ainsi au début
de l’émission, tout les modes vont se peupler mais rapidement, comme la
croissance est exponentielle, ce sont les modes transverses fondamentaux qui
vont prendre le dessus et être majoritairement peuplés.

En modélisant grossièrement l’évolution des populations par des crois-
sances en sinus hyperbolique. On remarque ainsi sur la figure 3.15 qu’initia-
lement tous les modes transverses sont peuplés, puis comme le gain est plus
fort dans le fondamental celui-ci prend le dessus à temps long.

Les densités mesurées sont plus larges transversalement en raison de
l’élargissement provoqué par le champ moyen à la coupure du piège, cepen-
dant, on retrouve des répartitions cohérentes avec notre modèle, en particu-
lier le peuplement de quelques modes transverses. Un examen plus approfondi
de la répartition en impulsion révèle cependant quelques différences notables
avec notre modèle. La figure 3.16 permet de se rendre compte que ce n’est
pas le mode fondamentale transverse qui est majoritairement peuplé et que
la distribution n’est pas à symétrie cylindrique. On suppose que ce compor-
tement vient de l’angle que fait le réseau avec le piège dipolaire (environ 7
˚), cet angle introduit un couplage entre l’axe vertical (Oz) et l’axe horizon-
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Figure 3.15 – (a) et (b) Modélisation du peuplement des modes
transverses. Initialement tous les modes sont peuplés puis les modes
fondamentaux finissent par prédominer. La densité expérimentale
(c) présente des structures similaires à notre modélisation simple
des effets transverses (d).

tal (Ox). Cette imperfection conduit peut-être au peuplement préférentiel
de certains modes transverses et introduit une dissymétrie comme semble
l’indiquer la déformation de la densité dans le plan (Oxz). Pour supprimer
cet effet l’alignement du réseau sur le piège est actuellement à l’étude.

3.2.3 Conclusion sur l’effet du confinement transverse

Comme nous venons de le voir, la présence du piège dipolaire est néces-
saire si l’on souhaite privilégier quelques modes et obtenir des populations
importantes, néanmoins, le piège n’empêche pas complètement les atomes
d’atteindre des états excités transverses. En particulier, pour des durées
faibles du réseau, les paires se répartissent dans tous les modes autorisés
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Figure 3.16 – Dans le plan (x0z), la densité semble déformée. La
coupe selon un plan horizontal (xOy) fait d’ailleurs apparaître un
allongement selon l’axe x. Cette dissymétrie est probablement cau-
sée par l’angle d’environ 7˚que fait le réseau avec le piège dipolaire
dans le plan (x0z).

et ce n’est que pour des temps plus longs que les pics principaux prennent le
dessus grâce à un meilleur recouvrement des fonctions d’ondes. Le calcul de
ces intégrales met d’ailleurs en évidence que l’augmentation du confinement
ne change pas la proportion diffusée dans les modes transverses excités. Ce-
pendant, cela permet d’augmenter l’énergie des modes excités et permet donc
de réduire le nombre de ces modes qui peuvent vérifier les conditions d’accord
de phase. Dans les situations habituelles de prises de données (V0 ≈ 1 Er

et k0 ≈ 0.65 kr), il faut (d’après l’équation 3.16), pour supprimer complè-
tement les modes transverses que la pulsation de piégeage soit d’au moins
ω⊥ > (2

~
(E(k0) − E(k0 + 1)) ≈ 2π × 25 kHz. Un tel confinement demande

une puissance au moins 10 fois plus importante (ou un waist 10 fois plus
faible) ce qui n’est actuellement pas faisable sur notre dispositif.

Avec cette étude et à l’aide des calculs numériques des conditions d’ac-
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cord de phase, nous sommes en mesure de comprendre les profils de densités
détectés après temps de vol. Nous avons ainsi pu nous rendre compte de
l’effet de l’angle du réseau par rapport à la vertical. Afin d’améliorer notre
dispositif, il sera probablement préférable d’aligner le réseau avec notre piège
dipolaire, ce qui, faute d’accès optiques disponibles n’avait jusqu’ici pas été
fait. Cette modification est prévue pour les mois à venir et nous espérons
que cela supprimera la dissymétrie entre les deux directions transverses. Pour
continuer la caractérisation de notre source de paires, nous allons maintenant
nous intéresser à un tout autre aspect : ses propriétés statistiques.

3.3 Corrélations et réduction des fluctuations

Comme expliqué dans le premier chapitre dans la partie 1.2.1, les atomes
étant émis par paire, on s’attend à obtenir une probabilité de double détec-
tion supérieure dans les deux modes dans lesquels les atomes sont diffusés
par rapport aux autres zones du nuage atomique. Autrement dit, les po-
pulations des pics 1 et 2 doivent être corrélées. De même, nous avons vu
dans la partie 1.2.2 qu’il doit y avoir autant d’atomes émis dans le mode 1
que dans le mode 2. Ainsi, la différence du nombre d’atomes entre ces deux
modes doit être tout le temps nulle. En pratique, il y a toujours un peu de
bruit de fond et comme notre efficacité de détection est relativement faible,
la différence du nombre d’atomes détectés dans les deux faisceaux ne sera
pas nulle. Cependant, nous devrions malgré tout observer que la variance de
cette différence est inférieure au bruit de grenaille comme c’était le cas dans
le cadre du mélange à quatre ondes en espace libre [Jas+10].

3.3.1 Corrélations

Pour mesurer l’excès de double détection nous utilisons la fonction de
corrélation en impulsion d’ordre deux g2(

−→
k ,
−→
k′ ) décrite en 1.2.1 puisqu’on

s’attend à des corrélations entre les atomes de vecteurs d’ondes proches de
k1 et ceux proches de k2. Pour calculer les fonctions de corrélation on estime
la distribution en impulsion à l’aide des positions et des temps d’arrivées sur
le détecteur après un temps de vol de 308 ms (voir la partie A.2.4 de l’annexe
A).

Effet des fluctuations de temps d’arrivée

Lors de nos première mesures de fonction de corrélation nous avons ob-
servé un très fort signal dans les zones attendues, cependant, la structure de
ce signal semblait étrange, en particulier à cause des très fortes valeurs de
corrélations locales (voir figure 3.17).
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Figure 3.17 – Correlation en impulsion selon l’axe vertical
g(2)(kz, k

′
z. Le condensat est en kz = 0 kr et les pics 1 et 2 sont

en kz ≈ 0.5 kr et kz ≈ 1.5 kr. Des structures inattendues appa-
raissent ce qui nous a poussé à chercher des effets systématiques
qui en seraient responsable.

Nous avons donc recherché les effets systématiques qui pourraient être
responsables de telles corrélations. D’une réalisation expérimentale à l’autre,
le temps d’arrivée du condensat fluctue avec des variations typiques équi-
valentes à la largeur du nuage (l’écart-type des variations est équivalent à
quelques 10−2 kr). Pour corriger cet effet, nous recentrons chaque réalisation
en estimant le temps d’arrivée du condensat à l’aide d’un fit parabolique
puis en décalant l’ensemble de la distribution jusqu’à un temps de référence
(généralement la moyenne de tous les temps d’arrivée des condensats). Cette
procédure fait disparaître la structure autour du condensat (voir figure 3.18)
mais pas celle autour des pics 1 et 2. C’est le signe que lorsque le temps
d’arrivée du condensat change, celui des pics 1 et 2 ne varie pas de la même
manière.

Ces fluctuations de temps d’arrivée du condensat et des pics 1 et 2
peuvent avoir deux origines : une variation de position du nuage à la cou-
pure, ou une variation de la vitesse moyenne du condensat à l’extinction
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Figure 3.18 – Corrélations obtenues après avoir décalé chaque
réalisation pour recentrer le condensat. La structure disparaît autour
du condensat (k et k′ dans [−0.05 kr, 0.05 kr]) mais celles associées
aux pics 1 et 2 sont toujours présentes.

du piège. L’effet d’un changement de position initiale est simple à corriger
puisque cela décale toute la distribution de la même quantité et la procédure
de recentrage précédemment expliquée doit fonctionner. Par contre les fluc-
tuations de la vitesse initiale sont beaucoup plus complexes puisque lorsque
la vitesse du condensat change, les conditions d’accord de phase varient en-
traînant un changement non trivial de la vitesse des pics 1 et 2. La figure
3.19 illustre l’effet des fluctuations de vitesse sur le mélange à quatre ondes
dans un réseau.

À l’aide d’un modèle simple, on vérifie que ces variations sont bien respon-
sables de l’effet observé : on représente la distribution par trois gaussiennes
dont les positions des centres varient. La position du centre du condensat suit
une loi de probabilité normale d’écart-type σdk équivalent à la largeur de la
distribution (σBEC = σdk = 0.01kr). Les centres des pics 1 et 2 sont reliés
à la position du condensat par les conditions d’accord de phase (voir figure
3.20). Avec ce modèle simple, on peut calculer analytiquement la fonction
de corrélation g(2)(kz, k′z) représentée sur la figure 3.21. Malgré l’absence de
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Figure 3.19 – Une fluctuation de la vitesse initiale du condensat est
équivalente à une variation ∆k0 de son vecteur d’onde, les solutions
aux conditions d’accord de phase sont alors modifiées ce qui entraîne
des fluctuations ∆k1 et ∆k2 des vecteurs d’ondes des pics 1 et 2.
k0, k1 et k2 en unité de kr

Figure 3.20 – Lorsque le vecteur d’onde initial du condensat varie
de ∆k0 les pics 1 et 2 se déplacent respectivement de ∆k1 = p1∆k0
et ∆k2 = p2∆k0 où p1 et p2 sont les pentes locales des solutions
aux conditions d’accord de phase pi =

dki
dk0
|kBEC

.
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corrélations quantiques, on observe clairement des structures sur la carte de
corrélation ce qui confirme l’effet des fluctuations de temps d’arrivée sur le
détecteur. Cela montre également qu’il faut rester très prudent sur l’inter-
prétation des fonctions de corrélation puisque des bruits classiques peuvent
introduire de très fortes corrélations. Il est par conséquent nécessaire de cor-
riger autant que possible ces fluctuations.

Figure 3.21 – Corrélation obtenue a partir de notre modèle de
fluctuations présenté sur la figure 3.20. On observe des structures
sur les corrélations entre les différents pics. Ces structures sont uni-
quement dues au bruit sur le vecteur d’onde du condensat et sont
similaire aux signaux observés expérimentalement sur la figure 3.17

Procédure de recentrage

Afin de pouvoir tout de même exploiter nos données, nous avons mis au
point une procédure de recentrage pour éliminer l’effet de ces fluctuations.
Nous avons choisi de recentrer individuellement chaque pic. Au préalable, on
fit chacun des pics pour déterminer leur décalage par rapport aux positions
attendues compte tenu de la vitesse du réseau (fixée par le désaccord entre les
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faisceaux laser), une fois ces décalages δk0, δk1 et δk2 obtenus, on sépare les
atomes en trois régions : les atomes aux alentours du condensat sont déplacés
de −δk0, ceux autour du pic 1 sont déplacés de −δk1 et ceux proches du pic 2
sont décalés de −δk2. On peut d’ailleurs remarquer une corrélation (figure
3.22) entre les trois décalages, signe que les fluctuations sont en grande partie
dictées par des variations de vitesse initiale.

Figure 3.22 – Décalages des pic 1 et 2 par rapport au décalage du
condensat. Les droites oranges représentent les pentes locales des
conditions d’accord de phase et sont cohérentes avec les points expé-
rimentaux. La dispersion des décalages du pic 2 et plus importante
en grande partie a cause de la faible qualité de notre ajustement
gaussien.

Lorsque les décalages sont trop importants (supérieurs à 0.05 kr) ou
lorsque les ajustements gaussiens ne sont pas satisfaisants 5 nous écartons
les fichiers. Ainsi, seul à peu près un tiers des réalisations expérimentales
sont conservées afin d’obtenir le signal le plus propre possible à la fin. Bien
évidement, suite à ce recentrage, tout ce qui se passe à proximité des bords
de nos trois régions n’a aucune réalité physique en particulier autour de 1 kr
qui correspond à la limite entre la zone du pic 1 et celle du pic 2.

Transversalement, il n’y a pas de problème de ce type et aucun recentrage
n’est nécessaire.

Corrélations après recentrage

La procédure de recentrage nous a bien permis de corriger les effets liés
aux fluctuations de temps d’arrivée mettant ainsi en lumière le véritable
contenu physique qui était jusqu’ici caché. Ainsi, sur la carte de corrélation
de la figure 3.23 on voit apparaître des corrélations entre les atomes du pic 1
et ceux du pic 2.

5. Lorsqu’il y a trop peu d’atomes, que le fond est trop important ou encore lorsque
les pics sont trop ou pas assez larges.
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Figure 3.23 – Corrélations obtenues après recentrage, on s’est li-
mité aux vecteurs d’ondes supérieur à 0.2 kr pour se concentrer sur
les corrélations entre le pic 1 (k ≈ 0.5) et le pic 2 (k ≈ 1.5) mises en
avant par les cercles verts. Pour k ou k′ proche de 1 kr les signaux
observés n’ont pas de réalité physique et découlent uniquement de
la méthode de recentrage.

Sur la figure 3.24 sont représentées les coupes de la fonction de corrélation
g(2)(kz, k

′
z) selon un axe transverse et selon l’axe longitudinal. On observe

un pic pour kz ≈ k1 et k′z ≈ k2 (figures 3.24 (a) et (b)) indiquant que les
deux faisceaux sont bien corrélés.

Afin d’estimer le nombre de modes peuplés par chaque faisceau et com-
bien sont corrélés, on s’intéresse à la fonction de corrélation locale d’un seul
faisceau. Comme on peut le voir sur les figures 3.24 (c) et (d), un grou-
pement bosonique apparaît pour k′z ≈ kz ≈ k1 à cause de l’effet Hanbury
Brown et Twiss [Möl+08] (voir 1.2.1). Un tel signal est également observé à
k2. La corrélation croisée a des largeurs rms σc,z = 0.018 kr et σc,y = 0.16 kr.
Les corrélations locales ont des dimensions similaires en k = k1 et k = k2 :
σl,z = 0.0037 krec et σc,y = 0.13 krec.

En définissant la taille d’un mode comme la largeur de la fonction de
corrélation locale (voir 1.2.1), on la compare à celle de la densité (largeur
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rms de 4×10−2 kr longitudinalement et 4×10−1 kr transversalement). Ainsi,
on voit que typiquement, 10 modes longitudinaux sont peuplés et également
10 modes transverses (≈ 3 modes selon l’axe transverse y à mettre au carré
pour considérer l’ensemble des modes dans le plan transverse). Au total,
le mélange à quatre ondes dans le réseau peuple une centaine de modes.
Par mode, on peut ainsi atteindre une population de l’ordre de 100 atomes
répartis puisque l’on arrive à en émettre environ 104 dans chaque pic. Il faut
comparer ces valeurs aux 105 modes que l’on peuple dans le mélange à quatre
ondes en espace libre avec typiquement 0.02 atome par mode. De ce point de
vue le mélange à quatre onde dans un réseau est bien plus performant que
sa version en espace libre.

Il apparaît sur la figure 3.24, que bien que les corrélations locales et
croisées aient des largeurs transverses similaires, longitudinalement, la cor-
rélation croisée est quasiment cinq fois plus large que la locale. Cela suggère
que chaque mode longitudinal est corrélé avec plusieurs modes de l’autre pic.

L’obtention des corrélations ne suffit pas à prouver le caractère quan-
tique de cette source de paires atomiques. En effet, il est possible d’ob-
tenir des corrélations de manière tout à fait classique, les fluctuations de
temps d’arrivée illustre d’ailleurs parfaitement cette possibilité puisque ce
bruit indésirable et parfaitement classique faisait apparaître de très fortes
corrélations dont nous avons dû nous débarrasser. Pour être certain que
les corrélations obtenues ne sont explicables par une théorie des champs
classique, on peut s’intéresser à l’inégalité de Cauchy-Schwarz présentée en
1.2.1. En mesurant les amplitudes des corrélations locales des pics 1 et 2
g
(2)
l,1 (0) = g

(2)
l,2 (0) = 1.19 et en les comparants à l’amplitude de la corréla-

tion croisée g(2)c (0) = 1.03, on se rend facilement compte que l’inégalité de

Cauchy-Schwarz simple g(2)c (0) <
√

g
(2)
l,1 (0)g

(2)
l,2 (0) n’est pas du tout violée.

Un tel comportement avait déjà été observé sur notre expérience
[Khe+12] et avait conduit à l’élaboration d’une version intégrée de l’inégalité
de Cauchy-Schwarz. Cette nouvelle inégalité, que nous avons décrite dans la
partie 1.2.1 permet de prendre en compte les largeurs des fonctions de cor-
rélations en les intégrant sur un volume fini. Avec les corrélations présentées
sur la figure 3.24 on obtient :

Ḡ12
√

Ḡ11Ḡ22

= 1.045± 0.04 (3.25)

ce qui n’est pas clairement au dessus de 1 compte tenu des incertitudes
(erreur rms). D’ailleurs sur certains jeux de données le rapport est inférieur
à 1 confirmant qu’il faut être prudent sur l’observation de cette violation.
Afin de s’assurer du caractère non classique des paires d’atomes, nous avons
choisi de mesurer le bruit sur la différence de nombre d’atomes entre les deux
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Figure 3.24 – (a) et (b) Coupes selon l’axe y (un des axes trans-
verses) et selon l’axe z (axe longitudinal) de la fonction de corréla-
tion croisée normalisée. la fonction de corrélation est intégrée sur ki :
g
(2)
c (∆~k) =

∫

d~kig
(2)
c (~ki,~kj+∆~k) avec ~ki+~kj = (k1+k2)~ez. L’in-

tégration est faite sur un volume de dimension Lkx = Lky = 0.4 kr
et Lkz = 0.05 kr. Les coupes ont des largeurs de 0.01 kr (0.15 kr)
selon z (x et y). L’ajustement gaussien au pic de corrélations observé
nous donne une largeur longitudinale (transverse) σc,z = 0.018 krec
(σc,y = 0.16 krec). (c) et (d) Coupes selon l’axe y et z de la fonc-
tion de corrélation locale normalisée. Là encore, elle est intégrée :
g
(2)
l (∆~k) =

∫

d~kig
(2)
c (~ki, ~ki + ∆~k). Le volume d’intégration est le

même que précédemment. Le pic causé par l’effet HBT a une largeur
longitudinale (transverse) σl,z = 0.0037 krec (σl,y = 0.13 krec).
Ces courbes ont été calculées à partir de 850 réalisations expéri-
mentales avec une impulsion du condensat par rapport au réseau
de −0.65 kr, à V0 = 0.725 Er de profondeur et pour une durée
d’application du réseau TL = 2 ms

faisceaux. On espère ainsi apporter une preuve plus convaincante de l’aspect
quantique de la source.
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3.3.2 Réduction du bruit sur la différence du nombre
d’atomes

Comme nous l’avons expliqué dans la partie 1.2.2, les atomes étant émis
par paire suite au mélange à quatre ondes, il doit y avoir exactement le
même nombre d’atomes dans les deux faisceaux. Cela implique que la diffé-
rence entre les nombres d’atomes mesurés dans le mode 1 et le mode 2 doit
être nulle. Nous allons en particulier nous intéresser au bruit de cette diffé-
rence d’une réalisation expérimentale à l’autre en mesurant la variance de la
différence du nombre d’atomes et en la normalisant par le bruit de grenaille
(voir section 1.2.2). La variance normalisée mesurée est donc :

V =
〈(N1 −N2)

2〉 − 〈N1 −N2〉2
〈N1 +N2〉

(3.26)

Si les atomes sont bien émis par paires la différence est toujours nulle,
et par conséquent la variance tend vers 0. Mais dans le cas où les atomes
seraient émis par un processus classique, le bruit sur la différence ne pourrait
alors pas descendre en dessous du bruit de grenaille, c’est ce qu’on appelle
la limite quantique standard. Au minimum la variance vaudrait alors V = 1.
L’observation d’une variance en dessous de 1 constituerait ainsi une preuve
du caractère quantique du processus.

Cependant, sur notre dispositif l’efficacité de détection est limitée ce qui
signifie que pour chaque paire émise il y a une grande probabilité de ne
détecter qu’un seul des deux atomes ce qui introduit des fluctuations de la
différence du nombre d’atomes d’une réalisation expérimentale à l’autre. Si
on note l’efficacité de détection η, la variance normalisée devient alors :

Vdet = (1− η) + ηV (3.27)

Où V est la variance normalisée définie précédemment en 3.26.

Ainsi, au mieux, on peut espérer atteindre Vdet = 1 − η. Pour notre
dispositif on estime l’efficacité totale de détection à environ 12%, il faut
donc accumuler suffisamment de réalisations expérimentales pour que les
barres d’erreurs statistiques soient telles que l’on puisse distinguer Vdet = 1
de Vdet = 0.88 sans ambiguïtés.

Procédure de la mesure

Afin de mesurer la variance normalisée nous recentrons au préalable les
données en utilisant la même stratégie que celle employée pour les corréla-
tions. Ensuite, on définit deux cylindres autour des pics 1 et 2 dont on peut
fixer le rayon et la hauteur (voir figure 3.25). On compte ensuite le nombre
d’atomes présents dans chaque cylindre à chaque réalisation expérimentale
et on calcule la variance de la différence entre les nombres d’atomes mesurés.
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Figure 3.25 – On comptabilise le nombre d’atomes dans les deux
volumes cylindriques représentés ici en orange, puis, on calcule la
variance de la différence entre les deux nombres obtenus. Il est pos-
sible de faire varier la hauteur et le rayon des cylindres et de modifier
leur position. kx, ky et kz en unité de kr.

Variance mesurée

On fixe la position du cylindre 2 proche du centre du pic 2 : centré
horizontalement et en kz = 1.45 kr verticalement (le sommet du pic 2 est en
1.5 kr). On trace alors la variance normalisée en fonction de la position de
l’autre cylindre, on observe une diminution de la variance lorsque le cylindre
passe sur le pic 1 (voir figure 3.26).

La variance passe en-dessous de 1 et atteint quasiment la valeur minimale
V = 1 − η = 0.88 supposée compte tenu de l’efficacité de détection évaluée
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Figure 3.26 – Variance normalisée de la différence du nombre
d’atomes entre deux régions cylindriques proches des pics 1 et 2.
Les cylindres ont un rayon R⊥ = 2.5 × 10−2 kr et une hauteur
h = 8.5×10−2 kr et sont centrés sur les pics dans le plan transverse.
Verticalement, on déplace le cylindre du pic 1 en laissant fixe celui
du pic 2. On a également tracé la densité du pic 1 en arrière plan
(courbe orange) cela permet de se rendre compte du décalage entre
le minimum de la variance et le maximum de la densité. La droite
V=1 indique la limite quantique standard.

dans [Jas+10]. Ce comportement ne peut pas être expliqué par une théorie
des champs classique et met en avant le caractère quantique de notre source.
Cependant, il faut rester prudent quant à ces conclusions puisque certains
aspects de la mesure de la variance restent incompris. Tout d’abord, le mi-
nimum de variance est obtenu lorsque les cylindres sont décalés par rapport
à la densité, comme on peut le voir sur la figure 3.26 où le minimum de
la variance est décalé de 0.05 kr par rapport à la densité. La position du
deuxième cylindre est également décalé du maximum de densité du pic 2
de la même quantité mais en direction opposée (−0.05 kr). Ce décalage est
équivalent à la demi-hauteur des cylindres. Lorsque l’on centre les cylindres
sur les pics de densité, on observe tout de même une réduction de la variance
normalisée mais elle ne passe alors pas en-dessous de 1.

L’étude des modes transverses dans la partie précédente (3.2) a montré
que des paires sont également créées entre les deux pics principaux, il est pos-



3.3. CORRÉLATIONS ET RÉDUCTION DES FLUCTUATIONS 95

sible que les premiers modes transverses excités (décalés longitudinalement
par rapport aux pics) soient plus favorables à l’observation de squeezing. Il
est également possible qu’un bruit supplémentaire détruise le signal lorsque
l’on est centré sur la densité mais qu’en se décalant cet hypothétique bruit di-
minue suffisamment pour laisser apparaître le signal. Ce comportement reste
inexpliqué, mais ce n’est pas la seule interrogation que soulève ces résultats.

Si on considère un atome issu d’une paire, on sait que son partenaire
se trouve dans un volume définit par la fonction de corrélation. Ainsi, pour
obtenir une variance normalisée minimale, il faut que les cylindres de comp-
tage aient des dimensions similaires ou supérieures à celles des fonctions de
corrélations ce qui maximise les chances de compter les deux atomes issus
d’une même paire. Or, transversalement, l’analyse de nos données montre
un tout autre comportement puisque la variance est minimale pour un rayon
du cylindre presque 10 fois plus faible que la largeur typique des fonctions
de corrélations. La figure 3.27 montre la valeur minimale de la variance pour
différents rayons transverses, et on voit qu’il existe un rayon optimal de
R⊥ = 2.5 × 10−2 kr à comparer à la largeur de la fonction de corrélation
σc,⊥ = 1.6× 10−1 kr.

Nous n’avons pour le moment aucune explication pour ce comportement
inattendu, peut-être s’agit-il d’un effet du caractère multimode transverse.
Il faut cependant rester très prudent avec l’interprétation de ces résultats
puisque nous sommes ici à la limite de la capacité de notre détecteur, en
effet le rayon optimal correspond à seulement 5 pixels et la résolution ty-
pique est de l’ordre de 2 pixels. Il pourrait donc peut-être s’agir d’effets liés
à notre système de détection. Néanmoins, la réduction des fluctuations ap-
paraît uniquement aux alentours des pics 1 et 2. De plus, lorsque l’on utilise
la même procédure d’analyse mais en comptant des atomes issus de réalisa-
tions expérimentales différentes (donc non corrélés) pour le cylindre 1 et le
cylindre 2, on obtient bien une variance égale à 1. Cela semble donc indi-
quer que le mélange à quatre ondes dans le réseau est bien à l’origine de la
variance sub-poissonnienne.

3.3.3 Conclusion sur les propriétés statistiques

Pour mettre en évidence les corrélations entre les atomes du pic 1 et
ceux du pic 2 nous avons dû mettre en place une procédure de recentrage
capable de corriger les effets des fluctuations de la vitesse initiale du conden-
sat. En effet ce bruit produit des structures qui noient le signal de corrélation
propre à la création de paires. Les corrélations obtenues après recentrage in-
diquent que le processus est multimode mais que l’on parvient tout de même
à produire jusqu’à une centaine d’atomes par mode ce qui rend notre source
nettement plus brillante que celle basée sur la collision de deux condensats
en espace libre (typiquement 0.01 atome/mode). À partir des corrélations
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Figure 3.27 – Variance en fonction du rayon des cylindres de comp-
tage, les barres d’erreurs indiquent l’écart-type des mesure. Pour des
rayons très faibles, il y a très peu d’atomes dans les cylindres ce qui
augmente les incertitudes. La variance commence par diminuer et
atteint un minimum V = 0.915± 0.045 vers R⊥ ≈ 2.5× 10−2 kr
avant de croître quasi-linéairement et repasser au dessus du bruit
de grenaille.

nous n’avons pas pu observer un signal fiable de violation de l’inégalité de
Cauchy-Schwarz ce qui nous a poussé à étudier la variance de la différence
du nombre d’atomes entre les deux pics.

Lorsque l’on compte les atomes dans des zones proches des pics 1 et 2
on observe une réduction de la variance de la différence en-dessous du bruit
de grenaille signe que le comportement de notre source n’est pas explicable
classiquement. Cependant, le comportement de la variance reste intriguant :
le minimum de variance est décalé par rapport au maximum en densité et,
dans un plan transverse, le rayon de la zone de comptage est presque un
ordre de grandeur plus faible que la fonction de corrélation.

Maintenant que les conditions d’accord de phase sont comprises et que
l’aspect non-classique de la source est confirmé (avec tout de même quelques
réserves étant donné les aspects du comportement de la variance encore inex-
pliqués), nous allons nous intéresser à la dynamique du processus. Les fonc-
tions de corrélations ont mis en évidence le caractère multimode de notre
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source qu’il va falloir prendre en compte pour bien comprendre l’évolution
temporelle de la création de paires.

3.4 Dynamique du processus

Afin de terminer notre étude du mélange à quatre ondes dans un réseau
optique, on s’intéresse maintenant à l’évolution temporelle du processus de
création de paires. En partant des observations expérimentales nous allons
modéliser la dynamique du système en adaptant un modèle développé à
Vienne dans le groupe de Jörg Schmiedmayer [Büc+12].

3.4.1 Saturation du processus

Pour étudier la dynamique de la création de paires dans le réseau, nous
allumons le réseau pendant une durée variable puis on détecte la densité
après temps de vol. On peut ainsi par exemple mesurer la population dans
les pics 1 et 2 en fonction de la durée d’application du réseau. La figure 3.28
montre ainsi la croissance de la population dans les pics 1 et 2. Initialement,
le nombre d’atomes croît exponentiellement sur une décade, mais cette crois-
sance finit par saturer. Tout d’abord, on peut remarquer qu’à la saturation
on détecte environ 2000 atomes diffusées dans les pics 1 et 2 et qu’il y a à peu
près autant d’atomes diffusés en dehors des pics (dans les modes transverses
et les pics de diffractions de Bragg), cela représente environ 40000 atomes ce
qui correspond à entre 20 % et 40 % de la population initiale du condensat.
Dans ces conditions, l’approximation de non déplétion de la pompe n’est
évidement plus valable et il n’est pas étonnant d’observer une déviation à la
croissance exponentielle. Si on modélise la création de paires comme un pro-
cessus à deux modes uniquement, on s’attend même à voir des oscillations
de Rabi entre la population des modes 1 et 2 et la population du condensat
[HM05]. Or, expérimentalement nous n’observons jamais d’oscillations, les
populations croissent de manière monotone jusqu’à saturer. Plusieurs expli-
cations sont possibles :

— Grâce aux fonctions de corrélations nous avons vu que le processus est
multimode, la dynamique est donc plus complexe et pourrait conduire
à la saturation du processus. C’est d’ailleurs ce que les auteurs de
[Büc+12] observent sur leur expérience.

— Au fur et à mesure de la création de paires, les pics 1 et 2 se dé-
placent par rapport au condensat et le recouvrement entre les quatre
fonctions d’ondes diminue au cours du temps. Ainsi, si on considère
que la dimension d’un mode est celle donnée par la fonction de cor-
rélation locale (σloc,z ≈ 4× 10−3 kr), l’échelle de temps typique de la
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Figure 3.28 – Évolution de la population du pic 1 (cercles pleins
oranges) et du pic 2 (cercles vides bleus) en fonction de la durée du
réseau TL. Le condensat a une impulsion k0 = 0.67 kr par rapport
au réseau de profondeur V0 = 1.05 Er. En encadré les mêmes
données sont représentées en échelle linéaire.

décroissance du recouvrement est

τ ≈ σmode

~(k2 − k0)/m
≈ 300 µs (3.28)

où σmode ≈ 42 µm est la taille d’un mode dans l’espace réel. Cette
durée correspond justement au moment où la croissance ralentit et
commence à saturer.

— Enfin, on peut voir sur la figure 3.28 en échelle linéaire que lorsque les
populations deviennent importantes, un déséquilibre apparaît entre
le nombre d’atomes dans le pic 1 et celui dans le pic 2. Il y a moins
d’atomes dans le deuxième pic probablement à cause de processus de
mélanges à quatre ondes secondaires. En effet, le vecteur d’onde du
premier pic est dans la zone dynamiquement stable puisque k1 est
toujours inférieur à la valeur du seuil des instabilités ks, alors que
k2, lui, est dans la zone instable. Ainsi, lorsque la population dans le
deuxième pic devient importante, deux types de processus secondaires
peuvent avoir lieu : k0 + k2 → k3 + k4 et 2k2 → k5 + k6 [Bon11]. La
population du pic 2 est alors diminuée ce qui ralentit la dynamique



3.4. DYNAMIQUE DU PROCESSUS 99

de création de paires principales.
Afin d’identifier la principale cause de cette saturation et de bien com-

prendre la dynamique du processus, on réalise une simulation de l’évolution
temporelle des populations.

3.4.2 Simulation numérique de la dynamique

Pour modéliser la création de paires on s’inspire du modèle développé
par [Büc+12] qui repose sur un formalisme en terme de matrice de densité.

Présentation du calcul

Pour simuler l’évolution temporelle on décompose la fonction d’onde sur
différents modes longitudinaux et transverses. Transversalement, on décom-
pose sur les solutions de l’oscillateur harmonique comme dans la partie 3.2 :

Φ̃⊥nx,ny
(kx, ky, t) = T F

[

Φ⊥nx,ny
(x, y, t)

]

(kx, ky, t)

=
(−i)nx+ny

√

2nx+nynx!ny!

√
πa⊥Hnx (kxa⊥)Hny (kya⊥)

×e−a2⊥
k2x+k2y

2 e−i(nx+ny+1)ω⊥t

Et dans l’axe du réseau on considère Nz modes sous la forme d’états de Bloch
dans la bande fondamentale et de quasi-impulsion q = 2 nz

Nz
− 1, nz ∈ [0,Nz[

étant l’indice permettant de repérer le mode. Ces derniers sont élargis par
une gaussienne de largeur 6

√
2σk afin de prendre en compte la taille finie

des modes.

Φ̃‖nz
(kz, t) =

(2π)−
1
4

σk

∞
∑

m=−∞
am,0(kz)e

−iωkz te
− (kz−q−2mkr)

2

4σ2
k (3.29)

où am,0(kz) est le coefficient d’indice m de la décomposition en ondes planes
de l’onde de Bloch dans la bande fondamentale et de quasi-impulsion kz. La
fonction d’onde s’écrit donc :

ˆ̃Ψ =
∑

nx,ny ,nz

Φ̃⊥nx,ny
(kx, ky, t)Φ̃‖nz

(kz, t)â
†
nx,ny ,nz

(3.30)

Avec â†nx,ny ,nz l’opérateur de création dans le mode d’indices (nx, ny, nz).
Pour simplifier les notations, on utilisera un seul indice i ≡ (nx, ny, nz) pour
repérer chaque mode, on notera ainsi :

ˆ̃Ψ =
∑

i

Φ̃i(kx, ky, kz, t)â
†
i (3.31)

6. on choisit une largeur
√
2σk afin que le module carré de la fonction onde soit élargi

de σk
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où i varie entre 0 et NxNyNz−1. Initialement, tous les atomes sont dans un
unique mode repéré par l’indice i0 ≡ (0, 0, nz0) avec nz0 tel que 2nz0

Nz
−1 = k0,

k0 étant la quasi-impulsion du condensat dans le référentiel du réseau.

On suppose que la dynamique du système est régie par le hamiltonien de
mélange à quatre ondes suivant :

H =
1

2

∑

i 6=i0,j 6=i0

(

κij(âi0)
2â†i â

†
j + h.c.

)

(3.32)

Dans ce hamiltonien on retrouve la destruction de deux atomes du condensat
dans le mode i0 et la création d’une paire d’atomes dans les modes i et j (et le
processus inverse). On néglige ainsi les mélanges à quatre ondes secondaires
de type (i, j) → (i′, j′) où les couples (i,j) et (i’,j’) sont différents du couple
(i0,i0) puisque expérimentalement ces processus sont minoritaires pendant
une grande partie de la dynamique. Pour simplifier les calculs on ne prend
pas en compte les processus du type (i0, i0) → (i0, j) où deux atomes du
condensat créent un atome dans le condensat et un atome dans un autre
mode. En effet, ces processus ne sont pas résonnants sauf si j ≈ i0, dans
ce cas, cela revient à peupler les quelques modes proches du condensat ce
qui ne correspond pas au phénomène qui nous intéresse ici. Le coefficient de
couplage est proportionnel à l’intégrale de recouvrement entre les fonctions
d’ondes des modes i0, i0, i et j :

κij(t) = g

∫ ∫ ∫

(Φi0(x, y, z, t))
2Φ∗

i (x, y, z, t)Φ
∗
j (x, y, z, t)dxdydz (3.33)

Avec Φi(x, y, z) = T F−1
[

Φ̃i

]

(x, y, z) les fonctions d’ondes dans l’espace réel.

On peut séparer les trois variables d’espace dans l’intégrale de recouvrement
ce qui nous donne trois contributions au coefficient de couplage entre les
modes i ≡ (nxi, nyi, nzi) et j ≡ (nxj , nyj , nzj) :

κij(t) = g × J nxi
nxj
× J nyi

nyj × ζnzi
nzj

(t) (3.34)

avec J ni
nj

l’intégrale de recouvrement des modes transverses selon x ou y
déjà calculée dans la partie 3.2 sur les effets transverses (equation 3.24). On
rappelle ici son expression :

J ni
nj

=
1√
2πa⊥

1

2ni2nj

(ni + nj)!

(
ni+nj

2 )!

1
√

ni!nj !
(3.35)

avec (ni, nj) égal à (nxi, nxj) ou (nyi, nyj). Le dernier terme ζnzi
nzj

est l’inté-
grale de recouvrement longitudinale :

ζnzi
nzj

(t) =

∫

Φ2
‖i0(z, t)Φ

∗
‖nzi

(z, t)Φ∗
‖nzj

(z, t)dz (3.36)
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Pour la calculer, on exprime d’abord les fonctions d’ondes dans l’espace
réel :

Φnz(z, t) = T F−1
[

Φ̃‖nz

]

(z, t) (3.37)

∝
∞
∑

m=−∞

∫

am,0(kz)e
−iωkz te

− (kz−q−2mkr)
2

4σ2
k eikzzdkz (3.38)

Avec q = 2nz

Nz
− 1 la quasi-impulsion associée au mode nz, et ~ωkz l’énergie

de la bande fondamentale associée à la quasi-impulsion kz. Pour simplifier
le calcul de la transformée de Fourier inverse ci-dessus, on fait quelques
approximations. À cause de la gaussienne, l’intégrande ne prend des valeurs
non négligeables que dans un intervalle de quelques σk autour de kz = q +
2mkr. Or, typiquement la taille d’un mode σk est très petite devant 2kr,
par exemple si on prend la taille de la fonction de corrélation locale alors
σk ≈ 4 × 10−3kr ≪ 2kr. Ainsi, on peut considérer que les coefficients de
la décomposition en onde plane ne varient quasiment pas sur la largeur du
mode a0,m(kz) ≈ a0,m(q + 2mkr) = a0,m(q). De même, on peut développer
la pulsation au premier ordre en kz :

ωkz ≈ ωq+2mkr + (kz − q − 2mkr)vq+2mkr

≈ ωq + (kz − q − 2mkr)vq

où vq =
[

dωkz

dkz

]

kz=q
est la vitesse de groupe pour un paquet d’onde de quasi-

impulsion q. Cette approximation revient à négliger la dispersion du paquet
d’onde. Suite à ces deux approximations la transformée de Fourier inverse
est beaucoup plus simple à calculer :

Φnz(z, t) ∝
∞
∑

m=−∞
am,0(q)e

−i(ωq−vq(q+2mkr))t

∫

e
− (kz−q−2mkr)

2

4σ2
k eikz(z−vqt)dk

∝
∞
∑

m=−∞
am,0(q)e

−i(ωqt−(q+2mkr)z)eσ
2
k
(z−vqt)2

Enfin on normalise la fonction d’onde et on obtient :

Φnz(z, t) =
√
σk

(π

2

)− 1
4
∑

m

am(q)e−i(ωqt−(q+2mkr)z)e−σ2
k
(z−vqt)2 (3.39)

On peut maintenant déterminer l’intégrale de recouvrement ζnzi
nzj

:

ζnzi
nzj

(t) = σ2k

(

2

π

)

∑

m0,m′
0,mi,mj

Cmi,mj

m0,m′
0
ei∆ωz,ijt

×
∫

ei(∆qij+2kr∆mij)ze−σ2
k
(2(z−vq0 t)

2+(z−vqi t)
2+(z−vqj t)

2)dz
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Avec Cmi,mj

m0,m′
0
= a0,m0(q0)a0,m′

0
(q0)a

∗
0,mi

(qi)a
∗
0,mj

(qj)

et où

∆ωz,ij = 2ωq0 − ωqi − ωqj

∆qij = 2q0 − qi − qj
∆mij = m0 +m′

0 −mi −mj

représentent les conditions d’accord de phase dans l’axe du réseau. Après
quelques manipulations, l’intégrale revient à calculer la transformée de Fou-
rier d’une gaussienne, on obtient alors :

ζnzi
nzj

= σk
√
π
∑

Cmi,mj

m0,m′
0
ei(∆qij+2kr∆mij)(2vq0+vqi+vqj )t/4

×ei∆ωz,ijt × e−(∆qij+2kr∆mij)
2/(16σ2

k
) × e−σ2

k
(v2q0+

3
4
(v2qi+v2qj ))t

2

Les trois termes de la deuxième ligne représentent chacun un effet important :
— Le premier terme est celui de la conservation de l’énergie qui, pour

des temps longs devant 1/∆ωz,ij , va se moyenner à zero (si ∆ωz,ij 6=
0). Ainsi, les modes pour lesquels l’énergie est quasiment conservée
vont survivre et croître plus longtemps (voir même indéfiniment pour
∆ωz,ij = 0).

— Le deuxième terme représente la conservation de l’impulsion, la lar-
geur initiale des modes permet une certaine latitude sur cette dernière.
Seuls les modes suffisamment proches de la résonance vont pouvoir
être amplifier. On peut remarquer que la largeur de la gaussienne
est de 2

√
2σk ce qui représente presque trois fois la largeur d’un seul

mode, si on suppose que les modes sont espacés 7 de σk, on voit que
le coefficient de couplage va coupler plus de trois modes entre eux.

— Enfin, le troisième et dernier terme représente la perte de recouvre-
ment à cause du mouvement des atomes les uns par rapport aux
autres. Le recouvrement diminue de ≈ 63% pour σ2k(v

2
q0 + 3

4(v
2
qi +

v2qj ))t
2 ≈ 1 ce qui dans les conditions typiques de l’expérience (V0 ≈ 1,

q0 ≈ 0.65) et pour les modes résonants correspond à une durée d’en-
viron 400 µs.

Étant donné les profondeurs typiques du réseau dans nos expériences
(V0 < 5Er), seuls les coefficients de la décomposition en onde plane d’in-
dice −1, 0 ou 1 seront non négligeables ce qui limite la somme à 34 =
81 termes.

Le calcul de l’intégrale de recouvrement nous a ainsi permis de nous
faire une meilleure idée du comportement de notre source avant même d’en
avoir réellement étudié la dynamique. On retrouve ainsi naturellement les
conditions d’accord de phase dans le coefficient de couplage et on voit qu’à

7. Dans ce modèle cela revient à choisir un nombre de pas d’échantillonnage Nzdans
l’espace des impulsion tel que 2

Nz
≈ σk.
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cause de la perte de recouvrement l’efficacité du processus diminue fortement
au-delà de quelques centaines de microsecondes. Il est ainsi probable que la
saturation des populations vienne de cette perte de recouvrement, cepen-
dant afin d’être sûr qu’il s’agisse du phénomène prédominant, il faut calculer
l’évolution du système qui est régie par le hamiltonien H de l’équation 3.32.

Une résolution directe de l’équation de Schrödinger se révèle impossible
à cause de la croissance exponentielle de la taille de l’espace de Hilbert pour
les modes résonnants [Büc+12], on choisit donc une approche en terme de
matrice densité réduite à une particule. Cette matrice correspond à la matrice
de densité du système dont on prend la trace sur toutes les particules sauf une
[Shc10]. Cela permet de décrire correctement les observables à une particule
et de garantir la conservation du nombre de particules [SC85] autorisant ainsi
l’étude correcte de la déplétion du mode de pompe.

On cherche donc à calculer l’évolution des termes de la matrice de densité
réduite ρ :

ρij = 〈â†i âj〉 (3.40)

dont les termes diagonaux sont les populations dans les différents modes et
les autres termes sont les cohérences entre modes.

L’évolution de la matrice densité est régie par l’équation de Liouville-
Von Neumann qui découle directement de l’équation de Schrödinger :

ρ̇ =
i

~
[ρ,H] (3.41)

Pour simplifier les calculs on sépare le mode de pompe des autres modes.
On restreint donc la matrice densité à ρ = (ρ)i 6=i0,j 6=i0 et on note N0 =

〈â†i0 âi0〉 la densité dans le mode de pompe. Cela revient à imposer que les

cohérences 〈â†i0 âj〉 soient nulles.

L’équation 3.41 conduit aux équations suivantes :

ρ̇ =
i

~
[∆κ− κ∗∆∗] (3.42)

Ṅ0 = −Tr(ρ̇) (3.43)

La matrice κ est la matrice dont les termes sont les coefficients de couplage
κij . Et la matrice ∆ est la matrice de densité réduite à deux particules :

∆ij = 〈(âi0)2â†i â
†
j〉 (3.44)

Une troncature de la hiérarchie de matrices de densité à ce niveau par
exemple en factorisant ∆ij ≈

√

NiNjNi0 revient à l’approximation de champ
moyen [Büc13 ; VA01]. Mais comme initialement Ni = 0 pour tout i 6= i0,
ρ̇ii = 0. Il est donc nécessaire de déterminer l’équation d’évolution de ∆.
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Immanquablement, l’expression de ∆̇ va faire apparaître les termes suivant
dans la hiérarchie de matrices de densité, c’est-à-dire la matrice de densité
réduite à trois particules. On choisit de la factoriser en produits de matrices
de densités d’ordres inférieurs :

〈â†i0 âi0 â
†
i âj â

†
l âm〉 ≈ N0ρijρlm (3.45)

Comme le remarque Robert Bücker dans sa thèse [Büc13] cette factorisation
n’est pas évidente et il a été suggéré que toutes les combinaisons possibles
des opérateurs de champ devraient être moyennées. Cependant dans notre
cas, comme dans le cas de l’expérience de Vienne, cette factorisation donne
des résultats satisfaisants.

On obtient ainsi une version approchée de l’équation d’évolution de ∆ 8 :

∆̇ =
i

~

[

(2N0 + 1)ρκ∗ρT − 2N0(N0 − 1)
(

κ∗ρT + ρκ∗ + κ∗
)]

(3.46)

où ρT désigne la transposée de la matrice ρ.

On remarque qu’avec cette expression la croissance des modes initiale-
ment vides est possible grâce au dernier terme indépendant de ρ. Ce modèle
devrait donc être suffisant pour capturer l’essentiel de la dynamique de la
création de paires.

Implémentation numérique du calcul

Pour propager les équations d’évolution de ρ et ∆ on utilise la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4 qui est très robuste et fiable pour résoudre des
systèmes d’équations différentielles. Les équations d’évolutions font interve-
nir plusieurs termes dans lesquels apparaissent des produits de matrices de
dimensions Nm × Nm où Nm = NxNyNz est le nombre total de modes,
or, ce nombre total de modes devient très vite important. On a vu dans la
partie sur les effets transverses 3.2 qu’environ 10 × 10 modes du piège sont
accessibles et qu’au moins deux dans chaque direction risquent d’avoir une
contribution importante, on prendra donc typiquement Nx = Ny = 2. Lon-
gitudinalement, si on souhaite échantillonner correctement l’ensemble des
quasi-impulsions, il faut choisir un espacement entre les modes proche de la
largeur σk des modes. Comme la largeur des modes est définie par la lar-
geur de la fonction de corrélation locale (voir partie 1.2.1 sur les propriétés
statistiques de la source), on prend σk = σcor,loc ≈ 4 × 10−3kr. Par consé-
quent, on choisit Nz = 256 ce qui fait un espacement entre les modes de
dq = 2/256 = 7.8 × 10−3kr ≈ 2σk. Au total, il y a donc Nm = 1024 modes
ce qui fait que les produits de matrices requièrent énormément d’opérations

8. Il semblerai que dans [Büc+12] et [Büc13] un facteur 2 soit manquant devant le
terme en N0(N0 − 1).
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(typiquement N 3
m ≈ 109 opérations). Comme il faut effectuer une dizaine de

ces produits à chaque pas temporel et que l’on souhaite faire plusieurs cen-
taines de pas, le nombre d’opérations devient colossal ! Une première version
de l’algorithme codé en C++ mettait ainsi presque une semaine à achever le
calcul et n’était donc pas viable.

Afin d’améliorer drastiquement la vitesse d’exécution du programme il
faut tirer partie de la structure des équations : le calcul de produits de
matrices est un problème dit "trivialement parallélisable" c’est-à dire que
lors du calcul du produit de deux matrices C = AB, on peut calculer chacun
des termes Cij indépendamment des autres et par conséquent si l’on dispose
de plusieurs processeurs, chacun peut calculer une partie des coefficients ce
qui réduit le temps total d’exécution. Sur un ordinateur classique de bureau
il y a entre 4 et 16 cœurs ce qui reste insuffisant 9 pour atteindre des temps
raisonnables de calcul, cependant, la plupart de nos ordinateurs personnels
possèdent un outil parfaitement adapté au traitement de taches en parallèle :
les processeurs graphiques. En effet, une carte graphique est conçue pour
réaliser énormément de petites opérations en parallèle pour pouvoir traiter
les images. De plus, cours des dernières années de nombreux développements
ont été réalisés afin de permettre l’utilisation des cartes graphiques pour le
calcul scientifique. De nos jours, de nombreux super-calculateurs utilisent
d’ailleurs des processeurs graphiques [FN10].

C’est donc en adaptant notre algorithme pour qu’il utilise les processeurs
graphiques que nous avons pu réaliser le calcul. Nous avons en particulier
utilisé la librairie cuBLAS 10 [Nvi13] qui permet d’utiliser un ensemble de
fonctions d’algèbre linéaire (produit de matrice, addition de vecteurs, etc...)
qui sont directement lancée sur la carte graphique. Le schéma de la figure
3.29 illustre la structure relativement simple de l’algorithme dont une grande
partie est exécutée par les processeurs graphiques.

Grâce à cette nouvelle implémentation le calcul prend moins d’une qua-
rantaine de minutes à s’exécuter ce qui permet de tester aisément différentes
valeurs des paramètres (densité, profondeur du réseau, impulsion initiale k0).

Résultats et Comparaison avec l’expérience

Nous allons maintenant présenter une partie des résultats obtenus à l’aide
de notre simulation. Expérimentalement on a accès à la population dans l’es-
pace des vecteurs d’ondes. Le calcul, lui, nous fournit les populations dans

9. En fait la première version du programme était déjà parallélisée sur les processeurs
et c’est en tournant sur 8 cœurs qu’elle mettait une semaine à s’exécuter

10. Pour utiliser cette librairie, il est nécessaire de posséder une carte graphique
NVIDIAR© récente. Les constructeurs concurrents possèdent en général des librairies équi-
valentes
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Calcul :
- des désaccords Δω,
- des vitesses de groupes v

q
,

- de la matrice de couplage κ
(partie indépendante du temps) .

Calcul de la partie temporelle de 
la matrice de couplage κ à t

n+1
.

Récupération des 
résultats, affichage

t
n+1
 < T

f 
?

oui

Non

Calcul  de  ρ(t
n+1
)  et  de 

Δ(t
n+1
) par la méthode de 

Runge-Kutta d'ordre 4.

Figure 3.29 – Schéma de principe
de l’algorithme de calcul de l’évolu-
tion temporelle. Le cœur du calcul est
réalisé sur les processeurs graphiques
(blocs oranges). Les initialisations et
la récupération des résultats (blocs en
bleus) sont exécutées par le proces-
seur de l’ordinateur. Grâce à la struc-
ture matricielle du problème, le cal-
cul est très facilement parallélisable ce
qui permet de profiter pleinement de
la puissance des cartes graphiques.

les modes propres du système "réseau + piège transverse" il faut donc pro-
jeter ces modes propres sur la base des ondes planes pour les comparer à
l’expérience. Il faut également prendre en compte l’expansion due aux inter-
actions juste après la coupure du piège. Longitudinalement, cette expansion
est négligeable mais ce n’est pas le cas transversalement où elle élargit les
distributions (voir A.2.4). La figure 3.30 illustre les résultats obtenus en fin
de calcul : on retrouve les populations en fonction de l’impulsion et de la
durée d’application du réseau pour les quatre premiers modes transverses :

— (0,0) : mode fondamental,
— (0,1) : mode fondamental selon X et premier mode excité selon Y,
— (1,0) : premier mode excité selon X et mode fondamental selon Y,
— (1,1) : premier mode excité selon X et Y.
Dans le mode fondamental transverse, on distingue clairement l’appa-

rition de deux faisceaux vers k1 ≈ 0.4 kr et k2 ≈ 1.6 kr. On remarque
également que les modes transverses (0,1) et (1,0) sont légèrement peuplés
alors que les populations des modes (1,1) et au-delà sont négligeables ce qui
justifie a posteriori de limiter le calcul à ces seuls quatre modes transverses.
En projetant les résultats sur la base des ondes planes, on peut comparer le
profil de densité simulé à celui expérimental (figure 3.31). On constate ainsi
que l’on retrouve bien des valeurs d’impulsion k1 et k2 comparables mais
expérimentalement les pics sont plus larges à cause de l’angle de 7˚entre le
piège dipolaire et le réseau : les modes transverses excités sont d’avantage
favorisés ce qui augmente la population pour des vecteurs légèrement supé-
rieurs à k1 et des vecteurs d’onde légèrement inférieurs à k2 comme on l’avait



3.4. DYNAMIQUE DU PROCESSUS 107

Figure 3.30 – Résultats obtenus par la simulation numérique pour
une impulsion initiale k0 = 0.672 kr, une profondeur V = 1.05 Er

et une densité d’environ n0 ≈ 8 × 1018 at/m3. On a représenté
ici les populations en fonction horizontalement de l’impulsion dans
le référentiel du laboratoire (condensat en k = 0) et verticalement
de la durée d’application du réseau. (a) mode transverse (0,0), (b)
mode transverse (1,0), (c) (0,1) et (d) (1,1)

déjà remarqué en analysant les effets transverses dans la section 3.2. De plus,
expérimentalement le pic k2 est moins peuplé que le pic k1 à cause des pro-
cessus secondaires, k2 étant dans la zone instable. Comme ces processus de
mélanges à quatre ondes du type k0 + k2 → k3 + k4 ou 2k2 → k5 + k6 ne
sont pas considérés dans notre simulation, on n’observe pas ce déséquilibre
de population entre k1 et k2. Ces processus secondaires contribuent d’ailleurs
probablement aux bruits de fond entre les deux pics.

En plus de reproduire qualitativement les profil de densité, la simulation
met aussi en évidence une saturation du processus similaire à celle obser-
vée expérimentalement. Au bout d’environ 500 µs d’application du réseau,
la croissance des modes corrélés ralentie puis la population sature comme
l’illustre la figure 3.32. Là encore, on constate que les pertes dans le mode k2
réduisent la population créant un déséquilibre. Sur ces courbes on constate
qu’en jouant sur la durée d’application du réseau il est possible d’atteindre
différents régimes : un régime de "paires isolées" où la probabilité d’émettre
une paire est faible à temps court, similaire au régime utilisé avec les pho-
tons pour l’observation de l’effet Hong, Ou et Mandel ou la violation des
inégalités de Bell. Ou un régime de "forte intensité" a priori plus approprié
pour l’interférométrie.
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Figure 3.31 – Comparaison entre le profil expérimental de la den-
sité longitudinale (moyenne de 13 réalisations) et la simulation nu-
mérique pour une durée d’application du réseau de Tres = 600 µs
et une profondeur de V = 1.05 Er. Dans la simulation numérique
il y a exactement le même nombre d’atomes dans les pics 1 et 2,
la différence en amplitude est issue de la différence en largeur entre
les pics.

Grâce au calcul, nous avons pu constater que la saturation ne semble pas
issue des processus secondaires affectant le pic 2 puisqu’ils ne sont pas simu-
lés et que la saturation est tout de même présente. Numériquement, on peut
facilement supprimer la perte de recouvrement due aux déplacements des
modes 1 et 2 par rapport au condensat. On remarque alors que le processus
ne sature plus et les pics 1 et 2 se remplissent jusqu’à la déplétion totale de
la pompe. La cause principale de la saturation est donc bien due à la perte
de recouvrement en prenant comme taille des modes la taille inférée suite à
la mesure de la largeur de la corrélation locale (due à l’effet Hanbury Brown
et Twiss). Le caractère multimode du processus rend la dynamique non tri-
viale mais n’est pas responsable de la saturation.Dans le groupe de Vienne
la saturation observée sur leur source de paires d’atomes [Büc+12] a une
origine différente, elle est essentiellement due à la déplétion et à l’évolution
temporelle de la source et n’est pas causée par une perte de recouvrement.

3.4.3 Conclusion sur l’évolution temporelle

Suite à l’observation de l’évolution temporelle de la population des fais-
ceaux jumeaux nous avons décidé de simuler la dynamique du système afin
de mieux comprendre les résultats obtenus. En particulier, la saturation du
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Figure 3.32 – Évolution temporelle des populations dans le pic 1
(cercles bleus) et le pic 2 (carrés oranges) obtenues expérimen-
talement pour différentes durées t du réseau. L’impulsion initiale
du condensat est k0 = −0.67 kr et la profondeur du réseau est
V0 = 1.05 Er. La simulation numérique (courbe continue en bleue)
permet de bien modéliser le comportement observé pour le pic 1.

processus. En utilisant le formalisme des matrices de densités réduite déjà
utilisées à Vienne, et en tirant partie du parallélisme sous-jacent du problème
nous avons développé un programme de simulation numérique capable de
modéliser notre système. Les résultats obtenus sont cohérents avec les don-
nées réelles et ont permis d’identifier la perte de recouvrement comme étant
la cause principale de la saturation.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu étudier en détail la création de paires
d’atomes par mélange à quatre ondes dans un réseau. Nous avons ainsi
constaté l’importance des interactions sur les conditions d’accord de phases.

En observant le comportement des atomes avec et sans piège dipolaire
nous avons montré que pour obtenir des faisceaux intense il est nécessaire
de confiner transversalement le nuage. Le confinement actuel ne supprime
d’ailleurs pas complètement les degrés de liberté transverses mais réduit
quand même énormément le nombre de modes accessibles. Malheureusement,
en raison des accès optiques limités, le réseau et le piège ne sont pas ali-
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gnés mais font un petit angle de 7˚suffisant pour introduire une asymétrie
transversalement. En modifiant légèrement notre montage, il serait possible
d’aligner le piège et le réseau, ce changement est à l’étude et sera peut-être
appliqué au court de l’année qui vient dans l’espoir d’obtenir une source plus
proche des modèles théoriques.

Nous avons également étudié les propriétés statistiques des paires
d’atomes en observant tout d’abord des corrélations entre les modes des
pics 1 et 2 et ensuite une réduction du bruit sur la différence du nombre
d’atomes en dessous du bruit de grenaille dans une zone dont la largeur
transverse, bien inférieure à la largeur des fonctions de corrélations, reste in-
comprise. Pour obtenir ces résultats nous avons dû faire une analyse poussée
des données en particulier en corrigeant les fluctuations de position et de
vitesse initiale du condensat. Dernièrement, l’ajout d’un nouveau faisceau
de piégeage horizontal, perpendiculaire au piège vertical habituel a permis
de réduire considérablement ces fluctuations permettant de s’affranchir des
procédures de recentrage et les résultats préliminaires obtenus dans cette
configuration n’ont pas montré de comportements significativement diffé-
rents des résultats présentés ici. À cause de l’angle de 7˚, le comportement
transverse est très complexe et il s’agit peut être d’une explication aux lar-
geurs observées de la réduction de bruit. Là encore, la modification du réseau
pour l’aligner sur le piège permettrait de le vérifier.

Enfin, nous avons simulé la dynamique de notre système (encore une fois
en "oubliant" l’angle entre le réseau et le piège) et nous avons obtenus des
résultats compatibles avec l’expérience et permettant d’expliquer pourquoi le
processus sature. La durée d’application du réseau se révèle un paramètre de
réglage précieux de cette source puisqu’il permet de contrôler la population
dans les faisceaux jumeaux.

Maintenant que nous disposons d’une source de paires d’atomes dont
nous comprenons la plupart des aspects, nous envisageons de manipuler ces
atomes jumeaux avec en particulier comme perspective l’observation d’un
effet Hong, Ou et Mandel avec des atomes. Dans le chapitre suivant nous
allons donc présenter ce qui est actuellement mis en place sur l’expérience
pour utiliser cette source.



Chapitre 4

Manipulation des paires, vers

un effet Hong, Ou et Mandel

Dans ce court chapitre nous allons exposer enfin la mise en place d’une
séparatrice atomique qui, nous l’espérons, permettra de réaliser bientôt un
effet Hong, Ou et Mandel avec des ondes de matière.

Comme expliqué en 3.4, il est possible de régler le nombre d’atomes par
mode dans les faisceaux jumeaux, en particulier on peut se placer dans un
régime de paires isolées où l’on ne crée au plus qu’une paire par mode. Ce
régime est en théorie le plus adapté à la réalisation de tests fondamentaux
tels que les inégalités de Bell ou l’effet Hong, Ou et Mandel. Cependant, ce
régime n’est pas utilisable dans l’état actuel de l’expérience. En effet, afin
d’obtenir des paires isolées, il faut qu’à chaque répétition de l’expérience la
probabilité de créer une paire soit relativement faible afin d’obtenir le moins
possible de réalisations avec plus d’une paire. Considérons par exemple une
probabilité de création de paires de 10%, étant donné la détectivité elle
aussi de l’ordre de 10%, cela fait une probabilité de détecter une paire par
réalisation expérimentale de l’ordre de P = (0.1)2 × 0.1 = 1/1000. Or, un
cycle expérimental dure un peu plus de trente secondes et il faudrait presque
8h30 pour obtenir en moyenne un seul événement utile ! Comme évidement, il
faut bien plus d’un seul événement pour obtenir une statistique convenable,
ce type de configuration n’est donc pas viable.

Deux solutions s’offrent alors à nous, soit il faut améliorer drastiquement
le taux de répétition de l’expérience et l’efficacité de détection, soit il faut se
placer dans un autre régime plus favorable. Augmenter la détectivité semble
possible [Hoe+13] mais on peut au mieux espérer un facteur deux. Le temps
de préparation du condensat est quant à lui quasiment incompressible. Si l’on
souhaite augmenter le taux de répétition il faut donc trouver une solution
permettant d’extraire les paires du condensat sans détruire le nuage. Ainsi,
avec un seul condensat il serait possible de répéter plusieurs fois de suite
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l’expérience rapidement (la durée du réseau est inférieure à la milliseconde
dans le régime de paires isolées). Malheureusement, malgré quelques bonnes
idées, nous n’avons pour le moment trouvé aucune réalisation expérimentale
concluante. Nous avons donc choisi de nous tourner vers un régime plus
favorable, c’est-à-dire un régime de gain fort où le nombre de paires par
réalisation est important. Bien que s’écartant des réalisations bien connues
d’optique quantique, nous allons voir que ce régime permet tout de même la
mise en évidence des effets quantiques. Je vais dans un premier temps exposer
ce qui est attendu dans le cadre de l’expérience d’Hong Ou et Mandel avec
de nombreuses particules, puis je décrirai la mise en place expérimentale de
la séparatrice nécessaire à cette expérience. Nous espérons que ce nouveau
dispositif nous permettra d’observer l’équivalent atomique de l’effet Hong,
Ou et Mandel.

4.0.1 L’effet d’une séparatrice sur des états quelconques

L’expérience d’Hong, Ou et Mandel [HOM87] est un moyen simple et
très efficace pour mettre en évidence l’indiscernabilité entre particules d’une
même paire. L’objectif premier de l’article d’Hong et al. est d’ailleurs la
mesure de la longueur de cohérence à deux photons, c’est-à-dire la distance
sur laquelle deux photons issus d’une même paire sont corrélés. Dans le cadre
de notre expérience nous souhaitons utiliser ces interférences pour observer
le caractère quantique de notre source d’atomes corrélés.

Modèle

À l’instar de l’expérience classique de Hong, Ou et Mandel décrite en
1.3.1 on considère une séparatrice sur laquelle les paires d’atomes (bosons)
sont recombinées. On va étudier le cas où les deux ports d’entrée et les deux
ports de sortie sont chacun décomposés en deux modes distincts (voir figure
4.1). La séparatrice relie les modes d’entrée aux modes de sortie de la façon
suivante :

ĉ = râ+ tb̂ d̂ = tâ− rb̂
γ̂ = rα̂+ tβ̂ δ̂ = tα̂− rβ̂

Avec â, b̂, ĉ, d̂, α̂, β̂, γ̂, δ̂ les opérateurs d’annihilations dans les modes respec-
tivement a, b, c, d, α, β, γ, δ et avec r et t les coefficients (réels) de réflexion et
transmission en amplitude (r2+t2 = 1). La décomposition des ports d’entrée
et de sortie permet de simuler des particules discernables ou indiscernables.
En effet, les particules issues des modes a et b vont sortir dans les modes c et
d, elles sont donc discernables des particules dans α et β qui sortent dans les
modes γ et δ. En sortie de la séparatrice seuls les nombres totaux n̂c+ n̂γ et
n̂d + n̂δ sont accessibles. On note n̂c = ĉ†ĉ l’opérateur nombre dans le mode
c (idem pour les autres modes).
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Figure 4.1 – schéma de principe de la séparatrice considérée pour
les calculs. Les modes repérés par les lettres grecques sont orthogo-
naux aux modes repérés par les lettres romanes

Distribution en sortie de séparatrice

La distribution de la population en sortie de la séparatrice est a priori
l’observable la plus naturelle à considérer puisque sur notre expérience nous
sommes capable de résoudre le nombre d’atomes. À cause du groupement
bosonique on s’attend à obtenir des distributions différentes entre le cas
discernable et le cas indiscernable [CST89].

Dans le cas d’états de Fock en entrée, on peut déterminer analytique-
ment les distributions en sortie des ports de la séparatrice. Par exemple
l’état |ψind〉 = |N, 0, N, 0〉 qui représente N particules dans le mode a et N
particules dans le mode associé b, on peut déterminer l’expression de l’état
en sortie lorsque r = t = 1/

√
2 :

|ψind〉 =
(â†b̂†)N

N !
|vide〉 (4.1)

=
1

2NN !
(ĉ†2 − d̂†2)N |vide〉 (4.2)

Ainsi, la probabilité d’obtenir n particules d’un coté de la séparatrice est
[CST89] :

Pind(n = 2p) =
1

22N

(

2p
p

)(

2(N − p)
N − p

)

(4.3)

Pind(n = 2p+ 1) = 0 (4.4)
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Avec

(

n
k

)

= n!
k!(n−k)! . On remarque que la probabilité est non nulle uni-

quement pour les nombres pairs, illustrant l’appariement des bosons après
la séparatrice.

On peut également trouver la distribution dans le cas de N particules
dans le mode a et N particules dans le mode β qui sont discernables de celles
de l’autre mode :

Pdis(n) =
1

22N

(

2N
n

)

(4.5)

Ces deux distributions sont représentées en haut de la figure 4.2. Une très
nette différence apparaît entre les deux cas, les interférences quantiques aug-
mentent les probabilités des cas extrêmes et réduit la probabilité autour de
la valeur moyenne. Pour N = 1 on retrouve bien l’effet Hong, Ou et Mandel
habituel : Pind(0) = Pind(2) = 0.5, Pind(1) = 0 et Pdisc(0) = Pdisc(2) = 0.25,
Pdisc(1) = 0.5.

Dans le cadre de notre expérience, ces deux distributions bien distinctes
ne constituent pas pour autant une signature aussi claire que l’on pourrait
le penser. En effet, la faible détectivité (typiquement entre 10 et 15%) ré-
duit la dynamique et lisse la forme en "M" du cas indiscernable. On peut
calculer ces probabilités en modélisant la détectivité η par une séparatrice
de transmission en amplitude

√
η. On obtient alors :

Pind,det(k) =

2N
∑

n=0

Pind(n)

(

n
k

)

ηq(1− η)n−q (4.6)

Pdisc,det(k) =
2N
∑

n=0

Pdisc(n)

(

n
k

)

ηq(1− η)n−q (4.7)

Ces distributions sont représentées en bas de la figure 4.2. Même si les formes
des deux distributions restent différentes, elles prennent des valeurs non né-
gligeables pour les mêmes nombres d’atomes (de 0 à 15 sur l’exemple de la
figure 4.2), ainsi, si l’état d’entrée est une superposition de plusieurs états de
Focks, la distribution détectée risque d’être très similaire dans les deux cas.
C’est pour cette raison que nous allons nous intéresser à d’autres observables
pour mettre en évidence le caractère indiscernable des atomes issus de notre
source.

Corrélations et variance normalisée

Comme nous venons de le voir, la distribution en nombre d’atomes risque
de ne pas être suffisante pour obtenir une preuve non ambiguë du carac-
tère quantique de la source. Dans l’article historique d’Hong, Ou et Mandel
[HOM87] ce n’est d’ailleurs pas la distribution mais les corrélations entre
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Figure 4.2 – Distributions obtenues dans le cas discernable (en
bleu) et indiscernable (en orange). En haut, distributions telles qu’on
les mesureraient avec un détecteur parfait. En bas, distributions
attendues avec une détectivité de 15 %. Il y a 30 atomes par mode
ce qui correspond à une situation accessible expérimentalement avec
notre source.

les deux voies de sortie qu’ils ont mesurées. On s’intéressera donc à ces cor-
rélations entre les deux voies ainsi qu’aux corrélations dites locales au sein
d’une même voie mais également à la variance de la différence du nombre de
particules entre les deux voies, normalisée par le bruit de grenaille.

On définit les opérateurs Â, B̂ et Ĉ ainsi :

Â = (n̂c + n̂γ)(n̂c + n̂γ) (4.8)

B̂ = (n̂c + n̂γ)(n̂d + n̂δ) (4.9)

Ĉ = (n̂c + n̂γ − n̂d − n̂δ) (4.10)

Les quantités expérimentalement mesurables et intéressantes sont la corréla-
tion locale g(2)loc , l’intercorrélation entre les ports de sortie g(2)cr et la variance
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normalisée de la différence de population V :

g
(2)
loc =

〈Â〉
〈n̂c + n̂γ〉2

(4.11)

g(2)cr =
〈B̂〉

〈n̂c + n̂γ〉〈n̂d + n̂δ〉
(4.12)

V =
〈Ĉ2〉 − 〈Ĉ〉2

〈n̂c + n̂γ + n̂d + n̂δ〉
(4.13)

État de la forme |Ψ〉 = |na, nα, nb, nβ〉

Dans un premier temps on s’intéresse à un état de la forme |Ψ〉 =
|na, nα, nb, nβ〉 :

Corrélation locale Pour calculer g
(2)
loc on calcule d’abord la valeur

moyenne de l’opérateur Â :

〈Ψ|Â|Ψ〉 = 〈Ψ|[r2(n̂a + n̂α) + t2(n̂b + n̂β) + rt(â†b̂+ α̂†β̂ + b̂†â+ β̂†α̂)]2|Ψ〉
= [r2(na + nα) + t2(nb + nβ)]

2

+r2t2[na(nb + 1) + nb(na + 1) + nα(nβ + 1) + nβ(nα + 1)]

Ainsi,

g
(2)
loc = 1 +

r2t2[na(nb + 1) + nb(na + 1) + nα(nβ + 1) + nβ(nα + 1)]

[r2(na + nα) + t2(nb + nβ)]2

Afin de comprendre ce qui se cache derrière cette expression, voyons sur
quelques exemples simples ce qu’elle signifie (on prendra r = t = 1/

√
2) :

— deux faisceaux discernables avec le même nombre de particules
|n, 0, 0, n〉

g
(2)
loc,Dis = 1 +

1

2n

— deux faisceaux indiscernables avec le même nombre de particules
|n, 0, n, 0〉

g
(2)
loc,Ind =

3

2
+

1

2n
Les corrélations locales exhibent une différence entre les configurations

discernable et indiscernable même dans les cas un peu plus généraux où r 6= t
et avec des nombres de particules différents dans les deux bras. On a toujours
g
(2)
loc,Dis < g

(2)
loc,Ind.

On s’intéresse maintenant à l’intercorrélation entre les ports de sortie.
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Intercorrélations Pour calculer l’intercorrélation g
(2)
cr , on exprime la va-

leur moyenne de l’opérateur B̂ en fonction des nombres de particules avant
la séparatrice (en posant ntot = na + nα + nb + nβ) :

〈Ψ|B̂|Ψ〉 = r2t2ntot(ntot−1)+(r2−t2)2(na+nα)(nb+nβ)−2r2t2(nanb+nαnβ)

On en déduit en normalisant par 〈ncnγ〉〈ndnδ〉 :

g(2)cr = 1− r2t2(ntot + 2(nanb + nαnβ))

r2t2n2tot + (r2 − t2)2(na + nα)(nb + nβ)

Là encore, des exemples simples permettent d’appréhender le comporte-
ment de l’intercorrélation (là encore on prend r = t = 1/

√
2) :

— deux faisceaux discernables avec le même nombre de particules
|n, 0, 0, n〉

g
(2)
cr,Dis = 1− 1

2n
— deux faisceaux indiscernables avec le même nombre de particules
|n, 0, n, 0〉

g
(2)
cr,Ind =

1

2
− 1

2n
Là aussi une différence notable apparaît entre le cas discernable et le cas

indiscernable. On retrouve le résultat attendu g
(2)
cr,Ind < g

(2)
cr,Dis. On remar-

quera au passage que le cas n = 1 est l’expérience d’Hong, Ou et Mandel
classique pour laquelle on retrouve bien une annulation de l’intercorrélation
lorsque les particules sont indiscernables.

Variance de la différence La variance de la différence du nombre de
particules est une autre grandeur standard de ce type d’expériences. Pour
l’exprimer on explicite d’abord 〈Ĉ〉2 et 〈Ĉ2〉 :

〈Ĉ〉2 = 〈Ψ|(n̂c + n̂γ − n̂d − n̂δ)|Ψ〉2
= (r2 − t2)2(na + nα − nb − nβ)2

Et,

〈Ĉ2〉 = 〈Ψ|(n̂c + n̂γ − n̂d − n̂δ)2|Ψ〉
= 〈Ĉ〉2 + 4r2t2(na(nb + 1) + nb(na + 1) + nα(nβ + 1) + nβ(nα + 1))

Il en découle,

V =
4r2t2(na(nb + 1) + nb(na + 1) + nα(nβ + 1) + nβ(nα + 1))

ntot

= 4r2t2(1 + 2
nanb + nαnβ

ntot
)

Et par exemple (toujours avec r = t = 1/
√
2) :
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— pour deux faisceaux discernables |na, 0, 0, nb〉

VDis = 1

— pour deux faisceaux indiscernables avec le même nombre de particules
|n0, n, 0〉

VInd = (1 + n)

Ainsi, on s’attend à observer un excès de bruit en présence de particules
indiscernables. La variance augmentant linéairement avec le nombre de par-
ticules dans l’exemple précédent elle permet d’atteindre en théorie un très
bon contraste entre le cas discernable et le cas indiscernable.

Le comportement des trois grandeurs g(2)loc , g
(2)
cr et V reflète bien le phéno-

mène d’interférence quantique entraînant un groupement bosonique lorsque
les atomes sont indiscernables. La corrélation locale augmente alors que l’in-
tercorrélation diminue. Il en découle également une augmentation du bruit
sur la différence de population puisque les interférences augmentent la pro-
babilité d’obtenir une différence importante des populations de sorties.

La mesure de la variance permet a priori d’obtenir la signature la plus
claire puisque lorsque le nombre de particules augmente le contraste tend
vers 1 ce qui permettrait de se placer dans un régime de gain fort, réduisant
ainsi le nombre de réalisations expérimentales nécessaires à l’obtention d’un
rapport signal à bruit satisfaisant. Cependant, il faut garder à l’esprit que les
calculs précédents ne prennent pas en compte la faible efficacité de détection
qui risque d’avoir un impact non négligeable, en particulier sur la variance.

Là où réside la force de notre expérience c’est que l’on est capable de
mesurer ces trois quantités et la combinaison des trois observations devrait
fournir un témoin convaincant de l’interférence quantique. Dans la pratique
cependant, l’état quantique issu du mélange à quatre ondes dans le réseau
n’est pas un état nombre |na, nα, nb, nβ〉 mais plus probablement une super-
position cohérente de tels états, voire un mélange statistique. Afin de vérifier
que les trois observables choisies sont fiables, on peut s’intéresser à des états
plus généraux et à l’effet de la détectivité réduite.

État de la forme |Ψ〉 =∑na,nα,nb,nβ
Cna,nα
nb,nβ

|na, nα, nb, nβ〉

Il est possible de dériver analytiquement les expressions générales de g(2)loc ,

g
(2)
cr et V , cependant ces expressions sont lourdes et ne sont pas des plus

explicites et la dérivation, ainsi que le résultat final, sont reportés en annexe
B. On s’intéressera ici aux résultats attendus pour quelques exemples bien
choisis afin de déduire une tendance générale indépendante de l’état choisi.
On considérera les états suivants (on prendra également r = t = 1/

√
2) :

1. |Ψ1〉 = |n, 0, n, 0〉
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2. |Ψ2〉 = |na, 0, 0, nβ〉
3. |Ψ3〉 =

∑

n
(tanhλ)n

coshλ |n, 0, n, 0〉

4. |Ψ4〉 =
∑

na,nβ

(tanhλa)na

coshλa

(tanhλβ)
nβ

coshλβ
|na, 0, 0, nβ〉

5. |Ψ5〉 = e−
|α|2

2
∑

n
αn√
n!
|n, 0, n, 0〉

6. |Ψ6〉 = e−
|α|2

2 e−
|β|2

2
∑

na,nβ

αna√
na!

α
nβ√
nβ !
|na, 0, 0, nβ〉

Les états d’indices impaires (1, 3 et 5) sont des exemples où les particules
sont fortement corrélées et indiscernables alors que les état d’indices paires
(2, 4 et 6) sont des états ayant des statistiques similaires aux précédents
mais pour des particules discernables et non corrélées. Pour ces états rien
n’impose d’avoir le même nombre de particules moyen dans les deux voies
d’entrée "a" et "β" cependant pour des raisons de simplicité et sans perte
de généralité on supposera 〈na〉 = 〈nβ〉 = N pour l’ensemble des états et on
note η l’efficacité de détection totale du dispositif.

Les états 1 et 2 sont simplement des états nombres qui permettent de
se faire une idée du comportement en sortie de la séparatrice. Les état 3
et 4 sont les états en sortie d’amplificateurs paramétriques et les états 5 et 6
sont des états cohérents fortement corrélés (5) ou indépendants (6). Voici
l’ensemble des résultats résumés dans un tableau :

État g
(2)
loc g

(2)
cr V

1 3
2 + 1−η/2

ηN
1
2 −

1−η/2
ηN 1 + ηN

2 1 + 1−η/2
ηN 1− 1−η/2

ηN 1

3 3 + 1+η
ηN 1 1 + η(2N + 1)

4 3
2 + 1

ηN 3/2 1

5 3
2 + 1+η

ηN 1/2 1 + η(N + 1)

6 1 + 1+η
ηN 1 1

Plusieurs remarques peuvent être tirées de ces résultats. Tout d’abord,
si l’on regarde les corrélations, les valeurs ne sont en absolue pas de bonnes
indications du caractère indiscernable puisque par exemple pour les cas 1
et 5 possédant des particules indiscernables on obtient une corrélation lo-
cale qui tend vers 3/2 mais c’est également vrai pour le cas 4 qui possède
des particules discernables. Cependant on peut noter que si l’on compare,
pour un type de statistique donnée, les cas discernables et indiscernables,
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on trouve toujours g(2)loc,Ind > g
(2)
loc,Disc et g(2)cr,Ind < g

(2)
cr,Disc, conséquence di-

recte du groupement bosonique. On remarque que l’on obtient pour ces trois
couples d’exemples g(2)cr,Ind + 1/2 = g

(2)
cr,Disc.

Si on s’intéresse à la variance de la différence du nombre de particules
on voit clairement une différence entre les cas discernables et indiscernables
puisque dans les premiers on obtient à chaque fois VDisc = 1 alors que dans
les derniers la variance croit linéairement avec le nombre moyen de particules.
Pour un nombre important de particules la variance constitue un indicateur
clair de l’indiscernabilité. Il faut cependant garder à l’esprit qu’une variance
supérieure à 1, signe d’un excès de bruit, peut également être provoquée par
des bruits techniques indésirables et ne constitue pas à elle seule une preuve
de la nature quantique de l’état. De plus, contrairement aux corrélations, la
variance mesurée est fortement impactée par la détectivité limitée qui réduit
le contraste du signal attendu. Ce n’est donc que par la mesure comparative
des trois quantités que l’on pourra tirer des conclusions sur les résultats
obtenus.

4.0.2 Mise en place expérimentale

Pour réaliser la séparatrice atomique on utilise un réseau de Bragg dont
on règle la durée afin d’obtenir une réflectivité de 50 %. Pour réaliser ce
réseau, on utilise une nouvelle diode laser asservie en fréquence à l’aide d’un
montage d’absorption saturée, le faisceau est alors amplifié puis séparé en
deux faisceaux. Chacun des deux faisceaux fait un allé-retour dans un mo-
dulateur acousto-optique pour l’éloigner de la résonance et contrôler par-
faitement le désaccord entre les deux bras (voir figure 4.3). Les laser sont
désaccordés de 600 MHz sur le rouge de la transition 23S1 ←→ 23P0 de
l’Hélium. L’angle entre les faisceau permet de régler la différence de vecteurs
d’onde entre les modes couplés par la séparatrice. On se place à environ
30˚d’angle entre les deux bras ce qui permet de mélanger des modes séparer
de ∆k ≈ 0.55 kr.

Les deux faisceaux suivent alors le même trajet optique vers l’enceinte
avant d’être de nouveau séparés pour réaliser le réseau de Bragg (voir figure
4.4). Sur ce montage les deux faisceaux sont copropageants sur une grande
partie du chemin optique ce qui permet de réduire les possibles fluctuations
de différence de phase et ainsi de préserver la cohérence des atomes.

Chaque faisceau est aligné individuellement sur le nuage atomique en
observant l’émission spontanée qu’il produit (voir figure 4.5). En effet, à
puissance et désaccord fixés, le nombre d’atomes diffusés par émission spon-
tanée augmente lorsque l’on améliore le recouvrement entre le faisceau laser
et le nuage atomique. Après ce premier alignement plutôt grossier, on affine
le réglage de la séparatrice en augmentant (à désaccord et puissance donnés)
la pulsation de Rabi des oscillations de Bragg (voir 2.4.2).
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Figure 4.3 – Les deux faisceaux de la séparatrice Bragg sont
obtenus en asservisant une diode laser par rapport à la transition
atomique à l’aide d’un montage d’absorption saturée. Le laser est
ensuite amplifié puis séparé en deux faisceaux dont on peut contrô-
ler indépendamment la fréquence à l’aide de modulateurs acousto-
optiques (AOM).

Une fois la séparatrice correctement alignée on obtient des oscillations de
Bragg à 2.6 kHz pour une puissance P = 45 µW (voir figure 4.6).

4.0.3 Conclusion

En choisissant la durée d’application du réseau il est possible de se placer
aussi bien dans le régime de paires isolées que dans le régime de gain fort.
Le premier cas correspond à l’émission de paires individuelles et semble bien
adapté à la réalisation d’expériences telles que l’effet Hong, Ou et Mandel
ou la violation des inégalités de Bell. Malheureusement, la faible efficacité
de détection sur notre montage (20 % au mieux) associée à un temps de
préparation du condensat important (≈ 30 s) nous empêche de travailler
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Figure 4.4 – Près de la chambre de science les faisceaux sont
séparés a nouveau par un cube séparateur de polarisation en sont
envoyés sur les atomes en faisant un angle d’environ 30˚ l’un par
rapport à l’autre.

dans ce régime. C’est pourquoi nous avons choisi de nous placer en régime
de gain fort afin d’augmenter l’amplitude des signaux observés et de diminuer
le nombre de répétitions nécessaires à l’obtention d’un signal exploitable.

Sur notre expérience, l’objectif est maintenant de démontrer l’indiscerna-
bilité des atomes issus d’une même paire et par la même occasion d’illustrer
une application de notre source. Pour cela nous avons choisi de réaliser un
équivalent atomique de l’effet Hong, Ou et Mandel dans un régime où le
nombre de particule en entrée de la séparatrice est potentiellement impor-
tant. Nous avons donc commencé par évaluer quelle serait la signature de
l’indiscernabilité :

— sur la distribution du nombre d’atomes en sortie de la séparatrice,
— sur les fonctions de corrélations locales et croisées,
— et sur la variance de la différence du nombre d’atomes entre les deux

sorties de la séparatrice.
En calculant les résultats attendus pour plusieurs exemples, nous nous
sommes convaincus que la mesure de toutes les quantités précédemment lis-
tées devrait nous fournir un indicateur clair de l’indiscernabilité sur notre
source.

Nous avons donc décidé de mettre en place une séparatrice d’onde de
matière à l’aide de deux faisceaux laser. La diffraction de Bragg des atomes
dans le réseaux créée par ces nouveaux laser permet de mélanger les pics 1 et



123

Figure 4.5 – Halo d’atomes diffusés par absorption d’un pho-
ton du faisceau laser (d’impulsion klaser) et réémission de manière
spontanée. Une partie du Halo tombe hors du détecteur (pointillés
oranges). Les surintensités présentes aux pôles sont issues du phé-
nomène de superradiance [Dic54]. Un article à propos des propriétés
de cohérence de la superradiance est d’ailleurs en cours d’écriture
[Equ14]

2 issus de notre source. En réglant la durée d’application des laser on peut
réaliser la séparatrice 50/50 désirée. L’ultime étape de ce projet consiste donc
maintenant à appliquer la séparatrice sur les paires d’atomes corrélés. Nous
espérons réaliser les premiers tests dans les mois à venir et si tout va bien
observer une signature de l’indiscernabilité.
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Figure 4.6 – Oscillations de Bragg obtenues avec la séparatrice
nouvellement mise en place. En ajustant la durée des impulsions
laser pour qu’elles durent un quart de période T/4 = 0.96 ms, on
réalise une séparatrice 50/50.



Conclusion

Dans ce manuscrit nous avons exposé l’élaboration d’une source ajustable
de paires d’atomes reposant sur le mélange à quatre ondes spontané dans
un réseau optique. Cette source produit des faisceaux d’atomes jumeaux
centrés autour de deux vecteurs d’ondes k1 et k2 dont on peut faire varier
les valeurs. Sur de nombreux dispositifs les accès optiques sont limités et
le contrôle des vecteurs d’émission de nos paires s’avère un atout important
puisqu’il est possible de régler le couple (k1, k2) le plus adapté aux contraintes
expérimentales. Le nombre de paires créées est également ajustable ce qui
permet de potentiellement se placer dans une large gamme de régimes. On
peut ainsi produire moins d’une paire par réalisation pour travailler avec des
paires isolées adaptées aux tests fondamentaux de la mécanique quantique
(Effet Hong, Ou et Mandel [HOM87], Inégalités de Bells [ADR82], etc...).
Mais on peut également produire de nombreuses paires à chaque réalisation.
Ce régime est particulièrement adapté à l’interférométrie atomique puisqu’il
permet d’augmenter le rapport signal à bruit et de diminuer le nombre de
répétitions nécessaires à l’obtention d’un signal exploitable.

La création de paires d’atomes est très similaire à la création de paires
de photons. Dans les deux cas, les paires sont issues de phénomènes non-
linéaires tels que la conversion paramétrique ou le mélange à quatre ondes.
Ces paires sont le premier pas vers la génération d’états comprimés, voir
d’états intriqués. La création de tels états avec des photons est maintenant
bien maîtrisée [ADR82 ; Wei+98 ; Eke91 ; KLM01] mais dans le domaine
de l’optique atomique quantique, la recherche d’une bonne source d’atomes
corrélés est encore d’actualité [Bon+13 ; Jas+10 ; Büc+11 ; Gre+05]. L’ex-
périence a montré que les paires issues du mélange à quatre ondes en espace
libre sont potentiellement utilisables pour l’optique atomique quantique et
l’interférométrie sous la limite quantique standard [Jas+10 ; DBB02]. Ce-
pendant, la géométrie d’une telle source de paires est loin d’être adaptée
à ce genre d’usage. En effet, les paires sont émises dans des modes répar-
tis dans 4π sr. Voilà pourquoi, en nous inspirant de l’expérience proposée
dans [HM05], nous avons décidé de modifier notre dispositif en ajoutant un
réseau optique. Comme l’on rapportée [Cam+06], la présence du potentiel
périodique permet de favoriser certains modes et de contrôler leur vecteur
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d’onde.

En débutant mon stage de master, juste avant ma thèse, je suis arrivé au
moment de l’installation du réseau optique. Ainsi, j’ai pu au cours de mon
doctorat, prendre part à l’élaboration de notre source ajustable depuis la
mise en place des tous premiers éléments optiques du réseau jusqu’à l’ana-
lyse poussée des paires créées. J’espère même voir dans les mois à venir la
première application de notre source avec la mesure d’un effet Hong, Ou et
Mandel [HOM87] atomique. Pour réaliser le potentiel périodique nous avons
mis en place deux faisceaux laser contraprogeants. La figure d’interférence
créée par ces laser produit un potentiel périodique qu’il a fallu caractériser.
Nous avons par exemple vérifié qu’aucun chauffage excessif n’était présent
et que la profondeur du réseau ressentie par les atomes était bien cohérente
avec les paramètres des faisceaux laser utilisés. En faisant se déplacer le ré-
seau par rapport aux atomes, nous avons observé qu’à partir d’une vitesse
donnée, des pics centrés autour de deux impulsions k1 et k2 sont apparus.
Afin de vérifier qu’il s’agissait bel et bien du mélange à quatre ondes dans un
réseau optique, nous avons mesuré si les conditions d’accord de phase étaient
vérifiées. À notre surprise, les vecteurs d’onde des pics 1 et 2 ne correspon-
daient pas tout à fait à ceux attendus compte tenu de la conservation de
l’énergie et de l’impulsion. Cependant, le comportement était quand même
qualitativement celui du mélange à quatre ondes. On s’est donc demandé
si les conditions d’accord de phase n’étaient pas plus subtiles qu’on ne le
pensait.

Ainsi, nous avons constaté que le potentiel de champ moyen avait une
influence importante sur les conditions d’accord de phase. À l’aide d’un calcul
numérique inspiré par [WN01], nous avons réussi à expliquer les vecteurs
d’ondes obtenues expérimentalement. Cela nous a permis de comprendre
que derrière le phénomène d’instabilité dynamique dans les réseaux se cache
le mélange à quatre ondes. Afin de pleinement caractériser notre source nous
nous sommes ensuite intéressés aux effets transverses et nous avons remarqué
que la présence d’un angle de 7˚entre l’axe long de notre piège optique et le
réseau est probablement responsable de structures transverses inattendues.
Nous avons d’ailleurs décidé de modifier le montage pour rendre le réseau
vertical et aligné sur le piège. Cette modification n’a pas encore été faite
mais nous pensons qu’elle réduira le peuplement des premiers modes excités
transverses.

Un des travaux important de ma thèse a été l’analyse des propriétés
statistiques de notre source avec la mesure des fonctions de corrélations et
de la variance de la différence du nombre d’atome. Pour obtenir les fonctions
de corrélations il a d’abord fallu mettre au point une procédure de recentrage
complexe afin de corriger les fluctuations de la vitesse initiale du condensat.
En effet, ces fluctuations produisent des corrélations purement classiques
tellement importantes que le signal intéressant est complètement noyé. Après
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le recentrage nous avons pu mettre en évidence des corrélations entre les
atomes du pic 1 et ceux du pic 2. Les largeurs de ces corrélations nous ont
permis d’estimer qu’environ une centaine de modes sont peuplés par les paires
et qu’il peut y avoir jusqu’à 100 atomes par mode. Ce résultat montre bien
l’amélioration par rapport au mélange à quatre ondes en espace libre pour
lequel la population est d’environ 0.01 atomes par mode. Notons, dorénavant
que la procédure de recentrage ne devrait plus être nécessaire grâce à la mise
en place d’un piège dipolaire croisé qui réduit énormément les fluctuations
de la vitesse initiale du condensat.

En plus des corrélations, nous avons également observé une réduction
de la variance sur la différence du nombre d’atomes entre les pics 1 et 2 en-
dessous du bruit de grenaille. Cette mesure ne peut pas être expliquée par une
théorie des champs classiques et montre l’utilité de notre source pour des pro-
tocoles d’optique atomique quantique ou d’interférométrie. Néanmoins, cer-
tains aspects du comportement de la variance restent incompris : la variance
est en-dessous du bruit de grenaille uniquement lorsque que l’on compte les
atomes dans un volume dont les dimensions transverses sont bien inférieures
à la taille de la fonction de corrélation croisée. C’est inattendu et reste pour
le moment inexpliqué.

Pour comprendre l’évolution temporelle de l’émission de paires d’atomes
par notre source, nous avons dû développer un modèle théorique s’inspirant
des travaux décris dans [Büc+12]. Ce modèle repose sur le formalisme des
matrices de densités réduites et permet de prendre en compte le caractère
multimode de l’émission ainsi que l’évolution temporelle de la population de
la pompe (population du condensat). Grâce aux résultats de cette simulation
nous avons pu comprendre la saturation de la production de paire qui appa-
raît après plusieurs centaines de microsecondes. Cette saturation est due à
la perte de recouvrement entre la fonction d’onde du condensat et celles des
pics 1 et 2.

L’ensemble de l’étude de notre source de paires montre que cette der-
nière est adaptée à l’optique atomique quantique : elle permet de produire
des paires d’atomes corrélés dans un faible nombre de modes de manière ef-
ficace. On peut, en jouant sur les paramètres du réseau (vitesse par rapport
au condensat, profondeur et durée), ajuster les vecteurs d’ondes et la popu-
lations des modes créés. L’objectif est maintenant d’utiliser cette source dans
des expériences d’optique atomique. La mise en place d’une séparatrice pour
les ondes de matière est en cours afin de réaliser un équivalent atomique de
l’effet Hong, Ou et Mandel.
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The Cauchy-Schwarz (CS) inequality—one of the most widely used and important inequalities in

mathematics—can be formulated as an upper bound to the strength of correlations between classically

fluctuating quantities. Quantum-mechanical correlations can, however, exceed classical bounds. Here we

realize four-wave mixing of atomic matter waves using colliding Bose-Einstein condensates, and

demonstrate the violation of a multimode CS inequality for atom number correlations in opposite zones

of the collision halo. The correlated atoms have large spatial separations and therefore open new

opportunities for extending fundamental quantum-nonlocality tests to ensembles of massive particles.
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The Cauchy-Schwarz (CS) inequality is ubiquitous in

mathematics and physics [1]. Its utility ranges from proofs

of basic theorems in linear algebra to the derivation of the

Heisenberg uncertainty principle. In its basic form, the CS

inequality simply states that the absolute value of the inner

product of two vectors cannot be larger than the product of

their lengths. In probability theory and classical physics,

the CS inequality can be applied to fluctuating quantities

and states that the expectation value of the cross correlation

hI1I2i between two quantities I1 and I2 is bounded from

above by the autocorrelations in each quantity,

jhI1I2ij �
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

hI2
1
ihI2

2
i

q

: (1)

This inequality is satisfied, for example, by two classical

currents emanating from a common source.

In quantum mechanics, correlations can, however, be

stronger than those allowed by the CS inequality [2–4].

Such correlations have been demonstrated in quantum

optics using, for example, antibunched photons produced

via spontaneous emission [5], or twin photon beams gen-

erated in a radiative cascade [6], parametric down conver-

sion [7], and optical four-wave mixing [8]. Here the

discrete nature of the light and the strong correlation (or

anticorrelation in antibunching) between photons is re-

sponsible for the violation of the CS inequality. The vio-

lation has even been demonstrated for two light beams

detected as continuous variables [8].

In this work we demonstrate a violation of the CS

inequality in matter-wave optics using pair-correlated

atoms formed in a collision of two Bose-Einstein conden-

sates (BECs) of metastable helium [9–12] (see Fig. 1). The

CS inequality which we study is a multimode inequality,

involving integrated atomic densities, and therefore is

different from the typical two-mode situation studied in

quantum optics. Our results demonstrate the potential of

atom optics experiments to extend the fundamental tests of

quantum mechanics to ensembles of massive particles.

Indeed, violation of the CS inequality implies the possi-

bility of (but is not equivalent to) formation of quantum

states that exhibit the Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) cor-

relations or violate a Bell’s inequality [3]. The EPR and

Bell-state correlations are of course of wider significance

FIG. 1 (color online). Diagram of the collision geometry.

(a) Two cigar-shaped condensates moving in opposite directions

along the axial direction z shortly after their creation by a Bragg

laser pulse (the anisotropy and spatial separation are not to

scale). (b) Spherical halo of scattered atoms produced by four-

wave mixing after the cloud expands and the atoms fall to the

detector 46 cm below. During the flight to the detector, the

unscattered condensates acquire a disk shape shown in white

on the north and south poles of the halo. The (red) boxes 1 and 2

illustrate a pair of diametrically symmetric counting zones

(integration volumes) for the average cross-correlation and au-

tocorrelation functions, �Gð2Þ
12

and �Gð2Þ
ii (i ¼ 1; 2) (see text), used in

the analysis of the Cauchy-Schwarz inequality.
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to foundational principles of quantum mechanics than

those that violate a CS inequality. Nevertheless, the im-

portance of understanding the CS inequality in new physi-

cal regimes lies in the fact that: (i) they are the simplest

possible tests of stronger-than-classical correlations, and

(ii) they can be viewed as precursors, or necessary con-

ditions, for the stricter tests of quantum mechanics.

The atom-atom correlations resulting from the collision

and violating the CS inequality are measured after long

time-of-flight expansion using time- and position-resolved

atom detection techniques unique to metastable atoms

[13]. The 307 ms long expansion time combined with a

large collision and hence scattering velocity results in a

�6 cm spatial separation between the scattered, correlated

atoms. This separation is quite large compared to what has

been achieved in recent related BEC experiments based on

double-well or two-component systems [14–16], trap

modulation techniques [17], or spin-changing interactions

[18,19]. This makes the BEC collisions ideally suited to

quantum-nonlocality tests using ultracold atomic gases and

the intrinsic interatomic interactions.

In a simple two-mode quantum problem, described by

boson creation and annihilation operators âyi and âi (i ¼
1; 2), the Cauchy-Schwarz inequality of the form of Eq. (1)

can be formulated in terms of the second-order correlation

functions, Gð2Þ
ij ¼ h:n̂in̂j:i ¼ hâyi â

y
j âjâii, and reads [2–4]

Gð2Þ
12

� ½Gð2Þ
11
Gð2Þ

22
�1=2; (2)

or simplyGð2Þ
12

� Gð2Þ
11

in the symmetric case ofGð2Þ
11

¼ Gð2Þ
22
.

Here, Gð2Þ
12

¼ Gð2Þ
21
, n̂i ¼ âyi âi is the particle number opera-

tor, and the double colons indicate normal ordering of the

creation and annihilation operators, which ensures the

correct quantum-mechanical interpretation of the process

of detection of pairs of particles that contribute to the

measurement of the second-order correlation function

[2]. Stronger-than-classical correlation violating this in-

equality would require Gð2Þ
12

> ½Gð2Þ
11
Gð2Þ

22
�1=2, or Gð2Þ

12
>

Gð2Þ
11

in the symmetric case.

The situation we analyze here is counterintuitive in that

we observe a peak cross correlation (for pairs of atoms

scattered in opposite directions) that is smaller than the

peak autocorrelation (for pairs of atoms propagating in the

same direction). In a simple two-mode model such a ratio

of the cross correlation and autocorrelation satisfies the

classical CS inequality. However, in order to adequately

treat the atom-atom correlations in the BEC collision

problem, one must generalize the CS inequality to a multi-

mode situation, which takes into account the fact that the

cross correlations and autocorrelations in matter-wave op-

tics are usually functions (in our case of momentum). The

various correlation functions can have different widths and

peak heights, and one must define an appropriate integra-

tion domain over multiple momentum modes to recover an

inequality that plays the same role as that in the two-mode

case and is actually violated, as we show below.

The experimental setup was described in Refs. [11,12].

Briefly, a cigar-shaped BEC of metastable helium,

containing approximately �105 atoms, trapped initially

in a harmonic trapping potential with frequencies

ð!x; !y; !zÞ=2� ¼ ð1500; 1500; 7:5Þ Hz, was split by

Bragg diffraction into two parts along the axial (z-) direc-
tion [see Fig. 1(a)], with velocities differing by twice the

single photon recoil velocity vrec ¼ 9:2 cm=s. Atoms in-

teract via binary, momentum conserving s-wave collisions
and scatter onto a nearly spherical halo [see Fig. 1(b)]

whose radius in velocity space is about the recoil velocity

[11,20]. The scattered atoms fall onto a detector that

records the arrival times and positions of individual atoms

[13] with a quantum efficiency of �10%. The halo diame-

ter in position space at the detector is �6 cm. We use the

arrival times and positions to reconstruct three-

dimensional velocity vectors v for each atom. The unscat-

tered BECs locally saturate the detector. To quantify the

strength of correlations corresponding only to spontane-

ously scattered atoms, we exclude from the analysis the

data points containing the BECs and their immediate vi-

cinity (jvzj< 0:5vrec) and further restrict ourselves to a

spherical shell of radial thickness 0:9< vr=vrec < 1:1
(where the signal to noise is large enough), defining the

total volume of the analyzed region as V data.

Using the atom arrival and position data, we can mea-

sure the second-order correlation functions between the

atom number densities n̂ðkÞ at two points in momentum

space, Gð2Þðk;k0Þ ¼ h:n̂ðkÞn̂ðk0Þ:i (see Supplementary

Material [21]), with k denoting the wave vector k ¼
mv=@ and @k the momentum. The correlation measure-

ments are averaged over a certain counting zone (integra-

tion volume V ) on the scattering sphere in order to get

statistically significant results. By choosing k0 to be nearly

opposite or nearly collinear to k, we can define the aver-

aged back-to-back (BB) or collinear (CL) correlation func-

tions,

G ð2Þ
BB
ð�kÞ ¼

Z

V
d3kGð2Þðk;�kþ�kÞ; (3)

G ð2Þ
CL
ð�kÞ ¼

Z

V
d3kGð2Þðk;kþ �kÞ; (4)

which play a role analogous to the cross-correlation and

autocorrelation functions, Gð2Þ
12

and Gð2Þ
ii , in the simple two-

mode problem discussed above. The BB and CL correla-

tions are defined as functions of the relative displacement

�k, while the dependence on k is lost due to the averaging.

The normalized BB and CL correlations functions,

gð2Þ
BB
ð�kÞ and gð2Þ

CL
ð�kÞ, averaged over the unexcised part

of the scattering sphere V data are shown in Fig. 2. The BB

correlation peak results from binary, elastic collisions be-

tween atoms, whereas the CL correlation peak is a variant
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of the Hanbury Brown and Twiss effect [22,23]—a two-

particle interference involving members of two different

atom pairs [9,10,24,25]. Both correlation functions are

anisotropic because of the anisotropy of the initial collid-

ing condensates.

An important difference with the experiment of Ref. [9]

is that the geometry in the present experiment (with

vertically elongated condensates) is such that the observed

widths of the correlation functions are not limited by the

detector resolution. Here we now observe that the BB and

CL correlations have very different widths, with the BB

width being significantly larger than the CL width. This

broadening is largely due to the size of the condensate in

the vertical direction (� 1 mm). The elongated nature of

the cloud and the estimated temperature of �200 nK also

means that the condensates correspond in fact to quasicon-

densates [26] whose phase coherence length is smaller than

the size of the atomic cloud. The broadening of the BB

correlation due to the presence of quasicondensates will be

discussed in another paper [27], but we emphasize that the

CS inequality analyzed here is insensitive to the detailed

broadening mechanism as it relies on integrals over corre-

lation functions. This is one of the key points in consider-

ing the multimode CS inequality.

Since the peak of the CL correlation function corre-

sponds to a situation in which the two atoms follow the

same path, we can associate it with the autocorrelation of

the momentum of the particles on the collision sphere.

Similarly, the peak of the BB correlation function corre-

sponds to two atoms following two distinct paths and

therefore can be associated with the cross-correlation func-

tion between the respective momenta. Hence we realize a

situation in which one is tempted to apply the CS inequal-

ity to the peak values of these correlation functions. As we

see from Fig. 2, if one naively uses only the peak heights,

the CS inequality is not violated since gð2Þ
BB
ð0Þ< gð2Þ

CL
ð0Þ and

hence Gð2Þ
BB
ð0Þ<Gð2Þ

CL
ð0Þ due to the nearly identical nor-

malization factors (see Supplementary Material [21]).

We can, however, construct a CS inequality that is

violated if we use integrated correlation functions, �Gð2Þ
ij ,

that correspond to atom numbers N̂i ¼
R

V i
d3kâyðkÞâðkÞ

(i ¼ 1; 2) in two distinct zones on the collision halo [21],

�G ð2Þ
ij ¼ h:N̂iN̂j:i ¼

Z

V i

d3k
Z

V j

d3k0Gð2Þðk;k0Þ: (5)

The choice of the two integration (zone) volumes V i and

V j determines whether the �Gð2Þ
ij -function corresponds to

the BB (i � j) or CL (i ¼ j) correlation functions, Eqs. (3)
and (4).

The CS inequality that we can now analyze for violation

reads �Gð2Þ
12

� ½ �Gð2Þ
11

�Gð2Þ
22
�1=2. To quantify the degree of vio-

lation, we introduce a correlation coefficient,

C ¼ �Gð2Þ
12
=½ �Gð2Þ

11
�Gð2Þ
22
�1=2; (6)

which is smaller than unity classically, but can be larger

than unity for states with stronger-than-classical

correlations.

In Fig. 3 we plot the correlation coefficientC determined

from the data for different integration zones V 1 and V 2,

but always keeping the two volumes equal. When V 1 and

V 2 correspond to diametrically opposed, correlated pairs

FIG. 2 (color online). Normalized back-to-back (a) and

collinear (b) correlation functions, gð2Þ
BB
ð�kÞ and gð2Þ

CL
ð�kÞ, in

momentum space integrated over V data corresponding to jkzj<
0:5krec and 0:9< kr=krec < 1:1, where krec ¼ mvrec=@ is the

recoil momentum. The data are averaged over 3600 experimen-

tal runs. Because of the cylindrical symmetry of the initial

condensate and of the overall geometry of the collision, the

dependence on the kx and ky components should physically be

identical and therefore can be combined (averaged); the corre-

lation functions can then be presented as two-dimensional sur-

face plots on the (kz, kxy) plane. The two-dimensional plots were

smoothed with a nearest neighbor running average. The data

points along the kz and kxy projections (corresponding to thin

slices centered at kxy ¼ 0 and kz ¼ 0, respectively) are not

smoothed. The solid lines show the Gaussian fits to these

projections. The peak height of the back-to-back correlation

function is �1:2 while that of the collinear correlation function

is �1:4, apparently confirming the Cauchy-Schwarz inequality.

The widths of the two distributions are, however, very different

(�BB;x ’ �BB;y ’ 0:21krec, �BB;z ’ 0:019krec, whereas �CL;x ’

�CL;y ’ 0:036krec, �CL;z ’ 0:002krec) and a multimode formula-

tion of the Cauchy-Schwarz inequality, which relates the relative

volumes of the correlation functions, is violated.

PRL 108, 260401 (2012) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending
29 JUNE 2012

260401-3



of zones (red circles), C is greater than unity, violating the

CS inequality, while for neighboring, uncorrelated pairs

(blue squares) the CS inequality is not violated. The figure

also shows the results of a quantum-mechanical calculation

of C using a stochastic Bogoliubov approach (green thick

solid curve) [20,21,28]. The calculation is for the initial

total number of atoms N ¼ 85 000 and is in good agree-

ment with the observations. The choice of large integration

volumes (small number of zones M) results in only weak

violations, while using smaller volumes (large M) in-

creases the violation. This behavior is to be expected (see

Supplementary Material [21]) because large integration

zones include many, uncorrelated events which dilute the

computed correlation. The saturation of C, in the current

arrangement of integration zones—with a fixed number of

polar cuts and hence a fixed zone size along zwhich always
remains larger than the longitudinal correlation width—

occurs when the tangential size of the zone begins to

approach the transverse width of the CL correlation func-

tion. If the zone sizes were made smaller in all directions,

we would recover the situation applicable to the peak

values of the correlation functions (and hence no CS

violation) as soon as the sizes become smaller than the

respective correlation widths (see Eq. (S11) in the

Supplementary Material [21]).

We have shown the violation of the CS inequality using

the experimental data of Ref. [11] in which a sub-

Poissonian variance in the atom number difference

between opposite zones was observed. Although the two

effects are linked mathematically in simple cases, they are

not equivalent in general [8,21]. Because of the multimode

nature of the four-wave mixing process, we observe

stronger (weaker) suppression of the variance below the

shot-noise level for the larger (smaller) zones (see Fig. 3 of

[11]), whereas the degree of violation of the CS inequality

follows the opposite trend. This difference can be of im-

portance for other experimental tests of stronger-than-

classical correlations in inherently multimode situations

in matter-wave optics.

The nonclassical character of the observed correlations

implies that the scattered atoms cannot be described by

classical stochastic random variables [29]. Our experiment

is an important step toward the demonstrations of increas-

ingly restrictive types of nonlocal quantum correlations

with matter waves, which we hope will one day culminate

in the violation of a Bell inequality as well. In this case, the

nonclassical character of correlations will also defy a

description via a local hidden variable theory [4,29].

Nonoptical violations of Bell’s inequalities have so far

only been demonstrated for pairs of massive particles

(such as two trapped ions [30] or proton-proton pairs in

the decay of 2He [31]), but never in the multiparticle

regime. The BEC collision scheme used here is particularly

well-suited for demonstrating a Bell inequality violation

[32] using an atom optics analog of the Rarity-Tapster

setup [33].
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Definitions of correlation functions. The second-order

correlation function G(2)(k,k′) between the particle number

densities at two points in momentum space is defined as

G(2)(k,k′)=〈: n̂(k)n̂(k′) :〉=〈â†(k)â†(k′)â(k′)â(k)〉.
(S1)

Here, â(k) is the Fourier transform of the atomic field anni-

hilation operator Ψ̂(x), and n̂(k) = â†(k)â(k) is the density

operator corresponding to the atomic momentum distribution

(with k denoting the wave-vector k = mv/~).

The normalized correlation functions shown in Fig. 2 of the

main text are defined as

g
(2)
BB(∆k)=G(2)BB(∆k) /

ˆ

V

d3k 〈n̂(k)〉〈n̂(−k+∆k)〉, (S2)

and

g
(2)
CL(∆k)=G(2)CL(∆k) /

ˆ

V

d3k 〈n̂(k)〉〈n̂(k+∆k)〉. (S3)

The normalization ensures that for uncorrelated densities

g
(2)
BB(∆k)=1 and g

(2)
CL(∆k)=1.

These functions are shown in Fig. 2 of the main text. The

widths and amplitudes of the BB and CL correlation functions

are measured using Gaussian fits to their cuts through the cen-

tre of the 2D surface plots along the kz and kxy axis; the fits

and the data are shown in Fig. S1 (same data as in Fig. 2 of

the main text but with error bars).

CS violation and correlation widths. A fair understand-

ing of the dependence of the multimode CS violation C on

the correlation functions can be gained from a simple model,

which is readily related to the experimental data. Let us make

several assumptions: (A) a Gaussian shape for the normalized

correlation functions (those shown in Fig. 2 of the main text):

g
(2)
CL/BB(∆k)=1 + hCL/BB

∏

d

e−∆k2

d/2σ
2

CL/BB,d , (S4)

whereCL andBB are the two kinds of correlations, the index

d = x, y, z runs over spatial directions, σCL/BB,d are stan-

dard deviations (correlation lengths, in wave-number units) of

the correlation peak, and hCL/BB are the peak heights above

the background level of unity. Let us further assume (B) that

the counting zones Vi are much broader than the relevant cor-

relation lengths in all directions. This allows us to neglect

boundary effects caused by atom pairs in which one member
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Figure S 1. Central cuts of the BB and CL correlation functions,

g
(2)
BB(∆k) and g

(2)
CL(∆k), along the kz and kxy axis.

lies just inside the zone and the other just outside [1]. Fi-

nally, for simplicity we assume (C) that the halo density in

the relevant regions is constant: 〈n̂(k+∆k)〉 = n̄, and (D)

that the two counting zones have the same widths in each di-

rection d, hence the same overall momentum-space volumes

V1 = V2 ≡ V .

With these assumptions, the integrated correlation func-

tions are

G(2)ii ≈ n̄2V
{

V + hCL(2π)
3/2
∏

d

σCL,d

}

(S5)

(i = 1, 2) and

G(2)12 ≈ n̄2V
{

V + hBB(2π)
3/2
∏

d

σBB,d

}

, (S6)

where the counting zones V1 and V2 are non-overlapping.

Taking the widths of the counting zones V as Ld, the next

order corrections are ∼ O(∑d
σCL/BB,d

Ld
) with respect to the

terms proportional to hCL/BB, and so are negligible due to our

assumption (B).
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It is useful to define an effective geometric mean correlation

width

σ3
CL/BB =

∏

d

σCL/BB,d. (S7)

The large counting volume assumption (B) means

σ̄CL/BB/V1/3 ≪ 1, and taking leading order terms in

this small parameter, we use Eqs. (S5–S6) to obtain an

estimate for the CS violation between opposite zones:

C ≈ 1 +
(2π)3/2

V
[

hBB σ̄
3
BB − hCL σ̄

3
CL

]

. (S8)

Now it is clear that nonclassical measurements (C > 1)

can still occur for a back-to-back correlation peak lower than

the collinear one, provided that the coherence volume for the

back-to-back pairs is correspondingly larger and that it still fits

inside our counting volumes V . Expression (S8) also hints that

a maximally large CS violation will occur when the counting

volumes are of about the same size as the coherence volumes,

since the excursion above one is proportional to the ratios

σ̄3
CL/BB/V .

CS violation and the number of zones M . To apply the

above model to our experiment, we take the radial (r) width of

the counting zone Lr to be approximately equal to the width

wr of the scattering sphere in the radial direction, Lr ≈ wr.

Also, the zone size is Lz = krec/8 in the longitudinal z direc-

tion (where we recall that the analyzed part of the scattering

sphere corresponds to |kz| < 0.5krec, which is further cut into

8 polar zones), and Lc ≈ 2πkrec/(M/8) along the circumfer-

ence of the ring in the xy plane. With this,

C ≈ 1 +M

√
2π

wrk2rec

[

hBB σ̄
3
BB − hCL σ̄

3
CL

]

(S9)

This is a linear growth with M .

The width of a single zone along the circumference, Lc, be-

comes comparable with, or narrower than, the measured cor-

relation width σBB,xy ≈ 0.21krec when M & 150. This is

indeed when we start to see a deviation from the linear be-

haviour in Fig. 3 of the main text.

For largeM , the zones are narrow along the circumference,

so that the broad zone assumption (B) does not hold, and vari-

ation of ∆k along this direction does not change the corre-

lation from its peak value. If one carries out the calculation

again, but with an alternative assumption (B′) that the count-

ing zone is now much narrower than the correlation widths

σCL/BB,d, the estimate of C becomes

C ≈ 1 +
32π

wrkrec
[hBB σBB,z σBB,xy − hCL σCL,z σCL,xy] ,

(S10)

which amounts to a replacement of one set of Gaussian widths

σCL/BB,xy by Lc/
√
2π. The correlation coefficient C reaches

a saturation value that does not depend on M at all, but may

be larger or smaller than unity, depending on how the widths

and heights play out. In our case it is still a violation, with

C > 1.

If the zones V were made narrower in all directions than

the corresponding correlation widths, we would recover the

two-mode expression

C ≈ hBB + 1

hCL + 1
. (S11)

In our case, since hBB < hCL, this would not be a CS viola-

tion anymore.

Finally, when one considers non-opposite zones, such as

the lower experimental data in Fig. 3 of the main text, the

value of hBB tends to zero as there is no pairing. In this case,

the expressions (S9) and (S10) show that C will lie always

slightly below unity for large counting zones. For the small-

counting-zone limit, C → 1/g
(2)
CL(0). In neither case can there

be CS violation.

Stochastic Bogoliubov simulations. The theoretical re-

sults shown in Fig. 3 of the main text come from numerical

simulations using the positive-P Bogoliubov method, which

is described in detail in Ref. [2]. It was used previously

for our experiment in Refs. [1, 3]. In a nutshell, we evolve

the system in a time-dependent Bogoliubov approximation,

taking the condensate part at time t as the solution of the

Gross-Pitaevskii mean field evolution equation for the collid-

ing condensates. The numerical lattice required to describe

this model is too large for a direct solution of the Bogoliubov-

de Gennes equations to be tractable, so the fluctuation field

(which is responsible for the scattered halo) is represented in-

stead using the positive-P representation. This leads to cou-

pled linear stochastic differential equations which can be inte-

grated numerically. The ensemble of such stochastic realisa-

tions corresponds to the full Bogoliubov dynamics, and allows

one to estimate observables to within a well defined statistical

accuracy.

Simulations were carried out for a collision of metastable
4He∗ atoms in the mF = 0 state (with the s-wave scatter-

ing length of a = 5.3 nm) for several initial total number of

atoms, N = 50 000, 85 000, and 110 000 (the actual value in

the experiment fluctuates from shot to shot in the vicinity of

∼105). The atoms were assumed to be trapped initially in the

mF = 1 state in a harmonic trapping potential with frequen-

cies ωz/2π = 7.5 Hz and ωx/2π = ωy/2π = 1500 Hz.

To begin with, several initial states were tried: a zero-

temperature (T = 0) Bose-Einstein condensate (BEC), and

T > 0 quasicondensates in elongated 3D traps with phase

coherence lengths of lφ = 45 µm and lφ = 100 µm (taken

as a half-width-at-half-maximum of the first-order correlation

function g(1)(0, z) from the center of the trap in the longitudi-

nal direction), which are in the range expected for the cloud in

the experiment. For comparison, the longitudinal size of the

initial cloud along z is about 980 µm.

The magnitude of the calculated C at long times differed

by at most 0.007 between the simulations with quasiconden-

sate and BEC initial conditions (see Fig. S2). Since this is a
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Figure S2. Calculated correlation coefficient C as a function of the

number of zones M at the end of the simulation (t = 186 µs for

the N = 110 000 atom simulations, 248 µs for the others). Cir-

cles are for C between opposite zones and BEC initial conditions;

squares similarly, but with a quasicondensate initial condition hav-

ing the shortest phase coherence length lφ = 45 µm. Filled triangles

show C between next-neighbour zones, which do not violate the CS

inequality (C < 1), as expected. One sees that the value of C de-

pends strongly on N , while its shape as a function of M is almost

unchanged.

very small effect on C in comparison with the effect of parti-

cle number (or in comparison with the effect on the shape of

correlation functions), we will consider mainly the BEC ini-

tial conditions in what follows. The simulation of quasicon-

densates with a Bogoliubov description, in which the initial

T > 0 states were based on the description of Petrov et al. [4]

for elongated 3D clouds, will be described in a future work

[5].

Theoretical predictions for C. The simulation data in

Fig. 3 of the main text are for a time of 248 µs after the start

of the collision with 85 000 atoms, which we regard as the

best-fit value of N .

The values of the correlation coefficient at the end of sim-

ulations for various atom numbers and initial conditions are

shown in Fig. S2. The time evolution of its saturation value

at large M [i.e., small counting volumes as per Eq. (S10)]

is shown in Fig. S3(b), along with the time evolution of the

overall number of scattered atoms [Fig. S3(a)]. It is seen that

the magnitude of C depends strongly on the initial number

of atoms N , while its shape as a function of M remains al-

most unchanged. In particular, smallN and hence small num-

ber of scattered particles in the halo, Nsc [see Fig. S3(a)]

correspond to large values of C for a given counting zone

size. This can be roughly understood from a simple two-mode

model of standard spontaneous parametric down-conversion

in the undepleted pump approximation [6], with a Hamilto-

nian Ĥ ∼ â†1â
†
2 + h.c. that produces atom pairs in the a1 and
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Figure S3. Calculated time evolution. Panel (a) shows the number

of scattered atoms as a function of time for various initial atom num-

bers N . Panel (b) shows the saturation mean value of C at large M

between opposite zones – the value is averaged over M ≥ 400. In

both panels, circles are for BEC initial conditions, squares for the

lφ = 45 µm quasicondensate as in Fig. S2. The C(M) data in Fig. 3

of the main text and in Fig. S2 here are for the last times shown here.

One sees that at that moment C has already achieved its long-time

value, or is very close to it.

a2 modes. This is a process similar to the one that occurs

during our condensate collision. In this toy model, the BB

correlation analogue is g
(2)
12 = 2 + 1/n [7], where n is the

mean particle number in modes a1 and a2 (n1 = n2 ≡ n),

and the CL correlation analogue is g
(2)
11 = g

(2)
22 = 2. Hence,

C ≈ 1 + 1/2n in this model, showing a similar scaling with

atom number to our simulations. Resorting to this toy model

is done only for qualitative understanding of the scaling of

C with Nsc and hence with the number of atoms in a given

counting zone. The quantitative aspects of the model, how-

ever, are too crude to be applicable to our system due to the

rapid changes in the “pump” (source condensate) density pro-

file, which is in sharp contrast to the undepleted, i.e., constant

in time, pump approximation.

The experimental values in Fig. 3 of the main text come

from an average over many realizations with different atom
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Figure S 4. Central density along z (at x = y = 0) of the two

colliding condensates, for the total initial number of atoms N =
85, 000, shown at three different times: t = 0 – (a), t = 124 µs – (b),

and t = 248 µs – (c). The overlap region includes the interference

fringes, which are, however, not visible on this scale due to the high

frequency of the modulation. As we see, the peak density at t =
248 µs is reduced by a factor of ∼7 due to the rapid expansion of the

condensates in the transverse dimensions, which is the main reason

for the collision to cease. Panel (d) shows detail at the cloud edges.

numbers N from shot to shot. However, the contribution of

small-atom-number shots (which would have a high magni-

tude of C, and poor signal-to-noise) to the atom-number fluc-

tuations that go into the calculation of C is small. Taking this

into account, and noting that N ≈ 85 000 is the most typical

value, best agreement between this value and experiment is

very reasonable.

The time evolution in Fig. S3 shows that, at the final sim-

ulation times shown in Fig. 3 of the main text and Fig. S3

here, the correlation coefficient C is already at, or very close

to, its long-time value. The maximum simulation time is the

result of a trade-off between computational efficiency and ac-

curacy — the size of the numerical grid required to encom-

pass the clouds grows rapidly with longer times. Even though

our maximum simulation time is appreciably shorter than the

time it takes for the clouds to move completely past each other

along z (about 5 ms), the production of halo particles is al-

ready strongly saturating by the end of the simulation [see

Fig. S3(a)]. This is due to a rapid loss of central density of

the colliding source BECs because of their expansion perpen-

dicular to the long (collision) axis. In other words, the end of

collision and the saturation in the number of scattered atoms

in Fig. S3(a) is determined not by a geometric consideration

(i.e., a complete spatial separation of the colliding BECs along

z), but by the rapid loss of peak density (see Fig. S4) due to

the expansion in the transverse direction. The pair production

rate is roughly proportional to the integral of density squared

[8], which is the reason for the premature cessation of particle

scattering, and allows relatively short simulation times to be

considered adequate.

Cauchy-Schwarz inequality and sub-Poissonian number

imbalance. The strength of correlation between the atom

number fluctuations in two diametrically opposite zones on

the collision halo can also be characterised via a normalised

variance [1]

V =
〈[∆(N̂1 − N̂2)]

2〉
〈N̂1〉+ 〈N̂2〉

, (S12)

which can be rewritten in terms of the second-order correla-

tion functions,

V = 1 +
G(2)11 + G(2)22 − 2G(2)12 − (〈N̂1〉 − 〈N̂2〉)2

〈N̂1〉+ 〈N̂2〉
. (S13)

The variance is normalised to the level of uncorrelated, Pois-

sonian fluctuations and V < 1 implies sub-Poissonian statis-

tics of the relative number imbalance. From this we see that

the relationship between sub-Poissonian number imbalance

and the violation of the CS inequality is especially transpar-

ent in the symmetric case of 〈N̂1〉 = 〈N̂2〉, in which case

stronger-than-classical correlation, G(2)12 > [G(2)11 G
(2)

22 ]
1/2 (in

the sense of CS violation), follows from V < 1 and hence

represents a necessary condition for sub-Poissonian statistics.

This last assertion follows from the fact that, if V < 1 and

〈N̂1〉 = 〈N̂2〉, then one must have G(2)12 > 1
2 (G

(2)

11 + G(2)22 ),

where 1
2 (G

(2)

11 +G(2)22 ) ≥ [G(2)11 G
(2)

22 ]
1/2, and therefore G(2)12 ≥

[G(2)11 G
(2)

22 ]
1/2. The opposite is, however, not true in gen-

eral, because having G(2)12 > [G(2)11 G
(2)

22 ]
1/2 does not necessarily

guarantee V <1, unless G(2)11 =G(2)22 . Thus, violation of the CS

inequality and sub-Poissonian number imbalance are equiva-

lent only in the completely symmetric case of 〈N̂1〉 = 〈N̂2〉
and G(2)11 =G(2)22 .

We emphasise, however, that the equivalence of the CS vi-

olation and the relative number imbalance in the symmetric

case (or the expected ‘approximate equivalence’ in the nearly

symmetric case, as is the case in our experiment) is only of

qualitative nature. The quantitative relationship between the

strength of the CS violation and the degree of suppression

of V below the Poissonian level of fluctuations can, on the

other hand, be very different if we analyse these as functions

of the zone size or the number of zones M into which we

cut the scattering halo. Indeed, as was demonstrated in Ref.

[1], strong suppression of V below unity is observed for the

broader zones (see Fig. 3 of [1]) – a situation in which the

CS inequality is only marginally violated as seen from Fig. 3

of the main text at small M . Conversely, the CS inequality is

maximally violated for largeM (smaller zone sizes), in which

case the variance V is almost indistinguishable from the Pois-

sonian shot-noise level of V = 1. This difference highlights
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the importance of quantifying any particular type of quantum

correlations in an operationally defined manner.
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We have modulated the density of a trapped Bose-Einstein condensate by changing the trap stiffness,

thereby modulating the speed of sound. We observe the creation of correlated excitations with equal

and opposite momenta, and show that for a well-defined modulation frequency, the frequency of the

excitations is half that of the trap modulation frequency.
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Although we often picture the quantum vacuum as con-

taining virtual quanta whose observable effects are only

indirect, it is a remarkable prediction of quantum field

theory that the vacuum can generate real particles when

boundary conditions are suddenly changed [1–4]. Known

as the dynamical Casimir effect, a cavity with accelerating

boundaries generates photon pairs. Recent experiments

have demonstrated this effect in the microwave regime

using superconducting circuits [5,6]. Hawking radiation

[7] is another situation characterized by spontaneous pair

creation and work on sonic analogs to the Hawking

problem [8] has led to the realization that Bose-Einstein

condensates (BEC) are attractive candidates to study such

analog models [9–11], because their low temperatures

promise to reveal quantum effects. Here we exhibit an

acoustic analog to the dynamical Casimir effect by modu-

lating the speed of sound in a BEC. We show that corre-

lated pairs of elementary excitations, both phononlike and

particlelike, are produced, in a process that formally

resembles parametric down-conversion [4,12].

The first analyses of the dynamical Casimir effect

considered moving mirrors, but it has been suggested that

a changing index of refraction could mimic the effect

[13,14]. Our experiment is motivated by a suggestion in

Ref. [12] that one can realize an acoustic analog to the

dynamical Casimir effect by changing the scattering length

in an interacting Bose gas. The change in the interaction

strength is analogous to an optical index change: the speed

of sound (or light) changes. Seen in a more microscopic

way, the ground state of such a gas is the vacuum of

Bogoliubov quasiparticles whose makeup is interaction

dependent. Changing the interaction strength projects this

old vacuum onto a new state containing pairs of the new

quasiparticles [12], which appear as pairwise excitations.

Instead of changing the interaction strength, we have sim-

ply modified the confining potential, which in turn changes

the density. Sudden changes such as these have also been

suggested as analogs to cosmological phenomena [15–17].

We study two situations, in the first the confining poten-

tial is suddenly increased and in the second the potential

is modulated sinusoidally. The sinusoidal modulation of

the trapping potential was studied in Refs. [18–20] in the

context of the observation of Faraday waves. Our results

on sinusoidal modulation are similar to this work and we

have extended it to observe correlated pairs of Bogoliubov

excitations. We produce these excitations in both the

phonon and particle regimes, and observe correlations in

momentum space. Parametric excitation of a quantum gas

was also studied in optical lattices in which the optical

lattice depth was modulated [21,22], although in that

experiment, the excitation was observed as a broadening

of a momentum distribution.

The experimental apparatus is the same as that described

in Refs. [23,24] and is shown schematically in Fig. 1(a).

We start from a BEC of approximately 10
5 metastable

helium (He�) atoms evaporatively cooled in a vertical

optical trap to a temperature of about 200 nK. The trapped

cloud is cigar shaped with axial and radial frequencies of

7 and 1500 Hz. In the first experiment we raise the trapping

laser intensity by a factor of 2 with a time constant

of 50 �s using an acousto-optic modulator [see inset to

Fig. 1(b)]. The trap frequencies thus increase by
ffiffiffi

2
p

. The

compressed BEC is held for 30 ms before the trap laser is

switched off (in less than 10 �s). The cloud falls onto a

position sensitive, single atom detector which allows us to

measure the atom velocities [25]. After compression, the

gas is excited principally in the vertical direction: trans-

versely we only observe a slight heating (about 100 nK).

Figure 1(b) shows a single shot distribution of vertical

atom velocities relative to the center of mass and integrated

horizontally, while Fig. 1(c) shows the same distribution

averaged over 50 shots. These distributions are more than 1

order of magnitude wider than that of an unaffected BEC.

The individual shots show a complex structure which is not

reproduced from shot to shot, as is seen from the washing

out of the peaks upon averaging.

We consider the correlations between atoms with verti-

cal velocities vz and v0
z, by constructing a normalized

second-order correlation function, gð2Þðvz; v
0
zÞ [25], aver-

aged over the x-y plane and shown in Fig. 2(a). The plot

exhibits two noticeable features along the v0
z ¼ vz and

v0
z ¼ �vz diagonals. The former reflects the fluctuations

in the momentum distribution, as in the Hanbury Brown–

Twiss effect [26], except that this cloud is far from thermal
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equilibrium. The v0
z ¼ �vz correlation is a clear signature

of a correlation between quasiparticles of opposite veloc-

ities. A projection of this off-diagonal correlation is shown

in Fig. 2(b). At low momentum, the excitations created by

the perturbation are density waves (phonons) which in

general consist of superpositions of several atoms traveling

in opposite directions. In the conditions of our clouds, a

phonon is adiabatically converted into a single atom of the

same momentum during the release by a process referred to

as ‘‘phonon evaporation’’ [27]. Therefore in the phonon

regime as well as in the particle regime, we interpret the

back-to-back correlation in Fig. 2(a) as the production of

pairs of Bogoliubov excitations with oppositely directed

momenta as predicted in the acoustic dynamical Casimir

effect analysis [12].

To further study this process, we replace the compres-

sion by a sinusoidal modulation of the laser intensity

IðtÞ ¼ I0ð1þ � cos!mtÞ [inset of Fig. 1(d)]. We choose �
such that the trap frequencies are modulated peak to peak

by about 10%. The modulation is applied for 25 ms

before releasing the condensate. Figures 1(d) and 1(e)

show, respectively, single shot and averaged momentum

distributions resulting from the modulation. One sees that

the momentum distribution develops sidebands, approxi-

mately symmetrically placed about the center. Figure 3(a)

shows the normalized correlation function, plotted in the

same way as in Fig. 2(a), for a modulation frequency

!m=2� ¼ 2170 Hz. We again observe antidiagonal corre-

lations as for a sudden excitation except that the correla-

tions now appear at a well-defined velocity, which

coincides with that of the sidebands [see Fig. 3(b)].

We have examined sinusoidal modulation for frequen-

cies !m=2� between 900 and 5000 Hz and observed

excitations similar to those in Fig. 3. We summarize our

observations in Fig. 4(a) in which we plot the excitation

frequency as a function of the sideband velocity. We also

plot the locations of the peaks in the correlation functions

on the same graph. For modulation frequencies much

above 2 kHz, the antidiagonal correlation functions are

quite noisy preventing us from clearly identifying correla-

tion peaks. This noise may have to do with the proximity

of the parametric resonance with the transverse trap fre-

quency (� 3 kHz) [19].

Aweakly interacting quantum gas obeys the well-known

Bogoliubov–de Gennes dispersion relation between the

frequency !k and wave vector k:

!k ¼ �

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

c2k2 þ
�

@k2

2m

�

2

s

; (1)

with � ¼ 1 and c, the sound velocity. This relation

describes both phonons (long wavelength excitations)
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FIG. 1 (color online). Effects of time-varying potentials. (a) Schematic view of the experiment. Pairs of Bogoliubov quasiparticles

are created by varying the trap stiffness. After the flight to the detector these excitations appear as a broadening or sidebands on the

atom cloud in the vertical (z) direction. In the following plots we convert arrival times to relative velocities and average over the

transverse dimensions. (b) Single shot velocity distribution for a cloud which was subjected to a sudden increase in the trap stiffness.

The inset shows the time evolution of the trap stiffness. (c) As in (b) but averaged over 50 shots. (d) Single shot velocity distribution for

a cloud which was subjected to a weak, sinusoidal modulation of the trap stiffness at 2.17 kHz. The inset shows the time evolution of

the trap stiffness. (e) As in (d) but averaged over 780 shots.
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whose dispersion is linear and free particles, whose disper-

sion is quadratic. If our observation indeed corresponds to

the creation of pairs, we expect the total excitation energy

to be shared between the two excitations. Momentum con-

servation, on the other hand, requires that the two energies

be equal, implying !m ¼ 2!k. Therefore the relation

between the modulation frequency and the sideband veloc-

ity should also be given by Eq. (1) but with � ¼ 2 and

k ¼ mvz=@. Fitting the points in Fig. 4(a) to (1) with � and

c as free parameters, we obtain � ¼ 2:2� 0:3. The fitted

sound velocity, 8� 3 mm=s, is consistent with the value

one can calculate from the trap parameters and the esti-

mated number of atoms [25].

We can further corroborate our interpretation of pairwise

excitations by a method more direct and robust than the 2

parameter fit to the data in Fig. 4(a). In Fig. 4(b), we

compare the dispersion relation resulting from modulation

with that obtained by Bragg scattering. Bragg scattering

produces single excitations of quasiparticles at a definite

energy and momentum [28]. We excited the BEC with

two lasers in the Bragg configuration to determine the

frequency for a given k vector [25]. Then, under the same

experimental conditions, using sinusoidal trap laser modu-

lation, we excited the BEC at various frequencies and

found the corresponding velocities. The lower curve in

Fig. 4(b) is a fit to the Bragg data in which we fix � ¼ 1

and fit the speed of sound. The upper curve is a fit to the

trap modulation data in which we set the speed of sound

to that found in the first fit and we allowed � to vary. This

second fit yields � ¼ 2:07� 0:2. The fitted speed of

sound for this data set (about 13 mm=s) is higher than in

the data of Fig. 4(a), because during these runs the number

of atoms in the condensate was larger.

An even more dramatic confirmation of our interpreta-

tion would be the observation of sub-Poissonian intensity

differences in the two sidebands, as was observed in the

experiment of Ref. [5], as well as in Refs. [29]. The latter

experiment modulated the center of a trapped, one dimen-

sional gas producing transverse excitations which in turn

FIG. 3 (color online). Density correlations after a periodic

modulation. (a) Normalized correlation function gð2Þðvz; v
0
zÞ

measured after sinusoidal modulation of the trap frequency at

a frequency !m=2� ¼ 2:17 kHz, averaging over 243 experi-

mental shots. We observe a strong correlation between well-

defined, oppositely directed velocities. (b) Plot of the density

distribution (blue) and of the antidiagonal velocity correlation

function, gð2Þðvz; v
0
z ¼ �vzÞ (red).
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FIG. 2 (color online). Density correlations after a sudden

compression. (a) Normalized correlation function gð2Þðvz; v
0
zÞ of

the data in Fig. 1(c) (50 shot average). The signal on the diagonal

results from the density fluctuations in the cloud. The antidiag-

onal line indicates the creation of correlated quasiparticles with

opposite momenta, and is the signature of the dynamical Casimir

effect. (b) Antidiagonal correlation function gð2Þðvz; v
0
z ¼ �vzÞ.

The smooth line shows the result of smoothing the data over a

window of about 1 cm=s. The correlations apparently persist

over a scale comparable to that of the density distribution. (c)

Correlation function along the dashed line and integrated over a

region indicated by the dotted arrows, as a function of �vz ¼
v0
z � vz. The dips on either side of the peak may be related to the

effect reported in [32].
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produced twin beams. Equivalently, one could ask whether

the Cauchy-Schwarz inequality is violated [30], indicating

a nonclassical correlation. Comparing intensity differences

in the sidebands we observe a reduction of the fluctuations

compared to uncorrelated regions of the distribution.

However, we observe no sub-Poissonian fluctuations or

Cauchy-Schwarz violation, probably because of a back-

ground under the sidebands [see Fig. 1(d)]. The back-

ground is due to atoms spilling out of the trap before

release.

Another difference between our experiment and an ideal

realization of the dynamical Casimir effect is that the

temperature is not negligible. This means that the pair

generation did not arise from the vacuum but rather from

thermal noise. For our temperature of 200 nK, the thermal

occupation of the mode of frequency 2 kHz is 1.6. In

the absence of a thermal background, the normalized

correlation function would show an even higher peak.

Using the perturbative approach of Ref. [12], one can

show that gð2Þðvz; v
0
z ¼ �vzÞ is a decreasing function of

the temperature, since thermal quasiparticles are uncorre-

lated and only dilute the correlation.

Many authors have discussed the relationship of the

dynamical Casimir effect to Hawking and Unruh radiation

(see [4] for a recent review). It has also been pointed out

that the two-particle correlations arising in the sonic

Hawking problem constitute an important potential detec-

tion strategy [10,31], although the above authors discussed

correlations in position space. The present study has con-

firmed the power of correlation techniques, and shown in

addition that momentum space is a good place to look for

them. We expect that a similar approach can be applied to

Hawking radiation analogs as well as the general problem

of studying the physics of curved spacetime by laboratory

analogies.
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Detection and data analysis. The atoms are de-

tected after falling 46.5 cm to a position sensitive

detector which allows reconstruction of the arrival

time and horizontal position of individual atoms [1].

The mean time of flight is 307 ms. Given the value

of the vertical Thomas-Fermi radius (0.5 mm), this

time is long enough for the arrival time to reflect

the vertical velocity, provided this velocity is well

above 1.5 mm/s.

The experimental correlation function corre-

sponds to a 2D-histogram of the vertical velocities

vz and v′z of each possible pair of atoms originat-

ing from a single condensate, and averaging over

all realizations. For normalization we divide this

first histogram by a second 2D-histogram obtained

with pairs of atoms originating from separate real-

izations. We observe shot to shot fluctuations in

the arrival times and widths of the condensate. To

avoid spurious correlation signals arising from fluc-

tuations in arrival time, we recentered each shot by

aligning the condensate peaks before averaging and

normalizing. The fluctuations in the width were re-

duced by selecting two different width classes and

normalizing them separately before adding them to

obtain Fig. 3.

Speed of sound in a quasi-condensate. For

our typical atom number and trap frequencies, the

atomic clouds are in the 1D-3D cross-over. We fol-

low the model of Ref. [2] to calculate the speed of

sound of atoms confined in a cylindrical trap and

obtain mc2 = ~ω⊥

2
(µ̃− 1/µ̃) where ω⊥/2π is the

transverse frequency of the trap and µ̃ > 1 the

chemical potential in units of ~ω⊥. We then apply

a local density approximation for the longitudinal

confinement on the dynamical structure factor [3]

to relate the speed of sound of equation (1) with the

atom number.

Bragg spectroscopy. In the Bragg spectroscopy

measurement of Fig. 4, we use two laser beams

at an angle θ to provide an excitation wavevector

k = 2× sin (θ/2)klaserez. The angles were approx-

imately 6◦ and 9◦. The wave vector was measured

by applying an intense 10 µs pulse which popu-

lated many diffraction orders. The positions of the

diffraction orders permitted an accurate fit to find

the wavevector. For Bragg diffraction, the excita-

tion pulse was of 5 ms duration. We then varied

the relative frequency of the two laser beams to find

the Bragg resonances for both positive and nega-

tive frequency differences. The difference in the

position of the resonances divided by 2 was used as

the frequency ωk. The Bragg spectra exhibit a sin-

gle sideband, showing that phonon excitations ap-

pear with a single momentum, as predicted by the

phonon evaporation scenario.
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We use a one-dimensional optical lattice to modify the dispersion relation of atomic matter waves. Four-wave

mixing in this situation produces atom pairs in two well-defined beams. We show that these beams present a

narrow momentum correlation, that their momenta are precisely tunable, and that this pair source can be operated

in the regimes of low mode occupancy and of high mode occupancy.
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In quantum optics, the existence of mechanisms to produce

photon pairs, such as parametric down-conversion, enabled the

realization of several fundamental experiments on quantum

mechanics. For example, the violation of Bell’s inequalities

[1] or the Hong-Ou-Mandel effect [2] reveal the surpris-

ing properties of quantum correlations in entangled photon

pairs. These fascinating properties have found applications in

quantum information and communications [3]. In analogy to

photon pairs, there have been several recent demonstrations

of correlated atom-pair production [4–10]. In particular,

momentum correlations of spatially separated samples is an

important requirement for the demonstration of an atomic

Einstein-Podolsky-Rosen state [11,12] and the violation of

Bell’s inequalities. Such momentum correlations were demon-

strated for atom pairs produced by molecule dissociation [4]

or by spontaneous four-wave mixing in free space through

the collision of two Bose-Einstein condensates (BECs) [5,13].

In these experiments the pairs which were produced lay on

a spherical shell. This geometry is disadvantageous because

many spatial modes are populated, and if one wishes to use

Bragg diffraction to manipulate and recombine the pairs on

a beam splitter [11,14], the vast majority of the pairs are

unusable.

On the other hand, if pair production is concentrated in

a small number of modes, experimenters can make more

efficient use of the generated pairs. One can then choose to

work either with low mode occupation, the well-separated

pair regime, or with high mode occupation, referred to as

the squeezing regime in Ref. [15]. An example of twin

beams generated in the latter regime is described in Ref. [6].

The squeezing regime is well suited to the study of highly

entangled multiparticle systems and for investigations of atom

interferometry below the standard quantum limit [16,17]. The

source we study in this Rapid Communication can be operated

in both regimes. We use atomic four-wave mixing in a one-

dimensional (1D) optical lattice, which results in production

of atom pairs in two well-defined beams, as proposed in

Ref. [18] and demonstrated in Ref. [19]. We show that these

beams present a narrow momentum correlation, that their

momenta are precisely tunable, and that we can control their

intensities.

*bonneau@lens.unifi.it; Present address: INO-CNR, via G. Sansone

1, 50019 Sesto Fiorentino - Firenze, Italy.
†Present address: Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics,

Cambridge, Massachusetts 02138, USA.

In atom optics, four-wave mixing corresponds to scattering

into new momentum classes subject to energy and momentum

conservation. In a wave picture, the conservation requirements

can be thought of as phase-matching conditions. The presence

of an optical lattice modifies the free-space atomic dispersion

relation and therefore, for a range of initial quasimomenta

k0 [20], the 1D scattering event 2k0 → k1 + k2 is allowed, as

shown in Fig. 1(a). Thus, beginning from a BEC at k0, atom

pairs are spontaneously generated along the lattice axis with

well-defined quasimomenta k1 and k2. We refer to this process

as four-wave mixing, but it can also be viewed as a special case

of a dynamical instability [21,22], which was studied in the

FIG. 1. (Color online) (a) 1D pair creation process in an optical

lattice with period λlatt./2: The dispersion relation in the first Bloch

band (green solid curve) allows scattering of atoms from a BEC with

quasimomentum k0 (open red circle) in the lattice frame into pairs

with quasimomenta k1 (filled orange circle) and k2 (filled blue circle),

so that phase-matching conditions given by energy and momentum

conservations are fulfilled. The example here is for a lattice depth

V0 = 0.725Erec and k0 = −0.65krec, with krec = 2π/λlatt. the recoil

momentum and Erec = h̄2k2
rec/2m = h × 44 kHz the recoil energy.

(b) Vertical single-shot momentum distribution (integrated over the

total transverse distribution) measured for these conditions. The three

main peaks correspond to the initial BEC and to the macroscopically

populated beams centered at k1 and k2, which are mainly projected in

the first Brillouin zone (in white) when the lattice is switched off. As

expected, small diffraction peaks at k0 + 2krec and k2 − 2krec are also

visible, due to the proximity of k0 and k2 to the band edge.

061603-11050-2947/2013/87(6)/061603(5) ©2013 American Physical Society
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FIG. 2. (Color online) Experimental setup and sequence: (1)

Initially, a BEC of metastable helium is trapped in a vertical optical

potential with a 43 μm waist. (2) An optical lattice is suddenly

applied in the presence of the trap. It is tilted by 7◦ with respect to

the trap axis, and is focused on the BEC with a 200 μm waist. (3)

After the dipole trap and optical lattice switch off, the cloud expands

and falls on the 3D resolved single atom detector. Given the values of

the vertical and transverse Thomas-Fermi radii (0.5 mm and 3 μm),

the arrival time and position reflect the 3D momentum distribution,

provided the momenta are well above 3 × 10−2krec along z and

2 × 10−4krec transversely.

context of coherence [23,24] and atomic [25] losses appearing

for a BEC moving in a lattice.

The experiment is performed on 4He atoms in the mx = 1

sublevel of the 2 3S1 metastable state. The experimental setup

and sequence are shown in Fig. 2. After evaporative cooling

in an elongated, vertical dipole trap with frequencies ν⊥ =

1.5 kHz and νz = 6.5 Hz [26], we produce a BEC (or more

precisely a quasi-BEC [27]) with about 105 atoms. We then

apply a 1D optical lattice with a depth V0 = 0.725Erec. This

lattice is tuned 19 nm to the blue of the 1083 nm 2 3S1–2 3P

transition of helium. It is formed by two counterpropagating

17 mW beams with 200 μm waists and whose relative detuning

δν can be varied using acousto-optic modulators. We thus

control the value of k0/krec = h δν/4Erec, the BEC’s momen-

tum in the lattice frame. The lattice is held on for a duration

TL = 2 ms, and suddenly switched off, simultaneously with

the optical trap. To avoid magnetic perturbation of the cloud

during free fall, we apply an rf pulse that transfers 50% of

the atoms to the field insensitive mx = 0 sublevel [26]. The

atoms remaining in mx = 1 are subsequently removed by a

strong magnetic gradient. After a 307 ms mean time of flight,

the mx = 0 atoms fall on a microchannel plate detector, which

permits 3D reconstruction of the atomic cloud [28].

As shown in Fig. 1(b), we observe three main density peaks

after the time of flight. The tallest is the initial BEC. The two

others are formed by atoms scattered into momentum classes

centered in k1 and k2, whose values are consistent with those

expected from the phase-matching conditions illustrated in

Fig. 1(a). Since the optical lattice is switched off abruptly,

the Bloch states of momenta k0, k1, and k2 are projected onto

plane waves, mainly in the first Brillouin zone due to the

low lattice depth. Each of the beams at k1 and k2 contains

about 102 detected atoms, which we estimate to correspond

to about 2 × 103 atoms per beam. We also detect some atoms

between the beams, which result from scattering into excited

transverse modes [29]. Due to the low overlap between the

transversely excited states and the initial wave function, this

transverse excitation is far less efficient than the previously

described 1D process. In addition, scattered atoms can also

undergo secondary scattering contributing to the background

between the beams.

In the following, we focus on the two beams. Using them

for quantum atom optics experiments or for interferometry

will require recombining them. It is therefore crucial to

know the width of their correlation. From the 3D-momentum

distribution n(k), we computed the normalized second-order

cross-correlation function,

g
(2)
C (k,k′) =

〈n(k) n(k′)〉

〈n(k)〉 〈n(k′)〉
, (1)

where k belongs to beam 1 and k′ to beam 2. The BEC is

not exactly at rest in the optical trap, but exhibits shot-to-shot

momentum fluctuations on the order of 10−2 krec. We correct

for these fluctuations by recentering separately the single shot

momentum distributions n(k) around k1 and k2, using the

shift obtained from Gaussian fits to the peak at k1 and to

the diffraction peak at k0 + 2krec. This correlation function

exhibits a peak for kz ≃ k1 and k′
z ≃ k2 [Figs. 3(a) and 3(b)].

The presence of this peak indicates that the two atomic beams

are indeed correlated.

We wish to determine the number of modes present in

each beam, and how many of these modes are correlated.

We therefore examine the local second-order correlation

function of a single beam, g
(2)
L (k,k′), which is obtained as

in Eq. (1) but with both k and k′ belonging to beam 1. This

correlation function, plotted in Figs. 3(c) and 3(d), exhibits

bunching for k′
z ≃ kz ≃ k1, due to density fluctuations [as

in the Hanbury-Brown–Twiss (HBT) effect [30]]. Similar

bunching is observed at k2. If we suppose that the widths

of the local correlation define the size of a single mode, we

can compare them to those of the density (longitudinal rms:

4 × 10−2krec; transverse rms: 4 × 10−1krec). We see that about

10 longitudinal and 3 transverse modes are populated. Thus the

mode population is, roughly, 70 atoms/mode. For comparison,

in the case of free-space four-wave mixing [31], starting from

a similar initial BEC, 105 modes were populated, with only

about 0.02 atoms/mode.

It appears in Fig. 3 that, while in the transverse direction,

the cross and local correlations have similar widths [Figs. 3(a)

and 3(c)], the cross correlation is 5 times broader than the

local one along the vertical axis [Figs. 3(b) and 3(d)]: each

mode is correlated with several modes of the other beam.

If one uses two such beams as inputs to a beam splitter,

this broadening amounts to a loss of coherence, and the

interference contrast would be reduced. We emphasize that

the observed widths may be broadened by other effects, and

so their numerical ratio is not exactly equal to the number of

correlated modes. For the local correlation, we estimate that

the finite vertical resolution of the microchannel plate detector

contributes notably to the observed width. This resolution

comes about because the surface which defines the atom arrival
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FIG. 3. (Color online) (a) and (b) Cuts along y and z of

the integrated, normalized cross-correlation function of the two

beams, g
(2)
C (�k) =

∫
dki g

(2)
C (ki,kj + �k). The integration over the

momentum distribution ki is performed on a box with dimensions

Lkx
= Lky

= 0.4krec and Lkz
= 5 × 10−2krec centered on beam 1,

ki + kj = (k1 + k2) êz, and the cuts have a thickness 10−2krec (1.5 ×

10−1krec) along z (x and y). The bunching, due to the correlation

between the two beams, has a longitudinal (transverse) width σc,z =

1.8 × 10−2krec (σc,y = 1.6 × 10−1krec). (c) and (d) Cuts along y and

z of the integrated, normalized local correlation function of beam

1, g
(2)
L (�k) =

∫
dki g

(2)
L (ki,ki + �k). The integration region is the

same as for the cross correlation, and the cuts have a thickness

2.5 × 10−3krec (0.1krec) along z (x and y). The bunching, due to

the HBT effect, has a longitudinal (transverse) width σl,z = 3.7 ×

10−3krec (σl,y = 1.3 × 10−1krec). Cuts along x (not shown here) have

the same widths and amplitudes as cuts along y. These correlation

functions are calculated using 850 experimental realizations, with

k0 = −0.65krec, a lattice depth V0 = 0.725Erec, and a lattice duration

TL = 2 ms. In all plots, the horizontal error bars indicate the bin size

and the vertical ones correspond to the statistical 1σ uncertainties.

The solid lines are Gaussian fits to the data from which we extract

the correlation widths.

time is not flat but consists of tilted channels which intercept

the atoms at different heights. The width shown in Fig. 3(d)

is consistent with this interpretation. For the cross correlation,

the observed width is broadened by the fact that the vertical

source size is not negligible [32]. Note also that the limited

coherence of the initial quasi-BEC plays a role in the cross

correlation width [32].

The use of an optical lattice permits control over the output

beam momenta. Changing the detuning δν between the lattice

beams results in varying the value of k0. In Fig. 4, we plot the

mean vertical momenta k1 and k2 of both beams, measured for

different k0, as well as the expectation (solid line) based on the

phase-matching conditions illustrated in Fig. 1(a). We obtain

a fair agreement over a large range, even though the solid line

presents a small shift in comparison to the data points and

does not reproduce the observed shape for high values of k0.

However, as already observed for four-wave mixing in free

space [33], phase-matching conditions can be influenced by
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FIG. 4. (Color online) Measured mean momenta k1 and k2 of the

beams (black dots, in units of krec) as a function of k0 (initial BEC

momentum in the lattice frame) for a depth V0 = 1.05Erec and a

duration TL = 1.5 ms of the lattice. The solid line shows the phase-

matching curve expected without interactions, while the dashed line

includes the mean field [see Eq. (2)].

mean-field effects. A simple correction to the phase-matching

curve is found just by adding the mean field to the energy

conservation condition: Since the two atoms of a scattered

pair are distinguishable from the atoms of the initial BEC,

the mean-field energy experienced by each of them is not gn0

(with g = 4πh̄2a/m, a and m the scattering length and the

mass of He∗ and n0 ≃ 1013 atoms/cm3 the BEC density), but

2gn0, so that the energy conservation condition reads:

2E(k0) + 2gn0 = E(k1) + E(k2) + 4gn0, (2)

where the energy E(k) is given by the dispersion relation in

the first Bloch band of the lattice without interaction. As seen

in Fig. 4 (dashed line), this correction leads to very good

agreement with the experimental data, and accounts for the

shift of the phase-matching curve and the change of its shape.

A more exact calculation of the phase-matching conditions,

inspired by Ref. [21], confirms the accuracy of Eq. (2) in our

experimental conditions and will be given in Ref. [34].

Another degree of freedom results from the fact that pair

creation only takes place while the lattice is on. We can thus

tune the beam populations with the lattice duration TL. In the

example of Fig. 5 these populations increase exponentially

with TL during a few hundred μs, and then reach a plateau.

This saturation could be explained by several mechanisms

such as the decrease of spatial overlap between condensate and

scattered beams [19], multimode effects [35], and secondary

scatterings from the beams. Condensate depletion is at most

about 20% and should be of little importance in the saturation.

For small TL, there is no discernible population difference

between both beams. By contrast, we observe that at large TL

the population of beam 1 is almost twice that of beam 2, a

phenomenon also noticed in Ref. [19]. This may be due to

k2 being in a dynamically unstable region while atoms with

quasimomentum k1 can only undergo secondary scattering to

excited transverse modes.

At intermediate TL, we observe negligible losses due to

secondary scattering and high mode population (around 60

atoms per mode at TL = 0.2 ms in the example of Fig. 5). The

resulting beams should contain strongly correlated pairs. In

an attempt to verify a nonclassical correlation, we examined

atom number difference between the two beams. By selecting

two regions around the centers of the two beams, we do indeed
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FIG. 5. (Color online) Dependence of the population of beam 1

(orange filled circles) and beam 2 (blue open circles) on the lattice

duration TL for k0 = −0.67krec and for a lattice depth V0 = 1.05Erec.

The gray line is an exponential fit of the detected population in beam

2 for TL < 0.3 ms, which gives a time constant of 0.1 ms and an

offset of 11.5 detected atoms. This offset is due to the small thermal

part of the source cloud with quasimomenta k1 and k2. For a lower

lattice depth, as for the data of Fig. 3, the temporal evolution is a few

times slower [21]. Inset: same data with linear scale.

observe a sub-Poissonian number difference [6,31], as shown

in Fig. 6. The observed variance is consistent with that ob-

served in Ref. [31], and is limited in large part by the quantum

efficiency of the detector. Other features of the variance are

puzzling, however. First the minimum of the dip in the variance

occurs when the center of region 1 is shifted by 0.1krec with

respect to the center of the density distribution in beam 1.

Second, in the transverse plane, the size of the regions over

which the variance is reduced is nearly an order of magnitude

smaller than the transverse width of the correlation function.

We plan to investigate these effects in future experiments.

To conclude, we have demonstrated an efficient process for

the production of correlated atom pairs. We have control over
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FIG. 6. (Color online) Normalized variance of atom number

difference between two regions selected close to beams 1 and 2.

The data are the same as those of Fig. 3. Regions are vertical

cylinders of radius 2.5 × 10−2krec and height 8.5 × 10−2krec. They

are centered on the two beams in the transverse plane. Along the

vertical axis, the center momentum (in the lattice frame) of region 1

is scanned, whereas region 2 is fixed. A variance below unity indicates

sub-Poissonian fluctuations.

both the final momenta and the intensity of the correlated

beams. We characterize the width of the correlation in

momentum and find evidence of sub-Poissonian fluctuations

of population difference. This source should be useful in

multiple particle interference experiments both in the regime

of well-isolated pairs [12] and in the regime of large occupation

numbers [11].
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Annexe A

Dispositif expérimental

Une des spécificités de notre dispositif expérimental est l’utilisation
d’atomes d’Hélium contrairement à la plupart des expériences qui fonc-
tionnent avec des métaux alcalins (Lithium, Potassium, Rubidium etc...).
Dans sont état fondamental, l’Hélium ne possède pas de structure hyper-
fine, et n’a aucune transition facilement accessible optiquement, ce qui nous
pousse à travailler avec un niveau métastable de l’hélium.

Figure A.1 – Spectre de l’hélium 4He. Le niveau 23S1 est le niveau
méstable qui nous sert de fondamental dans nos expériences. Il peut
être couplé par des transitions optiques aux niveaux 23P0,1,2 ce qui
permet la manipulation et le refroidissement des atomes

Ce niveau métastable possède une durée de vie de 7900 s [Hod+09] qui est
très grande devant la durée typique de nos expériences (environ 30 s) qui nous
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permet de le considérer comme un niveau fondamental. On peut refroidir par
laser les atomes d’hélium métastables grâce aux transitions 23S1 ↔23P0,1,2

aux longueurs d’ondes proches de λ ≈ 1083 nm. L’obtention de conden-
sat de Bose-Einstein avec des atomes métastables requiert l’utilisation de
techniques standards de refroidissement atomique mais présentent quelques
spécificités qui font tout le charme de ces espèces [Vas+12]. Dans la première
partie de cette annexe nous allons décrire les étapes qui sur notre expérience
conduisent à la condensation de l’hélium métastable.

L’une des caractéristiques qui justifie l’utilisation de l’hélium métastable
est l’énergie interne de notre niveau fondamental. En effet, celle-ci est de
19.8 eV et rend possible un type de détection original puisqu’elle est suffi-
sante pour extraire des électrons lors de la collision entre un atome d’hélium
métastable et une paroi. Nous détaillerons le fonctionnement de notre détec-
teur qui repose sur cette idée dans la seconde partie de l’annexe.

A.1 Obtention d’un condensat de Bose-Einstein

d’Helium métastable

Nous allons dans cette partie aborder les différentes étapes expérimen-
tales qui conduisent à la condensation de Bose-Einstein. Nous nous attarde-
rons particulièrement sur les spécificités de notre dispositif et nous passerons
plus rapidement sur les étapes plus communes.

A.1.1 La source d’hélium métastable

Avant d’espérer obtenir un condensat d’hélium métastable il faut bien
évidemment commencer par avoir des atomes d’hélium dans l’état méta-
stable. Comme l’énergie de ce dernier est très importante il est impossible
d’y pomper optiquement les atomes (la longueur d’onde de la transition est
d’environs 60 nm). Il ne nous reste plus que la manière forte : on fait passer
les atomes d’hélium dans une décharge électrique, un plasma se crée et cela
excite les atomes dans toutes sortes d’états y compris des ions. Dans le lot,
une très faible fraction des atomes, de l’ordre de ≈ 10−4, se retrouvent dans
l’état 23S1 métastable qui peuvent ensuite être manipulés par des laser à λ
= 1083 nm.

Juste après la décharge le jet atomique diverge rapidement, on collimate
alors le jet avec deux paires de faisceaux laser contrapropageants d’une puis-
sance d’environ 40 mW. Ces faisceaux sont uniquement résonnants avec les
atomes d’hélium dans l’état métastable, ainsi, tous les autres états créent par
la décharge peuvent facilement être filtrés par des diaphragmes situés entre
la source et la chambre de science. Afin de limiter la vitesse longitudinale des
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Figure A.2 – Un flux constant d’hélium est envoyé autour d’une
pointe métallique portée à 3000V (a), les atomes passent ensuite
dans un bloc refroidi à l’azote liquide (b). Il se crée alors un plasma
qui résulte de la décharge entre la pointe métallique et l’écorceur
mis à la masse (c). Seule la partie centrale du jet passe au travers de
l’écorceur avant d’interagir avec des faisceaux laser qui collimatent
seulement les atomes dans l’état métastable (d).

atomes, un bloc de cuivre refroidi à l’azote liquide diminue la température
des atomes. La vitesse est d’environ 1500 m/s en sortie de la source. Il faut
donc considérablement la diminuer pour pouvoir piéger et refroidir l’hélium.

A.1.2 Ralentissement et piège magnétique

Pour réduire suffisamment la vitesse des atomes on utilise un ralentisseur
Zeeman dans lequel un faisceau désaccordé de -97 Mhz d’une cinquantaine
de milliwatt interagit avec l’hélium métastable. la vitesse de recule transfé-
rée par un photon à un atome lors d’un processus d’absorption est d’environ
0.1 m/s, il faut donc une moyenne d’à peu près 15000 cycles d’absorption-
réémission pour que les atomes soient stoppés. Comme la durée de vie du
niveau excité est de τ = 1/ΓHe ≈ 0.1 µs, la durée typique du ralentissement
est d’environ 1.5 ms au cours de laquelle les atomes vont parcourir quasiment
2 m ! C’est une des particularités des expériences d’hélium métastable qui
nécessitent des ralentisseurs Zeeman très long. Pour compenser le désaccord
Doppler qui varie avec la vitesse décroissante des atomes, des bobines pro-
duisent un champ magnétique qui déplace la résonance atomique par effet
Zeeman.
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En sortie du ralentisseur un flux de 108/109 at/s charge un piège
magnéto-optique (MOT) jusqu’à atteindre la saturation au bout de 2 s. Les
trois paires de faisceaux rétro-réfléchis sont désaccordés de -56.4 MHz par
rapport à la transition atomique et ont une puissance d’environ 12 mW qui
est suffisante pour obtenir un nombre d’atomes stable.

Les atomes sont ensuite transférés dans un piège magnétique de type
Ioffe-Pritchard [Bro00] avec une étape de pompage optique. On allume en-
suite un faisceau proche de résonance à très faible intensité pendant 5 s.
Cette étape de refroidissement Doppler 1D permet d’abaisser fortement la
température sans perdre d’atomes [Sch+03]. Le piège magnétique est en-
suite recomprimer pour augmenter la densité et on commence l’évaporation
à l’aide d’un couteau radio-fréquence (RF). En évaporant suffisamment len-
tement il est ainsi possible d’obtenir un condensat dans le piège magnétique,
c’est ainsi qu’a d’ailleurs pu être atteint sur ce dispositif la toute première
condensation de l’hélium métastable 1, cependant, pour des raisons de sta-
bilité nous préférons maintenant créer le condensat dans le piège dipolaire
installé il y a quelques années sur l’expérience [Jas10]. L’évaporation dans
le piège magnétique est donc plus rapide et permet simplement d’obtenir
un gaz suffisamment froid pour être transféré dans le piège optique dont la
profondeur est limitée. Suite à ce pré-refroidissement on obtient typiquement
5× 106 atomes à 15 µK et on allume alors le faisceau du piège dipolaire.

A.1.3 Piège dipolaire et obtention d’un condensat

Grâce à la force dipolaire il est possible de piéger des atomes au foyer d’un
laser [Ash+86], indépendamment du moment magnétique des atomes. Cela
permet ainsi de régler indépendamment du piégeage, l’axe de quantification
ce qui peut se révéler crucial pour faire des transitions de type Raman. Cela
permet également d’étudier des mélanges de spins [Par+10] chose impossible
dans un piège magnétique.

Pour réaliser le piège dipolaire nous utilisons un faisceaux à 1550 nm
issu d’un laser fibré télécom focalisé sur le nuage atomique. Le faisceau est
vertical et son waist est de 43 µm. On commence par allumer le piège en
passant de 0 à 1.7 W en 1 s pour transférer les atomes du piège magnétique
vers le piège optique.Le piège magnétique est ensuite coupé, puis on baisse
petit à petit la puissance pour évaporer restant dans le piège optique. On
passe ainsi de 1.7 W à 0.6 W en un peu plus de 4 s jusqu’à atteindre la
condensation du gaz.

À cause de la gravité, le piège est très déformé verticalement, et devient
fortement anharmonique lorsque la puissance est faible. Il existe également

1. suivie quelques mois plus tard par l’obtention d’un autre condensat indépendamment
à l’E.N.S.
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Figure A.3 – (a) Schéma du montage expérimental, le nuage dans
le piège magnétique (PM) horizontal est transféré dans le piège di-
polaire (PD) vertical. On évapore ensuite pour atteindre la conden-
sation puis on réalise les expériences souhaitées avant de relâcher
les atomes qui tombent sur le détecteur situé 45 cm plus bas. (b)
Évolution du profil vertical du piège au court de l’évaporation qui
débute à profondeur maximale (1,7 W, gris clair) et diminue (1 W,
gris foncé) jusqu’à atteindre la fin de l’évaporation (620 mW, noir).
Le potentiel dû à la gravité (en pointillé) déforme fortement le piège

une puissance (585 mW) en dessous de laquelle les atomes ne peuvent plus
être piégés car la force dipolaire devient alors trop faible pour compenser la
gravité. La température critique de condensation est d’environ 1 µK à la-
quelle une double structure commence à apparaître. À la fin de l’évaporation
la température est inférieure à 300 nK, mais il est difficile de la détermi-
ner avec précision. Dans ce piège, le condensat est très anisotrope, proche
du régime unidimensionnel. Il fait typiquement 1.2 mm longitudinalement
(selon l’axe vertical) et a un diamètre transverse d’environ 6 µm. L’ajout
récent d’un deuxième faisceau de piégeage horizontal (dans l’axe du biais)
nous permet dorénavant de contrôler l’anisotropie. L’ensemble des résultats
présenté dans ce manuscrit sont antérieurs à la mise en place de nouveau
bras.

Une fois le condensat obtenu, il est à notre disposition pour faire les
expériences voulues. En éteignant le laser de piégeage, on libère les atomes
qui, sous l’emprise de la gravité, tombent vers le détecteur qui fait l’originalité
de notre expérience.
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Figure A.4 – À la fin de l’évaporation pour P = 620 mW, le piège
compense à peine la gravité. Il est alors rempli jusqu’au niveau du
potentiel chimique (4 kHz) quasiment à la limite de déborder.

A.2 Un système de détection original

Notre détecteur met à profit l’importante énergie interne des atomes d’hé-
lium métastable pour mesurer la position et le temps d’arrivée des atomes
dans un plan situé 45 cm en-dessous de la zone de piégeage du gaz. Il est
constitué de deux éléments que nous allons présenter dans la suite : la galette
à micro-canaux et les lignes à retard.

A.2.1 La galette à micro-canaux

Le principe de fonctionnement de la galette à micro-canaux (MCP), illus-
trée par la figure A.5 est similaire à celui d’un photomultiplicateur : lorsqu’un
atome d’hélium métastable heurte la surface métallique du détecteur, l’éner-
gie interne est suffisante pour arracher un ou plusieurs électrons qui sont
alors amplifiés dans l’un des micro-canaux. Pour augmenter l’amplification
du signal électronique on utilise en fait deux galettes montées l’une derrière
l’autre ce qui permet d’obtenir un gain de l’ordre de 107. Comme on travaille
avec des vides très poussés, les fausses détections sont très faibles et chaque
"douche" électronique provient d’un seul atome ce qui permet la détection
d’atome unique. L’inconvénient de ce détecteur est sa faible efficacité puis-
qu’une grande proportion des atomes n’arrive pas à extraire d’électrons. On
estime que la détectivité du MCP est de l’ordre de 20 %. Comme le temps de
transition des electrons est très faible (< 1 ns), en mesurant le temps d’arri-
vée des impulsions électroniques on peut aisément déduire le temps d’arrivée
des atomes sur le détecteur mais on ne peut pas avoir accès à la position
d’impact dans le plan du détecteur. Pour obtenir cette information on utilise
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Figure A.5 – (a) La galette à micro-canaux est constituée de mil-
lions de cylindres creux de 12.5 µm de diamètre et long d’environ
1 mm. (b) La surface interne des cylindres est traitée pour faci-
liter l’extraction d’électrons qui sont accélérés par une tension de
plusieurs kilovolts appliquée entre les deux faces métalliques de la
galette.

des lignes à retard dont on va maintenant exposer le principe.

A.2.2 Les lignes à retard

Pour détecter la position d’impact de l’atome dans le plan du détecteur
on utilise des lignes à retard. La douche d’électrons issue du MCP tombe sur
la ligne retard : un fil métallique le long duquel les électrons se propagent
à environ v = c/3 dans les deux sens. En mesurant le temps d’arrivée des
impulsions aux deux extrémités de la ligne, on peut déduire l’abscisse du
point d’impact le long de la ligne à retard. À l’aide de deux lignes à retard
orthogonales on est alors capable de déterminer les coordonnées du point
d’impact de l’atome dans le plan du détecteur ainsi que l’instant auquel
l’atome est arrivé sur le détecteur. Cela permet la reconstruction en trois
dimensions de la distribution atomique après le temps de chute.

Pour améliorer la résolution dans le plan du détecteur, les lignes à retard
sont enroulées perpendiculairement à l’axe de la direction mesurée pour ré-
duire la vitesse effective de propagation d’un facteur 100 (voir figure A.6 (a)).
Les impulsions sont envoyées vers un convertisseur temps-numérique (Time
to Digital Converter TDC) qui numérise les quatre temps obtenus aux ex-
trémités des lignes à retard qui peuvent ensuite être enregistrés pour être
analysés plus tard. La résolution du système de détection est essentiellement
due à l’électronique. Elle est d’environ 400 µm dans le plan horizontal et de
3 nm verticalement 2. Cette très forte anisotropie de la résolution est parfai-
tement adaptée à la géométrie du piège optique, l’axe long du condensat est

2. largeur totale à mi-hauteur
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Figure A.6 – a) Schéma de l’enroulement des lignes à retard
sous le MCP. Par exemple, pour se déplacer le long de l’axe effectif
de propagation de la distance qui sépare deux spires, les électrons
doivent parcourir une spire entière. Le rapport entre l’écartement
des spires et la longueur d’une spire donne ainsi la réduction de la
vitesse effective. Dans notre cas la vitesse est réduite d’un facteur
100. b) Photo du détecteur sur laquelle on distingue le MCP (disque
noir) sous lequel sont enroulées les lignes à retard protégées par des
caches métalliques.

selon la verticale ce qui fait qu’à la coupure du piège l’expansion est beau-
coup plus rapide dans les directions transverses et à l’arrivée sur le détecteur
l’anisotropie est inversée, le nuage ressemble alors à une crêpe horizontale,
fine le long de l’axe verticale selon lequel la résolution est bien meilleure (voir
A.2.4).

A.2.3 Remarque sur la résolution verticale

En fait, cette valeur de résolution verticale est mesurée en observant la
dispersion de la somme des quatre temps recueillis aux extrémités des lignes
à retard. Cette somme doit théoriquement être une constante et sa disper-
sion nous donne la résolution du système. Cependant, verticalement, cette
résolution que l’on a longtemps pensé être de 3 nm est fortement dégradée
par un autre effet qui n’a rien à voir avec l’électronique. À cause de l’in-
clinaison des micro-canaux, la résolution est dégradée par un simple effet
géométrique comme illustré par la figure A.7. En intégrant sur l’entrée d’un
canal, on peut obtenir la distribution de décalage en hauteur et en tirer la
résolution verticale réelle de notre système de détection. Ainsi la résolution à
une particule est de 140 µm et celle à deux particules de 175 µm 3 (voir figure
A.7 (b)) ce qui reste inférieur à la résolution transverse mais est beaucoup

3. Largeurs totales à mi-hauteur
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Figure A.7 – a) Deux atomes arrivant au même instant à l’entrée
d’un canal du MCP vont atteindre ses parois à des hauteurs diffé-
rentes. Ainsi, des atomes que l’on devrait mesurer comme arrivant
simultanément seront perçus décalés ce qui réduit fortement la ré-
solution. b)Effet de ce phénomène sur la résolution à deux corps
(celle qui intervient dans les mesures de corrélations par exemple).
Pour deux atomes arrivant simultanément à l’entrée d’un canal, on
obtiendra une distribution de différence de hauteurs d’arrivée ayant
cette allure.

moins bon que ce qu’on a longtemps cru, cela permet d’ailleurs d’expliquer
les largeurs jusque-là incomprises de certaines fonctions de corrélations qui
étaient limitées par cet effet.

A.2.4 Expansion et reconstruction en vitesse

Expansion gouvernée par les interactions

Après la coupure du piège dipolaire les atomes subissent une expansion
qui n’est pas balistique, elle est essentiellement gouvernée par les interactions
[CD96 ; KSS97]. À la coupure, le condensat s’étend selon une loi d’échelle
dérivée par [CD96] :

R⊥(t)
R⊥(0)

=
√

1 + (ω⊥t)2 (A.1)

Rz(t)

Rz(0)
= 1 + (

ωz

ω⊥
)2[ω⊥t arctan(ω⊥t)− ln(

√

1 + (ω⊥t)2] (A.2)

avec R⊥(t) et ω⊥ (Rz(t) et ωz) le rayon et la pulsation de piégeage trans-
verse (longitudinal). Ces expressions sont valables lorsque ωz

ω⊥
≪ 1 ce qui
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est le cas sur notre expérience puisque ωz ≈ 10 Hz et ω⊥ ≈ 1.7 kHz. En
utilisant l’approximation dite de Thomas-Fermi pour le rayon longitudinal
et en faisant une approximation de densité locale pour le rayon transverse
(modèle de [Ger04]), on obtient pour ces paramètres des dimensions initiales
[Bon11] :

R⊥(0) = 1.4± 0.2 µm (A.3)

Rz(0) = 800± 80 µm. (A.4)

Ainsi, après expansion, au niveau du détecteur le condensat a des rayons
transverse et longitudinal R⊥ = 4± 0.6 mm et Rz = 0.95± 0.08 mm.

Conversion en vitesse

La vitesse initiale (vx,0, vy,0, vz,0) d’un atome est calculée en supposant
une expansion balistique et en négligeant les effets du potentiel de champ
moyen. Cette approximation est raisonnable étant donné que la densité chute
très rapidement (divisée par 10 en 300 µs). Pour relier la position et l’instant
d’impact sur le détecteur (x,y,t) à la position et à la vitesse initiale des
particules grâce aux équations classiques de la dynamique :

x = x0 + vx,0t

y = y0 + vy,0t

zMCP = z0 + vz,0t− 0.5gt2

Où l’axe verticale est selon z. Le détecteur est positionné à la hauteur z =
zMCP . Bien évidement, on mesure seulement trois quantités x, y et t, on ne
peut donc pas obtenir les six quantités x0, y0, z0, vx,0, vy,0 et vz,0. Cependant,
il est possible d’obtenir la valeur des vitesses initiales lorsque l’on est dans le
cadre de ce qu’on pourrait appeler l’approximation de champ lointain, c’est-
à-dire si les distances parcourues pendant la propagation sont très grandes
devant les dimensions initiales du gaz : x0 ≪ vx,0t, y0 ≪ vy,0t et z0 ≪
vz,0t. Comme le détecteur est situé loin du piège (≈ 45 cm), le temps de
propagation de plus de 300 ms (308 ms pour un condensat au repos) est
important ce qui permet d’être la plupart du temps dans le cadre de cette
approximation. On a alors :

vx,0 ≈ x/t

vy,0 ≈ y/t

vz,0 ≈ (zMCP + 0.5gt2)/t

Ce qui nous permet de reconstruire la distribution en vitesses initiales
des atomes à partir de laquelle on peut par exemple étudier les corrélations
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en vitesse. Cependant, lors de l’analyse de données il faut toujours garder à
l’esprit qu’il s’agit d’une approximation. Transversalement la taille initiale
du nuage est seulement de quelques micromètres (voir A.2.4), négligeable
devant sa taille après expansion (plusieurs millimètres) et devant la distance
parcourue par un atome de vitesse transverse initiale v⊥,0 > 10−5 m/s. La
résolution transverse du détecteur étant de l’ordre de 1.3 × 10−3 m/s, l’ap-
proximation de champ lointain est toujours vérifiée selon x et y. Au contraire,
selon l’axe vertical l’expansion du condensat est faible devant sa taille initiale
(≈ 1.6 mm) et la conversion en vitesse est alors abusive. Pour des écarts en
vitesse inférieurs à 6×10−3 m/s, la distribution initiale en position intervient
également.
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Annexe B

Hong, Ou et Mandel, cas

général

Dans cette annexe nous allons détailler le calcul de la variance de la
différence du nombre de particules ainsi que le calcul des corrélations locales
et croisées dans le cas général. Les conventions utilisées sont les mêmes que
dans la section 4.0.1(voir figure B.1), la séparatrice relie les modes d’entrée
aux modes de sortie de la façon suivante :

ĉ = râ+ tb̂ d̂ = tâ− rb̂

γ̂ = rα̂+ tβ̂ δ̂ = tα̂− rβ̂

Avec â, b̂, ĉ, d̂, α̂, β̂, γ̂, δ̂ les opérateurs d’annihilations dans les modes respec-
tivement a, b, c, d, α, β, γ, δ et avec r et t les coefficients (réels) de réflexion
et transmission en amplitude (r2 + t2 = 1).

On introduit également les opérateurs "nombre de particules" du coté
A : N̂A = n̂a + n̂α et du coté B : N̂B = n̂b + n̂β et les nombres de particules
associés NA = na + nα et NB = nb + nβ . On considère que les détecteurs
en C et D sont incapables de séparer les modes, les quantités mesurées ne
peuvent donc dépendre que de n̂c + n̂γ et n̂d + n̂δ.

On considérera un état incident de la forme :

|Ψ〉 =
∑

na,nα,nb,nβ

Cna,nα
nb,nβ

|na, nα, nb, nβ〉 (B.1)

Et on définit les opérateurs Â, B̂ et Ĉ de la même manière qu’en 4.0.1 :

Â = (n̂c + n̂γ)(n̂c + n̂γ) (B.2)

B̂ = (n̂c + n̂γ)(n̂d + n̂δ) (B.3)

Ĉ = (n̂c + n̂γ − n̂d − n̂δ) (B.4)

167
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a

b

c

d

α

β

γ

δ

Figure B.1 – schéma de principe de la séparatrice considérée pour
les calculs. Les modes repérés par les lettres grecques sont orthogo-
naux aux modes repérés par les lettres romanes

Ainsi,

g
(2)
loc =

〈Â〉
〈n̂c + n̂γ〉2

(B.5)

g(2)cr =
〈B̂〉

〈n̂c + n̂γ〉〈n̂d + n̂δ〉
(B.6)

V =
〈Ĉ2〉 − 〈Ĉ〉2

〈n̂c + n̂γ + n̂d + n̂δ〉
(B.7)

De plus, on introduit l’opérateur d’interférence X̂ qui apparaît naturel-
lement dans les calculs :

X̂ = â†b̂+ b̂†â+ α̂†β̂ + β̂†α̂ (B.8)

B.1 Moyenne de Â, B̂ et variance de Ĉ

Afin de calculer les trois quantités g(2)loc , g
(2)
cr et V qui nous intéressent, on

calcule d’abord la valeur moyenne des opérateurs Â et B̂, et la variance de
Ĉ.
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B.1.1 Moyenne de Â

Â = (n̂c + n̂γ)
2

= (r2N̂A + t2N̂B + rtX̂)2

= (r2NA + t2NB)
2 + 2rt(r2NA + t2NB)X̂ + r2t2X̂2

D’où en moyenne :

〈Â〉 = 〈(r2NA + t2NB)
2〉+ 2rt〈(r2NA + t2NB)X̂〉+ r2t2〈X̂2〉 (B.9)

B.1.2 Moyenne de B̂

B̂ = (n̂c + n̂γ)(n̂d + n̂δ)

= (r2N̂A + t2N̂B + rtX̂)(t2N̂A + r2N̂B − rtX̂)

= (r2NA + t2NB)(t
2NA + r2NB) + rt(t2 − r2)(NA −NB)X̂ − r2t2X̂2

Ainsi :

〈B̂〉 = 〈(r2NA+t2NB)(t
2NA+r2NB)〉+rt(t2−r2)〈(NA−NB)X̂〉−r2t2〈X̂2〉

(B.10)

B.1.3 variance de Ĉ

V = 〈Ĉ2〉 − 〈Ĉ〉2
= 〈(n̂c + n̂γ − n̂d + n̂δ)

2〉 − 〈(n̂c + n̂γ − n̂d + n̂δ)〉2
= 〈[(r2 − t2)(NA −NB) + 2rtX̂]2〉 − 〈[(r2 − t2)(NA −NB) + 2rtX̂]〉2
= (r2 − t2)2[〈(NA −NB)

2〉 − 〈(NA −NB)〉2] + 4r2t2[〈X̂2〉 − 〈X̂〉2]

D’où finalement,

V = (r2 − t2)2VAB + 4r2t2VX (B.11)

Avec VAB = 〈(NA − NB)
2〉 − 〈(NA − NB)〉2 la variance de la différence du

nombre de particules de l’état initial. Elle ne contribue à la variance finale que
si (r2−t2) 6= 0, c’est à dire si la séparatrice n’est pas 50/50. VX = 〈X̂2〉−〈X̂〉2
est la variance liée aux interférences.
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B.2 Dénominateurs : 〈n̂c + n̂γ〉2 et 〈n̂c + n̂γ〉〈n̂d + n̂δ〉

On calcule maintenant les coefficients de normalisation pour les corréla-
tions :

〈n̂c + n̂γ〉2 = (〈r2NA + t2NB〉+ rt〈X̂〉)2 (B.12)

〈n̂c+n̂γ〉〈n̂d+n̂δ〉 = (〈r2NA+t
2NB〉+rt〈X̂〉)(〈t2NA+r

2NB〉−rt〈X̂〉) (B.13)

L’ensemble des expressions précédentes dépendent uniquement des mo-
ments d’ordre 1 et 2 des opérateurs N̂A, N̂B et X̂ : 〈NA〉, 〈NB〉, 〈X̂〉 et 〈N2

A〉,
〈N2

B〉, 〈NANB〉, 〈X̂2〉, 〈f(N̂A, N̂B)X̂〉 avec f une fonction quelconque 1. On
obtient aisément les moments de NA et NB :

〈NA〉 =
∑

na,nα,nb,nβ

|Cna,nα
nb,nβ

|2(na + nα) (B.14)

〈NB〉 =
∑

na,nα,nb,nβ

|Cna,nα
nb,nβ

|2(nb + nβ) (B.15)

〈N2
A〉 =

∑

na,nα,nb,nβ

|Cna,nα
nb,nβ

|2(na + nα)
2 (B.16)

〈N2
B〉 =

∑

na,nα,nb,nβ

|Cna,nα
nb,nβ

|2(nb + nβ)
2 (B.17)

〈NANB〉 =
∑

na,nα,nb,nβ

|Cna,nα
nb,nβ

|2(na + nα)(nb + nβ) (B.18)

Il suffit maintenant de déterminer 〈X̂〉 et 〈X̂2〉 pour obtenir ce qui nous
intéresse. Bien que les calculs soient sans grandes difficultés, les expressions
obtenues sont particulièrement lourdes dans leur forme la plus générale.

B.3 Moyenne de f(N̂A, N̂B)X̂

On rappelle que :

X̂ = â†b̂+ b̂†â+ α̂†β̂ + β̂†α̂

et que

〈n′a, n′α, n′b, n′β |na, nα, nb, nβ〉 = δn
′
a

na
δn

′
α

nα
δ
n′
b

nb
δ
n′
β

nβ

1. Il faut que f soit telle que f(N̂A, N̂B)|na, nα, nb, nβ〉 = f(NA, NB)|na, nα, nb, nβ〉 ce
qui me semble vrai tout le temps et qui l’est au moins pour n’importe quelle fonction C∞,
ce qui est le cas des fonctions considérées ici.
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On calcule maintenant 〈f(N̂A, N̂B)X̂〉 dans le cas général :

〈X̂〉 =
∑

C
n′
a,n

′
α

n′
b
,n′

β

∗
Cna,nα
nb,nβ

〈n′a, n′α, n′b, n′β |f(N̂A, N̂B)X̂|na, nα, nb, nβ〉

=
∑

C
n′
a,n

′
α

n′
b
,n′

β

∗
Cna,nα
nb,nβ

f(NA, NB)〈n′a, n′α, n′b, n′β |

[
√

(na + 1)nb|(na + 1), nα, (nb − 1), nβ〉+
√

na(nb + 1)|(na − 1), nα, (nb + 1), nβ〉+
√

(nα + 1)nβ |na, (nα + 1), nb, (nβ − 1)〉+
√

nα(nβ + 1)|na, (nα − 1), nb, (nβ + 1)〉 ]

On en déduit :

〈X̂〉 =
∑

na,nα,nb,nβ

f(NA, NB)[ D+1,0
−1,0

√

(na + 1)nb +D−1,0
+1,0

√

(nb + 1)na

+D0,+1
0,−1

√

(nα + 1)nβ +D0,−1
0,+1

√

(nβ + 1)nα ] (B.19)

Avec D+a,+α
+b,+β = Cna,nα

nb,nβ
(C

(na+a),(nα+α)
(nb+b),(nβ+β) )

∗.

B.4 Moyenne de X̂2

Par un développement similaire à celui effectué dans la partie précédente,
on obtient :

〈X̂2〉 =
∑

na,nα,nb,nβ

[ D+2,0
−2,0

√

(na + 1)(na + 2)nb(nb − 1) +D−2,0
+2,0

√

(nb + 1)(nb + 2)na(na − 1)

+ D0,+2
0,−2

√

(nα + 1)(nα + 2)nβ(nβ − 1) +D0,+2
0,−2

√

(nβ + 1)(nβ + 2)nα(nα − 1)

+ (2(nanb + nαnβ) +NA +NB)D0,0
0,0

+ D+1,+1
−1,−1

√

(na + 1)(nα + 1)nbnβ +D−1,−1
+1,+1

√

(nb + 1)(nβ + 1)nanα

+ D−1,+1
+1,−1

√

(nb + 1)(nα + 1)nanβ +D+1,−1
−1,+1

√

(na + 1)(nβ + 1)nbnα ]

(B.20)

Maintenant que l’on a obtenu les expressions de 〈NA〉, 〈NB〉,
〈f(N̂A, N̂B)X̂〉 et 〈X̂2〉, on est capable de calculer g(2)loc , g

(2)
cr et V quelque

soit l’état (pur) d’entrée. Dans la majorité des cas il est préférable d’utiliser
l’outil informatique pour déterminer numériquement ces quantités cependant
certains exemples bien choisis simplifient considérablement les expressions et
rendent possible le calcul "à la main" de la variance et des corrélations.
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B.5 Effet de la détectivité

Quelque soit le montage sur lequel on souhaite réaliser l’expérience, les
détecteurs en sortie de la séparatrice auront toujours une détectivité η in-
férieure à l’unité. Pour prendre en compte cet effet, on modélise l’efficacité
réduite de détection par une séparatrice de transmission (en amplitude)

√
η

placée derrière les ports de sortie. Sur la deuxième entrée de la séparatrice
il n’y a que le vide quantique. On repère les quantités après la séparatrice
par un indice det. Un rapide calcul permet de trouver 〈Âdet〉, 〈B̂det〉, 〈Ĉdet〉
et 〈Ĉ2

det〉 :

〈Âdet〉 = η2〈Â〉+ η(1− η)〈n̂c + n̂γ〉 (B.21)

〈B̂det〉 = η2〈B̂〉 (B.22)

〈Ĉdet〉 = η〈Ĉ〉 (B.23)

〈Ĉ2
det〉 = η2〈Ĉ2〉+ η(1− η)〈N̂A + N̂B〉 (B.24)

On peut alors en déduire g(2)loc,det, g
(2)
cr,det et Vdet :

g
(2)
loc,det = g

(2)
loc +

(1− η)
η

1

〈r2NA + t2NB〉
(B.25)

g
(2)
cr,det = g(2)cr (B.26)

Vdet = ηV + (1− η) (B.27)

B.6 Exemples

Dans cette partie on va s’intéresser à quelques cas particuliers pour les-
quels on peut calculer sans trop de difficultés la variance et les corrélations.
Les exemples choisis vont permettre de mettre en évidence certaines ten-
dances que l’on devrait observer sur l’expérience. Pour chaque cas, on calcule
les expressions de la variance et des corrélations.

B.6.1 Sorties indiscernables d’un amplificateur paramé-
trique : |Ψ〉 =∑n

(tanhλ)n

coshλ
|n, 0, n, 0〉

Cet état est celui attendu en sortie d’un amplificateur paramétrique et
devrait être un bon modèle de l’état issu du mélange à quatre ondes dans le
réseau optique si l’on sélectionne une paire de modes corrélés. Pour r = t =
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1/
√
2 et en posant N = 〈NA〉 = 〈NB〉 = (sinhλ)2 :

g
(2)
loc,det = 3 +

1 + η

ηN
(B.28)

g
(2)
cr,det = 1 (B.29)

Vdet = 1 + η(2N + 1) (B.30)

B.6.2 Sorties distinctes de deux amplificateurs paramé-

triques : |Ψ〉 =∑na,nβ

(tanhλa)na

coshλa

(tanhλβ)
nβ

coshλβ
|na, 0, 0, nβ〉

Il s’agit de l’équivalent discernable de l’état précédent. Il peut être obtenu
en utilisant une des sorties d’un amplificateur paramétrique pour la voie "a"
et celle d’un autre amplificateur paramétrique pour la voie "β". Pour r =
t = 1/

√
2 et si 〈NA〉 = 〈NB〉 = N (c’est à dire si λa = λβ) :

g
(2)
loc,det =

3

2
+

1

ηN
(B.31)

g
(2)
cr,det =

3

2
(B.32)

Vdet = 1 (B.33)

B.6.3 États cohérents corrélés : |Ψ〉 = e−
|α|2

2

∑

n
αn√
n!
|n, 0, n, 0〉

Même s’il n’est pas représentatif d’un processus physique simple, cet état
est un exemple d’état avec de très fortes corrélations et pour lequel on peut
calculer aisément les quantités souhaitées. Pour r = t = 1/

√
2 et en posant

〈NA〉 = 〈NB〉 = |α|2 :

g
(2)
loc,det =

3

2
+

1 + η

ηN
(B.34)

g
(2)
cr,det =

1

2
(B.35)

Vdet = 1 + η(N + 1) (B.36)

B.6.4 États cohérents indépendants : |Ψ〉 =

e−
|α|2

2 e−
|β|2

2

∑

na,nβ

αna√
na!

α
nβ√
nβ !
|na, 0, 0, nβ〉

C’est l’équivalent discernable de l’état précédent. On peut aisément réa-
liser cet état en prenant deux états cohérents (des laser pour les photons par
exemple) indépendants pour les voies "a" et "β". Pour r = t = 1/

√
2 et si
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〈NA〉 = 〈NB〉 = N :

g
(2)
loc,det = 1 +

1 + η

ηN
(B.37)

g
(2)
cr,det = 1 (B.38)

Vdet = 1 (B.39)

On remarquera que pour ce dernier exemple on retrouve un bruit pois-
sonnien sur la différence du nombre de particules (V = 1) et les corrélations
locales et croisées tendent bien vers 1 comme attendu pour des état cohé-
rents.
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