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Résumé

Une modélisation récente, qualifiée de multiphasique, permettant de décrire le com-
portement des ouvrages en sols renforcés par inclusions a été développée et intégrée
dans un code de calcul par éléments finis. Le champ d’application de cette approche a
été étendu pour rendre compte du comportement macroscopique de matériaux a fibres
tels que le platre, le béton de fibres, les ouvrages en sol renforcés par des fibres et
les tissus osseux qui présentent une microstructure constituée d’une matrice et d’une

distribution de fibres plus ou moins longues orientées dans toutes les directions de I’espace.

Cette approche est d’abord mise en ceuvre pour déterminer le comportement élas-
tique du composite a fibre, les résultats obtenus sont comparés a ceux fournis par les
schémas d’estimation dilué et de Mori Tanaka, basés sur la solution d’Eshelby, la suite de
ce travail est consacrée au développement du modéle dans le cadre d’un comportement
anélastique des constituants. Des solutions analytiques ont été développées permettant
de retrouver le comportement macroscopique des matériaux a fibres sous certaines solli-
citations simples dans le cadre d’'un comportement élasto-plastique ou élastique-fragile
des différents constituants. Le modéle est par la suite mis en ceuvre numériquement, dans
le cadre de la méthode des éléments finis permettant d’accéder a la réponse de structures

en matériaux a fibres.

Mots-clés : Modele multiphasique, comportement macroscopique, matériauz a fibres.



Abstract

A multiphase model has been recently developed and integrated into a finite element
based code for the analysis and design of soil structures reinforced with linear inclusions.
This approach is extended to account for the macroscopic behavior of fiber reinforced
materials such as plaster, concrete fiber, soil reinforced by short fibers and bone tissues,
which are constituted of a matrix and a distribution of continuously oriented fibers.

The proposed model is performed to evaluate the elastic macroscopic stiffness of
the composite material, the obtained results are compared to those deriving from
the dilute and Mori-Tanaka estimations. The model is then extended to take into
account a nonelastic behavior of the constituents. Starting from the derivation of some
analytical solutions to boundary value problems involving fiber reinforced materials
in the context of elasto-plastic and brittle behavior of the matrix and fibers, a f.e.m.-
based code is developed and applied to simulating the behavior of some typical structures.

Keywords : Multiphase model, macroscopic behavior, fiber reinforced materials.
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CHAPITRE 1

Introduction générale
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1.1 Introduction

andis que I’emploi des techniques de renforcement de structures s’est largement géné-
T ralisé et diversifié, les méthodes de calcul et de simulation du comportement de telles
structures, par nature composites, exigent encore de nombreux développements, tant sur
le plan théorique (recours aux techniques d’homogénéisation), que numérique (méthode
des éléments finis). Ainsi, dans le domaine du génie civil, une modélisation qualifiée de
multiphasique a été récemment proposée pour les ouvrages en sols renforcés par inclusions
linéaires continues souples (terre armée, géotextiles, etc.) ou raides (inclusions "rigides",
pieux, etc.). Le développement de ce modéle s’est effectué en plusieurs étapes successives,
avec notamment la thése de B. Sudret (1999) [50], suivie de celles de M. Bennis (2002) [2],
G. Hassen (2006) [28] et enfin de Q. Thai Son (2009) [49]. Ces différents travaux ont abouti
a l’élaboration d’un code par éléments finis fondé sur cette modélisation, qui a permis
de répondre aux exigences d’industriels ou de bureaux d’études confrontés au dimen-
sionnement de ce type d’ouvrage (ANDRA, EAF-SEPTEN, GDS, Projet National ASIRi).

Dans un contexte différent, et a une bien plus petite échelle, d’autres matériaux
composites industriels (béton ou platres de fibres, sols renforcés par fibres courtes, etc.),
et certains biomatériaux (tissus osseux), présentent par bien des aspects, des caractéris-
tiques microstructurales tout & fait semblables & celles des sols renforcés. Ils sont en effet
constitués d’'une matrice renforcée par des fibres plus ou moins longues. L’idée directrice



2 Chapitre 1. Introduction générale

du travail proposé dans le cadre de cette thése est d’explorer les possibilités d’étendre le
champ d’application du modéle multiphasique, et de situer la méthode de calcul élaborée
sur la base de ce modéle par rapport a d’autres techniques d’homogénéisation, tels que
les schémas d’estimation déja utilisés pour ce type de matériaux (theése de J. Sanahuja
(2008) [47] et A. Fritsch (2009) [25]).

Ce chapitre introductif débute par une présentation rapide des matériaux renforcés
par fibres, suivie de celle de leurs avantages par rapport aux matériaux traditionnels.
La deuxiéme partie est ensuite consacrée a la présentation des méthodes de calcul
couramment utilisées par les ingénieurs ou faisant 1’objet de recherches actuelles. On
distingue deux grandes familles, a savoir les méthodes analytiques basées sur des
techniques d’homogénéisation et les approches numériques de type calcul par éléments
finis. La description de ces différentes méthodes de calcul et la difficulté a les mettre en
ceuvre sont également présentées. Enfin, cette étude bibliographique s’achéve par I’exposé
de 'objectif de ce mémoire dont on décrit le plan général.

1.2 Généralités sur les matériaux a fibres

Les matériaux renforcés par fibres sont aujourd’hui principalement utilisés industriel-
lement dans de nombreux domaines (aéronautique, génie civil, automobile, off-shore
pétrolier ...) (figure 1.1). Ils sont généralement fabriqués a partir de fibres disjointes

orientées aléatoirement ou non au sein d’une matrice homogéne qui en assure la liaison.

b

a) Béton de fibres b) Pldtre de fibres ¢) Tissus osseux

FIGURE 1.1 — Ezemples des matériauz a fibres

Les matrices peuvent étre décomposées en des catégories suivantes :

¢ Les matrices thermodurcissables, constituées généralement de résines polyesters de
condensation ou époxydes.
¢ Les matrices thermoplastiques appelées couramment "plastiques".
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¢ Les matrices thermostables qui sont des résines capables de garder leurs propriétés
mécaniques a des températures élevées.
¢ Les matrices métalliques.

¢ Les matrices minérales tel que la pate de ciment ou la céramique.

On peut distinguer en général trois grandes familles de fibres :

¢ Les fibres métalliques : acier, inox, fonte, etc.
¢ Les fibres organiques : polyamide, polypropyléne, acrylique, aramide, carbone, etc.
¢ Les fibres minérales : verre, wollastonite, basalte, mica, etc.

Masse Diameétre | Résistance Module Allongement
volumique | moyen a la traction | d’élasticité | a la rupture
(en g/cm?) | (en um) | (en N/mm?) | (en GPa) | (en %)

Fibres métalliques 7,85 50-1000 1000-2500 150-200 3-4

Fibres de verre 2,6 9-15 2000-3000 80 2-3,5

Fibres polypropyléne | 0,9 >4 500-750 5-10 10-20

TABLEAU 1.1 — Caractéristiques et propriétés spécifiques de quelques familles de fibres

Chaque fibre présente des caractéristiques et des propriétés qui lui sont propres (tableau
1.1). Grace a leurs propriétés mécaniques bien supérieurs a celle de la matrice, les
fibres ont généralement pour role d’améliorer les performances mécaniques globales des
matériaux composites. Selon les fibres utilisées et les structures auxquelles elles sont

incorporées, ce role se traduit par des améliorations relatives a :
la résistance mécanique ;
la ductilité et la résistance post fissuration ;

o
o
¢ la déformabilité avant rupture;
¢ la résistance a 'usure;

o

la tenue au feu.

Les propriétés des matériaux composites résultent des propriétés des matériaux consti-
tutifs, de la distribution et de l'orientation des inclusions, du taux volumique des
renforcement, de la nature des interfaces inclusions/matrice, du procédé de fabrication...
Bien que leur coiit soit plus élevé que celui des matériaux traditionnels, ils peuvent

apporter & leurs utilisateurs des avantages importants :

o L’excellent rapport masse/rigidité/résistance par rapport aux matériaux homogeénes.
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¢ La conception de matériaux au "juste" besoin, c’est-a-dire présentant des propriétés
élevées uniquement dans les axes de sollicitation pour obtenir des gains de masse sup-
plémentaires.

¢ Le dimensionnement de structures ayant des propriétés particuliéres (par exemple :
matériaux a trés faibles ceefficients de dilatation thermique) ou & mémoire de forme
(tels que éléments ondulés pour la construction des planchers).

¢ L’utilisation de matériaux multifonctionnels ayant des fonctions structurales, mais aussi
d’autres telles que de bonnes propriétés acoustiques, bonne résistance au feu.

o La sensibilité nettement moindre a la fatigue, en comparaison a des matériaux

métalliques.

1.3 Une bréve revue des méthodes de calcul

1.3.1 Meéthodes d’homogénéisation

La détermination des propriétés mécaniques des matériaux renforcés par fibres a partir
des caractéristiques mécaniques de I’échelle microscopique (matrice et fibre) est histori-
quement la premiére voie retenue. La méthode d’homogénéisation consiste a substituer un
milieu fortement hétérogéne par un milieu fictif homogéne, que I’on souhaite "équivalent"
dans une gamme de chargements la plus large possible. Ce milieu homogéne se comporte
alors "en moyenne" comme le milieu hétérogéne a condition de mesurer les propriétés
mécaniques sur une échelle grande devant la taille des hétérogénéités. Plusieurs approches
analytiques basées sur des techniques d’homogénéisation notamment sur le modéle
d’Eshelby, ont été développées dans la littérature (Hashin et Strikmann (1963) [19];
Hill(1965) [31] ; Halpin et Tsai (1969) [20]; Mori-Tanaka (1973) [17]; Hashin (1983) [27];
Torquato (1991) [53]; Tsai (1992) [54]...).

Dans le cas d'un composite périodique, les propriétés effectives du matériau com-
posite peuvent étre déterminées en utilisant la méthode d’homogénéisation périodique.
La base théorique de cette méthode peut étre trouvée dans Bensoussan et al. (1978) [1],
Sanchez-Palencia (1980) [48| et Kalamkarov (1992) [35]. La méthode d’homogénéisation
périodique est mathématiquement rigoureuse. D’autres méthodes d’homogénéisation
basées sur la solution d’Eshelby sont utilisées pour 1’estimation des propriétés des com-
posites a fibres aléatoirement distribuées, les fibres étant, dans ces méthodes, modélisées
par des inclusions ellipsoidales.
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Bornes

En élasticité linéaire, 'application des deux principes du minimum de ’énergie potentielle
et de ’énergie complémentaire permet 1’obtention de bornes des modules d’élasticité. La
mise en ceuvre de ces deux principes variationnels utilisant un champ de déformation
homogéne et un champ de contrainte homogéne conduit par exemple aux bornes dites de
Voigt et de Reuss respectivement ([46]).

Utilisation des méthodes d’homogénéisation numeériques

La méthode des éléments finis constitue I'une des méthodes numériques utilisées pour
I’évaluation du comportement macroscopique des composites a fibres. Les différentes
étapes d’une telle approche sont schématisées sur la figure 1.2 :

» J
]ge\"
RN Y-
Modele - Maillage ~ Solutlon par ~ Mllleu
géométrique £ elements finis effectlf

FIGURE 1.2 — Etapes de modélisation par éléments finis

Le volume élémentaire représentatif (v.e.r) du matériau hétérogéne est tout d’abord
identifié et modélisé a 'aide d’un code de calcul par éléments finis, le choix du v.e.r
devant respecter les positions et les orientations des fibres. La deuxiéme étape du
processus numérique consiste a mailler le v.e.r. Les fibres de renforcement doivent étre
discrétisées en éléments finis tridimensionnels. Les conditions aux limites et le chargement
sont ensuite introduits. Ces conditions sont en général associées a une déformation
macroscopique ou une contrainte macroscopique homogéne (voir chapitre 3 pour plus
d’explications), ou bien en accord avec des conditions de périodicité dans le cas d’un
matériau composite périodique. Par un calcul de moyenne des champs microscopiques,
les tenseurs de déformation et de contrainte macroscopiques sont évalués, ce qui permet
de calculer, pour chaque simulation, une ou plusieurs propriétés élastiques effectives du
volume modélisé.

Kari et al. [44] ont ainsi étudié le module effectif d’'un composite a fibres courtes
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aléatoirement dispersées en utilisant la méthode des éléments finis. Lusti [13] a réalisé
une étude similaire, mais pour des fibres longs en calculant les résultats des éléments finis
pour les fibres alignées, et en moyennant ensuite le tenseur d’élasticité obtenu sur toutes
les orientations possibles.

Récemment, Liu et al (2005) [55] ont développé la méthode des éléments de fron-
tiere accélérée (BEM) pour les matériaux renforcés par des inclusions "rigides". Cette
méthode peut étre appliquée pour les modéles a grande échelle. L’interaction des fibres, le
mécanisme de transfert de chargement et les propriétés effectives du matériau composite
peuvent étre étudiés en utilisant le code BEM en faisant varier différents paramétres tels
que la fraction volumique, le rapport d’aspect des fibres, la distribution et 1’orientation
des fibres.

La mise en ceuvre d'une technique de résolution par élément finis exige de traiter
les inclusions de renforcement tout comme des éléments tridimensionnels, les principales

difficultés dans ce genre d’études tiennent :

¢ a la taille des inclusions vis-a-vis de la taille de v.e.r, nécessitant un maillage localement
trés fin en discrétisant séparément les inclusions et la matrice ;

¢ au nombre important d’inclusions utilisées conduisant a des systémes linéaires a ré-
soudre de taille rédhibitoire ;

o a la modélisation de I'interface matrice/inclusions;

¢ au contraste des propriétés mécaniques des matériaux constituant la matrice et ’inclu-
sion ;

¢ au caractére anélastique du comportement de la matrice et des inclusions qui doit
forcément étre pris en compte pour des calculs réalistes.

1.3.2 Formules simplifiées

L’utilisation des méthodes d’homogénéisation a donné naissance a des formules simpli-
fies, permettant d’identifier les modules du matériau composite a partir de ceux des
différents constituants et de leurs fractions volumiques. Ces expressions qui se présentent
en général comme des moyennes arithmétiques ou géométriques des propriétés de la
matrice et des fibres peuvent étre identifiées a la borne supérieure ou inférieure prédite
par la mise en ceuvre de I'un des deux principes énergétiques décrits en 1.3.1.

Pour les matériaux a fibres unidirectionnels, Halpin et Tsai (|20]) proposent les ex-
pressions suivantes pour le module longitudinal Fj et le coefficient de Poisson v+ en
fonction de la fraction volumique des fibres 7y et des modules d’Young et ccefficients de
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Poisson (Ep,, vy,) de la matrice et (£, vy) de la fibre :

Ep = Emys+ En(1—ny) (1.1)
Vir = Vg + V(1 = 1y) (1.2)

Tandis qu’ils proposent des expressions plus élaborées pour le module transversal Er, le
ceefficient de Poisson vrr et le module de cisaillement Gy, :

1 « M, — M,

Ao Ltsmany o My — M (1.3)
ou M désigne Er, vpp ou Gy, tandis que M, (resp. M) est le module ou le ceefficient
correspondant de la matrice (resp. fibre). {g ., & €t {g, sont des paramétres adimen-
sionnels qui rendent compte de la forme des fibres et de leurs distributions spatiales dont

Iidentification est expérimentale.

1.4 Vers une modélisation multiphasique des matériaux

renforcés par fibres

Le modéle multiphasique a été initialement développé pour le calcul et le dimensionne-
ment des ouvrages en sol renforcé par inclusions. Ce modéle permet de généraliser le point
de vue de ’homogénéisation et ses avantages considérables en termes de gain en temps de
calcul, a la prise en compte de I'interaction entre la matrice et les inclusions ainsi que des
effets de flexion, de cisaillement des renforcements dans le cas des inclusions raides. Le
point de départ de cette modélisation consiste a remplacer le réseau d’inclusions réparties
de facon discréte au sein de la matrice par une distribution continue interagissant avec le

sol.
Le développement de ce modéle s’est effectué en plusieurs étapes successives :

o La thése de Sudret (1999) [50] a fondé les bases théoriques générales de la modélisation
multiphasique. La mise en ceuvre du modéle dans le cadre de la méthode des éléments
finis en élasto-plasticité a été développée, ce qui a permis de déboucher sur un outil de
calcul permettant de résoudre les problémes plans (déformations planes ou conditions
axisymétriques), sous ’hypothése d’adhérence parfaite et dans le cas ou ne sont pris
en compte que les efforts de traction-compression dans les renforcement (inclusions

"souples").

o La thése de Bennis (2002) [2] a permis d’étendre le domaine d’application du modéle
multiphasique a la prise en considération d’une loi d’interaction élasto-plastique entre
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la matrice et les renforts supposés "souples".

o La thése de Hassen (2006) [28] a consisté a étendre le modéle au cas des structures
renforcées par des inclusions "raides" ou "rigides" (des radiers des fondations sur
pieux par exemple), pour lesquelles les composantes de flexion et de cisaillement
jouent un role prépondérant dans le comportement de la structure, et doivent de
ce fait étre pris en compte. L’implémentation numérique du modéle, sous 1’hypo-
theése d’adhérence parfaite, a donné lieu a la mise au point d’'un outil de calcul pour

les problémes plans prenant en compte le comportement élasto-plastique des matériaux.

o Enfin, la thése de Thai Son (2009) [49] dont 'objectif est 'extension du modéle
multiphasique & la prise en compte de l'interaction entre les renforcements et le sol
environnant. On distingue deux types d’interaction : une interaction volumique qui
constitue ’action volumique mutuelle entre la matrice et la phase renforcement et
une interaction surfacique qui régit les mécanisme de transfert de charge a la phase

renforcement.

Le présent travail vise a formuler une modélisation multiphasique adaptée a la description
du comportement macroscopique de matériaux dont la microstructure est formée de
fibres orientées de fagon continue au sein d’une matrice, ainsi que le développement

d’un outil de calcul dédié a la simulation du comportement anélastique de telles structures.
Plus précisément, le présent mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre 2 présente la construction du modéle multiphasique pour la modélisa-
tion des matériaux a fibres par la méthode des puissances virtuelles. Une démarche
analogue & celle présentée par Sudret ([50]) conduit & la définition des efforts intérieurs
par phase ainsi qu’aux variables de déformation associées. Les lois de comportement sont
construites en utilisant le cadre classique de la thermodynamique.

Le chapitre 3 présente des approches d’homogénéisation classiques qui sont par la
suite mises en ceuvres pour identifier le comportement macroscopique des composites a
fibres. La comparaison des différents résultats montre que les modules effectifs estimés
par le schéma dilué et celui de Mori-Tanaka coincident avec ceux obtenus par le modéle
multiphasique dans le cas limite d’une trés faible valeur de la fraction volumique de
renforcement et d’un fort contraste des propriétés mécaniques de la matrice et des fibres.

On introduit au chapitre 4 des lois de comportement anélastiques pour les fibres
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et la matrice. Le cas d'un composite & matrice élasto-plastique renforcée par des
fibres élastiques fragiles, tels que les sols renforcés par des fibres ainsi que le cas d'un
composite & matrice élastique fragile renforcée par des fibres élasto-plastiques (cas du
béton de fibres) sont étudiés. Différentes solutions analytiques sont développées et uti-

lisées au chapitre 5 comme solutions de référence pour la validation des outils numériques.

On s’intéresse au chapitre 5 & la mise en ceuvre numérique du modéle multipha-
sique dans le cadre de la méthode des éléments finis. Un code de calcul a été ainsi
développé et validé, permettant de prendre en compte un comportement élastique fragile
ou élasto-plastique des fibres et de la matrice.

Le dernier chapitre est enfin consacré a l'estimation du critére de résistance des
composites a matrice et fibres ductiles. Les approches statique et cinématique du calcul
a la rupture sont mises en oceuvre pour approcher respectivement par lintérieur et

I’extérieur le critére de résistance macroscopique du composite.
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2.1 Introduction

e chapitre a pour objectif de présenter la construction du modéle multiphasique
destiné & appréhender le comportement des matériaux a fibres dans le cadre d’un
comportement élastique linéaire de tous les constituants. D’une maniére tout a fait
analogue aux travaux de Sudret et de Buhan([18]) et Sudret ([50]), la méthode des
puissances virtuelles a été adoptée pour la construction du modéle. Elle aboutit a la
représentation des efforts intérieurs par phase, ainsi qu’aux équations d’équilibre et

conditions aux limites.

Le comportement élastique est ensuite formulé, aboutissant & une relation linéaire
entre contrainte et déformation macroscopiques. Par ailleurs, I’hypothése d’adhérence
parfaite entre phases a été adoptée aboutissant & de simples relations de localisation des
contraintes et déformations.

La derniére partie de ce chapitre est consacrée a 1’évaluation du comportement
macroscopique et plus précisément les tenseurs des modules élastiques C et de souplesse
S de matériaux constitués d’une matrice et d’une distribution continue de fibres. Deux
configurations ont été étudiées : celle d'une distribution isotrope tridimensionnelle et celle
d’une distribution isotrope plane dont les comportements macroscopiques sont isotrope

et isotrope transverse respectivement.

2.2 Construction du modéle multiphasique de matériau

renforcé par fibres

2.2.1 Meéthode des puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles est un principe fondamental en mécanique, qui
exprime sous forme dualisée 1’équilibre d’un systéme. L’application de ce principe qui
fait appel a I'intuition au niveau de la cinématique du systéme étudié, va nous permettre
de construire le modéle mécanique pour le matériau renforcé par fibres. La méthode
des puissances virtuelles comprend plusieurs étapes successives que l’on va présenter

briévement(voir [46] ).

¢ On procéde tout d’abord a la définition géométrique du systéme mécanique S et de ses
sous-systémes S’.
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o On choisit 1'espace vectoriel U des mouvements virtuels (m.v) notés U. Cet espace
vectoriel que l'on va considérer pour la modélisation mécanique du systéme doit

contenir les mouvements virtuels rigidifiant(m.v.r) le systéme et ses mouvements réels.

o Sur cet espace vectoriel, on postule les expressions des formes linéaires continues de
la puissance virtuelle des efforts intérieurs P’ (;;,)(U) et extérieurs P’ (.. (U), ainsi que
celle des quantités d’accélération A'(U) pour un sous-systéme quelconque S'.

On écrit le principe des puissances virtuelles :

e La puissance virtuelle des efforts intérieurs associée & tout mouvement rigidifiant est
nulle :

~

V8 S, YUmvr, Pum0)=0 (2.1)

e La puissance virtuelle des quantités d’accélération est égale a la puissance virtuelle des

efforts intérieurs et extérieurs pout tout mouvement virtuel :

en réferentiel galiléen R, VU m.v., A(U)= P (int) (U) + P (caty (0) (2.2)
En utilisant les deux énoncés de ce principe on peut exprimer la forme des efforts inté-
rieurs et trouver les équations du mouvement ainsi que les conditions aux limites. On va

maintenant appliquer cette méthode a la modélisation du matériau renforcé par fibres.

2.2.2 Description cinématique du milieu multiphasique

On considére un volume €2 d’'un matériau composite constitué d’'un milieu continu au sein
duquel on vient disposer des fibres de renforcement linéaires orientées de facon continue
dans toutes les directions de I’espace. Chaque direction de renforcement est repérée par
le vecteur unitaire e, et l’abscisse curviligne le long de cette direction est représenté par
s". La description d’un tel milieu composite, a [’échelle microscopique, est donnée sur la
figure 2.1 a.

La modélisation multiphasique d'un tel milieu consiste & homogénéiser séparément
la matrice et les familles de fibres de facon & avoir un milieu multiphasique ot en tout
point géométrique une phase matrice et une infinité continue de phases renforcement sont
en interactions mutuelles. Ces phases renforcement décrivent les familles d’inclusions de
renforcement regroupant chacune I’ensemble des fibres ayant les méme propriétés et la

méme orientation.

L’expression milieu multiphasique correspond au modéle de milieu équivalent de-

vant reproduire le comportement mécanique du matériau réel. Un sous-systéme S’ est
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dit multiphasique s’il est constitué de toutes les particules de toutes les phases contenues
dans un volume ' et un sous-systéme S” est dit monophasique s’il est constitué des
seules particules de la phase j (matrice ou une phase renforcement quelconque).

matrice inclusions

Modéle multiphasique

Echelle microscopique (Echelle macroscopique)

a) b)

FIGURE 2.1 — Description du matériau renforcé auz échelles microscopique et macroscopique

A D’échelle macroscopique, on définit un mouvement virtuel du milieu multiphasique par
la donnée des champs de vitesse relatifs a4 la phase matrice Qm et a I’ensemble des phases
renforcement {QT} (figure 2.1b). Ces champs sont supposés indépendants, continus et
continiiment differentiables sur Q. L’ensemble de ces mouvements virtuels noté U forme

un espace vectoriel U qui contient notamment les mouvements réels du systéme :
A~ ~m AT
U(@) = {T" @0 @)} } (2.3)

2.2.3 Expressions des puissances virtuelles

Le modeéle se construit par la méthode des puissances virtuelles en choisissant les
différentes quantités intervenant dans I'expression du principe des puissances virtuelles.
Ces choix sont guidés par les caractéristiques mécaniques dont on souhaite rendre
compte. Comme on I'a vu dans le chapitre introductif, la distribution des directions des
fibres de renforcement est continue et isotrope dans ’espace. On fait 'hypothése que la
valeur d’une quantité mécanique Q" au point x, relative & toutes les phases renforcement
s’obtient par intégration sur une demi-sphére unité w de son homologue ¢", au méme
point x, correspondant & la phase renforcement :

Q%@=/¢@Mw (2.4)

ou dw désigne l'angle solide élémentaire (figure 2.2) qui entoure la direction de la fibre,
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déterminé par :

as :
dw = = sinf df dy (2.5)
z
N ¢
NdS
0 4,
[y dw \\\\ Qg y
o S
X ~N

FIGURE 2.2 — Angle solide d’une surface infinitésimale

2.2.3.1 Puissance virtuelle des quantités d’accélération

On exprime la puissance virtuelle des quantités d’accélération sur tout sous-systéme par
I’intégrale suivante :

=
G
I
S
—N
e}
3
B
[

"(x) -Qm(£)+/pr(£)f(z) U (z) dw}dQ’ (2.6)

w

ou zj (x) désigne I'accélération de la particule de la phase j au point z

2.2.3.2 Puissance virtuelle des efforts intérieurs

La puissance virtuelle des efforts intérieurs est déterminée par intégration d’une densité vo-
lumique sur tout sous-systéme occupant un volume €2'. Cette quantité contient les termes
associés & chacune des phases et les termes d’interaction entre les phases renforcement

et la phase matrice. On suppose qu’il n’y a pas d’interaction entre les phases renforcement.

¢ Phase matrice : Etant donné que les matériaux considérés présentent une fraction
volumique de renforcement trés faible, on peut considérer que la matrice du matériau

renforcé est un milieu continu de Cauchy et on postule classiquement que la densité de
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puissance virtuelle des efforts intérieurs dépend linéairement du champ de vitesse et de

ses dérivées premiéres en x :

-~m

Pl (0(@) = - (4"(2) - T

(2) + 0"(2) : grad 0" () ) (2.7)

¢ Phase renforcement : Les fibres de renforcement étant linéaires, élancées et de faible
section, les efforts de traction-compression sont prépondérants et on peut négliger les
effets de flexion et de cisaillement.

Les efforts de traction-compression ne travaillant que dans la déformation axiale,
on postule pour la densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs de la phase
renforcement représentant la famille de fibre de direction e,, une forme linéaire du

champ de vitesse et de sa dérivée le long de la direction de renforcement e, :

P O@) = (Ar @ 0@ +a @) d%f)>

= (4@ T+ €90 @) : grad T () (28)

¢ Interaction : Supposant enfin que l'interaction entre chaque phase de renforcement et
la matrice soit ponctuelle, on postule I'expression :

Pltnny (U(@)) = = (l’”(z) U (2) + /w I'(z) U (2) dw) (2.9)

L’expression de la puissance virtuelle des efforts intérieurs d’un sous-systéme S’ dépend
N . . N /5 .
de son caractére mono- ou multiphasique. Pour un sous-systéme S/ qui occupe un volume

géométrique 2, on intégre simplement la densité de puissance virtuelle correspondante :

1 A~

7D(zjme) U) = /Q/ p,(j;nt)(U)dQ' (2.10)

. R ’ . . .
En ce qui concerne un sous-systéme & multiphasique occupant le volume €', la puissance
des efforts intérieurs est obtenue en faisant la somme des contributions de chaque phase
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et les termes d’interaction entre phases :

A~

P (inty(U) = — /, {Am(@ U (z) + a™(z) : grad Um(g)} dsy

_ / {/w (Ar(g) U (2) + (€@d"(z) : grad (7’”@))) dw} I

—/Q/ {lm(z) 'Qm(£)+/wf(£) U () dw}dQ’ (2.11)

2.2.3.3 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

2 . ~ - /5 A
Les efforts extérieurs s’exercant sur un sous-systéme monophasique S’ peuvent étre de

trois types :

¢ Des forces de volume correspondant & des actions a distance exercées par I'extérieur du
systéme multiphasique complet S, caractérisées par une densité volumique p’(z)EF7 (z).

o Des efforts de contact définis sur le pourtour 92 par une densité surfacique T, (z),
, /1 . A . o N
exercés sur S7 par les particules de la méme phase, mais extérieurs au sous-systéme
considéré.

¢ Des efforts d’interaction avec les autres phases définis par une densité volumique I™
(resp. I") dans le cas ou le sous-systéme monophasique constitué de particules la phase
matrice (resp. une phase renforcement).

L’expression de la puissance virtuelle des efforts extérieurs a tout sous-systéme monopha-

. /s L.
sique SV, s’écrit alors :

’

aﬁ@zwﬂmmgﬁ@mwéfM@@@w’

ext

+/ﬂ@@my (2.12)

Pour le cas d’un sous-systéme multiphasique, les efforts d’interaction jouent le role d’efforts
intérieurs, dont I'expression de la puissance virtuelle est donnée par I’équation (2.9). La
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puissance virtuelle des efforts extérieurs a tout sous-systéme multiphasique se réduit donc
a:

P ety (0) = / , {pm(i)Em(z) U™ (2) + / p(2)F(z) - U (z) dw}dQ’

w

AT

+/m/ {I@(z) .Qm(zw/wzg,(@ U (2) dw}dsf (2.13)

2.2.4 Mise en ceuvre du principe des puissances virtuelles

On applique le premier énoncé du principe des puissances virtuelles qui exprime la nullité
de la puissance des efforts intérieurs dans tout mouvement virtuel rigidifiant un systéme
ou sous-systéme quelconque. Pour un mouvement de translation d’un sous-systéme

monophasique S"

U@) = {0 .. (@) =Ty, 0, ..} (2.14)
on obtient compte-tenu de (2.7) et (2.8) :
VO € Q, VU, / A™(z) - UpdSY = / A'(z) - UydY =0 (2.15)
on en déduit :
A™(z) = A'(z) = 0 (2.16)

On s’intéresse maintenant a un mouvement virtuel de rotation, défini par :

U@ = {0, .. 0@) =9y Az 0, .} (2.17)

Dans ce cas grad[? = Qo est un tenseur antisymétrique du second ordre et on obtient

compte-tenu de (2.7) et (2.8) :

vQ' e Q, VQO / a"(z) :QOdQ/ = / (e"®a"(z)) :QOdQ/ =0 (2.18)

/ /
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Il en résulte la symétrie du tenseur g™ (z) ainsi que celle de (¢'®c"(z)), la seconde
condition signifiant que :

T

" =o"(z)e (2.19)

T

On considére finalement pour un sous-systéme multiphasique S’ quelconque un mouve-
ment virtuel de translation : U(z) = {QO, ---Qo}- Il résulte de (2.11) :

v e Q, VU, / {1’"(@ + / f(g)dw} UpdQY =0 (2.20)
d’on I"™(x) + [ I"(x)dw = 0, de sorte que I'on peut réécrire (2.9) sous la forme :
Pt 0@ == [ 1@ (0@ -0 @) do (2.21)

Cette expression fait donc intervenir les vitesses relatives des phases renforcement par
rapport a la phase matrice. L’expression (2.11) devient finalement, :

_ /Q {/wﬂ(z) : @r(@) —Qm(g)) dw} pie% (2.92)

On applique maintenant le second énoncé du principe des puissances virtuelles & des

P ity (U) = — / , {gm(z) cgrad U (z) + /w (gr(z)gr@@r - grad (Af@)) dw}dQ’

mouvements virtuels quelconques. On reporte (2.6), (2.13) et (2.22) dans (2.2) et on

regroupe les termes associés a chaque champ de vitesse virtuelle QJ (x), il vient :

/ / {—gm(i) cgrad U (z) + [pm(g)(ﬁm(z) —™(z)) + /w I"(z) dw} : Qm(@} dQ

+ / { / (o @e@e,) : grad T @) + [ () (' (@) =" (2) - ' (2))] - T (2) dQ’} o

AT

+/€m/ T'ey(z) -Qm(z)d5’+/w{/m T (z)- U @)ds'} dw =0 (2.23)

En appliquant le théoréme de la divergence a la puissance des efforts intérieurs de chaque
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phase, on obtient alors : VS’ C S, vU e U,

/ , {divgm(i) + ™ (z) (E™(z) — 9™ (z)) + / I"(z) dw} 0" (2)deY

w

+ /w {/ [div (0" (2)e,®e,) + p" (z)(F(z) — " (z)) — I'(z)] - U (z

-~m

+ /w { /8 Lo (2) = o (@)(n() .gr)gr]ﬁr(g)ds/} dw =0 (2.24)

Les champs de vitesse de chaque phase constituant un mouvement virtuel U étant
indépendants, on peut donc annuler séparément les termes associés a chaque phase. Pour
chaque phase, on considére tout d’abord des champs de vitesse nuls sur la frontiére 0V,
la nullité en tout point de 'intégrande associé a l'intégrale volumique donne les équations
d’équilibre par phase et la nullité de I'intégrale de surface pour des champs quelconques
conduit aux conditions aux limites qui s’écrivent pour la phase matrice et les phases

renforcement séparément :

dive™(@) + "2E" @)~ ") + [ Mgdo =0 (22)

w

vQ Cc Q,Vz e Y :
div (0" (z) e,®e,) + p"(z)(E"(z) — " (2)) —I"(z) =0  (2.26)

et les conditions aux limites par phase :

T(z) = a™(z) - n(z) (2.27)

To(z) = o"(z)(n(z) - e,)e, (2.28)

Les efforts intérieurs sont décrits par le champ de contraintes ¢ dans la phase matrice,
un champ de contraintes uniaxiales ¢"e,®e, pour chacune des phases de renforcement.

On définit successivement pout tout point z, les quantités suivantes :

pE = p" ™ +/

w

pPrE dw I:Im+/zrdw , plzpmler/prlrdw (2.29)
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et

[[Ne!
Il
IS

m+/ar§,,®§r dw (2.30)

Par sommation des équations (2.25), (2.26), (2.27) et (2.28), on obtient un systéme
d’équations globales :

divE(z) + p(z)(F(z) —v(z)) =0 Vo e
v cq, (2.31)
T(z) =X(z) n(z) Yzed

On reconnait dans (2.31) P’équation d’équilibre et les conditions aux limites obtenues
pour un milieu continu de C'auchy classique. Dans ce contexte, le tenseur X représente
le tenseur des contraintes fotales, tandis que g™ et 0" désignent les contraintes partielles
respectivement dans la matrice et dans chaque phase de renforcement. Les efforts d’inter-
action, qui sont des efforts intérieurs au systéme multiphasique, n’apparaissent pas dans

ces équations.

2.3 Elasticité du milieu multiphasique

2.3.1 Déformations du milieu multiphasique

On introduit un champ de déplacement pour chacune des phases : ™ pour la phase
matrice et £ en ce qui concerne la phase renforcement i. Sous I'hypothése des petites
perturbations (HPP), les variables de déformations sont celles qui apparaissent en
dualité des variables décrivant les efforts intérieurs dans l'expression du travail de
déformation du systeme W ge; (€™, {§"}). En substituant dans I'expression de la puissance

virtuelle des efforts intérieurs (2.22) les déplacements &’(z) aux vitesses virtuelles U,
on obtient au signe prés ’expression du travail de déformation du systéme multiphasique :

+ [ { [rw - dw} asy (2.32)

Wiaer(§" A"} = / {Qm(@ rgrad £ + (/w o (z)e,Re, : gradér) dw}dQ’
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On définit :

e" =

(&dém + fgrad ém) (2.33)

DO | —

o - e)

e = (g®e) grad{’ = ——

(2.34)

et compte tenu de la symétrie de ¢, I'expression du travail de déformation peut s’écrire
sous la forme :

Wiaaer(€",{€'}) =//g’” :gmdQ'Jr/Q/ {/wors”dw}dﬁ'+/ﬂl {Alr-(gr—gm)dw}dg'

(2.35)

ou la dépendance des champs de contrainte et de déformation du vecteur position z a été
omise volontairement pour alléger I’écriture. On constate que les variables de déformation
du modele sont le tenseur des déformations linéarisées £™ pour la phase matrice, la dé-
formation axiale €] pour chaque phase renforcement ¢ et le déplacement relatif (g — &™)

pour l'interaction de chaque phase renforcement ¢ avec la matrice.

2.3.2 Thermodynamique du milieu multiphasique

On se place en régime isotherme et dans le cadre de la thermodynamique des milieux

continus afin d’obtenir le comportement élastique du milieu multiphasique.

Par définition, I’énergie totale W' d’un systéme matériel est la somme de son énergie
cinétique K et de son énergie interne F :

W'=K+E (2.36)

Le premier principe de la thermodynamique est encore appelé loi de conservation de
I’énergie. Il stipule que la variation de I’énergie totale d’un systéme matériel est égale a la
somme de la puissance des efforts extérieurs développés sur le systéme dans son mouve-
ment réel P’ (.4 (U) et de la quantité de chaleur regue par le systéme () par unité de temps :

W'=FE+ K =P 1w +Q (2.37)

ou la notation () désigne la dérivation par rapport au temps.

L’énergie cinétique totale d’un sous-systéme multiphasique {2 s’obtient comme la
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somme des énergies cinétiques de chaque phase :

k- [ proerwrars [{] roworefe e

Q/

et sa dérivée temporelle vaut donc :

K= | p"@U" (@)™ (@) + /

{[rorw ywefe e

qui est égale a la puissance des quantités d’accélération dans le mouvement réel A'(U).

On introduit maintenant la puissance de déformation P4y qui est liée a la puis-

sance des efforts intérieurs dans le mouvement réel par :

P'acr(U) = =P’ (inty (U) (2.40)

En appliquant le principe des puissances virtuelles (2.2) pour un mouvement réel on
obtient, :

P/déf = P/(e:vt) (U) — .AI(U) = 'Pl(ezt) (U) - K (2.41)

et en combinant les équations (2.37) et (2.41), on peut identifier le taux de variation
d’énergie interne du systéme est égale a la somme de la puissance de déformation et le
taux de chaleur recue du systéme :

E= 'P/(em) (U) - K + Q = P/déf —+ Q (2.42)

Le second principe définit une grandeur intensive positive appelée température absolue
et notée T', et postule I'existence d’une fonction thermodynamique extensive S appelée
entropie et telle que 1’on ait toujours I'inégalité :

S > (2.43)

N[O

[’égalité n’est obtenue que dans le cas particulier des transformations réversibles. On
introduit les densités volumiques totales d’énergie interne e, d’entropie s, obtenues par
sommation de leur valeur sur chaque phase, la fonction d’état appelé 1’énergie libre est
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définie par :

U=e—Ts (2.44)

On en déduit le taux de variation d’énergie interne pour un sous-systéme multiphasique
occupant un volume €)' :

E = //(\if +T$)dQ = / WdQ) + TS (2.45)
Compte tenu de I’équation (2.42) on obtient :
Placy — / WdQY =TS - Q (2.46)
En appliquant 'inégalité (2.43), il vient :
Placs — /, TdQY >0 (2.47)

Cette expression avec les deux principes de la thermodynamique forment I’'inégalité de
Clausius — Duhem et traduisent la non-négativité de la dissipation intrinséque. Compte
tenu de 'hypothése des petites perturbations, on en déduit la puissance de déformation
pour le milieu multiphasique en substituant les vitesses aux déplacements dans (2.35),
soit :

P’déf:/lgm :gmdQ’+/ﬂl{/warérdw}dQ’+/Q/{/wf-(g—gm)dw}dQ’ (2.48)

2.3.3 Comportement élastique

En supposant que la densité d’énergie libre est argumentée par les seules variables de
déformations (g™,€") et qu'elle se décompose additivement sur les différentes phases du
systéme, il vient :

U™ e & —&") =yv™m(E™) + / Y (e") dw + / PIr(E = €M) dw (2.49)

Compte tenu de (2.48), 'inégalité (2.47) s’écrit sous la forme :

v(g’”,ér,g —ém), (gm — gz—::) PE™ +/w (crr — a;ﬁ:) <€ dw

+/w (I—%_I;m)) € =) dw >0 (2.50)
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Le comportement élastique du milieu multiphasique se traduit par la réversibilité de
ses évolutions, c’est a dire la nullité du taux de dissipation intrinséque volumique.
On considére successivement des évolutions pour lesquelles les "taux de déformation"
. . T »m .

(€™, e",§ — &) sont tous nuls sauf un. On obtient :

m_ O™
2" = oo (2.51)
s
o= (2.52)
81/JI’T
= 2.53
) (2.53)

Dans le cadre de 1'élasticité linéaire, on adopte une expression quadratique pour chaque
densité d’énergie libre :

YNE = g T, W) = o (), (€€ = (€€ C (€ )

(2.54)
o C™ désigne le tenseur des modules élastiques de la phase matrice, o” est la raideur
scalaire pour chaque phase renforcement et gl " le tenseur d’interaction. On en déduit
les lois de comportement de chaque phase et de I'interaction qui s’écrivent, en supposant
que I’état initial est naturel :

¢ phase matrice :
mT=C":. " (2.55)

IS]
lew

o phase renforcement représentant la famille de fibres de direction e, :
o' =a"e" (2.56)
o interaction matrice/renforcement, :
r=clro(¢—¢m (2.57)
On trouve que le comportement élastique linéaire du milieu multiphasique est compléte-

ment déterminé par la donnée des comportements élastiques des phases le constituant et

de leur interaction.
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2.3.4 Comportement élastique linéaire sous I’hypothése

d’adhérence parfaite

L’hypothése d’adhérence parfaite entre phases se traduit par 1’égalité des champs de
déplacements de toutes les phases matrice et renforcement, soit :

Ve € Q,Vi, §"(z)=¢(z)=¢(2) (2.58)

On introduit maintenant le tenseur de déformation macroscopique défini par :

grad &) (2.59)

Compte tenu de I’hypothése d’adhérence parfaite (2.58), on identifie les variables de
déformation associées a chaque phase :

¢ phase matrice :
e"=€ (2.60)

¢ phase renforcement représentant la famille de fibre de direction e, :

ro__ a(§ ) Qr) _ .
C T oy € : (e,®g,) (2.61)

Les équations (2.55) et (2.56) exprimant la loi de comportement pour chaque phase se
réécrivent compte tenu de (2.60) et (2.61) par :

(2.62)

IS
I

[Im

o' = a"e" = (a"¢e®e,): € (2.63)

En reportant ces relations dans (2.30), il apparait ainsi que la contrainte macroscopique

2 est reliée a la déformation macroscopique par une relation linéaire :
x=C:¢ (2.64)

ol le tenseur des modules élastiques du milieu multiphasique C se décompose additive-
ment en la contribution de la phase matrice et celle de chaque phase de renforcement :

C=C"+ / a’e, e, ®e, e, dw (2.65)
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Relations de localisation

En supposant que I'état de contraintes macroscopiques X soit connu, on peut calculer
directement les contraintes partielles par application d’opérateurs de localisations :

IS
I

mo= L": Y (2.66)

o = Lr:g (2.67)

Pour déterminer ces opérateurs, on introduit le tenseur des souplesses vérifiant :

e=S:X2, s=(©)" (2.68)

A partir de (2.62), (2.63) et (2.68), on arrive aux expressions suivantes des tenseurs de
localisation des contraintes :

Mo Cmi(S:Y) = L"=C":S (2.69)

IS
I

o' = (a"e®e,): (S:Y) = L = (a"e,®e,):S (2.70)

En ce qui concerne les déformations, les relations de localisation sont exprimées par (2.60)
et (2.61).

Densité énergie libre

Du point de vue énergétique, 'hypothése d’adhérence parfaite implique la nullité des
déplacements relatifs entre les phases, I'expression de la densité d’énergie libre devient :

1 1
U= 52’” :C™ g™+ / 50/’(6”)2 dw (2.71)

Compte-tenu de (2.60), (2.61), (2.65) et (2.68), elle s’exprime en fonction du tenseur des
modules élastiques ou du tenseur de souplesse du milieu multiphasique par :

€:C:¢ (2.72)

qui est la forme classique de la densité d’énergie libre d’un milieu continu élastique.
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2.3.5 Lien avec I’échelle microscopique. Détermination des carac-
téristiques mécaniques élastiques des différentes phases

Afin d’identifier les caractéristiques élastiques des phases renforcement et faire le lien
entre la contrainte partielle o” et la contrainte microscopique dans la fibre o7, on calcule
la résultante dR des efforts extérieurs appliqués par une phase renforcement r sur une
facette dS de normale n (figure 2.3) :

FIGURE 2.3 — Facette dS de normale n

dR = (0"dw e, ®e,)ndS (2.73)

La phase renforcement r étant représentative des fibres dont 1'orientation e, se trouve
dans I’angle solide élémentaire dw, la section élémentaire cumulée des fibres d’orientation

e,, traversant la facette dS est alors donnée par :
dS? =n"dwdS (2.74)

ol n"dw désigne la fraction volumique des fibres dont I'orientation se trouve dans ’angle
solide élémentaire dw.

La projection ng de dS’/ sur le plan perpendiculaire & la direction e, est donnée
par :

dS! = dS¥(n.e,) = n"dwdS(n.e,) (2.75)

A T’échelle microscopique, la résultante dR correspond a la somme des efforts élémentaires
exercés sur la surface élémentaire dS par les fibres d’orientation e, se trouvant dans ’angle
solide dw et représentées par la phase renforcement r, soit :

dR = (0’¢,)dS] = o/n"dw dS(e,®e,) n (2.76)
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ot o/ désigne la contrainte axiale dans la fibre de renforcement.

La comparaison des deux expressions (2.73) et (2.76) permet alors d’identifier la
relation entre la contrainte macroscopique partielle o” et la contrainte microscopique of

faisant intervenir la fraction volumique n" :
o' =aly" (2.77)

Dans le cadre d’un comportement élastique linéaire des fibres, la contrainte uniaxiale of
peut étre reliée a la déformation axiale €/ de la fibre par :

of = Bl&! (2.78)

ot EY est le module d’ Young du matériau constitutif de la fibre.

La déformation axiale de la fibre orientée selon la direction e, est donnée par :

ef =¢" = g (e,®e,) (2.79)
soit, en combinant (2.77), (2.78) et (2.79) :
0" =n"Ele" =n"El(e,®e,) : £ (2.80)

On retrouve alors la loi de comportement élastique de la phase renforcement r (2.63) ou
la raideur o” est identifiée a :

o =BT (2.81)

Dans le cas d’une distribution continue et isotrope des fibres, la fraction volumique totale
de renforcement f” est donnée par :

fr= / n'dw = 27" (n" = c') (2.82)

Il est aussi intéressant de considérer le cas d’'une distribution plane et continue des
fibres (figure 2.4). Cette situation peut étre rencontrée par exemple, pour les plaques
composites dont les renforts se trouvent dans le méme plan que la plaque.

En repérant chaque point matériel du matériau renforcé par ses coordonnées polaires
(r,0). Les résultats établis précédemment dans le cas d’une distribution tridimensionnelle
restent valables mais il convient de remplacer le terme d’angle solide dw par le terme
d’angle df. Dans ce cas, la fraction volumique totale f” des fibres de renforcement est

liée & n" par la relation suivante :

/= / n'df = 7" (n" = ') (2.83)
0
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y
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// l

FIGURE 2.4 — Distribution continue de fibres dans le plan (Oxy)

2.4 Evaluation du comportement global du matériau

renforcé par fibres

2.4.1 Cas d’une distribution tridimensionnelle de fibres

Le tenseur des modules élastiques global du milieu multiphasique (2.65) s’exprime par :
C=Cc"+C (2.84)

ou C" désigne la contribution des phases renforcement au tenseur d’élasticité :
2 w/2
Cr = /ofgr®gr®§r®gr dw = o/"/ / e,®e,Qe, e, sin 0df dp (2.85)
w =0 J6=0

Dans le cas d’'un comportement élastique linéaire isotrope de la phase matrice, C™ est
entiérement défini par la donnée des deux ccefficients de Lamé \™ et ™ :

C™ = A"[®] + 21" (2.86)

ou [ et I désignent les tenseurs unitaires d’ordre 2 et 4 respectivement.

Afin de préciser le comportement global, on adopte la notation matricielle de Voigt
qui exploite les symétries, pour réduire le nombre des composantes considérées. On
transforme les tenseurs des contraintes et des déformations en vecteurs colonnes :

; — {2} = t{zaxmEyy72zzaz:zy72yz721z} (287)

€ {€} = € €y €22,2 €4y, 2 €42, 2 €42} (2.88)
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Dans cette représentation, le tenseur élastique du quatriéme ordre C est représenté par
une matrice [C] symétrique 6 x 6. La relation linéaire (2.64) s’exprime dans le cadre de
notation de Voigt par :

L=C:e«— {2} =[C]-{¢} (2.89)

En tenant en compte de (2.85) et (2.86), on obtient la matrice d’élasticité macroscopique
déduite de 'expression tensorielle (2.84) du milieu multiphasique C, qui s’écrit sous la

forme :
[ A4 20 ¢4 ¢4 0 0 0 ]
¢4 A 209 ¢4 0 0 0
P P AL2u 0 0 0
[C]= (2.90)
0 0 0 ue? 0 0
0 0 0 0 w? 0
0 0 0 0 0 p

Cette matrice peut s’identifier a celle traduisant un comportement élastique isotrope

d’un matériau de ceefficients de Lamé :

2
A=\ + %o/ et u=p"+—a" (2.91)

Le module d’ Young et le ceefficient de Poisson du matériau équivalent peuvent étre alors
calculés :
Eea — P3N 4 2p%9) A%

TV —
)\equeq e Veq 2()\6(] + MGQ)

(2.92)

On introduit le module d’ Young E™ et le coefficient de Poisson v, de la phase matrice :

mo _ ImbT L (2.93)
T Ot —2um) " T 2 ) ‘
et le parameétre £ défini par :
E" =2ra" = fTE’ (2.94)

En combinant ces 4 derniéres relations, on aboutit au module d’Young et au ccefficient

de Poisson du matériau équivalent :
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13E™(3—4 2 2E"(1 — — 22
Eeq — Em + g 3 (3 ng+ 8Vm) + ( Vm Vm) (295)
155 +4(1 — v, — 22
A= vy~ 22)
1 — 5vp, + 202 + 83
Veg = Vm+ —fm Ym 1 2V 1 OV (2.96)
15@ +4(1 — vy — 202)

2.4.2 Cas d’une distribution bidimensionnelle de fibres

Dans le cas d’une distribution continue dans le plan, la contribution des phases renforce-

ment au comportement macroscopique du matériau s’écrit :

@":/ argr@)gr@gr@grd@:ar/ e,®e, e, e, df (2.97)
0 0

d’out Pexpression suivante du tenseur d’élasticité du milieu multiphasique, exprimé sous

forme matricielle :

B T 1 A 0 0 0 ]
AT+ Za” AT 2u™ + %’Tof AT 0 O 0
A ™ X420 0 0
[C]= (2.98)
0 0 0 T 0
0 0 0 0 um 0
0 0 0 0 0 wp"+Za’

Pour caractériser l'orthotropie du milieu multiphasique, il est commode de calculer le
tenseur des complaisances élastiques :

& HEE HEE 0 0 0]
& HE 0 0 0
—vrr v 1

goc-| oo (2.90)
0O 0 0 = 0 0
0O 0 0 0 5= 0
_00000%_

Il apparait ainsi que le comportement de ce milieu multiphasique est isotrope transverse
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autour de l'axe e,. On identifie les cinq ceefficients caractérisant ce comportement qui
dépendent des paramétres K™ v,,, E" :

-les modules d’ Young longitudinal et transversal :

2 Em 2
B, = E"+—m Ym (2.100)
2§+ET(1—1/7”—21/7ZH)
Em(3—2 2) 4 B (1 — 12
B = gy 208 Eﬁ+3”m)+ (L= vn) (2.101)
8@ + 3Er(1 — l/?n)

-le module de cisaillement longitudinal /transversal qui est celui de la phase matrice seule :

m Em

-les ceefficients de Poisson

8E™v,, + ET(1 — 12)
_ m 2.103
T SE™ 1 357 (1— 12) (2.103)

2E™y,
= ul 2.104
2E™m 4+ E7(1 — vy, — 202) ( )

vrr

2.5 Conclusions

Partant d’une description géométrique et cinématique, qui consiste & remplacer un milieu
renforcé avec des fibres par la superposition d’une matrice et d’une infinité de phases
renforcement animés de cinématiques différentes, une extension du modeéle multiphasique
permettant de prendre en compte une telle morphologie a été développée par la méthode
des puissances virtuelles, aboutissant & une description macroscopique des contraintes
et déformations pour de tels matériaux composites. Ceci a été complété par une loi
de comportement élastique macroscopique qui découle du comportement élastique des
différents constituants. Les relations de localisation permettant d’accéder aux contraintes
et déformations partielles, ¢’est-a-dire par phase, a partir de la donnée de la contrainte ou
de la déformation totale, ont été établies sous I'hypothése de 1'adhérence parfaite entre
les différentes phases.

Cette approche a été par la suite mise en ceuvre pour estimer le comportement
macroscopique de matériaux a fibres equi-orientées, dans le plan ou dans l’espace,
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permettant d’évaluer le tenseur d’élasticité macroscopique et de I'exprimer en fonction
des modules apparents ou modules de l’ingénieur.
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3.1 Introduction

hapitre est consacré a la présentation des schémas d’estimations et a leur mise en
ceuvre pour l’évaluation du comportement macroscopique de matériaux renforcés

par fibres, dans le cadre d’'un comportement élastique linéaire des constituants.

Les notions de séparation d’échelles, régles de moyenne et les conditions aux li-
mites homogénes sont rappelées a la section 3.2. Cette section se termine par une
premiére estimation des propriétés élastiques d’un composite, basée sur la mise en
ceuvre des principes du minimum des énergies potentielle et complémentaire, permettant

d’accéder aux bornes de Voigt et Reuss.

Le probléme de l'inclusion d’Eshelby est ensuite rappelé, les schémas d’estimations
dilué et de Mori-Tanaka sont présentés puis mis en ceuvre pour estimer le comportement

effectif des composites a fibres.

Ce chapitre se termine par la comparaison entre les estimations du modéle multi-
phasique données au chapitre précédent et celles des schémas dilué et de Mori-Tanaka.

3.2 Notations de base

Cette section propose une bréve introduction des concepts et des notations de base de
’homogénéisation des milieux aléatoires ([4]). On considére une structure constituée d’un
matériau hétérogéne & microstructure aléatoire. A I'échelle macroscopique, elle peut étre
caractérisée par une longueur L qui est la taille de la structure. A I’échelle microscopique
le matériau constitutif est caractérisé par la taille des hétérogénéités d (figure 3.1).

structure milieu homogene équivalent microstructure

homogénéisation

L < «

FIGURE 3.1 — Description multi-échelles

On défini le v.e.r dont la taille v doit satisfaire a la double condition, dite de séparation
d’échelles : d < v < L. 1l s’agit d'une double condition nécessaire pour que la notion
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de v.e.r soit valide [4]. La premiére condition v < L permet de considérer la structure
comme un milieu continu tandis que la deuxiéme condition d < v permet de caractériser

le comportement du v.e.r par une loi homogéne.

3.2.1 Moyenne d’un champ

La moyenne du champ ¢(z) sur le domaine géométrique 2 (v.e.r) est définie par :
1
(q) = o0l q(z) df2 (3.1)
€2 Jo

3.2.2 Conditions aux limites homogénes

Afin d’établir le lien entre les deux comportements microscopique et macroscopique, on
considére la problématique de la définition du chargement macroscopique appliqué au
v.e.r. Le premier probléme consiste & imposer sur le bord 92 du v.e.r une condition
dite "homogéne en contrainte" (figure 3.2a) : la force surfacique imposée au point
x sur le bord 9 est définie par T(z) = X.n(z), o n(z) est le vecteur normal au
point considéré. ¥ s’interpréte comme la contrainte macroscopique. On désigne alors
par ¢ un champ de contrainte statiquement admissible avec X. Par définition, il est
assujetti aux conditions limites ci-dessus et vérifie la condition d’équilibre divg = 0.
On peut montrer que la contrainte macroscopique ¥ imposée est égale a la moyenne du
champ des contraintes dans le domaine : ¥ = (g ) (voir la démonstration dans I'annexe B).

[’alternative consiste a se donner une condition aux limites de type homogéne en
déformation (figure 3.2b) : {(2) = €.z, ou € s’interpréte comme la déformation ma-
croscopique et {(x) désigne le déplacement local au point z. On note g(z) = V¢(z)
un champ de déformation cinématiquement admissible avec € sur le bord c’est-a-dire
vérifiant la relation de moyenne : € = (g(x) ). B

I=2n

) = i) E-€.x

N

a) Condition homogene en contrainte b) Condition homogéne en déformation

FIGURE 3.2 — Conditions aux limites homogénes
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3.2.3 Lemme de Hill

Les conditions aux limites homogénes (en contrainte ou déformation) permettent d’établir
le lemme de Hill ([32], [38]). Ce dernier se présente sous la forme d’une régle de cohérence
"énergétique" (annexe B), concernant la quantité "travail de déformation" :

(¢hg)=(g):(g) (3:2)

IS
1o

o ¢* est un champ de contrainte statiquement admissible, c’est-a-dire satisfaisant
Iéquation d’équilibre dive™ = 0 et g' est un champ des déformations microscopiques
cinématiquement admaissible, qui satisfait la condition de compatibilité géométrique.
L’énoncé (3.2) est valable si 'un ou autre des champs ¢* ou ¢ vérifie une condition aux

limites de type uniforme.

Dans le cas d'une contrainte homogéne imposée sur le bord du wv.e.r, ce lemme
permet de démontrer que la déformation macroscopique est égale a la moyenne du
champ des déformations microscopiques € = (g). De méme, pour le cas de déformation
homogéne imposée aux limites, la contrainte macroscopique doit étre définie comme la

moyenne du champ des contraintes microscopiques ¥ = ().

Afin de déterminer la rigidité effective d’un milieu, on impose sur un wv.e.r soit
une contrainte macroscopique X et on calcule la déformation macroscopique en prenant la
moyenne du champ des déformations microscopiques dans le v.e.r, soit une déformation
macroscopique € et on calcule la contrainte macroscopique en prenant la moyenne du
champ des contraintes microscopiques dans le wv.e.7. Notons C"™ le tenseur de rigidité
effective du matériau étudié, on écrit la loi de comportement effectif sous la forme
suivante :

r=C'": g (3.3)

3.2.4 Localisation

Dans le contexte de 1’¢lasticité linéaire, le champ des contraintes microscopiques dépend li-
néairement de la valeur du tenseur de contrainte macroscopique. Cette linéarité s’exprime,

en tout point x du v.e.r la relation suivante :
a(z) =B(z): X (3.4)

ou B(z) est un tenseur du quatriéme ordre, appelé tenseur de localisation ou de concen-
tration dont la moyenne sur le v.e.r est égale au tenseur unité d’ordre quatre I.
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Notant S(z) le tenseur de souplesse au point z, la loi de comportement microsco-
pique s’exprime par :

e(z) = S(z) : g(z) (3.5)
soit en tenant compte de (3.4) :

(3.6)

La déformation macroscopique est alors reliée a la contrainte macroscopique par la

relation linéaire suivante :

€={(glx))=(S(z):B(z): Z) =S"":Z (3.7)

ot S"™ désigne le tenseur de souplesse effectif donné par :

shem = (S(z) : B(z)) (3.8)

~—

De la méme fagon, on introduit le tenseur de localisation en déformation A(z) qui relie la
déformation macroscopique et le champ des déformations microscopiques correspondant :

e(z) =Az): € (3.9)

dont la moyenne est aussi égale 4 I. La loi de comportement microscopique (3.5) peut

aussi étre exprimée par la relation suivante :

o(z) =C(z) : g(2) (3.10)

faisant intervenir le tenseur des modules d’élasticité C.

En remplagant la déformation microscopique g(x) par son expression en fonction
de € (3.9) dans (3.10), on obtient :

a(z) =C(z): Alz) : € (3.11)

r=C"":¢ (3.12)

ott C"™ désigne le tenseur de rigidité effectif donné par :

Chm™ = (C(z) : Az)) (3.13)
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Sous réserve de la condition de séparation d’échelles, le théoréme de Hill-Mandel ([30],
[37]) montre que le tenseur de souplesse effective obtenu dans le cadre de conditions aux
limites homogénes en contrainte est égal a 'inverse du tenseur de rigidité effective obtenu

dans le cadre de conditions aux limites homogeénes en déformation, au troisiéme ordre prés

en (d/v) : 3
Chom . shom =1+ 0 (é) (3.14)

v

3.2.5 Approximations de Voigt et Reuss

Dans le cadre de conditions aux limites homogénes, pour une contrainte macroscopique
imposée, les principes de minima de 1’énergie potentielle et de I’énergie complémentaire
fournissent des bornes supérieure et inférieure au sens de I’énergie potentielle [10] :

25 : (e(€)) — () C:g(€)) < Z:SPm:E <

oo
o
IS

":S:g") (3.15)

ou X est la contrainte macroscopique imposée. Les inégalités ci-dessus ont lieu pour
tout champ ¢* statiquement admissible avec X et pour tout champ de déplacement §,
cinématiquement admissible.

Pour une déformation macroscopique imposée € dans le cadre de conditions aux
limites homogénes, les principes de minima de I’énergie potentielle et de 1’énergie
complémentaire fournissent de méme des bornes supérieure et inférieure au sens de de

I’énergie complémentaire :

2;:(*)—(*:8: ) < :(Cham:g§<(§):(f: (él)) (3.16)

IS
IS
IS
[Im
I
I

Les inégalités ci-dessus ont lieu pour tous les champs & cinématiquement admissibles avec
€ et pour tous les champs ¢* satisfaisant la condition d’équilibre. L’application directe de
@.15) ou de (3.16) combinée avec un choix de champ g* et £(§) donne les bornes de Voigt
et de Reuss de la rigidité effective des milieux hétérogenes.

3.3 Probléme de l’'inclusion d’Eshelby

D’une facon générale, le probléme de I'inhomogénéité d’Eshelby étudie une inclusion el-
lipsoidale I, élastique linéaire homogéne (raideur C!), plongée dans un milieu solide éga-
lement élastique linéaire homogeéne (raideur C™), supposé infini (figure 3.3).

On se donne asymptotiquement des conditions aux limites homogénes en déformation
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FIGURE 3.3 — Probléeme de linclusion d’Eshelby

(&(z) — €.x pour |z| — oo). Eshelby ([11],[12]) a montré que la déformation g’ dans
I’inclusion est alors homogéne. Elle dépend évidemment linéairement de la déformation
imposée a l'infini :

gf=A"e=(1+P:(C'-C™")': € (3.17)
ot P = S¥ : S™ désigne le tenseur de Hill et S¥ est le tenseur d’Eshelby (annexe C)

qui dépend du rapport d’aspect 7 de I'inclusion (figure 3.3) et de la rigidité du milieu
environnant(voir [33], [41], [42]).

3.3.1 Schéma dilué

On considére un matériau constitué d’inhomogénéités élastiques linéaires homogénes, de
fraction volumique f, occupant des domaines de méme forme et de méme orientation
(phase r, caractérisée par C"), immergées dans une matrice élastique linéaire homogéne
(phase m, caractérisée par C™). En supposant que la concentration en inclusions de maté-
riau est suffisamment faible afin de négliger les interactions entre les inclusions, on admet
que chaque inclusion est plongée dans un milieu infini indépendamment des autres sou-
mise a l'infini & une déformation macroscopique homogéne €. Par conséquent, a partir de
(3.17), le tenseur de localisation dans la phase r s’écrit :

A"=[+P:(C"—C™)]! (3.18)

Ensuite, a partir de (3.13) et de la relation (A ) = I, on obtient la rigidité équivalente du
matériau homogénéisé :
C" = C"+ f(C"—C™):[I+P:(C"—C™)]!
= C"+ f[P+(C"—C™)~ ! (3.19)

On étend ce résultat au cas d’un milieu hétérogéne ayant N phases ou toutes les inclusions
de chaque phase sont de méme forme et de méme orientation et en notant f; (i = 1,..N)
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la fraction volumique de la phase 7, le tenseur élastique macroscopique est estimée par

(134]) -

N
C? = C"+ Y [(C-C™):[I4+P (T - C™)T
i=1

= C"+ > [P+ (C'—C™) ' =C"+(T) (3.20)
(T) = XT: fiT avec T' = [P'+ (C'—C™) ]! (3.21)

Le terme T* représente la contribution de la phase i au comportement global du matériau
composite.

3.3.2 Schéma de Mori-Tanaka

Ce schéma vise a améliorer I'estimation diluée en tenant compte l'interaction entre les
inclusions. Cette estimation est basée sur la solution du probléme d’Eshelby, dans lequel
la condition de déplacement a l'infini ({(z) — €.z pour |z| — o0) est remplacée par
une condition du méme type mais faisant intervenir une déformation auxiliaire € qui
s'interpréte comme la déformation moyenne dans la matrice : {(2) — €*.z pour |_£\ —
oo. La relation entre la déformation moyenne €* et la déformation rnac_roscopique € est
obtenue en exploitant la régle de moyenne sur les déformations locales : (¢) =€ Pour
un matériau composite a deux phases, on obtient ([3]; [51]) : B

€ =[1-NHI+fI+P:(C-CY] e (3.22)
On en déduit P'estimation de Mori-Tanaka du tenseur élastique macroscopique ([34]) :
CMT =C™ + f[(1 - f)P+ (C" —C™)~ 1! (3.23)

Dans le cas d'un milieu hétérogéne ayant N phases ou toutes les inclusions de chaque
phase sont de méme forme, le tenseur élastique macroscopique est estimé par :

CMT =C™ 4+ [(1 - Z T 4 (C—C™) Y (3.24)

ou (T) est donné par (3.21).
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3.4 Application aux matériaux a fibres et comparaison

avec les résultats du modéle multiphasique

3.4.1 Cas d’un renforcement unidirectionnel

Afin de comparer les estimations du comportement macroscopique obtenues par la mise
en ceuvre du modéle multiphasique et des schémas d’estimation, on considére dans un
premier temps le cas d’un composite unidirectionnel, c¢’est-a-dire constitué d’une matrice
renforcée par une seule famille de fibres paralléles orientées suivant e,. On supposera que la
fraction volumique totale de renforcement f” est trés faible tandis que les caractéristiques
mécaniques du matériau de renforcement sont trés grandes devant celles de la matrice
(Ef > E™).

Modéle multiphasique

La modélisation multiphasique d’un tel milieu, conduit, avec I'hypothése de 1"adhérence
parfaite entre phases, au tenseur d’élasticité macroscopique ([6]; [26]; [27]) :

Ch™ =C™ + E'e,®e,Qe, e, (3.25)

qui caractérise le comportement d’un matériau isotrope transverse autour de la direction
de renforcement e, . Il peut étre caractérisé par les modules et ccefficients longitudinaux

et transversaux :

- Modules d’ Young longitudinal et transversal :

E™+ E"
E,=E"+E |, Er = i (3.26)

E
1+ Em(l—yfn)

- Coefficients de Poisson longitudinal et transversal :

E"+ (14 vy,)E"
Um
Em+ (1 —12)E"

(3.27)

v, =Vn , V7 =

Estimation diluée - Estimation de Mori-Tanaka

En supposant que la forme des fibres soit ellipsoidale avec un rapport d’aspect 7 trés
grand, on estime le tenseur élastique macroscopique du schéma dilué et du schéma de
Mori-Tanaka en effectuant le passage a la limite :

fr—0, ffEf=E", 71— (3.28)
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D’une facon pratique, le calcul de I'estimation diluée et celle de Mori-Tanaka se fait en
remplagant £/ par E"/f" dans (3.20) et (3.24), puis en développant les résultats en série
a l'ordre 1 autour de f” = 0. Dans ces conditions le schéma dilué et celui de Mori-Tanaka
donnent les mémes résultats, on utilise I’exposant * afin de représenter le module élastique
équivalent (tableau 3.1).

Module Développement limité
(21/,2n741/m1/f7um+21/2)Em
E; E™+ E + /"
* E™+E" c1ofr
Er 1+25(1-v2,) + czf
vy U + 2(V2, — U — Uy +vg) f7
« E™+(14v,)E"
Vr VmEmr—2)Br T ol
* E™ 2wz, —1) fr
LT 2(14vm) | E™(4vm—3)

TABLEAU 3.1 — Schéma dilué et schéma de Mori-Tanaka - Modules élastiques a l'ordre 1 en f"

Les ccefficients ¢y, ¢o, c3, ¢4 sont données par :
¢ = (E™)® (8u v+ 208 — 61207 — 1602 v — 202, 4+ 120505 + 51 — 5)
+E"(E™)? (16vhvy + 8vp, — 1203 vy — 1002, + 202, — 16120 + 120,05 + 100, — 10)

+(E")2E™ (8v5, — 2u} — 13v3, + Tv2, — buy, + 5)
co = {E™(4V2 4+ vm —3) — ET(4vk +v3, — T2 — v + 3)H{E™ + E"(1 —12)}
cs = (E™)? (8, + 2u3, — 6va,vF — 160205 — 6U7, + 120505 + Sy, — 1)
+ETE™ (16vh vy + 1208 — 1203 vy — 1003, — 1602, v; — 1002 + 120,07 + 100, — 2)

+(E")? (8v2, — 24, — 1302, — 12, + by, — 1)

o ={E™+ E"(1—12)(4v,, — 3)
(3.29)

En confrontant les valeurs du tableau (tableau 3.1) & celles obtenues a la section précé-
dente, il apparait que les modules élastiques du milieu biphasique adhérent sont exacte-
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ment les termes d’ordre 0 du développement limité des formules des schémas dilué et de
Mori-Tanaka.

3.4.2 Cas d’une distribution continue de fibres dans un plan Ozy

On considére le cas d’'une distribution plane et continue des fibres, cette situation peut
étre rencontrée pour les plaques composites dont les renforts se trouvent dans le méme

plan que la plaque (voir section 2.4).

Modéle multiphasique

On rappelle que la matrice d’élasticité [C] du milieu multiphasique formée dans ce cas par

((2.98)) :

[ A2 3 A" A™ 0 0 0
A4 Ea” AT 2043 o AT 0 0 0
A A Am2um™ 0 0 0
[C] = . . . o . (3.30)
0 0 0 0 pm 0
I 0 0 0 0 0 wpm+Za”

Estimation diluée - Estimation de Mori-Tanaka

Pour déterminer I’estimation du tenseur élastique macroscopique par la mise en ceuvre des
schémas dilué (3.20) et de Mori-Tanaka (3.24), il apparait plus naturel d’utiliser, compte
tenu de la distribution des fibres, les coordonnées polaires pour le repérage dans le plan
Ozy. Chaque point matériel du matériau renforcé étant repéré par ses coordonnées polaires
(r,8) figure 3.4.

FIGURE 3.4 — Coordonnées polaires
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Le terme (T ) dans la formule (3.21) s’écrit sous la forme d’une intégrale sur le demi-cercle

unité :

L

<T>=Zszi=£/OWT(9)d9

(3.31)

Les calculs sont effectués avec le logiciel de calcul formel Maple, ils permettent de trouver

la méme matrice de rigidité macroscopique dont ’expression est donnée par :

[ NP2 3 dy AR dy A"dg
AT ZA"+dy A2 3Rt dy N
A™ 4 dy A™ 4 dy A 24 1 dy
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Pty

ol les ceefficients dy, ds, ds, d4, ds, dg sont déterminés par :

dy

dy

™ (A5

(181 +6A™ ) ™ 2+ [12( ™) > +28X™ ™+ 8(N™) v+ (TA™ +- 18 ) pu™

0

0

0

Pt ds

0

4(A™+-3pm)

(62420 ™2 4 [36 (1) +-36A™ i+ 8( ™)y — (3A™+10p™) ™

4(Am+-3pm)

(A™420™) (6™ vt ™+ AN 20 1)
2(Am4-3pm)

fT

(Am20m) (A5
A3 ™

fT

A3 /

pm (6™ 20 2 — (AN 12 ™)y LA™ 5™

4(Am43pum)

fT

0
0
0
0
0
Mm+%ar+d6 ]
(3.32)
fr
fr
(3.33)
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3.4.3 Cas d’une distribution tridimensionnelle de fibres

Dans ce cas, le matériau composite considéré est constituée d’'une matrice et d’une distri-

bution de fibres de renforcement orientées dans toutes les directions de I’espace (voir la
section 2.4).

Modéle multiphasique

En ce qui concerne I’estimation multiphasique du comportement macroscopique, la ma-
trice de raideur est donnée par (2.90) dont on rappelle I’expression :

[ A1420%1 A A 0 0 0 ]
¢4 A 2049 ¢4 0O 0 0
Al Al A49e2p7 0 0 0
(3.34)
0 0 0 pe 0 0
0 0 0 0 w9 0
0 0 0 0 0 p

Cette matrice peut s’identifier a celle d'un comportement élastique isotrope de ceefficients
de Lamé X0 = X" + Jfa” et = p™ + o’

Estimation diluée - Estimation de Mori-Tanaka

Etant donnée la distribution isotrope des fibres on opte pour une décomposition des termes

mis en jeu dans les estimation diluée (3.20) et Mori-Tanaka (3.24) dans la base sphérique
(e, €9, €4) (figure 3.5).

FIGURE 3.5 — Coordonnées sphériques
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Le terme (T) dans la formule (3.21) s’écrit sous la forme d’un intégrale sur une demi-
sphére unité :

r 2m w/2
(T)=>_ fiTi= f—/ / T(¢, ) sin 6 df do (3.35)
P 21 Jy=o0 Jo=o
Les deux estimations diluée et celle de Mori-Tanaka sont identiques, la matrice du com-

portement macroscopique obtenue aprés simplification est la suivante, ot on a négligé les
termes de second ordre en f” :

[ A9 20 gy A4 go A4 g9 0 0 0
A1, A420% 4 gy A1 g, 0 0 0
A4 g9 A4 g9 AL 2% gy 0 0 0
(3.36)
0 0 0 194-g3 0 0
0 0 0 0 1l4gs3 0
0 0 0 0 0 193

ol g1, go, g3 sont des fonctions du premier ordre de f :

(12X 36 V24 [A8 (™) >+ TEA™ ™+ 20(N™)|up - 110(™) >+ 5TA™ ™+ 5(A™)?

9= 500 3m) /

(AN 120 ™ 2 [96 (™) 92X 1+ 20(A™) - BN 2 HON™ ™ — 10(u™)

g2 = A3 f

A N3V — (AT 6™ )y BN 15 i
G A3 um

(3.37)

3.5 Conclusions

Ce chapitre a présenté quelques éléments de base de micromécanique pour les milieux
élastiques hétérogénes en vue d’applications pour les matériaux a fibres.

On a rappelé tout d’abord les notions de base : le wv.e.r, les notions de contraintes
et déformations macroscopiques et microscopiques en lien avec les conditions sur le
bord du wv.e.r, les régles de moyenne, le lemme de Hill. On a donné I’expression générale
du tenseur de rigidité homogénéisé a 1’aide de la notion de tenseur de localisation de
contrainte et de déformation. Aprés avoir évoqué la notion de bornes, on a présenté le
probléme d’Eshelby pour le cas de l'inclusion de forme ellipsoidale, qui est a 1’origine
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d’une classe trés importante de schémas d’homogénéisation classiques.

Les estimations diluée et de Mori-Tanaka des caractéristiques effectives du maté-
riau a fibres sont présentées. On s’est intéressé ici a 3 distributions spatiales des fibres de
renforcement : distribution des fibres selon une seule direction, distribution continue dans
un plan et distribution continue dans I’espace. On a noté que ’estimation diluée et celle
de Mori-Tanaka donnent le méme résultat dans le cas limite d’une trés faible valeur de la
fraction volumique de renforcement et d’un fort contraste des propriétés mécaniques de
la matrice et des fibres. On a montré également que l'estimation fournie par le modéle
multiphasique coincide au premier ordre avec celles fournies par les schémas d’estimations
dilué et de Mori-Tanaka.

Ces résultats rejoignent ceux retrouvés par de Buhan et Hassen (2008) ([8]) qui se
sont intéressés a la comparaison des estimations du modéle biphasique sous I’hypothése
d’adhérence parfaite et celles obtenues par la mise en ceuvre d’une approche d’homogé-
néisation périodique.

Il est a préciser que les matériaux composites étudiées ici présentent des fractions
volumiques de fibres telles que I'emploi du schéma dilué avec plusieurs directions de
renforcement soit pertinent. [’estimation donnée par ce schéma consiste a effectuer une
homogénéisation par un modeéle différentiel ([39]; [43]). La mise en ceuvre d’un telle
démarche en homogénéisation périodique, bien qu’elle ne puisse étre défendue sur le
plan théorique, étant donné qu’il n’y a pas de séparation d’échelles entre les différentes
familles de fibres, conduirait au méme résultat.
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4.1 Introduction

n vue de se familiariser avec le modéle multiphasique pour les matériaux a fibres,
E on va étudier dans ce chapitre des exemples illustratifs de résolution de problémes
multiphasiques en tenant compte d’'un comportement anélastique de la matrice ou des
fibres. Dans la premiére partie de ce chapitre (section 4.2), on considére un matériau
composite dont la microstructure est constituée d’une matrice élastique linéaire isotrope,
renforcée par une distribution continue plane de fibres élastiques fragiles ([22], [23]).
La réponse macroscopique d’une éprouvette constituée d’un tel matériau composite est
analysée dans le cas ot elle est soumise & un chargement macroscopique correspondant a
une déformation uniaxiale homogéne, une déformation de cisaillement homogéne, un essai
de traction-compression en déformation plane et enfin un essai de flexion en déformation

plane.

La section 4.2.6 est consacrée au développement de la solution analytique du pro-
bleme de traction-compression simple d’une éprouvette en matériau composite a fibres
continuement distribuées(distribution isotrope tridimensionnelle des fibres).

Dans la suite de ce chapitre (section 4.3), on présente une extension du modéle
multiphasique a la prise en compte d’'un comportement élasto-plastique des différentes
phases : matrice et renforcements. La phase matrice est supposée élastique parfaitement
plastique obéissant au critére de von Mises tandis que les phases renforcement obéissent
a un critére de plasticité parfaite unidimensionnel. [.’exemple d’une éprouvette composite

soumise a une déformation uniaxiale homogéne est traité analytiquement.

4.2 Extension du modéle multiphasique a la prise
en compte du comportement élastique endomma-

geable des fibres

4.2.1 Comportement élastique endommageable des fibres

On considére un matériau composite dont la microstructure est constituée d’une matrice
élastique linéaire isotrope renforcée par une distribution continue de fibres élastiques
endommageables.

La phase matrice représentant la matrice est supposée élastique, homogéne et iso-
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trope, de constantes de Lamé \™ et u™ :
g™ = N"(trg)L +2u™¢ (4.1)

L’état d’une phase renforcement est caractérisé par deux variables, la déformation " et
’endommagement quantifié par une variable scalaire d et comprise entre 0 et 1 ([36]). La
relation contrainte-déformation dans chaque phase renforcement s’écrit, :

0" =a"(d)e" ou a"(d) = (1 —d)a ; d croissant (4.2)

ou o est la rigidité a I’état sain (d = 0). Il est aussi possible de décrire le comportement
adoucissant des phases renforcement, en renseignant le module tangent o, et la contrainte

au pic o] (figure 4.1). Dans le cas ou la valeur o vaut 0 le comportement élastique du

o'A .
Gy 40
o :
Op(@) |- <0
-
0 0(d) Oy = 8‘
e &

FIGURE 4.1 — Courbe contrainte-déformation des phases renforcements

matériau sain est suivi d’un plateau horizontal, tandis que lorsque of. tend vers —oo, le

comportement devient élastique fragile. La loi de comportement s’écrit :

T T Si T 'S — Ug(d)
e s esaw =T -
0 sinon
op(d) — oq = ax[eg(d) — &g (4.4)

ou ¢; désigne la déformation correspondant a la limite d’élasticité initiale of tandis que
ep(d) est la déformation correspondante a la limite d’élasticité of(d) de la phase ren-
forcement pour la valeur du paramétre d’endommagement d. Compte tenu de (4.2) ce

o —ar el
d=—_—""(1--2 4.5
oy ( 66(0l)) (45)

Par la suite, pour des applications du modéle multiphasique on va s’intéresser tout d’abord

parameétre peut s’écrit :

au cas ot le comportement des fibres est fragile (module tangent o} = —oo, o = af).
Dans ce cas, chaque phase renforcement obéit au critére de rupture :

fr(@") =|o"| =g = a’le"] — g (4.6)
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On note que la contrainte au pic oy est liée a celle du matériau constitutif des fibres a(’; par:

r [
1" cas d’une distribution bidimensionnelle de fibres
ob =n"ol = T (4.7)
0 0 .t
Joy
21

cas d’une distribution tridimensionnelle de fibres

4.2.2 Cas d’une déformation uniaxiale homogéne imposée

Considérons maintenant une éprouvette en matériau renforcé par une distribution bidi-
mensionnelle de fibres qui est soumise & une déformation homogéne de la forme (figure
4.2) :

€ =€ £,®¢, (4.8)
Tant que le critére de rupture n’est pas atteint dans aucune phase renforcement, la

contrainte macroscopique suivant ’axe Oz est déterminée par la loi de comportement
macroscopique (2.64). Elle s’écrit compte tenu de (2.98) :

Yoo =X =(A+2u+ 3éro/’) € (4.9)

3
Le terme —a" représente la contribution des phases renforcement a la rigidité du maté-

riau composite suivant 'axe Ozx.

FIGURE 4.2 — Déformation homogéne uniaziale imposée

La déformation axiale de la phase renforcement représentant les fibres d’orientation 6
(0 < 6 < 7/2) est donnée par :

e'(0) = £: (e,®e¢,) =€ (e,®¢,) : (e,®e,) =€ cos’d (4.10)

Cette fonction est maximale pour 8 = 0, ce qui veut dire que les fibres orientées suivant
I’axe de la déformation imposée sont les fibres les plus sollicitées. La limite d’élasticité de
la structure est alors atteinte lorsque le critére de la phase renforcement représentant ces
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fibres est saturé, soit :

maxf"(c",0) = f"(¢",0) = a"e"(0) — g} (4.11)

La limite d’élasticité est alors atteinte pour €= o} /a" = el. Au-dela de cette valeur,
deux secteurs angulaires contenant les fibres endommagées, symétriques par rapport a
’axe Ox correspondant intervalles [0, 5] et [r — 3, 7], apparaissent(figure 4.3).

YA

) €, .
zone endommagee zone endommagee

X

4 g >

>

FIGURE 4.3 — Déformation macroscopique uniaziale : zones endommagées

Le tenseur C décrivant le comportement macroscopique est alors estimé en tenant compte
de ces intervalles d’endommagement.

T—f
C=C"+C'(p)=C"+ o// e,®e,®e, ®e, db (4.12)
B

Dans ce cas, la contribution des phases renforcement a la rigidité du matériau composite
suivant I’axe Oz est la composante C7__ qui peut étre donnée en fonction du parameétre
d’endommagement [ par :

3m cos®3 sin 3 _ 3cosfsin 38

S 5 1 1 ) (4.13)

TXXT

Crove = ar/ cos?0df = o (
B

Les phases renforcement représentant les fibres de direction § étant a leur limite d’élas-
ticité, 'amplitude du secteur endommagé peut alors étre calculée par :

fr(o",8) =a"(€ cos® B) —ap =0 (4.14)
d’ou
B = arcos( o?oe) (4.15)

On obtient finalement la relation effort déformation suivante :

E=[\"+2u"+g(8)] € (4.16)
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avec :

3m cos®3 sin 3 _ 3cosBsin 38
8 2 4 4

9(B) = o( ) (4.17)

avec g(0) = 3Fa” et g(%) = 0. L’évolution de la contrainte macroscopique X suivant la
direction de la sollicitation z, en fonction de € est présenté sur la figure 4.4.

A
(Am+ 2ﬂm+3?ﬂ—a}’) EOr _____
(" 2™+ g(8)) &
- </non renforcé e
el_ V_ior el & -
S —50—ar SN cos'8

FIGURE 4.4 — Déformation macroscopique uniaziale : courbe contrainte-déformation

Cette courbe présente une premiére phase élastique linéaire, cette phase se termine lorsque
le critére de rupture des phases renforcement représentant les fibres de direction suivant
Paxe Ox est atteinte. Au-dela de cette limite d’élasticité, une zone endommagée se propage
et la courbe tend asymptotiquement vers le comportement de la matrice seule. La figure
4.5 présente I’évolution du paramétre d’endommagement [ en fonction de la déformation
imposée €.

Ce probléme est repris pour différentes valeurs de .. Les résultats sont représentés sur la
figure 4.6. Mis a part les deux courbes extrémes correspondantes aux fibres fragiles (ol =
—00) et ductiles (af, = 0), le processus d’endommagement de la structure sous chargement
de déformation macroscopique homogéne uniaxiale est a deux niveaux : endommagement
local des phases renforcement caractérisé par la variable scalaire d introduite en (4.2) et
endommagement global exprimé par 1’évolution de I'angle 3 caractérisant la zone des fibres
ol le critére est saturé. Ces courbes tendent asymtotiquement vers la courbe correspondant

au comportement de la matrice.
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TR

el 7

EZEO

FIGURE 4.5 — Déformation macroscopique uniaziale : évolution du parameétre d’endommagement

B

(A+2u+ ?%ﬂ'ar)eor

\/

FIGURE 4.6 — Déformation macroscopique uniaziale : courbes contrainte-déformation en fonction

T
de o’y
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4.2.3 Cas d’une sollicitation de traction en déformation plane

[’essai considéré est celui d'une éprouvette soumise a une sollicitation de traction suivant
la direction x, sous les conditions de déformations planes dans le plan Oxy (figure 4.7).

Y=

-«— — xx

FIGURE 4.7 — Sollicitation de traction en déformation plane

Le tenseur de déformation macroscopique est de la forme :
€ =€ e,Q¢,+ €y ¢,8¢, (4.18)

ol €=€,, est la déformation prescrite tandis que I’état de contrainte macroscopique est
de la forme suivante :

qui vérifie bien les conditions de bords libres sur les bords de I'éprouvette de normale (+e, ).

La premiére phase d’évolution est élastique, au cours de laquelle la loi de compor-
tement élastique (2.64) permet d’écrire, compte tenu de (2.98) les relations suivantes :

Eyy = ()\m + C;zyy> € +()\m + 2:um + C;yyy> Eyy = O (421)
Y.,=\N"e+¢€,) =0 (4.22)

De (4.21) on déduit la déformation macroscopique suivant ’axe Oy :

A"+ O
— =W ¢ (4.23)
A + 2'um + ngyy

Cyy=

La relation contrainte-déformation suivant 1’axe de sollicitation est alors donnée, compte
tenu de (4.23) et (4.20) par :
Y =E%c¢ (4.24)

ot E% est le module de traction-compression en déformation plane calculé par :

A"+ Crayy)®
E® = (A" 2™+ C ) — ME o :é)r (4.25)

yyyy
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La déformation axiale de la phase renforcement représentant les fibres d’orientation 6 est
alors donnée par :

e"(0) =€ (e,®e,) =€ cos® 0+ €, sin® 0

cos? ) — ( myy) sin? 6
A4 2um + CT

yyyy

Cette fonction est maximale pour 6§ = 0, ce qui veut dire que les fibres horizontales sont
les fibres les plus sollicitées. La limite d’élasticité de la structure est alors atteinte lorsque
le critére de la phase renforcement représentant les fibres de direction 8 = 0 est saturé,
soit :

meaxfr(ar, 0) = f"(c",0)=a"e"(0) — a; (4.27)

La limite d’élasticité est alors atteinte pour €°= oj/a”. Au-dela de cette valeur, deux
secteurs angulaires contenant les fibres endommagées, symétriques par rapport a ’axe Ox
et compris entre les directions dans les intervalles [0, 5] et [, ™ — /3], apparaissent(figure
4.3). Le tenseur C décrivant le comportement macroscopique est estimé en tenant compte

cr CT  sont déterminées

. , ,
de ces intervalles d’endommagement, les composantes C yyyy Yzryy

rrrxr’

en fonction du paramétre d’endommagement (5 par :

3r cos®3 sin 3 _ 3cosBsin 3 _%)
8 2 4 4

m=p 3 sin®Bcosf 3cosfsinf 38

T _r 4 _r
Cryy(B) = /5 sin® 0 df = « (§+ 5 + 1 -
s n cos’Bsin3 cosfBsinf 3
8 2 4 4

T—f
Crovu(B) = o// cos*0df = o (
B

) (4.28)

)

m—f
Cron(B) = o/"/ sin? @ cos?0df = o' (
B

Les phases renforcement représentant les fibres de direction [ étant a leur limite d’élasti-
cité, (3 est alors la solution de ’équation :

fr(e",B)=a"e"(0) —oy =0
A"+ ngyy . r
Bme e ) =0 G

yyyy

<— o' € ((:0326 —

on obtient finalement la relation contrainte déformation suivante :

(A" + Cr oy (8))?
‘Am+mw+cr<m)€ (4:30)

yyyy

2=(W+mﬁ+qmw>
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Une deuxiéme phase d’endommagement se produit lorsque la déformation axiale de la
phase renforcement représentant les fibres suivant la direction verticale atteint la limite
en compression de ces derniéres. On note €* et 5* les deux valeurs de € et [ a cette limite.
Ils vérifient les conditions suivantes :

(A" + CFayy (67))
Am 4 2um + Cr (B

yyyy

fr(e",p*) =a" €* <0052 g* — 5 sin? ﬁ*) —o;=0
(4.31)
(T — _ AT ¥ _ ()\m + C;xyy<6*)) 4T —
fr(o",m/2) =—a" € ( )\m+2ﬂm+C§yyy(5*)) ;=0

La contrainte macroscopique X* a cette limite est calculée dans (4.30) en remplagant 3

par [3*.

Au-dela de cette valeur, un secteur angulaire de fibres endommagées en compres-
sion, symétrique par rapport a I’axe Oy, caractérisé par ’angle v, apparait et se propage
jusqu’a 'endommagement de toutes les fibres de renforcement (figure 4.8).

zone endommagée
en compression

zone endommagge
en traction

zone endommagée
en traction

§ 6

V=

FIGURE 4.8 — Essai de traction en déformation plane : zones endommagées

cr Cr . sont données en fonction des paramétres d’endom-

T
Les composantes C' yyyy Yzayy

rrrx)

magement [ et vy :
w/2—y
C;xxx(ﬁa ’Y) = 2a" / COS4 0do
B
m/2— »
nyyy(ﬁa ’Y) =2« /B Sin 8 de (432)

T/2=
Crayy(B,7) = 20" /B sin? 6 cos” 0 df

Les phases renforcement représentant les fibres de direction § et ~ étant a leur limite

d’élasticité respectivement en traction et en compression, les deux paramétres angulaires
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sont la solution du systéme de deux équations suivantes :

(A" + Crayy (B 7))
fr(e", p) =a" € ((3052 B — LLJ sin?B | -0l =0
A™ + 2um + Ch L (B,7) ‘
. (A" + Oy (B 7))
r( T 2 _ — AT 2 zTYY 2 _ 4T —
fr(o",m/2 =) ! E(smfy N+ 3+ O (B, /y)COS’)/ ;=0
(4.33)
On obtient finalement la relation contrainte déformation suivante :
(A™ + C;"x (ﬁ 7))?

Y= (A"+2u"+CL,. (8, yy € 4.34

Adoptant les mémes caractéristiques mécaniques que dans I’exemple précédent(4.2.2), les
résultats de cette simulation sont représentés sur la figure 4.9 donnant 1’évolution de ¥ en
fonction de déformation imposée €, ot le systéme (4.33) a été résolu numériquement. Cette
courbe montre trois phases successives. La premiére phase correspond a une évolution
élastique qui prend fin lorsque la contrainte dans la phase renforcement, représentant la
famille de fibres horizontales, atteint la valeur limite ofj. La deuxiéme phase est une phase
d’endommagement progressif, qui correspond a I’évolution du secteur de demi-angle 5 de
maniére analogue a la celle décrite en section 4.2.2. La troisiéme phase apparait lorsque
les fibres verticales cassent en compression (secteur de demi-angle ) par "effet Poisson".
Une deuxiéme zone endommagée apparait alors et se propage jusqu’a I’endommagement
de toutes les fibres de renforcement.

A
Ip —el | ___
E'e
* —
D _==
—
-
L
- -
-
—
- -
-
o -
-
- ™~ non renforcé c
-
— -
>
el _r *
€ =g S

FIGURE 4.9 — Essai de traction en déformation plane : courbe contrainte-déformation
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Les évolutions des paramétres d’endommagement (3 et v sont présentées sur la figure 4.10.

G, YA
r
S
s
Y
g g X

FIGURE 4.10 — Essai de traction en déformation plane : évolution des parameétres d’endomma-

gement 5 et vy

Dans le cas ou les fibres de renforcement sont élastiques-endommageables, la réponse de

I’éprouvette est représentée sur la figure 4.11 pour différentes valeurs de o/,

2 A
=0
ip__el
E'e o =- a0
r
ar=-ao'l4
r r —
G=-a ==
////// > 0=~
/////// “~—_ matériau non renforcé
///// e
/7/ >
e
€=z

FIGURE 4.11 — Essai de traction en déformation plane : courbes contrainte-déformation en

fonction de o,
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4.2.4 Cas particulier des fibres ne résistant qu’a la traction

On s’intéresse dans cette section au cas ou les fibres ne peuvent par reprendre des
efforts de compression, ce qui est par exemple le cas des fibres végétales mises en jeu
dans certaines techniques de renforcement des sols, ou bien encore des fibres de carbone
et de verre utilisées dans les composites industriels. L’élancement de ces fibres est tel
que leur charge de ruine de flambement est négligeable devant leur résistance a la
traction. On supposera dans la suite de cette section que la résistance en compression
des fibres mise en jeu dans le renforcement de la structure étudiée est nulle. L’objectif
des calculs qui suivent est de montrer la capacité du modéle proposé a rendre compte
du comportement macroscopique d’'une structure renforcée par ce type de fibres et de
développer une solution de référence qui servira a qualifier I’outil numérique développé
dont la présentation fait 'objet du chapitre 5.

Nous reprenons ici les conditions de l'essai de traction simple en déformation plane
suivant (Ozy) traité a la section 4.2.3, en tenant compte d’une raideur et d’une résistance
des fibres nulles vis-a-vis de la compression. Afin de déterminer la réponse de la structure,
il convient d’identifier de déterminer les phases renforcement "inactives", c’est-a-dire
celles représentant des fibres comprimées et par suite n’intervenant pas dans la raideur
structurelle.

L’application du chargement de traction dans la direction x (figure 4.7) induit la
compression de fibres par "effet Poisson". On note 1, le demi-angle du secteur angulaire,
symétrique par rapport a la direction Oy incluant les directions comprimées (figure 4.12).

YA

zone inactive (fibres comprimées)

e \

X

»
>»>

FIGURE 4.12 — Essai de traction en déformation plane : zone "inactive"” des fibres

La déformation axiale de la phase renforcement représentant la fibres faisant 1’angle o
par rapport a la direction y est alors nulle, soit :

O, )
A 2um 4+ Cr o (10)

yyyy

e"(0) =€ (COS2(7T/2 — ) sin?(7/2 — 19)) =0 (4.35)
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ou Cr,,,(9) et Cy  (9) désignent les contributions des phases renforcement actives, c’est-

a-dire en traction, aux termes Cyyy,y et Cyyy,, du tenseur de comportement macroscopique
C. Ils sont donnés par :

w/2—9
r _ r : 02 2
Crayy (V) = 20 /o sin® 6 cos® 0 df (4.36)
w/2—9
T T 4
Coyyy (V) = 20 /0 sin® 0 df (4.37)

La détermination de l'angle ¥ se fait & partir de la résolution de I’équation (4.35) en
tenant compte de (4.36) et (4.37). Cette résolution est effectuée numériquement.

La relation contrainte-déformation suivant la direction Oz s’écrit finalement :

OO Y g

ot 21 + Gy (V)

S (Am o+ O, ()

La limite d’élasticité est atteinte pour la valeur €= o7 /a" qui correspond a la rupture
de la phase renforcement représentant les fibres horizontales. La valeur de la déformation
correspondant a la limite d’élasticité est la méme que celle retrouvée a la section 4.2.3
dans le cas des fibres capables de reprendre des efforts de compression. En revanche,
la valeur de la contrainte macroscopique X¢ est différente étant donné que la raideur
structurelle est moindre dans le cas des fibres souples.

La poursuite du chargement au dela de la limite d’élasticité entraine 1’endomma-
gement progressif de la structure, caractérisé par un secteur d’angle au sommet [,

symétrique par rapport a 'axe Oy caractérisant les directions des fibres rompues (figure
4.13).

9| © | zone inactive

zone endommaggée zone endommagée

»
>

FIGURE 4.13 — Essai de traction en déformation plane : zone "inactive" et zones endommagées
des fibres

L’endommagement, des phases renforcement représentant les fibres localisées dans les
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secteurs [0, 3] et [r — [, 7| entraine la modification du ceefficient de Poisson macrosco-
pique v et entraine par suite la variation de I’angle ¢, c¢’est-a-dire du secteur des fibres

inactives.

Les deux angles 3 et ¢ sont solutions du systéme de deux équations suivantes, ex-
primant la déformation axiale et le critére d’endommagement des phases renforcement

représentant les fibres d’orientation 5 et ¢ respectivement :

(A™ + Crpyy (9, 8))
AT 2 yyyy(ﬁ B

e"(v, B) =€ (cos2(7r/2 — ) — ] sin?(m/2 — 19)) =0

(V" 4 CLyy (0.8))
fr(e",9,68) =a" € (00525 - by sin? B) —o;=0
AT 2um 4 Cr (0, B) 0
(4.39)
Les ceefficients C7,. (9, 5), yyyy( ,B) et C’;’wy(ﬁ, B) sont donnés par :
w/2—9
Ch (0, 5) = 20// cos 0 d
B
w/2—19
C;yyy(ﬁ, B) = 20// sin 6 db (4.40)
B

w/2—9
:B:):yy (,19 6) =2a" / Sin2 0 COS2 6 do
B

La résolution de ce systéme d’équations s’effectue numériquement. Il affirme que ’angle
[ augmente avec le chargement, tandis que 1’angle ¢, diminue légérement (figure 4.14).

La relation contrainte-déformation macroscopique est donnée par :

(A" + Cryyy (9, 8))?
A2+ C n oy (0 ﬁ)) < (4.41)

Les courbes de la figure 4.15 représentent I’évolution de la contrainte 3 en fonction de la
déformation imposée € dans les deux cas, de fibres "souples" ou non.

La raideur macroscopique est légérement inférieure pour le cas des fibres "souples", la
limite d’élasticité est atteinte pour la méme valeur de la déformation macroscopique
dans les deux cas. En revanche le processus d’endommagement dans le cas des fibres
"souples" est plus rapide et le comportement macroscopique tend vers le comportement
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de la matrice seule plus rapidement.

8,0 A

yM

FIGURE 4.14 — Essai de traction en déformation plane : évolution des parameétres d’endomma-
gement [ et ¥

Eel |

fibres « souples »

S

FIGURE 4.15 — Essai de traction en déformation plane : courbe contrainte-déformation
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4.2.5 Poutre renforcée soumise & un chargement de flexion en
déformation plane

4.2.5.1 Position du probléme

On considére une poutre de longueur 2/, de section rectangulaire de hauteur h et de
largeur b(figure 4.16), soumise au chargement suivant, :

o Les faces supérieure (y = h/2) et inférieure (y = —h/2) sont libres d’efforts :

T =0 (4.42)

o L’extrémité de la poutre S(z = ¢) (resp. S(z = —/)) est en contact avec un plateau
infiniment rigide, parfaitement lisse animé d’un mouvement de rotation infinitésimale

d’angle w(t) (resp. —w(t)) autour de I'axe Az (resp. A'z) :

Sx=10): &=wlty ; Tj=TI=0

Sx=—0): &=wlty ; TI=TI=0 (4.43)

Y

o Les deux faces de la poutre S(z = 0) et S(z = b) sont en contact lisse avec deux
plateaux infiniment rigides lisses maintenus fixes :
S(z=0): & =0 ; TId:Tyd:O
(4.44)
S(z=0b): €&=0 ; Td:T;:O

xT

Y

Je
- 4

¥

2

FIGURE 4.16 — Flexion d’une poutre renforcée en déformation plane
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4.2.5.2 Solution en phase élastique

Compte tenu des conditions aux limites, on recherche la solution du probléme en

contrainte totale X sous la forme d’un champ biaxial ne dépendant que de y :

qui est bien statiguement admissible avec les données en efforts du probléme.

La loi de comportement macroscopique s’écrit, :

Z:ng

soit en utilisant la notation de Voigt, il vient alors :

On déduit la déformation selon la direction z :

S ()\m + C;:vyy

[ | [ Amr2eme ., AmCL,, A

0 APHCLL A2+ O Am
S| Am A A2

0o | 0 0 0

0 0 0 0

0 I 0 0 0

) €za (AT 24" +

(4.45)
(4.46)
0 0 17 e..
0 0 =
0 0 €..
0 0 0
m 0 0
0 pw"+Chy, || O
4.47)
) €yy (4.48)

La poutre étant en déformation plane (€,,= 0), les déformations selon les directions = et

y sont alors reliées par :
Cyy= —¢ Caa

avec m .
AT+ Cmyy

- A + 2’um + ngyy

¥

La déformation €., se calcule en fonction de y :

w(t)

Crz= _yT

Donc le tenseur des déformations s’écrit :

w(t)

€ = —y— (e, ®e, + pe,Re,)

14

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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Ce champ peut étre intégré (voir D) et on obtient le champ de déplacement :

= —@w@z + %)(wz +oy’)e, (4.53)

qui est cinématiquement admissible avec les données en déplacements du probléme.

Les champs des contrainte et de déformation, solutions de ce probléme, montrent
que tout point de la poutre est localement soumis a un chargement de traction-

: , : \ w(t)
compression en déformation plane dont le paramétre de chargement est €,,= —y——,
indépendant de la position du point considéré selon les axes x et z et fonction de la

position par rapport a l’axe neutre de la poutre.

Le moment fléchissant autour de I'axe Oz, calculé au centre de la section S(x = /) est

donné par :
My = /[(ygy +ze,) A Xpe,|dydz = — / Yeaydydz (4.54)
S S
()\m + C;z )2 W(t) 2
— (2 ) ) [rayas @)
( A + 2,u + nyyy E S
= BTy (4.56)

ou I est le moment d’inertie quadratique de la section autour de I'axe Az :

b h/2 bh3
I= / / Yy dydz = (4.57)
0o J-—

h/2 12

x est la courbure défini par :

X = (4.58)

4.2.5.3 Comportement "post-pic"

La solution établie en 4.2.5.2 est valable tant que la limite d’élasticité de la structure qui
correspond & la valeur du chargement pour lequel le critére est atteint pour une phase
renforcement. La contrainte axiale dans la phase renforcement représentant les fibres
d’orientation 8 par rapport a ’axe Ox est calculée par :

"(9,8) =  (€: e, (B)Be,(B)) = 0" (€qy 05> B+ €, sin® B)
(4.59)

= —a" —2y(cos® B — psin® ) (4.60)
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dont la valeur absolue est maximale pour § = 0 aux y = +h/2. Ce qui signifie que les
fibres horizontales localisées aux faces supérieure et inférieure de la poutre sont les plus
sollicitées. La limite d’élasticité de la structure est alors atteinte lorsque le critére de ces
phases est saturé, soit :

max (f(c")) = max(|o"| —o})
Lwth
or 200 _ o (4.61)

La limite d’élasticité est alors atteinte pour :

200l
a'h

el

(4.62)

Etant donné que la solution est invariante le long des axes Ox et Oz de la poutre et
qu’elle correspond localement & un état de traction-compression en déformation plane, le
couple contrainte-déformation solution, en tout point de la poutre se trouve sur la courbe
contrainte-déformation de 'essai de traction en déformation plane(figure 4.9) obtenue a
la section 4.2.3 (figure 4.17).

zones endommagées

FIGURE 4.17 — Flexion d’une poutre : distribution des contraintes dans [’épaisseur de la poutre

Il apparait ainsi que, au dela de la valeur w® qui correspond a la rupture sur les bords
supérieur et inférieur de la poutre des phases renforcement correspondantes aux fibres
horizontales en compression et traction respectivement, un mécanisme d’endommagement,
a deux vitesses se produit, correspondant d’'une part & une propagation des zones
endommageées depuis les bords horizontaux de la poutre vers son axe, d’autre part
localement & une évolution des directions des fibres endommageées.
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Le moment fléchissant M, est alors calculé par la relation (4.54) dans la quelle
Y (y) est donné d’apreés (4.34) et (4.51) :

(A" + Crayy (B,7))° ) w (4.63)
; .

Yoow =(N"+2u"+C ...
) ( " e e

ou [(y) et v(y) sont solutions du systéme suivant (4.33) :

W™ + Coay B W) s 5
N 2t Cy (B(y) 7 (9)) B@)) "

(0", B) =a e (coswy) -

(A" 4 Clayy (BW),7(y)))
frle",m/2 —~v(y :—O/G<sin27y — L COSQ'yy —or=0
(o w2 =) W) = N3+ (Bl W) T
(4.64)
Le moment fléchissant M4 est calculé numériquement a I’aide du logiciel Maple :

h/2

My = /[(ye + ze,) N\ Eype,| dydz = / / (y)ydydz (4.65)
h/2

Les résultats de ces calculs sont représentés sur la figure 4.18 sous la forme d’une courbe
représentant 1’évolution du moment de flexion en fonction de la courbure.

M A
dp, . el
ETX
///
//
//
//
//
//
- non renforcé
///
- X
»
Y 20,
o'h

FIGURE 4.18 — Flexion d’une poutre : courbe moment fléchissant - courbure

Cette courbe met en évidence un comportement élastique, jusqu’a ce que la contrainte
de rupture est atteinte sur les bords supérieure et inférieure de la poutre. Au-dela de
cette limite d’élasticité, le comportement de la poutre tend vers celui du comportement
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élastique de la poutre non renforcée.

Dans le cas ou les fibres de renforcement sont élastiques-endommageables, la ré-
ponse de la structure est représentée sur la figure 4.19 pour différentes valeurs de o,

M ,
;=0
d !
ETIX
__________ — == non renforcé X
el 207 -
X ==
a'h

FIGURE 4.19 — Flexzion d’une poutre : courbes moment-courbure en fonction de o,

4.2.6 Compression simple d’une éprouvette renforcée par une dis-
tribution isotrope de fibres élastiques fragiles

On considére une éprouvette homogéne de hauteur H et de section S, constituée d’une
matrice homogeéne élastique linéaire isotrope renforcée par une distribution isotrope de
fibres élastiques fragiles, soumise a un essai de compression simple suivant I’axe Oz. Cette
éprouvette repose sans frottement sur le plan horizontal (y = 0) et sa face supérieure Sy
est en contact sans frottement avec un plateau rigide animé déplacement vertical —d(¢)
(0(t) > 0), la surface latérale est libre d’effort et on néglige les forces de volume (figure
4.20).

Phase de comportement élastique

Dans la phase de comportement élastique de tous les constituants, le comportement
macroscopique du matériau composite peut étre identifié & celui du matériau élastique
linéaire isotrope de module d’Young et ceefficient de Poisson équivalents (E? et v,,)
évalués en (2.95).
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FIGURE 4.20 — Compression simple d’une éprouvette renforcée par une répartition isotrope de
fibres

La solution du probléme est alors donnée par :

- un champ de contrainte macroscopique uniaxial constant :
B=-Ze,®e, (4.66)

et un champ de déformation macroscopique homogéne donné par :

—0

La contrainte X est reliée au déplacement du plateau d par :

)y )
Eeq — E (468)

La déformation axiale de la phase renforcement représentant les fibres orientées suivant
la direction de e, (6, ¢) est donnée compte tenu de (4.67) par :

e'(0,9) = (S (e,®e,) = ﬁ((’/eq + 1) cos® f — Veg) (4.69)

Elle est donc indépendante de I'angle ¢ en raison de la symétrie du probléme par rapport
a l'axe Oz.
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Limite d’élasticité et phase de comportement post-pic

On doit tout d’abord déterminer la limite d’élasticité du systéme et identifier la phase
renforcement pour laquelle le critére est saturé en premier. Pour cela, on évalue le critére

des phases renforcement :

fr(e") =a’le"| =g

(4.70)

= Q" —((Veg + 1) co8? 0 — vy) — 0

Eea
Cette fonction atteint sa valeur maximale pour # = 0, ce qui veut dire que les fibres orien-
tées suivant la direction verticale sont les fibres les plus sollicitées. La limite d’élasticité

est donc :

wel = pea 20 (4.71)
aT’

et elle est atteinte pour une déformation axiale :
5 o

4.72
T = o (4.72)

Le chargement étant poursuivi de facon monotone (6 > 0), au-dela de la valeur limite
d’élasticité, une zone de fibres endommagées apparait. Cette zone est un cone de révolu-
tion de I'axe Oz et de demi-angle § au sommet (figure 4.21).

zone endommagge

FIGURE 4.21 — Essai de compression simple : zone endommagée

Le tenseur C décrivant le comportement macroscopique est estimé en fonction du para-

meétre d’endommagement (5 par la relation :

2m w/2
CB)=C"+a" / / e,®e,®e,Re, sin 0dido (4.73)
=0 J =0
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Le comportement macroscopique du systéme devient isotrope transverse autour de 1’axe
Oz. On obtient les relations entre les déformations suivantes :

Saayy(B) 0
Cro=Cp= o+ C=v(0)— (4.74)
v Szzzz(ﬁ) H
SZ'Z‘ .
ol v = S—yy, vayy €6 Szaz. sont les composantes du tenseur des complaisances S = c—L

Le tenseur des déformations macroscopiques est déterminé par :

€(8) = %S(—V(ﬁ)[ggg@gw +e,®e,] +e.®e.) (4.75)

La déformation axiale de la phase renforcement représentant les fibres orientées suivant
la direction de ¢e,.(6, ¢), est alors donnée par :

0.80) = £08): (e,0e,) =~ (4(8) + 1) cos?0 — v(3)) (4.76)

Les phases renforcement représentant les fibres orientées suivant une direction située sur
le bord du cone des fibres endommageées (0 = ) étant a leur limite d’élasticité, 5 satisfait

I’équation suivante :

f(a", B) = a"|e"(0, B)| — o5 = 0 (4.77)

qui s’écrit compte tenu de (4.76) :

r 5 2 ro__
@2 (v(B) + 1) cos? § — w(8)) — of = 0 (4.78)

La résolution de cette derniére équation permet de trouver la valeur de 3. La relation
contrainte-déformation suivant ’axe Oz s’écrit, dans cette phase :

1 0

(4.79)

Les fibres orientées dans le plan Oxy (6 = 7/2) sont alors soumises a la traction la plus
forte. La seconde phase d’endommagement a donc lieu lorsque les déformations axiales de
ces fibres atteint la limite en traction. On note 6* et 5* les valeurs de § et 8 a cette limite,

elles vérifient les conditions suivantes :

fr(o.r’ B*) —

*

" (v (B7) +1) cos® B* = w(87)) — 5 = 0

(4.80)
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Au-dela de ces valeurs, un deuxiéme cone de fibres endommagées, symétrique par rap-
port a I'axe de sollicitation Oz, caractérisé par 'angle 7, apparait, se propageant jusqu’a
’endommagement total de toutes les fibres de renforcement (figure 4.22). Le tenseur C

z A}
zone endommagée
en compression
S
y; T =l y}

zone endommagée\/

en traction

FIGURE 4.22 — Essai de compression simple : zones endommagées

décrivant le comportement élastique macroscopique dans cette second phase est évalué en
fonction des paramétres d’endommagement 5 et v par :

2 ¥
C(B,y)=C"+a" / / e, ®e,®e, ®e, sin 0dOdo (4.81)
=0 JO=p

Les phases renforcement représentant les fibres de direction (0 = ) et (0 = ) étant a
leur limite d’élasticité en compression et en traction, les deux paramétres 3 et v vérifient

les deux équations suivantes :

frie".0=p8) =a"—(w(B,7)+1)cos? B—v(B,7)) —of =0

| =

(4.82)

o
fr(o.r’e = 7) - —arﬁ((’/(ﬁﬁ) + 1) COS2/Y - V(ﬁa’y)) - 06 =0
dont la résolution est effectuée numériquement. La relation contrainte-déformation selon
la direction Oz est alors donnée par :

L9 (4.83)

== (Szzzz(ﬁufy) H

Le chargement est par la suite poursuivi jusqu’a la rupture de toutes les phases renforce-

ment, le comportement macroscopique se réduisant a celui de la matrice seule.
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Les résultats sont présentés sur la figure 4.23 donnant 1’évolution de ¥ en fonction

q 1)
e —.
H
S
%
!l o\ z
S"::z(ﬁ)H ’//
Edpaor -7
Olr ! ///
| //
| .
T
e non renforcé
//‘
Pl 3
- | H
- l\ >
00 5"
H r H

FIGURE 4.23 — Courbe contrainte-déformation : essai de compression simple

Cette courbe montre trois phases successives. La premiére phase correspond & une
évolution élastique qui prend fin lorsque la contrainte axiale dans la phase renforcement,
représentant la famille de fibres orientées suivant la direction de sollicitation Oz atteint
la valeur limite 0. La deuxiéme phase est une phase d’endommagement, qui correspond
a l’évolution du cone d’angle 5. Enfin, la troisiéme phase apparait lorsque les phases
renforcement représentant les fibres lu plan Oxy "cassent" en traction (cone de I’angle
v) par effet de Poisson. Une deuxiéme zone endommagée apparait alors et se propage
jusqu’a I’endommagement de toutes les fibres de renforcement.

4.3 Comportement élasto-plastique d’un matériau a
fibres

4.3.1 Comportement élasto-plastique
Phase matrice

On suppose que la phase matrice est élastique parfaitement plastique. On définit le
domaine d’élasticité G™ comme ’ensemble des états de contraintes a l'intérieur duquel
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toute évolution est réversible (élastique). Ce domaine est caractérisé par la fonction de
charge f™ qui vérifie :

f™(@™) <0 sig™ est alintérieur de G™
f™(@™) =0 sig™ estsur la frontiere de G™ (4.84)

f™M(@™) >0 sig™ est alextérieur de G™
Le critére de plasticité de la phase matrice s’écrit alors :

M) <0 (4.85)

Les déformations se décomposent en la somme d’une partie élastique (réversible) et d’une

partie plastique (irréversible) :

em =" 4" (4.86)
—e =p

et la loi de comportement élasto-plastique peut étre écrite sous la forme :

g"=C" M= O (" - 2T (4.87)

Le taux de déformation plastique est donné par la régle d’écoulement qui s’écrit :

m
ak/

~— (D=0

FIGURE 4.24 — Critere de plasticité et régle d’écoulement plastique dans le cas associé de la

phase matrice

- >0 si fm(g") = /") =0

: . g . - -

m — yMm_J m

g =N"5 m avec 1 (4.88)
= 0 sinon

ot 7)™ est le multiplicateur plastique et g™ est le potentiel plastique qui se confond avec

f™ dans le cas d’une régle d’écoulement plastique associée ([29]), traduisant la normalité

du taux des déformations plastiques par rapport a la frontiére du domaine d’élasticité.

(figure 4.24)



82 Chapitre 4. Comportement anélastique des matériaux a fibres

Phase renforcement

Le comportement élasto-plastique de chaque phase renforcement est exprimé par une
relation de la forme :

o' =a"(e" —¢)) (4.89)

ou g, est la déformation plastique de la phase renforcement, dont I’évolution satisfait la
régle d’écoulement plastique :

,, >0 si f7(0") = f(0") =0

: 0
er=1" afr avec 1" (4.90)
o

0 sinon

ot 7" est le multiplicateur plastique et f" désigne la fonction de charge de la phase
renforcement. Cette fonction de charge est formulée au moyen d’une condition de la forme :

f(@") <0 (4.91)

ou encore |o"| < o7, si les fibres ont mémes limites d’élasticité en traction et en compres-
sion.

La résolution d’'un probléme d’évolution élasto-plastique mettant en jeu un tel matériau
a fibre, modélisé comme un systéme multiphasique, consiste a exhiber un champ d’efforts
intérieurs {g™, {o"}} statiquement admissible et plastiquement admissible (il satisfait aux
critéres de plasticité des phases matrice et renforcement : f™(g™) < 0 et f7(¢") < 0)
d’une part, et un champ de déplacement {{} cinématiquement admissible d’autre part,
ces champs étant associés en tout point par les lois de comportement élasto-plastique de
la phase matrice (4.87) et de la phase renforcement (4.89).

4.3.2 Un exemple d’application

On présente dans cette section une premiére application du modéle multiphasique mettant
en jeu des phases matrice et renforcements élasto-plastiques. On reprend pour ce faire,
I’exemple de 1’éprouvette en matériau renforcé par une distribution plane et continue de
fibres, soumise a une déformation uniaxiale homogéne, traité a la section 4.2.2, la matrice

et les phases renforcement étant élastiques parfaitement plastiques.

Position du probléme

L’éprouvette considérée est soumise a une déformation macroscopique homogeéne : € =€,
e, ®e, (figure 4.25).
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FIGURE 4.25 — Déformation homogéne €4, imposée

La phase matrice est supposée élastique de ceefficients de Lamé (A™, u™) parfaitement
plastique standard, obéissant au critére de von Mises qui s’écrit, :

") =4/ %g’” csm— kT <0 (4.92)

ot k™ est la cohésion de la matrice et s™ la partie déviatorique de la contrainte :

IS}

m=g"— %(tr(gm)l (4.93)

len
IS

Chaque phase renforcement est élastique parfaitement plastique (figure 4.26). Elle obéit
au critére de plasticité parfaite, unidimensionnel :

fr(@") =lo"| —a5 <0 (4.94)

,,,,,, _0'5

FIGURE 4.26 — Comportement élasto-plastique de la phase renforcement

On note que la limite d’élasticité de la phase renforcement en traction-compression pure
o7 est lice a celle du matériau constitutif des fibres o] par :

cas d’une distribution bidimensionnelle de fibres
of = ’fZTU(J; _ ™ (4.95)

= cas d’une distribution tridimensionnelle de fibres
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La solution en phase élastique de ce probléme est identique a celle développée a la section
4.2.2 :

e = (Am Foum 3”80‘ ) Con (4.96)

Par ailleurs, 'hypothése d’adhérence parfaite combinée avec les lois de comportement
microscopique des phases matrice et renforcement permettent d’accéder aux contraintes

microscopiques :

pour la phase matrice et :
0" =a" €,y cos®0 (4.98)

pour la phase renforcement représentant les fibres d’orientation 6.

Les différentes phases restent élastiques tant que les critéres de plasticité respectifs
sont satisfaits, soit :

1 2v3
fm(e™) =1/ PEARE L k™ = T\/_Mm Epw —k™ <0 (4.99)

fr(0") =a" €ppcos’d —ah <0 (0<6<7) (4.100)

et

soit, en exprimant ces conditions sur la déformation homogéne imposée €., :

V3k™

Ere S EN= 4.101
el 2/,Lm ( )
Cop < ET= % =] (4.102)

o € (resp. €F,) désigne la limite d’élasticité de la structure dans le cas ou la phase
matrice (resp. phase renforcement) plastifie en premier.

On a dés lors trois cas de figures possibles suivant la valeur du paramétre adimen-
sionnel p défini par :
_Sa_ V3 k"

en 2 ume)

el

(4.103)
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e p <1 : La limite d’élasticité des phases renforcement est inférieure a celle de la phase
matrice. La phase renforcement représentant les fibres orientées suivant la direction de
solicitation atteint la limite d’élasticité tandis que la phase matrice reste élastique.

e p =1 : Ce cas correspond au cas ou les phases matrice et renforcement (6 = 0)
plastifient simultanément, les deux limites d’élasticité des deux phases étant égales. .

e p >1: Dans ce cas, la limite d’élasticité de la phase matrice est atteinte alors que les
phases renforcement restent élastiques.

Dans ce qui suit, on développe la solution élasto-plastique du probléme pour les trois cas

suivant la valeur du parametre adimensionnel p.

Cas 1: p <1 (plastification des phases renforcements en premier)

La limite d’élasticité est atteinte pour €,,=€,. Au-dela de cette valeur, une zone de fibres
plastifiées va se propager, les phases renforcement représentant les fibres se trouvant dans
'intervalle [0, 8] et [1 — 3, 7| vont se plastifier (figure 4.27) tandis que la phase matrice
reste élastique.

zone plastifiée zone plastifiée

I

8 8 >

FIGURE 4.27 — Déformation macroscopique uniaziale : zones plastifiées

Les phases renforcement représentant les fibres de direction [ étant a leur limite d’élasti-
cité, 'angle g peut alors étre déterminé par :

'

[ = arccos £0 (4.104)

rxr

tandis que la contrainte macroscopique >, est donnée par :

m—f B
Yor = (A" 4 2u™) €4p +a" Egy / cos*0do + 206/ cos? 0 do (4.105)
0

B
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La plastification de la matrice a lieu lorsque la déformation imposée €, atteint la valeur

limite gy A ce moment, la contrainte suivant la direction x de la phase matrice vaut :
ol = (\"+2u™) el (4.106)

La contrainte macroscopique >* & cette limite est obtenue en (4.105) en remplagant €,

par €.

Au dela de cette valeur, la contrainte ¢, s’exprime par (voir |7]) :

SN 4 2u™

T el f( T T Gm) (4107)

el

La composante suivant ’axe de sollicitation du tenseur de contrainte macroscopique est
alors donnée par :
SN 4 2u™ m—h h
Yee = 00 + %(Em —en)+ o//ﬁ € e cos 0dO + 206/ cos?0df (4.108)
0

XX

M /

XX

(A+2,u+3?7701r)€£, ffffffffffff =

Phe non renforcé

XX

el el

FIGURE 4.28 — Déformation macroscopique uniaziale : courbe contrainte-déformation - plastifi-

cation des phases renforcements en premier

La figure 4.28 représente la courbe contrainte-déformation macroscopique suivant la
direction de sollicitation x. Elle fait clairement apparaitre une phase élastique jusqu’a
la plastification de la phase renforcement représentant la fibre suivant la direction Ox,
suivie d’une premiére phase élasto-plastique correspondant & la propagation des zones
plastiques. Une seconde phase élasto-plastique se manifeste avec la propagation de la
plastification des phases renforcement et la plastification de la phase matrice.
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Cas 2 : p =1 (plastification simultanée des phases)

Dans ce cas la phase matrice et la phase renforcement représentant la fibre suivant la direc-

tion x plastifient simultanément et on a donc ’expression de la contrainte macroscopique

Yigz

3N+ 2u™
3

m
Ezz = 0g +

T3 B
(€Ezx — €0) + o// Cae cos® 0dO + 206/ cos?0df (4.109)
3 0

La courbe contrainte-déformation correspondante est représentée sur la figure 4.29.

D)

XX

(A+2,u+3§770£r)€; /

FIGURE 4.29 — Déformation macroscopique uniaziale : courbe contrainte-déformation - plastifi-

cation simultanée des phases

Cas 3 : p > 1 (plastification de la phase matrice en premier)

Le cas ot p > 1 correspond a la situation ot la contrainte limite de la phase matrice est
atteinte, alors que les phases renforcements restent élastiques.

L’expression de ¥,, quand la déformation imposée vient de dépasser la valeur limite €}
est donnée par :

SAT 4 2u™ 3ra”

Yo =0+ 5 (Exe — €Y) + 5 €, (4.110)

Le développement de la solution quand les phases renforcements commencent a plastifier,

c’est-a-dire €,,>€’;, est analogue a celui de la seconde phase élasto-plastique du cas

précédent (p < 1).

m SAT A 2u™

Za}a} =
O¢l + 3

el

T—pB B
(Evw — €1) + o// €., cost0dO + 206/ cos?0df (4.111)
B 0

La courbe contrainte-déformation est représentée pour ce cas sur la figure 4.30
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E;; /
(he2u+ 2Tyl /

e non renforcé

-
S g exx
m r
Eel Eel

FIGURE 4.30 — Déformation macroscopique uniaxiale : courbe contrainte-déformation- plastifi-
cation de la phase matrice en premier

4.4 Conclusion

Une extension du modéle multiphasique & la prise en compte d’'un comportement ané-
lastique des constituants a été réalisée. Ceci se fait par 'identification du comportement
de chacune des phases a celui du composant macroscopique qu’elle représente : le
comportement des phases renforcement est identifié a celui des fibres, le comportement
de la phase matrice est identifié a celui de la matrice du matériau composite. Tout
d’abord on s’est intéressé a des matériaux composites, tels que le platre renforcé par
fibres ou certains tissus osseux, dont les fibres sont élastiques endommageables tandis

que la matrice montre un comportement élastique linéaire.

Les solutions analytiques de quelques problémes types ont été élaborées, montrant
la capacité du modéle multiphasique a rendre compte du comportement anélastique des
composites a fibres equi-orientées et sa facilité de sa mise en ceuvre. Ces solutions seront
utilisées comme solutions de références pour la validation de I’outil numérique que 'on

présentera au chapitre suivant.

Le cas particulier des fibres "souples" qui ne sont capables de reprendre que des
efforts de traction a été aussi étudié et une solution semi-analytique du probléme de
traction en déformation plane d'un composite a fibres "souples" a été développée et
comparée au cas ou la raideur et la résistance des fibres en compression est prise en
compte, permettant ainsi de quantifier le role joué par ces paramétres sur la raideur et la
résistance macroscopique du composite.
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Dans le but de décrire le comportement d’autres matériaux composites a fibres,
dont les constituants sont ductiles, la section 4.3 a été consacrée a I’extension du modéle
a la prise en compte d’un comportement élasto-plastique des différents constituants. La
solution analytique du probléme de traction cedométrique d’une éprouvette constituée
d’un matériau composite a fibres dont les constituants sont élasto-plastiques parfaits a
été développée. Elle montre I'existence d’un paramétre adimentionnel p qui fait intervenir
les raideurs et résistances des phases et dont la valeur joue un role sur la séquence de
plastification des différents constituants. Cette solution analytique servira, par ailleurs,
a la qualification du code de calcul par éléments finis dont la présentation fait 'objet du
chapitre suivant.






CHAPITRE 5
Mise en ceuvre numérique du modeéle
multiphasique

Sommaire
5.1 Introduction . . . ... . . . ... ittt 93
5.2 Discrétisation de la distribution de fibres . . . . .. ... ... .. 93
5.3 Mise en ceuvre numérique du modéle en élasticité . . . . ... .. 94
5.3.1 Energie potentielle d’'un milieu multiphasique . . . . . ... .. . .. 94
5.3.2 Principe du minimum de énergie potentielle . . . . . . . .. ... .. 96
5.3.3 Formulation variationnelle . . . . . . . . ... . . o 000, 99

5.3.4 Application de la méthode des éléments finis au systéme multiphasique 99
5.4 Prise en compte d’un comportement élastique fragile des fibres. 105
5.4.1 Simulation numérique du probléme de traction en déformation plane 108

5.4.2 Calcul d’'une poutre renforcée soumise & un chargement de flexion
en déformation plane . . . . . . . ..o Lo o oL 110

5.5 Mise en ceuvre numérique du modéle en élasto-plasticité . . . . . 113

5.5.1 Position d’un probléme d’évolution d’élasto-plastique d’un milieu

multiphasique . . . . . ..o 113

5.5.2 Discrétisation temporelle de I’évolution et algorithme itératif . . . . 115
5.5.3 Formulation par la méthode des élément finis . . . . . . .. ... .. 117
5.5.4 Mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique en plasticité . . 121
5.5.5 Poingonnement d’'un demi-espace renforcé . . . . .. .. .. ... .. 123

5.6 Application du code de calcul multiphasique . ... ... ... .. 125

5.7 Conclusions . . . . . v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 126




92

Chapitre 5. Mise en ceuvre numérique du modéle




5.1. Introduction 93

5.1 Introduction

n s’intéresse dans ce chapitre a la mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique
dans le cadre de la méthode des éléments finis. Se placant dans un premier temps
dans le cadre d’un comportement élastique linéaire des différents constituants et sous
I’hypothése d’adhérence parfaite entre les phases matrice et renforcements, le principe du
minimum de ’énergie potentielle des systémes multiphasiques est démontré aboutissant

a une formulation variationnelle des problémes aux limites.

En s’appuyant sur la présentation de la méthode des éléments finis exposée dans
[15] pour les milieux continus tridimensionnels, les éléments finis multiphasiques sont

succinctement présentés a la section 5.3.4

Les sections 5.4 et 5.6 sont consacrées a la mise en ceuvre numérique du modéle
dans le cadre d’un comportement anélastique des constituants. Le chapitre se termine
par la validation de l'outil de calcul développé et son application a la détermination de
la réponse de structures constituées de composites a fibres.

5.2 Discrétisation de la distribution de fibres

Afin de développer un outil de calcul robuste permettant d’aborder le calcul des struc-
tures en matériaux renforcés par fibres, la distribution continue de fibres est tout d’abord
remplacée par une distribution discréte de N fibres équi-orientées (figure 5.1).

A
Y e.

=Ir

0.= (i-1)w/N

FIGURE 5.1 — Distribution discréte des fibres

La fraction volumique de la famille de fibre i, repérée par 'angle §; = w(i —1)/N (i =
1..N) est alors reliée a la fraction volumique totale des fibres renforcement f" par la

relation suivante :
fr

I'=% (5.1)
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Dans ce cas, la raideur en traction-compression de la phase renforcement représentant la
famille de fibres ¢ s’exprime par :

o = fiBf = %Ef (5.2)

5.3 Mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique
en élasticité linéaire
5.3.1 Energie potentielle d’un milieu multiphasique

L’énergie potentielle d’'un milieu multiphasique est fonction des champs de déplacement {™
de la phase matrice et §7{§§v des phases renforcement. Dans le cas général, elle s’écrit par :

E(E", &6 = WI(E" §.6y) — 2", &-£L) (5-3)
ou W désigne 'énergie de déformation élastique du milieu multiphasique et ® est le

potentiel des efforts extérieurs donnés qui lui sont appliqués, soit :

W(EE6) = [ Ve g0 5.0

Q

et

N 3
B(E™ E1.E ) = /Q (P"E™EM Y pELE)AO+Y
i=1 j=1

N
/ {Td?s;ﬂ ¥ Z(T;’m(sm} dS]
aQTj =1
(5.5)
ot €27, est la partie du bord 052 de la structure sur laquelle sont données les composantes
selon e; des densités surfaciques d’efforts pour la phase matrice (T]m = TCZ.L) et la phase
renforcement ¢ ((17); = (1%);)-

Dans I'équation (5.4), ¥ désigne la densité volumique d’énergie libre (énergie élas-
tique) du systéme multiphasique, qui s’écrit comme la somme des énergies libres des
phases et de leur interaction, soit avec les notations introduites au chapitre 2 :

W= wmEe") + Z Wig) + Z V(AL (5.6)

- U™ est la densité volumique d’énergie libre de la phase matrice donnée, sous I'hypothése
d’isotropie, par :
m

1 A
Um(em) = §§m :CM " = T(trgm)Q + ptr(e™)? (5.7)
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- Ul est la densité volumique d’énergie libre de la phase renforcement i donnée par :

1 1
Vi(e) = ég: :Ciigl = éa’"efi (5.8)

ou C] = a"e] ®e; ®e; ®e; désigne le tenseur d’élasticité de la phase renforcement <.
- Ul est la densité volumique d’énergie libre d’interaction entre la phase renforce-

ment ¢ et la phase matrice donnée par :

V(AL = %(Agi.g.Agi) (5.9)

et on suppose qu’il n'y a pas d’interaction entre les phases renforcement.

Compte tenu des expressions des énergies libres des phases matrice et renforce-

ment et de leur interaction, I’énergie de déformation élastique s’exprime en fonction des
3 A 1 m T T .

variables de déformation (g7, ¢7..€}, Aé) par :

N N
W™, el.ey) = / g CM g™ + ZQZ 1Ciel + ZAé.gI.Aé]dQ (5.10)
i=1 i=1

Remplacant dans (5.3), ’énergie de déformation et le potentiel des efforts extérieurs par
leurs expressions (5.5) et (5.10), il vient :

N N
1
E(gm,g..gN):/§ (€m:CmigM+ Y i Cig + Y ALCTAE | dQ
=1 =1

Q

(5.11)
—AW%W?+2}E&%M—XJZH@m@%N4

j=1 Li=1

En adoptant I’hypothése d’adhérence parfaite entre phases ({ = " = §:, i = € :
er®el, i =1..N) on obtient :

B - | 3

N 3
_ /Q(mem + ZzlpTE;)édQ — jzl /89Tj (Td)]fde

dQ2

N
e:C":e+ E a’ey;
i=1

(5.12)
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avec
N

(Ta); = (T + Y _(Th); (5.13)

i=1
5.3.2 Principe du minimum de I’énergie potentielle pour un mi-
lieu multiphasique élastique

La fonctionnelle énergie potentielle définie par (5.12) vérifie le principe de minimum de
la facon suivante :
Soit & la solution en déplacement du probléeme d’élasticité, alors :

V¢ e C.A. E(¢) < E(¢) (5.14)

ou C.A. désigne ’ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles pour
le probléme :

cA={¢: ¢ =gy s 00007} (5.15)

Soit 6§ I'écart du champ &’ au champ de déplacement & solution du probléme :

06 =¢—¢ (5.16)

L’écart de Iénergie potentielle du champ de déplacement £’ & celle de la solution est donné
par :

0E =E()— E(§) = E(£+6£) — E(§) (5.17)

Compte tenu de (5.12), on obtient :

5E=/%[(g+5g):cm (e +62)] dQ+/ %Z 0 e + o] A
’ Q =1

1 .m . .2 _ m m = Ul iAW
_/Qé[g.(: L+ a'22] /Q(p F +;p£i) (€ + 0€)dQ 518

3

N 3
-y /BQT]. (Ta);(& + 6&;)dS + /Q(/JmEm + ;prﬂ) L€+ ; /mTj (Ty);&;dS

J=1
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et donc, aprés simplification :

N
1 1
OF = / B [2; :C™og+og: C 52] dQ_|_/ 52 [QC‘T&z‘i(SEu—l—arégi] 40
¢ Q2
N 3
S G AED S ARTUED DY I CANINE (519
i=1 = Joar,

ol dg et dg; désignent les champs de déformation de la phase matrice et des phases
renforcement associés au champ de déplacement 5§

Introduisant les champs de contraintes (¢, o7..0%) solutions du probléme, c’est-a-
dire associés aux champs de déformations (g™, e]..€"y) par les lois de comportement
élastique des phases :

IS

m=C":g™;, ol =a'e], i=1.N (5.20)

’expression (5.19) devient :

N 3
OF = / [a™ : 0g + 0] dey] A — /(mem + Zprﬁf) - 0EdQ) — Z (Ta);(6€);dS
e @ i=1 B j=1

/ 2
Q

Appliquant le théoreme des travauz virtuels aux champs cinématiques 6§ et aux champs

N
o : C™: de + Z a’deZ,

i=1

a0 (5.21)

T

N) solutions du probléme et donc statiquement admissibles, il

de contraintes (gm,gg..g

vient :

N N 3
/ (™ :be+ > ade;)dQ = / (P"E™+> p'E})-66dQ+ ) / T;0¢;dS  (5.22)
Q i=1 @ i=1 j=1 709

Comme 6§ est la différence entre deux champs de déplacement cinématiquement admis-
sibles, il vient :
;=0  sur 0N\, (5.23)

d’ou

N
Qm(5§+ aréeii dQI/
JRESTES LSS

i=1 Q

N 3
(p"E™ 4+ p'EY) - 66dQ+ Y / T;0¢;dS  (5.24)
i=1 j=1 /0%
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L’écart de I'énergie potentielle d’un champ &’ a celle de la solution élastique s’écrit fina-
lement, compte tenu de (5.24) :

B(¢) - B© - [

Q

N
1 N GUL 1 rs.2
<§5g :C™ b+ ; 50 55ii> dQ (5.25)

qui, du fait du caractére défini-positif des formes quadratiques associées a C™, et a” est

positif ou nul :

Ve e C.A. E(€) — E(¢) <0 (5.26)

Le champ de déplacement solution du probleme, minimise [’énergie potentielle sur [’espace

des champs de déplacement cinématiquement admissibles.

La solution est par ailleurs unique. En effet, supposant l’existence de deux solutions
(€, g™ of..oy) et ({,a™, 01’..0}’), ce principe du minimum de I'énergie potentielle s’écrit

pour ces deux solutions :
E(§) < E(é/) et E(é/) < E(§) (5.27)

Etant donné que les formes quadratiques associées & C™ et CI (i = 1..N) sont définies,

il vient :
B <BE) s cte
B B - (5.28)
E(ﬁ') < E(ﬁ) si g#g’
Il en ressort que les champs de déformations des deux phases sont identiques :
e=¢ (5.29)

L’unicité de la solution est ainsi vérifiée pour les déformations, elle est aussi vérifiée pour
les champs de contraintes. En revanche, elle n’est assurée pour les champs de déplacement

qu’a un mouvement rigidifiant preés :

= +QNz+u (5.30)

[’existence de la solution est par ailleurs assurée. La démonstration ne sera pas détaillée
ici mais, a titre indicatif, elle repose sur le théoréme de Lax Milgram. (voir [16]).
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5.3.3 Formulation variationnelle

La recherche de la solution d'un probléme d’élasticité revient, de par le principe du mini-

mum établi ci-dessus, a la recherche du minimum de [’énergie potentielle :

Trouver (§) € C.A. tel que:

B (5.31)
V() eCA E) <E)
qui est équivalente a la recherche de la solution du probleme variationnel suivant :
Trouver (§) € C.A. tel que :
B (5.32)

v(€) € C.A.: £((8), (€) = ®(¢)

ou £(.,.) est la forme bilinéaire associée a la forme quadratique définie par la fonctionnelle
énergie potentielle, qui s’écrit :

N

£,¢) = /Q[(g :C™ i)+ Z(arsiisgi)]d(l (5.33)

i=1

et ®(.,.) est une forme linéaire exprimant le travail des efforts extérieurs donnés :
N 3
o) = [(mE+ S pELa Y [ (Tgs (5.34)
Q i=1 j=1709m;

5.3.4 Application de la méthode des éléments finis au systéme
multiphasique

La recherche de la solution d’'un probléme d’élasticité par éléments finis consiste a
trouver le champ de déplacement qui minimise la fonctionnelle énergie potentielle sur un
espace d’approrimation inclus dans [’ensemble des champs cinématiquement admissibles,
ou d’une maniére équivalente a résoudre le probléme variationnel (5.32) sur cet espace

d’approximation.

L’espace d’approximation est déterminé par la discrétisation géométrique de la
structure en éléments finis (maillage), la donnée du degré d’approximation polynomiale
n des champs sur chaque élément fini et 'ordre de la continuité de I’approximation.

5.3.4.1 Maillage

Le domaine est discrétisé en un nombre finis d’éléments (N.) de formes géométriques
simples interconnectés en des points appelés noeuds et des segments de droites appelés
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arétes. Les éléments assurent la couverture du domaine avec un recouvrement maximal

de maniére a ce que :

Q~ U V" (5.35)

n=1 ¢

ou V' désigne ’élément fini numéro n.

Pour les problémes multiphasiques, le méme maillage est adopté pour les phases
matrice et renforcement afin de pouvoir aussi bien assurer la condition d’adhérence
parfaite, qu’inclure une loi d’interaction entre phases. La structure multiphasique a
étudier est alors remplacée par une structure discrétisée équivalente.

On se limitera dans ce qui suit au cas d’un milien multiphasique sollicité en dé-
formations planes dans le plan (Oxy) et en condition d’adhérence parfaite. Les seuls
degrés de liberté d'un tel systéme sont donc les deux déplacements (&,,&,) dans le plan.
Chaque nceud du maillage étant ainsi muni de deux degrés de liberté, I’ensemble de
ces degrés de liberté relatifs a 1’élément fini n peut étre écrit sous la forme matricielle

suivante :

n gk.,n
{¢}. = ( ki ) k=1,..m (5.36)
Yy

ol n. désigne le nombre de nceuds sur chaque élément.

5.3.4.2 Approximation des champs de déplacement

Le champ de déplacement est continu sur chaque élément et aux nceuds. Les polynomes
d’interpolation n’assurant que cette continuité C° sont appelés polynomes de Lagrange.
[’expression littérale du champ de déplacement élémentaires sur 1’élément fini n peut étre
retrouvée a partir du vecteur des déplacements élémentaires et de la matrice des fonctions
de forme par la relation :

{e}(@.y) = [N],(z,9).{¢}, (5.37)
T _ (7, y)
BETE { ) } (5.3%)

et
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Ni(x,y 0
[N] (2,y) = K@, y) (5.39)
ot Ni(z,y) est le polynome de degré p tel que :
1 d k
Ni(z,y) = at neet k=1 .1 (5.40)
0 aux autres noeuds

Les polynomes d’interpolation peuvent facilement se calculer sur chaque élément en fonc-
tion des coordonnées de ses noeuds, mais par souci d’optimisation des programmes de
calcul, ils sont calculés sur 1’élément de référence associé aux éléments finis employés, puis
transformés pour obtenir les polynomes d’interpolation de I’élément donné.

Par exemple, pour des éléments triangulaires o siz neuds (T6), Pélément de référence est
un triangle isocéle rectangle ayant deux cotés unitaires (figure 5.2) ([15]).

n A y A
3
Te
(0,1) ¢ 3 /\\ 6
6 5 1 5
Ug 4
1 2 g 2 X
= > >

00) 4  (1,0)

FIGURE 5.2 — Passage de l’élément de référence a l’élément réel

Désignant par 7. la transformation géométrique permettant de passer de 1’élément de
référence Vy a ’élément réel V), :

Te o (&m) — (2,9) (5.41)

On introduit la matrice jacobienne de la transformation 7, :

g_%: Oz
n
[J] = o o (5.42)
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et le jacobien de la transformation :
J =det[J] >0 (5.43)

Les dérivées des fonctions de forme peuvent aussi étre calculées a partir des dérivées des
fonctions de forme définies sur 1’élément de référence par :

ONg _ ON; 05 | 9Ny 91
Jdr — 0 dx ' On Ox

(5.44)
ONy _ ON, 0§ | ONy On
dy — 9§ dy = In Oy
ou encore sous forme matricielle :
ONy 9 On ONi ONy
Ox Or Ox o€ o
= =[J]! (5.45)
ONy 9§ In ON} ONy
dy dy Oy on an

L’intégrale des fonctions de formes sur un élément quelconque peut ainsi étre calculée sur

I’élément de référence par :

Ne(z,y)dedy = | N.(§n)J d&dn (5.46)
Ve Vr

ou V, désigne un élément réel quelconque.

5.3.4.3 Principe du minimum discrétisé

Les composantes du plan (Ozxy) ainsi que la composante zz des contraintes et des dé-
formations macroscopiques peuvent s’écrire, en tout point du milieu multiphasique, sous

forme vectorielle suivante :
HEY = {00, Sy, Tizy Ty } (5.47)

Hel={¢CwmCp €260 } (5.48)

de sorte que la loi de comportement élastique s’écrit :

(=} = <[O’"] + Z[Oﬂ) {e} (5.49)

i=1
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avec :
AT 2™ A™ ™ 0
o) = e (5.50)
A™ A™ A4+ 2u™ 0
0 0 0 '
La forme de la matrice d’élasticité C] de la phase renforcement ¢ :
[C7] = a"{eir} - Heur} (5.51)

ou {e; } désigne le vecteur des composantes du tenseur ¢; ®e;, dans une base orthonormée,
vérifiant 'identité :

g <eir®§ir) = t{eir} ’ {E} (552)

Dans le plan (Ozy), la direction de renforcement e, est repérée par un seul angle 6; :
e, = cosbie, +sinbie, (5.53)

on déduit alors :
e i} = {cos? b;,sin? 6;,0, sin 0; cos 0; } (5.54)

d’ou en tenant compte de (5.51) et (5.54) :

cos* 6; cos?f;sin?6; 0 cos®6;sin b,

; .| cos?6;sin?0; sin* 6, 0 cosb;sin®;
Cll=a 0 0 0 0 (5.55)

cos®0;sinf; cos;sin®6; 0 cos?6;sin?6b;

[’énergie de déformation du milieu multiphasique donnée par (5.10), peut s’écrire, compte
tenu de (5.47), (5.48) et (5.49), sous la forme :

N

W({e}) = /t{e} ([ "+ Z[CZ]>-{€}dQ (5.56)

i=1
qui est égale, compte tenu de (5.35), a la somme des énergies de déformation sur tous les

éléments du maillage, soit :

W({e}) = Z /nt{e} <0’” Z[ :])-{e}<x,y>dxdy (5.57)

=1

Utilisant la transformation 7, et la formule de transport (5.46), il vient :

wW({e}) = Z / {e}- <0’” Z[ :])-{e}(f,nwdsdn (5.58)

i=1
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Les déformations s’écrivent comme suit en fonction du champ de déplacement par élément :

Eas 5 0
0o 2 .
(een=| & =0 (&) en=mten g,
2 ¢ 2 2
Ty Oy Oz

soit compte-tenu de (5.37) :

{e}(,y) = [0] - [N] (x.y) - {&} = [B], - {¢}) (5.60)

ou [B]. est une matrice formée de n, matrices [B] de taille (4 x 2) :

[Ble =1[-., [Blk, -] k=1..ne (5.61)
avec d’apreés (5.38) :
Niz O
0 Ng
Bl = Y 5.62
Nk,y Nk,:v

ou les expressions de Ny, = % et N, = 68—]\;’“ sont données par (5.44). On obtient

finalement ’expression discrétisée de 1’énergie de déformation :

w{eld = —Z /V ey B ([OMHZ[O:]) [Ble - {€}2 J dedy
- %it{g}g. /Vt[B]e (™ - [ Jdgdn+2/ [Ble Jdgdn | - {¢}2
(K] [f?};-
= %t{g}. (K] -{¢} (5.63)

ou [K] désigne la matrice de rigidité globale de la structure multiphasique obtenue par
assemblage des matrices de rigidité élémentaires [K}:L et [K] ; (1 = 1..N) tandis que {g}
est le vecteur (matrice colonne) formé de tous les déplacements des neeuds de la structure.
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En ce qui concerne les efforts extérieurs, on associe aux densités volumiques et
surfaciques d’efforts extérieurs appliquées sur la phase matrice et les phases renforcement
les vecteurs {pF'}, {T'}. La contribution élémentaire a 1’énergie potentielle prend alors la

forme :

(e} = e [ / '[N, - {pF}dQ+ / '[N, - {T}dS (5.64)

%8 VrnoQr

(e {f5ryn

Le potentiel des efforts extérieurs s’écrit comme la somme des potentiels calculés sur

chaque maille élémentaire :

S({e)) =3 (UMY + U5y e =S HF (e = {FY (e} (5.69)

ou {F} désigne le vecteur sollicitation globale obtenu par assemblage des vecteurs
sollicitations élémentaires ({fV}" et {f57}7).

Finalement, on obtient ’expression discrétisée de 1’énergie potentielle :

B({e}) = w({e)) —e({e}) = 3148 - [K] (&) ~{F}-{&}  (5.60)

Le probléme a résoudre consiste & minimiser, sur un sous-ensemble des vecteurs {£{} des
déplacements nodaux C.A, la fonction scalaire E({{}). La recherche du minimum conduit
au systéme linéaire classique :

[K]-{¢}={F} (5.67)

5.4 Prise en compte d’'un comportement élastique fra-
gile des fibres

Partant de la formulation variationnelle établie dans la section précédente, une mise en
ceuvre numérique du modeéle multiphasique dans le cadre de la méthode des éléments
finis a été développée aboutissant & un code de calcul bidimensionnel. Ce dernier
permet de simuler la réponse de structures multiphasiques sous chargements statiques
en déformation plane. Ce code est fondé sur 'utilisation d’éléments finis triangulaires de
type 16 (six nceuds par élément fini) correspondant & une approximation quadratique
pour les déplacements.
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Dans le cadre d’un comportement élastique linéaire de tous les constituants, le
code élaboré est validé par comparaison avec des solutions élastiques classiques telle que

la compression cedométrique, la compression simple en déformation plane.

En revanche, dans le cas de fibres élastiques-fragiles (contrainte limite en traction-
compression ag ), une procédure numérique a été développée et implémentée. Le critére

de rupture de la phase renforcement représentant la famille de fibre 7 est donné par :
fla") = o, — o (5.68)

ot o = fIEf = Lof.

Notant {Q} le vecteur des paramétres de chargement, {Q} est appliqué par de pe-
tits incréments successifs {0Q} = {Q(t + 6t)} — {Q(¢)}. La solution du probléme suite
a l'application d’un incrément de chargement {Q} repose sur la procédure itérative a 3

étapes suivante :
¢ La premiére étape consiste a calculer la solution du probléme d’élasticité a §¢) imposé :

{AZ, Ag} = Flas.(6Q) (5.69)

¢ La deuxiéme étape consiste a déterminer les contraintes partielles et a identifier la
phase renforcement j siege de la contrainte maximale o7 ainsi que l'orientation 6; des

fibres représentées par cette phase.

75 +605| = Ma. [{o"(€ + AE) : (ees)} (5.70)

o On finit par vérifier le critére de résistance de cette phase et corriger le tenseur
d’élasticité macroscopique [C] si besoin : si la contrainte maximale (o] + do7}) calculée
a I’étape 2 viole le critére de rupture de la phase 7, cette phase est éliminée c’est-a-dire
ne contribue plus au comportement macroscopique. On recalcule alors le tenseur
d’élasticité macroscopique qui servira au calcul élastique de l'itération suivante. Dans
le cas ou le critére de rupture est satisfait partout, la solution élastique déterminée a
I’étape 1 est la solution du probléme a d(¢) imposé.

si |oj +d07| >05: C=C-Cj=C-—ad'e;,Re;,Re;,R¢, (5.71)

Cette procédure est itérée jusqu’a convergence qui consiste a trouver un champ de
déplacements C.A et une distribution d’efforts intérieurs S..A qui vérifient le critére pour
toutes les phases renforcement.
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La procédure itérative détaillée ci-dessus est mise en ceuvre dans le code de calcul
multiphasique développé. Les trois étapes de chaque itération s’écrivent de la fagon
suivante sur le probléme discrétisé (figure 5.3).

r \
Initialisation:
F, [K]=[K]
\ y
v
Itération i: i<—it1
F, Ki connus <
\ y
v
Contrainte maximale:
;
\ y

Vérification:
0, =0,

(K=K ]-[K ] ’—

FIGURE 5.3 — Algorithme pour le milieu multiphasique prenant en compte des fibres élastiques
fragiles

o Etape 1 : Notant {0F'} I'incrément du vecteur effort du probléme discrétisé (E.F) corres-
pondant & I'incrément de chargement {dQ}, la premiére étape correspond a la résolution
du probléme d’élasticité & {0F'} imposé :

{Ag} = [K]7{AF} (5.72)

o Ftape 2 : Détermination des contraintes microscopiques et identification de la phase

renforcement j siége de la contrainte maximale o7 ainsi que de I'orientation 6; :

07 + 807 = May, [{e. }CT][BLAE + 0¢He (573)
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o FEtape 3 : Si le critére de rupture de la phase j est satisfait fjr(ag + d07) < 0 alors
I’évolution est élastique et la solution de 1’étape 1 est a retenir. Par contre, dans le
cas ot le critére de la phase j est violé, il faut actualiser la raideur de la structure en
tenant compte de la rupture de cette phase et réitérer la procédure :

si |07 4007 > 0h o [K] = [K] - [K], (5.74)

5.4.1 Simulation numeérique du probléme de traction en déforma-

tion plane

L’outil développé est maintenant mis en ceuvre pour simuler la réponse d’une éprouvette
en matrice élastique renforcée dans le plan (Oxy) par des fibres élastiques fragiles et
soumise a une déformation uniaxiale imposée € suivant la direction x. Les caractéristiques
suivantes ont été adoptées :

B! ol

T = 100, v =03 7 =3.14%; E—?n =5 N =100 (5.75)
La figure 5.4 représente 1’évolution de la contrainte macroscopique dans la direction de la
sollicitation en fonction de la déformation imposée €. La courbe en trait plein représente
la solution analytique développée a la section 4.2.3, tandis que les points désignent la

solution numérique.

A
7E
0.02-
0.15-
Analytique (section 4.2.2)
4 Numérique
0.10- !
3= —e
0.057 i
€
0 T T T T >
0.05 0.10 0.15 0.20

FIGURE 5.4 — Courbe contrainte-déformation : sollicitation de traction en déformation plane

La concordance des résultats numériques et analytique constitue une premiére validation
de 'outil numérique développé.
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Prise en compte des fibres "souples"

Afin de prendre en compte la présence a I’échelle microscopique de fibres "souples" et
donc de phase renforcement ne pouvant reprendre que des efforts de traction, a 1’échelle
macroscopique, la procédure itérative développée ci-dessus est adaptée en rajoutant a la
fin de I’étape 3 une condition partant sur la nature des efforts repris, les conditions (5.70)
et (5.71) sont alors remplacées par :

7j +d0) = Max {@(€+A9) s (en®eu)

(5.76)
oy + 0o, = ('li/[la%{a’"(g +Ag) : (e;,®e;,)}
siooj+ooj 205 C=C—Cf=C—de;,®e;,®¢; ¢, (5.77)
si o + 50}7 <ol C=C-C} =C—ag,Re, Qe Qe

Il est & préciser que ces deux équations ne sont pas de méme nature, la premiére traduit
la rupture irréversible de la phase 7, tandis que la deuxiéme est réversible : en effet une
phase renforcement désactivée peut étre réactivée si, au cours de I’évolution, elle est
amenée a supporter des efforts de traction.

La mise en ceuvre numérique de cette procédure et son application au cas traité
semi-analytiquement (section 4.2.4) a permis de trouver les résultats de la figure 5.5 qui
montre un parfait accord entre la solution numérique par éléments finis et la solution
semi-analytique. Les valeurs numériques utilisées pour cette simulation sont celles de
(5.75).

Z/E:”'l ‘k
0.154
0.10 Analytique (section 4.3.2)
4 Numérique
0.051 et e
S
0 0.05 0.10 0.15

FIGURE 5.5 — Courbe contrainte-déformation : sollicitation de traction en déformation plane
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5.4.2 Calcul d’une poutre renforcée soumise & un chargement de

flexion en déformation plane

Nous reprenons ici 'exemple de la poutre en matériau renforcé par une distribution de
fibres équi-orientées dans le plan (Ozy), soumise a un chargement de flexion (section
4.2.5). Les caractéristiques de la matrice et des phases renforcement sont celles de (5.75).

Etant donné que le probléme est invariant le long de l'axe de la poutre, on a
considéré une tranche d’épaisseur 0.01 m qu’on maille finement avec un maillage régulier
d’éléments quadratiques T6. La taille des éléments est de 0.01x0.01 m et I’épaisseur h de
la poutre est de 1 m. On obtient alors, un maillage assez fin de 200 éléments (figure 5.6).

Element T6

1m

0.0lm

0.0lm

A AT A AT A VA A VA VAV A VA A A A A A A VA A VA VAV AV A A A A A A A VA A VA VAV A VA A A A A A A VA A VA VAV VAV A A A A A A A VA YA VA VA VA VYA AP A AYAY VA A VA YA A VA VA VA VA Yl

@

FIGURE 5.6 — Maillage de la structure

Les résultats numériques sont représentés sur la figure 5.7 : la courbe continue représente
la solution analytique, tandis que les points représentent la solution numérique. Les
résultats numériques s’écartent de la solution du probléme dés que 1’on sort du domaine

élastique. Ceci est dii au probléme numérique suivant : les contraintes étant classiquement
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calculées aux points de Gauss, le critére de rupture des fibres est estimé en ces points.
Les premiéres phases renforcement désactivées par la procédure itérative décrite en 5.4,
pour rendre compte de la rupture des fibres qu’elles représentent, sont celles représentant,
les fibres orientées suivant ’axe de la poutre se trouvant aux extrémités inférieure et
supérieure de la poutre. Etant donné que la distribution des points d’intégration de
Gauss sur la structure n’est pas symétrique par rapport a l'axe Oy, cette procédure
de désactivation va introduire une dissymétrie du probléme qui fait que la solution
numérique s’écarte de plus en plus de la solution analytique.

M m
7hE" 4
Analytique (section 4.2.4)

2 Numérique (calcul local)
0.015 4
0.01+
0.005 4

X (10°m")

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 5.7 — Résultat numérique : relation moment-courbure

Afin de remédier a ce probléme numérique, nous avons choisi d’utiliser une approche non
locale ([24]; [40]). Cette approche consiste a remplacer la valeur locale de la contrainte
des fibres o"(z) par sa valeur non locale " (x) définie par une moyenne pondérée sur un
volume au voisinage du point considéré. Une distribution de type Gauss 1) est utilisée
afin de calculer cette valeur non locale qui dépend seulement de la distance r entre le
point source x et le point de réception y :

1 /
()= +———— | Y(y,x)0"(y)d2 5.78
@)= o YL Do W (578)
avec la fonction de pondération définie par :
NS |z — yI”
_ im = = 5.79
U(y, x) (&m) exp ( T ) (5.79)

ot Ny, = 2 est la dimension spatiale et le paramétre /. la longueur caractéristique choisie
en fonction de la taille du maillage. La figure 5.8 montre un exemple de distribution de la
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fonction de pondération ¢ avec la distance par rapport au point considéré. On constate
que cette fonction s’atténue assez rapidement au-deld d’une distance a quelques fois la
longueur caractéristique £..

1.1% wmax
13.5% lpmax
60.7% wmax
- lpmax

60.7% wmax
13.5% Yimax

1.1% Ymax

a

o

S S0

FIGURE 5.8 — Ezemple de distribution de la fonction de pondération i ([40])

La contrainte partielle non locale peut étre calculée par une méthode d’intégration numé-
rique, utilisant la méthode de Gauss dans le cadre de la méthode des éléments finis. La
valeur " (z;) en un point géométrique z; est alors calculée par :

Ne Ng

> > wadly, z)o"(y,)det(J,)

Ne Ng

Z Z Wy @Z)(an z;)det(Jy)

ne=1ng=1

(5.80)

Ot N, est le nombre total d’éléments, N, le nombre des points de Gauss dans un élément,
Y, est le vecteur position du point d’intégration et w, le coefficient de pondération associé.
La longueur caractéristique £, détermine la dimension de la zone d’interaction qui influence
la grandeur non-locale au point considéré z; (figure 5.9).

S \;\ point de Gauss

e 5 5 o,
zone d’interaction ° 0 ° /
R ol o\

o o
h ® ° i °
\
s ' A ° ° i
o o AL B /
g < E
\ 0 o 0 o o o
N ° ° ° ° ° o,
e © © ,
N3 0.’
Lo e o o -

FIGURE 5.9 — Illustration de la zone d’interaction

.|}<
I= o
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L’intégration de cette méthode dans le code développé et son application a la simulation
du probléme de la flexion ont permis d’accéder aux résultats de la figure 5.10.

M, A
“hE

0.015 4 Numérique (calcul non local)
o—(.=0.02m
0022888 |a— ¢ =0.001 m
3 AL
0.01- %%ooxwo%o%gziﬁﬁgg . = (,=0.005m
;:;;ZZZZAa-ﬁé.-..- vvvvv v—( =00l m

CL e g TGLIIITET Y
A AvivivivattvAvZ A AT iy

0.005 - —— Analytique (section 4.2.4)

X (10°m")

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 5.10 — Courbe moment-courbure utilisant le calcul non local

Sur cette figure, on présente les résultats de ce probléme pour différentes valeurs de la
longueur caractéristique /.. La réponse donnée par la formulation non locale est en bonne
concordance avec la solution analytique dans le cas /. = 0.01m, c’est-a-dire /. & 'ordre de
la dimension d’un élément fini. Le probléme numérique associé a la localisation peut étre

réglé en utilisant I'approche non locale décrite précédemment.

5.5 Mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique

en élasto-plasticité

5.5.1 Position d’un probléme d’évolution d’élasto-plastique d’un

milieu multiphasique

On considére un volume €2 occupé par un milieu multiphasique constitué de la superpo-
sition d’une phase matrice et de N phases renforcement parfaitement adhérentes avec la
phase matrice, et obéissant toutes & un comportement élastique parfaitement plastique.
On rappelle les équations régissant 1’évolution, a tout instant ¢ € [0,7] de I’évolution,
d’un tel systéme sous I’hypothése des déformations planes dans (Ozy) :
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e Equation d’équilibre :

N
dvE(D) +pE(t) =0 avee S(1) = g™() + Y ol(Dfeel  (5.8)
i=1
e Comportement élasto-plastique :
o = Cm:(é—@’”)
B - 7 (5.82)
of = al(€i—ep) , i=1.N
e Critéres de plasticité :
™ (e™(t) <0 < a™(t)eG™(t)
- B (5.83)

fr(or(t) <0 < (o7(t)) € Gi(t) , i=1.N

7 =

ou G™(t) et GI(t) désignent le domaine d’élasticité de la phase matrice et la phase

renforcement 7 & 'instant ¢

e Régles d’écoulement (cas associé) :

ofm >0 si fm(gm) = fm(g™) =0

e =il (g™) avee i (5.84)

-* dg™ = =0 sinon

o af [ >0 sifio)) = fi(o]) =0

€ip = i 5 r(07) avec 1j; (5.85)

0; = (0 sinon

e Conditions aux limites en contraintes :

Siene = T7(t)  sur 0, (5.86)

(7% : normale unitaire extérieure a dS)r,)

On définit I'ensemble des champs d’efforts intérieurs au systéme multiphasique stati-
quement admissible (S.A), pour le méme probléme au temps ¢, comme l’ensemble des
champs {¢", of..0% } () vérifiant I'équation d’équilibre (5.81) et les conditions aux limites
en contraintes (5.86).

En outre, un tel ensemble des champs d’efforts intérieurs {g™,of..0y}(t) est dit
plastiquement admissible (P.A) pour le probléme, si les critéres de plasticité (5.83) des
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phases matrice et renforcement sont satisfaits en tout point de €.

La résolution d’un probléme d’évolution élasto-plastique pour une structure en
matériau renforcé par fibres, modélisée comme un systéme multiphasique, consiste a
exhiber, a tout instant ¢ de 'évolution, un champ d’effort intérieurs {a", of..0%}(t) SA
et PA d’une part et un champ de déplacement {{}(¢) CA d’autre part, ces champs étant
associés en tout point par les lois de comportement élasto-plastique de la phase matrice
et des phases renforcement.

5.5.2 Discrétisation temporelle de I’évolution et algorithme ité-

ratif

On soumet une telle structure multiphasique & un chargement {Q} paramétré par le temps
t (0 <t <T).Ce chargement, qui peut étre une combinaison d’un déplacement imposé et

d’un effort volumique ou d’un effort surfacique, est ensuite subdivisé en petits incréments :

{0Q} = {Q}(t + dt) — {Q}(?) (5.87)

Supposant connue la solution du probléme d’évolution a I'instant ¢, correspondant & 1’état
de chargement {Q}(t), en termes de champs de déplacement {£}(¢), de champs d’efforts
intérieurs {g™, o7..0% }(t) et de champs de déformation plastique {g;”, €1,--Enp f (1), 1a re-
cherche de la solution du probléme consiste a calculer la solution & l'instant ¢ 4 0t associée
a l'incrément de chargement {0Q}. Cette solution peut étre obtenue en ajoutant a la
solution a l'instant ¢, la solution d’un probléme élastique relatif a I'application de I'in-
crément de chargement {JQ}, les incréments de déformation plastiques {5%)’”, €T, 0N, }
étant prescrits en tant que déformations anélastiques. Cela peut s’écrire sous la forme :
{0g™, 007..0% }

= Elas. [{0Q}; {6e™, dc],..0¢,} (5.88)
{0c™, bet..0en} !

Ces incréments de déformations plastiques doivent par ailleurs satisfaire les régles d’écou-

lement plastique, écrites sous forme incrémentale comme suit :

>0 si f"(g™+dg™) =0

m ma " m m m
Agp =0n aa—m(g + ™) avec dn (5.89)
- =0 sinon
ofr >0 si fl(o] +00f)=0,i=1.N
dej, = 0n; = (0] +do;) avec on" (5.90)
do; =0 sinon
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La combinaison de ces relations avec les équations de comportement exprimées sous

forme incrémentale donne finalement :

o™+ dg™ = proj. {c™ + C™ : 6™} (5.91)
g g ) \Z £
o; + o] = proj.{o] +ajdo]} ,i=1.N (5.92)
c;
ou proj.{} (resp. proj.{}) désigne la projection sur le domaine d’élasticité convexe G™
am ar

K3
(resp. GT) de la phase matrice (resp. phase renforcement i) défini par le critére de
plasticité correspondant. Ces projections sont déterminées au sens des produits scalaires
associés aux énergies élastiques de contrainte :

/ / 1 _ / .
v (gm,gm> <g"a" >,=;0":(C") 1. g™ pour la phase matrice (5.93)
’ ’ 1 !
v (cr;" o ) < ojo] >, = Q—aTU;’ o; pour la phase renforcement (5.94)

(3

Ce systéme d’équations est classiquement résolu par une procédure itérative (return map-
ping algorithm) (Owen (1980) [14]; Crisfield (1991) [5]; Simo et Huges (1998) [21]). Les
champs d’incréments des variables de déformations anélastiques étant inconnus, ils sont
déterminés par une suite itérative de calculs élastiques, grace a la procédure suivante :
supposons les incréments de déformations plastiques évalués a 'itération k, les valeurs de
ces mémes incréments a 'itération k 4 1 sont calculées en trois étapes :
1. Calcul de la solution élastique correspondant a la résolution du systéme linéaire
suivant :
{0g™, dof..o}
— Elas. {5@};{5gg,5g;p..5gyvp}] (5.95)
{0g™, del..0e}

2. Détermination des états de contrainte plastiquement admissibles par projection des
états de contrainte statiquement admissibles sur les domaines d’élasticité correspon-

dants :
o™ (k) =proj. {a™ +C™: 6™ (k)} (5.96)
—p.a. am = =
i o(k)+ = proj.{o] + ajdo;(k)} ,i=1.N (5.97)
G

3. Calcul des incréments de déformations plastiques relatifs a ’'itération k£ 4+ 1 comme
suit :

s (k1) = 82m(k)+ (@) (g (k) — o, (K)
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ot (k+1) = 8e"(k) + = (07 (k) — o7 u(k)) ,i=1.N

ipa (5.99)
= ben(k) + & (07 (k) + 607 (k) — o7, (k))

ipa

Démarrant cette procédure avec une premiére estimation des incréments de déformation
plastique : 5;?(k = 0) = 0; dej,(k) = 0, elle est itérée jusqu’a convergence, qui corres-
pond a la mise en évidence de champs de contrainte PA et SA avec une précision donnée :

lim {o—g;, a;pa..ayvpa} = lim {o™ + 60" (k); 0} + 607 (k)..o"y + 0%y (k)}  (5.100)

k—+oco (&= k—+o00

Il est & noter que les étapes 2 et 3 correspondent & un traitement local de la plasticité, qui
est suivi indépendamment pour chacune des phases, I'étape 1 correspondant & un calcul
élastique global.

5.5.3 Formulation par la méthode des élément finis
5.5.3.1 Principe du minimum de 1’énergie potentielle

Reprenant les notations du chapitre 2, on désigne par £ un champ de déplacement ciné-
matique admissible quelconque, et on introduit la fonctionnelle énergie potentielle de ce
champ, définie par :

E(é):/ﬂ%E:(Cm:g]dﬂ—/ﬂ[g:(cm@:ﬂdﬂ
a 1 r_2 = r
+;/ﬂ§ [a"e7,] dQ—;/ﬂ[a Eii€iqn) S (5.101)

N 3
= [ s gae-3 [ (@)
& i=1 j=1 7001,

généralisant ainsi la définition donnée au chapitre 2 dans le cas d’un état initial naturel,
a la situation ot un champ de déformations anélastiques {€"; (€]4,--€Nan)} doit étre pris

en compte.

La fonctionnelle énergie potentielle ainsi définie vérifie le principe du minimum
suivant. Soit (£) la solution en déplacement du probleme d’élasticité a déformations
anélastiques imposées, alors :

V(¢) e C.A. E(©) < E(¢) (5.102)
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La démonstration de ce résultat est analogue a celle détaillée en section 5.3.2, elle est
reprise ici briévement. Soit 6§ I'écart du champ {’ au champ de déplacement £ solution
du probléme :

0f=¢—-¢ (5.103)

L’écart de I'énergie potentielle du champ de déplacement (§') a celle de la solution est
donné par :

5E = B(¢) — B(§) = B +66) — B (5.104)

soit, en tenant compte de (5.101) et aprés simplification on obtient :

5E:/1[2§:Cm:5§+5§:(€m:5§} dQ+/1[2ar5ii55ii+araezzi] dQ2
02"~ -7 - 0?2

— 0e:C™: g™ | dQ —/ a’"gi€ian| A2
/Q pe:cm ey | ) (5.105)

/ mF”L+Z prET) - 5EdQ — Z / ;s

o0,
ot dg et de;; ,1 = 1..N désignent les champs de déformations de la phase matrice et des

phases renforcement associés aux champs de déplacement 0&.

Introduisant les champs de contraintes (o™, 07..0%) solutions du probléme, c’est-a-
dire associés aux champs de déformations (g,e7..€y) par les lois de comportement
élasto-plastique des phases :

lan

g =" (5 _gn) . o =d(ey—el), i=1.N (5.106)

I'expression (5.105) devient :
5E:/Q[m 0g + o} de;] Q2 — / mFm—Ier:Fr JEAQ — Z/ ;ds
8QT
(5 107)
1
" / [z € bz + a'o3] A
Q

qui n’est autre que 'expression (5.21) du méme écart de 1’énergie potentielle dans le cas
ou aucune déformation anélastique n’est imposée au milieu multiphasique, et dont nous
avons montré dans la section 5.3.2 que le signe était toujours positif ou nul, d’ou le résultat.
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5.5.3.2 Formulation variationnelle

La recherche de la solution {4} (i) du probléme incremental (5.95) revient de par le

principe du minimum établi ci-dessus, a la résolution du probléme suivant :

Trouver (0§) € C.A.tel que :

(5.108)
V(6€') e C.A. : E(6¢) < E(6¢)
qui est équivalent au probleme variationnel suivant :
Trouver (6§) e C.A. tel que:
B (5.109)

v(0g') € C.A. - a((0€), (9¢)) = L(3¢)

oua(.,.) est la forme bilinéaire associée a la forme quadratique définie par la fonctionnelle
énergie potentielle, qui s’écrit :

a(56:5) = |

Q

N

i=1
et L(.,.) est une forme linéaire donnée par :
L(6€") = (6E") + Pan(08) (5.111)

®(.,.) étant la forme linéaire exprimant le travail des efforts extérieurs :
N
®(6¢) = /(pmAEm + Z PiOET).08'dQ + / §(Ty);0¢,'dS (5.112)
Q i=1 oQr,

et @,y (., .) désigne la forme linéaire exprimant le potentiel des déformations anélastiques

imposées :

N
B, (56" = /Q [55":@“1:;%] Q+y /Q [a"8e; €7, 1D (5.113)
=1

5.5.3.3 Principe du minimum discrétisé

Considérant une discrétisation spatiale de la structure multiphasique en N, éléments,
I'expression discrétisée de 1'énergie de déformation est, d’aprés (5.63), donnée par :

W ({6€}) = 5 (66} - [K] - (o) (5.114)
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ou [K] est la matrice de rigidité globale de la structure multiphasique et {55} est le vecteur
formé de tous les incréments des déplacements des nceuds de la structure.
Le potentiel des efforts extérieurs s’écrit de maniére analogue sous forme matricielle :

®({s¢}) ="{oF} - {6¢} (5.115)

tandis que le potentiel des déformations anélastiques donné par (5.113), peut s’exprimer

sous la forme :

B ({5 €)) = [ 16 €m}- ([cm] £y [Gﬂ) {6 €} 0
=S [ raew (ieme Y [Cﬂ> A e}i(a.y) dody

=1
(5.116)

N

= Z/v RUARCH R ([Cm] +) [C{]> {A €}i(&m) J dédn
([Cm] +2 [Cﬂ) [Bl, - {Ag)] 7 dedn

> |qaenn | ([Gm] 3 [Cﬂ) [B]17 dédn] {og)!

SRUNRCS

On obtient ainsi I’expression discrétisée de I’énergie potentielle :

B({s¢}) = w({oe}) — @({d¢})

1 (5.117)
= 5106} - [K] - {9¢) = {oF} - {06} — {SFun} - {06}

dont la recherche du minimum conduit au systéme linéaire suivant :

(K] -{6¢} = ({6F} + {AF..}) (5.118)



5.5. Mise en ceuvre numérique du modéle en élasto-plasticité 121

5.5.4 Mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique en

élasto-plasticité

Le code de calcul des structures multiphasiques par éléments finis décrit en 5.4 a été
étendu a la prise en compte de comportement élasto-plastique des différentes phases,

utilisant un algorithme de plasticité implicite(figure 5.11).

Initialisation
g (0) = 0, (9}, 9g,)(0) = 0

Y

Itération k W ko< k+1
ogy (k) = 0, (9}, 03,)R) connus [
SE, (k) J

Y

{ [K].06(k) = OF(k)+ o0F,(k) }

\ A

[ Test de convergence ]

oul non
\ 4 A
FIN [ Projection ]
sur Gl.r (i=1..N) sur G
v \ 4
[ (ol-;;a " Uera )(k) ] g;"a (k)

Y Y

[ (8e],.. Oel, (k) J o’ (k)

FIGURE 5.11 — Algorithme de plasticité pour le milieu multiphasique
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Ce code permet de simuler le comportement des structures multiphasiques en déforma-
tions planes sous chargements statiques. Il utilise des éléments finis de type Lagrange,
triangulaire & six nceuds 7°6, permettant une approximation des champs cinématiques,
de déplacements, quadratique par morceaux, avec une continuité C°.

Une premiére validation de l'outil numérique ainsi développé a été faite par com-
paraison a des solutions analytiques de problémes multiphasiques élasto-plastiques dans
le cas d’une sollicitation en déformation homogéne, puis par comparaison a la solution
analytique de ce probléme développée au chapitre 4. Les caractéristiques suivantes ont

été adoptées :

Bl 100 03 - o2, pr—314% % .y 100 (5.119)
— = ;o U =03; — = ; =3. == =1; = )
Em ! Em g
T A
0.06 1
0.04 1 Analytique (section 4.3.2)
4 Numérique
k3 —
0.02+ €= —e

0.01 0.02 0.03 0.04

FIGURE 5.12 — Courbe contrainte - déformation : déformation macroscopique uniaziale

La figure 5.13 montre une parfaite concordance entre les résultats numériques et la

solution analytique.

La deuxiéme application de ce code a consisté a simuler le comportement élasto-
plastique d’une éprouvette soumise & une sollicitation de traction en déformation plane.
Le résultat de cette modélisation est présenté par la courbe contrainte-déformation de la

figure 5.13, il sera comparé avec I’approche calcul a la rupture dans la chapitre 6.
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>
7E" A
charge limite
0.04 +——————— S
0.02 A eg ge
e
0.01 0.02 0.03 0.04 g

FIGURE 5.13 — Courbe contrainte - déformation : essai de traction en déformation plane

5.5.5 Poinconnement d’un demi-espace renforcé

On considére le probléme du poingonnement par un poincon rigide d’un demi-espace ren-
forcé en déformation plane(figure 5.14) :

FIGURE 5.14 — Poingonnement d’un demi-espace renforcé

Dans le cadre d'un comportement élastique isotrope, la distribution de la contrainte ma-
croscopique verticale X, sous le poingon est ([52]) :

Q

vy —
my/ B2 — 22

)y (5.120)
ot B est la demi-largeur du poincon et () est la réaction du massif sous le poingcon pour un
déplacement vertical § donné. Cette fonction est singuliére aux coins du poingon (point
A et A’), de sorte que valeurs calculées aux points de Gauss des éléments localisés au
voisinage de ces points peuvent étre entachées d’erreurs systématiques. Par conséquent,
les valeurs calculées sous le poingon pour ces éléments et la réaction résultante peuvent
comporter des erreurs importantes.
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Il est nécessaire d’utiliser une autre méthode pour évaluer la réaction sous le poin-
con. En se basant sur le principe des travaux virtuels on démontre que la réaction totale
s'identifie & la somme des réactions nodales sous le poingon.([50]).

Par symétrie, on ne considére que la moitié de la géométrie. Le maillage utilisé
comporte 1377 noeuds et 650 éléments triangulaire T6 (figure 5.15).

A\ 7
SO0

\/
ALy SVAVAVAVAYS
OAARERRE

FIGURE 5.15 — Poingonnement d’un demi espace : zoom sur le maillage au voisinage de la

semelle

Les résultats de la simulation sont représentés sur la figure 5.16 sous la forme de courbe
de chargement donnant la réaction sous le poincon () en fonction du tassement normalisé

5/B.

6 - renforcé par fibres
/ p

non renforcé

o/B

»
>

0.20 0.40

FIGURE 5.16 — Poin¢onnement d’un demi espace - Courbe de chargement
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Prise en compte du cas ou les fibres sont élastiques fragiles

On s’intéresse enfin au cas ol le massif est constitué d’une matrice élasto-plastique renfor-
cée par des fibres élastiques fragiles (par exemple sol renforcé par des fibres de verre). La
figure 5.17 représente les résultats pour ce cas ou il apparait que la structure est capable
de supporter un chargement de plus de 1.6 fois la charge de ruine de la structure non
renforcée. Arrivé a cette valeur la structure devient instable suite a 'endommagement des
fibres. Cette phase se termine par une évolution peu différente de celle de la structure non

renforcée.

renforcé par fibres

o/B

»
T T T »

0.20 0.40

FIGURE 5.17 — Poinconnement d’'un demi espace - Courbe de chargement cas les fibres sont

élastiques fragiles

5.6 Application du code de calcul multiphasique au
probléme de la flexion d’une poutre renforcée : ma-

trice élastique fragile et fibres élasto-plastiques

On s’intéresse ici le cas d'un matériau composite constitué d’'une matrice élastique fragile
et de fibres élasto-plastiques (par exemple un béton renforcé par des fibres métalliques).
La matrice obéit le critére de rupture de Drucker-Prager qui s’exprime par :

1
fre") =y ggm g+ p T - K" =0 (5.121)
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ou I{" = trg™ est le premier invariant du tenseur de contraintes et p est un parameétre qui
peut étre déterminé a partir de résultats d’essais. Si le paramétre p est nul, ce critére se
réduit a celui de von Mises. On reprend I’exemple de la poutre en matériau renforcé par
une distribution de fibres equi-orientées dans le plan (Ozxy), soumise a un chargement de
flexion (section 4.2.5). Les caractéristiques de la matrice et des phases renforcement sont
celles de (5.119). Le paramétre p qui intervient dans le critére de rupture de la phase
matrice (5.121) est égal a 1.

La réponse de la structure est représentée sur la figure 5.18 pour différentes va-
leurs de /. et en comparaison avec celle de la matrice seule.

M
S m
0.06
Poutre renforcée
©—¢.=0.03m
»—(,=0.02m
0.04 e (.=001m
Non renforcée
o—€,=0.03m
0.02 a—(=002m
s (,=00lm
X (10°m")
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 g
FIGURE 5.18 — Flexion d’une poutre renforcée (matrice élastique fragile et fibres élasto-

plastiques) - courbe moment-courbure

Ces résultats montrent I’apport du renforcement en terme de raideur et de résistance de
la poutre en flexion. Le maillage adopté ici est le méme que celui dans la figure 5.6, le
choix de /. = 0.01m, c’est-a-dire la méme taille que les éléments, est alors plus pertinent

comme il a été observée en 5.4.2 (figure 5.10).

5.7 Conclusions

Une formulation variationnelle pour les systémes multiphasiques a été établie sous
I’hypothése d’adhérence parfaite entre les différents constituants. Cette formulation est
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par la suite discrétisée et mise en ceuvre numériquement dans le cadre de la méthode des
éléments finis, aboutissant ainsi & un code de calcul multiphasiques bidimensionnel.

La nécessité de la mise en ceuvre d’'une approche non locale pour 'application du
critéere d’endommagement des phases renforcement a été mise en évidence. La mise
en ceuvre numérique d’une telle approche basée sur 1'utilisation d’une fonction de
pondération gaussienne et d’un algorithme de calcul itératif, a permis le développement
d’un module ’endommagement’ dans le code de calcul multiphasique.

Par ailleurs, afin de rendre compte d’un comportement élasto-plastique des consti-
tuants, un algorithme implicite appliqué aux structures multiphasiques, basé sur un
découpage du trajet de chargement en plusieurs pas, a l'intérieur desquels un calcul
itératif par projection sur les critéres respectifs des différentes phases est effectué, a été
présenté. Sa mise en ceuvre numérique dans le cadre de la méthode des éléments finis est
ensuite développée et incorporée dans le code multiphasique précédent.

La derniére section de ce chapitre a été consacrée a 'emploi du code de calcul dé-
veloppé pour simuler le comportement d’une poutre sollicitée en flexion en déformation
plane. Cette poutre est constituée d’un matériau a fibres dont la matrice est élastique
fragile tandis que les fibres sont élasto-plastiques, tel le cas d’un béton de fibres. La
réponse macroscopique de la structure montre une premiére phase élastique suivie d’une
phase de comportement non-linéaire ot une plastification des phases renforcement et un

endommagement de la phase matrice ont lieu.
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6.1 Introduction

e chapitre est consacré a la présentation de l'approche du calcul a la rupture
C appliquée milieux multiphasiques. Cette méthode d’estimation de la charge de
ruine des structures en milieu multiphasique sera utilisée comme une alternative au
calcul élasto-plastique, ot une application du chargement en petits incréments successifs,
associée a un calcul itératif doivent étre réalisés. Les résultats d’une telle démarche
serviront aussi a qualifier les résultats numériques et a déterminer par voie théorique le
critére de résistance a 1’échelle macroscopique pour les matériaux a fibres, a partir de
la connaissance des caractéristiques de résistance des constituants (matrice, fibres) en
supposant que l'interface entre chaque phase renforcement et la matrice est a adhérence
parfaite et la proportion volumique des fibres est trés faible.

6.2 Calcul a la rupture pour les systémes en milieux

multiphasiques

6.2.1 Domaine K des chargements potentiellement supportables

pour un systéme multiphasique

On se propose d’expliciter la définition des chargements potentiellement supportables
d’une structure, dans le cadre du formalisme de la mécanique des milieux multiphasiques,
en se basant sur un raisonnement de compatibilité équilibre-résistance comme dans le cas
d’un milieu continu classique ( [7]; [45]).

On considére donc un systéme en milieu multiphasique, noté €2, soumis & un char-
gement () et on définit le domaine K des chargements potentiellement supportables pour
le systéme en milieu multiphasique, comme I’ensemble des chargement @ tels qu’il existe
un champ de contrainte ¢™ dans la phase matrice et une distribution de champs de
contraintes uniaxiales {o"} dans les phases renforcement, statiquement admissibles avec
Q et vérifiant en tout point le critére de résistance de la phase matrice et celui de chaque

phase renforcement :

g™, {0o"}}  statiquement admissible avec Q

QeR = { (6.1)
B o™(z) € G™(z); of(z) € G"(z), Voi(z)€{o"}, VzeQ

ou G™, G" désignent respectivement les domaines de résistance de la phase matrice et
de chacune des phases renforcement. Ces domaines sont entiérement déterminés par la
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donnée d’'un critére de résistance pour chacune des phases.

6.2.2 Approche statique par l'intérieur de K

Cette approche revient tout simplement & appliquer la définition (6.1) du domaine K
des chargements potentiellement supportables. Tout chargement @ est potentiellement
supportable s’il peut étre équilibré par un champ d’efforts intérieurs vérifiant les critéres de
résistance des différentes phases. Etant donné dans ’espace des paramétres de chargement
Q@ un ensemble de points représentatifs de tels chargements appartenant a K, la propriéteé
de convexité de ce dernier (déduite de la convexité des critéres G™ et G") permet d’affirmer

que l’enveloppe convexe de ces points est incluse dans K (figure 6.1).

enveloppe
convexe

FIGURE 6.1 — Construction d’une approche statique par lintérieur du domaine K

6.2.3 Approche cinématique par ’extérieur de K

Comme dans le cas d'un milieu continu classique, 1’approche cinématique repose sur la
dualisation des équations d’équilibre du milieu multiphasique par le biais du principe des
puissances virtuelles. Désignant par {Q} un champ de vitesse wvirtuel cinématiquement
admissible dans le mode de chargement, la puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit

dans le cas d’'un mode de chargement @ :

>

PE(Q):/QE-QdQ+/aQI-QdS:Q-' (6.2)

ol ¢ représente le vecteur des paramétres cinématiques apparaissant en dualité avec les
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paramétres de chargement Q).
La puissance virtuelle de déformation s’écrit dans ce méme champ de vitesse virtuel :

Py(U) = /Q (g” td+ /w ardfdw) dQ (6.3)

d= % (grad (0) + fgrad (0))

avec

(6.4)
s OU,
d" = 0s

Le principe des puissances virtuelles s’écrit alors :

VU C.A.avec Q
(c™{0"}) S.A avec Q<& Q-é:/(gm:dJr/ardrdw)dQ (6.5)
Q \ - w

Il en résulte que la définition (6.1) du domaine K des chargements potentiellement sup-
portables peut étre réécrite sous la forme :

3{g™ {0"}} tel que VU C.A avec ¢: Q-
QeK < - - (6.6)
a g™ (z) € G™(z);0"(z) € G"(z) Yz €Q

On introduit alors la puissance résistance mazrimale d'un milieu multiphasique dans le
champ de vitesse virtuel {U}, définie par :

P (Q) =/Q7rm (g) dQ+/Q (/w ﬁr(dr)dw) dQ+/D7Tm(@; [Q])d5+/pﬂr(n; [U])ds

(6.7)

Dans cette derniére expression, 7 (+) et 7" () désignent les fonctions d’appui des domaines
de résistance de la phase matrice G et de la phase renforcement G", définies par :
7(d) =sup{g™:d; o™ € G™}
N - (6.8)
7"(d") = sup{o"d"; o" € G"}

D représente ’ensemble des surfaces de discontinuité du champ {Q }, de normale unitaire
n. Les fonctions d’appui correspondantes étant :

(. [0)) = sup{(e" - m) - [0); o™ € G} (6.9)

A

7" (n, [U]) = sup {o"n,[U,]; 0" € G}
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ou [X] représente le saut de la variable X & la traversée de D en suivant la direction de

la normale n.

Cette puissance résistante maximale apparait alors comme un majorant de la puis-

sance de déformation pour des efforts intérieurs vérifiant les critéres de résistance.

La dualisation des équations d’équilibre du milieu multiphasique, exprimée a tra-
vers ce principe des puissances virtuelles, et des critéres de résistance des deux phases,
permet de caractériser ’ensemble K des chargements potentiellement supportables

comme suit :

>

A~

QeK = VU Q-yU) < Pn(U) (6.10)

C=)

ou de maniére équivalente :
JU tel que Q- Q(Q) > Prm(Q) — Q¢ K (6.11)

Cette derniére inégalité donne lieu a linterprétation géométrique indiquée sur la figure
6.2.

FIGURE 6.2 — Interprétation géométrique de (6.11) dans l’espace des paramétres de chargement

Le domaine K est inclus dans le demi-espace contenant l'origine et délimité par le plan
d’équation

Q- q(U) = P (U) (6.12)
Une telle démarche est appelée approche cinématique par [’extérieur. Elle permet d’obtenir

des majorants des chargements extrémes situés sur la frontiére de K
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6.2.4 Un exemple de mise en ceuvre

On considére un matériau a fibres, modélisé comme un milieu multiphasique constitué
d’une matrice obéissant au critére de résistance de von Mises de résistance en cission k™
et d'une infinité de phases renforcement vérifiant le critére uniaxial (4.6) de résistance
en traction-compression o). On note que la résistance of est liée a celle du matériau

constitutif des fibres ag par :

cas d’une distribution bidimensionnelle de fibres
of = TZTO’(J)C _ ™ (6.13)

= cas d’une distribution tridimensionnelle de fibres

6.2.4.1 Approche statique par P’intérieur

Considérons maintenant une éprouvette parallélépipedique, de hauteur H et de section
carrée de coté 2L (figure 6.3), constituée d’un matériau a fibres renforcée par une distri-
bution continue plane de fibres. Cette éprouvette est soumise a un essai de compression
en déformation plane dans le plan (Ozxy). Ce chargement est défini par les conditions aux
limites suivantes :

o les faces latérales sont libres d’efforts :

Su(r==+L): X(£L)e, =0 (6.14)

¢ La surface inférieure est en contact sans frottement avec un support indéformable :

Sy=0): T,=T7.,=0; U,=0 (6.15)

¢ La surface supérieure est en contact sans frottement avec un plateau indéformable ayant
un mouvement de translatation de vecteur t = —Ue, :

Sy=H): T,=T7.=0;, U,=-U (6.16)

¢ On néglige les forces de volume
Le paramétre de chargement étant la force de compression, exercée par le plateau

supérieur sur ’éprouvette :

Q= —/ oyydrdz (6.17)
S(y=H)

on se propose de déterminer sa valeur extréme Q*, définie par :

QT ={supQ/3a™, {0} S.A avec Q, telque f™(c™) <0, f"(¢") <0} (6.18)
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2L

& AN
N 7

FIGURE 6.3 — FEssai de compression en déformation plane

On considére I’ensemble des champs de contrainte homogénes par phases (figure 6.4) défini

par :

Qm = _2k§y®§y - k§z®gz - O'Si

= _06 €,Q¢e, — (2]{: + 06) §y®§y - (kj + 06) e.®e, (619)

oy si0el0, /4 U [3n/4, 7]
r (6.20)

—of si 0 € [r/4, 3n/4]

FIGURE 6.4 — Distribution des contraintes dans les phases renforcement

Compte tenu du choix du champ de contrainte dans la phase matrice, la partie déviatorique
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s™ est égale a :

s" = —k"e,®e, + k"e,®e, (6.21)

fme™) =/ %g’” psm— k" =0 (6.22)

Le critére de résistance des phases renforcement est saturé pour toutes les phases :

f'(@") =lo"| =05 =0 (6.23)

et par suite :

Les composantes du champ de contrainte total ¥ équilibré par les champs de contrainte
partiels proposés, sont alors données en tenant compte de (6.19) et (6.20) par :

Yoo = 0 + (/ o, e,Re, d@) : (e,®e,) (6.24)
0
37

:—06+/40600820d9—/4 agcos20d0+/ ot cos? 0 df
0 ™ s

w

4 4

s

fro-f 4 & i
= —o) + 7r0 (/ coszede—/ 00529d9+/ 00520d0>
0 ™ 3

4 4

=—0,+0,=0

Yy = Opy + (/ o, e,Qe, d@) : (e,®e,) (6.25)
0
3

:—2km—05+/4agsin20d0—/4 agsin20d9+/ ot sin® 0 df
0 i 3

P Y

r f z 3m ™
— _opm g7 4 L% (/4sin2«9d«9—/4 sin29d6+/ sin29d9>
T 0 T 7
= =2k — o0y — oy = 2™ — 20
Yoy = Oy + (/ o, €,Q€, d@) D (e,®e,) =0 (6.26)
0
$,.=%, =0 (6.27)

Le champ de contrainte total est donc statiquement admissible avec la valeur Q* = (2k™ +
200)S (S = 4L* désigne la section de I’éprouvette ), ce qui conduit alors & un minorant

du chargement extreme :

QT > (2K™ + 203)S (6.28)
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6.2.4.2 Approche cinématique par ’extérieur

On considére le champ de vitesse virtuel défini comme suit :

(ze, —ye,) (6.29)

Compte tenu de I’hypothése d’adhérence parfaite entre phases, le champ de tenseur taux
de déformation s’exprime par :

~ U
d =d= (e, — ¢, (6.30)
dans la phase matrice et
r 7 U 2 -2
d"=e.de, = E(COS 6 — sin® ) (6.31)

dans la phase renforcement représentant les fibres d’orientation ¢ par rapport a ’axe des x.

La puissance résistance mazximale est décomposée additivement en la contribution
de la phase matrice et de la distribution continue des phases renforcement :

Pon @) = E(0) + [ 72,0 (6.32)

La puissance résistance maximale de la phase matrice est déterminée par :

RW@=LW@M (6.33)
ou 7™ (.) est la fonction d’appui du domaine de von Mises, donnée par ([7]) :
o Fryfad:d siotrd=0
7" (d") - - (6.34)
+00 si trd # 0
La combinaison de (6.9), (6.33) et (6.34) permet d’accéder a la valeur de P,
P™ = 2kmUS (6.35)
En ce qui concerne la phase renforcement d’orientation 6 par rapport a 'axe des x :
P (U) = /ﬂ 7 (d")dQ2 (6.36)
ou 7"(.) désigne la fonction d’appui d’une phase renforcement, donnée par :

7 (d") = sup {o—r &, |o"] < o—g} = o7 |d'] (6.37)
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La puissance résistance mazximale d’une phase renforcement s’écrit alors :

P (d') = / ol |dT)dQ = o) %| cos? § — sin® 0| SH (6.38)
Q

La puissance résistance mazrimale du milieu multiphasique est alors donnée par :
P (U) = 2k™SU + SU/ o) cos® @ — sin® 6| df (6.39)
0

= 2k™SU + SUUS/ | cos® 0 — sin® 0] df = 2(k™ + o)) SU
0

La puissance des efforts extérieurs dans le champ de vitesse virtuel (6.29) s’écrivant :

Pe:vt(ﬁ) = QU (640)

I’application de [’approche cinématique conduit alors a I'inégalité suivante :
Q<Q" = QU < 2(k™+a})SU VU (6.41)
permettant ainsi de trouver un majorant du chargement de ruine Q% :
Qt < 2(k™+07)S (6.42)

La combinaison des résultats de I'approche statique (6.28) et cinématique (6.42) conduit
a la valeur exacte du chargement extréme Q7 :

Qt = 2(k™ +a})S (6.43)

Application numérique : Les caractéristiques suivantes ont été adoptées

Em g " fr ol
—=10"7%; f=314%; -L=1; 2==—"0=1 A4
= 1077 [T =804%; Sh =1 Sh = ok (6.44)
+
La valeur du chargement extréme normalisé est donc : S 0.04. La charge limite
¢
normalisée obtenue par la méthode des éléments finis dans 5.5.4 est S%m = 0.0393,

Perreur commise étant inférieure a 2%. Cette bonne concordance constitue une validation
de l'outil numérique développé au chapitre 5 pour les problémes multiphasiques en élasto-
plasticité.
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6.3 Critére de résistance macroscopique pour les maté-

riaux a fibres

6.3.1 Définition du domaine de résistance macroscopique

On considére un systéme en milieu multiphasique €2 constitué d’une phase matrice et
d’une infinité de phases renforcement dont les critéres de résistance, au point z, sont

définis comme suit :

o Phase matrice :
a" € GM(z) = f"(x; ™ (z)) <0 (6.45)

ou G™(z) représente le domaine de résistance de la phase matrice en ce point, constitué
de I'ensemble des états de contrainte o™ admissibles. Ce domaine contient I'origine (i.e
g™ =0 € G™(x)) et possede la propriété de convexité :

a'(z), 0 (z) € G"(z) = (1 - ()" (z) + (o) (z) € G™(z) V¢ €[0,1]  (6.46)

=1 ‘\— =1

o Phases renforcement :
0" €G> |o"| <oy (6.47)

G"(z) représente le domaine de résistance d’une phase renforcement en ce point, consti-
tué de ’ensemble des états de densité d’effort normal o admissibles. Le domaine G"(z)

est simplement l'intervalle fermé [—o{), of],

Le domaine de résistance macroscopique est défini comme suit (]9]) :

dog™ {o"}/ X=a"+ [ o"e,®e, dw
h = = r r
Yxe@" = w (6.48)

a™ € G™ et |o"| < o

Le domaine G™ de la matrice est donc inclus dans le domaine G"™ et on peut démontrer
que les propriétés, supposées valables en tout point de G™(z) et G"(x) sont transposables
au domaine G"°™, qui contient 1’origine de I’espace des contraintes et vérifie la propriété

de convexité.
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Une alternative a la définition du domaine de résistance macroscopique énoncée
ci-dessus consiste a énoncer la définition suivante :

YeG™ & $:D<I""(D) VD (6.49)

ot IT"*™ désigne la fonction d’appui du domaine macroscopique, qui s’écrit, compte tenu
de la condition d’adhérence parfaite entre phases, par :

Hhom(g) = sup {; :D=g":D+ (/ O'TQT®§wa) D

IS

meGm; o e GT} (6.50)

Cette définition cinématique de G"™ peut étre interprétée géométriquement dans ’espace
des contraintes X. L'équation (6.50) montre que II""(D) est proportionnel a la distance

a Dlorigine de I’hyperplan tangent & G"™ au point ol la normale extérieure est paralléle
a D (figure 6.5).

- ; : Q — Hhom(l=))

llw)

FIGURE 6.5 — Interprétation géométrique du domaine G™™ et de sa fonction d’appui dans
l’espace des contraintes

La fonction d’appui (6.50) du domaine G"™ peut donc s’exprimer comme la somme des
fonctions d’appui des différentes phases (6.8) :

I1*"™(D) = sup {gm D+ (/ argr®§rdw) :D; g"eG™"; o € Gr}

=sup{c™:D; a" € G"} + / sup{o”e,®e, : D; 0" € G"}dw (6.51)

w

=1I"(D) + / 7" (D)dw = 11"(D) + 11" (D)

ot 7" (D) désigne la fonction d’appui d'une phase renforcement :
(D) =sup{o"e,®e,: D; 0" € G"} = o3 | Dy | (6.52)
avec D,, = e,®e, : D tandis que II"(D) = [ «"(D)dw désigne la fonction d’appui de la

distribution de phases renforcement.
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6.3.2 Représentation géométrique du domaine G"*™ dans I’espace

des contraintes
6.3.2.1 Cas d’une distribution bidimensionnelle de fibres

On s’intéresse ici au cas ou les fibres de renforcement sont orientées de fagon isotrope dans
le plan (Ozy). L’ensemble des orientations des fibres w dans les équations (6.48) et (6.51)
est alors égal a l'intervalle [0, 7[. Notant par Dy et Dy les valeurs principales du tenseur
taux de déformation D et par ¢, e, les directions principales correspondantes, le vecteur
unitaire radial peut étre défini par e, = cosfe, + sinfe, (figure 6.6) et on obtient donc :

D,, = (e,®¢,) : D = D; cos* + Dysin® 6 (6.53)
La fonction d’appui des phases renforcement est donnée par :

& e,

FIGURE 6.6 — Vecteur unitaire radial

In"(D) = / 7 (D)dw = 06/ | Dy cos® 6 + Dy sin® 6| df (6.54)
w 0

On considére 4 cas suivants :

0 1% cas Dy >0 et Dy >0 ((Dy, Ds) # (0,0))
Le taux de déformation radial D,, étant dans ce cas positif, ’expression de la fonction
d’appui I1I"(D) devient alors

II"D) = oy / (D cos® 6 + Dy sin® 0) df
0
- agg(D1 + Dy) (6.55)

o 26m€ cas D; <0 et Dy <0 ((Dl,D2) # (07()))

I"D) = —o; / (D cos® 0 + Dy sin? ) df
0

(Dy + D) (6.56)
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o 36M€ s Dy >0 et Dy < 0

On distingue dans ce cas deux zones suivant la valeur de détermine la valeur de D,, :

D,
D,, > tanf < ——
>0< tan“ 6 < i)

2

comme 6§ € [0, 7[, on obtient :

0€0,07] U [m—6 x|
D, >0«

L’expression (6.54) de II"(D) devient alors :

(6.57)

(6.58)
avec 0" = Arctg(,/ _D[;l)

0* T—0* T
(D) — gg{ D,, df + / Dy, df + / Drrde}
0 o* T—0*

0 /2

= 20 D,,df — / D,,.df (6.59)
0 0*
- % [2sin(20°)(Dy — D) + (46" — 7)(Dy + Dy)]
o 4tme cas Dy <0 et Dy >0
D’une maniére analogue au cas précédent, on obtient :
0 €0, m— 6]
D,, >0+ (6.60)
avec 0% = Arctg(4/ ’lil)
0* /2
(D) = 206[—/ D,,df + D, df|

T 0 0~

_%[2 $in(20*)(Dy — Dy) + (46" — 7)(Dy + D,)] (6.61)

La représentation du domaine de résistance de I’ensemble des phases renforcement G" est

le convexe délimité par I’ensemble des droites d’équation :
EIDI —|— EQDQ = HT(Q)

[’équation paramétrique de GG peut étre obtenue en écrivant :

ol ol

Y= Y, =
" oD, T oD,

o Pour D; > 0et Dy >0 :

Y1 = Y = 035 ce qui veut dire que le point (¥1,33) = (055, 0

(6.62)

(6.63)

05) du domaine G" est
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un point anguleux dont le cone des normales extérieurs est I’ensemble des Dy, Dy positifs
(figure 6.7).

o Pour D; <0et Dy <O0:

—_ T T 3 3 A A1
(X1,%2) = (=033, —05%5) est aussi un point anguleux. Le cone des normales extérieures

a G" en ce point est 'ensemble des Dy, D, négatifs (figure 6.7).

2,

2(k"+a;)

Dy, D,)>0

FIGURE 6.7 — Distribution bidimensionnelle de fibres : représentation géométrique du domaine

Gh"™ dans le plan des contraintes principales

o Pour Dy >0et Dy <O0:

8HT —D1 2D1D2 ™
Y = = |2Arct — i
L= 9D, [ rets(\ /5, ) T pr bz T 2
(6.64)
8HT —D1 2D1D2 ™
Yy = = |2Arct - =
2= 9D, [ rets(\/ 5, )t prpr T 3
soit, en introduisant le paramétre ¢t = —g—; > 0, on obtient I’équation paramétrique
suivante :
2t ™
2Arct - =
{ retg(t 1+ 2 2}
) (6.65)
t T
2A - =
[ retg(t) 1 2}
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o Pour Dy < 0Qet Dy >0:
Identiquement au cas précédent, on trouve :

2t m

Y = —o} {QArctg(t) +1 i 2]
(6.66)

r oA 2t m

Yo = —oj |2Arctg(t) — T2 3

La représentation géométrique du domaine G" dans ’espace des contraintes »; — X5 est
donnée sur la figure 6.7.

Le domaine de résistance G™ de la phase matrice est délimité par les deux droites
d’équations (figure 6.7) :

Y — Xy = 2™
(6.67)

21 - 22 — —ka

Le domaine de résistance macroscopique est la somme de Minknowski des domaines de
résistance G" des phases renforcement et G de la phase matrice :

Gh™ =G™  G" (6.68)
La domaine G"™ est alors délimité par les deux droites d’équation (figure 6.7 ) :

{ Y — 3y =2(k"+ o) (6.:60)

21 — 22 = —Q(km + 0'6)

Ce qui montre que le matériau renforcé est équivalent, en déformation plane, & un matériau

de von Mises de résistance en cission simple k°? = £ + o).

6.3.2.2 Cas d’une distribution tridimensionnelle de fibres

On se propose ici de déterminer le critére de résistance en déformation plane dans Oxy,

dans le cas d’une distribution continue et isotrope des fibres.

Le taux de déformation radial est donné par :
Drr = 2 : §r®§r (670)

soit, en exprimant le tenseur taux déformation D et le vecteur e, dans la base principale

(e1,€9,¢€,) de D, il vient :

D, =D :e®e. =D sin? 0 cos® ¢ + Dy sin? §sin” ¢ (6.71)
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La fonction d’appui I1"(D) des phases renforcement est donnée dans ce cas par :

2T w/2
II"(D) = ag/ / |D,,|sin 0 df d¢ (6.72)
T ¢=0 J6=0
w/2 ™ 4o" ™
= 06/ sin® @ d6 2/ |D; cos® ¢ + Dysin® ¢ dp = —2 / | Dy cos® ¢ + Dy sin ¢| de
0=0 #=0 3 Je=o
(6.73)
On distingue 4 cas selon les valeurs de Dy et Dsy. On trouve aprés calculs :
< D1 Z 0 et D2 Z 0 ((Dl,Dg) 7& (0,0))
., 2T
II (Q) = aoE(Dl + Dy) (6.74)
o Dy <0et Dy <0
., 2T
II (Q) = —aoE(Dl + Dy) (6.75)
o Dy >0et Dy <0
200 . N %
II"(D) = 30 [25in(2¢*)(Dy — D) + (4¢* — 7)(D1 + Dy)] (6.76)
o Dy <0et Dy>0
200 . N *

)

avec ¢* = Arctg( ’Dlz L
Ces derniéres expressions montrent que, a résistances en traction des phases ren-
forcement oj égales, la fonction d’appui de I'ensemble des phases renforcement IT"(D) est
égale a celle obtenue par une distribution bidimensionnelle de fibres multiplié par 2/3.

Le domaine de résistance G" est alors 'image de son homologue obtenue en 6.3.2.1 et
représenté par la figure 6.8 par une homothétie de centre 1’origine (X; = 0,3, = 0) et de

rapport 4/3.

La représentation géométrique du domaine de résistance des phases renforcement
G", de la phase matrice G™ et de leur somme de Minkowski G"™ est donnée sur la figure

6.8. Elle montre que le critére de résistance en déformation plane du milieu renforcé est
4oy,

3

un critére de von Mises de résistance en cission k¢4 = k™ +
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%

Z(km+ %0_(;‘

FIGURE 6.8 — Distribution tridimensionnelle : représentation géométrique du domaine G"™

6.3.3 Un exemple de mise en ceuvre

On reprend dans cette section I'exemple de I’éprouvette constituée d’'un matériau de von
Mises de résistance en cission k™, renforcé par une distribution bidimensionnelle de fibres
de résistance en traction of. Cette éprouvette est soumise au chargement décrit a la
section 6.2.4 (i.e essai de compression en déformation plane dans le plan de renforcement
du matériau) (voir figure 6.3 ).

On rappelle que, d’aprés les calculs de la section 6.3.2.1, le domaine de résistance
macroscopique est le domaine de von Mises de résistance en cission équivalente
eq _ 1.m r
ke = k™ + of.

Approche statique par lintérieur :

On considére le champ de contrainte homogeéne suivant :
X = -2k, ®e, — ke, ®e, (6.78)

qui est statiquement admissible avec Q) = k1 S et vérifié le critére de résistance macro-
scopique puisque :
1

ng

fAU2) = — k=0 (6.79)
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ce qui conduit a un minorant du chargement extréme :

Qt > 2kS (6.80)

Approche cinématique par l'intérieur :

On considére ici le méme champ de vitesse virtuel défini en (6.29) :

~ U

Le champ taux de déformation associé a ce champ de vitesse cinématiquement admissible
s’exprime par :

U
D = —(e.®e, —¢,®e¢,) (6.82)

La puissance résistante mazrimale déterminée par :
P (U) = / "™ (D df) (6.83)
0 =

ott IT"*™ est la fonction d’appui du domaine G"™, donnée d’aprés les résultats de 6.3.2.1
et 6.3.2.2 par :

k92D D si trD =0

"™ (D) = (6.84)
- +00 si trD # 0

d’ou ’expression de la puissance résistante maximale suivante :
P (U) = 2kUS (6.85)
L’application de I’approche cinématique conduit alors & I'inégalité suivante :
Q< Q" = P,U) =QU < P,(U) =2k“US (6.86)
ce qui permet de trouver un majorant du chargement de ruine Q* :
QF < 2k%S (6.87)

La combinaison des résultats de 1’approche statique (6.80) et de ’approche cinématique
(6.87) conduit a la valeur extréme de QF

Q= 2k*1S (6.88)

Dans le cas d’'un matériau renforcé par une distribution bidimensionnelle de fibres
equi-orientées dans le plan (Ozy), kY = k™ + 0§, on trouve alors la valeur du chargement
extréme en 6.2.4.1 : QT = 2(k™ + o) S.



6.4. Conclusion 149

6.4 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre, la définition ainsi que la construction du critére de ré-
sistance macroscopique du matériau a fibres. Le domaine de résistance macroscopique
Gho™ a également été présenté dans 1'espace des contraintes principales (X, Yy) dans le
cas de solicitation en déformation plane. Les capacités de résistance du matériau a fibre
sont alors caractérisées, a I’échelle macroscopique, par la donnée du domaine G qui
peut-étre mise en ceuvre, tel qu’il a été fait dans la derniére section de ce chapitre, par les
approches statiques et cinématiques du calcul a la rupture dont le but est de déterminer,
ou au moins encadrer, le chargement de ruine de structures en systémes multiphasiques
ductiles.






CHAPITRE 7

Conclusions et perspectives

Conclusions

Une modélisation multiphasique permettant de décrire le comportement des ouvrages en
sols renforcés par inclusions a été récemment développée [50] puis étendue pour rendre
compte de la raideur a la flexion et au cisaillement des inclusions [28] et a la prise
en compte de I'interaction entre le sol et les renforts [49]. La présente contribution se
présente comme une suite de ces travaux, permettant de développer un modéle mécanique
capable d’accéder au comportement macroscopique des matériaux composites a fibres,
dont la microstructure est constituée d’une matrice et d’une distribution de fibres plus
ou moins longues orientées dans toutes les directions de I'espace.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la construction du modéle. Une approche analogue
a celle présenté dans [50|, par les puissances virtuelles, est adoptée, permettant d’aboutir
aux équations d’équilibre par phase et au tenseur de raideur macroscopique dans le cadre
d’un comportement élastique linéaire des différents constituants et sous I’hypothése d’une
adhérence parfaite entre les différentes phases. Deux morphologies ont été étudiées, celle
d’une matrice isotrope renforcée par une distribution isotrope de fibres aboutissant a un
comportement macroscopique isotrope, puis le cas ot toutes les fibres sont coplanaires et
equi-orientées. Bien qu’elle ne soit pas tout a fait en accord avec la distribution des fibres
dans les composites étudiés, le cas d’une distribution plane de fibres est trés utile pour
développer des solutions analytiques simples dans le cas de sollicitations en déformations
planes dans le plan des renforts.

On s’est intéressé par la suite & Destimation du comportement macroscopique du
composite a fibres par la mise en ceuvre des approches d’homogénéisation classiques
basées sur la solution d’Eshelby. Aprés une bréve présentation du cadre de la méthode
et la position du probléme aux limites, le schéma dilué ainsi que celui de Mori-Tanaka
sont mis en ceuvre pour l’estimation du comportement macroscopique dans le cas
d’un renforcement unidirectionnel puis pour une distribution continue plane des fibres
et enfin pour une distribution tridimensionnelle isotrope des fibres. La confrontation
des résultats obtenus par lestimation diluée, I'estimation de Mori-Tanaka et celle du
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modéle multiphasique, développée au chapitre 3, montre que les différentes méthodes
aboutissent au méme comportement élastique macroscopique au premier ordre de la

fraction volumique de renforcement prés.

Le quatriéeme chapitre est consacré au développement du modéle multiphasique
dans le cadre d’un comportement anélastique des différents constituants. La mise en
ceuvre du modeéle multiphasique dans ce cadre s’avére trés aisée du fait de la simplicité
de la loi de localisation permettant d’aboutir aux efforts intérieurs par phase a partir de
la connaissance de 1’état de contrainte macroscopique. La premiére partie de ce chapitre
concerne le cas ou les fibres, et par suite les phases renforcements, ont un comportement,
élastique fragile. Le comportement macroscopique d’une éprouvette renforcée soumise a
des essais cedométrique et de traction en déformation plane, ainsi que celui d’une poutre
soumise a un essai de flexion en déformation plane sont par la suite étudiés, montrant une
premiére phase élastique suivie d’une phase d’endommagement (comportement post-pic).
Le cas ou la matrice ainsi que les fibres de renforcement ont un comportement élastique
parfaitement plastique a été aussi abordé et mis en ceuvre pour développer la solution
analytique, basée sur le modéle multiphasique, du probléme de déformation uniaxiale
homogéne imposée a une éprouvette renforcée. Un paramétre adimensionnel permettant
de quantifier la résistance relative de la matrice par rapport & celle des fibres joue ici
un role essentiel dans 1’évolution élasto-plastique du comportement macroscopique de
I’éprouvette.

La mise en ceuvre numérique d'un code de calcul multiphasique est présentée au
chapitre 5. Ce code, permettant de tenir en compte du comportement élastique endom-
mageable des fibres, est par la suite utilisé pour simuler les essais de traction simple et de
flexion en déformation plane, pour lesquels des solutions analytiques ont été développées
au chapitre 4. La comparaison des résultats analytiques et numériques montre que le
code de calcul permet de retrouver la solution homogéne de I’essai de traction, mais ses
résultats s’écartent de la solution analytique pour l’essai de flexion. Afin de régler ce
probléme numérique, une approche non locale du traitement de 'endommagement a été
adoptée et validée. La seconde partie de ce méme chapitre s’intéresse au développement
du code de calcul multiphasique dans le cadre d’un comportement élasto-plastique des
différents constituants. Le code de calcul ainsi développé, permettant de prendre en
considération des comportements élastiques fragiles et élasto-plastiques, est par la suite
appliqué a la simulation d’'une poutre en béton de fibres, soumise & un essai de flexion,
permettant de quantifier le gain en raideur et résistance de la poutre par rapport au cas
non renforcé.
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La détermination du critére de résistance macroscopique du matériau composite,
dans le cadre d’un comportement élasto-plastique de la matrice et des fibres de renforce-
ment, est par la suite abordée par la mise en ceuvre des approches statique et cinématique
du Calcul a la rupture. Il en résulte que, pour une matrice purement cohérente de von
Mises, renforcée par une distribution de fibres parfaitement plastiques, le critére de
résistance macroscopique en déformation plane, obtenu par la somme de Minkowski de

celui des phases matrice et renforcements, correspond a un matériau purement cohérent.

Perspectives

Le prolongement de ce travail peut étre envisagé dans deux directions principales, celle
du développement numérique ainsi que celle de la validation expérimentale.

Le développement numérique du modéle en ce qui concerne le traitement local de
I’endommagement, une étude paramétrique approfondie permettra d’identifier la lon-
gueur caractéristique a introduire lors du traitement non local de 'endommagement des
fibres ou de la matrice. L’extension de I'outil numérique développé au traitement des
problémes tridimensionnel est aussi a envisager. Un tel outil de calcul tridimensionnel
rendra possible le calcul de structures dans des configurations réelles.

La deuxiéme perspective de ce travail concerne la validation du modéle proposé par
comparaison a des résultats expérimentaux. Le montage d’'une campagne expérimentale

sur différents matériaux a fibres est a envisager.






ANNEXE A
Notation de Voigt pour les tenseurs
symétriques

On considére un tenseur g symétrique d’ordre 2 et un tenseur Q d’ordre 4 possédant la

propriété de symétrie mineure. Dans la base orthonormée (e, e,, €5), on a :

4= Gij &¢; S Gij = Qi (A1)

Q=Qine;®e;e,®e :  Qiju = Qjire = Qujix

En notation de Voigt, le tenseur g est représenté dans cette méme base (e;, e,, €3) par le

vecteur a 6 composantes suivant :

q11
422
q33

9= | V3 (A.2)
\/5 q13
L \/56112

- (e1:€9,€3)

tandis que le tenseur QQ est représenté par la matrice 6x6 suivante :

Qllll Q1122 Q1133 \/§Q1123 \/§Q1113 \/§Q1112 ]

Q2211 Q2222 Q2233 \/é Q2223 \/é Q2213 \/é Q2212

Q3311 Q3322 Q3333 \/é Q3323 \/é Q3313 \/é Q3312
\/é Q2311 \/é Q2322 \/é Q2333 2 Q2323 2 Q2313 2 Q2312
\/§ Q1311 \/§ Q1322 \/§ Q1333 2 Q1323 2 Q1313 2 Q1312
L \/§ Q1211 \/§ Q1222 \/§ Q1233 2 Q1223 2 Q1213 2 Q1212

- (21722723)

Notation indicielle :

Qr; = Qiju
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avec les relations suivantes :

ikl | 11,11 ] 22,22 | 33,33 | 23,23 | 13,13 | 12,12
ILJ| 110 | 22| 33 ] 44 | 55 | 66




ANNEXE B
Conditions aux limites homogeénes et
Lemme de Hill

On va montrer que, dans le cas de contrainte homogéne imposée sur le bord d’un domaine
Q:T(z) = X-n(z), la contrainte macroscopique X est égale a la moyenne du champ des
contraintes dans (). Par quelques développements mathématiques, on a :

1/ 1/ 1
(7] = O'ldQ:— O'Z‘SL"7dQ:— O;ikL;N ds
W) =] Jo T ] Jo T =gy,

1 1 1
= Y x-ndS:Zi—/:c» dQ:Eié»—/dQ:Z]Z-» B.1
K S “af J, R i (B

De la méme facon, pour le cas de déformation homogéne imposée sur le bord de €2 :
{(z) =€z, ona:

1 / / 1
€ii) = — [ £;:dQ) & id &EndS = — Eir TpnidS
) = gy o ), |sz| o S5 = [ ST

1
— ; dQ =€, Opi— | dQ =€, B.2
1 J, S ot = gy 9= .

On démontre maintenant le Lemme de Hill : pour des conditions aux limites homogénes
en déformation ou en contrainte, on a la relation suivante : (g :¢' ) = (g ) : <g ), ol g est
un champ des contraintes qui satisfait I’équation d’équilibre dive = 0 et e est un champ
indépendant de ¢ qui satisfait la condition de compatibilité : :'( ) = V3¢ (z) o £ est

cinématiquement admissible avec des conditions homogénes en déformation. En fait, on
a:

! 1 ’ 1 !
<02J€zg> = |Q|/0U5 Q) = ‘Q‘Aaljgz,de:@[](aljgz),]dQ
= — | o0u&EndS B.3
|Q| o o

Pour le cas de contrainte homogene imposée : T'(z) = X.n(z), on obtient :

’

1 /
(0ijeij) = Zz‘j@ /Qﬁi,de = Xij(€ )i (B.4)
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Pour le cas de déformation homogéne imposée sur le bord de  : {(z) = €.z, on a :

! 1 / / 1 ! 1
<O-ij€z‘j> = — Oij Sk :Ekn]dS =€, @ - O'Z‘j{L‘k’rLde =€, @ /S;(O-ijxk)’jdg

9] Jaq
(B.5)

1 1 1
Cik @/QaijxmdQ =CL @ /S;O'Z'j(skde =€k @/QO’deQ :Eij <0>ij



ANNEXE C
Composantes de tenseur d’Eshelby dans

un milieu isotrope

L’inclusion de forme ellipsoidale de révolution autour de I’axe z5, noyée dans un milieu
isotrope infini dont le tenseur d’élasticité C est déterminé par :

C = 3kJ + 2uK (C.1)

ouJ = %%@i désigne la partie sphérique du tenseur unitaire d’ordre quatre T et K =1—].
Les relations entre le module de compression k et de cisaillement p avec le module d’ Young
E et le coefficient de Poisson v :

E
3k:1 5
- ol (C.2)
'LL_1+1/

Les composantes du tenseur d’Eshelby S” sont présentés ci-dessous :

S = 8(13—1/)7'27i1+4(11—7)<1_2V_ﬁ)g<7-)

Sasss = 2(11_1/)[1—2V—|—3:22__1—(1—2V—|—7_237;21)g(7')]

Suzn = 4(11—1/)[2(7272— U eyl

Suss = _2(11—1/)7'27-i1_4(11—7)(1_21/_7'237——21)9(7—) (C3)

Szznn = 2(11_1/)[1_2V+721_1_(1_2V+ﬁ)9(7')]
1 72 3
e = gyt - gy 90
o 2411 3(72 + 1)
Sozaz = 4(1_V)[1—2V—7_2_1—§(1—2V— SO ) g(7)]
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ou 7 est le rapport d’aspect de I'inclusion et :

o(r) = VT2 7—_(712__63322)5}1(7') (C.4)

On peut obtenir les autres composantes non nulles par permutation entre I'indice 1 et 2

et par la permutation grace a la propriété de symétrie mineure Sgkl = ngkl = Sglk.



ANNEXE D

La condition de compatibilité

On rappelle 'expression du tenseur de déformation (4.52) :

w(t
€= —y#(g«@gm + e, ®e,)

(D.1)

On note w la partie antisymétrique du gradient des déplacements qui vérifie les relations

suivantes :

Wik,j = Ckij = Sjki
Sik = €k TWi

En appliquant (D.2) on intégre les composantes de w :

( w(t)

wxva = E$$7y - exy7$: E

_ _ _ > Wy

Weyy = Cayy = Cyya= 0 v
[ Wiy, = 0
,

Wezw = Ema},z - Gza:,a:: 0

Wyzy = 0 — Wyz = (2
L Wezz — 0
s

Wyry = 0

Wyzy = 0 = Wy = @3

Wy, = 0

(D.5)
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En utilisant (D.3) on intégre les composantes de ¢ :

( w(t
gm,m = Cypp= —Q?/
w(t) = &= —@xy+q1y+qzz+q4 (D.7)
oy = Eay tWay = _Tx - ¢ 14
\ gm,z = €y TWy, = qo
( w(t
gy,x - Ey,x +wym - %l‘ + ¢ (t)
w
e v — 4= —— (@ +e)+ar+ae (DB
\ gy,z = Gyz +wyz = Q3

gz,m = Cup TWoe = —@2
$oy = Coy TWoy = —3 — L= —0er—@Gyta (D.9)
gz,z = €= 0

ol qi, Q2, g3, Q4 sont les constantes et en choisissant d’annuler le mouvement
rigidifiant(¢; = ¢o = ¢3 = ¢ = 0), on obtient finalement le champ de déplace-
ment :

w(t) w(t)

(= —— e+ o (@ + oy, (D.10)
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