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INTRODUCTION

Cette these comporte deux parties indépendantes dont le theme commun concerne des phé-
nomenes de propagation d’ondes en régime temporel par une approche que 'on peut qualifier
de 'stationnaire" au sens elle consiste a représenter une onde transitoire par une superpo-
sition d’ondes périodiques. La premiere partie est dédiée a la focalisation spatio-temporelle
d’ondes acoustiques sur des obstacles diffractants. Elle fait ’objet des quatre premiers chapitres.
La seconde est consacrée a 'é¢tude des équations de Maxwell, en régime transitoire, dans un
dioptre entre un diélectrique et un métamatériau. Elle est également divisée en quatre chapitres.

Cette introduction est composée de deux paragraphes présentant le contexte, les objectifs et
un résumé des résultats obtenus dans chaque partie.

Focalisation spatio-temporelle d’ondes acoustiques

Enjeux et motivation

Aujourd’hui, les méthodes permettant de concentrer de I’énergie acoustique ou électroma-
gnétique a la fois spatialement et temporellement dans une zone donnée sont prisées en raison
de la diversité et de I'importance de leurs applications. En médecine, on cherche par exemple a
détruire, sans intervention chirurgicale, des parties malades de I'organisme sans endommager les
tissus voisins. Citons a ce titre la méthode de lithotritie extra corporelle (cf. [77, 105]) qui vise
justement a casser des calculs rénaux par ondes ultra-sonores. L’opération est réalisée en deux
temps. Les calculs rénaux sont tout d’abord repérés par une méthode d’imagerie "classique'
(radioscopie ou échographie). Des ondes sont ensuite générées par un réseau de transducteurs
piézoélectriques pour focaliser spatialement et temporellement sur I'un de ces calculs. Elles en-
trainent alors pendant un bref instant une variation brutale de la pression au voisinage de ce
calcul provoquant ainsi sa fragmentation. Dans un autre domaine, celui des télécommunications
a l'instar de l'acoustique sous-marine [45], les réseaux sans fils [43]) ect, il s’agit de trouver
des techniques pour acheminer la plus grande quantité d’énergie entre un émetteur et un ou
plusieurs récepteurs via l'utilisation d’ondes acoustiques ou électromagnétiques. L’enjeu est ici
de prendre en compte le caractere diffusif du milieu de propagation pour pouvoir acheminer suf-
fisamment d’information au niveau des récepteurs. Dans 'industrie, dans le cadre du controle
non destructif des matériaux, on cherche a imager des défauts dans les métaux (cf. [54]). Enfin,
le champ d’application s’étend également a la géophysique (cf. [73]) ot I'on essaye par exemple
de localiser I’épicentre d’un séisme.

Notre problématique s’inscrit dans le cadre de ces applications. Nous considérons un milieu
acoustique perturbé par la présence d’obstacles diffractants (& I'instar des calculs rénaux pour
la lithotritie) dont nous ignorons la position. Nous cherchons alors a ’aide d’un réseau composé
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de N transducteurs ponctuels a émettre une onde transitoire venant focaliser sélectivement en
temps et en espace au voisinage d'un de ces obstacles. Par focaliser, nous entendons que la
majeure partie de I’énergie de 1'onde doit venir se concentrer en un temps donné au voisinage
de cet obstacle.

Contexte

La méthode de retournement temporel permet d’obtenir de telles propriétés de focalisation
dans le cas d’une source active. Par active, nous entendons que cette source est capable d’émettre
un son. Cette méthode est basée sur la réversibilité de ’équation des ondes dans un milieu non
dissipatif. Elle peut étre illustrée par I'expérience suivante (cf. [50]). Dans un premier temps,
une source acoustique émet un son qui se propage dans le milieu. Ce son est ensuite mesuré par
un réseau composé de transducteurs pouvant jouer alternativement le role d’émetteurs ou de
récepteurs. Dans un second temps, le réseau réémet la mesure mais retournée temporellement
(a I'instar d’une bande magnétique passée a ’envers dans un magnétophone). Il est alors, pour
cette raison, communément appelé miroir a retournement temporel (MRT). Pour une source
localisée spatialement et un son initial suffisamment bref, I’énergie acoustique de 'onde générée
va venir se concentrer a un instant donné dans un voisinage de la source. La qualité de la
focalisation dépend alors des caractéristiques du MRT : elle sera meilleure si celui-ci entoure la
source et contient un nombre suffisant de transducteurs.

Cependant, nous ne cherchons pas a focaliser sur des sources actives mais sur des sources
passives : des obstacles diffractants. La méthode DORT (Décomposition de I’'Opérateur de Re-
tournement Temporel) introduite par Claire Prada et Mathias Fink (cf. [95, 97]) répond a cette
attente mais en régime harmonique. Cette derniere est fondée sur le processus de retournement
temporel suivant (décrit par la figure 1). Pour une distribution de signaux d’entrée

@in(w) = (W), 4v(w))" € CY

placés sur les N transducteurs, le MRT émet une onde acoustique qui se propage dans le milieu
contenant les obstacles. L’onde est ensuite réfléchie par les obstacles qui géneérent une onde
diffractée, elle-méme mesurée par le MRT. Nous désignons par opérateur de diffraction, noté
ici S, (cf. figure 1), Popérateur qui a une distribution de signaux d’entrée g, associe la mesure
du champ diffracté. Le MRT contenant N transducteurs, il s’agit ici d’'une matrice N x N. La
derniere étape consiste alors a retourner temporellement la mesure Sw q., du champ diffracté et
a l'utiliser comme signal d’entrée pour réémmetre une nouvelle onde acoustique. Notons qu’en
régime harmonique l'opération de retournement temporel se réduit a une simple conjugaison.

En effet, pour une fonction périodique en temps ¢ de la forme :
®(x,t) = Re(g(x)e™™"),
changer t en —t revient a considérer la fonction
®(z, —t) = Re(p(x)e™?) = Re(p(x) e ™).

Les auteurs de [95] ont montré qu’itérer ce processus conduit (par algorithme des puissances
itérées) a focaliser sur 'obstacle le plus réflectif du milieu. La méthode DORT est une maniere
de raffiner ce procédé en introduisant I'opérateur T,, associé & deux itérations du processus de
retournement temporel, communément appelé opérateur de retournement temporel. Ce dernier
est donc défini en fonction de I'opérateur de diffraction S. de la maniére suivante :

= ~ ~

wqw :Swgwdwa soit Tw :ggw

=
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Le principe de réciprocité du milieu nous assure que l'opérateur de diffraction S,, est symétrique
au sens ot S! =S,,. Ainsi Popérateur

~

T, =

L)

.S, =S58, (1)

est auto-adjoint. La méthode DORT consiste, comme son nom l'indique, a décomposer cet opé-
rateur, autrement dit a déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres ou encore de
maniere équivalente (d’apres (1)) a effectuer une décomposition en valeurs singulieres (SVD)
de l'opérateur de diffraction S (nous adopterons d’ailleurs ce point de vue dans le manuscrit).
Ces éléments propres vérifient alors la propriété remarquable suivante. Pour des obstacles suf-

Emission Diffraction

@
.

00000000
O0O0OO0OO0OO0O0O

Retournement temporel Réception

00O

t— —t -~ Q
L]

o

00O

F1GURE 1 — Cycle du processus de retournement temporel.

fisamment petits et éloignés, le nombre de valeurs singuliéres non nulles de S,, coincide avec le
nombre d’obstacles du milieu. De plus, si ces valeurs singulieres sont simples, chaque vecteur
singulier a droite associé a une telle valeur singuliere génére une onde qui vient focaliser spatia-
lement et sélectivement sur 'un des obstacles du milieu. Cette propriété fut tout d’abord mise
en évidence dans [95, 97] pour des obstacles ponctuels, puis démontrée en acoustique [65] et
en électromagnétisme [6] dans le cas d'un milieu tridimensionnel ou la distance entre le MRT
et les obstacles est supposée infinie. Des résultats numériques montrent que ces propriétés de
focalisation restent valables lorsque les obstacles ne sont plus petits devant la longueur d’onde
[3].

Les propriétés de focalisation spatiale des ondes générées par la méthode DORT ont été
étudiées dans divers types de milieux : les milieux diffusifs [93, 96, 104], les guides d’ondes [87,
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103, 78, 2, 109] et les mileux aléatoires [21]. Son domaine d’application, initialement 1’acoustique,
s’étend désormais aux ondes électromagnétiques [106, 85, 26] et élastiques [11]. Mentionnons
également que la méthode DORT a été considérée récemment dans le cas d’obstacles mobiles
[92].

Nous pouvons alors préciser nos objectifs. Peut-on profiter des propriétés de focalisation
spatiale de la méthode DORT dans le domaine fréquentiel pour générer un signal transitoire
qui non seulement se focaliserait autour d’une cible particuliere, mais aussi serait suffisamment
compressé dans le temps au voisinage de cette cible 7 Autrement dit, la méthode DORT peut-elle
conduire a une focalisation spatio-temporelle? L’idée de départ consiste simplement a superposer
les signaux harmoniques fournis par la méthode DORT. Toute la question réside alors dans la
synchronisation de ces signaux qui sont définis a une phase fréquentielle pres.

Contenu de la premiére partie

Le premier chapitre reprend intégralement le contenu d’un article soumis [30]. La réponse
proposée consiste a tirer parti de la propriété de symétrie de 'opérateur de diffraction S qui
nous permet de choisir une SVD particuliére, dite symétrique (SSVD). L’idée d’utiliser cette
SSVD est née d'un argument purement heuristique. L’essentiel des travaux réalisés dans la
these ont consisté a légitimer ce choix, en s’appuyant sur un modele asymptotique tres utilisé
par les physiciens — le modele de Foldy—Lax — qui considere des obstacles ponctuels. Différents
arguments théoriques et numériques ont été explorés. Tout d’abord, nous avons montré que les
phases fournies par la SSVD reviennent a minimiser un critére temporel qui compare le signal
mesuré avec le retourné temporel du signal d’entrée réajusté par un facteur multiplicatif. D’autre
part, nous avons comparé les signaux résultant de la SSVD avec ceux obtenus par ’expérience
de retournement temporel décrite précédemment pour une source active en supposant que notre
cible pouvait émettre une courte impulsion. Nous avons alors montré que la SSVD fournit
les mémes phases que cette expérience, autrement dit qu’elle conduit dans le cas d’obstacles
passifs a la méme refocalisation que pour des sources actives. Enfin, de nombreuses expériences
numériques en milieux homogene et diffusif ont permis de confirmer I’effet de focalisation spatio-
temporelle et de le quantifier. Les résultats de ce chapitre font également ’objet d’un acte de
conférence [32].

Le second chapitre revient sur les propriétés de focalisation spatiale (admises au premier
chapitre) des ondes générées par la méthode DORT en régime harmonique. Il tente de donner
un cadre mathématique précis a certaines notions utilisées par les physiciens, notamment les
notions de tache focale, d’obstacles parfaitement découplés ("ideally resolved") et de focalisation
sélective. Nous considérons tout d’abord le cas d'un milieu contenant un seul obstacle. Il est
alors montré que 'amplitude des ondes générées par la méthode DORT se concentre dans un
voisinage de 1’obstacle appelé tache focale. Dans un second temps, pour un milieu contenant
plusieurs obstacles, nous étudions les propriétés de focalisation sélective des ondes générées par
la méthode DORT dans le cas idéal d’obstacles parfaitement découplés [95, 97]. Puis, nous
montrons par une étude asymptotique des termes d’interactions que l'on s’approche de cette
situation idéale a faible longueur d’onde, autrement dit lorsque les obstacles sont suffisamment
distants.

Le troisieme chapitre illustre par une étude numérique les propriétés de focalisation exhibées
dans les deux chapitres précédents. En régime harmonique, il met en évidence a travers divers
exemples la focalisation spatiale sélective des ondes générées par la méthode DORT. Il en montre
également les limites en présentant notamment les cas pathologiques d’obstacles fortement cou-
plés ou non discernables par le réseau de transducteurs. Dans le cas du régime transitoire, nous
complétons les résultats numériques montrés dans le premier chapitre.
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Enfin, le quatrieme chapitre constitue une justification dans le cas d’un milieu bidimensionnel
de différents modeles asymptotiques de diffraction multiple par de petits obstacles. Il s’intéresse
entre autres au modele de Foldy-Lax que nous avons utilisé tout au long de cette premiere
partie pour modéliser la réflexion d’une onde sur une famille d’obstacles ponctuels. Il reprend
intégralement le contenu d’un article [31] publié dans la revue Wave-Motion.

Théorie spectrale et principe d’amplitude limite pour un
dioptre composé d’un diélectrique et d’un métamatériau

Contexte

Ces dernieres années, les matériaux dits "négatifs" ont pris une place importante dans le
domaine de I’électromagnétisme. Commencons par préciser ce que nous entendons par matériau
négatif. En électromagnétisme, en régime harmonique c’est-a dire a fréquence w fixée, un maté-
riau linéaire, homogene et dispersif est caractérisé par deux grandeurs physiques : sa permittivité
électrique £(w) et sa perméabilité magnétique p(w). Nous dirons que le matériau est négatif a
la fréquence w si au moins un de ces deux parametres physiques est négatif. Dans la nature, les
métaux constituent, sans doute, 'exemple le plus connu de matériaux négatifs. En effet, leur
permittivité e(w) devient négative a basses fréquences. Ce phénomene peut se comprendre en
utilisant le modele de Drude qui constitue une bonne approximation de la dépendance de &(w)
en w dans un métal (cf. [89]) ou il est raisonnable de négliger la dissipation (tout du moins a
fréquences suffisamment élevées). Il stipule que

) =au (1-5).

ol les constantes positives gq et (). désignent respectivement la permittivité du vide et la fré-
quence plasma. €2, est ici située dans l'ultraviolet (cf. [89]), si bien que £(w) est négatif pour les
fréquences du visible et plus généralement pour toute fréquence inférieure a €2.. Grace a cette
derniére propriété, des ondes peuvent se propager le long de l'interface entre un métal et un
diélectrique, ce sont les plasmons de surface. Ces derniers constituent désormais un véritable
enjeu technologique dans le domaine des télécommunications. Expliquons brievement pourquoi.

Les plasmons sont un moyen de transmettre de I'information le long d’une interface entre un
diélectrique et un métal via la propagation d’une onde lumineuse. Cette transmission a la par-
ticularité de pouvoir étre réalisée a de tres petites échelles (cf. [12, 119, 58]). Ils pourraient donc
étre utilisés pour réduire la taille des composants électroniques, ce qui constitue un véritable défi
dans le domaine du numérique. Cependant, les plasmons furent longtemps inexploitables tech-
nologiquement car les appareils de mesure ne pouvaient alors détecter que leur champ lointain.
Or, ce dernier est inexploitable car les ondes plasmoniques ont la particularité d’étre exponen-
tiellement décroissantes de part et d’autre de I'interface. Récemment, les progres effectués dans
les procédés d’observation nous permettent d’avoir acces a leur champ proche [51]; ceci explique
le nouvel engouement concernant les technologies plasmoniques. Notons enfin que les plasmons
sont tres sensibles a la moindre irrégularité de l'interface entre le diélectrique et le métal. On
tente alors de les utiliser pour concevoir des photodétecteurs a 1’échelle nanometrique. Pour plus
de détails concernant la physique des plasmons, nous renvoyons le lecteur a [33].

Si les métaux constituent un premier exemple de matériaux négatifs, ils ont a 'instar de
tous les matériaux naturels une perméabilité magnétique p(w) positive a toutes fréquences. La
possibilité de concevoir des matériaux de perméabilité négative a vu le jour avec l'avenement
des médiatiques métamatériaux. Les métamatériaux sont des structures périodiques (cf. figure
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2), diélectriques ou métalliques, qui se comportent comme un matériau homogene n’existant
pas a I’état naturel. Ils sont fabriqués en agencant de fagon périodique un motif petit devant la
longueur d’onde a laquelle ils sont excités.

FIGURE 2 — Exemple de métamatériaux. L’'un fut usiné au laboratoire Fresnel a Marseille a
partir d'une plaque d’aluminium (a gauche), l'autre a été construit au laboratoire Ames de
I'université de Duke (& droite).

onde incidente onde incidente
ng > 0 ng < 0
onde réfractée
02
02
onde réfractée
onde réfléchie - onde réfléchie

FIGURE 3 — Réfraction entre deux diélectriques (& gauche) et entre un diélectrique et un métama-
tériau a indice de réfraction négative (& droite). Ces réfractions suivent la loi de Snell-Descartes :
nq sin(@l) = N9 Sin(‘gg).

Dans notre cas, nous nous intéressons plus particulierement aux métamatériaux a indice
de réfraction négative (NIM acronyme anglais pour "Negative Index Metamaterials") qui se
comportent comme un matériau homogene dont la permittivité électrique e(w) et la perméabilité
magnétique p(w) sont toutes deux négatives. Ils portent ce nom car le changement de signe de
£(w) et de p(w) induit un phénomene tout a fait remarquable : 'indice optique du matériau
devient négatif. En effet, le physicien Veselago démontre en 1968 (cf. [110]) & partir des équations
de Maxwell que lorsque e(w) et pu(w) sont tous deux négatifs, I'indice optique n n’est plus défini
comme la racine positive du produit e(w) u(w), il faut dans cas prendre sa racine négative en
posant n = —y/e(w) u(w). Toute onde incidente se propageant dans un diélectrique subit alors
a 'interface avec un NIM une réfraction "dite négative" ou le signe de I’angle formé par le rayon
réfracté et la normale a l'interface est I'opposée de celui qu’on obtiendrait dans un processus
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de réfraction classique (cf. figure 3). En exploitant cette propriété, J. F. Pendry imagine en
2000 (cf. [90]) concevoir des lentilles dites "parfaites’ au sens ou elles ne sont plus soumises aux
limites de la diffraction. Ces dernieres doivent étre réalisées a ’aide d’une plaque de NIM dont
I'indice optique est exactement I'opposé de celui du diélectrique dans lequel elles sont insérées.

Une derniére application des métamatériaux concerne I'invisibilité [114, 59, 61] dans la me-
sure ou ces derniers offrent la possibilité de construire un matériau homogene de permittivité
e(w) et de perméabilité u(w) données. En jouant sur ces deux parameétres, on est donc théo-
riquement capable de choisir I'indice optique du milieu, autrement dit de contrdler le trajet
de la lumiere. Les physiciens ont ainsi imaginé fagconner des capes d’invisibilité pouvant dévier
les rayons lumineux afin de rendre un objet invisible (cf. figure 4). Pour l'instant, il n’y a pas
encore de quoi faire frémir les fans d’Harry Potter puisque de telles expériences n’ont encore
pu étre menées. En effet, pour construire de tels matériaux, il faudrait étre capable de réaliser
des structures périodiques dont le motif est petit devant les longueurs d’ondes du visible (400 a
800 nanometres), ce qui est pour I'instant technologiquement hors de portée. Néanmoins, il est
aujourd’hui possible par un tel procédé de rendre un objet invisible pour les micro-ondes dont
la longueur d’onde varie entre 1 millimetre et 1 metre [102].

I : ‘ II )
‘ \ /I
|‘II||||IIIII|MIIIII|I|I

F1GURE 4 — Exemple d’invisibilité : une couche de métamatériau rend ici un objet circulaire
invisible pour une onde plane.

Nous nous arrétons la pour la présentation des différents matériaux négatifs et pour la
description des technologies dans lesquelles ils sont impliqués. Expliquons maintenant le contexte
scientifique qui a conduit a la problématique de cette seconde partie ou nous nous intéressons a
un probléme de transmission entre un diélectrique et un matériau négatif.

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’'un projet ANR (Agence nationale de la recherche) :
"METAMATH” dirigé par Sonia Fliss, enseignante chercheuse au laboratoire POEMS. Il a
pour origine le constat suivant. En régime fréquentiel, du fait des changements de signe de
g(w) et/ou p(w) a la traversée de l'interface entre un diélectrique et un matériau négatif, les
techniques mathématiques et numériques habituelles ne s’appliquent plus [36, 42]. Dans le cas
d’une interface réguliere (sans “coin”), les auteurs de [17, 18] ont démontré que les équations
de propagation en régime périodique sont bien posées sauf si les rapports des valeurs prises par
g(w) et pu(w) de part et d’autre de 'interface sont égaux a —1 (pour plus de détails a ce sujet,
nous renvoyons le lecteur a [35]). Et cette derniére situation est particulierement importante
puisque c’est, comme nous ’avons vu précédemment, le cas d’application de la lentille parfaite.

Le régime périodique établi est généralement défini comme le comportement asymptotique
en temps d’un systeme soumis a une excitation périodique, apres disparition du “transitoire” lié
a la mise en route de I'excitation. Cette propriété est connue sous le nom de principe d’amplitude
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limite (cf. [47]). Lorsque le régime périodique conduit & un probléme mal posé, ce principe ne
peut évidemment pas s’appliquer. Il se pose alors naturellement la question suivante : que se
passe-t-il lorsqu’on excite le systeme a une telle fréquence ?

La réponse proposée dans cette partie repose sur 'utilisation d’'un modele dispersif simple,
le modele de Drude, pour lequel e(w) et pu(w) deviennent négatifs a basse fréquence. Le cas d'un
dioptre plan séparant deux demi-espaces occupés respectivement par un milieu diélectrique
classique et un matériau de Drude a été étudié. Dans un tel modele, sous certaines conditions
physiques, les rapports des valeurs prises par £(w) et u(w) de part et d’autre de U'interface sont
égaux a —1 pour une unique et méme fréquence appelée communément fréquence plasmon.
Cette partie de la thése permet entre autre de répondre a la question posée : lorsqu’on excite le
systeme a la fréquence plasmon ou le probleme fréquentiel est mal posé, le principe d’amplitude
limite n’est pas vérifié. L’'onde générée diverge linéairement en temps du fait de 'excitation de
plasmons de surface qui entrent en résonance.

Contenu de la seconde partie

La partie du mémoire consacrée a cette étude comporte quatre chapitres; un article est en
outre en préparation sur ce travail.

Le premier chapitre donne un cadre physique et mathématique général dans lequel s’inscrit
le probleme étudié dans cette seconde partie. Dans ce but, les équations de Maxwell en régime
transitoire sont tout d’abord introduites dans le cas d’un matériau de Lorentz pour se restreindre
ensuite a un dioptre entre un diélectrique et un matériau de Lorentz particulier : le matériau de
Drude. Une décomposition en modes transverse électrique (TE) et transverse magnétique (TM)
est alors effectuée. Apres avoir choisi de facon arbitraire de travailler en mode TM, le probleme
d’évolution obtenu est finalement reformulé sous forme d’une équation de Schrodinger abstraite.

Le second chapitre introduit la notion de modes. Il a pour but d’établir une famille modale
associée a notre probleme de propagation. Les propriétés des différents modes calculés sont
exhibées, on constate notamment la présence d’ondes plasmoniques localisées spatialement a
I'interface entre le diélectrique et le matériau de Drude.

Le troisieme chapitre constitue le coeur de cette seconde partie. Une analyse spectrale com-
plete de 'opérateur auto-adjoint non compact qui décrit la dynamique du probleme de pro-
pagation est effectuée, ce qui permet de représenter n’importe quelle onde sous forme d’une
superposition d’ondes harmoniques en temps. Cette étude s’inscrit en droite ligne a la suite des
travaux de Ricardo Weder et Calvin Hayden Wilcox [113, 117] pour la propagation dans des
milieux stratifiés. Elle est menée dans le cadre original du modele de Drude.

Enfin, le dernier chapitre est consacré a l'asymptotique en temps long des solutions de
I’équation de Schrodinger dans le cas d’un second membre périodique en temps. Il a pour
but de démontrer les résultats mis en évidence par Boris Gralak, Daniel Maystre et Adriaan
Tip dans [57, 56]. Nous montrons ici tout d’abord 'existence d’un phénomene de résonance
a la fréquence plasmonique ou la solution croit linéairement en temps. Puis, en démontrant
un principe d’absorption limite, nous étudions ensuite pour quelles fréquences d’excitation le
principe d’amplitude limite est vérifié, autrement dit pour quelles fréquences d’excitation la
solution du systeme transitoire converge vers un régime périodique établi. Une étude numérique
vient illustrer ces résultats.
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Ce chapitre est I'objet d’un article soumis (cf.[30]), dont nous reprenons ici intégralement le
texte.

Abstract : Consider a propagative medium, possibly inhomogeneous, containing some scatte-
rers whose positions are unknown. Using an array of transmit-receive transducers, how can one
generate a wave that would focus in space and time near one of the scatterers, that is, a wave
whose energy would confine near the scatterer during a short time ? The answer proposed in the
present paper is based on the so-called DORT method (French acronym for : decomposition of
the time reversal operator) which has led to numerous applications owing to the related space
focusing properties in the frequency domain, i.e., for time-harmonic waves. This method essen-
tially consists in a singular value decomposition (SVD) of the scattering operator, that is, the
operator which maps the input signals sent to the transducers to the measure of the scattered
wave. By introducing a particular SVD related to the symmetry of the scattering operator, we
show how to synchronize the time-harmonic signals derived from the DORT method to achieve
space—time focusing. We consider the case of the scalar wave equation and we make use of
an asymptotic model for small sound-soft scatterers, usually called the Foldy—Lax model. In
this context, several mathematical and numerical arguments that support our idea are explored.

Keywords : Space-time focusing, Time reversal, DORT method, Singular value decomposition,
Foldy—Lax model.
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1.1 Introduction

1.1.1 General context and objective

Time reversal (TR) techniques have been extensively studied during the last decades, in
particular owing to the related focusing properties. The simplest illustration of these properties
consists in the following classical TR experiment (see, e.g., [50]). In a first step, an acoustic
source emits a sound which propagates in the surrounding medium. The acoustic field is then
measured and recorded by an array of transmit-receive transducers. In a second step, all the
recordings are time-reversed and then used as input signals for the transducers of the array,
generally called a time reversal mirror (TRM) because of this time reversal step. The acoustic
wave emitted by the TRM propagates back in the same medium towards the original source.
If this source fills a small region and if the initial sound is a short pulse, one can observe that
a great part of the acoustic energy of the back-propagating wave will be concentrated near the
original source at a given time. In this sense, space-time focusing is achieved. The focus quality
will be high if the TRM surrounds completely the source (full aperture case) and if the number
of transducers is large enough. On the other hand, the focusing will generally deteriorate if the
number of transducers becomes smaller or if the aperture of the TRM is reduced, that is, if the
angular area occupied by the TRM decreases (partial aperture case).

In such a TR experiment, the source is active in the sense that it emits the original sound
which is then recorded by the TRM. In the present paper, we are no longer concerned by active
sources, but rather by unknown scatterers which behave passively only by their ability to reflect
an incident wave. Hence the way to retrieve some information on the scatterers is to test the
medium by means of the array of transducers which can emit various incident waves and record
the response of the medium. We assume here that we are able to measure the scattered wave,
that is, the perturbation of the incident wave due to the presence of the scatterers. This means
implicitly that we are able to compare the propagation of an acoustic wave in two different
media : on the one hand, a reference medium which is the surrounding medium in the absence
of the scatterers, on the other hand a perturbed medium which is the same medium perturbed
by the presence of the scatterers. In other words, each test of the medium consists actually in
two experiments : for given input signals sent to the transducers, the same incident wave is
emitted by the array in both reference and perturbed media, both responses are then measured
by the array, and finally the former is subtracted from the latter. The operator which maps the
input signals to the difference of both measures will be called here the scattering operator (it is
often referred to as the multi-static response matrix). The question we are interested in is the
following : from the only knowledge of this scattering operator, can one generate a wave which
would focus in both space and time at one of the scatterers? There is no doubt that a positive
answer to this question could lead to numerous applications in nondestructive testing, medicine,
communication, imaging, etc.

The method we propose is based on the so-called DORT method (French acronym for :
decomposition of the time reversal operator) first developed by Prada and Fink [93, 95, 97]
in the context of ultrasonics. Numerous experimental, numerical and theoretical applications
of this method have been explored for acoustic, elastic or electromagnetic waves. The DORT
method can be seen as an improvement of iterative time reversal in the frequency domain. It
is based actually on a singular value decomposition (SVD) of the above mentioned scattering
operator for time-harmonic waves. It is now well understood that for distant enough and small
scatterers, the number of non-negligible singular values of the scattering operator coincide with
the number of scatterers. Moreover, when these singular values are simple, each corresponding
singular vector generates a wave which focuses selectively on each scatterer. These properties
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were first observed for point-like targets [95, 97] and then confirmed by different theoretical
studies (see, e.g., [65] for acoustic waves and [6] for electromagnetic waves). Numerical results
[3] show that these selective focusing properties hold even when the asymptotic conditions are
not satisfied, that is, for rather close scatterers which are not so small in comparison with the
wavelength.

In short, the DORT method provides us spatial selective focusing in the frequency domain.
This is the starting point of the present paper which addresses the following issue : can we take
advantage of these spatial focusing properties in the frequency domain in order to produce a
time-dependent wave which would also focus in time ? This challenging question was first raised
in [87]. It mainly consists in a phase synchronization issue, since the singular vectors of the
scattering operator are defined up to a phase shift. The same issue was also mentioned in [21]
which presents an extension to the time domain of the so-called MUSIC algorithm (multiple
signal classification) for imaging in random media. To our knowledge, the first proposal of
solution was given in [91] using an approximation by a homogeneous free-space back propagation.
The method we propose does not involve any approximation. It is based on the symmetry of the
scattering operator which allows us to choose a particular SVD, called the symmetric singular
value decomposition (SSVD). The idea of using this particular SVD is not really new : we
discovered recently that it is briefly mentioned in an unpublished report [94], but with no
justification. Our aim is to explore several arguments which show that the use of the SSVD of
the scattering operator yields space-time focusing.

The paper is organized as follows. We begin by describing in §1.1.2 the mathematical for-
mulation of the problem and we introduce the main notations which are used throughout the
paper. Section 1.2 is devoted to space focusing in the frequency domain. As the focusing pro-
perties of the DORT method hold for small scatterers, we make use of an asymptotic model,
usually called the Foldy—Lax model, which considers point-like scatterers. In this context, we
briefly recall the main features of the DORT method and we illustrate them by numerical re-
sults. Section 1.3 constitutes the core of the paper. We first show in §1.3.1 how to reduce the
problem to a phase synchronization issue and introduce the SSVD of the scattering operator.
We then prove in §1.3.2 that the choice of this SSVD is associated with the optimum of a TR
criterion. In §1.3.3, we explore the link between the SSVD and the TR experiment mentioned
above. Finally the numerical results of §1.3.4 illustrate the space-time focusing effect. The focus
quality is evaluated by means of an energy criterion which involves some technical calculations
that are collected in the Appendix.

1.1.2 Mathematical formulation of the problem

In the present paper, we consider a reference medium, possibly inhomogeneous in a bounded
region, filling the whole space R? (with d > 1). This medium is characterized by a sound velocity
function ¢ = ¢(x) for x € R%. We denote by G' = G(x,y,t) the time-dependent Green’s function
of the acoustic wave equation, which is solution to

1 9*°G(z,y,t)
2(x) ot?

- AxG(xa Y, t) = 5(:E - y) ® 5(t)7

where 0 stands for the Dirac measure at the origin, either in space or time. Moreover G is
assumed to be causal in the sense that G(x,y,t) = 0 for all (z,y) € R?*? and ¢ < 0 (which
ensures the uniqueness of (7). Recall that for a homogeneous medium, i.e., ¢ = 1, this function
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is given by
2my /2 — |z —y
Ghom (2, Y, t) = 1.1
_ if d =3,
AT |z — y|

where H is the Heaviside function.
We consider an array of N point-like transducers located at x,, for n = 1,..., N which can
emit incident waves of the form

N N
ine(,1) 1= Y- (a0 + Gl@, 20, )(0) = Y [ ult) Glar, st — 1)t (12)

n=1 n=1"R
where qin(t) := (qu(t), ..., qn(t))" represents the vector composed of the input signals which are

applied to the transducers (the symbol T indicates transposition) and % denotes the convolution
with respect to time.

We suppose that our reference medium is perturbed by the presence of a family of P sound-
soft scatterers S, C R% for p = 1,..., P. In this case, when the same signals gi,() are sent to the
transducers, we observe instead of the incident wave (1.2) a perturbed wave viye + vs. Where vy,
represents the scattered wave, that is, the part of the wave due to the presence of the scatterers,
which is the causal solution to

1 0% 4y P
20 o Avee =0 in R\ U, S,
Vge = —Vjpe ON U]];:l 0S,.

This wave is finally measured by the transducers, which yields a vector composed of N functions
which is denoted by qoui(t) := (vse(21,1), ..., Vse(xn,t)) . The linear operator

S : qin — qout

is called here the scattering operator. Note that this definition differs slightly from the scattering
operator involved in mathematical physics.

In this paper, we use a spectral representation of S, which amounts to representing all time-
dependent signals as superpositions of time-harmonic signals. Thus we introduce the Fourier
transform F with respect to time defined by

flo)i= Frw) = [ fo et

—00
whose inverse is given by

+oo

! f(w)e ™ dw.

1 =F i = [
T J—o00
Note that in the case where f is real-valued, its Fourier transform satisfies the symmetry property

A

f(—w) = F@) so that f(t):}rRe /0+°° Flw) o dw. (1.3)

Define Gi,(w) = Fqn(w) = (G1(w),...,4n(w))". For all w, Gin(w) represents the time-
harmonic input signals which emit a time-harmonic incident wave

Vine (2, w) = (Fuine(z, ) (w) = z_:ldn(w) é(x,xn,w), (1.4)
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where G = G (x,y,w) denotes the Fourier transform of G, that is, the time-harmonic Green’s
function of the reference medium. Its expression is well-known for a homogeneous medium

(c=1):
) “HO (wlr —y)) ifd=2,

Ghom(xu Y, w) - eiw|a:—y| (15)

T E— if d =3,

Arlz —y|
where Hél) is the Hankel function of the first kind and order 0. The interaction of ¥j,.(z, w) with
the scatterers produces a scattered wave 9s.(z,w) = (Fvs(z,-))(w) which is finally measured
by the transducers. This yields the time-harmonic scattering operator

Sw: Gin(w) — Gout (W) = (D@1, w), . . ., Dse(n,w)) . (1.6)

We can sum up the link between the time-dependent and time-harmonic scattering operators
by the equality

S=F1SF (1.7)
where S denotes the operator defined from the family {gw; w € R} by the simple relation
(S4)(w) = Su(@(w)).

The question we address in the present paper is the following : from the only knowledge of the
operator S, how can one generate a wave that focuses selectively in space and time on one of
the scatterers? The answer we propose is the subject of section 1.3. It is based on the DORT
method presented in the next section.

1.2 Space focusing in the frequency domain

1.2.1 The scattering operator for small scatterers

As mentioned in the introduction, the spatial focusing properties related to the DORT
method hold for small enough scatterers. That is why we use in the sequel an asymptotic model
in the frequency domain, which enables us to replace the family {S, € R% p = 1,..., P}
by a family of P point-like scatterers located at yi,...,yp. The model we use, often called
the Foldy—Lax model [52], has the advantage to take into account an approximation of the
interactions between the scatterers. It is widely used by physicists. For instance, [80] presents
an application of the MUSIC method for estimating the locations and reflectivities of point-like
inhomogeneities. A mathematical justification of the Foldy—Lax model was recently proposed
in [31] for the two-dimensional problem.

This model is based on the fact that in the case of one single sound-soft scatterer (P = 1)
whose size is small compared to the wavelength, the time-harmonic scattered field 7. behaves
like the field emitted by a point source (see [81]). More precisely, one has

Do, w) R (W) Dine (y, w) G, y, W),
where y € R? is the location of the scatterer and o(w) € C is its reflectivity coefficient. For
instance, in a homogeneous medium (¢ = 1), if the scatterer is circular (d = 2) or spherical
(d = 3) with radius ¢, we have

—4i/HV (we) if d =2
_ ) 1.
o) { 4me it d = 3. (1.8)
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For several obstacles (P > 1), the scattered field appears as a superposition of similar behaviours,

A

Dge(T, W) Zap w) Gz, yp,w) (1.9)

where 0, (w) represents the ezciting field on the p-th scatterer. Choosing 0,(w) = Dinc(yp, w) as
for a single scatterer amounts to neglecting the interactions between the scatterers. The Foldy—
Lax model consists in correcting the latter choice by adding the waves scattered by all the other
obstacles, i.e.,

A

Dp(W) = Dine(Yp, w) + Y 0g(w) 0g(w) Gy, Ygow) forp=1,..., P.
q7#p

If we denote by V,, and \A/(jnc the vectors of C* with components 9, (w) and din.(y,, w) respectively,
this coupling between the exciting fields can be written equivalently as

(-, %) Vi =V, (1.10)

where ¥, is the P x P diagonal matrix composed of the reflectivity coefficients, i.e., (£,),p :=
op(w), and H, is the P x P matrix defined by

(H)pg = G(Yp, ygrw) if p#q and  (H,)py, = 0.

The use of the Foldy—Lax model yields a simple expression for the time-harmonic scattering
operator (1.6). Indeed, applying (1.9) to = = x,, for n =1 to N yields

Gout (W) = G, T, Vi, (1.11)

where G,, denotes the P x N matrix defined by

~

(Gw)pn = é(xm Yp, w))

and we recall that the superscript T indicates transposition. Moreover, noticing from £1.4) that
the right-hand side of (1.10) writes as V" = G,, gin(w), we have V,, = (I — H,, 3,) ! G,, Gin(w).
Substituting this expression in (1.11) yields finally

S. =G (=;' —H,) ! G.. (1.12)

This product of three matrices can be interpreted as the succession of three steps in the scattering
process. First G represents the propagation of the incident wave from the transducers to
the scatterers. Then (X! — H,,)~! describes the reflection on the scatterers (note that this
matrix reduces to ¥, if H,, is neglected, which amounts to neglecting the interaction between
the scatterers). And finally @I corresponds to back-propagation from the scatterers to the
transducers.

Remark 1.2.1 It is readily seen that the scattering operator is symmetric (but not hermitian)
in the sense that S, = g; (but S., # g:: where gj: is the adjoint matrix, i.e., the conjugate trans-
pose matrix) since both matrices ¥, and H,, are symmetric. This can be seen as a consequence
of the reciprocity principle.
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1.2.2 The DORT method

The DORT method [93, 95, 97] consists in a singular value decomposition (SVD) of the
scattering operator S,

S, =V, D, W* (1.13)

where I[Dw is a N x N diagonal matrix with nonnegative real numbers on the diagonal, whereas
V., and W,, are unitary N x N matrices. The diagonal entries of D,, are known as the singular
values of Sw and the columns of Vw and Ww are called the left and right singular vectors,
respectively.

A real number A > 0 is a singular value of S. if and only if there exist unit vectors v and w
in CV such that

Sow =A0 and S = \w. (1.14)
Vectors & and w are respectively left and right singular vectors of S,.

Remark 1.2.2 The SVD of gw is not unique (actually ]ﬁ)w is unique but not @w and Ww) This
is obvious if at least one eigenvalue is degenerate, that is, if the dimension of the associated
space of right (respectively, left) singular vectors is greater than one. On the other hand, for a
simple (or non-degenerate) singular value, the right and left singular vectors are unique up to a
multiplication by a unit complex number. Indeed it is readily seen that if a pair (0, w) satisfies
(1.14), then so does (€' ¥, e w) for all ¢ € R.

Remark 1.2.3 The singular values of S., are the square roots of the eigenvalues of the positive
hermitian matrix gz S. and the right singular vectors of S. coincide with the eigenvectors
of SZ S.. The initial presentation of the DORT method (see, e.g., [95, 97]) consisted in the
diagonalization of the latter matrix, called the time reversal operator because it was derived
from an iterative TR process. The basic loop of this process consists of the following steps :
for given input signals ¢, the array of transducers first emit an incident wave; the associated
scattered wave in then measured, which yields S q; and finally this measure is time-reversed,
which amounts to a conjugation in the frequency domain (see (1.22)). The time-reversed measure
can then be used to re-emit a new incident wave. The time reversal operator T,, describes two
successive iterations of this loop, that is,

zngwcj SO TwzaSwzg

o~

T, q:=

@)
Ui)
Q>

where the last equality follows from the symmetry of S,.

The main interest of the DORT method lies in the selective focusing properties related to the
singular vectors of S.. In our context of point-like scatterers, it is well understood [65, 95, 97]
that if the reference medium is homogeneous and if the scatterers are distant enough from each
other (they are often referred to as ideally resolved in this case), then

1. the number of scatterers P is equal to the number of nonzero singular values of S (provi-
ded that P < N and that the rank of G, is equal to P, which excludes some exceptional
situations such as scatterers located symmetrically with respect to the array) ;

2. when these singular values are simple, each right singular vector (column of WM) associa-
ted with each nonzero singular value generates a wave which focuses selectively on each
scatterer.
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N\
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FIGURE 1.1 — Modulus of the incident field generated by the right singular vectors of S., as-
sociated with the dominant (left) and second (right) singular values. Case of a homogeneous
medium with w = 40.

FI1GURE 1.3 — Same as Figure 1.2 for w = 90.
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Figures 1.1 to 1.3 illustrate these results by some numerical experiments in the two-
dimensional case. We first consider the case of a homogeneous medium (i.e., ¢ = 1) filling
the whole plane R?. The part of the plane represented on each figure is the square [0,2] x [0, 2].
Our array is composed of 128 transducers (N = 128) regularly distributed along the segment
{0} x [0,2] which corresponds to the left edge of each figure. Two scatterers (P = 2), with
respective diameters 2 x 1073 and 1073, are located at (1.2,0.3) and (1.7, 1.9) respectively. They
are represented by white disks (not to scale). The time-harmonic scattering operator has two
non-zeros singular values in this case. For the circular frequency w = 40, that is, a wavelength
A =27 /w ~ 0.16, Figure 1.1 shows the modulus of the incident field generated by the associated
singular vectors. We clearly see the spatial focusing effect : the field becomes maximal in an
elliptical area centered at each scatterer, generally called the focal spot. If ¢ denotes the length
of the array (here ¢ = 2) and d is the distance between the array and the considered scatterer,
the transverse radius of this area is given by Ad/¢ (Rayleigh resolution formula, see, e.g., [22])
provided that A < ¢ < d. For instance Ad/¢ =~ 0, 1 for the biggest scatterer, which is consistent
with the observed focal spot though the assumption ¢ < d is not fulfilled.

In Figures 1.2 and 1.3, we consider the case where a scattering medium is located between
the array and the scatterers. Here our scattering medium consists of 500 point-like scatterers
with same diameter 2 x 10~ (represented by black points) randomly displayed in the rectangle
[0.3,0.8] x [0,2]. In this situation, the Green’s function of the reference medium appears as a
perturbation of the Green’s function of the homogeneous medium :

G(x,y,w) = Grom (T, y,w) + Geel, y, W) (1.15)

where the perturbation Gsc(x,y,w) can be computed by the Foldy—Lax model described in
section 1.2.1, which requires us to invert the 500 x 500 matrix involved in equation (1.10).
Figure 1.2 represents again the modulus of the incident field generated by the singular vectors
associated with the non-zero eigenvalues of S., for the same circular frequency w = 40 as in
Figure 1.1. We see that the presence of the scattering medium has damaged considerably the
spatial focusing effect. Focal spots are still observed, but their intensity is reduced significantly,
for the acoustic field seems to be trapped in the scattering medium. Figure 1.3 shows that for
the higher circular frequency w = 90, spatial focusing is recovered.

The physical notions of ballistic and diffusive regimes (see, e.g., [48]) can help us to interpret
these numerical observations. We have to compare the thickness L of the scattering medium
with the mean free path which is given here by

4w
Ly, = W (1.16)

where N is the number of scatterers per unit surface and o(w) is the reflectivity coefficient
defined in (1.8). The so-called ballistic regime corresponds to the case where L < Lg,. In such
a situation, when a plane wave crosses the scattering medium, its direction of propagation is
not much affected and the perturbation of the plane wave essentially consists in the specular
reflections on the scatterers. Higher order successive reflections are negligible. On the other
hand, when L > Ly, the latter may become significant, which leads to resonant phenomena
inside the scattering medium. In such a diffusive regime, the structure of a wave crossing the
medium is strongly perturbed. In the case of Figure 1.2 (w = 40), we have Lg, ~ 0.28 whereas
L = 0.5, which rather corresponds to the diffusive regime. In the case of Figure 1.3 (w = 90),
we have Lg, ~ 0.47, which corresponds to an intermediate regime. In particular, resonances are
still observed in the scattering medium. By increasing the frequency further, we would enter the
ballistic regime and the focus quality would improve.
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1.3 Space-time focusing

1.3.1 From frequency domain to time domain
A phase synchronization issue.

We arrive now at the main purpose of the paper, which is to take advantage of the selective
focusing properties of the DORT method in the frequency domain in order to construct a time-
dependent wave which focuses in space and time on one given scatterer chosen as a target.
Suppose that for all frequency w in a given frequency band [w;,ws] (which depends on the
specifications of the transducers), we know a triplet (A(w), o(w), w(w)) of singular elements of
the scattering operator corresponding to our target : A(w) > 0 is a singular value, which is
assumed simple for simplicity, and the associated left and right singular vectors v (w) and w(w)
are unit vectors of CV such that

Se(w) = A(w)d(w) and S o(w) = Mw) b (w). (1.17)

The fact that these singular elements correspond to our target means that the time-harmonic
wave generated by the right singular vector w(w) focuses spatially on this target. As this spatial
focusing occurs for all w € [wy, ws], it holds true for any frequency superposition of these waves.
So if we consider a pair (x, ¢) of real-valued functions defined on [wy,ws|, the time-dependent
input signal defined by

q,(t) = 71T Re /w2 x(w) @) 4 (w) et dw (1.18)
w1

generates a time-dependent wave which focuses in space on our target. But can we choose these
functions so that the above superposition of time-harmonic signals yields also time focusing ?
Instead of searching for a pair (x, ¢), we assume here that y is known and we restrict ourselves
to the determination of the phase function ¢ : [wy, ws] — R (which justifies the fact that x is not
involved in the notation g, above). In other words, the issue we are faced with is to synchronize
the singular vectors of S, in order to achieve space—time focusing (recall that €)@ (w) is a
right singular vector of S,, whatever ¢(w), see remark 1.2.2).

Continuity assumptions in the frequency domain.

From a practical point of view, the signals g,(t) we are interested in must have a finite
duration of emission. However this is incompatible with the expression (1.18) of g4(t). Indeed,
from (1.3), it is clear that the Fourier transform g, of g, is given by

x(w) €?@ apy(w) if w € [w,wal,
do(w)=1<¢ 0 if we R\ [wy,wa, (1.19)
4o(—w) ifweR™.

In particular g, has a compact support in the frequency domain, so g4 cannot be compactly
supported in the time domain since it is an entire function of ¢. However g,(t) may be close to
0 outside a bounded interval provided that g,(w) is regular enough (recall that the Riemann—
Lebesgue theorem tells us that if " g,(t) € L'(R), then gy(w) € C™(R)). In such a case, (1.18)
can be considered as an approximation of a compactly supported signal.

It is then natural to assume at least that g,(w) € C°(R). This means on the one hand that
X and ¢ both belong to CY([wy,ws]) and x(w;) = x(w2) = 0, on the other hand that w(w)
depends also continuously on w € [wy,ws|. This assumption is not restrictive. Indeed we can
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assume without loss of generality that our family of singular elements is continuous in the sense
that AM(w), ¥(w) and w(w) are continuous functions of w. One can always find such a family.
This follows from classical arguments of perturbation theory [70] using the fact that S, is a
continuous (even C'*°) function of w (which derives from the regularity of the time-harmonic
Green’s function G(-, -, w)).

A particular singular value decomposition.

The phase choice we propose is related to the symmetry of the scattering operator (see remark
1.2.1). Indeed, this property implies that there exists a particular SVD, called the symmetric
singular value decomposition (SSVD) or Takagi’s factorization [67], which writes as

S, =0,D, T (1.20)

where D, is the diagonal matrix composed of the smgular values and U,, is unitary. This decom-
position is a particular version of (1.13) with W, =V, = [Uw, i.e., the right and left singular
vectors are conjugate of each other. From a practical point of view, the way to obtain the SSVD
from a given SVD is straightforward, especially for simple singular values. Indeed, as S, is
symmetric, conjugating (1.17) yields

Siw(w) = AMw) d(w) and S,8(w) = Mw) @ (w).

w

A~

This shows that if (0(w), w(w)) is a pair of left and right singular vectors, then so is (w(w), 0(w)).
For a simple singular value A\(w), we deduce from remark 1.2.2 that there exists #(w) € R such
that

(w(w), 8(w)) = @) (&(w), W(w)).
As a consequence,
Suth(w) = e @) \(w) w(w).

This relation tells us how to change the phase of our right singular vector in order to obtain a
singular vector of the SSVD (1.20). Indeed by setting

We(w) = @72 py(w),
we see that
S Ws(w) = Mw) ws(w), (1.21)

which means that wg(w) is a singular vector of the SSVD. Note that contrary to the singular
vectors of a SVD (see remark 1.2.2), wy(w) is defined uniquely up to a multiplication by —1.

In the sequel our aim is to show that if we choose this particular singular vector ws(w)
instead of an arbitrary one w(w) in the definition (1.18) of g, (), then the optimal choice for ¢
is either ¢ = 0 or ¢ = 7/2. We begin in the next section by proving that both phase functions
lead to the minimum of a function which describes a time reversal process. But do they yield an
optimal focusing? A ideal way to give a mathematical answer to this question would be to prove
that these constant phase functions lead to the minimum of a function which would quantify the
focus quality. Unfortunately, we were not able to find such a function. The only mathematical
answer we can give is based on the connection between these constant phase functions and the
time reversal experiment mentioned in the introduction. It is the subject of §1.3.3. We finally
present in §1.3.4 some numerical results which confirm the space-time focusing effect.
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1.3.2 Optimality of a time reversal gap functional

Hereafter we denote by J the time reversal transformation with origin ¢ = 0 : for every
real-valued function f = f(t), function Jf is simply given by Jf(t) := f(—t). Using the Fourier
transform, it is readily seen that FJf(w) = F f(w), or equivalently

J=F'JF where Jf:= fT (1.22)

This is nothing but the well-known fact that time reversal becomes complex conjugation in the
frequency domain.

Our idea of using the SSVD originates from a heuristic argument which can be explained
as follows. Suppose that the array emits several short pulse waves, respectively at times ¢; for
Jj =1,...,J, that propagate along different paths leading to the aimed scatterer. Let T denote
the travel time related to the j-th path. After the interaction of these incident waves with the
scatterer, suppose that the associated scattered wave propagate back to the array along the
same respective paths. Thus they will reach the array respectively at times t; = t; + 2T; for
j=1,...,J. Obviously, the incident pulse waves will arrive at the same time ¢, on the scatterer
only if t; +T; = t, for all j. In this case, the times of emission and reception become symmetric
with respect to t, in the sense that t;» —t, = t, — t; for all j. More precisely, up to a scaling
factor related to the reflectivity of the scatterer, the input and the output are time-reversed
with respect to the focus time ¢,.

This very simple model prompted us to search for phase functions such that this time reversal
property could be nearly satisfied. This is the subject of Theorem 1.3.1 below which leads us to
the SSVD in the case where the aimed focus time is ¢, = 0. Actually the connection between
this time reversal property and the SSVD can be seen directly in the characterization (1.21) of
the singular vectors of the SSVD, which can be written S, @s(w) = A(w) Js(w). This relation
means that when the input signal sent to the transducers is wg(w), then the measure of the
scattered field is, up to a positive real factor A\(w), the time reversed input signal. As relation
(1.21) holds for all frequencies w € [wy,ws], all time-harmonic signals are time-reversed with
respect to the same origin ¢ = 0. To a certain extent, this means that working with singular
vectors of the SSVD amounts to synchronizing the time-harmonic emitted waves at time ¢ = 0.
In the above comments, one can replace Wws(w) by iws(w). The only change is that the positive
real factors become negative. These are the two possible choices which yield a synchronization
at t = 0.

Theorem 1.3.1 Suppose that {()\(w),tbs(w)) ERT"XxCY; we [wl,wQ]} is a continuous family

of singular elements of the SSVD of S,,. Let x € C%([w1,ws]) chosen such that x(w1) = x(wy) =
0. For all (i, ¢) € R x C°(|wy,ws]), define

G(p. 8) = 1|(8 = D ollE v = [ IS = nd)go(®) o

where || - |c~ denotes the Euclidean norm in CN and
1 w2 ib(w) a —iwt
q,(t) = — Re/ X(w) e g (w) e dw.
T w1
Then the minimum of G(u, @) is reached at (4, ¢py) and (u—, ¢_) where

w2

ft 1= i/w Mw) x(w)? dw (/w x(w)? dw)_l, ¢y =0 and

be
I
N3

1
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Proof. Thanks to (1.7) and (1.22), Parseval’s identity yields

1

P 1
G(1:9) = 5= I8 = nD)dulfon = o (a0 ® = 2o+ c5) (1.23)

where g4 := Fq, and
ag = [ldsllz,;cvs Do :=Re(Sds, Jdg)r,;ov and ¢4 = [[Sdyllf,, cv-

Note that the expression of a4 follows from the fact that J is an isometry. From (1.19) and
(1.21), we deduce

w2
ap = 2/ x(w)?dw,

w1

bo=2 [ Aw) x(w)? cos(26(w))dw and

Cp =2 AMw)? x(w)? dw.
w1
For a fixed ¢, the minimum of the second-order polynomial in the right-hand side of (1.23) is
reached at ju, := by/a,s. Moreover

1 b2
G(ug, ¢) = o <C¢>— ai) .

As a, and ¢, do not actually depend on ¢, the minimum of this function is reached for the
maximum of b2, that is, when cos(2¢(w)) = £1. Hence ¢(w) = k7 /2 for some integer k. And of
course it is sufficient to consider both cases £ = 0 and k = 1 since the other cases correspond
to the same signals g,(t) or their opposites. [ |

Function G(u, ¢) is a time reversal gap functional since it quantifies the gap between the
measure of the scattered field and the time-reversed input signal rescaled by a real factor. If
A(w) was constant in the whole frequency band [wy, ws], say A(w) = A, we would have pgp = +A.
and G(ux, ¢) = 0. Hence gy, (t) would be an eigenvector of the operator JS associated with
the eigenvalue +\.. In this case, the TR property satisfied in the frequency domain holds true
in the time domain : the measure of the time-dependent scattered field is, up to a real factor
4+, the time-reversed input signal. Theorem 1.3.1 tells us that in the general case, the phase
functions ¢4 = 0 and ¢_ = 7/2 bring us as close as possible to this situation : g, (t) is close
to some kind of eigenvector of JS. But of course, this is not really an eigenvector since the
time reversal gap € := G(p+, ¢+) does not vanish in general. It can be interpreted by means of
the notion of pseudospectra [107] : py belongs to the e-pseudospectrum of JS and gy, (¢) is a
corresponding e-pseudoeigenvector.

1.3.3 Space—time focusing : from active sources to passive scatterers

In the previous section, the link between Theorem 1.3.1 and space—time focusing is only based
on a heuristic argument. The purpose of this section is to reinforce this link by a mathematical
argument : we show that under certain conditions, the optimal signals of Theorem 1.3.1 yield
the same space—time refocusing as the time reversal experiment for active sources which is
mentioned in the introduction.
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Mathematical interpretation of the time reversal experiment.

Suppose that at some point y € R?, an active point-like source emits a short pulse defined
by

v;?t(x, t) = 71r Re /w2 Yact (W) (—iw)* G(x, y,w)e “dw, (1.24)
w1

where ¢ € N and y. is a cutoff function chosen as in Theorem 1.3.1. This wave can be seen as a

spectral truncation of a time-derivative of the time-dependent Green’s function since vé@(:v, t) =

(0 )0t G (2, y,t) if (wi,ws) = (0,4+00) and Yaes = 1 (see (1.3)). Except in this latter situation,

U, 18 MOt causal but it can be considered as an approximation of a causal function for a large

enough frequency band (wy, ws). The measure of vé?t by the array is then given by

1 w2 :
q9@t) = = Re/ Yact (W) (—iw) g(w) e ™™ dw  where
T w1
g(w) = (G(z1,y,w), ..., Glxn,y,w)) . (1.25)

The idea of the TR experiment consists in using the time-reversed measure

w2

Jq¥ (t) = g (—t) = 71r Re/ Yact (@) (i)t g(w) e dw (1.26)

w1

as input signals to emit a new wave

w1

1 w2 N - -
vl()i)ck(mﬂt) = Re/ Xact (@) (iw)* <Z G2, y,w) G(x,xn,w)> e dw.
n=1

The fact that this wave propagates back to the original source can be understood easily in
the case of a full aperture spherical array located far enough from the inhomogeneities of the
medium. Assume that the family of points z,, is distributed regularly on the surface Sg := {z €
R ||z|| = R}. Hence, in the above formula, the sum can be interpreted as an approximation
of an integral on Sg, that is,

N -
Z G(xn,y,w) é(x,xn,w) ~C ; G(z, Y, w) G(w, z,w)dS(2),
n=1 R

where C' > 0 depends on N and the space dimension d. The asymptotic behaviour of the latter
integral for large R follows from the Helmholtz—Kirchhoff formula [53] :

R—>f_\j—oo GA((QT, y,CU) B G(‘T? Y, UJ)

/S Gz, y,w) Gz, z,w)dS(z) ~ = for ||z|| < R.
R

21w

As a consequence,

C w2 R _— N
Ul(f;)(:k(x7 t) ~ 27 Re/ Xact(w> (iW)E_l (G(‘T’ y7w) - G(I7 Y, w)> e_Mt dw.

™ w1
Going back to the expression (1.24) of vfﬁ, we conclude that

0
Ul()a)ck (‘Tu t) ~

o Q

(=1 Mo (1) = vier (2, 1))
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In this expression, v&(ﬁ;l)(ac, t) approximates a time-derivative of the Green’s function, which is

causal, whereas the other term vgfl)(:v, —t) represents the time-reversed of this function and
then appears as an approximation of an anti-causal function. As a consequence,
C .
® )3 véct )(x, —t) if t <0,
Uback(xat) ~ ’ IC (1)
(=) 5 Vact (x,t) ift >0.

This means that for ¢ < 0, vé?ck behaves like a converging wave which propagates towards the
initial source y and refocuses at this point at time ¢ = 0, whereas for ¢ > 0, vé?ck diverges from

y. This gives us a mathematical interpretation of the TR experiment.
Back to passive scatterers.

Let us now come back to our problem and suppose for simplicity that there is only one
scatterer located at y. In this case, the expression (1.12) of the time-harmonic scattering operator
simplifies as

Su=0(w) §w) gw)", (1.27)

where o(w) is the reflectivity coefficient of the scatterer (see (1.8)) and g(w) is defined in (1.25).
This shows in particular that the rank of S, is 1. Moreover,

S, elarg@@)/2 g(w) = |o(w)| ||g(w)\|%N (eiarg(O(w))/Q g(w)) ’

which means that
efiarg(a(w))/Z g(w)

Aw) =lo @) g@)lléy and ab(w) = =205

are singular elements of the SSVD of S,. From (1.8), we infer that arg(o(w)) either vanishes
(if d = 3) or is small (if d = 2 : the asymptotic of HY for small arguments shows that
arg(o(w)) = O((Ine)™)). Hence ,(w) ~ g(w)/||g(w)]|cy. Thus the respective behaviours of
the optimal signals of Theorem 1.3.1 are given by

1 w2 ' g(w) —iwt
Qo) = — Re [ x(w)eits IS omitqy,
o+ T w1 lg(w)lc~

where we recall that ¢, = 0 and ¢_ = 7/2. Comparing the latter formula with (1.26), we see
that if both cutoff functions x and y..; satisfy

X(W) = Xaet (@) @ (@)l

then, up to a change of sign, g, (t) (respectively, g, (t)) behaves like g¥(—t) for even ¢ (res-
pectively, odd ¢). We conclude that the wave emitted by an optimal signal of Theorem 1.3.1
is similar to the back-propagating wave produced by the TR experiment when the initial wave
is some spectral truncation of a time-derivative of the Green’s function. In short, our method
for passive scatterers yields some kind of optimal space—time focusing. This is justified above
for one single scatterer. Using similar arguments as in [65], it is easy to see that this holds true
for distant enough scatterers. The next section illustrates these results and also shows that the
focus quality decreases if the scatterers become close.
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1.3.4 Nwumerical results
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FIGURE 1.4 — In the case of a homogeneous medium, modulus of the field generated by the
optimal signal gy, (t) of Theorem 1.3.1 at times t = —2.0, —1.4, —1.0, —0.6, 0.0 and 0.4 (the
field is rescaled so that its modulus belongs to [0, 1]).
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FIGURE 1.5 — Same as Figure 1.4 in the case of a scattering medium.

We finally present some numerical experiments which confirm the space—time focusing effect
related to the optimal signals of Theorem 1.3.1. We consider the same geometrical configuration
as in section 1.2.2. We use the family of singular vectors of the SSVD of S. associated with the
dominant eigenvalue (which focus in space on the biggest scatterer, located at (1.2,0.3)). The



28 Chapitre 1. Space—time focusing of acoustic waves on unknown scatterers

cutoff function we have chosen is a truncated Gaussian function given by

2
() = i) e (<552 )
where [wy,ws] = [20,100], wy = 60 and v = 10. Note that strictly speaking, this function is not
continuous at w; and wy as assumed in Theorem 1.3.1. However the Gaussian function is very
small at these points (about 3 x 107%).

Figures 1.4 and 1.5 show the evolution of the wave generated by the optimal signal gy (%)
of Theorem 1.3.1. From (1.2), (1.3) and (1.4), this wave can be expressed as

1 wy (Y ~ .
Vine (2, 1) = - Re/1 {Z G (W) G(az,xn,w)} e “dw
w n=1

where §i(w),...,dn(w) are the components of G, (w) = Fqy, (w) = x(w)ws(w). The above
frequency integral is approximated by a standard Simpson rule and wvi,(x,t) is computed at
various times on a regular x-grid covering the square [0, 2] x [0, 2] represented on each picture.

In Figure 1.4, we first consider the case of a homogeneous medium. The space-time focu-
sing appears very clearly : the array seems to emit an angular portion of a radial wave which
propagates towards the target and concentrates near it at time ¢ = 0. In this situation, the
structure of the signal is very simple : Figure 1.6 (left) shows that all the transducers emit
approximatively the same signal starting at different times which only depend on the distances
between the transducers and the target.

Figure 1.5 illustrates the influence of the same scattering medium as in section 1.2.2, i.e.,
500 point-like scatterers randomly displayed in the rectangle [0.3,0.8] x [0, 2]. Again space—time
focusing is confirmed. The focal spot observed at time ¢ = 0 is even slightly smaller than in the
homogeneous case, which is the well-known super-resolution effect of a scattering medium (see,
e.g., [9, 20]). On the other hand, the structure of the wave is strongly perturbed. Resonance
phenomena are observed inside the scattering medium, which slow down the propagation of the
wave. In order to compensate these effects, a part of the wave is emitted earlier so that the
various components meet at the same time ¢ = 0 near the target. This is shown in Figure 1.6
(right) where we recognize a main front whose shape is similar to the homogeneous case, but
which is now preceded by an unstructured contribution.

The above comments remain valid if we use the optimal signal g4 (t) of Theorem 1.3.1
instead of gy, (t). Actually the differences between both cases are not so easy to detect. Figure
1.7 shows a zoom on the focal spots observed at ¢ = 0 in the case of a homogeneous medium.
We see that both focal spots are about the same size. They seem to be shifted by a quarter
wavelength, which is consistent with the fact that in the frequency domain, both signals are in
phase quadrature.

In order to quantify the focus quality, we propose an energy criterion which simply consists
in comparing the acoustic energy concentrated in a given vicinity of the target with the total
energy emitted by the array of transducers. Let u = wu(x,t) denote the wave emitted in the
reference medium by the array for some input signal g(¢) (see (1.2)). For a given box B C R?
around our target, we define a focus quality function by

where Ep(t) := ;/B <f;;(x,t)> + | Vu(z, t)* do (1.28)

represents the local acoustic energy contained in B at time t (see (1.30)) and &y stands for
the total energy emitted by the array. As our array consists of point-like transducers, the fact
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FIGURE 1.6 — Representation of the optimal signal gy, (t) of Theorem 1.3.1 (rescaled in [—1, 41])
in the homogeneous medium (left) and in the presence of the scattering medium (right). The
horizontal coordinate is time and the vertical one is the transducer’s number.
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FIGURE 1.7 - In the case of a homogeneous medium, zoom in the box [1.0,1.4] x [0.18,0.42] of
the focal spots obtained at time ¢ = 0 with the optimal signals gy, (t) (left) and g,_(t) (right)
of Theorem 1.3.1.
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FIGURE 1.8 — Representation of the focus quality function Qp(t) for ¢ € [—2,+2] and the box
B of Figure 1.7 in three configurations : the homogeneous medium of Figure 1.4 (left), the
scattering medium of Figure 1.5 (middle) and the same scattering medium with the second
scatterer moved at point (0.5,1.6) (right). For each case, the dashed line corresponds to the
optimal signal g4, (t) of Theorem 1.3.1 and the solid line, the signal (1.26) of the TR experiment
with £ =0 and Y. = X-
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that & is finite is not obvious. As a matter of fact, we show in the appendix that during the
emission, this energy is infinite, but becomes finite as soon as the transducers become silent
(provided that the input signals are regular enough). A suitable expression of &y is given in
Proposition 1.4.1.

Figure 1.8 compares the focus quality functions computed for two signals : on the one hand,
the optimal signal g, (¢) of Theorem 1.3.1 and on the other hand, the signal (1.26) of the TR
experiment with ¢ = 0 and . = x. On the left, we consider the same configuration as in Figure
1.4, that is, the case of the homogeneous medium. We see that both curves coincide, which is
consistent with the results of section 1.3.3. The maximum of Qpg(¢) is reached at time ¢t = 0
with 44 % of the total energy concentrated in the box represented in Figure 1.7. Note that in
our model, the array emits the same wave on both sides, so Qp(t) cannot exceed 50 %. The case
of the scattering medium of Figure 1.5 is represented in the middle part. Both curves nearly
coincide, which confirms again the results of section 1.3.3, but here the maximum of Qp(t) is
only 19 %, which shows that a great part of the energy is ‘lost’ in the scattering medium. Finally,
in the right part, we consider again the scattering medium but the second obstacle is moved
closer to the target. Of course, Qp(t) is unchanged for the signal of the TR experiment since it
does not depend on the second obstacle. On the other hand, the focus quality decreases for the
optimal signal g, (t) (maximum at 15%). This is a well-known effect of the DORT method,
which maximizes the energy of the scattered wave and then leads to illuminate all obstacles
when they are close to each other.

1.4 Conclusion

In the present paper, we have shown that the use of the symmetric singular value decom-
position (SSVD) of the time-harmonic scattering operator allows us to synchronize its singular
vectors in the frequency domain in order to achieve space—time focusing. We have developed
several theoretical and numerical arguments which support this assertion. In particular, we have
seen that for distant enough scatterers, the choice of the SSVD for unknown passive scatterers
yields the same refocusing as time reversal for an active source, which can be considered as an
optimal refocusing. Nevertheless two criticisms can be made.

On the one hand, from a practical point of view, the principle of DORT method is based
on the measure of the scattered wave. As mentioned in the introduction, this means that one
has to measure separately the incident and the perturbed waves (that is, in the absence and
in the presence of the target) and compute their difference. In many situations, it is impossible
to make this double measure. However when the medium is weakly inhomogeneous and when
the array is located on one side of the medium (open aperture case), only a tiny part of the
incident wave propagates back to the array so that one can consider that one measures directly
the scattered field.

On the other hand, from a mathematical point of view, it is quite frustrating to be unable
to relate the use of the SSVD to a mathematical criterion which should evaluate the quality
of space-time focusing. The energy criterion proposed in section 1.3.4 seems very natural. But
can we affirm that according to this criterion or another focusing criterion, the best signals are
those of Theorem 1.3.17 The question remains open.
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Appendix : Energy emitted by point sources

Let Q be a domain of R?, bounded or not, with boundary I and u = u(z,t) a causal solution
to the acoustic wave equation
0*u

w—AU/—f inQXR,

for a given causal function f = f(x,¢). By multiplying this equation by du/0t and integrating
over {2, we deduce classically from Green’s formula the energy conservation law :

d
&Eg( ) = Pal(t) + Fr(t), (1.29)

where £q(t) denotes the acoustic energy at time ¢, Pq(t) is the power produced by the source f
and Fr(t) is the incoming energy flux across I, which are defined respectively by

/( xt) + [ Vu(z, 8)? da, (1.30)

/ f(z,t) —(z,t)dz and (1.31)
Felt) = [ e, >§7j<x 0) dy. (1.52)

where v is the unit normal on I' pointing outside 2. Formula (1.29) holds provided that u is
regular enough so that the definitions above make sense, for instance if f € L*(Q x R). The
purpose of this appendix is to deal with the case where f represents the excitation produced by
point sources located at x, forn=1,..., N, ie.,

= Z_:lqn(t) oz — wn),

where functions ¢, are assumed causal. In this case, definitions (1.30)—(1.32) are not adapted.
Indeed, because of the singular behaviour of u near the sources, the integrals on €2 diverge, which
means that the usual acoustic energy is infinite for point sources. However we show below that
this energy becomes finite as soon as the sources become silent. Our aim is to exhibit an explicit
expression of this energy. Surprisingly, we did not succeed in finding one in the literature !

We consider only the cases of dimensions 2 and 3. Formula (1.2) provides us the field produced
by point sources. Thanks to the expression (1.1) of the Green’s function in a homogeneous
medium, it can be written more explicitly as

N
u =Y u, where "
n:].
/max{t,|zxn} Qn<t B T) dr ifd=2
\

=an| 2m\[ 7T — |o — ] | (1.34)
anlt — |z — ) ifd=3
dr|x — x| '

Up (2, t) ==

We see here that if ¢, is regular enough, then wu,, has a similar regularity outside a vicinity of x,,.
Hence, outside a collection of small balls B, () := {x € R%, |v — 1,| < €}, energy conservation
(1.29) holds. We shall use an integrated version of this equation :

(t) = /0 t Fr)(s)ds, (1.35)
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where Q(e) := R?\ Up—1 v By (€) and T'(e) := 0Q(e) = Upz1,80Bx () (note that Po)(t) = 0
since f vanishes in (¢)). The following proposition tells us that we can pass to the limit ¢ — 0
in this equation when the sources become silent.

Proposition 1.4.1 Suppose that all functions g, belong to C*(R) and have a compact support

contained in [0,T] for some T > 0. Then for all t > T, the limit lim._,q Ea)(t) exists and is
independent of t. It is given by

N N
Eiot = Z Z Enm Where

n=1m=1
T T dr |
" qn< >qn<s>dsz— ifd=>2,
Em =14 0, ( TT
/ Gu(s)° ifd=3,
8um
Enm ::/ qn(s) —(xp, s)ds  forn # m.
0 ot

Remark 1.4.2 Using Parseval’s identity, these expressions are easily converted to the frequency
domain. We obtain

1 T1d ,
- Z il dr ifd=2
b ={ Jp zar () e it =2
e /0 Wi ()] dw it d=3,
1 +o0 ~ J—
Enm = —— Re/ WG (T, Ty W) G (W) G (w) dw  for n # m.
7r 0

In the above formulas, &,, represents the energy produced by the source located at x,, if
it was alone, whereas the other terms &,,, for n # m stand for the interactions between the
sources. In order to prove Proposition 1.4.1, we need to know the behaviour of u,, near x,,, which
is summarized in the following lemma.

Lemma 1.4.3 Suppose that g, € C?*(R) is causal. Then u, € C*((R?\ B,(g)) x R) for all
e > 0. Moreover, when ¢ tends to 0, the following asymptotic expansions hold uniformly for
x € 0B,(e) and t € [0,T] for any given T >0 :

1 max{t,e} q;l(t_/]—) 5 5 ; . B
aun % (/ T VT —¢€ dr + qn(t) +O(€) Zfd = 2,

— (1) = c
ot ¢,(t)  q,(t) £
P pp + o(1) if d =3,
qn(t) o
ou,, (2.4) = 27T€ +0(1) ifd=2,
v <>+O() if d=3.
4dre?

Moreover, if d = 2, the integral involved in the expression of du, /0t is O(|logel).
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Proof. The case d = 3 is easy. From (1.34), we see that u, € C%((R3\ B,(¢)) x R) and for
x € 0B,(¢), we have
_ qp(t—¢) Oy,

d
4re an ov

_ Q;L<t - 5) + QH(t - 5)
4drte Are?

g (z,t) (z,t)

Using a Taylor expansion of ¢,(t — ¢) and ¢, (t — ¢), the conclusion follows.
The case d = 2 is more intricate. The C?-regularity of u,, is easily deduced from its expression
(1.34), which shows in addition that for x € 9B, (¢),

ou,, 1t q,(t—r1)
o =5 LT

dr

where p.(7) := v/72 — €2 and t. := max{t,¢}. Noticing that p.(7) = 7/p.(7) and integrating by
part, we deduce that

P T B ) 19

ot T or T2 T

The first term in the integral yields the dominant contribution, which is O(]loge|) because

te g, (t —7)

j = pe(T)dr

te d1
< swp g, ()| [
T€[0,t] e T

since p.(7) < 7 for all 7 > €. To evaluate the second one, rewrite it as

teqn(t—1)
5 T

T

p-(7) dT:/f Lt —rydr+ [ it —7) (”6(7) - 1) dr.

The first integral of the right-hand side is equal to ¢/, (t — €) = ¢/,(t) + O(¢) whereas the second
one is O(g) since |p.(7)/7 — 1| < &?/72. This gives the asymptotic behaviour of du,,/0t.

We proceed similarly for du,/0v starting from an expression of w,(z,t) similar to (1.36)
(with ¢/, and ¢/ replaced by ¢, and ¢, respectively). Taking the normal derivative and using
again an integration by parts, it is easily seen that

%(l’ﬂf) _ € /:6 <3qn(t —7) N 3q,(t—1) N qr(t — 7')) o) dr

ov 27 T4 73 T2

By the same argument as above, the last term in the integral yields a contribution O(e|logel)
whereas the second one is O(1). The dominant contribution is given by the first term. Indeed
we have

[ i = o [ XD g [ AREDZ0 ) ),

T4 e T4 T4

where the last integral is O(e™1) (since |q,,(t — 7) — ¢, (t)| < C 7 for some C > 0) and

t= 3 p(7) (" d pa(T)S 1
/8 - dT—/6 dt<5273 dr—?+0(1).

This completes the proof. [ ]
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Proof of Proposition 1.4.1. From (1.33) and the definition (1.32) of the energy flux, the energy
conservation law (1.35) writes as

Eape)(t) = Z where

n,m,p=1

aun 6um
m(t:€) / /63p(a 8V ot ot @8 dyads.

Lemma 1.4.3 shows that if p # n and p # m, then P, (t,e) = O(e?7!). Moreover if n # m, then
EN (t,e) = O(e) if d = 3 (respectively, E (t,e) = O(e|logel) if d = 2) whereas

En(te) :/thn( )agt (2, 8)ds + O(e).

Finally, if n = m, in the three-dimensional case, we have

o= [ <qn<s> 0 m()als) 0(1)> N

4rre 4

an(t)? [t g (s)? qn(t) g, (t)
= — 1).
8me + o 4w ds 47 +o(1)

Thus we see that for all time ¢ such that g,(t) # 0, this quantity diverges as O(¢~!) when &
tends to 0. On the other hand, when ¢, (t) = 0, it has a finite limit given by the second term.
Similarly, in the two-dimensional case, Lemma 1.4.3 shows that

t o
t 8 / q S— T Qn ) (T)deS+/ Mds—kO(é“og&D
0 2

2w

The second integral of the right-hand side is equal to ¢,(t)?/(47). The first one can be rewritten
as

[ ([t == ooy as + 20O 20

2 72

Hence this quantity diverges as O(|loge|) if g, (t) # 0, since

[l (_”T) + log(p-() + r)) d7 = ~loge +O(1).

On the other hand, when ¢,(t) = 0, Lebesgue’s dominated convergence theorem shows that it

tends to
/ot (/Tt(qq/z(s —7)—q(8)) gn(s)ds — qn(QT) ) 2(71:-T7

which can be rewritten in the simpler form shown in the proposition. ]
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Dans le chapitre précédent, nous avons pris comme point de départ les propriétés de focali-
sation spatiale des ondes générées par la méthode DORT en régime harmonique. Ce chapitre a
pour but de les comprendre et de les expliquer. Nous conservons le formalisme et les notations
décrits dans le premier chapitre que nous rappelons ici tres brievement.

Dans un milieu de référence remplissant 'espace R? (d = 2 ou d = 3), nous disposons d'un
réseau composé de N transducteurs ponctuels (successivement émetteurs et récepteurs) placés
en xi, ..., T,. A fréquence fixée w, ce réseau est capable d’émettre des ondes incidentes 9 de la

forme
N

P (z,w) = Gn (W) G (2, T, w).
n=1
ot G et §,(w) représentent respectivement la fonction de Green harmonique du milieu (cf. (1.5))
et le signal d’entrée complexe placé sur le nieme transducteur (utilisé en tant qu’émetteur).
Supposons maintenant que ce milieu soit perturbé par la présence d’une famille d’obstacles
ponctuels parfaitement mous! dont les positions respectives 1, ..., yp sont inconnues. Nous
cherchons alors a émettre des ondes incidentes 9" venant focaliser sélectivement sur I'un de ces
obstacles . Dans ce but, nous allons utiliser le réseau de transducteurs pour sonder le milieu par
le processus suivant. Celui-ci émet dans un premier temps une onde incidente 9. Cette onde
est alors réfléchie par les obstacles qui génerent une onde diffractée 0. L’onde diffractée g
est finalement mesurée sur les transducteurs (utilisés en tant que récepteurs). Nous avons ainsi
accés a lopérateur de diffraction S,, (défini en (1.6)) qui & une distribution de signaux d’entrée

Gin(W) = (G1(w), ..., dn(w)) " associe la mesure Gous(w) =: (e (21, W), . .., Ve (TN, W)) .

1. Traduction frangaise du terme "sound soft obstacles".

35
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La méthode DORT consiste a effectuer une SVD de cet opérateur
S, =V, D, W*

(cf. (1.2.2)). Notre but est ici d’expliquer les propriétés suivantes (énoncées au chapitre précé-
dent). Lorsque les obstacles sont suffisamment distants :

— Le nombre d’obstacles P coincide avec le nombre de valeurs singuliéres non nulles de D,,,.

— Si ces valeurs singulieres sont simples, chaque vecteur singulier a droite, associé a une
telle valeur singuliere, génere une une onde qui focalise sélectivement sur un des obstacles
du milieu.

Nous cherchons ici & comprendre quelles sont les ondes générées par la méthode DORT :
on va notamment constater que sous certaines conditions, leur amplitude se concentre en un
lieu qu’on appelle tache focale. Nous considérons, dans un premier temps, que le milieu ne
contient qu'un seul obstacle (P = 1). Nous mettrons alors en évidence la présence de la tache
focale dans le cas idéal d’'un réseau de transducteurs sphérique entourant I'obstacle et a grande
distance de celui-ci. Puis, nous nous intéresserons a un cas plus réaliste, celui d’'un réseau plan
ouvert (c’est-a-dire un segment pour d = 2 ou un rectangle pour d = 3) en ne faisant aucune
hypothése sur la distance entre le réseau et 'obstacle. Enfin, nous reviendrons sur les propriétés
de focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT pour un milieu contenant
plusieurs obstacles.

2.1 Description de la tache focale pour un milieu contenant
un seul obstacle

2.1.1 Cas idéal d’un réseau sphérique a grande distance

Nous considérons une distribution de transducteurs équirépartie x,, n = 1,..., N sur la
sphere Sg := {z € R% |z| = R} entourant l'obstacle et située a grande distance de celui-ci.
Notre but est alors d’étudier dans ce cas idéal, la décroissance spatiale de I'onde générée par
un signal construit a l'aide de la méthode DORT. Notons que le raisonnement qui va suivre est
classique au sens ou on peut le trouver sous diverses formes dans la littérature. A cette fin, nous
renvoyons par exemple le lecteur a [19, 65].
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FIGURE 2.1 — Cas idéal d’un réseau sphérique entourant 1’obstacle .
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Le milieu ne contenant qu’un seul obstacle y, 'opérateur de diffraction a pour expression
(cf.(1.27)) :

~

Su=0w) §(w) )" ot gw) = (Glar,y,w), ... Glan,y.w))

et o(w) représente le coefficient de réflexion de lobstacle y (cf. (1.8)). Cet opéra-
teur est clairement de rang 1. Il est alors facile de vérifier (cf. (1.14)) que le couple
(o(w)gw))/(|low)| |g(w)llex), g(w)/ |g(w)]|cn) est un couple de vecteurs propres singuliers
associé a I'unique valeur singuliere non nulle : |o(w)| [|g(w)]|Zy-

Notons qu'un vecteur singulier a droite associé a la valeur singulitre |o(w)| [|g(w)||Zn est
ici nécessairement de la forme w(w) = €@ g(w)/||g(w)||cn- Le coefficient de phase fréquen-
tielle €'?“) n’ayant aucune importance, si on se limite comme dans ce chapitre a I’étude de la
méthode DORT en régime harmonique, nous le fixons arbitrairement a 1. De méme le facteur
de normalisation par 1/ ||g(w)||2x ne modifie pas I'allure de I'onde incidente. Nous 1'oublierons
donc par la suite. Ainsi, en choisissant, comme distributions de signaux d’entrée le vecteur g(w),
le réseau émet 1’onde incidente suivante :

N
o ( Z (2, y,w) G, ,w). (2.1)

qui peut étre approchée pour un nombre de transducteurs N élevé par

~inc N*)+OO

" (,w) "R Oy [ Glayw) Gla,z,w) dS(2),

Sk
ou Cy est une constante dépendant du nombre de transducteurs, de la dimension d. Pour un
milieu dont les hétérogénéités sont localisées dans un domaine borné, la relation de Helmholtz—
Kirchhoff (cf. [53]) nous permet d’interpréter le comportement asymptotique de cette intégrale
lorsque R — oo :

R—7-00 Gz, y,w) — Gz, y,w)
~ 2iw '

/SR é(z,y,w) é(x,z,w) dS(z)

Cette derniere relation relie donc le signal émis a la partie imaginaire de la fonction de Green
G(-,y,w). Ainsi dans le cas d'un milieu homogene (cf. 1.1), on obtient :

hwls=y)

G(z,y,w) — Glz,y,w) _ dw (2.2)

sinc(w | —y|) G des3
4 ’

2iw

ol les fonctions Jy et sinc désignent ici respectivement la fonction de Bessel d’ordre 0 et le sinus
cardinal défini par sinc(z) = sin(x)/z dont les courbes sont représentées dans la figure 2.2.
L’expression (2.2), nous permet alors de décrire I’allure de 1'onde incidente (2.1). Celle-ci est
radiale dans le sens ou elle ne dépend que de la distance du point d’observation z a 1’obstacle
y. Il est d’ailleurs usuel de définir en optique le rayon ry de la tache focale a partir du premier
zéro de la fonction de Bessel Jy pour d = 2 ou de la fonction sinus cardinal pour d = 3. Ainsi

dans notre cas : 54 193 \
ro Y — = — sid=2 et rozﬁz—sid:?).
w T w 2

Effectuons quelques commentaires sur cette derniere expression :
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— Remarquons d’abord que ry diminue lorsque A décroit. On retrouve donc ici un phénomene
classique en imagerie et en problemes inverses : I'amélioration de la focalisation a faibles
longueurs d’ondes (celles-ci détectant mieux 1'obstacle).

— Notons ensuite qu’a longueur d’onde A fixée, le coefficient ro = /2, obtenu pour un réseau
de transducteurs sphérique a grande distance, est communément appelé en physique la
résolution maximale au sens ou 1’on ne peut pas focaliser en-dessous de cette limite dans
le cas d’un réseau fermé entourant I'obstacle (cf. [28]).

— Constatons enfin que si 7y est légerement plus petit en dimension 2, la décroissance spatiale
de la tache focale est plus rapide en dimension 3 (cf. figure 2.2). En effet, quand |z — y| —
oo, on a (cf.[1]) :

| B 1
Jo(w|x—y|)—0<‘x_y‘> et 3mc(w[x—y[)-0<|x_y|>.

0.8 0,8

0,6

0,6

0,4 0,4

0,2 /\ 0,24
: [,

-0,2 -0,2-

_0’4_

FIGURE 2.2 — Graphique de la fonction Jy (a gauche) et sinc (a droite).

2.1.2 Cas d’un réseau plan ouvert

Des études ont été réalisées pour caractériser la tache focale des ondes générées par la
méthode DORT lorsque 'on ne se trouve plus dans le cadre idéal du réseau de transducteurs
sphérique a grande distance. Que devient-elle, par exemple, quand le réseau est ouvert, c’est-
a-dire qu’il n’entoure plus l'obstacle? A ce titre, les auteurs de [65] ont montré, a 'aide d'un
modele fondé sur une approximation en champ lointain, que dans le cas d’un milieu homogene
tridimensionnel et d’un réseau de transducteurs continu placé a l'infini 'amplitude des ondes
générées par la méthode DORT décroit comme l'inverse de la distance & I'obstacle. Dans [20],
on s’intéresse au cas d’un réseau plan placé dans un milieu aléatoire ou la propagation des ondes
vérifie 'approximation paraxiale. Il est alors prouvé que la grandeur caractéristique de la tache
focale transverse est définie par le critere de Rayleigh décrit au chapitre précédent.

Dans ce paragraphe, nous complétons une étude effectuée dans mon stage de master [29].
Nous traitons le cas d’un réseau de transducteurs ouvert, placé dans un milieu homogene, dont la
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distance a ’obstacle n’est pas nécessairement grande. Nous supposerons par souci de simplicité
qu’il s’agit d’'un réseau plan ouvert (cf. figure 2.3) : un segment (en deux dimensions) ou un
rectangle (en trois dimensions) mais d’autres formes géométriques pourraient étre traitées de
facon similaire. Notons que nous ne serons ici ni dans une approximation champ lointain, ni
dans un régime paraxial.

La relation de Helmholtz—Kirchhoff, utilisée précédemment pour décrire la tache focale,
n’étant pas vérifiée pour un réseau ouvert en champ proche, nous allons adopter un autre point
de vue : regarder, en un point x fixé, la décroissance de 'onde incidente lorsque 'on diminue
la longueur d’onde, ou de fagon équivalente lorsqu’on augmente la fréquence w. Il s’agit donc
ici de caractériser le point de focalisation plutot que la tache focale. En effet, nous verrons que
I'obstacle y est le point ou cette décroissance est la moins rapide.

Nous considérons une distribution de transducteurs équirépartie z,, n = 1,..., N sur le
rectangle I' = {2z = (21,22,0),21 € [a,b] et 22 € [c,d]} pour d = 3 ou le segment
I':={z=(2,0),21 € [a,b]} pour d =2 (cf. figure 2.3). Nous supposons de plus que 'obstacle
s n’appartient pas a '’hyperplan H, contenant le réseau de transducteurs (c’est-a-dire au plan
z3 = 0 pour d = 3 et a la droite zo = 0 pour d = 2) car le réseau ne peut pas focaliser sur de
tels obstacles.

y
o 9

FIGURE 2.3 — Cas d’un réseau plan ouvert : un rectangle ou un segment.

Pour un nombre de transducteurs N élevé, nous pouvons encore approcher I’onde incidente
(2.1) en un point = ¢ I' par :

N—+o00

e (z,w0) YE O / G(z,y,w) Gz, 2,w)dS(2), (2.3)
r

ou Cy dépend ici seulement du nombre de transducteurs et de la dimension d. Pour regarder le
comportement de 9™(x,w) en hautes fréquences, nous allons ici utiliser un théoreme de phase
stationnaire sur la fonction de Green G. Nous devons a cette fin distinguer les cas d = 2 et

d=3.
Cas d’un réseau rectangulaire

En dimension 3, la fonction de Green d’un milieu homogene G est définie par :

R eiw|zf:r\

G(z,z,w) =

47|z — x|
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Le comportement asymptotique en hautes fréquences de 9™ (cf. (2.3)) sera donc défini par celui
de l'intégrale

G 1S 1 iw(|z—z|—|z—yl) o d
(@) = [ Gle,0) Gl 2,0) dS(2) = w/[a,b]x[c,d]\z_yuz_ﬂ a1 dz.

Remarquons d’abord que I, ,)(w) ne dépend que de la distance des points x et y avec les points
z de I'. Ainsi en notant alors x, et y, les symétriques de z et y par rapport a H., on a

I(m;)(“) = [(ws,y) (w> = Iz, (W ( ) = I(xa,yé (w ) (2~4)

On peut donc, sans perte de généralités, supposer que les points x = (x1, 22, x3) et y = (Y1, Y2, Y3)
sont du méme coté du réseau : par exemple que x3 > 0 et y3 > 0. Constatons ensuite que lorsque
x =y, 'intégrale

1 1
/ / ——dx d
(y,y)( w) = 16 72 [a,b] % [c,d] ‘Z - y’ o

ne dépend pas de w. Par contre, pour x # y, c’est une intégrale oscillante dont I’asymptotique
haute fréquence découlera du théoréme de phase stationnaire suivant (cf. [118]) :

Théoréme 2.1.1 Soient A et ¢ deuz fonctions de C™ ([a,b] x [c,d]). Supposons que ¢ n’admet
qu’un nombre fini de points stationnaires (points ot le gradient s’annule) qui sont non dégénérés
(c’est-a-dire de Hessienne définie positive ou définie négative), alors

/ Az, 29) 9902 Az dzy = O(w™), quand w — co.
[a,b] X [c,d]

Nous voulons appliquer ce théoréme aux fonctions A, ,(z1,22) = 1/(||z —y| ||z — z||) et
Guy(21,22) = |z — 2| — |z —y| C sur [a,b] x [¢,d]. Il faut donc en vérifier les hypotheses,
c’est-a-dire caractériser les points stationnaires de ¢, ,. Ceci est I'objet du

Lemme 2.1.2 Soit la fonction ¢, : [a,b] X [c,d] — R définie par
(ﬁ"f,y(’zl?z?) = ‘Z - $| - ‘Z - y‘ el z= (’2172270)

ot le point d’observation x = (x1,x9,x3) et l'obstacle y = (y1,ye,y3) sont distincts, n’appar-
tiennent pas a I et vérifient x3 > 0 et y3 > 0 (c¢’est-a-dire qu’ils sont du méme coté du réseau).
Notons (xzy) la droite passant par les points x et y. Les points stationnaires de ¢, sont alors
caractérisés par les deux assertions suivantes :

1. 8t (zy) NI = {(21,292,0)}, puy admet pour unique point stationnaire (z1, z2) et il n’est pas
dégénéré.
2. 80 (xy) NT' =@, ¢y n'a aucun point stationnaire.

Preuve. Calculons le gradient de ¢, , en un point (21, 22)

0¢uy((21,22)) 21— AT U

0z |z —z| |z—y]
et
O y((21, 22)) _ A2 T2 22
0z |z —z|  |z—y
Ainsi,

21— T1 21— Y

Z—X zZ —
quw,y(zl, 22) =0 <— L2 _ xl LZ _ zl (25)

|z —al [z -yl
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Montrons en fait que sous I’hypothese : y3 > 0 et x3 > 0,

Zz — X Z —
Vooy(21,22) = 0 = Y

=2l 2=yl

L’implication directe découle immédiatement de (2.5). Démontrons la réciproque. Supposons
que V¢, (21, 22) = 0. Soit P la projection orthogonale sur le plan z3 = 0, il vient alors avec

(2.5) :
Vﬁbgg,y(Zl?Z?) _0:>P<|Z—$|> _P<|Z—y|>

= Ja € R tel que S + « e, (2.6)
[z —al |z =yl

ol (eq, ez, e3) désigne la base canonique de R3. Nous allons prouver que o = 0. En prenant la
norme au carré de I'égalité (2.6), on obtient :

1— (71 — 3/1)2 + (22 — y2)2 +(—ys+alz — y|)2

R
Soit apres simplification :
(=ys)* = (—ys +alz —y|)”. (2.7)
Or, d’apres I’équation (2.6), on a :
U +oa= — <0.
|2 =yl |z — 2|

Ainsi —y3 et —y3 + o |z — y| sont de méme signe (négatif), on tire alors de (2.7) que —y; =
—ys + a|z — y| et on conclut finalement que :

a=0 cary ¢Tl.

On a donc prouvé que la fonction ¢, , admet un point stationnaire (21, 2) si et seulement si les
points x, y et z = (21, 22, 0) sont alignés. Ainsi, soit I'intersection de I' et de la droite (zy) est vide
et ¢,, n'admet aucun point stationnaire, soit cette intersection est un singleton {z = (21, 22,0) }
et ¢, a pour unique point stationnaire (21, 22). Montrons alors dans ce dernier cas que le point
stationnaire de ¢, : (21, 22) n'est pas dégénéré. A cette fin, calculons la Hessienne au point
(21, z2) sachant qu'il vérifie la condition d’alignement : (z —x)/|z — x| = (z —y)/ |z — y|. Apres
un petit calcul, on trouve que :

82¢x,y((2’1,2’2)) _ < 1 > < ) )2 2
e el |z—y| = a| 2 34

Pbuy((21,22)) 5
023 <|z—x| |z—y| <|z—x|> (21— 1)’ +y3},

¢y ((21, 22)) _ (s
020021 - <|z—x| |z—y|> <|z—x|> 1)(22 2)] .

et
1 1 1 . s
En posant : o, = — # 0, la Hessiene H, , s’écrit :
’ 2=z |z=yl) \|z -2 ’
(20 —m2)? + 23 —(21 — x1)(22 — 2)
Hyy = ogy ( ( 3

—(z1 — 1) (22 — x2) (20 — 1)* + 3
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et son déterminant vérifie :

det(Hyy) = o2, |:((ZQ —x9)* + x%) ((21 —z1)* + x%) — (21 — 11)%(20 — [E2)2:| > oy, >0

Ainsi, H, , a deux valeurs propres non nulles et du méme signe. Elle est donc selon le signe de
oy, définie positive ou définie négative. [ ]

Nous venons de démontrer que ¢, , possede au plus un point stationnaire qui, lorsqu’il existe,
est non dégénéré. L utilisation du théoreme de phase stationnaire 2.1.1, nous permet alors de
conclure sur la décroissance de I'intégrale I, ,)(w) avec la

Proposition 2.1.3 Le comportement fréquentiel des intégrales I, ,(w) pour un point d’obser-
vation x ¢ T' est donné par les assertions suivantes :

- Six €{y,ys} alors Uintégrale I, ,(w) ne dépend pas de la fréquence w :

1 1
o) = 53 f o Ty 12
(7y)(w) 16 72 J{a,b)x[c.d] |Z’_y|2 o

- Sixz ¢ {y,ys} alors
Iz (w) =0 (w‘l) quand w — 00.

D’apres cette proposition, on constate qu’a un nombre de transducteurs N élevé, I'obstacle y
peut étre caractérisé par la décroissance fréquentielle de 'onde incidente 9™¢. En effet, en dehors
des points y et ys (symétrique de y par rapport a H,) ot 9" ne dépend pas de w, 9™ décroit
au moins en w~!. Ainsi, lorsque la fréquence w tend vers 'infini, on focalise parfaitement sur
I'obstacle y et son symétrique ys (puisque le réseau de transducteurs, inclus dans H,, ne peut
les discerner).

Cas d’un réseau linéique
En dimension 2, la fonction de Green est définie par :

A i

G(z, z,w) = 4H(§1)(w|z —z|).

En utilisant I'asymptotique de la fonction de Hankel Hél) pour de grands arguments z € R**

(cf.[1]) -
HP(2) = @eﬂz—ﬂ +0(272), (2.8)

on obtient quand w — oo :

A X 1 eie(lz—al~|z—y]) 1
Lyw) = [ G0 zw)as@ =g [ o () @9

Pour étudier le comportement hautes fréquences de 'intégrale oscillante :

iw(|z—z|—|z—yl)
/ ‘ 1 le,
[t (|2 — 2| |2 —y)2

nous allons encore utiliser un théoréme de phase stationnaire (cf. [37]).
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Théoréme 2.1.4 Soient A et ¢ deux fonctions C* ([a,b]) :

— St ¢ nadmet pas de point stationnaire alors
/ A(2)e' P dr = O(w™), quand w — oo.
[a,b]

- Si ¢ admet un nombre fini strictement positif de points stationnaires qui sont non dégé-
nérés, alors il existe C € C tel que

/[ ]A(z)ei”¢(z)dx =Cw 2+ 0w™), quand w — oo. (2.10)
a,b

— Si ¢ admet un unique point stationnaire zg non dégénéré tel que A(zp) # 0 alors la
constante C' dans (2.10) est non nulle.

Remarque 2.1.5 Dans 'asymptotique hautes fréquences des intégrales oscillantes, les contri-
butions prépondérantes sont données par les termes de bord issus d’une intégration par parties et
les points ot la phase stationne. En dimension 3, les termes de bord et les points stationnaires
non dégénérés interviennent au méme ordre : en w=' dans cet asymptotique. Par contre, en
dimension 2, c’est la présence de points stationnaires qui va définir l'ordre de décroissance de
ces intégrales.

Pour décrire, 'asymptotique haute fréquence de I'intégrale I, ,)(w), nous cherchons a ap-
pliquer ce théoréme aux fonctions C ([a,b]) : Auy(z1) = 1/(lz — | |z — y|)? et Gry(21) =
|z — x| — |z — y|. Dans ce but, nous devons encore déterminer les points stationnaires de ¢.
L’égalité (2.4) (qui exprime le fait que notre probleme est symétrique par rapport a H,) permet
encore de limiter cette étude a des points x et y du méme c6té du réseau, c’est-a-dire vérifiant
par exemple x5 > 0 et yo > 0.

Lemme 2.1.6 Soit la fonction ¢ : [a,b] — R définie par
Guy(21) =z —2z| — |z —y| et z2=(2,0)

ot le point d’observation x = (x1,x9) et lobstacle y = (y1,y2) sont distincts, n’appartiennent
pas a ' et vérifient xo > 0 et yo > 0 (c’est-a-dire qu’ils sont du méme coté du réseau). Notons
(xy) la droite passant par les points x et y. Les points stationnaires de ¢ sont alors caractérisés
par les deux assertions suivantes :

1. Si(zy)NI' = {(21,0)}, ¢s, admet pour unique point stationnaire zy et il n'est pas dégénéré.

2. St (xzy)NT =@, ¢y, n'a aucun point stationnaire.
Preuve. La preuve est ici analogue a celle du lemme 2.1.2. ]

L’existence d’un point stationnaire de ¢, , étant liée a une condition d’alignement entre un point
z de T, le point d’observation x et I'obstacle y ou son symétrique y, (par rapport a la droite
23 = 0), nous définissons I'ensemble C, des z € R? ou cette condition est vérifiée par :

Cy = (U]Z,y) U U]Z7y5)) \{yays}7 (211)

(la notation |z,y) désignant la demi-droite [z,y) privée du point z). La conjonction du lemme
précédent, du théoreme de phase stationnaire (2.1.4) et de la relation (2.9), nous ameénent a la
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Proposition 2.1.7 Le comportement fréquentiel des intégrales I, ,(w) pour un point d’obser-
vation x ¢ I' est donné par les assertions suivantes :

- Sixz e {y,ys} alors

Lo (W) = / dzy + O(w™2).

(] 87w |z — y|
~- Six € Cy alors il existe une constante C' € C* telle que
Lz (W) = Cw™?+0(w™?) quand w — oc.
- Six ¢ (CyU{y,ys}) alors
Ty (W) = O(w™) quand w — oco.

De (2.3), on tire alors le schéma récapitulatif suivant.

inc

FIGURE 2.4 — Décroissance fréquentielle de 9" en fonction du point d’observation.

Le point de focalisation : I'obstacle y est encore caractérisé comme le point ou la décroissance
fréquentielle de I'onde incidente 9™¢ est la plus faible. A la différence de la dimension 3, on
observe par contre une décroissance fréquentielle plus lente de 9 pour les points x appartenant
a Cy. Physiquement, I’ensemble C, peut étre interprété comme le cone d’émission du réseau, c’est-
a-dire 'ensemble des points par lesquels se propagent les rayons focalisant sur I'obstacle y (ou

son symétrique ;).

2.2 Focalisation dans un milieu contenant plusieurs obs-
tacles

Nous allons maintenant considérer le cas ou le milieu contient plusieurs obstacles (P > 1)
et essayer de comprendre les propriétés de focalisation sélective liées aux ondes générées par la
méthode DORT. Pour pouvoir focaliser sélectivement sur tous les obstacles du milieu a I'aide de
cette méthode, il faut au moins qu’il y ait autant de valeurs singulieres non nulles que d’obstacles,
c’est-a-dire que 'opérateur de diffraction S., soit de rang(P). Nous caractériserons donc, dans
un premier temps, le rang de cet opérateur. Puis, nous présenterons ensuite une situation idéale
décrite dans [95, 97] ot les obstacles du milieu sont parfaitement découplés. Dans ce cadre, il est
aisé de comprendre de fagon analytique la propriété de focalisation sélective des ondes générées
par la méthode DORT. Enfin, par une étude des termes d’interactions entre les obstacles, nous
étudierons les situations ou 'on s’approche de ce cas idéal d’obstacles parfaitement découplés.
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2.2.1 Propriétés algébriques de I'opérateur de diffraction S,
Rappelons d’abord brievement I'expression de 'opérateur de diffraction (cf. (1.12))
S, =& (S )G,
La matrice de propagation P x N : G., est définie par
(Gl 1= Gy Uy ).
1

Quant aux matrices carrées de taille P : H, et ¥, constituant I'opérateur de réflexion (L' —
H,,)~! dans le cadre du modele de Foldy-Lax, elles sont décrites respectivement par :

(ﬂw)m = é(ypv Ygw) sip#q et (ﬂw>pp =0,

(E)pg =0 sip#q et (E,) =0p(w).

Pour focaliser sélectivement sur P obstacles a I'aide de la méthode DORT, il faut que 'opé-
rateur S, posséde au moins P valeurs singuliéres non nulles. Une premiere étape consiste donc
a caractériser I'image et le noyau de cet opérateur.

Proposition 2.2.1 Soient g,(w) = (é(:z:l,yp,w),...,G(xN,yp,w))T pour p = 1...,P, les P
colonnes de l'opérateur de rétro-propagation G/ . Alors limage et le noyau de S,, vérifient :

Im(S,) C vect(§1(w), ... gp(w)) et vect(§,(w), ..., gp(w))* C Ker(S,). (2.12)
De plus, on a l’équivalence suivante :

rang(G,) = P <= rang(S,) = P.

~

Notons enfin que dans le cas ot rang(G,,) = P (autrement dit si la famille (gp(w))peqa,...py €st
libre), les inclusions (2.12) deviennent des égalités.

Preuve. L’inclusion

~

Im(S,) C vect(gi(w), ..., gp(w)) (2.13)

découle immédiatement de la relation / m(G] (25 —H,) ' G,) € Im(G]). Concernant le noyau
Ker(S,), la symétrie de S, (S, = S) entraine 1'égalité suivante :

Ker(S,) = Im(S,)*. (2.14)
Il vient alors avec (2.13) que
vect(g, (W), ..., g p(w)) ™ C Ker(S,,).

Supposons maintenant que la matrice @I est de rang P. Sous cette hypothese, 'opérateur
G/ est injectif et Popérateur G,, est surjectif, il s’ensuit que

rang(8.) = rang(@] (55 — L) G,) = rang(E]) = P
Réciproquement si S, est de rang P alors d’aprés (2.13), la famille (g1 (w),...,gp(w)) est libre,
rang(G,) = P, et

~

Im(S,) = vect(gi (w), ..., gp(w)).

On conclut alors finalement avec (2.14) que

Ker(S,) = vect(§,(w), ..., g p(w))*.
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On déduit immédiatement de ce petit résultat algébrique 1'équivalence
rang(G,) = P <= S, posséde P valeurs singuliéres non nulles. (2.15)

Lorsque la matrice de propagation G, nest pas de rang P, 'opérateur de diffraction possede un
nombre de valeurs singulieres non nulles strictement inférieur au nombre d’obstacles P. Il est
donc impossible de focaliser sélectivement sur tous les obstacles du milieu. C’est par exemple le
cas lorsque le nombre de transducteurs N est strictement inférieur au nombres d’obstacles, ce
qui se traduit par rang(G,) < min(P,N) < P.

Quand N est supérieur ou égal a P, la condition mng(@w) = P est généralement vérifiée
sauf dans des cas dégénérés de symétries qui brisent la liberté de la famille (gp(w))peq1,...,Py-
Citons a ce titre le cas de deux obstacles y; et yo symétriques par rapport a un réseau linéique
(cf. figure 2.5) ou la matrice G., est clairement de rang 1. Pour d’autres exemples moins triviaux,

nous renvoyons le lecteur a [80].

10

Y2

ITNO

F1GURE 2.5 — Cas pathologique de deux obstacles symétriques par rapport au réseau.

2.2.2 Obstacles parfaitement découplés

Revenons dans ce paragraphe sur une situation idéale présentée dans [95, 97] ou les obs-
tacles du milieu peuvent étre considérées comme totalement découplés. Les auteurs de [95, 97|
considerent un modele ot 'on néglige les réflexions entre les obstacles. Cette hypothése se tra-
duit algébriquement par H,, = 0 dans (1.12) 2. L’opérateur de diffraction s’exprime alors de la

maniére suivante :
P

Su = @I B0 G =) 0p(w) gp(w) gp(w)". (2.16)

=1
Dans un tel cadre, ils ont mis en évidence que découpler totalement les obstacles revenait a
supposer que la famille (§p(w))peqi,...py était orthogonale, ce qui est reformulé dans la

Proposition 2.2.2 Si la famille (Gp(w))pequ,...py est orthogonale, les valeurs singuliéres non
nulles de opérateur S,, (défini en (2.16)) sont explicitement données par

M) = lop(@)] 1gp(@)llex s p=1,..., P.

2. En effet, en hautes fréquences c’est-a-dire lorsque les obstacles sont suffisamment distants, la matrice
d’interactions entre les obstacles H,, devient négligeable devant le terme ¥ . Ainsi I'opérateur de réflexion

(25— Jﬁlw)_l est équivalent a X, et on peut ne prendre en compte que la premieére réflexion sur chaque obstacle
en remplacant (X! — H,)~! par ¥, dans (1.12).
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A chaque \,(w), on peut alors associer le couple de vecteurs singuliers suivant

7p(w)gp(w) 9p(w)
(i )

(W) 1gp(@)llen ™ 11gp(@)llen

Preuve. La famille (gp(w))peq1,..py ¢étant orthogonale, elle est a fortiori libre et

~

donc rang(G,) = P. On déduit alors de (2.15) que lopérateur S, a exactement
P valeurs singulieres non nulles. Pour tout p € {1,..,P}, le couple de vecteurs

((lo(@)pl go(w))/(ap(w) 1gp(W)llen)s o)/ Igp(w)llen) vérifie :

C B e o))

S Tap@lan — U 18nlien) e SE v
ct ~ ——

8, 2D (1o ) gyl ) 22

o) gy (@)llen 19 (@)llex
11 s’agit donc (cf. (1.14)) d’un couple de vecteurs singuliers associés a la valeur singuliére :
. 2
lop(W)] llgp(@) e n

Lorsque la famille (gp(w))peq1,...,py est orthogonale, nous dirons que les obstacles sont parfai-
tement découplés®. Sous cette hypothese, les valeurs singuliéres non nulles \,(w) ne dépendent
que de la réflectivité de l'obstacle y, et de sa distance a chacun des transducteurs composant
le réseau. Dans ce cadre idéal, lorsque les valeurs singulieres A,(w) sont simples, la focalisation
sélective des ondes générées par la méthode DORT s’explique par le fait qu’un vecteur singulier
a droite W, (w) associé a la valeur singuliere \,(w) est de la forme

o, () = €90(©) G e e
1Gp(W) | en

il génere donc une onde focalisant sélectivement sur l'obstacle y, (cf. partie 2.1).

Remarque 2.2.3 Notons ici que nous perdons la propriété de focalisation sélective pour un
obstacle y, dont la valeur singuliére \,(w) n'est pas simple. Pour le comprendre, considérons par
exzemple le cas d’une valeur singuliére \,(w) double. 1l existe alors q # p, tel que Ap(w) = Aj(w).
Ainsi, un vecteur singulier a droite associé a \y(w) est de la forme :

= Aw _Glw) w G ot A(w w et A(w)? w)? =
) = A g wller TP gyl A B EE et AP B

Il génére donc des ondes qui focalisent sur les obstacles y, et y, dés lors que les coefficients A(w)
et B(w) sont différents de zéro. En pratique, il n'est alors pas possible a l'aide de la méthode
DORT de focaliser sélectivement sur y, et y,, car ne connaissant pas leurs positions, nous

n‘avons pas acces aus vecteurs singuliers particuliers wy(w) = gp(w)/ ||Gp(w)|ley et wqe(w) =
9q(w)/ |19g(w)|lcn décrits par la proposition 2.2.2.

Ainsi, la focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT sur tous les obstacles
du milieu suppose d'une part que les obstacles y, sont assez éloignés les uns des autres pour
que 'on se rapproche de la situation idéale d’obstacle parfaitement découplés et d’autre part
que les P valeurs singulieres \,(w) qui leur sont associées sont simples. Nous nous proposons ici

3. Traduction frangaise du terme "ideally resolved scatterers" utilisé dans [95, 97].
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d’examiner sous quelles conditions on se rapproche de la situation idéale d’obstacles parfaitement
découplés. Dans un tel cadre, il parait logique, comme le suggerent les auteurs de [95, 97], que
pour p # q, le produit scalaire

e aw
fa() = (ng(w)r\m’ ng<w>||w>w (2.17)

mesure les interactions entre les obstacles p et ¢. Les obstacles étant alors faiblement couplés
lorsque le terme I, ,(w) est petit devant 1 pour chaque paire d’obstacles (y,,y,) du systeme.
Nous nous proposons ici d’étudier, pour un milieu homogene, la dépendance de I, en w dans le
cas du réseau plan tronqué I' en dimension d défini dans le paragraphe 2.1.2. Nous montrerons
en particulier que 'on s’approche asymptotiquement d’obstacles parfaitement découplés lorsque
la fréquence w tend vers 'infini (ce qui revient a supposer que la distance entre les obstacles est
suffisamment grande pour que 'on puisse négliger les termes de couplages).

Etude asymptotique et numérique des termes de couplage

Soient y, et y, deux obstacles n’appartenant pas a 'hyperplan ., et tels que vy, # yp. (Yp,
étant le symétrique de y,, par rapport & H,)*. Pour un nombre de transducteurs N élevé, le
terme de couplage I,,(w) peut étre approché de la maniere suivante

Ny /Gzy, :Uzw)dS( )
R E05) N e

: (2.18)

L2(T) ‘ L2(T)

ou la constante C' ne dépend que de la dimension d. On déduit alors aisément de 1’étude effectuée
au paragraphe 2.1.2 la

Proposition 2.2.4 L’asymptotique hautes fréquences de I,,(w) est donnée pour d = 3 par
L,(w)=0w™) quand w — oo.

Pour d = 2, il dépend de la position de l'obstacle y, :

- Siy, € Cy, (ou le cone d’émission C,, est défini en (2.11)) alors il existe une constante
C € C* telle que
L,(w)=Cw™? +O0(w™) quand w — co.
- Si Yq ¢ Cyp’
L,(w)=0w™) quand w — oo.

Preuve. Les asymptotiques hautes fréquences en dimension deux et trois de l'intégrale oscil-
lante :

/Gzy, Gz, z,w)dS(2),

sont ici respectivement données par les propositions (2.1.7) et (2.1.3). Quant au termes de

w)‘

normalisation,

d=3:

@) pour j = pou ¢, il ne dépendent pas de la fréquence pour

G, y;,w)|

1 3
5 e / —2 le dZQ,
L2(T) [a.b]x[c.d] 1672 |2 — ;]

4. Notons que pour y, = y,,, le réseau ne discerne plus les obstacles (cf. figure 2.5).
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et vérifie d’apres la relation (2.8) pour d = 2 :

1
1 2 1
([, 50—t +0(5). aandw o
L) </[a,b]87rw|z—yj| Zl) - w02 quand w — 00

A partir de ces différents asymptotiques, on obtient alors par définition de I,,(w) (cf. (2.18)) les
résultats énoncés. |

é<'7yj7w>‘

Les termes de couplage du systeme tendent donc vers 0 lorsque la fréquence w tend vers
I'infini. On se rapproche donc de la situation idéale d’obstacles parfaitement découplés lorsque
la fréquence est suffisamment élevée. Notons qu’en dimension 2, la vitesse de convergence vers
0 du terme de couplage I,,(w) est ralentie lorsque I'obstacle y, appartient au cone d’émission
Cy,. Nous nous proposons d’illustrer ce phénomene a I'aide d'un exemple numérique.

Y1 Y2
1 X

OO
O-O

Yr Y2

@)
O

TnO Tn O

OwO
OO,

Q Q
TN TN

FIGURE 2.6 — Schéma des deux situations traitées : yo ¢ C,, (& gauche) et yo € C,, (& droite).

Nous considérons dans la figure 2.7 le cas d’un milieu homogéne remplissant le plan R?
et d’un réseau linéique dont la distribution de transducteurs est équirépartie sur le segment
{0} x [0, 1]. Le milieu est ici perturbé par la présence de deux obstacles y; et yo. Dans la colonne
de gauche, les obstacles y; et ys sont placés respectivement en (1.3,1.1) et (1.6,1.1) de telle
sorte que l'obstacle y, n’appartienne pas au cone d’émission C,,. Dans la colonne de droite au
contraire, les positions respectives des deux obstacles y; et yo : (1.3,0.9) et (1.6,0.9) font que
yo appartient a C,,. Ces situations sont représentées par les deux schémas de la figure 2.6.

Dans le premier et le deuxieme couple d’images de la figure 2.7, le terme de couplage I, est
tracé en fonction de la fréquence w respectivement pour un nombre de transducteurs N = 100
et N = 300. En comparant ces simulations verticalement, on remarque que si 'on augmente
fortement la fréquence sans avoir suffisamment de transducteurs, le couplage entre deux obs-
tacles oscille fortement. Cette situation se produit dans chaque cas lorsque la distance entre les
transducteurs est voisine de la longueur d’onde 27 /w. Numériquement, cela justifie le passage
a la limite mathématique N — oo pour obtenir un réseau continu avant de faire tendre la fré-
quence w vers 'infini. Notons également qu’en confrontant ces simulations horizontalement, on
constate que le terme de couplage [;5 semble converger plus lentement vers 0 a droite, dans le
cas ol ¥ € Cy,, ce qui est bien accord avec la proposition 2.2.4.

Dans le dernier couple d’images de la figure 2.7, nous représentons en échelle logarithmique
la vitesse de convergence du terme 15 en fonction de la fréquence (courbe rouge) pour un réseau
de 2000 transducteurs qui est alors une bonne approximation d'un réseau continu. Quant a la
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droite bleue, elle représente la fonction w — w™! & gauche et la fonction w w™2 a droite. Les
ordres de convergence prédits par la proposition 2.2.4 sont ainsi vérifiés.
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FIGURE 2.7 — Terme de
Y2 € Cy, (a droite).

couplage I12 en fonction de w dans les cas ol yo ¢ C,, (a gauche) et
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Nous cherchons ici a illustrer numériquement les propriétés de focalisation exhibées dans les
deux chapitres précédents pour un milieu bidimensionnel. Dans un premier temps, nous présen-
tons des simulations en régime harmonique en nous intéressant tout d’abord au cas d’'un milieu
de référence homogene. Dans ce cadre, nous montrons a travers divers exemples la focalisation
spatiale sélective des ondes générées par la méthode DORT. Nous en décrivons également les
limites en présentant notamment les cas pathologiques d’obstacles fortement couplés ou non
discernables par le réseau de transducteurs. Puis, dans le cas d'un milieu diffusif, en jouant sur
le nombre de diffuseurs du milieu, nous illustrons I'impact des différents régimes de diffusion :
balistique et diffusif (introduits au chapitre un) sur la propagation des ondes générées par la
méthode DORT. Enfin, dans le cas du régime transitoire, nous complétons I’étude numérique
entreprise dans le premier chapitre.

3.1 Simulation numérique en régime harmonique

La méthode numérique en régime fréquentiel consiste, dans un premier temps, a construire
I'opérateur de diffraction S. a laide du modele de Foldy-Lax (cf. paragraphe 1.2.1). Puis, il
faut exhiber une base de vecteurs singuliers a droite de I'image de cet opérateur. Chacun de ces
vecteurs singuliers fournit alors une distribution de signaux complexes : (§;(w), G2(w), ..., in (w))
a appliquer aux transducteurs qui émettent une onde incidente

N
DM (z,w) = Z @n(w)é(xn,x,w),
n=1

dont nous représentons le module sur une grille qui maille une partie du plan 2. Notons que dans
le cas ou le milieu de référence est un milieu diffusif modélisé par un milieu homogene perturbé

51
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par la présence de D petits diffuseurs parfaitement mous, la fonction de Green G est elle-méme
calculée numériquement a l'aide du modele de Foldy-Lax en résolvant en chaque point de la
grille un systeme de taille D (cf. (1.15)).

3.1.1 La méthode DORT en milieu homogéne
Le cas idéal d’un obstacle entouré d’un réseau circulaire

Décrivons la situation représentée par la figure 3.1 qui met en évidence I’évolution de la
tache focale en fonction de I'ouverture angulaire du réseau de transducteurs. Nous considérons
ici un milieu homogene perturbé par la présence d’un seul obstacle de diametre 2.1072 placé en
(1,1) . Ce dernier est représenté par un rond blanc (nous conserverons cette convention dans les
prochaines simulations). Le réseau utilisé est un arc de cercle (de couleur noire sur les images)
de rayon R = 0.9 dont le centre est placé sur I'obstacle. Son ouverture angulaire, a densité de
transducteurs constante : 30 par radian, varie d’'une simulation a l'autre avec un pas de /3.
L’opérateur de diffraction S possede dans chaque cas une unique valeur singuliere non nulle.
Nous représentons ici sur le domaine 2 = [0, 2] x [0, 2] pour la fréquence w = 30 I'onde générée
par un vecteur propre singulier a droite qui lui est associé.

Sur la premiere figure, la tache focale est elliptique. Le réseau de faible ouverture angulaire :
7/3 se comporte ici plutdt comme un réseau linéique. Si l’on désigne par d = 0.9 la distance entre
I'obstacle et le réseau et par [ = 0.97/3 la longueur du réseau, on vérifie alors que la taille de la
tache focale transverse (& I'axe de symétrie du réseau) suit le critere de Rayleigh : Ad/l ~ 0.2.
Avec 'augmentation de I'ouverture angulaire, cette grandeur diminue pour atteindre dans la
troisieme figure (ouverture angulaire de ) la valeur limite 1.2\ /7 =~ 0.08 mise en évidence par
le petit calcul du paragraphe 2.1.1. Dans les quatrieme et cinquieme figure, c’est la taille de la
tache focale longitudinale qui s’affine. On obtient finalement pour un réseau circulaire (sixieéme
figure) une tache focale dont le rayon est une bonne approximation de la résolution maximale
1.2)\ /7 = 0.08.

Obstacles faiblement couplés

Nous nous intéressons dans la figure 3.2 a un milieu homogene contenant deux obstacles de
diametre 2.1073 et 1073 respectivement placés en (1.2,0.3) et (1.7,1.9). Le réseau, ici linéique,
est composé de 128 transducteurs équirépartis sur le segment {0} x [0, 2]. L’opérateur S, possede
deux valeurs singulieres non nulles. Nous représentons successivement pour les fréquences w = 3,
w = 30 et w = 100 les ondes générées par les vecteurs singuliers a droite associés a ces deux
valeurs singulieres.

Dans le premier couple de figures ot w = 3, la distance entre les obstacle et le réseau est
voisine de 0.6 A pour le plus gros obstacle et de 0.8 A pour le plus petit. Les oscillations des
ondes générées par le réseau sont donc du méme ordre de grandeur que la distance entre les
obstacles et le réseau, ces ondes sont donc incapables de focaliser sur les obstacles.

Pour le deuxieme couple d’images w = 30, on a donc multiplié par 10 la longueur d’onde par
rapport a la situation précédente. Les obstacles, étant distants d’environ 8\, sont faiblement
couplés. On observe alors la focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT.
La taille de la tache focale transverse suit encore le critére de Rayleigh : Ad/Il. Ce rapport est
approximativement égal a 0.13 pour 'obstacle le plus proche et a 0.18 pour le plus éloigné.
Enfin, on distingue que l'intensité du champ incident est plus importante dans une zone de
forme conique. Il s’agit en fait du cone d’émission, décrit au chapitre précédent. Notons a ce

1. Le diameétre d’un obstacle intervient dans I’expression de son coefficient de réflexion o(w) (cf. 1.8).
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titre que chaque obstacle n’appartient pas au cone d’émission de 'autre, ce qui diminue leur
interaction (cf. proposition 2.2.4).

Dans le dernier couple de figures de 3.2 ou la fréquence w = 100, les deux obstacles, distants
d’environ 27 A sont pratiquement parfaitement découplés. Ceci peut s’observer numériquement
en examinant le graphique gauche de la figure 3.4 ot I'on trace le terme de couplage

e (oo )
6@l T2(llev ) o

(défini en (2.17)) en fonction de la fréquence w. A w = 100, ce terme est inférieur a 0.05, les
vecteurs g1 (w)/ ||g1(w)|lev et ga(w)/ ||g2(w)]|cn sont donc presque orthogonaux. Notons ensuite
que la qualité de la focalisation s’est nettement améliorée ; on constate par exemple que la taille
de la tache focale transverse qui suit toujours le critere de Rayleigh, a été divisée par 3. On
observe aussi qu’en dehors du cone d’émission de chaque obstacle, I'intensité de ’'onde incidente
est voisine de zéro. En effet, nous avons constaté au chapitre précédent que la décroissance
fréquentielle de 9¢(z,w) était plus importante pour des points x en dehors de ce cone (cf.
figure 2.4).

Obstacles fortement couplés

Dans la figure 3.3, le réseau de transducteurs, le nombre et la taille des obstacles, ainsi que
le domaine ) représenté sont semblables a ceux de la figure 3.2. Cependant, la position des
obstacles a changé : ils sont ici plus proches. Le plus gros obstacle est désormais positionné en
(1.1,1.3) et le plus petit en (1.4,1.4). L’opérateur de diffraction possede toujours deux valeurs
singulieres non nulles dont nous représentons les ondes incidentes associées par la méthode
DORT pour les fréquences w = 30, w = 100 et w = 200.

Lorsque w = 30 (premier couple d’images), la distance entre les obstacles est d’environ 1.5\.
Les obstacles sont donc fortement couplés. Les vecteurs singuliers a droite, dont la propriété
est de maximiser 1’énergie diffractée sur le réseau, ont alors tendance a illuminer les deux obs-
tacles. On perd donc la propriété de focalisation sélective des ondes générées par la méthode
DORT. Pour w = 100 (deuxiéme couple de figures), les obstacles sont distants d’environ 5 A. La
focalisation s’est nettement améliorée, mais elle n’est pas totalement sélective. En effet, dans
chaque cas, une partie non négligeable de I’énergie de I'onde incidente est encore envoyée sur le
second obstacle. Ceci s’explique par le fait que chaque obstacle appartient au cone d’émission de
l’autre, le couplage entre les deux obstacles décroit ainsi moins vite en fonction de la fréquence
(cf. proposition 2.2.4) que dans la disposition associée a la figure 3.2 (cf. figure 3.4). Enfin, pour
w = 200 (dernier couple d’images), on peut parler de focalisation sélective. Néanmoins, le cone
d’émission de chaque obstacle reste encore perturbé par la présence du second (ce phénomene
est notamment tres visible sur I'onde incidente focalisant sur le plus petit obstacle).

Obstacles non discernables

Nous traitons dans la figure 3.5 un cas pathologique étudié¢ dans [97] ou le réseau n’est
plus capable de discerner les obstacles en raison de la forte symétrie du probléeme. Dans cette
simulation, le réseau, le nombre d’obstacles, ainsi que le domaine €2 sont identiques a ceux des
figures 3.2 et 3.3. C’est ici le rayon et la position des obstacles qui ont changé. Les deux obstacles
sont désormais de tailles identiques : 2.107% et leur position respective est (1.2,0.5) et (1.2,1.5).
On remarque alors que la disposition du systéme (réseau plus obstacles) est symétrique par
rapport a la droite y = 1.

Dans le premier couple d’images, nous représentons, a la fréquence w = 100, les ondes
générées par deux vecteur singuliers a droite associés aux deux valeurs singulieres non nulles
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de S,. Nous perdons ici totalement la propriété de focalisation sélective car les ondes focalisent
sur les deux obstacles (cette focalisation est méme symétrique par rapport a la droite y = 1).
Les auteurs de [97] ont par contre constaté que lorsqu’on choisit une combinaison particuliere
de ces deux vecteurs singuliers, on peux focaliser sélectivement sur chacun des obstacles, ce qui
est vérifié numériquement dans le second couple d’images de cette figure. Notons par contre
que comme les valeurs singuliéres A\ (w) et A\y(w) sont généralement distinctes, les vecteurs ainsi
formés ne sont pas des vecteurs singuliers a droite de 'opérateur S.. Nous sortons donc ici du
cadre de la méthode DORT.

Cette situation, trés particuliere, est en fait "pire' que la situation de la figure 3.3 dans
le sens ou I'augmentation de la fréquence n’améliore pas la focalisation sélective. En effet, le
probléme n’est pas ici relié a la promiscuité des obstacles, mais a celle des deux valeurs singulieres
non nulles : Ay (w) et Ay(w) (A(w) étant supérieure & Ay(w)) de S,,. Ce phénomene est illustré
par la courbe 3.6 ou l'on trace pour un nombre de transducteurs élevé N = 3000, la courbe
(A1()=A2(+))/A1(+) en fonction de la fréquence w. On constate que cette différence semble tendre
vers 0 lorsque w — oo, tout en s’annulant en certaines fréquences pour lesquelles A\ (w) = Ao (w).
Expliquons ce phénomene dans le cas ou 'opérateur de diffraction S., est de la forme :

~

2
Sw = GI Zw Gw = Z O‘(LL)) gp(w) gp(w>T7 (31)
p=1

autrement dit lorsqu’on néglige les réflexions entre les obstacles 2. Dans ce cas, pour un nombre
de transducteurs élevé et en hautes fréquences, les vecteurs (gp(w))pe{lv__’ py sont presque or-
thogonaux (cf. proposition 2.2.4). Or, si I'on suppose cette orthogonalité, 'opérateur gw, défini
en (3.1), admet pour une unique valeur singuliére non nulle |o(w)| [|gy(w)||Zn (cf. proposition
2.2.2) qui est ici double, car la symétrie du probléme impose que

o (@)] llgi(@)lley = lo(w)] 1g2(w) e -

Dans ce cas, d’apres la remarque 2.2.3, les vecteurs singuliers & droite w(w) (d’'une SVD quel-
conque) associés a cette valeur singuliére sont une combinaison linéaire des vecteurs orthogonaux
91(w)/ [191(W)len et Ga(w)/ [|g2(w)|lcv et focalisent donc sur les deux obstacles. Pour obtenir
la focalisation sélective, il faut choisir une SVD dont les vecteurs singuliers a droite sont a un
coefficient complexe de module un pres ces deux derniers vecteurs, ce qui n’est pas possible en

pratique car on ne connait pas la position des obstacles.

3.1.2 La méthode DORT en milieu diffusif

Nous considérons ici le cas ou le milieu de référence n’est plus homogene, mais diffusif. Par
diffusif, nous entendons qu’il s’agit d’'un milieu homogene perturbé par des petits diffuseurs
parfaitement mous de méme rayon r . Dans un tel cadre, nous modélisons la diffraction d’une
onde incidente & l'aide du modele de Foldy-Lax, décrit dans le paragraphe 1.2.1 (une étude
approfondie de ce modele asymptotique sera effectuée dans le chapitre 4). Ce modele présuppose
que la taille des obstacles reste petite devant la longueur d’onde. Dans un tel contexte, le libre
parcours moyen (cf. [27, 48]), est donné par la formule (1.16)

4w
L, = W, (3.2)

ou o(w) = 4i/ (Hél)(w r)) désigne ici le coefficient de réflexion associé aux diffuseurs par le
modele de Foldy-Lax.

2. Les obstacles étant de méme taille, ils ont la méme réflectivité o(w).
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Plagons nous ici avec le méme jeu de parameétres numériques que celui des figures 1.2 et
1.3 du chapitre 1, c’est-a-dire une situation semblable a celle décrite dans la figure 3.3 ou nous
avons remplacé le milieu homogeéne par un milieu contenant 500 diffuseurs de rayon r = 1074
aléatoirement répartis dans le domaine [0.3,0.8] x [0,2]. Nous avions alors étudié I'influence
de augmentation de la fréquence w sur les ondes incidentes générées par la méthode DORT
et avions notamment constaté que la qualité de la focalisation augmentait en haute fréquence.
Outre le fait que le réseau détecte mieux les obstacles dans un tel régime fréquentiel, une raison
de cette amélioration était I’augmentation du libre parcours moyen avec la fréquence, ce que
nous visualisons dans la figure 3.7. Nous avions alors mis en évidence un régime plutét diffusif
pour la figure 1.2 et un régime intermédiaire pour la figure 1.3.

Néanmoins, la croissance du libre parcours moyen en fonction de la fréquence étant plutot
lente dans les intervalles de fréquence considérés (cf. figure 3.7), nous nous proposons ici d’exa-
miner ce que deviennent les ondes générées par la méthode DORT lorsqu’on le fait varier de
fagon importante. A cette fin, nous allons ici jouer sur un autre parametre dans la formule (3.2) :
la densité de diffuseurs du milieu N (la fréquence w étant ici fixée a 50).

Dans le premier couple d’images de la figure 3.8, la densité de diffuseurs est de 50 par
unité d’aire. Le libre parcours moyen Lg, ~ 3.2 est grand devant ’épaisseur du milieu diffusif
L = 0.5, nous sommes donc en régime balistique. Les ondes générées par la méthode DORT
focalisent sélectivement sur les obstacles tout en subissant quelques réflexions spéculaires dans
le milieu diffusif. Les taches focales sont ici pratiquement semblables a celle obtenues dans
un milieu homogene. Dans le second couple d’images ou la densité de diffuseurs est de 500
par unité d’aire, le libre parcours moyen Lg, ~ 0.32 est donc divisé par dix par rapport a la
situation précédente. Il est ici inférieur a L. Nous sommes donc dans un régime plutot diffusif.
Cette situation est semblable a celle observée dans la figure 1.2. La qualité de la focalisation
s’est dégradée. Une grosse partie de I'énergie de 'onde incidente reste piégée par les réflexions
dans le milieu diffusif ou ’on observe des phénomeénes de résonance. Néanmoins, la taille de la
tache focale semble réduite par rapport au cas précédent. En effet, la présence de diffuseurs a
pour conséquence d’accroitre la résolution du réseau en augmentant son ouverture angulaire (cf.
[9, 20]). Enfin, dans le dernier couple d’images ou la densité de diffuseurs est désormais de 2000
par unité d’aire, le libre parcours moyen Lg, ~ 0.08 est petit devant L. Nous sommes ici dans un
régime tres diffusif. Les ondes incidentes, générées par la méthode DORT, ne focalisent plus les
obstacles. La quasi-totalité de leur énergie reste piégée par les réflexions dans le milieu diffusif
qui joue ici le role d”"un mur infranchissable" pour ces ondes.
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FIGURE 3.1 -~ Evolution de la tache focale en fonction de 'ouverture angulaire.
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FIGURE 3.2 — Evolution de la tache focale en fonction de la longueur d’onde pour des obstacles

faiblement couplés.
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FIGURE 3.3 — Evolution de la tache focale en fonction de la longueur d’onde pour des obstacles
fortement couplés.
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FIGURE 3.4 — Terme de couplage I15 en fonction de la fréquence dans la situation décrite par la
figure 3.2 (& gauche) et par la figure 3.3 (a droite) .

FI1GURE 3.5 — Cas pathologique de deux obstacles indiscernables.
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FIGURE 3.6 — Courbe : (A1(-) — A2(+))/A1(+) en fonction de la fréquence w.
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FIGURE 3.7 — Libre parcours moyen en fonction de la fréquence dans le cadre du modele de
Foldy-Lax pour une densité de 500 diffuseurs, de diamétre 2.10™%, par unité d’aire.
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F1GURE 3.8 — Tache focale des ondes générées par la méthode DORT en fonction du régime
de diffusion : balistique (premier couple d’images), intermédiaire (deuxiéme couple) et diffusif
(dernier couple).
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3.2 Focalisation en régime transitoire

Dans le premier chapitre (cf. paragraphe 1.3.1), nous avons montré comment superposer
fréquentiellement les vecteurs singuliers a droite de la méthode DORT afin de construire des
signaux temporels générant des ondes qui focalisent sélectivement en espace mais aussi en temps
au voisinage des obstacles du milieu. Nous avons mis en évidence les propriétés de ces signaux et
donné quelques exemples numériques illustrant la focalisation. Nous cherchons ici a compléter
par de nouvelles simulations I’étude numérique entreprise dans le premier chapitre.

3.2.1 La focalisation sélective

En régime harmonique, un grand avantage de la méthode DORT est de focaliser sélectivement
tous les obstacles du milieu lorqu’ils sont suffisamment découplés. Observons ici numériquement
ce phénomene en régime transitoire. A cette fin, montrons la focalisation sur le second obstacle
pour la configuration géométrique et les parametres physiques utilisés dans la figure 1.5. Cet
obstacle étant plus éloigné du réseau et de plus petite taille, il est associé sur toute la bande
fréquentielle (ici [20,100]) a la plus petite valeur singuliere non nulle de Se.

Dans la figure 3.9, nous représentons l'onde incidente générée par le signal g4, du théoreme
1.3.1. Celle-ci focalisent a t = 0 sur le second obstacle. Cet obstacle étant plus éloigné du réseau,
la tache focale est ici 1égerement plus étendue que dans la figure 1.5. Concernant la propagation
de 'onde, on observe ici les mémes phénomenes. Le front d’onde est encore perturbé par les
réflexions dans le milieu diffusif qui ont tendance a ralentir sa propagation. Pour tenir compte
de ces réflexions, une partie de l'onde est émise suffisamment t&t (ceci est visible au temps
t = —3.2) afin que ses diverses composantes se concentrent a ¢ = 0 sur I'obstacle.

Dans la figure 3.10, on compare la qualité de la focalisation a I’aide du critere énergétique
(1.28) pour le signal g4, du théoreme 1.3.1 a celui obtenu par I'expérience de retournement
temporel pour I = 0 et x.t = x (cf. équation (1.26)). La boite rectangulaire choisie pour calculer
I'énergie acoustique locale a un instant ¢ fixé (cf. (1.28)) est ici donnée par B = [1.5,1.9] x
[1.76,2.04]. A gauche, nous considérons le cas d'un milieu homogene. On observe, a l'instar
de la figure 1.8, que les deux courbes coincident. Ceci confirme numériquement les résultats
obtenus dans le paragraphe 1.3.3 qui affirment que ces deux courbes sont tres voisines dans
le cas d’obstacles suffisamment découplés. Leur maximum est atteint au temps de focalisation
t = 0. Celui-ci est de 43%, ce qui est tres légerement inférieur au résultat obtenu pour le premier
obstacle. A droite, dans le cas d’un milieu diffusif, les deux courbes sont encore tres proches,
ce qui conforte encore les résultats du paragraphe 1.3.3. La aussi, leur maximum est atteint en
t = 0. Il est seulement de 18% car une grande partie de 1’énergie est perdue par réflexions dans
le milieu diffusif. De nouveau, nous sommes trés voisins du ratio d’énergie de 19% obtenu pour
le premier obstacle.

3.2.2 Tache focale et bande passante de la gaussienne

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de regarder 'impact de la fonction de troncature
sur la forme de la tache focale a I'instant de focalisation ¢ = 0. A cette fin, nous allons modifier
la valeur moyenne p et la variance 7 de la fonction de troncature gaussienne du signal g, :

o)

) = Tine) e (5

Notons qu’a 'exception de p et 7, nous conservons le méme jeu de parametres que dans la
simulation associée a la figure 3.9. La bande fréquentielle du signal est toujours donnée par
I'intervalle [p — 47, u + 47].
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Dans la figure 3.11, on représente la tache focale de 'onde générée par le signal g4, du
théoréeme 1.3.1 a l'instant ¢ = 0 sur le domaine Q = [0.18,0.42] x [1,1.4]. La fonction de
troncature y est de moyenne p = 50 (a gauche) et u = 100 (a droite). Sa variance v = 10
est constante entre les deux simulations. La bande fréquentielle du signal est donc l'intervalle
[10,90] (a gauche) et [60,140] (a droite). On constate que la focalisation spatiale est meilleure
dans le cas de la figure de droite ou le régime fréquentiel est plus élevé. Entre ces deux figures, si
la taille de la tache focale longitudinale reste inchangée, la taille de la tache focale transverse est
ici divisée par deux. Il semble qu’elle soit proportionnelle a la fréquence moyenne p du signal.

Dans la figure 3.12, il s’agit ici de modifier, a valeur moyenne constante p = 100, la variance
du signal g,, dont la valeur est v = 10 (& gauche) et v = 20 (a droite). La bande fréquentielle
de gy, est donc l'intervalle [60,140] (& gauche) et [20,180] (a droite). Il apparait ici qu'une
augmentation de la variance entraine une diminution du temps d’émission du réseau. C’est une
conséquence logique d’'un phénomene bien connu qui consiste a dire que 1’élargissement de la
bande fréquentielle d’un signal induit sa compression temporelle. Ce phénomene est également
visible dans la figure 3.13 qui représente la tache focale au temps t = 0 des ondes générées par ces
signaux. En effet, si la tache focale transverse reste ici inchangée, la tache focale longitudinale
a nettement diminué dans le cas de I'image de droite qui correspond au signal dont la fonction
de troncature y est de variance v = 20.

3.2.3 Effet super résolutif du milieu diffusif

Nous cherchons maintenant a comparer dans les figures 3.14 et 3.15, la tache focale obtenue
dans un milieu homogene et un milieu diffusif. Nous avons conservé les parametres physiques
et numériques relatifs a la figure 1.4 dans le cas du milieu homogene et a la figure 1.5 dans
le cas du milieu diffusif a I'exception de ceux concernant le réseau de transducteurs. Celui-ci
est désormais formé de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segment {0} x [0.5,1.5]. Sa
longueur a donc été divisée par deux tout en conservant la distance entre les transducteurs.
L’effet super résolutif d’un milieu diffusif apparait alors de fagon nette (cf. [9, 20]), la tache
focale au temps de focalisation ¢t = 0 est clairement plus petite dans le cas du mileu diffusif
qui augmente I'ouverture angulaire du réseau par le biais des multiples réflexions de I'onde a la
traversée de ce milieu. Notons que ce phénomene était moins marqué entre les figures 1.4 et 1.5
car 'ouverture angulaire du réseau était déja élevée.

3.2.4 Focalisation avec un transducteur

La simulation présentée dans ce paragraphe est le fruit d’'une discussion avec Rémi Carminati
et Sylvain Gigan, tous deux membres de I'institut Langevin. Ils affirmaient qu’il était possible
pour un milieu diffusif de focaliser sur un obstacle a 1’aide d'un réseau constitué d’un seul
transducteur (N = 1) si la bande fréquentielle du signal émis par le réseau était suffisamment
grande. En effet, 'opérateur de diffraction S, étant un scalaire, la focalisation ne peut étre
réalisée que si les vecteurs singuliers fournis par la méthode DORT sont synchronisés sur une
large bande fréquences.

Nous avons essayé d’observer numériquement ce phénomene dans la figure 3.16. Le réseau
est ici constitué d’un seul transducteur placé en (0,1), 'emplacement des 500 diffuseurs est
similaire a celui de la figure 1.5. Numériquement, pour que la focalisation soit observable, il faut
que le milieu soit plus diffusif que dans la situation décrite par la figure 1.5, nous avons donc
multiplié par 5 le diametre des diffuseurs, il est désormais de 1072. Quant & 1’obstacle, il est
situé en (0.3,1.5) et est de diametre 5.1073, il est donc cinq fois plus gros que les diffuseurs.
Enfin, la fonction de troncature gaussienne y a pour moyenne p = 70 et variance v = 20. La
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bande fréquentielle utilisée [ — 37, u + 3] = [10, 130] est plus large que celle considérée dans
la figure 1.5.

Nous tracons ici le module de I'onde générée par le signal g4, du théoreme 1.3.1 au temps
t=—-6,—1.6, —1, —0.2, 0, 0.2. On observe que ’onde focalise sur I'obstacle a I'instant t = 0. Le
milieu étant plus diffusif que dans la figure 1.5, I’émission du signal débute des le temps t = —6
afin que les diverses composantes de cette onde viennent se rencontrer en ¢ = 0 sur I'obstacle.
Notons par contre que la majeure partie de I’énergie de I'onde est ici perdue par réflexion dans
le milieu diffusif. 3

3. L’échelle n’est ici pas renormalisée par le maximum du champ au cours du temps de simulation comme dans
toutes les autres figures présentées car le champ est beaucoup intense dans le milieu diffusif que sur 'obstacle a
t = 0. Elle est volontairement saturée a la valeur 0.12.
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FIGURE 3.10 — Représentation du critere de focalisation Qp(t) pour des temps t € [—2,+2] et
une boite B = [1.5,1.9] x [1.76, 2.04] dans le cas du milieu homogene de la figure 1.4 et du milieu
diffusif de la figure 1.5. Dans chaque configuration, la courbe brisée correspond au signal gy,
du théoreme 1.3.1, tandis que lautre courbe utilise le signal (1.26), obtenu par I'expérience de
retournement temporel pour I = 0 et Y.t = X.
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FIGURE 3.11 — Représentation de la tache focale de 'onde générée par le signal g4, du théoreme
1.3.1 a I'instant ¢t = 0 dans le cas du milieu homogene de la figure 1.4. La fonction de troncature
x de ce signal est une gaussienne centrée en p = 50 (a gauche) et en p = 100 (a droite). Sa
variance v = 10 est ici identique dans les deux cas.
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FIGURE 3.12 — Représentation du signal g4, (rééchelonné sur [—1, 1]) du théoréme 1.3.1 dans le
cas du milieu homogene de la figure 1.4. Sa fonction de troncature x est une gaussienne centrée
en p = 100 de variance v = 10 (a gauche) et v = 20 (a droite). L’axe des ordonnées décrit ici le
numéro du transducteur (le réseau étant indexé de bas en haut) et 'axe des abscisses le temps.
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FIGURE 3.13 — Représentation de la tache focale dans le cas du milieu homogene de la figure
1.4. La fonction de troncature x est une gaussienne centrée en y = 100 de variance v = 10 (a
gauche) et v = 20 (& droite).
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FIGURE 3.14 — Onde incidente, générée par le signal g4, du théoreme 1.3.1, au temps t =
-3, —1.4, —0.8, —0.4, 0, 0.4 dans le cas du milieu homogene de la figure 1.4. Le réseau est
formé ici de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segment {0} x [0.5, 1.5].
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-3, —1.4, —0.8, —0.4, 0, 0.4 dans le cas du milieu diffusif de la figure 1.5. Le réseau est formé

FIGURE 3.15 — Onde incidente, générée par le signal g, du théoreme 1.3.1, au temps t =
ici de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segment {0} x [0.5, 1.5].
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FIGURE 3.16 — Module de I'onde incidente, générée par le signal g4, du théoreme 1.3.1, au
temps t = —6, —1.6, —1, —0.2, 0, 0.2. Le milieu est ici diffusif et le réseau utilisé ne contient
q’un seul transducteur (N = 1) placé en (0, 1).
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Ce chapitre est 'objet d’un article publié (cf. [31]) dans la revue Wave Motion que nous
reprenons ici tel qu’il a été publié.

Abstract : We are concerned with a two-dimensional problem which models the scattering of a
time-harmonic acoustic wave by an arbitrary number of sound-soft circular obstacles. Assuming
that their radii are small compared to the wavelength, we propose a mathematical justification
of different levels of asymptotic models available in the physical literature, including the so-
called Foldy—Lax model.

Keywords : Asymptotics, Multiple scattering, Foldy—Lax model, Point scatterers.

4.1 Introduction

We consider the scattering of an acoustic time-harmonic wave by an arbitrary number of
sound-soft obstacles located in a homogeneous medium. When the size of the obstacles is small
compared with the wavelength, the numerical simulation of such a problem by classical methods
(e.g., integral equation techniques or methods based on a Dirichlet-to Neumann map) can be-
come highly time-consuming, particularly when the number of scatterers is large. In this case,
the use of an asymptotic model may reduce considerably the numerical cost. Such a model was
introduced by Foldy [52] in the middle of the last century to study multiple isotropic scattering

71
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in a medium which contains randomly distributed small scatterers. Its use was extended by Lax
in [74, 75] to anisotropic or inelastic scattering. Their asymptotic model is based on the fact
that the scattered wave can be approximated by a wave emitted by point sources placed at the
centers of the scatterers ; the amplitudes of the sources are calculated by solving a linear system
which represents the interactions between the scatterers (see [81] for an overview). The same
system can be derived formally from the usual first-kind integral equation associated with the
scattering problem [98].

Nowadays, the Foldy—Lax model is widely used in the community of physicists to approxi-
mate scattered waves in numerous physical and numerical applications. These applications
concern on one hand deterministic media — see, e.g., [7] (evaluation of the scattering amplitude
of a cluster of small obstacles), [60] (attenuation, dispersion and anisotropy caused by multiple
scattering), [68] (multiple scattering between an extended scatterer and small obstacles), [80]
(localization of targets using time-reversal techniques) — and on the other hand random media
— see, e.g., [8] (generalization of well-established derivations of the radiative transfer equation
from first principles), [79] (effective wavenumber in a dilute random array of identical scatterers),
[108] (higher order Foldy-Lax models). Surprisingly, to our knowledge, there is no mathematical
justification of the Foldy—Lax model. The case of one single small scatterer is well understood.
As shown in [81] for sound-soft or sound-hard obstacles, using a simple dilation, it can be derived
from the low-frequency behavior [71] of the wave scattered by a (non small) obstacle (see also
[4] for the case of a small inhomogeneity). To a certain extent, the Foldy-Lax model provides
us the path from single scattering to multiple scattering. Our purpose is to propose a rigorous
justification of this model and to obtain local error estimates for the two-dimensional problem
in the case of circular obstacles. This assumption allows us to represent the scattered wave by
Fourier series, which yields explicit and simple proofs. Other more involved techniques (based
on matched asymptotic expansions or multiple scale methods) have been developed in a slightly
different context and could probably be adapted to our problem for non circular obstacles.
For instance, the Laplace equation in a bounded domain with small inclusions (with Dirichlet
boundary conditions) is dealt with in [84, 88] for the two-dimensional case and [83] for three-
dimensional case. Note that in [83], the authors consider two-scale asymptotic expansions by
assuming that the size of the obstacles as well as the distance between them are both small
parameters. We also refer to [16] which studies the case of a Neumann boundary condition on
two small and close obstacles for the Laplace equation.

The paper is organized as follows. In section 4.2, we show the equations of our scattering
problem and follow a physical point of view to introduce different levels of asymptotic models
including the Foldy—Lax model. We end this section with the statement of the main result of
this paper, which concerns local error estimates between the exact solution and its different
levels of approximation. In section 4.3, we adopt an asymptotic point of view : starting from
a representation of the exact solution by means of Fourier series, we derive in a formal way
the same asymptotic models. This approach is well adapted to the mathematical justification
of the asymptotic models, which is the subject of section 4.4. For the sake of clarity, some
general properties and technical lemmas used in the latter section are collected in section 4.5.
We conclude in section 4.6 by some comments about the possible generalizations of the work
proposed in the present paper.

4.2 A physical point of view

We are concerned with a two-dimensional problem which models the scattering of a given
time-harmonic acoustic wave of circular frequency w by a family of P disjoint small circular
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sound-soft obstacles O3, ..., 0% located in a homogeneous medium filling the whole plane R?.
We denote by sy, ...,sp their respective centers and r{,...,r% their respective radii. For the
sake of simplicity, we consider non-dimensional equations, which amounts to choosing a constant
celerity ¢ = 1 in the propagative medium. We suppose that the radii of the obstacles are small
compared to the wavelength 27 /w and are all of the same order of magnitude represented by a
small positive parameter ¢, i.e.,

wr,=0() forp=1,...,P. (4.1)
Let w be a given incident field, solution to
Aw +w*w =0 in R% (4.2)
The associated scattered field u® is the solution to
Av +w’u® =0 inR*\UJ_, O, (4.3)
u® = —w on Ujf:1 00,
which satisfies the usual Sommerfeld radiation condition

ou’

] iwu = O(|z|7%?)  as |z| = oo. (4.5)

In order to approximate the solution to the above system of equations, we define below a
family of asymptotic models which are based on the fact that in the case of one single small
scatterer (P = 1), the scattered field is similar to the field emitted by a point source. More
precisely, u® can be approximated (see [81]) by

ut(z) = o w(sy) G(x — s1),

where G(z) = HY (w |x|) /44 is the outgoing Green’s function of the Helmholtz equation (Hél) is
the Hankel function of the first kind and order 0, see [1]) and of is the reflection coefficient of the
scatterer, which is given by of := —4i/ Hél)(wri ) for a circular obstacle. Indeed it is readily seen
that the above function satisfies (4.3) and (4.5), as well as the boundary condition u® = —w(s;)
on 005, which actually approximates (4.4) since w(z) — w(sy) = O(e) for all x € 905 by virtue
of our assumption (4.1).

For several obstacles (P > 1), we can consider different levels of approximation

w0 ust, . uS of uf which consist in superpositions of the form

Z os wi* Gz — s,)  where of = —4i/H, (1)( -) (4.6)

and w;’k represents different approximations of an “exciting field” on the p-th scatterer. In the
simplest model (k = 0), we choose

w’ :=w(s,) forp=1,...,P

which amounts to the well-known Born approximation [80] where the interactions between the
obstacles are neglected, since in this case, u®° is nothing but a superposition of single scattering
approximations. The case kK = oo corresponds to the so-called Foldy—Lax model [52, 74, 75],
which takes into account these interactions. In this case, the exciting field for one given obstacle

is the superposition of the incident field and the waves scattered by all the other obstacles, i.e.,

wy™ = w(sy) + > oqwy  G(s, —sg) forp=1,... P (4.7)

2
q#p
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If we denote by W& and W the vectors of C* with components wy> and w(s,) respectively,
this coupling between the exciting fields can be written equivalently as

I+ M)W =W, (4.8)
where M€ is the P x P matrix defined by
My, = —0; G(sp, —s,) ifq#p and M :=0.

Between the cases £ = 0 and k& = 00, one can consider intermediate models which take into
account the successive reflections between the scatterers. Indeed, instead of (4.7), the exciting
field is defined recursively by

e,k+1

A= w(sy) + Y ogw*G(s, —s,) forp=1,....P.

q#Dp

w

It is readily seen that this relation amounts to approximating the inverse of operator I + M*
involved in (4.8) by a truncated Neumann series, so that we can summarize these different
models by the formula

k
Wek =3 (=MW for k=0,1,...,00. (4.9)
=0

The aim of this paper is to prove the following error estimates between the solution u® of our
initial problem (4.3)—(4.5) and the different levels of approximations u* given by (4.6) and
(4.9).

Theorem 4.2.1 For every compact subset K of R*\ UL_{s,} and every s > 0, there exists a
constant Ck s > 0 independent of ¢ such that for € small enough,

O k+2
— if k € N,
‘us N log e f
Ho(K) = | Ok, €
3 > k.:
loge]  7FT

where || - || o5y denotes the norm of the usual Sobolev space H*(K).

This result tells us that for the Foldy—Lax model (k = o0), the magnitude of the approxi-
mation error is the same as for the single scattering problem (see, e.g. [81]), whereas for the
intermediate models (k € N), it corresponds to the first neglected reflections between the scat-
terers, that is, the reflections of order k + 1. For instance, if £ = 1, the wave scattered by one of
the scatterer is O((loge)™') so that the first reflections of this wave by the other scatterers are
O((loge)™?) and the magnitude of the approximation error is O((loge)™3) which corresponds
to second-order reflections. However it is important to notice that the constant Ck s involved
in these estimates depends on the layout of the scatterers. In particular, Cx s is likely to be an
increasing function of the scatterer density. For a high density, Cx s may be large, which means
that the Foldy—Lax approximation will be valid for very small scatterers. To a certain extent,
the above theorem only tells us that the Foldy—Lax model becomes efficient for small enough
scatterers, but it does not give us a quantitative interpretation of the expression “small enough”.
Unfortunately, we did not find a quantitative estimate of the C'x ; parameter with respect to the
layout of the scatterers. This is a challenging but open question. Maybe the two-scale approach
developed in [83] in a different context could be used for our problem.
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4.3 An asymptotic point of view

In this section, we revisit the asymptotic models defined by (4.6) and (4.9) by a more rigorous
approach which will allow us to prove Theorem 4.2.1 in section 4.4. The idea is to rewrite the
initial problem (4.3)—(4.5) in an equivalent form using standard tools for multiple scattering
and Fourier series.

4.3.1 Rewriting the scattering problem

In a first step, we consider a representation of u® which transforms our multiple scattering
problem into a family of P coupled single scattering problems. This representation consists in
splitting u® as follows (see [10]) :

P
ut =Y us, (4.10)

p=1

where u§, u3, ..., u% are the outgoing (in the sense of (4.5)) solutions to
€ 2. : 2 Ne
Aug +w uy =0 in R*\ O, (4.11)
uy = —w— Y uy on O, (4.12)
q7p

for p=1,..., P. This representation of u* makes clear the notion of ezciting field introduced in

the previous section. Indeed each function u;, represents the wave scattered by the p-th obstacle
illuminated by the exciting field w + 3, ug.

The next step consists in taking advantage of the particular shape of the scatterers by using
Fourier series expansions of the single scattering fields u;,. We briefly recall here the main results ;
all details can be found in [81]. We equip R? with a Cartesian coordinate system (O, e, e3) and
define for each p = 1,..., P the local polar coordinates by (p,,0,) where p, := |r — s,| and
6, € [0,2m) is the angle between e; and z —s,. We denote by x(p,, 0,) or simply (p,, 6,) (if there
is no ambiguity) a point of R? defined by its local polar coordinates, so that a function of z can
be considered equivalently as a function of (p,,6,) without change of notation.

As uj, is an outgoing solution to the homogeneous Helmholtz equation outside ﬁ;, it has a

modal decomposition on the Hankel functions H(V (see [1]) :

€ _ 1 27 .
u(x) = OC)L Hpm(x) for all z € R*\ O where ¢, = —/ ws(rs, 6,) e df,
meZ, H’m (wr;i) 21 Jo

(4.13)
is the m-th Fourier coefficient of ug(ry, ) and H,,,(x) denotes the local outgoing cylindrical
wave-functions associated with the p-th scatterer defined by

Hym(2) := HV (wp,) €™ for x # s,,.

Similarly, w is a solution to the homogeneous Helmholtz equation (4.2), thus it has an analogous
modal decomposition on the Bessel functions J,, [1]. We shall use such a decomposition by
choosing ry > 0 such that wry is smaller than the smallest zero of Jy (which ensures that
JIm(wrg) # 0 for all m € Z). Then we have

d m im 1 2m —im
w(z) = W;Zm Jm(wp,) €™ for all z € R?  where d,,,, := %/0 w(ro, 0,) ™% do,

(4.14)
is the m-th Fourier coefficient of w(ro, -).
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The idea is to use the Fourier coefficients ¢, ,, as new unknowns, more precisely to express the
coupling boundary condition (4.12) by means of the above decompositions (4.13) and (4.14),
which yields the relation between ¢, and the Fourier coefficients d,,,, of the incident field.
Thanks to the Graf’s addition formula 1]

Hom(2) = Ham-n(8p) Jn(wpy)e™  for p £ q and p, < [s, — s/, (4.15)

nez
condition (4.12) becomes

; dpm .
Z Cpm ZmBP -+ Z Z Z 'qu n Sp (pr) 627’101) - _ Z __pm Jm(WT;) ezme],,7

meZ q#p meZ (WTS nez meZ Jm(wro)
(4.16)

for all 8, € [0,27). Interchanging the order of summation in the second term of the left-hand
side (which will be justified in the next section, see Remark 4.4.2) and using the fact that a
Fourier series vanishes for all 6, € [0,27) if and only if all the Fourier coefficients vanish, this
equation writes equivalently as

qn m(Sp) _Im (wrp)
pm+J WT ZZ qn——mdpm fOI'aHmeZ

q#p n€L H”l (w,rs)
which can be expressed in a more concise form as
I+ K%)= f, (4.17)

where ¢© is the vector (c5, ..., c%)" whose components ¢, are the sequences of Fourier coefficients
(¢ m)mez- Moreover K® can be defined in matrix form by

0 K5 ... K
K5 0 ... K&

Ke — '21 ‘2P
K%, Ks, ... 0

where each term K7 , for p # g, is an operator which represents the action of the g-th obstacle
on the p-th obstacle, defined by

Hon-m(8p) Jm(wry)

= (Z egmn € ) where K° = —"— 0
mEZ

nez n (“”2)

Finally the right-hand side f¢ of (4.17) is the vector (f¢,..., f5)" whose components f5 are the

sequences
T (wrS) >
e _ (¢ == 77—<dpm '
fp ( Pvm> meZ (Jm(wr0> P MEZ

Note that f5 is the sequence of Fourier coefficients of —w(r,-). Indeed from (4.14), we have

- w(r;, 6,) = Z Jom e (4.18)
mez
Thanks to (4.13) and (4.14), the linear equation (4.17) is clearly equivalent to the family of
P coupled problems (4.11)—(4.12), hence also to our initial problem (4.3)—(4.5). It provides us a
numerical strategy for multiple scattering (see [5] for a detailed analysis). Here we shall use this

equivalent formulation to derive the asymptotic models exhibited in section 4.2 and to prove
Theorem 4.2.1.
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4.3.2 Asymptotic models

Using the asymptotic behavior (4.28) of Bessel and Hankel functions for small arguments
and the fact that w(s,) = d,o/Jo(wry) (which follows from (4.14)), it is easy to see that for

p#4 2
’H(%o@p)+0< . ) =0 <1> i (m, m) = (0,0),
Koy = Mo (wrg)  \loge) 7 \loge
O(e) else,
and
: —w(sy) +0(%) ifm =0,
pm

O(e) else.

So the dominant coefficients of K5 and f; are reached respectively for (m,n) = (0,0) and
m = 0. As a consequence, a formal approximation of order ¢ of (4.17) is given by

(I+K) e = f° (4.19)
where K¢ and f° are defined as K° and f¢ by replacing KSymn and f .. D
Hao(sp) 0 1
K® = 0.0 Ong ———— d = —0pn = —0mo———dpo-
Dg, MmN ,009n,0 Hé )( 7“5) an fp,m ,0 U)(Sp) ,0 J()((,UT'()) p,0

The above approximate system (4.19) is equivalent to the Foldy—Lax model (4.8). Indeed,
following the notations introduced in section 4.2, let ¢**, for k € N, denote the approximation
of the solution to (4.19) obtained by a truncated Neumann series of the inverse of I + K¢, and
&>, the exact solution, i.e.,

k
= Z(—Ks)é f° fork=0,1,..., 00,
=0

which shows in particular that c;’,’fn = 0 for all p and m # 0 in view of the above definition of

K¢ and f°. The acoustic field associated with these Fourier coefficients by (4.13) is then given
by

P E k
:Z (w\x—sp]) for k=0,1,...,00. (4.20)
=1 wrf)
This expression is nothing but the field (4.6) obtained by the physical approach, which is readily
verified by noticing that K7, = M7 and fo = W (thanks to the definitions of the reflection
coefficients o, and of the Green’s functlon) thus cpo =-Wy ok,

4.4 A mathematical point of view

4.4.1 Functional framework

As we shall see in the sequel, the natural function space for each component ¢; of the solution
¢ to (4.17) is (*(Z), that is, the Hilbert space composed of the sequences ¢, = (¢pm)mez such
that 3,ez |[cpm|? < 00, equipped with the following inner product and associated norm :

- 1/2
(o )@y = Y pmChop and  |olleg) = {(cp,cp)gz(z)} .

meZ
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Moreover, for s > 0, we denote by h*(Z) the subspace of ¢?(Z) composed of the sequences
¢p = (¢p.m)mez such that ||c, is(z) =Y mez(1 4+ m?)*|cpm|? is finite.

Proposition 4.4.1 On the assumption that the scatterers are disjoint, K¢ is a compact operator
in (2(Z)F.

Proof. Let us first prove that K& € L(¢*(Z)"), i.e., that K¢ is a bounded operator in ¢*(Z).
It is enough to verify that each operator K¢  is bounded in ¢*(Z). Instead of working with K¢ ,
we define its formal adjoint by

Hym—n(8p) Jn(wrg)
HT(,P (wrg)

& R £ 3 & P £ i
Lqp &= (Z ]Lqp,mn CP’”) with ]Lqp,mn T qu,nm o
nez
meZ

Let ¢, € (*(Z) and m € Z. Using the Cauchy-Schwarz inequality, we have

2 2

>onez | Ham—n(5p) Jn(wrs

< GZ} q ( P) ( p) ||C ||22 ‘ (421)
(1) 2 Ple2(7)

‘Hm (wre)

€
2 L un Con

neL

The main advantage of working with L{, instead of K7 lies in the observation that the sum
in the right-hand side is nothing but the sum of the squared moduli of the Fourier coefficients
which appear in the Graf’s addition formula (4.15) for x = (r5,6,). Hence the Parseval identity
yields

S 1/02”\Hq7m(r;,9p)\2 d6,.

2020 97

> [Hamon(sn @) = [Ham(r. )
ne

Summing over m € Z in (4.21), we obtain

2
2 H?-[q,m(r;,-) L2(0,27) 2
L ¢ < Z 5 T lepllpe g - (4.22)
‘ v e mez ’H,S%)(wg) ®

We prove in section 4.5 (see Lemma 4.5.2) that for disjoints obstacles, the series in the right-
hand side is convergent, so L € L£(¢*(Z)). This justifies the fact that L¢ and K¢, are adjoint
to each other, so K¢ is also bounded in (*(Z).

Using the same arguments, we can verify that for all s > 0, L{, is bounded from (*(Z) to
the space h®(Z) defined above. Indeed, instead of (4.22), we obtain

2

(TE .)

2 s Hom P’ 7l1L2(0,27) 2

Lo, ¢ < § :(1 m2) 2 H%H@ 7)
’ e (@) mezZ ]H,%)(wg) @

where Lemma 4.5.2 tells us that the series in the right-hand side is convergent. As h*(Z) is
compactly embedded in ¢*(Z), the compactness of [L;, follows. Hence its adjoint is also compact
in (%(Z). n

Remark 4.4.2 It is easy to see that the convergence of the series which appears in (4.22) allows
us to interchange the order of summation of the double series in (4.16).
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Proposition 4.4.3 On the assumption that the scatterers are disjoint, the multiple scattering
problem (4.17) as well as the Foldy—Lax approzimation (4.19) are well-posed in (*(Z)" .

Proof. Proposition 4.4.1 tells us that (4.17) is a Fredholm equation in the space ¢2(Z)" (note
that the right-hand side f¢ belongs to £2(Z)¥ since each [, is the sequence of Fourier coefficients
of —w(rs, ), see (4.18)). By virtue of Fredholm’s alternative, the well-posedness of this equation
follows from the uniqueness of the solution to our initial problem (4.3)—(4.5). Indeed, it is well-
known that this problem has a unique solution u¢ € H}._(Q°) where Q¢ := RQ\UZI::1 6;. Suppose
then that ¢ € 2(Z)" is a solution to (I + K¢)¢® = 0. We have seen in the proof of Proposition
4.4.1 that K¢ is bounded from (2(Z)¥ to h*(Z). Hence ¢¢ = —K* ¢¢ belongs to h*(Z)? for all
s > 0. This shows that the associated function u® defined by (4.10) and (4.13) is a smooth
solution to (4.3)—(4.5) with w = 0. So u® = 0, which implies that ¢© = 0.

For the Foldy—Lax approximation (4.19), the proof is very different. As mentioned in section
4.3.2, this equation is equivalent to the finite dimensional system (4.8). Noticing that ’Ho(l)(-)’

is decreasing on (0,400) (which can be easily deduced from formula (4.31)), we infer that

)H(()l)(w|3p - Sq|)‘
‘Hél)(wrg)

€
]Mpq —

<1 forall p,ge{l,...,P} with p#q.

U; G(sp — Sq)‘ =

-----

4.4.2 Error analysis

The proof of Theorem 4.2.1 is mainly based on the following error estimates.

Proposition 4.4.4 There exits a constant C' > 0 such that for € small enough,

. C
1K ez (zyry < floge|” (4.23)
ke - K e S CE (4.24)
€ 0
[£7= 1) e < C e (4.25)

Proof. For inequality (4.23), we follow the same approach as in the proof of Proposition 4.4.1.
The announced estimate simply results from (4.22) and Lemma 4.5.3.
To prove formula (4.24), we use similar arguments. First notice that the adjoint of the finite

rank operator K7 is clearly the operator I[:Zp of L(¢*(Z)) defined by

Hq,0<5p>

LE c,:= | 6mo
qp P m,
Hél)(wrg)

p,0
MmEZ

Hence, for ¢, € (*(Z), we have

H (]sz - ]ﬁ;,) Cp :

Zz(Z) =2 ‘(H"Zp Cp>m’2 * ‘(<LZP — L) CP)o‘ '

|m|>0
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On one hand, following the same lines as in the proof of Proposition 4.4.1 and using Lemma
4.5.3, we obtain

2

L2(0,2
P2 epltaz < C e lleslli -

”H,m(rs,-)
5 (), < | & ot

im|>0 m|>0 ’Hr(n (wre)

for £ small enough. On the other hand, applying the Cauchy-Schwarz inequality, we get

‘ 2

+ |(Jo(wr) = 1) Hyo(sy))

2
2 lepllez)

2
‘2 < Z|n|>0 ‘/Hq,—n(sp) Jn(wrf;)

(5 ~T)e) ey

Again thanks to the Graf’s addition formula (4.15) and the Parseval identity, we see that the

2
numerator of the fraction in the right-hand side is nothing but HH‘LO(TIE” ) — Heo(sp) 202"

As H,o(z) is a smooth function near x = s, this quantity is O(e?) for small e. Noticing that
Hél)(wrg) = O(|logel) (see (4.28)), we conclude that

~ 2 _
(g, —Lg) ) | < C*logel ™ el

which completes the proof of (4.24).
It remains to prove (4.25). From the respective definitions of f5 and fJ, we have

€ 2 € 2
‘fp - fl? 62(Z) = Z Ap,m ‘dpm”b‘ )
meZ
where ) )
Jo(wrg) — 1 I (wrs)
AS g = | ——— d A = |—-2L| if :
PO Jo(wryp) an pim I (wro) it m 70

Using the asymptotic behaviors of J,, for small arguments (see (4.28)) and for large orders (see
(4.29)), we infer that there exists C' > 0 independent of m such that

13 1S3

r 4 r 2m
A, <C (p> and A, <C <p> if m # 0.

To To

This shows that the dominant coefficient is obtained for m = 1, so sup,,; A5, < C €%. As a

consequence,
0
|75 = £8

where [|dy|| 2z is finite since d,, is the sequence of Fourier coefficients of w(r, -) (see (4.14)). m

2 2 2
@) <Ce ||dp||e2(z) 5

Corollary 4.4.5 There exits a constant C' > 0 such that for € small enough,

k+1

C
log e
Ce if k = oo.

if k €N,

k <

€ 3
c —c”
2P —
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Proof. The case k = oo is a consequence of Proposition 4.4.4 using standard approximation
results [72, Theorem 10.1]. The case k € N then follows by noticing that

¢ —cF P < = Zlpgye + | = F @) where  [[¢© — || ppr < Ce
and

eo00 _ ek < eyl 40 o | 0 el

oo e@P g%l(_K> f oy < ZEIHK Hf 2(z)P @
where the last inequality derives from (4.23) and (4.24). [

We are now able to prove Theorem 4.2.1. We first deal with the case s = 0, that is, local
L? error estimates. Let K be a compact subset of R? \ (Up:1,P{3p}> and £ € NU {oo}. For a
given p € {1,..., P}, there exists p, > 0 and p* > p, such that K is contained in the domain
2, = {z € R?* p, < |z — 5| < p*}. Moreover for ¢ small enough, the obstacle O is outside
Z,. Thanks to formulas (4.13) and (4.20) (recall that ;¥ = 0 for all p and m # 0), Parseval
identity yields
2
H(l)(wpp)
(1)(

£ ek
prm — C m’

1 21 )
%/0 ‘U;(ppvep) — u;k<pp79p)’ df, = Z

meZ

for all p, € (ps, p*).

wrs)
Using the same arguments as in the proof of Lemma 4.5.3, it is easy to see that there exists

some positive constant C' such that for € small enough, we have

2
H®
‘m(pr) < C |loge|™ forall m € Z and p, € (ps, p*).

Hy(nl)(wr;)
Hence,
5 ek 2 < P € &,k 2 < 2| ik ’
‘up T 2 =, /o ’up(pp>9p) — U (pp’ep)’ pp by dpp < € [logel e, =< e@’

which shows finally that

P
o = 0 ay < X1 -

The conclusion then follows from Corollary 4.4.5.

In order to deal with the case s > 0, we simply have to use some classical interior regularity
results for second order elliptic equations (see, e.g., [49, Theorem 2, p. 314]). Indeed, noticing
that

= u e _ &k

< C|loge|™! c

L2(K) e@)P

A(u® —uF) + (' —u**) =0 in K,

we infer that for any compact set K’ contained in the interior of K, u® — u®* belongs to H*(K)
for all s > 0 and there exists Cs > 0 (depending only of s, K and K’) such that :

This completes the proof of Theorem 4.2.1.

ek

< Cs ut — ue,k
Hs(K') —

ut —u

LK)
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4.5 Technical lemnas

We collect in this section different results about Bessel functions which are used in the paper.
First recall some well-known properties (see, e.g., [1]) :
— Symmetry relations : for all n € N,

Jon(@) = (=1)"Jp(z) forz € R and HY(z)=(=1)" H(z) for z € (0, +00).

n

(4.26)
— Recurrence formulas : for all n € Z,
2
HY, (2) = ?”H,gl)(x) — HY, (2) for z € (0, +00). (4.27)

— Asymptotic behaviors for small arguments : when n € N is fixed (see (4.26) if n < 0) and

x N\ 0,

21 x )
1+ 0(z*) ifn=0, . P log (2> +0(1) if n =0,
In(z) = and HY(z) =

O(z™) else, (n — L' <x) - + O(x™ ") else.

(X0 2
(4.28)
— Asymptotic behaviors for large orders : when n — +o0 (see (4.26) for n — —o0),

:L,n

1
= S <1 +0 <>> uniformly on compact subsets of [0, +00), (4.29)
"n! n
2" (n—1)!

mx”

In()

1
HW () (1 +0 <>> uniformly on compact subsets of (0, 400). (4.30)

n
The following apparently non usual inequality plays an essential role in our estimates.
Lemma 4.5.1 For all integer n > 2 and z € (0,1), we have

2" 2

= Y ()|

’ 1
H ()

Proof. First notice that for all n € N and z € (0, 4+00), we have

[H ()] < |HY, ()

Y

which can be easily derived from the following formula (see [111, p. 444]) :
8 o0 )
’Hfll)(x)f = —2/ Ky(2z sinht) cosh(2nt)dt where Ky(z) := / eTreshsds  (4.31)
w2 Jo 0

is the modified Bessel function of order 0. Hence, from the recurrence relation (4.27), we deduce

2n — 2
T

HY, ()

n

@) > |

— ’H(l_)Q(x)‘ > g ‘H,(LI_)l(a:)‘ for n > 3 and x € (0, 1).

n

Applying this inequality recursively, the conclusion follows. ]
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The following lemmas concern the convergence and the order of magnitude of the series
involved in (4.22).

Lemma 4.5.2 For a fized € > 0, if the obstacles O, and O are disjoint, then for all s > 0,

Haon (5, )|
> (e o e
mez, ’Hr(n)(wrf])

Proof. Thanks to the symmetry relation (4.26), we can consider the series for m € N. The
asymptotic behavior (4.30) shows that for a fixed € > 0, when m — +o0,

1 {wr2}2m

—0| 5o, (4.32)
HD @\ PP

2

H/Hq’m(r;’ ) L2(0,27) - 2171' /027T ‘H;T}) (W|$(T;7 ep) - Sq’)‘Q d@p
=0 = = 1)!2 (4.33)

o (I =l =)} ")

where the last equality follows from the fact that |z(r5, 0,) —s| > [s,—s4| =77 for all 6, € (0, 27).
As a consequence

2
Hq,moﬂ;) ) re 2m
(1+m?)* - Lng’%) =0 [m* <q€> as m — +00.
‘Hy(n)(wrg) [sp = sql =75
Hence the series is convergent since r5 + ¢ < [s, — 5,4| (for the obstacles are disjoint). n

Lemma 4.5.3 Let N € N and p # q. For € > 0 small enough, we have

2
HH%m(?f,, ) L2(0,2m) O(|loge[?) if N =0,
2 pu—
Im|>N ‘]—Lg@l)(wrg) O (521\7) else.

Proof. We proceed as in the proof of Lemma 4.5.2. We denote by

hom(g) = HHq’m(T’i’ ) i2(072#)

2
‘Hﬁr})(wrg)

the term of order m of the above series. On one hand, formula (4.32) is no more valid for small
e since (4.30) cannot be used for small arguments. We use instead Lemma 4.5.1 as well as the
asymptotic behavior (4.28) of Hél) for small arguments, which shows that there exists C' > 0
and €9 > 0 such that

2m
{wrg}
s < C . for all m > 2 and ¢ < g.

‘I-L%)(wra)

q
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On the other hand, formula (4.33) holds. Noticing that [s, — s,| — 75 > [s, — 5,4]/2 for small
enough ¢, say ¢ < g1, we infer that there exists C' > 0 and M > 2 such that

2 42— 1)1?

for all m > M and ¢ < &;.
2020 = {wls, — 5|} - -

[#an5.-)

As a consequence,

" € 2m

C 4r

hm(e) < — — 7 for all m > M and small enough e.
m lsp — 4

This shows that Y07, hn(e) = O (52M ) . Moreover, from the asymptotic behavior (4.28) of

H{V for small arguments, we have
ho(e) < Cy |logel™ and  hy,(e) < Oy 2™ for 0 < m < M.

This completes the proof. [

4.6 Conclusion

We have proposed in this paper a justification of different levels of asymptotic models avai-
lable in the physical literature, including the Foldy-Lax model, for the two-dimensional scatte-
ring of an acoustic wave by an arbitrary number of sound-soft circular obstacles. In the models
considered here, each obstacle has an isotropic behavior in the sense that in the series (4.13)
which describes the wave scattered by one obstacle, we only keep the dominant contribution,
associated with m = 0, which does not depend on 6,. As shown in [108], the method we have
presented can be seen as the first order of a more general approach which allows higher order
approximations that take into account the angular dependence of the field scattered by each
obstacle. Instead of keeping only the radial component (m = 0) in the series (4.13), we simply
have to truncate this series at |m| = ¢ for some ¢ > 1 : the new unknowns are the Fourier
coefficients ¢, for p = 1,..., P and m = —{,...,+{. Instead of (4.19), we are then led to
an approximation of order e“*! of (4.17) which amounts to a linear system of size P(2( + 1).
Using the same arguments as in section 4.4, we will obtain an error estimate similar to that of
Theorem 4.2.1 (for k = oo) where ¢/|loge| will be replaced by £71/|loge|. Such an improved
Foldy-Lax model may become useful when the scatterer density is high. Moreover, a numerical
comparison between the original Foldy-Lax model and a high order approximation could help
us to quantify the value of Ck s in Theorem 4.2.1.

What about the possible generalizations of our study ? First notice that our approach should
also apply for other boundary conditions on circular scatterers (Neumann or Robin) as well as
for penetrable obstacles, since the scattered wave can still be represented by means of Fourier
series. However, for such boundary conditions, the asymptotic behavior of each scatterer is no
more isotropic : higher order terms in the multipole expansion of the scattered field must be
kept. Hence the implementation of a Foldy—Lax model in such situations is similar to the higher
order approximations mentioned above. In the three-dimensional case for spherical obstacles,
the same ideas apply using spherical harmonics expansions instead of Fourier series. The main
difference lies in the fact that the asymptotic expansions will only involve powers of ¢ whereas
the expansions considered in the present paper also involve powers of |loge|. Let us finally
mention that if we consider non-circular or non-spherical scatterers, the results we have obtained
are likely to hold, but the method we have used does no longer apply, for the scattered wave
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can no longer be represented by Fourier series. Other techniques such as matched asymptotic
expansions, multiple scale methods or layered potentials representation [84, 83, 88, 34] should
be used.
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Ce premier chapitre a pour but de situer dans un cadre physique et mathématique général le
probléme traité dans cette seconde partie. Il s’organise de la maniere suivante. Nous commencgons
par décrire les particularités des équations de Maxwell dans les matériaux de Lorentz pour nous
restreindre par la suite a un dioptre, milieu composé d’un diélectrique classique et d’un matériau
de Lorentz particulier : le matériau de Drude. Puis, nous introduisons dans un tel milieu la
décomposition classique des équations de Maxwell en systéemes TE (Transverse Electrique) et
TM (Transverse Magnétique). Enfin, apres avoir choisi de fagon arbitraire de travailler avec le
systeme TM, nous le modélisons comme une équation d’évolution de Schrodinger dont nous
allons étudier les propriétés mathématiques (essentiellement d’un point de vue spectral) dans
les chapitres suivants.

5.1 Equations de Maxwell dans les matériaux de Lorentz

5.1.1 Lois constitutives des matériaux

Nous considérons ici un matériau de Lorentz homogene non dissipatif occupant un ouvert
O de l'espace R? (des modeéles de matériaux de Lorentz dissipatifs sont présentés dans [55]).
Pour un point € O et un instant ¢, nous désignons par :

—E(z,t) le champ électrique, —D(x,t) l'induction électrique,

—H (x,t) le champ magnétique, = —B(x,t) I'induction magnétique.

89
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De maniere classique en I’absence de terme source, ces champs vérifient les équations de Maxwell

9,D — Rot H = 0,
9,B + Rot E = 0.

(5.1)

Les matériaux de Lorentz sont caractérisés par leurs relations constitutives qui relient respective-
ment 'induction électrique au champ électrique et 'induction magnétique au champ magnétique.
Elles sont plus facilement formulables en régime fréquentiel :

D(@,w) = c(w) £(@,w),

B(z,w) = pw) Hiz,w)

(5.2)

ouw € Ret D, €, B et H désignent respectivement les transformées de Fourier en temps de
D, E, B et H. Les fonctions ¢ et u représentent la permittivité diélectrique et la perméabilité
magnétique du matériau. Leur dépendance en w exprime le caractere dispersif du matériau.
Pour les matériaux de Lorentz, cette dépendance est rationnelle (cf. [56, 76]) :

wﬁ:mQ—Q§>etW@:mQ—wf%>, (5.3)

2 _ 2 — W2
w? — w? w2,

ou d'une part €2, 2,,, we et w,, sont des constantes réelles positives et d’autre part € et 1o sont
des réels strictement positifs. Effectuons quelques commentaires sur les relations constitutives
décrites par les équations (5.2) et (5.3) :

— Tout d’abord, lorsque €. et €2, sont nulles, on retrouve les lois constitutives d’un diélec-
trique classique dont les matériaux de Lorentz sont une généralisation des que €. et €2,
sont non nulles.

— Ensuite, le fait que les fonctions € et p sont a valeurs réelles exprime ici le caractére non
dissipatif du milieu.

— Puis, on constate que

lim e(w) =g et lim p(w) = po.

Ces matériaux sont donc peu dispersifs a hautes fréquences, régime ou ils se comportent
comme des diélectriques classiques.

— Enfin, la principale particularité de ces matériaux est qu’il existe des intervalles fréquentiels
pour lesquels e(w) ou p(w) sont négatifs. Plus précisément :

fw) <0 <= |w| €lwe,wer[ OU weq 1= /w2 + Q2
pw) <0 <= |w| €Jwm, Wmt[ OO0 w4 = /w2, + Q2.

Les intervalles fréquentiels ol e(w) et p(w) < 0 sont tres importants du point de vue des
applications physiques (cf. intro). De plus, il existe un couple de fréquences particulieres ou
le rapport e(w)/ep ou pu(w)/ o, appelé respectivement permittivité et perméabilité relative,
est égal a —1. En effet :

QQ
@ =—1 <= w=ZFWe. OU Wy ={|w24+ 5,
€0 2
3 o (5.4)
K =—-1 = w=ZFwn. ol Wi 1= W?n -
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On remarque que ces deux rapports sont simultanément égaux a —1 si et seulement si

QZ
wz—i-?e:w?n%—

QQ
2

Toutes ces propriétés sont résumées graphiquement dans la figure 5.1.

Introduisons maintenant les lois constitutives d'un matériau de Lorentz particulier : le ma-
tériau de Drude, qui nous intéressera par la suite. Un matériau de Drude est défini comme un
matériau de Lorentz pour lequel les constantes w, et w,, sont nulles (cf. [110]). Les équations

(5.3) deviennent alors

L’allure de ces fonctions est représentée dans le second graphique de la figure 5.1.

p(w) p(w)

Wm

Ho

wm,+ w
1 Wm,*

FIGURE 5.1 — Allure de la courbe de perméabilité (cf. (5.3) et (5.5)) pour un marériau de Lorentz
(& gauche) et pour un matériau de Drude (a droite).

Remarque 5.1.1 Enfin, on peut considérer une forme fractionnaire plus générale dans (5.3)
pour modéliser les matériaux de Lorentz en posant (cf. [55]) :

N QQ N QQ
= 1-) —=20 t = 1— __Ttmn )
)= ( nglw?—wz,n) o) = o ( ;w—wzn,n)

Notons que de telles lois constitutives ont été justifiées par des techniques d’homogénéisation
fort contraste de matériauz périodiques (cf. [23, 24]).

5.1.2 Systéeme de Lorentz en régime transitoire

Nous cherchons maintenant a écrire les équations (5.1) et (5.2) comme un systéme d’évolution
en temps. A cette fin, il nous faut introduire deux champs auxiliaires : la polarisation électrique
P et la polarisation magnétique M (cf. [76]) dont les transformées de Fourier en temps sont
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notées P et M.1A laide de ces champs, on peut reformuler la relation (5.2) et (5.3) de la
maniere suivante

D=¢g (E+QP) ou (w—w?))P=E, (5.6)

B=po(H+02 M) ot (w2 —w)M=H. '
En passant (5.6) dans le domaine temporel, il vient

D=c¢,(E+Q2P) o }P+w:P=E, (5.7

B=u (H+Q M) ou O'M+w>M=H.
En substituant (5.7) dans (5.1), on obtient un probleme d’évolution sur les quatre champs
(E,H.P,M) :
g0 OWE — Rot H + 9 Q2 0,P = 0,
o O:H + Rot E + o Q2 0,M = 0,
0?P +w’P =E,
R#M +wiM =H.

(5.8)

5.2 Description du probléme physique traité

5.2.1 Modélisation du probléme

Nous considérons un dioptre dans 'espace R3 composé d'un diélectrique et d’'un matériau
de Drude, tous deux homogenes, occupant respectivement les domaines R?® = {(z,y, 2) | * < 0}
et R2 = {(z,y,2) | @ > 0}. Nous désignons par (e, e,, e,) la base canonique de R®. La
composante d’un vecteur selon e, est donc appelée composante normale dans le sens ou elle
est normale a l'interface, les composantes selon e, et e, sont par opposition les composantes
tangentielles.

FIGURE 5.2 — Description du dioptre.

1. Remarquons que cette définition n’est pas universelle. Dans certains ouvrages, on appelle respectivement
polarisation électrique et polarisation magnétique les quantités g Q2 P et g2, M.
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Dans le diélectrique ou les relations constitutives prennent la forme simplifiée D = ¢5 E et
B = o H, les équations de Maxwell (5.1) sont alors décrites par

g E—Rot H=—-J (R?),

(5.9)
Mo (9tH+R0tE:0 (Ri),

ou la donnée J représente la densité de courant. La permittivité électrique ¢y et la permittivité
magnétique jo sont encore des constantes strictement positives.

Le matériel de Drude, quant a lui, suit les relations constitutives définies par (5.2) et (5.5).
Nous supposons, en considérant €2, et €2, strictement positifs, qu’il constitue un milieu dispersif,
différent d’un diélectrique classique. Signalons également que par souci de simplicité, nous avons
choisi de prendre ¢ et g égaux de part et d’autre de l'interface x = 0. Comme nous 1’avons
vu dans la partie précédente, le modele de Drude est un cas particulier du modele de Lorentz
pour lequel w, = w,, = 0; les équations de Maxwell dans ce milieu se déduisent donc aisément
de (5.8) :

0O E —Rot H +¢0Q20,P =—-J (R3),
po OH + Rot E + g Q2, 0,M =0 (R3),
RP-B (B)

2M—H (RY).

(5.10)

Enfin classiquement, les équations (5.9) et (5.10) doivent étre complétées par les conditions
de transmissions suivantes

lex X E(-H)]oco =0 et [eg x H(-)]seo = 0, (5.11)

oll X et [ - |,—o désignent respectivement le produit vectoriel de R? et le saut d’une fonction
en x = (0. Ces conditions expriment la continuité des composantes tangentielles des champs
électrique et magnétique a la traversée de l'interface x = 0.

A chaque instant, nous supposons que les champs E(-,t), H(-,t), P(-,t), M(-,t), Rot E(-,t)
et Rot H (-, 1), satisfaisant (5.9), (5.10) et (5.11), sont de carré intégrable. Cette considération
conduit naturellement a introduire les espaces fonctionnels

L2(0) = {u | /O u(@)|? de < oo} et Hpot(0) = {u € L*(0%) | Rotu € L*(0%)}.

ol ||-]| et O sont respectivement la norme euclidienne et un ouvert de I'espace R*. Pour un
J € L*(R®) donné, nous cherchons donc des champs (E, H,0,P,0,M) dans (Hge (R?))? x
(L*(R2))%. Remarquons que l'espace Hrot (R®) peut étre caractérisé (cf. [86]) de la maniere
suivante :

U|Ri € Hpet (R‘i)v
u € Hpot (RY) <= | ulps € Hrot (RY),
lex x ul,_,=0.

Ainsi, les conditions de transmissions (5.11) des champs électrique et magnétique sont contenues
dans l'appartenance a I'espace fonctionnel Hget (R?). Afin de réécrire les systémes d’équations
(5.9), (5.10), (5.11) en un seul systéme, nous introduisons les opérateurs de prolongement par
zéro et de restriction suivants :

II: L*R3) — L*R%) et R: L*(R®) — L*RY)

f —  fsur R} et 0sur R? f — f|Ri'
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En utilisant ces opérateurs, on peut reformuler les équations (5.9), (5.10) et (5.11) sous la forme
d’un systéme d’évolution :

0 WE —Rot H +e QXTI O,P=—-J (R?),

po OH + Rot E+ g Q2 TTO,M =0 (R?),

#P-RE (R))

GM-RH ()

(5.12)

ou les champs (E, H, 6,P, 9,M) appartiennent a (Hrot (R?))? x (L*(R3))2.

5.2.2 Modes TE et TM

Dans cette partie, nous allons exploiter les propriétés d’invariance par translation de notre
milieu pour simplifier les équations de (5.12). A cette fin, nous faisons I’hypothese :

-(Hy) la densité de courant J ne dépend spatialement que du couple de variables (x,y).

Ainsi, 'ensemble du probléme (géométrie, coefficients physiques et données) est invariant par
rapport a z et nous pouvons faire la simplification : 9, = 0. Suivant cette logique, nous scindons
tout champ U en une composante U | := (U,, U,) transverse a la direction d’invariance e, et
une composante Uy = U, parallele a cette dernicre. Le rotationnel se décompose donc de la
maniere suivante

RotU =rot U +rotU, e,

ou rotU; = (0,U., -0,U,)" et rotU, = 8,U, — 9,U,. Remarquons que les conditions de
transmission (5.11) sur les champs électrique et magnétique prennent alors la forme de conditions
de transmissions sur les composantes paralleles £y et Hy :

[E.lz=0 =0 et [H,],—0=0 (5.13)
et transverses F| et H | :
[Ey]l:ﬂ =0 et [Hy]:c:O =0 (514)

de ces champs. Chercher des champs (E(-,t), H(-,t),0,P(-,t),0,M(-,t)) solutions de (5.12)
satisfaisant la décomposition en champs parallele et transverse, nous conduit naturellement a
introduire les espaces adaptés

HYR?) = {u € LA(R?) | Vu€ L3R} et Hoo(R?) := {u € L*[R?) |rotu € LA(R?)}.

L’appartenance de Ej et Hj & H'(R?) et de E | et H | a H,o (R?) imposent alors respectivement
les conditions (5.13) et (5.14). Classiquement, on observe qu’il apparait ainsi un découplage des
équations (5.12) en deux nouveaux systemes indépendants. Le premier met en jeu les inconnues

(EL, Hy,0,P.,0,M)) € H,o; (R?) x H'(R?) x L2(R2) x L*(R2) :
808tEL—r0tH||+EOQzH(9tPL:—JL (Rz),
M()atHH‘i‘I'OtEJ_—’—/L()Q?nHatM”:O (R2)7
(TE) | 9P, =R E, (R2),

oMy =R Hy (RY)
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ou R = {(z,y) € R? | x > 0} 2. 1l est appelé (TE) pour transverse électrique dans la me-
sure ou le champ électrique E | est transverse a la direction d’invariance de ’ensemble du pro-

bleme, c’est-a-dire e,. Le second régit les champs (Ej, H |, 0, P, 0;M ) € H'(R?) x H 4 (R?) x
L*(R2) x L*(R%) :

€0 8tEH —rOtHJ_+€0 anatpn = —J” (R2 ),

pio O,H | +rot By + o Q, TL M, =0 (R?),

(TM) | 7P =R E| (R2),

PM, =RH, (R2).

II est dénommé de maniére analogue (T'M) pour transverse magnétique. Dans ces deux sys-
temes, IT et II désignent respectivement les opérateurs de prolongement par 0 de Ri sur R?
d’une fonction vectorielle et d’une fonction scalaire. R et R sont quant a eux les opérateurs de
restriction d’une fonction scalaire et d’une fonction vectorielle sur R2 .

5.2.3 Une équation d’évolution de Schrodinger

Nous choisissons, de fagon assez arbitraire compte tenu de la similarité mathématique des
systemes (T'E) et (TM), de travailler en mode TM. Dans ce paragraphe, nous cherchons a
mettre les équations de ce systeme sous la forme d’une équation d’évolution de Schrédinger :

aU
q; TiAU=F (5.15)

ol A est un opérateur autoadjoint sur un espace de Hilbert .
Pour définir le cadre fonctionnel de (5.15), nous munissons ’espace de Hilbert

H = L*(R) x L*(R*) x L*(R3) x L*(R?),
du produit scalaire :
(U,V)yu = (up,vg)ey + (Ua, VH) 1o + (Up, vp)e, 0z + (Wnr, V) o 02,

ot U = (ug, ug, up, upr)' et V := (vg, vy, vp, var)' . Pour p strictement positif, les produits
scalaires & poids (f, g), sont définis par

(f,9), = /Opf. gdX (avec O =R? ou R selon les cas).

Notons ici que lorsque p = 1, il est omis dans cette notation. Nous désignerons par la suite par
| - ||, les normes associées a ces produits scalaires. En posant :

T J|| ’
U = (EH,HJ_, atPHaatMJ-) , Fo=1--",0,0,0
€0

et t

0 = —2m o
g

B L 0 021
A= Lo , (5.16)
R 0 0 0
0 R 0 0

2. De méme, nous utiliserons par la suite la notation R% pour I'ensemble {(z,y) € R? | x < 0}.
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défini sur le domaine
D(A) == H'(R?) x H,,; (R?*) x L*(R2) x L*(R?) C H,

le systeéme (T'M) se réécrit sous la forme (5.15). Les conditions de transmission sont ici contenues
dans le domaine de l'opérateur. Il nous reste a montrer :
Proposition 5.2.1 L’opérateur A : D(A) C H — H est autoadjoint.
Preuve. Démontrons tout d’abord que A est symétrique. Soient U := (ug, wg, up, upr)' et
V := (vg, vm, vp, var)| € D(A),

(AU, V)y =1 {(rot g, vp) — g0 Q2 (Mup,ve) — (rot ug, vy)

— 110 2, (M wpr, ve) + o (Rug, Qvp) + po (Rug, anvM)] : (5.17)
En utilisant la relation classique
Y(ui,ug) € H'(R?) x H,o (R?), (rotuy,us) = (up, rot us),
et le fait que II* = R et II* = R respectivement pour les produits scalaires usuels (de poids
p=1) de L?*(R?) et de L*(R?), on obtient & partir de (5.17) que
(AU, V)y =i {(uH, rot vp) — 0 Q2 (up, Rvg) — (ug, rot vgr)

— Mo an(uM, R’UH) + <o (UE, Qg II Up) + Mo (UH, Qil II vM)} s
Ce qui conduit a la relation
(AU, V)y = (U,AV)y. (5.18)
qui exprime le caractere symétrique de 'opérateur A.
D(A) est dense dans H, nous pouvons donc définir 'opérateur adjoint de A, noté A*, de domaine
DA )Y ={WecH|IW " eH| W, AU)y = (W*U)y.

Etant symétrique d’apres (5.18), le caractére autoadjoint de A découle alors de Dégalité des
domaines de A et A*. L'inclusion D(A) C D(A*) étant facilement vérifiée a I'aide de (5.18),
montrons la seconde inclusion.
Soit V' € D(A*), il existe donc V* € H tel que

(V,AU)y = (V*,U)y, YU € D(A). (5.19)

Choisissons alors U de la forme U = (ug, 0, 0,0)", avec ug € D(R?) (ensemble des fonctions
C® a support compact dans R?). L’expression (5.19) devient donc :

(vg,—rotug) + (vp, 0823, RuE> = (vh, E0UR) - (5.20)

En introduisant le crochet de dualité (-,-) entre 'espace de distributions D'(R?) et I'espace de
fonctions tests D(R?), (5.20) se réecrit sous la forme

(vi, —rot ug) + (vp, 0% Rug) = (vh, coug), Yug € D(R?).
Il s’ensuit
(—rot v, ug) + (02 M vp, up) = (egvf, ug),
et par conséquent
rotvg = g9 Q2 Mup — vl dans D' (R?). (5.21)
Le second membre de (5.21) étant dans L?*(R?), I’équation (5.21) est également vraie dans
L?3(R?). Tl en découle que vy € H .,y (R?). On montrerait de méme en choisissant des U de la

forme U = (0, ug, 0, 0)" avec ug € D(R?) que vy € H'(R?). On a donc finalement V' € D(A).
m
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5.2.4 Un probleme de Cauchy bien posé

Nous nous intéressons maintenant au probleme de Cauchy associé a ’équation d’évolution

(5.15)

W aUu=F.
(€)| dt (5.22)

L’opérateur A étant autoadjoint, ce probléeme est bien posé car il rentre dans le cadre classique
du théoreme de Hille-Yosida suivant (cf. [25]) :

Théoréme 5.2.2 Si F € CY(RT,H) alors le probléme de Cauchy (C) admet une unique solution

U € CY R, H)NCURT, D(A)) donnée® pour tout t > 0 par la formule de la variation de la
constante :

. t .
U(t) = e U,y + / e~ (=9 P(s) ds, (5.23)
0

\

o (€715 est le groupe d’opérateurs unitaires associé a 'équation de Schridinger (5.15).
On observe que si le second membre F' = 0 dans (C), 'opérateur e~ 4!
U vérifie

étant unitaire, la solution

IU @)l = IUolln, pourt=0.

Le systeéme est conservatif. La norme || - ||z est constante au cours du temps. Classiquement,
I'énergie électromagnétique du systeme (T'M) est d’ailleurs définie de la maniére suivante

—~

1
&(t) =35 U013 = Ea+ &,
ou
1
& = — </ €0 ‘EH|2dX —l—/ 8095 |8tP|||2 dX) ,
2 \Jr2 R2
1
& = 3 (/ Lo |Hl|2dX+/ qufn|8tML|2dX>.
R2 R?

représentent respectivement ’énergie électrique et 1’énergie magnétique du probleme.

La question qui va nous préoccuper par la suite est le comportement en temps long des
solutions de (C) dans le cas ou 'on excite le systéme par une densité de courant en régime
sinusoidal forcé définie pour tout ¢ > 0 par

-
—J ,
F(t) = <5” 0, 0, 0) e " ou Jj € L*(R?) et weR" (5.24)
0
Dans ce cas particulier, on déduit aisément de (5.23) et du caractére unitaire de 'opérateur
e~ P'inégalité suivante

IO < W1l E+ U0l (5.25)

L’inégalité (5.25) nous livre une premiere indication sur le comportement de U(t) au cours du
temps. La croissance de la norme de U est au pire affine. Nous allons cependant essayer d’étre
plus précis en nous intéressant au comportement local (en espace) de U (t) en temps long. Intui-
tivement, I'onde générée par un régime sinusoidal forcé devrait converger vers un régime établi

3. Dans ce théoréme, D(A) a été muni de la topologie hilbertienne associée & la norme du graphe :

U5 ) = U1 + IAU]f,.
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dans la mesure ou 'la mise en route de l'excitation’ (appelée régime transitoire en physique)
génere une onde non entretenue qui ne devrait plus étre perceptible localement pour un temps
suffisamment long. Cette propriété est connue sous le nom de principe d’amplitude limite (cf.
[47]). Dans le cas de I’équation des ondes en milieu homogene et en dimension impaire, il est
démontré dans [101] a I’aide du principe de Huygens qui affirme que la solution de 1’équation
des ondes sans second membre en un point (zg,t) ne dépend que de la valeur des conditions
initiales sur la sphere |z —x¢| = ct ou ¢ est la célérité du son dans le milieu. Cette propriété per-
met de justifier élégamment que 'onde non entretenue associée au régime transitoire va tendre
localement en espace vers 0 quand t — oo. Néanmoins, le principe de Huygens n’est pas néces-
saire pour démonter le principe d’amplitude limite. Qu’en est-il pour les équations de Maxwell
dans notre dioptre ou nous ne disposons pas d’un tel argument ? Le principe d’amplitude est-il
toujours vérifié 7 Nous verrons que la réponse a cette question dépend fortement de la fréquence
d’excitation w et des parametres physiques €2, et €2,,. Pour étudier ce probléme, nous allons
suivre la démarche proposée dans [47, 63], qui consiste a déterminer la décomposition modale
(point de vue physique) ou spectrale (point de vue mathématique) de 'opérateur autoadjoint
A pour en déduire des propriétés sur le comportement en temps long de U ().



CHAPITRE SIX

APPROCHE MODALE

Sommaire
6.1 Modes propres et modes propres généralisés . . . . ... ... ... 97
6.2 Séparation des variables spatiales . . . ... ... ... ........ 98
6.3 Reéduction a un probléme scalaire. . . . . ... ... ... ...... 100
6.4 Coupuresspectrales . . . . . .. ... ... 0 oo e e 102
6.5 Expression des éléments propres de l'opérateur réduit . . . . . .. 106

L’idée directrice d’'une décomposition modale est tres simple. Elle consiste a représenter a
chaque instant la solution d’'un probleme d’évolution sur une famille d’éléments appelés modes
de vibrations libres (ou modes propres) qui ne dépendent que des coordonnées spatiales. La
solution U du probléme pourra ainsi s’écrire comme une superposition (série ou intégrale) dont
chaque terme est le produit d’'un mode et d’une fonction ne dépendant que du temps (pouvant
étre interprétée a chaque instant comme la coordonnée de U (t) sur ce mode). On a ainsi séparé
les variables spatiales et temporelles.

Dans notre cas, nous nous intéressons a la décomposition modale associée a ’équation de
Schrodinger (5.15). Ce chapitre peut étre considéré comme "une mise en bouche'. Il nous semblait
nécessaire pour pouvoir digérer "le plat de consistance" cuisiné au chapitre suivant. L’objectif est
ici d’exhiber de fagon formelle une famille modale. Nous verrons qu’a l'issue de notre calcul, sa
connaissance ne sera que partielle dans le sens ou sa normalisation et sa complétude requierent
un cadre plus fondamental faisant appel a des notions de théorie spectrale qui seront présentées
dans le chapitre suivant.

6.1 Modes propres et modes propres généralisés

La méthode modale consiste a représenter chaque état de notre systéme a 1’aide des ses modes
de vibrations libres, c’est-a-dire des solutions périodiques en temps de I’équation de Schrodinger
(5.15) sans second membre de la forme Re (U (:v)e’i“> , A € R. On vérifie alors immédiatement
que la fonction U doit satisfaire

AU =\U o1 AeR. (6.1)

Chercher les modes de vibrations libres de notre probléme revient donc a trouver les éléments
propres de A. En effet, toute solution non triviale U de (6.1) appartenant & D(A) est un vecteur
propre associé & la valeur propre . Le milieu R? n’étant pas borné, le spectre de notre opérateur
n’est pas simplement constitué de valeurs propres. Les vecteurs propres ne permettent donc pas

99
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a eux seuls de former une famille modale complete. Nous devons ici compléter cette famille par
la recherche d’autres éléments propres les vecteurs propres généralisés en relaxant la condition
U € D(A) dans (6.1). Nous allons alors résoudre ’équation (6.1) dans un espace fonctionnel
qui ne suppose plus que les solutions soient d’énergie finie. A cette fin, nous chercherons des
solutions U = (ug, ug, up,ups) bornées du systéme

t
l,(I“O UH—QgHUP> :)\UE,
€0
[ —rotug 9
1| —— = Q) ITu = \ugy,
o " M) " (6.2)

ZRUE = )\Up,

iRu H — \u M-
Notons que de telles solutions vérifient les conditions de transmission a 'interface

[’LLE]I:() =0 et [UHy]xzo =0.

Les modes de vibrations libres se divisent alors en deux catégories : les modes propres (ou
vecteurs propres) et les modes propres généralisés (ou vecteurs propres généralisés). Les modes
propres sont les solutions de (6.2) dans D(A). Ce sont des états d’énergie du systeme. Ils
définissent le spectre ponctuel de A. Les modes propres généralisés sont, quant a eux, des
solutions bornées de (6.2) qui n’ont pas une décroissance a l'infini suffisante pour appartenir a
D(A). 1Is sont donc d’énergie infinie. Formellement (ceci sera confirmé de fagon rigoureuse au
chapitre suivant), ils caractérisent le spectre continu de I'opérateur!. Ce spectre est constitué
des intervalles en A pour lesquels I’équation (6.2) n’admet aucune solution non triviale dans
D(A) mais admet une solution bornée.

6.2 Séparation des variables spatiales

La géométrie de notre milieu nous conduit a chercher des modes de vibrations libres, solutions
de (6.2), comme des fonctions a variables séparées de la forme :

U(z,y) =U(z)e*™ on k e R, (6.3)

on U = (Ug, G, p,tpr). Nous verrons au chapitre suivant que considérer des modes a va-
riables séparées de cette forme, nous permet de construire une famille modale complete au sens
ou a chaque instant ¢ positif, tout état de notre systéme pourra se décomposer sur une telle
famille. L’opération de dérivation partielle par y ayant été ainsi substituée par la multiplication
par ik, en injectant (6.3) dans (6.2), on obtient & k fixé le systéme suivant sur U :

t A
i (mk“H o Hap> =\, (6.4a)
€0
— t 7
i (m’““E - QEnHaM> = A, (6.4D)
Ho
ZRﬁE = )\’&p, (64C)
iRy = My (6.4d)

1. Les définitions des spectres ponctuel et continu d’un opérateur auto-adjoint sont données dans le résumé
de théorie spectrale au chapitre suivant.
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ou les opérateurs rot, et rot; sont respectivement définis par
rot, @ == di,/dz — ik d, et roty 0 := (ika, —da/dz)’ .

Quant aux opérateurs de prolongement et de restriction II, IT, R et R, ils sont définis de
la méme maniere qu’au chapitre précédent mais s’appliquent ici a des fonctions d’une seule
variable. Remarquons que le systéme (6.4) contient implicitement les conditions de transmission
a l'interface :

[’lALELU:O =0 et [IALHy]I:() = 0. (65)

Chercher des solutions d’énergie finie du systeme (6.4) revient a chercher les vecteurs propres
de l'opérateur réduit A, défini de la méme maniere que A :

¢
VS s SR
b
A IOy 0  —Q21I
Ak = 1 Ho ) (6 6)
R 0 0 0
0 R 0 0

en remplacant respectivement rot et rot par rot, et roty. Montrons que opérateur A, de
domaine D(Ay) (que nous devons préciser) est également auto-adjoint. Dans ce but, définissons
le cadre fonctionnel qui lui est associé. Nous munissons 1’espace de Hilbert 2

A

H = L*(R) x L*(R) x L*(R,) x L*([R,), (6.7)
du produit scalaire? :
(U, V)5 = (1, 1)z + (T2, D2) + (113, 3)z0 02 + (Ta, Da)yg 22, (6.8)

En introduisant, a I'instar du chapitre précédent, les espaces

A

d
H,(R) := {0 € L*(R) | d—z € L*(R)} et H,y, (R):={a € L*R) |roty @ € L*(R)},
qui contiennent respectivement les conditions de transmission [lUgl,—0 = 0 et [pyls—0 = 0, il
vient :

Proposition 6.2.1 L’opérateur Aj, défini sur le domaine D(A) = H'(R) x H,g, (R) X
L*(Ry) x L*(Ry) C H est auto-adjoint.

Preuve. La preuve est ici similaire a celle de la proposition 5.2.1. ]

De la méme maniere que pour 'opérateur A, on peut définir également les vecteurs propres
généralisés de Ay, comme étant des solutions bornées du systéme (6.4) qui n’appartiennent pas a
D(Ay). Nous allons procéder de la maniére suivante. A X fixé, nous chercherons tout d’abord des
vecteurs propres, c’est-a-dire des solutions du systéme (6.4) dans D(Ak) Si le systeme n’admet
pas de telles solutions, nous chercherons alors des vecteurs propres généralisés de Ay

2. Notons que par souci d’homogénéité des notations avec les cas bidimensionnel et tridimensionnel, R_ et
R, désignent ici les ouverts R™* et R™*. Nous ferons donc par la suite la distinction entre les ensembles R et
R* (qui contiennent 0).

3. Les produits scalaires a poids sont ici définis comme dans le chapitre précédent, mais pour des fonctions a
une seule variable. Nous les notons donc de la méme fagon.
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6.3 Reéduction & un probléme scalaire

La séparation de variables nous a permis de réduire la dimension de 1. C’est d’ailleurs a ce
titre qu’on parle d’opérateur réduit pour Ay. Le fait de travailler avec des fonctions de la seule
variable z va nous permettre d’effectuer un calcul explicite des solutions du systeme (6.4). Nous
allons ici exprimer toutes les inconnues du systéme en fonction de la variable scalaire @g. Pour
écrire Up et @y en fonction de G et Gm (équations (6.4d) et (6.4c)), nous avons besoin de
supposer que A\ # 0. Traitons donc d’abord le cas particulier A = 0.

’Casoil)\:O:‘

On déduit immédiatement de (6.4d) et (6.4c) que Rap =0 et Rdg = 0. Il en découle avec
(6.4a) et (6.4b) que ip = 0 et Gps = 0. Tous les champs sont donc nuls dans R (matériau de
Drude). Du c6té du diélectrique, les équations (6.4a), (6.4b) et les conditions de transmission a
I'interface (6.5) vérifiées par G et Gy impliquent que

rotp g =0 sur R_, et rot, iy =0 sur R_,

Uy (0) =0, tgp(0) = 0.
En cherchant des solutions U de (6.4) dans D(A), il vient
IALE — 0,
Gy = Vid, avec ¢ € HY(R_),

dé

.
— ik gg) . Par conséquent,
dx

ol ng?a:_<

Ker(A,) = {(0,TIV; $,0,0)", ¢ € H (R_)}, (6.9)

ot IT est I'opérateur de prolongement défini de la maniere suivante :

Im: L*R.) — L*RR)
f — fsur R_ et 0sur Ry,

0 est donc une valeur propre de multiplicité infinie de Ay

On suppose désormais que A # 0 dans la suite des calculs. Ainsi les équations (6.4d) et (6.4c)

deviennent R .
. Ru E . R H

Up =1 et dp =1 5 (6.10)
En éliminant 4p et dps a l'aide de (6.10) dans (6.4a) et (6.4b), il vient
tr @ Q21
IO UH — s =0,
€0
A 6.11)
¢ 021 (
—i 22 ’“UE+< m By —A)aHzo.
Ho A

ou 1, est le fonction indicatrice de R,. Pour exprimer @iz en fonction de @ty dans la deuxieme
équation de (6.11), il faut maintenant supposer que A # +££2,,. Examinons également ce cas
particulier.
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Cas ou A\ = £}, :

On obtient de la deuxiéme équation de (6.11) que roty iy = 0 dans R,. Ainsi, le champ
électrique g est nul dans Ry (matériau de Drude). Il en est de méme pour up avec (6.10). Du
c6té du diélectrique (R_), on tire des deux équations de (6.11) et de la condition de transmission
a l'interface sur g que

dip (k? 02 )ip = 0 R
— — £ Ugp = sur _
122 0 H0 %om JUE ’ (6.12)

Cherchons encore des solutions de (6.4) dans D(A). L’équation (6.12) n’admettant pas de
solution dans H'(R_), il en résulte que g = 0 dans R_. On déduit alors de la deuxi¢me
équation de (6.11) que g = 0 sur R_.

Revenons maintenant au cas du champ magnétique dans le matériau de Drude (R ). En injectant
la nullité du champ électrique dans la premiere équation de (6.11) et en utilisant la condition de
transmission a U'interface vérifiée par le champ magnétique @y (qui est nul sur R_), il s’ensuit :

roty g = 0, dans R,

Soit, X
g = ngg et Uy = +i QMZ) avec gE € Hé(RJr).
En conclusion, on obtient que :
N T
K N . I . Vk ¢ " 1
er(Ay F Q) =< (0, IIV, ¢, 0, i q , o€ Hy(Ry) p. (6.13)

4+, sont donc également des valeurs propres de multiplicité infinie de Ay.

Casou A ¢ {—Q, 0,Q,,,} ¢

Nous posons :
2

Qe
E(Iv)\)zg() 1_ﬁ]lR+(x) )

plz, A) = po (1 - gf; Ir, (fﬁ)) :

Les équations (6.11) s’écrivent alors de fagon équivalente :

(6.14)

. I‘Otk ﬁH

Comme pu(-, A) # 0 (car A # ££2,,,), il vient que :

I‘OtkﬁE 9 N
t —Xe(, A =0
rotg (M(_’)\) ) e(-,A) g )

—1 I‘Otk ﬂE

(6.15)

Uy =
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Ainsi, d’apres (6.10) et (6.15) :
U = Vi, (6.16)

ot 'opérateur Vy ; est formellement * défini par :

(6.17)

N N —irotkﬁE RﬁE RrotkﬁE
Vartp = |Ug,

BN TN )N

Déterminer U est alors équivalent a déterminer 4ip. Ceci nous amene apres réécriture de la
premiere équation de (6.15) a résoudre 1'équation différentielle scalaire, dite de Sturm-Liouville,
suivante :

d [ 1 dag L e
_dx<u(-,)\) dx>+u(.,A><’f A e( Nu(-, A)ig =0, (6.18)

Une telle fonction i vérifie les conditions de transmission a l'interface :

. 1 dig
=0 = t —_— = 0.
[Ug|s=0 =0 e [M('u)\) g L ) 0

Notons que nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 6.3.1 Soit A € R\ {—Q,,,0,Q,,}, on a alors les deuz assertions suivantes :
1. g € H'(R) est solution de Uéquation différentielle (6.18) si et seulement si U =V, Qg
est un vecteur propre de Ay associé a la valeur propre \.
2. Up est une solzﬂfz'on bornée de (6.18) si et seulement si U= Vax U est un vecteur propre
généralisé de Ayg.
Trouver les modes propres de Ay, est donc équivalent a trouver des solutions @g de (6.18) dans
H'(R). Nous examinerons donc dans un premier temps si (6.18) admet des solutions dans cet

espace ; si elle n’en admet pas, en cherchant ses solutions bornées, nous obtiendrons des vecteurs
propres généralisés de Ay.

Remarque 6.3.2 L’équation différentielle de Sturm-Liouville (6.18) n'est pas 'classique” au
sens ou sa partie principale dépend de facon non linéaire de la variable spectrale \. C’est une
conséquence du caractére dispersif du matériau de Drude. De plus, son coefficient : 1/u(-, \)
change de signe (du coté x > 0) selon la valeur de \. Ceci résulte encore de la présence du
matériau de Drude qui se comporte comme un matériau négatif en basses fréquences.

6.4 Coupures spectrales

Les solutions de I’équation différentielle (6.18) vérifient

2/\
d Ug
dx?

+@)\,kaE =0 surR_UR,,
ou la fonction ©, ; est constante par morceaux et définie par

O, 1(x) = Oy = k* —eopo X\ sur R_, (6.19)
’ O, =k — () pt(N) A2 sur R,

4. Le mot formel exprime ici le fait que nous ne précisons pas son domaine. Cette question sera abordée au
chapitre suivant
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eT(N) =g (1—Q2/N?) et uT(N\) = po (1—Q32,/A?) désignent ici les lois constitutives du matériau
de Drude (5.5).

Les signes de Oy, et de ©Y, vont étre cruciaux pour déterminer le comportement de i
de part et d’autre de I'interface. En effet, lorsque ©, , < 0, les solutions de (6.18) sur R_ sont
des fonctions oscillantes qui se propagent sans atténuation ; on parle alors de modes propagatifs
dans le diélectrique. Lorsque O, ; > 0, le fait de chercher des solutions @i bornées ou d’énergie
finie impose un comportement exponentiellement décroissant du c6té x < 0; on dit alors que
les modes sont évanescents dans le dié¢lectrique. Nous pouvons bien entendu effectuer le méme
commentaire avec Oy, dans le matériau de Drude. Il est donc essentiel d’étudier le signe de ces
quantités en fonction de k et de . Les lieux géométriques dans le plan (k, ), ot O}, et ©F,
s’annulent, sont appelés par la suite coupures spectrales au sens ou une apparition ou disparition
de modes se produit lors de leur traversée. Dans le lemme suivant, nous résumons toutes les
informations nécessaires pour tracer ces courbes et connaitre le signe de O3, et ©F,. La parité
en k et en A nous permet de nous restreindre aux cas ou k et A sont positifs. La démonstration
de ce lemme, qui ne reposent que sur des calculs algébriques simples, peut étre sautée lors d'une
premiere lecture. Tous ses résultats sont illustrés par la figure 6.2.

Lemme 6.4.1 Soit (k,\) € RT x RY avec k fizé, alors on a les propriétés suivantes :
1. ©5,, <0 si et seulement si A € [k/,/gouo,oo{.

2. OF; <0 si et seulement si X € |0, \(k)] U [Xa(k), 00[, Ai(k) et Ay(k) étant définies de la
maniére suivante :

= 0 < Ai(k) < Xo(k)
— A2(k) et \3(k) sont les racines du polynome
Pi(X) = —eq 10 X2+ (K + g0 10 (02 + Q2,)) X — £ 1o Q202 (6.20)
3. A\ est une fonction continue, strictement décroissante sur RY, C sur R™ dont l’image
est |0, min(Qe, 2,,)]. Quant a A, elle est strictement croissante, continue sur R et C'*

sur RY*. Elle a pour image [max(Q., Qy,),00[ et pour asymptote la droite X\ = k/\/2q jio
en k = oo.

4. Soit k. = \/Eopro Qe QU /+/Q2 + Q2,, alors on obtient les inégalités suivantes :

k
0< < M(k) < X\o(k) si k <k,
< e = ;()_ 2(k) <
0 < \(k) < < X\o(k) si k> k..
oMo

et Aa(+) me peuvent se croiser que

De plus, les coupures spectrales N\ = k/\/eo fio, Ai(+)
t Qe = Qp ot A1(0) = \y(0), d’autre

dans deux situations. D’une part, lorsque k = 0 e
part lorsque k = k. ot A\ (k.) = ke/\/Eofto-

Preuve. Le signe de O} ; se déduit immédiatement de (6.19). Par contre, pour obtenir le signe
de @j{’k, il faut effectuer un petit calcul algébrique. En effet, I'inégalité

0? 02
@Ik:/{fz—goug)?( —)\;> < —)\ZL> SO
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est équivalente aprés multiplication par A\? # 0 &
P(\) <0,

ou le polynéme P (X) qui est de degré 2 a été défini dans (6.20). En développant 1’expression
de son discriminant Ay, on obtient :

Ap =Kk 4 (g0 p10)? (2 — Q2)? + 2K%eq po (22 4+ Q2) > 0.

Ainsi Py possede deux racines réelles A;(k) et Ay(k) distinctes (a I'exception du cas k = 0 et
Q. = Q,, ou la racine est double) données par les formules suivantes :

_k2+€0/uL0(Q§+Q?2n)—VAk _k2+50N0(Qz+an)+VAk

A (k
1( ) 2¢0 f1g 2¢0 f1o

et As(k) (6.21)

Il découle du signe des coefficients de P, que ces deux racines sont strictement positives. On
peut donc définir A\ (k) = /A1(k) et Ao(k) = /As(k) avec A\i(k) < Ao(k). Il apparait alors
clairement que

O, <0 < A e]0,\(k)] U a(k), 00].

Examinons maintenant quelques propriétés des coupures spectrales : A; et Ao du matériau
de Drude. De la formule (6.21), on tire que Ay est une fonction continue sur R, C°° sur R et
strictement croissante a image dans [A2(0), klim Ao (k)[= [max (e, Qn), 0o[. 11 est également fa-

—00

cile de montrer que kh_}lrgo Xo(k) —k/\/Eopio = 0, ainsi Ay a pour asymptote la droite A = k/,/2q fio

(coupure spectrale du diélectrique) en k = oo. Quant a Ay, elle vérifie les mémes hypotheses de
régularité que X9. Elle est par contre strictement décroissante car la relation sur le produit des
racines de Py : Ai(k) Ay(k) = Q202 implique que A\ (k) = Q. Q,,/X2(k). Son image est donnée
par l'intervalle | kh_}rgo A1(k), A1(0)] =]0, min(£2, ©2y,)].

Intéressons nous maintenant & la position relative des coupures spectrales sur R*. Ont-elles
des points d’intersection 7 Remarquons a ’aide de la formule (6.21) que I'inégalité A\ (k) < Aa(k)
est toujours vérifiée a I'exception du cas €, = €2, ou A; et Ay se coupent en k£ = 0. Il est
également aisé de constater avec (6.21) que Ay(k) > k/\/€ofio- 1l nous reste donc a étudier
la position de A; par rapport a la droite A\ = k/,/g¢ jip. La stricte monotonie de ces deux
courbes et leur image sur R™ imposent qu’elles n’auront qu’un seul point d’intersection. On le
détermine en résolvant 1’équation suivante : A;(k) = k*/(go o) dont I'unique solution sur R

est ke = /Eotto Qe Qi /1/22 + Q2. On en conclut que d'une part pour k < k., A1 (k) > k/\/0 o
et que d’autre part pour k > k., A\i(k) < k/\/E0 fto- [ ]

Regardons séparément ce qui se passe de chaque coté de l'interface. On obtient alors les
coupures spectrales données par la figure 6.1. On observe que le diélectrique possede une coupure
spectrale : la droite A = k/,/€q 1o qui définit deux zones spectrales dans le quart de plan qui
régissent le comportement des modes. En effet, ces derniers sont propagatifs au-dessus de cette
droite et évanescents en-dessous. En ce qui concerne le matériau de Drude, il possede deux
coupures spectrales : A1 (+) et Ao(+) qui définissent trois zones spectrales. Au-dessus de la courbe
As(+), zone ou il se comporte comme un diélectrique (car le fait que A soit strictement supérieur a
max (2, ,,) implique que e(\) et () sont strictement positifs), les modes sont propagatifs.
Il sont également propagatifs en-dessous de la courbe A;(+), ot il se comporte par contre comme
un NIM, c’est & dire un métamatériau de permittivité e*(\) et perméabilité p* () strictement
négatives (car A est strictement inférieur a min(€, 2,,) dans cette partie du quart de plan).
Entre ces deux courbes, les modes sont évanescents.
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A
CJel,>0
max(Qe, Q) Ak~
min (e, Q)
Ai(k)
k k

FIGURE 6.1 — Zones spectrales d’'un matériau homogene composé uniquement du diélectrique
(& gauche) ou du matériau de Drude (a droite)

Superposons maintenant les deux graphiques de la figure (6.1) pour obtenir les zones spec-
trales du dioptre (cf. figure 6.2). Signalons que le point d’intersection des coupures spectrales
A =k/\/E0 o et Ay, défini dans le lemme 6.4.1, est noté (k., A.). Les trois coupures spectrales :

[ ©,,<0, Gj\r,k <0
[ 65, <0, @;k >0
[ ©5,>0,0],<0

[ 05,06, >0

FIGURE 6.2 — Zones spectrales associées au dioptre

A = k/\/E0 o, A\1(+) et Ag(+) définissent alors d’apres le lemme 6.4.1 cing zones :

— A={(k,2) eRY xR [ A > Xa(k)},

- B= {(k,)\) € [0, k[xR" |

- C= {(m) e RT x (Rt \ {Q,,}) | max (Al(k), ) <A< AQ(k)},

k
VEo Mo
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k
D:{(k,)\)E]R+XR+‘0<)\<min()\1(k), ,
v/ €0 Ko

- FE= {(k, A) €)ke, 00[x (RT\ {Qn}) | M(k) < A <

)

Eofo )

Effectuons quelques petits commentaires sur ces différentes zones spectrales. Dans A et B, les
modes sont propagatifs de part et d’autre de l'interface x = 0. Ce qui distingue ces zones est le
comportement du matériau de Drude qui agit soit comme un diélectrique dans A, soit comme
un NIM dans B. Dans C', les modes sont propagatifs dans le diélectrique et évanescents dans
le matériau de Drude. Dans D, la situation est inversée : ils sont propagatifs dans le matériau
de Drude alors qu’ils sont évanescents dans le diélectrique. Notons que le matériau de Drude se
comporte ici également comme un NIM. Enfin dans F ils sont évanescents de part et d’autre
de l'interface.

6.5 Expression des éléments propres de 'opérateur réduit

Une base canonique de solutions de ’équation de Sturm-Liouville

Nous allons maintenant introduire une base particuliere de solutions de 1’équation différen-
tielle (6.18). A cette fin, nous définissons la fonction (de x) constante par morceaux

9)\,]4(56) = 1/@)\’]4(5(?), (622)

dont les valeurs de part et d’autre de I'interface sont Gik = @ik. Ici /- désigne la détermina-
tion suivante de la racine d’'un nombre complexe z € C :
Vz = ]z|% e'82/2 i argz € [—m, 7. (6.23)

Notons que cette maniere de définir la racine implique d’une part que c’est une fonction
holomorphe sur C \ R~ et d’autre part que nous l'avons prolongée sur la coupure R~ par sa
limite depuis le demi-plan inférienr C_ = {z | Im(z) < 0}. Il s’ensuit que la racine d’un réel

1 , : . o
négatif = est égal a —i |x|2. Introduisons les fonctions suivantes définies sur R :

C)\yk(ﬂﬁ) Ch(@)\’k<l’) l’)
Bak(z) = = | plz, \)sh(@,(z)z) |- (6.24)
S/\,k($) 9)\,1:(35)

Elles forment une base canonique de solutions de (6.18), au sens ou

1 dC)\k
0)=1 et — : 0)=0
CAJC( ) e ,u(a)‘) dz ( ) )
1 dS)\k
= t —_— ’ - ]_
S)\,k(0> 0 e M(’)\) dx (O>

Affranchissons nous, pour un court instant, de I’hypothése qui suppose que @ doit étre H'(R)
ou bornée. Dans ce cas, toute solution de (6.18) est une combinaison linéaire de ¢y et sy, ce
que 'on écrira

~ T N 2

Up = (ar k1, xk2) Bag ol (axp1, axg2) € C (6.25)

Dans chaque zone spectrale, notre but (cf. proposition 6.3.1) est maintenant de chercher parmi
les fonctions @iz données par la relation (6.25) celles qui sont H'(R), puis s’il n’y en pas, celles
qui sont bornées.
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Expression des éléments propres dans les différentes zones spectrales

Nous allons expliciter la forme de ig dans les zones A, B, C'; D et E décrites par la figure 6.2.
Remarquons au préalable que dans A, B, C' ou D un des coefficients @ik est strictement négatif,
ce qui induit un comportement oscillant des solutions (6.25) d’un ou des deux c6tés de l'interface
x = 0. [ n’y a donc pas de solutions H!(R) et par conséquent de vecteurs propres dans ces zones.
Nous chercherons dans ce cas des vecteurs propres généralisés et donc des solutions bornées de
(6.18). De méme, nous constatons que sur 'les coupures spectrales', I'un des parametre @ik
s’annulant (voire les deux en (k., A.)), les solutions de (6.18) sont affines d'un c6té de l'interface.
Il n’y a ainsi pas de solutions d’énergie finie et donc de vecteurs propres sur ces courbes. Enfin
dans E, nous avons noté que les solutions de (6.18) devaient étre évanescentes de part et d’autre
de l'interface et donc nécessairement H'(R). Nous rechercherons donc des vecteurs propres de
A}, dans cet ensemble. Pour des raisons didactiques, nous ne suivrons pas ’ordre alphabétique
pour énumérer leur forme dans ces différentes zones. Nous commencerons par les zones C' et D
qui, nous verrons, ne comportent qu'un seul vecteur propre généralisé.

Dans cet ensemble, O3, < 0 et ©F, > 0 (cf. figure 6.2), les fonctions définies par (6.25) sont
donc bornées et oscillantes dans le diélectrique, mais pas nécessairement bornées dans le maté-
riau de Drude ou elles s’expriment comme une combinaison linéaire de fonctions exponentielles
croissantes et décroissantes en 4+00. La combinaison (6.25) ne doit pas étre exponentiellement
croissante en +o00. Les fonctions de base By, vérifiant

LAV 1
2 +O<x2>

+ 2
205, x

B)\7k($) =

ou 6y, >0,

il résulte que les solutions bornées de (6.18) sont de la forme
Up = ayg (Cj\”k)T B avec ayy € C, (6.26)
ou C’j\ik désigne le vecteur
N 1
—pt(A)THOY,
Elles représentent ici des ondes propagatives dans le diélectrique et évanescentes dans le matériau
de Drude. A (k, ) fixé, elles engendrent un espace vectoriel de dimension un. Nous choisissons

Ux g1 = (Cik)T Bk

(en omettant I'indice F pour alléger les notations) pour représenter cet espace dans notre famille
modale. Son expression développée est donnée par :

Ay e_eikz—f—B)\kl 69):]“36 six <0,
Ux k1= T Y 6.28
1 e RiT sixz >0, e
B ()71 Q,J\r,k + ot Ak - ) e)J\r,k + o O\ k
avec A)\,k,l = e et B)\,k,l = e .
2 g 0/\,kz 2 g 9A,k

Rappelons que dans ces expressions
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Dans cet ensemble Oy, > 0 et ©F, < 0 (cf. figure 6.2), les fonctions définies par (6.25) ont donc
un comportement similaire a celui de ’ensemble C en échangeant la role du diélectrique et du
matériau de Drude. Pour que la combinaison linéaire donnée par (6.25) ne soit pas exponentiel-
lement croissante en —oo, il est facile de vérifier qu’on doit avoir similairement a (6.26) :

g = axk (C;k)—r B)"k avec ajk € C, (629)

ou le vecteur de CYy  est donné par :
Cy. = : (6.30)

Ce sont des ondes évanescentes dans le diélectrique et propagatives dans le matériau de Drude.
A (k,\) fixé, elles engendrent encore un espace vectoriel de dimension un. Nous choisissons

k1= (Cip) Bag(z)

donnée par
0y, x

A erET st o <0, (6.31)
Uk, -1 = .
A/\Jg,_l e Gi,kw + B/\,]@_l 60;’“3C sixz >0,
N0, — pgtoy T)TLOY L+ gt Oy
avec Ayp_1 = () MNe T Moo Uagk et Byp_1 = (A MNe T Moo Uagk (6.32)

2pH(N)71 O34 2pt(N)T O

pour représenter cet espace dans notre famille modale. Notons que dans ces formules

— + . +

’ZonesAetB:‘

Dans ces ensembles Oy, et O, sont strictement négatifs (cf. figure 6.2). Ainsi, les solutions
de (6.18) définies par (6.25) sont des fonctions oscillantes bornées dans le diélectrique et dans
le matériau de Drude et donc bornées sur R. Elles représentent des ondes propagatives de
part et d’autre de 'interface. Remarquons que a (k, \) fixé, elles engendrent un espace vecto-
riel de dimension deux. Une maniere de choisir alors une base particuliere, que nous notons
(U g —1,Tx k1), de cet espace est d'interpréter les solutions ig en termes d’ondes progressives

de fréquence A : Re(dp(z) e**"). En utilisant le fait que 65, = —i ‘Gfk’ dans ces zones, on peut
exprimer, de part et d’autre de l'interface cyj et sy en fonction de ei|9ik|x et e*i|9ik|x. Les
fonctions 1y x,; sont donc une superposition d’ondes entrantes et sortantes. Une fagon parti-
culiere de sélectionner notre base (a un coefficient de normalisation pres) consiste a rechercher
des @y  ;, j = £1 qui ne possedent soit pas de composante entrante, soit pas de composante
sortante d’un c6té ou de 'autre de l'interface. On peut ainsi choisir dans la zone A la base de
solutions suivante :

Urn1 = (C3) Bag et @ng—1=(Cip) Bage (6.33)
Par contre dans la zone B, nous formons notre base en prenant

ﬁ)\7k71 = (C;\ik)—r B)\,k et ﬁ,\7k,_1 = (C;7k)—r B)\,k. (6.34)
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Les expressions développées (6.33) et (6.34) de @5 x,1 et (6.33) de @y x, —1 sont identiques a celles
définies en (6.28) et (6.31), insistons par contre sur le fait que dans ces zones :

Quant a la fonction @y j, _1, elle prend dans la zone B l'allure suivante :

9 .
et st <0,

UA7]€,_1 = (635)

_ot ' .
Byg—1 € FT 4 Ay enkt stz >0,

ou les coefficients By —1 et Ay —1 ont été introduits en (6.32).

Ici, ©5, > 0 et ©F, > 0, les fonctions définies par (6.25) sont donc des combinaisons d’exponen-
tielles croissantes et décroissantes de part et d’autre de 'interface. Afin d’assurer le caractere
borné et méme H'(IR) des solutions en 400, il faut que iy vérifie

ﬁE = Az (C)_\’k)—r B)‘,k(x) = b)\,k (C;k)—r B)‘,k(l‘) ou Q) k et b)\,k c (C, (636)

ou Cy, et Cy, sont respectivement définis en (6.27) et (6.30). L’équation (6.18) admet donc
des solutions non triviales si et seulement si axx (Cyy)" = bax(CY,)", ce qui implique que
ayy = by et

po'! Ok = —put )™ e)tk' (6.37)

Nous sommes donc amenés a chercher des couples (k, A\) dans E vérifiant la relation de dispersion
(6.37). A cette fin, nous énongons le lemme suivant dont la démonstration peut étre également
sautée lors d’une premiere lecture.

Lemme 6.5.1 L’équation (6.37) admet dans l’ensemble E a k fixé un unique couple solution
(k, \p(k)). De plus, la courbe A, est C*° sur |k.,00[. Sa monotonie et son image dépendent des
parametres (), et Q,,. Elles sont décrites par les assertions suivantes :

= 51 Q< Qe, A\, est une fonction strictement décroissante dont l'image est lintervalle
Ae, U /V2[. Elle a pour asymptote la droite X = Q,,/v/2 en k = occ.

=5t Qn, > Qc, A, est une fonction strictement croissante dont l'image est lintervalle
190m/V2, X[ Elle a également pour asymptote la droite X = Q,,,/+/2 en k = oo.

=51y =0, Ay = A = Qm/ﬂ est une fonction constante.

Preuve. Soit (k,\) € E. Montrons tout d’abord que 1’équation (6.37), n’admet pas de solution
si A > Q,,. En effet, dans ce cas, on constate que g Oy, > 0 alors que —put(N)! 9;,6 <0, ce
qui est contradictoire avec g Ok =— pt(A)1 HIk. Nous nous restreignons donc a des couples
(k,\) € E avec A < ,,,. Dans cet ensemble, on obtient 1’équivalence :

1! Oy i+ pt) e)tk =0 <= (" eik)z —(ptN)! H)tk)2 =0, (6.38)

(car le terme 415 ' 05, —p(A) 7105, > 0 car (X)) < 0 pour A < €,,). En multipliant maintenant
la seconde équation de (6.38) par u™(A)2A* # 0 et en développant I'expression résultante, il
vient :

go o (2 — Q2N+ Q2, (27 — g0 po(Q2 — Q1)) N — k2, = 0. (6.39)
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Ainsi, en posant X = A2, on est amené a calculer les racines du polyndme suivant :
Qr(X) = o o (4 — Q) X* + 7, (%2 — &0 p10(Q22 — an)) X — K Q. (6.40)

e Lorsque €2, # €),,, le polyndéme @}, est du second degré. Son discriminant Ay s’écrit apres
simplification :
Ak = an (4 /{?4 + (50 Mo (Qg — Q?,,l))Z) .

Ay est donc strictement positif sur E. Il s’ensuit que les deux racines de Q, sont réelles et
données par :

02 k2 ()2 kA4 1
l< ) 2 + €o to (97271 - Qg) " (80 Mo (Q?n - Qg))2 * 4
(6.41)
02 k? Q2 k! 1
t Xo(k) = -2 m 02 -,
¢ 2(F) 2 + go o (922, — Q2?) o (€0 po (27, — €22))? " 4

Nous devons maintenant examiner les racines de (6.41) pour déterminer celles qui sont le carré
d’un A vérifiant (k,\) € E et A < Q,,,. A cette fin, nous devons distinguer les deux cas : £2,,, < Q.
et Q,, > Q..

e Supposons que €2, < €2.. Les signes des coefficients dominant et constant de ), sont alors
opposés, les racines de @y sont donc de signe contraire. Il en découle que X;(k) < 0 < Xo(k).
Nous pouvons donc éliminer la racine X;. Etudions le sens de variation de la fonction C® /X5
sur lintervalle Jk.,oo[. En dérivant X,, il est aisé de montrer que X}(k) < 0. v/X; est donc
une fonction strictement décroissante. Calculons ses limites. Le couple (k., A.) étant solution de

(6.37) car Q/Q—Lk = 0 (cf. lemme 6.4.1), on a donc nécessairement / Xs(k.) = A.. Un petit calcul
conduit & kh_)rgo Xo(k) = Q,,/V/2. Ainsi 'image de la fonction /X, sur l'intervalle ]k, oo[ est
190m/V2, X[ (avec A, < Q). Nous devons enfin montrer que (k, \/M) € E, c’est-a-dire que
(k) < \/m < k/\/g0 fto pour tout k €]k.,00[. A cette fin, remarquons d’abord que pour
k assez grand, la courbe /X, entre donc dans la zone E car 0 = kh_)rrolo A (k) < kh_)rgo Xo(k) =
Qn/V2 < ’}Lralo k/\/€olto = oo. De plus, pour k > k., elle ne peut pas en sortir. En effet, la

courbe /X, ne peut pas croiser les coupures spectrales Ay et k — k/\/2q fto sur ]k, oo car
d’apres 'équation (6.37), cela forcerait Oyr €t 0y, a étre simultanément nulles, ce qui n’est
possible d’apres le lemme 6.4.1 qu’en k = k, : point d’intersection de ces courbes. /X, est
donc contenue dans E pour k €]k, co[. La courbe A, = /X5 est alors le lieu géométrique des
solutions de (6.37).

e Supposons maintenant que ,, > €.. On observe alors que Xy(k) > Q2. /X, n’est donc
jamais solution (6.37). En considérant, la fonction C* /X sur l'intervalle ]k, oo[, on montre-
rait par un raisonnement analogue au cas €2, < €2, que c’est une fonction qui est strictement
croissante, dont l'image est l'intervalle |\, Q,,/v2[. On conclurait de méme que la courbe
A, = VX1, contenue dans F, est le lieu géométrique des solutions de (6.37).

e Afin d’achever cette démonstration, traitons le cas particulier €2, = €Q,,. Ici, I’équation
(6.39) prend la forme triviale 2A? = Q2. Ainsi, la droite constante \, = Q,,/v/2 = A, sur
|k., 00| donne le lieu géométrique des solutions de (6.37). n

L’équation différentielle (6.18) admet alors des solutions H'(R) si et seulement si le couple
(k,\) € E est sur la courbe décrite par {(k, \,(k)), k €lk.,o0[}, appelée courbe de dispersion.
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Pour un tel couple (k, \,(k)), ces solutions sont données par la formule (6.36). Elles engendrent
un espace de dimension 1. Ce sont des ondes évanescentes de part et d’autre de I'interface. Pour
représenter cet espace, nous choisissons la fonction

A B T e g g < 0,
Uy, 60 = (C3 i) Bty = | _pv . (6.42)
e MEET g x> 0.

On peut alors conclure ce paragraphe en explicitant notre famille modale a 'aide de la
relation (6.17). Ainsi, dans A, B, C' et D une base de vecteurs propres généralisés est donnée
par :

Wik, = Varlngj, VJ € Iak

ou Jyr = {—1}, {1} et {—1,1} selon les zones spectrales. Enfin dans la zone £,

~

W, (k) k1 = Yk U, k), k1 € D(Ay),

est un vecteur propre de 'opérateur Ay, pour la valeur propre de multiplicité un A,(k) . Classi-
quement en physique, de tels modes propres sont dénommés plasmons de surface dans la mesure
ou ils sont localisés spatialement au voisinage de 'interface x = 0.

Remarque 6.5.2 La connaissance des modes propres sur le quart de plan RT x R est suffi-
sante. En effet, la parité en k et X\ de la premiére composante (liée au champ électrique) des
modes propres, ainsi que la formule (6.16) prolongent leur expression au plan tout entier.

A Taide de la remarque 6.5.2, I’étude de ce chapitre peut se résumer aux trois figures 6.3,
6.4 et 6.5 qui décrivent le comportement des modes propres de A, dans chaque région du quart
de plan R x R pour les trois configurations suivantes : Q,, < Q., ,, = Q. et Q,, > Q..

A [ 65, <0,05,<0
[ 65, <0,05,>0
[ 65,>0,00,<0

[ 1 65,>005,>0

FI1GURE 6.3 — Coupures spectrales et courbe de dispersion : cas €, < {2,
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] 05, <0,05,<0
[ 65, <0, @Ik >0
[ ©5,>0,0{,<0

[ 05, >0,05,>0

ke R

FIGURE 6.4 — Coupures spectrales et courbe de dispersion : cas €2, = €2,

[ 9, <0, Qj\r,k <0
[ 6,,<0,0,>0
[ ©5,>0,0],<0

[ 165,>005,>0

ke k

FI1GURE 6.5 — Coupures spectrales et courbe de dispersion : cas €2, > {2,



CHAPITRE SEPT

DECOMPOSITION SPECTRALE DE
L’OPERATEUR DE SCHRODINGER

Sommaire
7.1 Théorie spectrale de 'opérateur réduit A v v i i 114
7.1.1 Calcul de la résolvante de Ay, . . . . o o oo 114
7.1.2 Fonction de Green de I’équation de Sturm-Liouville. . . . . . . .. .. 118
7.1.3 Famille spectrale de I'opérateur Ak .................... 122
7.1.4 Diagonalisation de 'opérateur réduit . . . . . . . . .. ... ... ... 138
7.2 Théorie spectrale de 'opérateur de Schrédinger . . . . . . ... .. 145
7.2.1 De la théorie spectrale de Ak acelle A . ... o0 145
7.2.2 Famille modale de 'opérateur de Schrédinger . . . . . . . . .. .. .. 145
7.2.3 Diagonalisation de I'opérateur de Schrédinger . . . . . . . .. ... .. 150
7.3 Annexe : un peu de théorie spectrale . . ... ... ......... 155
7.3.1 Résolvante et spectre d'un opérateur auto-adjoint . . . . . . ... . .. 155
7.3.2 Le théoréeme spectral . . . . . . . . ... Lo 156
7.3.3 Décomposition de la mesure spectrale . . . .. ... ... ... ... 159
7.3.4 Opérateurs décomposables . . . . . . . .. ..o 160

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit I'allure et le comportement d’'une famille mo-
dale associée a I’équation de Schrodinger (5.15). Néanmoins, nous n’avons pas pu donner un sens
mathématique au terme décomposition modale. En effet, nous n’avons pas extrait une famille
modale "normalisée" complete sur laquelle se décomposerait a chaque instant toute solution
de (5.15). Dans ce chapitre qui constitue le coeur de cette deuxieéme partie, nous cherchons a
établir de fagon rigoureuse une telle décomposition. Dans ce but, nous devons utiliser un cadre
mathématique : la théorie spectrale d’un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert sur
lequel s’appuie une décomposition modale. De plus, en introduisant le concept d’opérateur dé-
composable, la théorie spectrale nous permet également d’établir de fagon rigoureuse le lien
entre 'opérateur de Schrodinger A et la famille d’opérateurs réduits Ay

Dans un tel cadre, suivant la démarche développée par [113, 117] pour étudier la propagation
des ondes dans les milieux stratifiés, nous établirons dans un premier temps une décomposition
modale des opérateurs Ay Puis, a partir de celle-ci, nous construirons une transformation uni-
taire Uy, permettant de diagonaliser Ay.. Nous montrerons qu’a l'aide de la notion d’opérateur
décomposable, il est aisé de transférer a 'opérateur A les résultats obtenus sur la famille d’opé-
rateurs réduits Ay. Notons enfin que tout au long de ce chapitre, nous nous réfererons a son
annexe qui résume les différentes notions de théorie spectrale utilisées.
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7.1 Théorie spectrale de 'opérateur réduit Ay

Cette partie est ici dédiée a la théorie spectrale de I'opérateur auto-adjoint A, défini en
(6.6). Son objectif est de construire une transformation unitaire qui permet de le diagonaliser.
A cette fin, la premiere étape consiste a obtenir la décomposition spectrale de cet opérateur en
calculant la famille spectrale I@k() qui lui est associée par le théoreme spectral 7.3.6. Dans ce
but, nous allons appliquer la formule de Stone (cf. proposition 7.3.10) :

Ek(])u = _—1 lim lim Ri(¢Q)ud¢, Yu € H,

20T =0t 60t JC, 5(I)

ot Rp(¢) := (Ay — ¢)~! et I sont respectivement la résolvante de A, et un intervalle de R.

7.1.1 Calcul de la résolvante de A,

La formule de Stone nécessitant de connaitre la résolvante de A, au voisinage de I'axe réel,
nous allons déterminer son expression. A cette fin, définissons au préalable les fonctions (-, ()
et u(+,¢) pour des valeurs de ¢ complexes non nulles :

5@3’0:60( L >>,
u(%()zm( % 1g, (z )>‘ (7.1)

Elles constituent un prolongement de (-, \) et u(-, A) exprimées en (6.14) pour A réel.
Soient F' € #, ¢ € C\Ret k € R. Exprimer la résolvante sous la forme U = R,(OF
équivaut a chercher U appartenant a D(Ak) solution de

(A, —QU=F. (7.2)

D’apres la définition (6.6) de Ay, I équation (7.2) prend la forme du systéme suivant :

ty U ~
i (m :“H - anap> — Cip = fr, (7.3a)
0
—rot.. 1 ~
; < I‘OMk: ug anH’lAl/M> — Ctyg = fu, (7.3b)
0
iRig — Clp = fp, (7.3¢)
iR — Cnr = fur, (7.3d)

ott l'inconnue U := (ig, G, Up, Gpr) € D(Ak) et la donnée F' = (fE, fH, fp, fM) eH.
Tout comme dans le calcul des modes propres de I'opérateur réduit Ay, dans le chapitre précédent,
nous allons ramener le calcul de la résolvante ﬁ’k(C ) a la résolution d’une équation scalaire sur
le champ 4. Dans cette optique, nous devons exprimer toutes les autres inconnues en fonction
de Ug et de la donnée F' . Tout d’abord, afin d’éliminer up et @ps des équations (7.3a) et (7.3b),
réécrivons les égalités (7.3c) et (7.3d) de la maniere suivante :

ZR?:LE fp N ZR’LLH f7M
¢ ¢

(7.4)
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En remplagant a ’aide de (7.4) @ps dans (7.3b), il vient :

QQ —1 I‘Otk ﬁE A ZQz HfM
g<1—m]1 )u = E faqpm M
CZ R4 H Lo H C

Soit : R ) R
N —iroty iy pofm | ipo S0 I fur

_ i 7.

BHET00C  HGOC T Ao (7:5)

ou pu(+,¢) est donnée en (7.1). On peut désormais a I'aide des équations (7.4) et (7.5) exprimer
s en fonction de g :

. Rrotyig _ moRfH B MOfM
T O T B YR VoY (79)

Les inconnues @, Up et Gy sont maintenant explicitées par les formules (7.5), (7.4) et (7.6)
en fonction de Ug et de la donnée F'. Afin de déduire une équation scalaire sur g, il nous faut

encore éliminer dans (7.3a) @y et 4p. Dans cette optique, multiplions (7.3a) par o ( # 0 et
remplagons @y a l'aide de (7.5). Il s’ensuit que :

-
roty (ro ’““E> i Q2 ¢ Map — g0 g
2

=€y CfE + 2',u0 rotk (u{?{)) —+ IUOCQm rOtk (E‘Tg) . (77)

Puis, en substituant 4p avec (7.4), il découle de (7.7) I’équation différentielle, dite de Sturm-
Liouville,

d 1 dQALE 1 2 2 . . @
-t (g ) + g0 - e nt ot

A~ A 2 f
=¢e0(fE + 1 pgroty (M{i)> —ieg Q¢TI fp + ,uoélm roty, (Efg) , (7.8)

ou &(+,¢) est définie en (7.1). Dans le but de réécrire le second membre de cette équation,
définissons 'opérateur

SCJ'C c H — H_l(R>
(fe. fu. fr. fur) — eofe+ ZéLOAI"Otk (N{i)) ) (7.9)
—igo Q2 Hcfp + Mog?m rotg <H<]’c]g‘;) :

L’opérateur rot; étant borné de L*(R) dans H~'(R), I'opérateur S, ainsi défini est borné.
L’équation de Sturm-Liouville (7.8) devient alors :

d 1 dag 1 2 2 . & g
- ) g - et Ont s = BB @10

Montrons que cette équation différentielle est bien posée en énoncant le lemme suivant.
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Lemme 7.1.1 Soient f € H'(R), ¢ € C\R et k € R, alors léquation de Sturm-Liouville :

d/ 1 da RN

admet une unique solution @ € H'(R). De plus :

@C,k: H_l(R> — H1<R)

A
A

f — U

(7.12)

est un opérateur borné dont l'adjoint pour le crochet de dualité (-,-) g1 (), 1 (r) est l'opérateur

C

Zik .

Preuve. De manieére classique, on montre que résoudre I’équation de Sturm-Liouville (7.11) est
équivalent au probleme variationnel suivant :

Trouver & € H'(R) tel que b x(@,0) = (f, 0) g1y, w1 (), V0 € H'(R),

ou
N 1 da do 1 R
bC,k( 7U> - /]R H(,C)a @ + Iu(’ C) (k2 - <26('7 C)M(7C))u

est une forme sesquilinéaire continue sur H(R)2 et (f,-) H-1(R), g1 (r) définit une forme linéaire
continue sur H'(R). Prouvons que la forme b est coercive et la démonstration du lemme
découlera alors d’une simple application du théoréme de Lax-Millgram. Soit 4 € H*(R), on a

dx

|

1 (|daf
e = [ (dx . k2|ar2) Qi da], (713)
avec . - Q2 1, (2
w(-,¢) =g ( 2 — le ]l]f;‘z ) et —(e(- () = eo( Ig, — ¢?). (7.14)

De (7.14), on tire que Im(1/u(+,¢)) et Im(—¢?&(+,¢)) sont du signe de —Im(¢?). 1l s’ensuit avec
(7.13) que :

[bes(it, )] > [Tm b (i1, )] > Cy (| Vall2eg, ) + 1l 2m) (7.15)
_1Q2 I 2
ou C} = min <HJO |C2m—| (ﬂ;(? )|,€o 02 ]Im((%\) >0, silm(¢?) #0.

e Traitons alors en premier lieu le cas Im(¢?) # 0. Compte tenu de l'inégalité (7.15), pour
obtenir la coercivité de b¢, il nous suffit de minorer le terme |b (@, @)| par Cs HV@H%Q(K) avec
C5 > 0. Dans ce but, choisissons e'? € C tel que Re(e??¢?) = 0 (par exemple €' = i(2/|¢?|),
on obtient alors d’apres (7.14) que

i —1|,14 ‘
Re <,u?-,§)> — E(; lgg%jij:ﬁl et Re(—e'P¢%e(-, () = 2002 1g, cos(B). (7.16)

Ainsi avec (7.13) et (7.16), il découle que

[be(@, )| = e be(@, @)| > [Re(e'” be (@, @) > Col| Villra@_), ot Co = pg'|¢[*[cos(8)] >0,
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(car Re(eP¢?) = cos(B)Re(¢?) — sin(B8)Im(¢?) = 0 et Im(¢?) # 0 impliquent que cos(3) # 0).

e Traitons maintenant le cas Im(¢?) = 0. Comme ¢ € C\ R, il vient ( = i\, A € R*. 1
résulte alors que

1 o X 2 2 2
00 (202 1y, et — (7 e(+,() = (2 L, + A%).
) m +

On déduit finalement avec (7.13) que
|b<,k(Aaa)| > Cs HQH%P(RV ou (3= min(ﬂal/\2/()\2 + an% 50/\2) > 0.

Enfin, I’égalité (@Ck)* = @Z . découle immédiatement de la relation suivante sur les formes
bilinéaires :
be i (u,v) = b (v, u),  Vu, v € H'(R).

[ ]
L’équation (7.10) se réécrit donc a 'aide du lemme 7.1.1 sous la forme :
iy = C@C,k chk F avec Up € H1<R) (717)
Définissons maintenant d’une part 'opérateur
Ver: HY(R) — H
N — (A —?;I'OtkaE RﬁE RI‘OtkaE> (718)
Ug Ug, y 9

qui est un prolongement de WA’,\,k, défini en (6.17) pour X réel, a des valeurs de ¢ complexes et
d’autre part I'opérateur T¢y : H — H ol

0 0 0 0
V]Al-a - M(aC)C B N(ag) CQ . 7
o 0 Loy (7-19)
0 —ip % R —Ho
M(ag) C2 M(?C)C

11 découle alors des équations (7.4), (7.5), (7.6) et (7.17) la relation :
U = (Ter+ ¢ Ve ConSea) F,
et la proposition suivante :

Proposition 7.1.2 Soient ( € C\R et k € R, la résolvante de Ay, opérateur borné de H dans
H, a pour expression :
Ri(¢) = Ter + (Ve Cer S i,

ot les opérateurs Ty, Ve, Cen et Scy sont respectivement définis en (7.19), (7.18), (7.12) et
(7.9).
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Remarque 7.1.3 Intéressons nous ici auzx adjoints des opérateurs intervenant dans l’expression
de la résolvante Ry(C). On montre facilement que

A

(Tc,k U7 V)?:L - (07’]&%71C ‘7)7:[, Vﬁ, ‘A/ S 7‘2

et que

Sk U, 0p) g-1(), o (w) = (U»vz,k ip)g, YU, 05) € H x H'(R). (7.20)
Ainsi les adjoints des opérateurs ']AI‘C,k et Sc,k sont donnés par les relations :
Tgk: = Tgk et Sgk = VE,k' (7.21)

Lopérateur Cc . satisfaisant d’aprés le lemme (7.1.1) : @Zk = @EJW on retrouve alors avec (7.20)

et (7.21) la propriété classique }?k(C)* = ]:Ek(Z) sur la résolvante d’un opérateur auto-adjoint.

7.1.2 Fonction de Green de ’équation de Sturm-Liouville

Avant d’appliquer la formule de Stone, nous cherchons maintenant a trouver une forme plus
exploitable de la résolvante en explicitant 'opérateur C;; dans la formule (7.1.1). Dans cette
optique, calculons la fonction de Green gy associée a I'équation de Sturm-Liouville (7.11).

L’opérateur C;; prendra ainsi la forme d’un opérateur & noyau*
¢

Cgkf /g(kfy r)dz.

La fonction de Green g est définie de la maniere suivante : pour tout y € R*, ¢ x(-,y) est
I'unique solution dans H'(R) (cf. lemme 7.1.1) de

_2 1 ag(ﬁ('?@/) 1 2 28 ) ) R . _
O <M(.,g) o >+u(.,g)(k el Qu€))ger(y) = oy (7.22)

ot 6, € H'(R) est la masse de Dirac placée en y. Nous nous contentons dans un premier temps
de résumer son expression dans la proposition suivante, que nous justifierons par la suite par
un petit calcul. L’énoncé de cette proposition fait intervenir les notations : ©¢ x(-), 0¢ x(), Be .k,
C{} et C7,, définies au chapitre précédent respectivement en (6.19), (6.22), (6.24), (6.27) et
(6.30) pour A réel et qui sont ici étendues a des valeurs de ¢ complexes. Pour plus de lisibilité,
nous les rappelons ici :

— La fonction O, (-) est exprimée par :

o=k —eopoC® sur R_,
@Zk:k2_5+(<)ﬂ+<g)<2 sur Ry,

olt £%(¢) = eo(1 — Q2/C?) et u*(¢) = po(1 — Q. /¢?);

®§,k =

— Oc k(1) = /Ock(-) (la racine complexe ayant été définie en (6.23)). Ses valeurs de part et
d’autre de l'interface sont 9§ = ‘/@C i

1. L’écriture sous forme intégrale étant valable pour des sources f dans L2(R), pour des seconds membres
moins réguliers dans H~1(R), il faudrait remplacer lintégrale par un crochet de dualité : (Cepf)(y) =

<f7gC,k('7y)>H7

L(R),H(R)
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— Les fonctions

C<7k(;€) Ch(9C7k(I) ZL’)
Be(z) := @) = | w(z,¢)sh(Ocp(z)z)
SOk Oc.x()

forment une base de solutions de I’équation différentielle (7.22) sans second membre. Cette
base est canonique, au sens ou

1 dCCk
cer(0)=1 et —_— : 0)=0,
Qk( ) M('a ) dz ( )

1 d
Sg,k(O) =0 et Dok

W0 ) 0=

~ Les vecteurs C{ et Cg, sont donnés par :
Cor=1p" 0" et ChH =1, —p* ()7 65,)" 7.23
Ck (1, o C,k) € Ck (1, = (¢) g,k) . (7.23)

Proposition 7.1.4 Soient ( € C\ R et k € R, La fonction de Green §cj de l'équation de
Sturm-Liouville (7.11) s’exprime sous la forme :

den(,y) = Ber(@)" Genlz,y) Ber(y),

Gc,k(ﬂf, y) étant une matrice carrée de taille 2 constante de part et d’autre de la diagonale x =y :

. B T ,
Gg,k = ¢k Cc,k (Cz_k) stx <y,

@c,k(%y) =1L
sz =acg CZ,C (Cl’ak)T six >y,

(7.24)

0U ag = (m?l@;k +ut ()05

Afin de démontrer cette proposition, nous allons résoudre ’équation (7.22) en suivant la
démarche proposée dans [63]. D’apres (7.22), pour tout y € R*, la fonction de Green §¢ (-, v)
est solution de

0 9 ()

812 + ®Z|:7k; gc,k’('7 y) = 5?/

séparément sur z > 0 et x < 0 et satisfait les conditions de transmissions :

. _ 1 0gcx(-,y) _
G¢ k(s 9)]a=0 = 0 et lu(-,é) Cax LZO = 0.

On en déduit en particulier que de part et d’autre de la diagonale x = y, g¢x(-,y) s’exprime
comme une combinaison linéaire des fonctions de base B définies en (6.25). Ainsi,

(aC,k,l(?/)a agkp(y))T Ber(z) siz <y,
+k,l(y)a aZk,z(y))T Bex(z) siz >y,

)

Jer(@,y) = (7.25)

ol (at,1(y); atro(y) € C2 ger(- y) € H'(R), la combinaison linéaire (7.25) ne doit donc pas
étre exponentiellement croissante lorsque |z| — oo. Pour obtenir le comportement de B¢y en
400, il est nécessaire de caractériser la position de @f\fk dans le plan complexe pour obtenir des
informations sur la partie réelle de sa racine : Re(f; ). C’est 'objet du lemme suivant dont la
démonstration peut étre sautée lors d’'une premiere lecture.
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Lemme 7.1.5 Soit k € R. Ona {( € C | 6, e R}U{C e C | 6, € R"} CR. La

fonction O¢k(-) = \/Oci(-) est alors analytique en ¢ sur C\ R et vérifie (par définition de la
racine cf. (6.23)) Re(0x(-)) > 0 sur cet ensemble.

Preuve. Soit ( = x + iy € C. Résolvons d’abord de maniere algébrique les deux équations
Im(@ik) = 0 afin de déterminer les parametres ¢ pour lesquels @ik eR.

o [l est facile de vérifier que
Im(©;,;) = =20 o y. (7.26)
Ainsi,
Im(©;;) =0<+=z=0o0uy=0.
Or pour z =0 et y # 0, Re(O; ) = k* + €0 poy* > 0, I'ensemble {{ € C | O, € R™} est donc

inclus dans R.

e Examinons maintenant I’équation Im(@zk) = 0. Soit ¢ # 0, par un petit calcul, on obtient :

co 1o (€2 — )¢ — 2, )

+ g2
En prenant la partie imaginaire de @Zk dans (7.27), il vient apres factorisation :
2e0 oy
+ ) — 2 212 2 2

Ainsi d’apres (7.28),
Im(0f,)=0<=2=0 ou y=0 ou (2> +4*) = Q.

Pour conclure, montrons que si z = 0 ou (22 + y?) = Q.Q,, et y # 0, @Zk > 0.
e Six=0ety#0, il découle immédiatement de (7.27) que

02 02
@Zrk = k% + €9 po <1+26> <1+;n> > 0.
7 Y )
o Si (22 +y?) = Q.0,, et y # 0, en remplagant |¢|? par Q2 Q2 dans (7.27), il s’ensuit que :

go o (€2 — 02)(Q2 02, - 02,(7)
02z, ’

@Zk}:kQ_

En simplifiant cette derniére équation par 2, on a finalement :

€0 o (€% — )

RE >0

Ol =k +

(car comme on a supposé y # 0, ¢ n’est pas réel et est donc différent +€).). L’analyticité en ¢
de 6¢x(-) est alors une conséquence immédiate du choix de la racine effectué en (6.23). n
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En utilisant la stricte positivité de Re(f;;) sur C \ R, il est alors facile de montrer (&
I'instar de (6.26) et (6.29) au chapitre précédent) que la combinaison linéaire (7.25) n’est pas
exponentiellement croissante quand |z| — oo si et seulement si :

a; Ber(z)' C-. siz <y,
Jer(x,y) = xl¥) Beale) Coy ’ (7.29)

aly(y) Ber(z)' CL, siz >y,

ol C’sz, sont définis en (7.23). La derniere étape du calcul consiste a déterminer les fonctions
aik(-) en utilisant 'la formule des sauts" en x = y. Cette derniere impose les conditions :

. 1 09 x(x, y)]
9ck(Z,Y)]z=y = 0 et : =—1. 7.30
[ Ck( )] y M('a() o — ( )
Lemme 7.1.6 Soient k € R, ( € C\R ety € R*,
acy(y) = ace (CEL) T Bew(y),
ali(y) = aci (Cop) " Beg(y),
ot ack = (g 0z, + 1 ()05,
Preuve. Les conditions de transmissions (7.30) sont équivalentes au systeéme suivant
ac(y) 0
Mex(y) ik = (7.31)
Q¢ L (Y) —1
_Bc,k(y)T Cak Bc,k(y)T Czr,k
ou Mc’k(y) = - -
-1 dBc,k(y) _ 1 dBC,k<y) C+
py, Q) dy “Fuly,¢)  dy o
Explicitons le déterminant de ce systeme,
Py dB dBer(y)
denvica(1) = 00" (B Bea)” - Beatn) B Yot
Par un petit calcul, on vérifie :
Bea(y)  dBealy) o ¢ 0 -1
Bex(y ’ —————Bek(y) = uy.¢
¢k (Y) dy dy ck(y) (¥, ¢) Lo

Il vient alors avec (7.23) et (7.32) :

det (M x(y)) = (g 0g, + 1 (C)710L,).

Montrons maintenant que le systeme (7.31) est inversible en s’assurant que det(M¢ x(y)) # 0.
On est donc amené a prouver que 1’équation :

1o 00, = —n(¢) 710k, (7.33)
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n’admet pas de solution sur C\ R. Remarquons que (7.33) n’est en fait que le prolongement
a des ¢ complexes de 1'équation (6.37) définie au chapitre précédent et étudiée dans le lemme
6.5.1. A l'instar de la démonstration de ce lemme, en élevant (7.33) au carré, puis en multipliant
'équation résultante par p*(¢)*¢* # 0, il découle que

ou le polynome
Qr(X) = eo o (02 — Q2)X? + Q2 (2K — g0 o(QX — ) X — k> Q},

est défini en (6.40).

Supposons par 'absurde que ¢ € C\ R est solution de (7.33). Un tel ¢ satisfait la relation
(7.34). Or le polynéme @y ne possede que des racines réelles (cf. démonstration du lemme 6.5.1),
(% est donc réel et ¢ = i\, A\ € R* est imaginaire pur. Il est alors aisé de constater qu'un tel
¢ n’est pas solution de (7.33). En effet, d’apres le lemme 7.1.5, en prenant la partie réelle des
deux membres de I’équation (7.33), on observe que

—pg ' N’

1o ' Re(0;,) > 0 alors que —Re(u*(¢)7'08,) = a2y

Re(67,) < 0.

det(M¢ x(y)) étant non nul, les formules de Cramer nous permettent d’'inverser le systeme (7.31) :

ac,(y) = detMek(y) ™" Bew(y) T CEp et aly(y) = det(Me(y)) ™" Be(y) " Cix
1

Soit finalement en transposant ces deux dernieres relations et en posant ac; = det(M¢ ,(y)) ™",

ac,(y) = ack (CL) T Bewly) et al,(y) = ack (Cg) " Bew(y).
[ |

Le lemme 7.1.6 permet alors de conclure en réécrivant la relation (7.29) de la maniére suivante :

acy Beg(z)" Cei (CZk)T Ber(y) six <y,
kG,

gC,k(xa y) =
acyk Bg’k($)T Cz— (C JC)T Bc,k(y) six 2 Y.

7.1.3 Famille spectrale de ’opérateur Ay

Maintenant que nous avons une formulation explicite de la résolvante, nous allons pouvoir
utiliser la formule de Stone (cf. 7.109), que nous rappelons ici, pour calculer la famille spectrale
]Ek() Soit I un intervalle borné de R, I’expression du projecteur spectral ]Ek(f ) s’obtient par le
passage a la limite suivant :

N A A —1 . ~ A A A N
(Ex(1) 0. V), = 5 lim lim o (Re(0) T, V)ﬁ d¢, YO,V e A. (7.35)
Notons ici que nous allons en fait nous restreindre a des intervalles bornés I inclus dans Iy =
R\ {—=Q,,0,9,,} puisque I'on sait déja que 0 et £, sont des valeurs propres de multiplicité
infinie dont les sous-espaces propres ont été donnés au chapitre précédent (cf. 6.9 et 6.13). Pour
calculer la limite (7.35), nous allons suivre une démarche s’inspirant de [63, 82]. Celle-ci consiste
tout d’abord a réécrire sous forme intégrale 'opérateur résolvant.
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Expression intégrale de la résolvante

A A

Le terme (Rk(C YU, V);; se réécrit a l'aide de la proposition (7.1.2) de la maniére suivante :
(BT, V), = (Tex O, V), +C (Ve CenSci U V). (7.36)
En utilisant le fait que Vzk = Sz’k (cf. remarque 7.1.3 ), le second terme de (7.36) devient :

(VerCerScr U, V) = (CerSen U, Sz, V>H1(R)7 " (7.37)
Par commodité, pour pouvoir exprimer cette derniére expression a l'aide d’ 1ntegrales nous
allons choisir des U et V' dans un espace de fonctions plus régulieres S dense dans H. Nous
effectuerons alors le passage a la limite dans la formule de Stone pour des U et V dans S.
L’opérateur E(7) étant borné, nous pourrons prolonger par densité l'expression obtenue a U

et V dans H. Décrivons ici brievement les propriétés de cet espace :

— D’une part, afin d’interpréter le crochet de dualité dans la relation (7.37) comme un

produit scalaire, I'espace & doit vérifier S¢,(8) C L*(R). D’aprés (7.9), une fonction
U = (g, @g, Gp, dp) de 8 doit donc appartenir & Vespace L2(R) X H o, (R) X L2(R,) X
H,, (R;) et satisfaire les conditions de raccord g, (0) = 0 et iy, (0) = 0 afin que les
termes roty (Gg/u(-,¢)) et roty (Il dar/u(-,¢)) soient L?(R).

— D’autre part, nous supposerons que les fonctions de & sont a support compact, ce qui
apparaitra naturellement au cours du calcul pour assurer la convergence de certaines
intégrales.

Pour des fonctions U et V' € 8, le crochet de dualité dans (7.37) s’exprime alors a I'aide du
produit scalaire usuel de L*(R) :

(CcrSck T, 8, V) — (CxSek T, 8, V).

HY(R), H-1(R)

Ainsi en explicitant dans la relation (7.37) 'opérateur @g,k a 'aide de son noyau g¢ donné par
la proposition ( 7.1.4), il vient :

(VCkCCkSmU V / Be(@)" Gerla,y) Bea(y)(Se U)(@) Sz, V) (y) d dy.

Soit finalement avec (7.36) :

(BT V), = (Per 0. V) +¢ [ Benl@) Genle,y) Beay) 80 @), V() da dy,
pour toutes fonctions U,V € &.

Régularité en ¢ au voisinage de 1’axe réel

Pour effectuer le passage a la limite £ — 07 et § — 07 dans la formule de Stone (7.35), il
nous faut maintenant regarder le comportement en ¢ au voisinage de I'axe réel des différents
termes intervenant dans l’expression de la résolvante (7.38).

Remarquons tout d’abord qua U et V fixés (cf. (7.19) et (7.9)), les applications : ¢

("JAI“UC ﬁ, V)H, ¢ — Sg,kﬁ, et ( — SZkV sont méromorphes sur C et analytiques sur C \
{=Qn,0,Q,,}.
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Concernant les fonctions de base Bey, elles sont analytiques sur C \ {0}. Une facon de
constater cette analyticité est de remarquer que le développement en série entiere de ¢y, et s¢
ne fait intervenir que des puissances paires de 0, B¢ a donc le méme domaine d’analyticité
que O¢j = 607,

Compte tenu de 'analyticité de ¢ — (TC WU, V) au voisinage de I C Iy = R\{—Q,,,0,Q,,}
et de la relation (7.38), la formule de Stone se réécrit alors de la maniére suivante :

-1 R A A = 7.39
= — lim lim C - ng(l‘)T Gg’k(x, y) ng(y) (SC,kU) (x)(SakV)(y) dx dy dC ( )

24T 0+ 60+ C..s(I)

Cherchons maintenant a faire apparaitre de facon plus explicite la partie non analytique de la
matrice GC k(x,y) sur Paxe réel. Dans ce but, décomposons GC k(x,y) en deux parties symétrique
et antisymétrique :

A

Gep(z,y) :G??fg +Gam( y) ou

I D . . 1. .
Gy =§(G<,k(9€7y)+@<,k(y7$)) et G4 (x ,y)=§(G<,k($ay)—Gc,k(y,$)),

soit en utilisant la définition (7.24)

S 1 (5" 0 — 1 (0) 165, /2
Gg}é = Q¢ k o N s E;k B N B s (740)
(1o kT H (€) Qg,k)/Q —Ho eg,kﬂ (O Qck
0 1/2
G‘m”( ,Y) ==+ (+siz>yet — siz<y).
-1/2 0

En constatant que G‘m”(a:, y) est analytique dans tout le plan complexe (et pour cause : elle ne
dépend pas de ¢), on en déduit que dans (7.39), on peut remplacer G (z, y) par Gsym Comme

de plus @?ﬁm ne dépend pas de x et y, en appliquant le théoreme de Fubini- Tonelh7 on peut
séparer les intégrales en z et y. Il s’ensuit finalement que :

A A A L — . . A A T A sym /\7 A
(Ek(l> U; V)H = % Eli%h 52%1+ Cus(l) (BC,k {SC,kU}) CGQ,k BC,k {Sc,kv} dC, (741)
ol

BC,k {Sgkﬁ} = /RBCJC(‘]:)(SCJCI?)(x) dx.

Remarque 7.1.7 Notons que pour appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli et donner un sens
auz intégrales : B {Sgkﬁ} et B¢k {SMV}, il est nécessaire que U et V soient a support
compact (hypothese vérifiée dans ’espace 3) car les fonctions c¢, et s¢ i sont exponentiellement
croissantes a l'infini.
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Les fonctions B¢ {Sgkﬁ} et B¢k {SC kV} étant analytiques au voisinage de ’axe réel, on

peut alors vérifier a I’aide du théoréme de convergence dominée (cf.[44]) que I'on peut permuter
les limites en € et § et l'intégrale pour obtenir la proposition suivante 2.

Proposition 7.1.8 L’expression (7.41) de la famille spectrale peut étre réécrite sous la forme
EUDO. V) = [ 100 Brs (81,0} dMi() Bas {80V | (7.42)

ot
-1
My, (1) = =— lim lim (G Sym d¢, VI borné C R\ {—Q,0,,,}. (7.43)

20T e—=0+ 60t J, 5(I)

Calcul de la matrice spectrale My(/)

Pour déterminer la mesure matricielle dM()), il nous reste a évaluer la limite (7.43). La
fonction GZ}" étant paire en k, cette limite ne dépend pas du signe de k. Nous supposerons

donc désormais que k est positif. Au vu de l'expression de Gsym (cf (7.40)), cette limite est
enticrement caractérisée par le comportement de 67 et acy = (,uo Ok + 1T(0)7105,) 7" au
voisinage de 'axe réel. 94 . €tant définie comme la racine du terme @C . (qui est analythue en Q
sur C*), les limites de 9 r quand ¢ — X\ £ 40 sont entierement décrites par le signe du réel ©F &
et par celui de Im(@ ) En effet, quand O Ak est négatif, la fonction 9<  Possede alors un saut
en A (di a la coupure de la racme) et ses limites unilatérales en A =40 sont données par le signe
de Im(O¢ ) au voisinage de 'axe réel. Remarquons ici que les signes de @)\ p ont été énoncés
dans le lemme 6.4.1. Quant aux signes de Im(@C i), on les déduit aisément des formules (7.26)

et (7.28) : le signe de Im(©y ;) change a la traversée des axes des abscisses et des ordonnées
alors que celui de Im(@/tk) est déterminé par la position de { par rapport a ces deux axes et
au cercle de centre (0,0) et de rayon /€. €),,,. Ces informations sont ici résumées par les figures
7.1 et 7.2.

Notons que dans la figure 7.2 pour placer le cercle de centre (0,0) et de rayon /€2, €2, par
rapport au coupures spectrales A;(k) et Ag(k) du matériau de Drude, nous avons utilisé les
inégalités suivantes :

A () < A (0) = min(Qe, Q) < /D D < Ao(0) = max(, ) < Na(k),

a prendre au sens strict pour k # 0 ou €2, # €2,,. Celles-ci sont une conséquence immédiate de
la monotonie des coupures spectrales \; et Ay décrite dans le lemme 6.4.1.

Pour déterminer le comportement de @Zy,:” au voisinage de l'axe réel, superposons les sché-
mas 7.1 et 7.2. Ceci nous invite & encore utiliser les zones spectrales A, B, C', D et E, définies
au chapitre précédent par :

~ A={(k,X) eRT xR [ A > N(h)},

B:{(k:,)\) [0, ko [xRT | ———— —

<A< Al(k)},

2. Au voisinage des points +A,(k) (définis par le lemme 6.5.1), nous verrons que la matrice ¢ Gzyﬁ est
méromorphe car elle posséde un péle simple en +A,(k) ou le coefficient a¢ i devient singulier. Notons alors que
dans ce cas particulier il est préférable de justifier la proposition 7.1.8 par une simple application du théoreme des

résidus plutdot qu’avec le théoréme de convergence dominée (car la limite hr(I)l 611%1 ¢ Gzy,:” n’est pas intégrable
e— — ’

au voisinage de £\, (k)).
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- C

- D

. {m Tk, o[ (B* \ {2}) | M (k) < A <

(k,A) € RY x (R*\ {Q,}) | max </\1(k:),

{/m €R+XR+|0<)\<m1n</\1(k;)

) <A< /\g(k;)},

€0 Mo

e}

k
VEo ,uo}7

(ou k. = \/Eofto e U/ 1/ Q2 + 2, désigne le point d’intersection de la courbe A; et de la droite
ki k/\/€0 o, cf. lemme (6.4.1)). Pour la visualisation de ces zones, nous renvoyons le lecteur

aux figures 6.3, 6.5 et 6.4.

Im(¢) [ 05, <0
1+ L [ 65, >0
+  Im(©.,) >0
—  Im(©;;) <0
& k X = Re(()
VEO o €0 Mo

_|_

FIGURE 7.1 — Comportement a k fixé du parametre ©,, au voisinage de I'axe réel

[ ef,<o0
1 65,>0
+  Im(6f,) >0
—  Im(6f,) <0

(k)

(k) A= Re()

_I_

(k)

FIGURE 7.2 — Comportement a k fixé du parametre @Zk au voisinage de I'axe réel

En utilisant un tel découpage sur les variables (k, |\|), nous montrerons que la fonction G K

possede en A soit une discontinuité découlant des limites unilatérales des fonctions 0

. de part
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et d’autre de l'axe réel (zones A, B, C et D), soit un comportement polaire dii & une singularité
du coeflicient a¢y (zone E). Pour des raisons didactiques, nous ne suivons encore pas l'ordre
alphabétique pour énumérer les différents cas.

Cas ou (k,|\|) e C

Dans cette partie du plan, (k, \) vérifie max ()\1(/@), k/\/e0 ,uo) < Al < A2(k). 11 est alors aisé
de constater a ’aide des schémas 7.1 et 7.2 que :

- : - + + +
ot la fonction signe sgn(A) a pour valeur 1si A >0 et —1 si A < 0. Ainsi, seule la fonction 6,
est discontinue. Le coefficient a,; admet donc une limite de part et d’autre de I'axe réel donnée

par
-1
’ —1 |p- +\-1 g+

Wk T (:FZ sgn(A) g ‘QA,k‘ + 1 (A) 9,\,1@)

Dans cette zone, la mesure spectrale dM(\) va donc étre déterminée par le saut
@sym _ ANsym ~sym
[ ¢k ]A — YN0,k T YPA—i0,k

de la fonction Gzy,zn a la traversée de 'axe réel. Un petit calcul permet alors d’exprimer le saut
de Gzy,zn sous la forme :

Gy = 2im sgn(N) ¢, CL(CT)T (7.44)
ou 1
atugt |0y
Kk = o % (7.45)

(1 o)+ (0107,

Cas ou (k,|\|]) € D

Ici, A\ vérifie 0 < A < min ()\1(/@), k/\/€ ,u0>. On se trouve donc dans une situation similaire a
la zone C, seule une des fonctions 0, est discontinue, c’est ici sz. On en déduit que :

— — + . +

A0 ’

et
-1
~lg— 4 + -1 g+
a¢.k Cﬂio (Mo Oxp £ isgn(A)p™(X) ‘ex,k) :
En se souvenant que p*(\) < 0 dans la zone D ot le matériau de Drude se comporte comme
un N.ILM. (métamatériau a indice de réfraction négative), on tire alors de ces limites le saut de
GZy" qui prend ici la forme suivante® :

[Gzyl:@])\ = 2imsgn(A) ¢y C;,k<C)_\,k)T (7.46)

avec .
Lol Tl ON 2

i3 05) "+ (o)

3. Notons que dans les zones C' et D, les vecteurs C;\r‘ i €t € ;. sont réels. Nous les conjuguons pour uniformiser

Crp = (7.47)
(

Pécriture du saut [G;%"]x entre les différentes zones.
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Cas ou (k,|A]) € A

Rappelons que dans cette zone |A| > Aa(k). Il en découle que

;.

+
isgn(\) |0
kC—))\:I:zO:F gn(A) ‘ Mk

et

R eV (T VIR T G U

Le calcul du saut de [Gzy,;n ] ne souleve alors aucune difficulté, on trouve :

210 sgn() 1 0

G =
(Mal ’9;1@‘ + pt (A lej\rkD 0 ottt (N ‘H;k’ ’9;\%‘

Pour uniformiser I’expression du saut avec les zones C' et D, cette derniere expression peut étre
réécrite sous la forme*

[@ZymA = 2imsgn(}) (Cjk Ciirk(cj\rk)T + g Cf},k(cik)T)
ol
e b N ..
e Y G o

(7.48)

Cxk = (

Cas ou (k,|\|) € B

Ici, k/\/€o o < |A| < A1(k), il vient alors que

Fi sgn( )‘9;1@‘ et 05, — Fisgn(}) ‘ka‘

-
Gk §—>)\i k¢ atio

Il en résulte que

i it Fo9O) (e o] = ) [6])

Notons que cette limite existe car pg* ’6’;k‘ —ut (N ’Oj\'k’ > (0 dans la mesure ou put(\) <0

dans cette zone ot le matériau de Drude se comporte comme un NIM. La fonction G est ici
discontinue, son saut a travers l'axe réel est donné par la méme formule que dans la zone A :

_ 24 sgn() 1 0
(o Ba] + 1O ) o gt 0| [l fo

(G

Ici, on peut reformuler cette derniere relation sous la forme :

[@Zyé”h = 2imsgn(A) (C;\rk Cik(cj\:k)T + g C;,k(C;,k)T)

ol ¢y et cf, sont les constantes décrites par la formule (7.48).

4. Rappelons (cf. 6.23) que la racine d’un réel x négatif est égale a —i |x|% Ainsi, dans les zones A et B,

. + - | ht
nous avons 0/\,k = —1 0/\,k .
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Remarque 7.1.9 Que devient ’expression du saut [@zy,:n],\, défini par les formules (7.1.3),
(7.1.3), (7.44) et (7.46), lorsque (k,|\|) appartient a la frontiére d’une des zones A, B, C ou
D (c’est-a-dire aux coupures spectrales) ou les paramétres HA i, §’annulent. Notons tout d’abord
qu’a la traversée d’une seule coupure spectrale, donc lorsqu’un seul des parametres 9/\ xS annule,

il est facile de vérifier que le saut [ng |a n'est pas singulier et qu’il est méme continu d’une

zone a l'autre. Constatons ensuite que la seule singularité de [Gzy,m,\ apparait en k = k. et
Al = Ae = k/(\/Eo o) (intersection des coupures spectrales Ay et k — k/\/Eqfio) lorsque les
fonctions G/fk sont simultanément nulles. On se trouve (cf. figure (6.2)) d la jonction des zones
spectrales C' et D (ou de leur symétrique par rapport a l'aze des abscisses pour X = —\.). Un
petit calcul montre alors que les singularités des sauts (7.44) et (7.46) en ces points sont en

-1
( A — /\c|) et restent donc intégrables.

Casou (k,|\|) € E

Dans cette zone, A satisfait 'inégalité suivante \(k) < |A| < k/\/g¢ fto. Les fonctions 6.
sont alors toutes deux continues (et méme analytiques) au voisinage de A :

A la différence des autres zones, c’est ici le coefficient a¢ ; qui va caractériser la mesure spectrale

dM (k). En effet, ac ) possede deux singularités polaires en ( = £\,(k), valeurs de A pour
lesquelles (k, \) vérifie la relation de dispersion (6.37) (cf. lemme 6.5.1)°

Mal eik = _/ﬁ(/\)fl Qik
A k fixé, @Zy,:,” possede ainsi deux poles® isolés en A = £\, (k).

Lorsque I ne rencontre pas les poles : £A,(k), Gsym est analytique sur un voisinage de [
(car les fonctions 9( © €t acr sont analytiques), ainsi le passage a la limite dans la formule (7.43)
donne My (I) = 0. Il nous suffit donc de calculer la mesure M, sur les singletons {£\,(k)}.
Les points £, (k) étant isolés, on vérifie alors facilement que le contour C. s({£A,(k)}) dans

la relation (7.43) peut étre refermé en traversant ’axe réel, car la fonction y est analytique. Le
théoreme des résidus nous permet alors d’exprimer M, ({£\,(k)}) :

Mi({£Ap(k)}) = Res(—C G, £, (k). (7.49)

ou la notation Res(—( Ggy,g”, £\, (k))) désigne les résidus de —( Gsym en £\, (k).

Calculons maintenant les quantités Res(—( Gzyf , £, (k)). Il est tout d’abord aisé de consta-
ter a l'aide de la relation (6.37) satisfaite par les couples (k, £A,(k)) que :

1 (o! Ock — pt(Q)~ 9&)/2 _ _
N e evipe | e CnmnCrmn)
(o Ocy, — Q)71 075;)/2 —ptg O (Q) 70, P
(ou ici d’apres (6.37) C ) C};(km ). Avec (7.49), il vient alors :
Mi({£A,(k)}) = Res(=Cacr, £Ap(k)) C5, 5 1(Cx, ) - (7.50)

Le calcul de Res(— CGZZ’,I”, Ap(k)) se résume donc avec (7.50) a celui de Res(—Cac g, £Ap(k))

que nous allons expliciter dans la démonstration du lemme suivant.

5. En raison de la parité en A de la relation de dispersion (6.37), nous avions restreint son étude dans le
lemme 6.5.1 & A positif. Pour (k, |\|) € E, cette relation a deux couples de solutions : (k, £A,(k)).

6. Les points £, (k) étant des singularités isolées de la résolvante d’un opérateur auto-adjoint, la théorie
spectrale nous renseigne sur leur nature. Il ne peut s’agir que de poles simples de la résolvante Ry ().
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Lemme 7.1.10 Les résidus Res(—( ac, £Ap(k)) sont donnés par :

Ap(R)* 11 (A (R))] 03, )

Res(—Cacp, £Ap(k)) = 0 LR+ (oo o (0 — 2

Preuve. Pour calculer Res(—( a¢y, £, (k)), réécrivons l'expression ( a¢ j sous la forme :

pt(A)7! e)tk — 1o Oc k
(L (A)7103 )% — (1o 0:4)?

En multipliant le numérateur et le dénominateur de la fraction (7.51) par p*(¢)? ¢4, il vient

Cacr =¢ (7.51)

¢ ut(¢ _
Cagr = Or (((2; <M+()\) ' ‘9,\ P Mo o, k) (7.52)
ol le polynome Qn(X) = egpo (22 — Q2)X? + Q2 (2k? — g (22 — Q2)) X — k2 Q} | a été

défini en (6.40). Le réel A2(k) est une des racines de ce polynéme (cf. preuve du lemme 6.5.1).
Nous allons donc factoriser () afin de faire apparaitre de facon explicite le comportement
polaire de a¢y en £A,(k). Le degré de @y dépendant des parametres €. et €2,,, il nous faut
maintenant distinguer les cas Q. # Q,, et Q. = Q,,.

e Si Q. # Q,,, le polynome @}, est de degré 2. En notant 5\12)(/@) sa seconde racine complexe,
il se factorise de la maniere suivante :

Qr(C?) = eo o (2 — O7,)(C* = A (K)) (¢ = A(K)).

En utilisant alors 1’équation (7.52), la factorisation de @, la relation de dispersion (6.37) satis-
faite par A = £\, (k) et le fait que u* (A, (k)) <0, il vient apres simplification :

Ap ()" |1 (Ap(R))] 0, 1) 1
g0 o (2 = Q2)(A2(k) — A2(k))’

Res(—Cac¢p, £A,(k)) =

Il est alors aisé de constater en distinguant les cas €2, < Qm et 2, < Q. (cf. démonstration
du lemme 6.5.1 ) que le coefficient eq 1o (2 — Q2,) (A5 (k) — A2(k)) (ot les deux racines A2 (k) et

:\f,(k;) de @y, sont données par (6.41)) est égal & Q2 \/4 k* 4 (0 110)2 (92 — Q2))2.

e Si 2, = Q,,, le polynome Q) n’est plus que de degré 1 et il admet la factorisation suivante :

Qr(¢?) = 2k Q7. (C = Ap(K)) (€ + Ap(k)).

L’équation (7.52), la factorisation de @y et la relation de dispersion (6.37) conduisent alors a

Ap(R)* [ (Ap(R))] 0 NeYs
2k2 02,

Res(—C ¢k, iAp(k)) =
|

En se rappelant que C;p(k) . est a coefficients réels, on obtient donc finalement avec (7.50)
I’égalité suivante :

M ({£A,(K)}) = C;p(k),kC;p(k),k(C;p(k),k)—r (7.53)
ou
Cy, bk = Res(—=Cack, £Ap(k)) est donné par le lemme 7.1.10 . (7.54)
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Remarque 7.1.11 L’expression (7.53) prend une forme particuliérement simple lorsque §, =
Q.. dans la mesure ot \,(k) = Q,,/v/2. En effet, la perméabilité du matériau de Drude vérifie
alors pt(Ny(k)) = —po (cf. (5.4)) et l'on a par conséquent 0 = 0% 4 (cf. (6.37)). Il vient
ainst que :

T od e Qm% WVEE

o Co g = Y

M ({+A(F)}) = ¢ 151 Caivak(Can pvak

En constatant que les sauts [Gsym] A sont des fonctions intégrables sur les intervalles considé-
rés (cf. remarque 7.1.9), les passages a la limite € — 07 et 6 — 07 dans (7.43), nous conduisent
immeédiatement aux limites suivantes”

1 A sym
My(1) = ﬂ/l)‘[@(?k JadA

~ Si k| < ke,

— Si k| > ke,
M) = 5= [ MG A+ M) 3,0 + M(=Al0) D) 5o,

oll nous avons prolongé par parité les résultats obtenus pour k positif & k négatif8. En résumé,
nous obtenons la

Proposition 7.1.12 La mesure spectrale matricielle dM(X\) qui caractérise les projecteurs
spectrauz By (I) pour tout intervalle borné I C Iy est donnée par :

8P k| < ke,
A A sym

2T

- Si|k| > k.,
AV = 2 (G2 AN+ V(D)) By + M({=3 (1) 80
Dans ces formules, la matrice auto-adjointe positive ,\[GZ%” In @ pour expression :
oy th(cikf + g Cf)f,k(c;\,k)Ta pour (|k|,|\]) € A
C/\kC HCL) T+ C;,k(ci)_\,k)—r? pour (|k|,|\|) € B

MG = |\
C;\r,k C,J\r,k(cj\r,k)Ta pour (|k[,|A]) € C

C;,k C;,k(C;,k)Tu pour (|k| ) |)‘|) € D.

7. Un cas particulier est le cas limite k = k. et I = {£\.}. En effet, nous n’avons pas étudié le comportement
de G y au voisinage des points +A.. Nous n’avons donc pas prouvé par le calcul que My ({£A.}) = 0.
Cependant nous dlprblOIlb déja de cette information. En effet, nous savons (cf. chapitre précédent) que £\, n’est
pas une valeur propre de A4y, ainsi les projecteurs spectraux Koy, ({#£).}) sont nuls et donc My, ({£\. }) =0
(d’apres la formule (7.42)).

8. A ce titre, la courbe de dispersion A, est prolongée par parité sur | — oo, —k.[. Par la suite, nous supposerons
également que les coupures spectrales \; et Ay ont été prolongées par parité a tout k € R.
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ou les coefficients cj{’k et ¢y, sont respectivement décrits par la formule (7.48) sur les ensembles
A et B et par (7.45) et (7.47) sur C et D.

Quant aur matrices auto-adjointes positives My ({E£A,(k)}), elles s’écrivent de la maniére sui-
vante :

Mi({£2()}) = € 19 xCowy e Conyir i) T

ou ¢y 1y 5 €t donné par la formule (7.54).

Forme diagonale des projecteurs spectraux

Nous cherchons maintenant a 1’aide des deux propositions 7.1.8 et 7.1.12 a exprimer notre
famille spectrale sous la forme diagonale suivante :

(e (D) O, V), /11 S (O oang),, (Voidagy),, dmi(h), (7.55)

JEIN K

ou !’ intervalle I est inclus dans Iy = R\{—£2,,,0,$,,} et les fonctions @, x,; sont, & un coefficient
de normalisation pres, les vecteurs propres et vecteurs propres généralisés introduits au chapitre
précédent pour construire notre famille modale. Sur les intervalles I C I, la mesure spectrale
de 'opérateur de Ay, sera alors donnée par

d(fEky)\ﬁ, V>’):L: Z <U 'wmw> <V, W)k, >ﬁdmk()\) (756)

J€JINk

Commentons 'expression (7.55). L’ensemble Jyp C {—1,1} (cette inclusion peut étre
stricte), son cardinal représente la multiplicité de A en tant qu’élément du spectre de Ay Quant
a la notation (-, )4, elle désigne un crochet de dualité. L'utilisation de ce crochet est motivée
par le fait que les vecteurs propres generahses sont bornés mais ne sont pas d’énergie finie. Ils
appartiennent a un espace HT contenant H , construit a laide d’espaces "L? & poids polyno-
miaux" : 1

Hy = L2 (R) x L2 (R) x L% (R;) x L2 (R,), avec s > >

oit les espaces L2(O) et L*(O) sont définis de la maniére suivante pour s € R et pour O = R,
ou R :
L(0)={a|(1+a*)3ae L2(0)} et LYO)={a|(1+a*32ac L(0)}.

S

Le choix de s est ici justifié par le fait que les fonctions bornées appartiennent a 1’espace 7:[T
pour des s > 1/2.
Les fonctions de Hy sont alors testées contre les éléments de son dual :

H, = L(R) x L*(R) x LA(Ry) x L*(R.),

sous-espace dense dans #. Le crochet de dualité (-,-); entre H L et 7:[T est alors une extension
du produit scalaire (-, ), au sens ot :

(O.V), = (0. V) VO eHy et V e

Notons alors que les formules (7.55) et (7.56) ne sont valables que pour des fonctions U et
\% S H 1
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Expression des vecteurs propres et vecteurs propres généralisés

Nous allons ici construire une famille modale de vecteurs propres et vecteurs propres géné-
ralisés Wy x; dans laquelle expression des projecteurs spectraux (1) (pour I inclus dans I)
prend la forme diagonale (7.55).

A cette fin déterminons tout d’abord la mesure my dans I’équation (7.55) de maniére & ce
que son support coincide avec celui de la mesure matricielle M. D’apres la proposition 7.1.12,
il nous suffit en fait de choisir :

= Si k| < k.,
dmp(\) = d),
- Si |k| > ke,
dma(A) = L (3| i3, 1M/ yzomsry DA+ O+ 0, 00)-

Notons alors que compte tenu de la proposition 7.1.12; la relation (7.42) prend la forme
suivante

A

@0V = [ 10 5 ([T Ga)@ ) (TG dy) dm,

J€JIN K
(7.57)
pour tout UetV c8. Les fonctions @ Ak, j sont ici définies & un coefficient complexe de module
1 pres que nous notons oy ;. Précisons leur expression, ainsi que celle de I'ensemble J, , dans
chaque zone spectrale :

— Dans A, Jy,={-1,1} et

ik = 0oakt ([N €502 (CL) "Bag et da k-1 =o0xr—1 (1N 65,)7 (Crp) Bag,
— Dans B, Jyr ={—1,1} et

Ux k1 = 0xka (JA| C;k)% (Cik)TBA,k et Uk —1=0xnk—1 (A Cik)% (Ciik)TB/\,k,
— Dans C, Jyp = {1} et

U k1= Oapa (|| C;tk)% (Cik)TBA,ka
— Dans D, Jy, = {—1} et
k1= oak1 (A 63)7 (Cp) Ba

Enfin dans la zone E, Jy; = {1} et

D=

. - - T
U4r, (k) k,1 = Oi)\p(k),k,l(c,\p(k),k) (C)\p(k),k) B)\p(k),lm
ou les constantes cj\i , et ¢y, sont respectivement données par la formule (7.48) sur les ensembles
A et B, par (7.45) et (7.47) sur C et D et par (7.54) dans E.

En vue d’obtenir des propriétés de continuités des fonctions @y , ; a la traversée des coupures
spectrales (cf. remarque 7.1.13), choisissons les coefficients de module un o0y, ; de la maniere
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suivante :
1, pour (|k|,|A\]) EAUBUE et j € Jyg,
a1 \2 gt 12\ 2
(Mo IHA,k‘) + (N (A) Qk,k) ‘
_ o Powr (RLADeCet j=1
Oxkj = it (N 05k + 1o "9,\,19‘

(G503 + 0 o))
ing Oy + |tV \QM

, pour (|k|,|A]) e Det j=—1

Les fonctions @ x,; s’expriment alors de la manicre suivante :

7:6)\,]6,1 = 5;:k (Cik)TB)\,k, pour (‘k‘ , ‘)\D cAUBU C, (758)

(Cxx) Bax pour ([k[,[A) e AUD,

(7.59)
(Cxr) ' Bag pour ([k[,[N]) € B,

Uy, k,—1 = Cyp

et
Wiy (k) k1 = Ex i (O yn) Bap(iye pour k| > ke, (7.60)

\ ~+ ~— ~— . 7
ou les constantes ¢y 4, €y et Cx, (k)6 SOt TESpectivement données par

1

LI €. o PR A ON [l WA

(7 [\ g |05
. —1p— + -1+ ¢
( (Mo Oy s + (V)] ek,k)

[ (m?l@;k + |M+(/\)|_1 ej\rk)

(k) — (CHOTIDES

N|=

» Cax =

Cak =

(7.61)
(e, (k). €tant définie par (7.54)).

Nous pouvons maintenant conclure ce calcul en donnant ’expression des vecteurs propres
et vecteurs propres généralisés wy ;. En effet, on montre par intégration par parties que pour
tout U € 8 :

/I;IAL)\7 k,j(S)\,kIj) (.Z‘) dx = <l7, VA,k ﬂ)\’ k’j>',q .

ou 'application V) ; a été définie au chapitre précédent en (6.17) par

—iroty Uy k. Z.R@A,k,j Rroty Uy, k,;
p(AN T X T ()N

V/\,k UN kG = (UA,k,ja

Ainsi, en posant dans les zones spectrales A, B, C, D,
’Lf))\’kﬂ' = V)\7k ﬁ)\7k7j, VJ & J)\,k (762)
et
W, (k) k1 = Ve, (k) k Gr, (k) k1 € D(Ag) pour |k > ke, (7.63)

on obtient a partir de la relation (7.57) la forme diagonale (7.55) des projecteurs spectraux
Ex(I). Notons alors que nous retrouvons bien a un facteur de normalisation preés les modes
W, k,; introduits au chapitre précédent.
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Remarque 7.1.13 A ce stade, nous n'avons démontré l’expression (7.55) que pour des fonc-
tions U et V € 8 et des intervalles I bornés de R\{ Qm, 0, Qm} En fait, celle-ci se prolonge
d’une part aisément® par densité a des fonctions UetV e 7—[¢ Sa généralisation a des in-
tervalles I quelconques de R x R\ {—=Q,,0,Q,,} découle immédiatement de la définition 7.3.3
(car un intervalle I non borné peut étre vu comme une union dénombrable d’intervalles bornés
disjoints).

Remarque 7.1.14 Notons que le vecteur propre généralisé W x k1 défini par les relations (7.58)
et (7.62) a une expression qui se prolonge de la zone A a la zone C a la traversée de la coupure
spectrale \a(+), de la zone C a la zone B en passant par A\i(+). Il en est de méme pour W x, k,—1
(décrit par (7.59) et (7.62)) dont la définition se prolonge également de la zone B d la zone D

a travers la droite A = k/\/€q jig (car Cy = Cy dans D).

De I'expression de la famille spectrale, on tire alors le corollaire suivant sur la structure du
spectre de 'opérateur Ay, (cf. proposition 7.3.9 et définition 7.3.13).

Corollaire 7.1.15 La structure du spectre U(Ak) de l'opérateur Ay, dépend du paramétre k :
— Si k| < ke, o(Ay) =R et il se subdivise en

op(Ar) = {=Un, 0,20} et oo(Ay) =R\ {=2p, 0,1,

ot les wvaleurs propres —€),, 0 et Q,, sont de multiplicité infinie. Quant a la seconde
décomposition du spectre (liée a la structure de la mesure spectrale), elle est donnée par :

Opp(Ak) = {_Qma O)Qm}7 O-ac<Ak) =R et Usc(Ak) =J
~ Si k| > ke, 0(Ay) se partitionne de la maniére suivante :

Up(Ak) = {_va _)\p<k)70a )‘p(l{)’ Qm} et UC(Ak) = {>‘ S R*7 ‘ |>" ¢]>\1<k)7 ‘k| /\/M[}>

les valeurs propres —),,, 0 et €, étant encore de multiplicité infinie tandis que £,(k)
est de multiplicité 1. Notons qu’ici :

UPP(Aw = {_Qm7 _)‘p(k)aou )‘p(k)vﬁﬂ”L}a Uac<Ak) = {)‘ €R, ‘ ‘)" ¢])‘1<k)> ‘k‘ /\/M[},
et Jsc(Ak) =0

Interprétation physique des fonctions 4, j ;

Nous proposons ici d’interpréter physiquement les fonctions @ j ; (composante liée au

champ électrique des modes Wy ;) en terme d’onde progressive : Re(t i, ; e"tM) A cette fin,

+ot

ANET

développons dans chaque zone spectrale leur expression sur les fonctions exponentielles e
Définissons au préalable les coefficients suivants qui vont intervenir dans ces expressions :

1
I +<A>|‘1e;k—uale;k 2 (lt (A >|‘ 05 110 '0r)’

R,\,k; = et T)\,k = — I
(V)] 0%k + o O

+ 1
N 05+ g O,

9. A Tinstar du lemme 8.5 dans [117] , on pourrait montrer aisément que les différentes fonctions propres et
les fonctions propres généralisées Wy, k,; de Ay sont uniformément bornées en x pour des parametres spectraux
(k, M) tels que (|k|,|A]) appartiennent & un compact inclus dans une des cing zones spectrales A, B, C, D et E.
Le prolongement par densité découle alors d’une simple application du théoréme de convergence dominée.

(7.64)
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Cas ou (|k|,|A]) € C

En explicitant (& l'aide de (6.28)) l'expression (7.58) de @, k.1 dans la zone C' ot u* () > 0,
O =—1 ’0;,9‘ et 03, > 0, il vient :

_9;,1@” AET
¢ T RA,k ¢ 1 six <0,
L2V (ig"05)” 2y (i 15" 0rs)?
@)\,k,l = |)\’2 ot (765)
—Uak?
T)\7k ¢ 1 siz > 0.
2y (i [t (V[ 05,)°

La fonction 1y 1 peut alors étre interprétée physiquement comme le résultat d’'un processus

de diffraction. Du ¢oté z < 0, elle est la superposition d’une onde incidente en e % x? (entrante

0

ou sortante selon le signe de \) et d’une onde réfléchie en e’>+*. Du c6té z > 0, il s’agit d’une

onde transmise en ¢ A+ 7. La renormalisation de ces différentes ondes, nous permet d’interpréter
respectivement Ry j et T (définis en (7.64)) comme des coefficients de réflexion et de transmis-
sion. On vérifie ici que R} ;, est de module 1, il s’agit donc d’une réflexion totale : toute 1’énergie
de l'onde incidente se retrouve dans 'onde réfléchie (I'onde transmise étant évanescente, elle ne
transporte pas d’énergie).

Insistons enfin sur le fait que les ondes incidente et réfléchie sont dispersives car le module de
leur vitesse phase : ‘ng‘ /|| dépend de A.

Cas ou (|k|,|A|) € D

Pour la zone D ot pt(X) <0, 65, >0 et 0y, = —i ’Hj{k
utilisant (6.31)) :

, on obtient a partir de (7.59) (en

e@;ykx

TA,kz T six <0,
) . 2v/7 (ipg'05)°
k-1 = |A? . .

6—9)\7161’ eGA,kw
r + Rk T si x> 0.
. —1 2 . —1 2
2v7 (i [t (V)71 03,)*? 2v7 (i [t (V)71 03,)?

En échangeant ici les roles de x > 0 et x < 0, on peut interpréter la fonction @, , —; de la
meéme facon que la fonction @y j 1 dans la zone C' . Il s’agit encore d'une réflexion totale ou

'onde transmise en e’ % est évanescente dans le diélectrique. Notons par contre que dans le
matériau de Drude, qui se comporte ici comme un NIM, les signes des vitesses de phases de
I’onde incidente et de I'onde réfléchie sont opposés a ceux que I’on obtiendrait pour une réflexion
totale entre deux diélectriques (cf. [119]).

Cas ou (|k|,|A]) € A

Dans la zone A ot ut(\) > 0, 0y, = —i |0, ,| et 05, = —i |6 ,|, développer (a l'aide de
Ak Ak Ak Ak

(6.28)) la formule (7.58) mene a une expression de 4y i 1 identique a celle définie en (7.65) :
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*9;,1@1’ ANk L
¢ T — R)\7k ¢ T six < 0,
) 2V (in505,)° 2y (i 05s)”
Uy p1 = A2 .
679/\7kx
Tk T sixz >0,
2y (i [t (V)71 0%,)°

Par contre pour 4, g, 1, on obtient a partir de (7.59) (en utilisant (6.31)) :

eﬁg’kx
T)\’k i sixz <0,
L _1p—- \2
1 2y (Wo 9,\,1@)
U g1 = [A? . .
€—9A7km eeA,kx
Ry - sixz >0,

k T+
. —1 2 . —1 2
27 (i [t 00)7 2y (8 ItV 63y
Les fonctions i » 1,1 et @y x, —1 peuvent encore étre interprétées comme le résultat d'un processus
de diffraction. Notons par contre que dans ce cas, les ondes transmises étant propagatives, la

conservation de l’énergie de l'onde incidente se retrouve dans le fait que les coefficients de
réflexion Ry et de transmission Ty, définis en (7.64), vérifient ici R3 , + T3¢, = 1.

Cas ou (|k|,|)]) € B

Dans B ou u*(A) <0, 0y, = —i ‘ng‘ et 03, = —i ‘ij , il vient & partir de (7.58) et (7.59)

(en utilisant (6.28) et (6.35) :

Ok AET
—Ry 1 c T+ ¢ T sixz <0,
) . 27 (ipg'0nk)® 2V (i '0ns)
U p1 = |A]2 ot
e kT
T)\,k I sixz >0,
. -1 5
2y (i It (V)] 05,)
et
6—9;7161’
TL\Jf T six < O,
. i 2y/m (iualﬁ,k) ’
Uy g, -1 = |A? N .
670)\,1656 eemx
Rk T+ - six >0,
. -1 5 . -1 5
27 (i [t 05)7 2y (i ItV 63y)”

Tout comme dans la zone A, toutes les ondes : incidentes, réfléchies et transmises sont pro-
pagatives. La conservation de I'énergie de 1'onde incidente s’exprime encore dans la relation
R3 ). + T3, = 1 vérifiée par les coefficients de réflexion et de transmission : Ry et Ty, définis
en (7.64).

Nous constatons ensuite que dans le matériau de Drude qui se comporte ici comme un NIM, les
signes des vitesses de phase de 'onde transmise pour 4, 1 et des ondes incidentes et réfléchies
pour iy x,—1 sont 'opposé de ceux que 'on obtiendrait dans un processus de diffraction entre
deux diélectriques. On parle en physique d’ondes inverses. Ce changement de signe est en fait
lié a I'indice optique négatif du NIM qui modifie le trajet des ondes lumineuses régit par les lois
de réflexion de Snell-Descartes (cf. figure 3). Pour plus de précisions a ce sujet, nous renvoyons
le lecteur a [119].
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Cas ou (|k|,|A]) € E

Dans la zone E, en utilisant (6.42), la fonction @ 4.5, x),x,1 définie en (7.60) s’exprime direc-
tement par :

) o ePwr” s g < 0,
U, (k), k1 = Cx, (k) et . (7.66)
e ek six > 0.

Ici, la solution évanescente de part et d’autre de 'interface ne peut étre interprétée comme la
réflexion d’une onde incidente sur 'interface. Il s’agit, par contre, comme nous ’avons vu au
chapitre précédent, d’un plasmon de surface localisé spatialement au voisinage de 'interface.

Remarque 7.1.16 Lorsque Q. = Q,,, A\, (k) est constant et égal a Q,,/\/2 sur |k| > k.. Ainsi
Pexpression (7.66) prend alors une forme particuliérement simple (cf. remarque 7.1.11) :

_ 1 0~ .
(o 0q, 5 1)% O | e om/van™  siz <0,

. _ ) 7.67
EAp(k) k1 2vV/2 k| e lamivan® i > 0. e
Dans ce cas particulier o 6, 5 = =0 V3 k \/k2 — €0 poS25, /2, le plasmon Gy, 1 est

symétrique de part et d’autre de l'interface x = 0.

7.1.4 Diagonalisation de opérateur réduit

Nous cherchons ici a dlagonahser l'opérateur auto-adjoint Ay, cest-a-dire A construire une
application unitaire Uy, de # dans un espace de Hilbert £}, (que nous dénommerons par la suite
espace spectral) telle que pour toute fonction borélienne f, 'opérateur f(A) soit unitairement
équivalent (par la transformation [D'k) a un opérateur de multiplication par la fonction f dans
Iespace spectral L. Un résultat de théorie spectrale : "le théoréme de diagonalisation” (dt aux
mathématiciens Von Neumann et Dixmier), nous garantit I'existence d'un tel opérateur U,.
Nous allons ici le construire explicitement.

Remarque 7.1.17 Dans le cas ou f(N\) = A, il s’agit ici de généraliser le résultat bien connu
de diagonalisation d’une matrice symétrique T : moyennant un changement de base, l’action
de la matrice se résume a une simple multiplication par un scalaire : une valeur propre suivant
chacune des directions définies par les vecteurs propres :

T = U*AU,

ot A est ici la matrice diagonale (dont les termes diagonauzr sont les valeurs propres de T) et
U wune matrice unitaire de passage de la base canonique a une base orthonormale de vecteurs
propres. Dans notre situation, la diagonalisation de Uopérateur auto-adjoint Ay conserve la
méme représentation : "Uopérateur unitaire de passage' Uy va seulement prendre une forme
plus compliquée. Cette complexité résulte de la présence d’un continuum d’éléments propres (les
vecteurs propres généralisés) lié au spectre continu de [’opérateur.

Nous allons en fait nous contenter de construire ici un opérateur U, unitaire sur un sous-
espace de H, c’est-a-dire de diagonaliser A, sur ce sous-espace. Ce dernier est défini comme
N L N L . N
I'orthogonal de 'espace H;, = Ker(Ay) @ Ker(A, — Q,,) @ Ker(Ay + €2,,). Les éléments de H;,
sont des gradients (cf. formules (6.9) et (6.13)), travailler dans I'orthogonal de #;, consiste donc
a éliminer ces champs. Caractérisons ’espace ’Hk a 'aide du
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Lemme 7.1.18 L’espace ’7'-A[kL se réécrit de la facon suivante

7‘2% = {f] = (ﬁE,ﬁH,ﬁp,ﬁM) € 7‘2 | lek ﬁH|R, = 0, lek ﬁH|R+ =0 et lek ﬁM = 0}
ou divy est défini au sens des distributions par diviyu = dr + i k.
T

Preuve. Tout d’abord notons que Hi- = Ker(Ag)NKer(Ay—Q,, ) -NKer(Ay+Q,,)*. Explicitons
alors l'intersection de ces trois sous-espaces. Remarquons tout d’abord que d’apres (6.9),

A

U = (g, G, i, Gng) € Ker(Ap)t <= / AuVid dr =0, Yo € HI(R.).
R_

D(R_) étant dense dans H}(R_), cette derniére expression est équivalente a

(@mlz ,Vid) =0, Vo D(R.),
soit encore a R R
<divk Gnlp_, ¢> =0, Vo € D(R.)
et a
din ﬁH’R_ =0 dans D,(R,)

De la méme maniere, on montrerait avec (6.13) que :
U € Ker(Ay F Qn)*  divi (@lz, +iQntiar) =0 dans D'(R,),
et ainsi que :
U e Ker(Ak — Q)TN Ker(Ak + Q)T = divg Gg|r, =0 et divyda = 0 dans DI(R+).
u

La famille modale de A, étant définie & partir des zones spectrales A, B, C', D et E, 'espace
L. va étre également construit a partir de ces zones. A cette fin, nous définissons les ensembles :

~ Aa(k) = (A€ R (K], IN) € A}, Ac(k) = {A | (K],IA) € C},
Ap(k) = (N e R | (k[,|\]) € D}, pour k € R,

~ Ap(k) = {\e R | (|k],|\]) € B}, pour |k| < k.

= Ap(k) ={A e R[([k],|A]) € E} = {=Xs(k), \p(k)}, pour [k| > k.

Remarque 7.1.19 Notons que l'union disjointe : Ay (k) U Ap(k) U Ac(k) U Ap(k) si |k| < k.
et Apy(k) U Ac(k)UAp(k)UAg(k) si |k| > k. est un ensemble de mesure pleine pour my, (cf.
7.1.12). Elle a donc la méme mesure que l'ensemble Iy = R\{—,,,0,Q,,}, ainsi les projecteurs
spectraux associés a ces deuzr ensembles sont égaux (cf. 7.55).

Nous définissons alors I'espace spectral £ de la facon suivante 1° :
7 L*(Aa(k))* & L*(Ap(K))* & L*(Ac(k)) & L*(Ap(k)) si k] < ke,
k pu—
L2(Ap(R))? @ L2(Ac(k)) @ L2 (Ap(k)) @ C? si|k| > k.

Cet espace est alors muni de la norme ||-||z suivante :

10. On pourrait diagonaliser I'opérateur A, pour |k| = k. en définissant espace spectral £, = L2(Aa (k))? @
L*(Ac(k)) ® L*(Ap(k)) car tout le raisonnement qui suit reste valable dans ce cas limite. Néanmoins, cette
information serait inutile pour diagonaliser ’opérateur A= /. S Ay, dk, car Pensemble {—k., k.} n’a pas de masse
dans l'intégrale hilbertienne définissant A.
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~ Pour |k| < k, et @ = (a(-, —1),a(-, 1), a(-, —1), a(-, 1), a(-, 1), a(-, —1)) € Ly

a(-, — )‘|i2(AA( )+ llad, )‘|i2(AA( )+ llad, —1)“%2(/\5(1@)
(D2 apmy + 186 DIz aem) + 186 =D 200

— Pour |k| > ke et u = (ﬂ(v _1)711('7 1)7ﬂ('7 1),&(', _1) ( ( ) ) ( ( ) 1)) S Ek
||"7J||ik = [la(, —1)||i2(AA(k)) + [la(-, )||L2 (At T3, )||L2(Ac(k))

+ 1@, =Dy + [2O(R), D +|U( p(k), 1)

Tous les espaces L? sont munis ici de leur norme usuelle. Puis, nous introduisons ’application

Uk H¢ — ,Ck;,

~ (12
lallz, =

ot les applications U2 : H, — L2(Aa(k))?, UZ : H, — L2(Ap(k))?, U : H, — L*(Ac(k)),
UP - H, — L*(Ap(k)), UF : H, — C? s'écrivent de la maniére suivante :

N AR A
Uk U - (<U’ w)\p(k)’k’1>’,l:[ ’ <U’ w—)\p(k),k,1>,ﬂ) : (768)
Pour décrire Popérateur Uy, il nous faut introduire la notion d’isométrie partielle (cf. [70]).

Définition 7.1.20 Soient (H1, ||-||,) et (Ho, ||-|ly) deux espaces de Hilbert. Un opérateur T borné
de Hi dans Ho est appelé isométrie partielle s’il existe un sous-espace My fermé dans H; tel
que

T ull, = ||P1ul,, Yue H, (7.69)

ou Py désigne la projection orthogonale de Hi sur M.

Remarque 7.1.21 1] est aisé de montrer (cf. [70]) a partir de la définition 7.1.20 que l’adjoint
T* d’une isométrie partielle est aussi une isométrie partielle au sens ou il vérifie

IT* ully = 1Py ully, Yu e Ha,

ot Py est la projection orthogonale de Ho sur Im(T) (qui est bien un sous-espace fermé d’apreés
la relation (7.69)).

Théoreme 7.1.22 L’application U, se prolonge par densité en une isométrie partielle de H
dans Ly, satisfaisant : o R
U; Uy, = E (o)
ot Iy = R\ {=Qn, 0, 0} et By (Iy) est la projection orthogonale de 7:4 sur le sous-espace A?-A[,f
défini par le lemme 7.1.18. Four toute fonction borélienne f et U € H telles que Ei(ly) U €
D(f(Ay)), le vecteur f(Ay)U s’écrit alors :
FA)E(10)T = T;, f(N) 0O, (7.70)

L’opérateur f(Ak) admet ainsi sur [’ensemble D(f(Ak)) N 7-2,? la forme diagonale suivante :

F(Ay) =U; f(N) Uy (7.71)
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Preuve. A l'aide de (7.55), nous savons que pour tout intervalle I C Iy =R\ {—,,,0,Q,,},

no|; /]1 Z \ O, rgg),,| dm(\), VO € 7. (7.72)

Pour I = Iy, on constate que [y, (1) est la projection orthogonale sur Hi- = Ker(A)tNKer(Aj,—
Q) NKer(Ay + Qm)l. Il vient alors avec (7.72) que

jEJ

7%, VO e A, (7.73)
Ly,

La relation (7.73) montre qu’on peut prolonger Uy, a H tout entier (par densité de H , dans H)

et que ce prolongement vérifie encore la propriété Hlﬁlk(_fo) IAIHH = _ @ c’est donc une
k

isométrie partielle de H dans espace spectral £j. De (7.73), on tire alors que Ut Uy, = Ey(Io).
Prouvons maintenant I’égalité (7.71). L’équation (7.72) montre que I'expression (7.56) de la
mesure spectrale sur des boréliens I C Iy se prolonge a H tout entier de la maniere suivante :

A (B:n0.0), = jg};k OO dmi(n), YO € .

Avec l'identité de polarisation, on obtient alors que

d (Ek’kﬁ, V)ﬁ = Z I[jk ﬁ()\,j) [Dk V()\,]) dmk()\), \ y , V c 7:[

JEINk

Qr d’apres le thépréme spectral 7.3.6 et la remarque 7.3.8, pour un élément U c H tel que
Er(lo) U € D(f(Ay)), nous avons

(F(AW) B ()T, V), = ((f11,)(Ay) O, V), = / FOLL N d (Bn0, V) vV e A (7.74)

Il vient alors

(FADE(L)T, Vg = [ ) Y T.ON ) UV G) dm(N) = (f() 0, 0,0, V), .

J€IAk
Soit R . ~ A
f(AR) Er(Io)U = Uy, f(AN) ULU,
qui se simplifie en L .
fA)U =U; (N0, U,
pour U € D(f(Ay) N Ay -

Ce théoréme nous montre que la famille des Wy ; est complete dans 7—2,% En effet U, étant
une isométrie sur 7—2% (cf. 7.73), on sait que si <Tj,w,\,k,j>ﬁ = 0 pour tout A et tout j qui

caractérisent Iespace spectral Ly alors Ex(Ip)U = 0. Nous verrons avec la proposition suivante
qu’elle est "orthonormale' car les Wy, ; associés a un méme A sont linéairement indépendants.
Sous cette hypothese, montrons en effet la

Proposition 7.1.23 L opérateur [fJ,’; est une isométrie partielle vérifiant :

U, Uy = 1dg, .
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Preuve. L'opérateur Uy, étant une isométrie partielle, nous savons alors (cf. remarque 7.1.21)
que Uj est également une isométrie partielle vérifiant :

[Pl

ot Py, est la projection orthogonale de £y, sur Im(@k) De (7.75), on tire aisément que U, U; = Py.
Il nous reste donc a vérifier que 'opérateur Uy est surjectif (c’est-a-dire que I m(U;) = Ly). A
cette fin, prouvons que U* est injectif. Soit donc @ € Ly, tel que Uk @ = 0, autrement dit

|Ua , Vi € Ly, (7.75)

(@0 V), /Z ) Tr VO §) dmi(\) = 0, ¥V € A

JEIN K

Pour un intervalle I C Iy, remplacons V' par Ek(l ) V dans cette formule et admettons (pour

un instant) que o A o

il s’ensuit que

(@.0:V), /]1 > @\ ) (V. dags),, dmi(A) =0, ¥V € H,.

JEJA k

L’intervalle I étant un intervalle quelconque inclus dans I, ceci signifie que

> a() ) <V wAkJ> =0, VWV e %b pour dmyg(\) presque tout A,

JEINk

soit encore

> @\, j) Wrg,; =0 dans 7:[¢, pour dmy(\) presque tout A.
J€JINk

Les fonctions modales Wy ,; étant linéairement indépendantes, @ (), j) = 0, et la conclusion en
découle.

Pour montrer (7.76), appliquons (7.70) pour f = 1. Il vient alors : B, (U = Uz 1, U, U
qui se réécrit de maniere équivalente :

U, En(N)U =P, 1,0, U.
Pour supprimer Popérateur de projection P, dans cette expression, notons qu’en appliquant
(7.74) & f(Ay) = Ex(I)?, on obtient :

A

no|. =0k 0]

=,

Remarque 7.1.24 [l découle du théoréme 7.1.22 et de la proposition 7.1.23 que la restriction
de Uy, a Hi est un opérateur unitaire de Hj- dans Ly,.

Plus précisément, on montrerait de la méme fagon le corollaire suivant :
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Corollaire 7.1.25 Les opérateurs IU?, [[jkB, [Ukc, @kD et [UE se prolongent par densité sur H en
des isométries partielles vérifiant :

U2)* U = Ep(Aa(k)) et Up (U2)" = Tdra(a, 2
UZ) UP =Ep(Ap(k) et UF(UF)" = Tdr2(as )2
(Ac(k)) et UY (UF)" = Idrz(ag ),

Uy =Eu(Ap(k) et TP (UP) = Idr2(ap k),
f ) et UL (UP)* = ldge.

ou les images des projecteurs orthogonauz : Er(Aa(k)), BEu(Ap(k)), Ex(Ac(k)), En(Ap(k)) et
Ex(Agp(k)) forment une somme directe orthogonale de ’espace Im(Ey(1y)) '

Suivant cette décomposition orthogonale de [’espace 7:[,%, Popérateur f (Ak) s’exprime sur l’espace
D(f(Ay)) NHit sous la forme diagonale suivante :

Flhy) = (OR)* ) T @ (UF)* fFN)UF @ (0F)" fFNUF @ (UR) FN TR si k| < ke,
(OR) )T @ (UF) fFN U @ (0P)" FN)OF @ (UF)* F(N U s [k] > ke.

Construction explicite de la transformation adjointe I[~J*

Dans le paragraphe précédent, nous avons diagonalisé I'opérateur Ay, sur I’espace ’HO en
construisant une isométrie partielle Uk H—s Ek dont la restriction a ”HL est une transforma-
tion unitaire. Nous cherchons ici & exprimer 'adjoint de cette transformation : U* La définition

de Popérateur Uy nous invite & expliciter Ui : £, — % en fonction des opérateurs (U2)*,
(O2)*, (UF)", (UR)* et (UF)"

— Si |k| < ke, Vopérateur borné Us est défini de la maniére suivante, Vi € Ly, :
Ura = (02) (a(-, —1),a(-, 1) + (OF) (a(-, —1),a(- 1)) + (0F) a(- 1) + (TF) a(-, -1),
— Si |k| > k., Popérateur borné Uj est décrit, pour tout @ € Ly, par :

Upa = (09) (a(-, —1),a(- 1)+(0F) al, 1)+ (0P) a(, —1)+0) @y (k), 1), a(=Ap(k), 1)).

Il nous reste maintenant & expliciter les opérateurs (U)*, (UP)*, (U)*, (UP)* et (UF)* avec le
lemme suivant.

Proposition 7.1.26 Les opérateurs bornés (U2)* = Aa(k)? — H, (UP)* : Ap(k)? — H,
(U)* 2 Ac(k) — H et (UP)* : Ac(k) — H sont respectivement définis comme le prolonge-
ment par densité des expressions suivantes :

11. Cette décomposition orthogonale est une conséquence directe de la définition 7.3.3 d’une famille spectrale.
En effet, les intervalles des projecteurs spectraux considérés étant disjoints, leurs images sont en somme directe
orthogonale. De plus, I'union de ces intervalles étant un ensemble de mesure pleine pour my (tout comme Iy),
la somme directe de I'image de ces projecteurs est égale a Im (B (In)) = Hj- (cf. 7.1.19).
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- Va = (ﬂ(, _1>77-L('7 1)) € D<AA(k))2 ’
(UAY g = /AA(@ AN, —1) W p1 + @\, 1) Wy, g1 dA, (7.77)

- Va = (a(-,—1),a(-,1)) € D(Ap(k))?,

U@ = O\, — 1) Wy g1+ a(\ 1) d\ 7.78
(UF)a /AB(k>“< =)W 1 + B, 1) W 1 A, (7.78)
- Va(-,1) € D(Ag(k)),

US) 0 = (1) @ d\ .

(Uy)"a /Ac(k)u( , 1)y g1 dA, (7.79)
- V(- —1) € D(Ap(k)),

(@,?)*a:/ A\ —1) W 1 dX, Va € D(Ap(K)). (7.80)
Ap(k)

Quant d lopérateur borné (UF)* : C* — H, il est défini de la maniére suivante :
(OF) @ = a(Mp(k), 1) Wi, (et + B(—Ap(), 1) B_x, (k) 1 (7.81)
Va = (ﬂ()‘]’(k>7 1)7?1(_)‘17(]{:)7 1)) € CQ'

Preuve. Les relations (7.77), (7.78), (7.79) et (7.80) se démontrant de la méme maniére, nous
nous restreignons ici a la preuve de (7.79). Quant a l'expression (7.81) de 'opérateur (UE )",
elle est ici aisée & vérifier & partir de la définition (7.68) de 'opérateur UF. Soient UeH et
v € D(Ap(k)). On a alors par définition :

(070.9), = /Ac(k) (0 k1), 5O 1)

Par le théoréme de Fubini '2, on peut alors inverser le crochet de dualité et I'intégrale, il s’ensuit
que

o ] o
(070.9), = <U, /Ac(k)v(A, 1) 5, o1 d)\>ﬁ. (7.82)

Or par continuité de I'opérateur Uk , ous savons que :

(0£0.9), = O (O 0)5 = (0. (0)7),, (7.83)
Ainsi par identification des expressions (7.82) et (7.83), il vient finalement que
@C*~:/ 5\, 1) Wy g dA.
(Uy)" Ac(k)v( )@ x ka1
u

12. Ici, Vapplication du théoréme de Fubini se justifie encore par le fait que pour A appartenant a un ensemble
compact de Ac(k), les vecteurs propres généralisés w x, k,1 sont des fonctions de z uniformément bornées en .
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7.2 Théorie spectrale de 'opérateur de Schrodinger

7.2.1 De la théorie spectrale de Ay a celle A

Nous allons ici établir le lien entre I'opérateur de Schrodinger A défini (5.16) et la famille
d’opérateurs réduits Ag. Dans ce but, définissons la transformation de Fourier partielle en y,
notée F :

(Fu)(xz, k) = lim 1 /M w(z,y)e " dy.

M—oo 27 J-M

C’est un opérateur unitaire sur H muni du produit scalaire (-, -)y. Son inverse est défini par :

M

(F'a)(z,y) = lim a(z, k) ety dk.

M—oo J M

Chercher des solutions de (5.15) dans le domaine de Fourier revient a définir I'opérateur A
suivant :

A=FAF' ou D(A) = F(D(A)). (7.84)

On déduit alors des propri¢tés de la transformée de Fourier partielle que cet opérateur est
décomposable (au sens de la définition (7.3.15)) sur les opérateurs réduits Ay (définis par (6.6)) :

A:/ Ay dk (7.85)
(S5}

sur H = [ H dk o espace de Hilbert H a été muni de son produit scalaire (-, )y (cf. (6.7) et
(6.8)). L’invariance de notre milieu, selon la direction e,, nous a donc permis de décomposer A,
par le biais d'une transformée de Fourier partielle, sur la famille d’opérateurs auto-adjoints Ay .

Nous cherchons maintenant a tirer de I’étude spectrale de I'opérateur Ay, celle de I'opérateur
A, c’est-a-dire dans un premier temps a construire une famille modale de A a I'aide des modes
Wy k,; de Ay et dans un second temps a établir la diagonalisation de A & partir de celle de
Ay.. Tout reposera donc, d’apres ce qui précede, sur l'utilisation de deux outils : la notion
d’intégrale directe permettant de décomposer Uopérateur A sur les opérateurs Ay, (cf. (7.85)) et
la. transformée de Fourier partielle en y (cf. (7.84)) reliant A & A.

7.2.2 Famille modale de I'opérateur de Schrodinger

Soit U € H et I C R. Relions d’abord E(I) au projecteur spectral E(I) de I'opérateur A.
L’opérateur A étant unitairement équivalent a A : A = F~L A F, le calcul fonctionnel de A est
"transporté" par 'opérateur unitaire F :

f(A) =F 1 J(A)F.
En particulier, les projecteurs spectraux E(I) et E(I) vérifient donc
E(I) = FLE(I) F. (7.86)

Nous pouvons maintenant utiliser notre second outil : la notion d’intégrale directe permettant
de relier le calcul fonctionnel de A & celui de Ay (cf. théoreme 7.3.16) afin d’exprimer E(I) en
fonction de Ej, :

B(1) = /@ By (1) dk (7.87)

ol 'espace H est alors identifié a I'intégrale directe [ H dk.
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Casou Il C I

Nous voulons ici exprimer les projecteurs spectraux E(I) en fonction d’une famille modale a
variables séparables de la forme (6.3) faisant intervenir les vecteurs propres et vecteurs propres
généralisés Wy x,; de 'opérateur Ak

De la relation (7.86) et de l'identité de Parseval-Plancherel, il découle :

(E( U, U)y = (EI)U.U)y on U =F(U).
En vertu de (7.87), cette relation devient :

ENDU U= [ BT k), O k))y dk.

=

Dans le but de réécrire le terme (B, (1)U (-, k), U(-, k)) sous la forme diagonale (7.55), choi-
sissons un élément U € D(R?) x D(R?) x D(R?3) x D(R?), ce qui implique en particulier que
la fonction U(-, k) € H,. On a alors :

2
E()U,U)y = / / Z 1N [(OC k), ks, | dmi(A) . (7.88)
En utilisant alors le fait que
~ 1 )
U(.CE,]{?) = 7/ U(Z’,y) e—zky dy7
27 Jr

il vient (avec le théoreme de Fubini pour intervertir le crochet de dualité et I'intégrale en y) :

<l7(.,k),w>‘,k’j>ﬁ = (U, wx k,5)5 O0 Wy g (2,y) = Wrk;(T) 62:1/ (7.89)
A l'instar de (-, )4, la notation (-, -),, désigne ici un crochet de dualité entre un espace :
Hy = L2 (R*) x L? (R®) x L? (R2) x L% (R2), avec s > 1 (7.90)
contenant H et son dual H;
H, = L2(R?) x L?(R*) x L*(R%) x L*(R?), (7.91)

dense dans H ou les espaces L2(O) et L2(O) sont définis pour s € R et pour O = R2 on R?
par :

L(0)={u| 1+ +y»)iuec L2(0)} et LA0)={u|(1+2”+y*)iuc L2(0)}.

Les fonctions wy, k, ; étant bornées sur R?, elles appartiennent naturellement a I'espace H4 pour
s > 1. Ce sont en fait des vecteurs propres généralisés de 'opérateur A s’exprimant (cf. (6.3))
comme le produit d’un vecteur propre ou vecteur propre généralisé de Ay par une exponentielle
et*Y (la constante 1/(2m) étant un facteur de renormalisation).

En revenant a I’expression (7.88), nous obtenons :

E)U,U)y = /R /R 1) Y [0 wa k)| dmi(h) di

JEINk
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qui se prolonge'® (par densité de D(R?) x D(R?) x D(R%) x D(R%) dans H,) a tout U €
‘H,. Finalement, par identité de polarisation, nous trouvons une décomposition modale des
projecteurs spectraux :

(E()U,V)y = / / 14 (U, w1 3)5 (Vo Waig)y dmi(A) dk, YU,V € H,. (7.92)

JEJ/\k

Explicitons maintenant la variation de la mesure spectrale de I'opérateur A sur des intervalles
I contenus dans [y. En effet, A et A étant unitairement équivalent, leurs mesures spectrales
vérifient :

AENU,V)y = d([EU,V)y, YU,V € H.

De plus, par la relation (7.115) du théoréme 7.3.16, nous avons :
AEND, V) = / AB O (- k), V (-, k) dk.
keR
Or nous avons (cf. (7.56) et (7.89)) que pour des fonctions U et V € H, :

AENT R, VR = Y (U, wa i)y (VWi k)5 dmi(N).

J€INk

Ainsi, il vient finalement :

A(EU, V )y, = / S° (U Wk )y (Vo Wa k)5 dms(V) dk, YU,V € H,. (7.93)

JE€EIN K

Remarque 7.2.1 Effectuons quelques petits commentaires sur [’expression des projecteurs
spectrauz (7.92). 1l est aisé de constater que

= Si Qe # O, E{A}) = 0 pour tout X € Iy. Ainsi, lopérateur A ne posséde pas de valeurs
propres dans Iy. Cette conclusion peut étre également tirée du théoreme 7.3.16 appliqué
a A et donc a A (car comme A et A sont unitairement équivalents, leurs spectres sont
égauzx et admettent la méme décomposition (7.103) en terme de spectre continu et spectre
ponctuel). Ce théoreme stipule d’une part que X € o(A) si et seulement si pour tout € > 0,

n({k | o(A)NIA = e, A+ e[# @}) > 0
et d’autre part que X € o,(A) si et seulement si

u({k | A € y(Ai)}) > 0

(1 étant ici la mesure de Lebesque). Ainsi, les valeurs propres de Ay : £, (k) qui sont
strictement monotones en k (cf. figures 6.3 et 6.5) appartiennent au spectre continu de A.

~ 81 Q= Q, il existe deus valeurs de X € Iy : £\, = +Q,,/v/2 pour lesquelles E({\}) # 0.
En effet,

E{ENN U, V) = /|k|>kc (U winir), (Viwin ), dk, (7.99)

13. 1l suffit de montrer ce prolongement par densité sur des intervalles I bornés ne contenant pas £\.. Le
passage par densité se fait alors encore a l’aide du théoreme de convergence dominée.



150 Chapitre 7. Décomposition spectrale de 'opérateur de Schrodinger

car les courbes £),(k) = £Q,,//2 sont ici constantes'* sur |k| > k.. Ainsi, £), ap-
partient a o,(A). Il serait alors facile de démontrer que £\, est une valeur propre de
multiplicité infinie. En effet, en utilisant I’équation (7.67), il est aisé de prouver que la
fonction \% définie par

V(x, k) = f(k) Wi, 1 (x), VF € D[] > k.})

appartient a H et est un vecteur propre de A pour la valeur propre £\, (car pour tout
k> |ke|, Wix, k1 est un vecteur propre de Ay ). Ainsi, toutes les fonctions V.= F~Y(V)
sont des vecteurs propres de A associés da la valeur propre A\,. Les sous-espaces propres
Ker(A £ \,) contiennent donc clairement un sous-espace de dimension infinie.

Cas ot I C {—,,,0,8,,}

L’opérateur réduit Ay, possédant pour tout £ € R une valeur propre en 0 et 4£2,,, nous savons
par le théoreme 7.3.16 que ces points sont aussi des valeurs propres de A et donc de A, qui
lui est unitairement équivalent. Les projecteurs E({0}) et E({£,,}) ne sont donc pas nuls.
Contentons nous, tout comme dans le cas de I'opérateur réduit, de décrire leur image avec le

Lemme 7.2.2 Le noyau de l'opérateur A et les espaces propres Ker(A F ,,) sont décrits res-
pectivement par :

Ker(A) = {(0,IIV¢,0,0)", ¢ € HI(R*)}
et

{( .V¢>T Lo }
Ker(A ¥ Q) = (0. TIV, 0, i o= |, ¢ € Hy(RY) 1,

m

ot II et II sont respectivement les applications de prolongement par 0 sur R3 et R?.

Preuve. . L
UcKer(A) <= F'AFU =0 < AU =0.

En utilisant, le fait que A est décomposable, cette expression est encore équivalente a
U(-, k) € Ker(Ay), Vk € R.
et donc d’apres (6.9) a
U(-, k)= (0,TIV (-, k),0,0)" ot ¢(-,k) € HY(R_), Vk € R.
Ce qui se réécrit par transformation de Fourier inverse
U = (0,IIV,0,0)" ou ¢ € H(R?).

En utilisant la relation (6.13), on prouverait de la méme maniere la caractérisation des espaces
propres Ker(A F Q,,). n

14. Nous utiliserons désormais la méme notation pour la fonction constante A, définie sur |k| > k. et sa valeur

A = /2.
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On définit alors I'espace Hy par

i I
Ho = Ker(A) @ Ker(A — Q,,) ® Ker(A +Q,,). (7.95)
Son orthogonal, I'image du projecteur E(1y), est alors déterminé par le lemme suivant

Lemme 7.2.3 L’espace Hy est caractérisé de la fagon suivante

H(J]' = {U = (UE,’LLH,UP,UM) - 7‘[ | dlquhR% = 0, diqu’Ri = 0 et diV’U,M = 0}

ou, Ou
ou lopérateur div est défini au sens des distributions par divu = 3 + a—y
T Y
Preuve. La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme 7.1.18. [ ]

Remarque 7.2.4 Notons que l'on retrouve ici le résultat connu qui affirme qu’éliminer les
champs statiques (correspondant d la valeur propre nulle) dans un diélectrique consiste a imposer
une condition de divergence nulle dans ce milieu. Pour le matériau de Drude, on obtient le méme
type de condition lorsqu’on élimine les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres +£2,,.

I découle alors de cette étude le corollaire suivant.

Corollaire 7.2.5 Le spectre de l'opérateur A est o(A) = R. Par contre, sa structure dépend
des paramétres ), et 2, :

— Lorsque 2, # Q,,,
op(A) = {—2,,0,Q,} et 0.(A) =R\ {—,,0,Q,},

ot les valeurs propres —€),,,0 et Q,, sont de multiplicité infinie. De plus, en terme de
mesure, il admet la décomposition suivante :

UPP(A) = {_Qm7 07 Qm}a Uac(A) =R et O'SC(A) = .

Cette derniére relation permet alors de décomposer l’espace de Hilbert H de la maniére
sutvante :

I
H=Hpyp ® Hae avec Hoe=Hy et Hyp = Ho, (7.96)
ot les espaces Ho et Hy ont été respectivement définis dans les lemmes 7.2.2 et 7.2.3.
— Lorsque Q, = )y,
0p(A) = {—Q,, =20, 0,0, Qb et 0(A) =R\ {=Q,, =2, 0,0, U}

ot les valeurs propres —,, —Ap, 0, A, et 2, sont encore de multiplicité infinie. Ici, nous
avons :

Opp(A) = {=Qy =25, 0,0, Qi by 00c(A) =R et 0, (A) = 2.
Ce qui se traduit par la décomposition suivante :

i
H=Hy D Hae,

0 Hao = Im(E(I \ {-Ap, A\, 1)) et Hyp = Ho & Im(E({N}) & Im(E({ A, ).

Notons enfin que l'espace Hy = Im(E(ly)) se réécrit donc sous la forme :

HE = Moo & Im(E(QNY) & ImE({-N)). (7.97)
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7.2.3 Diagonalisation de 'opérateur de Schrodinger

Nous allons dans cette partie achever notre étude spectrale en définissant une transforma-
tion U, de H dans un espace £ , diagonalisant Uopérateur A sur le sous-espace Hi. Lespace
spectral £ va encore étre défini & partir des zones spectrales A, B, C, D et F qui régissent le
comportement des modes de A. A cette fin, introduisons les ensembles suivants :

= Oa={(\k) eR? | ([k],|A]) € A}, Op = {(\. k) € R? | (K], |A]) € B},
= Oc={(\k) eR* [ ([k],|A]) € C}, Op = {(\ k) eR*| ([, |A]) € D},
—Ig={keR||k| > k.}.
L’espace spectral est alors défini a partir de ces ensembles de la fagon suivante :
L=L%0,)*® L*(0p) ® L*(Oc) ® L*(Op) ® L*(Ip)*.

Cet espace de Hilbert est muni de la norme hermitienne ||-||z suivante :

_ 2 N 2 - 2 - 2 - 2
HuHE = ||u<7 K _1)||L2(OA) + HU(, " 1)||L2(OA) + ”u(7 " _1)||L2((’)B) + ||u<7 K 1>HL2((’)3)
. 2 - 2 . 2 N 2

+ ||u<7 ) 1>||L2((’)C) + ||u<7 ) _1)||L2(OD) + ||u(/\}7(>7 ) 1)||L2([E) + ||u<_/\P<)7 %y 1>||L2([E) 5
ouu = (ﬂ(, ) —1),@(-, ) 1)7 ﬂ(-, ) _1)7 ﬂ(~, ) 1),1](-, > 1),@(-, ) _1)7ﬂ(/\2?('>7 ) 1>’ a(_/\p(')7 ) 1))
Tous les espaces L? sont ici munis de leur norme usuelle. Notons que la notation
Hﬂ(j:)\p(-),-,l)HiQ(IE) , qui est un peu ambigiie'®, est une norme L? de la seule variable k
qui s’écrit :

- 2 - 2
E

Introduisons maintenant la transformation U : H; +— L, construite & 'aide des modes de
vibration libres wy x, ; de I'opérateur A :

U = (0"U, 0°U,0°U,0° U, U7 U),
ot les applications U* : H, —— L*(O4)? c H, — L2(0p)%, U° : H, — L*Oc),
UP : H, — LX(Op), U . H| — [2(Ip)* s ecrlvent de la manicre suivante -
VAU ) = (U, k,—1)y, (U wa k1)), DPU N K) = (U, wa k1) (U, wa k1))
UUN k) = (U wr k1)), DPUNE) = ((U, w0 8,-1)y,)
U U (k) = (U, wa ), (U w-r a0 ), ) -
Théoréme 7.2.6 L’application U se prolonge par densité en une isométrie partielle de H dans

L satisfaisant :

U* U = E(lp)

ot In = R\ {—=Q,,,0,Q,} et E(Iy) est la projection orthogonale de H sur le sous-espace Hy
défini par le lemme 7.2.3.

De plus, pour toute fonction borélienne f et tout élément U € H tel que E(Iy) U € D(f(A)), le
vecteur f(A)U s’écrit alors :

FAE(L)U =T f(\)UU. (7.98)

15. Ces espaces sont en fait des espaces L? définis sur les variétés formées par les courbes C™ : £\, sur Ig et
sont donc isomorphes a I'espace L?(Ig) "habituel" o la courbe est la droite constante A = k sur I.
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Lopérateur f(A) admet ainsi sur l’ensemble D(f(A)) N Hy la forme diagonale suivante :
f(8) =1 f(\ .

Preuve. La preuve de ce théoréme est ici similaire a celle du théoreme 7.1.22. Nous la refaisons
cependant dans un but didactique.
En appliquant a I = [ la formule (7.92), il vient :

2
HE(JO)UH;:/R/R S U ws k)| dmi(N) dk, VU € 1,

JEIN K

soit encore :

IE(L) U2, = /R/R >[0Tk dmy) dk = [OU]. VU € ..

JE€EIN K

Ainsi Papplication UU se prolonge par densité sur A en une isométrie particlle satisfaisant :
<2
|o UHE — [E(Io) U|)%,, VU € H.

Cette dernicre relation se rééerit : U U = E(I), out E(Iy) est la projection orthogonale sur
'espace Hg défini par le lemme 7.2.3.

L’équation (7.72) montre que l'expression (7.93) de la mesure spectrale sur des intervalles [
inclus dans I se prolonge a ‘H de la maniere suivante :

A(E\U, V) =/ S Uk, ) TV (A K, j) dmi(\) dk, YU,V € H.
R

JE€EIN K

Ainsi d’apres le théoréme spectral, pour tout élément U € H tel que E(Iy) U € D(f(A)), nous
avons

(FWEWU. Vi= [ [ 70) 3 DUk TV k. )y dme(3) dk

JEIN kK

=(f()UU,UV);, YU,V € H.

Soit
FA)E(IL,)U =1 f(\) UU,

qui se simplifie en . 5
fA)U=U"f(ANUU,

pour U € D(f(A)) NH.
|

On peut ici faire les mémes commentaires que dans le cas de la diagonalisation de 'opérateur Ay
Ce théoreme montre que la famille modale wy, g, ; est compléte dans Hg car si (U, W k,j), = 0
pour tout A, k et j caractérisant ’espace spectral £ alors E;, U = 0. Il nous reste a prouver
quelle est orthonormale en démontrant que UU* = Id;. La preuve de ce dernier résultat va
différer de celle effectuée pour la proposition 7.1.23. En effet, cette derniere reposait sur le fait
qu’a chaque valeur A (différente de 0 et +£2,,) 'opérateur A, admettait un nombre fini (le
cardinal de J ;) de modes Wy ;. Pour I'opérateur A, ce n’est plus le cas : a chaque A, il y a un
continuum de modes wy, x, ; indexés par k et j. Pour montrer ce résultat, nous allons suivre la
démarche de [117]. Celle-ci est fondée sur la proposition 7.1.23 (issue de la diagonalisation des
opérateurs réduits Ak) et sur un petit lemme concernant les opérateurs bornés d’un espace de
Hilbert dans une somme directe d’espaces de Hilbert, & I'instar de notre opérateur U.
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Lemme 7.2.7 Soient Ho et L deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que l’espace L est
une somme directe finie'® d’espaces de Hilbert Ly, :

E:iﬁp, ou N € N*.
p=1
Soit un opérateur borné B : Ho — L , alors :
Bf=Bf..Byf) ou Vpe{l,..,.N} B,:Ho+— L, est un opérateur borné.
Un tel opérateur satisfait I’équivalence suivante :
BB*=1ld, <= B,B, =0, ld, Vp,qe{l,..,N}, (7.99)
ot l'indice de Kronecker 6,4 vaut 1 pour p = q et 0 pour p # q.

Preuve. Nous reprenons ici la preuve décrite dans [117]. Soit f = (fi, ..., fx) € L, dont les
composantes f, appartiennent par définition a £,. Il est alors aisé de constater que

N N N
BB* f = (Z B, B; I ...,ZBqE; Iproes ZBNIB%; fp) . (7.100)
p=1 p=1 p=1

Le sens <= de l'équivalence (7.99) découle alors immédiatement de (7.100). Sa réciproque se
prouve également facilement en choisissant dans (7.100) a p fixé des vecteurs f de la forme
f=1(0,..., fp,...,0), puis en faisant varier p de 1 & N. ]

Nous sommes maintenant & méme de démontrer la

Proposition 7.2.8 L’isométrie partielle U vérifie

&=

U* = 1d;.
Preuve. D’apres le lemme 7.2.7, montrer que UU* = Id; est équivalent & prouver 7 :

0P (09)* = 6,4 ldror), Vp,q € {A, B, C, D, E}. (7.101)

Nous nous contenterons ici de prouver que U® (T[jc)* = lld ooy (les autres cas se démontrant de
maniére similaire). A cette fin, définissons 'opérateur borné U : H — L2(OF) par

e =10°F"

Notons alors que : o

UC ([UC)* — [UC (UC)*
Ainsi, il nous suffit de prouver que : Ue (@C)* = ldppcy. Pour démontrer ce résultat, nous
allons utiliser le lemme suivant

16. Ce résultat reste valable pour une somme directe dénombrable.

17. Dans la formule (7.101), on pose O = Ig.

18. Ce lemme semble lié au fait que la transformation diagonalisant I’'opérateur A:U=UF"est un opéra-
teur borné décomposable sur les transformations Uy, diagonalisant Ay. N’ayant pas trouvé de référence dans la
littérature, nous avons suivi la démarche de [117] en le redémontrant ici "& la main".
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Lemme 7.2.9 Pour tout g € D(O,), nous avons :
(@) k) = O30 K) = [ Drea()gAE) AN (7.102)
k

Preuve. Soient F € Dy = D(R?) x D(R?) x D(R%) x D(R2) et § € D(O,). Nous notons F
la transformée de Fourier F(F') de F'. Il vient alors :

(@) g, F), = (9, (0) F) 200y = (3, U° F) 1200,

En exprimant la quantité (g, U° F) 2(0c) sous forme intégrale, on obtient :

(5. T F) 200, = /OC GO ) (F, wa p1), Ak d.

En utilisant alors que
<F7 w/\,k,1>7_[ = <F(7 k)v w)\’k’1>7:l 5
cette derniere intégrale se réécrit sous la forme :

(3, U° F) 200y = /OO GO R)(B( k), 5 k1), dk A

Le vecteur propre généralisé w y, k1 est défini pour des parametres spectraux (k, \) appartenant
a O., nous prolongeons sa définition en posant

D A AD o 2
Wy g1 = Wa k1 sur Op et @l 4, =0sur R\ O,.

En appliquant alors le théoréme de Fubini '?, il découle :

(g, [DC F)LQ(OC) — </R’Li)§” >

Il vient donc finalement avec (7.102) et le fait que le support de " ; ; en A est contenu dans
0y g, F) = / a1 g0 AN B
(0% 5. 8), = ([ #xadOINF)
et le résultat découle alors de la densité de F(Dy) dans H| et de la proposition 7.1.26. ]

Fort de ce lemme, terminons maintenant la preuve de la proposition 7.99. Par densité de D(O%)
dans L?(O%), prouver U° (U%)* = Idy(pcy est équivalent a démontrer :

(O F.(09°9) ey = (£9) 1ayoe» ¥F2 € DO,
Soient f et g € D(O%) , nous avons d’aprés le lemme 7.2.9 :
() F,@9)3),, = [ (OF) FC.R), (0F)3( k) , .

Or d’apres la proposition 7.1.23 : [[Njk@;; = Id;, pour tout k € R différent +£., ainsi d’apres le
lemme 7.2.7 lopérateur U{ vérifie : U (U)* = Idp2(a, (), ce qui se traduit par :

O+ £ (T7C\* ~ — £ . al-
((U ), (U )g)H—/R(f( k), 9( ,k))Lz(Ak(o)) dk.
Soit finalement par définition de ’ensemble O. :
NC\x £ (T7C\* ~ —(f 7
(0 7.00),, = (7)o

Ce qui acheve la preuve. [

19. On justifie encore I'utilisation du théoreme de Fubini par le fait que la fonction propre @ i, x,1 est unifor-
mément bornée pour des parameétres spectraux (k, \) appartenant & un compact de O,.
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Il découle alors du théoreme 7.2.6 et de la proposition 7.2.8, le théoréme suivant qui résume
I’étude spectrale de ce chapitre :

Théoréme 7.2.10 La restriction de U Hi est un opérateur unitaire qui diagonalise a A au
sens ou pour toute fonction borélienne f, l'opérateur f(A) admet sur l’ensemble D(f(A)) N Hy
la forme diagonale suivante :

F(a) =T FNT.

Expression de la transformation adjointe U*

Nous pourrions nous arréter la dans I’étude spectrale, mais nous allons achever ce chapitre
en explicitant la transformation adjointe

U*: L H.

Il nous reste & expliciter les opérateurs (UA)*, (UP)*, (U)*, (UP)* et (UF)* a laide de la
proposition suivante :

Proposition 7.2.11 Les opérateurs bornés (U*)* : L2(Ox)?* +— H, (UP)*: L*(Op)?* +— H,
(U)*: L*(Oc) +—— H, (UP)*: L*(Op) — H et (UF)*: L?(Ig)* —— H sont respectivement
définis comme le prolongement par densité des expressions suivantes :

- v = (u(-,-, —1),a(-,-, 1)) € D(Oa)?,

(UA) @ = / WAk, —1) wa g, -1 + AN K, 1) w1 dEdA.
Oa

- Vi = (il-,-,—1),4a(-,-, 1)) € D(Op)?,

(UBYq = /O A0k, —1) wa g —1 + GO\ k, 1) wa, g, 1 dk d.
B

(@C)*az/o ANk, 1) wy, g1 dk A
C

UP)a = /O A\ &, —1) wy, g, 1 dk dA.
- Va = (a()‘p()v ) 1)722(_>‘p(')7 ) 1)) € D(IE)Q’
(U")a = /I W(Ap(k), ;1) Wi, ) k1 + W=Ap(k), Ky 1) Wox, (k) 1 dE-

Preuve. La preuve est ici similaire a celle de la proposition 7.1.26. [



7.3. Annexe : un peu de théorie spectrale 157

7.3 Annexe : un peu de théorie spectrale

Cette annexe ne se veut en aucun cas une construction didactique de la théorie spectrale
des opérateurs auto-adjoints. A cette fin, nous renvoyons le lecteur aux multiples ouvrages qui
existent sur ce sujet (cf.[38, 69, 70, 100]). Nous nous contentons ici de résumer les principaux
théorémes et notions mathématiques dont nous avons besoin dans ce chapitre et le chapitre
suivant. La forme de ce rappel s’inspire de [63]. Nous oublions ici pour un court instant I’équation
de Schrédinger (5.15) et travaillons dans un cadre tres général : un espace de Hilbert H muni
de son produit scalaire (-, -).

7.3.1 Résolvante et spectre d’un opérateur auto-adjoint

Soit A := D(A) C ‘H — H un opérateur auto-adjoint. Tout comme celui d’une matrice, la
définition du spectre de A en dimension infinie est liée au caractere non inversible de 'opérateur
A — ( lorsque (¢ parcours le plan complexe C.

Définition 7.3.1 Le spectre de A, noté o(A) est le complémentaire de l’ensemble des ( € C
tels que la résolvante R(C) := (A — ()™t emiste en tant qu’opérateur borné sur H.

La connaissance du spectre d’un opérateur est donc intrinsequement liée aux propriétés de la
résolvante. A l'aide de 1’égalité algébrique suivante appelée usuellement identité de la résolvante

R(¢) = R(¢) = (( = C)R(OR().¥(,¢ € C\a(A),
on montre la proposition :

Proposition 7.3.2 L’ensemble C\o(A) est ouvert et la résolvante est une fonction holomorphe
en ¢ sur cet ensemble.

On déduit immédiatement de cette propriété que o(A) est un ensemble fermé de C.

Spectre ponctuel et spectre continu

On vérifie tout d’abord (cf.[38]) que R(¢) est un opérateur borné des que ¢ € C\ R, ce qui
montre que o(A) C R. En dimension infinie, un nombre réel A\ a alors deux raisons de figurer
dans le spectre :

— D’une part, R(\) peut ne pas exister car A — X\ n’est pas injectif. De tels A définissent le
spectre ponctuel de A (formés de valeurs propres de A) :

op(A) = {A € R| Ju € D(A) non nul tel que Au = Au}

— D’autre part, R(\) peut ne pas exister en tant qu’opérateur borné sur H car A — \ est
injectif mais pas surjectif. Dans ce cas, on peut définir R(\) comme un opérateur non
borné dont le domaine est toujours dense dans H (puisque Im(A — \) = Ker(A — \)*
pour un opérateur auto-adjoint). L’ensemble de ces A forment le spectre continu de A :

o.(A) :=0(A)\ 0,(A). (7.103)
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7.3.2 Le théoreme spectral
Notion de famille spectrale

Afin de décomposer un opérateur auto-adjoint défini sur H, nous devons dans un premier
temps introduire les notions de famille spectrale.

Définition 7.3.3 (famille spectrale) Soient H un espace de Hilbert et E une application de
l’ensemble des boréliens de R a valeur dans [’ensemble des projections orthogonales sur H. On
dit que E est une famille spectrale (ou mesure spectrale) si :

E(2)=0, et ER)=L,

E( J;) =D _E(J;), VJ; boréliens de R disjoints.
j=1 =1

On montre alors en particulier que 'on a :
E(Ji N Jo) =E(J1) E(J2), VJi,Js boréliens de R.

Pour tout vecteur u € H, on associe a la mesure spectrale une mesure réelle positive par la
définition suivante.

Définition 7.3.4 (mesures réelles positives associées a la mesure spectrale) Soit une mesure
spectrale B et un vecteur u € H, on peut définir une mesure réelle positive finie ., par :

pu(J) = (E(J)u,u), YJ boréliens de R.
La variation de cette mesure sera notée d (Eyu,u).

Remarque 7.3.5 Notons qu’a partir des mesures i, on définit par identité de polarisation des
mesures finies (L, en posant pour tout u, v € H :

pun(J) = (E(J)u,v), VJ boréliens de R.

La mesure spectrale permet de définir une intégrale en donnant un sens aux quantités 2°

/R FON dBEyu € H

pour des fonctions f boréliennes. Bien entendu, comme dans toute théorie de l'intégration,
de tels objets sont tout d’abord définis sur des fonctions "sympathiques" par exemple étagées
pour étre ensuite étendus par densité aux fonctions boréliennes. Pour la construction de cette
intégrale, nous renvoyons le lecteur a [70, 100].

Théoreme spectral

D’une part, le théoreme spectral suivant montre qu’a chaque opérateur auto-adjoint est
associé une unique famille spectrale E(+) et que cet opérateur se décompose selon cette famille.
D’autre part, il permet d’établir un calcul fonctionnel associé a l'opérateur A en définissant
l'opérateur f(A) pour une fonction f donnée.

20. Pour des fonctions f boréliennes bornées, cette intégrale existe toujours. Par contre, lorsque f est non
bornée, on a besoin d’'une condition d’intégrabilité par rapport a la meure p,. Il faut supposer de plus
Je | FV)?] d(Exu,u) < oo (cf. 7.3.7).
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Théoréme 7.3.6 (théoréme spectral) : Soit A un opérateur auto-adjoint (borné ou non borné)
sur ‘H alors il existe une unique famille spectrale E(-) telle que

Au:/)\dE,\u, VUGD(A):{UGH|/)\2d(]E,\u,u)<oo}. (7.104)
R R

Pour toute fonction f borélienne de R dans C, on définit alors lopérateur f(A) (dont le domaine
est dense dans H) par

fwyu= [ FN) A, Yue D(f(A) = {ue# | [ |FOPd(Eru,u) < oo},

que l'on notera formellement f(A) = [p f(A\) dEy. En particulier, cet opérateur est respective-
ment auto-adjoint pour une fonction f a valeur réelle et borné pour f bornée. De plus, lorsque
f et g sont deux fonctions boréliennes bornées,

FA) = F(A) et f(A)g(A)=(fg)(A). (7.105)
Remarque 7.3.7 Le théoreme spectral, nous permet de caractériser le domaine A ou plus

généralement celui de f(A) par une condition d’intégrabilité sur f* par rapport d la mesure
- Cette condition est essentielle car elle permet de justifier lexistence du produit scalaire

(f(A),u,u) = / fAN) d(Eyu,w). Ceci permet d’une part de définir par identité de polarisa-
R

tion (f(A)u,v) = [z f(N) d(Exu,v) pour des u et v dans D(f(A)) et d’autre part de justifier
Uezistence des objets non triviauz : [p f(N) dE u en tant qu’éléments de H (cf. [38]).

Remarque 7.3.8 Lorsque f et g me sont pas bornées, l’équation (7.105) f(A)g(A)u =
(f9)(A) u est seulement valable pour

u € D(f(A)g(A)) = {ue D(g(A)) | g(A)u € D(f(A))}.

Exemples d’applications du calcul fonctionnel

La définition de f(A) que nous venons de donner coincide (heureusement !) avec les cas ot 'on
peut définir f(A) par un autre moyen. Nous allons ici donner quelques exemples d’applications
importantes de ce calcul fonctionnel.

e Un premier cas particulier essentiel est celui de f(A\) = (A — {)~! qui est bornée pour
¢ € C\ R. On peut montrer que l'opérateur f(A) ainsi défini n’est autre que la résolvante
R(¢) = (A —¢)~!. On peut alors écrire :

dE)\U
R = ——, Vv . 7.106
() u Awra ueH (7.106)
e Un autre exemple, qui nous sera trés utile dans la suite. Lorsque f()\) = e?*!, on pose

ey = / eMdE\u, Yu e H.
R

qui définit alors un opérateur borné unitaire. On peut monter que celui-ci coincide avec 'opé-
rateur e*** introduit dans le théoreme 5.2.2.

e Enfin, pour un borélien I de R, on désigne par projecteur spectral associé a la partie
I'Nno(A) du spectre, 'opérateur E(I) décrit a I'aide du calcul fonctionnel par la relation :

E(I)u=1;(A)u = / 1,(\) dEyu, Vu € H. (7.107)
R
Remarquons également que pour le cas particulier de I = R, il vient
u :/ dEyu, Yu € H. (7.108)
R

Ainsi, tout vecteur de 'espace de Hilbert H se décompose sur la mesure spectrale.
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Lien entre spectre et famille spectrale

La définition de projecteur spectral associé a une partie du spectre mentionné dans (7.107)
prend tout son sens avec la proposition suivante.

Proposition 7.3.9 Soit A un opérateur auto-adjoint (borné ou non) sur H et E(-) la mesure
spectrale qui lui est associée.
— Le support®*'de la mesure spectrale est le spectre de l'opérateur o(A) (qui est bien un
ensemble fermé d’aprés la proposition 7.3.2).

- X € 0,(A) si et seulement si E({\}) # 0. Lorsque E({\}) # 0, E({\}) est alors le
projecteur spectral associé d la valeur propre A (c’est-a-dire la projection orthogonale sur
le sous-espace propre correspondant).

— A€ 0 (A) si et seulement si X appartient au support de la mesure spectrale et E({\}) = 0.

Calcul de la famille spectrale

Nous avons vu que la connaissance de la famille spectrale est essentielle pour caractériser les
propriétés de l'opérateur A (notamment son spectre, sa décomposition spectrale (cf. (7.104)) et
le calcul fonctionnel qui lui est associé). Pour I'instant, le théoréme spectral ne nous donnait que
I'existence d’une telle famille. Nous allons voir qu’il permet également de "mettre la main" sur
la famille spectrale E(-) a partir de la résolvante de 'opérateur R(() avec la formule de Stone
qui peut-étre vue comme une inversion de la relation (7.106).

Proposition 7.3.10 (Formule de Stone) Soit I un intervalle de R. Le projecteur spectral E(I)
est relié a la résolvante de l’opérateur auto-adjoint A par la formule suivante :
—1
E(I)u=— lim lim R(C)udC, Yu € H. (7.100)

20 e=0+ 60t Je, 5(I)

ot C.s5(I) désigne une famille de chemins du plan compleze tels que celui qui est représenté
dans la figure 7.3 : en notant [\, u] = I. Chaque chemin C.s(I) est constitué de deux segments
(parcourus en sens inverse) [Nt e,putel+1id et [N te, ute] —id ou les signes + sont choisis
de sorte que A (respectivement ) appartienne a [N+ e, p £ €| si et seulement si il appartient a

I.

Remarque 7.3.11 Résumons ici les idées contenues dans la preuve de la formule de Stone pour
comprendre en quoi, elle est une application directe du calcul fonctionnel défini par le théoréme
spectral. Remarquons tout d’abord que d’aprés Uanalycité de R(C) (cf. proposition 7.3.2), la
formule (7.109) reste inchangée si l'on déforme le contour C.s(I) sans changer les points de
départ et d’arrivée, et sans rencontrer de point du spectre. Puis, notons que cette formule est en

fait une simple application du théoréme de convergence dominée. En effet, on vérifie aisément
que Y\ € R,

res(A) _1/0 S — 1,(N), (7.110)

" 2ir S A — (g0t

21. Le support d’une mesure borélienne positive (& U'instar de la mesure spectrale) sur un espace topologique
est, par définition, le plut petit ensemble fermé de mesure pleine (c’est-a-dire dont le complémentaire est de
mesure nulle).
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Im(¢) 4
A+e+id f+e+io
@ssssssnsnnnus ( ........... )
A
Re(C)
@sssssnnnans ) ............. )
Ae—1id fote—1d

FIGURE 7.3 — Définition du chemin d’intégration C. s(I) lorsque I =]\, u|

ou le terme de gauche reste uniformément borné en e, § et X. Ainsi, il découle immédiatement
de (7.106), (7.107) et de (7.110) que*

2im A= [ 5 B =resl E(I)u, Yu € H. 111
i /05,5(1) R(Qudc ®Josmh—C A= Tes(A)u e (DNu, YueH (7.111)

7.3.3 Décomposition de la mesure spectrale

Montrons dans ce paragraphe que la forme prise par la mesure spectrale est en fait directe-
ment reliée a la structure de 'opérateur. Dans ce but, rappelons un résultat général de la théorie
de la mesure (cf. [100]) qui affirme que toute mesure p finie définie sur la tribu borélienne de R
admet une décomposition de la forme

= fpp + fac T flsc OU (7.112)

~ lpp est une mesure ponctuelle, autrement dit une somme de masses de dirac, placées en
des point A;, j € J.

— [l st une mesure absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue), ce qui
signifie qu’il existe une fonction f intégrable telle que dpug. = f(A) dA.

— ise est singulierement continue?® (encore par rapport a la mesure de Lebesgue); d’une

part elle est continue (au sens ou comme fi ., tous les singletons ont une mesure nulle) |
d’autre part elle est singuliere, ce qui se traduit par 'existence d’'un ensemble £ C R tel
que ps.(E) =0 alors que R\ E est de mesure de Lebesgue nulle.

Ce résultat est applicable en particulier & la mesure ?* réelle y,,, associée a la mesure spectrale

[y, pour tout u € H. On déduit de ce théoreme (cf. [100]) que l'on peut construire trois sous-
espaces fermés de H (qui sont donc eux-mémes des espaces de Hilbert pour le produit scalaire

22. Remarquons que dans la premiére égalité de (7.111), nous avons interverti les deux intégrales : fR et [ C. 5D
Cette opération se justifierait par I’application du théoreme de Fubini-Tonelli sur les mesures pi,, associées a la
mesure spectrale.

23. Un exemple de mesure singulierement continue peut étre construit a partir de la fonction dite de Cantor
qui possede I’étrange propriété d’étre une fonction non constante, continue, dont la dérivée existe et s’annule
presque partout (cf. [100]).

24. La formule (7.108) nous montre que p, est bien une mesure finie.
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de H) :

Hpp = {u € H | p, est purement ponctuelle},
Hae = {u € H | pty, est absolument continue},

Hse = {u € H | p, est singulierement continue}. (7.113)

qui permettent d’obtenir une décomposition canonique de I'opérateur A donnée dans la

Proposition 7.3.12 H = prGLBHaCGL}HSC et on peut définir sur chacun de ces espaces de Hilbert
les opérateurs auto-adjoints : A,,, A, et Ay, dont le domaine est respectivement D(A,,) =
D(A)NHyp, D(Aye) = D(A) N Hae et D(Ay.) = D(A) N Hye. Lopérateur A se décompose alors
de la maniére suivante :

A=A, ®AL®A, sur D(A)=D(A,) ® D(Aw) & D(A,). (7.114)

On définit alors une seconde décomposition du spectre (différente de (7.103)) basée sur la struc-
ture de la mesure.

Définition 7.3.13 Pour un opérateur auto-adjoint A, on désigne respectivement par spectre
purement ponctuel, spectre absolument continu et spectre singuliecrement continu les ensembles :

Opp(A) = 0(Ay), 0ac(Aue) = 0(Age) et 05c(Ase) 1= 0(As.).

Remarque 7.3.14 On constate tout d’abord que o,,(A), 04.(A), os(A) sont des ensembles
fermés car ils sont chacun définis a l'aide du spectre d’un opérateur. De plus, ’égalité (7.114)
assure que o(A) = 0,,(A) U 04(A) U oy (A). Néanmoins, ils ne forment pas une partition du
o(A) car ils ne sont pas nécessairement disjoints deuzr d deux. Comparons maintenant cette
seconde décomposition du spectre, liée a la structure de la mesure spectrale, a la décomposition
plus algébrique en spectre ponctuel et spectre continu. Tout d’abord, on déduit facilement de la
proposition (7.3.9) que 0,(A) C 0,,(A), les valeurs propres font évidemment partie du spectre pu-
rement ponctuel. Néanmoins, cette inclusion est stricte. Pour s’en convaincre, prenons l’ezemple
d’un opérateur auto-adjoint compact et injectif en dimension infinie dont la mesure spectrale est
purement ponctuelle. Il est alors facile de remarquer que 0 € 0,,(A) = o(A), mais en raison
du caractére injectif de A que 0 ¢ 0,(A). On démontre en fait (cf. [100]) que ,(A) = o,,(A).
Concernant le spectre continu et l'union des spectres absolument et singuliérement continus,
aucune inclusion n’est vérifiée pour un opérateur auto-adjoint quelconque. En effet, revenons a
l’exemple précédent d’un opérateur auto-adjoint compact et injectif en dimension infinie, dans
ce cas 0.(A) = {0} alors que 0,.(A) = 05.(A) = &, ainsi 0.(A) ¢ (04c(A) Uos(A)). L'autre
inclusion n’est également pas vérifiée. En effet, notre opérateur de Schrodinger posséde des va-
leurs propres(cf. 7.2.5) qui ne sont donc pas dans le spectre continu et son spectre absolument
continu est 0,.(A) = R.

7.3.4 Opérateurs décomposables

Nous terminons ce petit résumé par les propriétés spectrales d’opérateurs bien particuliers :
les opérateurs auto-adjoints décomposables, intervenant dans les équations de propagation
d’ondes dans les milieux stratifiés (cf. [39, 62, 113]) a 'instar de notre dioptre. Pour définir
un opérateur décomposable, nous devons au préalable introduire la notion d’intégrale directe
qui généralise le concept de somme directe dans un espace de Hilbert. Une intégrale directe ou
"intégrale hilbertienne" est construite a partir :



7.3. Annexe : un peu de théorie spectrale 163

— d’une famille d’espaces de Hilbert L;, € k € R, chacun d’eux étant muni d’'un produit
scalaire (-, )z, (|[]|;, désignant la norme associée),

— d’une mesure positive p définie sur R. Si on note u une application k — wuy € Ly, ("appelée
un champs de vecteurs'), on peut considérer 1’ensemble des u tels que

[ el da(k) < oc.

On obtient ainsi (en identifiant deux champs de vecteurs qui sont égaux du presque partout)
un espace de Hilbert H muni du produit scalaire

(1.0)s0 = [ (5, vk) e k).

Cet espace est appelé intégrale directe (des L) et sera noté :

Hz/@ﬁkdu(k).

Nous allons nous intéresser ici a un cas particulier d’intégrale directe ou 'espace de Hilbert L
ne dépend pas du parametre k et sera donc noté L. L’espace H est alors communément appelé
intégrale directe a fibre constante. Définissons maintenant la notion d’opérateur auto-adjoint
décomposable sur un tel espace.

Définition 7.3.15 Soit une fonction mesurable A : k — Ay de R dans [’ensemble des opérateurs
auto-adjoints (non nécessairement bornés) d’un espace de Hilbert L. Muni d’une telle fonction,
on définit un opérateur auto-adjoint A sur lespace de Hilbert H = [ L du(k) par :

(Au), = Apug, Yu € D(A) := {u € H | ux € D(Ag) presque partout et /RHAkukH% du(k) < oo}.

On dit alors que A est un opérateur auto-adjoint décomposable et on le note classiquement :
A= [ Apdu(k).

Les propriétés de tels opérateurs sont regroupées dans le théoreme X 1711.85 page 284 de [99],
dont nous reproduisons ici une partie de I’énoncé.

Théoréme 7.3.16 Soit un opérateur A = [ Ay du(k) auto-adjoint décomposable au sens de la
définition 7.53.15, alors :

— Pour toute fonction f borélienne sur R, lopérateur f(A), au sens du calcul fonctionnel
défini par le théoréme spectral 7.3.6, coincide avec 'opérateur :

fa)= [ Fa)dn(k).
La mesure spectrale de A s’exprime alors comme "l'intégrale directe” de celle de Ay, :
d(Exu, v)y = /R A(Eprtg, o)z du(k), Yu, v € H, (7.115)

au sens ou pour toute fonction f borélienne :

(P = [ FO) A= [ ([ FO)d(Erusw)e) du(h), Vu € D((A))
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— A€ a(A) si et seulement si pour tout € > 0,
w({k | o(Ap)NA — e, A+ €[# @}) > 0.
- XA € 0,(A) si et seulement si

p{k [ A € 0p(Ar)}) > 0.

— Si presque partout, le spectre de Ay est absolument continu, il en est de méme pour celui

de A.
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Nous allons ici utiliser I’étude spectrale effectuée au chapitre précédent pour déduire les
comportements asymptotique en temps long des solutions de I’équation de Schrodinger pour un
second membre périodique en temps. Nous mettrons tout d’abord en évidence (pour Q. = €2,,)
un phénomene d’explosion linéaire lorqu’on excite le systéme aux fréquences plasmons £\,
A ces fréquences, les ondes plasmoniques localisées spatialement a l'interface du dioptre se
mettent a résonner. Il n'y a donc pas de régime périodique établi. Puis en démontrant un
principe d’absorption limite, nous examinons pour quelles fréquences d’excitation le principe
d’amplitude limite est vérifié. Toute cette étude est enrichie de simulations numériques qui
viennent illustrer les différents résultats obtenus.

8.1 Expression de la solution du probléme de Cauchy

Revenons ici a notre probleme d’évolution (5.22) dans lequel nous avons introduit une exci-
tation F(t) = fe ™! f € H périodique en temps (& une fréquence w # 0 donnée) :
dU .
— +iAU = fe '
(C) dt f
U(0)=Uy e D(A).

Nous allons désormais nous restreindre & des sources F'(t) = f e ™t et des conditions initiales
dans l'espace Hg défini en (7.95). Nous ferons donc par la suite 'hypothése suivante

(H) : la fonction f et la condition initiale Uy appartiennent & 1'espace !

Hy = {U = (ug,wm,up,up) € H | divuglg: =0, diV'u,H]Rz+ =0etdivupy = O}.

1. Rappelons que I'espace Hy a été caractérisé par le lemme 7.2.3.

165
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Remarque 8.1.1 Notons que les seconds membres qui s’écrivent sous la forme d’une densité

de courant (cf. (5.24)) :
-
f= <_‘]' 0, 0, 0)

€0
vérifient Uhypothése (Hs).

Nous avons vu que d’une maniere générale (cf. 5.2.2), la solution du probleme (C) est donnée
par la formule de variation de la constante :

) t )
U(t) _ eszt UO _'_/ esz(tfs) fefuus ds.
0

En utilisant le théoreme de diagonalisation 7.2.10, nous pouvons exprimer l'intégrale précédente

sous la forme : . .
/ e*iA (t—s) fefiws ds = [U* (ei/\t / ei()\fw)s d8> [Df’
0 0

soit apres simplification :

t . . B —iAt _ —iwt

/ e A (t=9) fe'@*ds=U"4 ¢ ¢ Uf.

0 A—w
Ainsi finalement, ‘

U(t) = e ™'Uo + 6,(A 1) f, (8.1)
ou l'on a posé
e—i)\t _ e—iwt
w( A t) =1
bt =i

Notons d’une part qu’a ¢ fixé, la fonction ¢,(-,t) se prolonge par continuité en w par
Go(w, t) =te ™!
et d’autre part qu’elle est bornée. En effet, par I'inégalité des accroissements finis, il vient :
0w (A )] < 2. (8.2)

Ainsi 'opérateur ¢,,(A,t) est borné par ¢ (car [[¢u(A,1)]lpay < [[6u(- )]l < )% De cette
majoration, on retrouve le fait (cf. 5.25) que la solution U, donnée par I’expression (8.1), a une
croissance au plus affine en temps.

Remarque 8.1.2 L’espace Hy est ici stable par les opérateurs et et ¢, (A, t) (ceci se déduit
aisément du théoréme de diagonalisation 7.2.10). Ainsi, d’aprés (8.1),

si Ug et f satisfont (Hy) alors ¥Vt € RT, U(t) € Hy .

8.2 Asymptotique en temps long de la solution homogéne

La premiere question que nous nous posons concerne ’asymptotique en temps du terme :
e~ U, 1ié a la condition initiale U, de notre probleme de Cauchy.

2. |I'll g3y désigne ici la norme d’opérateurs définie en (8.27) et |||, la norme sup sur I'espace des fonctions
bornées.
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Proposition 8.2.1 Soit Uy € D(A) vérifiant U'hypothése (Hs). L’asymptotique en temps du
terme e AU est donnée par les assertions suivantes :

— 8 Qe # D,
(7MUY, Vg =30, VYV e H.

- 51 Q. =Q,,,
(G_ZAtUO, V)H = G_i/\pt (]E({/\p}) UO: V);{ + ei)\pt (E<{_/\p}) U07 V)H + 0(1>’ vV < H’

ou E({£\,}) sont les projecteurs ponctuels associés auz valeurs propres de dimension

infinie £\, = +Q,,/V2 .
Preuve. D’apres le théoreme spectral 7.3.6, nous avons

(e MU, Vg = / eI A (E\U,, V). (8.3)

AER
La nature de la mesure (E\U,, V') dépend ici des parametres €2, et (,,.
e Lorsque 2, # Q,,, Uespace de Hilbert H se décompose de la maniere suivante (cf. (7.96)) :
1
H=Hyp ® Hae 0t Hoe =Hy et H,y = Ho. (8.4)
Ainsi comme U, € Hj, la mesure spectrale (E U, V') est absolument continue. On a donc?

d(E\Uy, V) = 0,(Uy, V) dX\ ou ladensité 0\(Uy, V) € LY(R) (elle est exprimée explicitement
par la formule (8.23) en annexe). L’expression (8.3) se réécrit donc sous la forme :

(7™ Uy, V) = /]R eI\ (U, V) dA.

La densité 0\(Uy, V) appartenant a L*(R), la convergence de (e AUy, V' )y vers 0 lorsque
t — oo est alors une simple conséquence du théoréeme de Riemann-Lebesgue.

e Lorsque €, = Q,,, la décomposition (8.4) n’est plus valide dans la mesure ou A admet
deux valeurs propres +), tel que Im(E({£\,})) C Hy. Dans ce cas , on a en fait (cf. (7.97)) :

HE = Moo & In(E{-N)) B Im(E({N,}) avec £ A, € 0, (A). (8.5)

Ainsi, il en découle que la mesure spectrale d (E U, V') possede ici une partie ponctuelle et une
partie absolument continue :

d (E\Uo, V) = 0,(Uo, V) dA+ (E({A}) Us, V), 6y, + (E({=A\}) Uo, V), 0,

avec 0\(Uy, V) € L*(R). 11 s’ensuit avec (8.3) que :

(e U Vg = e (BN Uo, V), + e (E({ =N} U, V), + /Refi)‘tHA(Uo, V) dA

On conclut alors en appliquant le théoreme de Riemann-Lebesgue sur / e_i’\té’,\(Uo, V)d\ =
R

3. Le fait que la densité 05 (Ug, V) soit L! est une conséquence du théoréme spectral (cf. paragraphe 7.3.3).
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8.3 Un phénoméne de résonance

Apreés avoir établi le comportement asymptotique du terme e 7**U, : solution du probléme de
Cauchy homogene, regardons maintenant séparément 1’asymptotique du terme source ¢, (A, t) f
en supposant que la condition initiale U associée a notre probleme de Cauchy est nulle. Ainsi
I'équation (8.1) devient :

U(t) = 6u(A,0)F. (5.6)

Théoréme 8.3.1 Soit une source f € H vérifiant I’hypothése (Hy) et une pulsation w € R*.
Si Qe = Qp, et w = £\, alors pour tout Ve H,

(U@®),V)=te ™" (E({w}) f,V)y +ot), VV eH,
En revanche si Q. # (), ou w # £,
(U(t),V)=o0(t), YV eH.
Preuve. D’apres (8.6), le terme (U(t), V') se réécrit sous la forme
U®), V)n = (¢u(A ) F, V).

En appliquant le théoreme spectral 7.3.6, il vient :
GADE V= [ 60D AES V). (8.7)

Tout comme dans la démonstration de la proposition 8.2.1, la nature de la mesure (Eyf, V)
dépend des parametres €2, et €2,,.

e Si Q. = Q,,, la décomposition de I'espace Hg est donnée par (8.5). Ainsi comme f € Hg,
la mesure spectrale est de la forme

d(ENF, V) =0\(F, V) AA+ (E{ND) £, V) 00, + BN £ V) 00,
avec 0\(f, V) € L}(R). Ainsi le terme (8.7) se reformule de la fagon suivante :

(Pu(A ) F, V) = 0N, 1) (EQNY) £, V) + Su(=Ap, 1) (E{=A}) F, V),
+ /Rgbw()\,t) 0,(f, V) dA.

Montrons & I’aide du théoréeme de convergence dominée que ¢ / bu(A\ 1) 0\(f, V) d\ — 0. En
R
effet, on a d’une part (cf. (8.2)),

71 6\ 1) 0A(F, V)| < [6r(F, V)] € L'(R),

et d’autre part
t (M 1) Ox(F, V) — 0 presque partout.
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Concernant la partie ponctuelle de la mesure, deux comportements sont alors alors possibles
selon que w € {£A,} ou w ¢ {£\,}. Ceci est di au fait que la fonction ¢, (A, ) est bornée en
temps :

2

[P (A D)] < m =o(t)

pour A\ # w, alors qu’elle satisfait
bo(w,t) =te !

en A = w. La partie absolument continue de la mesure étant négligeable devant ¢, le développe-
ment asymptotique en temps de I'expression 8.7 découle alors immédiatement de cette derniere
propriété.
o Si Q. # O, Hy = Hae, la mesure spectrale (Eyf, V) est donc ici absolument continue. En
reprenant le raisonnement effectué dans le cas précédent sur la partie continue de (Ey f, V'), on
déduit aisément que :

(U(t), V) = o(t).

Le théoreme précédent a permis de mettre en évidence un phénomene de résonance aux
fréquences +),, appelées communément fréquences plasmons en électromagnétisme. En effet,
lorsque’on excite le systéme en w = £, la solution U(t) n’est plus bornée lorsque ¢ — oo
et croit linéairement en temps des que la source f n’est pas orthogonal au sous-espace propre
associés & w = +\,. Notons que l'originalité de ce phénomene de résonance est qu’il se produit
pour un domaine de propagation non borné, ils sont usuellement plus faciles a observer lorsque
le domaine est borné. Il est lié a la présence de valeurs propres non nulles dans le spectre de
l'opérateur de Schrodinger A. Remarquons enfin qu'un tel phénoméne ne pourrait exister si
I'on remplagait le matériau de Drude par un deuxieme diélectrique, car le spectre ponctuel de
l'opérateur de Schrodinger ne contiendrait alors que 0 (cf. [113]).

Remarque 8.3.2 Notons ici que dans des milieur ouverts d’autres phénomenes de résonance
ont été mis en évidence avec un taux de croissance en temps moins rapide que la croissance
linéaire. Par exemple, pour l’équation des ondes dans un guide cylindrique fermé, on observe
un comportement en \/te ™ siw est une fréquence de coupure du quide, autrement dit le seuil
d’apparition d’un nouveau mode guidé (cf. [115]). Par contre, pour un guide plan (du type
R2x]0,1[), la résonance est ici en log(t) e~ pour une telle fréquence (cf. [116]). Dans ces deux
cas, a la différence de notre probléme, il ne s’agit pas de la présence d’une valeur propre en w,
mais d’un changement de multiplicité du spectre continu de l’opérateur en ce point.

Nous allons maintenant illustrer ce phénomeéne de résonance numériquement. Dans ce but,
nous présentons des simulations effectuées par Valentin Vinoles, doctorant au sein de 1’équipe
POEMS, qui travaille sur les aspects numériques de la propagation des ondes dans les métama-
tériaux. Dans ces simulations, on s’intéresse a la solution du probléme de Cauchy (C) avec une
condition initiale Uy nulle pour les parametres physiques suivants : g = g = 1, Q. = Q,, = 3.
Quant & la source F', elle est donnée par*

F(t) = f sin(A 1),

4. La solution associée a un tel second membre s’écrit comme la partie imaginaire de celle construite a partir
de la source fe*rrt.
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ol f € Hy est définie par

f=(=J1/2.0.0, 0)T avec Jj(z,y) = —e PlE ] vz 4y e R2. (8.8)

Ce jeu de parametres implique que l'indice de réfraction est égal n = /eg g = 1 dans le
dié¢lectrique et n = —,/eg g = —1 dans le matériau de Drude. Nous sommes donc dans des
conditions similaires a celles utilisées dans la lentille de Pendry (cf [90]).

Remarque 8.3.3 Le probleme étant posé dans un domaine non borné, il est nécessaire de
tronquer artificiellement le domaine de calcul. A cette fin, ['une des méthodes les plus populaires
consiste a utiliser les fameuses couches absorbantes parfaitement adaptées, encore appelées PML
(acronyme anglais pour Perfectly Matched Layers), introduites par Jean-Pierre Bérenger (cf.
[15]). Malheureusement, les PML peuvent présenter des instabilités, notamment en présence
d’ondes inverses (cf. [13]). Or, le matériau de Drude, qui se comporte comme un NIM d basses
fréquences, induit existence d’ondes inverses dans les phénoménes de propagation (cf. sous-
partie 7.1.3). Les PML dites "classiques" sont donc instables dans notre cas. Cependant, il est
possible de construire des PML stables dans les NIM. Ceci sera détaillé dans article [14] en
préparation.

Dans la figure 8.1, nous avons représenté 1’évolution temporelle du champ ug(-) (composante
électrique de U(-)) sur le domaine [—10,10] x [0,10]. A partir de ¢t = 0, la source émet dans
le diélectrique, ce qui génere une onde qui se propage ensuite de part et d’autre de 'interface.
L’indice optique du matériau de Drude étant négatif a la fréquence d’excitation A,, les ondes
sont inverses dans ce matériau. Ceci est difficilement visible sur les instantanés de la figure 8.1,
mais on le constate aisément en regardant ’animation correspondante a cette simulation. La
source F' fait ici résonner les modes plasmoniques wy,, x,1 localisés au voisinage de I'interface,
nous notons donc surtout un accroissement au cours du temps du module de ug(-) dans cette
zone. La croissance linéaire, énoncée dans le théoreme 8.3.1, est confirmée par la figure 8.3 qui
représente 1’évolution au cours du temps du champ ug(-) pour le point de 'interface (0,0).

Différents tests numériques ont mis en évidence la nécessité de placer la source proche de
I'interface pour exciter suffisamment les plasmons wy_, x, 1 afin que le phénomene soit constatable
numériquement. Ceci s’explique par le fait que les ondes plasmoniques sont exponentiellement
décroissantes dans la direction transverse a l'interface, on les excite donc d’autant mieux quand
la source est proche de cette derniere.

La simulation correspondant a la figure 8.2 consiste, tout en excitant a la fréquence de ré-
sonance A,, a prendre une source spatiale f qui est dans I'orthogonal de I'image du projecteur
E({A,}). A la différence du cas précédent, le théoreme 8.3.1 prédit qu’il n’y aura pas de crois-
sance linéaire en temps de la solution. Pour construire une telle source, il suffit de rendre la
densité de courant J dans (8.8) impaire en x. En effet, pour tout V' € H,, le produit scalaire
(E({\p}) f,V)x est donné (cf. (7.94)) par

BN FVIn= [ (Fwnia), (Vows, ), d.

ou la premiere composante de wy,, x,1 est paire en x d’apres la remarque 7.1.16. Il est donc nul
pour un courant Jj impair. Ainsi, par densité de H; dans H, f appartient a Im(E({\,})*. De
maniere a rendre .Jj impaire en x dans 8.8, nous avons ici posé :

J||(ac,y) _ _6725[(w+1)2+y2] + 6725[(71+1)2+y2]7 V(z,y) € R2.

Dans la figure 8.2, on observe alors que le module de ug(-) ne croit pas au cours du temps.
L’onde semble osciller de maniere périodique, ce qui est confirmé par la figure 8.4.
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t=0.19s t=2.99s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - 10.03
0.02 £ 1002
0.01 L1001

0 0
-0.0° -0.01

t=17.99s t=59.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - 10.03
0.02 10,02
0.01 J i 0.01

0 0
-0.0° -0.01

t=89.49s t=99.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
A - 10.03 . - 10.03
( - 10.02 -4 A 002
L {0.01 q ’ {1001

0 ‘Y 0
-0.0 -0.01

FIGURE 8.1 — Evolution temporelle du champ électrique up(-) pour Q. =Q, =3 et w =\, =

0 /V2.
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t=0.19s t=2.99s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - 10.038
0.02 - 10.02
0.01 £ 0.01
0 0
-0.01 -0.01
t=60.79s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 +10.08
0.02 - 10.02
0.01 £ 10.01
0 0
-0.01 -0.01
t=84.29s t=99.49s

0.05 0.05
0.04 0.04

- 10.08 - 10.08

- 10.02 - 10.02

£ 10.01 § 0.01
0 0
-0.01 -0.01

FIGURE 8.2 — Evolution temporelle du champ électrique ug(-) pour Q. = Q,, =3, w =\, =
Qn/ V2 et un courant J)| impair en la variable x.



8.3. Un phénomeéne de résonance 173

0.2-

-0.1

-0.3F

0 20 40 60 80 100

FIGURE 8.3 — Evolution temporelle du champ électrique ug(-) (décrit par la figure 8.1) au point
(0,0) situé sur U'interface.

0.1

0.05-

0 20 40 60 80 100

FIGURE 8.4 — Evolution temporelle du champ électrique ug(-) (décrit par la figure 8.2) au point
(0,0) situé sur Uinterface.
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8.4 Le principe d’amplitude limite

Le théoreme 8.3.1, nous a permis de mettre en évidence un phénomene de résonance aux
fréquences plasmons £ \,,. Néanmoins, le o(t) obtenu pour des fréquences d’excitations différentes
de £\, peut étre précisé. Nous allons nous restreindre au cas d'une excitation w € J ou J est
I'intervalle défini par (8.25) que nous rappelons ici :

R\ A=, —Ap, 0,05, Q) 81 2, = Qo
R\ A=, = Acs =20, 0,0, A, Qb st Qy # Q.

Nous verrons que sous certaines conditions la solution U (t) va rester localement bornée et
se rapprocher en temps longs d’un régime périodique établi u,. Ce dernier est défini par le
corollaire suivant qui se déduit immédiatement du théoreme d’absorption limite 8.6.2 démontré
en annexe. Pour énoncer ce corollaire, rappelons la définition de I'ensemble C* (définit dans
I'annexe en (8.24)) :

Ct={z€eC | Im(z) > 0}.

Corollaire 8.4.1 Soient s > 2, w e J et f € Hy N Hqye alors la limite suivante® :

uy, = lim R(()f existe dans Hy

(eCt—w

et est donnée explicitement par la formule suivante
V) .
————d 4+ i70,(f, V), YV € H, (8.9)
R A—w
ou VP, la valeur principale de Cauchy en w®. Quant a 0x(f, V), il s’agit de la densité spectrale
de la mesure absolument continue associée da 'opérateur A définie par (8.23). De plus, sous ces

hypothéses, il existe o > 0 tel que (pour tout Ve H;) A — 0\(f, V) est une fonction localement
holderienne d’exposant o sur J.

Remarque 8.4.2 Décrivons ici la condition f € Ha.. Dans le cas ou 2. # )y, elle se résume
a supposer que f vérifie (Hs) :

f ety ={U = (ug,um,up,un) € H | divuplze =0, divuplz =0 et divuy =0},

car Hy = Hae. Par contre si Q. = Q,,, cette condition est équivalente a supposer que f vérifie
(Hy) et que sa projection sur les sous-espaces propres Ker(A £ \,) associés aux fréquences
plasmons : £\, est nulle.

Sous ces conditions, nous pouvons démontrer la proposition suivante connu sous le nom de
principe d’amplitude limite. La démonstration proposée ici s’inspire de celle développée dans
[47].

Théoréme 8.4.3 (Principe d’amplitude limite) Soient w € J, s > 2 et f € H, N Hye , la
solution U (t) du probléme de Cauchy (C) avec condition initiale nulle vérifie pour tout Ve H,,

(U(t), V), =—i <u+, V>H e ' +o(1), lorsquet — oo, (8.10)

ot uy est définie par le corollaire 8.4.1.

5. L’indice s fait ici référence au poids des espaces H4 et 7| définis respectivement en (7.90) et (7.91).
6. L’existence de la valeur principale de Cauchy dans la formule (8.9) résulte du caractére L' de la densité
spectrale 0, (f, V) et de sa régularité holdérienne au voisinage de la singularité w.
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Preuve. Soit V' € H,. Le terme (U (t), V),, s’exprime (cf. 8.7) en fonction de la mesure spectrale
par :

U(t), V), = (U®#),V)y = AGR G0 1) d (Exf, V).

Comme f € H,., la mesure spectrale est ici absolument continue, soit d (Eyf, V') = 0,(f, V) dA

ou la fonction
0)\<f7 V) € L1<R)

est la densité spectrale (dont une expression explicite est donnée en (8.23)). En utilisant la
définition de la fonction ¢, (A, ) (cf. 8.1), il vient :

eszt o efzwt

(U(t),V)H:/ (& T a(f, V) AN (8.11)

AER A—w

uant au terme (u s ‘/ associé au I'é ime périodique étabh, Sa forrne explicite est donnée
H g
par le COI‘OH&iI‘G 841 .

(u*, V) _vp/ d)\+z’779w(f,V), (8.12)

ou VP, désigne la valeur principale de Cauchy prise en w. Pour établir (8.10), réécrivons (8.11)
sous la forme :

(U(t), V), = —ie ™ (VP RQAA(’:’Z) d\— VP, /_(M) r(f, V) dA),
ce qui conduit avec (8.12) a
(A—w)t
(U(t), V), = —ie ™ <<u V)~ iU, f) - VP, /Ai (f,V)d/\>.

Ainsi, il reste donc a montrer que

—i(A—w)t
pr/ 6/\7 O\(f,V)d\ = —im0,(U, f) + o(1), lorsque t — co.
R A—w

A cette fin, posons le changement de variable £ = X\ — w, il s’ensuit que :

i (A—w) t —i&t
VP, / o VA= VR [ S feu(f V) de (8.13)
R
Soit a strictement positif, on peut alors décomposer I'intégrale précédente de la maniére suivante
—igt
VP | ¢ £ Vsl £ V) AN = 1(1) + B(0) + (1) (8.14)

ou

a e—i{t
L(t) = VPO/_ e

B(t) = 0u(£,V) VP [

—ift
) = [ T ferlf, V) e

(6§+w<fa V) - Gw(f, V)) dg,

a it

dg,
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La densité spectrale f¢,,,(f, V) étant une fonction intégrable, par le théoreme de Riemann-
Lebesgue :
I3(t) = o(1), lorsque t — co.

Concernant l'intégrale I;(t), comme l'espace H,; a été choisi avec un poids vérifiant s >
2, nous savons d’apres le corollaire 8.4.1 qu’il existe « strictement positif tel que la fonction
Ox(f, V) soit holder d'indice & en w. Sur un voisinage de 0, on obtient alors la majoration

suivante :
‘9§+w(fav) _6w<fav)‘ < C
€l ~ et

Ainsi, par le théoreme de Riemann-Lebesgue, on a également I (t) = o(1), lorsque t — oc.
Pour traiter I5(t), utilisons le lemme 8.4.4 qui est un résultat classique d’analyse complexe :

qui est intégrable en 0.

0 o—ift
VPO/ eg dé = —im+o(1), lorsque t — oo,

Il vient alors
L(t)=—im0,(f,V)+o0(1), lorsque t — oco.

Ce qui conduit finalement avec (8.13) et (8.14) a

—z()\ w)

VP, / O\f,V)d, = —imb0,(f,V)+o(1) lorsque t — oo.
u
Lemme 8.4.4 Soit a > 0 alors :
o p—ift
I(t) = VPO/ : dé = —im+o(1), lorsquet — oc.
Preuve. En posant le changement de variable u = —¢t, I(t) se réécrit de la maniére suivante :

at elu
I(t) = — VP, / du.

—at U

Le résultat va alors découler de la formule de Cauchy appliquée au contour 7€ =~ U U Y5
(cf. figure 8.5) défini par :

Vs ur— ate™, u €0, |,
V55w u, |u| €le, at],
Ve ur— e ™Yy €)0, 7.
En effet, d’apres la formule de Cauchy, on a :

eig
—d¢ =0.
fo e

Or apres un petit calcul, on montre que :

€i<
€4 = —in
v ¢
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A Im(C)
o
Vs
t.e t,e
—at —c 3 at Re(()

FIGURE 8.5 — Contour 7" = 4 U~y° U s

Ainsi en faisant tendre € vers 0, il vient :

i¢
/ eg d¢ = o(1) lorsque t — oc.
gl

Soit finalement,
I(t) = —im +o(1), lorsque t — oo.

Remarque 8.4.5 Nous nous sommes ici restreints a des fréquences d’excitation w € J. Parmi
les fréquences qui n’appartiennent pas a J (défini en (8.25)), remarquons tout d’abord que les
points —$y,, 0, Q, ont été éliminés de la dynamique du systéeme par U'hypothése (Hs). De plus,
nous avons montré que le systeme résonnait auzw fréquences plasmons £\, lorsque Qe = Qp,.
Ainsi, dans le but d’obtenir le premier terme de l'asymptotique en temps long des solutions de
I’équation de Schridinger soumise a un second membre périodique, il nous resterait seulement a
¢tudier si le théoréme d’amplitude limite est vérifié en £, et £\, pour Q. # Q,, . Ceci, nous
permettrait de répondre a la question suivante : atteint-on un régime périodique établi lorsqu’on
excite le systéme a ces fréquences ¢ Nous nous y attélerons dans un future proche. Pour l’instant,
nous savons seulement par le théoréme 8.5.1 qu’en excitant a ces fréquences (sous l’hypothése
(Hs)), la solution U(t) de Cauchy (C) avec conditions initiales nulles vérifie

(U1),V)=o(t), YV €H.

Résumons enfin les résultats obtenus dans ce chapitre par le théoréme suivant qui est en fait
une synthese des théoremes 8.3.1 et 8.4.3.
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Théoréme 8.4.6 Soient s > 2, f € Hy et w € R* alors les asymptotiques en temps long de
la solution U(-) du probléme de Cauchy (C) avec condition initiale nulle sont données par les
trois assertions sutvantes :

Pour Q. #Q, we J et feH,
(U(1), V), = —i (u’, V>H e i@t +o(1), YV € My, (8.15)

ol

CeCt—w

est définie par le corollaire 8.4.1. Autrement dit, le théoréme d’amplitude limite est vérifié.

Pour Q. = Q,,, w € J et f € Hy, en utilisant la décomposition (7.97) de Uespace Hy, on
peut écrire f de facon unique sous la forme

f=FatEQND F+E{=MD F, 0d for € Hae (8.16)

On obtient alors que :

(U), V) =i (uh, V) e
HEANDF Vg 00 ) + BU=X1F Vg du(=Ap 1), (8.17)

ol

wr = lim R()f. €H,

CeCt—w
est définie par le corollaire 8.4.1 et

—iEApt _ e—iwt

)\, —w

e

o (EN, t) =1

Ici, le systéme oscille auz fréquences w, A, et —X\,, le principe d’amplitude limite n’est
donc pas vérifié, mais la solution reste bornée en temps.

Pour Q. = Q,,, et w = £\,
(U(t),V) = t et (E({w}) £, V), +o(t), VV € H. (8.18)

Le systeme entre en résonance.

Preuve. La premiere et la troisieme assertion sont ici simplement la réécriture des résultats
obtenus dans les théoremes 8.3.1 et 8.4.3. Pour démontrer la deuxiéme assertion, il suffit d’utiliser
la décomposition (8.16) de la source f pour écrite U (t) = ¢, (A, t) f sous la forme :

U(t) = ?bw()‘m t) E({)‘p})f + ¢w(_)‘p> t) E({_)‘p}).f + ¢w(A’ t) .fac'

et d’appliquer le théoreme 8.4.3 & U,(t) = ¢u(A,t) f,. qui est la solution du probleme de
Cauchy (C) avec une condition initiale nulle et un second membre de la forme f,. e *“". |
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Dans le but d’illustrer ce théoreme, nous avons déja simulé numériquement le cas ou 'on
excitait le systeme a la fréquence de résonance A, (correspondant ici a 'asymptotique (8.18))
dans la partie précédente. Nous nous proposons maintenant d’effectuer deux simulations coin-
cidant avec les situations (8.15) et (8.17). Nous reprenons la configuration géométrique et les
parametres physiques de la figure 8.1 a I'exception de €2, €2, et de la fréquence d’excitation w.

Dans les figures 8.6 et 8.8, on s’intéresse au cas ou le principe d’amplitude limite est vérifié
(cf. (8.15)). On excite ici le systeme, pour ,,, = 4, Q. = 3, a la fréquence w = 2.7. L’onde générée
atteint bien un régime périodique établi, ceci est visible sur les trois derniers instantanés de la
figure 8.6 et confirmé par le graphique 8.8 qui décrit I’évolution temporelle du champ électrique
ug(-) au point (0,0) situé sur I'interface. De plus, on note avec la figure (8.10), représentant le
spectre fréquentiel de I'onde tracée dans la figure 8.8, qu’il s’agit bien d’un régime périodique
établi a la fréquence w = 2.7 dans la mesure ou I’on observe un pic tres marqué a cette fréquence.
De plus, remarquons également que w vérifie ici :

Qe Qi O,

A= —— _ x24<w< N\, = —2 x28.
V2

Cette fréquence excite donc particulicrement les modes plasmons wy_ (x),k,1 (cf. figure 6.3 ot 'on
note que la fréquence w intersecte la courbe A,(k)) que 'on observe dans le régime périodique
établi dans les trois derniers instantanés de la figure 8.6 ou une onde plasmonique se propage le
long de l'interface.

Dans les figures 8.7 et 8.9, on se place dans le cas correspondant a l'asymptotique (8.17),
c’est-a-dire que I'on choisit 2, = €2, = 3 et que I'on excite a une fréquence w = A\, + 0.5 = 2.6
différente de la fréquence plasmon A,. Les instantanées de la figure 8.7 suggerent alors que la
solution reste bornée en temps. Par contre, il ne s’agit pas d'un régime périodique établi. En
effet, on observe dans la figure 8.9 qui représente 1’évolution temporelle du champ électrique
ug(-) au point (0,0) un phénomene de battements : 'onde est ici une superposition de deux
sinusoides a la fréquence w et \,. Son spectre fréquentiel (cf. figure 8.10) possede ici deux pics
I'un plus marqué a la fréquence w et l'autre a la fréquence plasmon A,.
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t = 0.46s t=281s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - 0.03
0.02 - 10.02
0.01 i J0.01
0 0
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t=17.85s t=59.68s
0.05 0.05
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0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
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0.01 0.01
0 0
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FIGURE 8.6 — Evolution temporelle de U(-) pour Q,, =4,Q. =3 et w = 2.7 .
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FIGURE 8.7 — Evolution temporelle de U(-) pour Q. = Q,, =3 et w = A, + 0.5 ~ 2.6 .
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FIGURE 8.8 — Evolution temporelle du champ électrique ug(-) (décrit par la figure 8.6) au point
(0,0) situé sur U'interface.
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FIGURE 8.9 — Evolution temporelle du champ électrique ug(-) (décrit par la figure 8.7) au point
(0, 0) situé sur 'interface.
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FIGURE 8.10 — Spectre fréquentiel du signal représenté par la figure 8.8 (a gauche) et par la
figure 8.9 (a droite).

8.5 Conclusion

L’étude spectrale effectuée au septieme chapitre, nous a permis d’obtenir I’ asymptotique en
temps long des solutions de notre probleme d’évolution soumis a un second membre périodique
en temps. Nous avons alors dégagé trois types de comportement selon la fréquence d’excitation w
(décrits dans le théoreme 8.4.6) : la convergence vers un régime périodique établi, un phénomene
de battements ou la solution reste bornée en temps mais oscille a plusieurs fréquences et enfin
la présence de résonances ou la solution explose linéairement en temps.

Ce travail ouvre de nombreuses perspectives. Enumérons tout d’abord les débouchés & court
terme de nature plutét technique.

Dans un premier temps, il nous faut traiter les cas ou I’on excite le systeme pour €2, # €2, aux
fréquences £, et £, En effet, faute de temps, I'asymptotique des solutions correspondant a ces
excitations n’est pas décrite par le théoreme 8.4.6 (cf. remarque 8.4.5). Le principe d’amplitude
limite est-il vérifié pour ces fréquences? les simulations numériques effectuées nous font plutot
pencher pour une réponse positive a cette interrogation.

Ensuite, nous projetons d’affiner les majorations utilisées dans la preuve du théoreme d’ab-
sorption limite 8.6.2 afin d’obtenir des espaces a poids H; et H4 optimaux. Ceci permettrait de
considérer un espace de sources H| plus grand (pour les théoremes d’absorption et d’amplitude
limite) ou les fonctions f seraient supposées moins décroissantes a 'infini (cf. remarque 8.6.6).

Enfin, nous envisageons de traiter les équations de Maxwell complétes dans le dioptre. Rap-
pelons que nous avons ici considéré de fagon arbitraire le mode transverse magnétique (TM)
et que 'on transposerait aisément les résultats obtenus dans le cadre du mode transverse ma-
gnétique (TE). Or dans le cas d'un milieu stratifié, 1’étude spectrale des modes (TE) et (TM)
permet d’obtenir celles des équations de Maxwell completes (cf. [113]).

Enumérons maintenant quelques perspectives & plus long terme. Ce travail effectué dans le
cas d'un matériau de Drude pourrait étre généralisé a des modeles dispersifs plus compliqués
a l'instar de celui de Lorentz évoqué dans le cinquieme chapitre. Puis, on pourrait également
étendre cette étude a d’autres géométries : le cas d'une lentille ot une couche de métamatériau
d’épaisseur finie est insérée dans un diélectrique, celui d’un milieu stratifié alternant plusieurs
couches de diélectriques et de métamatériaux ou encore le cas d’"un dioptre circulaire" ot une
boule de métamatériau est incluse dans un diélectrique... Un tel travail permettrait de vérifier
si les résonances plasmoniques existent pour d’autres géométries. Enfin, traiter le cas d'une
interface non réguliere présentant un coin serait particulierement intéressant car il s’y produit
en régime harmonique des phénomenes tout a fait remarquables (cf. [35]).
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8.6 Annexe

Nous désignons par E(I,.) le projecteur orthogonal de H sur H,. (espace de Hilbert défini
comme le support de la partie absolument continue de la mesure spectrale E (cf. (7.113)). Notons
que d’apres le corollaire 7.2.5, on peut alors caractériser E(/,.) en fonction de la famille spectrale
par

E o ]E(]O) si Qm 7& Qe;
(Lac) = (8.19)
E(Io\ {=Xp, A\}) si Q= Q,

E(1,.) est donc le projecteur spectral associé au borélien

Io si Qm # Qe
o\ =M A1) si Q= Qo

Le but de cette annexe est de prouver le théoréeme d’absorption limite formulé dans le
paragraphe 8.6.2. Ce théoréme a été démontré dans des cadres trés généraux : pour les équations
de propagations du premier ordre [47, 112] et du second ordre [46] et dans nombreux contextes
relatifs aux ondes : en acoustique [39, 41], en électromagnétisme pour un milieu stratifié composé
de diélectriques [113], en élasticité [40], pour les équations de la houle [64], etc. Le fil directeur
de notre preuve s’inspire de ces différents ouvrages.

L’énoncé de ce théoréme nécessite au préalable d’exprimer l'opérateur R(()E(/,.) sous la
forme

HA(U7 V)
R A—C(
ou 0,(U,V) est la densité spectrale associée a la partie absolument continue de la mesure
spectrale E. C’est I'objet du paragraphe suivant.

(R(QO)E(1oe)U,V )y = d\, YU,V €A,

8.6.1 Expression de la résolvante en fonction de la densité spectrale

D’apres la relation (7.98), 'opérateur borné R(C) E(I,.) prend la forme diagonale suivante

]ljacO‘)
A— C

(car E(1,c) E(1y) = E(I,e) d’apres (8.19)). Ainsi, le produit scalaire (R(¢) E(/,.) U, V), s'ex-
plicite par :

R(C) ]E(Iac) = U (820)

]11M

(ROE(L)U V) = [ [ 3 =200k, ) OV (A k. j) dmi(A) dk.

JEIN K

ou de maniere équivalente en fonction des zones spectrales A, B, C, D et E :

(RO E(L)U, V), = 3 /O 3 —CIUPU()\ k, ) TPV (M k, ) dk dA (8.21)

peA,B,C,D Pjedrk

+ o, s0, Z/ —¥ IUEU(i)\ (k), k, 1) OBV (£, (k), &, 1) dk.

ou ¢ désigne ici I'indice de Kronecker, valant 1 si €2, # €, et 0 si Q. = Q,,. Sa présence est
justifiée par le fait que les valeurs propres de A : £\, pour 2, = ,,,, n’appartiennent pas a /.
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Notons que dans la zone E, en posant (pour 2. # ,,) le changement de variable : A = \,(k),
on peut se ramener a une intégrale en \. La fonction A, est ici C°, strictement monotone, de
dérivée non nulle sur I'ensemble {k € R | k > k.} (cf. lemme 6.5.1). Elle admet donc un inverse
au sens de la composition C*° sur cet ensemble que nous notons A; ! Celui-ci a pour image

Vintervalle Iz =] min(\e, Q,/v/2), max(Ae, O, /v/2)[). L'équation (8.21) devient alors :

(R(Q)E(oe) U, V)y,

-y ¥ LUk, ) TV k) dld (8.22)
peA,B,C,D”Or jei, ¢
+00,£Q, Z/ el )\—CUEU(A £ H(AD, D TEV (A, £A1(JA]), 1) A;(A;(\Ay))\” dA

Nous cherchons maintenant a faire apparaitre dans I’écriture de la résolvante (8.22) la densité
spectrale 0,(U, V') associée a la partie absolument continue de la mesure spectrale E. A cette
fin, réécrivons I’équation (8.22) de la manieére suivante :

(R(Q)E(Lae) U, V)y,

:/Mic( 3 /Z]lo)\k— ()\kj)UPV()\ky)dk)d)\

pEABCD jEJ)\k C

AO5 A dA

B 5 1, (ADDEU O 8, (). ) BEV LA (A,

Cette derniere relation prend alors la forme :

(R(C) E(Iac) U, V)H - R N dA
ou la fonction 0,(U, V') est définie pour A € R par :
LU, V)= > 37 1o, (N k) TPU (N K, §) UPV (N, k, 5) dk (8.23)

peA,B,C,D R jer, ,

+ 9o #mZ]l (IADTEU (A, 22,1 (A, D TEV (A, 221 (A, 1)

A A

En remplagant 'opérateur R(() par le projecteur spectral E(I) (pour un borélien I de R), on
montrerait de maniére analogue que le projecteur E(I)E(1,.) prend la forme suivante

(E()E(L) U, V), = /R 1,(\) 65(U, V) d.

Ainsi, la fonction 0, (U, V') est bien la densité spectrale de la partie absolument continue de E
et nous savons que c’est une fonction L'(R) d’apres (7.112).

8.6.2 Théoréme d’absorption limite

Nous arrivons maintenant au coeur de 'annexe : le théoreme d’absorption limite. Ce théoréeme
assure l'existence des limites suivantes :

RE(N\) = lim R(QOE(,) ou C*={CecC|£Im() >0} (8.24)

CG(C:‘:—W\O
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de I'opérateur résolvant de part et d’autre de ’axe réel pour une topologie a préciser. Dans notre
cas, nous munissons l'algebre B(#H |, H+) des opérateurs bornés de ‘H; dans H4 de la norme :

TF,G
T, =, st o
P peen o[ F lly, (Gl

ou l'espace H et son dual H4 ont été définis respectivement en (7.91) et (7.90).

Remarque 8.6.1 La présence du projecteur E(I,.) est justifiée par le fait que les limites

; éiim)\ R(C) n'existent pas sur H,, (espace de Hilbert défini comme le support de la partie
€ — Ao

purement ponctuelle de la mesure spectrale E (cf. 7.113)).

Nous n’avons malheureusement, faute de temps, pu démontrer ’existence de ces limites que
pour des points \g appartenant a l’ensemble suivant :

R\ {=0— A, 0,0, Q) i Q,, =,
R\ {_Qm7_/\ca_>\p707 )‘pa)\QO} si €, 3& Qev

ou A, et A, désignent ici la fréquence plasmon et le point d’intersection des coupures spectrales
Ai() et A =k/ /g0 o défini dans le lemme 6.4.1. Notons que ces deux valeurs sont égales lorsque
Q. = Q,, (cf. figure 6.4). Enoncons alors le théoréme d’absorption limite pour Ay € J.

Théoréme 8.6.2 (théoréme d’absorption limite) Soient 0 < v < 1/2 et s > 2+ et Ny € J.
Lopérateur R(C)E(I,.) se prolonge de part et d’autre de 'axe réel en Ny (pour la topologie de
B(H,,Hy)) par RE(No). Les opérateurs R*(X\g) (qui sont des fonctions localement hélderiennes
d’exposant /2 sur J) sont alors caractérisés par la formule suivante™ :
0L\(U,V
(RE(\)U, V) = VP, Md)\imexo(U, V), YU,V € H,, (8.26)
H R A— /\0
ou 0\(U, V') (qui est également une fonction localement holderienne d’exposant v/2 sur J) est
la densité spectrale de la mesure absolument continue associée da l'opérateur A défini par (8.23)
et VP, la valeur principale de Cauchy en .

Preuve. La preuve va s’effectuer en deux étapes. La premiere consiste a décomposer 'opérateur
R(¢) E(I,.) en une partie réguliére et une partie singuliére au voisinage de \g, la limite du terme
régulier ne posant alors aucun probleme. Dans la seconde étape, nous passerons a la limite
de la partie singuliere de l'opérateur a l'aide des formules de Plemelj-Sokhotskyi (cf. [66]) qui
reposent sur la régularité holdernienne de la densité spectrale 6,(U, V') au voisinage de .
Pour obtenir cette régularité, nous nous appuierons sur des propriétés de régularité de la famille
modale wy , ; exhibée au chapitre précédent.

Localisation de la singularité

Soit Koy = [Ao — a, Ao + a] un compact, dont l'intérieur contient A\g. Pour passer a la li-
mite l'opérateur R(¢)E(I,.) en Ao £ i0, nous allons isoler la partie singuliere de R(¢)E(I,.) en
décomposant cet opérateur (a Iaide de la relation (8.20)) de la maniére suivante :

R(Q)E(Le) = R(C) + R(C)"

7. Remarquons ici que nous utilisons la méme notation (u,v),, et (v,u),, pour u € H; et v € H4. Ces deux
entités sont ici simplement liées par une relation de conjugaison.
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oll les opérateurs bornés R(¢) et R(¢)" sont des troncatures spectrales de 'opérateur résolvant
définies par

r_ [[j* ]]‘K)\O ()\) ]]‘IGC(A) = * ]IR\K)\O ()\) ]]‘Iac<)\) [D

R() = Uet RC =0
(©) U et RO .
Le passage a la limite sur R(( )" ne pose aucun probleme. En effet, la fonction
]lK)\ ()\> ]llac<)\)
A) = .
fe(N) P

n’est pas singuliere et est méme indéfiniment différentiable sur un voisinage de Ay, on en déduit
alors que l'opérateur R(C)” est également indéfiniment différentiable sur ce voisinage pour la
topologie de B(H) ou B(H) désigne ici I'algebre des opérateurs bornés munie de la norme :

TF.G
T gy = sup JEF- G (8.27)

F.640 || Flly |Gl

Sa limite (pour la topologie de B(H) et donc a fortiori pour celle de B(H,H+)) au point Ay est
simplement donnée par :

" * ]IR\KAO ()\> ]]'Iac<)\) ot "

g, RO =0 U RO

ot 'opérateur R()\g)" se rééerit en fonction de la densité spectrale 6,(U, V') sous la forme :

(RO)'U,V)y = / gy, (A) A (U, V)

d\, YU,V € H. 8.28
R A—¢ o " (8.28)

Passage a la limite du terme singulier

I1 nous reste maintenant a prouver que 'opérateur R( )' admet une limite (pour la topologie
de B(H,, H4+)) de part et d’autre de I’axe réel en A\g. Nous allons tout d’abord le démontrer dans
un cas particulier.

Cas ou €, > Q,, et Q,,, < Ao < Qe

Nous supposons que le compact K, est inclus dans 'ensemble {\ € R | ©,,, < A < Q.}. Soient
U et V € H,. L'opérateur R(¢)', qui est troncature spectrale de I'opérateur R(() E(/,.), prend
la forme suivante :

/ / ]]-KAO ()\) Aota 9)\ U, V)
(ROU.V), = (BOU.V = [ 2o via= [ 72 a
avec - —_——
ACASTEY| U\ k,5) UOV (A, k, j) dk.
k| <\/Zof0 A

Notons que comme U et V' € H, 'expression de la densité spectrale (8.23) se reformule ici en
fonction de la famille modale :

nuy :/ v, (VW k1) Ak, 8.29
al ) |k|<\/m>\< Wi k1) 5 (VWA k1) (8.29)
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ou le vecteur propre généralisé wy g, 1 est décrit par les relations (cf. (7.58), (7.62) et (7.89)) :
iky

RQ
5 VY€

Wy, k,1(7, y) = Wy, kl(x)

avec
W k1 (2) = & Vi (CLp) " Bag(a).

Nous rappelons ici I'expression du coefficient ¢y, (défini en (7.61)),
_ 1 p= N2
S (m A gt ‘9,\,1@ )2
Nk T 1 —1 .
i (10 O + 1 (V7103

Le résultat va alors découler du théoréme 14.c page 94 de [66] basé sur les formules de Plemelj-
Sokhotskyi. Ce théoreme permet d’une part de justifier I'existence des limites

(8.30)

L ) /
R(do)= = _lim  R(()

pour la topologie de B(H,H+), d’autre part, il nous fournit la régularité holderienne locale de
ces limites. Pour appliquer ce résultat, la condition essentielle est de démontrer que la densité
spectrale 6,(U, V') est une fonction holderienne sur K. Plus précisément (en nous plagant
dans les hypotheses du théoréme 8.6.2), il suffit de montrer que pour un exposant 0 < v < 1/2
et un poids s > 2 + =, il existe une constante C' strictement positive (ne dépendant que du
compact K,) telle que pour tout U,V € H,

05U V)| < C [Ully, [V, . VA € K, (8.31)

/ 7/2 /
03 (U, V) = 05(U, V)| < C |[Ullyy, [V, [N = A", ¥4 N € Ky, (8.32)

Pour prouver les conditions (8.31) et (8.32) énongons au préalable les deux lemmes suivants.

Lemme 8.6.3 Soit K un compact de O, et U € H, alors il existe une constante Cx > 0
(indépendante de U ) :

(U, wx k1)) < Cc Uy, > ¥(E ) € K, (8.33)
ot le poids s dans HHm vérifie s > 2.

Preuve. Soit U = (ug, wgm, up, upr). Par inégalité triangulaire, nous avons

(U wi k1)) < [, (wa i 0h) |+ [, (W k,1)2),,

+ [(up, (wak,1)s). 02| + [(war, (W k1)) 002 |-

Nous allons ici nous contenter de montrer 1’estimation suivante :

IC, >0, ’<UE7 (wx,k,1)1)

< Cu llupll g - V(R N) € K. (8.34)

€0

Au vu de la forme de l'opérateur V) ;. (définie en (6.17)), on montrerait de la méme maniere
que :

30 >0, | ‘(UH, (Wr,k,1)2) | < C2l|umllp2@ey,  V(kA) €K, (8.35)
3C5 >0, |(up, (Wi, k,1)s) 02| < Cs lurllpe@y, V(b A) €K, (8.36)
3C > 0, [(uar, (wx,k,1)4) 00 | < Ca luntll 2z ) » (ks A) € K. (8.37)
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On déduit alors de (8.34), (8.35), (8.36), et (8.37) I'estimation (8.33) recherchée.
Prouvons (8.34). En utilisant le fait que le coefficient &, défini en (8.30) est borné (en (k, A))
sur K, on obtient qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

, V(k,\) € K.

< C|(up, (C1) Bra) ™)

‘(lLE, (’w)\,k,l)1>€0 .
En majorant le terme ’(Cj\’,k)TB,\,k(x)eiky’ de part et d’autre de l'interface x = 0, il vient (en
utilisant le fait que 0y, est imaginaire pur et G}:k strictement positif) qu'’il existe une constante
C strictement positive telle que

A)~165, sh(6;
ch(6; . z) — fe ),1 Ak 2 (e”‘fx) <1+Clz|, Vo <0,Y(k,\) € K
‘(C:\l—yk>TB)\’k<x>eiky‘ _ Ho Ak
et <1, Vo > 0, V(k,\) € K.

(notons ici que comme le terme 6y, s’annule sur la coupure spectrale A\ = k/( /€0 i), nous

avons regroupé le terme |sh(6) ,x)|/ 9;k‘ pour le majorer par |z|). Il vient alors finalement que

(g, (wrk 1), | < C [ us(ay)] (1+[al) dody, ¥(k,)) € K,

soit avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz (puisque pour s > 2, la fonction x +— 1 + |z| est dans
L2 (R?)) :

(g, (wa, 5, 1)1)., | < C lupl e Yk, A) € K.

Lemme 8.6.4 Soit K un compact de O, et U € H, alors il existe une constante Cx > 0 et un
réel 0 < v < 1/2 (indépendants de U ) tels que :

(Uswy iy —wain), | < O [N = A7 U], (kA et (1 0) € K,

ot le poids s dans ||HHl vérifie s > 2+ .
Preuve. Soient U = (ug,ug,up,up), 0 < v <1/2 et s> 2+ . Tout comme dans le lemme
précédent, nous allons encore nous contenter de prouver que

2
< O v/

N =N gz - ¥k, A) et (kX)) € K.

€0

’<UE> (w/\',k,l - wA,k,1)1>
On aurait (au vu de la forme de Uopérateur V) ;) les mémes estimations (avec le méme exposant

~) sur les autres composantes du produit cartésien.
Remarquons tout d’abord que

(8.38)

(up, (CF0) Bau()ei™)

(g, ((C ) By al) = (CL0) Bas() ) |

~+ ~+
‘<UE7(w>\',k,1 _wk,k,1>1> ‘ < ’ka—c,\k‘
€0 ) ’

~t
+ ‘C/\’,k’
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Pour traiter le premier terme de cette majoration, il suffit d’utiliser le fait que la fonction éj\ik
(définie en (8.30)) est v holderienne sur le compact K, il vient alors avec le lemme précédent :

~+ ~+
CA/,]C - C)\,k‘

(ug, (CL) Basl) et ‘ <O = A flus

€0

ey > Yk A) et (k) € K. (8.39)

+

Pour le deuxieme terme, notons d’abord que ¢,

r <0,

. st bornée sur K. Puis remarquons que pour

(C )T By (@) = (C) " Bak()) €] < |ch(0},, 7) — ch(0; 5 )|
N pe(N)7H0%  sh(B5 ) (N0, sh(oy,)e

o' 0y o' 05k

Ainsi en effectuant les majorations suivantes (ou C est une constante strictement positive ne
dépendant que du compact K) :

2] p (A )_lej\r’,k sh(@/;,’kx) B M+()\)_19,J\r,k Sh(eik)x
1 —
Ho 0

Nk

< O = A" (12l +1a"0).

1 =
X Ho 05k

et

ch(0y @) — ch(By,2)| < C X = A" Jaf?

(qui sont justifiées par le fait que les fonctions u +— sh(u)/u et u — ch(u) sont uniformément
hélderiennes d’exposant v sur iR et que 05, et (up(N) 710 ,) /e sont holdériennes d’exposant
1/2 sur O,), il vient :

i / v/2
[(CF ) By (@) = (CF) " Bag(@)) e < & N = A" (Ja" + [ + |27 (8.40)

Pour z > 0, nous avons :

C B — (( B tky < 9)\’ = =03,z
| ( /\’,k) )\',k(aj) ( /\Jq) A,k($)) € | e ko — e )
<C )\/ — )\‘ /2 |CL’| , (841)

(car u +— e~ est uniformément holderienne d’exposant v sur R* et H)tk est holderienne d’expo-
sant 1/2 sur O.). En exprimant le crochet de dualité sous forme intégrale, il découle I'inégalité :

54l (. (O ) Bral) = (CR0) Bas() )

<O [1(CF ) By ala) = (C50) Basla)) | [up(a.y)| drdy

On obtient finalement en utilisant (8.40) et (8.41) par inégalité de Cauchy-Schwarz (car pour
s> 24, la fonction  — |z|” + 2| + |z|""" est dans L2 (R?)) :

/ /2
<O = A" gl pe - (842)

(s, ((C5 ) By al) = (CL) Bak() )

~+
‘C)\,,k‘ o

On conclut alors d’apres (8.38) en utilisant les majorations (8.39) et (8.42).
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Remarquons tout d’abord que l'inégalité (8.31) est d’apres la relation (8.29) une conséquence
immeédiate du lemme 8.6.3.

Prouvons maintenant la condition de Holder (8.32). Soit A\, \" € K, avec A" > X. On peut
alors réécrire avec (8.29), la différence 6,/ (U, V') — 6,(U, V) sous la forme

0y (U, V)= 0\(U,V)=LA\N)+ L)

ot Iy(\N) :/

0<‘k|<\/€0p‘0 A

ot L\ N) :/

Veoro A< |k|<\/Eopo N\

<U, 'w,\’,k,1>H mH — (U, wx,5,1)5 (V, Wx, k1), Ak,
(U, wy 1), (Viwy ), b

Concernant I5(\, \'), une simple application du lemme 8.6.3 conduit & :

LX) <C

N =N Uy, VI, YA € Ky [ X >\ (8.43)

Quant & I;(\,\), en ajoutant et en retranchant la quantité <U,'w)‘/,k,1>H (V,wx k1)
peut réécrire cette intégrale sous la forme :

LA N) :/

U, w, ><Vw/ —wM1> dk
0<|]€|<)\< ) ALk, 1 H ) ALKk, 1 s vy H

— <U7w>\,k2,1 —’w)‘/’k’1>H <V,w)\’k:,1>,H dk

0<|k|<A

20 O

En majorant cette derniere expression a l'aide des lemmes 8.6.3 et 8.6.4, il vient finalement que
pour un exposant 0 <y < 1/2 et un poids s > 2 + vy

’ / /2 / /
L) < CIN =AUy, VI, - YAN € Ky [ X > A (8.44)

On tire alors des inégalités (8.44) et (8.43) la condition de Holder (8.32) :

30> 0t 0< 7y < 1/2 | 0y(U, V) = U V)] < C ULy, [V, [N = A, AN € Ko

(ou C ne dépend ici que du compact K),). On conclut alors en appliquant les relations de
Plemelj-Sokhotskyi (cf. [66]) qui justifient I'existence des limites

R(Xo)* = lim R(¢)

CE(Ci—n\o
pour la topologie de B(H,,H+)) et donnent leur forme explicite :
L Ity

1k, ,(A)OL(U, V)
A—Xo

(RO)*U.V), = VP, /R A\ £ im0y (U, V), YU,V € H,,  (8.45)

ol R(\g)'* sont des fonctions hélderiennes d’exposant /2 sur lintérieur de Ky, c’est-a-dire
I'intervalle |A\g—a, A\g+a[. En rassemblant les limites (8.45) et (8.28), on obtient alors ’expression
explicite (8.26) des opérateurs R(\g)*.

Nous nous sommes ici contentés de détailler la démonstration du passage a la limite du
terme singulier R(( )/i dans le cas ou Q. > €, et Q,, < \g < ., mais ceci n’est pas réducteur.
Les relations (8.31) et (8.32) sur la densité spectrale 6,(U, V') se démontreraient en fait de la
méme maniere dans les autres cas et on conclurait de fagon analogue en utilisant les relations de
Plemelj-Sokhotskyi. En effet, la forme des modes wj, g, j, nous montre qu’on pourrait aisément
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obtenir les estimations des lemmes 8.6.3 et 8.6.4 pour les fonctions wy k,; (cf. (7.58), (7.59),
(7.60), (7.62), (7.63) et (7.89)) dans les différentes zones spectrales O4, Op, Op et Ig. La dé-
monstration de la condition de Holder (8.32) s’appuierait également sur le caractére localement
lipschitzien® des fonctions C* : £A7'(-) sur |0, min(, Q,,)[, £X5'(+) sur ] max(Qe, Q,,), 00|,

+/E0 fio A sur RT* X1 (-) et )\;(/\;1(|-|))’_1 sur | min(Ae, 2,,/v/2), max(Ac, Q,,/v/2)[. Ces fonc-
tions interviennent dans I’écriture de 0,(U, V') sous forme intégrale (dans le cas traité, nous
nous sommes servis de la régularité lipschitzienne locale de l'inverse de la coupure spectrale
A=k/\/eo o : k = \/Eo fto A pour majorer I'intégrale I5(A, ).

Un cas particulier est le cas ou €2, # Q. et A\g = £Q.. En effet, si Q. < Q,,, il est ici
facile de vérifier que la fonction £X7"() est seulement holderienne d’exposant 1/2 (et non pas
lipschitzienne) en £, ce qui est ici suffisant pour la démonstration (notons que cette perte de
régularité s’explique par le fait que la dérivée de +\; s’annule en ££., cf. figure 6.5). Il en est
de méme pour la fonction £X;*(+) en £, si Q. > Q..

Remarque 8.6.5 Nous avons exclu de la démonstration précédente les points £\, ou les esti-
mations effectuées sur les modes wy, ,; dans la preuve des lemmes 8.6.3 et 8.6.4 ne seraient
plus valables car HIk et 05, s’annulent au voisinage de ces points, ou du moins il faudrait s’y
prendre autrement. De méme, le cas Q. # (1, et \g = £\, différe des cas traités dans la mesure
ou les courbes £\, (-) présentent une asymptote horizontale d’équation A\ = £\, en Uinfini (cf.

, -1
figures 6.5 et 6.3). Le terme /\p()\;l(|/\|))‘ dans (8.23) devient alors singulier au voisinage de
+,. Il faudrait donc adapter la démonstration précédente.

Remarque 8.6.6 Notons enfin que par manque de temps la démonstration de ce théoreme
n'est pas optimale et mérite d’étre retravaillée au sens ou le poids s qui définit 'espace H,, pris
strictement supérieur a 2, pourrait étre affiné (on demande ici trop de décroissance da l’infini).
Il faudrait améliorer les majorations effectuées dans la démonstration de ce théoréeme. Dans
[118], un théoréme d’absorption limite est énoncé dans le cas d’un milieu stratifié composé de
diélectriques avec un poids s dont linfimum 1/2 est optimal. Nous pensons qu’on pourrait obtenir
dans notre situation un tel résultat. Ceci fera l’objet de nos recherches dans un futur proche.

8. Les fonctions +A; et £y sont C* strictement monotones et de dérivées non nulles sur RT* (cf. lemme
6.4.1) donc par le théoreme d’inversion locale, leurs inverses au sens de la composition A7 (+) et A, (-) sont
respectivement C*° sur ]0, min(Q, Q)| et | max(Qe, Q), 00[. On démontre de méme & partir du lemme 6.5.1
que £A;1(+) est C°° sur |min(Ac, @ /v2), max(Ac, O /V2)[.
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Titre : Etude de deux problémes de propagation d’ondes transitoires : 1) Focalisation spatio-temporelle
en acoustique ; 2) Transmission entre un diélectrique et un métamatériau.

Résumé : Cette thése comporte deux parties indépendantes. Dans la premiére, a l’aide d’un réseau de
transducteurs, nous cherchons a émettre dans un milieu contenant des obstacles diffractants dont nous
ignorons les positions une onde venant focaliser en espace et en temps au voisinage d’un de ces obstacles.
La solution proposée ici est basée sur la méthode DORT (Décomposition de I’Opérateur de Retournement
Temporel) qui conduit a des propriétés de focalisation spatiale en régime harmonique. Cette derniére
consiste a effectuer une décomposition en valeurs singulieres (SVD) de l'opérateur de diffraction qui & une
distribution de signaux envoyés aux transducteurs associe la mesure de 'onde diffractée. Dans le cadre du
modele asymptotique petits obstacles de Foldy-Lax (justifié ici dans le cas bidimensionnel), nous montrons
comment synchroniser les signaux fournis par la méthode DORT en introduisant une SVD particuliere
liée au caractere symétrique de 'opérateur de diffraction. Notre méthode est justifiée par des arguments
théoriques et une étude numérique. La seconde partie est dédiée a un probleme de transmission entre un
diélectrique et un métamatériau. La question qui est posée ici consiste & étudier la validité du principe
d’amplitude limite (PAL) dans un tel milieu. Ce principe définit le régime périodique établi comme le com-
portement asymptotique en temps long d’un systeme soumis a une excitation périodique. Nous proposons
ici une réponse dans le cas d’un dioptre plan entre un diélectrique et un métamatériau particulier (modele
de Drude). Dans un tel cadre, les équations de Maxwell sont reformulées en une équation de Schrodinger
dont nous réalisons 'analyse spectrale compléte. Notre étude permet de voir que le PAL est vérifié sauf
a une fréquence particuliere, appelée fréquence plasmon, pour laquelle les rapports des valeurs prises par
la permittivité et par la perméabilité de part et d’autre l'interface sont égaux a —1. Cette fréquence
correspond a une résonance du systeme et la réponse a une telle excitation croit linéairement en temps.

Mots-clés : Focalisation spatio-temporelle, retournement temporel, méthode DORT, modele asympto-
tique de Foldy-Lax, équations de Maxwell, métamatériaux, théorie spectrale, principe d’amplitude limite.

Title: Analysis of two wave propagation phenomena : 1) Space—time focusing in acoustics ; 2) Transmission
between a dielectric and a metamaterial.

Abstract: This thesis consists of two independent parts. In the first one, we consider a reference medium,
containing some scatterers whose positions are unknown. Using an array of transducers, our goal is to
generate an acoustic wave that would focus in space and in time near one of these scatterers. The tech-
nique proposed here is based on DORT method (French acronym for Decomposition of the Time Reversal
Operator) which leads to space focusing properties in the frequency domain. It consists in a singular value
decomposition (SVD) of the scattering operator, that is, the operator which maps the input signals sent
to the transducers to the measure of the scattered wave. In the context of the Foldy—Lax approximation
(which is justified here in 2D), by introducing a particular SVD related to the symmetry of the scattering
operator, we show how to synchronize the time-harmonic signals derived from the DORT method to achieve
space—time focusing. Theoretical properties and a numerical study justify our approach. The second part
is devoted to a transmission problem between a dielectric and a metamaterial. The question we consider
is the following : does the limiting amplitude principle hold in such a medium ? This principle defines the
stationary regime as the large time asymptotic behavior of a system subject to a periodic excitation. An
answer is proposed here in the case of a two-layered medium composed of a dielectric and a particular
metamaterial (Drude model). In this context, we reformulate the time-dependent Maxwell’s equations as a
Schrodinger equation and perform its complete spectral analysis. As an application of this study, we show
finally that the limiting amplitude principle holds except for a particular fequency, called the plasmonic
frequency, characterised by a ratio of permittivities and permeabilities equal to —1 across the interface.
This frequency is a resonance of the system and the response to this excitation blows up linearly in time.

Keywords: Space-time focusing, time reversal, DORT method, Foldy-Lax asymptotic model, Maxwell’s
equations, metamaterials, spectral theory, limiting amplitude principle.
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