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Introduction

Les travaux que nous présentons ici portent sur la résolution numérique du systeme
de Maxwell en domaine temporel. Les aspects mathématiques généraux, telle I'existence
et 'unicité des solutions, sont maintenant parfaitement connus et maitrisés [1, 2]. En par-
ticulier, pour le régime transitoire étudié ici, la résolution du probléeme de Cauchy pour
le systeme de Maxwell dans le vide rentre dans le cadre des systemes de Friedrichs et
on a l'unicité de la solution dans les classes des fonctions d’énergie finie. L’existence de
solutions faibles et d’estimations a priori ont également été démontrées [1, 2.
Néanmoins, 'obtention de solutions exactes n’est obtenue que pour des configurations
tres simples (diffraction sur un cylindre & section circulaire par exemple). Le récent
développement des super-ordinateurs permet, a I’aide de modélisations numériques adéquates,
d’obtenir des solutions approchées pour des configurations complexes ou les solutions
exactes sont inconnues ou inaccessibles (forme implicite). Ces méthodes permettent ainsi
d’élargir considérablement le champ d’application des phénomenes électromagnétiques
qui touche alors des domaines aussi variés que la médecine, I’électronique, les antennes,
les transports de particules, la compatibilité électromagnétique... Ainsi, la modélisation
numérique devient un outil essentiel, et A. Taflove n’hésite pas a parler alors de re-
découverte de I'électromagnétisme [3].

On comprend donc aisément 'intérét croissant de la communauté scientifique a améliorer
sans cesse les performances des méthodes de résolution numérique. Le but ainsi recherché
est d’obtenir une excellente précision sur les résultats tout en étant capable de simuler des
problemes de plus en plus réalistes pour des cotits en temps de calcul raisonnables. C’est
dans ce but qu’a été développé un grand nombre de méthodes numériques. Cependant,
il semble qu’aucune méthode particuliere ne soit prédominante sur une autre, le choix
étant alors déterminé essentiellement par le type d’application considéré. Ainsi, dans le
cas ou le domaine de calcul est correctement approché par des grilles orthogonales, les
schémas de type différences finis, appelés FDTD pour “Finite Difference Time Domain”,

d’ordre 2 (schéma de Yee [4]), ou d’ordre supérieur [5], semblent bien adaptés. Cepen-
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dant l'utilisation de telles méthodes présente des inconvénients techniques, en particulier
I'implémentation des conditions aux limites absorbantes et le traitement des géométries
complexes (probleme de I’approximation en marches d’escalier). L’utilisation des méthodes
de type éléments finis permet, via la formulation variationnelle, d’éluder la plupart de ces
problemes. Cependant, cette méthode demande souvent une trop grande régularité de la
solution pour les problemes considérés. De plus, l'utilisation des éléments finis H (rot),
bien que parfaitement adapté a la résolution des équations de Maxwell, nécessite la prise
en compte de la matrice de masse, et la condensation de cette matrice souleve des diffi-
cultés [6, 7, 8|.

Nous avons donc choisi, afin de modéliser le systeme de Maxwell instationnaire, une
méthode totalement explicite qui repose sur les caracteres conservatif et hyperbolique
du systeme de Maxwell. Il s’agit de schémas temporels de type volume fini, appelés par
la suite FVTD pour “Finite Volume Time Domain”, largement étudiés et utilisés pour
des problemes non linéaires en mécanique des fluides. Cependant, le caractere linéaire du
systeme de Maxwell permet de simplifier considérablement ce schéma. De plus, les travaux
de Shankar [9], et Cioni [10] montrent que l'utilisation d’une telle méthode semble bien
adaptée a la résolution numérique de différents phénomenes électromagnétiques en régime
transitoire.

L’objet de cette these est d’augmenter efficacité de la méthode numérique des volumes
finis centrés aux noeuds développée par J.P. Cioni dans sa these [11].

En particulier, 'utilisation de la méthode FVTD, de la méme facon que pour la FDTD,
pour la simulation numérique de phénomenes électromagnétiques posés en domaine non
borné souleve le probléeme des conditions aux limites absorbantes (noté CLA par la suite)
a imposer sur la frontiere artificielle qui borne le domaine de calcul. Le choix de ces CLA

doit répondre essentiellement a deux criteres:

— minimiser les réflexions parasites sur la frontiere artificielle,

— diminuer le plus possible la taille de la “boite” de calcul afin de pouvoir obtenir un

colit raisonnable en temps de calcul.

De nombreuses études tant théoriques que numériques ont été menées depuis de nom-
breuses années sur le sujet et on pourra trouver a la fin de ce mémoire une revue biblio-
graphique non exhaustive sur le probleme des CLA pour la propagation d’ondes.

L’utilisation de conditions absorbantes d’ordre un (décentrage a I'infini [11]) nous oblige
a placer la frontiere artifcielle a environ deux longueurs d’onde de l'objet étudié pour

I’obtention de solutions approchées précises. Afin de réduire cette distance avec le schéma



FVTD, notre étude bibliographique nous a conduit a étudier la technique des matériaux
fictifs parfaitement absorbants, appelé PML (“Perfectly Matched Layer”), développée par
Bérenger [12, 13]. L’adaptation de cette technique PML construite initialement pour des
schémas FDTD a des schémas FVTD est le point principal de la these présentée ici.
Toujours dans le double objectif cott-précision, nous avons également étudié un schéma
hautement précis en temps et en espace. En effet, les schémas utilisés dans cette these, les
(-7 schémas, ont été étudiés dans le cadre de la dynamique des gaz [14, 15]. On propose
cependant de contribuer a cette étude en présentant un nouveau schéma précis a ’ordre
3 en temps et en espace, a dispersion nulle a I'ordre 3.

De plus, toujours dans la perspective cott-précision, un premier pas a été fait en direction
des maillages hybrides (triangles-rectangles en 2-D, tétraedres-cubes en 3-D). La construc-
tion de tels maillages ainsi que 'extension du schéma FVTD en deux dimensions d’espace
ne posent aucun probleme particulier, ce qui n’est plus le cas pour des applications tridi-
mensionnelles.

La these est divisée en six chapitres .

Le chapitre 1 est une présentation des équations qui régissent les phénomenes électromagnétiques.
En particulier, nous y rappelons les propriétées mathématiques du systeme de Maxwell
qui seront utilisées par la suite.

Le chapitre 2 est consacré a la description de I’approximation numérique utilisée. La
méthode de volumes finis centrés aux noeuds pour la discrétisation spatiale est accom-
pagné d’un schéma linéaire explicite multi-pas de type Runge-Kutta pour la discrétisation
temporelle.

Le chapitre 3 contient une présentation de la méthode des matériaux fictifs parfaite-
ment absorbant proposé par Bérenger [12, 13]. Une nouvelle écriture de ces équations y
est présentée ainsi que ’adaptation de cette technique, initialement introduite pour des
schémas de type Yee [4, 13], a des schémas de type volumes finis en maillage non struc-
turé. Des expériences numériques en deux et en trois dimension d’espace y sont également
données.

Dans le chapitre 4, nous étudions un schéma numérique, le 3-v schéma, afin d’en obtenir
les valeurs optimales des parametres 3 et v pour I'obtention d'un schéma d’ordre élevé.
Le chapitre 5 est consacré au développement du schéma de type volumes finis sur des
maillages hybrides (triangles et rectangles) conformes en deux dimensions d’espace. Des
solutions obtenues avec ces maillages hybrides sont présentées et comparées en terme de
précision et de cout CPU a celles calculées avec des maillages uniformes (triangles ou

rectangles).
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Finalement, le chapitre six est une étude bibliographique réalisée en 1995 portant sur
les conditions aux limites pour la propagation d’ondes. Cette étude n’est pas exhaustive

d’autant plus que de nombreux travaux ont été publiés sur le sujet depuis.
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Chapitre 1

Equations de I’électromagnétisme

1.1 Equations de Maxwell

Une étude des phénomenes électromagnétiques consiste a déterminer, a l'instant ¢

(t € IRY) et au point Z € IR3, les quatre champs de vecteurs E (en V/m), D (en C/m?),

H (en A/m) et B (en T) vérifiant :

@ la loi de Faraday qui lie la force électromotrice a la variation de flux d’induction,

@ le théoreme d’Ampere qui permet de calculer le champ magnétique engendré par un

courant,

@ la loi définissant la charge électrique,

@ la loi de Gauss postulant I’absence de charge magnétique.

Les champs E ,13,ﬁ et B représentent respectivement le champ et 'induction électrique,

le champ et 'induction magnétique.

En appliquant le théoreme de la divergence de Gauss et le théoreme de Stokes, on

obtient les expressions locales de ces lois physiques appelées équations de Maxwell :

,

0B .
e E) =
Y + rot(E) =0 @,

0D y ,
e rot(H) = -7 @,
div(D) = p ®,

div(B) =0 @.
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Les densités de charge p et de courant 7 sont reliées par la loi de conservation :

dp

o+ div(j) = 0. (1.1)

Remarque 1.1.1 : Les champs E,é,ﬁ et H constituant le champ électromagnétique
ainst que la densité de courant T sont des fonctions vectorielles de IR® définies sur IR* x IR

et a valeurs dans IR3.

Le systeme des équations de Maxwell ne tient pas compte du milieu matériel ou
il y a propagation, et par conséquent il ne suffit pas a la détermination du champ
électromagnétique. Il convient alors d’ajouter des relations qui préciseront les propriétés
spécifiques du milieu étudié. Ces relations liant les champs et les inductions sont données
par des lois dites de comportement, caractéristiques du milieu considéré. Nous considererons
dans cette étude des matériaux linéaires isotropes dont les lois constitutives les plus

simples sont données par les relations:

{ D=c@®F, (1.2)

B =@ H,
ou e(x) et u(x) représentent respectivement la permittivité diélectrique et la perméabilité

magnétique du milieu.

A T’aide de la loi de comportement (1.2), on peut alors écrire les équations de Maxwell

en variables (E,H) de la facon suivante :

— a — _
/L(.Z‘) W + TOt(E) = 0,
 OE . )
e(&) 5 — rot(H) = -7, (1.3)

Notons que les équations:
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sont redondantes dans le modele continu (pour tout temps ¢ positif) pour une condition
initiale vérifiant ces contraintes (voir par exemple [1]).

On peut ainsi ne considérer que les deux premieres équations de (1.3).

1.2 Adimensionnement

La permittivité diélectrique () et la perméabilité magnétique u(Z) peuvent s’écrire

en fonction des caractéristiques du vide € et po de la fagon suivante:

ou ¢, et pu, sont des valeurs adimensionnelles relatives au milieu de propagation de 'onde

et €9 et po ont pour valeurs en unités S.I.:
1

——107° F
07 367 /m

o = 47.10°" H/m

La vitesse de la lumiere dans le vide est donnée par: ¢y = = 3.10% m/s.
’ v Eoto /
Le systeme (1.3) peut alors s’écrire sous la forme:
( OH PR E 0
— + —rot| — | =
ot Ho Hor
(1.4)
0E 1 H 17
— — —rot| — | =——=
\ ot €0 €y €0 &
Enfin, on note par Z, = Mo _ 1207 0 I'impédance caractéristique du vide.
€o
On a les relations suivantes:
Zoeo = \/Eolo = o
Z 1 0 (1.5)

= =

Ho VEOHO
On fait le changement de variables suivant :

H=7yH
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En tenant compte des relations (1.5), en divisant par ¢y et en effectuant le changement

de variable 7 = ¢yt, le systeme (1.4) s’écrit:

Dans cette formulation, les quantités physiques s’expriment alors dans les unités sui-

vantes:
X le nouveau temps 7 est en metre (m),
X E, H sont en V/m,
X Zy7s’exprime en V/m?
X ¢, et u, sont sans dimension.

Onposeﬁ:f{,j':Zofett:T.

On s’intéressera essentiellement par la suite a des propagations d’ondes dans le vide.

On pose ainsi €, = p,, = 1. On obtient finalement le systeme:

OH -
E + TOt(E) =0
(1.6)
OE = .
W — TOt(H) =—7]

1.3 Formulation conservative et hyperbolicité

En vue d’appliquer les méthodes basées sur des techniques de volumes finis pour la

résolution du systeme de Maxwell, on considere en premier lieu la forme conservative du

systeme (1.6):
Qi + F1(Q)r + F2(Q)y + F3(Q): = —J(Q) (1.7)

Q - t(HxaHyaHzaExaEyaEz)



1.4 Conditions aux limites et probleme de diffraction

15

(0| (B ) (g, ]
—E. 0 E,
A@=1 0 m@=1 T p@=1 )
H. 0 —H,
H, | —H, | 0|
Enfin:
1(Q) = "(0.0,0.rjy.J:).
On écrit alors (1.7) sous la forme condensée suivante :
Qi+ VI Q) =-J(Q) (1.8)

avec F'(Q) = (F1(Q),F2(Q),F3(Q))-

Le systeme (1.8) est hyperbolique. En effet, considérons une combinaison linéaire de flux:

F(Qn) =17 F(Q)

olt 77 = (n1,m2,m3) est un vecteur non nul quelconque de IR?. La matrice jacobienne A du

systeme est définie par:
9
AQn) =7.F(@Q) = 3@
=1

Du fait de la linéarité du systeme, A ne dépend pas de la variable ). La jacobienne A a

trois valeurs propres réelles de multiplicité double qui sont données par :
A =7[l, A== et A3=0 (1.9)

De plus, une base de IR® constituée de vecteurs propres de A peut étre construite; A est

donc diagonalisable et le systeme de Maxwell est hyperbolique pour tout vecteur 77 non
nul de IR3.

1.4 Conditions aux limites et probleme de diffraction

Conditions aux limites:
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Chapitre 1. Equations de l’électromagnétisme

Nous assimilerons tout au long de cette étude les parois métalliques au modele idéal
et fictif du conducteur parfait. Ainsi, la conductivité est supposée infinie et les charges
se portent instantanément a la surface du conducteur I',. Nous considérons que le champ
électromagnétique est nul a l'intérieur du métal. La condition aux limites sur I', est
obtenue a partir des relations de passage a travers cette surface [16]. On en déduit en

particulier la condition aux limites suivante:
ANE =0.

Dans le cas ou les ondes se propagent dans un domaine infini (cas de la diffraction par
exemple), nous devons, numériquement, nous restreindre & un domaine de calcul borné. De
nombreux auteurs ont cherché a définir des problemes de conditions aux limites bien posés.
On trouvera dans la partie 4 de plus amples informations sur le sujet. On se contentera
de rappeler ici une condition aux limites possible a imposer sur la frontiere fictive 'y, du

domaine de calcul: la condition absorbante d’ordre un de Silver-Miiller:
LB Mo S
ANE=—,/—aAN@ANH), (1.10)
€0

Probléeme de diffraction:

On considére un obstacle borné de IR? (p = 2,3) de frontiere X, parfaitement conduc-
teur. Une onde électromagnétique incidente se propage dans un milieu extérieur €2 ho-
mogene non conducteur et arrive sur l'obstacle (fig. 1.1). Cette onde incidente (référencée
par inc) est une donnée du probleme. La présence de I'obstacle induit une perturbation
de l’onde incidente qui se traduit par la formation d’une onde diffractée (référencée d).

On cherche alors & déterminer le champ diffracté t(E% H?), sachant que les équations

de Maxwell (1.7) sont vérifiées par le champ total défini par:

E" — E"d + Einc
ﬁ — ﬁd + ﬁinc .
Par hypothese, le champ incident *(Ee Him¢) est solution des équations de Maxwell.
De plus, le systeme de Maxwell est linéaire. Ainsi le systeme (1.7) peut aussi bien s’écrire

en champ diffracté qu’en champ total.

La condition aux limites sur un métal parfaitement conducteur s’écrit alors:

AANEY = —fAE™
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onde

diffractee (Ed,Hd)
onde
/ -

Fia. 1.1 — Diffraction par un obstacle.

1.5 Polarisation TE-TM

Dans le cas ou le champ électromagnétique et le corps diffractant sont invariants par
rapport a une direction donnée, par exemple é,, le systeme (1.7) de six équations a six
inconnues se découple en deux systemes indépendants de trois équations a trois inconnues.
Ces deux sous systemes disjoints, associés aux deux polarisations Transverse Electrique
(TE) et Transverse Magnétique (TM), décrivent alors les phénomenes électromagnétiques
dans un contexte bidimensionnel (2D).

Ces deux systemes indépendants peuvent s’écrire sous la formulation bidimensionnelle

conservative suivante :

Qi+ F(Q).+G(Q)y=1J (1.11)

avec:

H,
H, ¢ (T.M.)
E,

Qs \
Q= Q> =
@3 ( —E,
-EB, (T.E.)
H,
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Enfin:

—Qs
—Q>

\

@3
et G(Q)=1 0
Q1
0
0 (T.M.)
_jz
0
Jy (T.E )
0

Le caractere hyperbolique de ces deux sytemes de Maxwell en deux dimensions d’espace

se montre de la méme fagon que pour le systeme écrit en trois dimensions. Les valeurs

propres du jacobien A, au nombre de trois et maintenant distinctes restent identiques a

celles du systeme complet (cf §1.3).
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Chapitre 2

Schémas en volumes finis

2.1 Introduction

Nous décrivons dans ce chapitre la méthode numérique de volumes finis basée sur des
maillages de type éléments finis et appliquée a la résolution du systeme de Maxwell en
milieu homogene. Du fait de ’hyperbolicité et du caractere conservatif des équations de
Maxwell, 'utilisation de schémas numériques décentrés est bien adapté a la discrétisation
de ce probleme. En effet, une conséquence du caractére hyperbolique du systeme de Max-
well est que ’énergie se propage a vitesse finie suivant des directions particulieres (les
caractéristiques). Les schémas décentrés que nous proposons ont la faculté de reconnaitre
automatiquement le sens de propagation des ondes, d’ou leur intéret. De plus, de nom-
breux schémas décentrés basés sur des solveurs de Riemann approchés ont été développés
et validés en mécanique des fluides pour la résolution de problemes modélisés par des
systemes possédant les mémes propriétés. Nous rappelons donc ici les caractéristiques
principales de I'approximation utilisée et l'on pourra se référer par exemple a [17, 18]
pour une description plus détaillée.

Nous présentons rapidement le probleme type d’électromagnétisme que ’on a a résoudre
numériquement. On considere le probleme de Cauchy basé sur la formulation adimen-

sionnée (1.3) du systeme de Maxwell, auquel on ajoute des conditions aux limites (voir
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§1.4). On a:
Q.+ V.F(Q)=—-JQ) dans Q x R+
Q(Z,0) = Qo(7) VZeQ
. (2.1)
TAE =0 sur [y x IRT
ﬁ/\E’:—,/?ﬁ/\(ﬁ/\ﬁ) sur ' x RT
0

\

On supposera que la condition initiale )y vérifie les relations de divergence (voir §1.1).
De plus, suivant la nature des phénomenes physiques modélisés, on pourra ne considérer

qu’une seule condition aux limites.

2.2 Formulation volumes finis

Soit T, une discrétisation classique par tétraedres en trois dimensions d’espace (ou
par triangles en 2-D) du domaine €2, approximation du domaine de calcul 2. A chaque
noeud S, est associée une cellule C; (figures 2.1 et 2.2). La réunion des cellules forme une

nouvelle partition de €2,.

Fic. 2.1 - Cellule dintégration C; en 3D

On considere ’équation de conservation (1.7) sous forme condensée :
Q + VF(Q) =0 () €Qx R, (2.2)
avec I(Q) = "(F1(Q),F2(Q),F3(Q))-

On complete (2.2) par des conditions aux limites sur la frontiere I' de Q constituée de
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FIG 2.2.a: pour un noeud courant S; FIG 2.2.b: pour un noeud S; du bord

Fia. 2.2 - Cellules d’intégration C; en 2D

['y le bord de 'objet diffractant et de ['y, la frontiere artificielle qui borne le domaine de
calcul (I' = T',|J ). L'implémentation de ces conditions aux limites sera précisée au
paragraphe 2.4.

Les méthodes de volumes finis sont basées sur I'intégration de (2.2) sur chaque cellule C;.

On note (Q;); la valeur moyenne de @, sur la cellule C;. On obtient :
Volume(C;) (Q:)i + / ?]F(Q) dr = 0. (2.3)
C;
En utilisant la formule de Green, I’équation (2.3) nous conduit a:

Volume(C) (Q-); = — > F(Q).7; do

jek (i) 7 C

- / F(Q).7, do (2.4)
aC;T,

_ / F(Q).ii do
0C; NIN'so

ou 7;; est la normale extérieure a l'interface 0C;; entre deux cellules C; et C}, et K (i)

I’ensemble des noeuds voisins d’un sommet <.
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2.3 Calcul des flux numériques internes

2.3.1 Schéma décentré d’ordre un

Le terme intégral F(Q).U;j do est évalué par une fonction de flux numérique ®;;
3Cij
donnée par:

®;; = Fij.ij,

ou 7i; = (m,m2,ms) = / v;jdo et ¥;; est une approximation de ¥'(Q)) sur l'interface
3Cij

0C;;.

La fonction de flux numérique ®;; est choisie décentrée du premier ordre, et dépend

des deux états Q; et ();. Le systeme étant linéaire a coefficients constants, tous les flux

décentrés d’ordre un sont identiques. Ce flux numérique ®@;; peut s’écrire sous la forme

suivante :

- F 7,7_; +F 7_;, -
@y = 2(Q.Q,,) = T TG T a) Q- @), (25)
olt F(Q,77;j) = mF1(Q) +m2F2(Q) +n3 F3(Q) est une combinaison linéaire de flux et A(7f;)

la matrice jacobienne du systeme (voir §1.3). Le parametre v de la formule (2.5) est fixé a

un dans le cas des schémas décentrés classiques. Néanmoins, on verra par la suite que cette
valeur du parametre v n’est pas optimale pour I'obtention de solutions numériques d’une
grande précision. En particulier, le parametre 7 nous permettra de controler la diffusion

numérique. Ce sera l'objet du chapitre 4.

En remarquant que l'on a: F(Q,7;;) = A(7;;)Q, on obtient le flux numérique:

Q;; = ®(Qi,Q;75)
(2.6)
= S LA+ 9@+ (L= @]+ A1 - 1)@+ L+ 7)QT
A*(77;;) (vesp. A~ (7;;)) étant la partie positive (resp. négative) de la matrice symétrique
A(735)-
Remarque 2.3.1 : Pour y=1, on retrouve la décomposition de flux de Steger-Warming
[19]: @35 = ATQi + A Q;

Il est intéressant de noter que l'invariance par rotation du systeme de Maxwell (1.6)
nous permet, a l’aide d'une seule composante de F', de définir la totalité du flux en trois

dimensions d’espace. En effet, considérons la rotation R de IR? qui s’écrit:
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cosfcos¢p  sinfcos¢ sing¢
R = —sin @ cosf 0

—cosfsing —sinfsing coso

Elle transforme Q) = t(ﬁ,ﬁ) en Q) = t(Rﬁ,RE) On montre alors facilement que 1’on

F(Qts) = |l (R oF1)(Q)

Dans ce cas 14, le flux numérique (2.6) peut s’écrire:

D5 = ||| [R™H(Af (7)Qi + AT (1)Q))
0
ot Af et A sont respectivement les parties positive et négative de A; = %FI(Q). On

remarquera que les matrices A et A, dépendent du parametre . On renvoie le lecteur

a l'annexe A pour l'écriture détaillée de ces deux matrices.

2.3.2 Approximation d’ordre supérieur

La méthode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) permet
d’augmenter la précision des schémas en définissant de nouvelles valeurs Q;; et @;; aux
interfaces des cellules sans modifier la fonction de flux numérique ®;;, toujours définie
par (2.5). Dans la méthode MUSCL [20], ces valeurs sont obtenues par une interpolation
linéaire sur chaque cellule. Nous utilisons ici une formulation dite $-schéma pour définir les
valeurs aux interfaces calculées a I'aide d’une combinaison linéaire convexe des gradients

hermitiens et centrés:
D;; = D;;(Qi,Q5i),

Qi = Qi+ 5{(1-26)(Q; - Q) +257Ql.5%; ), 2.7)

;

Q= Qi — 5101 -20)(@Q,— Q) + 26V QY 55, ),

.
ou 3 est un parametre de décentrage qui joue aussi un role déterminant dans la précision
des schémas. En prenant g = 3 on obtient un schéma du troisieme ordre en espace pour
des maillages structurés [21].

On définit les gradients discrets ?Qf{ comme une moyenne des gradients de Galerkin

autour d’un noeud S;. Pour tout tétraedre T € 7T, on pose:

(VQ)T =3 QuVeu(T),
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ou les Spr (k = 1,...,4) sont les quatre sommets du tétraedre T et ?(ﬂik (T) le gradient

constant sur 7" de la fonction de base ¢;+ P1 associée au noeud S;. On pose alors:

e 1 Volume(T) T
vor = Volume(C)) > f(§@- (2.8)

T€eTy,S:€T

Il est également intéressant de remarquer qu’il existe un autre moyen pour mettre au
point des schémas numériques d’ordre élevé. On peut effectivement remplacer la fonction
de flux numérique décentrée (2.5) par une fonction de flux numérique centrée :

_ F(QusTfi) + F(Qj77:5)

q)ij = 5 .

On remarque aisément que pour obtenir ce flux centré il suffit de prendre v = 0 dans (2.5).
On décide, de plus, de conserver le 3-schéma (3 = %) Ce schéma a été étudié notamment
dans [22, 14] pour I’équation d’advection linéaire bidimensionnelle en maillage homogene
régulier. Cette étude a montré que l'on obtient des schémas volumes finis d’ordre 4 en
espace et en temps avec une intégration de type Runge Kutta a quatre pas.

Cependant, ce schéma étant linéaire et d’ordre supérieur a un, il n’est pas TVD (a
variation totale décroissante) [23], d’ou I'apparition d’oscillations parasites que nous avons
pu observer numériquement. Plutot que de faire appel aux techniques dites des limiteurs
qui rendent le schéma non linéaire, nous préférons introduire un petit taux de diffusion
en affectant a v la valeur 0.1 qui nous permet de surcroit d’utiliser un schéma de Runge
Kutta a trois pas (au lieu de 4 pas pour v = 0). Le schéma ainsi obtenu sera étudié en

détail (précision et stabilité) au chapitre 4.

2.4 Traitement des conditions aux limites

Surface métallique parfaitement conductrice:

Sur la surface 'y, la condition aux limites est de type réflexion totale. Elle s’écrit en champ
diffracté :

iANE =—it NE™, (2.9)

ol 7 est le vecteur normal & la surface et E le champ électrique diffracté.
Cette condition (2.9) est appliquée sous une forme faible. On présente ici 'expression des

flux de bord en deux dimensions d’espace suivant le type de polarisation considérée.
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Le terme de bord s’écrit ainsi sous la forme :

( —Ny anc

/ n QY do (TM)
oC; NIy,
n2Q1 - leQ
oC; NIy, Q
nolys
/ —n1Q3 do (TE)
oCiNLy inc inc
L —np Q1" + Q)

ol Q. k=123 sont les composantes du champ diffracté @ sur I'y, Q™ est le champ incident
supposé connu et 77 = (nq,n) est la normale extérieure & I['y.

Le flux numérique correspondant s’écrit :
D, = Filjiv,

avec 1, = / i do, 15 étant la normale extérieure en 9C; NI, et ¥y, donné par:
oC; NIy,

Fy =F(Qu)
avec
Qi = "(Qi1,Qi2 — Qincs) (TM),
= t(_Qinc,la - ch,in,?,) (TE)
Remarque 2.4.1 : En trois dimensions d’espace, en remarquant que ['on a:
F(Q).7= t(—E AH A 1), le flux prenant en compte la condition de conducteur parfait

s’écrit en champ diffracté sur L'y :
@y = "(E™ A iy, Hi N i)

ou E™¢ et H; sont respectivement le champ électrique incident et le champ magnétique
total au noeud i. Avec les mémes notations, en champ total, le flux numérique sur I'y

s’écrit :

Condition absorbante :

Afin de pouvoir calculer le flux numérique sur la frontiere artificielle I's, qui borne le
domaine de calcul on utilise un décentrage a l'infini a 'aide de la décomposition des flux

de Steger-Warming :

(I)ioo - q)(QiaQooaﬁioo) — A+(ﬁzoo)Qz + -Ai (ﬁioo)Qooa
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ol (; est la valeur du champ diffracté calculée sur I'y, et Qo le champ diffracté en dehors

du domaine de calcul €2. Comme aucune onde ne doit entrer dans €2, on obtient :

soit
(I)ioo - -’4+(ﬁzoo)Qz
On propose ici de donner a titre d’exemple ’écriture du flux numérique que ’on obtient

ainsi en deux dimensions d’espace. Il s’écrit :

~ . U
1 777/00 777/00 .
D, = 2 (|7727| Qg — ﬁ Qio + Qi,3> —n;> (2.10)

Ol Tino = / Miso A0, Tis €st la normale extérieure a 0C; N T'.
0C; NI oo

Remarque 2.4.2 : [ est intéressant de noter que le décentrage a l'infini que ['on vient
d’introduire est équivalent a la condition absorbante de Silver-Muller d’ordre un prise en
compte faiblement [11].

Remarque 2.4.3 : En pratique, si ['on utilise cette condition absorbante sur la frontiere
artificielle T's,, nous sommes tenus de la placer approrimativement a deux longueurs
d’onde de ['objet diffractant. Cette distance constitue une limite sévere aux simulations en
3D. C’est pourquot nous nous sommes attachés a appliquer de nouvelles conditions aux
limaites, le but étant de pouvoir réduire sensiblement le domaine de calcul. Ce sera [’objet

du chapitre 3.

2.5 Discrétisation temporelle

La physique des équations de Maxwell que nous cherchons a résoudre est celle des
phénomenes de propagation d’ondes instationnaires. Pour cette raison, la résolution numérique
de ce probleme d’évolution par des schémas explicites nous parait nécessaire pour assurer
une grande précision temporelle. Pour cela, nous utilisons la méthode explicite multi-pas
de Runge-Kutta.

La discrétisation utilisée précédemment correspond au systeme semi-discret associé a

chaque noeud S; (I'indice S; est omis) :

Qt—i_\IJ(Q):O)
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ou U(Q) représente, sous une forme condensée, la discrétisation spatiale précédemment
établie et pondérée par 'inverse du volume de controle.
Du fait de la linéarité du systeme de Maxwell, on obtient un schéma d’ordre trois en

temps a l’aide de 'intégration a trois pas de Runge Kutta donnée ci-dessous:

QO — Qn
QR =Q" - (4A_Tl)\II(Ql‘1) 1=123
Qn—i—l — Q?)

ou AT représente le pas de temps tel que: t" = nAr.
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Chapitre 3

Matériau fictif absorbant.

Ce chapitre est une version plus étendue du rapport Cermics (N° 96-53) réalisé avec
Frédéric Poupaud * et intitulé “Condition aux limites de Bérenger avec un schéma temporel
de type volumes finis en maillage triangulaire“.

Une partie de ce chapitre a été acceptée pour publication dans la revue “Applied Numerical

Mathematics”.

* Laboratoire J.A. Dieudonné, U.R.A. 168 du CNRS, Université de Nice Sophia-Antipolis, Parc Val-
rose, BP 71, 06108 NICE Cedex 02
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Introduction

L’étude de la diffraction électromagnétique par un objet donne lieu a un probleme
extérieur. Afin de pouvoir résoudre numériquement ce probleme, on le remplace par un
probleme aux limites posé dans un domaine borné. Deux méthodes sont couramment uti-
lisées afin d’absorber les ondes sortantes. La premiere consiste a établir sur la frontiere
fictive une condition aux limites absorbantes (CLA), approximation des conditions aux
limites transparentes (réflexion parasites nulles) non locales. On pourra se référer notam-
ment a [24, 25, 26, 27, 28]. La seconde, qui sera développée ici, consiste a limiter le domaine
d’étude par une couche absorbante, les effets de la réflexion du champ électromagnétique
dans cette couche étant atténués au moyen d’équations de couches limites artificielles [4].
Cette approche a été récemment proposé par Bérenger dans le cadre de I’électromagnétisme
[12, 13]. De nombreux travaux [29, 30, 31] sont venus valider cette méthode.

Nous proposons ici d’étendre cette méthode, utilisée jusqu’alors essentiellement pour des
schémas temporels en différences finies, a un schéma temporel de type volumes finis en
maillage non structuré.

Ce chapitre est divisé en quatre parties. Dans la premiere partie nous présentons la
méthode de Bérenger ainsi que les modifications apportées aux équations et a leurs pro-
priétés dans la couche limite artificielle. Dans la seconde partie nous développons 'ap-
proximation numérique utilisée. Enfin dans les deux dernieres parties nous présentons des
résultats numériques obtenus avec ces conditions aux limites de type Bérenger en deux et

trois dimensions d’espace.

3.1 Systeme de Maxwell modifié

3.1.1 Matériau fictif parfaitement absorbant

La méthode que I'on va utiliser ici afin d’absorber les ondes sortantes consiste a limiter
le domaine de calcul par une couche limite artificielle, les effets de la réflexion du champ
électromagnétique étant atténués, dans cette couche, au moyen d’'un matériau absorbant

fictif (voir la figure 3.1 pour le cas bidimensionnel).

Le domaine de calcul est donc divisé en deux zones distinctes. Dans 'une, que I’on suppose
étre le vide, on va résoudre les équations de Maxwell classique. Dans ’autre, supposée

étre le matériau absorbant fictif, les équations de Maxwell a résoudre seront alors celles
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< vacuum
incident

p {/ wave
\ﬁ\\\\.\\\\\\ < PML

A
material

Fic. 3.1 — Couche absorbante pour le cas 2-D

écrites dans un milieu absorbant. L’approche classique consiste a résoudre dans le matériau

absorbant le systeme suivant qui s’écrit en I’absence de charges et de courant :

/ —

8H — —
E + TOt(E) + o*H = 0,

- 1
OF R R (3:1)
E — TOt(H) + oF = 0,

avec une conductivité électrique o et magnétique o*.

Remarque 3.1.1 : Le systéme (3.1) est écrit sous sa forme adimensionné (voir para-
0—*

graphe 1.2). Ainsi les quantités o et o* de (3.1) vérifient: 0 = Zyo et 0" = — ou 7 et

- 0

o* sont respectivement les conductivités électrique et magnétique du systeme de Mazwell

non adimensionné. o et o* s’expriment en m~" tandis que & et o* sont respectivement en
S/m et en Q/m.

Ces matériaux absorbants fictifs utilisés jusqu’alors afin d’absorber les ondes sortantes et
appliqués a des schémas aux différences finies (voir [4]) vérifient la condition d’adaptation
d’impédance liant les conductivités électrique et magnétique du matériau et écrite a I’aide

des variables adimensionnées:
og=o0". (3.2)

Remarque 3.1.2 : Avec les notations précédentes, 'adaptation dimpédance s’écrit :

o*

fo

ST

Cette condition assure que les ondes planes a incidence normale n’engendrent aucune

réflexion a l'interface vide-milieu absorbant. Par contre, des réflexions parasites peuvent
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apparaitre pour des incidences non normales.

Bérenger a proposé une technique dans le cas bidimensionnel (cf. [12]) permettant d’ob-
tenir un coefficient théorique de réflexion nul pour une onde plane arrivant sur 'interface
vide-milieu quelque soit la fréquence ou I'angle d’incidence. L’extension au cas tridimen-
sionnel ne posant aucun probleme (voir [13, 30]), on rappelle ici cette technique dans un
cadre tridimensionnel.

Le milieu proposé par Bérenger, appelé couche parfaitement absorbante et noté milieu
PML (“Perfectly Matched Layer”, en anglais), est obtenu en introduisant de nouveaux
degrés de liberté. On décompose ainsi chaque composante du champ électromagnétique
Q =t (ﬁ,E) en deux sous-composantes (par exemple H, = H,, + H,.). Le milieu PML
ainsi déterminé est un milieu dans lequel le champ électromagnétique a non plus six mais
douze composantes qui sont ‘(Hyy,H,.,Hyp,Hy.,H.0,H,y,Ery, By By By E.. ELy). De la
meme fagon, les conductivités se décomposent en o,,04,0.,0;,0,,07. En supposant que
I’adaptation d’impédance est réalisée: o, = o pour i = x,y ou z, le systeme de Max-
well dans le matériau fictif s’écrit alors sous la forme d’un systeme de 12 équations a 12

inconnues:
.
OHyy + 0yHyy = —0y(E. + E.y)

OH,.+o0.H,. =0.(E, + E,.)
oH,.+0.H,., = —0,(E,, + E,.)
O Hy, +0,H,y = 0.(E.. + E.,)
OH., +0,H,y=—0,(E,, + E,.)
oH.,+o,H., = 0,(E,, + E..)
(3.3)
OtEyy + 0yEry = 0y(H. + H.y)
O0Ey: + 0. By, = —0.(Hy, + Hy.)
OEy. +0.E,. = 0.(H,y + H,.)
OEy, +0,E,, = —0,(H., + H.,)

athx + UwExy = a:p(ny + Hyz)

OE., +o,E., =—0,(H,y + H,.)

\
On peut noter que dans le cas ou 0, = 0, = 0., on retrouve les équations de Maxwell

dans un milieu absorbant classique. Par une analyse de type onde plane, Bérenger montre

dans [12] que le choix des o;, pour i = x,y ou z, est déterminant pour obtenir une inter-
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face vide-milieu parfaitement transparente aux ondes sortantes. La conductivité o, (resp.
oy, 0.) s'interprete comme le coefficient d’absorption dans la direction x (resp. y, z). Si
I'interface entre le vide et le milieu PML a pour normale la direction e,, le coefficient
de réflexion d’une onde plane d’incidence et de fréquence quelconque est nul quand o,

et 0. sont nuls. On obtient le méme résultat pour les autres directions par simple rotation.

Cas Bidimensionnel:

En deux dimensions d’espace, le systeme dans le matériau PML est obtenu en intro-
duisant un seul degré de liberté. On décompose uniquement une composante du champ
électromagnétique en deux sous-composantes (par exemple dans le cas TM, E, = E,, +
E.,). Le systeme dans le matériau PML est alors un systeme de quatre équations a quatre

inconnues qui s’écrit dans le cas TM de la facon suivante :

( 0H, N 0(E.,+ E.,)

H, =0,
ot oy %
0H, O0(E..+FE.,)
- - Hy = 0,
ot ox t 0 Hy
(3.4)
0E,, 0H,
— — = Em: - 07
ot ox o=t
0E,, OH,
oy P E., =0.
| ot Ty T B

Remarque 3.1.3 : Le cas TFE est obtenu de facon similaire en décomposant la compo-

sante H. en H., et H.,.

3.1.2 Choix des conductivités

On montre dans [12, 13] par une analyse par onde plane que le choix des conducti-
vités est primordial pour obtenir une interface, entre deux milieux PML, transparente aux
ondes. Le domaine d’étude est supposé étre le vide qui est lui méme considéré comme un
matériau PML. On entoure alors notre de domaine de calcul d’un matériau PML fictif et
arbitraire. Les conditions a imposer sur la conductivité pour ’obtention de la propriété

citée ci-dessus nécessitent un découpage du milieu PML en plusieurs zones (voir figure 3.2).
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R Q 1 Q2
}»y
x 93
Q
Q
5
QG
Q7
QS
QlO Qg

F1G. 3.2 — Définition partielle de la couche limite artificielle

On propose alors de décrire ici brievement les conductivités choisies dans chacune des
zones de la figure 3.2. On obtient aisément les conductivités des zones restantes par de
simples symétries.

De fagon générale, on pose:

G = 0,6y + 0y€y + 0.€.

On définit o, (resp. o, et 0.) de la fagon suivante:

o0 = 0 (Z:Z)n (3.5)

ou A et a désignent respectivement ’abscisse d’un point de 'interface vide-PML et I'abs-

cisse d’un point de I'.
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Plus précisemment, nous avons pris:

(

g = 0,€, + 0.€. dans )y,

G = 0,6, + 04€, + 0.€. dans (),
0 = 0.€. dans €3,

0 = 0,6, + 0.€. dans Uy,

0 = 0,€, + 0y€, dans (25,

0 = 0,6, + 0.€. dans (g,

G = 0,6, + 0,€, + 0.€. dans 7,
G = o0,€, dans (g,

G = 0,6, + 0,€, dans Qy,

o= O'xé;; dans ng.

\

Différents choix des parametres oy et n seront testés dans la partie 3.3.2.

3.1.3 Conditions aux limites sur I'y

Dans larticle originel de Bérenger [12], celui ci a considéré I'o, comme le bord d’un
conducteur parfait. Les ondes réfléchies sur ', sont alors absorbées a l'aller et au retour

de leur propagation dans le milieu PML. La condition s’exprime en champ total comme:
EA=0 sur I,

soit en deux dimensions d’espace:

E.=0 en mode TM,
(3.6)

—E.ny, + Eyn, =0 en mode TE.
Cependant d’autres choix sont possibles. On peut en particulier prendre des conditions
absorbantes sur I'., qui ne soit pas plus cotteuse en temps calcul qu’une condition de
conducteur parfait. Nous avons donc testé une condition au limite absorbante qui consiste
a annuler les flux numériques entrant en I'y.. C’est une discrétisation numérique directe

de la condition au limite transparente (voir section 2.4).

3.1.4 Nouvelle formulation

Pour faciliter I'implémentation numérique, nous allons réécrire (3.3) sous une forme

différente. Notre approche consite a conserver les composantes du champ électromagnétique
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dans le vide (Q = t(ﬁ,ﬁ)) et a introduire uniquement six nouvelles variables (H,.,H,.,H.,,E..,Ey.,E.,).

On considere ainsi le nouveau systeme a résoudre dans le matériau PML:

;

oH,+0,E. —0.E,+0,H, + (0, —0,)H,, =0
oH,+0.E, — 0,E. +0,H,+ (0. —0,)H,. =0
oH.+0,E,— O0,E, +0,H,+ (0, —0,)H., =0
oE,+0.H,—0,H.+0,E,+ (0. —0,)E,. =0
oE,+0.H, —0.H,+0,E,+ (0, —0,)E,., =0
OE.+0,H, —0.H,+0,E.+ (0, —0,)E., =0
(3.7)
oH,, —0.Fy+o0.H,, =0
O.H,. +0.E, + 0.H,. =0
OH., — 8,E, +0,H., =0
OE,.+0.H,+0.E,. =0

0,E,. — 0.H, + 0.E,. =0

0., + 0,H, + 0,E., =0

\

Proposition 3.1.1 : Les formulations (3.3) et (3.7) sont équivalentes.

Preuve:
De maniere évidente, on passe de (3.3) a (3.7) et réciproquement en utilisant les relations:
H;; = H; — H;); (de méme pour E) et i,j,k alternativement égaux a z,y et z, et en recom-

binant par deux les équations du systeme considéré ¢.

On notera que les six premieres équations ne sont rien d’autres que les équations de
Maxwell dans le vide avec un terme source prenant en compte les nouvelles variables in-

troduites. Ainsi un schéma numérique classique pour la résolution du systeme de Maxwell
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s’applique aux six premieres équations. Il ne reste plus qu’a trouver une discrétisation

adéquate des six dernieres équations.

Cas Bidimensionnel:

On présente le nouveau systéeme dans le cas 2D (polarisation TM). Les composantes
du champ électromagnétiques sont conservées, comme dans le cas 3D, et on introduit une

seule nouvelle variable (E,, par exemple). On obtient :

( OH, OF,
HI — 07
BN + oy + oy
0H, OE.
- « Hy = 0,
ot or ot

(3.8)
0E.  0H, 0H

z sz - Ugx Ez :07
5 + o g +o + (0, — 04) E.y
0E., OH,
E., =0.
| ot Ty TP

De la méme facon qu’en dimension trois, les systemes (3.4) et (3.8) sont équivalents

en considérant £., = E. — E., et en recombinant les deux dernieres équations.

Remarque 3.1.4 : Le cas TFE est obtenu de facon similaire en introduisant par exemple

la variable H .

3.1.5 Conservativité et perte de ’hyperbolicité

De la méme facon que pour les équations de Maxwell dans le vide (voir §1.3), le systeme

dans le matériau fictif peut s’écrire sous forme conservative:

Qi + Fi(Q)o + F2(Q), + F3(Q)- + £(Q) =0 (3.9)

avec:

Q = t(Qap) = t(QaszaHyzaszasz;Eyz;Ezy)

ol () est le champ électromagnétique,
Fi(Q)=A,.Q avec i=123

avec
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i = A A 0
Les matrices A; ont été précédemment introduites au paragraphe 1.3.

Finalement, on a:

%(Q) =B.Q

()
)

On renvoie le lecteur a I’Annexe pour 'écriture des matrices My, Mz, By, By et By.

avec:

Proposition 3.1.2 : Le nouveau systeme (3.9), écrit sous forme conservative avec ces

variables, n’est pas hyperbolique.

Preuve:
De fagon analogue aux équations de Maxwell classique, pour tout vecteur non nul 77 =
Yy ,ma.ms) de IR3, le jacobien A défini par:
~ _ N ~ I ~
Al =17F(Q) i
oF, -~ oF,

= 7718—@(@) + 772@(@) + 773@(@)7

a douze valeurs propres réelles. La valeur propre nulle est de multiplicité huit; le sous es-
pace propre associé a cette valeur propre est de dimension six. Le systeme dans le matériau

PML, écrit avec ces variables, n’est donc pas hyperbolique ¢.

Cependant, A. de la Bourdonnaye [32] a montré que le systeme de Bérenger recele des
équations de compatibilité cachées du meme genre que les équations de divergence dans

le cas du systeme de Maxwell.

Proposition 3.1.3 [32]: Si on impose au systéme de Bérenger les relations d’ordre un,
pour E:
OplByy +0,E,, =0, 0,E,.+0.E., =0, 0,E,. +0.E.,=0

et pour H:

o.H,,+0,H, =0, 0,H,.+0.H., =0, 0,H,.+0.H., =0
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ainst que les relations de compatibilité d’ordre deuz, pour E:
822E$y — ay2Em + aryEyz =0.

et pour H:
0.2Hyy — 0pH,. + 0,yHy. = 0.

alors l'opérateur qui en résulte est strictement hyperbolique.

On renvoie a [32] pour la preuve de cette proposition.

Cependant, il est intéressant de remarquer qu’il suffit que ces relations de compati-
bilité soient satisfaites a l'instant initial, ce qui sera le cas lors de nos approximations
numériques (section 3.3) puisque pour ¢ = 0 on impose la nullité a toutes les compo-
santes. Il en résulte que le probleme de Cauchy est bien posé. On peut donc envisager de
résoudre un probleme de Riemann associé au systeme de Bérenger puisque les équations

de compatibilité permettent de lever les indéterminations liées aux valeurs propres nulles.

Cas Bidimensionnel:

De facon similaire au cas 3D, le systeme dans le matériau fictif peut s’écrire sous forme

conservative :

Qi+ F(Q). + G(Q), +2(Q) = 0, (3.10)

“(H,,H,,E.,E.,) pour le mode TM,

Q - t(Q17Q27Q37Q4) =
“(-E,,— E,,H.,H,,) pour le mode TE,

F(Q) = t(Oa - Q?n - QQ,O) et G(Q) = t(Q?nOanan)a

2(Q) = Y0, Q1,02 Qs 04 Qs + (0, — 02) Qu, 7, Q),

ou sous forme condensée :

Q.+ V.F(Q) + 2(Q) = 0, (3.11)
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Le systeme n’est pas hyperbolique, la valeur propre nulle est de multiplicité deux tandis
que le sous espace propre qui lui est associé est de dimension un. De facon similaire au
cas tridimensionnel, ’ajout d’une relation de compatibilité et de la relation de divergence
aux quatre équations dans le milieu PML, rend 'opérateur qui en résulte hyperbolique
(32].

3.2 Approximation Numérique

Nous venons de voir que le systeme obtenu en ajoutant des relations de compati-
bilité aux équations dans le milieu PML est un systeme strictement hyperbolique. Il
convient alors de remarquer que par un choix judicieux de conditions initiales ces rela-
tions supplémentaires introduites sont alors vérifiées pour tout temps t. On peut donc
envisager de résoudre un probleme de Riemann associé au systeme de Bérenger puisque
les équations de compatibilité permettent de lever les indéterminations. De plus, résoudre
le systeme avec les équations de compatibilité (i.e. le systeme hyperbolique) consisterait
a effectuer un changement de variables voire a introduire de nouvelles équations ce qui
entrainerait obligatoirement un surcott en temps de calcul. On présente donc ici une adap-
tation du calcul des flux numériques dans le matériau fictif PML basée sur la résolution
d’un probleme de Riemann. Finalement, dans le vide on propose de résoudre les équations

de Maxwell, comme précédemment, a l'aide de schémas décentrés.

3.2.1 Calcul des flux numériques internes

Dans le vide les conductivités o,, o, et o, sont nulles. Le calcul des composantes de )
se ramene a un calcul d’électromagnétisme classique, les composantes de P n’intervenant
pas. D’autre part, le calcul des composantes supplémentaires P a 'interface entre le vide
et le matériau PML fait intervenir des flux qui ne dépendent que de (). Il n’est donc pas
utile d’effectuer le calcul de P dans le vide et les flux numériques sont alors évalués comme

dans le chapitre 1.5.

3.2.2 Calcul des flux numériques dans le matériau fictif

On rappelle que dans cette partie du domaine, le systeme avec les douze variables
considérées n’est pas hyperbolique, on ne peut donc pas appliquer des calculs de flux

numériques décentrés pour les douze équations.
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En revanche, au vu des remarques du §3.1.4 sur le systeme (3.8), les flux numériques ®;;

des six premieres équations sont les mémes que ceux des équations de Maxwell dans le

vide et par conséquent seront calculés de fagon similaire (voir §1.5).

Il nous reste a déterminer les flux ¢r,.

.,¢12 des six dernieres équations du systeme (3.9).

Proposition 3.2.1 : Les flur numériques ¢q,...,012 du systéeme (3.9) s’écrivent :

)

\

b1 =~ {(Q} +Qb) — cosbeos d (QF — Q) +sine (QF - Q)))
0 = 2 {(Q)+ Q) +sinfcos § (Qf - Q) —sin (@5 — @)}
b = 5 {(Q4 + Q) +sinfcos  (Q5 — Q) —sind (Q5 -~ &)}
B10 = B {(Q4 + Qb) + cosbcos ¢ (Qh — Q) — sin e (@5 — )}
B = =2 {(Q] + Q) —sinfos & (QF — Q) +sin 6 (O} — @3}

b1 = % (Q]l + Q%) —sinf cos ¢ (QF — Q%) + sin ¢ (QF — Q?;)}

ot Q% est la valeur du champ électromagnétique dans la cellule C; (resp. Cy) et 1j la

normale extérieure a [interface entre C; et Cj.

Preuve:

On écrit 'approximation numérique des flux manquant du systeme sous la forme:

;

\

¢7 = —773Q§I
P = 773@?
b9 = —772Q£I
bro0 = 773@51
b1 = —773Q{I
P12 = 772@{1

Ces flux numériques sont donc entierement déterminés par la seule connaissance des quan-

tités scalaires Q! pour i = 1,2,4,5. Du fait de I'indépendance des flux des six premieres

équations, nous proposons de calculer ces valeurs Q¥ via la résolution d’un probleme de

Riemann a l'interface entre deux cellules voisines, ou seules les six premieres équations de
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(3.9) et donc les seules composantes du champ électromagnétique sont considérées.

Résolution du probleme de Riemann:

Pour calculer Q! on résout pour le systeme de Maxwell dans le vide un probleme de
Riemann monodimensionnel entre deux cellules voisines dans la direction de la normale.

On a:
Qt + FI(Q)x + F2(Q)y + F3(Q)z = O pour (J?,y,Z) € B37 t Z tn

avec la donnée initiale:

Q" st ma + 1y + M3z < MT + Ry + N3Z,
QF"™ st ma 4+ My + N3z > MT + NG + 032,

Q('Z‘7y’z’tn) = {

ou 1,7,z désignent les coordonnées d’un point de l'interface entre deux cellules (voir la
figure 3.3 pour le cas bidimensionnel), 77 = (11,12,73) la normale extérieure a 'interface et

ol les quantités @, F;(Q), pour [ = 1,3, ont été définies au paragraphe 1.3.

F1G. 3.3 — Notation a linterface de deux cellules (2-D).

En se placant dans les coordonnées (€,1)1,102) liées respectivement aux directions nor-
males et tangentielles a l'interface des cellules, on obtient, du fait de l'invariance par
rotation des équations de Maxwell, et de I'indépendance de la condition initiale par rap-
port aux variables 1, et 15, le probleme de Riemann unidimensionnel dans la direction

normale:

O+ F1(Q)e =0, (3.12)



3.2 Approximation Numérique

43

avec la donnée initiale:

(3.13)

s QT s €<,
Q(g’t)_{QIV Sif>0,

o Q = “(H¢,Hy,,Hy,,E¢,Ey, ,Ey,) est le champ électromagnétique dans le nouveau repere
et F1(Q) = 10, — Ey,,Ey,,0, — Hy, Hy,).

On considere deux cellules d’intégration voisines C; et Cy. Soit le systeme (3.12) avec la
donnée initiale (3.13). On considere alors le probleme de Cauchy de part et d’autre de la
frontiere £ = fé, et pour commencer a gauche. Dans ce domaine, la solution du probleme

de Riemann est constante de part et d’autre de la courbe caractéristique (I';) d’équation :

I
t—t,

—1.

Ceci définit donc deux zones du demi-espace temps (§ < %; t > 0), notées I et II,
respectivement en dessous et au dessus de (I';). De fagon similaire, 'autre demi-espace
temps (§ > §%; t > 0) est subdivisé en deux zones, notées 111 et IV, respectivement
situées au dessus et en dessous de (I'y) d’équation :
-6
t—1,

1.
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Le probleme de Riemann associé a ce probleme est schématisé sur la figure 3.4.

(r) %)

t=tp+ At

Fic. 3.4 — Probléme de Riemann local

Sa solution ne dépend que des états initiaux Q' = Q™" et Q'Y = Q™ de part et d’autre
de linterface et est constituée de quatre états constants QF,Q QN1 et QY. La résolution
de ce probleme a ’aide des relations de saut de Rankine Hugoniot (terme habituellement
employé en mécanique des fluides pour désigner les relations entre deux états séparés par

une surface de discontinuité), nous donne:

AQ"-Q)=-(@Q"-Q"
AI(QIV QHI) ( QH[) (3.14)
A" -QM =0

Les états Q7 et Q' sont déterminés de facon unique. On résout alors explicitement le

systeme (3.14).
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On obtient les expressions suivantes, solutions du probleme de Riemann :

0

(QFY - Q) + (@3 - Q3)

(QF - QFY) + (@3 - Qf)
0

(QFY - Q) — (Q3Y - Q)

(QFY - Q) + (@3 - Q3)

NI AI 1
QM =0Q" +3

0

(QF" - Q) — (@3¥ - Q3)

(QF - QFY) — (QFY - Q)
0

(QF - Q1) — (QFY - Q3)

(QF = Q8") +(Q3" - Q3)

NIIT _ ATV 1
Q=07 +3

La résolution nous donne :

e N N e
ar=ar 24 =0l
Pour des raisons de symétrie, on choisit alors de poser:
arr_ Loar A s Loar Ay
1= 5(@1"‘@1 )et Q) = 5(@4"‘@4 )
Ceci acheve la résolution du probleme de Riemann aux interfaces des cellules.

Calcul explicite des flux :

On obtient les expressions recherchées (Q! pour i = 1,4,5) en appliquant la rotation
R, explicitée ci-dessous, aux quantités Qf I établies lors de la résolution du probleme de
Riemann.

On pose:
cosfcos¢p —sinf) —cosfsing
R™'=|sinfcos¢p cos® —sinfsingd

sin ¢ 0 cos ¢
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Alinsi, on obtient :

( Q1" = cos B cos ¢ Q{I —sinf le — cos @sin ¢ Qél
IT — sin @ cos p Q! + cos O QLT — sin O sin ¢ QL7

' — cos  cos ¢ Qf —sinf Qél — cos fsin ¢ Qél

| QY =sinfcos¢ QM + cos# QI — sin fsin ¢ QL7

Soit, a I’aide des solutions du probleme de Riemann:
[ QI = 5(Q1 + Q1Y) — 3sinfcos  (QF — QF) + sin ¢ (QF — Q)
1= Q)+ Q) + eosfeos 6 (QFY — QF) — hsin (QFY — Q1)

= QL+ QIV) + Lsinfeos & (Q1F — QF) — Lsing (QF — @)

= 3(QF +Q3Y) — s cosbeosd (QFY — QF) + 35in ¢ (QY — Q)

Avec:
( cosfcosop = nj ,
177 ]
sinf cos ¢ = 77_2, ,
177 ]
sing = o,
\ 177 ]

on obtient les expressions des flux de la proposition 3.2.1 ¢.

Cas Bidimensionnel:

En deux dimensions d’espace, nous avons vu que le systeme dans le milieu PML n’est
plus qu’un systeme de 4 équations a 4 inconnues dont les 3 premieres ne sont autres que
les équations de Maxwell. Il reste donc a déterminer le flux numérique de la derniere
équation. On se contente ici de donner ’expression du flux numérique auquel on aboutit,
la démonstration étant parfaitement analogue au cas 3-D mais appliquée maintenant au

cas bidimensionnel.
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Soit ¢, 'approximation numérique du flux de la quatrieme équation du systeme (3.10):
¢ = Q{I 2.

Par résolution d’'un probleme de Riemann, a l'interface entre deux cellules C; et Cy, on

obtient I'expression de ¢:

6= Qi = 5(Q1 + Q1 )m — QY — Qb (3.15)

avec Q1 = Q7 Q" = Q" et 77 = '(n1,m2) la normale extérieure a I'interface dC; N AC.

Par exemple, pour le mode TM, on obtient pour le flux numérique, ’expression suivante :

1, 1 ,
6= S(H2 + HEp — S (B: — B2}

3.2.3 Traitement des conditions aux limites

Condition métallique sur ’objet diffractant :

Pour une surface métallique, la condition aux limites est de type réflexion totale (1.4).

Elle s’écrit en champ diffracté:
AANE =—fi N E™ (3.16)

ol 71 est le vecteur normal & la surface et E le champ diffracté.
On supposera que l'objet est entouré de vide, le milieu PML n’étant utilisé que dans le
but de simuler 'infini. Par conséquent, I'implémentation de la condition métallique sur

I’objet est semblable a celle développée dans la section 2.4.

Condition pour borner le domaine de calcul:

Dans l'article originel de Bérenger [12], il proposait pour borner le domaine de calcul
d’imposer sur la frontiere artificielle I',, une condition de type métallique (1.4) pour les

ondes sortantes. On obtient alors la condition suivante:
P AE! =0,

On propose de donner ici le flux de bord sur I',, dans le cas bidimensionnel. Il s’écrit sous
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la forme:
( 0
0
do (TM)
0C;MTae | M2@Q1 — 11 Qo
naQ1
/ F(Q).ido =
0C; NI o
n2Q3
-n
/ @ |y (TE)
AC;NT oo 0
L Ny
ou 7 =" (n1,ny) est la normale extérieure & T'.
Le flux approché correspondant est :
avec Moo = (Ni®,ms®) = / Tino Ao, Tiso étant la normale extérieure en 0C; N 'y et
oC;NTYy,
¥, donné par:
avec

Qico :t(Qi,laQi,Q;O) (TM);
= t(Qi,l;Qi,laQi,?;) (TE)

Décentrage a ’infini avec un matériau PML:

Au lieu de considérer le bord I'y, comme un conducteur parfait, il nous a semblé
intéressant d’appliquer sur I'y, une conditon aux limites absorbante.
Dans le cas ou I'y, borne le milieu PML, de la méme fagon que dans le paragraphe 3.2.2
pour le cas bidimensionnel, il suffit d’établir le flux correspondant a la quatrieme équation,
les trois premiers étant parfaitement semblables a ceux des équations de Maxwell dans le
vide (2.10). On rappelle le flux numérique 2-D obtenu pour les trois premieéres équations.

Le flux approché s’écrit alors:

100
Up)

Q= ( 2 Qi — o Qi+ Qi,3> —qiee (3.17)
2 \ || Tico || || Tico || ||*1 |
Nico




3.3 Expériences numériques 2-D avec milieu PML

Comme précédemment, il reste a évaluer le quatrieme flux numérique.

Proposition 3.2.2 : Le quatrieme flux numérique pour le décentrage a l'infini s’écrit de

la facon suivante :
1

1
Dico = 5@{772 + §Q§77§ .
Preuve:

On suppose le flux entrant a 'intérieur du domaine de calcul nul et on utilise, avec cette

condition, le flux donné par la formule (3.15) 4.

3.3 Expériences numériques 2-D avec milieu PML

3.3.1 Un calcul de surface équivalente radar

Un des problemes types de diffraction d’onde sur un obstacle est le calcul de la surface
équivalente radar (SER). Il consiste a évaluer la puissance rayonnée dans une certaine
direction par un objet lorsqu’il est illuminé par une onde incidente émise par un radar.
La méthode présentée permet d’obtenir le champ diffracté dépendant du temps lorsqu’un
objet est illuminé par une onde plane incidente. Cette solution n’est que le champ proche
alors que I’évaluation de la SER requiert le calcul de l'intensité du champ diffracté a
I'infini dans le domaine fréquentiel. La SER est définie en deux dimensions de la facon

suivante:
S(0) = lim 277 | Q5 (rcosf,rsinf) |?
r—00 | Qénc(,rcase,rsine) |27

ol | Qir¢ | est Pamplitude de Ponde incidente et Q3 le coefficient de Fourier (associé i la
fréquence de I'onde incidente) obtenu a partir de la solution temporelle.

Pour obtenir une solution harmonique a partir d’'une onde incidente harmonique mono-
chromatique, les calculs sont poursuivis jusqu’a ce que les champs atteignent un état
stationnaire sinusoidal dépendant de la fréquence de l'onde incidente. Le champ complexe
dans le domaine fréquentiel est calculé d’apres 1’évolution en temps de la solution, en
effectuant une transformation de Fourier sur une période en temps apres convergence de
la solution. Le champ lointain est alors calculé via une formule de rayonnement (voir [33]).
Nous rappelons brievement ici le critere de convergence utilisé, le lecteur intéressé par une

étude plus détaillée pourra se référer par exemple a [11]. Le critére proposé ici est basé
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sur un calcul d’énergie comme test de convergence. Dans le cadre de notre étude bidimen-

sionnelle, ce test est appliqué sur la troisieme composante du champ électromagnétique

diffracté (QI™ = E., Q1Y = H.) en utilisant la norme L.

o 1Qs(-,t = nA) — Qa(,t = (n — DA) || 2(2penr)
1Qs(.t = A) — Q3(.,t = 0)|| 22 (2eur) 7

Le résidu e™ est évalué dans un domaine convexe (Q.; C Q) incluant objet illuminé.

n>1. (3.18)

Ceci est licite puisque le calcul de la SER ne fait intervenir que les valeurs des champs
sur une courbe I' entourant 'objet (I' C Qes, voir fig.3.5). Les calculs sont poursuivis

jusqu’a ce que le résidu e™ atteigne une valeur fixée (1072 ici).

3.3.2 Résultats

Des résultats de SER bistatique sont maintenant présentés pour un cylindre infini
métallique de section circulaire. On propose de comparer avec les solutions exactes [33] les
SER obtenues par différentes méthodes. Le cylindre est illuminé par une onde incidente
harmonique. Le critere d’arrét est celui présenté dans la section précédente. Nous ne
calculons numériquement que la partie réelle de la solution et le champ complexe est
obtenu via une transformée de Fourier. Les SER représentées ici sont exprimées en db, en

fonction de 6, I'angle de regard:

)= 10y (52).

Définition 3.3.1 : On note ka le nombre sans dimension qui estime le rapport entre les

variations spatiales de la solution et une longueur caractéristique du probleme :

X a est la longueur caractéristique du probleme. Dans le cas d’un probleme de dif-

fraction, a est la longueur caractétistique de ["obstacle.

X k est le nombre d’onde. On a: k = 27”, avec A la longueur d’onde.

Le cylindre métallique, placé dans le vide, est tel que ka = 5. Le maillage considéré
correspond a 20 points par longueur d’onde au voisinage de I'obstacle. La frontiere artifi-

cielle est placée, dans le cadre de cette étude, a deux longueurs d’onde du cercle métallique

(fig.3.5). Enfin, la fréquence de 'onde incidente est prise égale a 0.96 GHz.

On présente dans un premier temps des SER calculées avec la nouvelle formulation pour

le matériau fictif, en imposant une condition métallique sur la frontiere artificielle. On



3.3 Expériences numériques 2-D avec milieu PML

51

Q
test

Fia. 3.5 — Géométrie du maillage

s’intéresse en particulier a 'influence des différents parametres du matériau fictif, a savoir
le nombre de mailles , que I’'on notera NBC, entre la frontiere ', et I'interface vide-milieu
PML (définissant ainsi la largeur du milieu PML), amplitude oy et 'exposant n de la
conductivité (voir section 3.1.2) sur le pouvoir absorbant du milieu PML.

Sur la figure 3.6 on compare avec la SER exacte, les SER obtenues lorsque, pour un
nombre fixé de couches (NBC=8), on fait varier 'amplitude et ’exposant de la conduc-
tivité. Les SER obtenues sont tracées en fonction de 6 ou # varie de 0% a 180°, les SER
étant parfaitement symétriques par rapport a # = 180°. Il apparait nettement que la va-
leur des différents parametres (og et n) joue un role treés important pour 'obtention d’une
SER satisfaisante. On remarquera en particulier 'importance de la valeur oy (I’amplitude
maximale) pour 'obtention d’une SER approchée d’une bonne précision par rapport a la
solution exacte. En effet, il est intéressant de noter que pour un méme exposant (n = 2),
autant la SER obtenue avec une conductivité oy = 50 est d’une tres bonne précision par
rapport a la SER exacte, autant celle obtenue avec oy = 20 est tres mauvaise. Néanmoins,
le choix de cette conductivité oy n’est pas suffisant pour assurer une bonne précision a la
SER ainsi calculée; il suffit en effet de comparer les SER obtenues dans le cas ou 'expo-
sant est différent (n = 0 et n = 2) mais ou la conductivité oy reste égale dans les deux
cas a 50, pour s’apercevoir que dans le cas ou la conductivité est constante (n = 0), la
précision de la SER obtenue n’est pas optimale. Dans la suite des expériences numériques,

on retiendra comme valeur des parametres: oy = 50 et n = 2.

La figure 3.7 montre les SER obtenues pour une conductivité fixée (oo = 50 et n=2) en

fonction du nombre de mailles du matériau fictif (4 ou 8). Afin que les ondes sortantes
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SER pour differentes valeurs de conductivite
14 T T T T T T T

12

10

DB

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

FiGc. 3.6 — SER pour NBC fixé

soient, absorbées de facon efficace, la figure 3.7 montre la nécessité d’imposer un nombre

suffisant de couches (8 ici) de matériau PML devant le bord métallique.

SER pour differentes epaisseurs de milieu PML
14 T T T T T T T

exacte —
4 mailles ©
8 mailles +
12

DB

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

FiGc. 3.7 — SER pour une conductivité fizée

On propose maintenant de comparer les SER obtenues lorsque la frontiere I'o, qui borne
le domaine est soit de type métallique, soit de type absorbante. De la méme facon, la
frontiere ', est placée a deux longueurs d’onde du cercle éclairé par 1'onde incidente
définie précédemment. Le matériau PML retenu , d’amplitude maximale oy = 50 et d’ex-

posant n = 2, est pris d’une largeur de quatre mailles. Comme on I’a vu prédemment
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(fig.3.7), la SER obtenue dans ce cas la avec le bord métallique n’est pas satisfaisante. On
peut ainsi remarquer sur la figure 3.8 le gain significatif obtenu sur la précision de la SER
lorsque que l’on applique sur I'o, non pas une condition métallique mais une condition
absorbante. De plus, le nombre d’itérations requis pour obtenir la convergence est la aussi
sensiblement diminué dans le cas ou ' est un bord absorbant: 276 itérations au lieu de

368 dans le cas ou 'y, est un bord métallique.

SER bord metallique-bord infini
14 T T

exacte —

berenger+metal ----
berenger+infini ¢

12

DB

FiGc. 3.8 — SER frontiere métallique - frontiere absorbante

On va maintenant chercher a comparer deux types de condition aux limites lorsque 1’on
rapproche la frontiere I'y, de l'objet diffractant. On utilise dans un premier temps uni-
quement le décentrage a linfini défini au paragraphe 2.4, technique équivalente a une
condition absorbante d’ordre un prise en compte faiblement [10]. Dans ce cas la, on résout
les équations de Maxwell classiques dans tout le domaine et le test de convergence est
calculé dans le domaine convexe Q.5 défini précédemment (voir paragraphe 3.3.1).

Au vue de I'étude préliminaire précédente sur les conditions de type Bérenger, on choisit
de comparer cette méthode de décentrage a celle d’'un matériau absorbant fictif PML
borné par une condition absorbante. Le domaine convexe (., utilisé pour le test de la
convergence est semblable a celui considéré dans le cas précédent ; il correspond a la par-
tie du domaine de calcul ou seules les équations classiques de Maxwell sont calculées.
Le matériau fictif PML considéré, d’amplitude maximale oy = 50 et d’exposant n= 2,
est pris d’une largeur variable suivant la distance séparant le cercle illuminé du bord du

domaine de calcul I'y. Les maillages utilisés sont emboités: le maillage de base est celui
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ou la frontiere I'y, est placée a une demie-longueur d’onde de l'objet diffractant. Afin
d’obtenir une frontiere [',, distante d’'une longueur d’onde de ’objet illuminé, on ajoute
au maillage de base le nombre de points nécessaires dans chaque direction. Enfin, de la
meéme facon, on obtient les maillages dont la frontiere I', est placée respectivement a une
longueur d’onde et demie et a deux longueurs d’onde du cercle en complétant pour chacun
le maillage précédent. De ce fait, les milieux absorbants sont alors pris d’une largeur de
4,7, 12 et 20 mailles respectivement.

La comparaison entre les deux méthodes se fera & 1’aide de I’erreur relative en norme L2
de la SER:

N
D | Su(B) = Seals) |
k=0

EL2 — ’
N
Z | Sem(ek) |2
k=0
2km , crs ..
avec 0, = N Ses la SER exacte et S,,, la SER calculée avec les différentes conditions

aux limites.

TAB. 3.1 —: Erreur relative en norme L* de la SER

2\ 3 A —
2 2

(6600pts) | (4600pts) | (3000pts) | (1500pts)

PML avec décentrage 8.4 8.4 8.5 10.3
(x1073)
Décentrage (x107?) 8.4 23.3 30 47.5

Le tableau 3.1 montre 1’évolution de cette erreur pour les deux types de condition aux
limites utilisés lorsque les frontieres I',, varient de deux longueurs a une longueur d’onde

du cercle illuminé. Les géométries utilisées sont similaires a celle de la figure 3.5, et
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correspondent a environ 20 points par longueur d’onde autour de I'objet. On peut donc
constater que pour une distance objet-bord du domaine de calcul de 'ordre de deux
longueurs d’onde, I'erreur relative L? obtenue dans les deux cas est faible et du méme
ordre de grandeur. Néanmoins, il est intéressant de noter le tres bon comportement de
cette erreur lorsque 1’on rapproche le bord du domaine de calcul de I'objet illuminé dans le
cas de la condition de type Bérenger avec condition absorbante par rapport a la condition
de type décentrage. On remarquera notamment le gain important obtenu sur la norme
L% de l'erreur relative pour des distances inférieures a deux longueurs d’onde. En effet,
dans le cas ou I'on applique la condition aux limites de type Bérenger avec décentrage a
linfini, 'erreur relative E L2 reste du méme ordre de grandeur (8.5E-3) pour les frontieres
[ placées a une longueur d’onde et demie et une longueur d’onde, que pour celle placée
a deux longueurs d’onde; ceci n’est pas vérifié avec la condition de type décentrage sans
matériau absorbant. Il est également intéressant de remarquer que pour une frontiere
placée a une demie-longueur d’onde, ’erreur relative pour la condition de Bérenger avec
décentrage est acceptable. On représente sur la figure 3.9 les SER obtenues par les deux
méthodes lorsque le bord du domaine de calcul est placé a une longueur d’onde du cercle
illuminé. On peut noter la bonne précision de la solution obtenue avec la condition de

Bérenger.

Comparaison SER decentrage-Berenger

14
exacte —
Berneger+decentrage ¢

decentrage -----
12 1

DB

L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
ANGLES

Fi1G. 3.9 — Condition de type décentrage vs Bérenger pour frontiere a A

Nous présentons maintenant des résultats et des comparaisons de performance pour
les deux types de condition aux limites précédemment cités. On choisit de prendre pour

ces deux conditions la méme erreur relative EL? que 1'on fixe & 8.51073. On compare alors
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Vefficacité des deux méthodes en terme de cout CPU et de place mémoire (voir tableau
3.2).

TAB. 3.2 —: Performances pour une erreur EL* sur la SER

PML

+ décentrage | Décentrage

Erreur EL? 851073 85103
Position
de I' A 2\
Temps CPU
par itération 1 2.5

Il en résulte que pour une méme précision de la solution, notre méthode PML avec une
condition de décentrage a l'infini permet de placer la frontiere fictive a une distance A de
I’objet diffractant au lieu de 2\ avec une simple condition de décentrage. De plus, malgré
I’équation supplémentaire a résoudre dans le milieu PML, le gain en temps CPU est la

aussi significatif (gain d’un facteur 2.5).

3.3.3 Propagation d’une impulsion

Afin d’évaluer les performances numériques de cette nouvelle condition aux limites
pour un cas instationnaire, nous proposons ici d’étudier 1’absorption d’un pulse qui se
propage dans un milieu homogene et qui vient frapper le bord du domaine de calcul.
On s’intéresse en particulier a trois types de conditions aux limites. La premiere consiste
a utiliser un décentrage a l'infini (condition d’absorption), méthode vue précédemment

pour le calcul de SER. La seconde utilise la conditon de Bérenger. Enfin, la derniere est
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une combinaison des deux premieres. On utilise en effet le matériau PML de la condition
de Bérenger mais on remplace la condition métallique par une condition absorbante pour
borner le domaine de calcul. La technique employée pour comparer les différentes condi-

tions aux limites est la suivante: on considere deux grilles de tailles différentes 2,.; et
Qtest (voir fig.3.10).

8ot

test

F1G. 3.10 — Domaines tests pour les conditions aux limites

Les réflexions parasites du calcul sur €,y n’apparaitront pas dans (es; C €).cf pour
un temps ¢t < 1™ car le schéma et les équations ont une vitesse de propagation finie. Le
résultat de ce calcul permettra donc de mesurer 'effet des réflexions parasites sur 0.
quand le calcul a lieu uniquement sur ..

Nous allons envisager la propagation d’une impulsion de pulsation w = 27 f (f = 0.96GH z)
émise a l'instant ¢ = 0 dans le vide. En mode TM, ce pulse est un signal sinusoidal tronqué
de la maniere suivante:

E.(z,y,t = 0) = cos(wz)xpx 2(x)x2 3(y)

H,.=0 (3.19)

H,=-FE,
Oll X[q,4 €5t la fonction caractéristique du segment [a,b]. Dans tous les cas tests présentés
par la suite, le pas du maillage correspond a une dizaine de points par longueur d’onde.
On choisit alors un point de Qs pour lequel on regarde lerreur | E, 45 — E.pep | €n
fonction du temps ¢, t € [0,77].
Sur la figure 3.11, on compare la condition de décentrage a 'infini avec une condition de
type Bérenger, le milieu PML étant choisi avec une conductivité optimale afin de conserver
la stabilité pour un CFL égal a un. La condition de Bérenger permet d’obtenir un gain
de facteur quatre pour ’erreur sur le champ FE. par rapport a ’autre condition.
Sur la figure 3.12, on utilise le milieu PML dans les deux cas mais on borne le domaine,

dans un cas avec une condition métallique (réflexion totale), et dans l'autre par une
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Comparaison pour pulse suivant position frontiere et type condition limite
0.0009 T T T T

ber:Alra1 —
dec:A1$41 -
0.0008 o

0.0007 | i P -
0.0006 | . o g

0.0005 oo i : i

0.0004 ' i ! R

abs(Ezref-Eztest)

0.0003 - ; ' i | |
0.0002 ! / LA

0.0001 -

F1G. 3.11 — | E, et — E.pep | Décentrage V.S PML + métal

condition absorbante (décentrage a U'infini). Comme il fallait s’y attendre, cette seconde
méthode apporte un gain considérable au niveau de I’erreur. En effet, on gagne en moyenne
un facteur de dix par rapport au milieu PML avec condition métallique, soit un facteur

de 'ordre de quarante par rapport a une simple condition absorbante.

Pulse et condition limite

T T T
4
n

0.00018

v dec + ber —
i ber ----
0.00016 |- i B

0.00014 - . i

0.00012 ! 4

0.0001 | R E

8e-05 |- ot B

abs(Ezref-Eztest)

6e-05 | Pl i

4e-05 -

2e-05 fo 'H‘ \\y |

F1G. 3.12 — | Ejest — E.pey | PML + Décentrage VS PML + métal
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3.3.4 Profil d’aile

Un profil d’aile NACAO0012 supposé parfaitement métallique est éclairé par une onde
plane incidente (polarisation TM) avec une incidence ¢ = —90°. La longueur du profil
d’aile est de quatre longueurs d’onde. La fréquence de I'onde incidente est de 1.2 Ghz;
cela correspond a un ka, de 12.57. Le nombre de points par longueur d’onde est de
I'ordre de 15 dans le voisinage de 'objet. Comme précédemment dans le cas du cylindre
infini, les maillages que nous avos utilisés sont emboités. La frontiere fictive 'y, est placée

successivement a 2, 2 1 et — longueur d’onde du profil d’aile (voir figure 3.13).

: 41 |
-4 o

2 3 !
S S

ol
31/2

21

Fi1c. 3.13 — Domaines de calcul pour un Naca0012

Pour chaque domaine, nous évaluons la SER en considérant successivement chacune
des deux conditions aux limites. On choisit pour le milieu PML les valeurs optimales des
parametres de la conductivité (o, n, NBC) obtenues dans les études précédentes.

La solution exacte n’étant pas connue explicitement, nous proposons, afin de pouvoir

comparer ces conditions, d’évaluer les normes suivantes :

152 — SRl L2 ()

EZ)\ — 1 s )
3 ([1S2all 22wy + 1593 £2(w))
oF 1S3 = sZll 2 (3.20)
d — )
1S3l 22(w)
||S2)\ - 5d||L2(w)
€q = )

[S2all 22 (w)
ou d est la distance entre le profil d’aile et la frontiere artificielle; d est successivement
3 1 .
égal a 2 1 and 3 longueurs d’onde. On note sq et s¥ les SER obtenues respectivement

avec la condition de décentrage a l'infini et avec la méthode PML, pour I',, située a d
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longueur d’onde du profil. Le tableau 3.3 montre les valeurs obtenues pour pour ces er-

reurs en fonction de la position de I'..

TAB. 3.3 —: Erreur relative avec une norme L? discréte pour la SER

2 | — | A

eB(x1073) | 0.36 | 0.99 | 2.5 | 9.

eq(x1073) | 0.36 | 28. | 28. | 46.

On peut noter que pour une frontiere I'y, placée a deux longueurs d’onde de ’objet, les
deux types de condition aux limites donnent une erreur du méme ordre (3.610~*). On
considerera alors ces SER calculées comme des SER de références. Si maintenant on rap-
proche la frontiere fictive, la méthode utilisant le matériau PML avec décentrage a I'infini
donne de meilleurs résultats que la simple condition absorbante. En effet, pour I', située
a 1.5\ du profil, le rapport entre e‘g/\ et esy est de 'ordre de 28. Ce rapport a tendance a
dimininuer lorsque ’on rapproche la frontiere infinie du profil d’aile. Néanmoins, il est de
'ordre de 10 pour d = \ et pour une valeur de e} inférieure & 10%.

Comme dans le cas du cylindre métallique infini, la technique matériau fictif PML associée

a un décentrage a l'infini permet de réduire de facon significative le domaine de calcul.

3.4 Application a un probleme de diffraction sur un

cylindre

Nous nous intéressons maintenant a la diffraction d’'une onde électromagnétique sur
une cavité cylindrique circulaire semi-fermée, supposée parfaitement conductrice. Ce cas
test est un de ceux présentés lors du Workshop d’Oxford en 1995 [34]. Les solutions
analytiques n’étant pas explicites dans ce cas la, nous pourrons ainsi nous comparer a

d’autres résultats numériques. L’intéret de ce cas présent est double. Il va nous permettre,
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dans un premier temps, de tester le schéma d’ordre 3 modifié et de le comparer aux autres
schémas proposés dans [34]. De plus, nous allons pouvoir valider la méthode des couches

absorbantes PML en trois dimensions d’espace.

3.4.1 Présentation du probleme

La cavité cylindrique

La géométrie considérée ici est celle d’un cylindre creux et droit, de hauteur a, d’axe
de révolution Oy, de rayon externe 0.3a et de rayon interne 0.25a (épaisseur radiale de
0.05a). Le haut de ce cylindre est de plus fermé par un cylindre plein de hauteur 0.05a et
de rayon 0.3a. On présente sur la figure 3.4.1 la géométrie du présent cylindre (le maillage

montré sur cette figure n’est la qu’a titre indicatif).

Fic. 3.14 — Cauwité cylindrique 3-D

La simulation numérique qui nous occupe ici est la diffraction sur le cylindre métallique
d’une onde incidente qui se propage le long de ’axe de révolution Oy. Afin de pouvoir
étudier ce probleme de diffraction, nous devons placer devant la cavité un cube d’aréte a,
ceci dans le but de simuler le vide (voir la figure 3.4.1). Le maillage que nous considérons
est formé de tétraedres et correspond a une dizaine de points par longueur d’onde (33 000
noeuds). Le cube précédemment cité permet de placer la frontiere artificielle absorbante

a deux longueurs d’onde du cylindre.

Remarque 3.4.1 Le maillage de la cavité cylindrique a été aimablement fourni par
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Fia. 3.15 — Maillage de la cavité

DASSAULT-AVIATION.

L’onde incidente

L’étude numérique que l'on propose consiste en la recherche de solutions instationnaires

relatives au front d’onde incident donné par une impulsion définie par:
(0,0) = (270,0)°,\ = g

cos*(wt — k.(Z — X)) Vz e [-1,7],
0 sinon,
Eme(t) = 1(0,0,E7(.,t))Vt,

[ E"(Xot) leo= *(0.0.E7(Xo.t)) le=o=(0.0.1):

Eine(zt) =

oua=1m.
Le point X, est lorigine des phases définie par (%a cos 9,%@ sin6,0). Les angles (6,9)
sont ici relatifs aux coordonnées sphériques. On représente sur la figure 3.16 la géométrie

considérée.

3.4.2 Etude comparative des schémas

On cherche a étudier le comportement des solutions a 'origine du repere O = (0,0,0)
(cf. fig. 3.16). Nous présentons ici les résultats obtenus avec la méthode de volumes finis
pour différentes valeurs du parametre  (on supposera dans un premier temps que 'on a
v =1). Ces résultats ont été présentés au workshop d’Oxford [34].

On affecte donc deux valeurs au parametre 3: % et 0,02. La premiere valeur permet
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F1G. 3.16 — Points d’observation.

d’obtenir le schéma d’ordre 3 classique. Néanmoins nous verrons au chapitre 4 que ce
schéma est diffusif. La seconde valeur de 3 a donc été choisie dans le but de transformer
le schéma en un schéma de type centré avec un petit taux de diffusion afin d’assurer
la stabilité. Nous présentons sur la figure 3.17 le comportement de la composante F.
du champ électromagnétique au cours du temps au point O pour les deux valeurs du
parametre 3.

On observe une série de pics correspondant aux passages des ondes incidentes et dif-
fractées. Plus précisément, une analyse au point O peut étre menée afin d’expliquer les
différences obtenues entre les deux schémas. Le premier pic correspond au passage de
’onde incidente, au temps t = 625. Les deux courbes sont alors assez proches. Le deuxieme
pic correspond au retour de I’onde diffractée au coin du cylindre (naturellement de signe
opposé). Il commence a apparaitre une certaine diffusion numérique pour le schéma avec
B = % Ce caractere diffusif se retrouve de facon plus ou moins marquée sur tous les autres
pics. Les ondes diffractées se croisent alors que ’onde incidente continue dans la cavité.
L’onde diffractée se diffracte une nouvelle fois sur la paroi (3754500 = 875) : c’est le qua-
trieme pic. Le septieme pic correspond a la diffraction du fond de la cavité. Au dela du
huitieme pic on observe les résonances de la cavité qui s’amortissent au cours du temps.
On note clairement le déphasage qui apparait pour le schéma quasi-centré (4 = 0.02).
On constate donc que les deux schémas donnent des résultats proches. On a pu cependant
noter quelques différences. Pour synthétiser on peut dire que le schéma avec 3 = % donne
la meilleure phase mais a tendance a diffuser tandis que le schéma avec § = 0.02 semble
moins diffuser mais perturbe la phase.

Nous proposons maintenant d’appliquer sur ce cas test le $-v schéma établi et analysé au

1

chapitre 4. Ce schéma d’ordre 3 modifié¢ est tel que § = 3 et v = 0.1. On compare sur
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la figure 3.18 la composante E. au point O en fonction du temps obtenue respectivement

avec les schémas d’ordre trois et d’ordre trois modifié (§ = § et v = 0.1).

Evolution en temps de Ez au point O (en fonction du schema)
1.2 T T T T T

ordre 3 modifie —
ordre3 o

0.8 i

0.6 B

04 B

o K SO
y

Ez(TEMPS)
[
)3

1 ! ! ! ! !

3
TEMPS

F1G. 3.18 — Ez(temps) en fonction du schéma.

On constate que les phases sont identiques. Le gain apporté par le schéma d’ordre 3
modifié concerne la diffusion. En particulier, le second pic correspondant a la diffraction
directe est bien mieux représentée. De méme, les pics correspondant a la résonance (a
partir du huitieme pic) sont moins diffusés.

On propose ensuite de comparer le schéma d’ordre 3 modifié avec le schéma quasi-centré
(8 =0.02 et v =1). La figure 3.19 montre ’évolution en temps de E, au point O.

On constate que les amplitudes des pics sont du méme ordre de grandeur. Le gain
obtenu avec le schéma d’ordre 3 modifié est au niveau du déphasage; les phases sont
mieux captées.

Par conséquent, il apparait clairement que le schéma d’ordre 3 modifié est le plus précis.
Il permet de corriger le déphasage provenant du schéma quasi-centré et évite la diffusion

numérique du schéma décentré d’ordre 3.
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Ez(TEMPS)

Evolution en temps de Ez au point O (en fonction du schema)
1.2 T T T T T

ordre 3 modifie ——
schema quasi-centre ¢
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0.2 | ( P _

3
TEMPS

F1a. 3.19 — Ez(temps) en fonction du schéma.
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3.4.3 Utilisation du matériau PML

Définition du milieu PML

Nous cherchons maintenant a valider la méthode PML pour I’absorption des ondes sor-

tantes. Pour ce faire nous devons, dans un premier temps, définir et construire les couches

absorbantes déterminant le milieu PML. Numériquement, ces couches doivent étre repérées.

Ce marquage d’une partie du domaine de calcul est effectué a ’aide d’un découpage de
type “pelures d’oignons”. Cet algorithme permet le découpage de n’importe quel type
de maillage (structuré ou non structuré) en au moins deux maillages concentriques. Plus
précisément, il permet d’enlever N couches successives d’éléments a partir d’une frontiere
établie. Ces N couches sont au fur et a mesure coloriées ce qui les rend facilement
repérables par rapport au reste du domaine de calcul. Dans le cas de matériau PML,
on peut ainsi marquer, depuis ['y, le bord du domaine de calcul, les N “pelures” ou
couches qui constitueront le milieu PML.

Du fait de la géométrie du probleme posé, cing des six faces du cube sont considérées
comme infinies (voir fig.3.4.1). La sixieme face (celle ol le cylindre est raccordé) est
constituée de faces sur lesquelles on imopse la condition métallique (partie rattachée au
cylindre) et des faces avec une condition absorbante. Nous présentons sur la figure 3.4.3
les couches caractérisant le milieu PML situées devant la frontiere artificielle I',, obtenu

dans notre cas.

Cet algorithme a ’avantage de pouvoir controler le nombre de couches concentriques
a enlever, c’est a dire pouvoir garder un contréle total sur '’emplacement délimitant deux
domaines (couches marquées et ce qui reste du domaine de calcul). En particulier, de
tels algorithmes n’est pas inclus dans les logiciels de maillage ou de découpage a notre

disposition.

La géométrie des couches absorbantes étant établie, il nous reste a définir les lois
des conductivités utilisés dans ce milieu PML. Pour cela, on renvoie le lecteur au para-
graphe 3.1.2 ou ces lois ont été spécifiées. Néanmoins on précise ici que 1’on fixe le nombre
de couches absorbantes a 5, que 'amplitude oy de (3.5) est fixée a 200 et enfin, que la
puissance est prise égale a 2. Les valeurs de ces parametres sont empiriques et nous ont

semblées étre les valeurs optimales quant a la qualité des solutions obtenues.
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Cavite-3D

Color

6.06

5.754
5.448
5.142
4.836
4.53

4.224
3918
3612
3.306

2.694
2.388
2.082
1.776
147

1164
0.858
0.552
0.246

F1a. 3.20 — Définition des couches PML (Coupe z=0)
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Résultats avec PML

Afin de pouvoir visualiser I'effet absorbant du milieu PML, on propose, dans un premier
temps, de présenter les isovaleurs du champ E. dans le plan z = 0 au temps t = 6m.
On montre sur la figure 3.4.3 les isovaleurs de E, obtenues avec le schéma classique avec

une simple condition de décentrage a 'infini.

cav_cyl
Ez

0.0354034
0.0285229
0.0216423

0.0147617
0.00788113

0.00100055

-0.00588003

-0.0127606

-0.0196412

-0.0265218

-0.0334023
-0.0402829
-0.0471635

-0.0540441

-0.0609247

-0.0678052
-0.0746858
-0.0815664
-0.088447

-0.0953276

Fic. 3.21 — Isovaleurs de E. a t=6: schéma classique

Les isovaleurs de E, obtenues avec le matériau PML sont présentées sur la figure 3.4.3.

On distingue nettement 'effet absorbant du milieu fictif.
Finalement, on présente comme précédemment, I’évolution en temps de la composante
E. du champ électromagnétique au point O. Les solutions présentées sur la figure 3.23

sont celles obtenues avec le schéma classique en utilisant ou non le milieu PML.

On note sur la figure 3.23 la parfaite correspondance des deux courbes.
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Ez(TEMPS)
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Fi1G. 3.22 — Isovaleurs de E. a t=6: PML

Ez(temps) en O(0,0,0) avec ou sans PML

F1a. 3.23 — E. (temps) avec

ou sans PML.
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Conclusion

Nous avons adapté la condition aux limites de type Bérenger a un schéma temporel de
type volumes finis en maillage non structuré. Nous avons présenté une méthode basée sur
la résolution d’un probleme de Riemann permettant de calculer les flux numériques dans
le domaine absorbant bien que le systeme écrit dans ces variables ne soit pas hyperbolique.
Dans les résultats numériques étudiés, onde harmonique ou propagation de pulse, la
condition de type Bérenger conduit a une bien meilleure absorption des ondes sortantes
(réflexions parasites sensiblement diminuées) que la condition aux limites infini basée sur
le décentrage. Ainsi, dans le calcul de SER, en deux dimensions d’espace, cette nouvelle
approche permet de ramener la frontiere de deux longueurs d’onde (dans le cas de 'an-
cienne condition infinie) a une longueur d’onde de I’objet illuminé, ce qui entraine un gain

non négligeable en place mémoire et en temps de calcul.
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Chapitre 4

Etude des (3-v schémas

Ce chapitre est une version plus étendue du rapport INRIA (N° 3288) réalisé avec
Mihai Bostan et Loula Fézoui* et intitulé “Etude d’une classe de (B-v schémas en formu-

lation volumes finis pour des problémes hyperboliques. “

* CERMICS-INRIA, BP 93, 06902 Sophia-Antipolis Cedex
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Introduction

Dans la perspective de construire des schémas numériques précis en temps et en es-
pace pour la résolution de systemes hyperboliques en plusieurs dimensions (telles que les
équations de Maxwell), on propose ici I’étude d’un schéma numérique opérant sur des
maillages plans, triangulaires ou rectangulaires. La discrétisation spatiale repose sur la
méthode des volumes finis. L’intégration en temps sera prise en compte via un schéma ex-
plicite multi-pas (Runge-Kutta). De tels schémas ont été étudiés notamment dans [14, 15]
pour ’équation d’advection linéaire en deux dimensions d’espace. Bien que les schémas
qui ressortent de ces études soient d’ordre élevé (ordre 3 ou 4), ils présentent un certain
nombre d’inconvénients. En effet, le schéma d’ordre trois, obtenu a ’aide d’une approxi-
mation de type MUSCL et d’un 3 schéma, [21] (avec 3 = %) pour la discrétisation spatiale
et d’'une méthode de Runge-Kutta a 3 pas pour 'intégration temporelle, présente une
diffusion résiduelle qui est jugée encore trop importante pour les applications considérées.
En particulier, ce caractere diffusif du schéma entraine une détérioration des solutions
sur de longs temps de calcul (quelques dizaines de périodes). Une alternative a ce schéma
est l'utilisation d’un schéma d’ordre 4 basé sur le méme type d’approximation (MUSCL)
mais ou 'ordre de diffusion résiduel a été atténué. Cependant, le schéma ainsi construit
est un schéma centré. Il est connu que de tels schémas sont susceptibles d’engendrer des
oscillations parasites sur la solution. L’utilisation des techniques dites de limiteurs per-
met de réduire ces oscillations [35]. Cependant, ces méthodes réintroduisent de la diffusion
numérique difficile a analyser et a controler. De plus, ce schéma nécessite 1'utilisation d’un
schéma explicite de Runge-Kutta a 4 pas qui se révele trop cotiteux en temps de calcul.
Nous proposons donc dans ce rapport un schéma intermédiaire entre le schéma d’ordre
trois jugé trop diffusif pour nos applications et le schéma d’ordre quatre centré et cotiteux.
Ce nouveau schéma sera appelé nouveau schéma d’ordre trois.

Dans un premier temps on propose ce schéma dans le cadre de I’équation d’advection
linéaire bidimensionnelle pour des maillages rectangulaires et triangulaires. Pour cha-
cun des schémas obtenus on proposera une étude de I’équation équivalente associée ainsi
qu'une étude détaillée de la stabilité du schéma considéré. Apres quelques illustrations
numériques sur 1’équation d’advection 2D, nous dégageons les valeurs optimales des pa-
rametres 3 et v. Enfin, on présentera une application de ces schémas a la résolution des
équations de Maxwell en trois dimensions. Les résultats obtenus avec le nouveau schéma
d’ordre 3 en maillage tétraédrique ou cubique sont comparés en terme de précision avec

ceux obtenus avec le schéma d’ordre 3 classique.
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4.1 Etude d’un cas modéle

Nous proposons ici d’étudier I’équation d’advection linéaire en deux dimensions d’es-
pace. La discrétisation spatiale reposera sur deux types de maillage : triangles et rec-
tangles. On explicitera alors dans chacun des cas considérés le schéma numérique auquel
on aboutit. Pour chacun de ces schémas on présentera 1’équation équivalente que 1’on

obtient ainsi qu’une étude de la stabilité.

4.1.1 Discrétisation

On considere ’équation d’advection linéaire bidimensionnelle :

U+ca U, +cU,=0 pour (z,yt)€ R*x [0;00
(4.1)
U(zy,t=0)=Uy(xy) sur IR

La solution initiale Uy(x,y) est supposée périodique, de période 1 en x et en y, ce qui per-
met de restreindre le domaine d’étude a 2 =]0,1[x]0,1[. On notera # I'angle d’advection.
On a:

c1 = ccosf, co =csinf avec ¢ > 0.

Décrivons brievement la méthode de volumes finis utilisée indépendamment du type de
maillage (triangulaire ou rectangulaire) considéré. Autour de chaque noeud I du maillage,
on construit une cellule, notée C, en joignant le milieu des arétes issues de I au centre

de gravité des éléments considérés (voir figures 4.1).

Fic. 4.1 — Cellules Cy
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Les méthodes de volumes finis sont basées sur I'intégration de (4.1) sur chaque cellule
C. On note (Uy), la valeur moyenne de U, sur C;. On obtient ainsi, en utilisant la formule
de Green:

aire(Cr)(Ur)e + / (c1Uny + coUny)do =0
ac;

ou il = (n,,n,) est la normale unitaire extérieure sur 0C}.
On a:

/ (c1Uny + c2Uny)do = / (c1Uny + coUny)do (4.2)
0CT oCry

JEK(I)
ot K (I) est 'ensemble des noeuds voisins de I et 0Cr; = 0CT N OC,.
Le terme de flux (4.2) est approché par un flux numérique ®;; a l’aide de approximation

suivante :

Ur+Uy;
2

U; - U

> (4.3)

dry = (avy; +cvyy) — v | avi; + ey |

avec Uy = / fido et v € [0,1]. Le parametre v est introduit afin de pouvoir controler
oCry

la diffusion numérique.

On obtient alors ’expression du flux spatial total ®; pour chaque cellule C7:

L’extension du schéma aux ordres supérieurs s’effectue en conservant la méme fonction
de flux numérique ®;; mais en modifiant les arguments de cette fonction. En effet, on

consideére maintenant :
Q) =2Ur,,Usr,01y)

ou Ury et Uy sont les états interpolés a l'interface 0Cr N OC;. Ces valeurs seront évaluées

a l'aide d’une formulation dite (-schéma [21]:
1 L.
Uy=Ur+ 5[(1 — 2/8)(UJ - U[) + QﬁVU[]J]

ou  est un parametre appartenant a [0,1] et VU; désigne une approximation centrée du

gradient de U dans C}. On choisit de calculer les gradients de la facon suivante:

- 1 Ur+U;
VU = ——— 7ljjj.
aire(Cy) JEEK:(I) 2

Définition 4.1.1 : On appelle -y schéma, le schéma numérique ainsi construit.

Remarque 4.1.1 : Pour la résolution en temps, on utilise un schéma explicite de Runge-

Kutta a trois pas (voir Annexe C).
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On va maintenant préciser nos schémas suivant le type de maillage considéré.

Maillage en rectangles

On consideére donc un maillage régulier de pas d’espace Az et Ay (voir figure 4.1).

Le (- schéma que I'on obtient dans ce cas la est un schéma numérique a 9 points (voir
Annexe D).

Maillage en triangles

Nous pouvons également établir un schéma numérique basé sur un maillage en triangles
structuré ou non structuré. Cependant pour pouvoir utiliser la méthode des équations
équivalentes nous allons étudier ici le cas d’une triangulation structurée et réguliere obte-
nue a partir d’'un maillage rectangulaire en divisant chaque maille en deux triangles. On

aboutit ainsi a un -y schéma a 19 points (voir Annexe E).

Maillage en 1-D

Dans le cas 1-D, 'expression du flux discrétisé ®; du -y schéma est donnée par :

By = ¢ {Ble+ellUims — [26(5 + 1) + 453el U
(4.4)

+687c|U; + [2¢(8 + 1) — 487[c|]Uis1 — Ble — v[c|]Ui2}

Remarque 4.1.2 : Les schémas numériques proposés peuvent s’écrire de la fagon sui-

vante :

dU;p

=
dt I,

1

.
Aire C; ©

avec W =

4.1.2 Equations Equivalentes

Les équations équivalentes, introduites par Warming and Hyett [36], permettent une
analyse détaillée et précise des termes d’erreur de troncature, notamment des erreurs de

dispersion et, de dissipation. Elles donnent également des criteres de stabilité des schémas.
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Pour obtenir ces équations, nous allons appliquer la méthode décrite dans [37, 38]. Cette
technique de calcul permet de simplifier considérablement les calculs dans le cas linéaire.
En effet, cette méthode reste la méme quelque soit le schéma considéré, et en particulier
les schémas a plusieurs niveaux comme ceux de Runge-Kutta sont traités sans difficulté.
On se propose de rappeler brievement cette méthode dans le cadre de notre étude sur
I’équation linéaire d’advection 2-D afin de déterminer la précision des schémas précédemment,
établis. On renvoie le lecteur intéressé par cette méthode a [37, 14].

Dans la recherche des équations équivalentes, nous ne nous intéressons qu’a un ordre infi-
nitésimal tant spatial que temporel. On note A cet ordre, et on le définit a partir des pas
d’espace comme suit :

A = min(Ax,Ay).

Le pas de temps At sera lui aussi mis en relation avec A par le biais d’une relation de
stabilité du schéma.

Considérons 1’équation linéaire d’advection en deux dimensions d’espace:
Ut = —clﬁxU — CQayU.

On suppose que cette équation est approchée sur un maillage uniforme (triangles ou
rectangles) par le -y schéma précédemment introduit. On peut alors écrire le schéma au

noeud (jAz,lAy) sous la forme condensée suivante:

(Ujl)t = Z Ak,m(AxaAy)U;L-i-k,l-i-ma

k,m

ou Uy 1y, est approximation de U((j + k)Axz,(l +m)Ay,nAt). La somme du membre
de droite est par conséquent finie et I’approximation du terme temporel (Uj); reste a
définir. On renvoie le lecteur aux annexes B et C pour les expressions des coefficients Ay ,,
suivant le maillage considéré.

On introduit alors la fonction :

Ia(XLY) = gaenyg(X)Y) = ZAk,m(Ax,Ay)ekAxXemAyY (4.5)
k,m
On montre dans [37] que ’équation équivalente pour ce schéma, avec une intégration

temporelle multipas de Runge-Kutta (RKN), s’écrit sous la forme suivante :

oFtmy

Ut = Z ak,m(Atan’Ay)Wv

k,m>0
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o Y 4o Qe (ALAT,Ay) XFY™ est le développement en série entiére de la fonction:

log (1 + EN: [At gA(X,Y)]P>

— p!
F(X,)Y) = = A7 ,

avec ga(X,Y") définie par (4.5).
. : . Ay .
De plus, pour un schéma spatial donné, en supposant le rapport — constant, on développe

Az
la fonction ga(X,Y") sous la forme:

ga(XY) = go(X)Y) + ) A7 g, (X,Y),

q>1

ou les g,(X,Y’) sont des polynomes a deux variables.
On s’intéresse plus particulierement ici a 'intégration temporelle de Runge-Kutta a trois

pas. On obtient alors pour ce schéma:

3

At
Fin=s) = go + Agi + A%gy + APgs — ﬂgé + O(AtA) (4.6)

Nous allons maintenant détailler les expressions des fonctions g; pour ¢ = 0,4, qui dépendent,
du schéma considéré. On présente également les équations équivalentes obtenues pour les

(-7 schémas 2-D (rectangles et triangles), ainsi que pour le cas monodimensionnel.
Hypotheése de calcul:

Pour I’étude des équations équivalentes, on va supposer, afin de simplifier les calculs,

que ¢ = ¢y et que Ax = Ay = h.

On suppose que U est suffisamment réguliere. A partir de I’équation aux différences
calquée sur le flux discrétisé, on applique a U des développements de Taylor jusqu’a l'ordre

4, au point (z,y,t).
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e [3- schéma pour maillage rectangulaire :

Le développement de Taylor de la variable U que I'on injecte dans le flux numérique
nous donne:

C1

ga(X)Y) = —¢ (X +Y) . (1—-33)A%(X?+Y?)

— % oA (X + YY) +0(AY

On consideére alors (4.6) avec I’expression g ci-dessus ; on revient ensuite a l’équation

différentielle et ’on obtient ainsi ’équation équivalente :

Ut + (Ux + Uy) = —% (1 - 3ﬁ) h2 (U3$ + Ugy)

— (82t + 2tiey |h3) (Uyy + Usy)

_%—fc%(llngy + 6U2$2y + 4U$3y) + O(At)h})4

e (-7 schéma pour maillage triangulaire :

De fagon similaire, on obtient :

C1

ga(X)Y) = —c (X +Y) 5 (1—3B8)A*(X? +Y? +2X%Y +2XY?)

- i+ v

— LAl A Y +¥PX)

_ gﬁy|c1|A3X2Y2 + oA
Finalement, ’équation équivalente s’écrit :

U+c (Up+Uy) = =% (1=30)1* (Usy + Usy + 2Usay + 2Usy,)
— (&t + 8e) |h?) (U, + Usy)
_(A‘Ttaci1 + %’Y|Cl|h’3)(U3ry + Ux3y)

— (22t + 2yjc; |h?)Uyyay + O(At )"

Seuls les termes d’erreur “non croisés” (portant sur les directions x ou y) sont iden-

tiques pour les deux formulations. Naturellement, I'utilisation du schéma temporel
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explicite RK3 introduit des termes d’erreur d’ordre 3 en temps. Il est cependant
intéressant de remarquer que les erreurs en temps et en espace sont parfaitement
découplées. De plus, le schéma sur un maillage triangulaire présente des termes
d’erreur “croisés” (U, et Uyy,) qui n’apparaissent pas avec le schéma écrit sur une
grille rectangulaire. Nous étudierons plus loin I'influence des valeurs des parametres

[ et v sur les termes d’erreur en espace.

e (-7 schéma en 1-D:

Le flux de la variable U a laquelle on a appliqué un développement de Taylor a

I’ordre 4 s’écrit :
. C1 2 By 3
De (4.7), on établit le développement en série de ga :
ga(X) = - X + % (38— 1)Az* X3 — % | ¢ | Az3 X4
(4.8)
= go + Axgy + Axdgs

En injectant (4.8) dans (4.6), on obtient, en revenant a I’équation différentielle:

— 3

Ut—|—Cl Ux:

C1 A£U2 ng — ( 24 1

La encore, les termes d’erreur en temps et en espace sont découplés.

Dans tous les schémas numériques considérés ici on retrouve que la valeur % affectée au
parametre [ permet d’annuler les termes d’ordre deux et on obtient ainsi un schéma
spatial d’ordre trois pour des maillages structurés [21]. On supposera donc 3 = % afin de
préserver cet ordre. On retrouve également que la valeur 0 pour le parametre v permet
d’annihiler les termes d’ordre trois et ce indépendamment de la valeur du parametre (3
[14]. Les schémas ainsi obtenus sont d’ordre quatre en espace. Cependant, cela revient a
considérer des schémas numériques centrés. On va alors s’attacher a déterminer la valeur
optimale a affecter au parametre v afin d’obtenir un schéma numérique stable pour le
plus grand pas de temps possible. De plus, dans le but de restreindre le cotit en temps de

calcul, on utilisera un schéma explicite d’ordre 3 en temps (RK3).

Définition 4.1.2 On appelle schémas d’ordre trois, les schémas numériques définis avec

les parametres 3 = %, v € [0,1] et une intégration temporelle RKS3.
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4.1.3 Analyse de stabilité

Nous sommes intéressés par I'influence de la valeur du parametre v sur la stabilité de
chacun de ces schémas d’ordre trois (maillage en triangles ou en rectangles).
Considérons un schéma linéaire, qui s’écrit au point = jAx, y = [Ay et au temps
t = nAt, dans sa version explicite, avec une intégration RK1 :

Uﬁ-i-l o jl = At Z Ap m AJ; Ay)U]ﬂka- (410)

k,m
Nous allons procéder a ’analyse de stabilité de Von Neumann. Classiquement, par I’ana-
lyse de Fourier, en posant UT, = G(i&,,i€,) - e"UA==H28)) ef, en injectant dans (4.10),
on obtient le facteur d’amplification G:

(ngﬂfy) =1+ At Z Ak m A.Z' Ay) kA$fm+mAyfy)

kym

Le schéma sera stable au sens de Von Neumann, si et seulement si le critere suivant est
vérifié :

VELE € IR |G(i&,,iE,)| < 1. (4.11)

Du formalisme [37] de la section précédente, on déduit que 'on a pour une intégration

multi-pas de type Runge-Kutta d’ordre 3:

At gn fo,lfy)]
P! '

G(i&,,1&) =1+ Z

e . . At
On réécrit alors ga(i€,,i€,) en introduisant le nombre de Courant v = CK’ ou c est le

module de la vitesse d’advection:

At gA(igwaify) =v(gr (Z§$,ny) + Zgz(zfxlfy)) (4.12)

Finalement, en décomposant le facteur d’amplification G en sa partie réelle GG, et sa

partie imaginaire (G;, nous obtenons pour Runge-Kutta 3:

2 3
Gr=1+vg,+ (92— 2) + = g.(92 — 392),

2 iy 6 (4.13)
G =vg|(1 +vg.) +—(3g% — ¢?)].

6
La condition de stabilité de Von Neumann (4.11) peut alors s’écrire :

VELE, € IR G2(i€,iE,) + GF (i€, < 1 (4.14)

Remarque 4.1.3 : On observe que pour v = 0 (onde stationnaire pour le systéme de
Mazwell), le schéma reste stable puisque dans ce cas la la condition de stabilité (4.14) est

vérifice.
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On décrit ici les deux fonctions, g, et g;, nécessaires a la détermination du facteur d’am-
plification G, pour chacun des deux maillages considérés, ainsi que pour le cas monodi-

mensionel :

e (-7 schéma pour un maillage rectangulaire :

g (i&,,18y) = — %| cos 0| (cos(2AzE,) — 4 cos(AzE,) + 3)

— 2} sin ) (cos(2208,) — 4cos(AyE,) +3),

GiliEnicy) = %cos&(ﬁsin(ZAx{fx)—Z(l—i— B) sin(Azt,))

+ %Sin 0(Bsin(2AyE,) — 2(1 + B) sin(A,E,)).

e [3-v schéma pour un maillage triangulaire

g, (€4,i&,) = —m {Aop + (A21 + Ay 1) cos(2AzE, + Ayé,)

+ (A1 o+ A1) cos(AzE,) + (Ag1 + Ao 1) cos(AyE,)

+(A1 + Ay ) cos(AzE, + AyEy) + (Ag + Ay o) cos(2AxE, + 2AyE,)

+ (Agg + Az ) cos(2A2E,) + (Aga + Ag _») cos(2AyE,)

+ (A1 + Alyy) cos(Axg, — Ayé,) + (A1 + Ay ) cos(—Ax, — 2Ay¢E,) }

9i(1€.,1AYE,) = “ArAy {(Az1 — Ay 1) sin(2AzE, + Ayé,)

+ (A1 — A1) sin(AzE,) + (Ao — Ap—1) sin(AyéE,)

+(A1 1 — Ay ) sin(Az, + AyEy) + (Azp — Ao o) sin(2AxE, + 2AyE,)

+ (Ao — A_sp) sin(2AxE,) + (Apa — Ap—2) sin(2AyE,)

+ (A 1 — A1) sin(Axg, — AyEy) + (A1 — Ay o) sin(—Azx&, — 2Ay¢,) }

ou les Ay, avec —2 < k,l < 2, sont donnés dans I’Annexe E.
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e [3-v schéma en 1-D

g-(i€) = —% (cos(2Az€) — 4 cos(AxE) + 3)

0.(i€) = — (~Fsin(2A2€) +2(1 + ) sin(As))

On pose alors: X = cos(Az), X € [—1,1]. La condition de Von Neumann (4.14),

utilisant expression (4.13), ne fait intervenir que les fonctions g, et g?. On a alors:

9-(X) = =py(1 - X)?,
gi(X) = (14 6-BX)*(1-X?).

Remarque 4.1.4 : On supposera pour l’étude suivante que la valeur du module ¢ de la

wvitesse d’advection est fixée a 1.

Analyse des schémas dans le cas 1-D:

Pour g = %, nous cherchons a déterminer la valeur maximale du nombre de Courant
v (ou encore CFL) en fonction de v (v € [0,1]), de telle sorte que la condition de stabilité
(4.14) soit vérifiée. Elle s’écrit :

GA(X)+G?(X) <1 (4.15)

VX € [-1,1] avec v € R*", f=1 et v€[0,1]. '
Définition 4.1.3 : On appelle nombre de Courant critique, et 'on note v(7y), le nombre
de Courant tel que:

pour vy fizé, quelque soit £, nous ayons |G|* < 1 pour tout v < v°.

Définition 4.1.4 : On appelle v optimal, la valeur du parameéetre v pour laquelle le
nombre de Courant critique (ou CFL) est le plus grand.
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Le coefficient d’amplification étant de degré 6 en X, nous allons rechercher numériquement
le parametre v optimal qui permettra ainsi d’établir le plus grand pas de temps laissant

le schéma stable.
Sur la figure 4.2 nous représentons le nombre de Courant critique en fonction de ~.

ADVECTION 1D : CFL(Gamma) pour RK3, beta=1/3
T T

18 T
CFL(Gamma) —

CFL(Gamma)

4
GAMMA

F1G. 4.2 — Advection 1-D: CFL(v)

On obtient ainsi la valeur numérique du v optimal: 0,86. Le CFL critique v¢ corres-
pondant au v optimal est alors de 1,72. Il est également intéressant de remarquer que le

CFL le plus petit (CFL=1,25) est obtenue pour v = 0.

Analyse des schémas dans le cas 2-D:

Définition 4.1.5 : On appelle nombre de Courant critique minimal, et l’on note v, (7),

le nombre de Courant défini par:

Vmin(7) =  in 15(7,6)

ot pour vy donné, le nombre de Courant (ou CFL) critique satisfait la condition de stabilité

de Von Neumann, pour toutes les directions d’advection.

On considere uniquement des maillages tels que: Ax = Ay = h.
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Sur la figure 4.3 nous représentons le nombre de courant critique minimal v, (7) en

fonction de v pour le schéma en maillage rectangulaire.

CFL(Gamma) pour RK3, beta=1/3 en RECTANGLES
T T

13

T
CFL(Gamma) —

CFL(Gamma)

0.85 L L L L
0.4 0.6 0.8 1
GAMMA

Fi1c. 4.3 — Advection 2-D (rectangle): CFL(vy)

On constate sur cette figure que le plus grand pas de temps, i.e. le CFL le plus grand,
est obtenue pour v = 0,8. Pour cette valeur de 7 nous obtenons un CFL d’environ 1,22.
De plus, le CFL le plus petit (0,89) est obtenu pour v = 0. Il est intéressant de remarquer
que cette courbe a globalement le méme comportement que celle obtenue dans le cas mo-

dodimensionel.

De méme, sur la figure 4.4 nous rendons compte numériquement de v5,,, () pour le schéma

en maillage triangulaire.

CFL(Gamma) pour RK3, beta=1/3 en TRIANGLES
T T

T
CFL(Gamma) —

CFL(Gamma)

0.85 L L L L
. 0.6 0.8 1
GAMMA

F1G. 4.4 — Advection 2-D (triangle): CFL(vy)
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Nous pouvons constater que la courbe obtenue pour un maillage triangulaire est iden-
tique a celle obtenue pour un maillage rectangulaire (cf. fig. 4.3). Ceci s’explique par le
fait que ’on trace en fonction de v le minimum suivant les angles d’advection # du nombre

de Courant Critique v¢. Or, quelque soit v, il existe un angle 6%, tel que:
Vc(f)/’g*) = moin Vtcr'iangle (7’9) = moin VTC‘ectangle (779)

On représente ainsi sur la figure (4.5), a titre d’exemple, le domaine de stabilité (i.e. le

CFL en fonction de ) obtenu dans le cas ou v est fixé a 1.

Domaine de Stabilite pour Gamma=1 en fonction de Theta (angle advection)
T T T T

T
Rectangle —
Triangle ----

15

05 |

CFL*sin(theta)

05 |

.15 F

0
CFL*cos(theta)

Fi1c. 4.5 — Advection 2-D: CFL(0) pour v =1

Pour les deux types de maillage on trouve ainsi que les limites de stabilité sont égales et
minimales (CFL=1,15) pour § = ?jf. De plus, pour ¢ = 7, la limite de stabilité du schéma
en maillage triangulaire est nettement supérieure a celle obtenue pour le schéma écrit
pour des maillages rectangulaires. Enfin, pour une vitesse d’advection parallele aux axes,
le schéma en rectangle permet d’utiliser un pas de temps plus grand (i.e. des CFL plus
grands et égaux a ceux de 'advection 1D). Ces caractéristiques des domaines de stabilité
liés au type de maillage utilisé et détaillées ici pour le cas v = 1 se retrouvent pour toute
valeur de 7 € [0,1].

A partir de la figure (4.4), on choisit quelques valeurs significatives de v (0, 8/10, 1) et on
décide de tracer sur la figure (4.6) le domaine de stabilité (i.e. CFL(6)) pour ces différentes

valeurs de 7.
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Comparaison des Domaines de Stabilite en Triangle pour differents gamma
T T T T T T
gamma=1. —
gamma=0. -~
2r gamma=0.8 -+--

CFL*sin(theta)

0
CFL*cos(theta)

F1G. 4.6 — Triangle : CFL(®) pour différents ~y

On observe de nouveau que le domaine de stabilité le plus grand est obtenu pour

v = 0,8 alors que le plus petit est obtenu pour v = 0.

4.1.4 Expériences numériques

On propose dans cette partie d’effectuer quelques expériences numériques pour illus-
trer la précision des schémas suivant la valeur du parametre v en maillage triangulaire.
Considérons dans un premier temps le probleme d’advection d’une “vague sinusoidale”

avec la donnée initiale:

u(x,y,0) = sin(27(z + y)) pour (z,y) € [0,1]%
On utilise des conditions aux limites périodiques et le domaine de calcul est discrétisé en
N=50 mailles dans chaque direction (Az = Ay = 2.107%). Dans le but de mieux évaluer le
role du parametre v dans la diffusion numérique, nous avons calculé le carré de la norme

L% & chaque pas de temps:
| u(nAt) 7= aire(Cr) | ua(l)
I

ou I, aire(Cy) et ua(l) représentent respectivement le noeud du maillage, I'aire du vo-
lume de controle et la solution calculée. L'angle d’advection 6 est égal a 7. Afin d’avoir

un schéma stable quelque soit le parametre v considéré, on choisit un CFL de 0,75.
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La figure (4.7) permet de comparer les résultats obtenus pour différentes valeurs de vy

au temps T=16, soit environ un peu plus de vingt périodes.

Norme L2 pour Advection 2D Triangle
0.27 T T T T

exacte —<—
gamma=0.0 -+ -
gamma=0.1 -8--

| gamma=0.8 x|
0.26 gamma=1.0 -4~

0.24

o~
-
@
A, el
A X
g Ay T
S
z

0.23 | Aa,

022 N

021

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Fic. 4.7 — Triangle: Norme L2 de la solution en fonction de vy

Comme nous I'avait montré 1’étude des équations équivalentes du paragraphe 4.1.2,
la diffusion numérique est maximale lorsque v = 1 (schéma d’ordre 3 “classique”) tandis
que la diffusion est minimale lorsque 7 est nul. On notera une différence sur la diffusion
de lordre de 14% entre ces deux schémas. De plus, il est intéressant de remarquer que
pour des valeurs de v qui tendent vers 0, la diffusion numérique tend vers la diffusion
minimale. En particulier, la différence entre la diffusion minimale (obtenue pour v = 0)
et la diffusion pour v = 0,1 n’est plus que de 'ordre de 1%.

Nous nous proposons d’étudier le comportement des schémas, suivant la valeur du pa-

rametre 7, pour une condition initiale de type C°:

up(z,y) =1+ 2(1 —2)y(1 —y) avec (x,y) € [0,1]* (4.16)

Nous présentons sur la figure (4.8) les solutions obtenues pour z = y et a T* = 6 pour
trois valeurs du parametre v (0, 1/10 et 1). Afin de s’affranchir des problémes de stabilité,
nous fixons le CFL a 0,6.
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1.08

Solutions calculees a T* pour differents Gamma
T T

1.07 |

UX,Y, T*)

T
gamma=0.1 <-—
gamma =0.0 -+-
gamma=10 -8-- |

1 1
0.6 0.8 1

F1G. 4.8 — Solutions suivant v pour une condition initiale C°

La figure (4.8) montre que pour v = 0 la solution obtenue a partir de la condition

initiale (4.16) présente un certain nombre d’oscillations parasites. En effet, pour v = 0,

le flux numérique correspond a un schéma centré (le terme de diffusion numérique est

supprimé) qui est connu pour étre mal adapté a ce type de probleme.

Pour conclure cette partie il nous a semblé intéressant de reporter sur le tableau (4.1) les

valeurs caractéristiques du parametre v avec pour chacune d’elle les répercussions sur la

qualité du schéma numérique pour des maillages en triangles. Les pourcentages présentés

dans la colonne diffusion correspondent a la différence de diffusion obtenue entre le schéma

avec v = 0 (pris comme référence) et les autres schémas.

TAB. 4.1 —: Qualité du schéma suivant y

Stabilité (CFL) Diffusion
ming v¢(6)
y=1 1.15 +14% (maximale)
v =0.8 | 1.22 (maximum) +11%
v =01 1. 1%
v=0. | 0.89 (minimum) | référence (minimale)

Au vu des différents résultats présentés ci-dessus, le schéma avec v = 0 ne semble pas

bien adapté a nos calculs. En effet, méme s’il présente une diffusion minimale, le CFL
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assurant la stabilité est jugé trop petit. De plus, le schéma crée des oscillations parasites
pour des conditions initiales peu régulieres (de type C° par exemple).

Méme si les CFL les plus grands sont obtenus pour y=8/10 (CFL maximal) et =1,
la diffusion numérique de ces schémas en temps long est jugée trop importante et par
conséquent on ne retiendra pas ces valeurs pour 7. Finalement, le schéma qui semble le plus
adapté a nos problemes est le schéma établi avec v = 0,1. En effet, il se presente comme le
bon schéma intermédiaire : la diffusion numérique est faible, son CFL reste acceptable et
il semble robuste pour convecter des ondes peu régulieres. Notons que d’autres “petites”
valeurs du parametre 7y pourraient tout aussi bien convenir. Il faudrait alors étudier la
capacité de ces (-7. schémas a convecter des ondes irrégulieres ou présentant de fortes

variations.

Définition 4.1.6 : On appelle nouveau schéma d’ordre trois, le schéma numérique

défini avec les parametres 3 = %, v =0,1 et une intégration temporelle RKS3.

4.2 Application aux équations de Maxwell

4.2.1 Présentation des équations et du schéma

On s’intéresse maintenant a I’application de ces schémas d’ordre trois pour la résolution
de phénomenes électromagnétiques. Ils sont régis par les équations de Maxwell qui s’écrivent

dans le vide en ’absence de charges et de courant sous la forme:

H —
—— + rot(£) =0
Ho ot ( ) )
(4.17)
O .
co—— — rot(H) =0
0 ot ( ) )
ou E = E(t,f) ot H = ﬁ(t,a_:') sont respectivement les champs électrique et magnétique,
1o et go la perméabilité magnétique et la permittivité électrique du vide. Du fait de la
redondance des équations de Gauss dans le modele continu pour des conditions initiales
vérifiant ces contraintes, elles n’apparaissent pas explicitement dans le systeme écrit ci-
dessus. Le systeme de Maxwell est un syteme conservatif et hyperbolique. L’approximation
numérique utilisée reste donc la méme que celle décrite précédemment pour I’équation

d’avection linéaire 2-D. On se contente donc ici de rappeler brievement les grandes lignes

de lapproximation utilisée (voir section 1.5).
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En dimension trois d’espace, une présentation des équations de Maxwell sous la forme

adimensionnée conservative donne:

Q.+ V.F(Q) =0, (4.18)
avec :
Q = '(H,,H,,H..E, E, E.)
On note:
F(Q) = "(F(Q),F2(Q),F3(Q))
avec :

FI(Q) = t(o) - EZ)‘E'yJOJHZ) - Hy)a
F2(Q) = t(Ezaoa - Exa - HzaoaHo:)a
F3(Q) - t(_EyaEmOaHya - Ho:)

On complete (4.18) par des conditions aux limites sur la frontiere I' de Q ainsi que des
conditions initiales.
De la méme fagon que pour I’équation d’advection linéaire en deux dimensions, on établit

la formulation faible de (4.18), apres discrétisation du domaine de calcul. On obtient :

Volume (C;) (Q:)i + Z ®;; + termes de bord =0 (4.19)
JEK (D)
ou K (i) est 'ensemble des voisins du noeud i. Les termes de bord (condition aux limites
de type métallique et condition absorbante) sont développées dans [10] par exemple.
La construction du -y schéma est alors identique a celle de la section précédente mais
maintenant appliquée a un systeme. On donne ci-dessous a titre d’indication I’expression

du flux numérqgiue que I'on obtient.

On a:

F(Qu1ij) + F(Qy,1 .
@y = #(Qu Q) = T LIIE T T a1 0, - @)

ot F(Q,7ij) = mF1(Q) +1m2F>(Q) + 13 F3(Q) est une combinaison linéaire de flux et A(7j;)

la matrice jacobienne associée a F(Q,7;;)-

4.2.2 Illustration numérique

Nous souhaitons maintenant comparer le nouveau schéma d’ordre trois précédemment
étudié (= %, v = 0,1 et RK3) a la fois avec le schéma décentré classique d’ordre trois

(v =1) et avec le schéma d’ordre un.
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On g’intéresse dans un premier temps a la propagation d’un mode de résonance électromagnétique
dans une cavité cubique unitaire. Nous allons comparer les solutions lorsque que 1’on
discrétise le domaine de calcul 2 =]0,1[* & I'aide de cubes ou de tétraeédres structurés,

o . ,
comportant une quinzaine de points par longueur d’onde. Nous prenons pour tous ces
schémas le méme nombre de Courant: CFL = 1 qui assure la stabilité des différents
schémas.

La solution exacte du mode (1,1,1) s’écrit [33]:

((H, = T sin(mx) cos(my) cos(mz) sin(wt),
w
2m . .

H, = " cos(mz) sin(my) cos(mz) sin(wt),
H=-" cos(mx) cos(my) sin(mz) sin(wt),

v (4.20)
E, = —cos(mz) sin(my) sin(rz) cos(wt),
B, =0,
E. = sin(mx) sin(my) cos(mz) cos(wt).

Calcul de I’énergie électromagnétique:

On présente tout d’abord I’énergie électromagnétique obtenue avec les différents schémas
que l'on comparera a ’énergie exacte.
La figure 4.9 permet de comparer, pour la cavité cubique maillée en tétraedres, 1’énergie
électromagnétique en fonction du temps obtenue avec les schémas d’ordre 1, d’ordre 3 et
le nouveau schéma d’ordre 3. Outre le caractere extrémement diffusif du schéma d’ordre
un, il apparait clairement sur la figure 4.9 le gain certain apporté par le nouveau schéma

d’ordre 3 en terme de diffusion numérique.
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Fic. 4.9 — Energie pour un maillage tétraédrique

L’étude portée sur la figure 4.10 est semblable a la précédente mais maintenant la

cavité est maillée a l'aide de cubes. Le comportement des schémas dans ce cas la est

similaire au cas des tétraedres avec néanmoins un caractere moins diffusif.

0.6

0.5

0.4

ENERGIE L2

0.3

0.2

0.1

Energie pour Maillage Cubique
T T T T
ordre1 ©
gamma=1 +
gamma=0.1 ©
exacte

rﬁ,@wgﬂmmmmmm

R b

8 12 14 16
Co*TEMPS

Fic. 4.10 — Energie pour un maillage cubique

Au vu des deux études présentées ci-dessus il nous a semblé intéressant de reporter

sur une méme figure (fig. 4.11) les énergies obtenues suivant le maillage utilisé pour les

deux schémas d’ordre 3. On constate ainsi que dans ce cas la le nouveau schéma d’ordre

3 en tétraedres est a peu pres équivalent au schéma d’ordre 3 (non modifié) en cubes.
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Comparaison : Cube - Tetraedre
0.6 T T T T T

Cube : gamma = 1.

Cube : gamma = 0.1

exacte -----

Tetra: gamma = 1.

Tetra: gamma = 0.1

0.55 - q

0.5

ENERGIE L2

04

0.35 L L L L L L L
8
Co*TEMPS

Fic. 4.11 — Schémas d’ordre 3 en fonction du maillage

Suivi du mode (1,1,1) dans la cavité:

On décide maintenant de suivre I’évolution en temps du mode propre (1,1,1) de la ca-
vité cubique résonante en un point du domaine. On initialise alors le champ électromagnétique
avec la solution analytique (4.20) & linstant initial en tous les noeuds du maillage. Le
nombre de Courant (CFL) est toujours pris égal a 1.

On présente sur les deux figures ci-dessous la composante E, du champ électromagnétique
en fonction du temps. On compare sur la figure 4.12 la solution obtenue avec le schéma
d’ordre 3 avec la solution analytique pour environ 45 périodes en temps. On constate le

caractere diffusif du schéma pour de longs temps de calcul.

Maillage Tetraedre (CFL=1.2) : Comparaison des schemas
15 T T T T T T T

exacte —
gamma=1 o
1 ? E
05 ﬁ
[
o 'y
£
05 f % §
1 ;% J i

EX(TEMPS)

o

20 25 30 35 40 45
Co*TEMPS

F1G. 4.12 — E,(t) avec le schéma d’ordre 3 (tétraédres)
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De meéme, la figure 4.13 montre ’évolution temporelle de la composante E, en un
point du maillage tétraédrique mais maintenant pour le nouveau schéma d’ordre 3. Ici, le

caractere diffusif du précédent schéma a été nettement corrigé.

Maillage Tetraedre (CFL=1.2) : Comparaison des schemas
T T T T T

15 T
exacte —
gamma=0.1 <

Eﬁf w HHTH

05 H

EX(TEMPS)

-0.5

= o
+

—
| @oepo—po—go 00+
ot

ﬁ“ il

L L L
30 35 40 45

L L
0 5 10 15 20 25
Co*TEMPS

Fi1c. 4.13 — E,(t) avec le nowveau schéma d’ordre 3

Des résultats similaires sont obtenus pour les schémas basés sur des maillages cubiques.
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4.2.3 Propagation d’un mode dans une cavité sphérique

Equation de Helmholtz en coordonnées sphériques

Pour étudier la résonance dans une cavité sphérique, il est plus aisé de résoudre
"équation de Helmholtz dans un systeme de coordonnées adaptées [33]. En coordonnées

sphériques, cette équation s’écrit :

10 (,00 19 (.  0v 1 P,
ﬁg (r E) + m% (Sln(@)—) + mw + kU =0 (4.21)

Les fonctions d’ondes élémentaires de ’équation de Helmholtz en coordonnées sphériques

s’écrivent:
U, (1,0,0) = b, (kr) L (cos 8)h(ma) (4.22)

ou les fonctions b, (kr) et L™ (cos @) sont respectivement les fonctions de Bessel sphériques
et de Legendre. On note h(me) les solutions harmoniques.
De plus, comme une combinaison linéaire de fonctions d’ondes élémentaires est une fonc-

tion d’onde élémentaire alors:

U(r0,0) = Y Coumbu(kr) L} (cos 0)h(me) (4.23)

ou les C,,,, sont des coefficients constants déterminés par les conditions initiales.

Remarque 4.2.1 L (cosf) présente des singularités pour § =0 et = w. Des fonctions

de Legendre dites du premier ordre notées PM(cos®) n'ont pas cette particularité.

En supposant que le champ est une superposition d’un champ de type TE et d'un champ
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de type TM, on obtient I’expression du champ électromagnétique dans la cavité sphérique :

;

B 1 8Fr_i82AT
rsinf 0¢ wwr Orof

10F, c 0%A,
Ey= - - —
r 0p  iwrsind orod
(4.24)
c [ O
H =—|==+k)F
iw (87"2 - )
1 0A, c O°F,
Hy = —
"7 rsing 0¢p + twr orof
1 0A, c OF,
Hy=—-
¢ r 0¢ * twr sin @ Ordg

olt A, et F, sont les potentiels vecteurs de H et E respectivement [33].

Solution analytique en coordonnées cartésiennes

Fi1a. 4.14 — Cavité sphérique.

On considere la condition aux limites de type métal parfait sur ’enveloppe de la sphere

de rayon a:
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On admet dans ce cas la que le champ électromagnétique s’écrit a partir de I’écriture

du systeme d’équation (4.24). On introduit alors les vecteurs potentiels suivant :

Fr = J,(kr)P™(cosf) { cos(me) }
(4.25)
Ar = J (kr)P™(cos 6) {

ot J,(kr) et J, (kr) sont respectivement la fonction de Bessel sphérique et sa dérivée.

Remarque 4.2.2 : On choisit les fonctions J, carenr =0 le champ électromagnétique
doit étre fini. De méme, les fonctions P sont utilisées afin que le champ soit fini pour
0=0cetl=m.

On choisit d’axer notre étude numérique sur le suivi d'un mode T'E;"*"?. Ce mode cor-
respond a une valeur nulle du vecteur potentiel A,, et ou F, est donné ci-dessus. On
remarque que la condition aux limites de type métal parfait impose: Ey = E4; = 0 pour

r = a. Cette condition est vérifiée si:

~

Jn(ka) = 0.

Ainsi, ka est un zéro de la fonction de Bessel sphérique. Soit w,, les zéros de jn(u) On
u
a:k=-"2

a
On choisit maintenant un mode particulier: le mode TE'. Pour ce mode on donne

I’expression du champ électromagnétique en coordonnées sphériques:

(B, =E;=Hy=0

tan (@
B, =ty
.
1
H, = — F,
7“2101#0( )0 !

Hy= —1 (tan(e) (F)or — gsin(ﬁ) sin(kr))

.  jwhi r?

4.4 1
avec k= 2L — 93 et (F})o11 = cos(f) <_k sin(kr) — cos(kr)).
r

a a
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On s’intéresse uniquement a la partie réelle de cette solution. Finalement, si on ex-
prime ce champ électromagnétique en coordonnées cartésiennes, on obtient a ’aide de

I’adimensionnement de la partie 1.2:

E= %cos(wt) (% - cos(kr)) 4,
0
Siz&f) - (sin(kr) (% _ kr> _ 3cos(kr)>
o S“:}Sfjt) ” (m(m«) (% - kr) - 3cos(kr)>

i[5 (s (2 -4r) - semsten)

- (sin(kr) (k—lr - kr> — cos(kr)>]

avec r = /a2 + y? + 22
On obtient ainsi ’expression analytique de la solution dans ce type de cavité sphérique.

Solutions numériques et comparaisons

La figure 4.2.3 représente la peau du maillage du maillage de la boule. La discrétisation

correspond a une douzaine de points par longueur d’onde.

Nous proposons de suivre ’évolution en temps du mode propre (0,1,1) de cette cavité
sphérique que I’'on supposera unitaire (¢ = 1). On initialise alors le champ électromagnétique
avec la solution analytique précédemment calculée en tous les noeuds du maillage. On com-
pare a la solution analytique, la solution obtenue a l'aide du schéma numérique d’ordre 3

modifié.
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FiG. 4.15 — Maillage de la peau de la cavité sphérique.

Les figures 4.16 montrent le champ électromagnétique pour y = 0 apres une centaine
de pas de calcul. Sur les figures de gauche sont représentées les solutions approchées tan-
dis que sur les figures de droite, nous avons les solutions exactes. De haut en bas, nous
représentons successivement les composantes H,, H. et F, du champ électromagnétique.
On peut ainsi vérifier sur ces figures que le champ électromagnétique est bien approché

dans la cavité sphérique par notre schéma numeérique.

Spectre de résonance dans une boule

On veut maintenant obtenir le spectre modal complet d’'une onde électromagnétique
en résonance dans une cavité sphérique de rayon a.

Les fréquences f,. de résonance pour les modes TE et TM sont données par [33]:

u
(fr)fnﬁp =—" _  avecn=1,2,. & p=1,2,...
2maL/€otho
' 4.26)
u (
(f)PM = — " avec n=1,2,... & p=1,2,...

™ 91 an/Eoflo

oU Uy, et u;lp sont respectivement les zéros de J, (kr) et de J (kr).

En utilisant les tables existantes pour trouver les zéros des fonctions de Bessel, on calcule
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Sphere15000pts

g;gpga_&e;pgpggprgrr%
8 2
& = gddFe @

Fi1c. 4.16 — Composantes du champ électromagnétique en y = 0

(gauche : approchée - droite : exacte)
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alors la fréquence fondamentale de résonance (avec @ = 1m). On trouve dans le cas TM:
(fr)oit = 0,13 GHz (4.27)

On présente dans les tableaux 4.2 et 4.3 les premiéres fréquences de résonance (en

Ghz) suivant la polarisation TM ou TE considérée.

(n,p)

(l,l)TM

(172)TM

(l,l)TE

(1;3)TM

(1;2)TE

(174)TM

(271)TM

[ (en Ghz)

0.131

0.185

0.214

0.237

0.275

0.289

0.292

TAB. 4.2 — Sept premieres fréquences de résonance de la sphére unité.

(n,p)

(1;3)TE

(1;5)TM

(176)TM

(2;3)TM

f (en Ghz)

0.333

0.341

0.355

0.368

0.391

0.392

0.416

TAB. 4.3 — Premiéres fréquences de résonance (TM).

4.2.4 Spectre en fréquences pour la boule métallique

Pour obtenir le spectre en fréquence dans la cavité, on initialise le champ électromagnétique

a l'intérieur de la cavité par une Gaussienne centrée en un point arbitraire (P = (0.26, —
0.70,0.25)). Une transformation de Fourier est réalisée sur environ 2500 pas de temps pour
obtenir le spectre B, en un point de la boule. Le mode fondamental est discrétisé avec
environ une quinzaine de points par longueur d’onde. Les calculs ont été réalisés avec un
nombre de Courant (CFL) égal a 1. Le schéma utilisé est le méme que précédemment
(B=1%,7=0.1¢et RK3).

Nous avons reporté sur la figure 4.17 le spectre de B. en fontion de la fréquence, les
fleches représentant les fréquences propres exactes de la cavité. Les onze premiers modes

sont particulierement bien représentés.

On peut cependant noter que deux fréquences n’ont pas été captées: f = 0.275 et
f = 0.392. Ceci provient du fait que pour chacune de ces valeurs il existe une autre
fréquence de résonance tres proche (f = 0.289 et f = 0.39). De plus, pour ces fréquences,
la discétisation spatiale n’est pas suffisante car elle correspond respectivement a sept et

cing points par longueur d’onde.
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Spectre de Bz pour la cavite spherique
0.016 T T T T

T m

spectre Bz —

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
FREQUENCE (GHz)

F1c. 4.17 — Premuiers modes propres de la sphére unité.

On présente sur la figure 4.18 le spectre complet obtenu a 'aide de notre méthode.
Outre les onze premiers modes particulierement bien représentés, il est intéressant de re-
marquer qu’un certain nombre d’autres fréquences sont également captées en dépit d’un
léger décalage. De plus, comme précédemment, les modes dont les valeurs sont tres proches
et qui correpondent a un faible nombre de points par longueur d’onde ne sont pas tous

représentés.

Spectre de Bz pour la cavite spherique
0.016 T T T T T

spectre Bz —

0.014 - q

0.012

T

0.01 - q

0.008

T

0.006

T

0.004

T

0.002

T

op- e T - T T T T

1 1 1 1 1

0.1 0.2

0.3 0.4
FREQUENCE EN GHz

F1G. 4.18 — Modes propres de la sphére unité.
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Conclusion

Nous avons présenté un schéma numérique basé sur une formulation volumes finis et
appliqué a des maillages triangulaires ou rectangulaires pour la résolution de problemes
hyperboliques. Le but de notre étude était d’obtenir un schéma numérique d’ordre élevé en
minimisant si possible la diffusion numérique tout en conservant un pas de temps optimal
et un cout en temps CPU raisonnable. Pour cela nous avons choisi une approximation
spatiale qui utilise un flux décentré caractérisé par deux parametres [ et y. La valeur
du parametre 3 a été fixée a % afin d’assurer 'ordre 3 pour des maillages structurés. Le
parametre v a été introduit afin de contréler la diffusion numérique par pondération du
terme de décentrage. L’analyse de stabilité nous a fourni la valeur optimale de ~ dans
le but d’obtenir le plus grand pas de temps possible. Finalement, nous avons proposé un
schéma de Runge Kutta a trois pas pour l'intégration temporelle.

Bien str notre étude théorique s’est limitée au cadre de I’équation d’advection linéaire
en deux dimensions d’espace. Néanmoins, les résultats numériques obtenus a ’aide de ce
schéma pour des simulations en électromagnétisme en 3-D prouvent 'efficacité du schéma

proposé au niveau de la précision des solutions calculées.
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Chapitre 5

Approximation en maillages

multi-éléments

L’essentiel de ce chapitre est tiré du rapport Cermics (IN° 97-92) réalisé avec Loula
Fézoui* et intitulé “Méthode PML en volumes finis pour la résolution des équations de
Maxwell en maillage hybride 2-D”.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont également fait ’objet d’une communication au

congres ACES97, Monterey, Californie.

* CERMICS-INRIA, BP 93, 06902 Sophia-Antipolis Cedex



108

Chapitre 5. Approximation en maillages multi-éléments

Introduction

Nous venons de voir qu’apres quelques modifications, la méthode PML s’adaptait
bien au cas des volumes finis en maillages non structurés et qu’ainsi, on pouvait réduire,
en deux dimensions d’espace, la distance a la frontiere artificielle d’une longueur d’onde
par rapport a un décentrage classique [39].

Dans le but d’augmenter encore I’efficacité, une solution, en deux dimensions d’espace, est
de revenir aux maillages de type différences finies (grilles rectangulaires) deés que I’on rentre
dans le milieu absorbant. C’est 'objet du présent travail: construire un maillage hybride
de type triangulaire pres de 'objet diffractant et rectangulaire dans le milieu absorbant.
De plus, les schémas utilisés sur chaque grille peuvent étre différents. Ici, on résout dans la
zone triangulaire les équations de Maxwell en domaine temporel par un schéma volumes
finis d’ordre élevé en espace. Dans le milieu absorbant maillé en rectangles, on résout les
équations de Maxwell modifiées par un schéma centré. L’évolution en temps dans tout
le domaine de calcul est réalisée par un schéma de type Runge-Kutta a trois pas. Des
expériences numériques en régime fréquentiel et temporel sont présentées. Les résultats
obtenus en maillage hybride sont comparés, en termes d’erreur et de temps de calcul, avec

ceux obtenus avec des grilles triangulaires.

5.1 Approximation Numérique

L’approximation numérique développée ici repose sur des maillages en deux dimen-
. , o )1z .
sions d’espace constitués de deux types d’élément : triangle et rectangle.
Nous proposons de décrire dans cette section les changements qui interviennent par rap-

port au chapitre 1.5, du fait de I'utilisation de ce type de maillages hybrides conformes.

5.1.1 Formulation variationnelle

Soit, 7, une discrétisation classique du domaine 2, approximation du domaine de
calcul 2, par des polygones (triangles et rectangles). A chaque noeud S; est associée une
cellule C;. Pour les maillages hybrides conformes considérés dans notre étude, le domaine
de calcul est divisé en deux zones: la zone correspondant au maillage triangulaire (Dy)
et celle correspondant au maillage rectangulaire (Dg). De plus, un traitement particulier
sera apporté au niveau de Uinterface (D;) entre ces deux zones.

Néanmoins, quelque soit le noeud du maillage considéré, les cellules de controle sont
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construites classiquement de la fagon suivante :

— cellule centrée sur un noeud de Dr: on relie les centres de gravité des triangles

contenant le noeud au milieu des arétes aboutissant au noeud (figure 5.1),

Fi1a. 5.1 — Cellule pour la zone triangle Dr

— cellule centrée sur un noeud de Dpg: on relie les centres de gravité des rectangles

contenant le noeud au milieu des cotés aboutissant au noeud (figure 5.2),

Fi1a. 5.2 — Cellule pour la zone rectangle Dg

— cellule centrée sur un noeud de l'interface D; : on combine alors les deux construc-

tions précédentes (figure 5.3).

Ainsi, la réunion de toutes les cellules forme une nouvelle partition de €2,

i=1

ol ns représente le nombre de noeuds du maillage.
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Fic. 5.3 — Cellule pour linterface Dy

On considere toujours ’équation de conservation (1.7) sous forme condensée :
Q. + VFQ) =0 (7)€ Qx R, (5.1)

avec I'(Q) = "(F(Q),G(Q))-

Les méthodes de volumes finis sont basées sur l'intégration de (5.1) sur chaque cellule C;
quelque soit la forme de la cellule. Par conséquent, I’approximation numérique développée
au chapitre 1.5 reste sensiblement la méme. On note (Q);); la valeur moyenne de @, sur
la cellule C;. On obtient :

Aire(C3) (Q); + /C FFQdr= 0 (5.2)

5.1.2 Calcul des flux numériques

A Tordre un, le calcul des flux numériques est rigoureusement identique a celui développé

au paragraphe 2.3.1.

Approximations d’ordre supérieur :

Nous utilisons ici une formulation dite $-schéma pour définir les nouvelles valeurs aux
interfaces calculées a l’aide d’une combinaison convexe des pentes (voir §2.3.2).
Les gradients (?Q)” sont définis de plusieurs facons suivant le type d’élément auquel
appartient le noeud considéré.
Dans le cas ou S; appartient a Dy, on définit des gradients discrets en ces points comme
une moyenne des gradients de Galerkin autour du noeud S;. On écrit alors pour chaque

composante k (k=1,2,3) du vecteur Q:

VO = S A”e ) Zory (5.3)

T€T,,S;€Dr

- Azre(C )
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Dans le cas ou S; appartient a Dy, le calcul des gradients n’est pas immédiat. On propose
ici une technique qui permet d’évaluer ces gradients. Le noeud S; de 'interface est entouré
d’éléments triangulaires et rectangulaires (voir figure 5.3). On décide alors de couper les
rectangles mitoyens de 'interface en deux triangles fictifs. Ainsi, S; n’est plus entouré que
d’éléments triangulaires et le calcul du gradient en ce noeud est alors similaire a celui
précédemment établi pour un noeud S; appartenant a Dy.

Dans le cas ou le noeud S; appartient a Dy, on définit le gradient (pour chaque composante
k du vecteur @) de la fagon suivante :

Vo e — L / Q" drdy.
C;

Aire(C;)

En appliquant la formule de Green, nous obtenons:
/ ?Qk dx dy = Qkﬁij ds.
C; aC;

D’ou 'expression du gradient :

1 QF+QF\
le = Aire(Cy) 'Z) (T) Mij» (5.4)

avec 7;; et K (i) définis précédemment.

5.2 Reésultats Numériques

Nous présentons dans cette partie une série d’expériences numériques afin de tester la
méthode de volumes finis en maillages hybrides (rectangles-triangles). Une comparaison
numérique portant sur différents schémas d’ordre élevé est également proposée. Enfin, une
attention particuliere est donnée a l'utilisation de ces maillages hybrides lorsqu’ils sont

associés au matériau PML pour le calcul de Surface Equivalente Radar (SER).

5.2.1 Problemes instationnaires

On rappelle que le milieu de propagation considéré est le vide . Dans cette partie, les
calculs numériques ont été effectués en champ total. De par la nature des tests considérés
(calculs de résonnance), seule intervient dans ce paragraphe la condition de type métal

parfait qui borne le domaine de calcul. Le nombre de Courant est pris égal a un.
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Propagation d’un mode de résonance dans une cavité

Nous considérons une cavité rectangulaire définie de la facon suivante:
CR={(z,y)|0<x<z0,0<y <y}, avec o = 80m et yo = 40m.
L’intéret de ce cas académique est la connaissance des solutions analytiques (voir [16]
par exemple). On se propose de suivre I’évolution en temps du mode propre (8,4) de
cette cavité. On initialise alors le champ électromagnétique (mode TM) avec la solution

analytique a l'instant 7 = 0 en tous les points du maillage:

H.(%,0) = Hy(%,0) =0
E.(Z,0) = sin(k,x) sin(kyy)
/s
10°
Afin de pouvoir comparer les différents schémas définis précédemment on se propose de

avec k; = ky =

déterminer le nombre de points par longueur d’onde A nécessaire a I’obtention d’une erreur

E.. fixée. E,. est 'erreur sur I’énergie. Elle est définie de la fagon suivante:

(f ) - ) P dah)%

(7ot m)

ou EP(1) et E(7) sont les énergies approchées et exactes respectivement. Finalement,

Eoq(r) =

on obtient :
Erel — Z AT | Erel(T) |

Le tableau 5.1 met en évidence le manque de précision du schéma a I’ordre un: 41 points
par longueur d’onde sont nécessaires pour obtenir une erreur de 'ordre de 17%. D’autre
part, il est intéressant de noter que pour un schéma donné et une erreur donnée, le
maillage en triangles (drapeau anglais) conduit a une augmentation relativement sensible
du nombre de points par longueur d’onde par rapport a une grille en rectangles. Par
exemple, pour une erreur fixée a moins de 3% avec le schéma RK3, v = 1 et § = 3 le
maillage en triangles nécessite 22 points alors que pour la grille rectangulaire 16 points
suffisent. Ceci s’explique aisément par le caractere diffusif du schéma en triangles [15].
D’un autre coté la valeur du parametre v du schéma joue également un role important
quant aux nombres de points par longueur d’onde nécessaire a l’'obtention d’une certaine
erreur. En effet, si ’'on choisit, par exemple, une grille rectangulaire et que 1'on désire une

erreur de moins de 3%, le schéma avec v = 1 nécessite 16 points tandis que pour v = 0.1,
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14 points sont suffisants. Ceci se traduit par un gain sur le nombre de points du maillage

total de 'ordre de 25%.

TAB. 5.1 —: Nombre de points par longueur d’onde pour une erreur donnée

moins de entre entre plus de
3% 3et5 % |5et 10% 10 %
RK1 rectangle 41
(17%)
RK3 rectangle 16 14 12 9
v =1 (2.7%) (3%) (6%) (12%)
RK3 triangle 22 17 14 12
v =1. (2.3%) | (4.8%) (8%) (11%)
RK3 rectangle 14 12 9 7
v=0.1 (1.7%) (3.1%) (6.8%) (14%)
RK3 triangle 16 14 12 9
v =01 (2%) (3%) (6.8%) | (11%)
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On peut donc en déduire que dans ce cas particulier, le schéma qui semble le mieux adapté
a l'obtention de résultats précis pour le champ électromagnétique, est un schéma évalué
sur une grille a mailles rectangulaires avec un parametre v de 'ordre de 0.1.

Avec ce schéma (RK3, f = 3 v = 0.1), on propose maintenant de valider la méthode sur
une grille hybride (triangles-rectangles). Le tableau 5.2 donne les erreurs E,. obtenues
avec ce schéma pour des maillages (triangles, rectangles et hybride) correspondant a 14
points par longueur d’onde. Comme on pouvait s’y attendre, I’erreur obtenue avec le
maillage hybride (2.4%) se situe entre les deux erreurs obtenues avec les grilles en triangles
(3.%) et en rectangles (1.7%).

TAB. 5.2 —: E,. suwant le type de maillage

grille rectangulaire | grille hybride | grille triangulaire

esf]

el L.7% 2.4% 3.%

Fréquences de résonance pour une cavité

Nous considérons maintenant une cavité carrée de longueur 1m. Le champ électromagnétique
(mode TM) est alors initialisé par une gaussienne centrée en un point de la cavité. Le
nombre de Courant (CFL) est pris égal a 0.75. Une transformation de Fourier est réalisée
sur environ 1500 pas de temps pour obtenir le spectre de F. en un point de la cavité.
Dans un premier temps, nous proposons de comparer le schéma classique d’ordre 3 (y = 1.)
avec celui proposé et déja étudié dans les sections précédentes (y = 0.1). Le maillage
utilisé est une grille rectangulaire. Le mode fondamental est alors discrétisé avec une
trentaine de points par longueur d’onde. Nous avons reporté sur la figure 5.4 le spectre
de E. en fonction de la fréquence en GHz pour ces deux schémas. Les fleches verticales
représentent les fréquences de résonance exactes [16]. Nous observons que dans les deux
cas les 4 premieres fréquences sont bien capturées. Comme dans ’étude précédente on
peut noter la meilleure précision obtenue lorsque le parametre 7 est égal a 0.1. En effet,
avec cette valeur du parameétre 7, on constate (fig.5.4) que plusieurs autres fréquences
sont capturées, en particulier la cinquieme fréquence.

En conséquence, nous décidons d’utiliser ce schéma (avec v = 0.1) pour tester la méthode
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en maillage hybride. On décide de comparer les spectres obtenus suivant les deux types
de maillage considérés: grille rectangulaire et maillage hybride. Néanmoins on conserve la
méme discrétisation pour le mode fondamental (environ 30 points par longueur d’onde).
Nous avons reporté sur la figure (5.5) le spectre de E, en fonction de la fréquence en GHz

pour ces deux maillages et on observe une bonne concordance des résultats.

Spectre de Ez suivant le schema utilise en maillage rectangulaire

0.4 T T T T T T
Gamma=0.1 <-—
Gamma=0. ----
0.35 - E
03 N
0.25 i
02 ,
0.15 B
0.1 E
005 | ; " N . -
. le co Soegd, Spon 0P %Mﬁ m
| I I A (A A R
-0.05 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Fia. 5.4 — Spectre de E, en fonction du schéma utilisé

Diffraction d’un pulse sur un cylindre infini

Nous simulons ici la diffraction d’une impulsion (onde a support compact) sur un
cylindre métallique de section circulaire. La géométrie du probleme rend plus naturel
'utilisation d’un maillage hybride que pour les calculs précédents dans des cavités carrées.
Ainsi, dans un proche voisinage du cercle, le maillage utilisé sera constitué de triangles;

loin de l'objet on utilisera un maillage en rectangles (voir figure 5.6).
L’onde incidente est représentée par la donnée d’un champ électrique égal a une onde
harmonique TM sur une demi-longueur d’onde et nul ailleurs:

B =cos{| k| (xcosd + ysind — 1)} X(au,

ou [a,b] est le support de 'impulsion, 6 'angle d’incidence et k le nombre d’onde. Les ex-

pressions des autres composantes du champ électromagnétique se déduisent des équations
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Spectre de Ez suivant le maillage utilise (schema = Rk3 + Gamma=0.1)
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rectangles —
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Fi1G. 5.5 — Spectre de E. en fonction du maillage utilisé

FiGc. 5.6 — Maillage hybride pour le cylindre
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de Maxwell. L’onde incidente illumine le coté droit du cercle. Les figures (5.7) représentent
I’évolution temporelle du champ électrique total E. en deux temps différents, suivant le
type de maillage utilisé: a gauche, un maillage en triangles et a droite, un maillage hy-
bride. On remarquera les bons comportements des solutions en champ total ainsi que la
bonne correspondance des solutions obtenues avec le maillage hybride et celui en triangles.

Le pas de discrétisation correspond ici a une quinzaine de points par longueur d’onde.
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Fic. 5.7 — Evolution temporelle du champ électrique total E.

(gauche : non struturé - droite : hybride)

Remarque 5.2.1 : On cherche a valider le schéma sur un maillage hybride, seuls des
critere d’ordre qualitatif sont retenus. On se contente donc ici de ['utilisation de la condi-

tion de décentrage a l'infini.

5.2.2 Probleme harmonique: calculs de SER

On s’intéresse maintenant a la propagation d’ondes harmoniques. Une application clas-
sique concernant ce domaine est le calcul de surface équivalente radar (SER). Elle consiste
a évaluer la puissance rayonnée dans une certaine direction par un objet lorsqu’il est illu-

miné par une onde incidente émise par un radar. Le lecteur intéressé par les détails de la
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méthode utilisée pour calculer cette SER pourra se référer a [11] par exemple.

On utilise ici comme condition aux limites, une adaption des matériaux PML de Bérenger
(voir section 2.4) qui permet de placer la frontiere I'o, & une longueur d’onde A de 1'objet
diffractant [39].

On propose ici de comparer les résultats obtenus sur le calcul de la SER suivant le type

de maillage considéré.

Cylindre de section circulaire

Des résultats de SER bistatiques sont maintenant présentés pour un cylindre métallique
de section circulaire avec un maillage hybride. Ces résultats, traités en polarisation TM,
seront, comparés a la fois aux résultats obtenus en maillage triangulaire ainsi qu’aux so-
lutions exactes [33]. Le cylindre est ici illuminé par une onde incidente harmonique et les
calculs sont poursuivis jusqu’a ce que la solution atteigne un état stationnaire périodique
[11].

Le cylindre métallique placé dans le vide est tel que kay = 5 ou k est le nombre d’onde
et ag le rayon.
La comparaison entre les résultats obtenus avec les différents maillages se fera a 'aide de

Perreur relative en norme L2 de la SER:

N
Z | Sapp(Ok) — Sea(Ok) |2
EL2 = V2

Y

N
Z | Sex(ek) |2
k=0

2k
avec 0, = Tﬂ, Sex la SER exacte et Sy, la SER calculée avec les différents maillages. Le

maillage hybride est similaire & celui de la figure (5.6). Le pas de discrétisation pour les
deux maillages correspond a une quinzaine de points par longueur d’onde. Le tableau 5.3
met en évidence la similitude des résultats obtenus avec les deux types de maillage pour
une frontiere [',, placée a une longueur d’onde du cercle.

Profil d’aile

On g’intéresse maintenant au calcul de la Surface Equivalente Radar pour un profil
d’aile NACAO0012. Ce test est plus complexe que le précédent et la solution exacte n’est
pas connue. Néanmoins, on utilisera comme donnée de référence une SER comparée et

validée avec d’autres méthodes numériques (méthode intégrale en particulier [40]). De la
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TAB. 5.3 —: EL? pour le cylindre

Maillage en triangles | Maillage hybride

erreur (x1073) 7.65 7.7

meéme facon que pour le cylindre infini, on illumine le profil d’aile métallique par une onde
plane TM a une incidence de 90 deg. L’obstacle a une longueur de 4\ et la fréquence de
I’onde incidente est de 1.2 GHz. Le nombre de points par longueur d’onde utilisé pour la
maillage (voir figure (5.8)) est de 'ordre de 20. On rappelle que la frontiere fictive I'y, est

placée a une longueur d’onde du profil.

Fic. 5.8 = Mazillage hybride pour le profil d’aile

De la méme facon que pour le cylindre métallique, on se propose d’évaluer 'erreur
relative EL? de la SER. La SER exacte est alors remplacée par la solution de référence
précisée ci dessus.

Le tableau 5.4 met une fois de plus en évidence la bonne correspondance des résultats
obtenus avec les deux types de maillage.
Finalement, on montre sur la figure 5.9 le diagramme de SER obtenu avec notre méthode.

On le compare avec la SER calculée a 'aide du schéma volume fini classique sur un
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TAB. 5.4 —: EL? pour le profil d’aile

Maillage en triangles

Maillage hybride

erreur (x1073)

2.5

2.6

maillage entierement non structuré (solution de référence). On peut remarquer la tres
bonne correspondance entre les deux solutions. Il est a noter que la solution de référence
a été obtenue en utilisant la condition de décentrage a I'infini pour une frontiere [', placée

a deux longeurs d’onde de l'aile. La SER présentée sur la figure 5.9, grace au milieu PML,

est obtenue avec I'y, placée a une longueur d’onde du profil.

25 T

20

15

DB

hybrid method —
reference ----

-10 L

0 50

F1G. 5.9 — Comparaison des SER pour le NACA0012 (cas TM)

100 150 200 250

ANGLES

5.2.3 Coiits comparés des méthodes

Nous présentons maintenant des séries de mesures du cotit en temps CPU suivant les

maillages utilisés pour la diffraction d’ondes sur un cylindre infini. Ces mesures ont été

réalisées sur une machine DEC ALPHA 400/233.

300 350
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On utilisera pour ces tests un maillage triangulaire et un maillage hybride. Néanmoins
le nombre de points pour la discrétisation sera rigoureusement le méme pour ces deux
maillages. On représente dans le tableau 5.5 les caractéristiques des maillages utilisés

pour cette étude. Dans ce cas, le maillage hybride entraine une diminution de I'ordre de

TAB. 5.5 —: Caractéristiques des maillages

Maillage en triangles | Maillage hybride

noeuds 2776 d776
segments 16940 12912
éléments 11164 7136

20% pour le nombre de segments et de I'ordre de 35% pour le nombre d’éléments. Ceci
ce traduit par un gain en temps de calcul au niveau des gradients de ’ordre de 25% et de

20% pour les flux.

La figure (5.10) montre les temps de calcul CPU en fonction des itérations en temps
nécessaire a un calcul de diffraction suivant le type de maillage considéré. Le maillage
hybride conduit a un certain gain en temps CPU par rapport a un calcul sur maillage

triangulaire.



5.2 Résultats Numériques 123

Couts CPU compares
600 T T

hybride —
triangles ----

500 | i

400 E

Temps de calcul CPU (s)
w
o
o
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L
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100 | |
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Nombre iterations en temps

Fic. 5.10 — Temps CPU suivant le maillage

Remarque 5.2.2 : Ces comparaisons ont été réalisées sans les conditions de type PML

dans le but de chiffrer le gain effectif apporté par la seule hybridation du maillage.
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Conclusion

Nous avons présenté ici nos premiers résultats sur la résolution des équations de Max-
well en maillage hybride.
La comparaison des résultats avec ceux obtenus avec la méme méthode numérique sur une
grille triangulaire s’est révélée en faveur des maillages hybrides. La qualité des solutions
est préservée avec un gain en temps de calcul de 'ordre de 20%.
Malgré ces résultats assez encourageants en deux dimensions d’espace, il nous semble
difficile d’étendre telle quelle cette méthode au cas tridimensionnel. En effet, en trois
dimensions d’espace, on ne peut pas recoller de facon conforme des tétraedres et des
héxaedres sans intercaler d’autres éléments a l'interface comme des pyramides a base
carrée par exemple. A notre connaissance, de telles techniques ne sont pas intégrées dans
les logiciels de maillage existants. De plus, notre choix des volumes de controle (cellule
centrée aux noeuds) nous obligerait a des calculs couteux pour évaluer les normales des
différents volumes de contréle, et en particulier des cellules centrés aux interfaces des
différents éléments. Il semblerait donc que 'utilisation de maillage multi-éléments dans
le cas tridimensionnel ne soit envisageable a moindre cott qu’a condition d’utiliser a la
fois des volumes de controle centrés aux éléments et des recollements non conformes. Ce

travail fait actuellement l'objet d’une these préparée par M.Remaki [41].
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Chapitre 6

Etude bibliographique sur les

conditions absorbantes

Ce chapitre est paru sous forme d’un raport Cermics (N° 96-52) intitulé “Rapport
bibliographique sur les conditions aux limites absorbantes pour la propagation d’ondes”.
Rédigé au cours de l'année 1995, il présente une liste, non exhaustive, des principaux
travaux portant sur le sujet des conditions aux limites effectués jusqu’a cette date. En
particulier, la métohde des matériaux fictifs absorbants proposée par Bérenger [12, 13|
y est présentée. Cependant, depuis ce rapport bibliographique, un tres grand nombre de
travaux a été consacré au développement de ces nouveaux matériaux absorbants dans
le cadre de l'électromagnétisme. Ces contributions n’apparaissent alors évidemment pas
dans ce chapitre. Il nous a semblé cependant important d’en citer ici quelques unes. En
particulier, les milieux PML ont été adaptés aux coordonnées curvilignes par F. Collino
et P. Monk [42]. Il est également intéressant de noter que l'utilisation de ces matériaux
parfaitement absorbant a débordé du cadre iniial des applications de I’électromagnétisme.
En effet, nous retrouvons cette méthode dans [43] pour la simulation d’ondes élastiques

ainsi que dans [44, 45] pour les équations d’Euler et la liste est loin d’étre exhaustive.
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Introduction

L’étude bibliographique présentée dans ce rapport a été menée dans le but de recenser
le maximum d’informations disponibles traitant de la simulation numérique de problemes
de propagation d’ondes posés dans un domaine non borné. Pour absorber les ondes sor-
tantes, deux méthodes sont fréquemment utilisées dans les codes de calcul. La premiere
consiste a obtenir sur la frontiere fictive une condition aux limites absorbante (CLA),
approximation de la condition aux limites transparente (CLT) non locale. La seconde
consiste a entourer le domaine de calcul par un matériau absorbant délimité par une
frontiere de type conducteur parfait.

Le papier est divisé en quatre parties. Les trois premieres traitent de la méthode des
conditions aux limites absorbantes. La premiere partie établit les définitions, présente le
probleme a résoudre ainsi que les propriétés que l'on doit essayer de vérifier. La seconde
s’attache a la résolution du probleme modele de ’équation des ondes scalaire. On rap-
pelera de quelle facon on peut déterminer la condition aux limites transparente et ses
différentes approximations pour obtenir les conditions aux limites absorbantes. Dans la
troisieme partie, on s’attache a I’obtention des CLA pour le systeme de Maxwell insta-
tionnaire. On verra les différentes approches qu’il est classique de considérer. Enfin, la
quatrieme et derniere partie met en avant la seconde méthode utilisée pour borner le
domaine de calcul, a savoir 1'utilisation de matériau absorbant. Cette derniere partie est

essentiellement fondée sur les travaux récents de Bérenger [12, 13].

6.1 Présentation du probleme

Le probleme des conditions aux limites artificielles apparait lorsque 'on doit calculer
la solution dans un domaine fini d’un probléeme posé dans un domaine infini. Pour des
raisons d’'implémentation numérique (il n’existe pas de domaine infini sur machine), une
méthode utilisée couramment dans la pratique consiste a limiter le domaine de calcul en
imposant une frontiere artificielle notée par la suite I'. Le domaine de calcul, noté €2, est

alors borné (voir figure 6.1).

On va chercher a obtenir une solution du probleme aux limites qui soit la restriction a
() de la solution du probleme posé dans tout I’espace. Dans ce cas la, la condition aux
limites sur I" est appelée condition aux limites transparente (CLT). Cette CLT n’en-

traine, par définition, aucune réflexion sur la frontiere artificielle, mais elle a I'inconvénient
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F1G. 6.1 — Présentation du probleme

d’étre généralement non locale en espace et en temps et par conséquent peu commode
d’utilisation. On va donc chercher a approcher cette condition exacte: on parlera alors de
conditions aux limites artificielles , ou absorbantes (pour des raisons énergétiques),
ou bien encore approchées (CLA). On verra par la suite qu'il existe différentes approxi-
mations qui conduisent a de nombreuses CLA; néanmoins la CLA retenue doit vérifier
certains criteres:

— étre locale en temps et en espace,

— conduire a un probléeme aux limites bien posé,

— minimiser les réfléxions parasites sur I,

— minimiser 1’éloignement de I'.

Dans le cas des problemes stationnaires, la condition aux limites transparente est représentée

par une équation intégrale sur le bord. Ce type de problemes n’entrant pas dans le cadre
de notre étude, le lecteur intéressé pourra se référer par exemple a [46, 47]. Pour les
problemes hyperboliques, la stratégie la plus fréquemment utilisée consiste a déterminer
des CLA qui rendent la frontiere artificielle totalement transparente pour des ondes a inci-
dence normale. L’obtention de conditions aux limites absorbantes de plus en plus précises
obligera a augmenter le degré des opérateurs en temps et dans les variables tangentielles
des approximations. Bayliss et Turkel propose dans [48] une approche différente pour
’obtention des conditions aux limites artificielles. Ils obtiennent leur famille de conditions
au moyen d’une décomposition de la fonction de Green a linfini. Le principe est le sui-
vant: ils établissent un développement asymptotique en E de la solution u. Ils obtiennent
ainsi une famille d’opérateurs différentiels locaux notée l’;n ou quelque soit m, 'opérateur
B,, annihile les m premiers termes du développement asymptotique. Ces résultats s’ap-

pliquent particulierement bien pour des problemes a symétrie sphérique. Notre étude
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portant sur des domaines rectangulaires on ne développera pas plus ici ces résultats. Le

lecteur intéréssé pourra consulter [48].

6.2 Le probleme modele: I’équation des ondes sca-

laire

On se propose de rappeler ici la démarche classique afin d’obtenir les conditions aux
limites pour I’équation des ondes scalaire dans un demi-espace homogene de dimension
trois. Elle est basée sur I'utilisation de la transformée de Fourier dans les variables tan-

gentielles et temporelle appliquée au probleme (P).

2
(P) % — ?Au =0 dans R?

+ conditions initiales en temps

T3
FPu +
ﬁ—cAuzodansQ
() ) (21,22)
% — Au =0 dans Q~

Fi1c. 6.2 — Le probleme modéle

Le principe général est le suivant:

— l’espace de départ IR® est borné par la frontiere artificielle I' = {z3 = 0}, par

exemple, le domaine d’étude étant alors limité & un demi-espace (fig.6.2),

— on établit la CLT par transformée de Fourier,

— on approche l'opérateur non local de la CLT par des opérateurs différentiels: on
obtient une CLA,

— on étudie alors la stabilité et le caractere bien posé du probleme couplant I’équation
des ondes dans le domaine intérieur et une CLA sur le bord,

— la précision de ce type de CLA se mesure a l'aide d’'une étude classique par onde

plane.
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6.2.1 Obtention de la CLT

Le probleme ainsi posé conduit a un probleme de transmission a travers la frontiere
artificielle I'. On impose a travers celle ci la continuité de la solution ainsi que la continuité
de sa dérivée normale. Afin d’écrire une unique relation liant u(z,22,0) et a%(asl,a:Q,O),
on effectue, sur I’équation des ondes, une transformation de Fourier partielle 3en (21,22)
et en temps ¢.

A TDextérieur du support des données supposé inclus dans €27, on obtient ’équation

d2/\ 2 R
—d—;;+ <k2—w—>u 0, (6.1)
3

différentielle ordinaire:

2
c
ou k = (k1,ky) et w sont respectivement les variables duales de x = (x,2) et t.
2

. .. , . N . W .. .-
En imposant une condition de décroissance a U'infini pour k* > — ainsi qu’une condition
c

2
N . w . , .
d’onde sortante & l'infini pour k* < —» la solution exacte s’écrit alors:
c

W2\ ?
u(k,rs,w) = u(k,0w)exp | — <k2 — §> x3 |.

Soit, en dérivant par rapport a x3 cette solution exacte, on obtient la condition aux limites

tranparente (CLT) écrite en variables de Fourier:
1
du w\?
d—x?,(k’x?”w) |eg=0= — (k2 - g) U(k,23,w) |og=0-

Finalement, en effectuant une transformation de Fourier inverse, on obtient la (CLT):

0
a—u—i—T.u:O sur I,
T3
e 2\ 3 (6.2)
avec T.u = <k2 — —2> u,
c

M

2
w

ou T est un opérateur pseudo-différentiel sur I' x IR* de symbole <k2 — —2> . Cet
c

opérateur est non local en temps et en espace.

Les solutions de cette équation se propagent dans le sens des 3 positifs. On obtient alors

le probléme suivant a résoudre sur IR* = {(z1,79,73),23 < 0}:

( 0%u

2 AAu =0 dans IR?,

(P7) %—l—T.u:OsurF,
8333

[ T conditions initiales en temps.
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On montre que la solution du probleme (P~) coincide avec la restriction a IR® de la

solution de (P): la condition est dite transparente.

6.2.2 Obtention des CLA

Le principe

Afin d’obtenir un opérateur plus maniable que celui obtenue par la condition trans-

parente, on décide de ’approcher par un opérateur différentiel. L’idée de base consiste a
2

. w2 R : :
approcher la quantité (k2 — —2> par des polynomes ou des fractions rationnelles. On
c
2 2
s'intéresse ici particulierement aux ondes propagatives i.e. pour des valeurs de —- << 1.
w

1
2\ 2 2.2
L. w w k?c
Ainsi on a k2——2 :z—\ll——2.
c c w

Remarque: Pour w = 0 cette méthode n’est plus valable. Les approximations considérées
ici sont donc plutot des approximations hautes fréquences.
On va de la sorte obtenir une condition aux limites approchée locale, s’exprimant a ’aide

d’opérateurs différentiels et qui absorbera bien les ondes planes a faible incidence.
Zoologie des approximations

Cette partie est réservée aux différentes approximations de l'opérateur T qu’il est
classique de considérer. Pour chacune, on précise la CLA correspondante ainsi que les
auteurs auquels on pourra se référer pour de plus amples détails.

On cherche a approcher la quantité suivante:
I{I262 2 k2c2
<1 - —2> pour | —-[<1 (i.e ondes propagatives).
w w

— Développement de Taylor de /1 — x?

— Taylor ordre 0

10u  Ou
LA): ——+—= =0.
(CLA) cat+8a:3 0enx3 =0

— Taylor ordre 1

10°uw 1 0%*u 1
— ~ — =Aru=0 =0
c? ot? * cOx30t 2 r o s ’

(CLA):
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P 70
dx?  0xd

ou AT:

— Fractions rationnelles

On écrit:
J 2
Vi—?m1-Y g
= B 1 — aja?’

ou les o et les 3; sont réels. Si on choisit ces 2.J coefficients tels que:
2 . 9 g
b= <2J+1>’

a; = cos® T ,
2J+1

on obtient les approximants de Padé.

Pour J =1, on a la CLA suivante sur la frontiere x3 = 0:

103 1 u 10 0

3o T Eanar 2ol T T gy A =0 (63)

(CLA) :

Les conditions aux limites absorbantes obtenues par développements successifs de
Taylor ou de Padé ont été proposées par Engquist-Majda. Pour un complément
d’informations, on pourra se référer a [49, 50].

D’une facon plus générale, on peut conserver comme inconnues les 2J coefficients
a; et (3;. L’approximation de la fonction v/1 — 22 est en O(z*/*?). La méthode qui
suit est présentée par Collino dans [51].

Une fois retenue 'approximation par fractions rationnelles on obtient la CLA sui-

vante:

1 8u dp;

c ot 83:3 ]z::ﬁf =0,
*p;
ot?

Cette formulation, inspirée du domaine des équations paraxiales, fait appel a .J

— OéjAT(pj = AT’LL‘%:O pour j =1..J

fonctions auxiliaires définies sur la frontiere. Ces conditions se révélent de qualité
ajustable (on dispose de 2.J degrés de liberté), ce qui permet d’obtenir des conditions
d’ordre élevé.

Remarque: Collino [51], Joly et Vezinet [52] proposent une extension de ces CLA au

cas de I’équation des ondes avec terme d’amortissement.
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6.2.3 Analyse mathématique des CLA

On rappelle dans cette partie les méthodes ainsi que les résultats mathématiques as-
surant la stabilité et le caractere bien posé du probleme couplant 1’équation des ondes
dans le demi-plan d’étude et la CLA retenue pour la frontiere artificielle. Dans un se-
cond temps, en utilisant une technique classique d’analyse par onde plane, on donnera la

précision des différentes CLA retenues.

Analyse de la stabilité

La CLA choisie doit conduire a un probleme mixte (conditions initiales et condition aux
limites) bien posé. On se contente ici de rappeler brievement le critere de Kreiss ([53, 54])
utilisé. A partir de ce critere on donnera les CLA dont le probleme mixte associé est bien
posé et celles qui engendrent des problemes mal posés. Une méthode énergétique peut
etre également utilisée pour établir le caractere bien posé du probleme.

On définit par probleme mizte bien posé, un probleme ayant une unique solution et dont
la norme peut étre estimée par les normes des conditions initiales (la solution vérifie, par
exemple, une estimation de type énergie).

Le critere de Kreiss revient a dire que le probleme mixte (équation des ondes avec condi-
tions initiales en temps et condition aux limites absorbante) est bien posé dans le demi-

espace r3 < 0 s’il n’existe pas de solutions de la forme suivante:

w(x1,r2,x3,t) = ug exp (x/w2+ |k|?x3 + ikx + wt) ,

sous les conditions:
Rew >0 ; Reyw+ |k]?>0 et k#0,

ol k = (k1,ks) € R*; |k |*= ki + k2 et x = (1,79).

Engquist et Majda ([49]) montrent que pour des développements de Taylor d’ordre supérieur
a deux, les CLA obtenues conduisent a des problemes mal posés. En revanche, ils montrent
que celles obtenues par développement de Padé engendrent des problemes bien posés.
Collino utilise, pour établir la stabilité de ces CLA, un résultat établi par Halpern et
Trefethen ([55]): I’équation des ondes couplée avec des conditions initiales en temps et les

CLA obtenues précédemment est un probleme bien posé au sens de Kreiss si et seulement
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si les coefficients «; et [3; vérifient:

Remarque importante:

Si l'on considere le probleme de propagation d’onde en trois dimensions dans le huitieme
d’espace I' , les CLA d’ordre 1 sont bien posées. En revanche, si on impose aux faces
délimitant ce huitieme d’espace des CLA d’ordre supérieur ou égal a 2, on doit alors leur
rajouter des conditions de coins et d’arétes (en dimension deux uniquement une condi-
tion de coin). Pour les CLA d’Engquist-Majda, Bamberger-Joly-Roberts obtiennent ces
conditions pour I’équation des ondes scalaire en imposant simplement un critere de conti-
nuité ([56]). Par exemple, la condition sur une aréte de I' est une combinaison linéaire de
I’équation des ondes et des CLA liées aux deux faces auxquelles appartient ’aréte. Sous
ces conditions, les auteurs montrent que le probleme est bien posé.

De méme, Collino propose dans [51] des conditions d’arétes et de coin pour I’équation
des ondes scalaire, avec une démarche différente. En effet, pour obtenir ces conditions,
il construit une famille de solutions particulieres et il écrit alors les relations satisfaites
au coin et aux arétes par ces solutions. Ainsi le résultat obtenu par cette étude est le
suivant: chaque élément de la famille de solutions particulieres satisfait les conditions de
coin et d’arétes. Mais la question qui se pose alors et qui reste ouverte est de savoir si

toute solution réguliere vérifie ces conditions [51].

Analyse de la précision
On s’intéresse maintenant a I’erreur induite par la frontiere artificielle sur la solution du
probleme. Cette étude repose sur l'analyse du coefficient de réflexion R(6) d’une onde

plane arrivant sur le bord absorbant avec une incidence 6.

On cherche alors des solutions de la forme:

u(x1,x9,x3,t) = exp i(—wt + kyx1 + kaxo + kyx3)

+R(0) exp i(—wt + k1xy + kowy — ksx3),
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FiG. 6.3 — Réflexion d’une onde plane

;

w? = Ak} + k3 +k3),
kgc
avec cost) = —,
w
k2 k2 2
sin®f = 7( ! +22)C .
\ w

Par construction, cette solution vérifie ’équation des ondes dans R3. Elle doit également
satisfaire la condition aux limites artificielle retenue. On obtient alors:

R(6) = (ﬂ>

1+ cos@

Ceci permet de lier 'ordre n de I'approximation au coefficient de réflexion parasite R
d’une onde plane arrivant sur la frontiere artificielle I' avec une incidence 6.

On montre que les CLA obtenues par développement de Taylor a ’ordre n—1 sont d’ordre

n.

Par exemple, la CLA obtenue par développement de Taylor a 'ordre 0 est une approxi-
) 1 —cost
mation du 1°" ordre et on a: R(f) = ———.
1+ cos@

On montre également que la CLA (6.3) obtenue par développement de Padé est une condi-
tion d’ordre 3.

On peut remarquer que:
— la frontiere artificielle I' est transparente pour une onde plane d’incidence normale,
.. , , crrs m . , .
— l'angle d’incidence @ étant fixé, et différent de —, le coefficient de réflexion R est

d’autant plus faible que n est grand,

™ . a1 - ;.
— une onde rasante (6 = 5) est entierement réfléchie. Ceci n’est en général pas grave

dans la pratique car une telle onde reste confinée pres de I'.
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6.3 CLA pour le systeme de Maxwell instationnaire

On présente dans cette partie deux approches pour obtenir les conditions aux limites
absorbantes pour le systeme de Maxwell instationnaire. Chaque composante du champ
électrique E vérifie une équation des ondes dans le vide, mais ces équations restent couplées
par la condition de divergence nulle; la premiere méthode consiste donc a appliquer les
résultats précédents a chacune des composantes du champ électrique. La seconde approche
est la généralisation de la technique développée dans [49] pour les systeémes strictement
hyperboliques. L’étude est similaire au cas scalaire (obtention de la CLT puis approxima-
tion) mais repose directement sur le systeme de Maxwell.

Les équations de Maxwell normalisées en dimension trois, régissant le comportement du

champ électromagnétique (E ,ﬁ ) s’écrivent, en milieu homogene de la fagon suivante:

r —
OF _ Gti = 0 , divE =0
ot
0H - - .
W—i—rotE:O , divH =0 (6.5)

pour {z € IR® et t > 0}.
Les données initiales Ey et Hy sont prises & support compact dans Q = {z € IR? / z; < 0}.

On pose la frontiere artificielle T' = {z € IR* / z; = 0}.

6.3.1 Application du probleme modele au systeme de Maxwell

Si 'on applique a chaque composante du champ électrique les conditions obtenues
précédemment, les schémas numériques qui en résultent sont instables [26]. On impose
alors ces CLA uniquement aux composantes tangentielles du champ électrique, ce qui
permet d’obtenir des schémas stables.

Dans [25], Collino adopte cette démarche pour donner, & partir des CLA obtenues dans
[51] pour I’équation des ondes, des conditions d’ordre élevé pour le systeme de Maxwell.
On commence par écrire les CLA sur chacune des faces sur lesquelles on désire imposer
une condition aux limites. Pour chaque face, la condition aux limites absorbante d’ordre
élevé pour ’équation des ondes 3D est donc imposée a chacune des deux composantes

tangentielles du champ électrique.
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Par exemple, si on considere la face F'* = {(z,y,2 = 0),z < 0,y < 0}, alors la CLA s’écrit

sur cette face:

( aE Ejj ( <z>)

(=)
8;/; 8 Z:: ((p]) Y=0en z=0,

( (Z’)
— o Ay ( (2)> = ArpE,|.—o pour j=1..J,

0” (wgz)) ,

X ot?

— a;Ar ( (z)> =ArEy|.—o pour j=1...J
y

Pour chaque face sur laquelle on impose une condition aux limites artificielle, on doit
construire des équations analogues. Il reste cependant un certain nombre de quantités
indéterminées le long de chaque arete. Pour clore le systeme, il convient de rajouter des
conditions de coins et d’arétes. De la méme facon que dans le cas de ’équation des ondes
scalaire, elles sont obtenues en considérant une famille de solutions particulieres régulieres,
puis en construisant un ensemble de relations de compatibilité que doivent vérifier ces so-
lutions a l’intersection des faces. Afin que le probleme ainsi obtenu soit bien posé, on
rappelle que les 2.J coefficients réels a; et (§; sont choisis tels que (6.4) soit vérifiée.

Numériquement, Collino propose un schéma aux différences finies discrétisant les équations
de Maxwell (schéma de Yee) couplé avec les CLA approchées par des équations centrées.
Les CLA approchées, d’ordre élevé, nécessitent un nombre important de fonctions auxi-
liaires qu’il convient de stocker. Néanmoins le surcott de l'occupation mémoire semble
étre compensé, au vu des expériences numériques [25], par un pouvoir absorbant plus
élevé par rapport a des CLA moins cotteuses mais moins précises comme celle de Silver-
Miiller. I est également intéressant de noter que la frontiere sur laquelle on impose les
conditions aux limites d’ordre élevé doit se situer, dans le cas de la diffraction d’une onde
plane sur un parallélépipede, a une distance minimale de ’ordre d’une dizaine de mailles
de I'objet diffractant. Sous cette conditon et sous la condition que les coefficients «;,3;

solent optimisés [57], alors les résultats obtenus pour la CLA avec J=5 sont satisfaisants.
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6.3.2 Etude a partir du systeme

La démarche utilisée ici consiste a établir directement a partir du systeme des équations
de Maxwell (6.5) des conditions aux limites adaptées. On établit dans un premier temps
la condition de transparence sur la frontiere artificielle I'. On approche cette condition
non locale au voisinage de I'incidence normale. On propose deux méthodes d’approxima-
tion: par développement de Taylor ou par développement de Padé. Pour chacune de ces

approximations on rappelle les résultats importants concernants la stabilité et la précision.
La Condition aux Limites Transparente

A Pextérieur du support des données le systeme de Maxwell peut s’écrire sous forme

de systeme symétrique:

3
atu = Z Al@u,
i=1

u=(EH).

On effectue sur ce systeme une transformation de Fourier partielle dans la direction
transverse (x,r3) et une transformation de Laplace en temps. Les variables duales sont
respectivement o,,03 et 7 =n+1§ avec ReT =1n > 0. Le systeme réduit résultant de
cette transformation de Fourier-Laplace se met sous la forme d’un systeme d’équations

différentielles ordinaires du premier ordre en x:

Ov =71M(1,0)v,
(6.6)

o~~~ —~—

v =t (E27E37H27H3))

avec les notations:

M(r,0) = ( 0 —m(ro) ) et m(r,o) = ( __0203T_2 1 +U%T;2 ) :

m(r,0) 0 (1+0277%) 09037

Les deux autres composantes (E;,H;) du champ électromagnétique se déduisent des autres
composantes par combinaisons linéaires.

La matrice M(7,0) est diagonalisable et admet deux valeurs propres doubles:

AT = £(1+ o T,
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avec ReAt >0 et ReA™ < 0.

A partir de (6.6), on calcule la solution générale:
v="T"(Crexp(TA"z1),Co exp(TA™21),C3 exp(TATa1),Crexp(tAtzy)),

ou 1" est la matrice de passage a la forme diagonale. Pour des raisons d’intégrabilité, le
domaine d’étude étant x; > 0, on doit avoir v € L(ry,ry)exp(TA~x1), ou ry,ry sont les
vecteurs propres a droite de M (7,0) associés a la valeur propre A\~. On obtient alors la

CLT du probleme de Maxwell qui s’écrit en variables de Fourier-Laplace:
It (r,0)v = 0, (6.7)

avec IIT, projecteur sur le sous espace propre associé a la valeur propre A™. On peut alors

écrire la CLT de la facon suivante:

~

(EAn)An+N(ro)(HAn)=0 sur T, (6.8)
ou n est la normale extérieure a I' et

1+ 02772 gyo372
N(r,o) = (14 |o[2 %) 2 ( 2 203 .

o037 2 1+ 0§T‘2

On montre ([28]) que (6.8) est équivalente a la CLT proposée par Bendali-Halpern ([24]).

Cette condition s’écrit:

(- Re0) () (- Re) (7)o o0
|z1=0

)

ou
g =070 j=23,

e = (e2,83) et |e|*=¢e3 + &3,

ale) =1-— % le]? —/1—|2]?, (6.10)

1 [ e2—e2 —2e9¢
Ge)==| * ]
2\ —2e983 —(e3 —¢2)

A partir de cette CLT, il convient, comme dans le cas modele, d’obtenir des approxima-

\

tions de ces opérateurs afin d’avoir des conditions aux limites locales en temps et en espace.
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Approximation par développement de Taylor

Le projecteur I est approché de la facon suivante:
liH(l) I (r =n+i&o) =17 (0).
T]A,

En tenant compte des variables homogenes (6.10) définies dans la section précédente on
a: [IT(&,0) = (1e).

On approche alors 117 (1,e) pour des ondes & incidence proche de celle de la normale sur
la frontiere artificielle (|e| petit). Dans [28], approximation choisie consiste a considérer
le développement de Taylor du projecteur IIT.

Un développement a l'ordre 0 donne, apres une tranformation de Fourier inverse:

—

(EAn)An+ (HAn)=0 sur T,

ou n est la normale extérieure a 0, + oo[xI". C’est la condition absorbante d’ordre un de
Silver-Miiller.

Comme la différentielle premiere du projecteur est nulle pour |£|= 0, on propose alors
un développement a 'ordre 2 du projecteur. Apres une transformée de Fourier inverse,
on obtient alors une série de quatre CLA qui ne se déduisent pas les unes des autres.
Ainsi pour une CLT donnée on n’a pas unicité de la CLA pour le systeme de Maxwell.

On donne par exemple la CLA sur I’ obtenue par Bendali-Halpern dans [24]:

0 0 0
— — 1 —
af{(EAn)/\n+HAn}+§ 0 07—07 20,03 |(EAn)An=0. (6.11)
0 20,03 02—02
On verra dans la section 6.3.3 que ces CLA obtenues par développement de Taylor ne

sont pas optimales.
Approximation par développement de Padé

Dans [27], a partir de la CLT (6.9), Oumansour établit une famille de CLA en utilisant
les approximants de Padé de y/1— |£|? donnés par:

Pl(ff):l,
1
Pe)=1-3 1],
e ?
Pyyi(e) =1 -

1+ Py(e)’
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On a I'ordre d’approximation suivant: y/1— |e|2 — Py(g) = O(]e|*").

4 1
En posant: Qn(e) = B (1 —5 e |2 —PN+1(5)>, on obtient I'ordre d’approximation:
dofe
5 - Qe =0,

En tenant compte de ces approximations dans la CLT de Bendali-Halpern (6.9) et apres
différents calculs (cf [27]), on obtient la famille de CLA:
BN_l(an,a%ag,at) P(E +nA ]‘.7) | = 0,
r
ou P est la projection sur le plan tangent et By_; est un opérateur différentiel de degré

N — 1 défini de la facon suivante:

By = 2,
By, = 0, + 0,
1
By = 0:Bn_1 — ZATBN—Q-

La condition ainsi obtenue peut étre vue comme ’application de 'opérateur By _; d’Engquist-
Majda ([50]) a la condition de radiation de Silver-Miiller. Pour les opérateurs By et B;
d’ordre respectif 0 et 1, on retrouve la condition de Silver-Miiller et la CLA de Joly et

Mercier ([26]) respectivement.
Approximations et résultats numériques

Différents types de schéma numérique peuvent étre utilisés pour la résolution des
équations de Maxwell avec les conditions aux limites absorbantes obtenues dans les pa-
ragraphes précédents. Notamment on peut citer I'utilisation par Joly-Mercier [26] d’'un
schéma d’approximation par différences finies de type saute mouton pour les équations
de Maxwell, les équations de la CLA d’ordre deux sur la frontiere fictive étant alors ap-
prochées par une discrétisation centrée du second ordre en temps et en espace. Du point
de vue du cotit en temps de calcul et d’occupation mémoire, la condition aux limites du
second ordre de Joly-Mercier est plus avantageuse que les conditions proposées par Col-
lino. En revanche, les résultats numériques obtenus avec cette CLA semblent moins bons
que ceux obtenus par les CLA d’ordre élevé de Collino.

Il est intéressant de noter également que Sesques dans [28] propose une discrétisation par
éléments finis vectoriels de classe H(rot) pour I’équation du second ordre sur le champ
électrique, la partie temporelle est alors intégrée par un schéma de type Newmark. Les

conditions aux limites testées en dimension deux d’espace sont d’ordre un et deux. La
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CLA d’ordre un est prise en compte dans la formulation varationnelle, et celle d’ordre
deux est intégrée de facon ponctuelle. Les tests présentés viennent confirmer le bon com-
portement de la CLA d’ordre deux par rapport a celle d’ordre un, quelque soit ’angle
d’incidence de I'onde plane sur la frontiere absorbante. Cependant aucune étude précise

ne porte sur la distance entre le bord absorbant et ’objet diffractant.

6.3.3 Propriétes des CLA obtenues

[’analyse de la stabilité des problemes mixtes associés a des systemes hyperboliques
linéaires est tres technique. Les résultats théoriques obtenus notamment par Kreiss ([53])
et Higdon ([54]) assurant la nature bien posé du probleme mixte requierent des hy-
potheses restrictives. En particulier, ces hypotheses ne sont pas vérifiées par le systeme
des équations de Maxwell. Dans [58], Majda et Osher établissent une généralisation de la
théorie de Kreiss: les hypotheses y sont moins restrictives et les criteres restent les memes.
Ainsi on dira que les CLA obtenues précédemment conduisent a un probléeme mixte bien

posé au sens de Kreiss dans le demi-espace x7 < 0 s’il n’existe pas de solution de la forme:

u=uy exp(/T*+ |o|?x1 +ioz’ + Tt),

sous les conditions:

Rer > 0; Re /T4 |02 >0 et 7 #0,

avec les notations:

uw=(EH) 0= (0y03) € R® |o|?= 02402 &' = (23,13).

A T’aide de ce critere Sesques montre ([28]) que les différentes CLA obtenues par développement

de Taylor d’ordre deux du projecteur conduisent toutes a des problémes mixtes mal posés.
Néanmoins, il est intéressant de remarquer que dans le cas bidimensionnel le probleme
mixte associé a certaines des CLA est bien posé. De la méme facon que dans le cas de
I’équation des ondes scalaire, 'ordre de la CLA est obtenue par une analyse par onde
plane. On peut noter de plus que la condition du second ordre établie par Bendali et
Halpern (6.11) s’exprime a l’aide d’opérateurs différentiels du second ordre ce qui la rend
difficile a approcher par des méthodes numériques.

La famille de CLA établie par Oumansour permet de généraliser la condition aux limites
obtenue par Joly et Mercier ([26]) de fagon intuitive. Cette famille de CLA possede des

propriétés tres intéressantes:

— le probleme posé dans un demi-espace est bien posé au sens de Kreiss,
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— pour un opérateur différentiel d’'ordre N — 1 (By_1), la condition est d’ordre N,
en particulier la condition d’ordre deux s’exprime a 1’aide d’opérateurs différentiels

d’ordre un,

— la condition est intrinseque: elle est invariante par rotation des composantes tan-

gentielles sur I,

— il n’y a pas de couplages de polarisations des champs réfléchis sur la frontiere arti-
ficielle.

6.4 Une approche différente: les couches absorbantes

Une autre approche pour résoudre des problemes de propagation d’ondes électromagnétiques
posés dans un domaine non borné consiste a entourer le domaine d’étude par un matériau
absorbant fictif (cf fig.6.4).

B3 vide
onde
// Ry, conducteur
£y parfait
w <y couche
absorbante

Fi1c. 6.4 — Couche absorbante pour le cas 2-D

Les matériaux absorbants fictifs utilisés jusqu’alors [4] pour des schémas temporels aux

différences finies vérifiaient uniquement la condition d’adaptation d’impédance suivante :
— = — (6.12)

ol o et o* représentent respectivement la conductivité électrique et magnétique du milieu,
g0 et po la permittivité et la perméabilité du vide. Cette condition assurant 1’égalité
entre 'impédance du vide et celle du milieu, seules les ondes planes a incidence normale
n’engendrent aucune réflexion a l'interface vide-milieu.

Bérenger propose une technique dans le cas bidimensionnel [12] permettant d’obtenir un
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coefficient théorique de réflexion nul pour une onde plane arrivant sur I'interface vide-
milieu quelque soit la fréquence ou ’angle d’incidence.

L’extension au cas tridimensionnel ne posant aucun probleme [13, 30], on rappelle ici
brievement la technique dans un cas bidimensionnel. En coordonnées cartésiennes, les
équations de Maxwell bidimensionnelles dans un matériau absorbant s’écrivent, dans le

cas Transverse Electrique (T.E.) [2] de la fagon suivante:

(0B . _OH.
6 U xT = b
O ot Ay
OH
Y E _ z
g TR E T
O 0B, OF
f gy, = O O
| Hor TO oy Oz

Le milieu proposé par Bérenger, appelé couche parfaitement absorbante, noté milieu PML,
est obtenu en introduisant un nouveau degré de liberté. On décompose, dans le cas T.E.,
la composante H. en deux sous-composantes H_, et H.,. Le milieu PML ainsi déterminé
est un milieu dans lequel le champ électromagnétique a quatre composantes et vérifie le

systeme suivant:

( OE, 0(H., + H.,)
i E,=—"=_ "%
30 BN + oy ay ,
oL, 0(H..+ H.,)
it B, =" 2
c0 ot +Oaby or ’
o0H OF
i *Hzx =-——2

oH., 0F,
+oH,, = —.
| 7o T T Ty
Remarques:
— Sio, =0, =0, =0, =0 alors on a les équations de Maxwell dans le vide,

— Si o, = 0y et 0y = o, = 0 alors on a les équations de Maxwell dans un milieu

conducteur classique,
— Sio, =0y et 0, = o, alors on a les équations de Maxwell dans un milieu absorbant.

On considére maintenant une interface plane (par exemple x = 0) séparant deux mi-

lieux PML, chacun caractérisé par les deux composantes de ses conductivités électrique et
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*
@)

magnétique. On notera ainsi un tel milieu: PML (0,0 in,a;) pour i= 1,2. Une analyse
par onde plane montre que si l'on prend: o,y = 0,0 = 0, €t 0, = 0, = 0, et que les
couples (0,1,0%1), (0.2,0%,) et (o,,0,) vérifient la loi (6.12) alors le coefficient de réflexion
de cette onde sur l'interface x = 0 séparant ces deux milieux particuliers est nul quelques
soient I'angle d’incidence et la fréquence. En particulier, une interface {x = 0} séparant le
vide (milieu PML(0,0,0,0)) et un milieu PML(0,,0%,0,0) possede cette propriété. Tous ces
résultats s'étendent aux cas Transverse Magnétique (la composante E, est décomposée en
E..,E.,) [12] et tridimensionnel [13, 30].

Pour fermer le domaine d’étude, Bérenger propose de mettre une condition de type
métallique apres le matériau absorbant. Il reste donc a étudier la réflexion de ’onde

plane sur le bord parfaitement conducteur limitant le milieu PML.

| conducteur
parfait

Fi1G. 6.5 — Réflexion sur le bord métallique

L’amplitude d’'une onde plane sortante se propageant dans le milieu PML peut s’écrire
sous la forme:

E(z) = E(0)exp (—% cos 0.3:) ;
ou 0 est I'angle d’incidence. Apres avoir traversé le milieu PML de largeur 6, 'onde
plane se réfléchit sur le conducteur parfait, puis traverse a nouveau le milieu PML pour
revenir enfin dans le vide (cf fig.6.5). Le coefficient de réflexion de ’onde plane sur le bord
métallique est alors donné par:

. cos 0
R(0) = exp <—2U cos 5) ,
£oC

ol 0 est la largeur du milieu PML. Le milieu PML étant fictif, le choix de la conductivité

0. est libre. Bérenger propose la loi suivante:

o(z) = Omas (%)n
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Dans ce cas la, le coefficient de réflexion peut alors s’écrire:

R(6) = [R(0)]"",

2 max(s
avec R(0) = exp <_n 1 0606 >

On peut alors noter que trois parametres controlent I’amplitude de la réflexion sur le bord
métallique :

— la largeur du milieu PML,

— le coefficient théorique de réflexion a incidence normale (Rp),

— le choix de la conductivité.
Bérenger propose une approximation numérique basée sur un schéma aux différences fi-
nies en domaine temporel. Les différents tests numériques réalisés permettent de com-
parer cette nouvelle approche avec des conditions aux limites absorbantes classiques;
les résultats obtenus avec une onde plane harmonique sont bien meilleurs avec une telle
technique. Ils permettent également de vérifier numériquement le bon comportement du
matériau absorbant losque ’angle d’incidence de ’onde plane varie. De plus, il ressort de
ces tests que les propriétés théoriques obtenues pour ce matériau PML se conservent pour
un tel schéma. Il est intéressant de noter également le tres bon comportement du matériau
losque 'onde sortante est de type pulse et non plus harmonique. On peut en effet réduire
considérablement dans ce cas la les réflexions parasites issues du bord du domaine de
calcul. Enfin, des résultats numériques tridimensionnels [13] montrent que cette technique
permet de rapprocher sensiblement le bord du domaine de calcul de I'objet diffractant
par rapport a une condition absorbante classique.
De nombreux travaux sont venus confirmer et étendre [30, 31] cette nouvelle méthode.
Les milieux PML ont été notamment testés pour I’étude des guides d’onde [29, 59, 60]. Il
ressort de ces applications certaines limitations des couches PML, notamment le mauvais
comportement du matériau fictif dans le cas d’ondes évanescentes. Néanmoins Gribbons,
Lee et Cangellaris [29] proposent une version modifiée de la technique développée par
Bérenger. IIs utilisent les coordonnées étendues ([60]) afin d’obtenir des résultats satisfai-

sants dans le cas d’ondes évanescentes.

Conclusion

Cette étude sur les conditions aux limites absorbantes n’est pas exhaustive. Néanmoins

elle regroupe les différentes techniques qui semblent les plus usitées dans la pratique.
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Les résultats numériques présentés sont difficilement comparables de par la différence des
schémas utilisés et des cas tests considérés. Cepandant, la technique développée récemment
par Bérenger nous semble la plus prometteuse. Il semblerait en effet que tant du point de
vue de la précision, que du cott de calcul et de 'occupation mémoire cette méthode soit
la plus efficace. A ce sujet il semblerait intéressant d’adapter et de tester cette nouvelle

méthode avec d’autres types de schémas numériques.
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Conclusion

Le but de cette these était d’améliorer, dans le double objectif cott-précision, une
méthode de volumes finis pour la résolution du systeme de Maxwell instationnaire.
Tout d’abord nous nous sommes intéressés au probleme des conditions aux limites. Apres
avoir mené une étude bibliographique sur le sujet, nous nous sommes axés, pour des
raisons de cott et d’optimisation de calcul, sur la technique des matériaux fictifs parfaite-
ment absorbant (PML). Des expériences numériques en deux et trois dimensions d’espace
ont été effectuées avec ce milieu PML pour absorber les ondes sortantes et les résultats
obtenus révelent un bon comportement des solutions. En particulier le domaine de calcul
a pu étre réduit de moitié, en deux dimensions d’espace, par rapport a une condition de
décentrage a l'infini.
Il s’est avéré lors de cette étude que le schéma numérique choisi dans un premier temps
présentait un caractere diffusif en temps long. Nous nous sommes donc attachés a construire
et a étudier un nouveau schéma afin de réduire le taux de dissipation. Ce schéma, appelé
schéma d’ordre trois modifié, requiert le méme temps de calcul que le schéma d’ordre 3
classique du fait du jeu des valeurs des parametres 3 et +.
Finalement, toujours dans la perspective de réduire les temps de calcul, nous avons pro-
posé 'extension de ces schémas numériques de type volumes finis au cas des maillages
multi-éléments en deux dimensions d’espace.
Cependant, il est apparu clairement lors de cette étude en volumes finis multi-éléments
bidimensionnelle que 'extension au cas tridimensionnel n’était pas chose simple. En effet,
I'utilisation de maillages multi-éléments conformes en trois dimensions d’espace nécessite
I'introduction d’un nouveau type d’élément a I'interface entre les tétraedres et les cubes:
les pyramides a base carrée. Outre les problemes directs liés au maillage la méthode
nous parait lourde et difficile a implémanter. Il semble donc que les schémas de type
volumes finis centrés aux noeuds ne soient pas la méthode adéquate pour 'utilisation
de maillages multi-éléments. Il est donc nécessaire pour avoir recours a de tels maillages

d’utiliser un autre formalisme. L’implémentation de schémas en volumes finis mais centrés
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maintenant aux éléments devrait permettre sans difficulté majeure 'emploi de maillages
multi-éléments. Cette nouvelle méthode fait I'objet de travaux en cours [41].

En ce qui concerne l'utilisation de matériau PML pour simuler l'infini, les résultats ob-
tenus sont encourageants et nous pensons avoir montré 'efficacité d’une telle méthode a
travers les différents test numériques présentés. Une des perspectives de ce travail serait
maintenant de paralléliser cette méthode et de I'étendre aux volumes finis centrés aux

éléments.
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Annexe B

_ o O O O O
o O O O o O
o O O O o O
o O O o o O
o O O O o O
=
|
o O O O

o O = O O O
o O O O o O
o O O o o O

o O O O = O

o O O O O

By = diag(0y,04,04,0y,04,0%)

By =diag(0, — 04,0, — 04,0y — 04,0, — 04,0, — 04,0y — Oy)

By = diag(0.,0.,0,,0.,0.,0,)
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Annexe C

La discrétisation spatiale utilisée dans la section 4.1.1 correspond au systeme semi-

discret associé a chaque noeud I (les indices I et h sont omis):
U +3¥U) =0,

ou V¥ représente la discrétisation spatiale.

On rappelle ici 'algorithme d’intégration temporelle multi-pas Runge-Kutta utilisé (RK3):

U’ =pn
At
Ut =00 — Uy 1=1,23
(4—5)( ) "
Un+1:U3

ou At représente le pas de temps tel que: t" = nAt.
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Annexe D

On donne ici le flux numérique ®; obtenu dans le cas du schéma écrit en maillage

rectangulaire. On a:

dUr _ @1
dt  AzAy’

avec

;= Az (P14 06) =By e )Uijn
—Az (F(L+B)+ By e ))Uija
+10Az (2 +7 | e2|)Uij—2
+10AT (=2 + 7 |e2[)Uija
Ay (FA+ ) = By ler DUiga
—Ay (G +8) + By ler Uiy
+18Ay (c1 +7 |er])Uis;
+188y (—c1 + 7 [e1 Ui

+w77(|02| Az+ |c1 | Ay)Us;
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On donne ici le flux numérique ®; obtenu dans le cas du schéma écrit en maillage

triangulaire. On a:

w
dt — AzAy’

avec
O = AgoUi;+ At Uit + Ao pUivo jro + A1 oUisjro + A1 Uigo jia
AUt + AoiUijpr + Ao —1Uijo1 + A gUizrj + Ay Uiy ja
Ao oUijro+ A 1Uigjin + AU o+ Ao Uigj 1 +A 1 Ui 1,9

Ay Uiy o+ A Ui j—1 + Ao —2U; j—o + AsgUiyo

avec

Apo = 108Y(I N1 | + [ No| + [ Ns| + [Naf + | N5 | + [ Ne )

A1 =6N1 + B(2Ny + 2Ny — N3 — 2Ny — N5 + 2Ng) — B7(2 | Na| + | N3| +10 | N1 | + | N5|)
Ayp = —206(Ny — v | N1 )

Ay = —=B(Ny + Ny) + By(| N1 | + | N2 )

Ayy = —B(N1 + Ns) + By(| N | + [ No|)

Aio=06Ns+ B(2N; — Ny —2N5 — Ny + 2N5 + 2Ng) — (2 | N3 | + | N2 | +10 | Ng| + | N4 )
Ap1 = 6Ny + B(2Ny + 2Ny + 2N3 — Ny — 2N5 — Ng) — 7(2 | N5 | + | Na| +10 | No| + | Ne|)
Ag_1 = 6N; + B(—Ny — 2Ny — Ny + 2N, + 2N; + 2Ng) — By(| N1 | +2 | No| +10 | N5 | + | Ny |)
A 10 =06N3+ B(=Ny + 2Ny + 2N3 + 2Ny — N5 — 2Ng) — By(| N1 | +10 | N3 | + | N5 | +2 | Ng|)
A_1 1 =6Ns+ B(2(=Ny + N3 + Ny + N5) — Ny — Ng) — Bv(2 [ Ny | + [No| +10 | Ny| + | Ng )



158

Chapitre 6. Annexe E

App =2B(—=Na +7 | N2 )
A_z9=208(—=Ns+7|Ns|)

A_y 5 = —B(Ns+ Ns5)+ By(| Na| + | N5])
Ay = —B(Ns+ Ng) + Bv(| N5 | + | Ne|)
Az =2B(—Ns +7 | Ns|)

et

Ny = 5=(c1Ay + 2 Ax)
NQ = 3—16(—01Ay + 2CQAZU)

N3 = %(—201Ay + CQA.’L‘)

A 11 =—B(Ny+ N3) + Bv(| No)+ | N3 )
A_y 1 = —[(Ns+ Ny) + By(| N3)+ | Ny|)
Ay 5 =2B(=Nsy+~v|DJ)

Ap—2 =2B(=N5 +7 |Ns|)

N, = 31—6(—61Ay — o Ax)
N5 = %(ClAy — QCQA.I')

No = 5=(2¢1Ay — ;Ax)
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Résolutions efficaces pour le systeme de
Maxwell instationnaire

e Mots-clés: Electromagnétisme - Systeme de Maxwell - Conditions absor-
bantes - Matériau fictif PML - Volumes finis - -y schémas - maillage

multi-éléments.
Résumé

Ce travail a consisté essentiellement en 1’élaboration de méthodes efficaces en volumes
finis pour la résolution du systeme de Maxwell dans le domaine temporel et pour des
maillages non structurés. Le but ainsi recherché est d’obtenir une excellente précision sur
les résultats tout en étant capable de simuler des problemes de plus en plus réalistes pour
des couts en temps de calcul raisonnables. Nous présentons dans un premier temps les
équations de Maxwell sous forme conservative ainsi que le caractere hyperbolique de ce
systeme. La seconde partie traite de ’approximation numérique utilisée. Il s’agit d’une
méthode explicite de type volumes finis centrés aux noeuds et d’ordre trois en espace
et en temps. La troisieme partie est consacrée a ’adaptation des conditions absorbantes
de type Bérenger, ou encore milieu PML, initialement introduite pour des méthodes de
type différences finis, a notre méthode temporelle de type volumes finis en maillage non
structuré. Des cas tests numériques de validation en deux et trois dimensions d’espace y
figurent. Une étude d’une classe de (3-y schémas, développée dans le but de diminuer la
diffusion numérique sans augmenter le cotut en temps de calcul a également été menée
et validée sur I’équation scalaire d’advection bidimensionnelle ainsi que sur le systeme de
Maxwell. De plus, la méthode de volumes finis présentée pour des maillages mono-éléments
a été étendue a des maillages de type multi-éléments en deux dimensions d’espace. Enfin,
on trouvera a la fin de ce mémoire une bibliographie non exhaustive sur les conditions

absorbantes pour la propagation d’ondes en domaine non borné.
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Efficacious numerical methods for solving
the time-domain Maxwell equations

e Key-words: Electromagnetism - Maxwell system - Absorbing boundary
conditions -
Perfectly matched layer (PML) - Finite volumes - -y schemes - multi-

elements mesh.
Abstract

This work mainly consisted in the elaboration of effacious methods based on finite volume
schemes in order to solve numerically time-domain Maxwell equations using unstuctured
meshes. The methods we have to construct in order to solve realistic problems must allow
us to spare both time and memory place without loss of accuracy. We first present the
conservative form and the hyperbolic character of Maxwell equations. The second part
is mostly dedicated to numerical approximation we use. We are concerned with a third
order accurate finite volume time domain scheme. The third part consists on presenting
the extension of Bérenger PML absorbing layer, initially used for finite differences time
domains, to our time finite volume scheme for unstructured meshes. Numerous numerical
test cases are presented in two and three dimensions and serve as a validation of the me-
thod. A study of high-order upwind (-7 schemes in finite volume formulation is proposed
in order to control the amount of residual viscosity keeping the same time cost. Some
numerical results obtained for advection equation and Maxwell system are also presented.
Furthermore, the finite volume scheme proposed here for uniform meshes is extended to
hybrid meshes. Finally, a bibliography on the numerous absorbing boundary conditions

for the wave propagation in exterior domain has been realised.



