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Introduction

Les travaux que nous pr�esentons ici portent sur la r�esolution num�erique du syst�eme

de Maxwell en domaine temporel. Les aspects math�ematiques g�en�eraux, telle l'existence

et l'unicit�e des solutions, sont maintenant parfaitement connus et mâ�tris�es [1, 2]. En par-

ticulier, pour le r�egime transitoire �etudi�e ici, la r�esolution du probl�eme de Cauchy pour

le syst�eme de Maxwell dans le vide rentre dans le cadre des syst�emes de Friedrichs et

on a l'unicit�e de la solution dans les classes des fonctions d'�energie �nie. L'existence de

solutions faibles et d'estimations �a priori ont �egalement �et�e d�emontr�ees [1, 2].

N�eanmoins, l'obtention de solutions exactes n'est obtenue que pour des con�gurations

tr�es simples (di�raction sur un cylindre �a section circulaire par exemple). Le r�ecent

d�eveloppement des super-ordinateurs permet, �a l'aide de mod�elisations num�eriques ad�equates,

d'obtenir des solutions approch�ees pour des con�gurations complexes o�u les solutions

exactes sont inconnues ou inaccessibles (forme implicite). Ces m�ethodes permettent ainsi

d'�elargir consid�erablement le champ d'application des ph�enom�enes �electromagn�etiques

qui touche alors des domaines aussi vari�es que la m�edecine, l'�electronique, les antennes,

les transports de particules, la compatibilit�e �electromagn�etique... Ainsi, la mod�elisation

num�erique devient un outil essentiel, et A. Taove n'h�esite pas �a parler alors de re-

d�ecouverte de l'�electromagn�etisme [3].

On comprend donc ais�ement l'int�erêt croissant de la communaut�e scienti�que �a am�eliorer

sans cesse les performances des m�ethodes de r�esolution num�erique. Le but ainsi recherch�e

est d'obtenir une excellente pr�ecision sur les r�esultats tout en �etant capable de simuler des

probl�emes de plus en plus r�ealistes pour des coûts en temps de calcul raisonnables. C'est

dans ce but qu'a �et�e d�evelopp�e un grand nombre de m�ethodes num�eriques. Cependant,

il semble qu'aucune m�ethode particuli�ere ne soit pr�edominante sur une autre, le choix

�etant alors d�etermin�e essentiellement par le type d'application consid�er�e. Ainsi, dans le

cas o�u le domaine de calcul est correctement approch�e par des grilles orthogonales, les

sch�emas de type di��erences �nis, appel�es FDTD pour \Finite Di�erence Time Domain",

d'ordre 2 (sch�ema de Yee [4]), ou d'ordre sup�erieur [5], semblent bien adapt�es. Cepen-
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dant l'utilisation de telles m�ethodes pr�esente des inconv�enients techniques, en particulier

l'impl�ementation des conditions aux limites absorbantes et le traitement des g�eom�etries

complexes (probl�eme de l'approximation en marches d'escalier). L'utilisation des m�ethodes

de type �el�ements �nis permet, via la formulation variationnelle, d'�eluder la plupart de ces

probl�emes. Cependant, cette m�ethode demande souvent une trop grande r�egularit�e de la

solution pour les probl�emes consid�er�es. De plus, l'utilisation des �el�ements �nis H(rot),

bien que parfaitement adapt�e �a la r�esolution des �equations de Maxwell, n�ecessite la prise

en compte de la matrice de masse, et la condensation de cette matrice soul�eve des diÆ-

cult�es [6, 7, 8].

Nous avons donc choisi, a�n de mod�eliser le syst�eme de Maxwell instationnaire, une

m�ethode totalement explicite qui repose sur les caract�eres conservatif et hyperbolique

du syst�eme de Maxwell. Il s'agit de sch�emas temporels de type volume �ni, appel�es par

la suite FVTD pour \Finite Volume Time Domain", largement �etudi�es et utilis�es pour

des probl�emes non lin�eaires en m�ecanique des uides. Cependant, le caract�ere lin�eaire du

syst�eme de Maxwell permet de simpli�er consid�erablement ce sch�ema. De plus, les travaux

de Shankar [9], et Cioni [10] montrent que l'utilisation d'une telle m�ethode semble bien

adapt�ee �a la r�esolution num�erique de di��erents ph�enom�enes �electromagn�etiques en r�egime

transitoire.

L'objet de cette th�ese est d'augmenter l'eÆcacit�e de la m�ethode num�erique des volumes

�nis centr�es aux noeuds d�evelopp�ee par J.P. Cioni dans sa th�ese [11].

En particulier, l'utilisation de la m�ethode FVTD, de la même fa�con que pour la FDTD,

pour la simulation num�erique de ph�enom�enes �electromagn�etiques pos�es en domaine non

born�e soul�eve le probl�eme des conditions aux limites absorbantes (not�e CLA par la suite)

�a imposer sur la fronti�ere arti�cielle qui borne le domaine de calcul. Le choix de ces CLA

doit r�epondre essentiellement �a deux crit�eres :

{ minimiser les r�eexions parasites sur la fronti�ere arti�cielle,

{ diminuer le plus possible la taille de la \boite" de calcul a�n de pouvoir obtenir un

coût raisonnable en temps de calcul.

De nombreuses �etudes tant th�eoriques que num�eriques ont �et�e men�ees depuis de nom-

breuses ann�ees sur le sujet et on pourra trouver �a la �n de ce m�emoire une revue biblio-

graphique non exhaustive sur le probl�eme des CLA pour la propagation d'ondes.

L'utilisation de conditions absorbantes d'ordre un (d�ecentrage �a l'in�ni [11]) nous oblige

�a placer la fronti�ere artifcielle �a environ deux longueurs d'onde de l'objet �etudi�e pour

l'obtention de solutions approch�ees pr�ecises. A�n de r�eduire cette distance avec le sch�ema
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FVTD, notre �etude bibliographique nous a conduit �a �etudier la technique des mat�eriaux

�ctifs parfaitement absorbants, appel�e PML (\Perfectly Matched Layer"), d�evelopp�ee par

B�erenger [12, 13]. L'adaptation de cette technique PML construite initialement pour des

sch�emas FDTD �a des sch�emas FVTD est le point principal de la th�ese pr�esent�ee ici.

Toujours dans le double objectif coût-pr�ecision, nous avons �egalement �etudi�e un sch�ema

hautement pr�ecis en temps et en espace. En e�et, les sch�emas utilis�es dans cette th�ese, les

�- sch�emas, ont �et�e �etudi�es dans le cadre de la dynamique des gaz [14, 15]. On propose

cependant de contribuer �a cette �etude en pr�esentant un nouveau sch�ema pr�ecis �a l'ordre

3 en temps et en espace, �a dispersion nulle �a l'ordre 3.

De plus, toujours dans la perspective coût-pr�ecision, un premier pas a �et�e fait en direction

des maillages hybrides (triangles-rectangles en 2-D, t�etra�edres-cubes en 3-D). La construc-

tion de tels maillages ainsi que l'extension du sch�ema FVTD en deux dimensions d'espace

ne posent aucun probl�eme particulier, ce qui n'est plus le cas pour des applications tridi-

mensionnelles.

La th�ese est divis�ee en six chapitres .

Le chapitre 1 est une pr�esentation des �equations qui r�egissent les ph�enom�enes �electromagn�etiques.

En particulier, nous y rappelons les propri�et�ees math�ematiques du syst�eme de Maxwell

qui seront utilis�ees par la suite.

Le chapitre 2 est consacr�e �a la description de l'approximation num�erique utilis�ee. La

m�ethode de volumes �nis centr�es aux noeuds pour la discr�etisation spatiale est accom-

pagn�e d'un sch�ema lin�eaire explicite multi-pas de type Runge-Kutta pour la discr�etisation

temporelle.

Le chapitre 3 contient une pr�esentation de la m�ethode des mat�eriaux �ctifs parfaite-

ment absorbant propos�e par B�erenger [12, 13]. Une nouvelle �ecriture de ces �equations y

est pr�esent�ee ainsi que l'adaptation de cette technique, initialement introduite pour des

sch�emas de type Yee [4, 13], �a des sch�emas de type volumes �nis en maillage non struc-

tur�e. Des exp�eriences num�eriques en deux et en trois dimension d'espace y sont �egalement

donn�ees.

Dans le chapitre 4, nous �etudions un sch�ema num�erique, le �- sch�ema, a�n d'en obtenir

les valeurs optimales des param�etres � et  pour l'obtention d'un sch�ema d'ordre �elev�e.

Le chapitre 5 est consacr�e au d�eveloppement du sch�ema de type volumes �nis sur des

maillages hybrides (triangles et rectangles) conformes en deux dimensions d'espace. Des

solutions obtenues avec ces maillages hybrides sont pr�esent�ees et compar�ees en terme de

pr�ecision et de coût CPU �a celles calcul�ees avec des maillages uniformes (triangles ou

rectangles).
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Finalement, le chapitre six est une �etude bibliographique r�ealis�ee en 1995 portant sur

les conditions aux limites pour la propagation d'ondes. Cette �etude n'est pas exhaustive

d'autant plus que de nombreux travaux ont �et�e publi�es sur le sujet depuis.
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Chapitre 1

�Equations de l'�electromagn�etisme

1.1 �Equations de Maxwell

Une �etude des ph�enom�enes �electromagn�etiques consiste �a d�eterminer, �a l'instant t

(t 2 IR+) et au point ~x 2 IR3, les quatre champs de vecteurs ~E (en V/m), ~D (en C/m2),

~H (en A/m) et ~B (en T) v�eri�ant :

➀ la loi de Faraday qui lie la force �electromotrice �a la variation de ux d'induction,

➁ le th�eor�eme d'Amp�ere qui permet de calculer le champ magn�etique engendr�e par un

courant,

➂ la loi d�e�nissant la charge �electrique,

➃ la loi de Gauss postulant l'absence de charge magn�etique.

Les champs ~E, ~D, ~H et ~B repr�esentent respectivement le champ et l'induction �electrique,

le champ et l'induction magn�etique.

En appliquant le th�eor�eme de la divergence de Gauss et le th�eor�eme de Stokes, on

obtient les expressions locales de ces lois physiques appel�ees �equations de Maxwell :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

@ ~B

@t
+ rot( ~E) = 0 ➀;

@ ~D

@t
� rot( ~H) = �~| ➁;

div( ~D) = � ➂;

div( ~B) = 0 ➃:
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Les densit�es de charge � et de courant ~| sont reli�ees par la loi de conservation :

@�

@t
+ div(~|) = 0: (1.1)

Remarque 1.1.1 : Les champs ~E, ~B, ~D et ~H constituant le champ �electromagn�etique

ainsi que la densit�e de courant ~| sont des fonctions vectorielles de IR3 d�e�nies sur IR3�IR
et �a valeurs dans IR3.

Le syst�eme des �equations de Maxwell ne tient pas compte du milieu mat�eriel o�u

il y a propagation, et par cons�equent il ne suÆt pas �a la d�etermination du champ

�electromagn�etique. Il convient alors d'ajouter des relations qui pr�eciseront les propri�et�es

sp�eci�ques du milieu �etudi�e. Ces relations liant les champs et les inductions sont donn�ees

par des lois dites de comportement, caract�eristiques du milieu consid�er�e. Nous consid�ererons

dans cette �etude des mat�eriaux lin�eaires isotropes dont les lois constitutives les plus

simples sont donn�ees par les relations :

(
~D = "(~x) ~E;

~B = �(~x) ~H;
(1.2)

o�u "(x) et �(x) repr�esentent respectivement la permittivit�e di�electrique et la perm�eabilit�e

magn�etique du milieu.

A l'aide de la loi de comportement (1.2), on peut alors �ecrire les �equations de Maxwell

en variables ( ~E; ~H) de la fa�con suivante :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�(~x)
@ ~H

@t
+ rot( ~E) = 0;

"(~x)
@ ~E

@t
� rot( ~H) = �~|;

div("(~x) ~E) = � ;

div(�(~x) ~H) = 0:

(1.3)

Notons que les �equations : 8>><>>:
div("(~x) ~E) = div( ~D) = �;

div(�(~x) ~H) = div( ~B) = 0;
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sont redondantes dans le mod�ele continu (pour tout temps t positif) pour une condition

initiale v�eri�ant ces contraintes (voir par exemple [1]).

On peut ainsi ne consid�erer que les deux premi�eres �equations de (1.3).

1.2 Adimensionnement

La permittivit�e di�electrique "(~x) et la perm�eabilit�e magn�etique �(~x) peuvent s'�ecrire

en fonction des caract�eristiques du vide "0 et �0 de la fa�con suivante :(
"(~x) = "0 "r(~x)

�(~x) = �0 �r(~x)

o�u "r et �r sont des valeurs adimensionnelles relatives au milieu de propagation de l'onde

et "0 et �0 ont pour valeurs en unit�es S.I. :8>><>>:
"0 =

1

36�
:10�9 F=m

�0 = 4�:10�7 H=m

La vitesse de la lumi�ere dans le vide est donn�ee par : c0 =
1p
"0�0

= 3:108 m=s:

Le syst�eme (1.3) peut alors s'�ecrire sous la forme :8>>>>>><>>>>>>:

@ ~H

@t
+

1

�0
rot

 
~E

�r

!
= 0

@ ~E

@t
� 1

"0
rot

 
~H

"r

!
= � 1

"0

~|

"r

(1.4)

En�n, on note par Z0 =

r
�0
"0

= 120�
 l'imp�edance caract�eristique du vide.

On a les relations suivantes : 8><>:
Z0"0 =

p
"0�0 =

1

c0
Z0

�0
=

1p
"0�0

= c0
(1.5)

On fait le changement de variables suivant :

~H = Z0H
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En tenant compte des relations (1.5), en divisant par c0 et en e�ectuant le changement

de variable � = c0t, le syst�eme (1.4) s'�ecrit :

8>>>>>><>>>>>>:

@ ~H

@�
+ rot

 
~E

�r

!
= 0

@ ~E

@�
� rot

 
~H

"r

!
= �Z0

~|

"r

Dans cette formulation, les quantit�es physiques s'expriment alors dans les unit�es sui-

vantes :

✗ le nouveau temps � est en m�etre (m),

✗ ~E, ~H sont en V/m,

✗ Z0 ~| s'exprime en V/m2,

✗ "r et �r sont sans dimension.

On pose ~H = ~H, ~| = Z0 ~| et t = � .

On s'int�eressera essentiellement par la suite �a des propagations d'ondes dans le vide.

On pose ainsi "r = �r = 1. On obtient �nalement le syst�eme :8>>>><>>>>:
@ ~H

@t
+ rot( ~E) = 0

@ ~E

@t
� rot( ~H) = �~|

(1.6)

1.3 Formulation conservative et hyperbolicit�e

En vue d'appliquer les m�ethodes bas�ees sur des techniques de volumes �nis pour la

r�esolution du syst�eme de Maxwell, on consid�ere en premier lieu la forme conservative du

syst�eme (1.6) :

Qt + F1(Q)x + F2(Q)y + F3(Q)z = �J(Q) (1.7)

avec :

Q = t(Hx;Hy;Hz;Ex;Ey;Ez)
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F1(Q) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0

�Ez
Ey

0

Hz

Hy

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
; F2(Q) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

Ez

0

�Ex
Hz

0

�Hx

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
et F3(Q) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�Ey
Ex

0

Hy

�Hx

0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
:

En�n :

J(Q) = t(0;0;0;jx;jy;jz):

On �ecrit alors (1.7) sous la forme condens�ee suivante :

Qt + ~r:IF (Q) = �J(Q) (1.8)

avec IF (Q) = (F1(Q);F2(Q);F3(Q)).

Le syst�eme (1.8) est hyperbolique. En e�et, consid�erons une combinaison lin�eaire de ux :

F(Q;�) = ~� : IF (Q)

o�u ~� = (�1;�2;�3) est un vecteur non nul quelconque de IR3. La matrice jacobienne A du

syst�eme est d�e�nie par :

A(Q;�) = ~� : IF 0(Q) =
3X
i=1

�i
@

@Q
Fi(Q):

Du fait de la lin�earit�e du syst�eme, A ne d�epend pas de la variable Q. La jacobienne A a

trois valeurs propres r�eelles de multiplicit�e double qui sont donn�ees par :

�1 = jj ~� jj; �2 = �jj ~� jj et �3 = 0 (1.9)

De plus, une base de IR6 constitu�ee de vecteurs propres de A peut être construite ; A est

donc diagonalisable et le syst�eme de Maxwell est hyperbolique pour tout vecteur ~� non

nul de IR3.

1.4 Conditions aux limites et probl�eme de di�raction

Conditions aux limites :
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Nous assimilerons tout au long de cette �etude les parois m�etalliques au mod�ele id�eal

et �ctif du conducteur parfait. Ainsi, la conductivit�e est suppos�ee in�nie et les charges

se portent instantan�ement �a la surface du conducteur �b. Nous consid�erons que le champ

�electromagn�etique est nul �a l'int�erieur du m�etal. La condition aux limites sur �b est

obtenue �a partir des relations de passage �a travers cette surface [16]. On en d�eduit en

particulier la condition aux limites suivante :

~n ^ ~E = 0:

Dans le cas o�u les ondes se propagent dans un domaine in�ni (cas de la di�raction par

exemple), nous devons, num�eriquement, nous restreindre �a un domaine de calcul born�e. De

nombreux auteurs ont cherch�e �a d�e�nir des probl�emes de conditions aux limites bien pos�es.

On trouvera dans la partie 4 de plus amples informations sur le sujet. On se contentera

de rappeler ici une condition aux limites possible �a imposer sur la fronti�ere �ctive �1 du

domaine de calcul : la condition absorbante d'ordre un de Silver-M�uller :

~n ^ ~E = �
r
�0
"0
~n ^ (~n ^ ~H) ; (1.10)

Probl�eme de di�raction:

On consid�ere un obstacle born�e de IRp (p = 2;3) de fronti�ere �, parfaitement conduc-

teur. Une onde �electromagn�etique incidente se propage dans un milieu ext�erieur 
 ho-

mog�ene non conducteur et arrive sur l'obstacle (�g. 1.1). Cette onde incidente (r�ef�erenc�ee

par inc) est une donn�ee du probl�eme. La pr�esence de l'obstacle induit une perturbation

de l'onde incidente qui se traduit par la formation d'une onde di�ract�ee (r�ef�erenc�ee d).

On cherche alors �a d�eterminer le champ di�ract�e t( ~Ed; ~Hd), sachant que les �equations

de Maxwell (1.7) sont v�eri��ees par le champ total d�e�ni par :(
~E = ~Ed + ~Einc ;

~H = ~Hd + ~H inc :

Par hypoth�ese, le champ incident t( ~Einc; ~H inc) est solution des �equations de Maxwell.

De plus, le syst�eme de Maxwell est lin�eaire. Ainsi le syst�eme (1.7) peut aussi bien s'�ecrire

en champ di�ract�e qu'en champ total.

La condition aux limites sur un m�etal parfaitement conducteur s'�ecrit alors :

~n ^ ~Ed = �~n ^ ~Einc :
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onde

onde

incidente (Ei,Hi)

diffractee (Ed,Hd)’

Fig. 1.1 { Di�raction par un obstacle.

1.5 Polarisation TE-TM

Dans le cas o�u le champ �electromagn�etique et le corps di�ractant sont invariants par

rapport �a une direction donn�ee, par exemple ~ez, le syst�eme (1.7) de six �equations �a six

inconnues se d�ecouple en deux syst�emes ind�ependants de trois �equations �a trois inconnues.

Ces deux sous syst�emes disjoints, associ�es aux deux polarisations Transverse Electrique

(TE) et Transverse Magn�etique (TM), d�ecrivent alors les ph�enom�enes �electromagn�etiques

dans un contexte bidimensionnel (2D).

Ces deux syst�emes ind�ependants peuvent s'�ecrire sous la formulation bidimensionnelle

conservative suivante :

Qt + F (Q)x +G(Q)y = J (1.11)

avec :

Q =

8>><>>:
Q1

Q2

Q3

9>>=>>; =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

8>><>>:
Hx

Hy

Ez

9>>=>>; (T:M:)

8>><>>:
�Ex
�Ey
Hz

9>>=>>; (T:E:)
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F (Q) =

8>><>>:
0

�Q3

�Q2

9>>=>>; et G(Q) =

8>><>>:
Q3

0

Q1

9>>=>>;
En�n :

J =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

8>><>>:
0

0

�jz

9>>=>>; (T:M:)

8>><>>:
0

jy

0

9>>=>>; (T:E:)

Le caract�ere hyperbolique de ces deux syt�emes de Maxwell en deux dimensions d'espace

se montre de la même fa�con que pour le syst�eme �ecrit en trois dimensions. Les valeurs

propres du jacobien A, au nombre de trois et maintenant distinctes restent identiques �a

celles du syst�eme complet (cf x1.3).
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Chapitre 2

Sch�emas en volumes �nis

2.1 Introduction

Nous d�ecrivons dans ce chapitre la m�ethode num�erique de volumes �nis bas�ee sur des

maillages de type �el�ements �nis et appliqu�ee �a la r�esolution du syst�eme de Maxwell en

milieu homog�ene. Du fait de l'hyperbolicit�e et du caract�ere conservatif des �equations de

Maxwell, l'utilisation de sch�emas num�eriques d�ecentr�es est bien adapt�e �a la discr�etisation

de ce probl�eme. En e�et, une cons�equence du caract�ere hyperbolique du syst�eme de Max-

well est que l'�energie se propage �a vitesse �nie suivant des directions particuli�eres (les

caract�eristiques). Les sch�emas d�ecentr�es que nous proposons ont la facult�e de reconnaitre

automatiquement le sens de propagation des ondes, d'o�u leur int�eret. De plus, de nom-

breux sch�emas d�ecentr�es bas�es sur des solveurs de Riemann approch�es ont �et�e d�evelopp�es

et valid�es en m�ecanique des uides pour la r�esolution de probl�emes mod�elis�es par des

syst�emes poss�edant les mêmes propri�et�es. Nous rappelons donc ici les caract�eristiques

principales de l'approximation utilis�ee et l'on pourra se r�ef�erer par exemple �a [17, 18]

pour une description plus d�etaill�ee.

Nous pr�esentons rapidement le probl�eme type d'�electromagn�etisme que l'on a �a r�esoudre

num�eriquement. On consid�ere le probl�eme de Cauchy bas�e sur la formulation adimen-

sionn�ee (1.3) du syst�eme de Maxwell, auquel on ajoute des conditions aux limites (voir
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x1.4). On a : 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

Qt + ~r:IF (Q) = �J(Q) dans 
� IR+

Q(~x;0) = Q0(~x) 8 ~x 2 


~n ^ ~E = 0 sur �b � IR+

~n ^ ~E = �
r
�0
"0
~n ^ (~n ^ ~H) sur �1 � IR+

(2.1)

On supposera que la condition initiale Q0 v�eri�e les relations de divergence (voir x1.1).
De plus, suivant la nature des ph�enom�enes physiques mod�elis�es, on pourra ne consid�erer

qu'une seule condition aux limites.

2.2 Formulation volumes �nis

Soit Th une discr�etisation classique par t�etra�edres en trois dimensions d'espace (ou

par triangles en 2-D) du domaine 
h, approximation du domaine de calcul 
. A chaque

noeud Si est associ�ee une cellule Ci (�gures 2.1 et 2.2). La r�eunion des cellules forme une

nouvelle partition de 
h.

1M

G

M 2

3
M

3G

2G

1Gi

j

k
l

Fig. 2.1 { Cellule d'int�egration Ci en 3D

On consid�ere l'�equation de conservation (1.7) sous forme condens�ee :

Qt +
�!r :IF (Q) = 0 (~x;t) 2 
� IR+; (2.2)

avec IF (Q) = t(F1(Q);F2(Q);F3(Q)).

On compl�ete (2.2) par des conditions aux limites sur la fronti�ere � de 
 constitu�ee de
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i

j

G1

G2

I

i jΓ∞

FIG 2.2.a: pour un noeud courant Si FIG 2.2.b: pour un noeud Si du bord

Fig. 2.2 { Cellules d'int�egration Ci en 2D

�b le bord de l'objet di�ractant et de �1 la fronti�ere arti�cielle qui borne le domaine de

calcul (� = �b
S
�1). L'impl�ementation de ces conditions aux limites sera pr�ecis�ee au

paragraphe 2.4.

Les m�ethodes de volumes �nis sont bas�ees sur l'int�egration de (2.2) sur chaque cellule Ci.

On note (Qt)i la valeur moyenne de Qt sur la cellule Ci. On obtient :

V olume(Ci) (Qt)i +

Z
Ci

�!r:IF (Q) dx = 0: (2.3)

En utilisant la formule de Green, l'�equation (2.3) nous conduit �a :

V olume(Ci) (Q� )i = �
X
j2K(i)

Z
@Cij

IF (Q):~�ij d�

�
Z
@Ci\�b

IF (Q):~nb d�

�
Z
@Ci\�1

IF (Q):~n1 d�

(2.4)

o�u ~�ij est la normale ext�erieure �a l'interface @Cij entre deux cellules Ci et Cj, et K(i)

l'ensemble des noeuds voisins d'un sommet i.
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2.3 Calcul des ux num�eriques internes

2.3.1 Sch�ema d�ecentr�e d'ordre un

Le terme int�egral
Z
@Cij

IF (Q):~�ij d� est �evalu�e par une fonction de ux num�erique �ij

donn�ee par :

�ij = IF ij:~�ij;

o�u ~�ij =
t(�1;�2;�3) =

Z
@Cij

~�ij d� et IF ij est une approximation de IF (Q) sur l'interface

@Cij.

La fonction de ux num�erique �ij est choisie d�ecentr�ee du premier ordre, et d�epend

des deux �etats Qi et Qj. Le syst�eme �etant lin�eaire �a coeÆcients constants, tous les ux

d�ecentr�es d'ordre un sont identiques. Ce ux num�erique �ij peut s'�ecrire sous la forme

suivante :

�ij = �(Qi;Qj;~�ij) =
F(Qi;~�ij) + F(Qj;~�ij)

2
� 

2
j A(~�ij) j (Qj �Qi); (2.5)

o�u F(Q;~�ij) = �1F1(Q)+�2F2(Q)+�3F3(Q) est une combinaison lin�eaire de ux et A(~�ij)
la matrice jacobienne du syst�eme (voir x1.3). Le param�etre  de la formule (2.5) est �x�e �a
un dans le cas des sch�emas d�ecentr�es classiques. N�eanmoins, on verra par la suite que cette

valeur du param�etre  n'est pas optimale pour l'obtention de solutions num�eriques d'une

grande pr�ecision. En particulier, le param�etre  nous permettra de contrôler la di�usion

num�erique. Ce sera l'objet du chapitre 4.

En remarquant que l'on a : F(Q;~�ij) = A(~�ij)Q, on obtient le ux num�erique :

�ij = �(Qi;Qj;~�ij)

=
1

2
fA+(~�ij)[(1 + )Qi + (1� )Qj] +A�(~�ij)[(1� )Qi + (1 + )Qj]g ;

(2.6)

A+(~�ij) (resp. A�(~�ij)) �etant la partie positive (resp. n�egative) de la matrice sym�etrique

A(~�ij).
Remarque 2.3.1 : Pour =1, on retrouve la d�ecomposition de ux de Steger-Warming

[19] : �ij = A+Qi +A�Qj

Il est int�eressant de noter que l'invariance par rotation du syst�eme de Maxwell (1.6)

nous permet, �a l'aide d'une seule composante de IF , de d�e�nir la totalit�e du ux en trois

dimensions d'espace. En e�et, consid�erons la rotation R de IR3 qui s'�ecrit :
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R =

0BB@
cos � cos � sin � cos� sin�

� sin � cos � 0

� cos � sin� � sin � sin � cos �

1CCA
Elle transforme Q = t( ~H; ~E) en Q̂ = t(R ~H;R ~E). On montre alors facilement que l'on

a :

F(Q;~�ij) = jj~�ijjj(R�1oF1)(Q̂)

Dans ce cas l�a, le ux num�erique (2.6) peut s'�ecrire :

�ij = jj~�ijjjR�1(A+
1 ()Q̂i + A�1 ()Q̂j)

o�u A+
1 et A�1 sont respectivement les parties positive et n�egative de A1 =

@

@Q
F1(Q). On

remarquera que les matrices A+
1 et A�1 d�ependent du param�etre . On renvoie le lecteur

�a l'annexe A pour l'�ecriture d�etaill�ee de ces deux matrices.

2.3.2 Approximation d'ordre sup�erieur

La m�ethode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) permet

d'augmenter la pr�ecision des sch�emas en d�e�nissant de nouvelles valeurs Qij et Qji aux

interfaces des cellules sans modi�er la fonction de ux num�erique �ij, toujours d�e�nie

par (2.5). Dans la m�ethode MUSCL [20], ces valeurs sont obtenues par une interpolation

lin�eaire sur chaque cellule. Nous utilisons ici une formulation dite �-sch�ema pour d�e�nir les

valeurs aux interfaces calcul�ees �a l'aide d'une combinaison lin�eaire convexe des gradients

hermitiens et centr�es :8>>>>><>>>>>:

�ij = �ij(Qij;Qji);

Qij = Qi +
1

2
f (1� 2 �)(Qj �Qi) + 2 �

�!rQH
i : ~SiSj g;

Qji = Qj � 1

2
f (1� 2 �)(Qj �Qi) + 2 �

�!rQH
j : ~SiSj g;

(2.7)

o�u � est un param�etre de d�ecentrage qui joue aussi un rôle d�eterminant dans la pr�ecision

des sch�emas. En prenant � =
1

3
, on obtient un sch�ema du troisi�eme ordre en espace pour

des maillages structur�es [21].

On d�e�nit les gradients discrets
�!rQH

i comme une moyenne des gradients de Galerkin

autour d'un noeud Si. Pour tout t�etra�edre T 2 Th, on pose :

(
�!rQ)T =

3X
k=1

Qik
�!r'ik(T );
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o�u les Sik (k = 1;:::;4) sont les quatre sommets du t�etra�edre T et
�!r'ik(T ) le gradient

constant sur T de la fonction de base 'ik P1 associ�ee au noeud Sik . On pose alors :

�!rQH
i =

1

V olume(Ci)

X
T2Th;Si2T

V olume(T )

3
(
�!rQ)T : (2.8)

Il est �egalement int�eressant de remarquer qu'il existe un autre moyen pour mettre au

point des sch�emas num�eriques d'ordre �elev�e. On peut e�ectivement remplacer la fonction

de ux num�erique d�ecentr�ee (2.5) par une fonction de ux num�erique centr�ee :

~�ij =
F(Qi;~�ij) + F(Qj;~�ij)

2
:

On remarque ais�ement que pour obtenir ce ux centr�e il suÆt de prendre  = 0 dans (2.5).

On d�ecide, de plus, de conserver le �-sch�ema (� =
1

3
). Ce sch�ema a �et�e �etudi�e notamment

dans [22, 14] pour l'�equation d'advection lin�eaire bidimensionnelle en maillage homog�ene

r�egulier. Cette �etude a montr�e que l'on obtient des sch�emas volumes �nis d'ordre 4 en

espace et en temps avec une int�egration de type Runge Kutta �a quatre pas.

Cependant, ce sch�ema �etant lin�eaire et d'ordre sup�erieur �a un, il n'est pas TVD (�a

variation totale d�ecroissante) [23], d'o�u l'apparition d'oscillations parasites que nous avons

pu observer num�eriquement. Plutôt que de faire appel aux techniques dites des limiteurs

qui rendent le sch�ema non lin�eaire, nous pr�ef�erons introduire un petit taux de di�usion

en a�ectant �a  la valeur 0:1 qui nous permet de surcroit d'utiliser un sch�ema de Runge

Kutta �a trois pas (au lieu de 4 pas pour  = 0). Le sch�ema ainsi obtenu sera �etudi�e en

d�etail (pr�ecision et stabilit�e) au chapitre 4.

2.4 Traitement des conditions aux limites

Surface m�etallique parfaitement conductrice :

Sur la surface �b, la condition aux limites est de type r�eexion totale. Elle s'�ecrit en champ

di�ract�e :

~n ^ ~E = �~n ^ ~Einc; (2.9)

o�u ~n est le vecteur normal �a la surface et ~E le champ �electrique di�ract�e.

Cette condition (2.9) est appliqu�ee sous une forme faible. On pr�esente ici l'expression des

ux de bord en deux dimensions d'espace suivant le type de polarisation consid�er�ee.
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Le terme de bord s'�ecrit ainsi sous la forme :

Z
@Ci\�b

IF (Q):~nb d� =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Z
@Ci\�b

0BB@
�n2Qinc

3

n1Q
inc
3

n2Q1 � n1Q2

1CCA d� (TM)

Z
@Ci\�b

0BB@
n2Q3

�n1Q3

�n2Qinc
1 + n1Q

inc
2

1CCA d� (TE)

o�u Qk;k=1;2;3 sont les composantes du champ di�ract�e Q sur �b, Q
inc est le champ incident

suppos�e connu et ~n = t(n1;n2) est la normale ext�erieure �a �b.

Le ux num�erique correspondant s'�ecrit :

�ib = IF ib~�ib;

avec ~�ib =

Z
@Ci\�b

~nib d�, ~nib �etant la normale ext�erieure en @Ci \ �b et IF ib donn�e par :8>>>><>>>>:
IF ib = IF (Qib)

avec

Qib = t(Qi;1;Qi;2;�Qinc;3) (TM);

= t(�Qinc;1;�Qinc;2;Qi;3) (TE):

Remarque 2.4.1 : En trois dimensions d'espace, en remarquant que l'on a :

F(Q):~� = t(� ~E ^ ~�; ~H ^ ~�), le ux prenant en compte la condition de conducteur parfait

s'�ecrit en champ di�ract�e sur �b :

�ib =
t( ~Einc ^ ~�b; ~Hi ^ ~�b)

o�u ~Einc et ~Hi sont respectivement le champ �electrique incident et le champ magn�etique

total au noeud i. Avec les mêmes notations, en champ total, le ux num�erique sur �b

s'�ecrit :

�ib =
t(0; ~Hi ^ ~�b)

Condition absorbante :

A�n de pouvoir calculer le ux num�erique sur la fronti�ere arti�cielle �1 qui borne le

domaine de calcul on utilise un d�ecentrage �a l'in�ni �a l'aide de la d�ecomposition des ux

de Steger-Warming :

�i1 = �(Qi;Q1;~�i1) = A+(~�i1)Qi +A�(~�i1)Q1;
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o�u Qi est la valeur du champ di�ract�e calcul�ee sur �1 et Q1 le champ di�ract�e en dehors

du domaine de calcul 
. Comme aucune onde ne doit entrer dans 
, on obtient :

A�(~�i1)Q1 = 0;

soit :

�i1 = A+(~�i1)Qi:

On propose ici de donner �a titre d'exemple l'�ecriture du ux num�erique que l'on obtient

ainsi en deux dimensions d'espace. Il s'�ecrit :

�i1 =
1

2

�
�i12
j �i1 j Qi;1 � �i11

j �i1 j Qi;2 +Qi;3

�0BB@
�i12

��i11
j �i1 j

1CCA (2.10)

o�u ~�i1 =

Z
@Ci\�1

~ni1 d�, ~ni1 est la normale ext�erieure �a @Ci \ �1.

Remarque 2.4.2 : Il est int�eressant de noter que le d�ecentrage �a l'in�ni que l'on vient

d'introduire est �equivalent �a la condition absorbante de Silver-M�uller d'ordre un prise en

compte faiblement [11].

Remarque 2.4.3 : En pratique, si l'on utilise cette condition absorbante sur la fronti�ere

arti�cielle �1, nous sommes tenus de la placer approximativement �a deux longueurs

d'onde de l'objet di�ractant. Cette distance constitue une limite s�ev�ere aux simulations en

3D. C'est pourquoi nous nous sommes attach�es �a appliquer de nouvelles conditions aux

limites, le but �etant de pouvoir r�eduire sensiblement le domaine de calcul. Ce sera l'objet

du chapitre 3.

2.5 Discr�etisation temporelle

La physique des �equations de Maxwell que nous cherchons �a r�esoudre est celle des

ph�enom�enes de propagation d'ondes instationnaires. Pour cette raison, la r�esolution num�erique

de ce probl�eme d'�evolution par des sch�emas explicites nous parait n�ecessaire pour assurer

une grande pr�ecision temporelle. Pour cela, nous utilisons la m�ethode explicite multi-pas

de Runge-Kutta.

La discr�etisation utilis�ee pr�ec�edemment correspond au syst�eme semi-discret associ�e �a

chaque noeud Si (l'indice Si est omis) :

Qt +	(Q) = 0 ;
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o�u 	(Q) repr�esente, sous une forme condens�ee, la discr�etisation spatiale pr�ec�edemment

�etablie et pond�er�ee par l'inverse du volume de contrôle.

Du fait de la lin�earit�e du syst�eme de Maxwell, on obtient un sch�ema d'ordre trois en

temps �a l'aide de l'int�egration �a trois pas de Runge Kutta donn�ee ci-dessous :8>>><>>>:
Q0 = Qn

Ql = Q0 � ��

(4� l)
	(Ql�1) l = 1;2;3

Qn+1 = Q3

o�u �� repr�esente le pas de temps tel que : tn = n�� .
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Chapitre 3

Mat�eriau �ctif absorbant.

Ce chapitre est une version plus �etendue du rapport Cermics (No 96-53) r�ealis�e avec

Fr�ed�eric Poupaud � et intitul�e \Condition aux limites de B�erenger avec un sch�ema temporel

de type volumes �nis en maillage triangulaire\.

Une partie de ce chapitre a �et�e accept�ee pour publication dans la revue \Applied Numerical

Mathematics".

� Laboratoire J.A. Dieudonn�e, U.R.A. 168 du CNRS, Universit�e de Nice Sophia-Antipolis, Parc Val-

rose, BP 71, 06108 NICE Cedex 02
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Introduction

L'�etude de la di�raction �electromagn�etique par un objet donne lieu �a un probl�eme

ext�erieur. A�n de pouvoir r�esoudre num�eriquement ce probl�eme, on le remplace par un

probl�eme aux limites pos�e dans un domaine born�e. Deux m�ethodes sont couramment uti-

lis�ees a�n d'absorber les ondes sortantes. La premi�ere consiste �a �etablir sur la fronti�ere

�ctive une condition aux limites absorbantes (CLA), approximation des conditions aux

limites transparentes (r�eexion parasites nulles) non locales. On pourra se r�ef�erer notam-

ment �a [24, 25, 26, 27, 28]. La seconde, qui sera d�evelopp�ee ici, consiste �a limiter le domaine

d'�etude par une couche absorbante, les e�ets de la r�eexion du champ �electromagn�etique

dans cette couche �etant att�enu�es au moyen d'�equations de couches limites arti�cielles [4].

Cette approche a �et�e r�ecemment propos�e par B�erenger dans le cadre de l'�electromagn�etisme

[12, 13]. De nombreux travaux [29, 30, 31] sont venus valider cette m�ethode.

Nous proposons ici d'�etendre cette m�ethode, utilis�ee jusqu'alors essentiellement pour des

sch�emas temporels en di��erences �nies, �a un sch�ema temporel de type volumes �nis en

maillage non structur�e.

Ce chapitre est divis�e en quatre parties. Dans la premi�ere partie nous pr�esentons la

m�ethode de B�erenger ainsi que les modi�cations apport�ees aux �equations et �a leurs pro-

pri�et�es dans la couche limite arti�cielle. Dans la seconde partie nous d�eveloppons l'ap-

proximation num�erique utilis�ee. En�n dans les deux derni�eres parties nous pr�esentons des

r�esultats num�eriques obtenus avec ces conditions aux limites de type B�erenger en deux et

trois dimensions d'espace.

3.1 Syst�eme de Maxwell modi��e

3.1.1 Mat�eriau �ctif parfaitement absorbant

La m�ethode que l'on va utiliser ici a�n d'absorber les ondes sortantes consiste �a limiter

le domaine de calcul par une couche limite arti�cielle, les e�ets de la r�eexion du champ

�electromagn�etique �etant att�enu�es, dans cette couche, au moyen d'un mat�eriau absorbant

�ctif (voir la �gure 3.1 pour le cas bidimensionnel).

Le domaine de calcul est donc divis�e en deux zones distinctes. Dans l'une, que l'on suppose

être le vide, on va r�esoudre les �equations de Maxwell classique. Dans l'autre, suppos�ee

être le mat�eriau absorbant �ctif, les �equations de Maxwell �a r�esoudre seront alors celles
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incident
vacuum

PML

material

object

wave

Γ∞

Fig. 3.1 { Couche absorbante pour le cas 2-D

�ecrites dans un milieu absorbant. L'approche classique consiste �a r�esoudre dans le mat�eriau

absorbant le syst�eme suivant qui s'�ecrit en l'absence de charges et de courant :8>>>>>>><>>>>>>>:

@ ~H

@t
+ rot( ~E) + �� ~H = 0;

@ ~E

@t
� rot( ~H) + � ~E = 0;

(3.1)

avec une conductivit�e �electrique � et magn�etique ��.

Remarque 3.1.1 : Le syst�eme (3.1) est �ecrit sous sa forme adimensionn�e (voir para-

graphe 1.2). Ainsi les quantit�es � et �� de (3.1) v�eri�ent : � = Z0~� et �� =
~��

Z0
o�u ~� et

~�� sont respectivement les conductivit�es �electrique et magn�etique du syst�eme de Maxwell

non adimensionn�e. � et �� s'expriment en m�1 tandis que ~� et ~�� sont respectivement en

S=m et en 
=m.

Ces mat�eriaux absorbants �ctifs utilis�es jusqu'alors a�n d'absorber les ondes sortantes et

appliqu�es �a des sch�emas aux di��erences �nies (voir [4]) v�eri�ent la condition d'adaptation

d'imp�edance liant les conductivit�es �electrique et magn�etique du mat�eriau et �ecrite �a l'aide

des variables adimensionn�ees :

� = ��: (3.2)

Remarque 3.1.2 : Avec les notations pr�ec�edentes, l'adaptation d'imp�edance s'�ecrit :

~�

"0
=

~��

�0
:

Cette condition assure que les ondes planes �a incidence normale n'engendrent aucune

r�eexion �a l'interface vide-milieu absorbant. Par contre, des r�eexions parasites peuvent
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apparaitre pour des incidences non normales.

B�erenger a propos�e une technique dans le cas bidimensionnel (cf. [12]) permettant d'ob-

tenir un coeÆcient th�eorique de r�eexion nul pour une onde plane arrivant sur l'interface

vide-milieu quelque soit la fr�equence ou l'angle d'incidence. L'extension au cas tridimen-

sionnel ne posant aucun probl�eme (voir [13, 30]), on rappelle ici cette technique dans un

cadre tridimensionnel.

Le milieu propos�e par B�erenger, appel�e couche parfaitement absorbante et not�e milieu

PML (\Perfectly Matched Layer", en anglais), est obtenu en introduisant de nouveaux

degr�es de libert�e. On d�ecompose ainsi chaque composante du champ �electromagn�etique

Q =t ( ~H; ~E) en deux sous-composantes (par exemple Hx = Hxy + Hxz). Le milieu PML

ainsi d�etermin�e est un milieu dans lequel le champ �electromagn�etique a non plus six mais

douze composantes qui sont t(Hxy;Hxz;Hyx;Hyz;Hzx;Hzy;Exy;Exz;Eyx;Eyz;Ezx;Ezy). De la

même fa�con, les conductivit�es se d�ecomposent en �x;�y;�z;�
�
x;�

�
y ;�

�
z . En supposant que

l'adaptation d'imp�edance est r�ealis�ee : �i = ��i pour i = x;y ou z, le syst�eme de Max-

well dans le mat�eriau �ctif s'�ecrit alors sous la forme d'un syst�eme de 12 �equations �a 12

inconnues : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@tHxy + �yHxy = �@y(Ezx + Ezy)

@tHxz + �zHxz = @z(Eyx + Eyz)

@tHyz + �zHyz = �@z(Exy + Exz)

@tHyx + �xHxy = @x(Ezx + Ezy)

@tHzx + �xHxy = �@x(Eyx + Eyz)

@tHzy + �yHzy = @y(Exy + Exz)

@tExy + �yExy = @y(Hzx +Hzy)

@tExz + �zExz = �@z(Hyx +Hyz)

@tEyz + �zEyz = @z(Hxy +Hxz)

@tEyx + �xExy = �@x(Hzx +Hzy)

@tEzx + �xExy = @x(Hyx +Hyz)

@tEzy + �yEzy = �@y(Hxy +Hxz)

(3.3)

On peut noter que dans le cas o�u �x = �y = �z, on retrouve les �equations de Maxwell

dans un milieu absorbant classique. Par une analyse de type onde plane, B�erenger montre

dans [12] que le choix des �i, pour i = x;y ou z, est d�eterminant pour obtenir une inter-
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face vide-milieu parfaitement transparente aux ondes sortantes. La conductivit�e �x (resp.

�y, �z) s'interpr�ete comme le coeÆcient d'absorption dans la direction x (resp. y, z). Si

l'interface entre le vide et le milieu PML a pour normale la direction ex, le coeÆcient

de r�eexion d'une onde plane d'incidence et de fr�equence quelconque est nul quand �y

et �z sont nuls. On obtient le même r�esultat pour les autres directions par simple rotation.

Cas Bidimensionnel:

En deux dimensions d'espace, le syst�eme dans le mat�eriau PML est obtenu en intro-

duisant un seul degr�e de libert�e. On d�ecompose uniquement une composante du champ

�electromagn�etique en deux sous-composantes (par exemple dans le cas TM, Ez = Ezx +

Ezy). Le syst�eme dans le mat�eriau PML est alors un syst�eme de quatre �equations �a quatre

inconnues qui s'�ecrit dans le cas TM de la fa�con suivante :

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

@Hx

@t
+
@(Ezx + Ezy)

@y
+ �y Hx = 0;

@Hy

@t
� @(Ezx + Ezy)

@x
+ �x Hy = 0;

@Ezx
@t

� @Hy

@x
+ �x Ezx = 0;

@Ezy
@t

+
@Hx

@y
+ �y Ezy = 0:

(3.4)

Remarque 3.1.3 : Le cas TE est obtenu de fa�con similaire en d�ecomposant la compo-

sante Hz en Hzx et Hzy.

3.1.2 Choix des conductivit�es

On montre dans [12, 13] par une analyse par onde plane que le choix des conducti-

vit�es est primordial pour obtenir une interface, entre deux milieux PML, transparente aux

ondes. Le domaine d'�etude est suppos�e être le vide qui est lui même consid�er�e comme un

mat�eriau PML. On entoure alors notre de domaine de calcul d'un mat�eriau PML �ctif et

arbitraire. Les conditions �a imposer sur la conductivit�e pour l'obtention de la propri�et�e

cit�ee ci-dessus n�ecessitent un d�ecoupage du milieu PML en plusieurs zones (voir �gure 3.2).
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Fig. 3.2 { D�e�nition partielle de la couche limite arti�cielle

On propose alors de d�ecrire ici bri�evement les conductivit�es choisies dans chacune des

zones de la �gure 3.2. On obtient ais�ement les conductivit�es des zones restantes par de

simples sym�etries.

De fa�con g�en�erale, on pose :

~� = �x~ex + �y~ey + �z~ez:

On d�e�nit �x (resp. �y et �z) de la fa�con suivante :

�x = �0

�
x� a

A� a

�n
(3.5)

o�u A et a d�esignent respectivement l'abscisse d'un point de l'interface vide-PML et l'abs-

cisse d'un point de �1.
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Plus pr�ecisemment, nous avons pris :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

~� = ~�x~ex + �z~ez dans 
1;

~� = ~�x~ex + �y~ey + �z~ez dans 
2;

~� = �z~ez dans 
3;

~� = �y~ey + �z~ez dans 
4;

~� = ~�x~ex + �y~ey dans 
5;

~� = �x~ex + �z~ez dans 
6;

~� = �x~ex + �y~ey + �z~ez dans 
7;

~� = �y~ey dans 
8;

~� = �x~ex + �y~ey dans 
9;

~� = �x~ex dans 
10:

Di��erents choix des param�etres �0 et n seront test�es dans la partie 3.3.2.

3.1.3 Conditions aux limites sur �1

Dans l'article originel de B�erenger [12], celui ci a consid�er�e �1 comme le bord d'un

conducteur parfait. Les ondes r�e�echies sur �1 sont alors absorb�ees �a l'aller et au retour

de leur propagation dans le milieu PML. La condition s'exprime en champ total comme :

~E ^ ~n = 0 sur �1;

soit en deux dimensions d'espace :(
Ez = 0 en mode TM;

�Exny + Eynx = 0 en mode TE:
(3.6)

Cependant d'autres choix sont possibles. On peut en particulier prendre des conditions

absorbantes sur �1 qui ne soit pas plus coûteuse en temps calcul qu'une condition de

conducteur parfait. Nous avons donc test�e une condition au limite absorbante qui consiste

�a annuler les ux num�eriques entrant en �1. C'est une discr�etisation num�erique directe

de la condition au limite transparente (voir section 2.4).

3.1.4 Nouvelle formulation

Pour faciliter l'impl�ementation num�erique, nous allons r�e�ecrire (3.3) sous une forme

di��erente. Notre approche consite �a conserver les composantes du champ �electromagn�etique
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dans le vide (Q = t( ~H; ~E)) et �a introduire uniquement six nouvelles variables (Hxz;Hyz;Hzy;Exz;Eyz;Ezy).

On consid�ere ainsi le nouveau syst�eme �a r�esoudre dans le mat�eriau PML :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@tHx + @yEz � @zEy + �yHx + (�z � �y)Hxz = 0

@tHy + @zEx � @xEz + �xHy + (�z � �x)Hyz = 0

@tHz + @xEy � @yEx + �xHz + (�y � �x)Hzy = 0

@tEx + @zHy � @yHz + �yEx + (�z � �y)Exz = 0

@tEy + @xHz � @zHx + �xEy + (�z � �x)Eyz = 0

@tEz + @xHz � @zHx + �xEz + (�y � �x)Ezy = 0

@tHxz � @zEy + �zHxz = 0

@tHyz + @zEx + �zHyz = 0

@tHzy � @yEx + �yHzy = 0

@tExz + @zHy + �zExz = 0

@tEyz � @zHx + �zEyz = 0

@tEzy + @yHx + �yEzy = 0

(3.7)

Proposition 3.1.1 : Les formulations (3.3) et (3.7) sont �equivalentes.

Preuve :

De mani�ere �evidente, on passe de (3.3) �a (3.7) et r�eciproquement en utilisant les relations :

Hij = Hi�Hik (de même pour E) et i;j;k alternativement �egaux �a x;y et z, et en recom-

binant par deux les �equations du syst�eme consid�er�e �.

On notera que les six premi�eres �equations ne sont rien d'autres que les �equations de

Maxwell dans le vide avec un terme source prenant en compte les nouvelles variables in-

troduites. Ainsi un sch�ema num�erique classique pour la r�esolution du syst�eme de Maxwell
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s'applique aux six premi�eres �equations. Il ne reste plus qu'�a trouver une discr�etisation

ad�equate des six derni�eres �equations.

Cas Bidimensionnel:

On pr�esente le nouveau syst�eme dans le cas 2D (polarisation TM). Les composantes

du champ �electromagn�etiques sont conserv�ees, comme dans le cas 3D, et on introduit une

seule nouvelle variable (Ezy par exemple). On obtient :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

@Hx

@t
+
@Ez
@y

+ �y Hx = 0;

@Hy

@t
� @Ez

@x
+ �x Hy = 0;

@Ez
@t

+
@Hx

@y
� @Hy

@x
+ �x Ez + (�y � �x) Ezy = 0;

@Ezy
@t

+
@Hx

@y
+ �y Ezy = 0:

(3.8)

De la même fa�con qu'en dimension trois, les syst�emes (3.4) et (3.8) sont �equivalents

en consid�erant Ezx = Ez � Ezy et en recombinant les deux derni�eres �equations.

Remarque 3.1.4 : Le cas TE est obtenu de fa�con similaire en introduisant par exemple

la variable Hzy.

3.1.5 Conservativit�e et perte de l'hyperbolicit�e

De la même fa�con que pour les �equations de Maxwell dans le vide (voir x1.3), le syst�eme
dans le mat�eriau �ctif peut s'�ecrire sous forme conservative :

~Qt + ~F1( ~Q)x + ~F2( ~Q)y + ~F3( ~Q)z + �( ~Q) = 0 (3.9)

avec :

~Q = t(Q;P ) = t(Q;Hxz;Hyz;Hzy;Exz;Eyz;Ezy)

o�u Q est le champ �electromagn�etique,

~Fi( ~Q) = ~Ai: ~Q avec i = 1;2;3

avec
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~A1 =

 
A1 0

0 0

!
~A2 =

 
A2 0

M2 0

!
~A3 =

 
A3 0

M3 0

!
Les matrices Ai ont �et�e pr�ec�edemment introduites au paragraphe 1.3.

Finalement, on a :

�( ~Q) = B: ~Q

avec :

B =

 
B1 B2

0 B4

!
On renvoie le lecteur �a l'Annexe pour l'�ecriture des matrices M2, M3, B1, B2 et B4.

Proposition 3.1.2 : Le nouveau syst�eme (3.9), �ecrit sous forme conservative avec ces

variables, n'est pas hyperbolique.

Preuve :

De fa�con analogue aux �equations de Maxwell classique, pour tout vecteur non nul ~� =
t(�1;�2;�3) de IR

3, le jacobien ~A d�e�ni par :

~A(~�) = ~�: ~IF
0
( ~Q)

= �1
@ ~F1

@ ~Q
( ~Q) + �2

@ ~F2

@ ~Q
( ~Q) + �3

@ ~F3

@ ~Q
( ~Q);

a douze valeurs propres r�eelles. La valeur propre nulle est de multiplicit�e huit; le sous es-

pace propre associ�e �a cette valeur propre est de dimension six. Le syst�eme dans le mat�eriau

PML, �ecrit avec ces variables, n'est donc pas hyperbolique �.

Cependant, A. de la Bourdonnaye [32] a montr�e que le syst�eme de B�erenger rec�ele des

�equations de compatibilit�e cach�ees du même genre que les �equations de divergence dans

le cas du syst�eme de Maxwell.

Proposition 3.1.3 [32] : Si on impose au syst�eme de B�erenger les relations d'ordre un,

pour ~E :

@xExy + @yEyx = 0; @xExz + @zEzx = 0; @yEyz + @zEzy = 0

et pour ~H :

@xHxy + @yHyx = 0; @xHxz + @zHzx = 0; @yHyz + @zHzy = 0
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ainsi que les relations de compatibilit�e d'ordre deux, pour ~E :

@z2Exy � @y2Exz + @xyEyz = 0:

et pour ~H :

@z2Hxy � @y2Hxz + @xyHyz = 0:

alors l'op�erateur qui en r�esulte est strictement hyperbolique.

On renvoie �a [32] pour la preuve de cette proposition.

Cependant, il est int�eressant de remarquer qu'il suÆt que ces relations de compati-

bilit�e soient satisfaites �a l'instant initial, ce qui sera le cas lors de nos approximations

num�eriques (section 3.3) puisque pour t = 0 on impose la nullit�e �a toutes les compo-

santes. Il en r�esulte que le probl�eme de Cauchy est bien pos�e. On peut donc envisager de

r�esoudre un probl�eme de Riemann associ�e au syst�eme de B�erenger puisque les �equations

de compatibilit�e permettent de lever les ind�eterminations li�ees aux valeurs propres nulles.

Cas Bidimensionnel:

De fa�con similaire au cas 3D, le syst�eme dans le mat�eriau �ctif peut s'�ecrire sous forme

conservative :

~Qt + ~F ( ~Q)x + ~G( ~Q)y + �( ~Q) = 0; (3.10)

avec :

~Q = t(Q1;Q2;Q3;Q4) =

8>><>>:
t(Hx;Hy;Ez;Ezy) pour le mode TM;

t(�Ex;� Ey;Hz;Hzy) pour le mode TE;

~F ( ~Q) = t(0;�Q3;�Q2;0) et ~G( ~Q) = t(Q3;0;Q1;Q1);

�( ~Q) = t(�yQ1; �xQ2; �xQ3 + (�y � �x)Q4; �yQ4);

ou sous forme condens�ee :

~Qt + ~r: ~IF ( ~Q) + �( ~Q) = 0; (3.11)

avec ~IF ( ~Q) = t( ~F ( ~Q); ~G( ~Q)).
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Le syst�eme n'est pas hyperbolique, la valeur propre nulle est de multiplicit�e deux tandis

que le sous espace propre qui lui est associ�e est de dimension un. De fa�con similaire au

cas tridimensionnel, l'ajout d'une relation de compatibilit�e et de la relation de divergence

aux quatre �equations dans le milieu PML, rend l'op�erateur qui en r�esulte hyperbolique

[32].

3.2 Approximation Num�erique

Nous venons de voir que le syst�eme obtenu en ajoutant des relations de compati-

bilit�e aux �equations dans le milieu PML est un syst�eme strictement hyperbolique. Il

convient alors de remarquer que par un choix judicieux de conditions initiales ces rela-

tions suppl�ementaires introduites sont alors v�eri��ees pour tout temps t. On peut donc

envisager de r�esoudre un probl�eme de Riemann associ�e au syst�eme de B�erenger puisque

les �equations de compatibilit�e permettent de lever les ind�eterminations. De plus, r�esoudre

le syst�eme avec les �equations de compatibilit�e (i.e. le syst�eme hyperbolique) consisterait

�a e�ectuer un changement de variables voire �a introduire de nouvelles �equations ce qui

entrainerait obligatoirement un surcoût en temps de calcul. On pr�esente donc ici une adap-

tation du calcul des ux num�eriques dans le mat�eriau �ctif PML bas�ee sur la r�esolution

d'un probl�eme de Riemann. Finalement, dans le vide on propose de r�esoudre les �equations

de Maxwell, comme pr�ec�edemment, �a l'aide de sch�emas d�ecentr�es.

3.2.1 Calcul des ux num�eriques internes

Dans le vide les conductivit�es �x, �y et �z sont nulles. Le calcul des composantes de Q

se ram�ene �a un calcul d'�electromagn�etisme classique, les composantes de P n'intervenant

pas. D'autre part, le calcul des composantes suppl�ementaires P �a l'interface entre le vide

et le mat�eriau PML fait intervenir des ux qui ne d�ependent que de Q. Il n'est donc pas

utile d'e�ectuer le calcul de P dans le vide et les ux num�eriques sont alors �evalu�es comme

dans le chapitre 1.5.

3.2.2 Calcul des ux num�eriques dans le mat�eriau �ctif

On rappelle que dans cette partie du domaine, le syst�eme avec les douze variables

consid�er�ees n'est pas hyperbolique, on ne peut donc pas appliquer des calculs de ux

num�eriques d�ecentr�es pour les douze �equations.
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En revanche, au vu des remarques du x 3.1.4 sur le syst�eme (3.8), les ux num�eriques �ij

des six premi�eres �equations sont les mêmes que ceux des �equations de Maxwell dans le

vide et par cons�equent seront calcul�es de fa�con similaire (voir x 1.5).
Il nous reste �a d�eterminer les ux �7;:::;�12 des six derni�eres �equations du syst�eme (3.9).

Proposition 3.2.1 : Les ux num�eriques �7;:::;�12 du syst�eme (3.9) s'�ecrivent :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�7 = ��3
2

�
(Qj

5 +Qk
5)� cos � cos� (Qk

3 �Qj
3) + sin� (Qk

1 �Qj
1)
	

�8 =
�3
2

�
(Qj

4 +Qk
4) + sin � cos� (Qk

3 �Qj
3)� sin� (Qk

2 �Qj
2)
	

�9 = ��2
2

�
(Qj

4 +Qk
4) + sin � cos� (Qk

3 �Qj
3)� sin � (Qk

2 �Qj
2)
	

�10 =
�3
2

�
(Qj

2 +Qk
2) + cos � cos� (Qk

6 �Qj
6)� sin� (Qk

4 �Qj
4)
	

�11 = ��3
2

�
(Qj

1 +Qk
1)� sin � cos � (Qk

6 �Qj
6) + sin � (Qk

5 �Qj
5)
	

�12 =
�2
2

�
(Qj

1 +Qk
1)� sin � cos� (Qk

6 �Qj
6) + sin� (Qk

5 �Qj
5)
	

o�u Qj;k est la valeur du champ �electromagn�etique dans la cellule Cj (resp. Ck) et ~� la

normale ext�erieure �a l'interface entre Cj et Ck.

Preuve :

On �ecrit l'approximation num�erique des ux manquant du syst�eme sous la forme :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�7 = ��3QII
5

�8 = �3Q
II
4

�9 = ��2QII
4

�10 = �3Q
II
2

�11 = ��3QII
1

�12 = �2Q
II
1

Ces ux num�eriques sont donc enti�erement d�etermin�es par la seule connaissance des quan-

tit�es scalaires QII
i pour i = 1;2;4;5. Du fait de l'ind�ependance des ux des six premi�eres

�equations, nous proposons de calculer ces valeurs QII
i via la r�esolution d'un probl�eme de

Riemann �a l'interface entre deux cellules voisines, o�u seules les six premi�eres �equations de
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(3.9) et donc les seules composantes du champ �electromagn�etique sont consid�er�ees.

R�esolution du probl�eme de Riemann:

Pour calculer QII
i on r�esout pour le syst�eme de Maxwell dans le vide un probl�eme de

Riemann monodimensionnel entre deux cellules voisines dans la direction de la normale.

On a :

Qt + F1(Q)x + F2(Q)y + F3(Q)z = 0 pour (x;y;z) 2 IR3; t � tn

avec la donn�ee initiale :

Q(x;y;z;tn) =

(
Qj;n si �1x + �2y + �3z < �1~x + �2~y + �3~z;

Qk;n si �1x+ �2y + �3z > �1~x + �2~y + �3~z;

o�u ~x;~y;~z d�esignent les coordonn�ees d'un point de l'interface entre deux cellules (voir la

�gure 3.3 pour le cas bidimensionnel), ~� = (�1;�2;�3) la normale ext�erieure �a l'interface et

o�u les quantit�es Q, Fl(Q), pour l = 1;3, ont �et�e d�e�nies au paragraphe 1.3.

η

Cj

C
k

X

Y

x
y

~
~

Fig. 3.3 { Notation �a l'interface de deux cellules (2-D).

En se pla�cant dans les coordonn�ees (�; 1; 2) li�ees respectivement aux directions nor-

males et tangentielles �a l'interface des cellules, on obtient, du fait de l'invariance par

rotation des �equations de Maxwell, et de l'ind�ependance de la condition initiale par rap-

port aux variables  1 et  2, le probl�eme de Riemann unidimensionnel dans la direction

normale :

Q̂t + F1(Q̂)� = 0; (3.12)
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avec la donn�ee initiale :

Q̂(�;tn) =

(
Q̂I si � < 0;

Q̂IV si � > 0;
(3.13)

o�u Q̂ = t(H�;H 1 ;H 2;E�;E 1 ;E 2) est le champ �electromagn�etique dans le nouveau rep�ere

et F1(Q̂) =
t(0;� E 2 ;E 1 ;0;�H 2 ;H 1).

On consid�ere deux cellules d'int�egration voisines Cj et Ck. Soit le syst�eme (3.12) avec la

donn�ee initiale (3.13). On consid�ere alors le probl�eme de Cauchy de part et d'autre de la

fronti�ere � = � 1
2

, et pour commencer �a gauche. Dans ce domaine, la solution du probl�eme

de Riemann est constante de part et d'autre de la courbe caract�eristique (�j) d'�equation :

� � � 1
2

t� tn
= �1:

Ceci d�e�nit donc deux zones du demi-espace temps (� < � 1
2

; t > 0), not�ees I et II,

respectivement en dessous et au dessus de (�j). De fa�con similaire, l'autre demi-espace

temps (� > � 1
2

; t > 0) est subdivis�e en deux zones, not�ees III et IV , respectivement

situ�ees au dessus et en dessous de (�k) d'�equation :

� � � 1
2

t� tn
= 1:
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Le probl�eme de Riemann associ�e �a ce probl�eme est sch�ematis�e sur la �gure 3.4.

ξξ ξ
1/2 k

ξ
j

I

II III

IV

Γ Γ
j k

( ) ( )

t = t n + 

t

∆ t

t = t n

Fig. 3.4 { Probl�eme de Riemann local

Sa solution ne d�epend que des �etats initiaux Q̂I = Q̂i;n et Q̂IV = Q̂j;n de part et d'autre

de l'interface et est constitu�ee de quatre �etats constants Q̂I ;Q̂II ;Q̂III et Q̂IV . La r�esolution

de ce probl�eme �a l'aide des relations de saut de Rankine Hugoniot (terme habituellement

employ�e en m�ecanique des uides pour d�esigner les relations entre deux �etats s�epar�es par

une surface de discontinuit�e), nous donne :

8>><>>:
~A1(Q̂

II � Q̂I) = �(Q̂II � Q̂I)

~A1(Q̂
IV � Q̂III) = (Q̂IV � Q̂III)

~A1(Q̂
III � Q̂II) = 0

(3.14)

Les �etats Q̂II et Q̂III sont d�etermin�es de fa�con unique. On r�esout alors explicitement le

syst�eme (3.14).
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On obtient les expressions suivantes, solutions du probl�eme de Riemann :

Q̂II = Q̂I + 1
2

0BBBBBBBBBB@

0

(Q̂IV
6 � Q̂I

6) + (Q̂IV
2 � Q̂I

2)

(Q̂I
5 � Q̂IV

5 ) + (Q̂IV
3 � Q̂I

3)

0

(Q̂IV
5 � Q̂I

5)� (Q̂IV
3 � Q̂I

3)

(Q̂IV
6 � Q̂I

6) + (Q̂IV
2 � Q̂I

2)

1CCCCCCCCCCA

Q̂III = Q̂IV + 1
2

0BBBBBBBBBB@

0

(Q̂IV
6 � Q̂I

6)� (Q̂IV
2 � Q̂I

2)

(Q̂I
5 � Q̂IV

5 )� (Q̂IV
3 � Q̂I

3)

0

(Q̂I
5 � Q̂IV

5 )� (Q̂IV
3 � Q̂I

3)

(Q̂I
6 � Q̂IV

6 ) + (Q̂IV
2 � Q̂I

2)

1CCCCCCCCCCA
La r�esolution nous donne :(

Q̂II
1 = Q̂I

1

Q̂III
1 = Q̂IV

1

et

(
Q̂II

4 = Q̂I
4

Q̂III
4 = Q̂IV

4

Pour des raisons de sym�etrie, on choisit alors de poser :

Q̂II
1 =

1

2
(Q̂I

1 + Q̂IV
1 ) et Q̂II

4 =
1

2
(Q̂I

4 + Q̂IV
4 )

Ceci ach�eve la r�esolution du probl�eme de Riemann aux interfaces des cellules.

Calcul explicite des ux :

On obtient les expressions recherch�ees (QII
i pour i = 1;4;5) en appliquant la rotation

R�1, explicit�ee ci-dessous, aux quantit�es Q̂II
i �etablies lors de la r�esolution du probl�eme de

Riemann.

On pose :

R�1 =

0BB@
cos � cos � � sin � � cos � sin�

sin � cos� cos � � sin � sin�

sin� 0 cos�

1CCA
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Ainsi, on obtient :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

QII
1 = cos � cos � Q̂II

1 � sin � Q̂II
2 � cos � sin � Q̂II

3

QII
2 = sin � cos � Q̂II

1 + cos � Q̂II
2 � sin � sin� Q̂II

3

QII
4 = cos � cos � Q̂II

4 � sin � Q̂II
5 � cos � sin � Q̂II

6

QII
5 = sin � cos � Q̂II

4 + cos � Q̂II
5 � sin � sin� Q̂II

6

Soit, �a l'aide des solutions du probl�eme de Riemann :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

QII
1 = 1

2
(QI

1 +QIV
1 )� 1

2
sin � cos � (QIV

6 �QI
6) +

1
2
sin� (QIV

5 �QI
5)

QII
2 = 1

2
(QI

2 +QIV
2 ) + 1

2
cos � cos� (QIV

6 �QI
6)� 1

2
sin� (QIV

4 �QI
4)

QII
4 = 1

2
(QI

4 +QIV
4 ) + 1

2
sin � cos� (QIV

3 �QI
3)� 1

2
sin� (QIV

2 �QI
2)

QII
5 = 1

2
(QI

5 +QIV
5 )� 1

2
cos � cos � (QIV

3 �QI
3) +

1
2
sin� (QIV

1 �QI
1)

Avec : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

cos � cos� =
�1
jj ~� jj ;

sin � cos� =
�2
jj ~� jj ;

sin� =
�3
jj ~� jj ;

on obtient les expressions des ux de la proposition 3.2.1 �.

Cas Bidimensionnel:

En deux dimensions d'espace, nous avons vu que le syst�eme dans le milieu PML n'est

plus qu'un syst�eme de 4 �equations �a 4 inconnues dont les 3 premi�eres ne sont autres que

les �equations de Maxwell. Il reste donc �a d�eterminer le ux num�erique de la derni�ere

�equation. On se contente ici de donner l'expression du ux num�erique auquel on aboutit,

la d�emonstration �etant parfaitement analogue au cas 3-D mais appliqu�ee maintenant au

cas bidimensionnel.



3.2 Approximation Num�erique 47

Soit �, l'approximation num�erique du ux de la quatri�eme �equation du syst�eme (3.10) :

� = QII
1 �2:

Par r�esolution d'un probl�eme de Riemann, �a l'interface entre deux cellules Cj et Ck, on

obtient l'expression de � :

� = QII
1 �2 =

1

2
(QI

1 +QIV
1 )�2 � 1

2
(QIV

3 �QI
3)�

2
2; (3.15)

avec QI = Qj;n, QIV = Qk;n et ~� = t(�1;�2) la normale ext�erieure �a l'interface @Cj \ @Ck.
Par exemple, pour le mode TM, on obtient pour le ux num�erique, l'expression suivante :

� =
1

2
(Hj

x +Hk;
x )�2 �

1

2
(Ek

z � Ej
z)�

2
2 :

3.2.3 Traitement des conditions aux limites

Condition m�etallique sur l'objet di�ractant :

Pour une surface m�etallique, la condition aux limites est de type r�eexion totale (1.4).

Elle s'�ecrit en champ di�ract�e :

~n ^ ~E = �~n ^ ~Einc; (3.16)

o�u ~n est le vecteur normal �a la surface et ~E le champ di�ract�e.

On supposera que l'objet est entour�e de vide, le milieu PML n'�etant utilis�e que dans le

but de simuler l'in�ni. Par cons�equent, l'impl�ementation de la condition m�etallique sur

l'objet est semblable �a celle d�evelopp�ee dans la section 2.4.

Condition pour borner le domaine de calcul :

Dans l'article originel de B�erenger [12], il proposait pour borner le domaine de calcul

d'imposer sur la fronti�ere arti�cielle �1 une condition de type m�etallique (1.4) pour les

ondes sortantes. On obtient alors la condition suivante :

~n ^ ~Ed j�1= 0;

On propose de donner ici le ux de bord sur �1 dans le cas bidimensionnel. Il s'�ecrit sous
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la forme :

Z
@Ci\�1

IF (Q):~n d� =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z
@Ci\�1

0BBBB@
0

0

n2Q1 � n1Q2

n2Q1

1CCCCA d� (TM)

Z
@Ci\�1

0BBBB@
n2Q3

�n1Q3

0

n2Q1

1CCCCA d� (TE)

o�u ~n =t (n1;n2) est la normale ext�erieure �a �1.

Le ux approch�e correspondant est :

�i1 = IF i1~�i1;

avec ~�i1 = t(�i11 ;�i12 ) =

Z
@Ci\�b

~ni1 d�, ~ni1 �etant la normale ext�erieure en @Ci \ �1 et

IF i1 donn�e par : 8>>>><>>>>:
IF i1 = IF (Qi1)

avec

Qi1 = t(Qi;1;Qi;2;0) (TM);

= t(Qi;1;Qi;1;Qi;3) (TE):

D�ecentrage �a l'in�ni avec un mat�eriau PML :

Au lieu de consid�erer le bord �1 comme un conducteur parfait, il nous a sembl�e

int�eressant d'appliquer sur �1 une conditon aux limites absorbante.

Dans le cas o�u �1 borne le milieu PML, de la même fa�con que dans le paragraphe 3.2.2

pour le cas bidimensionnel, il suÆt d'�etablir le ux correspondant �a la quatri�eme �equation,

les trois premiers �etant parfaitement semblables �a ceux des �equations de Maxwell dans le

vide (2.10). On rappelle le ux num�erique 2-D obtenu pour les trois premi�eres �equations.

Le ux approch�e s'�ecrit alors :

��
i1 =

1

2

�
�i12

jj ~�i1 jj Qi;1 � �i11
jj ~�i1 jj Qi;2 +Qi;3

�0BB@
�i12

��i11
jj ~�i1 jj

1CCA (3.17)
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Comme pr�ec�edemment, il reste �a �evaluer le quatri�eme ux num�erique.

Proposition 3.2.2 : Le quatri�eme ux num�erique pour le d�ecentrage �a l'in�ni s'�ecrit de

la fa�con suivante :

�i1 =
1

2
QI

1�2 +
1

2
QI

3�
2
2 :

Preuve :

On suppose le ux entrant �a l'int�erieur du domaine de calcul nul et on utilise, avec cette

condition, le ux donn�e par la formule (3.15) �.

3.3 Exp�eriences num�eriques 2-D avec milieu PML

3.3.1 Un calcul de surface �equivalente radar

Un des probl�emes types de di�raction d'onde sur un obstacle est le calcul de la surface

�equivalente radar (SER). Il consiste �a �evaluer la puissance rayonn�ee dans une certaine

direction par un objet lorsqu'il est illumin�e par une onde incidente �emise par un radar.

La m�ethode pr�esent�ee permet d'obtenir le champ di�ract�e d�ependant du temps lorsqu'un

objet est illumin�e par une onde plane incidente. Cette solution n'est que le champ proche

alors que l'�evaluation de la SER requiert le calcul de l'intensit�e du champ di�ract�e �a

l'in�ni dans le domaine fr�equentiel. La SER est d�e�nie en deux dimensions de la fa�con

suivante :

S(�) = lim
r!1

2�r2
j bQs

3(rcos�;rsin�) j2
j bQinc

3 (rcos�;rsin�) j2
;

o�u j bQinc
3 j est l'amplitude de l'onde incidente et bQs

3 le coeÆcient de Fourier (associ�e �a la

fr�equence de l'onde incidente) obtenu �a partir de la solution temporelle.

Pour obtenir une solution harmonique �a partir d'une onde incidente harmonique mono-

chromatique, les calculs sont poursuivis jusqu'�a ce que les champs atteignent un �etat

stationnaire sinusoidal d�ependant de la fr�equence de l'onde incidente. Le champ complexe

dans le domaine fr�equentiel est calcul�e d'apr�es l'�evolution en temps de la solution, en

e�ectuant une transformation de Fourier sur une p�eriode en temps apr�es convergence de

la solution. Le champ lointain est alors calcul�e via une formule de rayonnement (voir [33]).

Nous rappelons bri�evement ici le crit�ere de convergence utilis�e, le lecteur int�eress�e par une

�etude plus d�etaill�ee pourra se r�ef�erer par exemple �a [11]. Le crit�ere propos�e ici est bas�e
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sur un calcul d'�energie comme test de convergence. Dans le cadre de notre �etude bidimen-

sionnelle, ce test est appliqu�e sur la troisi�eme composante du champ �electromagn�etique

di�ract�e (QTM
3 = Ez, Q

TE
3 = Hz) en utilisant la norme L2.

en =
kQ3(:;t = n�)�Q3(:;t = (n� 1)�)kL2(
test)

kQ3(:;t = �)�Q3(:;t = 0)kL2(
test)

; n � 1 : (3.18)

Le r�esidu en est �evalu�e dans un domaine convexe (
test � 
) incluant l'objet illumin�e.

Ceci est licite puisque le calcul de la SER ne fait intervenir que les valeurs des champs

sur une courbe � entourant l'objet (� � 
test, voir �g.3.5). Les calculs sont poursuivis

jusqu'�a ce que le r�esidu en atteigne une valeur �x�ee (10�3 ici).

3.3.2 R�esultats

Des r�esultats de SER bistatique sont maintenant pr�esent�es pour un cylindre in�ni

m�etallique de section circulaire. On propose de comparer avec les solutions exactes [33] les

SER obtenues par di��erentes m�ethodes. Le cylindre est illumin�e par une onde incidente

harmonique. Le crit�ere d'arrêt est celui pr�esent�e dans la section pr�ec�edente. Nous ne

calculons num�eriquement que la partie r�eelle de la solution et le champ complexe est

obtenu via une transform�ee de Fourier. Les SER repr�esent�ees ici sont exprim�ees en db, en

fonction de �, l'angle de regard :

f(�) = 10 � log10
�
S(�)

�

�
:

D�e�nition 3.3.1 : On note ka le nombre sans dimension qui estime le rapport entre les

variations spatiales de la solution et une longueur caract�eristique du probl�eme :

✗ a est la longueur caract�eristique du probl�eme. Dans le cas d'un probl�eme de dif-

fraction, a est la longueur caract�etistique de l'obstacle.

✗ k est le nombre d'onde. On a : k = 2�
�
, avec � la longueur d'onde.

Le cylindre m�etallique, plac�e dans le vide, est tel que ka = 5. Le maillage consid�er�e

correspond �a 20 points par longueur d'onde au voisinage de l'obstacle. La fronti�ere arti�-

cielle est plac�ee, dans le cadre de cette �etude, �a deux longueurs d'onde du cercle m�etallique

(�g.3.5). En�n, la fr�equence de l'onde incidente est prise �egale �a 0.96 GHz.

On pr�esente dans un premier temps des SER calcul�ees avec la nouvelle formulation pour

le mat�eriau �ctif, en imposant une condition m�etallique sur la fronti�ere arti�cielle. On
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Fig. 3.5 { G�eom�etrie du maillage

s'int�eresse en particulier �a l'inuence des di��erents param�etres du mat�eriau �ctif, �a savoir

le nombre de mailles , que l'on notera NBC, entre la fronti�ere �1 et l'interface vide-milieu

PML (d�e�nissant ainsi la largeur du milieu PML), l'amplitude �0 et l'exposant n de la

conductivit�e (voir section 3.1.2) sur le pouvoir absorbant du milieu PML.

Sur la �gure 3.6 on compare avec la SER exacte, les SER obtenues lorsque, pour un

nombre �x�e de couches (NBC=8), on fait varier l'amplitude et l'exposant de la conduc-

tivit�e. Les SER obtenues sont trac�ees en fonction de � o�u � varie de 0o �a 180o, les SER

�etant parfaitement sym�etriques par rapport �a � = 180o. Il apparait nettement que la va-

leur des di��erents param�etres (�0 et n) joue un rôle tr�es important pour l'obtention d'une

SER satisfaisante. On remarquera en particulier l'importance de la valeur �0 (l'amplitude

maximale) pour l'obtention d'une SER approch�ee d'une bonne pr�ecision par rapport �a la

solution exacte. En e�et, il est int�eressant de noter que pour un même exposant (n = 2),

autant la SER obtenue avec une conductivit�e �0 = 50 est d'une tr�es bonne pr�ecision par

rapport �a la SER exacte, autant celle obtenue avec �0 = 20 est tr�es mauvaise. N�eanmoins,

le choix de cette conductivit�e �0 n'est pas suÆsant pour assurer une bonne pr�ecision �a la

SER ainsi calcul�ee ; il suÆt en e�et de comparer les SER obtenues dans le cas o�u l'expo-

sant est di��erent (n = 0 et n = 2) mais o�u la conductivit�e �0 reste �egale dans les deux

cas �a 50, pour s'apercevoir que dans le cas o�u la conductivit�e est constante (n = 0), la

pr�ecision de la SER obtenue n'est pas optimale. Dans la suite des exp�eriences num�eriques,

on retiendra comme valeur des param�etres : �0 = 50 et n = 2.

La �gure 3.7 montre les SER obtenues pour une conductivit�e �x�ee (�0 = 50 et n=2) en

fonction du nombre de mailles du mat�eriau �ctif (4 ou 8). A�n que les ondes sortantes
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Fig. 3.6 { SER pour NBC �x�e

soient absorb�ees de fa�con eÆcace, la �gure 3.7 montre la n�ecessit�e d'imposer un nombre

suÆsant de couches (8 ici) de mat�eriau PML devant le bord m�etallique.
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Fig. 3.7 { SER pour une conductivit�e �x�ee

On propose maintenant de comparer les SER obtenues lorsque la fronti�ere �1 qui borne

le domaine est soit de type m�etallique, soit de type absorbante. De la même fa�con, la

fronti�ere �1 est plac�ee �a deux longueurs d'onde du cercle �eclair�e par l'onde incidente

d�e�nie pr�ec�edemment. Le mat�eriau PML retenu , d'amplitude maximale �0 = 50 et d'ex-

posant n = 2, est pris d'une largeur de quatre mailles. Comme on l'a vu pr�edemment
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(�g.3.7), la SER obtenue dans ce cas l�a avec le bord m�etallique n'est pas satisfaisante. On

peut ainsi remarquer sur la �gure 3.8 le gain signi�catif obtenu sur la pr�ecision de la SER

lorsque que l'on applique sur �1 non pas une condition m�etallique mais une condition

absorbante. De plus, le nombre d'it�erations requis pour obtenir la convergence est l�a aussi

sensiblement diminu�e dans le cas o�u �1 est un bord absorbant : 276 it�erations au lieu de

368 dans le cas o�u �1 est un bord m�etallique.
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Fig. 3.8 { SER fronti�ere m�etallique - fronti�ere absorbante

On va maintenant chercher �a comparer deux types de condition aux limites lorsque l'on

rapproche la fronti�ere �1 de l'objet di�ractant. On utilise dans un premier temps uni-

quement le d�ecentrage �a l'in�ni d�e�ni au paragraphe 2.4, technique �equivalente �a une

condition absorbante d'ordre un prise en compte faiblement [10]. Dans ce cas l�a, on r�esout

les �equations de Maxwell classiques dans tout le domaine et le test de convergence est

calcul�e dans le domaine convexe 
test d�e�ni pr�ec�edemment (voir paragraphe 3.3.1).

Au vue de l'�etude pr�eliminaire pr�ec�edente sur les conditions de type B�erenger, on choisit

de comparer cette m�ethode de d�ecentrage �a celle d'un mat�eriau absorbant �ctif PML

born�e par une condition absorbante. Le domaine convexe 
test utilis�e pour le test de la

convergence est semblable �a celui consid�er�e dans le cas pr�ec�edent ; il correspond �a la par-

tie du domaine de calcul o�u seules les �equations classiques de Maxwell sont calcul�ees.

Le mat�eriau �ctif PML consid�er�e, d'amplitude maximale �0 = 50 et d'exposant n= 2,

est pris d'une largeur variable suivant la distance s�eparant le cercle illumin�e du bord du

domaine de calcul �1. Les maillages utilis�es sont emboit�es : le maillage de base est celui
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o�u la fronti�ere �1 est plac�ee �a une demie-longueur d'onde de l'objet di�ractant. A�n

d'obtenir une fronti�ere �1 distante d'une longueur d'onde de l'objet illumin�e, on ajoute

au maillage de base le nombre de points n�ecessaires dans chaque direction. En�n, de la

même fa�con, on obtient les maillages dont la fronti�ere �1 est plac�ee respectivement �a une

longueur d'onde et demie et �a deux longueurs d'onde du cercle en compl�etant pour chacun

le maillage pr�ec�edent. De ce fait, les milieux absorbants sont alors pris d'une largeur de

4, 7, 12 et 20 mailles respectivement.

La comparaison entre les deux m�ethodes se fera �a l'aide de l'erreur relative en norme L2

de la SER :

EL2 =

vuut NX
k=0

j Sapp(�k)� Sex(�k) j2vuut NX
k=0

j Sex(�k) j2
;

avec �k =
2k�

N
, Sex la SER exacte et Sapp la SER calcul�ee avec les di��erentes conditions

aux limites.

Tab. 3.1 { : Erreur relative en norme L2 de la SER

2�
3�

2
�

�

2

(6600pts) (4600pts) (3000pts) (1500pts)

PML avec d�ecentrage 8.4 8.4 8.5 10.3

(�10�3)

D�ecentrage (�10�3) 8.4 23.3 30 47.5

Le tableau 3.1 montre l'�evolution de cette erreur pour les deux types de condition aux

limites utilis�es lorsque les fronti�eres �1 varient de deux longueurs �a une longueur d'onde

du cercle illumin�e. Les g�eom�etries utilis�ees sont similaires �a celle de la �gure 3.5, et
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correspondent �a environ 20 points par longueur d'onde autour de l'objet. On peut donc

constater que pour une distance objet-bord du domaine de calcul de l'ordre de deux

longueurs d'onde, l'erreur relative L2 obtenue dans les deux cas est faible et du même

ordre de grandeur. N�eanmoins, il est int�eressant de noter le tr�es bon comportement de

cette erreur lorsque l'on rapproche le bord du domaine de calcul de l'objet illumin�e dans le

cas de la condition de type B�erenger avec condition absorbante par rapport �a la condition

de type d�ecentrage. On remarquera notamment le gain important obtenu sur la norme

L2 de l'erreur relative pour des distances inf�erieures �a deux longueurs d'onde. En e�et,

dans le cas o�u l'on applique la condition aux limites de type B�erenger avec d�ecentrage �a

l'in�ni, l'erreur relative EL2 reste du même ordre de grandeur (8.5E-3) pour les fronti�eres

�1 plac�ees �a une longueur d'onde et demie et une longueur d'onde, que pour celle plac�ee

�a deux longueurs d'onde ; ceci n'est pas v�eri��e avec la condition de type d�ecentrage sans

mat�eriau absorbant. Il est �egalement int�eressant de remarquer que pour une fronti�ere

plac�ee �a une demie-longueur d'onde, l'erreur relative pour la condition de B�erenger avec

d�ecentrage est acceptable. On repr�esente sur la �gure 3.9 les SER obtenues par les deux

m�ethodes lorsque le bord du domaine de calcul est plac�e �a une longueur d'onde du cercle

illumin�e. On peut noter la bonne pr�ecision de la solution obtenue avec la condition de

B�erenger.
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Fig. 3.9 { Condition de type d�ecentrage vs B�erenger pour fronti�ere �a �

Nous pr�esentons maintenant des r�esultats et des comparaisons de performance pour

les deux types de condition aux limites pr�ec�edemment cit�es. On choisit de prendre pour

ces deux conditions la même erreur relative EL2 que l'on �xe �a 8:510�3. On compare alors
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l'eÆcacit�e des deux m�ethodes en terme de cout CPU et de place m�emoire (voir tableau

3.2).

Tab. 3.2 { : Performances pour une erreur EL2 sur la SER

PML

+ d�ecentrage D�ecentrage

Erreur EL2 8.5 10�3 8.5 10�3

Position

de �1 � 2�

Temps CPU

par it�eration 1 2.5

Il en r�esulte que pour une même pr�ecision de la solution, notre m�ethode PML avec une

condition de d�ecentrage �a l'in�ni permet de placer la fronti�ere �ctive �a une distance � de

l'objet di�ractant au lieu de 2� avec une simple condition de d�ecentrage. De plus, malgr�e

l'�equation suppl�ementaire �a r�esoudre dans le milieu PML, le gain en temps CPU est l�a

aussi signi�catif (gain d'un facteur 2.5).

3.3.3 Propagation d'une impulsion

A�n d'�evaluer les performances num�eriques de cette nouvelle condition aux limites

pour un cas instationnaire, nous proposons ici d'�etudier l'absorption d'un pulse qui se

propage dans un milieu homog�ene et qui vient frapper le bord du domaine de calcul.

On s'int�eresse en particulier �a trois types de conditions aux limites. La premi�ere consiste

�a utiliser un d�ecentrage �a l'in�ni (condition d'absorption), m�ethode vue pr�ec�edemment

pour le calcul de SER. La seconde utilise la conditon de B�erenger. En�n, la derni�ere est
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une combinaison des deux premi�eres. On utilise en e�et le mat�eriau PML de la condition

de B�erenger mais on remplace la condition m�etallique par une condition absorbante pour

borner le domaine de calcul. La technique employ�ee pour comparer les di��erentes condi-

tions aux limites est la suivante : on consid�ere deux grilles de tailles di��erentes 
ref et


test (voir �g.3.10).

Ωref.

Ω
test

δΩtest

Fig. 3.10 { Domaines tests pour les conditions aux limites

Les r�eexions parasites du calcul sur 
ref n'apparaitront pas dans 
test � 
ref pour

un temps t < T � car le sch�ema et les �equations ont une vitesse de propagation �nie. Le

r�esultat de ce calcul permettra donc de mesurer l'e�et des r�eexions parasites sur @
test

quand le calcul a lieu uniquement sur 
test.

Nous allons envisager la propagation d'une impulsion de pulsation ! = 2�f (f = 0:96GHz)

�emise �a l'instant t = 0 dans le vide. En mode TM, ce pulse est un signal sinusoidal tronqu�e

de la mani�ere suivante :8>><>>:
Ez(x;y;t = 0) = cos(!x)�[�

4
;�
2
](x)�[��

4
;�
4
](y)

Hx = 0

Hy = �Ez
(3.19)

o�u �[a;b] est la fonction caract�eristique du segment [a;b]. Dans tous les cas tests pr�esent�es

par la suite, le pas du maillage correspond �a une dizaine de points par longueur d'onde.

On choisit alors un point de 
test pour lequel on regarde l'erreur j Ez test � Ez ref j en
fonction du temps t, t 2 [0;T �].

Sur la �gure 3.11, on compare la condition de d�ecentrage �a l'in�ni avec une condition de

type B�erenger, le milieu PML �etant choisi avec une conductivit�e optimale a�n de conserver

la stabilit�e pour un CFL �egal �a un. La condition de B�erenger permet d'obtenir un gain

de facteur quatre pour l'erreur sur le champ Ez par rapport �a l'autre condition.

Sur la �gure 3.12, on utilise le milieu PML dans les deux cas mais on borne le domaine,

dans un cas avec une condition m�etallique (r�eexion totale), et dans l'autre par une
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3.3.4 Pro�l d'aile

Un pro�l d'aile NACA0012 suppos�e parfaitement m�etallique est �eclair�e par une onde

plane incidente (polarisation TM) avec une incidence � = �90o. La longueur du pro�l

d'aile est de quatre longueurs d'onde. La fr�equence de l'onde incidente est de 1.2 Ghz ;

cela correspond �a un kao de 12.57. Le nombre de points par longueur d'onde est de

l'ordre de 15 dans le voisinage de l'objet. Comme pr�ec�edemment dans le cas du cylindre

in�ni, les maillages que nous avos utilis�es sont emboit�es. La fronti�ere �ctive �1 est plac�ee

successivement �a 2,
3

2
, 1 et

1

2
longueur d'onde du pro�l d'aile (voir �gure 3.13).

4l

88888888888888
88888888888888

l/2
l

3l/2
2l

Fig. 3.13 { Domaines de calcul pour un Naca0012

Pour chaque domaine, nous �evaluons la SER en consid�erant successivement chacune

des deux conditions aux limites. On choisit pour le milieu PML les valeurs optimales des

param�etres de la conductivit�e (�0, n, NBC) obtenues dans les �etudes pr�ec�edentes.

La solution exacte n'�etant pas connue explicitement, nous proposons, a�n de pouvoir

comparer ces conditions, d'�evaluer les normes suivantes :

E2� =
kS2� � SB2�kL2(!)

1

2

�kS2�kL2(!) + kSB2�kL2(!)
� ;

eBd =
kSB2� � sBd kL2(!)
kSB2�kL2(!)

;

ed =
kS2� � sdkL2(!)
kS2�kL2(!) ;

(3.20)

o�u d est la distance entre le pro�l d'aile et la fronti�ere arti�cielle ; d est successivement

�egal �a
3

2
, 1 and

1

2
longueurs d'onde. On note sd et s

B
d les SER obtenues respectivement

avec la condition de d�ecentrage �a l'in�ni et avec la m�ethode PML, pour �1 situ�ee �a d
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longueur d'onde du pro�l. Le tableau 3.3 montre les valeurs obtenues pour pour ces er-

reurs en fonction de la position de �1.

Tab. 3.3 { : Erreur relative avec une norme L2 discr�ete pour la SER

2�
3�

2
�

�

2

eBd (�10�3) 0.36 0.99 2.5 9.

ed(�10�3) 0.36 28. 28. 46.

On peut noter que pour une fronti�ere �1 plac�ee �a deux longueurs d'onde de l'objet, les

deux types de condition aux limites donnent une erreur du même ordre (3:610�4). On

consid�erera alors ces SER calcul�ees comme des SER de r�ef�erences. Si maintenant on rap-

proche la fronti�ere �ctive, la m�ethode utilisant le mat�eriau PML avec d�ecentrage �a l'in�ni

donne de meilleurs r�esultats que la simple condition absorbante. En e�et, pour �1 situ�ee

�a 1:5� du pro�l, le rapport entre eB3
2
�
et e 3

2
� est de l'ordre de 28. Ce rapport a tendance �a

dimininuer lorsque l'on rapproche la fronti�ere in�nie du pro�l d'aile. N�eanmoins, il est de

l'ordre de 10 pour d = � et pour une valeur de eB� inf�erieure �a 10%.

Comme dans le cas du cylindre m�etallique in�ni, la technique mat�eriau �ctif PML associ�ee

�a un d�ecentrage �a l'in�ni permet de r�eduire de fa�con signi�cative le domaine de calcul.

3.4 Application �a un probl�eme de di�raction sur un

cylindre

Nous nous int�eressons maintenant �a la di�raction d'une onde �electromagn�etique sur

une cavit�e cylindrique circulaire semi-ferm�ee, suppos�ee parfaitement conductrice. Ce cas

test est un de ceux pr�esent�es lors du Workshop d'Oxford en 1995 [34]. Les solutions

analytiques n'�etant pas explicites dans ce cas l�a, nous pourrons ainsi nous comparer �a

d'autres r�esultats num�eriques. L'int�eret de ce cas pr�esent est double. Il va nous permettre,
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dans un premier temps, de tester le sch�ema d'ordre 3 modi��e et de le comparer aux autres

sch�emas propos�es dans [34]. De plus, nous allons pouvoir valider la m�ethode des couches

absorbantes PML en trois dimensions d'espace.

3.4.1 Pr�esentation du probl�eme

La cavit�e cylindrique

La g�eom�etrie consid�er�ee ici est celle d'un cylindre creux et droit, de hauteur a, d'axe

de r�evolution Oy, de rayon externe 0:3a et de rayon interne 0:25a (�epaisseur radiale de

0:05a). Le haut de ce cylindre est de plus ferm�e par un cylindre plein de hauteur 0:05a et

de rayon 0:3a. On pr�esente sur la �gure 3.4.1 la g�eom�etrie du pr�esent cylindre (le maillage

montr�e sur cette �gure n'est l�a qu'�a titre indicatif).

Fig. 3.14 { Cavit�e cylindrique 3-D

La simulation num�erique qui nous occupe ici est la di�raction sur le cylindre m�etallique

d'une onde incidente qui se propage le long de l'axe de r�evolution Oy. A�n de pouvoir

�etudier ce probl�eme de di�raction, nous devons placer devant la cavit�e un cube d'arête a,

ceci dans le but de simuler le vide (voir la �gure 3.4.1). Le maillage que nous consid�erons

est form�e de t�etra�edres et correspond �a une dizaine de points par longueur d'onde (33 000

noeuds). Le cube pr�ec�edemment cit�e permet de placer la fronti�ere arti�cielle absorbante

�a deux longueurs d'onde du cylindre.

Remarque 3.4.1 Le maillage de la cavit�e cylindrique a �et�e aimablement fourni par
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Fig. 3.15 { Maillage de la cavit�e

DASSAULT-AVIATION.

L'onde incidente

L'�etude num�erique que l'on propose consiste en la recherche de solutions instationnaires

relatives au front d'onde incident donn�e par une impulsion d�e�nie par :8>>>>>>><>>>>>>>:

(�;�) = (270;0)o;� =
a

2
;

~Einc(~x;t) =

(
cos2(!t� ~k:(~x� ~X0)) 8z 2 [��

2
;�
2
];

0 sinon,

~Einc(:;t) = t(0;0;Einc
z (:;t))8t;

~Einc( ~X0;t) jt=0=
t(0;0;Einc

z ( ~X0;t)) jt=0=
t(0;0;1):

o�u a = 1m.

Le point ~X0 est l'origine des phases d�e�nie par (3
4
a cos �;3

4
a sin �;0). Les angles (�;�)

sont ici relatifs aux coordonn�ees sph�eriques. On repr�esente sur la �gure 3.16 la g�eom�etrie

consid�er�ee.

3.4.2 �Etude comparative des sch�emas

On cherche �a �etudier le comportement des solutions �a l'origine du rep�ere O = (0;0;0)

(cf. �g. 3.16). Nous pr�esentons ici les r�esultats obtenus avec la m�ethode de volumes �nis

pour di��erentes valeurs du param�etre � (on supposera dans un premier temps que l'on a

 = 1). Ces r�esultats ont �et�e pr�esent�es au workshop d'Oxford [34].

On a�ecte donc deux valeurs au param�etre � : 1
3
et 0;02. La premi�ere valeur permet
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Fig. 3.16 { Points d'observation.

d'obtenir le sch�ema d'ordre 3 classique. N�eanmoins nous verrons au chapitre 4 que ce

sch�ema est di�usif. La seconde valeur de � a donc �et�e choisie dans le but de transformer

le sch�ema en un sch�ema de type centr�e avec un petit taux de di�usion a�n d'assurer

la stabilit�e. Nous pr�esentons sur la �gure 3.17 le comportement de la composante Ez

du champ �electromagn�etique au cours du temps au point O pour les deux valeurs du

param�etre �.

On observe une s�erie de pics correspondant aux passages des ondes incidentes et dif-

fract�ees. Plus pr�ecis�ement, une analyse au point O peut être men�ee a�n d'expliquer les

di��erences obtenues entre les deux sch�emas. Le premier pic correspond au passage de

l'onde incidente, au temps t = 625. Les deux courbes sont alors assez proches. Le deuxi�eme

pic correspond au retour de l'onde di�ract�ee au coin du cylindre (naturellement de signe

oppos�e). Il commence �a apparaitre une certaine di�usion num�erique pour le sch�ema avec

� = 1
3
. Ce caract�ere di�usif se retrouve de fa�con plus ou moins marqu�ee sur tous les autres

pics. Les ondes di�ract�ees se croisent alors que l'onde incidente continue dans la cavit�e.

L'onde di�ract�ee se di�racte une nouvelle fois sur la paroi (375+500 = 875) : c'est le qua-

tri�eme pic. Le septi�eme pic correspond �a la di�raction du fond de la cavit�e. Au del�a du

huiti�eme pic on observe les r�esonances de la cavit�e qui s'amortissent au cours du temps.

On note clairement le d�ephasage qui apparait pour le sch�ema quasi-centr�e (� = 0:02).

On constate donc que les deux sch�emas donnent des r�esultats proches. On a pu cependant

noter quelques di��erences. Pour synth�etiser on peut dire que le sch�ema avec � = 1
3
donne

la meilleure phase mais �a tendance �a di�user tandis que le sch�ema avec � = 0:02 semble

moins di�user mais perturbe la phase.

Nous proposons maintenant d'appliquer sur ce cas test le �- sch�ema �etabli et analys�e au

chapitre 4. Ce sch�ema d'ordre 3 modi��e est tel que � = 1
3
et  = 0:1. On compare sur
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la �gure 3.18 la composante Ez au point O en fonction du temps obtenue respectivement

avec les sch�emas d'ordre trois et d'ordre trois modi��e (� = 1
3
et  = 0:1).
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Fig. 3.18 { Ez(temps) en fonction du sch�ema.

On constate que les phases sont identiques. Le gain apport�e par le sch�ema d'ordre 3

modi��e concerne la di�usion. En particulier, le second pic correspondant �a la di�raction

directe est bien mieux repr�esent�ee. De même, les pics correspondant �a la r�esonance (�a

partir du huiti�eme pic) sont moins di�us�es.

On propose ensuite de comparer le sch�ema d'ordre 3 modi��e avec le sch�ema quasi-centr�e

(� = 0:02 et  = 1). La �gure 3.19 montre l'�evolution en temps de Ez au point O.

On constate que les amplitudes des pics sont du même ordre de grandeur. Le gain

obtenu avec le sch�ema d'ordre 3 modi��e est au niveau du d�ephasage ; les phases sont

mieux capt�ees.

Par cons�equent, il apparait clairement que le sch�ema d'ordre 3 modi��e est le plus pr�ecis.

Il permet de corriger le d�ephasage provenant du sch�ema quasi-centr�e et �evite la di�usion

num�erique du sch�ema d�ecentr�e d'ordre 3.
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3.4.3 Utilisation du mat�eriau PML

D�e�nition du milieu PML

Nous cherchons maintenant �a valider la m�ethode PML pour l'absorption des ondes sor-

tantes. Pour ce faire nous devons, dans un premier temps, d�e�nir et construire les couches

absorbantes d�eterminant le milieu PML. Num�eriquement, ces couches doivent être rep�er�ees.

Ce marquage d'une partie du domaine de calcul est e�ectu�e �a l'aide d'un d�ecoupage de

type \pelures d'oignons". Cet algorithme permet le d�ecoupage de n'importe quel type

de maillage (structur�e ou non structur�e) en au moins deux maillages concentriques. Plus

pr�ecis�ement, il permet d'enlever N couches successives d'�el�ements �a partir d'une fronti�ere

�etablie. Ces N couches sont au fur et �a mesure colori�ees ce qui les rend facilement

rep�erables par rapport au reste du domaine de calcul. Dans le cas de mat�eriau PML,

on peut ainsi marquer, depuis �1 le bord du domaine de calcul, les N \pelures" ou

couches qui constitueront le milieu PML.

Du fait de la g�eom�etrie du probl�eme pos�e, cinq des six faces du cube sont consid�er�ees

comme in�nies (voir �g.3.4.1). La sixi�eme face (celle o�u le cylindre est raccord�e) est

constitu�ee de faces sur lesquelles on imopse la condition m�etallique (partie rattach�ee au

cylindre) et des faces avec une condition absorbante. Nous pr�esentons sur la �gure 3.4.3

les couches caract�erisant le milieu PML situ�ees devant la fronti�ere arti�cielle �1 obtenu

dans notre cas.

Cet algorithme a l'avantage de pouvoir contrôler le nombre de couches concentriques

�a enlever, c'est �a dire pouvoir garder un contrôle total sur l'emplacement d�elimitant deux

domaines (couches marqu�ees et ce qui reste du domaine de calcul). En particulier, de

tels algorithmes n'est pas inclus dans les logiciels de maillage ou de d�ecoupage �a notre

disposition.

La g�eom�etrie des couches absorbantes �etant �etablie, il nous reste �a d�e�nir les lois

des conductivit�es utilis�es dans ce milieu PML. Pour cel�a, on renvoie le lecteur au para-

graphe 3.1.2 o�u ces lois ont �et�e sp�eci��ees. N�eanmoins on pr�ecise ici que l'on �xe le nombre

de couches absorbantes �a 5, que l'amplitude �0 de (3.5) est �x�ee �a 200 et en�n, que la

puissance est prise �egale �a 2. Les valeurs de ces param�etres sont empiriques et nous ont

sembl�ees être les valeurs optimales quant �a la qualit�e des solutions obtenues.
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Fig. 3.20 { D�e�nition des couches PML (Coupe z=0)
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R�esultats avec PML

A�n de pouvoir visualiser l'e�et absorbant du milieu PML, on propose, dans un premier

temps, de pr�esenter les isovaleurs du champ Ez dans le plan z = 0 au temps t = 6m.

On montre sur la �gure 3.4.3 les isovaleurs de Ez obtenues avec le sch�ema classique avec

une simple condition de d�ecentrage �a l'in�ni.

Cav_Cyl
Ez

-0.0953276

-0.088447

-0.0815664

-0.0746858

-0.0678052

-0.0609247

-0.0540441

-0.0471635

-0.0402829

-0.0334023

-0.0265218

-0.0196412

-0.0127606

-0.00588003

0.00100055

0.00788113

0.0147617

0.0216423

0.0285229

0.0354034

Fig. 3.21 { Isovaleurs de Ez �a t=6 : sch�ema classique

Les isovaleurs de Ez obtenues avec le mat�eriau PML sont pr�esent�ees sur la �gure 3.4.3.

On distingue nettement l'e�et absorbant du milieu �ctif.

Finalement, on pr�esente comme pr�ec�edemment, l'�evolution en temps de la composante

Ez du champ �electromagn�etique au point O. Les solutions pr�esent�ees sur la �gure 3.23

sont celles obtenues avec le sch�ema classique en utilisant ou non le milieu PML.

On note sur la �gure 3.23 la parfaite correspondance des deux courbes.
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Cav_Cyl
Ez

-0.095378

-0.0884719

-0.0815657

-0.0746596

-0.0677535

-0.0608473

-0.0539412

-0.0470351

-0.0401289

-0.0332228

-0.0263167

-0.0194105

-0.0125044

-0.00559826

0.00130788

0.00821401

0.0151201

0.0220263

0.0289324

0.0358385

Fig. 3.22 { Isovaleurs de Ez �a t=6 : PML
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Conclusion

Nous avons adapt�e la condition aux limites de type B�erenger �a un sch�ema temporel de

type volumes �nis en maillage non structur�e. Nous avons pr�esent�e une m�ethode bas�ee sur

la r�esolution d'un probl�eme de Riemann permettant de calculer les ux num�eriques dans

le domaine absorbant bien que le syst�eme �ecrit dans ces variables ne soit pas hyperbolique.

Dans les r�esultats num�eriques �etudi�es, onde harmonique ou propagation de pulse, la

condition de type B�erenger conduit �a une bien meilleure absorption des ondes sortantes

(r�eexions parasites sensiblement diminu�ees) que la condition aux limites in�ni bas�ee sur

le d�ecentrage. Ainsi, dans le calcul de SER, en deux dimensions d'espace, cette nouvelle

approche permet de ramener la fronti�ere de deux longueurs d'onde (dans le cas de l'an-

cienne condition in�nie) �a une longueur d'onde de l'objet illumin�e, ce qui entraine un gain

non n�egligeable en place m�emoire et en temps de calcul.
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Introduction

Dans la perspective de construire des sch�emas num�eriques pr�ecis en temps et en es-

pace pour la r�esolution de syst�emes hyperboliques en plusieurs dimensions (telles que les

�equations de Maxwell), on propose ici l'�etude d'un sch�ema num�erique op�erant sur des

maillages plans, triangulaires ou rectangulaires. La discr�etisation spatiale repose sur la

m�ethode des volumes �nis. L'int�egration en temps sera prise en compte via un sch�ema ex-

plicite multi-pas (Runge-Kutta). De tels sch�emas ont �et�e �etudi�es notamment dans [14, 15]

pour l'�equation d'advection lin�eaire en deux dimensions d'espace. Bien que les sch�emas

qui ressortent de ces �etudes soient d'ordre �elev�e (ordre 3 ou 4), ils pr�esentent un certain

nombre d'inconv�enients. En e�et, le sch�ema d'ordre trois, obtenu �a l'aide d'une approxi-

mation de type MUSCL et d'un � sch�ema [21] (avec � = 1
3
) pour la discr�etisation spatiale

et d'une m�ethode de Runge-Kutta �a 3 pas pour l'int�egration temporelle, pr�esente une

di�usion r�esiduelle qui est jug�ee encore trop importante pour les applications consid�er�ees.

En particulier, ce caract�ere di�usif du sch�ema entraine une d�et�erioration des solutions

sur de longs temps de calcul (quelques dizaines de p�eriodes). Une alternative �a ce sch�ema

est l'utilisation d'un sch�ema d'ordre 4 bas�e sur le même type d'approximation (MUSCL)

mais o�u l'ordre de di�usion r�esiduel a �et�e att�enu�e. Cependant, le sch�ema ainsi construit

est un sch�ema centr�e. Il est connu que de tels sch�emas sont susceptibles d'engendrer des

oscillations parasites sur la solution. L'utilisation des techniques dites de limiteurs per-

met de r�eduire ces oscillations [35]. Cependant, ces m�ethodes r�eintroduisent de la di�usion

num�erique diÆcile �a analyser et �a contrôler. De plus, ce sch�ema n�ecessite l'utilisation d'un

sch�ema explicite de Runge-Kutta �a 4 pas qui se r�ev�ele trop coûteux en temps de calcul.

Nous proposons donc dans ce rapport un sch�ema interm�ediaire entre le sch�ema d'ordre

trois jug�e trop di�usif pour nos applications et le sch�ema d'ordre quatre centr�e et coûteux.

Ce nouveau sch�ema sera appel�e nouveau sch�ema d'ordre trois.

Dans un premier temps on propose ce sch�ema dans le cadre de l'�equation d'advection

lin�eaire bidimensionnelle pour des maillages rectangulaires et triangulaires. Pour cha-

cun des sch�emas obtenus on proposera une �etude de l'�equation �equivalente associ�ee ainsi

qu'une �etude d�etaill�ee de la stabilit�e du sch�ema consid�er�e. Apr�es quelques illustrations

num�eriques sur l'�equation d'advection 2D, nous d�egageons les valeurs optimales des pa-

ram�etres � et . En�n, on pr�esentera une application de ces sch�emas �a la r�esolution des

�equations de Maxwell en trois dimensions. Les r�esultats obtenus avec le nouveau sch�ema

d'ordre 3 en maillage t�etra�edrique ou cubique sont compar�es en terme de pr�ecision avec

ceux obtenus avec le sch�ema d'ordre 3 classique.
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4.1 �Etude d'un cas mod�ele

Nous proposons ici d'�etudier l'�equation d'advection lin�eaire en deux dimensions d'es-

pace. La discr�etisation spatiale reposera sur deux types de maillage : triangles et rec-

tangles. On explicitera alors dans chacun des cas consid�er�es le sch�ema num�erique auquel

on aboutit. Pour chacun de ces sch�emas on pr�esentera l'�equation �equivalente que l'on

obtient ainsi qu'une �etude de la stabilit�e.

4.1.1 Discr�etisation

On consid�ere l'�equation d'advection lin�eaire bidimensionnelle :8>><>>:
Ut + c1 Ux + c2 Uy = 0 pour (x;y;t) 2 IR2 � [0;1[

U(x;y;t = 0) = U0(x;y) sur IR2

(4.1)

La solution initiale U0(x;y) est suppos�ee p�eriodique, de p�eriode 1 en x et en y, ce qui per-

met de restreindre le domaine d'�etude �a 
 =]0;1[�]0;1[. On notera � l'angle d'advection.

On a :

c1 = c cos �; c2 = c sin � avec c > 0:

D�ecrivons bri�evement la m�ethode de volumes �nis utilis�ee ind�ependamment du type de

maillage (triangulaire ou rectangulaire) consid�er�e. Autour de chaque noeud I du maillage,

on construit une cellule, not�ee CI , en joignant le milieu des arêtes issues de I au centre

de gravit�e des �el�ements consid�er�es (voir �gures 4.1).

i j
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BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB
BBBBBBBBBBBBBBBBB

I

(j,k)

Fig. 4.1 { Cellules CI
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Les m�ethodes de volumes �nis sont bas�ees sur l'int�egration de (4.1) sur chaque cellule

CI . On note (UI)t la valeur moyenne de Ut sur CI . On obtient ainsi, en utilisant la formule

de Green :

aire(CI)(UI)t +

Z
@CI

(c1Unx + c2Uny)d� = 0

o�u ~n = (nx;ny) est la normale unitaire ext�erieure sur @CI .

On a : Z
@CI

(c1Unx + c2Uny)d� =
X

J2K(I)

Z
@CIJ

(c1Unx + c2Uny)d� (4.2)

o�u K(I) est l'ensemble des noeuds voisins de I et @CIJ = @CI \ @CJ .
Le terme de ux (4.2) est approch�e par un ux num�erique �IJ �a l'aide de l'approximation

suivante :

�IJ = (c1�
x
IJ + c2�

y
IJ)

UI + UJ
2

�  j c1�xIJ + c2�
y
IJ j

UJ � UI
2

(4.3)

avec ~�IJ =

Z
@CIJ

~nd� et  2 [0;1]. Le param�etre  est introduit a�n de pouvoir contrôler

la di�usion num�erique.

On obtient alors l'expression du ux spatial total �I pour chaque cellule CI :

�I =
X

J2K(I)

�IJ :

L'extension du sch�ema aux ordres sup�erieurs s'e�ectue en conservant la même fonction

de ux num�erique �IJ mais en modi�ant les arguments de cette fonction. En e�et, on

consid�ere maintenant :

�IJ = �(UIJ ;UJI ;~�IJ)

o�u UIJ et UJI sont les �etats interpol�es �a l'interface @CI \@CJ . Ces valeurs seront �evalu�ees
�a l'aide d'une formulation dite �-sch�ema [21] :

UIJ = UI +
1

2
[(1� 2�)(UJ � UI) + 2�~rUI : ~IJ ]

o�u � est un param�etre appartenant �a [0;1] et ~rUI d�esigne une approximation centr�ee du

gradient de U dans CI. On choisit de calculer les gradients de la fa�con suivante :

~rUI = 1

aire(CI)

X
J2K(I)

UI + UJ
2

~�IJ :

D�e�nition 4.1.1 : On appelle �- sch�ema, le sch�ema num�erique ainsi construit.

Remarque 4.1.1 : Pour la r�esolution en temps, on utilise un sch�ema explicite de Runge-

Kutta �a trois pas (voir Annexe C).
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On va maintenant pr�eciser nos sch�emas suivant le type de maillage consid�er�e.

Maillage en rectangles

On consid�ere donc un maillage r�egulier de pas d'espace �x et �y (voir �gure 4.1).

Le �- sch�ema que l'on obtient dans ce cas l�a est un sch�ema num�erique �a 9 points (voir

Annexe D).

Maillage en triangles

Nous pouvons �egalement �etablir un sch�ema num�erique bas�e sur un maillage en triangles

structur�e ou non structur�e. Cependant pour pouvoir utiliser la m�ethode des �equations

�equivalentes nous allons �etudier ici le cas d'une triangulation structur�ee et r�eguli�ere obte-

nue �a partir d'un maillage rectangulaire en divisant chaque maille en deux triangles. On

aboutit ainsi �a un �- sch�ema �a 19 points (voir Annexe E).

Maillage en 1-D

Dans le cas 1-D, l'expression du ux discr�etis�e �I du �- sch�ema est donn�ee par :

�I =
1

4
f�[c+ jcj]Ui�2 � [2c(� + 1) + 4�jcj]Ui�1

+6�jcjUi + [2c(� + 1)� 4�jcj]Ui+1 � �[c� jcj]Ui+2g
(4.4)

Remarque 4.1.2 : Les sch�emas num�eriques propos�es peuvent s'�ecrire de la fa�con sui-

vante :

dUI
dt

= �	I ;

avec 	I =
1

Aire Ci
�I .

4.1.2 �Equations �Equivalentes

Les �equations �equivalentes, introduites par Warming and Hyett [36], permettent une

analyse d�etaill�ee et pr�ecise des termes d'erreur de troncature, notamment des erreurs de

dispersion et de dissipation. Elles donnent �egalement des crit�eres de stabilit�e des sch�emas.
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Pour obtenir ces �equations, nous allons appliquer la m�ethode d�ecrite dans [37, 38]. Cette

technique de calcul permet de simpli�er consid�erablement les calculs dans le cas lin�eaire.

En e�et, cette m�ethode reste la même quelque soit le sch�ema consid�er�e, et en particulier

les sch�emas �a plusieurs niveaux comme ceux de Runge-Kutta sont trait�es sans diÆcult�e.

On se propose de rappeler bri�evement cette m�ethode dans le cadre de notre �etude sur

l'�equation lin�eaire d'advection 2-D a�n de d�eterminer la pr�ecision des sch�emas pr�ec�edemment

�etablis. On renvoie le lecteur int�eress�e par cette m�ethode �a [37, 14].

Dans la recherche des �equations �equivalentes, nous ne nous int�eressons qu'�a un ordre in�-

nit�esimal tant spatial que temporel. On note � cet ordre, et on le d�e�nit �a partir des pas

d'espace comme suit :

� = min(�x;�y):

Le pas de temps �t sera lui aussi mis en relation avec � par le biais d'une relation de

stabilit�e du sch�ema.

Consid�erons l'�equation lin�eaire d'advection en deux dimensions d'espace:

Ut = �c1@xU � c2@yU:

On suppose que cette �equation est approch�ee sur un maillage uniforme (triangles ou

rectangles) par le �- sch�ema pr�ec�edemment introduit. On peut alors �ecrire le sch�ema au

noeud (j�x;l�y) sous la forme condens�ee suivante:

(Ujl)t =
X
k;m

Ak;m(�x;�y)U
n
j+k;l+m;

o�u Un
j+k;l+m est l'approximation de U((j + k)�x;(l +m)�y;n�t). La somme du membre

de droite est par cons�equent �nie et l'approximation du terme temporel (Ujl)t reste �a

d�e�nir. On renvoie le lecteur aux annexes B et C pour les expressions des coeÆcients Ak;m

suivant le maillage consid�er�e.

On introduit alors la fonction :

g�(X;Y ) = g�x;�y(X;Y ) =
X
k;m

Ak;m(�x;�y)e
k�xXem�yY (4.5)

On montre dans [37] que l'�equation �equivalente pour ce sch�ema, avec une int�egration

temporelle multipas de Runge-Kutta (RKN), s'�ecrit sous la forme suivante :

Ut =
X
k;m�0

�k;m(�t;�x;�y)
@k+mU

@xk@ym
;
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o�u
P

k;m�0 �k;m(�t;�x;�y)X
kY m est le d�eveloppement en s�erie enti�ere de la fonction :

F(X;Y ) =
log

 
1 +

NX
p=1

[�t g�(X;Y )]
p

p!

!
�t

;

avec g�(X;Y ) d�e�nie par (4.5).

De plus, pour un sch�ema spatial donn�e, en supposant le rapport
�y

�x
constant, on d�eveloppe

la fonction g�(X;Y ) sous la forme :

g�(X;Y ) = g0(X;Y ) +
X
q�1

�q gq(X;Y );

o�u les gq(X;Y ) sont des polynômes �a deux variables.

On s'int�eresse plus particuli�erement ici �a l'int�egration temporelle de Runge-Kutta �a trois

pas. On obtient alors pour ce sch�ema :

F(N=3) = g0 +�g1 +�2g2 +�3g3 � �t3

24
g40 +O(�t;�)4: (4.6)

Nous allons maintenant d�etailler les expressions des fonctions gi pour i = 0;4, qui d�ependent

du sch�ema consid�er�e. On pr�esente �egalement les �equations �equivalentes obtenues pour les

�- sch�emas 2-D (rectangles et triangles), ainsi que pour le cas monodimensionnel.

Hypoth�ese de calcul :

Pour l'�etude des �equations �equivalentes, on va supposer, a�n de simpli�er les calculs,

que c1 = c2 et que �x = �y = h.

On suppose que U est suÆsamment r�eguli�ere. A partir de l'�equation aux di��erences

calqu�ee sur le ux discr�etis�e, on applique �a U des d�eveloppements de Taylor jusqu'�a l'ordre

4, au point (x;y;t).
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� �- sch�ema pour maillage rectangulaire :

Le d�eveloppement de Taylor de la variable U que l'on injecte dans le ux num�erique

nous donne :

g�(X;Y ) = �c1(X + Y )� c1
6
(1� 3�)�2(X3 + Y 3)

� �

4
jc1j�3(X4 + Y 4) +O(�4)

On consid�ere alors (4.6) avec l'expression g� ci-dessus ; on revient ensuite �a l'�equation

di��erentielle et l'on obtient ainsi l'�equation �equivalente :

Ut + c1 (Ux + Uy) = � c1
6
(1� 3�) h2 (U3x + U3y)

�(�t3
24
c41 +

�

4
jc1jh3)(U4x + U4y)

��t3

24
c41(4U3xy + 6U2x2y + 4Ux3y) +O(�t;h)4

� �- sch�ema pour maillage triangulaire :

De fa�con similaire, on obtient :

g�(X;Y ) = �c1(X + Y )� c1
6
(1� 3�)�2(X3 + Y 3 + 2X2Y + 2XY 2)

� �

4
jc1j�3(X4 + Y 4)

� 11

18
�jc1j�3(X3Y + Y 3X)

� 8

9
�jc1j�3X2Y 2 +O(�4)

Finalement, l'�equation �equivalente s'�ecrit :

Ut + c1 (Ux + Uy) = � c1
6
(1� 3�) h2 (U3x + U3y + 2Uxxy + 2Uxyy)

�(�t3
24
c41 +

�

4
jc1jh3)(U4x + U4y)

�(�t3
6
c41 +

11�
18
jc1jh3)(U3xy + Ux3y)

�(�t3
4
c41 +

8�
9
jc1jh3)U2x2y +O(�t;h)4

Seuls les termes d'erreur \non crois�es" (portant sur les directions x ou y) sont iden-

tiques pour les deux formulations. Naturellement, l'utilisation du sch�ema temporel
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explicite RK3 introduit des termes d'erreur d'ordre 3 en temps. Il est cependant

int�eressant de remarquer que les erreurs en temps et en espace sont parfaitement

d�ecoupl�ees. De plus, le sch�ema sur un maillage triangulaire pr�esente des termes

d'erreur \crois�es" (Uxxy et Uxyy) qui n'apparaissent pas avec le sch�ema �ecrit sur une

grille rectangulaire. Nous �etudierons plus loin l'inuence des valeurs des param�etres

� et  sur les termes d'erreur en espace.

� �- sch�ema en 1-D:

Le ux de la variable U �a laquelle on a appliqu�e un d�eveloppement de Taylor �a

l'ordre 4 s'�ecrit :

	(U) = �c1 Ux + c1
6
(3� � 1)�x2 U3x � �

4
j c1 j �x3 U4x +O(4): (4.7)

De (4.7), on �etablit le d�eveloppement en s�erie de g� :

g�(X) = �c1X +
c1
6
(3� � 1)�x2X3 � �

4
j c1 j �x3X4

= g0 +�x2g2 +�x3g3

(4.8)

En injectant (4.8) dans (4.6), on obtient, en revenant �a l'�equation di��erentielle :

Ut + c1 Ux =
3� � 1

6
c1 �x

2 U3x �
�
�

4
j c1 j �x3 + �t3

24
c41

�
U4x +O(4): (4.9)

L�a encore, les termes d'erreur en temps et en espace sont d�ecoupl�es.

Dans tous les sch�emas num�eriques consid�er�es ici on retrouve que la valeur 1
3
a�ect�ee au

param�etre � permet d'annuler les termes d'ordre deux et on obtient ainsi un sch�ema

spatial d'ordre trois pour des maillages structur�es [21]. On supposera donc � = 1
3
a�n de

pr�eserver cet ordre. On retrouve �egalement que la valeur 0 pour le param�etre  permet

d'annihiler les termes d'ordre trois et ce ind�ependamment de la valeur du param�etre �

[14]. Les sch�emas ainsi obtenus sont d'ordre quatre en espace. Cependant, cela revient �a

consid�erer des sch�emas num�eriques centr�es. On va alors s'attacher �a d�eterminer la valeur

optimale �a a�ecter au param�etre  a�n d'obtenir un sch�ema num�erique stable pour le

plus grand pas de temps possible. De plus, dans le but de restreindre le coût en temps de

calcul, on utilisera un sch�ema explicite d'ordre 3 en temps (RK3).

D�e�nition 4.1.2 On appelle sch�emas d'ordre trois, les sch�emas num�eriques d�e�nis avec

les param�etres � = 1
3
,  2 [0;1] et une int�egration temporelle RK3.



82 Chapitre 4. �Etude des �- sch�emas

4.1.3 Analyse de stabilit�e

Nous sommes int�eress�es par l'inuence de la valeur du param�etre  sur la stabilit�e de

chacun de ces sch�emas d'ordre trois (maillage en triangles ou en rectangles).

Consid�erons un sch�ema lin�eaire, qui s'�ecrit au point x = j�x, y = l�y et au temps

t = n�t, dans sa version explicite, avec une int�egration RK1 :

Un+1
jl � Un

jl = �t
X
k;m

Ak;m(�x;�y)U
n
j+k;l+m: (4.10)

Nous allons proc�eder �a l'analyse de stabilit�e de Von Neumann. Classiquement, par l'ana-

lyse de Fourier, en posant Un
j;l = G(i�x;i�y) � e(i(j�x�x+l�y�y)) et en injectant dans (4.10),

on obtient le facteur d'ampli�cation G:

G(i�x;i�y) = 1 + �t
X
k;m

Ak;m(�x;�y)e
i(k�x�x+m�y�y):

Le sch�ema sera stable au sens de Von Neumann, si et seulement si le crit�ere suivant est

v�eri��e :

8�x;�y 2 IR jG(i�x;i�y)j � 1: (4.11)

Du formalisme [37] de la section pr�ec�edente, on d�eduit que l'on a pour une int�egration

multi-pas de type Runge-Kutta d'ordre 3 :

G(i�x;i�y) = 1 +
3X
p=1

[�t g�(i�x;i�y)]
p

p!
:

On r�e�ecrit alors g�(i�x;i�y) en introduisant le nombre de Courant � = c
�t

�
, o�u c est le

module de la vitesse d'advection:

�t g�(i�x;i�y) = �(gr(i�x;i�y) + igi(i�x:i�y)): (4.12)

Finalement, en d�ecomposant le facteur d'ampli�cation G en sa partie r�eelle Gr et sa

partie imaginaire Gi, nous obtenons pour Runge-Kutta 3 :8><>:
Gr = 1 + �gr +

�2

2
(g2r � g2i ) +

�3

6
gr(g

2
r � 3g2i );

Gi = �gi[(1 + �gr) +
�2

6
(3g2r � g2i )]:

(4.13)

La condition de stabilit�e de Von Neumann (4.11) peut alors s'�ecrire :

8�x;�y 2 IR G2
r(i�x;i�y) +G2

i (i�x;i�y) � 1 (4.14)

Remarque 4.1.3 : On observe que pour � = 0 (onde stationnaire pour le syst�eme de

Maxwell), le sch�ema reste stable puisque dans ce cas l�a la condition de stabilit�e (4.14) est

v�eri��ee.
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On d�ecrit ici les deux fonctions, gr et gi, n�ecessaires �a la d�etermination du facteur d'am-

pli�cation G, pour chacun des deux maillages consid�er�es, ainsi que pour le cas monodi-

mensionel :

� �- sch�ema pour un maillage rectangulaire :

gr(i�x;i�y) = � �

2
j cos �j(cos(2�x�x)� 4 cos(�x�x) + 3)

� �

2
j sin �j(cos(2�y�y)� 4 cos(�y�y) + 3);

gi(i�x;i�y) =
1

2
cos �(� sin(2�x�x)� 2(1 + �) sin(�x�x))

+
1

2
sin �(� sin(2�y�y)� 2(1 + �) sin(�y�y)):

� �- sch�ema pour un maillage triangulaire

gr(i�x;i�y) = � 1

�x�y
fA0;0 + (A2;1 + A�2;�1) cos(2�x�x +�y�y)

+ (A1;0 + A�1;0) cos(�x�x) + (A0;1 + A0;�1) cos(�y�y)

+(A1;1 + A�1;�1) cos(�x�x +�y�y) + (A2;2 + A�2;�2) cos(2�x�x + 2�y�y)

+ (A2;0 + A�2;0) cos(2�x�x) + (A0;2 + A0;�2) cos(2�y�y)

+ (A1;�1 + A�1;1) cos(�x�x ��y�y) + (A1;2 + A�1;�2) cos(��x�x � 2�y�y) g

gi(i�x;i�y�y) = � 1

�x�y
f(A2;1 � A�2;�1) sin(2�x�x +�y�y)

+ (A1;0 � A�1;0) sin(�x�x) + (A0;1 � A0;�1) sin(�y�y)

+(A1;1 � A�1;�1) sin(�x�x +�y�y) + (A2;2 � A�2;�2) sin(2�x�x + 2�y�y)

+ (A2;0 � A�2;0) sin(2�x�x) + (A0;2 � A0;�2) sin(2�y�y)

+ (A1;�1 � A�1;1) sin(�x�x ��y�y) + (A1;2 � A�1;�2) sin(��x�x � 2�y�y) g

o�u les Ak;l, avec �2 � k;l � 2, sont donn�es dans l'Annexe E.
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� �- sch�ema en 1-D

gr(i�) = ��
2
(cos(2�x�)� 4 cos(�x�) + 3)

gi(i�) = �1

2
(�� sin(2�x�) + 2(1 + �) sin(�x�))

On pose alors : X = cos(�x�), X 2 [�1;1]. La condition de Von Neumann (4.14),

utilisant l'expression (4.13), ne fait intervenir que les fonctions gr et g
2
i . On a alors :

gr(X) = ��(1�X)2;

g2i (X) = (1 + � � �X)2(1�X2):

Remarque 4.1.4 : On supposera pour l'�etude suivante que la valeur du module c de la

vitesse d'advection est �x�ee �a 1.

Analyse des sch�emas dans le cas 1-D:

Pour � = 1
3
, nous cherchons �a d�eterminer la valeur maximale du nombre de Courant

� (ou encore CFL) en fonction de  ( 2 [0;1]), de telle sorte que la condition de stabilit�e

(4.14) soit v�eri��ee. Elle s'�ecrit :

G2
r(X) +G2

i (X) � 1

8X 2 [�1;1] avec � 2 IR�+; � = 1
3
et  2 [0;1]:

(4.15)

D�e�nition 4.1.3 : On appelle nombre de Courant critique, et l'on note �c(), le nombre

de Courant tel que :

pour  �x�e, quelque soit �, nous ayons jGj2 � 1 pour tout � � �c.

D�e�nition 4.1.4 : On appelle  optimal, la valeur du param�etre  pour laquelle le

nombre de Courant critique (ou CFL) est le plus grand.
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Le coeÆcient d'ampli�cation �etant de degr�e 6 enX, nous allons rechercher num�eriquement

le param�etre  optimal qui permettra ainsi d'�etablir le plus grand pas de temps laissant

le sch�ema stable.

Sur la �gure 4.2 nous repr�esentons le nombre de Courant critique en fonction de .
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Fig. 4.2 { Advection 1-D : CFL()

On obtient ainsi la valeur num�erique du  optimal : 0,86. Le CFL critique �c corres-

pondant au  optimal est alors de 1,72. Il est �egalement int�eressant de remarquer que le

CFL le plus petit (CFL=1,25) est obtenue pour  = 0.

Analyse des sch�emas dans le cas 2-D:

D�e�nition 4.1.5 : On appelle nombre de Courant critique minimal, et l'on note �cmin(),

le nombre de Courant d�e�ni par :

�cmin() = min
�2[0;2�]

�c(;�)

o�u pour  donn�e, le nombre de Courant (ou CFL) critique satisfait la condition de stabilit�e

de Von Neumann, pour toutes les directions d'advection.

On consid�ere uniquement des maillages tels que : �x = �y = h.
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Sur la �gure 4.3 nous repr�esentons le nombre de courant critique minimal �cmin() en

fonction de  pour le sch�ema en maillage rectangulaire.
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Fig. 4.3 { Advection 2-D (rectangle) : CFL()

On constate sur cette �gure que le plus grand pas de temps, i.e. le CFL le plus grand,

est obtenue pour  = 0;8. Pour cette valeur de  nous obtenons un CFL d'environ 1,22.

De plus, le CFL le plus petit (0,89) est obtenu pour  = 0. Il est int�eressant de remarquer

que cette courbe a globalement le même comportement que celle obtenue dans le cas mo-

dodimensionel.

De même, sur la �gure 4.4 nous rendons compte num�eriquement de �cmin() pour le sch�ema

en maillage triangulaire.
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Nous pouvons constater que la courbe obtenue pour un maillage triangulaire est iden-

tique �a celle obtenue pour un maillage rectangulaire (cf. �g. 4.3). Ceci s'explique par le

fait que l'on trace en fonction de  le minimum suivant les angles d'advection � du nombre

de Courant Critique �c. Or, quelque soit , il existe un angle ��, tel que :

�c(;��) = min
�
�ctriangle(;�) = min

�
�crectangle(;�):

On repr�esente ainsi sur la �gure (4.5), �a titre d'exemple, le domaine de stabilit�e (i.e. le

CFL en fonction de �) obtenu dans le cas o�u  est �x�e �a 1.
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Fig. 4.5 { Advection 2-D : CFL(�) pour  = 1

Pour les deux types de maillage on trouve ainsi que les limites de stabilit�e sont �egales et

minimales (CFL=1,15) pour � = 3�
4
. De plus, pour � = �

4
, la limite de stabilit�e du sch�ema

en maillage triangulaire est nettement sup�erieure �a celle obtenue pour le sch�ema �ecrit

pour des maillages rectangulaires. En�n, pour une vitesse d'advection parall�ele aux axes,

le sch�ema en rectangle permet d'utiliser un pas de temps plus grand (i.e. des CFL plus

grands et �egaux �a ceux de l'advection 1D). Ces caract�eristiques des domaines de stabilit�e

li�es au type de maillage utilis�e et d�etaill�ees ici pour le cas  = 1 se retrouvent pour toute

valeur de  2 [0;1].

A partir de la �gure (4.4), on choisit quelques valeurs signi�catives de  (0, 8/10, 1) et on

d�ecide de tracer sur la �gure (4.6) le domaine de stabilit�e (i.e. CFL(�)) pour ces di��erentes

valeurs de .
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Fig. 4.6 { Triangle : CFL(�) pour di��erents 

On observe de nouveau que le domaine de stabilit�e le plus grand est obtenu pour

 = 0;8 alors que le plus petit est obtenu pour  = 0.

4.1.4 Exp�eriences num�eriques

On propose dans cette partie d'e�ectuer quelques exp�eriences num�eriques pour illus-

trer la pr�ecision des sch�emas suivant la valeur du param�etre  en maillage triangulaire.

Consid�erons dans un premier temps le probl�eme d'advection d'une \vague sinusoidale"

avec la donn�ee initiale :

u(x;y;0) = sin(2�(x+ y)) pour (x;y) 2 [0;1]2.

On utilise des conditions aux limites p�eriodiques et le domaine de calcul est discr�etis�e en

N=50 mailles dans chaque direction (�x = �y = 2:10�2). Dans le but de mieux �evaluer le

rôle du param�etre  dans la di�usion num�erique, nous avons calcul�e le carr�e de la norme

L2 �a chaque pas de temps :

jj u(:;n�t) jj2L2=
X
I

aire(CI) j ua(I) j2

o�u I, aire(CI) et ua(I) repr�esentent respectivement le noeud du maillage, l'aire du vo-

lume de contrôle et la solution calcul�ee. L'angle d'advection � est �egal �a �
4
. A�n d'avoir

un sch�ema stable quelque soit le param�etre  consid�er�e, on choisit un CFL de 0,75.
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La �gure (4.7) permet de comparer les r�esultats obtenus pour di��erentes valeurs de 

au temps T=16, soit environ un peu plus de vingt p�eriodes.
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Fig. 4.7 { Triangle : Norme L2 de la solution en fonction de 

Comme nous l'avait montr�e l'�etude des �equations �equivalentes du paragraphe 4.1.2,

la di�usion num�erique est maximale lorsque  = 1 (sch�ema d'ordre 3 \classique") tandis

que la di�usion est minimale lorsque  est nul. On notera une di��erence sur la di�usion

de l'ordre de 14% entre ces deux sch�emas. De plus, il est int�eressant de remarquer que

pour des valeurs de  qui tendent vers 0, la di�usion num�erique tend vers la di�usion

minimale. En particulier, la di��erence entre la di�usion minimale (obtenue pour  = 0)

et la di�usion pour  = 0;1 n'est plus que de l'ordre de 1%.

Nous nous proposons d'�etudier le comportement des sch�emas, suivant la valeur du pa-

ram�etre , pour une condition initiale de type C0 :

u0(x;y) = 1 + x(1� x)y(1� y) avec (x;y) 2 [0;1]2 (4.16)

Nous pr�esentons sur la �gure (4.8) les solutions obtenues pour x = y et �a T � = 6 pour

trois valeurs du param�etre  (0, 1/10 et 1). A�n de s'a�ranchir des probl�emes de stabilit�e,

nous �xons le CFL �a 0,6.
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La �gure (4.8) montre que pour  = 0 la solution obtenue �a partir de la condition

initiale (4.16) pr�esente un certain nombre d'oscillations parasites. En e�et, pour  = 0,

le ux num�erique correspond �a un sch�ema centr�e (le terme de di�usion num�erique est

supprim�e) qui est connu pour être mal adapt�e �a ce type de probl�eme.

Pour conclure cette partie il nous a sembl�e int�eressant de reporter sur le tableau (4.1) les

valeurs caract�eristiques du param�etre  avec pour chacune d'elle les r�epercussions sur la

qualit�e du sch�ema num�erique pour des maillages en triangles. Les pourcentages pr�esent�es

dans la colonne di�usion correspondent �a la di��erence de di�usion obtenue entre le sch�ema

avec  = 0 (pris comme r�ef�erence) et les autres sch�emas.

Tab. 4.1 { : Qualit�e du sch�ema suivant 

Stabilit�e (CFL) Di�usion

min� �
c(�)

 = 1 1.15 +14% (maximale)

 = 0:8 1.22 (maximum) +11%

 = 0:1 1. +1%

 = 0: 0.89 (minimum) r�ef�erence (minimale)

Au vu des di��erents r�esultats pr�esent�es ci-dessus, le sch�ema avec  = 0 ne semble pas

bien adapt�e �a nos calculs. En e�et, même s'il pr�esente une di�usion minimale, le CFL
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assurant la stabilit�e est jug�e trop petit. De plus, le sch�ema cr�ee des oscillations parasites

pour des conditions initiales peu r�eguli�eres (de type C0 par exemple).

Même si les CFL les plus grands sont obtenus pour =8/10 (CFL maximal) et =1,

la di�usion num�erique de ces sch�emas en temps long est jug�ee trop importante et par

cons�equent on ne retiendra pas ces valeurs pour . Finalement, le sch�ema qui semble le plus

adapt�e �a nos probl�emes est le sch�ema �etabli avec  = 0;1. En e�et, il se presente comme le

bon sch�ema interm�ediaire : la di�usion num�erique est faible, son CFL reste acceptable et

il semble robuste pour convecter des ondes peu r�eguli�eres. Notons que d'autres \petites"

valeurs du param�etre  pourraient tout aussi bien convenir. Il faudrait alors �etudier la

capacit�e de ces �-" sch�emas �a convecter des ondes irr�eguli�eres ou pr�esentant de fortes

variations.

D�e�nition 4.1.6 : On appelle nouveau sch�ema d'ordre trois, le sch�ema num�erique

d�e�ni avec les param�etres � = 1
3
,  = 0;1 et une int�egration temporelle RK3.

4.2 Application aux �equations de Maxwell

4.2.1 Pr�esentation des �equations et du sch�ema

On s'int�eresse maintenant �a l'application de ces sch�emas d'ordre trois pour la r�esolution

de ph�enom�enes �electromagn�etiques. Ils sont r�egis par les �equations de Maxwell qui s'�ecrivent

dans le vide en l'absence de charges et de courant sous la forme :8>>>><>>>>:
�0
@ ~H

@t
+ rot( ~E) = 0;

"0
@ ~E

@t
� rot( ~H) = 0;

(4.17)

o�u ~E = ~E(t;~x) et ~H = ~H(t;~x) sont respectivement les champs �electrique et magn�etique,

�0 et "0 la perm�eabilit�e magn�etique et la permittivit�e �electrique du vide. Du fait de la

redondance des �equations de Gauss dans le mod�ele continu pour des conditions initiales

v�eri�ant ces contraintes, elles n'apparaissent pas explicitement dans le syst�eme �ecrit ci-

dessus. Le syst�eme de Maxwell est un syt�eme conservatif et hyperbolique. L'approximation

num�erique utilis�ee reste donc la même que celle d�ecrite pr�ec�edemment pour l'�equation

d'avection lin�eaire 2-D. On se contente donc ici de rappeler bri�evement les grandes lignes

de l'approximation utilis�ee (voir section 1.5).
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En dimension trois d'espace, une pr�esentation des �equations de Maxwell sous la forme

adimensionn�ee conservative donne :

Qt + ~r:IF (Q) = 0; (4.18)

avec :

Q = t(Hx;Hy;Hz;Ex;Ey;Ez)

On note :

IF (Q) = t(F1(Q);F2(Q);F3(Q))

avec : 8>><>>:
F1(Q) =

t(0;� Ez;Ey;0;Hz;�Hy);

F2(Q) =
t(Ez;0;� Ex;�Hz;0;Hx);

F3(Q) =
t(�Ey;Ex;0;Hy;�Hx):

On compl�ete (4.18) par des conditions aux limites sur la fronti�ere � de 
 ainsi que des

conditions initiales.

De la même fa�con que pour l'�equation d'advection lin�eaire en deux dimensions, on �etablit

la formulation faible de (4.18), apr�es discr�etisation du domaine de calcul. On obtient :

V olume (Ci) (Qt)i +
X
j2K(i)

�ij + termes de bord = 0 (4.19)

o�u K(i) est l'ensemble des voisins du noeud i. Les termes de bord (condition aux limites

de type m�etallique et condition absorbante) sont d�evelopp�ees dans [10] par exemple.

La construction du �- sch�ema est alors identique �a celle de la section pr�ec�edente mais

maintenant appliqu�ee �a un syst�eme. On donne ci-dessous �a titre d'indication l'expression

du ux num�erqiue que l'on obtient.

On a :

�ij = �(Qi;Qj;~�ij) =
F(Qi;~�ij) + F(Qj;~�ij)

2
� 

2
j A(~�ij) j (Qj �Qi);

o�u F(Q;~�ij) = �1F1(Q)+�2F2(Q)+�3F3(Q) est une combinaison lin�eaire de ux et A(~�ij)
la matrice jacobienne associ�ee �a F(Q;~�ij).

4.2.2 Illustration num�erique

Nous souhaitons maintenant comparer le nouveau sch�ema d'ordre trois pr�ec�edemment

�etudi�e (� = 1
3
,  = 0;1 et RK3) �a la fois avec le sch�ema d�ecentr�e classique d'ordre trois

( = 1) et avec le sch�ema d'ordre un.
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On s'int�eresse dans un premier temps �a la propagation d'un mode de r�esonance �electromagn�etique

dans une cavit�e cubique unitaire. Nous allons comparer les solutions lorsque que l'on

discr�etise le domaine de calcul 
 =]0;1[3 �a l'aide de cubes ou de t�etra�edres structur�es,

comportant une quinzaine de points par longueur d'onde. Nous prenons pour tous ces

sch�emas le même nombre de Courant : CFL = 1 qui assure la stabilit�e des di��erents

sch�emas.

La solution exacte du mode (1,1,1) s'�ecrit [33] :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Hx = ��
!
sin(�x) cos(�y) cos(�z) sin(!t);

Hy =
2�

!
cos(�x) sin(�y) cos(�z) sin(!t);

Hz = ��
!
cos(�x) cos(�y) sin(�z) sin(!t);

Ex = � cos(�x) sin(�y) sin(�z) cos(!t);

Ey = 0;

Ez = sin(�x) sin(�y) cos(�z) cos(!t):

(4.20)

Calcul de l'�energie �electromagn�etique :

On pr�esente tout d'abord l'�energie �electromagn�etique obtenue avec les di��erents sch�emas

que l'on comparera �a l'�energie exacte.

La �gure 4.9 permet de comparer, pour la cavit�e cubique maill�ee en t�etra�edres, l'�energie

�electromagn�etique en fonction du temps obtenue avec les sch�emas d'ordre 1, d'ordre 3 et

le nouveau sch�ema d'ordre 3. Outre le caract�ere extrêmement di�usif du sch�ema d'ordre

un, il apparait clairement sur la �gure 4.9 le gain certain apport�e par le nouveau sch�ema

d'ordre 3 en terme de di�usion num�erique.
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Fig. 4.9 { Energie pour un maillage t�etra�edrique

L'�etude port�ee sur la �gure 4.10 est semblable �a la pr�ec�edente mais maintenant la

cavit�e est maill�ee �a l'aide de cubes. Le comportement des sch�emas dans ce cas l�a est

similaire au cas des t�etra�edres avec n�eanmoins un caract�ere moins di�usif.
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Fig. 4.10 { Energie pour un maillage cubique

Au vu des deux �etudes pr�esent�ees ci-dessus il nous a sembl�e int�eressant de reporter

sur une même �gure (�g. 4.11) les �energies obtenues suivant le maillage utilis�e pour les

deux sch�emas d'ordre 3. On constate ainsi que dans ce cas l�a le nouveau sch�ema d'ordre

3 en t�etra�edres est �a peu pr�es �equivalent au sch�ema d'ordre 3 (non modi��e) en cubes.
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Fig. 4.11 { Sch�emas d'ordre 3 en fonction du maillage

Suivi du mode (1,1,1) dans la cavit�e :

On d�ecide maintenant de suivre l'�evolution en temps du mode propre (1,1,1) de la ca-

vit�e cubique r�esonante en un point du domaine. On initialise alors le champ �electromagn�etique

avec la solution analytique (4.20) �a l'instant initial en tous les noeuds du maillage. Le

nombre de Courant (CFL) est toujours pris �egal �a 1.

On pr�esente sur les deux �gures ci-dessous la composante Ex du champ �electromagn�etique

en fonction du temps. On compare sur la �gure 4.12 la solution obtenue avec le sch�ema

d'ordre 3 avec la solution analytique pour environ 45 p�eriodes en temps. On constate le

caract�ere di�usif du sch�ema pour de longs temps de calcul.
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Fig. 4.12 { Ex(t) avec le sch�ema d'ordre 3 (t�etra�edres)
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De même, la �gure 4.13 montre l'�evolution temporelle de la composante Ex en un

point du maillage t�etra�edrique mais maintenant pour le nouveau sch�ema d'ordre 3. Ici, le

caract�ere di�usif du pr�ec�edent sch�ema a �et�e nettement corrig�e.
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Fig. 4.13 { Ex(t) avec le nouveau sch�ema d'ordre 3

Des r�esultats similaires sont obtenus pour les sch�emas bas�es sur des maillages cubiques.



4.2 Application aux �equations de Maxwell 97

4.2.3 Propagation d'un mode dans une cavit�e sph�erique

Equation de Helmholtz en coordonn�ees sph�eriques

Pour �etudier la r�esonance dans une cavit�e sph�erique, il est plus ais�e de r�esoudre

l'�equation de Helmholtz dans un syst�eme de coordonn�ees adapt�ees [33]. En coordonn�ees

sph�eriques, cette �equation s'�ecrit :

1

r2
@

@r

�
r2
@	

@r

�
+

1

r2 sin(�)

@

@�

�
sin(�)

@	

@�

�
+

1

r2 sin2(�)

@2	

@�2
+ k2	 = 0 (4.21)

Les fonctions d'ondes �el�ementaires de l'�equation de Helmholtz en coordonn�ees sph�eriques

s'�ecrivent:

	mn(r;�;�) = bn(kr)L
m
n (cos �)h(m�) (4.22)

o�u les fonctions bn(kr) et L
m
n (cos �) sont respectivement les fonctions de Bessel sph�eriques

et de Legendre. On note h(m�) les solutions harmoniques.

De plus, comme une combinaison lin�eaire de fonctions d'ondes �el�ementaires est une fonc-

tion d'onde �el�ementaire alors :

	(r;�;�) =
X
m

X
n

Cnmbn(kr)L
m
n (cos �)h(m�) (4.23)

o�u les Cnm sont des coeÆcients constants d�etermin�es par les conditions initiales.

Remarque 4.2.1 Lmn (cos �) pr�esente des singularit�es pour � = 0 et � = �. Des fonctions

de Legendre dites du premier ordre not�ees PM
n (cos �) n'ont pas cette particularit�e.

En supposant que le champ est une superposition d'un champ de type TE et d'un champ
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de type TM, on obtient l'expression du champ �electromagn�etique dans la cavit�e sph�erique :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Er = � c

i!

�
@2

@r2
+ k2

�
Ar

E� = � 1

r sin �

@Fr
@�

� c

i!r

@2Ar
@r@�

E� =
1

r

@Fr
@�

� c

i!r sin �

@2Ar
@r@�

Hr =
c

i!

�
@2

@r2
+ k2

�
Fr

H� =
1

r sin �

@Ar
@�

+
c

i!r

@2Fr
@r@�

H� = �1

r

@Ar
@�

+
c

i!r sin �

@2Fr
@r@�

(4.24)

o�u Ar et Fr sont les potentiels vecteurs de ~H et ~E respectivement [33].

Solution analytique en coordonn�ees cart�esiennes

Fig. 4.14 { Cavit�e sph�erique.

On consid�ere la condition aux limites de type m�etal parfait sur l'enveloppe de la sph�ere

de rayon a :

~Er=a ^ ~n = ~0
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On admet dans ce cas l�a que le champ �electromagn�etique s'�ecrit �a partir de l'�ecriture

du syst�eme d'�equation (4.24). On introduit alors les vecteurs potentiels suivant :

8>>>><>>>>:
Fr = Ĵn(kr)P

m
n (cos �)

(
cos(m�)

sin(m�)

)

Ar = Ĵ
0

n(kr)P
m
n (cos �)

(
cos(m�)

sin(m�)

) (4.25)

o�u Ĵn(kr) et Ĵ
0

n(kr) sont respectivement la fonction de Bessel sph�erique et sa d�eriv�ee.

Remarque 4.2.2 : On choisit les fonctions Ĵn car en r = 0 le champ �electromagn�etique

doit être �ni. De même, les fonctions Pm
n sont utilis�ees a�n que le champ soit �ni pour

� = 0 et � = �.

On choisit d'axer notre �etude num�erique sur le suivi d'un mode TEmnp
r . Ce mode cor-

respond �a une valeur nulle du vecteur potentiel Ar, et o�u Fr est donn�e ci-dessus. On

remarque que la condition aux limites de type m�etal parfait impose : E� = E� = 0 pour

r = a. Cette condition est v�eri��ee si :

Ĵn(ka) = 0:

Ainsi, ka est un z�ero de la fonction de Bessel sph�erique. Soit unp les z�eros de Ĵn(u). On

a : k =
unp
a
.

On choisit maintenant un mode particulier : le mode TE011
r . Pour ce mode on donne

l'expression du champ �electromagn�etique en coordonn�ees sph�eriques :

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

Er = E� = H� = 0

E� = �tan(�)

r
(Fr)011

Hr =
1

r2j!�0
(Fr)011

H� =
1

j!�0

�
tan(�)

r2
(Fr)011 � k

r
sin(�) sin(kr)

�
avec k =

u11
a

=
4:493

a
et (Fr)011 = cos(�)

�
1

kr
sin(kr)� cos(kr)

�
.
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On s'int�eresse uniquement �a la partie r�eelle de cette solution. Finalement, si on ex-

prime ce champ �electromagn�etique en coordonn�ees cart�esiennes, on obtient �a l'aide de

l'adimensionnement de la partie 1.2 :

~E =
1

r2
cos(!t)

�
sin(kr)

kr
� cos(kr)

� 0BB@
y

�x
0

1CCA

~H =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

sin(!t)

!r4
xz

�
sin(kr)

�
3

kr
� kr

�
� 3 cos(kr)

�

sin(!t)

!r4
yz

�
sin(kr)

�
3

kr
� kr

�
� 3 cos(kr)

�

sin(!t)

!r2

�
z2

r2

�
sin(kr)

�
3

kr
� kr

�
� 3 cos(kr)

�
�
�
sin(kr)

�
1

kr
� kr

�
� cos(kr)

��

1CCCCCCCCCCCCCCCA
avec r =

p
x2 + y2 + z2.

On obtient ainsi l'expression analytique de la solution dans ce type de cavit�e sph�erique.

Solutions num�eriques et comparaisons

La �gure 4.2.3 repr�esente la peau du maillage du maillage de la boule. La discr�etisation

correspond �a une douzaine de points par longueur d'onde.

Nous proposons de suivre l'�evolution en temps du mode propre (0,1,1) de cette cavit�e

sph�erique que l'on supposera unitaire (a = 1). On initialise alors le champ �electromagn�etique

avec la solution analytique pr�ec�edemment calcul�ee en tous les noeuds du maillage. On com-

pare �a la solution analytique, la solution obtenue �a l'aide du sch�ema num�erique d'ordre 3

modi��e.
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Fig. 4.15 { Maillage de la peau de la cavit�e sph�erique.

Les �gures 4.16 montrent le champ �electromagn�etique pour y = 0 apr�es une centaine

de pas de calcul. Sur les �gures de gauche sont repr�esent�ees les solutions approch�ees tan-

dis que sur les �gures de droite, nous avons les solutions exactes. De haut en bas, nous

repr�esentons successivement les composantes Hx, Hz et Ey du champ �electromagn�etique.

On peut ainsi v�eri�er sur ces �gures que le champ �electromagn�etique est bien approch�e

dans la cavit�e sph�erique par notre sch�ema num�erique.

Spectre de r�esonance dans une boule

On veut maintenant obtenir le spectre modal complet d'une onde �electromagn�etique

en r�esonance dans une cavit�e sph�erique de rayon a.

Les fr�equences fr de r�esonance pour les modes TE et TM sont donn�ees par [33] :

(fr)
TE
mnp =

unp
2�a

p
"0�0

avec n=1,2,... & p=1,2,...

(fr)
TM
mnp =

u
0

np

2�a
p
"0�0

avec n=1,2,... & p=1,2,...
(4.26)

o�u unp et u
0

np sont respectivement les z�eros de Ĵn(kr) et de Ĵ
0

n(kr).

En utilisant les tables existantes pour trouver les z�eros des fonctions de Bessel, on calcule
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Fig. 4.16 { Composantes du champ �electromagn�etique en y = 0

(gauche : approch�ee - droite : exacte)
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alors la fr�equence fondamentale de r�esonance (avec a = 1m). On trouve dans le cas TM :

(fr)TM011 = 0;13 GHz (4.27)

On pr�esente dans les tableaux 4.2 et 4.3 les premi�eres fr�equences de r�esonance (en

Ghz) suivant la polarisation TM ou TE consid�er�ee.

(n,p) (1;1)TM (1;2)TM (1;1)TE (1;3)TM (1;2)TE (1;4)TM (2;1)TM

f (en Ghz) 0.131 0.185 0.214 0.237 0.275 0.289 0.292

Tab. 4.2 { Sept premi�eres fr�equences de r�esonance de la sph�ere unit�e.

(n,p) (1;3)TE (1;5)TM (2;2)TM (2;1)TE (1;4)TE (1;6)TM (2;3)TM

f (en Ghz) 0.333 0.341 0.355 0.368 0.391 0.392 0.416

Tab. 4.3 { Premi�eres fr�equences de r�esonance (TM).

4.2.4 Spectre en fr�equences pour la boule m�etallique

Pour obtenir le spectre en fr�equence dans la cavit�e, on initialise le champ �electromagn�etique

�a l'int�erieur de la cavit�e par une Gaussienne centr�ee en un point arbitraire (P = (0:26;�
0:70;0:25)). Une transformation de Fourier est r�ealis�ee sur environ 2500 pas de temps pour

obtenir le spectre Bz en un point de la boule. Le mode fondamental est discr�etis�e avec

environ une quinzaine de points par longueur d'onde. Les calculs ont �et�e r�ealis�es avec un

nombre de Courant (CFL) �egal �a 1. Le sch�ema utilis�e est le même que pr�ec�edemment

(� = 1
3
,  = 0:1 et RK3).

Nous avons report�e sur la �gure 4.17 le spectre de Bz en fontion de la fr�equence, les

�eches repr�esentant les fr�equences propres exactes de la cavit�e. Les onze premiers modes

sont particuli�erement bien repr�esent�es.

On peut cependant noter que deux fr�equences n'ont pas �et�e capt�ees : f = 0:275 et

f = 0:392. Ceci provient du fait que pour chacune de ces valeurs il existe une autre

fr�equence de r�esonance tr�es proche (f = 0:289 et f = 0:39). De plus, pour ces fr�equences,

la disc�etisation spatiale n'est pas suÆsante car elle correspond respectivement �a sept et

cinq points par longueur d'onde.
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Fig. 4.17 { Premiers modes propres de la sph�ere unit�e.

On pr�esente sur la �gure 4.18 le spectre complet obtenu �a l'aide de notre m�ethode.

Outre les onze premiers modes particuli�erement bien repr�esent�es, il est int�eressant de re-

marquer qu'un certain nombre d'autres fr�equences sont �egalement capt�ees en d�epit d'un

l�eger d�ecalage. De plus, comme pr�ec�edemment, les modes dont les valeurs sont tr�es proches

et qui correpondent �a un faible nombre de points par longueur d'onde ne sont pas tous

repr�esent�es.
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Fig. 4.18 { Modes propres de la sph�ere unit�e.
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Conclusion

Nous avons pr�esent�e un sch�ema num�erique bas�e sur une formulation volumes �nis et

appliqu�e �a des maillages triangulaires ou rectangulaires pour la r�esolution de probl�emes

hyperboliques. Le but de notre �etude �etait d'obtenir un sch�ema num�erique d'ordre �elev�e en

minimisant si possible la di�usion num�erique tout en conservant un pas de temps optimal

et un coût en temps CPU raisonnable. Pour cela nous avons choisi une approximation

spatiale qui utilise un ux d�ecentr�e caract�eris�e par deux param�etres � et . La valeur

du param�etre � a �et�e �x�ee �a 1
3
a�n d'assurer l'ordre 3 pour des maillages structur�es. Le

param�etre  a �et�e introduit a�n de contrôler la di�usion num�erique par pond�eration du

terme de d�ecentrage. L'analyse de stabilit�e nous a fourni la valeur optimale de  dans

le but d'obtenir le plus grand pas de temps possible. Finalement, nous avons propos�e un

sch�ema de Runge Kutta �a trois pas pour l'int�egration temporelle.

Bien sûr notre �etude th�eorique s'est limit�ee au cadre de l'�equation d'advection lin�eaire

en deux dimensions d'espace. N�eanmoins, les r�esultats num�eriques obtenus �a l'aide de ce

sch�ema pour des simulations en �electromagn�etisme en 3-D prouvent l'eÆcacit�e du sch�ema

propos�e au niveau de la pr�ecision des solutions calcul�ees.
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Chapitre 5

Approximation en maillages

multi-�el�ements

L'essentiel de ce chapitre est tir�e du rapport Cermics (No 97-92) r�ealis�e avec Loula

F�ezoui � et intitul�e \M�ethode PML en volumes �nis pour la r�esolution des �equations de

Maxwell en maillage hybride 2-D".

Les travaux pr�esent�es dans ce chapitre ont �egalement fait l'objet d'une communication au

congr�es ACES97, Monterey, Californie.

� CERMICS-INRIA, BP 93, 06902 Sophia-Antipolis Cedex
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Introduction

Nous venons de voir qu'apr�es quelques modi�cations, la m�ethode PML s'adaptait

bien au cas des volumes �nis en maillages non structur�es et qu'ainsi, on pouvait r�eduire,

en deux dimensions d'espace, la distance �a la fronti�ere arti�cielle d'une longueur d'onde

par rapport �a un d�ecentrage classique [39].

Dans le but d'augmenter encore l'eÆcacit�e, une solution, en deux dimensions d'espace, est

de revenir aux maillages de type di��erences �nies (grilles rectangulaires) d�es que l'on rentre

dans le milieu absorbant. C'est l'objet du pr�esent travail: construire un maillage hybride

de type triangulaire pr�es de l'objet di�ractant et rectangulaire dans le milieu absorbant.

De plus, les sch�emas utilis�es sur chaque grille peuvent être di��erents. Ici, on r�esout dans la

zone triangulaire les �equations de Maxwell en domaine temporel par un sch�ema volumes

�nis d'ordre �elev�e en espace. Dans le milieu absorbant maill�e en rectangles, on r�esout les

�equations de Maxwell modi��ees par un sch�ema centr�e. L'�evolution en temps dans tout

le domaine de calcul est r�ealis�ee par un sch�ema de type Runge-Kutta �a trois pas. Des

exp�eriences num�eriques en r�egime fr�equentiel et temporel sont pr�esent�ees. Les r�esultats

obtenus en maillage hybride sont compar�es, en termes d'erreur et de temps de calcul, avec

ceux obtenus avec des grilles triangulaires.

5.1 Approximation Num�erique

L'approximation num�erique d�evelopp�ee ici repose sur des maillages en deux dimen-

sions d'espace constitu�es de deux types d'�el�ement : triangle et rectangle.

Nous proposons de d�ecrire dans cette section les changements qui interviennent par rap-

port au chapitre 1.5, du fait de l'utilisation de ce type de maillages hybrides conformes.

5.1.1 Formulation variationnelle

Soit Th une discr�etisation classique du domaine 
h, approximation du domaine de

calcul 
, par des polygones (triangles et rectangles). A chaque noeud Si est associ�ee une

cellule Ci. Pour les maillages hybrides conformes consid�er�es dans notre �etude, le domaine

de calcul est divis�e en deux zones : la zone correspondant au maillage triangulaire (DT )

et celle correspondant au maillage rectangulaire (DR). De plus, un traitement particulier

sera apport�e au niveau de l'interface (DI) entre ces deux zones.

N�eanmoins, quelque soit le noeud du maillage consid�er�e, les cellules de contrôle sont
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construites classiquement de la fa�con suivante :

{ cellule centr�ee sur un noeud de DT : on relie les centres de gravit�e des triangles

contenant le noeud au milieu des arêtes aboutissant au noeud (�gure 5.1),

i

j

G1

G2

I

Fig. 5.1 { Cellule pour la zone triangle DT

{ cellule centr�ee sur un noeud de DR : on relie les centres de gravit�e des rectangles

contenant le noeud au milieu des cot�es aboutissant au noeud (�gure 5.2),

i j

Fig. 5.2 { Cellule pour la zone rectangle DR

{ cellule centr�ee sur un noeud de l'interface DI : on combine alors les deux construc-

tions pr�ec�edentes (�gure 5.3).

Ainsi, la r�eunion de toutes les cellules forme une nouvelle partition de 
h,


h =
ns[
i=1

Ci

o�u ns repr�esente le nombre de noeuds du maillage.
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i ji

Fig. 5.3 { Cellule pour l'interface DI

On consid�ere toujours l'�equation de conservation (1.7) sous forme condens�ee :

Q� +
�!r :IF (Q) = 0 (~x;t) 2 
� IR+; (5.1)

avec IF (Q) = t(F (Q);G(Q)).

Les m�ethodes de volumes �nis sont bas�ees sur l'int�egration de (5.1) sur chaque cellule Ci

quelque soit la forme de la cellule. Par cons�equent, l'approximation num�erique d�evelopp�ee

au chapitre 1.5 reste sensiblement la même. On note (Q� )i la valeur moyenne de Q� sur

la cellule Ci. On obtient :

Aire(Ci) (Q� )i +

Z
Ci

�!r:IF (Q) dx = 0: (5.2)

5.1.2 Calcul des ux num�eriques

A l'ordre un, le calcul des ux num�eriques est rigoureusement identique �a celui d�evelopp�e

au paragraphe 2.3.1.

Approximations d'ordre sup�erieur :

Nous utilisons ici une formulation dite �-sch�ema pour d�e�nir les nouvelles valeurs aux

interfaces calcul�ees �a l'aide d'une combinaison convexe des pentes (voir x2.3.2).
Les gradients (

�!rQ)i;j sont d�e�nis de plusieurs fa�cons suivant le type d'�el�ement auquel

appartient le noeud consid�er�e.

Dans le cas o�u Si appartient �a DT , on d�e�nit des gradients discrets en ces points comme

une moyenne des gradients de Galerkin autour du noeud Si. On �ecrit alors pour chaque

composante k (k=1,2,3) du vecteur Q :

�!rQk
i =

1

Aire(Ci)

X
T2Th;Si2DT

Aire(T )

3
(
�!rQk)T : (5.3)
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Dans le cas o�u Si appartient �a DI, le calcul des gradients n'est pas imm�ediat. On propose

ici une technique qui permet d'�evaluer ces gradients. Le noeud Si de l'interface est entour�e

d'�el�ements triangulaires et rectangulaires (voir �gure 5.3). On d�ecide alors de couper les

rectangles mitoyens de l'interface en deux triangles �ctifs. Ainsi, Si n'est plus entour�e que

d'�el�ements triangulaires et le calcul du gradient en ce noeud est alors similaire �a celui

pr�ec�edemment �etabli pour un noeud Si appartenant �a DT .

Dans le cas o�u le noeud Si appartient �aDR, on d�e�nit le gradient (pour chaque composante

k du vecteur Q) de la fa�con suivante :

�!rQk
i �

1

Aire(Ci)

Z
Ci

�!rQk dx dy:

En appliquant la formule de Green, nous obtenons :Z
Ci

�!rQk dx dy =

Z
@Ci

Qk~�ij ds:

D'o�u l'expression du gradient :

�!rQk
i =

1

Aire(Ci)

X
j2K(i)

 
Qk
i +Qk

j

2

!
~�ij; (5.4)

avec ~�ij et K(i) d�e�nis pr�ec�edemment.

5.2 R�esultats Num�eriques

Nous pr�esentons dans cette partie une s�erie d'exp�eriences num�eriques a�n de tester la

m�ethode de volumes �nis en maillages hybrides (rectangles-triangles). Une comparaison

num�erique portant sur di��erents sch�emas d'ordre �elev�e est �egalement propos�ee. En�n, une

attention particuli�ere est donn�ee �a l'utilisation de ces maillages hybrides lorsqu'ils sont

associ�es au mat�eriau PML pour le calcul de Surface Equivalente Radar (SER).

5.2.1 Probl�emes instationnaires

On rappelle que le milieu de propagation consid�er�e est le vide . Dans cette partie, les

calculs num�eriques ont �et�e e�ectu�es en champ total. De par la nature des tests consid�er�es

(calculs de r�esonnance), seule intervient dans ce paragraphe la condition de type m�etal

parfait qui borne le domaine de calcul. Le nombre de Courant est pris �egal �a un.
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Propagation d'un mode de r�esonance dans une cavit�e

Nous consid�erons une cavit�e rectangulaire d�e�nie de la fa�con suivante :

CR = f(x;y) j 0 � x � x0; 0 � y � y0g, avec x0 = 80m et y0 = 40m.

L'int�eret de ce cas acad�emique est la connaissance des solutions analytiques (voir [16]

par exemple). On se propose de suivre l'�evolution en temps du mode propre (8;4) de

cette cavit�e. On initialise alors le champ �electromagn�etique (mode TM) avec la solution

analytique �a l'instant � = 0 en tous les points du maillage :(
Hx(~x;0) = Hy(~x;0) = 0

Ez(~x;0) = sin(k1x) sin(k2y)

avec k1 = k2 =
�

10
.

A�n de pouvoir comparer les di��erents sch�emas d�e�nis pr�ec�edemment on se propose de

d�eterminer le nombre de points par longueur d'onde � n�ecessaire �a l'obtention d'une erreur

�Erel �x�ee. �Erel est l'erreur sur l'�energie. Elle est d�e�nie de la fa�con suivante :

Erel(�) =

�Z

h

j Eex(�)� Eapp(�) j2 d
h
� 1

2

�Z

h

j Eex(�) j2 d
h
� 1

2

o�u Eapp(�) et Eex(�) sont les �energies approch�ees et exactes respectivement. Finalement,

on obtient :

�Erel =
X
�

�� j Erel(�) j

Le tableau 5.1 met en �evidence le manque de pr�ecision du sch�ema �a l'ordre un : 41 points

par longueur d'onde sont n�ecessaires pour obtenir une erreur de l'ordre de 17%. D'autre

part, il est int�eressant de noter que pour un sch�ema donn�e et une erreur donn�ee, le

maillage en triangles (drapeau anglais) conduit �a une augmentation relativement sensible

du nombre de points par longueur d'onde par rapport �a une grille en rectangles. Par

exemple, pour une erreur �x�ee �a moins de 3% avec le sch�ema RK3,  = 1 et � =
1

3
, le

maillage en triangles n�ecessite 22 points alors que pour la grille rectangulaire 16 points

suÆsent. Ceci s'explique ais�ement par le caract�ere di�usif du sch�ema en triangles [15].

D'un autre cot�e la valeur du param�etre  du sch�ema joue �egalement un rôle important

quant aux nombres de points par longueur d'onde n�ecessaire �a l'obtention d'une certaine

erreur. En e�et, si l'on choisit, par exemple, une grille rectangulaire et que l'on d�esire une

erreur de moins de 3%, le sch�ema avec  = 1 n�ecessite 16 points tandis que pour  = 0:1,
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14 points sont suÆsants. Ceci se traduit par un gain sur le nombre de points du maillage

total de l'ordre de 25%.

Tab. 5.1 { : Nombre de points par longueur d'onde pour une erreur donn�ee

moins de entre entre plus de

3 % 3 et 5 % 5 et 10 % 10 %

RK1 rectangle ... ... ... 41

(17%)

RK3 rectangle 16 14 12 9

 = 1. (2.7%) (3%) (6%) (12%)

RK3 triangle 22 17 14 12

 = 1. (2.3%) (4.8%) (8%) (11%)

RK3 rectangle 14 12 9 7

 = 0.1 (1.7%) (3.1%) (6.8%) (14%)

RK3 triangle 16 14 12 9

 = 0.1 (2%) (3%) (6.8%) (11%)
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On peut donc en d�eduire que dans ce cas particulier, le sch�ema qui semble le mieux adapt�e

�a l'obtention de r�esultats pr�ecis pour le champ �electromagn�etique, est un sch�ema �evalu�e

sur une grille �a mailles rectangulaires avec un param�etre  de l'ordre de 0:1.

Avec ce sch�ema (RK3, � =
1

3
,  = 0:1), on propose maintenant de valider la m�ethode sur

une grille hybride (triangles-rectangles). Le tableau 5.2 donne les erreurs �Erel obtenues

avec ce sch�ema pour des maillages (triangles, rectangles et hybride) correspondant �a 14

points par longueur d'onde. Comme on pouvait s'y attendre, l'erreur obtenue avec le

maillage hybride (2:4%) se situe entre les deux erreurs obtenues avec les grilles en triangles

(3:%) et en rectangles (1:7%).

Tab. 5.2 { : �Erel suivant le type de maillage

grille rectangulaire grille hybride grille triangulaire

�Erel 1:7% 2:4% 3:%

Fr�equences de r�esonance pour une cavit�e

Nous consid�erons maintenant une cavit�e carr�ee de longueur 1m. Le champ �electromagn�etique

(mode TM) est alors initialis�e par une gaussienne centr�ee en un point de la cavit�e. Le

nombre de Courant (CFL) est pris �egal �a 0.75. Une transformation de Fourier est r�ealis�ee

sur environ 1500 pas de temps pour obtenir le spectre de Ez en un point de la cavit�e.

Dans un premier temps, nous proposons de comparer le sch�ema classique d'ordre 3 ( = 1:)

avec celui propos�e et d�eja �etudi�e dans les sections pr�ec�edentes ( = 0:1). Le maillage

utilis�e est une grille rectangulaire. Le mode fondamental est alors discr�etis�e avec une

trentaine de points par longueur d'onde. Nous avons report�e sur la �gure 5.4 le spectre

de Ez en fonction de la fr�equence en GHz pour ces deux sch�emas. Les �eches verticales

repr�esentent les fr�equences de r�esonance exactes [16]. Nous observons que dans les deux

cas les 4 premi�eres fr�equences sont bien captur�ees. Comme dans l'�etude pr�ec�edente on

peut noter la meilleure pr�ecision obtenue lorsque le param�etre  est �egal �a 0:1. En e�et,

avec cette valeur du param�etre , on constate (�g.5.4) que plusieurs autres fr�equences

sont captur�ees, en particulier la cinqui�eme fr�equence.

En cons�equence, nous d�ecidons d'utiliser ce sch�ema (avec  = 0:1) pour tester la m�ethode
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en maillage hybride. On d�ecide de comparer les spectres obtenus suivant les deux types

de maillage consid�er�es : grille rectangulaire et maillage hybride. N�eanmoins on conserve la

même discr�etisation pour le mode fondamental (environ 30 points par longueur d'onde).

Nous avons report�e sur la �gure (5.5) le spectre de Ez en fonction de la fr�equence en GHz

pour ces deux maillages et on observe une bonne concordance des r�esultats.
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Fig. 5.4 { Spectre de Ez en fonction du sch�ema utilis�e

Di�raction d'un pulse sur un cylindre in�ni

Nous simulons ici la di�raction d'une impulsion (onde �a support compact) sur un

cylindre m�etallique de section circulaire. La g�eom�etrie du probl�eme rend plus naturel

l'utilisation d'un maillage hybride que pour les calculs pr�ec�edents dans des cavit�es carr�ees.

Ainsi, dans un proche voisinage du cercle, le maillage utilis�e sera constitu�e de triangles ;

loin de l'objet on utilisera un maillage en rectangles (voir �gure 5.6).

L'onde incidente est repr�esent�ee par la donn�ee d'un champ �electrique �egal �a une onde

harmonique TM sur une demi-longueur d'onde et nul ailleurs :

Einc
z = cos fj k j (x cos � + y sin � � �)g�[a;b];

o�u [a;b] est le support de l'impulsion, � l'angle d'incidence et k le nombre d'onde. Les ex-

pressions des autres composantes du champ �electromagn�etique se d�eduisent des �equations
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Fig. 5.6 { Maillage hybride pour le cylindre
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de Maxwell. L'onde incidente illumine le cot�e droit du cercle. Les �gures (5.7) repr�esentent

l'�evolution temporelle du champ �electrique total Ez en deux temps di��erents, suivant le

type de maillage utilis�e : �a gauche, un maillage en triangles et �a droite, un maillage hy-

bride. On remarquera les bons comportements des solutions en champ total ainsi que la

bonne correspondance des solutions obtenues avec le maillage hybride et celui en triangles.

Le pas de discr�etisation correspond ici �a une quinzaine de points par longueur d'onde.



118 Chapitre 5. Approximation en maillages multi-�el�ements

Fig. 5.7 { Evolution temporelle du champ �electrique total Ez

(gauche : non strutur�e - droite : hybride)

Remarque 5.2.1 : On cherche �a valider le sch�ema sur un maillage hybride, seuls des

crit�ere d'ordre qualitatif sont retenus. On se contente donc ici de l'utilisation de la condi-

tion de d�ecentrage �a l'in�ni.

5.2.2 Probl�eme harmonique : calculs de SER

On s'int�eresse maintenant �a la propagation d'ondes harmoniques. Une application clas-

sique concernant ce domaine est le calcul de surface �equivalente radar (SER). Elle consiste

�a �evaluer la puissance rayonn�ee dans une certaine direction par un objet lorsqu'il est illu-

min�e par une onde incidente �emise par un radar. Le lecteur int�eress�e par les d�etails de la
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m�ethode utilis�ee pour calculer cette SER pourra se r�ef�erer �a [11] par exemple.

On utilise ici comme condition aux limites, une adaption des mat�eriaux PML de B�erenger

(voir section 2.4) qui permet de placer la fronti�ere �1 �a une longueur d'onde � de l'objet

di�ractant [39].

On propose ici de comparer les r�esultats obtenus sur le calcul de la SER suivant le type

de maillage consid�er�e.

Cylindre de section circulaire

Des r�esultats de SER bistatiques sont maintenant pr�esent�es pour un cylindre m�etallique

de section circulaire avec un maillage hybride. Ces r�esultats, trait�es en polarisation TM,

seront compar�es �a la fois aux r�esultats obtenus en maillage triangulaire ainsi qu'aux so-

lutions exactes [33]. Le cylindre est ici illumin�e par une onde incidente harmonique et les

calculs sont poursuivis jusqu'�a ce que la solution atteigne un �etat stationnaire p�eriodique

[11].

Le cylindre m�etallique plac�e dans le vide est tel que ka0 = 5 o�u k est le nombre d'onde

et a0 le rayon.

La comparaison entre les r�esultats obtenus avec les di��erents maillages se fera �a l'aide de

l'erreur relative en norme L2 de la SER :

EL2 =

vuut NX
k=0

j Sapp(�k)� Sex(�k) j2vuut NX
k=0

j Sex(�k) j2
;

avec �k =
2k�

N
, Sex la SER exacte et Sapp la SER calcul�ee avec les di��erents maillages. Le

maillage hybride est similaire �a celui de la �gure (5.6). Le pas de discr�etisation pour les

deux maillages correspond �a une quinzaine de points par longueur d'onde. Le tableau 5.3

met en �evidence la similitude des r�esultats obtenus avec les deux types de maillage pour

une fronti�ere �1 plac�ee �a une longueur d'onde du cercle.

Pro�l d'aile

On s'int�eresse maintenant au calcul de la Surface Equivalente Radar pour un pro�l

d'aile NACA0012. Ce test est plus complexe que le pr�ec�edent et la solution exacte n'est

pas connue. N�eanmoins, on utilisera comme donn�ee de r�ef�erence une SER compar�ee et

valid�ee avec d'autres m�ethodes num�eriques (m�ethode int�egrale en particulier [40]). De la
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Tab. 5.3 { : EL2 pour le cylindre

Maillage en triangles Maillage hybride

erreur (�10�3) 7.65 7.7

même fa�con que pour le cylindre in�ni, on illumine le pro�l d'aile m�etallique par une onde

plane TM �a une incidence de 90 deg. L'obstacle a une longueur de 4� et la fr�equence de

l'onde incidente est de 1:2 GHz. Le nombre de points par longueur d'onde utilis�e pour la

maillage (voir �gure (5.8)) est de l'ordre de 20. On rappelle que la fronti�ere �ctive �1 est

plac�ee �a une longueur d'onde du pro�l.

Fig. 5.8 { Maillage hybride pour le pro�l d'aile

De la même fa�con que pour le cylindre m�etallique, on se propose d'�evaluer l'erreur

relative EL2 de la SER. La SER exacte est alors remplac�ee par la solution de r�ef�erence

pr�ecis�ee ci dessus.

Le tableau 5.4 met une fois de plus en �evidence la bonne correspondance des r�esultats

obtenus avec les deux types de maillage.

Finalement, on montre sur la �gure 5.9 le diagramme de SER obtenu avec notre m�ethode.

On le compare avec la SER calcul�ee �a l'aide du sch�ema volume �ni classique sur un
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Tab. 5.4 { : EL2 pour le pro�l d'aile

Maillage en triangles Maillage hybride

erreur (�10�3) 2.5 2.6

maillage enti�erement non structur�e (solution de r�ef�erence). On peut remarquer la tr�es

bonne correspondance entre les deux solutions. Il est �a noter que la solution de r�ef�erence

a �et�e obtenue en utilisant la condition de d�ecentrage �a l'in�ni pour une fronti�ere �1 plac�ee

�a deux longeurs d'onde de l'aile. La SER pr�esent�ee sur la �gure 5.9, grâce au milieu PML,

est obtenue avec �1 plac�ee �a une longueur d'onde du pro�l.
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Fig. 5.9 { Comparaison des SER pour le NACA0012 (cas TM)

5.2.3 Coûts compar�es des m�ethodes

Nous pr�esentons maintenant des s�eries de mesures du coût en temps CPU suivant les

maillages utilis�es pour la di�raction d'ondes sur un cylindre in�ni. Ces mesures ont �et�e

r�ealis�ees sur une machine DEC ALPHA 400/233.
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On utilisera pour ces tests un maillage triangulaire et un maillage hybride. N�eanmoins

le nombre de points pour la discr�etisation sera rigoureusement le même pour ces deux

maillages. On repr�esente dans le tableau 5.5 les caract�eristiques des maillages utilis�es

pour cette �etude. Dans ce cas, le maillage hybride entraine une diminution de l'ordre de

Tab. 5.5 { : Caract�eristiques des maillages

Maillage en triangles Maillage hybride

noeuds 5776 5776

segments 16940 12912

�el�ements 11164 7136

20% pour le nombre de segments et de l'ordre de 35% pour le nombre d'�el�ements. Ceci

ce traduit par un gain en temps de calcul au niveau des gradients de l'ordre de 25% et de

20% pour les ux.

La �gure (5.10) montre les temps de calcul CPU en fonction des it�erations en temps

n�ecessaire �a un calcul de di�raction suivant le type de maillage consid�er�e. Le maillage

hybride conduit �a un certain gain en temps CPU par rapport �a un calcul sur maillage

triangulaire.
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Fig. 5.10 { Temps CPU suivant le maillage

Remarque 5.2.2 : Ces comparaisons ont �et�e r�ealis�ees sans les conditions de type PML

dans le but de chi�rer le gain e�ectif apport�e par la seule hybridation du maillage.
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Conclusion

Nous avons pr�esent�e ici nos premiers r�esultats sur la r�esolution des �equations de Max-

well en maillage hybride.

La comparaison des r�esultats avec ceux obtenus avec la même m�ethode num�erique sur une

grille triangulaire s'est r�ev�el�ee en faveur des maillages hybrides. La qualit�e des solutions

est pr�eserv�ee avec un gain en temps de calcul de l'ordre de 20%.

Malgr�e ces r�esultats assez encourageants en deux dimensions d'espace, il nous semble

diÆcile d'�etendre telle quelle cette m�ethode au cas tridimensionnel. En e�et, en trois

dimensions d'espace, on ne peut pas recoller de fa�con conforme des t�etra�edres et des

h�exa�edres sans intercaler d'autres �el�ements �a l'interface comme des pyramides �a base

carr�ee par exemple. A notre connaissance, de telles techniques ne sont pas int�egr�ees dans

les logiciels de maillage existants. De plus, notre choix des volumes de contrôle (cellule

centr�ee aux noeuds) nous obligerait �a des calculs coûteux pour �evaluer les normales des

di��erents volumes de contrôle, et en particulier des cellules centr�es aux interfaces des

di��erents �el�ements. Il semblerait donc que l'utilisation de maillage multi-�el�ements dans

le cas tridimensionnel ne soit envisageable �a moindre coût qu'�a condition d'utiliser �a la

fois des volumes de contrôle centr�es aux �el�ements et des recollements non conformes. Ce

travail fait actuellement l'objet d'une th�ese pr�epar�ee par M.Remaki [41].
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Chapitre 6

�Etude bibliographique sur les

conditions absorbantes

Ce chapitre est paru sous forme d'un raport Cermics (No 96-52) intitul�e \Rapport

bibliographique sur les conditions aux limites absorbantes pour la propagation d'ondes".

R�edig�e au cours de l'ann�ee 1995, il pr�esente une liste, non exhaustive, des principaux

travaux portant sur le sujet des conditions aux limites e�ectu�es jusqu'�a cette date. En

particulier, la m�etohde des mat�eriaux �ctifs absorbants propos�ee par B�erenger [12, 13]

y est pr�esent�ee. Cependant, depuis ce rapport bibliographique, un tr�es grand nombre de

travaux a �et�e consacr�e au d�eveloppement de ces nouveaux mat�eriaux absorbants dans

le cadre de l'�electromagn�etisme. Ces contributions n'apparaissent alors �evidemment pas

dans ce chapitre. Il nous a sembl�e cependant important d'en citer ici quelques unes. En

particulier, les milieux PML ont �et�e adapt�es aux coordonn�ees curvilignes par F. Collino

et P. Monk [42]. Il est �egalement int�eressant de noter que l'utilisation de ces mat�eriaux

parfaitement absorbant a d�ebord�e du cadre iniial des applications de l'�electromagn�etisme.

En e�et, nous retrouvons cette m�ethode dans [43] pour la simulation d'ondes �elastiques

ainsi que dans [44, 45] pour les �equations d'Euler et la liste est loin d'être exhaustive.
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Introduction

L'�etude bibliographique pr�esent�ee dans ce rapport a �et�e men�ee dans le but de recenser

le maximum d'informations disponibles traitant de la simulation num�erique de probl�emes

de propagation d'ondes pos�es dans un domaine non born�e. Pour absorber les ondes sor-

tantes, deux m�ethodes sont fr�equemment utilis�ees dans les codes de calcul. La premi�ere

consiste �a obtenir sur la fronti�ere �ctive une condition aux limites absorbante (CLA),

approximation de la condition aux limites transparente (CLT) non locale. La seconde

consiste �a entourer le domaine de calcul par un mat�eriau absorbant d�elimit�e par une

fronti�ere de type conducteur parfait.

Le papier est divis�e en quatre parties. Les trois premi�eres traitent de la m�ethode des

conditions aux limites absorbantes. La premi�ere partie �etablit les d�e�nitions, pr�esente le

probl�eme �a r�esoudre ainsi que les propri�et�es que l'on doit essayer de v�eri�er. La seconde

s'attache �a la r�esolution du probl�eme mod�ele de l'�equation des ondes scalaire. On rap-

pelera de quelle fa�con on peut d�eterminer la condition aux limites transparente et ses

di��erentes approximations pour obtenir les conditions aux limites absorbantes. Dans la

troisi�eme partie, on s'attache �a l'obtention des CLA pour le syst�eme de Maxwell insta-

tionnaire. On verra les di��erentes approches qu'il est classique de consid�erer. En�n, la

quatri�eme et derni�ere partie met en avant la seconde m�ethode utilis�ee pour borner le

domaine de calcul, �a savoir l'utilisation de mat�eriau absorbant. Cette derni�ere partie est

essentiellement fond�ee sur les travaux r�ecents de B�erenger [12, 13].

6.1 Pr�esentation du probl�eme

Le probl�eme des conditions aux limites arti�cielles apparâ�t lorsque l'on doit calculer

la solution dans un domaine �ni d'un probl�eme pos�e dans un domaine in�ni. Pour des

raisons d'impl�ementation num�erique (il n'existe pas de domaine in�ni sur machine), une

m�ethode utilis�ee couramment dans la pratique consiste �a limiter le domaine de calcul en

imposant une fronti�ere arti�cielle not�ee par la suite �. Le domaine de calcul, not�e 
, est

alors born�e (voir �gure 6.1).

On va chercher �a obtenir une solution du probl�eme aux limites qui soit la restriction �a


 de la solution du probl�eme pos�e dans tout l'espace. Dans ce cas l�a, la condition aux

limites sur � est appel�ee condition aux limites transparente (CLT). Cette CLT n'en-

traine, par d�e�nition, aucune r�eexion sur la fronti�ere arti�cielle, mais elle a l'inconv�enient
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Fig. 6.1 { Pr�esentation du probl�eme

d'être g�en�eralement non locale en espace et en temps et par cons�equent peu commode

d'utilisation. On va donc chercher �a approcher cette condition exacte : on parlera alors de

conditions aux limites arti�cielles , ou absorbantes (pour des raisons �energ�etiques),

ou bien encore approch�ees (CLA). On verra par la suite qu'il existe di��erentes approxi-

mations qui conduisent �a de nombreuses CLA; n�eanmoins la CLA retenue doit v�eri�er

certains crit�eres:

{ être locale en temps et en espace,

{ conduire �a un probl�eme aux limites bien pos�e,

{ minimiser les r�e�exions parasites sur �,

{ minimiser l'�eloignement de �.

Dans le cas des probl�emes stationnaires, la condition aux limites transparente est repr�esent�ee

par une �equation int�egrale sur le bord. Ce type de probl�emes n'entrant pas dans le cadre

de notre �etude, le lecteur int�eress�e pourra se r�ef�erer par exemple �a [46, 47]. Pour les

probl�emes hyperboliques, la strat�egie la plus fr�equemment utilis�ee consiste �a d�eterminer

des CLA qui rendent la fronti�ere arti�cielle totalement transparente pour des ondes �a inci-

dence normale. L'obtention de conditions aux limites absorbantes de plus en plus pr�ecises

obligera �a augmenter le degr�e des op�erateurs en temps et dans les variables tangentielles

des approximations. Bayliss et Turkel propose dans [48] une approche di��erente pour

l'obtention des conditions aux limites arti�cielles. Ils obtiennent leur famille de conditions

au moyen d'une d�ecomposition de la fonction de Green �a l'in�ni. Le principe est le sui-

vant: ils �etablissent un d�eveloppement asymptotique en
1

r
de la solution u. Ils obtiennent

ainsi une famille d'op�erateurs di��erentiels locaux not�ee Bm o�u quelque soit m, l'op�erateur

Bm annihile les m premiers termes du d�eveloppement asymptotique. Ces r�esultats s'ap-

pliquent particuli�erement bien pour des probl�emes �a sym�etrie sph�erique. Notre �etude
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portant sur des domaines rectangulaires on ne d�eveloppera pas plus ici ces r�esultats. Le

lecteur int�er�ess�e pourra consulter [48].

6.2 Le probl�eme mod�ele : l'�equation des ondes sca-

laire

On se propose de rappeler ici la d�emarche classique a�n d'obtenir les conditions aux

limites pour l'�equation des ondes scalaire dans un demi-espace homog�ene de dimension

trois. Elle est bas�ee sur l'utilisation de la transform�ee de Fourier dans les variables tan-

gentielles et temporelle appliqu�ee au probl�eme (P).

(P)

8<:
@2u

@t2
� c2�u = 0 dans IR3

+ conditions initiales en temps

-

6
x3

(x1;x2)

@2u

@t2
� c2�u = 0 dans 
+

@2u

@t2
� c2�u = 0 dans 
�

(�)

Fig. 6.2 { Le probl�eme mod�ele

Le principe g�en�eral est le suivant:

{ l'espace de d�epart IR3 est born�e par la fronti�ere arti�cielle � = fx3 = 0g, par
exemple, le domaine d'�etude �etant alors limit�e �a un demi-espace (�g.6.2),

{ on �etablit la CLT par transform�ee de Fourier,

{ on approche l'op�erateur non local de la CLT par des op�erateurs di��erentiels: on

obtient une CLA,

{ on �etudie alors la stabilit�e et le caract�ere bien pos�e du probl�eme couplant l'�equation

des ondes dans le domaine int�erieur et une CLA sur le bord,

{ la pr�ecision de ce type de CLA se mesure �a l'aide d'une �etude classique par onde

plane.
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6.2.1 Obtention de la CLT

Le probl�eme ainsi pos�e conduit �a un probl�eme de transmission �a travers la fronti�ere

arti�cielle �. On impose �a travers celle ci la continuit�e de la solution ainsi que la continuit�e

de sa d�eriv�ee normale. A�n d'�ecrire une unique relation liant u(x1;x2;0) et
@u

@x3
(x1;x2;0),

on e�ectue, sur l'�equation des ondes, une transformation de Fourier partielle en (x1;x2)

et en temps t.

A l'ext�erieur du support des donn�ees suppos�e inclus dans 
�, on obtient l'�equation

di��erentielle ordinaire:

�d
2bu
dx23

+

�
k2 � !2

c2

� bu = 0 ; (6.1)

o�u k = (k1;k2) et ! sont respectivement les variables duales de x = (x1;x2) et t.

En imposant une condition de d�ecroissance �a l'in�ni pour k2 � !2

c2
ainsi qu'une condition

d'onde sortante �a l'in�ni pour k2 � !2

c2
, la solution exacte s'�ecrit alors:

bu(k;x3;!) = bu(k;0;!) exp ��k2 � !2

c2

� 1

2

x3

!
:

Soit, en d�erivant par rapport �a x3 cette solution exacte, on obtient la condition aux limites

tranparente (CLT) �ecrite en variables de Fourier:

dbu
dx3

(k;x3;!) jx3=0= �
�
k2 � !2

c2

� 1

2

:bu(k;x3;!) jx3=0:

Finalement, en e�ectuant une transformation de Fourier inverse, on obtient la (CLT):8>><>>:
@u

@x3
+ T:u = 0 sur �;

avec dT:u = �k2 � !2

c2

� 1

2 bu; (6.2)

o�u T est un op�erateur pseudo-di��erentiel sur � � IR+ de symbole

�
k2 � !2

c2

� 1

2

. Cet

op�erateur est non local en temps et en espace.

Les solutions de cette �equation se propagent dans le sens des x3 positifs. On obtient alors

le probl�eme suivant �a r�esoudre sur IR3
� = f(x1;x2;x3);x3 < 0g:

(P�)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@2u

@t2
� c2�u = 0 dans IR3

�;

@u

@x3
+ T:u = 0 sur �;

+ conditions initiales en temps:
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On montre que la solution du probl�eme (P�) co��ncide avec la restriction �a IR3
� de la

solution de (P) : la condition est dite transparente.

6.2.2 Obtention des CLA

Le principe

A�n d'obtenir un op�erateur plus maniable que celui obtenue par la condition trans-

parente, on d�ecide de l'approcher par un op�erateur di��erentiel. L'id�ee de base consiste �a

approcher la quantit�e

�
k2 � !2

c2

� 1

2

par des polynômes ou des fractions rationnelles. On

s'int�eresse ici particuli�erement aux ondes propagatives i.e. pour des valeurs de
k2c2

!2
<< 1.

Ainsi on a

�
k2 � !2

c2

� 1

2

= i
!

c

r
1� k2c2

!2
.

Remarque: Pour ! = 0 cette m�ethode n'est plus valable. Les approximations consid�er�ees

ici sont donc plutôt des approximations hautes fr�equences.

On va de la sorte obtenir une condition aux limites approch�ee locale, s'exprimant �a l'aide

d'op�erateurs di��erentiels et qui absorbera bien les ondes planes �a faible incidence.

Zoologie des approximations

Cette partie est r�eserv�ee aux di��erentes approximations de l'op�erateur T qu'il est

classique de consid�erer. Pour chacune, on pr�ecise la CLA correspondante ainsi que les

auteurs auquels on pourra se r�ef�erer pour de plus amples d�etails.

On cherche �a approcher la quantit�e suivante:

�
1� k2c2

!2

� 1

2

pour j k
2c2

!2
j< 1 (i:e ondes propagatives):

{ D�eveloppement de Taylor de
p
1� x2

{ Taylor ordre 0

(CLA) :
1

c

@u

@t
+

@u

@x3
= 0 en x3 = 0.

{ Taylor ordre 1

(CLA) :
1

c2
@2u

@t2
+
1

c

@2u

@x3@t
� 1

2
�Tu = 0 en x3 = 0,
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o�u �T =
@2u

@x21
+
@2u

@x22
.

{ Fractions rationnelles

On �ecrit:
p
1� x2 � 1�

JX
j=1

�j
x2

1� �jx2
;

o�u les �j et les �j sont r�eels. Si on choisit ces 2J coeÆcients tels que:8>>>><>>>>:
�j =

2

2J + 1
sin2

�
j�

2J + 1

�
;

�j = cos2
�

j�

2J + 1

�
;

on obtient les approximants de Pad�e.

Pour J = 1, on a la CLA suivante sur la fronti�ere x3 = 0:

(CLA) :
1

c3
@3u

@t3
+

1

c2
@3u

@x3@t2
� 1

2c

@

@t
(�Tu)� @

@x3
(�Tu) = 0: (6.3)

Les conditions aux limites absorbantes obtenues par d�eveloppements successifs de

Taylor ou de Pad�e ont �et�e propos�ees par Engquist-Majda. Pour un compl�ement

d'informations, on pourra se r�ef�erer �a [49, 50].

D'une facon plus g�en�erale, on peut conserver comme inconnues les 2J coeÆcients

�j et �j. L'approximation de la fonction
p
1� x2 est en O(x4J+2). La m�ethode qui

suit est pr�esent�ee par Collino dans [51].

Une fois retenue l'approximation par fractions rationnelles on obtient la CLA sui-

vante: 8>>><>>>:
1

c

@u

@t
+

@u

@x3
�

JX
j=1

�j
@'j
@t

= 0;

@2'j
@t2

� �j�T'j = �Tujx3=0 pour j = 1:::J:

Cette formulation, inspir�ee du domaine des �equations paraxiales, fait appel �a J

fonctions auxiliaires d�e�nies sur la fronti�ere. Ces conditions se r�ev�elent de qualit�e

ajustable (on dispose de 2J degr�es de libert�e), ce qui permet d'obtenir des conditions

d'ordre �elev�e.

Remarque: Collino [51], Joly et Vezinet [52] proposent une extension de ces CLA au

cas de l'�equation des ondes avec terme d'amortissement.
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6.2.3 Analyse math�ematique des CLA

On rappelle dans cette partie les m�ethodes ainsi que les r�esultats math�ematiques as-

surant la stabilit�e et le caract�ere bien pos�e du probl�eme couplant l'�equation des ondes

dans le demi-plan d'�etude et la CLA retenue pour la fronti�ere arti�cielle. Dans un se-

cond temps, en utilisant une technique classique d'analyse par onde plane, on donnera la

pr�ecision des di��erentes CLA retenues.

Analyse de la stabilit�e

La CLA choisie doit conduire �a un probl�eme mixte (conditions initiales et condition aux

limites) bien pos�e. On se contente ici de rappeler bri�evement le crit�ere de Kreiss ([53, 54])

utilis�e. A partir de ce crit�ere on donnera les CLA dont le probl�eme mixte associ�e est bien

pos�e et celles qui engendrent des probl�emes mal pos�es. Une m�ethode �energ�etique peut

être �egalement utilis�ee pour �etablir le caract�ere bien pos�e du probl�eme.

On d�e�nit par probl�eme mixte bien pos�e, un probl�eme ayant une unique solution et dont

la norme peut être estim�ee par les normes des conditions initiales (la solution v�eri�e, par

exemple, une estimation de type �energie).

Le crit�ere de Kreiss revient �a dire que le probl�eme mixte (�equation des ondes avec condi-

tions initiales en temps et condition aux limites absorbante) est bien pos�e dans le demi-

espace x3 < 0 s'il n'existe pas de solutions de la forme suivante:

u(x1;x2;x3;t) = u0 exp
�p

!2+ jk j2x3 + ikx + !t
�
;

sous les conditions:

Re! � 0 ; Re
p
!2+ jk j2 � 0 et k 6= 0;

o�u k = (k1;k2) 2 IR2 ; jk j2= k21 + k22 et x = (x1;x2).

Engquist et Majda ([49]) montrent que pour des d�eveloppements de Taylor d'ordre sup�erieur

�a deux, les CLA obtenues conduisent �a des probl�emes mal pos�es. En revanche, ils montrent

que celles obtenues par d�eveloppement de Pad�e engendrent des probl�emes bien pos�es.

Collino utilise, pour �etablir la stabilit�e de ces CLA, un r�esultat �etabli par Halpern et

Trefethen ([55]): l'�equation des ondes coupl�ee avec des conditions initiales en temps et les

CLA obtenues pr�ec�edemment est un probl�eme bien pos�e au sens de Kreiss si et seulement
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si les coeÆcients �i et �i v�eri�ent:

8>>>><>>>>:
0 � �1 � � � � � �J < 1;

JX
j=1

�j
1� �j

< 1 ; �j � 0:

(6.4)

Remarque importante:

Si l'on consid�ere le probl�eme de propagation d'onde en trois dimensions dans le huiti�eme

d'espace � , les CLA d'ordre 1 sont bien pos�ees. En revanche, si on impose aux faces

d�elimitant ce huiti�eme d'espace des CLA d'ordre sup�erieur ou �egal �a 2, on doit alors leur

rajouter des conditions de coins et d'arêtes (en dimension deux uniquement une condi-

tion de coin). Pour les CLA d'Engquist-Majda, Bamberger-Joly-Roberts obtiennent ces

conditions pour l'�equation des ondes scalaire en imposant simplement un crit�ere de conti-

nuit�e ([56]). Par exemple, la condition sur une arête de � est une combinaison lin�eaire de

l'�equation des ondes et des CLA li�ees aux deux faces auxquelles appartient l'arête. Sous

ces conditions, les auteurs montrent que le probl�eme est bien pos�e.

De même, Collino propose dans [51] des conditions d'arêtes et de coin pour l'�equation

des ondes scalaire, avec une d�emarche di��erente. En e�et, pour obtenir ces conditions,

il construit une famille de solutions particuli�eres et il �ecrit alors les relations satisfaites

au coin et aux arêtes par ces solutions. Ainsi le r�esultat obtenu par cette �etude est le

suivant: chaque �el�ement de la famille de solutions particuli�eres satisfait les conditions de

coin et d'arêtes. Mais la question qui se pose alors et qui reste ouverte est de savoir si

toute solution r�eguli�ere v�eri�e ces conditions [51].

Analyse de la pr�ecision

On s'int�eresse maintenant �a l'erreur induite par la fronti�ere arti�cielle sur la solution du

probl�eme. Cette �etude repose sur l'analyse du coeÆcient de r�eexion R(�) d'une onde

plane arrivant sur le bord absorbant avec une incidence �.

On cherche alors des solutions de la forme:

8>><>>:
u(x1;x2;x3;t) = exp i(�!t + k1x1 + k2x2 + k3x3)

+R(�) exp i(�!t+ k1x1 + k2x2 � k3x3);
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plan

x1,x2

x3

k 
incident

k
diffracte

θ

Fig. 6.3 { R�eexion d'une onde plane

avec

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

!2 = c2(k21 + k22 + k23);

cos � =
k3c

!
;

sin2 � =
(k21 + k22)c

2

!2
:

Par construction, cette solution v�eri�e l'�equation des ondes dans IR3. Elle doit �egalement

satisfaire la condition aux limites arti�cielle retenue. On obtient alors:

R(�) =

�
1� cos �

1 + cos �

�n
:

Ceci permet de lier l'ordre n de l'approximation au coeÆcient de r�eexion parasite R

d'une onde plane arrivant sur la fronti�ere arti�cielle � avec une incidence �.

On montre que les CLA obtenues par d�eveloppement de Taylor �a l'ordre n�1 sont d'ordre
n.

Par exemple, la CLA obtenue par d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 0 est une approxi-

mation du 1er ordre et on a: R(�) =
1� cos �

1 + cos �
.

On montre �egalement que la CLA (6.3) obtenue par d�eveloppement de Pad�e est une condi-

tion d'ordre 3.

On peut remarquer que:

{ la fronti�ere arti�cielle � est transparente pour une onde plane d'incidence normale,

{ l'angle d'incidence � �etant �x�e, et di��erent de
�

2
, le coeÆcient de r�eexion R est

d'autant plus faible que n est grand,

{ une onde rasante (� =
�

2
) est enti�erement r�e�echie. Ceci n'est en g�en�eral pas grave

dans la pratique car une telle onde reste con�n�ee pr�es de �.
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6.3 CLA pour le syst�eme de Maxwell instationnaire

On pr�esente dans cette partie deux approches pour obtenir les conditions aux limites

absorbantes pour le syst�eme de Maxwell instationnaire. Chaque composante du champ

�electrique ~E v�eri�e une �equation des ondes dans le vide, mais ces �equations restent coupl�ees

par la condition de divergence nulle ; la premi�ere m�ethode consiste donc �a appliquer les

r�esultats pr�ec�edents �a chacune des composantes du champ �electrique. La seconde approche

est la g�en�eralisation de la technique d�evelopp�ee dans [49] pour les syst�emes strictement

hyperboliques. L'�etude est similaire au cas scalaire (obtention de la CLT puis approxima-

tion) mais repose directement sur le syst�eme de Maxwell.

Les �equations de Maxwell normalis�ees en dimension trois, r�egissant le comportement du

champ �electromagn�etique ( ~E; ~H) s'�ecrivent, en milieu homog�ene de la fa�con suivante:8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

@ ~E

@t
� ~rot ~H = 0 ; div ~E = 0

@ ~H

@t
+ ~rot ~E = 0 ; div ~H = 0

~E(x;t = 0) = ~E0(x);

~H(x;t = 0) = ~H0(x):

(6.5)

pour fx 2 IR3 et t � 0g.
Les donn�ees initiales ~E0 et ~H0 sont prises �a support compact dans 
 = fx 2 IR3 = x1 < 0g.
On pose la fronti�ere arti�cielle � = fx 2 IR3 = x1 = 0g.

6.3.1 Application du probl�eme mod�ele au syst�eme de Maxwell

Si l'on applique �a chaque composante du champ �electrique les conditions obtenues

pr�ec�edemment, les sch�emas num�eriques qui en r�esultent sont instables [26]. On impose

alors ces CLA uniquement aux composantes tangentielles du champ �electrique, ce qui

permet d'obtenir des sch�emas stables.

Dans [25], Collino adopte cette d�emarche pour donner, �a partir des CLA obtenues dans

[51] pour l'�equation des ondes, des conditions d'ordre �elev�e pour le syst�eme de Maxwell.

On commence par �ecrire les CLA sur chacune des faces sur lesquelles on d�esire imposer

une condition aux limites. Pour chaque face, la condition aux limites absorbante d'ordre

�elev�e pour l'�equation des ondes 3D est donc impos�ee �a chacune des deux composantes

tangentielles du champ �electrique.



136 Chapitre 6. �Etude bibliographique sur les conditions absorbantes

Par exemple, si on consid�ere la face F z = f(x;y;z = 0);x < 0;y < 0g, alors la CLA s'�ecrit

sur cette face:

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@Ex
@t

+
@Ex
@z

�
JX
j=1

�j
@
�
'(z)
j

�
x

@t
= 0 en z = 0;

@Ey
@t

+
@Ey
@z

�
JX
j=1

�j

@
�
'
(z)
j

�
y

@t
= 0 en z = 0;

@2
�
'
(z)
j

�
x

@t2
� �j�T

�
'
(z)
j

�
x
= �TExjz=0 pour j = 1:::J;

@2
�
'
(z)
j

�
y

@t2
� �j�T

�
'
(z)
j

�
y
= �TEyjz=0 pour j = 1:::J:

Pour chaque face sur laquelle on impose une condition aux limites arti�cielle, on doit

construire des �equations analogues. Il reste cependant un certain nombre de quantit�es

ind�etermin�ees le long de chaque arête. Pour clore le syst�eme, il convient de rajouter des

conditions de coins et d'arêtes. De la même fa�con que dans le cas de l'�equation des ondes

scalaire, elles sont obtenues en consid�erant une famille de solutions particuli�eres r�eguli�eres,

puis en construisant un ensemble de relations de compatibilit�e que doivent v�eri�er ces so-

lutions �a l'intersection des faces. A�n que le probl�eme ainsi obtenu soit bien pos�e, on

rappelle que les 2J coeÆcients r�eels �j et �j sont choisis tels que (6.4) soit v�eri��ee.

Num�eriquement, Collino propose un sch�ema aux di��erences �nies discr�etisant les �equations

de Maxwell (sch�ema de Yee) coupl�e avec les CLA approch�ees par des �equations centr�ees.

Les CLA approch�ees, d'ordre �elev�e, n�ecessitent un nombre important de fonctions auxi-

liaires qu'il convient de stocker. N�eanmoins le surcoût de l'occupation m�emoire semble

être compens�e, au vu des exp�eriences num�eriques [25], par un pouvoir absorbant plus

�elev�e par rapport �a des CLA moins coûteuses mais moins pr�ecises comme celle de Silver-

M�uller. Il est �egalement int�eressant de noter que la fronti�ere sur laquelle on impose les

conditions aux limites d'ordre �elev�e doit se situer, dans le cas de la di�raction d'une onde

plane sur un parall�el�epip�ede, �a une distance minimale de l'ordre d'une dizaine de mailles

de l'objet di�ractant. Sous cette conditon et sous la condition que les coeÆcients �j;�j

soient optimis�es [57], alors les r�esultats obtenus pour la CLA avec J=5 sont satisfaisants.



6.3 CLA pour le syst�eme de Maxwell instationnaire 137

6.3.2 �Etude �a partir du syst�eme

La d�emarche utilis�ee ici consiste �a �etablir directement �a partir du syst�eme des �equations

de Maxwell (6.5) des conditions aux limites adapt�ees. On �etablit dans un premier temps

la condition de transparence sur la fronti�ere arti�cielle �. On approche cette condition

non locale au voisinage de l'incidence normale. On propose deux m�ethodes d'approxima-

tion: par d�eveloppement de Taylor ou par d�eveloppement de Pad�e. Pour chacune de ces

approximations on rappelle les r�esultats importants concernants la stabilit�e et la pr�ecision.

La Condition aux Limites Transparente

A l'ext�erieur du support des donn�ees le syst�eme de Maxwell peut s'�ecrire sous forme

de syst�eme sym�etrique: 8>>>><>>>>:
@tu =

3X
i=1

Ai@iu;

u = ( ~E; ~H):

On e�ectue sur ce syst�eme une transformation de Fourier partielle dans la direction

transverse (x2;x3) et une transformation de Laplace en temps. Les variables duales sont

respectivement �2;�3 et � = �+ i� avec Re � = � > 0. Le syst�eme r�eduit r�esultant de

cette transformation de Fourier-Laplace se met sous la forme d'un syst�eme d'�equations

di��erentielles ordinaires du premier ordre en x1:8>><>>:
@1v = �M(�;�)v;

v =t (cE2;cE3;cH2;cH3);

(6.6)

avec les notations:

M(�;�) =

 
0 �m(�;�)

m(�;�) 0

!
et m(�;�) =

 
��2�3��2 1 + �22�

�2

�(1 + �23�
�2) �2�3�

�2

!
:

Les deux autres composantes (cE1;cH1) du champ �electromagn�etique se d�eduisent des autres

composantes par combinaisons lin�eaires.

La matrice M(�;�) est diagonalisable et admet deux valeurs propres doubles:

�+;� = �(1+ j� j2 ��2) 12 ;
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avec Re�+ > 0 et Re�� < 0.

A partir de (6.6), on calcule la solution g�en�erale:

v = T t
�
C1 exp(��

�x1);C2 exp(��
�x1);C3 exp(��

+x1);C4 exp(��
+x1)

�
;

o�u T est la matrice de passage �a la forme diagonale. Pour des raisons d'int�egrabilit�e, le

domaine d'�etude �etant x1 > 0, on doit avoir v 2 L(r1;r2) exp(���x1), o�u r1;r2 sont les

vecteurs propres �a droite de M(�;�) associ�es �a la valeur propre ��. On obtient alors la

CLT du probl�eme de Maxwell qui s'�ecrit en variables de Fourier-Laplace:

�+(�;�)v = 0; (6.7)

avec �+, projecteur sur le sous espace propre associ�e �a la valeur propre �+. On peut alors

�ecrire la CLT de la fa�con suivante:

( bE ^ n) ^ n +N(�;�)( bH ^ n) = 0 sur �; (6.8)

o�u n est la normale ext�erieure �a � et

N(�;�) = (1+ j� j2 ��2)� 1

2

 
1 + �22�

�2 �2�3�
�2

�2�3�
�2 1 + �23�

�2

!
:

On montre ([28]) que (6.8) est �equivalente �a la CLT propos�ee par Bendali-Halpern ([24]).

Cette condition s'�ecrit:�
I � 4�(")

j" j4 G(")
� bE2bE3

!
+

�
I +

4�(")

j" j4 G(")
� � bH3bH2

!
jx1=0

= 0; (6.9)

o�u 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

"j = �j�
�1 j = 2;3;

" = ("2;"3) et j" j2= "22 + "23;

�(") = 1� 1

2
j" j2 �

p
1� j" j2;

G(") =
1

2

 
"23 � "22 �2"2"3
�2"2"3 �("23 � "22)

!
:

(6.10)

A partir de cette CLT, il convient, comme dans le cas mod�ele, d'obtenir des approxima-

tions de ces op�erateurs a�n d'avoir des conditions aux limites locales en temps et en espace.
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Approximation par d�eveloppement de Taylor

Le projecteur �+ est approch�e de la fa�con suivante:

lim
�!0

�+(� = � + i�;�) = �+(�;�):

En tenant compte des variables homog�enes (6.10) d�e�nies dans la section pr�ec�edente on

a: �+(�;�) = �+(1;").

On approche alors �+(1;") pour des ondes �a incidence proche de celle de la normale sur

la fronti�ere arti�cielle (j" j petit). Dans [28], l'approximation choisie consiste �a consid�erer

le d�eveloppement de Taylor du projecteur �+.

Un d�eveloppement �a l'ordre 0 donne, apr�es une tranformation de Fourier inverse:

( ~E ^ n) ^ n+ ( ~H ^ n) = 0 sur �;

o�u n est la normale ext�erieure �a ]0;+1[��. C'est la condition absorbante d'ordre un de

Silver-M�uller.

Comme la di��erentielle premi�ere du projecteur est nulle pour j " j= 0, on propose alors

un d�eveloppement �a l'ordre 2 du projecteur. Apr�es une transform�ee de Fourier inverse,

on obtient alors une s�erie de quatre CLA qui ne se d�eduisent pas les unes des autres.

Ainsi pour une CLT donn�ee on n'a pas unicit�e de la CLA pour le syst�eme de Maxwell.

On donne par exemple la CLA sur � obtenue par Bendali-Halpern dans [24]:

@2t f( ~E ^ n) ^ n+ ~H ^ ng+ 1

2

0BB@
0 0 0

0 @22 � @23 2@2@3

0 2@2@3 @23 � @22

1CCA ( ~E ^ n) ^ n = 0: (6.11)

On verra dans la section 6.3.3 que ces CLA obtenues par d�eveloppement de Taylor ne

sont pas optimales.

Approximation par d�eveloppement de Pad�e

Dans [27], �a partir de la CLT (6.9), Oumansour �etablit une famille de CLA en utilisant

les approximants de Pad�e de
p
1� j" j2 donn�es par:8>>>><>>>>:
P1(") = 1;

P2(") = 1� 1

2
j" j2 ;

PN+1(") = 1� j" j2
1 + PN (")

:
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On a l'ordre d'approximation suivant:
p
1� j" j2 � PN(") = O(j" j2N).

En posant: QN(") =
4

j" j4
�
1� 1

2
j" j2 �PN+1(")

�
, on obtient l'ordre d'approximation:

4�(")

j" j4 �QN(") = O(j" j2N�2).
En tenant compte de ces approximations dans la CLT de Bendali-Halpern (6.9) et apr�es

di��erents calculs (cf [27]), on obtient la famille de CLA:

BN�1(@n;@2;@3;@t)
h
P( ~E + n ^ ~H)

i
j�
= 0;

o�u P est la projection sur le plan tangent et BN�1 est un op�erateur di��erentiel de degr�e

N � 1 d�e�ni de la fa�con suivante:8>><>>:
B0 = 2;

B1 = @n + @t;

BN = @tBN�1 � 1

4
�TBN�2:

La condition ainsi obtenue peut être vue comme l'application de l'op�erateur BN�1 d'Engquist-
Majda ([50]) �a la condition de radiation de Silver-M�uller. Pour les op�erateurs B0 et B1

d'ordre respectif 0 et 1, on retrouve la condition de Silver-M�uller et la CLA de Joly et

Mercier ([26]) respectivement.

Approximations et r�esultats num�eriques

Di��erents types de sch�ema num�erique peuvent être utilis�es pour la r�esolution des

�equations de Maxwell avec les conditions aux limites absorbantes obtenues dans les pa-

ragraphes pr�ec�edents. Notamment on peut citer l'utilisation par Joly-Mercier [26] d'un

sch�ema d'approximation par di��erences �nies de type saute mouton pour les �equations

de Maxwell, les �equations de la CLA d'ordre deux sur la fronti�ere �ctive �etant alors ap-

proch�ees par une discr�etisation centr�ee du second ordre en temps et en espace. Du point

de vue du coût en temps de calcul et d'occupation m�emoire, la condition aux limites du

second ordre de Joly-Mercier est plus avantageuse que les conditions propos�ees par Col-

lino. En revanche, les r�esultats num�eriques obtenus avec cette CLA semblent moins bons

que ceux obtenus par les CLA d'ordre �elev�e de Collino.

Il est int�eressant de noter �egalement que Sesques dans [28] propose une discr�etisation par

�el�ements �nis vectoriels de classe H(rot) pour l'�equation du second ordre sur le champ

�electrique, la partie temporelle est alors int�egr�ee par un sch�ema de type Newmark. Les

conditions aux limites test�ees en dimension deux d'espace sont d'ordre un et deux. La
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CLA d'ordre un est prise en compte dans la formulation varationnelle, et celle d'ordre

deux est int�egr�ee de fa�con ponctuelle. Les tests pr�esent�es viennent con�rmer le bon com-

portement de la CLA d'ordre deux par rapport �a celle d'ordre un, quelque soit l'angle

d'incidence de l'onde plane sur la fronti�ere absorbante. Cependant aucune �etude pr�ecise

ne porte sur la distance entre le bord absorbant et l'objet di�ractant.

6.3.3 Propri�etes des CLA obtenues

L'analyse de la stabilit�e des probl�emes mixtes associ�es �a des syst�emes hyperboliques

lin�eaires est tr�es technique. Les r�esultats th�eoriques obtenus notamment par Kreiss ([53])

et Higdon ([54]) assurant la nature bien pos�e du probl�eme mixte requi�erent des hy-

poth�eses restrictives. En particulier, ces hypoth�eses ne sont pas v�eri��ees par le syst�eme

des �equations de Maxwell. Dans [58], Majda et Osher �etablissent une g�en�eralisation de la

th�eorie de Kreiss: les hypoth�eses y sont moins restrictives et les crit�eres restent les mêmes.

Ainsi on dira que les CLA obtenues pr�ec�edemment conduisent �a un probl�eme mixte bien

pos�e au sens de Kreiss dans le demi-espace x1 < 0 s'il n'existe pas de solution de la forme:

u = u0 exp(
p
� 2+ j� j2x1 + i�x0 + �t);

sous les conditions:

Re � � 0; Re
p
� 2+ j� j2 > 0 et � 6= 0;

avec les notations:

u = ( ~E; ~H) � = (�2;�3) 2 IR2 j� j2= �22 + �23 x0 = (x2;x3):

A l'aide de ce crit�ere Sesques montre ([28]) que les di��erentes CLA obtenues par d�eveloppement

de Taylor d'ordre deux du projecteur conduisent toutes �a des probl�emes mixtes mal pos�es.

N�eanmoins, il est int�eressant de remarquer que dans le cas bidimensionnel le probl�eme

mixte associ�e �a certaines des CLA est bien pos�e. De la même fa�con que dans le cas de

l'�equation des ondes scalaire, l'ordre de la CLA est obtenue par une analyse par onde

plane. On peut noter de plus que la condition du second ordre �etablie par Bendali et

Halpern (6.11) s'exprime �a l'aide d'op�erateurs di��erentiels du second ordre ce qui la rend

diÆcile �a approcher par des m�ethodes num�eriques.

La famille de CLA �etablie par Oumansour permet de g�en�eraliser la condition aux limites

obtenue par Joly et Mercier ([26]) de fa�con intuitive. Cette famille de CLA poss�ede des

propri�et�es tr�es int�eressantes:

{ le probl�eme pos�e dans un demi-espace est bien pos�e au sens de Kreiss,
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{ pour un op�erateur di��erentiel d'ordre N � 1 (BN�1), la condition est d'ordre N ,

en particulier la condition d'ordre deux s'exprime �a l'aide d'op�erateurs di��erentiels

d'ordre un,

{ la condition est intrins�eque: elle est invariante par rotation des composantes tan-

gentielles sur �,

{ il n'y a pas de couplages de polarisations des champs r�e�echis sur la fronti�ere arti-

�cielle.

6.4 Une approche di��erente: les couches absorbantes

Une autre approche pour r�esoudre des probl�emes de propagation d'ondes �electromagn�etiques

pos�es dans un domaine non born�e consiste �a entourer le domaine d'�etude par un mat�eriau

absorbant �ctif (cf �g.6.4).

onde
vide

conducteur
parfait

couche

absorbante

objet

Fig. 6.4 { Couche absorbante pour le cas 2-D

Les mat�eriaux absorbants �ctifs utilis�es jusqu'alors [4] pour des sch�emas temporels aux

di��erences �nies v�eri�aient uniquement la condition d'adaptation d'imp�edance suivante :

�

"0
=
��

�0
(6.12)

o�u � et �� repr�esentent respectivement la conductivit�e �electrique et magn�etique du milieu,

"0 et �0 la permittivit�e et la perm�eabilit�e du vide. Cette condition assurant l'�egalit�e

entre l'imp�edance du vide et celle du milieu, seules les ondes planes �a incidence normale

n'engendrent aucune r�eexion �a l'interface vide-milieu.

B�erenger propose une technique dans le cas bidimensionnel [12] permettant d'obtenir un
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coeÆcient th�eorique de r�eexion nul pour une onde plane arrivant sur l'interface vide-

milieu quelque soit la fr�equence ou l'angle d'incidence.

L'extension au cas tridimensionnel ne posant aucun probl�eme [13, 30], on rappelle ici

bri�evement la technique dans un cas bidimensionnel. En coordonn�ees cart�esiennes, les

�equations de Maxwell bidimensionnelles dans un mat�eriau absorbant s'�ecrivent, dans le

cas Transverse Electrique (T.E.) [2] de la fa�con suivante:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

"0
@Ex
@t

+ �Ex =
@Hz

@y
;

"0
@Ey
@t

+ �Ey = �@Hz

@x
;

�0
@Hz

@t
+ ��Hz =

@Ex
@y

� @Ey
@x

:

Le milieu propos�e par B�erenger, appel�e couche parfaitement absorbante, not�e milieu PML,

est obtenu en introduisant un nouveau degr�e de libert�e. On d�ecompose, dans le cas T.E.,

la composante Hz en deux sous-composantes Hzx et Hzy. Le milieu PML ainsi d�etermin�e

est un milieu dans lequel le champ �electromagn�etique a quatre composantes et v�eri�e le

syst�eme suivant: 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

"0
@Ex
@t

+ �yEx =
@ (Hzx +Hzy)

@y
;

"0
@Ey
@t

+ �xEy = �@ (Hzx +Hzy)

@x
;

�0
@Hzx

@t
+ ��xHzx = �@Ey

@x
;

�0
@Hzy

@t
+ ��yHzy =

@Ex
@y

:

Remarques:

{ Si �x = ��x = �y = ��y = 0 alors on a les �equations de Maxwell dans le vide,

{ Si �x = �y et ��x = ��y = 0 alors on a les �equations de Maxwell dans un milieu

conducteur classique,

{ Si �x = �y et �
�
x = ��y alors on a les �equations de Maxwell dans un milieu absorbant.

On consid�ere maintenant une interface plane (par exemple x = 0) s�eparant deux mi-

lieux PML, chacun caract�eris�e par les deux composantes de ses conductivit�es �electrique et
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magn�etique. On notera ainsi un tel milieu : PML (�xi;�
�
xi;�yi;�

�
yi) pour i= 1;2. Une analyse

par onde plane montre que si l'on prend : �y1 = �y2 = �y et �
�
y1 = ��y2 = ��y et que les

couples (�x1;�
�
x1), (�x2;�

�
x2) et (�y;�

�
y) v�eri�ent la loi (6.12) alors le coeÆcient de r�eexion

de cette onde sur l'interface x = 0 s�eparant ces deux milieux particuliers est nul quelques

soient l'angle d'incidence et la fr�equence. En particulier, une interface fx = 0g s�eparant le
vide (milieu PML(0,0,0,0)) et un milieu PML(�x;�

�
x;0;0) poss�ede cette propri�et�e. Tous ces

r�esultats s'�etendent aux cas Transverse Magn�etique (la composante Ez est d�ecompos�ee en

Ezx;Ezy) [12] et tridimensionnel [13, 30].

Pour fermer le domaine d'�etude, B�erenger propose de mettre une condition de type

m�etallique apr�es le mat�eriau absorbant. Il reste donc �a �etudier la r�eexion de l'onde

plane sur le bord parfaitement conducteur limitant le milieu PML.

θ

δ
x=0

PML
σ

Ei

Er

conducteur
parfait

y

x

Fig. 6.5 { R�eexion sur le bord m�etallique

L'amplitude d'une onde plane sortante se propageant dans le milieu PML peut s'�ecrire

sous la forme:

E(x) = E(0)exp

�
� �x
"0c

cos �:x

�
;

o�u � est l'angle d'incidence. Apr�es avoir travers�e le milieu PML de largeur Æ, l'onde

plane se r�e�echit sur le conducteur parfait, puis traverse �a nouveau le milieu PML pour

revenir en�n dans le vide (cf �g.6.5). Le coeÆcient de r�eexion de l'onde plane sur le bord

m�etallique est alors donn�e par:

R(�) = exp

�
�2�x cos �

"0c
Æ

�
;

o�u Æ est la largeur du milieu PML. Le milieu PML �etant �ctif, le choix de la conductivit�e

�x est libre. B�erenger propose la loi suivante:

�(x) = �max

�x
Æ

�n
:
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Dans ce cas l�a, le coeÆcient de r�eexion peut alors s'�ecrire:

R(�) = [R(0)]cos �;

avec R(0) = exp

�
� 2

n + 1

�maxÆ

"0c

�
.

On peut alors noter que trois param�etres controlent l'amplitude de la r�eexion sur le bord

m�etallique :

{ la largeur du milieu PML,

{ le coeÆcient th�eorique de r�eexion �a incidence normale (R0),

{ le choix de la conductivit�e.

B�erenger propose une approximation num�erique bas�ee sur un sch�ema aux di��erences �-

nies en domaine temporel. Les di��erents tests num�eriques r�ealis�es permettent de com-

parer cette nouvelle approche avec des conditions aux limites absorbantes classiques ;

les r�esultats obtenus avec une onde plane harmonique sont bien meilleurs avec une telle

technique. Ils permettent �egalement de v�eri�er num�eriquement le bon comportement du

mat�eriau absorbant losque l'angle d'incidence de l'onde plane varie. De plus, il ressort de

ces tests que les propri�et�es th�eoriques obtenues pour ce mat�eriau PML se conservent pour

un tel sch�ema. Il est int�eressant de noter �egalement le tr�es bon comportement du mat�eriau

losque l'onde sortante est de type pulse et non plus harmonique. On peut en e�et r�eduire

consid�erablement dans ce cas l�a les r�eexions parasites issues du bord du domaine de

calcul. En�n, des r�esultats num�eriques tridimensionnels [13] montrent que cette technique

permet de rapprocher sensiblement le bord du domaine de calcul de l'objet di�ractant

par rapport �a une condition absorbante classique.

De nombreux travaux sont venus con�rmer et �etendre [30, 31] cette nouvelle m�ethode.

Les milieux PML ont �et�e notamment test�es pour l'�etude des guides d'onde [29, 59, 60]. Il

ressort de ces applications certaines limitations des couches PML, notamment le mauvais

comportement du mat�eriau �ctif dans le cas d'ondes �evanescentes. N�eanmoins Gribbons,

Lee et Cangellaris [29] proposent une version modi��ee de la technique d�evelopp�ee par

B�erenger. Ils utilisent les coordonn�ees �etendues ([60]) a�n d'obtenir des r�esultats satisfai-

sants dans le cas d'ondes �evanescentes.

Conclusion

Cette �etude sur les conditions aux limites absorbantes n'est pas exhaustive. N�eanmoins

elle regroupe les di��erentes techniques qui semblent les plus usit�ees dans la pratique.
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Les r�esultats num�eriques pr�esent�es sont diÆcilement comparables de par la di��erence des

sch�emas utilis�es et des cas tests consid�er�es. Cepandant, la technique d�evelopp�ee r�ecemment

par B�erenger nous semble la plus prometteuse. Il semblerait en e�et que tant du point de

vue de la pr�ecision, que du coût de calcul et de l'occupation m�emoire cette m�ethode soit

la plus eÆcace. A ce sujet il semblerait int�eressant d'adapter et de tester cette nouvelle

m�ethode avec d'autres types de sch�emas num�eriques.
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Conclusion

Le but de cette th�ese �etait d'am�eliorer, dans le double objectif coût-pr�ecision, une

m�ethode de volumes �nis pour la r�esolution du syst�eme de Maxwell instationnaire.

Tout d'abord nous nous sommes int�eress�es au probl�eme des conditions aux limites. Apr�es

avoir men�e une �etude bibliographique sur le sujet, nous nous sommes ax�es, pour des

raisons de coût et d'optimisation de calcul, sur la technique des mat�eriaux �ctifs parfaite-

ment absorbant (PML). Des exp�eriences num�eriques en deux et trois dimensions d'espace

ont �et�e e�ectu�ees avec ce milieu PML pour absorber les ondes sortantes et les r�esultats

obtenus r�ev�elent un bon comportement des solutions. En particulier le domaine de calcul

a pu être r�eduit de moiti�e, en deux dimensions d'espace, par rapport �a une condition de

d�ecentrage �a l'in�ni.

Il s'est av�er�e lors de cette �etude que le sch�ema num�erique choisi dans un premier temps

pr�esentait un caract�ere di�usif en temps long. Nous nous sommes donc attach�es �a construire

et �a �etudier un nouveau sch�ema a�n de r�eduire le taux de dissipation. Ce sch�ema, appel�e

sch�ema d'ordre trois modi��e, requiert le même temps de calcul que le sch�ema d'ordre 3

classique du fait du jeu des valeurs des param�etres � et .

Finalement, toujours dans la perspective de r�eduire les temps de calcul, nous avons pro-

pos�e l'extension de ces sch�emas num�eriques de type volumes �nis au cas des maillages

multi-�el�ements en deux dimensions d'espace.

Cependant, il est apparu clairement lors de cette �etude en volumes �nis multi-�el�ements

bidimensionnelle que l'extension au cas tridimensionnel n'�etait pas chose simple. En e�et,

l'utilisation de maillages multi-�el�ements conformes en trois dimensions d'espace n�ecessite

l'introduction d'un nouveau type d'�el�ement �a l'interface entre les t�etra�edres et les cubes :

les pyramides �a base carr�ee. Outre les probl�emes directs li�es au maillage la m�ethode

nous parait lourde et diÆcile �a impl�emanter. Il semble donc que les sch�emas de type

volumes �nis centr�es aux noeuds ne soient pas la m�ethode ad�equate pour l'utilisation

de maillages multi-�el�ements. Il est donc n�ecessaire pour avoir recours �a de tels maillages

d'utiliser un autre formalisme. L'impl�ementation de sch�emas en volumes �nis mais centr�es
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maintenant aux �el�ements devrait permettre sans diÆcult�e majeure l'emploi de maillages

multi-�el�ements. Cette nouvelle m�ethode fait l'objet de travaux en cours [41].

En ce qui concerne l'utilisation de mat�eriau PML pour simuler l'in�ni, les r�esultats ob-

tenus sont encourageants et nous pensons avoir montr�e l'eÆcacit�e d'une telle m�ethode �a

travers les di��erents test num�eriques pr�esent�es. Une des perspectives de ce travail serait

maintenant de parall�eliser cette m�ethode et de l'�etendre aux volumes �nis centr�es aux

�el�ements.
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Annexe A

A+
1 () =

0BBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0

0  0 0 0 �1
0 0  0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0  0

0 �1 0 0 0 

1CCCCCCCCCCA

A�
1 () =

0BBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0

0 � 0 0 0 �1
0 0 � 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 � 0

0 �1 0 0 0 �

1CCCCCCCCCCA
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Annexe B

M2 =

0BBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 �1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCA
M3 =

0BBBBBBBBBB@

0 0 0 0 �1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCA
B1 = diag(�y;�x;�x;�y;�x;�x)

B2 = diag(�z � �y;�z � �x;�y � �x;�z � �y;�z � �x;�y � �x)

B4 = diag(�z;�z;�y;�z;�z;�y)
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Annexe C

La discr�etisation spatiale utilis�ee dans la section 4.1.1 correspond au syst�eme semi-

discret associ�e �a chaque noeud I (les indices I et h sont omis) :

Ut +	(U) = 0 ;

o�u 	 repr�esente la discr�etisation spatiale.

On rappelle ici l'algorithme d'int�egration temporelle multi-pas Runge-Kutta utilis�e (RK3) :8>>><>>>:
U0 = Un

U l = U0 � �t

(4� l)
	(U l�1) l = 1;2;3

Un+1 = U3

o�u �t repr�esente le pas de temps tel que : tn = n�t.
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Annexe D

On donne ici le ux num�erique �I obtenu dans le cas du sch�ema �ecrit en maillage

rectangulaire. On a :
dUI
d t

= � �I
�x�y

;

avec
�I = �x (C2

2
(1 + �)� � jc2 j)Ui j+1

��x (C2
2
(1 + �) + � jc2 j)Ui j�1

+1
4
��x (c2 +  jc2 j)Ui j�2

+1
4
��x (�c2 +  jc2 j)Ui j+2

�y (C1
2
(1 + �)� � jc1 j)Ui+1 j

��y (C1
2
(1 + �) + � jc1 j)Ui�1 j

+1
4
��y (c1 +  jc1 j)Ui�2 j

+1
4
��y (�c1 +  jc1 j)Ui+2 j

+3�
2
(jc2 j �x+ jc1 j �y)Uij
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Annexe E

On donne ici le ux num�erique �I obtenu dans le cas du sch�ema �ecrit en maillage

triangulaire. On a :

dUI
d t

= � �I
�x�y

;

avec

�I = A0;0Ui;j + A1;1Ui+1;j+1 + A2;2Ui+2;j+2 + A1;2Ui+1;j+2 + A2;1Ui+2;j+1

A1;0Ui+1;j + A0;1Ui;j+1 + A0;�1Ui;j�1 + A�1;0Ui�1;j + A�1;�1Ui�1;j�1

A0;2Ui;j+2 + A�1;1Ui�1;j+1 + A�2;0Ui�2;j + A�2;�1Ui�2;j�1 + A�1;�2Ui�1;j�2

A�2;�2Ui�2;j�2 + A1;�1Ui+1;j�1 + A0;�2Ui;j�2 + A2;0Ui+2;j

avec

A0;0 = 10�(jN1 j + jN2 j + jN3 j + jN4 j + jN5 j + jN6 j)
A1;1 = 6N1 + �(2N1 + 2N2 �N3 � 2N4 �N5 + 2N6)� �(2 jN4 j + jN3 j +10 jN1 j + jN5 j)
A2;2 = �2�(N1 �  jN1 j)
A1;2 = ��(N1 +N2) + �(jN1 j + jN2 j)
A2;1 = ��(N1 +N6) + �(jN1 j + jN6 j)
A1;0 = 6N6 + �(2N1 �N2 � 2N3 �N4 + 2N5 + 2N6)� �(2 jN3 j + jN2 j +10 jN6 j + jN4 j)
A0;1 = 6N2 + �(2N1 + 2N2 + 2N3 �N4 � 2N5 �N6)� �(2 jN5 j + jN4 j +10 jN2 j + jN6 j)
A0;�1 = 6N5 + �(�N1 � 2N2 �N3 + 2N4 + 2N5 + 2N6)� �(jN1 j +2 jN2 j +10 jN5 j + jN3 j)
A�1;0 = 6N3 + �(�N1 + 2N2 + 2N3 + 2N4 �N5 � 2N6)� �(jN1 j +10 jN3 j + jN5 j +2 jN6 j)
A�1;�1 = 6N4 + �(2(�N1 +N3 +N4 +N5)�N2 �N6)� �(2 jN1 j + jN2 j +10 jN4 j + jN6 j)
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A0;2 = 2�(�N2 +  jN2 j) A�1;1 = ��(N2 +N3) + �(jN2)+ jN3 j)
A�2;0 = 2�(�N3 +  jN3 j) A�2;�1 = ��(N3 +N4) + �(jN3)+ jN4 j)
A�1;�2 = ��(N4 +N5) + �(jN4 j + jN5 j) A�2;�2 = 2�(�N4 +  jD j)
A1;�1 = ��(N5 +N6) + �(jN5 j + jN6 j) A0;�2 = 2�(�N5 +  jN5 j)
A2;0 = 2�(�N6 +  jN6 j)
et

N1 =
1
36
(c1�y + c2�x) N4 =

1
36
(�c1�y � c2�x)

N2 =
1
36
(�c1�y + 2c2�x) N5 =

1
36
(c1�y � 2c2�x)

N3 =
1
36
(�2c1�y + c2�x) N6 =

1
36
(2c1�y � c2�x)
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R�esolutions eÆcaces pour le syst�eme de
Maxwell instationnaire

� Mots-cl�es : �Electromagn�etisme - Syst�eme de Maxwell - Conditions absor-

bantes - Mat�eriau �ctif PML - Volumes �nis - �- sch�emas - maillage

multi-�el�ements.

R�esum�e

Ce travail a consist�e essentiellement en l'�elaboration de m�ethodes eÆcaces en volumes

�nis pour la r�esolution du syst�eme de Maxwell dans le domaine temporel et pour des

maillages non structur�es. Le but ainsi recherch�e est d'obtenir une excellente pr�ecision sur

les r�esultats tout en �etant capable de simuler des probl�emes de plus en plus r�ealistes pour

des coûts en temps de calcul raisonnables. Nous pr�esentons dans un premier temps les

�equations de Maxwell sous forme conservative ainsi que le caract�ere hyperbolique de ce

syst�eme. La seconde partie traite de l'approximation num�erique utilis�ee. Il s'agit d'une

m�ethode explicite de type volumes �nis centr�es aux noeuds et d'ordre trois en espace

et en temps. La troisi�eme partie est consacr�ee �a l'adaptation des conditions absorbantes

de type B�erenger, ou encore milieu PML, initialement introduite pour des m�ethodes de

type di��erences �nis, �a notre m�ethode temporelle de type volumes �nis en maillage non

structur�e. Des cas tests num�eriques de validation en deux et trois dimensions d'espace y

�gurent. Une �etude d'une classe de �- sch�emas, d�evelopp�ee dans le but de diminuer la

di�usion num�erique sans augmenter le coût en temps de calcul a �egalement �et�e men�ee

et valid�ee sur l'�equation scalaire d'advection bidimensionnelle ainsi que sur le syst�eme de

Maxwell. De plus, la m�ethode de volumes �nis pr�esent�ee pour des maillages mono-�el�ements

a �et�e �etendue �a des maillages de type multi-�el�ements en deux dimensions d'espace. En�n,

on trouvera �a la �n de ce m�emoire une bibliographie non exhaustive sur les conditions

absorbantes pour la propagation d'ondes en domaine non born�e.
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EÆcacious numerical methods for solving
the time-domain Maxwell equations

� Key-words : Electromagnetism - Maxwell system - Absorbing boundary

conditions -

Perfectly matched layer (PML) - Finite volumes - �- schemes - multi-

elements mesh.

Abstract

This work mainly consisted in the elaboration of e�acious methods based on �nite volume

schemes in order to solve numerically time-domain Maxwell equations using unstuctured

meshes. The methods we have to construct in order to solve realistic problems must allow

us to spare both time and memory place without loss of accuracy. We �rst present the

conservative form and the hyperbolic character of Maxwell equations. The second part

is mostly dedicated to numerical approximation we use. We are concerned with a third

order accurate �nite volume time domain scheme. The third part consists on presenting

the extension of B�erenger PML absorbing layer, initially used for �nite di�erences time

domains, to our time �nite volume scheme for unstructured meshes. Numerous numerical

test cases are presented in two and three dimensions and serve as a validation of the me-

thod. A study of high-order upwind �- schemes in �nite volume formulation is proposed

in order to control the amount of residual viscosity keeping the same time cost. Some

numerical results obtained for advection equation and Maxwell system are also presented.

Furthermore, the �nite volume scheme proposed here for uniform meshes is extended to

hybrid meshes. Finally, a bibliography on the numerous absorbing boundary conditions

for the wave propagation in exterior domain has been realised.


