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Introduction

0.1 Présentation générale des travaux

Ce travail a consisté essentiellement en une étude théorique des solutions périodiques des
systémes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell avec conditions aux limites périodiques en
temps ainsi qu’au développement d’une méthode de controle pour la résolution numérique
de ces systémes. Cette méthode est basée sur I'introduction de ’absorption limite, chaque
équation de Maxwell étant perturbée, afin de stabiliser et d’accélerer la convergence des
solutions calculées vers les états périodiques.

L’approximation numérique du systéme de Maxwell repose sur une formulation mixte
Eléments Finis/Volumes Finis basée sur des schémas décentrés en utilisant la méthode
M.U.S.C.L.[44]. Cette méthode est issue d’une technique largement utilisée en mécanique
des fluides et développée au CERMICS et a 'INRIA Sophia-Antipolis [24], [28]. L’avantage
principal des schémas proposés est la construction immédiate de schémas explicites du
troisiéme ordre a la fois en temps et en espace pour des maillages non structurés de type
éléments finis. D’autre part, les lois de Gauss électrique et magnétique n’ont pas besoin
d’étre incluses dans le modéle numérique, compte tenu du fait qu’elles sont conservées par
les schémas que nous utilisons.

Pour la résolution de 1’équation de Vlasov, nous avons procédé a la mise en oeuvre de la
méthode particulaire déterministe [38].

La présente étude est composée de sept chapitres. Le premier chapitre est consacré a la
présentation générale des équations de I’électromagnétisme. La formulation conservative et
le caractére hyperbolique du systéme de Maxwell y sont présentés ainsi que les conditions
aux limites imposées au bord du domaine de calcul (conditions métalliques et conditions
absorbantes). L’approximation numérique des équations de Maxwell est décrite dans le
deuxiéme chapitre. Il s’agit d'un schéma explicite de type volumes finis centré aux noeuds
(le B~y schéma). Les conditions limites sont prises en compte faiblement et le traitement

numérique de ces conditions est présenté dans le méme chapitre (métal parfait, décentrage



Chapitre 0. Introduction

a linfini d’ordre un, condition de Silver-Miiller). Pour la discrétisation temporelle du
systeme de Maxwell on utilise le schéma explicite de Runge-Kutta a trois pas. Dans le
troisiéme chapitre on s’intéresse & la stabilité des (-7 schémas. Une étude théorique est
faite dans le cadre de I’équation d’advection linéaire 1D et 2D. Cette étude est basée sur
la technique des équations équivalentes qui a été introduite par Warming et Hyett [46].
Ensuite cette étude a été étendue aux équations de Maxwell.

La modélisation numérique du transport de particules chargées repose sur les équations
de Maxwell couplées a un modeéle de transport de particules. Un modele géréral est donné
par le systéme de Vlasov-Maxwell :

atf+v'vxf+q(E+UA(H0H))'vvf207 (t,x,v)G]Rtlegleff, (1)

m

oH R
Ho -+ rot(E) = 0, (t,r) € R, x IR,

OF , ,
S0y rot(H) = —j, (t,r) € R, x R,

ol le couplage est donné par la densité de courant:

F(ta) = / Sf(t o v)dv, (1) € Ry x R (3)

v
Ces équations sont complétées par des conditions aux limites. Soit € un ouvert borné C!
de IR? représentant la géométrie du dispositif et ¥~ I'ensemble des positions dans I’espace

des phases des particules entrantes:
Y = {(z,v) €92 x R |v-v(z) <0}, (4)

ot v(z) est la normale extérieure a © en = € 0€). La condition limite pour I’équation de

Vlasov est donnée par:
f=g, (t,z,v) € IRy x X", (5)

ou g est la distribution des particules entrantes. Nous imposons la condition de radiation

de Silver-Miiller pour le champ électromagnétique :
ANE+ JEaA@AH) =h(t,z)  (t,2) € R x R, (6)
€o

ou (E,H) est le champ électromagnétique, £ est la permittivité électrique et p est la

perméabilité magnétique. Si le champ magnétique est négligé (H = 0), le champ électrique
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s’écrit comme un champ gradient £ = V¢ ol le potentiel électrostatique vérifie I’équation

de Poisson :

App=-— f(t,z,v)dv, (t,r) € IR, x R".

g Rg

et la condition de Dirichlet :

© = o, (t,x) € IR, x 0. (8)

La modélisation de dispositifs tels que les tubes a décharge ou les diodes a vide soumises a
un potentiel harmonique repose sur les équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson
en régime périodique. Le but de ce travail a été d’étudier théoriquement et numérique-
ment ces régimes. L’existence et I'unicité de la solution faible périodique pour le systéme
de Vlasov-Poisson ont été étudiées dans le quatrieme chapitre. Dans un premier temps on
rappelle les notions de solution faible périodique et de solution par caractéristiques pério-
dique pour ce type de probléme. Un des points clé de la démonstration de ces résultats est
I’estimation du temps de vie des particules dans le domaine de calcul €2, qui est donnée

par le lemme suivant :

Lemme 0.1.1 Supposons que le champ électrique et la donnée au bord vérifient :

1 | Vo |2
oo < —-
By < 3+ Lok, o)
E € (L®(R; Wh>=(9)))", (10)
Supp(g) - {(t,.’L‘,U) | le Rt)x € aQ,U ' V(.’L‘) < OJUU < |U| < Ul}? (11)

alors le temps de vie dans €2 des particules issues du support de g est fini:

J)

Vo

To(x,v,t) — 1i(z,v,t) < 2- , Y(t,z,v) € supp(g). (12)

Dans le chapitre suivant nous avons présenté I’existence de la solution faible périodique du
systéme de Vlasov-Maxwell en une dimension d’espace. Les cas classique (non-relativiste)

et relativiste ont été présentés. Comme dans le chapitre précédent on peut montrer une
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estimation uniforme du temps de vie des particules et le résultat principal d’existence est
obtenu en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. Dans ce cas nous imposons une

condition supplémentaire qui est donnée par :

T T
/ dt/ / vxgo(t,vx,vy)dv—i—/ dt/ / V291 (t, vz, vy )dv = 0, (13)
0 v >0 J vy 0 v <0 J vy

ol ¢o, g7, sont les distributions des particules entrantes:

f(t,0,v,,v,) = go(t, vy, vy), te R, v, >0,v, € IR, (14)

f(t, L,vg,vy) = gr(t,vs,vy), t€ R v, <0,v, € IR,. (15)

Dans le sixiéme chapitre on présente ’approximation numérique de I’équation de Vlasov
par la méthode particulaire [38] ainsi que le couplage avec le schéma de la discrétisa-
tion des équations de Maxwell. Des simulations numériques ont été faites en illustrant
les oscillations d’un plasma. Des comparaisons ont été faites entre les cas collisionnel et
non-collisionnel.

Dans le dernier chapitre nous proposons une méthode inédite pour la résolution numeé-
rique du systéme périodique de Vlasov-Maxwell. Dans un premier temps on propose cette
méthode dans le cadre d'un modéle simple d’Equations Différentielles Ordinaires (EDO)
et une analyse de la vitesse de convergence sera présentée. L’idée de cette méthode repose
sur l'introduction d’un terme d’absorption A(¢):

. OH .
At)H + po e + rot(E) = 0,

(16)

—

A(t)E+eoaa—f — rot(H) =0.

Cette fonction sera une nouvelle inconnue du systeme de Vlasov-Maxwell et donc pour
décrire son évolution en fonction du temps, une autre équation sera introduite. Afin de
converger vers les solutions périodiques du systéme initial (A = 0), ’équation qui controle
la variation du parameétre A(¢) devra assurer une décroissance vers zéro quand ¢ tend vers

I'infini. Ce comportement est obtenu en introduisant une équation de la forme:

dA
E + X[=nn] (C(Ha E)) ) )‘(t) = 07 t> 07 (17)

ol 7 est un petit parameétre de précision et C est un critére de périodicité qui peut étre

calculer de la maniére suivante:

c(@nr) = &2 iz

L’efficacité de la méthode est montrée a travers les nombreux cas test présentés.




Chapitre 1

Equations de I’électromagnétisme

1.1 Equations de Maxwell

Le concept d’ondes électromagnétiques repose essentiellement sur les équations de Max-
well. Elles déterminent les champs de vecteurs E(V/m), H(A/m), D(C/m?), B(T) dits
champ électrique, champ magnétique, induction électrique et induction magnétique, une
fois donnée la densité de courant j. Dans le Systéme International d’Unités (métre, kilo-
gramme, seconde, ampére, kelvin, mole, candela) ces grandeurs physiques sont mesurés
en volt par métre, ampeére par meétre, coulomb par meétre carré et tesla. On rappelle
maintenant les définitions des unités dérivées utilisées. Le coulomb représente la quantité
d’électricité qui traverse une section d’un fil parcouru par un courant constant d’intensité
un ampeére pendant une seconde. L’unité SI de différence de potentiel, appelée volt, est
la différence de potentiel entre deux points tels que, pendant le transport d’un coulomb
de I'un a Pautre, la force électrique accomplit un travail d’un joule (1J = 1kg - (m/s)?).
L’unité d’induction magnétique, appelée tesla, est définie par la relation suivante :

kg
10 - 1s

1T

Ces quatre champs, fonctions a valeurs vectorielles réelles de la position et du temps,

vérifient :

(1) la loi de Faraday qui lie la force électromotrice le long d’une courbe fermée C' a la

variation de flux d’induction magnétique a travers une surface ouverte A reposant

, 0B
E-dl:—//—-dS; 1.1
ﬁ K (1.1)

sur la courbe C':
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(1) la loi de Maxwell-Ampére, issue dans un premier temps de la loi d’Ampére qui relie
la circulation du champ magnétique Hle long d’une courbe fermée C' a 'intensité

du courant 7 dans cette boucle défini par:

Z://Aj'-ds, (1.2)

ol ; est la densité de courant par unité de surface. Cette loi a été corrigée par
Maxwell, puisque le mouvement de charges n’est pas la seule source de champ ma-

gnétique. L’expression correcte s’écrit :

ﬁﬁ'dl:_//A(a&—?JJ)'dS; (1.3)

(117) la loi de Gauss électrique qui relie le flux de linduction électrique & travers une

surface fermée A aux charges se trouvant a l'intérieur de cette surface:

[ [peas=] [ [ e (1.4)

ou V est le volume délimité par la surface A est p une densité de charges dans le

volume V;

(iv) la loi de Gauss magnétique qui postule ’abscence de charge magnétique:

//Aé-dszo, (1.5)

En appliquant le théoréme de la divergence de Gauss et le théoréme de Stokes, on obtient

ol A est une surface fermée.

les expressions locales de ces lois, appelées équations de Maxwell :

/ —

—

| div(B) =0.

Les densités de charge p et de courant 7 sont reliées par la loi de conservation :

dp .
- = 0. 1.
5 +div()) =0 (1.6)
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Jusqu’a maintenant, nous n’avons pas considéré les caractéristiques du milieu de propa-
gation. Pour des matériaux homogénes linéaires, isotropes, diélectriques, les champs D et

E sont proportionnels :

D =¢E. (1.7)
Pour des matériaux simples, les vecteurs B et H sont paralléles et proportionnels:
B=puH. (1.8)

Pour des matériaux hétérogénes isotropes, la permittivité électrique ¢ et la perméabilité

magnétique p dépendent de la variable d’espace et sont des fonctions scalaires:

{ D=c¢
B = p(

Pour la modélisation de matériaux anisotropes les fonctions scalaires sont remplacées par

@
T

1.9
) (1.9)

8y

’

des tenseurs. A l'aide des lois de comportement (1.9), on peut écrire les équations de

Maxwell en variables (E JH ) de la fagon suivante:

(. oH .
,u(x) E + TOt(E) = 0,
, OE . )
e(&) 5 — rot(H) = -7, (1.10)

Notons que les équations:
div(e(Z) E) = div(D) = p,
div(u(z) H) = div(B) =0,

sont redondantes dans le modéle continu. On peut ainsi ne considérer que les deux pre-

miéres équations de (1.10).
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1.2 Adimensionnement

On peut exprimer la permittivité diélectrique (%) et la perméabilité magnétique p(Z) en

fonction des caractéristiques du vide ¢ et iy de la facon suivante:

ou g, et p, sont des valeurs adimensionnelles et £y et o ont pour valeurs en unités S.I.:

1
=—10° F
07 367 /m

po = 471077 H/m

1
De la méme facon, la vitesse de la lumiére dans le milieu considéré, donnée par ¢ = ——
Ep
s’écrit :
¢ = CoCr,
. 8 . .\ . 1
ol ¢y = = 3.10°m/s est la vitesse de la lumiére dans le vide et ¢, = est la
VEOHo Erflhy
vitesse relative de la lumiére. Le systéme (1.10) peut alors s’écrire sous la forme:
(0H 1 E
— + —rot|— ] =0
ot Ho Hor
(1.11)

0E 1 H 17
— — —rot|— ) =——=—
\ ot €0 €r €0 Er
On note par Z = , /@ = 1207 2 'impédance caractéristique du vide et on fait le chan-
€0

gement de fonction inconnue H = Z, H et le changement de variable 7 = ¢yt. Le systéme

(1.10) s’écrit :
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Dans cette formulation, le nouveau temps 7 est en métre (m), E et H sont en V/m, ZoJ
est en V/m? et &,, u, sont sans dimension. Pour la suite on pose H =H, IT=Zyt =71
et on s’intéressera essentiellement a des propagations d’ondes dans le vide (g, = p, = 1).

On obtient finalement le systéme:

oH .
E + TOt(E) =0
(1.12)
OF a B
a — TOt(H) = —]

1.3 Formulation conservative et hyperbolicité

Afin de résoudre numeériquement le systéme de Maxwell par des méthodes de volumes

finis, on considére la forme conservative:

Qu+ F(Q): + F2(Q)y + F3(Q). = —J (1.13)
avec .
Q = t(H:m Hya Hz; E:m Eya Ez)
( 0 W 4 EZ 3\ ( _Ey 3\
—F, 0 E,
E -F 0
Fi(Q) = Y N ! et F5(Q) =
@=1 Q=1 @=3
H. 0 —H,
\ _Hy J Hx / \ 0 /
et :

J = t(o) 0707j$7jy7j2)‘
Le systéme (1.13) peut s’écrire aussi sous la forme:
Qi+ VIF(Q) =—J (1.14)

avec F(Q) = (F1(Q), F»(Q), F5(Q)). Soit une combinaison linéaire de flux:

F(@mn) =17.F(Q)
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ot 77 = (n1,12,7M3) est un vecteur non nul quelconque de IR?. La matrice jacobienne A du

systéme est définie par:
9
AQ.n) =7 F(@Q) =D a0 (@)
=1

Du fait de la linéarité du systéme, A ne dépend pas de la variable ). La jacobienne A a

trois valeurs propres réelles de multiplicité double qui sont données par:

A=l A =[] et As=0 (1.15)
De plus, une base de IR® constituée de vecteurs propres de A peut étre construite; A est
donc diagonalisable et le systéme de Maxwell est hyperbolique pour tout vecteur 77 non
nul de IR3. Donc le systéme de Maxwell est hyperbolique.

1.4 Conditions aux limites et probléme de diffraction

Conditions aux limites:

Tout au long de cette étude les parois métalliques seront assimilées au modéle du conduc-
teur parfait. Ainsi, la conductivité est supposée infinie et les charges se portent instan-
tanément a la surface du conducteur . Nous considérons que le champ électromagnétique
est nul a lintérieur du métal. Soient E, et H, les champs électrique et magnétique sur
la surface extérieure du métal. La condition aux limites sur la surface du conducteur est

obtenue a partir des relations de passage a travers cette surface [34]:

i A[E] =0,
ﬁ/\[ﬁ]:]m
ﬁ[ﬁ]:pm
it - [B] =0,

ol ps et 75 sont des densités de charge et de courant superficielles. On en déduit en
particulier qu’a la surface d’un conducteur parfait le champ électrique est normal et le
champ magnétique est tangent :

iAE, =0,

n-H, =0.

D’autre part, le champ magnétique peut se mesurer directement a partir de la densité de
courants superficiels:
AANH, =7,
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Dans des problémes de diffraction dans un domaine infini, nous devons, numériquement,
nous restreindre & un domaine de calcul borné. Plusieurs types de conditions aux limites
sur la frontiére fictive I'y, ont été proposés. Nous rappelons ici une condition aux limites
possible a imposer sur la frontiére infinie I',, du domaine de calcul, la condition absorbante

d’ordre un de Silver-Miiller qui s’écrit en champ total:
- o Mo - 7 — inc Ho = Tinc
AANEA+ J—aAAN@AANH) =0 ANE™ + (J—aA@ANH™), (1.16)
o €o

ou (E™me, Hime) représente le champ incident.

Probléme de diffraction:

Nous nous sommes intéressés aux problémes de diffraction d’onde par un obstacle borné
de IR? (p = 2,3) de frontiére X, parfaitement conducteur. Le champ total peut se de-
composer en un champ incident ( donnée du probléme, connu analytiquement ) et en une

perturbation de I'onde incidente, due a la présence de 'obstacle, le champ diffracté:

onde

diffractee (Ed,Hd)
onde
/ -

- Vo

Fic. 1.1: Diffraction par un obstacle.

—

E — Ed+Einc,
H = He+ Hire .

Compte tenu de la linéarité du sytéme de Maxwell on réécrit les équations en fonction du
champ diffracté t(E%, H?), sachant que les équations de Maxwell (1.13) sont vérifices par

le champ total:

Qf + F1(Q"): + F2(Q")y + F5(Q1). = 5™ — J, (1.17)
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avec S = —Qi" — F1(Q™), — Fy(Q™°), — F3(Q™).. La condition aux limites sur un

meétal parfaitement conducteur s’écrit alors:
ANEY = —ANE™

Sur la frontiére absorbante la condition aux limites de Silver-Miiller en champ diffracté

s’écrit :

ANE+ JECGA (@A HY =0 (1.18)
€o

1.5 Polarisation TE-TM

En dimension deux d’espace, les équations de Maxwell peuvent étre découplées en deux
systémes de trois équations. Nous avons choisi la direction €, comme direction privilégiée
et le champ électromagnétique ne dépend que des deux variables d’espace x et y. L’onde est
supposée se propager uniquement dans un plan perpendiculaire a €., ke, = 0, o k est le
vecteur d’onde. Pour les ondes planes il reste a définir la polarisation de I’onde qui précise
la direction de I'un des champs de vecteurs ( les champs électrique et magnétique restent
orthogonaux entre eux dans un méme plan perpendiculaire au vecteur d’onde k ). Les
calculs seront faits uniquement dans deux directions ( appelées polarisations Transverse
Electrique TE et Transverse Magnétique T M ). Ces deux systémes indépendants peuvent

s’écrire sous la formulation bidimensionnelle conservative suivante :

Qi+ F(Q).+G(Q), =T (1.19)
avec :
¢ ( H,
H, (T.M.)
Q1 | E-
Q= Q2 =
o5 ( —F,
—E, (T.E.)
. H,
0 o
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Enfin:
¢ ( 0
0 (T.M.)
—j.
J =

Ja
Jy (T.E.)
0

Le caractére hyperbolique de ces deux sytémes de Maxwell en deux dimensions d’espace
se montre de la méme facon que pour le systéme écrit en trois dimensions. La matrice

jacobienne devient :

0 0 2
A= 0 0 —T
ne —m 0

Les valeurs propres du jacobien A4, au nombre de trois et maintenant distinctes restent

identiques a celles du systéme complet (cf §1.3).
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Chapitre 2

Schémas en volumes finis

2.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une méthode de volumes finis pour des maillages non
structurés de type éléments finis. Cette méthode repose sur une formulation faible des
équations de Maxwell. Toutes les équations sont vérifiees de facon faible. On considére le
probléme de Cauchy du systéeme de Maxwell, auquel on ajoute des conditions aux limites
qui seront pris en compte faiblement. Nous nous sommes intéressé dans notre étude aux
schémas décentrés hautement précis en temps et en espace. On utilisera un schéma d’ordre
trois & la fois en temps et en espace. Ces schémas permettent de traiter des géométries
arbitraires complexes et sont bien adaptés a la résolution des équations de Maxwell du
fait de I'hyperbolicité et du caractére conservatif de ces équations. Des schémas centrés,
moins dissipatifs que les schémas décentrés peuvent étre utilisés. Le principal désavantage
des schémas centrés est leur manque de stabilité numérique. D’autre part, ces schémas
sont généralement d’ordre deux a la fois en temps et en espace ce qui est insuffisant pour
certains dispositifs actuels.

Nous décrivons dans la section suivante la méthode mixte volumes finis/éléments finis
appliquée a la résolution du systéme de Maxwell en milieu homogéne. Nous ne rappelons
ici que briévement les resultats principaux. Pour plus de détails, on pourra se référer a
[24], |28].
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2.2 Formulation volumes finis

Soit 7, une discrétisation par éléments finis linéaires de €2,, approximation polygonale
d’'un domaine de calcul €2. La discrétisation est effectuée a I’aide de triangles en dimension
deux d’espace tandis qu’en dimension trois on utilise des tétraédres. Autour de chaque
noeud S; est associée une cellule C;, obtenue en joignant le milieu des arétes issues de S;

au centre de gravité des éléments considérés (figures 2.1 et 2.2).

FiG. 2.1: Cellule d’intégration C; en 3D

Noeud intérieur S; Noeud S; du bord

FiG. 2.2: Cellules d’intégration C; en 2D

L’union de toutes les cellules C; forme une nouvelle partition de €2, :

o -Jc
=1
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On considére le probléme de Cauchy et aux limites suivant, basé sur la formulation adi-

mensionnée (1.14) du systéme de Maxwell :

Q:+V.IFQ) =-J (Z,t) € Q x R*
Q(Z,0) = Qo(7) reQ
. (2.1)
nAE=—iiANE™ (Z,t) e Ty x R
AANE = — ? FA[@AH) (Z,t) €Ty x RT
0

ou I'y est la frontiére métallique parfaitement conductrice et I', est la frontiére artificielle.
Les formules de F'(Q) = (F1(Q), F»(Q), F3(Q)) ont été données dans le paragraphe 1.3.
On suppose de plus que la condition initiale @y vérifie les lois de Gauss électrique (1.4)
et magnétique (1.5). Notons (Q);, J; les valeurs moyennes de @Q; et J sur la cellule C;.

Par intégration sur le volume de controle C;, on obtient :
Volume(C;) (Q:)i + / ?]F(Q) de = —Volume(C;) J; (2.2)
C;
En utilisant la formule de Green, nous déduisons:

Volume(C) (Q-); = — > /QCHIF(Q)J?Udo

JEK(3)

o0C;NIy,

_ / F(Q).iiv do
0C; NI'so

ou 7;; est la normale extérieure a la cellule C; a l'interface 0C;; entre deux cellules C; et
C;, K (i) I'ensemble des noeuds voisins d’'un sommet 7. Les normales extérieures unitaires

aux bord du domaine sont notées 7i;;, pour la frontiére I'y et 7o, pour I'y.
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2.3 Calcul des flux numériques internes

2.3.1 Schéma décentré d’ordre un

Nous allons présenter la facon dont nous avons calculé numériquement les flux internes

/ F(Q).v;j do = ®;;. La fonction de flux numérique est donnée par:
(9Cij
®;; = Fij.0;,

ou 7ij = (1, M2, m3) = / v;jdo et F;j est une approximation de F'(Q)) sur I'interface

ac,;. o

La fonction de flux numérique peut s’écrire sous la forme:

F(Qi, i) + F(Qjs i)
2 2

ot F(Q,7i;) = mF1(Q) + nFr(Q) + 13 F3(Q) est une combinaison linéaire de flux, A(7j;)

est la matrice jacobienne du systéme (voir §1.3) et |A(7;)| est la valeur absolue de la

®;; = ®(Qi, Q;, i) = | A7) | (Q; — Qi), (2.4)

matrice symétrique A(7;;) ( cf. [17] ), donnée par:

. m —mn 0
|-A(77)| = m —Me 77% 0
0 0 1

Dans le cas des schémas décentrés classiques, le paramétre v est fixé a un. Ce parameétre

nous permettra de controler la diffusion numérique. Ce sera ’objet du chapitre 3.

En tenant compte du fait que F(Q,7;;) = A(7i;)Q, le flux numérique peut s’écrire sous

la forme:

Qi = ®(Qi, Qy, 1)
(2.5)
= % {AT(7) (1 +7)Qi + (L =Qs] + A~ (7)) [(1 — 7)Qi + (1 +7)Q5},

ou A*(7;;) (resp. A~ (7];;)) represent la partie positive (resp. négative) de la matrice sy-

métrique A(7;;).

Remarque 2.3.1 : Pour y=1, on retrouve la décomposition de flux de Steger- Warming

[35] (I)ij = ./4+Qz + A_Qj
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2.3.2 Approximation d’ordre supérieur

Des schémas d’une meilleure précision peuvent étre obtenus en définissant de nouvelles
valeurs ();; et ();; aux interfaces des cellules, sans modifier la fonction de flux numérique
®,;; donnée par (2.4), en utilisant extention de la méthode MUSCL (Monotonic Upwind
Schemes for Conservation Laws) de Van Leer aux éléments finis [28], [45]. Cette extension
nécessite le calcul du gradient de la solution a chaque noeud. La fonction de flux d’ordre

supérieur s’écrit :

(

Di; = P45(Qij, Qji),

1 }
Qij = Qi + EﬁQiH-SiSj (2.6)
Qi =Q; — 5V QISE,

\

Le gradient nodaux ﬁQZH] sont évalués par une moyenne des gradients de Galerkin autour

d’un noeud S; ( gradients hermitiens ). Pour tout triangle 7" € 7, , on a:

3
Q= Z Qi - i,
k=1
d’oll on déduit:

(VQ)" =3 QuVou(T),

ou les Sy (kK = 1,...,3) sont les trois sommets du triangle T et ?Q@ik (T) le gradient
constant sur 7" de la fonction de base p;» P1 associée au noeud S;x. On pose alors:
1 Volume(T
ﬁQf] - Volume(C;) TeThz,b;ieT 3 ( )(ﬁQ)T (27)
Pour des raisons de précision et de stabilité [25], les nouvelles valeurs aux interfaces des
cellules seront calculées a I’aide d’une combinaison convexe des gradients hermitiens et

centrés. Un parameétre de décentrage est introduit et les schémas sont connus sous le nom

de (B-schémas. Les valeurs interpolées sont calculées de la maniére suivante :

Qij = Qi + 1{ (1-28)(Q; — Q) +28V QIS5 },
2 (2.8)

Q= Q{1 20)(Q, ~ Q) +257 QI 5, ).
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1
3
maillages structurés. On peut remarquer qu'un autre moyen pour obtenir des schémas

Nous prenons 3 = 3 afin d’obtenir un schémas d’ordre trois en espace dans le cas de

numériques d’ordre élevé et de remplacer la fonction de flux numérique décentrée par une
fonction centrée :
$.. — F(Qi, i) + F(Qy, 7i5)
ij = 5 .

Pour cela il suffit de prendre v = 0 dans (2.4). Ce schémas a été étudié notamment dans

[23], [12] pour I’équation d’advection linéaire bidimensionnelle en maillage régulier. Ce
schéma étant linéaire et d’ordre supérieur a un, il n’est pas TVD (& variation totale
décroissante) [33|, d’ou I'apparition d’oscillations parasites qui ont été observées numeéri-
quement. Au lieu d’utiliser les limiteurs qui rendent le schéma non linéaire, nous avons
introduit un petit taux de diffusion en affectant a ~ la valeur 0.1. Le schéma ainsi obtenu

sera étudié en détail au chapitre 3.

2.4 Traitement des conditions aux limites

Surface métallique parfaitement conductrice:

Sur la frontiére métallique [y, la condition aux limites est de type réflexion totale. Elle

s’écrit en champ diffracté:
iAE = —it NE" (2.9)

ol 7 est la normale extérieure a la surface et E le champ électrique diffracté. Cette
condition (2.9) sera prise en compte faiblement. Pour les ondes transverses magnétiques
TM ( H.=0), le terme de bord s’écrit sous la forme:

—n2 anc

/ F(Q).iiy do :/ ny Qe do o,
oC; NIy, oC; NIy,
Q1 — Qs

tandis que pour les ondes transverses électriques TE ( E, = 0 ), le terme de bord s’écrit :

N2 Q3

/ F(Q)ﬁlb dO = / _leE} . dO )
oC; NIy, oC; NIy, n Q’inc in Qinc
— 2% 19
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ol (Qg)r=1.3 sont les composantes du champ diffracté Q sur I',, Q™ est le champ inci-
dent supposé connu et 7 = ‘(ny,ny) est la normale extérieure a I'y. Le flux numérique

correspondant s’écrit, :
Dy = F(Qib)niba
avec T = / i do, 1y étant la normale extérieure en 0C; NI, et Q;, donné par:
oC; NIy,

Os = { MQit, Qiazs —Qinc)s (TM),
i t(—Qinc,la _Qinc,2, ing), (TE)

Remarque 2.4.1 : En trois dimensions d’espace, compte tenu du fait que l'on a F(Q).7] =

t(—E AT, HA 1), la condition de conducteur parfait s’écrit en champ diffracté sur Ty :
®;, = (B Ay, H; N jy)

ot B¢ et ﬁl sont respectivement le champ électrique incident et le champ magnétique
total au noeud i. Avec les mémes notations, en champ total, le flux numérique sur [y

s’écrit :

Condition absorbante :

Les conditions aux limites absorbantes (CLA) sont imposées sur la frontiére artificielle
[’ pour minimiser les réflexions parasites. On présente ici la condition limite absorbante

d’ordre un en champ diffracté correspondant a la condition de radiation de Silver-Miiller :
AANE=—,/—iaN@ANH). (2.10)
€o

Pour les ondes transverses magnétiques TM ( H, = 0 ), la CLA peut étre prise en compte

faiblement en insérant dans F la relation Q3 = (7:Q1 — mQ2)/|n|. On obtient :

1 2
Qico = m(le - 771@2) —m
1

Nous allons maintenant comparer cette CLA & la technique de décentrage. Le calcul du
flux numérique sur la frontiére artificielle I', qui borne le domaine de calcul sera effectué

en utilisant un décentrage a l'infini dans la décomposition des flux de Steger-Warming:

q)ioo - (I)(Qza Qoo; ﬁzoo) — -AJF(ﬁzoo)Qz + Ai(ﬁioo)@ooa
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ou (); est la valeur du champ diffracté calculée sur I'y, et () le champ diffracté en dehors

du domaine de calcul €2. Comme aucune onde ne doit entrer dans {2, on obtient :

soit :
D0, = AN (1ino) Qi

En deux dimensions d’espace, le flux numérique ainsi obtenu s’écrit :

. . 75>
1 100 100 .
P, = 3 <|Z27| Qi1 — |7717| Qi+ Qi,3> -n> |- (2.11)

Ol Tino = / Miso A0, This €st la normale extérieure & 0C; N T'.
0C; NI'so

Remarque 2.4.2 : [l est intéressant de noter que le décentrage a linfini est la moyenne

des deuz maniéres possibles de prendre en compte faiblement la condition (1.16), cf. [15].

2.5 Discrétisation temporelle

Pour I'intégration temporelle des équations de Maxwell nous utilisons la méthode explicite
multi-pas de Runge-Kutta, adaptée a la résolution de phénomeénes de propagation d’ondes
instationnaires. On obtient un schéma d’ordre trois en temps a ’aide de l'intégration a

trois pas de Runge-Kutta. A chaque noeud S; correspond un systéme:

Qt + \IJ(Q) = _Ja

ot V(@) représent la discrétisation spatiale précédemment établie. Le schéma de Runge-

Kutta a trois sous-pas s’écrit :

QO — Qn
Q=@ - Q) 1=123
Qn+1 — Q3

ou At représente le pas de temps, t" = nAt.
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Etude des 3-v schémas

Ce chapitre est une version plus étendue du rapport INRIA (N°¢ 3288) réalisé avec Frédé-
ric Bonnet et Loula Fézoui* et intitulé Etude d’une classe de -y schémas en formulation

volumes finis pour des problemes hyperboliques.

x CERMICS-INRIA, BP 93, 06902 Sophia-Antipolis Cedex
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Introduction

Dans la perspective de construire des schémas numériques précis en temps et en espace
pour la résolution de systémes hyperboliques en plusieurs dimensions (telles que les équa-
tions de Maxwell), on propose ici I'étude d’un schéma numeérique opérant sur des maillages
plans, triangulaires ou rectangulaires. La discrétisation spatiale repose sur la méthode
des volumes finis. L’intégration en temps sera prise en compte via un schéma explicite
multi-pas (Runge-Kutta). De tels schémas ont été étudiés notamment dans [12, 22] pour
I’équation d’advection linéaire en deux dimensions d’espace. Bien que les schémas qui res-
sortent de ces études soient d’ordre élevé (ordre 3 ou 4), ils présentent un certain nombre
d’inconvénients. En effet, le schéma d’ordre trois, obtenu a ’aide d’une approximation
de type MUSCL et d’un § schéma [25]| (avec = %) pour la discrétisation spatiale et
d’une méthode de Runge-Kutta a 3 pas pour l'intégration temporelle, présente une dif-
fusion résiduelle qui est jugée encore trop importante pour les applications considérées.
En particulier, ce caractere diffusif du schéma entraine une détérioration des solutions
sur de longs temps de calcul (quelques dizaines de périodes). Une alternative a ce schéma
est l'utilisation d’un schéma d’ordre 4 basé sur le méme type d’approximation (MUSCL)
mais ou 'ordre de diffusion résiduel a été atténué. Cependant, le schéma ainsi construit
est un schéma centré. Il est connu que de tels schémas sont susceptibles d’engendrer des
oscillations parasites sur la solution. L’utilisation des techniques dites de limiteurs permet
de réduire ces oscillations [40]. Cependant, ces méthodes réintroduisent de la diffusion nu-
mérique difficile & analyser et & controler. De plus, ce schéma nécessite ['utilisation d’un
schéma explicite de Runge-Kutta a 4 pas qui se révele trop cotiteux en temps de calcul.
Nous proposons donc dans ce rapport un schéma intermédiaire entre le schéma d’ordre
trois jugé trop diffusif pour nos applications et le schéma d’ordre quatre centré et cotiteux.
Ce nouveau schéma sera appelé nouveau schéma d’ordre trois.

Dans un premier temps on propose ce schéma dans le cadre de I’équation d’advection
linéaire bidimensionnelle pour des maillages rectangulaires et triangulaires. Pour cha-
cun des schémas obtenus on proposera une étude de I’équation équivalente associée ainsi
qu'une étude détaillée de la stabilité du schéma considéré. Aprés quelques illustrations
numériques sur 1’équation d’advection 2D, nous dégageons les valeurs optimales des pa-
rameétres 3 et . Enfin, on présentera une application de ces schémas a la résolution des
équations de Maxwell en trois dimensions. Les résultats obtenus avec le nouveau schéma
d’ordre 3 en maillage tétraédrique ou cubique sont comparés en terme de précision avec

ceux obtenus avec le schéma d’ordre 3 classique.



3.1 Etude d’un cas modéle

29

3.1 Etude d’un cas modéle

Nous proposons ici d’étudier ’équation d’advection linéaire en deux dimensions d’espace.
La discrétisation spatiale reposera sur deux types de maillage : triangles et rectangles. On
explicitera alors dans chacun des cas considérés le schéma numeérique auquel on aboutit.
Pour chacun de ces schémas on présentera l’équation équivalente que l’on obtient ainsi

qu'une étude de la stabilité.

3.1.1 Discrétisation

On considére ’équation d’advection linéaire bidimensionnelle :

U+c U, +cU,=0 pour (z,y,t) € IR?* x [0;00]
(3.1)
Uz,y,t =0) =U(z,y) sur IR?

La solution initiale Uy(z, y) est supposée périodique, de période 1 en x et en y, ce qui per-
met de restreindre le domaine d’étude a © =|0, 1[x]0, 1[. On notera € 1’angle d’advection.

On a:

¢y =ccosf, cy =csinf avec ¢ > 0.

Décrivons briévement la méthode de volumes finis utilisée indépendamment du type de
maillage (triangulaire ou rectangulaire) considéré. Autour de chaque noeud I du maillage,
on construit une cellule, notée C7, en joignant le milieu des arétes issues de I au centre
de gravité des éléments considérés (voir figures 3.1).

Les méthodes de volumes finis sont basées sur 'intégration de (3.1) sur chaque cellule C;.

Fia. 3.1: Cellules C;
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On note (U;); la valeur moyenne de U; sur C;. On obtient ainsi, en utilisant la formule
de Green:

aire(Cr)(Ur) + / (ciUny + c2Uny)do =0
oC;

ou i = (n,,n,) est la normale unitaire extérieure sur 0C;.

On a:

/ (c1Uny + c2Uny)do = / (c1Uny + coUny)do (3.2)
oCT oCry

JEK(I)
ou K (I) est 'ensemble des noeuds voisins de I et 9C;; = 0C; N 0C,.

Le terme de flux (3.2) est approché par un flux numérique ®;; a l’aide de approximation
suivante :

Ur+Uy
2

U, = U

> (3.3)

dry = (avy; +cvyy) — | ey + ey |

avec Ury = / fido et v € [0,1]. Le paramétre 7 est introduit afin de pouvoir controler
0Cry

la diffusion numérique.

On obtient alors I'expression du flux spatial total ®; pour chaque cellule Cy:
(I)[ - Z q)[J.
JEK(I)

L’extension du schéma aux ordres supérieurs s’effectue en conservant la méme fonction
de flux numérique ®;; mais en modifiant les arguments de cette fonction. En effet, on

considére maintenant :
Q) =@Ury,Uyr, V1)

ou Ury et Uy sont les états interpolés a l'interface 0CT N AC' ;. Ces valeurs seront évaluées

a 'aide d’une formulation dite -schéma [25]:
1 - -
Uty = Us + 5[(1 = 28)(Uy = Uy) +26VU.17]

ou [ est un paramétre appartenant a [0, 1] et VU, désigne une approximation centrée du

gradient de U dans C7. On choisit de calculer les gradients de la fagon suivante:

> 1 Ur+Uys .
Vszi Z %V[J.

aire(Cy) S

Définition 3.1.1 : On appelle 3-v schéma, le schéma numérique ainsi construit.
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Remarque 3.1.1 : Pour la résolution en temps, on utilise un schéma explicite de Runge-

Kutta a trois pas (voir Anneze A).

On va maintenant préciser nos schémas suivant le type de maillage considéré.

Maillage en rectangles

On considére donc un maillage régulier de pas d’espace Ax et Ay (voir figure 3.1). Le G-y
schéma que l’on obtient dans ce cas la est un schéma numeérique a 9 points (voir Annexe
B).

Maillage en triangles

Nous pouvons également établir un schéma numérique basé sur un maillage en triangles
structuré ou non structuré. Cependant pour pouvoir utiliser la méthode des équations
équivalentes nous allons étudier ici le cas d’une triangulation structurée et réguliére obte-
nue a partir d’'un maillage rectangulaire en divisant chaque maille en deux triangles. On
aboutit ainsi & un -y schéma a 19 points (voir Annexe C).

Maillage en 1-D

Dans le cas 1-D, 'expression du flux discrétisé ®; du -y schéma est donnée par :

B = ¢ {Ble+ellUims — [26(5 + 1) + 457cllUs
(3.4)

+687c|U; + [2¢(8 + 1) — 487[c|]Uis1 — Ble — v[c|]Uis2}

Remarque 3.1.2 : Les schémas numériques proposés peuvent s’écrire de la fagon sui-

vante :

dU;
dt

1

— ;.
Aire Ci !

avec Wy =

3.1.2 Equations Equivalentes

Les équations équivalentes, introduites par Warming and Hyett [46], permettent une ana-
lyse détaillée et précise des termes d’erreur de troncature, notamment des erreurs de
dispersion et de dissipation. Elles donnent également des critéres de stabilité des schémas.
Pour obtenir ces équations, nous allons appliquer la méthode décrite dans [13, 14]. Cette
technique de calcul permet de simplifier considérablement les calculs dans le cas linéaire.

En effet, cette méthode reste la méme quelque soit le schéma considéré, et en particulier
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les schémas a plusieurs niveaux comme ceux de Runge-Kutta sont traités sans difficulté.
On se propose de rappeler briévement cette méthode dans le cadre de notre étude sur
I’équation linéaire d’advection 2-D afin de déterminer la précision des schémas précédem-
ment établis. On renvoie le lecteur intéressé par cette méthode a [13, 12].

Dans la recherche des équations équivalentes, nous ne nous intéressons qu’a un ordre infi-
nitésimal tant spatial que temporel. On note A cet ordre, et on le définit a partir des pas
d’espace comme suit :

A = min(Az, Ay).

Le pas de temps At sera lui aussi mis en relation avec A par le biais d’une relation de
stabilité du schéma.

Considérons I’équation linéaire d’advection en deux dimensions d’espace:
Ut = —clﬁxU — CQayU.

On suppose que cette équation est approchée sur un maillage uniforme (triangles ou
rectangles) par le -y schéma précédemment introduit. On peut alors écrire le schéma au

noeud (jAz,Ay) sous la forme condensée suivante:

(Ujl)t — Z Ak,m(Aaja Ay)Ujr'L+k,l+m7

k,m

ot UT\ 4 14, est Papproximation de U((j + k)Aw, (I +m)Ay,nAt). La somme du membre
de droite est par conséquent finie et 'approximation du terme temporel (Uj); reste a
définir. On renvoie le lecteur aux annexes B et C pour les expressions des coefficients Ay ,,
suivant le maillage considéré.

On introduit alors la fonction:

IA(X,Y) = gauay(X,Y) =) Ap(Ax, Ay)ehdrXemasy (3.5)
k,m

On montre dans [13] que 'équation équivalente pour ce schéma, avec une intégration
temporelle multipas de Runge-Kutta (RKN), s’écrit sous la forme suivante :

ak+mU

Ut — Z ak,m(At; A.T,Ay)W,

k,m>0

Ol D4 o km (AL, A, Ay)X*Y™ est le développement en série entiére de la fonction :

log (1 + EN: [At ga(X, Y)]p>

— p!
F(X,Y) = = A7 ,
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avec ga(X,Y) définie par (3.5).
A
De plus, pour un schéma spatial donné, en supposant le rapport =Y constant, on déve-

Ax
loppe la fonction ga(X,Y) sous la forme:

ga(X,Y) = go(X, V) + DAY g (X,Y),

q>1

ot les ¢,(X,Y") sont des polynéomes & deux variables.
On s’intéresse plus particuliérement ici a I'intégration temporelle de Runge-Kutta a trois

pas. On obtient alors pour ce schéma:

3

At
Fin=3) = go + Agi + A’gy + APgy — ﬂgé + O(At, A)* (3.6)

Nous allons maintenant détailler les expressions des fonctions g; pour ¢ = 0,4, qui dé-
pendent du schéma considéré. On présente également les équations équivalentes obtenues
pour les (-7 schémas 2-D (rectangles et triangles), ainsi que pour le cas monodimension-
nel.

Hypothése de calcul:

Pour I'étude des équations équivalentes, on va supposer, afin de simplifier les calculs, que
c1 = ¢y et que Az = Ay = h.

On suppose que U est suffisamment réguliére. A partir de I’équation aux différences cal-
quée sur le flux discrétisé, on applique a U des développements de Taylor jusqu’a l'ordre

4, au point (z,y,t).
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e (-7 schéma pour maillage rectangulaire :

Le développement de Taylor de la variable U que I'on injecte dans le flux numérique

nous donne:

gaX)Y) = —a(X+Y) - %(1 —38)AYXP 4+ V)
_ % G|AYXE YY) + 0(AY)

On considére alors (3.6) avec l’expression ga ci-dessus; on revient ensuite a I’équa-

tion différentielle et ’on obtient ainsi I’équation équivalente :

Ut + (Ux + Uy) = —% (1 — 3ﬁ) h2 (U3$ + Ugy)
—(&5 et + Z2)er|h®) (Use + Usy)

_AQ—fC%(ZlUg;Ey + 6U2x2y + 4Ux3y) + O(At7 h)4

e (-7 schéma pour maillage triangulaire :

De facon similaire, on obtient :

C1

ga(X)Y) = —¢(X+Y) 5 (1-38)A%X?+Y? +2X%Y +2XY?)

_ %CI|A3(X4+Y4)

11
- 1—857|01|A3(X3Y+Y3X)
_ §ﬁ7|c1|A3X2Y2+O(A4)

Finalement, I’équation équivalente s’écrit :

U+c (Up+Uy) = =% (1=30)h* (Usy + Usy + 2Usay + 2Uyy,)
—(45 et + Z2)er |1®) (Usy + Usy)

—(2¢t + L)) [h*)Usyay + O(AL, h)*
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Seuls les termes d’erreur “non croisés” (portant sur les directions x ou y) sont iden-
tiques pour les deux formulations. Naturellement, ’utilisation du schéma temporel
explicite RK3 introduit des termes d’erreur d’ordre 3 en temps. Il est cependant
intéressant de remarquer que les erreurs en temps et en espace sont parfaitement
découplées. De plus, le schéma sur un maillage triangulaire présente des termes d’er-
reur “croisés” (U,., et U,,,) qui n’apparaissent pas avec le schéma écrit sur une grille
rectangulaire. Nous étudierons plus loin 'influence des valeurs des paramétres [ et

v sur les termes d’erreur en espace.

e -y schéma en 1-D:

Le flux de la variable U a laquelle on a appliqué un développement de Taylor a
I’ordre 4 s’écrit :
U(U) = —c, U, + % (38 —1)Az*Us, — % | c1 | A2® Uy, + O(4). (3.7)
De (3.7), on établit le développement en série de ga :
ga(X) = - X + % (38— 1)Az* X3 — % | ¢ | Az3 X4
(3.8)
= go + Az?gy + Az’ gs

En injectant (3.8) dans (3.6), on obtient, en revenant a I’équation différentielle:

30 -1 At
56 c1 Az’ Us, — (% | 1| Axd + ﬂCL11> U +0(4).  (3.9)

La encore, les termes d’erreur en temps et en espace sont découplés.

Ut+cl U:c:

1
3
paramétre [ permet d’annuler les termes d’ordre deux et on obtient ainsi un schéma

Dans tous les schémas numériques considérés ici on retrouve que la valeur ; affectée au

spatial d’ordre trois pour des maillages structurés [25]. On supposera donc 3 = % afin de
préserver cet ordre. On retrouve également que la valeur 0 pour le paramétre v permet
d’annihiler les termes d’ordre trois et ce indépendamment de la valeur du paramétre (3
[12|. Les schémas ainsi obtenus sont d’ordre quatre en espace. Cependant, cela revient a
considérer des schémas numériques centrés. On va alors s’attacher a déterminer la valeur
optimale & affecter au paramétre v afin d’obtenir un schéma numérique stable pour le
plus grand pas de temps possible. De plus, dans le but de restreindre le cotit en temps de

calcul, on utilisera un schéma explicite d’ordre 3 en temps (RKS3).

Définition 3.1.2 On appelle schémas d’ordre trois, les schémas numériques définis avec

les parametres 3 = %, v € [0, 1] et une intégration temporelle RKS3.
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3.1.3 Analyse de stabilité

Nous sommes intéressés par l'influence de la valeur du parameétre v sur la stabilité de
chacun de ces schémas d’ordre trois (maillage en triangles ou en rectangles).
Considérons un schéma linéaire, qui s’écrit au point z = jAx, y = [Ay et au temps

t = nAt, dans sa version explicite, avec une intégration RK1:

U;;‘Fl - jl = At Z Ak m Am Ay)Uj+k I+m* (310)

k,m

Nous allons procéder a ’analyse de stabilité de Von Neumann. Classiquement, par I’ana-
lyse de Fourier, en posant U}, = G(i&,,i§,) - elUATEHAE)) ot en injectant dans (3.10),
on obtient le facteur d’amplification G:
G(i&,,i&,) =1+ AtZAk,m(AJJ, Ay)eikhatetmAvey)
k,m

Le schéma sera stable au sens de Von Neumann, si et seulement si le critére suivant est

vérifié :
Vér, &y € R |G(i,,1&,)| < 1. (3.11)

Du formalisme [13] de la section précédente, on déduit que 'on a pour une intégration

multi-pas de type Runge-Kutta d’ordre 3:

At gn nga ny)]
P! '

G(1&,,1&,) =1+ Z

.
—, ol ¢ est le

On réécrit alors ga (i€, i€,) en introduisant le nombre de Courant v = ¢ A

module de la vitesse d’advection:

At gA(foa ny) = V(gr (wa, ny) + Zgl(zfxlgy)) (3'12)

Finalement, en décomposant le facteur d’amplification G en sa partie réelle G, et sa partie
imaginaire (G;, nous obtenons pour Runge-Kutta 3:

2 3

Gy =1+vg + =(g? — g2) + —g.(g2 — 3¢2),
2 6 (3.13)

Gi =vgl(1+vg)+—3g2 —97)].

!

La condition de stabilité de Von Neumann (3.11) peut alors s’écrire:

Ve & € IR GHIE,, &) + G (i€, i) <1 (3.14)
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Remarque 3.1.3 : On observe que pour v = 0 (onde stationnaire pour le systéme de
Mazwell), le schéma reste stable puisque dans ce cas la la condition de stabilité (3.14) est

vérifiée.

n décrit ici ux fonctions, g, i, Né ires & étermination du ur m-
On décrit ici les deux fonctions, g, et g;, nécessaires a la détermination du facteur d’a
plification G, pour chacun des deux maillages considérés, ainsi que pour le cas monodi-

mensionnel :

e (-7 schéma pour un maillage rectangulaire :

gr (i€, 18,) = — %| cos 0| (cos(2AzE,) — 4 cos(AxE,) + 3)

— 2} sin g (cos(2208,) — 4cos(AyE,) +3),

gilie,icy) = %cose(ﬁsin(zAx§$)—2(1+ 8) sin(Azt,))

+ %sin 0(8sin(2AyE,) — 2(1 + B) sin(AE,)).

e [3-v schéma pour un maillage triangulaire

g, (s, 1y) = —m {Agp + (A21 + A5 1) cos(2AzE, + AyE,)

+ (Ao + A1) cos(AxE,) + (Ao1 + Ap—1) cos(AyE,)

+(Aiq + Ay 1) cos(Axé, + Ayéy) + (Azp + Ay o) cos(2AxE, + 2AyE,)

+ (A + Az g) cos(2A2E,) + (Agz + Ag,—2) cos(2Ay¢,)

+ (A1 + A1) cos(Axé, — Ay&y) + (Ary + A1 2) cos(—AxE, — 2AyE,) }

. 1 )
9i(1€s, 1AYE,) = “Riny (A21 — Ay 1) sin(2AzE, + Ayé,)

+ (A0 — Ay ) sin(AxE,) + (Ag1 — Ao —1) sin(Ayé,)

+(A1 1 — Ay ) sin(Axé, + AyEy) + (Azp — Ao o) sin(2AzE, + 2AyE,)

+ (Agp — A_yp)sin(2AxE,) + (Ao — Ao —2) sin(2AyE,)

+ (A1 — Ay ) sin(Azg, — Ayéy) + (A1 — Ay o) sin(—Az&, — 2Ay¢,) }

ou les Ay, avec —2 < k,l < 2, sont donnés dans I’Annexe C.
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e (-7 schéma en 1-D

g-(i€) = —% (cos(2Az€) — 4 cos(AxE) + 3)

(i€) = — 3 (~Bsin(2Aa€) +2(1 + ) sin(Az))

On pose alors: X = cos(Ax), X € [—1,1]. La condition de Von Neumann (3.14),

utilisant Pexpression (3.13), ne fait intervenir que les fonctions g, et g?. On a alors:
gr(X) = _ﬁ’}/(l - X)2)
g;(X) = (1+ 5 - BX)*(1 - X?).

Remarque 3.1.4 : On supposera pour ’étude suivante que la valeur du module ¢ de la

uvitesse d’advection est fizée a 1.

Analyse des schémas dans le cas 1-D:

Pour g = é, nous cherchons & déterminer la valeur maximale du nombre de Courant v
(ou encore CFL) en fonction de v (v € [0,1]), de telle sorte que la condition de stabilité

(3.14) soit vérifice. Elle s’écrit :

GHX)+GHX) <1 (3.15)
VX € [-1,1] avec v € R*", f=z% et vel0,1]. '
Définition 3.1.3 : On appelle nombre de Courant critique, et l’on note v°(7y), le nombre

de Courant tel que pour v fizé, quelque soit €, nous ayons |G|*> < 1 pour tout v < v°.

Définition 3.1.4 : On appelle v optimal, la valeur du paramétre v pour laquelle le

nombre de Courant critique (ou CFL) est le plus grand.
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Le coefficient d’amplification étant de degré 6 en X, nous allons rechercher numériquement,
le paramétre v optimal qui permettra ainsi d’établir le plus grand pas de temps laissant

le schéma stable. Sur la figure 3.2 nous représentons le nombre de Courant critique en

fonction de 7.

On obtient ainsi la valeur numérique du v optimal: 0,86. Le CFL critique v° correspon-

ADVECTION 1D : CFL(Gamma) pour RK3, beta=1/3
T T

18

T
CFL(Gamma) —

CFL(Gamma)

GAMMA

F1G. 3.2: Advection 1-D: CFL(v)

dant au v optimal est alors de 1,72. Il est également intéressant de remarquer que le CFL

le plus petit (CFL=1,25) est obtenue pour v = 0.

Analyse des schémas dans le cas 2-D:

Définition 3.1.5 : On appelle nombre de Courant critique minimal, et [’on note v, (77),

le nombre de Courant défini par:

¢ (~)= min v°(v,0
Viin(7) ,in v (7,9)

ot pour vy donné, le nombre de Courant (ou CFL) critique satisfait la condition de stabilité

de Von Neumann, pour toutes les directions d’advection.

On considére uniquement des maillages tels que: Ax = Ay = h. Sur la figure 3.3 nous
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représentons le nombre de courant critique minimal v¢, (v) en fonction de v pour le

schéma en maillage rectangulaire.
On constate sur cette figure que le plus grand pas de temps, i.e. le CFL le plus grand,

CFL(Gamma) pour RK3, beta=1/3 en RECTANGLES
T T

13

T
CFL(Gamma) —

CFL(Gamma)

GAMMA

F1G. 3.3: Advection 2-D (rectangle): CFL(v)

est obtenue pour v = 0, 8. Pour cette valeur de v nous obtenons un CFL d’environ 1,22.
De plus, le CFL le plus petit (0,89) est obtenu pour v = 0. Il est intéressant de remarquer
que cette courbe a globalement le méme comportement que celle obtenue dans le cas

monodimensionnel. De méme, sur la figure 3.4 nous rendons compte numériquement de
Ve (7) pour le schéma en maillage triangulaire.
Nous pouvons constater que la courbe obtenue pour un maillage triangulaire est identique

CFL(Gamma) pour RK3, beta=1/3 en TRIANGLES
T T

13

T
CFL(Gamma) —

CFL(Gamma)

0.85 : : : :
0 02 4 06 08 1
GAMMA

F1G. 3.4: Advection 2-D (triangle): CFL(vy)

a celle obtenue pour un maillage rectangulaire (cf. fig. 3.3). Ceci s’explique par le fait que
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I’on trace en fonction de 7 le minimum suivant les angles d’advection # du nombre de

Courant Critique v¢. Or, quelque soit v, il existe un angle 8*, tel que:

Ve (77 9*) = moin Vtcr'iangle (7’ 9) = moin V:ectangle (77 9)

On représente ainsi sur la figure (3.5), a titre d’exemple, le domaine de stabilité (i.e. le

CFL en fonction de ) obtenu dans le cas ou v est fixé a 1.

Domaine de Stabilite pour Gamma=1 en fonction de Theta (angle advection)
T T T T T T

Rectangle —
Triangle ----

15

05 |

CFL*sin(theta)

05 |

.15 F

CFL*cos(theta)

F1G. 3.5: Advection 2-D: CFL(9) pour v =1

Pour les deux types de maillage on trouve ainsi que les limites de stabilité sont égales et
minimales (CFL=1,15) pour § = ?jf. De plus, pour ¢ = 7, la limite de stabilité du schéma
en maillage triangulaire est nettement supérieure a celle obtenue pour le schéma écrit
pour des maillages rectangulaires. Enfin, pour une vitesse d’advection paralléle aux axes,
le schéma en rectangle permet d’utiliser un pas de temps plus grand (i.e. des CFL plus
grands et égaux a ceux de 'advection 1D). Ces caractéristiques des domaines de stabilité
liés au type de maillage utilisé et détaillées ici pour le cas v = 1 se retrouvent pour toute
valeur de v € [0, 1].

A partir de la figure (3.4), on choisit quelques valeurs significatives de v (0, 8/10, 1) et on
décide de tracer sur la figure (3.6) le domaine de stabilité (i.e. CFL(0)) pour ces différentes

valeurs de .
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Comparaison des Domaines de Stabilite en Triangle pour differents gamma
T T T T T T
gamma=1. —

gamma=0. -o--
2F gamma=0.8 -+--

CFL*sin(theta)

0
CFL*cos(theta)

F1G. 3.6: Triangle : CFL(®) pour différents ~y

On observe de nouveau que le domaine de stabilité le plus grand est obtenu pour v = 0,8

alors que le plus petit est obtenu pour v = 0.

3.1.4 Expériences numériques

On propose dans cette partie d’effectuer quelques expériences numériques pour illustrer
la précision des schémas suivant la valeur du parameétre + en maillage triangulaire.
Considérons dans un premier temps le probléme d’advection d’une “vague sinusoidale”

avec la donnée initiale:

u(z,y,0) =sin(27(x + y)) pour (z,y) € [0, 1]

On utilise des conditions aux limites périodiques et le domaine de calcul est discrétisé en
N=50 mailles dans chaque direction (Az = Ay = 2.107%). Dans le but de mieux évaluer le
role du parameétre v dans la diffusion numérique, nous avons calculé le carré de la norme

L% & chaque pas de temps:
| u(,nAl) 7= aire(Cy) | ua(I) |
I

ou I, aire(Cy) et ua(I) représentent respectivement le noeud du maillage, l'aire du vo-
lume de controle et la solution calculée. L'angle d’advection 6 est égal a 7. Afin d’avoir

un schéma stable quelque soit le paramétre v considéré, on choisit un CFL de 0,75.
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La figure (3.7) permet de comparer les résultats obtenus pour différentes valeurs de v au
temps T=16, soit environ un peu plus de vingt périodes.

Comme nous ’avait montré I’étude des équations équivalentes du paragraphe 3.1.2, la

0.27

Norme L2 pour Advection 2D Triangle
T T T T

T
exacte —<—
gamma=0.0 -+ -
gamma=0.1 -8--
L gamma=0.8 x|
0.26 gamma=1.0 -4~

Norme L2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

FiG. 3.7: Triangle : Norme L2 de la solution en fonction de v

diffusion numérique est maximale lorsque v = 1 (schéma d’ordre 3 “classique”) tandis
que la diffusion est minimale lorsque v est nul. On notera une différence sur la diffusion
de l'ordre de 14% entre ces deux schémas. De plus, il est intéressant de remarquer que
pour des valeurs de v qui tendent vers 0, la diffusion numérique tend vers la diffusion
minimale. En particulier, la différence entre la diffusion minimale (obtenue pour v = 0)
et la diffusion pour v = 0,1 n’est plus que de l'ordre de 1%.

Nous nous proposons d’étudier le comportement des schémas, suivant la valeur du para-

meétre v, pour une condition initiale de type C°:

uop(z,y) =1+ 2(1 —2)y(l —y) avec (x,y) € [0,1]? (3.16)

Nous présentons sur la figure (3.8) les solutions obtenues pour x = y et & T* = 6 pour
trois valeurs du parameétre v (0, 1/10 et 1). Afin de s’affranchir des problémes de stabiliteé,
nous fixons le CFL a 0,6.



44

Chapitre 3. Etude des -y schémas

Solutions calculees a T* pour differents Gamma
1.08 : :

T
gamma=0.1 <-—
gamma =0.0 -+-
gamma=10 -8-- |

1.07 |

UX,Y, T*)

F1G. 3.8: Solutions suwwant v pour une condition initiale C°

La figure (3.8) montre que pour 7 = 0 la solution obtenue a partir de la condition initiale
(3.16) présente un certain nombre d’oscillations parasites. En effet, pour v = 0, le flux
numérique correspond a un schéma centré (le terme de diffusion numeérique est supprimé)
qui est connu pour étre mal adapté a ce type de probléme.

Pour conclure cette partie il nous a semblé intéressant de reporter sur le tableau (3.1) les
valeurs caractéristiques du parameétre v avec pour chacune d’elle les répercussions sur la
qualité du schéma numérique pour des maillages en triangles. Les pourcentages présentés
dans la colonne diffusion correspondent a la différence de diffusion obtenue entre le schéma
avec 7 = 0 (pris comme référence) et les autres schémas.

Au vu des différents résultats présentés ci-dessus, le schéma avec v = 0 ne semble pas

TAB. 3.1: : Qualité du schéma suivant

Stabilité (CFL) Diffusion
ming v°(#)
y=1 1.15 +14% (maximale)
v =0.8 | 1.22 (maximum) +11%
v =01 1. +1%
v=0. | 0.89 (minimum) | référence (minimale)

bien adapté a nos calculs. En effet, méme s’il présente une diffusion minimale, le CFL

assurant la stabilité est jugé trop petit. De plus, le schéma crée des oscillations parasites
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pour des conditions initiales peu réguliéres (de type C° par exemple).

Méme si les CFL les plus grands sont obtenus pour 7=8/10 (CFL maximal) et =1,
la diffusion numérique de ces schémas en temps long est jugée trop importante et par
conséquent on ne retiendra pas ces valeurs pour 7. Finalement, le schéma qui semble le plus
adapté a nos problémes est le schéma établi avec v = 0, 1. En effet, il se presente comme
le bon schéma intermédiaire : la diffusion numérique est faible, son CFL reste acceptable
et il semble robuste pour convecter des ondes peu réguliéres. Notons que d’autres “petites”
valeurs du parameétre y pourraient tout aussi bien convenir. Il faudrait alors étudier la
capacité de ces (-7. schémas a convecter des ondes irréguliéres ou présentant de fortes

variations.

Définition 3.1.6 : On appelle nouveau schéma d’ordre trois, le schéma numérique dé-

fini avec les parametres 3 = %, v=0,1 et une intégration temporelle RKS3.

3.2 Application aux équations de Maxwell

3.2.1 Présentation des équations et du schéma

On s’intéresse maintenant a ’application de ces schémas d’ordre trois pour la résolution de
phénomeénes électromagnétiques. Ils sont régis par les équations de Maxwell qui s’écrivent

dans le vide en I’absence de charges et de courant sous la forme:

oH .
il B) =
o5+ rot(E) = 0,
(3.17)

OF ,
g0 — — rot(H) =0,

ou E = E(t, 7) et H= Fl(t, Z) sont respectivement les champs électrique et magnétique,
1o et g9 la perméabilité magnétique et la permittivité électrique du vide. Du fait de la
redondance des équations de Gauss dans le modéle continu pour des conditions initiales
vérifiant ces contraintes, elles n’apparaissent pas explicitement dans le systéme écrit ci-
dessus. Le systéme de Maxwell est un sytéme conservatif et hyperbolique. L’approximation
numeérique utilisée reste donc la méme que celle décrite précédemment pour l’équation
d’avection linéaire 2-D. On se contente donc ici de rappeler brievement les grandes lignes

de lapproximation utilisée (voir section 2.2).
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En dimension trois d’espace, une présentation des équations de Maxwell sous la forme

adimensionnée conservative donne:

Qi+ V.F(Q) =0, (3.18)
avec:
Q= '(H,,H,, H.,E,,E,, E.)
On note:
F(Q) = "(F1(Q), (Q), F5(Q))
avec:

FI(Q) = t(Oa _Eza Ey7 07 Hza _Hy)7
FQ(Q) - t(Eza 07 _Exa _Hza 07 Ha:)a
F3(Q) - t(_Eya E:ca 07 Hy7 _Hx)

On compléte (3.18) par des conditions aux limites sur la frontiére I' de Q ainsi que des
conditions initiales.
De la méme fagon que pour I'équation d’advection linéaire en deux dimensions, on établit

la formulation faible de (3.18), aprés discrétisation du domaine de calcul. On obtient :

Volume (C;) (Q:)i + Z ®;; + termes de bord =0 (3.19)
JEK()
ou K (i) est 'ensemble des voisins du noeud i. Les termes de bord (condition aux limites
de type métallique et condition absorbante) sont développés dans (2.4).
La construction du -y schéma est alors identique a celle de la section précédente mais
maintenant appliquée a un systéme. On donne ci-dessous a titre d’indication I’expression

du flux numérique qu’on a obtenu dans la section (2.3):

i Tlij F(Qj, 7l it
(Qir7 >—g (@7 )_%|A(77¢j)|(Qj—Qi),

ot F(Q,17:;) = mFi1(Q)+m2F5(Q) +n3F3(Q) est une combinaison linéaire de flux et A(7j;)

la matrice jacobienne associée a F(Q, 7).

. F
D = ®(Q;,Q;,15) =

3.2.2 Illustration numérique

Nous souhaitons maintenant comparer le nouveau schéma d’ordre trois précédemment

étudié (f = %, v = 0,1 et RK3) a la fois avec le schéma décentré classique d’ordre trois
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(v =1) et avec le schéma d’ordre un.

On g’intéresse dans un premier temps a la propagation d’un mode de résonance électro-
magnétique dans une cavité cubique unitaire. Nous allons comparer les solutions lorsque
'on discrétise le domaine de calcul Q =]0,1[*> & laide de cubes ou de tétracdres struc-
turés, comportant une quinzaine de points par longueur d’onde. Nous prenons pour tous
ces schémas le méme nombre de Courant: C'F'L =1 qui assure la stabilité des différents

schémas. La solution exacte du mode (1,1,1) s’écrit [32]:

(H,=-" sin(mx) cos(my) cos(mz) sin(wt),
w
2m . .

H, = o cos(mz) sin(my) cos(mz) sin(wt),
H=-" cos(mz) cos(my) sin(mz) sin(wt),

“ (3.20)
E, = —cos(mz) sin(my) sin(rz) cos(wt),
B, =0,
E. = sin(mx) sin(my) cos(mz) cos(wt).

Calcul de I’énergie électromagnétique:

On présente tout d’abord 1’énergie électromagnétique obtenue avec les différents schémas
que l'on comparera a ’énergie exacte.

La figure 3.9 permet de comparer, pour la cavité cubique maillée en tétraédres, ’énergie
électromagnétique en fonction du temps obtenue avec les schémas d’ordre 1, d’ordre 3 et
le nouveau schéma d’ordre 3. Outre le caractére extrémement diffusif du schéma d’ordre
un, il apparait clairement sur la figure 3.9 le gain certain apporté par le nouveau schéma

d’ordre 3 en terme de diffusion numérique.
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FiG. 3.9: Energie pour un maillage tétraédrique

L’étude portée sur la figure 3.10 est semblable a la précédente mais maintenant la cavité

est maillée a ’aide de cubes. Le comportement des schémas dans ce cas la est similaire

au cas des tétraédres avec

néanmoins un caractére moins diffusif.

Au vu des deux études présentées ci-dessus il nous a semblé intéressant de reporter sur

Energie pour Maillage Cubique
T T T

0.6

0.5

T
ordrel o
gamma=1 +
gamma=0.1 O
exacte

0.4

ENERGIE L2

03
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5 B L T o ot
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0.1

Fic

une méme figure (fig. 3.11

16

8
Co*TEMPS

. 3.10: Energie pour un maillage cubique

) les énergies obtenues suivant le maillage utilisé pour les deux

schémas d’ordre 3. On constate ainsi que dans ce cas la le nouveau schéma d’ordre 3 en

tétraédres est a peu prés équivalent au schéma d’ordre 3 (non modifié) en cubes.
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Comparaison : Cube - Tetraedre
T T T

0.6 T T
Cube:gamma=1. ¢
Cube : gamma=0.1 +

exacte -----
Tetra:gamma=1. O
Tetra:gamma=0.1 X

0.55 |

ENERGIE L2

L L
8 12 14 16
Co*TEMPS

Fia. 3.11: Schémas d’ordre 3 en fonction du maillage

Suivi du mode (1,1,1) dans la cavité:

On décide maintenant de suivre ’évolution en temps du mode propre (1,1,1) de la cavité
cubique résonante en un point du domaine. On initialise alors le champ électromagnétique
avec la solution analytique (3.20) & I'instant initial en tous les noeuds du maillage. Le
nombre de Courant (CFL) est toujours pris égal a 1.

On présente sur les deux figures ci-dessous la composante E, du champ électromagnétique
en fonction du temps. On compare sur la figure 3.12 la solution obtenue avec le schéma
d’ordre 3 avec la solution analytique pour environ 45 périodes en temps. On constate le

caractere diffusif du schéma pour de longs temps de calcul.

Maillage Tetraedre (CFL=1.2) : Comparaison des schemas
15 T T T T T T

T
exacte —
gamma=1 <

0.5 ﬁ
0
-05 B U

L L L
0 5 10 15

EX(TEMPS)

2

L
*;
|

20 25
Co*TEMPS

L L L
30 35 40 45

FiG. 3.12: E,(t) avec le schéma d’ordre 3 (tétraédres)
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De méme, la figure 3.13 montre ’évolution temporelle de la composante E, en un point du
maillage tétraédrique mais maintenant pour le nouveau schéma d’ordre 3. Ici, le caractére
diffusif du précédent schéma a été nettement corrigé.

Des résultats similaires sont obtenus pour les schémas basés sur des maillages cubiques.

Maillage Tetraedre (CFL=1.2) : Comparaison des schemas
15 T T T T T T

T
exacte —
gamma=0.1 <

q e e e

EX(TEMPS)

in e

L L L
30 35 40 45

L L L
0 5 10 15 20 25
Co*TEMPS

F1G. 3.13: E,(t) avec le nowveau schéma d’ordre 3

Conclusion

Nous avons présenté un schéma numeérique basé sur une formulation volumes finis et
appliqué a des maillages triangulaires ou rectangulaires pour la résolution de probléemes
hyperboliques. Le but de notre étude était d’obtenir un schéma numérique d’ordre élevé en
minimisant si possible la diffusion numeérique tout en conservant un pas de temps optimal
et un coit en temps CPU raisonnable. Pour cela nous avons choisi une approximation
spatiale qui utilise un flux décentré caractérisé par deux parameétres 3 et . La valeur
du paramétre [ a été fixée a é afin d’assurer l'ordre 3 pour des maillages structurés. Le
parameétre v a été introduit afin de controler la diffusion numeérique par pondération du
terme de décentrage. L’analyse de stabilité nous a fourni la valeur optimale de v dans le but
d’obtenir le plus grand pas de temps possible. Finalement, nous avons proposé un schéma
de Runge Kutta a trois pas pour l'intégration temporelle. Bien siir notre étude théorique
s’est limitée au cadre de 1’équation d’advection linéaire en deux dimensions d’espace.
Néanmoins, les résultats numeériques obtenus a 1’aide de ce schéma pour des simulations
en électromagnétisme en 3-D prouvent lefficacité du schéma proposé au niveau de la

précision des solutions calculées.
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Maxwell

L’essentiel de cette partie est tiré des articles réalisés avec Frédéric Poupaud ' et intitulés
“Periodic solutions of the Vlasov-Poisson system with boundary conditions” et “Periodic

solutions of the Vlasov-Maxwell system with boundary conditions”.

1 Laboratoire J.A.Dieudonné, Université de Nice, Parc Valrose,06108 Nice Cedex 2, pou-

paud@math.unice.fr
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Introduction

La modélisation numérique du transport de particules chargées a un large champ d’appli-
cation concernant aussi bien les dispositifs hyper-fréquence, les accélérateurs de particules,
les canons a électrons que la physique des plasmas et les semi-conducteurs. La modélisa-
tion de tels phénomeénes repose sur les équations de Maxwell couplées avec un modeéle de
transport de particules chargées. Un modele général est donné par les équations couplées
de Vlasov et de Maxwell, qui néglige les effets de collision entre particules:

Of +v-Vof + 2L (E+vA(uoH))-V,f =0, (t,r,v) € R, x R x RY, (3.21)

m

fo % + rot(E) = 0, (t,r) € IR, x IR,
(3.22)
£0 aa—f — rot(H) = —J, (t,r) € R, x IR,
ol le couplage est donné par la densité de courant:
it x) = / Gf(t o v)do,  (hx) € Ry x L (3.23)

Ici (¢, z,v) représente le temps, la position et la vitesse, f est la fonction de distribution
de particules chargées, (E, H) est le champ électromagnétique.

Le résultat principal dans ce domaine a été obtenu en 1989 par R.J.DiPerna et P.L.Lions
[26]. Ils ont montré I'existence de solution faible globale pour le probléme de Cauchy avec
des données arbitraires. L’existence globale de solution classique reste encore un probléme
ouvert. La situation est meilleure pour le systéeme de Vlasov-Poisson. Ce systéme est
obtenu du précédent en négligeant le champ magnétique. Cela peut étre justifié (au moins
pour des petits temps) par une limite non-relativiste [19]. Dans ce cas, le champ électrique
peut se mettre sous la forme E = Ve ot ¢ est le potentiel électrostatique et en utilisant

la loi de Gauss électrique, le systéme s’écrit :

atf+vvxf+vx()0vvf:07 (t,ib','l]) € ]Rt XB:CCl XRZla
(3.24)
Ay = f(t,z,v)dv, (t,r) € IR, x R%.

IR

(3.25)
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Pour le probléme de Cauchy des solutions faibles globales ont été obtenues par Arsenev [2].
L’existence de solution classique en deux dimensions d’espace est un résultat de Degond
|20] et Ukai Ohabe [3]. Le méme résultat en trois dimensions d’espace a été montré par
Pfaffelmoser [39]. Une méthode simple et efficace a été proposée par P.L.Lions B.Perthame
[36]. Cependant, la simulation de dispositifs reposent sur des problémes aux limites. L’exis-
tence de solution faible globale pour le systéme de Vlasov-Maxwell a été démontrée par
Y. Guo [31] et indépendamment par M. Bezart [5]. Le méme probléme pour le systéme de
Vlasov-Poisson a été étudié par Y. Guo [30] et N.Ben Abdallah [1]. Ce qui est particulié-
rement intéressant au niveau des applications est la modélisation des régimes permanents.
Ces régimes permanents sont caractérisés par des solutions stationnaires ou périodiques.
Des résultats concernant les problémes stationnaires ont été obtenus par C.Greengard et
P.A.Raviart pour le systéme de Vlasov-Poisson en une dimension d’espace [29]|. Pour le
systéme de Vlasov-Maxwell en dimension quelconque on peut se référer a [41]. Des ré-
sultats dans le cas périodique semblent inexistants. D’autre part, ces régimes sont tres
difficilement atteints lors des simulations numériques. Il parait donc nécessaire d’en avoir
une meilleure compréhension. Ce travail est un premier pas dans cette direction. Nous
montrons 'existence de solution faible périodique pour le systéme de Vlasov-Poisson avec
conditions aux limites périodiques en dimension quelconque. En une dimension d’espace
nous montrons aussi un résultat d’unicité. Dans le cas du systéme de Vlasov-Maxwell
I’existence de solution faible périodique est montrée en une dimension d’espace.

Nous allons préciser maintenant les conditions aux limites imposées. Soit {2 un ouvert
borné C* de IR? représentant la géométrie du dispositif et ¥~ I'ensemble des positions

dans 'espace des phases des particules entrantes:
¥ = {(z,v) €00 x R* | v-v(x) <0}, (3.26)

ou v(z) est la normale extérieure a Q2 en x € 0. La distribution g des particules entrantes

est donnée par:
f = g? (t,.Z',U) € Rt X 2_- (327)

Nous imposons la condition de radiation de Silver-Miiller pour le champ électromagné-

tique:
ANE+ 2 an@GAH) =hit,z)  (t,2) € Ry x R, (3.28)
€0
et la condition de Dirichlet pour le potentiel électrostatique:

¢=¢o, (t,x) € IR x O (3.29)
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Les données g, g et h sont supposées périodiques en temps de période 1" et nous cherchons
des solutions T-périodiques du probléme (VM): (3.21), (3.22), (3.27) et (3.28) ou du
probléme (V' P): (3.24), (3.25), (3.27) and (3.29). Le point clé de 'existence de solutions
périodiques est d’estimer le temps de vie des particules dans le domaine de calcul. Pour

cela, nous imposons:

Supp(g) - {(t,.’L‘,U) | le Rt)x € aQ,U ' V(.’L‘) < OJUU < |U| < Ul}? (330)

ol 0 < vy < vy sont des vitesses données. Les mémes résultats peuvent étre montrés en
utilisant des hypothéses plus générales. Soit @, ’extension harmonique de la donnée .

Un telle hypothése serait: pour toutes les conditions initiales dans le support de g les

caractéristiques % =V, Cil—‘t/ = V.®y + F ou F est suffisament petit, ont un temps de vie

borné. L’existence est montrée en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder.
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Chapitre 4

Solutions périodiques du systéme de

Vliasov-Poisson

4.1 Equation de Vlasov. Définitions

Dans cette section nous supposons que le champ électrique E est une fonction connue
T-périodique en temps et nous nous intéressons a l’existence de solution périodique f de

I’équation de Vlasov:

{athrv-foJrE-va:O (t,2,v) € Ry x Q x IRY, (1)

f(t,z,v) = g(t,z,v) (t,z,v) € Ry x ™.

La fonction de distribution de particules entrantes g est supposée T-périodique en temps.
Maintenant nous allons rappeler briévement les notions de solution faible et de solution

par caractéristiques pour ce type de probléme:

4.1.1 Solution faible de ’équation de Vlasov

D’abord nous introduisons les espaces L~, L; de données entrantes aux flux bornés ou

loc

localement bornés:

L~ = {g | vovle)ge LR x 57},

{g | v-v(x)ge L, (IR x T)},

loc
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ou X~ est défini par (3.26).

Définition 4.1.1 Soit E € (L>*(IR; x Q) et g € L. (IR, x ¥7) des fonctions T-

loc

périodiques en temps. La fonction f € Li . (IR x Q x IRY) est une solution faible T-

loc

périodique du probléme (4.1) si et seulement si:

T
/ / / f(t,z,v)(00 +v-V,.0+ E-V,0)dvdrdt =
0o JoJmrd

T
= / / v-v(z)-g(t,z,v) - 0(t,x,v)dvdodt (4.2)
0 _
pour toute fonction T-périodique 0 € V, ou:

V=1{neW" (R, x Q x RY) | est T-périodique en temps ,

N g, xs+ = 0, 3B sous-ensemble borné de IR?, supp(n) C IR, x Q x B}.

On déduit qu’une solution faible du probleme (4.1) vérifie:

<fip> = /0 /_ v-v(z) - g(t,z,v) - 0(t, z,v)dvdodt (4.3)

pour toute fonction T-périodique ¢, ot 8 représente la solution du probléme:

00 +v-V.0+FE-V,0 =, (t,z,v) € Ry x Q x IRY,
(4.4)
0 =0, (t,x,v) € Ry x X+

Remarque 4.1.1 Dans la définition précédente nous pouvons supposer que le champ élec-

trique est seulement dans (LP (IR, x Q))¢ en demandant plus de régularité sur f(et g), en

q
loc

particulier f dans L{ (IR, X Q) ot q est l’exposant conjugué.

Si le champ électrique vérifie E € (L (IR; WH>(Q)))%, nous pouvons exprimer la solution
en terme de caractéristiques. Soit (t,z,v) dans IR; x Q x IRY, nous notons X (s;z,v,1t),

V(s;x,v,t) la solution du systéme :

X
( Cii—s - V(S;.’L‘,U,t), s € [Ti’TD]
X(t;[L‘,U,t) = T,
. (4.5)
- = E(s,X(s;z,v,1)), 5 € [Ti, To)
V(s = v
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ou 7; = 7i(x,v,t) (1, = To(x,v,t)) est le temps d’entrée (resp. de sortie) d’une particule

dans le domaine Q:
(X(1),V(r)) e ¥~ (4.6)
et :
(X(1,), V(1)) € 2T U T, (4.7)

Les sous-ensembles de 9Q x IR, ©F et X% sont définis respectivement par :

>t = {(z,v) €92 x R |v-v(z) > 0},
Y0 = {(z,v) €00 x R*|v-v(z) = 0}.

En utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on déduit que les caractéristiques sont bien

définies. Par intégration le long des caractéristiques, la solution du probléme (4.4) s’écrit :

0(t, 2, v) = — / " o5, X (5.2, 0,1), V(s; 2,0, 8))ds. (48)
t

Formellement, (4.3) conduit a:

<fp> = —/OTdt /_da(x)dvv-l/(x)g(t,a:,v)

To(,v,t)
/ (5, X (5:2,0,8), V(s; 2, 0,1))ds, (4.9)
t

ce qui est équivalent a:

g(1i, X (1350, 8), V(155 2,0,t)), s T; > —00,
[t @,v) = (4.10)
0, sinon.
Définition 4.1.2 Soit E € (L™ (IR; Wh>(Q)))¢ et g € Li, (IR x ¥7) des fonctions T-
périodiques. La solution par caractéristiques périodique f € L}, (IR; x Q2 x IRY) du probléme
(4.1) est donnée par (4.9).
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Remarque 4.1.2 En général il n’y a pas d’unicité pour la solution faible puisque f
peut prendre des valeurs arbitraires sur les caractéristiques ne rencontrant pas le bord
(r; = —00). Mais il est possible de démontrer que la solution par caractéristiques est
l'unique solution minimale de [’équation de transport. Ce type de solution a été tout d’abord

introduit pour ’étude des solutions stationnaires (voir [41] et [7]).

Remarque 4.1.3 Puisque le champ électriqgue E est supposé T -périodique en temps, on
vérifie que (X (s + T;x,0,t +T),V(s+ T;z,v,t+T)) = (X(s;2,v,t),V(s;x,0,t)). En
utilisant cette relation, on peut montrer facilement la périodicité de la solution par carac-

téristiques.

Remarque 4.1.4 Si g € C' (IR, x ¥7) alors la solution par caractéristiques est une

solution classique de (4.1).

4.1.2 Estimation du temps de vie des particules

Afin d’assurer des estimations L pour la densité de charge et de courant, nous imposons

les conditions suivantes :

IE| <Ll (1)
Lw(BtXQ) = 4 5(9) ) .
E € (L™(R; WH>(Q)))", (4.12)
supp(g) C {(t,z,v) |t € Ry, x € 0N, v-v(x) < 0,v9 < |v] < vy} (4.13)

Ici, 6(Q2) représent le diameétre de € et les vitesses vg,v; sont des constantes positives. Avec

ces hypothéses, nous avons:

Lemme 4.1.1 Supposons que le champ électrique et la donnée au bord vérifient (4.11),

(4.12) et (4.13). Alors le temps de vie dans ) des particules issues du support de g est
fini:

, V(t,z,v) € supp(g). (4.14)
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Démonstration

Supposons qu’il y ait une particule issue du support de g a t = 7; et qui reste toujours
9(52)

Vo

0<wvy < p-V(r) <y,

dans le domaine Q a t; > 7, + 2 - . Conformément a (4.13), nous avons:

ou u=V(r;)/|V(r;)|. Par 'intégration de (4.5) sur [1;,t] C [7;,¢1], nous obtenons:
t
X(t) = X(7) *’J/ V(s)ds, (4.15)

V@:wm+/E@X@m& (4.16)

En utilisant (4.16), on trouve pour tout t € [1;,7; + 2 - 6(Q2) /vo]:

peV(t) > p-V(n) = |Ellcomxa) - (t—T7i)
L ul? 6(Q)
> _ . 9.
= TS0 %
Vo
= —. 4.1
5 (4.17)

Dong, la particule se déplace dans la direction p au moins avec la vitesse vy/2 pendant
t € |1, 7 +2-6(Q2)/vg]. De plus, on peut choisir e > 0 et t. =7, +2-0(Q2)/vg +& < t; tels
que:

p-V(t) > 0,Vt € [r,t.] (4.18)
En utilisant & nouveau (4.5), nous avons:

[ X(t:) = X(m)| = |p- (X(t) = X(7))]
= /E/L-V(s)ds

7

Ti+2-(5(Q)/v0+E
= / w-V(s)ds

> (2-%))+s>-%:5(9)+s-%, (4.19)

qui est en contradiction avec X (t.) € €.

Corollaire 4.1.1 Supposons les memes hypothéses que dans le Lemme 4.1.1 (4.11), (4.12),

(4.13) et soit f la solution par caractéristiques de la Définition 4.1.2. Alors nous avons:

supp(f) C {(t,,0)t € Ry €0, 2 < o] S vy + 2} (4.20)
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Démonstration
Nous déduisons 'estimation (4.20) en utilisant le lemme précédent. Conformément a
(4.16), on obtient:

t
V(O = V() + [ E(s X ()i (ao1)
et donc:
VO = V)| = IElleogmr e - (& —7)
5(9) 1 |U0|2
> —92. L2
= " v 4 6()
_ W
= (4.22)
et:
VOl < V)| + 1Elcomxa) - (E—7)
5(9) 1 |U0|2
< 2. L.
T (0)
= ut % (4.23)

4.1.3 Equation de Vlasov avec terme d’absorption

Lemme 4.1.2 Soient E € (L®(Ry;Wh*(Q)))? et g € L®(IR x X7) des fonctions T-
périodiques qui vérifient (4.11), (4.13). Alors la solution faible périodique dans L™ (IR; X
Q x IR?Y) de ’équation de Viasov modifiée :

Q- frOf+v-Vof +E-Vof=0, (tz,0) € R xQx IR,
(4.24)
f=gy, (t,z,v) € IRy x ¥~.

est unique et donc elle est la solution par caractéristiques.

Démonstration Supposons que f est une solution faible périodique dans L (IR, x {2 X

IR?) avec g = 0. Nous avons:

Of+v -Vof +E-V,f = —a- f € LR, x Q x RY),
(4.25)
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et donc ( cf. [4], [27]) nous obtenons:

_a'fz = f(atf+vv$f+Evvf)
= %(atf2+v-V$fQ+E-va2).

Par Pintégration de cette relation sur ]0,7[xQ x R? on déduit :

T 1T
a/ / frdvdxdt = ——/ / / v-v(x) fPdvdodt
o JaoJme 2.)o Joa Jme

I )
~3 v-v(z)frdvdodt = 0.
o Js-

4.2 Solutions périodiques du systéme de Vlasov-Poisson

1D

IN

Dans cette section nous considérons le cas mono-dimensionnel et €2 est l'intervalle |0, 1].

4.2.1 Continuité des caractéristiques

On travaille sous les hypothéses (4.11), (4.12),(4.13), qui assurent un temps de vie fini
Touwt = 2/vg et une vitesse minimale v,,;, = vy/2 pour toutes les particules. On montre la

continuité C° des caractéristiques de 1’équation de Vlasov.

Lemme 4.2.1 Considérons une suite de champs électriques (E,),>1 qui vérifie :

2
U,
||En||CO(]Rt><[0,1]) < | Z| ) (4.26)
| En(t,2) — En(t,y) |< L|x—vy|,Vt € Ry z,y € [0,1], (4.27)
lim E,=E  dans  C°(IR; x [0,1]), (4.28)

n—oo

et soit g € L (IR, x ¥7) une fonction telle que:

supp(g) € {(£,0,v) [t € IRy, 0 <wp < v <wn}
{(t,L,v) | te Ry, —v; <v < —up}. (4.29)
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Alors nous avons Vs € (11, 7) N (73, 7o)

9\ 1/2 I+2
(U—> | En — El|co(r,x[0,1]) €XP ( > ,

0

2 1/2 L—|— 2
(U—> | B — El|co(mr,x[0,1)) €XP ( > ,

B
3
©
|
e
&
IA

=
=
|
<
=
A

0 Vo
et ausst :
2\ %2 L+2
|7_07'ti — To,i| S (—) . ||En — EHC’O(lRtX[O,lD exp ( > (430)
Vo Vo
Démonstration

D’abord on remarque que (4.26), (4.27) sont aussi vérifiés par E. Donc les caractéristiques
associées & E sont bien définies. Soit (¢,z,v) € IR, x (0,1) x IR,. On multiplie (4.5) par
Xo(s;z,v,t)— X (s;2,0,t) et V,,(s;2,v,t) =V (s; 2, v,t) pour obtenir Vs € (77, 72)N (73, 7o) :

1d 2 1d 2 _
5£|)(n(s)—)((8)| + §£|Vn(s)—V(8)| =

= (Xu(s) = X(5)) - (Va(s) = V(s))
+ (En(s, Xu(s)) — E(s,X(5))) - (Va(s) = V(s))

Xu(8) = X)P 4 5 [Vals) = V()P

IN

1
2

+ (L[ Xa(s) = X (s)| + [[Ew = Ellcogmxppay)

X [Vals) = V(s)
< TE2(1X0(0) ~ XOP + Vals) = V)P)
+ 2B~ Ellfamooay (431)
qui nous conduit a:
Xu(5) = X()E + [Vals) = V() <
< L+2/|X X +[Va(r) = V() s

+ |t = sllEn = Ellcogm, <o) (4.32)
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En utilisant le Lemme de Gronwall (et le Lemme 4.1.1), nous déduisons que Vs € (17, 7. )N

(T3, To):
2
X6 = XF + Vs = VO < 215 = Elfsmy
L+2
exp (2 i >, (4.33)
(%)
et aussi:
9\ /2 L+2
Xo(s) = X(s)] < (—) ||En—E||co<M,m-exp( ) (4.34)
Vo Vo
2\ /2 L+2
Vo -VOl < (2) 18- Blompn v (522), 1)

. 2 . .
puisque |t — s| < —. Afin d’estimer la différence entre les temps d’entrée, supposons que
Vo
7; < 7'. Nous avons:

3' |7—z'n_7—i| <

= |X(7") = Xa(7))]

)

2\ /2 L+2
< (U—> | B — E|cogmx[o,1)) * €xXp ( > : (4.36)
0

Vo

puisque X (7;) = X, (") et donc:

9 3/2 L+2
=l (2) 1 Bl e (252)).
0

Vo

Si l'autre inégalité est vérifiee 7, > 7

. on peut trouver la méme relation en remplacant

X, V.7, par X,,,V,,, 7" respectivement. Le méme calcul nous conduit a une estimation

similaire pour les temps de sortie :

2% L+2
|7_(:L — T0| S <U—> . ||En — E“CO(]RtX[O,I]) - exp < > . (437)
0

Vo
Lemme 4.2.2 Supposons les mémes hypotheses que dans le Lemme 4.2.1. St en plus g €

Whee (IR, x ¥7) et si on note par f,,f les solutions données par (4.10) qui correspondent

aux champs électriques E,,E, nous avons [’estimation :
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| fo = fllze(mexo)xme) < lgllwiec(mexs-) - 1 B0 — Ellcom,xo,1)
2\ /2 9 L+2
(—> (1 + 0y —> - exp ( i > (4.38)
Vo 2 Vo Vo

Supposons que 7; < 7/ alors, en utilisant le Lemme 4.2.1 et (4.26), la différence entre les

Démonstration

vitesses d’entrée est donnée par:

Vo) = V(m)| < [Va() = V() [+ V(") = Vi(n)]

K3 K3

2\'* L+2
Z) 1= Bleo-enp (22) 4
0

IN

T QY

Y

_/Tin ds °

2\ /2 L+2

—) 1B, — Elles - exp (—) e =] 1Blleo

U Vo

2\ /2 L+2

—> <1+%)-||En—E||Co-exp <L> (4.39)

Vo

Supposons maintenant que g € W1 (IR, x ¥7). On peut vérifier facilement la conclusion
du lemme en utilisant (4.30) et (4.39):

IA
/N N N

<

|fn(t7xav) - f(taxavﬂ = |9(Tin7 0, Vn(Tzn)) - g(Tiaoa V(Tl))|

< ||9||W17°°(Rtxzf)

x (|7 =]+ Va(r") = VI(m)])

< lgllwreo(mixs )| En = Ellcomxjo,1)
2\ M/ 2 L+2

x (-) (1 + Dy —> exp ( i > . (4.40)
Vo 2 Vo Vo

4.2.2 Existence

Dans cette section nous montrons un résultat d’existence de solution périodique par ca-

ractéristiques pour le probléeme de Vlasov-Poisson dans une dimension d’espace.
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(0f +v-0.f+E-0,f =0, (t,z,v) € Ry x[0,1]x R,
f=g, (t,x,v) € Ry x ¥,
E(t,z) = 0,p.(t,x), (t,z) € IR, x[0,1],
0= f(t, z,v)dv, (t,x) € IRy x [0,1], (4.41)
R,
©(t,0) =0, t € Ry,
\ o(t, 1) = ¢1(t), t € IRy, p; T — périodique.IR,,

On veut utiliser le théoréeme du point fixe de Schauder. On définit une application qui
transforme un champ électrique périodique F dans un autre champ électrique E; ou Ej
est définit comme il suit. Soit f la solution périodique par caractéristiques de la Définition
4.1.2 qui correspond au champ électrique E. Le champ électrique E' = 0, est déterminé

en utilisant I’équation de Poisson avec la densité p(t,z) = f(t,z,v) dv. Pour assurer

Rv
I'invariance du domaine on impose des hypothéses supplémentaires. Nous avons:

Théoréme 4.2.1 Soient g € L>*(IR; x ¥7) une fonction périodique, ¢, une fonction

T-périodique continue, 0 < vy < vy tels que:

supp(g) C {(t,0,v) [t € Ry, 0 <wy <wv < v}

U {tLv)|te Ry —v <v < —upl, (4.42)
2
v
1]l ooy + 3 - v - [[gll Lo (e xs-) < %- (4.43)

Alors, le systeme (4.41) a au moins une solution périodique par caractéristiques.

Démonstration

On denote par F : X — X I'application:
E = fg — pp — E' = 0,0, (4.44)
ou:

2
EeX= {ecCR, x[0,1]); llellcoqm,«jo.1) < %

le(t,z) —e(t,y)| < L- |z —yl, Va,y € [0,1], (4.45)

e(t,r) =e(t+T,z), ¥V (t,z) € R, x [0,1]},
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avec:

L =2 v g|lzeo(mexs-)- (4.46)

Ici f est la solution par caractéristiques donnée par (4.9) et E' = 9, est la solution du

probléme de Poisson :

0= py = / f(t,a,0)dv, (t,x) € R x [0,1],

(t,0) =0, t € R, (4.47)
[ ot 1) = ¢u(2), t € IR,
Pas 1 L’application F est bien définie (F(X) C X ).
Soit E' € X. En utilisant le Corollaire 4.1.1 (4.20), nous obtenons:
[ollcome <o) < 2+ v1 - (|9l oo (mexs-)- (4.48)
Le champ électrique E' s’écrit :
1 T
B'(ta) = oit) = [ (L=9) - pult)dy+ [ pelt)dy (4.49)
0 0
et donc:
1 3
IE ooy < [l + 5 loE[lcomxo,1)
< leallzee + 3 - v1 - [ gl oo (e xs-)
< Il (4.50)
- 4
Le champ électrique E' vérifie aussi :
EYt,2) = E'(ty)| < 0B [ re(mexio,) - |2 = Yl
= lpellzewmxpu) - [ =yl
< 2 |lgllpemexs-) - e =yl
= L-|z—yl (4.51)

De plus, puisque E est périodique en temps, fr, pg, @ et E' sont aussi périodiques, et
alors E' = F(F) € X.

Pas 2 L’application F est compacte pour la topologie de C°(IR; x [0,1]).
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Nous montrons que F(X) est compact. Pour cela nous allons déduire une estimation de
la dérivée temporelle de E' = F(E), E € X. De (4.49) nous obtenons:

1 T
O(E' — 1) = —/ (1 —y)Oiprdy +/ D ppdy.
0 0

Maintenant on utilise la loi de conservation de la charge 0,pg+0.7r = 0, 0l jp = fv vfpdv.

Une intégration par parties conduit a:

at(Ell - 801) :/0 ]E(tay)dy - jE(th)'

Ainsi, de (4.45) nous obtenons que E' — ¢, vérifie la condition de Lipschitz en espace et
en temps. En utilisant le théoréme d’Ascoli, on déduit que E' — ¢, et E! restent dans un
compact de C°([0,T] x [0,1]).

Pas 3 L’application F : (X,C°(IR; x [0,1])) — (X, C°(IR; x [0,1])) est continue.

Soit (E,)n>1 C X, lim, .o E, = E dans C°(IR; x [0,1]). On denote par f, la solution
par caractéristiques donnée par (4.9) qui correspond a E,. En utilisant (4.37), (4.34) et

(4.35), on passe a la limite pour n — oo in (4.9) qui s’écrit maintenant :

< fo,p> = (4.52)
— / / / g(t,L,v) - (s, Xn(s;1,0,t), Vi(s; 1,0, t))dsdvdt
v<0

+ / / / g(t,0,v) - (s, X,(s;0,0,1), V., (s;0,v,t))dsdvdt.
v>0

En utilisant le Lemme 4.2.1 on peut passer a la limite dans cette expression. Donc
fn est une suite convergente au sense de distributions dont la limite f est la solution

par caractéristiques qui correspond au champ E. De plus, de 'estimation uniforme dans
L*>(IR; x (0,1)) on déduit:

fo— 1, faible x dans L>(R; x (0,1) x IR,). (4.53)

De la méme facon, les densités p, convergent faiblement, puisque les supports de f, sont

bornés en vitesse:

Pn = fo(t,z,v)dv — p = f(t,z,v)do, faible x dans L*(IR; x (0,1)).

R, R,

(4.54)
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D’autre part, la convergence faible de p, implique la convergence faible de F(E,) vers
F(E) ( pour linstant dans L*°(IR; x [0,1])). Puisque F est compact, on déduit que
F(E,) — F(E) dans C°(IR; x [0, 1]). Cela montre la continuité de I'application F. Main-
tenant, en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder, on prouve 'existence de la solu-
tion faible périodique du probléme de Vlasov-Poisson mono-dimensionnel, ce qui conclut

la preuve du Théoréeme 4.2.1.

4.2.3 Unicité

Dans cette section nous nous sommes intéressés aux résultats d’unicité.

Théoréme 4.2.2 Sous les mémes hypotheéses que dans le Théoreme 4.2.1, en supposant
de plus que g € WH*(IRy x ¥7) et :

g llwioo(m, x5y < (4.55)
3 U1 <

alors le systéme (4.41) a une solution faible périodique unique.

Démonstration

L’existence a été déja montrée dans la section précédente. Afin de montrer 'unicité, nous
allons démontrer que ’application F est une contraction. Soient E, F' € X deux champs
électriques et notons par fg, fr les solutions correspondantes. Le Lemme 4.2.2 (4.38) et

le fait que fg, fr aient les supports bornés en vitesse, nous permettent d’écrire:
lpe = prllcom, <o)y < 201 ||gllwreemxs-) - 1B = Fllcom,x(o.1)

2\ /2 y L+2
(—) (1 + 24 —) exp ( i > (4.56)
Vo 2 Vo Vo

3
|F(E) = F(F)lcomixpo,) < 3 lpE — prllco(m:x0,1)

De la formule (4.49), on déduit:

< 3-vr - ||gllwreemixs-) 1B = Fllcome <o)

2\ /2 2 L+2
(—) (1 + 2y —> - exp ( i > . (4.57)
Vo 2 Vo Vo
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Finalement on obtient:

|F(E) = F(F)lcogmexo) < q - [1E = Flleom. <o), (4.58)
ol ¢ est donné par:
2\'/? L+2 v 2
qg=3- <—> exp ( ) -y - <1 +-+ —> Ngllwreo(mxs-) < 1. (4.59)
Vo Vo 2 Vo

4.3 Solutions périodiques du systéme de Vlasov-Poisson

multi-dimensionnel

Dans ce paragraphe on étudie l'existence de solution faible périodique pour le probléme

de Vlasov-Poisson multi-dimensionnel :

Of +v-Vuf +E-V,f =0, (t,z,v) € R, xQ x IR%,
f=g, (t,x,v) € Ry x X,
E(ta J?) - vx(pa (t,l’) € Bt X Q’ (460)
Ay = f(t,z,v)dv, (t,x) € Ry xQ,
R¢
\ ¥ = Yo, (t,x) € Bt x 0f).

Ici, les données au bord g et ¢y sont des fonctions T-périodiques. On cherche des solu-
tions faibles périodiques (f(t,z,v), p(t,z,v)). Comme précédemment, nous allons utiliser
le théoréme du point fixe de Schauder. On définie une application qui associe a un poten-
tiel électrique ¢ un autre ¢, ol ; est définit comme il suit. Soit f la solution périodique
par caractéristiques de la Définition 4.1.2 qui correspond au champ électrique F = V.
Le potentiel ¢, est déterminé par la résolution du probléme de Poisson avec la densité
p(t,z) = [pa f(t, 2, v)dv. Malheureusement cette technique ne peut pas étre utilisée di-
rectement plzisque la Définiton 4.1.2 demande que le champ électrique vérifie la condition
de Lipschitz par rapport a x.En général on ne peut pas assurer une telle régularité et en
conséquence on doit régulariser le potentiel. On doit introduir aussi un terme d’absorption
dans I’équation de Vlasov afin d’avoir 'unicité de la solution faible. Donc la stratégie de la
démonstration est la suivante. D’abord on montre ’existence de solution faible périodique
pour le probléme régularisé en utilisant le théoréme de Schauder. Ensuite on passe a la

limite pour le parameétre de la régularisation vers zéro.
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4.3.1 Existence pour le probléme régularisé

Soient p > d 4+ 1 un exposant positif et X’ 'ensemble de fuctions ¢ qui vérifient :

o€ LY(Rs; WP (), el e(mrawze) < Ch, (

Op € L=(R; WH(Q)) 10wl co(mmrr(y) < O, (
1 |u|?

|Vaoll Lo (moxoxmt)y < 1 %7 (

w(t_kTa') = Qp(ta')a (

ou C; et Cy sont des constantes qui seront fixées par la suite. En tenant compte des

conditions (4.61),(4.62), nous avons pour toute fonction ¢ € A

||vx80||€vl,p((o,T)XQ) = ||atvx90||ip((0,T)><Q)
d
+ ZHaxivx(pHZ];P((O,T)XQ)
i=1
< K(Cy,0h) (4.65)

En utilisant le résultat de compacité:
WEP((0,T) x Q) = C°([0,T] x Q)  (p>d+1, §(Q) < c0),

on déduit que {V,plp € X} est un compact de C°([0,T] x Q). On déduit que X est
un compact de C°([0, T]; C*()). On introduit maintenant I'application de régularisation

suivante :

R, : C°([0, T}; CH(Q)) — C°([0,T; C*())
o0 Raplt.0) = [ Gl =) Blt)dy, (4.66)
IRy
ol (, > 0 est un noyau de régularization :

Gy = ¢ (2) | cecr(my

al
supp(C) C By C(u)du = 1.
R4
Ici, = est un opérateur d’ extension linéaire de C1(Q2) vers C*(IR?) (a condition que la

frontiére du domaine 92 soit C'). Donc, P est une extension T-périodique sur IR; x IRY

de ¢ telle que:

||Vx¢||Loo(1Rtx1Rg) < ||vx90||L°°(lRt><Q)- (4.67)
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Evidemment, R, est bien défini est continu. De plus, (4.63) est préservé par cette appli-

cation. Par définition R,y est T-périodique. Ensuite, on considére I'application :

FipeX g, (4.68)
ou:
Ax(plll(t) = fa(t, T, U)d?] = pa(t)a x €
IRY
(4.69)
pu(t,z) = polt,x), x € 0N).

Ci-dessus, f, est la solution par caractéristiques de I’équation de Vlasov modifiée suivante

qui correspond au champ V, R,y

- fo+O0ifa+v-Vofat+ VeRop - Vofa=0, (t,z,v) € R x Qx IRY,

(4.70)
fa:ga (t,.’L’,U) E]RtXE_.
Le terme « - f, change la formule (4.9) de la fagon suivante :
< fa, 0> = / dt/ dvdo/ g(t,x,v)
0(s, Xa(s;x,v,1), Va(s; 2,0, t))e Vs, (4.71)

On montre maintenant que ’application F transforme X dans lui-méme et qu’elle est
continue sur C°([0, T]; C*(2)) pour un choix convenable des constantes C; et Cy et pour

de petites données au bord.
Pas 1 Invariance du domaine.

Soient ¢ € X le potentiel électrique et ¢, = R.p sa régularisation. On vérifie (4.11),
(4.12), (4.13) et du Lemme 4.1.1 on déduit I'existence d’un temps de vie fini 2 - §(2) /vy.

En utilisant le Corollaire 4.1.1 nous obtenons aussi :

||pa||ll)/°°(mt;Lp(Q)) = SUP/§;|pa(t,J})|pd(L‘

telR:
/ fo(t,z,v)dv
vo/2<|v[<v14vo /2

= sup/
telR: J Q

< Nl e, vOI(Q)

(3= ]

p

dx
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oll wy est le volume de la boule unité de IRY. Maintenant si on fait appel aux résultats de

régularité pour le probléme de Poisson, on obtient :

loallemamzr@)y < ColQ) (l@oll poo(mewa-1ow@0)) + l1PallLe(®eLr )
< OP(Q) (||§00||L°°(]Rt;W2—1/p,p(aQ)) + UOZ(Q)I/p

191l Lo (e xx-) wa {(“ + %)d B (%)d})
Cy

(4.72)

Nous allons choisir:

C1 = Gy(Q) (HQOU||L°°(Rt;W2—1/PsP(3Q)) + UOZ(Q)I/p : ||9||L°°(1Rtx2—)
Vo d Vo d
Wq |:<U1 + 5) - (5) :|), (473)

tel que ¢! vérifie (4.61). Finalement, en prenant la dérivée de (4.69) par rapport a ¢ et en

utilisant I’équation de continuité, on obtient :

JANNG X5 = Opa(t) ==V Jja, x €
(4.74)
at(ﬂi(t, J?) = at(po(ta iU), VS aQa

avec jo = [vfa(t,z,v)dv. On observe que:

1V Jall Lo (mew-1e0)

IN

| Jall oo (meszr(02))

< gl (mexs-) vol ()P (vy 4 1y/2)
3) - (3)
Wq {(?h + 2) 5
qui conduit a:

10vph |l e(mawie)y < Cp() (1000l Lo (mreswr-1/m(062)) + V0L ()P wy

9] oo (rexcs) {(m + %)d - (%)d] (vl + %))
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Ensuite on choisit :

Cy = Cp(Q) (10cpoll oo (msswi-17p0(052)) + VL)Y (gl ooy )
Vo d Vo d Vo
Wy |:(U1 + ?) - (?) :| <U1 + 5)) (475)

Maintenant on peut montrer (4.63). Soit Cs(2) la constante de Sobolev telle que:

||vx90i||00((2) < CS(Q) : ||ng0i||wl,p(g)
< () ||<10(11||W2*P(Q)
< G (Q)OP(Q) ’ (H(;OO||L°°(1Rt;W2—1/p,p(ag)) + UOZ(Q)I/p

Vg \ ¢ vp \ ¢
ol [(n+ ) = (2)] o

(4.76)

Cette estimation nous conduit a la condition sur les données sous laquelle on peut montrer
notre résultat d’existence.
Hypotheése

Dés maintenant nous supposons que les données vérifient la condition suivante :

||900||L°°(Rt;w2—1/P,p(aQ)) + UOZ(Q)I/p : ||9||L°°(1Rtxzf)

Wi [(”1 - %)d N (%)d} S EA() !ng(Q) Q) (4.77)

On résume les résultats obtenus ci-dessus dans:

Lemme 4.3.1 Sous Uhypothése (4.77) avec Cy et Cy donnés par (4.73), (4.75), F trans-

forme X dans lui-méme.
Pas 2 Continuité.
On travaille dans la topologie de C°(IR;; C*(Q)) muni avec la norme :

ol = llellee + [[ Vol e (4.78)

Soit (¢n)ns1 C X, ©, — ¢ une suite convergente dans C°(IR;; C1(Q)). En utilisant la
continuité de R,, nous avons aussi Ry, — Rap dans C°(IRy; C1(Q)). Soit f, o la solution
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par caractéristiques de I’équation modifiée de Vlasov qui correspond au champ V,.R,¢,.

Evidemment, nous avons I’estimation :

||fn,a||L°°(]Rt><Q><lR;{) < ||g||L°°(lRt><E—)-

Par un argument standard de compacité, on peut extraire une sous-suite de (f,, o)n>1 telle

que:
fra = fo dans L®(IR; x Q x IRY), faiblex. (4.79)

En utilisant la formulation faible, pour toute fonction 6 € V nous avons :

T
/ // foalt,m,0)(—a -0+ 00 +v- Vb + V,Rap, - V,0)dvdrdt =
0o JaJRrd

T
= / / v-v(x)-g(t,z,v)-0(t z,v)dvdodt
0o Ju-

et on déduit que f, est une solution faible de I’équation de Vlasov modifiée qui correspond
au champ V,R,p € C°(IRy; C1(Q)):

T
/ / / falt,z,v)(—a-0+ 00 +v-V,0+ V. Ryp-V,0)dvdxdt =
0o JoJrd

= /OT / v-v(x)-g(t,z,v) - 0(t,z,v)dvdodt

Maintenant, en utilisant le Lemme 4.1.2 , on déduit que f, est la solution par caractéris-

tiques de I'équation de Vlasov modifiée associée au champ V,Ry,p € C*(IR; CH(Q)):

< far 0> = —/OT/E/tTgU-V(a:)-g(t,a:,v)

0(s, Xa(s;x,0,t), Va(s;z,v,1)) - e 2 Vdsdvdodt. (4.80)

Comme la limite est unique, la suite entiére converge faiblement :

fra = fa faible % dans L®(IR, x Q x IR%).

De plus, comme f, , a le support en vitesse compact, nous avons:

Pn.a — Pa faible x dans L= (IR, x (),
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qui donne:
Pna — po faible x dans L" (IR, x ).

On obtient:

F(p,)(t) = F(p)(t) faible x dans W>"(Q), a.et € IR,.

Comme (F(p,))n>1 restent dans un compact de C°(IR; C*(Q2)) ( puisque X est compact),
la convergence est aussi valable dans C°(IR;; C(9)).

Pas 3: Passage a la limite pour v — 0.

Nous allons appliquer le théoréme du point fixe de Schauder. On déduit 'existence d’un

potentiel électrique ¢, € X et d’une distribution f, telle que:
T
/ / / folt,z,0)(—a- 0+ 00 + v - V0 + Vo Ropo - V,0)dvdxdt =
0o JoJrd

= /OT / v-v(x)-g(t,z,v)-0(t,z,v)dvdodt, (4.81)

pour toute fonction test 0 € V et :

Appe = folt,z,v)dv, (t,x) € IRy xQ, (4.82)

Re
Yo = @o, (t,x) € IRy x 0N.

Pour compléter la démonstration, on doit passer a la limite pour @ — 0. Comme (¢4 )as0 C
X qui est un compact de C°(IR; C'(Q)), on peut supposer que (@q, )k>1 €st une suite

convergente :

Yo, — ¢ dans C°(IR, x ), (4.83)

Vo, — Vap dans C°(IR; x Q).

Nous avons les mémes convergences pour les potentiels régularisés :

R, ¢a, — ¢ dans CO(th x ),

VoRa, ©ap — Vaip dans CO(IR; x ). (4.84)
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En effet, puisque lopérateur d’extension = est continu, pour tout (t,z) € IR; X §2 nous

avoIs :

|Roy 0o, (t,2) — 0(t,x)| = |Ray o, (t,x) — B¢, x)|

(VAN
—
N

(=) [ Pu, (t,y) —D(t,y) | dy |

|/<ak<x—y>[a<t,y> —(t,x) | dy |
1B (6) = B(8) lomias
+ sup |@(t,y) —p(t,xz) | — 0. (4.85)

le—y|<ag

IN

La deuxiéme convergence (4.84) suit de la méme fagon.

Evidemment nous avons:

T
ak/ // fa, (tyz,0) - 0(t, x, v)dvdzdt — 0,
o JaJrd
(4.86)

et par conséquent on déduit que f,, — f faible x dans L>(IR; x Q x IR%), ou f est une
solution faible de I’équation de Vlasov qui correspond au champ V¢ ( on passe a la limite

pour oy — 0 dans (4.81)):

T
/ / / f(t,z,v)(08 +v-V,0+ V- V,0)dvdedt =
o JoJmd

= /OT / v-v(z)-g(t,z,v) - 0(t,z,v)dvdodt, (4.87)

pour toute fonction test # € V. On doit montrer que (f, @) vérifie I'équation de Poisson.
Puisque (suppfa,,) sont bornés ( uniformément par rapport a k ) nous avons:
Pa, — P = f(t,z,v)dv, faible x dans L*>(IR; x Q).
R
Par conséquent, en passant a la limite au sens des distributions dans (4.82) on obtient
A, = p. La convergence (4.83) implique aussi ¢ = ¢y sur 0€2. On résume notre résultat

dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 Soient g et @y des fonctions T-périodiques, 2 un ensemble borné de

R avec 00 € CY, p>d+1 et 0 <wvy < v tels que:

supp(g) C {(t,z,v) |t € Ry, x € 02,0 < vy < —v-v(z) < |v| < v},
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g € LR, x %),

wo € L®(Ry; W HPP(9Q)),

Orpy € Loo(]RtQWkl/p’p(aQ))a

10l oo (w21 o)) + K19l Loy -y < M,

avec !

ol e {(”1 +3) - (%)d} M 4(;5(9)'?!(9) 5@

ot wy est le volume de la boule unité de IR, C,(Q) est donné par (4.72) (résultat de
régularité pour le probléme de Poisson) et Cs(S2) est donné par (4.76) (injection compacte

de Sobolev). Alors, le systéeme (4.60) a au moins une solution faible périodique.
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Chapitre 5

Solutions périodiques du systéme de

Vlasov-Maxwell

5.1 Equation de Vlasov. Définitions

Dans ce paragraphe on suppose que le champ électromagnétique (E,, E,, B,) est T-
périodique en temps et on s’intéresse a 'existence de solution périodique f du probléme
de Vlasov:

Ouf + .+ 0uf + L(Er v, B.) - 0o f + (B, —uv,-B.)-0,f =0,
(t,z,v,,0,) € IRx]0, L[xIRZ, (5.1)
f(t,0,v,,0,) = go(t,vs,vy), t€ R v, >0,0, € IR, (5.2)
f(t, L,vg,vy) = gr(t,vs,vy), t€ R v, <0,vu, € IR,. (5.3)

Ici g(> 0) et m sont la charge et la masse des particules. En méme temps on suppose que les
fonctions de distribution de particules entrantes gg, g; sont aussi T-périodiques en temps.

On rappelle maintenant les notions de solution faible et de solution par caractéristiques:

5.1.1 Solution faible de I’équation de Vlasov

loc

Définition 5.1.1 Soient E,, E,, B, € L=(IR;x]0, L|) et go, g1 € L,.(IR; x ¥7) des fonc-
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tions T-périodiques en temps, ot :
¥ = {lt,x,vp,vy) |t € R,z =0,v, > 0,0, € R}
U {(t,z,v,,v,) |t € R,x=L,v, <0,v, € R}. (5.4)

La fonction f € L, (IR;x]0, L[xIR?) est une solution faible T-périodique du probléme

(5.1), (5.2), (5.8) ssi:

T pL
/ / (0,0 + v, - 0,0 +
0o Jo JR?

(B, +v,-B.)- 0,0

I*Q S =

B.)-0,,0)f(t,x, vy, vy)dvdzdt

/ / V.91 (t, Ve, vy)0(t, L, vy, vy )dvdt
V<0 J vy

N\

/ / V2 Go(t, Vg, 0y )0(1, 0, v, v, )dudt — (5.5)
Ve >0 J vy
pour toute fonction T-périodique 0 € V, ot :

V={n € W"*(Rx]0,L[xIR}) ; n(t,0,v, <0,v,) =n(t, L, v, > 0,v,) =0,
3B sous-ensemble borné de IRZ, supp(n) C IR; x [0, L] x B}

Autrement dit, une solution faible du probléme (5.1), (5.2), (5.3) vérifie:

T
< f,p> = / / / Uy - g1 (t, vy, vy) - 0(t, L, vy, vy)dodt
0 V<0 J vy
T
/ / / Uy + Go(t, Uz, vy) - 0(t, 0, vy, vy )dvdt (5.6)
0 vz >0 J vy

pout toute fonction T-périodique ¢, o 6 est la solution du probléme :

q

00 + v, - 0,0 + — (E +uv,-B.)- 0,0 + E(Ey—vx-BZ)-&,yH:cp,
(t,z,v,,0,) € IRyx]0, L[xIR: (5.7)
0(t,0,v,,v,) =0, te€ R v, <0,u,€ R, (5.8)

0(t,L,v,,v,) =0, te€ R v,>0,v,€lR,. (5.9)
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Remarque 5.1.1 Dans la définition précédente nous pouvons supposer que le champ élec-
tromagnétique est seulement dans (L?(IR;x]0, L[))* en demandant plus de régularité sur f
(et go,91), en particulier f dans L (IRyx]0, L[xIR?) convient, ot q est [’exposant conju-

loc

qué.

Si le champ électromagnétique vérifie (E,, E,, B,) € (L*(R; W">(]0, L[)))?, nous pou-

vons exprimer la solution en terme de caractéristiques. Soit (¢, x, v,, v,) dans IR; x]0, L[ x IR,

nous notons X (s; z, vy, vy, t), Vi(s;,v,,v,,t) et V,(s;2,v,,v,,1t) la solution du systéme:

(dX
ds = V(857,00 0,), s € [7i, 7o)
X(t;z,v5,0,t) = uw,
dv, _q
- = —(Buls, X(5)) + Vy(s) - B:(s, X(5))), s € [Ti, To] (5.10)
Vilt; 2,0, 0y, 1) = vy,
dv, g
N = (B X(9) - Val9) B, X(s)). s€lrr)
\ Vy(t;x, v, 0y, t) = vy,

ol [7;(, Uy, vy, 1), To(x, Uy, vy, t)] est la durée de vie des particules dans le domaine |0, L] :
(X (7), Va(m), V(i) € 7 (5.11)

et:
(X (7o), Va(T), Vi (7o) € Xt U O, (5.12)

Les sous-ensembles de {0, L} x IR? X7 et X° sont définis respectivement par :

¥t o= {({t,z,v,v,) |t € R,z=0,v, <0,v, € R}
( vy) |t € R,x =L,v, >0,v, € R},
¥ = {(t,x Uy, Vy) |t € R,z =0,v, =0,v, € R}
U {(t,z,v,,vy) |t € R,x =L,v, =0,v, € IR}.

En utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on déduit que les caractéristiques sont

bien définies. Par intégration le long des caractéristiques, la solution du probléme (5.7),
(5.8),(5.9) s’écrit :
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0(t, x, vy, v,) = —/ (s, X (832,05, 0y, 1), Va($; T, Us, vy, T), Vi (85 2, Ug, vy, )ds.
t

La formule (5.6) conduit a:

T To
< f,p> = / dt/ / dv/ Uy - go(t, vy, vy)
0 vz >0 J vy t

o(s, X (5;0,vs,vy, 1), Vi(s;0, vy, vy, 1), Vy(s; 0,0, vy, t)ds

T To
— / dt / / dv / Uy - g1 (t, vy, vy)
0 <0 Juy t

()0(87 X(Sa L; Uy, Uy; t)a V;:(Sa L7 Uy, Uy; t)a %(8, La Vg, Uy; t)dS,

(5.13)
ce qui est équivalent a:
( gO(T’iavzp(Ti;xa U$7Uy7t)7Vy(T’i;xavcpavy;t))
siT; > —oo et X (7452, vy, vy,t) =0,
f(t7x7v$7vy) = gL(TiJ‘/x(T’i;xa U$7Uy7t)7Vy(Ti;xav$7vy7t)) (514‘)

sit; > —oo et X(7;2, vy, 0y,t) =L,

0. sinon.

\

Définition 5.1.2 Soient E,, E,, B, € L*>(R;W">=(]0,L[)) et go, 91 € L}, .(IR; X ¥7)

loc

des fonctions T-périodiques. La fonction f € L}, (IR;x]0, L[xIR?) donnée par (5.13) est

loc

par définition la solution par caractéristiques du probléeme (5.1),(5.2), (5.3).

Remarque 5.1.2 En général il n’y a pas d’unicité pour la solution faible puisque f peut
prendre des valeurs arbitraires sur les caractéristiques ne rencontrant pas le bord (1, =

—00).
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Remarque 5.1.3 Puisque le champ électromagnétique est supposé périodique, on vérifie
que X (s+T; 2, vy, vy, t+T) = X (5,2, 03, vy, 1), Vi(s+T; 2, vy, vy, t+T) = V(53 2, 0, vy, 1),
V(s +T52,0,,0,,t +T) = Vy(s; 2,0z, vy, t) et (2, 0z, 0y, +T) = 13(x, 05,0y, t) +T. En

utilisant ces relations, on peut montrer la périodicité de la solution par caractéristiques.
Remarque 5.1.4 Si gg, g, € CY(IR; x ¥7) alors la solution par caractéristiques est une

solution classique de (5.1), (5.2), (5.3).

5.1.2 Estimation du temps de vie des particules

Afin d’obtenir des estimations L> pour la densité de charge et de courant, nous imposons

les conditions suivantes:

q 2L muvd
Ell 1~ B.||j~ - —NE|fe— )| < — 1
1Bl + 18- (o + L2 ) < 52 (5.15)
(B.. B, B.) € (L™(Re W'(0, L]))" (5.10)

Supp(QO) C {(taxavxavy) ; te ]Rtax = 070 < Vo S Vg, \/ U% +U§ S Ul})

supp(gr) C {(t, 2, v, vy); t € Ry, x = L,0 > —vg > v, (/v2+ 02 <}
(5.17)

Ici, |E|p~ est la norme L> de \/EZ + E2 et vy,v; sont des constantes positives. Avec ces

hypothéses nous avons:

Lemme 5.1.1 Supposons que le champ électromagnétique et les données au bord vérifient
(5.15),(5.16) et (5.17). Alors le temps de vie dans |0, L[ des particules issues des supports
de go et de gy, est fini:

L
To(@, Vay Uy, 1) = Ti (@, Vs, 0y, 1) < 20—, V(t, 2,00, 0y) € supp(go) U supp(gr).  (5.18)
Vo

Démonstration Supposons qu’il y ait une particule issue du support de gy & t = 7; et

qui reste toujours dans |0, L[ & 7, + — < 7,
Vo

X (Ti + %> €lo, L. (5.19)

Vo
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Conformément & (5.17), nous avons:

0<y < V;U(Tz) (520)
\/V;Q(Ti) + V2(7i) < v (5.21)
On multiplie les équations sur les vitesses de (5.10) par V,(s) et V,(s) afin d’obtenir pour
s € [T, To):
L d 2 _ 4
5 7 Val(s)| = —(Els, X(5)) - Va(s) + Vals) - Vi (s) - Bz(s, X(5)) ),
2 ds m
1 d s q
S WP = LB, (5, X () Vils) ~ Vils) - Vals) - Bels, X(s)) ),

et par conséquent :

%\/Vﬁ(s) +VR(s) € L\ JE2 (5. X (5)) + B35, X ()

ce qui conduit a:

q
2 2(s) — S22l < L. /2 2 (s — T
‘\/Vx(s)+‘/;,(s) v2 402 < - H B2+ E? - (s — 1)
q 2L
< —-||\/E2+ E? -— 5.22
- m H v T By L= g ( )
Par l'intégration de (5.10) sur [r;,t] C [, s + 2L /vp], nous obtenons:
t
X(1) = X(r) + / Vi(s)ds (5.23)
g
Va(t) = V() + / LB, (5) + Vys) - B.(s)ds, (5.24)
‘g
Vy(t) = Vy(7) +/ —(By(s) = Va(s) - B:(s))ds. (5.25)

3

De (5.22) et (5.21) on déduit pour tout s € [1;, 7; + 2L/ vy] :

V()] < 01+ (s = )L Bl (5.26)
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En utilisant (5.20), (5.24), (5.26) et (5.15) on trouve pour ¢ € [, 7; + 2L /v :

t
q
Vi(t) > vx—/ L (|E(3)] +1B.(s)] - Vy(s)] ) ds
lt q q
> we [ L (1Bl 1Bl (14 = )L El~)) ds
2L 2L
> -2k (||E||Loo 1B ( " inEan—»
Ug m m Vo
> vo—%:%. (5.27)

Maintenant, de (5.23) on déduit :

Ti-l-QL/'UO
X(m 4+ 2L/vy) = O—i-/ Vi(s)ds
2L Vo
Vo 2

> =17, (5.28)

qui est en contradiction avec (5.19). Si la particule est issue du support de g, en utilisant

les mémes idées que précédemment, nous montrons a nouveau que 7, < 7; + —.
Vo

Corollaire 5.1.1 Supposons les mémes hypothéses que dans le Lemme 5.1.1 et soit f la

solution par caractéristiques donnée par la Définition 5.1.2. Alors nous avons :

T
ol < §(U1 +v9/2)” g (lgollze + [lgrllre=), (5.30)

et:

. . ™
max{||ju |z, [yll=} < 5 (01 +20/2)" - q - ([lgollz= + llgellz=), (5.31)

ot p(ta .Z‘) = qfﬂ%f, f(t,l?,v$,Uy) dv et j:n,y(tax) = qfﬂ%f, Ugy f(taxavxavy) dv.



86

Chapitre 5. Solutions périodiques du systéme de Vlasov-Maxwell

Démonstration L’estimation (5.29) suit du lemme précédent. Conformément a (5.22),

(5.17) et (5.15), nous obtenons:
‘g
V2 + V() < V) 4 Vi L E(s, X (s))|d
040 < 23+ [ X )
< Ul+(t—7',-)-i | E |1
m
2L
mug
< o4 % (5.32)
En utilisant (5.24) et (5.17) on déduit pour tout t € [7;, 7] :
t
q
V() > Vu(m) —/ E(IEx(s,X(s))l + [V (s)]|B=(s, X(s))|)ds
2L
> (rp—r) L (||E||Loo 1B ( " —||E||Loo—))
m Vo
2L 2L
> -2kt <||E||Loo 1B~ ( " —||E||Loo—))
Vo m Vo
Vo Vo
> gy — — = — :
> p- 2= (5.33)

Si la particule est issue du support de g¢;, 'estimation (5.32) reste identique et (5.33)

devient :

-V (t)

v

v

Maintenant, (5.30) et

p(t,x)

et par conséquent ||p||p~ <

IN

—Va(m) — / %(|EI(S,X(8))I + [Vy(s)l[B:(s, X (s))|)ds
vo — 50 = 50 (5.34)

(5.31) se montrent facilement. Pour (¢,z) € IR, x]0, L] nous avons:

q f(t, vz, vy) du
R,
[,

f(t, z,v,,vy) dv+q/

q f(t,x,vx,vy) dv
IR, v, <0

T

'5(014‘U0/2) “q - (|lgoll o= +'H9LHLW)7 (5.35)
5 S +v0/2)? - ¢+ (llgoll + [lgzllz=). Evidemment, (5.31)

s’obtient de la méme facon.

Remarque 5.1.5 Avec les mémes hypothéses que dans le Lemme 5.1.1, la solution par

caractéristiques f de la Définition 5.1.2 peut s’écrire sous la forme f = fo+ fL ou:
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T To
< fo,p> = / dt / / dv / Uy + Go(t, Vs, Uy)
0 vz >0 J vy t

(s, X (5;0,vs,vy,1), Vi(s;0,vz,0y,t), Vy(s;0,v,, vy, t)ds
(5.36)

et:

T To
< fr,o> = —/ dt/ / dv/ Uy - gr(t, Ug, Uy)
0 <0 J vy t

(s, X (83 L, vy, 0y, 1), Va(s; L, vy, vy, ), Vi (85 L, vy, vy, t)ds.
(5.37)

Les fonctions fy, fr sont toutes deux solutions faibles des problémes:

(B, +vy-B.) -0 fo + %(Ey — v, - B.) -8y, fo =0,

(t,z,v,,0,) € IRyx]0, L[xIR?

Ofo+ vy - Opfo + €
m

fO(taoavxavy) :go(tav$avy)7 tERt Uy >07Uy ERU)
fo(t,L,v,,v,) =0, te€R v, <0,v,€ R,

et:

ath—i_Uw'afo_F%(Ex—i_vy'Bz)'avsz + %(Ey_vw'Bz)'avnyZO;
(t,x,vs,v,) € IRx]0, L[xIRZ,

fo(t,0,v,,v,) =0, te€R v, >0,u,€ R,

fr(t, Ly vy, vy) = gr(t, va, vy), te R v, <0,v, € R,.
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5.2 Solutions périodiques pour le systéme 1D modifié

de Vlasov-Maxwell

Le but de ce paragraphe est d’établir 'existence de solution périodique faible du systéme
1D de Vlasov-Maxwell :

Ouf 40+ 0uf + (Er v, B.) - 0uf + (B, —uv,-B.)-0,f =0,
(t,z,v,,v,) € IRx]0, L[xIR2, (5.38)
1. 1
oOE, = ~Cdai= /vxf(t,x,vx,vy) dv, (t,x) € IR:x]|0, L],
(5.39)
1 1
OE, + 0,B. = —gjy == /vyf(t,x,vx,vy) dv, (t,x) € IR:x]|0, L],
(5.40)
atBZ + axEy == 0, (t, .Z') - RtX]O, L[,
(5.41)
avec les conditions aux limites :
f(t,0,v,,vy) = go(t, v, vy), t€ R v, >0,0, €R,, (5.42)
f(t, L,vg,vy) = gr(t,vs,vy), t€ R v, <0,v, € IR, (5.43)
E,(t,0) + c¢B.(t,0) = hy(t), t € Ry, (5.44)
E,(t,L) — ¢B.(t,L) = h(t), t € R;. (5.45)

Ici, les données au bord go, gz, ho, b sont T-périodiques et ¢ est la vitesse de la lumiére

dans le vide. On cherche des solutions périodiques (f(t, z, v,, vy), Ex(t,x), E,(t, z), B.(t, x)).
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Nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Schauder. On définit une application qui
transforme un champ électromagnétique périodique (E,, E,, B.) dans un autre champ
(E;, By, Bl) ou (E;, E,, Bl) est défini comme il suit. Soit f la solution par caractéris-
tiques de la Définition 5.1.2 qui correspond au champ (E,, E,, B,). Le nouveau champ
électromagnétique (E}, E,, Bl) est déterminé par la résolution du systeme de Maxwell
avec les densités de courant j, ,(t,x) = f]R% Vg f(t, 2, vy, vy)dv. Comme dans le chapitre
précédent, cette méthode ne peut pas étre appliquée directement, puisque la Définition
5.1.2 demande une certaine régularité pour le champ électromagnétique (lipschitzien par
rapport a x). Par conséquent on doit régulariser le champ. Afin de pouvoir montrer un ré-
sultat d’unicité, un terme d’absorption a été introduit dans I’équation de Vlasov. D’abord
on montre 'existence de solution faible périodique pour le probléme régularisé. Ensuite

on passe a la limite vers zéro pour le parameétre de régularisation.

5.2.1 Point fixe pour le probléme régularisé

Soit X P’ensemble des champs (E,, E,, B.) qui vérifient:
X = {(E,, E,, B.) € (L*(IR,x]0, L))’ ; [|E|l1 < K, ¢ [|B.]| 1= < K,
(E., Ey, B.)(t) = (E., Ey, B,)(t + T) ¥t € R}
(5.46)

ot K est une constante positive. A cause de la périodicité, X' est un ensemble compact

de (L%(IR;x]0, L[))? par rapport a la topologie faible, ou:

L2(IR,x]0, L]) = {u ;/OT /OL u(t, 2)[2dwdt < 0o, ult,) = u(t + T, ) V¢ € IR,).
(5.47)

Maintenant on introduit la transformation régularisante :
R, : L™(IR,x]0, L]) — L™ (IR; C*([0, L]),

oo L
(RaEx,RaEy,RaBZ)(t,x):/ /(a(t—s,x—y)-(E$,Ey,BZ)(s,y)dsdy,
—o0 JO
(5.48)
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ol (, > 0 est donné par:

1
Ca(tax) - ? (é) g) ) C € CSO(JR2)

supp(¢) C [-1,1] x [-1,1] , /00 /OO ((u,v)dudv =1

Il est facile de voir que (R, E,, Ry E,, R, B.) sont aussi T-périodiques en temps:

0o L
(RuEw RoBy RaB) () = [ [ Gulsya =) (Bus By Bt = s.p)dsdy,
—oo0 J0

(5.49)
et par conséquent on déduit que R,(X) C X. Ensuite, on considére "application :
F:(E,,E, B.) € X — (E}, E\, B), (5.50)
ou:
1 t x L
E,(t,x) = — . / (jx,a(s, r) + a/ Po,a(8,y)dy — a/ PL.als, y)dy> ds
0 0 x
1 xr
+ 2 [ p0mdy (o) € Rix0, L
0
1
E;(t, ) = §(h0(t —zfc)+hp(t—(L—1x)/c)
1 t
- 5 - Jya(s,z—c(t —s)) ds
1 t
T 5. jy;a(87x+c(t_8)) dSa (t,l’) € th]oaL[a
2e t—(L—z)/c
1
Bl(t,x) = %(ho(t —x/c) = hy(t — (L —x)/c))
1 t
- 5 - Jya(s,z—c(t —s)) ds
1 t
+ — Jya(s,x +c(t —s)) ds, (t,x) € IRy x]0, L.
2ce t—(L—z)/c
(5.51)

Cidessusona j; o = fv Uy fo AU, Jya = fv vy fo dv ol f, est la solution par caractéristiques

du probléme modifié de Vlasov suivant :
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afa + atfa + Vg ao:fa + %(RaEx +Uy - RaBz) ) avmfa

(RaEy = Ug RaBz) ' 8vyfa = 07

3 [=

(t,x, vz, vy) € IRy X0, L[XIR?),
(5.52)

fa(t,0,v,,0,) = go(t,vs,vy), t€ R v, >0,0, € IR,, (5.53)

fa(t,Lvg,vy) = gr(t,vs,vy), t€ R v, <0,v, € IR,. (5.54)

Le terme « - f, modifie les formules (5.13) et (5.14) qui deviennent maintenant :

< fayp > / dt/ / dv/ Uy - go(t, vy, vy)e oft=s)
v >0 Jo

80(87 Xa(s; 07 Uy, Uy) t); V;c,a(s; 07 Uy, Uy; t)) Vy,a(s; 07 Uy, Uy) t)dS

T To,x
/ dt/ / dv/ vz - gr(t, Ux,vy)e_a(t_s)
0 v <0 Juy t

: ()0(57 on(s; L7 Vgsy Uy, t); Vx,a(s; La Vgy Uy, t)a %,a(s; L7 Vgsy Uy, t)dS,
(5.55)

( «

9o (Ti ’ V$va (Tia; Ty Uy, Uy, t)? ‘/;j,a (Tz'a; T, Vg, Uy, t))eia(t*ﬁrz‘a)
si 7' > —o00 et Xo (7752, v, vy, 1) = 0,

fa(taxav$7vy) = gL(Tiaavzp,a(Tia;xa UxaUyat)a‘/;;,Q(Tz’a;xaUwavyat))eia(tiﬁria) (556)

si T > —o0 et Xo (7752, vp,0y,t) = L,

0, sinon.
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De plus, la loi de conservation de la charge, obtenue par lintégration sur (v,,v,) € IR?

s’écrit :

AP + atpa + axjx,a - 07 (ta iU) € th]oa L[)
ou:
Oupa + Duljoa + @ / podz) = 0, (t,2) € Rux]0, L], (5.57)

Maintenant, si on veut préserver I’équation de la divergence, il est clair qu’il faut intro-
duire un terme supplémentaire « [ poda dans la définition de E donné par (5.51). Pour
assurer la périodicité en temps du champ électromagnétique (E,, E,, Bl), nous allons

z

donc imposer :

Proposition 5.2.1 Supposons que la condition sutvante est vérifiée pour tout t € IRy :

T T
/ dt/ / vxgo(t,vx,vy)dv—i—/ dt/ / VgL (t, gy vy)dv =0 (5.58)
0 v >0 J vy 0 v <0 J vy

Alors, (E;,E;,Bl) donnés par (5.51) sont T-périodiques et vérifient les équations de

z

Mazwell (5.40), (5.41) et les conditions auz limites (5.44) et (5.45).

Démonstration En utilisant la Remarque 5.1.3, on déduit que la solution par caracté-
ristiques du probléme modifié de Vlasov est périodique. Maintenant il est facile de vérifier
que E; et B! donnés par (5.51) sont T-périodiques et vérifient les équations de Maxwell
(5.40), (5.41) et les conditions aux limites (5.44), (5.45). Pour montrer la périodicité de
E., on utilise I'équation de continuité (5.57) pour le probléme (5.52) dont la solution est

décomposée en fy et f; comme dans la Remarque 5.1.5. Par 'intégration sur [0,7] on

déduit :
T T
Oy (/ (a/ po(t, y)dy—i—jx,o(t,x)) dt> =0, (5.59)
0 0
et par conséquent :

T » T T
a/ dt/ pg(t,y)dy+/ Jeo(t,x)dt = / Jeo(t,0)dt
0 0 0 0

T
- / dt/ /vxgo(t,vx,vy)dv.
0 v >0 J vy

(5.60)



5.2 Solutions périodiques pour le systéme 1D modifié de Vlasov-Maxwell

93

De la méme fagon on obtient :

9, (/OT (—oz/$LpL(t, y)dy + jos (1, a:)) dt) 0,

T L T T
- Oé/ dt/ pL(t,y)dy—i— / jx,L(t, J?)dt = / jx;L(t, L)dt
0 x 0 0

et:

(5.61)

T
— / dt/ /vng(t,vx,vy)dv.
0 v <0 J vy

Maintenant, en utilisant (5.60), (5.62) et (5.58) on déduit:

T T L
/ (jx,a(t, y) + a/ polt,y)dy — a/ pr(t, y)dy> dt =0,
0 0 x

et alors E! donné par (5.51) est aussi T-périodique.

Remarque 5.2.1 Le champ électrique vérifie [’équation de la divergence :
. 1
8xEx = gp(t,.’lf), (t, ZL‘) € RtX]O,L[

et I’équation de Mazwell modifiée :

1 o

T L
. (0%
atEo: = ——Jz,a — _/ pO,a(ta y)d?/ + _/ pL,a(ta y)dya
g € Jo € Jax

(t,x) € IR;x]0, L.

Démonstration De (5.39) nous avons:

1

t
1
0.El = —= / (Orfra(s, @)+ apo(s,x) + app(s,z))ds + gp(O,a:)
0

9

1

t
1
- ! / (O oa(s, ) + apa(s,)) ds + 2p(0,2)
e Jo €

1 [ 1
= - atpa(sax)d8+ —p(O,x)
e Jo £

1
= —p(t,z).
gp(ax)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)
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La deuxiéme formule suit immédiatement en utilisant (5.39).
On montre maintenant que 'application F' transforme X dans lui-méme et qu’elle est

continue sur L?(IR;x]0, L[) par rapport a la topologie faible :

Lemme 5.2.1 On suppose que (5.17), (5.58) sont satisfaits, et que la constante K qui

définie [’ensemble X vérifie :
K 2L 2
K+_.(U1+£.K._>§—mvo (5.66)
c m

Alors si g9, g1, ho, hy vérifient:

1 x K
) ~q( lgollzee + lgellee) - (01 +v0/2)*( T(v1 + vo/2) + aLT + L) < V2
(5.67)
1 L = 1 K
2% ¢ 2 ~q(|lgoll e + lgpllLee) - (v1 + v9/2)* + §(||h0||L°° + kL) < V2
(5.68)

Uensemble X est invariant par Uapplication F (F(X) C X).

Démonstration Du Corollaire 5.1.1 appliqué au champ régularisé (5.48) on obtient les

estimations suivantes:

1 =«
1B ||l < g'g'Q( goll Lo + [lgLllLee) « (v1 + vo/2)?
K
T(vy +vy/2)+alT + L) < —,
( T'(v1+vo/2) )_\/§
1 L =
1B,z < %'E'E"J( g0l ze + llgzllze) - (v1 +v0/2)°

1
+ 5( 1ol Lo + |[hrl|ze) <

SiI=

Par conséquent nous avons:

1B o= = || 1BL + 1By

1 L =
¢ ||Bilz= < 2—8-;5#( lgollze + [lgzllz=) - (v1 +v0/2)

1
+ 5 lhollz= + lheflz=) < K.

<K,
oo

3
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De plus, en utilisant la Proposition 5.2.1 on déduit que F'(E,, E,, B.) est aussi T-périodique,
et donc F(X) C X.
Pour la preuve de la continuité nous avons besoin du lemme suivant concernant 1’unicité

de la solution faible du probléme modifié de Vlasov:

Lemme 5.2.2 Soient (E,, E,, B.) € (L*(R;W">=(]0, L[)))? et go,g9r € L=(IR; x X7)
des fonctions périodiques qui vérifient (5.15), (5.17). Alors la solution faible de I’équation
modifiée de Viasov (5.52) dans L= (IR;x]0, L[x IR?) est unique et par conséquent, elle est

la solution par caractéristiques donnée par (5.55).

Démonstration  Supposons que f, est une solution dans L>(IR;x]0, L[xIR?) avec

go = 0 et gr = 0. Nous avons:

atfa + Uy * a:pfa + %(RaEx + Uy : RaBz) : avzfa

+ L(RaBy— vy RuB.) - 0y, fo = —afa € Lo (IR,x]0, L[ IR?),

3 =

nous obtenons:

et donc (cf. [4], [27]

~—

— Q- fi = fa(atfa + Vg - axfa + %(R(XEQ: + Uy : RaBz) ) avmfa

(RaEy — Uy -+ RaBz) . avyfa)

S =

(atfo% + Vg - axfz + (Ran: + Uy : RaBz) ’ avzfo%

4
m

DN |

+ %(RaEy — Uy - RaBZ) ) anyo%)

Par intégration sur |0, T[x]0, L[x IR? on déduit :

T L 1 T
a/ / frdvdadt = — —/ / / v f2(1, L, v,,v,)dvdt
o Jo Jm? 2Jo Jo,s0v,

1 (T
+ —/ / /%fi(t,(),vmvy)dvdtgo.
2 0 V<0 J vy

Maintenant on peut montrer la continuité de ’application F'. Nous avons la proposition

suivante:

Proposition 5.2.2 Soient gy, g1, ho, hy, € L®(IR; x ¥7) des fonctions T-périodiques et
v, v1, K des constantes qui vérifient (5.17), (5.66) et (5.58). Alors Uapplication F est
continue par rapport & la topologie faible de L (IR;x]0, L[)3.
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Démonstration. Soit (E7, E}, BY),>1 C X tel que:
(EY,Ey,B) — (E,, E,, B.), faiblement dans (L7)°. (5.69)
Pour le champ régularisé nous avons la convergence ponctuelle :
(RoE}, RuE}, RoBY)(t, ) = (RoEy, RaE,, RoB.)(t,x), V(t,x) € [0,T] x [0, L],
et par conséquent, par le théoréme de la convergence dominée on obtient :
(RoE}, RoE}, RoB?) = (RoE,, RuE,, R, B.), fortement dans(L7)’. (5.70)

Notons par f", f les solutions par caractéristiques données par (5.55) qui correspondent
aux champs (R,E", R.E}, R.B?) et (R.E,, R, E,, R,B.). Nous rappelons que g, gy,
sont bornés dans L™, et par conséquent , (f"),>1 est borné dans L>(IR,x]0, L[xIR,2)

uniformément. Apres 'extraction d’une sous-suite si nécessaire, nous avons:
f*— f, faible x dans L. (5.71)

Comme f" ont des supports uniformément bornés en v, on déduit :

pli=q frdv— p:= q/ f dv faible x dans L™, (5.72)
Rv2 IRU2
et:
Joy = q/ Uy " dU = oy i= q/ sy f dv faible x dans L. (5.73)
R R,

On peut montrer maintenant que f est la solution par caractéristiques du probléme modifié
de Vlasov qui correspond au champ (R.E,, R.E,, R,B.). Puisque f" est la solution par

caractéristiques, elle est aussi solution faible:

T (L
/// (o 0400 +v,-0,0 +
0 Jo Jr2

(RoE" + v, - RaB") - 0,.0

E} — v, - RyBY) - 0,,0) f"dvdxdt

(R

T

/ / vy - 9r0(t, L, vy, vy)dudt
0 Jv<0 Juy

T
/ / vy - goB(t, 0, vy, vy )dvudt
0 Jv>0 Juy

| [l
S— o— 3= 3=

(5.74)
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pour toute fonction T-périodique € € V. Nous avons:

n—oo

T 4L
lim / / " (—a-0+4 00+ v, - 0,0) dvdzdt
o Jo JR:
T 4L 3
/ / f- (—a-0+ 00+ v, -0,0) dvdxdt (5.75)
R2

Pour I'autre terme, nous observons que [, 9,0 f"dv et [, 0, 0 - f"dv convergent dans

L2 faiblement. Par conséquent, en utilisant (5.70) nous obtenons :

T L
lim / / / L(RoE™ + v, - RaB™)3,,0 - f" dududt
0 Jmr2 M

n—oo
n—oo

= lim <—R E"/ 0v,0- [ dv >p2
IR}

n—oo

+ lim < —R B" / vy 0,0 f" dv > gz
R

= < iRaEx,/ 0,0 [ dv >
m IR% T

o< ERQBZ,/ vy - 00,0 f dv >,
m IR% r

T L
_ / / / L (RuE, +v,- RuB.)0,.0- f dvdxdt  (5.76)
o Jo Jmz M

Donc f est une solution faible du probléme modifié de Vlasov qui correspond au champ
(RoE., Ry E,, R,B.):

L
/// (—a-04+00+wv,-0,0 + g(RQEQ,J,ijy-RaBZ)-(9%9
0o Jo JIRrR2

3

+ q(R B, —v, - RyB.) - ,,0) fdvdxdt

= // /vx 9.0(t, L, v, v,)dvdt
v <0 Jov

— // /vx 900(t, 0, vy, v, )dvdt
vz >0

pour toute fonction T-périodique 0 € V. Maintenant, du Lemme 5.2.2 on déduit que f

(5.77)

est la solution par caractéristiques associée au champ (R, E,, R, Ey,, R,B.) (unicité de la

solution faible pour le probléme modifié de Vlasov), donc f = f et nous avons:

Joy = q/ Vg 7" AU — gy = q/ Uy yf dv  faible x dans L>. (5.78)
R > lez
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Maintenant on peut facilement passer a la limite dans (5.51) pour obtenir:

lim F(E?, E},B!) = F(E,,E,, B.), faiblement dans L.

n—oo

Proposition 5.2.3 Soient go, g1, ho, hy € L>®(IR; x ¥7) des fonctions T-périodiques et
v, v1, X des constantes qui vérifient (5.17), (5.66), (5.67), (5.68) et (5.58). Alors le

systeme 1D modifié de Viasov-Mazwell a au moins une solution faible périodique.

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du théoréme du point fixe de Schau-
der.

5.2.2 Solutions périodiques pour le systéme 1D classique de Vlasov-

Maxwell

Dans ce paragraphe nous montrons ’existence d’une solution faible périodique pour le
systéme classique (non-relativiste) de Vlasov-Maxwell 1D. Evidemment, ce résultat est

une conséquence directe de la Proposition 5.2.35.

Théoréme 5.2.1 Soient gy, gr, ho,hy € L®(IR; x ¥7) des fonctions T-périodiques et

Vo, U1, K des constantes qui vérifient :

Supp(g(]) C {(t7xavozavy) ; t € Btax - 070 < Vo S Ug, \/ U;% +U§ S Ul}a
SUPp(gL) C {(taxavxavy); S Btax = L,O > —Up Z Uy, \/ U12: + UZ S Ul})

K 2L 2
K _|_ — U1 + 2 . K [R— S %,
c m Vg 4qL

1 «
=5 a0 llgollz= + llgellz=) - (v +v0/2)*( T(vi +w0/2) + L) <

Sils

1

2e

T T
/ dt/ / vxgo(t,vx,vy)dv—i—/ dt/ / V291 (t, vz, vy)dv = 0.
0 v >0 J vy 0 v <0 J vy

Alors le systéme classique (non-relativiste) 1D de Viasov-Mazwell a au moins une solution

Y

ot~

1
- q|lgoll e + [lgpllLee) - (v1 +vo/2)* + §(||h0||L°° + [|hpllLe) <

ol

SiI=

et

faible périodique.
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Démonstration. Soit (a;,),>1 une suite de réels positifs convergente vers zéro. Pour

chaque «,, suffisament petit nous avons:

1 7 K
3 ~q( lgollze + lglle=) - (o1 + vo/2)*( T(vr + vo/2) + @ LT + L) < 73

Par conséquent, en utilisant la Proposition 5.2.3 on déduit I'existence dune solution pé-
riodique (f", EZ, Ey, B) pour le systéme «,-régularisé de Vlasov-Maxwell:
an - [T Of" v O f" + %(R%Eg + vy - Ry, BY) - Oy, f"

+ LR B — vy Ro BY) -0, f" =0,
m

(t,z,v,,v,) € Ry x]0, L[x IR,

n 1 ‘N Qn ’ n Qpn B 7
OE, = ——ju — —/ o (t, y)dy + —/ Pl (t, y)dy,
€ e Jo e Js

(t,z) € IRx]0,L]

1 1
OE, + c?0,B" = ——Jy == /vyf”(t,x,vx,vy) dv, (t,x) € IR:x]0, L],
€ £

()

8,53? + 893E;L = 0, (t, l‘) S BtX]O, L[,
avec les conditions aux limites:

f(t,0,v,,vy) = go(t, vz, 0y), t€ R v, >0,v, € IR,
f(t, Lyvg,vy) = gr(t,ve,vy), t€ R v, <0,0, € R,,
E(t,0) + cBI(t,0) = ho(t), t € IRy,

E"(t,L) — ¢B(t,L) = hy(t), t€ R,
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Apres 'extraction d’une sous-suite, nous avons les convergences :
(E2, El, BY) = (E,, E,, B.), faiblement dans (L})®,
et:
f* — f, faible x dans L.

La régularisation paramétrée par «, — 0, préserve la convergence du champ électro-

magnétique. En effet :

| < Ro By yn >z — < Epn>pe | < By, Ra,n > — < Epyn > |

= | <E),Ry,n—n>+<E}—E;n>|
< | <EP—Euwn>|
+ B 1Ra,m = nll =0,
et donc:
(Ra, EY, Ra, B}, Ro,,BY) = (E,, E,, B.), faiblement dans (L7.)°.
Puisque f™ ont leur supports uniformément bornés en v, on déduit que:
phi=q ffdv—p:=q f dv faible x in L,

Rv2 Bv2

et:
Ty = q/ Vg [ dv = Jpy 1= q/ Uy f dv faible x in L.
’ R, R,

En utilisant le lemme de moyenne de DiPerna et Lions [26] nous obtenons (en utilisant

toujours que les supports sont uniformément bornés en v):

Pt i=q frdv—p:=gq f dv dans L3, (5.79)
R, R,

et:
Joy = q/ Vg 7" AU — fyy = q/ Uy f dv dans L3. (5.80)
’ R, R,
De plus, nous avons:

(g, vy) f* dv — V(vg, vy) f dv dans L7, (5.81)

R,» R»
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pour toute fonction continue ¢ € C(IR,2). Maintenant on montre que f est une solution
faible de I’équation de Vlasov qui correspond au champ (E,, E,, B.). Par un argument
simple de densité, il suffit de considérer seulement des fonctions test de la forme sui-
vante(cf. [26]):

0(t, z, v, vy) = @(t, x) - Y(vy, vy).

Nous avons:

n—oo

T L
lim / / / L(RoE" + v, - RaB™)3,,0 - " dvdxdt
o Jo Jmz M

= lim < iRaEg,go(t,x) O, [T dv >p2
m T

+ lim < iRaBg,w(t, a:)/ Uy - Op, - [ dv > 2
n—00 m IR2 T

v

= < LR.E, ot,a) | 00 fdv>e
m Bﬁ T

q
+ < ERaBz,gp(t,:r)/ vy Op, Y- fdv>pe

IR3

T L
_ / / / 9 (RuE, + v, RaB.)d,.0- f dvdudt  (5.82)
o Jo JmzMm

En plus nous avons:

T L
lim an/ / f" 0 dvdxdt =0
e o Jo JRZ
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pour toute fonction T-périodique # € V. Ensuite, en passant a la limite pour n — oo dans
(5.51) et en utilisant (5.79) et (5.80), on déduit les égalités suivantes dans L:

1 t
E.(t,x) = — —/jx(s,x) ds
0

€

1

oz / p0,y)dy,  (t2) € Rix]0, L],
0

By(ta) = s(holt —2/e) + hult — (L~ 2)/c)

1 t

- — Jy(s,x—c(t —s)) ds
2e t—x/c Y
1 t

T 54 jy(8,$+6(t—8)) dS? (t,[lf) € RtX]O,L[,
2 Jo_(L—a)/c

Bo(ta) = o(holt — w/e) = huft — (L~ 2)/c)

1 t
- — j —c(t — d
= Jy(s,x —c(t —s)) ds
1 t
+ — Jy(s,x +c(t —s)) ds, (t,x) € IRy x]0, L],

2ce t—(L—z)/c

et donc le champ (E,, E,, B,) vérifie les équations de Maxwell.

5.3 Solutions périodiques pour le systéme 1D relati-

viste de Vlasov-Maxwell

Les mémes idées s’appliquent aussi au cas relativiste du systeme 1D de Vlasov-Maxwell :

atf + V;e(p) ' axf + Q(Ex + Vy(p) : Bz) : apmf + Q(Ey - Vr(p) . Bz) : apyf = 07
(t,x,pa,py) € IRyx]0, L[xIR, (5.83)
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1. 1
8tEx - _g]x = _g /‘/x(p)f(taxap‘r)py) dp) (t,.’lf) € Rtx]OJLL
p
(5.84)
1. 1
at‘F/‘y + CanBz = _g]y = _g /%(p)f(taxapxapy) dp7 (t,l’) € ]RtX]O, L[)
p
(5.85)
OB, +0.E, =0, (t,xz) € IR;x]|0,L],
(5.86)
avec les conditions aux limites:
f(t,0,p2,0y) = Go(t, puypy), tE€ Ry p.>0,p, € IR, (5.87)
f(t, L, peypy) = 91.(t, puspy), tE€Rip, <0,p, € IRy, (5.88)
E,(t,0) 4+ ¢B.(t,0) = ho(?), t e IRy, (5.89)
E,(t,L) — ¢B,(t,L) = hr(t), t € IRy, (5.90)

ou 9o, g1, ho, hy, sont des fonctions T-périodiques et la vitesse V(p) est donnée par:

V(o) = (Va(p), Vi(p)) = ¢ - L) (bep) € Rp. (5.90)

Vm2e +pll*

Nous allons suivre les mémes étapes que dans le paragraphe précédent. D’abord on ob-
serve que le terme quadratique (E(t,x) + V(p) A B(t,x)) - V,,f peut s’écrire comme une

divergence :
(E(t,x) +V(p) AB(t,2)) - Vo f =V, - {(E(t,x) + V(p) A B(t,2)) - f}-

Définition 5.3.1 Soient E,, E,, B, € L*(IR;x]0, L[) et go, g1, € Lj,.(IR; x X~) des fonc-

loc

tions T-périodiques en temps, ou :

Y7 = {(t,z,ps,py) |t € R,z =0,p, >0,p, € IR}
U {(t,z,ps,py) |t € R,x=L,p, <0,p, € R}. (5.92)
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On dit que [ € Lloc(thx]O,L[ijf,) est une solution faible T-périodique du probléme
(5.83), (5.87), (5.88) ssi:

T pL
/ / (00 +Vo(p) 0,0 + q(Ew+V,(p)-B.)-0,.0
BZ

+ B.) - 0,,0)f(t,,ps, py)dpdadt
= // / P)gr(t, Py Dy)0(t, L, pe, 0y )dpdt
2<0 / py

— // / P)go(t, Dz, Py)0(t, 0, pe, Dy )dpdt
z>0 Py

(5.93)
pour toute fonction T-périodique 0 € V, ot :

V={n € W' *(Ryx]0, L[x IR y(t,0,p. < 0,p,) =n(t,L,p. >0,p,) =0,
3 B sous-ensemble borné de IR, supp(n) C IR, x [0, L] x B}

Définition 5.3.2 Soient E,, E,, B, € L*(R;W">*(]0,L[)) et go, 91 € Lj,.(IR; X ¥7)
loc (IR X0, L[x IR2) donnée par (5.94) est
la solution par caractéristiques du probléeme (5.83), (5.87), (5.88):

des fonctions T-périodiques. La fonction f € L

< f,p> / dt/ /dp/ ) - 9o(t, D2y Py)
p=>0 J/py

©(s, X(5;0,pz,0y, 1), Po(5; 0,00, Dy, t), Py(5; 0, Dy, py, t)ds

/dt/ /dp/ ) - g1.(t, Py Dy)
=<0

(s, X(8; L, puy Dy, t), Pu(s; L, puy Dy, t), Py(8; L, puy Dy, t)dss,
(5.94)



5.3 Solutions périodiques pour le systéme 1D relativiste de Vlasov-Maxwell

ot (X(s), Py(s), P,(s)) est la solution du systéme:

(dX
E — ‘/;:(P(S;xapxapyat))a S G [Ti?TO]
X(t; 2, peypyyt) =
dP,
T = ¢ (Eu(s,X(s)) + V,(P(s)) - B:(s,X(5))), s € [1i, 7o)
Px(thapxapyat) = Da
dP,
e = ¢ (Ey(s, X(s)) = Va(P(s)) - B:(s,X(5))), s € [7i, 7]
L Py(t;x,px,py,t) = DPy-

(5.95)

Dans le cas relativiste, 'analogue du Lemme 5.1.1 est donné par:

Lemme 5.3.1 Supposons que le champ électromagnétique et les données au bord véri-
fient :

2 2 —1/2
1Bz~ + ¢ ||B:|lz= < % 1+ (1%?/2) ] (5.96)
(E., By, B.) € (L= (Ry; WH(10, L])))?, (5.97)

Supp(g(]) C {(taxapxapy) ; te Btax - 070 < Po S Dz, \/pgg +p121 S pl}a

SUPp(gL) - {(taxapxapy), t € ]Rtax - L,O > —Po Z Pz, \/p% +p§ S pl}
(5.98)

Alors, le temps de vie dans |0, L[ pour toutes les particules issues des supports de gy et de

gL, est fini:

L-m +po/2)°
To(x’px’py’t)_Ti(xap:mpyat) S 2. \/1+(M>;

Po mc

vV (t,2,ps,py) € supp(go) U supp(gr).

Corollaire 5.3.1 Avec les mémes hypothéses que dans le Lemme 5.3.1 et en notant par

f la solution par caractéristiques de la Définition 5.3.2 nous avons :

p p
supp(f) € {(t 2., py)[t € Rew € [0, L), < Ipuls (/P2 + 03 Spr+ 5}, (5.99)
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T
ol < §(p1 +p0/2)% - q- (|90l = + |92 |2, (5.100)

et:

. . e
max{||jol[ e, |7yl 2} < ¢ §(p1 +00/2)* - ¢ ([|goll o + llgelle), (5.101)
0t p(t, ) = q [s [, 2,2, py) dp €t oy (1, 2) = 4 [1g0 Viey(P) [ (t, 2, D2y py) dp.

Comme dans le cas non-relativiste, nous montrons d’abord ’existence pour un probléme
régularisé en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. Ensuite on passe a la limite

pour le parameétre de régularisation vers zéro. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1 Soient gy, gr, ho,hy € L®(IR; x ¥7) des fonctions T-périodiques et

Do, P1, I des constantes qui vérifient :

supp(go) C {(t, 2, pe,py) 5 t € Ry, v = 0,0 < po < pay /P2 + P2 < i},

supp(gr) C {(t, 2,02 py); t € Ry = L,0 > —py > pa, /P2 + P2 < pr1},

) 2
4qL

N ~1/2
14 (pl + po/ > ] 7

mc

)

1
€

Nle

m
3 q( [lgollze + lgellzee) - (p1 +po/2)*( T+ L) <

L = 1
2 2 q(/lgoll e + llgLllLe) - (1 + po/2)* + §(||h0||L°° +[|hrllre) <

Nle

/ dt/ / P)9o(t, D» Dy dp+/ dt/ / P)gr(t, ps, py)dp = 0.
z>0 J py 2<0 Jpy

Alors le systéme relativiste 1D de Vlasov-Mazwell a au moins une solution faible pério-

dique.
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Chapitre 6

Méthode particulaire. Couplage avec

les équations de Maxwell

Introduction

La modélisation et la simulation numérique des phénomeénes de transport des particules
chargées font 'objet actuellement de nombreuses recherches. Pour ce type de problémes,
le modele mathématique le plus général est fourni par les équations couplées de Vlasov
et des Maxwell. Celui-ci est assez complet mais son colt de résolution est trés élevé a
la fois en temps de calcul et en place mémoire. Ceci a conduit a I’élaboration d’autres
modeéles moins cotiteux comme les modeéles paraxiaux [21]. Cependant, certains dispositifs
comme les canons a électrons ne peuvent étre modélisés qu’en utilisant les équations de
Vlasov-Maxwell. De nombreuses méthodes ont été proposées pour résoudre les équations
de Vlasov-Maxwell [42]. Dans ce chapitre nous allons présenter la méthode particulaire
[38]. Pour la résolution numérique des équations de Maxwell nous allons utiliser la formu-

lation mixte Elements finis-Volumes finis introduite dans (2.2).

6.1 Equation de Vlasov

Nous considérerons, dans cette étude, une seule espéce de particules chargées. Néanmoins
tout ce que nous allons présenter peut s’étendre & plusieurs epéces de particules chargées.
Une population de particules chargées de masse m et de charge ¢ est caractérisée par sa
fonction de distribution f = f(¢,z,v) dans l’espace des phases (x,v) ol et v désignent

respectivement la position et la vitesse. La fonction de distribution vérifie I’équation de
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Boltzmann des semiconducteurs. Elle s’écrit :
of+v-Vaof+ %(E—i—v/\ (oH)) - Vo f = Q(f), (t,z,v) € R, x R*, xR%, (6.1

ol E(t, x) est le champ électrique, ﬁ(t, x) est le champ magnétique et Q(f) est un terme
de collision. Ce terme fait intervenir un taux de transition S(v,v;), qui dépend du modéle

physique choisi [43]:

Q(f)(t, z,v) = %/[S(vl,v)f(t,:r,vl) — S(v, ) f(t,z,v)]dvy, (t,z,v) € R, x IRY, x IRY,
(6.2)

ou 7 est un temps de relaxation (le temps moyen entre collisions). En P’absence de colli-
sions, la fonction de distribution est solution de I’équation de Vlasov:
0f +v-Vof + LE+uA (1oH)) Vof =0, (t,2,0) € Ry x R, xR (6.3)
m
Le champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell :
oH ,
Ho 5+ rot(E) = 0, (t,r) € IR, x IR,
(6.4)

OF . .
€0 E - TOt(H) = —j, (t,.’lf) € IR; x .IR;l,

ol €y, o sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique
du vide. Si le champ magnétique est négligé (ﬁ = 0), alors le champ électrique s’écrit
E(t, x) = V,p(t, x), ou p est le potentiel électrostatique. Dans ce cas, ’équation de Vlasov
est couplée a la lois de Gauss électrique A,p =V, - E= p/eo ce qui donne le systéme de

Vlasov-Poisson:
Of +v-Vof+ %vx(ﬂ -V, f =0, (t,ib','l]) € IRy x B;:la X]Rga

(6.5)

!
Ao = 2BD e By x R

€0

Le couplage de ces équations est donné par ’expression de la densité de charge et de

courant & partir de la fonction de distribution:
p(t,z) = q/f(t,x,v)dv ,(t,z) € IRy x IR, (6.6)
et:

f(t, x) = q/Uf(t,a:,v)dv ,(t,z) € Ry x IR%. (6.7)
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Par une intégration par rapport a v dans (6.3) on obtient I’équation de conservation de

la charge:
Op+Va-7=0, (t,z) € Ry x IR (6.8)

On résout les équations (6.3), (6.4) dans un domaine IR; x Q x IR? ot Q est un ouvert
borné de IR¢, d = 2,3. On adjoint a ces équations des conditions limites appropriées. Pour

I'équation de Vlasov (6.3) on impose:
ft,z,v) = g(t,z,v), (t,7,v) € R, x 9Q x R*, i(x) v <0, (6.9)

ou 7i(x) représente la normale extérieure a 0. Pour le systéme de Maxwell (6.4) on

considére soit une condition de conducteur parfait :
AAE(tz) =0, (t,x) € IRy x 9, (6.10)
soit une condition artificielle de type Silver-Miiller :
i AE(t ) + \/Z:;’ﬁ A (@A H(t ) = h(t,z), (t,z) € R, x 0. (6.11)
Pour I’équation de Poisson on impose le potentiel électrostatique sur 0€:

o(t,x) = @o(t,x), (t,z) € IRy x O (6.12)

6.2 Adimensionnement

D’un point de vue pratique, la résolution d’un tel systéme se fait sur des équations adimen-
sionnées. Pour adimensionner ces équations, on introduit des grandeurs caractéristiques
(indicées par .). Cela revient a poser t = ti, (les quantités #,...étant sans dimension) et
a les reporter dans les équations précédentes. On choisit une longueur caractéristique x.
(en meétre m) et un temps caractéristique t. (en seconde s). Comme vitesse de référence
on peut choisir v. = x./t. (en meétre/seconde m/s). Pour la concentration de particules

on choisit un facteur d’échelle n. (en 1/m?) tel que:

te=1. (6.13)

. .q2 , . , e . . .
L’expression ,/% représente la pulsation caractéristique des oscillations du plasma we.

Le facteur d’échelle pour la fonction de distribution f sera donné par f. = n./v? (en
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s3/m®). Pour le champ électromagnétique on choisit E. = m - x./(q - t2) (en Volt par
meétre V/m) et H. = m/(uo - q - t.) (en Ampére par métre A/m). De Pexpression des
densités de charge et de courant on déduit p. = ¢-n. (en coulomb par métre cube C'/m?)
et jo = q - v, - n. (en Ampére par métre carré A/m2). Le facteur de transition du terme
de collision sera donné par S. = 1/v? (en seconde cube/meétre cube s®/m?). Avec ces

notations, ’équation adimensionnée de Boltzmann s’écrit :

agf+@-vff+(E+mﬁ1)-vﬁfzéé(f) (1,7,0) € R x R, xIR?,  (6.14)

Q(f)(f,i:,ﬁ):/[S(ﬁl,ﬁ)f(f,i",ﬁl) S(w,0,)f(t,2,0)|dy, (L,%,7) € Rx R, xR

(6.15)
En utilisant (6.13), le systéme adimensionné de Maxwell s’écrit :
— + rotz(E) = 0, (f,%) € R x IR",
(6.16)
OE ¢ =2 2 -
| B ﬁTOtj(H) =—j, (£,%) € R x R*,

ol ¢ =1/,/2q - fiy est la vitesse de la lumiére dans le vide et la densité adimensionnée de

courant est donnée par:
HD /5f(f,i~,@)dz7 (i,7) € R x R (6.17)

De l'expression du champ électrique en fonction du potentiel électrostatique, on déduit
le potentiel caractéristique o, = z. - E. = m - v2/q (en Volt V). L’équation de Poisson

adimensionnée s’écrit sous la forme:

A;p = p(t, @), (1,%) € R x R, (6.18)
ou la densité adimensionnée de courant est donnée par:
p(t, z) /f t,%,0)dv , (t,7) € IR x IR". (6.19)
De plus, I’équation de continuité de la charge se met sous la forme:

05+ Vi) =0, (i,7) € R x IR, (6.20)
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et les conditions limites conducteur parfait (6.10) et artificielle (6.11) revient a:

—

AANE(t,Z) =0, ({,7) € R x 09, (6.21)

et respectivement :

F8) + S @ nA(
(%

NHE ) = h(i,7), (1,7) € R x 99, (6.22)

Djzl
St

A

avec h = h, - h et h, = m - ve/(q - t.). Pour la suite on travaillera sur les équations

adimensionnées, en supprimant la notation~.

6.3 Approximation numérique

Nous allons résoudre numériquement 1’équation de Boltzmann en utilisant la méthode
particulaire [38]. Nous allons travailler sur les équations adimensionnées obtenues dans la

section précédente :

le
Of +v-Vof +(E+vAH)-Vof = 2Q(f), (6.23)
et:

( 0H .
W + TOt(E) = 0,

{ (6.24)
OE ¢ - -
o ﬁmt(H) =-J

ol le couplage est donné par la densité de courant:

F(ta) = / B (t @, v)dv, (6.25)

et le terme de collision s’écrit sous la forme:

QUf)(t, z,v) = /[S(vl,v)f(t,x,vl) — S(v,v1)f(t,z,v)]dvy, (t,7,v) € Ry x R, xIRY.
(6.26)

Pour 'approximation numérique des équations de Maxwell, on utilise la méthode volumes
finis introduite dans le paragraphe 2.2. L’équation de Vlasov (6.23) est approchée numé-
riquement en utilisant une méthode déterministe qui repose sur une approximation de la

fonction de distribution f par une combinaison de fonctions de Dirac:

f(t,z,v) = Zwkfk(t)é(a: — 2 (1)) ® 0(v — ve(t)), (6.27)
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ou (xx(t), vk (t)) est la position de la particule k£ dans I'espace des phases, wy est le volume
de la cellule de 'espace des phases associée a la particule k et fi(t) est un poids variable.

Les fonctions (2 (%), v (t)) vérifient le systéme différentiel:

dlL‘k

o = U,

dvk

= = (B(twult) + onlt) A H(t, (1)),

Ici (E(t,xx(t)), H(t,zx(t))) sont des approximations du champ électromagnétique s’exer-
cant sur la particule k, calculées par la méthode PIC [6], utilisant une interpolation par

des fonctions P!. Le terme de collision est pris en compte par la variation des poids:

dfk: tc
— = — 6.28
dt T @ ( )
ou I'expression de @), est donnée par:
Qr = pr[fps(vpv k) = feS vk, 0p)10(zk — ). (6.29)
p

La densité de courant s’écrit :
j(t,x) = Z wy fruk(t)0(z — k(1))
k
Au noeud S; du maillage la densité est calculée par:

i8) = ¢ [t
— Y wha (),

on V; = [ ¢i(x)dx et ¢; est la fonction P associée au noeud S;.

6.4 Discrétisation temporelle

Dans ce paragraphe nous allons présenter le schéma d’intégration temporelle pour le sy-
téme (6.23) et (6.24). On se donne un pas de temps At et on pose " = nAt, t"+1/2 =
(n 4+ 1/2)At. Le schéma d’intégration en temps que nous avons choisi pour la résolution
des équations de Maxwell était de type Runge-Kutta explicite. Le systéeme différentiel

(6.3) est résolu par un schéma saute-mouton. Supposons que soient connues les positions
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“Y2 4 Pinstant +"~1/2 et le champ électro-

des particules z} a Pinstant ¢, les vitesses v,
magnétique aux noeux du maillage (E!*, H') & l'instant ¢". Il faut calculer d’abord le
champ électromagnétique aux points de localisation des particules en fonction des valeurs
du champ aux noeux du maillage. Ces valeurs sont obtenues a I’aide d’une interpolation

P'. Sur un maillage un triangles on utilisera les formules:

El? :QpilE? _|_<10i2E'z7'1 +9013En

137

HI?—QOHH +9012H +9013Hn

ot {i1, 2,13} sont les sommets du triangle qui contient la particule k et (¢;;)1<j<3 sont les
fonctions P! associées aux noeux (i;);<;j<3. Ensuite on calcule les vitesses des particules

a Dinstant #*11/2:

ntl/2 n-1/2 o2 2
Uy — U n +v n
=F A Hp. 6.30
Si on note v; = v, V24 + LB et vy = UZH/Q SLEp, I'équation précédente devient :
AtH?

UQ_UIZ(UI—‘I_UQ)/\ 9 s

ce qui représente une rotation autour de H;'. Par exemple, plagons nous dans une géo-
métrie 2D et supposons que v; = (Ui, U1y, 0), va = (Vag, 2y, 0) et H = (0,0, H},). En

résolvant ce systéme on trouve:

cosa Ssina
Uy = ( ) U1, (631)

—sina cos o

ou l'angle a est donné par tan § = %. Finalement, on obtient :
At cosa  sina _ At
e (i + - Ep). (6.32)
2 —sina cosa 2
La position de la particule k a I'instant t"! est calculée en utilisant:
.TZ'i‘l ZUZ _ Un+1/2
At oo
et les poids sont donnés par:
n+1 o fk B 12
At R

avec:

/2 pr FrS (2 oty S (o TR o Y6 (2 — ).
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+1/2

La densité de courant j;' a chaque noeud du maillage se calcule de la facon suivante:

jn+1/2 _ 1 Zwk n+1/2 n+1/2¢l( n+1/2)

1 17 k
Vi
k
ou:
n+1l/2 n n+1/2
k = fi+ Q
ntl/2 g At;S n+1/2
Ty - ‘Z‘k—i_ 2 Vg, )

et ¢; est la fonction P! associée au noeud S;, V; = f ¢i(z)dzr. Maintenant, en utilisant le

schéma de Runge-Kutta, on peut avancer le champ (E, H) de t™ a t"tL,

Remarque 6.4.1 Si a linstant t° on connait les positions x¥ et les vitesses vy, il faut

calculer d’abord les vitesses U;I/Q a Uinstant t74/% = —4at:
_ At
vy, V2 = v — 7(E£ +vp A HY).

Le schéma saute-mouton utilisé pour la résolution numérique des équations du mouvement
des particules est précis a I'ordre deux pour E et H donnés. La méthode présentée pour
résoudre numériquement le systéme de Maxwell est d’ordre trois en espace lorsque 1’on
utilise le B-schéma présenté précédemment, pour des densités de charge et de courant
données. En ce qui concerne la précision du schéma d’intégration en temps, elle dépend
du schéma de Runge-Kutta utilisé. Si ’on utilise un schéma de Runge-Kutta a trois pas,
on obtient alors un schéma précis a 'ordre trois a la fois en temps et en espace pour la
résolution des équations de Maxwell. Cependant ’ordre de la méthode ainsi obtenue pour
résoudre les équations de Vlasov-Maxwell est difficile & déterminer. C’est un probléme

ouvert.

6.5 Illustration numérique

On consideére le systéeme de Vlasov-Maxwell adimensionné en deux dimensions d’espace,

en polarisation transverse électrique (T'E):

Of+v-Vof+(E4+vAH)-V,f=0
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et:

O.H, + 0.E,—0,E, =0,
c? _
atEx - ﬁasz = —Jx

c2

2
UC

atEy + a:cHz — _jya

ol j, = [v.fdv et j, = [v,fdv. On cherche une fonction de distribution de la forme:

n exp(vx - asin(wpt))22—1—2(vy — asin(wpyt))?
a

).

t, Uy, =
f( JU Uy) 27_(_0/2

Cette distribution modélise les oscillations de plasma a la fréquence w,. Si on néglige le

champ magnétique, on déduit :

E, = aw,cos(wpt),
E, = aw,cos(wpyt),
w: = mn,

d’ott on obtient la fréquence adimensionnée des oscillations de plasma:

w, = V1. (6.33)

On vérifie facilement que (f, E,, Ey, B, = 0) donnés ci-dessus constituent une solution
analytique du systéme de Vlasov-Maxwell. Nous allons utiliser la méthode introduite dans
la section précédente pour la résolution numeérique de ce cas test. Sur les figures 6.1 (a) et
6.1 (b) ont été représentées la position et la vitesse d’une particule au cours du temps. La
trajectoire de la particule dans le plan (z,y) a été tracée sur la figure 6.1 (¢). L'image 6.1
(d) montre ’évolution en temps du champ électrique. L’énergie électromagnétique, définie

par:

1
Woalt) = 5 [ (BF+|H)dzdy

= Aire(Q)a’w] cos®(wyt),

est représentée dans la figure 6.1 (f). La figure 6.1 (e) montre I'énergie cinétique:

1
Wein = 5//|U|2f(t,Ux,Uy)d.Z'dydede
QJo

= Aire(Q)a’w] sin®(wpt),
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T T
cas non collisionnel — cas collisionnel —
cas collisionnel ---- cas non collisionnel ----

energie cinetique
N
energie potentielle

L L L L L v 2 A v .
0 50 100 150 200 50 100 150 200
temps temps

(a) Energie cinétique (b) Energie potentielle

F1G. 6.2: Simulations d’oscillations de plasma collisionnel

On remarque la conservation de I’énergie totale:
Woot + Wein, = Aire(Q)na’.

On applique la méme méthode a la modélisation des oscillations de plasma en présence

d’un terme de collision de type temps de relaxation. Dans ce cas on pose:

1 [0]”

\/ﬁ exp(_T)a

et on considére comme distribution initiale fy une somme de quatre maxwellienne :

S(v,v1) =

n
fO (Uz; Uy) = _(Mb,c + M—b,c + Mb,—c + M—b,—c) (Uz; Uy)a

S

2ma? 2a?

La figure 6.2 montre les énergies cinétique et potentielle en présence des collisions par

) = g (-0 =)

rapport a celles obtenues dans le cas non collisionnel. Les figures (6.3) montrent I’effet du
terme de collision sur la relaxation de la distribution de particules vers une distribution

maxwellienne.
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(a) t/7 = 0.79 (b) t/7 = 4.23

() t/T =7.35 (d) t/r = 11.05

(e) t/7 =13.48 (f) t/7 = 15.93

FiG. 6.3: Simulations d’oscillations de plasma collisionnel
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Chapitre 7

Etude numérique du systéme

périodique de Vlasov-Maxwell

Ce chapitre est une version plus étendue du rapport INRIA (IN°3534 ) réalisé avec Frédéric
Poupaud* et intitulé Etude numérique des solutions périodiques des systémes de Mazwell
et de Vlasov-Mazwell par une méthode de contrdle. Les travaux présentés dans ce cha-
pitre ont également été acceptés pour une communication au congrés ACES99, Monterey,

Californie.

x Laboratoire J.A.Dieudonné, Université de Nice, Parc Valrose,06108 Nice Cedex 2, pou-

paud@math.unice.fr
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Introduction

De nombreuses recherche sont de plus en plus liées aux études du transport de particules
chargées soumises a des champs électromagnétiques. Ces études concernent aussi bien les
dispositifs hyper-fréquence, les accélérateurs de particules, les canons a électrons que la
physique des plasmas et les semi-conducteurs. La modélisation de ces dispositifs repose
sur les équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson. Le résultat principal dans ce
domaine a été obtenu par DiPerna et Lions dans [26]. Ils montrent I'existence de solution
faible globale pour le probléeme Cauchy du systéme de Vlasov-Maxwell. L’existence de la
solution globale classique reste toujours un probléme ouvert. Dans ’absence du champ
magnétique, qui peut étre justifiée par une limite non-relativiste [19], nous obtenons le
systéeme de Vlasov-Poisson. Dans ce cas, des solutions faibles globales pour le probléme
de Cauchy ont été obtenues par Arsenev [2]. L’existence de la solution classique dans
deux dimensions d’espace est un résultat de Degond [20] et Ukai [3]. Le méme résultat en
trois dimensions d’espace a été montré par Pfaffelmoser dans [39] et une méthode simple
a été proposée par Lions et Perthame dans [36]. Ce qui est particuliérement intéressant
au niveau des applications est la modélisation des régimes permanents avec conditions
aux limites. Ces régimes permanent sont caractérisés par des solutions stationnaires ou
périodiques. Le cas stationnaire a déja été étudié tout d’abord pour Vlasov-Poisson en une
dimension d’espace dans [29], puis en dimension quelconque et pour Vlasov-Maxwell dans
[41]. Dans le cas périodique, des résultats ont été obtenus pour Vlasov-Poisson en une
dimension d’espace dans [8], en dimension quelconque dans [9] et pour Vlasov-Maxwell
en une dimension d’espace dans [10]. D’autre part, ces régimes sont trés difficilement
atteints lors des simulations numériques. Afin d’accélérer la convergence vers les états
périodiques, nous avons introduit le concept de solution minimale comme dans [29] et
[41]. Une méthode dite Absorption Limite (MAL) a été développée. Nous proposons donc
dans ce chapitre une méthode pour calculer numériquement les solutions périodiques des
sytéemes de Maxwell et de Vlasov-Maxwell. Dans un premier temps on propose cette
méthode dans le cadre d'un modele EDO et une analyse de la vitesse de convergence
sera présentée. Apres quelques illustrations numériques sur la résolution de problémes de
diffraction d’ondes planes harmoniques, cette méthodologie sera appliquée aux systémes
de Maxwell et de Vlasov-Maxwell.



7.1 Etude d’un cas modéle

121

7.1 Etude d’un cas modéle

Nous proposons ici d’étudier la convergence vers les régimes périodiques des solutions
d’une EDO avec un terme source périodique. La méthode utilisée reposera sur le concept
de 'absorption limite. Les résultats obtenus avec la nouvelle méthode seront comparés en

terme de vitesse de convergence avec ceux obtenus avec une méthode classique.

7.1.1 Convergence vers les états périodiques

On considére ’équation monodimensionnelle :

dz
E+6-x(t):f(t),t>0 (7.1)

avec la condition initiale:
2(0) = o, (7.2)

ou f est une fonction périodique en temps de période T'. La solution analytique de cette

équation est donnée par:

x(t) =x9-e " + /t f(s) - e~==)ds. (7.3)
0

On ¢g’intéresse ici aux solutions périodiques et en imposant la condition de périodicité
x(0) = z(T), on obtient:

_ fOT f(s)-esI=9)ds

To Fpp— y (74)
d’ou la solution périodique s’écrit:
T ce—e(T=s)g t
s)-e s
Too(t) = Jo f(l) — et +/ f(s)-e=9)ds. (7.5)
—e € 0

Si la donnée initiale xy ne vérifie pas (7.4), 'écart par rapport a la solution périodique est

donné par:

fy f(s) e T0ds

" | e t>0. (7.6)

() = xoo(t) | = |0

Nous cherchons & déterminer la valeur minimale du temps t* de telle sorte que la solution

calculée x(t) soit une n approximation du régime périodique :

|z(t) — zo(t) | <y t > 1. (7.7)
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En utilisant (7.6), on déduit pour le temps ¢* une valeur de l'ordre de:

1 1
t* ~ O(-log(-)), 7.8
(1o () (78)
ce qui implique un grand temps de calcul pour les petites valeurs du parameétre €. L.’énoncé
suivant présente la condition sous laquelle les solutions périodiques données par (7.5) sont

uniformément bornées, indépendamment par rapport a .

Proposition 7.1.1 Soit f € L™ une fonction périodique en temps de période T et xo, la

solution périodique du probleme (7.1), donnée par (7.5). Si f vérifie:

/0 f(s)ds =0, (7.9)

alors To est uniformément bornée par rapport a .

Démonstration
Comme x, est périodique, il suffit d’estimer z.,(t) pour ¢t €]0,7[. En utilisant (7.5) on

peut écrire:

T
f(s)-esT=3)ds
onlt) | < [ 2L e
—e
. . N . fT f(s)e=s(T=9)ds
Pour finir la preuve, il reste & montrer que la suite “————: est convergente quand
e —0:
' fOT f(s)-es(T=9)ds fo 1 —e(T—s)+ LT;S)P +..]
lim = lim ‘
e—0 1—e=Tl e—0 —[l—eT+ 22 )

=——/f — 5)ds

7.1.2 Meéthode de ’absorption limite

Afin de réduire le temps de calcul, nous allons introduire un terme d’absorption A - z(t)

dans ’équation (7.1):

A- ()+%+s z(t) = f(t), t > 0. (7.10)

On obtient ainsi une valeur du temps de convergence:

£~ O log(l)) <oy 1og(717)) (7.11)

e+ A
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Cependant, méme si le temps de calcul d’une n approximation périodique est réduit par
rapport a la situation précédente ( indépendamment de € ), on rappelle que cette ap-
proximation ne vérifiera pas I’équation non-perturbée (7.1). L’idée sera de remplacer le
paramétre A par une suite décroissante (\,),>o dont la limite vaut zéro. Nous pouvons

enoncer un résultat général de convergence vers le régime périodique :
Proposition 7.1.2 Soient (\,),>0 une suite décroissante telle que :

(1) lim, .\, =0,

el Too la solution périodique (7.5) du probleme (7.1). Alors l’équation:

M) ()+fl—t+g o) = f(t), t>0, (7.13)

avec la condition initiale :
z(0) = xo, (7.14)

o f € L™ est une fonction périodique en temps de période T et A(t) = \,,, t € [nT, (n +
1T, n > 0 a une solution unique qui converge vers le régime périodique :

lim [|2(nT + ) — 2o ()| oo,y = 0. (7.15)

n—oo

Démonstration

On vérifie aisément que la solution z(-) est donnée par la formule:

x(t) =x0-€” Jole+XeNds /t f(s)-e” JiEerAmiTgs ¢ > 0. (7.16)
0
Notons x,, les valeurs de la solution x a t = nT, n > 0. Il est facile d’obtenir la relation
suivante :
2(nT + 1) = 2(nT) - e~ ) / F(5) - e EHE0gs e [0, T, (7.17)
d’ou on trouve:
Loyl = Ty - € EFA) / f(s) - e EPT=9)qs n > 0. (7.18)
Posons ¢, = e~ AT ot 3, = fo ce~ (=PI =9) ds Evidemment:

lim ¢, = q:=e °7T, (7.19)
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et:
T
lim 3, =0 := / f(s)-e =T 9ds. (7.20)

D’abord, en utilisant (7.16) on constate que la solution z(-) est bornée:

|2 (t)]

IN

t
2] 4+ |11l - / ee(-9)ds
0
< ool + Ifllz /. (7.21)

N

Avec les notations précédentes, (7.18) devient:
Tnt1 = qn " Tn + ﬁn;
ce qui permet d’écrire:

Tnt1 = QnGn—1---90%0 + nln—1---¢1 50 + @Gn-1---©51 + @ n-1---0302 + ... + @ Bn—1 + Bn,
(7.22)

ou bien:

Tl = GnGn-1---90%0 + GnGn-1---¢1(Bo — B) + @nn-1--2(51 — B) + ... + (B — B)
+  B(GnGn-1--G1 + @Gn1.-.@2 + ... + g, + 1). (7.23)

Puisque ¢, < ¢ < 1, on vérifie facilement que lim, .. ¢.¢n_1...qoro = 0. Nous allons
montrer maintenant que la série Y |5, — (| est convergente puisque le terme général

est majoré par:

T
B=A1 < [ e T e s

[N

T
)\n_“f”L‘x’)
e

et donc:

DB =51< §||f||L°° ) A < oo (7.24)

n>0 n>0

Comme ) ., ¢" est convergente, alors le produit de convolution est aussi une série conver-

gente, et on a alors nécessairement :

Jingoqﬂﬁo - ﬁ| + qn71|ﬁnfl - ﬁ| +ot |ﬁn - ﬁ| = 07 (725)
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d’ot1, par majoration:

Tim gngn-1--q1(B0 = B) + @1 @ (b1 = B) + .. + (Bs = §) = 0. (7.26)
Reste a montrer que la suite ¥y, =1+ ¢ + ¢u@n_1 + --- + @uqn_1-.-q1 €st convergente:
Yo =1+q+..q"+qle™" —1)+ ...+ ¢ (ePnt 2T 7). (7.27)

Soit ¢ > 0 et en tenant compte de (iz) on choisit k tel que:

)
)\k+1+)\k+2+---+)\n < 5, n>k.

Ensuite on choisit N tel que:

o
q"_k<§, n > N.

On peut écrire:

lge™" — 1) + ..+ ¢" (e AT — D) < T(Ayg 4 oo+ (A + o+ A1),

mais:

A+ ot M+ A = M@+ o+ N+ o+ X)) "
+ At e F )T A A"
< Dt F )@+ + 4+
+ (/\n+...+/\ R O I S

o

< - (1 An) N.
< 2 1—q +Z ,n>

n>0

Donc on déduit que lim,, .o y, = %q. Finalement, (7.23) et (7.26) permettent d’écrire:

ce qui donne:

lim (z,, — 2 (nT)) =0,

n—oo
puisque z, (nT) = ==, n > 0. On peut maintenant terminer facilement la démonstration
en utilisant (7.5) et (7 7):

lz(nT 4+ t) — 250 (1) |

IN

(nT) = 2o (nT) | + (1 — e ") 2o (nT))|

+ / |f |e—at s)( An (t— s))d
< ap = 2o (nT) [+ AT [[zoo[ e
+ Tl o,r)- (7.28)
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En passant a la limite pour n — oo, on obtient alors (7.15), ce qui achéve la démonstration.

Nous allons définir maintenant la notion de &-approximation du régime périodique :

Définition 7.1.1 On dit qu’une suite de fonctions x¢(t) est une &-approximation (§ > 0)

du régime périodique T (t) s’il existe une constante C > 0 telle que:
On montre maintenant un résultat dont on aura besoin pour la suite:

Proposition 7.1.3 Soit f € L* une fonction périodique qui vérifie (7.9), x(t) solution
de ’équation :

A a(t) + z—f te-a(t) = f(b), t €)0,T],

qut satisfait :

|#(T) — z(0)] <,

et x5 (t) le régime périodique donné par (7.5). Alors x est une approzimation de x., de
Vordre de O(F + X). En particulier, si A = /7, la fonction x est une /m-approvimation

du régime périodique.

Démonstration

Posons § = x — 2. La fonction ¢ vérifiera:

A-é(t)+2—(t5+s-5(t):—)\-xoo, t €]0,17,

et:
6(T) = 6(0) [ <.

Notons ¢ la solution périodique du probléme :

d
A plt) + =F + e plt) = —, tED,TY,

et 1 =0 — Ap. En utilisant (7.1) et (7.9) on déduit que fOT Ts($)ds = 0. Ensuite, compte
tenu de la Proposition 7.1.1 on montre qu'il existe une constante C' > 0 telle que |p(t) | <

C, pour t €]0,T[. La fonction p vérifie:

d
)\-u(t)+d—l;+e-u(t) —0, t€lo,T],



7.1 Etude d’un cas modéle

127

et :
1(T) = p(0) [ < 7. (7.30)
Mais (t) = p(0) - e=+Vt et donc la condition (7.30) impose :

Ui Ui
< — — = — .
1(0) = 1 — e=(e+NT 0 <(8 + )\)T>

Finalement, on déduit:

[6(2) |

IN

|1(8) [+ Al (?) |

n
_1_Lc
“Erar ¢

n
C)\T +CA. (7.31)

IN

IN

Il est facile a vérifier maintenant que |z(t) — 2. (y) | = O(\/1) si A = /7.

7.1.3 Vitesse de convergence

Comme annoncé dans la section précédente, nous sommes intéressés par ’estimation du
temps de calcul pour atteindre une approximation du régime périodique. On peut enoncer

la proposition suivante :

Proposition 7.1.4 Avec les mémes notations que dans la Proposition 7.1.2, supposons

que f € L™ est une fonction périodique qui vérifie (7.9) et que la suite A, est donnée par:

)\0 — ]_,
Antl = Any 86 |Tpir — 2 | >n, n >0,
Mgt = M€ L, S0 Ty — 2, | <myon >0, (7.32)

Alors le temps de convergence vers une \/n-approvimation du régime périodique est de

Uordre de :

t*zz(?(:%ﬁ-log(%)) (7.33)

Démonstration
On a bien {Ag, A1, ... An, ...} C{1,e T 72T .}. Nous allons montrer que la suite (),),>0

—ncT

est convergente vers zéro, ce qui revient a montrer que chaque valeur e ne peut étre

prise que d’un nombre fini de termes A,,. Soit par exemple m > 0, n > 0 tels que
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—ncT

A = € et on cherche a estimer la longueur de la chaine constante A, = A,,11 + ... +

Mntpet1 > Anpy 01 Ay = €A1, 1 = e FUTOn peut écrire:
Tm+k = qmTm+k—1 + ﬁma k = ]-7 27 P,

ce qui conduit a:

ﬁm k ﬁm
ik = i (2, — k=12, ..
Ltk 1—q, (2 l—qm) p

et donc:

_ kel P _

Ttk — Tm+k—1 = 4y (xm - ﬁ)(Qm - ]-)7 k= 17 27 -.-D.
Compte tenu du choix (7.32), p est le plus petit nombre entier qui vérifie:
— g1 P
n= |37m+p_xm+p71 | =Gy " |Tm — 1—¢ '(1_Qm)'

ﬁ—:;m)ng est bornée et

En utilisant la Proposition 7.1.1 , on déduit que la suite (2, — 7

donc il existe une constante a > 0 telle que:

< log (%) (7.34)
R YCE W R '
Donc chaque valeur se répéte [m -log(#)] fois. Maintenant , il est évident que la suite

(Am)m>o0 n'est pas stationnaire, donc lim,, oo Am = 0 et en plus:

Em: A, < En: )\mm log(2)

Donc les hypothéses (i), (i7) sont vérifiées et on a la convergence vers le régime pério-
dique. Pour terminer la démonstration, nous allons estimer le temps de convergence
vers une /7 approximation du régime périodique. Comme nous avons montre dans la
Proposition 7.1.8 il suffit que le parameétre A soit de I'ordre de O(,/7). Alors le temps de

convergence sera de l'ordre de:

N 1 a

Foe Y T T )

\ T(e+ A\n) n
=Y e
efncT>\/ﬁ 77

= 0 (% : log(%)) .
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Remarque 7.1.1 Le choiz (7.32) de la suite (\,)n>0 peut étre donné par une équation

du type :

% + R(nss — ) - A) = 0, t € [(n+ DT, (n +2)TT.. (7.35)

0 R() = ¢ Xj—yu(-)-
D’une fagon encore plus générale, comme fonction R on choisira un critére de périodi-

cité pour z(-). Dans tous ces cas, le calcul des solutions périodiques de 1’équation (7.1)

reviendra a la résolution du systéme:

)\(t)-a:(t)+cfi—f+€-x(t) = f(t), t>0,
dA
prin R(x())A(t) =0, t >0,

avec les conditions initiales:

Remarque 7.1.2 Si a l'instant initial \g = 0, alors le probléeme (7.1.3) se réduit & I'équa-
tion (7.1).

Démonstration
La conclusion est immédiate en tenant compte de (7.32) dans le cas discret, ou bien de

(7.35) dans le cas continu.

7.1.4 Illustration numérique

Nous souhaitons maintenant comparer numériquement les vitesses de convergence de la
méthode (MAL)(\g > 0) avec celle d’une méthode classique (Ag = 0). On s’intéresse dans
un premier temps aux régimes périodiques de I’équation (7.1) et du systéme (7.1.3) pour
une valeur du paramétre ¢ = 0.01 et un terme source périodique f(t) = cos(wt) avec

w = 1. Le régime périodique de ce probléme est donné par:

Too(t) = (ecos(wt) + wsin(wt))/(e* + w?), t > 0. (7.36)
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10
temps [periodes] temps [periodes]
T

7 \ Y Vo Vo, Vo VoY Y
60 62 64 66 68 70 6200 6202 6204 6206 6208 6210
time [periods]

F1G. 7.1: Convergence vers le régime périodique par la méthode classique

Comme fonction R nous avons choisi:

R(z(t)) = X[y (x(nT) — z((n — 1)T)), t € [nT, (n + 1)T. (7.37)

On présente les solutions calculées, obtenues avec les deux méthodes. Ensuite, on étudie
le comportement des méthodes dans le cas ¢ = 0.0001. Dans le premier cas ( e = 0.01),
la méthode classique (7.1) donne une bonne approximation de la solution périodique
aprés 70 périodes, tandis que la méthode (M AL) calcule le régime périodique aprés 6
périodes. Si dans cette situation les différences ne sont pas importantes, ce n’est pas le
cas dans la deuxiéme. Cette fois-ci, le gain en temps de calcul s’avéra trés important. On
constate ainsi une tres lente convergence de la solution calculée a 'aide de la méthode
classique (7.1). Au contraire, la méthode (M AL) assure une convergence trés rapide vers
la solution périodique, une trés bonne approximation étant ateinte apres 6 périodes. Au vu
des résultats présentés ci-dessus, la nouvelle méthode (M AL) introduite dans ce chapitre
nous semble bien adaptée a nos calculs. De plus, on remarquera l'indépendance de la

vitesse de convergence par rapport au petit parameétre €.
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VAN, A AAANAAAN
VU VVV VIV TV VIV VIV

. .
4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
temps [periodes] temps [periodes]

FiG. 7.2: Convergence vers le régime périodique par la MAL (\g > 0)
(gauche : ¢ = 0.01 / droite: € = 0.0001)

7.2 Applications aux équations de Maxwell

On g’intéresse maintenant a la résolution de phénomeénes électromagnétiques périodiques.
Ils sont régis par les équations de Maxwell qui s’écrivent dans le vide en I’absence de
charges et de courant sous la forme:

H -
MOE + rot(FE) = 0,

(7.38)

ou E = E(t, 7) et H= f[(t, ) sont respectivement les champs électrique et magnétique,
1o et g¢ la perméabilité magnétique et la permittivité électrique du vide. L’approximation
numérique utilisée reposera sur la méthode de volumes finis introduite dans le paragraphe
(2.2). Sur le bord du domaine de calcul on imposera des conditions limites métalliques et

absorbantes (voir 2.4).

7.2.1 Solutions périodiques obtenues par la méthode classique

Dans un premier temps on s’intéresse a la propagation d’'une combinaison d’ondes planes
dans une cavité rectangulaire métallique semi-ouverte, en deux dimensions d’espace. Le
domaine de calcul sera un rectangle Q =J0,25m[x]0,11m[. On impose des conditions
limites absorbantes sur la frontiére extérieure I'.,; et métalliques sur la frontiére intérieure

[int. Nous avons considéré le mode Transverse Magnétique (H, = 0). Le champ incidant
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W

11m

25m

FiG. 7.3: Cavité métallique rectangulaire semi-ouverte

arrive de droite a gauche sur la cavité métallique et il est donné par les formules:

k koa-+k k koa+k
H, = —gheos(w(t — C@“’)) — qrcos(0.5 - w(t — 70;‘“’))

kpz+ky e koo tky
H, = +facos(w(t — =) + grcos(0.5 - w(t — =)

E. = cos(w(t — kzimyy)) +c0s(0.5 - w(t — k’”imyy)),

ou k| = w/c = 72, k, = —|k|, k, = 0. Nous avons utilisé un maillage structuré en
triangles, comportant une quinzaine de points par longueur d’onde (A = v/2). On décide
maintenant de suivre I’évolution en temps de la composante H, du champ magnétique en
un point a l'intérieur de la cavité métallique et de I’énergie du champ électromagnétique.
Dans un deuxiéme temps, nous allons illuminer une cavité métallique circulaire par une
onde harmonique. On choisira comme domaine de calcul une boite 2 =|0, 11m/[x]0, 11m|

et le champ incidant sera donné par les formules:

k kox + kyy
H, = —-% po Dt T Y
|k|COS(W( C|k| ))7
k. krx + k,y
H, = +— i —La
Yy +|k|COS(W( C|k| ))7
k. k
E. :cmw@——%ﬁfﬂﬁ

(7.39)

avec les mémes valeurs des parametres w, k,, k, comme dans le cas précédent. On constate
que les régimes périodiques sont trés difficilement atteints dans le premier cas, tandis que
dans le deuxiéme cas on n’observe aucune périodicité (a cause de la géometrie plus compli-
quée). En effet, la méthode classique ne permet pas de calculer des bonnes approximations

des solutions périodiques, méme pour des longs temps de calcul ( quelques centaines de
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FiG. 7.4: Solutions obtenues en utilisant la méthode classique

périodes ). Dans le paragraphe suivant nous allons appliquer la méthode (MAL) afin de

calculer des bonnes approximations des solutions périodiques.

7.2.2 Meéthode de ’absorption limite pour le systéme de Maxwell

On présente maintenant la méthode (M AL) appliquée au systéme des équations de Max-
well. Comme dans la section précédente, nous introduisons une perturbation proportion-
nelle au champ électromagnétique. Le systéme perturbé des équations de Maxwell en trois

dimensions d’espace s’écrit, :
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11m

11m

FiG. 7.5: Cavité métallique circulaire

(7.40)

Pour fermer le systéme, il faudra préciser 1’évolution en temps de la fonction inconnue A(+),
qui sera donnée par une équation supplémentaire du type (7.35). Lorsque nous calculons
des solutions périodiques du systéme classique de Maxwell ( non-perturbé) par la méthode

(MAL), on doit considérer les points suivants:

(1) s’assurer que I’état périodique est bien atteint,

(17) s’assurer que le paramétre A converge rapidement vers zéro.

Le point (i) revient a la définition d’un bon critére de périodicité. Nous avons d’abord

utlilisé le critére proposé dans [37]. Si la solution est supposée harmonique:

Q(t,z) = Qo(x)cos(wt + ),
alors elle vérifie I’équation différentielle en temps:
d*Q

W—FWQQ:O,

2
/ (@> + w?Q%dx = const.
o \ dt

ce qui donne:
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Nous proposons ici un critére basé sur un calcul en utilisant la norme L? du champ @ et

de sa dérivée temporelle 9 - a chaque pas de temps. Le critére C! est donné par:

t

‘fﬂ ()" () + ‘*’2Q2(”dt) (%2)° ((n — 1)dt) — w*Q*((n — 1)dt) Yz
Jol(52)" ((n = D)dt) + w2Q2((n — 1)dt) }dx '

Toutefois, si le champ @ n’est pas une onde harmonique, le critére C! ne sera plus satisfait
( par exemple une combinaison de deux ondes planes ). Un nouveau critére, plus général,
doit étre utilisé. On pourra prendre comme base du critére I’énergie évaluée sur la totalité

du domaine et a chaque période en temps:

Jo{Q*(T.2) — Q*((n = DT w)}de|

CHQT)) = e

Finalement, le critére C? peut étre améliorer en calculant le résidu de la facon suivante :

Jo1Q(nT, z) = Q((n — VT, x)|* da .
Jo @ ((n— )T, z)da 2

CHQ(nT)) =

Contrairement au premier cas, quand le résidu C! était calculé a chaque pas de temps, on
observe que les résidus C2,C? sont a calculer seulement & chaque période. Maintenant, on

peut completer le systéme (7.40) par I’équation :

% +R(C(H,E))-At) =0, t >0, (7.41)

avec la condition initiale:
)\(0) — )\0,

ou R = X[—y,- Nous reprenons maintenant les expériences numériques du paragraphe
précédent, en utilisant (7.40) et (7.41). On a choisit comme valeur initiale A\ = 0.1 pour la
cavité rectangulaire et Ay = 0.5 pour la cavité circulaire. Comme résidu nous avons utilisé
C? pour la combinaison d’ondes planes et C! pour l'onde harmonique. Nous présentons
I’évolution en temps des composantes du champ électromagnétique. On constate que les
régimes périodiques sont bien atteints, apres une cinquantaine de périodes, les résidus
étant de l’ordre de 1073,

Au méme temps il faut s’assurer que les solutions obtenues vérifient le systéme classique
de Maxwell, ce qui revient a une décroissance rapide du paramétre \ vers zéro. En effet,

on observe des valeurs de l'ordre de 10~ pour I'absorption A aprés 150 périodes.
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7.3 Applications au systéme de Vlasov-Maxwell

On propose dans cette partie d’effectuer quelques expériences numériques pour illustrer la
précision et la vitesse de convergence vers les régimes périodiques de la méthode (MAL)

appliquée au transport de particules chargées soumises aux champs électromagnétiques.

7.3.1 Présentation des équations

Le modéle le plus général pour la simulation du transport de particules chargées sans

collisions repose sur les équations couplées de Vlasov et de Maxwell:

8tf+v-fo+%(E+v/\(uoH))-vazo, (7.42)
H _
,uoaa—t + rot(E) = 0,
(7.43)
OF -
€05 rot(H) = —j,
ol le couplage est donné par la densité de courant:
F(ta) = / B (t, @, v)dv. (7.44)

Ici (¢, z,v) représente le temps, la position et la vitesse, f est la fonction de distribution
de particules chargées, (E, H) est le champ électromagnétique.

Pour I'approximation numérique des équations de Maxwell, on utilise la méthode volumes
finis introduite dans le paragraphe 2.2. L’équation de Vlasov (7.42) est approchée numé-
riquement en utilisant une méthode déterministe qui repose sur une approximation de la

fonction de distribution f par une combinaison de fonctions de Dirac:

ft,z,v) = Zwkfké(x — 21 (t)) @ §(v — vk (1)), (7.45)

ou N et le nombre de particules, wy est le volume dans I’espace des phases de la cellule
associée a la particule k et f; est le poids de la particule k. Les fonctions (xy(t), vk (t))
vérifient le systéme différentiel:

dlL‘k

R t
dt Uk( )7

d’l]k

D 2 (1,0, (6) + 0u(0) A (uoH ,20(0).
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La densité de courant s’écrit:
N
J(tw) =) wifiT(t)6(x — zi(1)).
k=1

Le champ électromagnétique dans chaque point xy(t) est interpolé a I’aide des fonctions

P! et la densité de courant au noeud S; du maillage est calculée par:
=2 1 =2
j(t,8;) = v J(t, ) ¢i(z)dx
¢ N
= v Z wi [ Uk (1) di (2 (1)),
b k=1

o V; = [ ¢i(x)dx et ¢; est la fonction P associée au noeud S;.

7.3.2 Résultats numériques

Nous présentons dans ce paragraphe les solutions numériques obtenues, dans un premier
temps, par la méthode classique ( A = 0 ) et dans un deuxiéme temps en utilisant la
méthode (MAL). Le domaine de calcul sera une boite 2D rectangulaire |0, 1m[x]0, 1m] et
on considére le mode Transverse Electrique (E. = 0). On impose des conditions limites
absorbantes et métalliques comme indiqué dans la figure. Deux espéces de particules
chargées sont injectées dans le domaine, par la partie gauche de la frontiére absorbante,

a la fréquence de résonance de la boite:

™2

w=21Y = .
\VEOH
Tret
. |
- - im
rabs*> _— Ebs
o |
Fma
im

F1G. 7.9: Cavité métallique/absorbante
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Les fonctions de distributions des deux espéces de particules sont données par:

—le|(2 + cos(wt)) - 0(v —3), x=0,v, >0,

0, sinon,

ge(t,z,v) = {

et:

{ +lel(2 + sin(wt)) - 0(v — 3), = =0,v, >0,
gi(taxav) =

0, sinon.

Plusieurs expériences numériques ont été faites, selon la largeur de la bande d’injection
qui jouera le role du petit paramétre ¢ introduit dans la section 7.1.1, compte tenu du
fait que les conditions limites absorbantes ont un effet dissipatif. En utilisant la méthode
classique (pas de perturbation, A = 0) on observe un bon comportement des solutions
périodiques aprés une dizaine de périodes si la frontiére absorbante represente 50% de la
frontiére totale. Si I'y, est réduite & 20% ou a 10%, des difficultés apparaissent pour capter
les solutions périodiques. Nous avons représenté les solutions calculées sur un temps de
I’ordre de quelques dizaines de périodes, mais en effet, les régimes périodiques semblent
trés difficilement a atteindre méme pour des grands temps de calcul (des centaines de
périodes).

0.001

0.0009 -

0.0008 -

0.0007 -

0.0006 -

0.0005 -

lambda

0.0004 -

0.0003 -

0.0002 -

0.0001 -

. . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40
temps

FIG. 7.10: A = A(t), Ao = 0.1, CLA = 10%

Dans le deuxiéme cas (MAL, A > 0 ) des bonnes approximations des régimes périodiques
sont obtenues aprés une dizaine de périodes, méme dans le cas de I'y, réduite a 10%.
L’indépendence du temps de convergence par rapport au facteur dissipatif confirme les
résultats de la Proposition 7.1.4. Nous avons suivi aussi ’évolution en temps du parameétre
A, afin de justifier la convergence des solutions du systéme perturbé vers les solutions du
systéme classique de Vlasov-Maxwell. Nous observons des valeurs trés petits A ~ 10~*

aprés une vingtaine de périodes.
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8
temps

(a) Ao = 0,CLA = 50%

temps

(¢) Ao =0,CLA = 10%

a0

15
temps

(b) Ao = 0,CLA = 20%

10
temps

(d) Ao =0.1,CLA = 10%

FIG. 7.11: Energie du champ électromagnétique
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Dans ce travail nous avons présenté a la fois des résultats théoriques et numeériques de la
physique du transport de particules chargées soumises au champ électromagnétique. La

recherche des régimes périodiques est une opération délicate.

Nous avons montré 'existence de la solution faible périodique du systéeme de Vlasov-
Poisson dans un domaine multi-dimensionnel. Dans une dimension d’espace on montre
aussi un résultat d’unicité. La preuve repose sur ’application du théoréme du point fixe
de Schauder. Le point clé des démonstrations est d’imposer des conditions reliant les
données au bord qui assureront une durée de vie finie dans le domaine pour toutes les
particules. La méme méthodologie s’applique aussi au systeme de Vlasov-Maxwell. Nous
avons présenté des résultats d’existence pour les cas non-relativiste et relativiste en une

dimension d’espace.

Dans un deuxiéme temps nous nous sommes intéressés a la résolution numérique du
systéme de Vlasov-Maxwell périodique. Pour la discrétisation des équations de Maxwell
nous avons utilisé un schéma décentré précis en temps et en espace (d’ordre trois) dans
une formulation de type volumes finis en maillages non structurés. L’équation de Vlasov

a été approchée par une méthode particulaire.

Les résultats présentés montrent qu’une telle méthode ne permet pas de restituer de
bonnes approximations des régimes périodiques (on pense au grand nombre d’itérations

et a la faible convergence vers les solutions périodiques).

Une méthode, dite de I'absorption limite, a été développée pour la résolution numeé-
rique du systéeme de Vlasov-Maxwell. Des résultats théoriques ont été montrés dans le
cadre d’'un modeéle 1D simplifié et ensuite cette méthode a été appliquée avec succes au

systéme de Vlasov-Maxwell. Elle repose sur I'introduction d’un terme d’absorption et a
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notre connaissance elle est inédite. D’abord nous avons mis en évidence une trés rapide
s . s . . . 9 N ,

convergence vers les régimes périodiques des solutions d’un systéme perturbé par un terme

d’absorption A > 0, bien que ces solutions ne vérifient pas les équations originales. Nous

avons ensuite remplacé le paramétre constant A > 0 par une fonction du temps, incon-

nue nouvelle du systéme, décroissante vers zéro pour ¢ vers 'infini. L’évolution de cette

fonction sera décrite par une équation de controle qui tiendra compte d’un critére de pé-

riodicité.

L’étude préliminaire que nous avons faite dans le cas simplifié a démontré que cette mé-
thode permet de gagner énormément en temps de calcul (passer a une dizaine de périodes
par rapport a 6000 périodes dans certains cas). D’autre part, les simulations faites pour
la résolution du sytéme de Vlasov-Maxwell ont montré qu’on dispose d’'une méthode a la

fois rapide et robuste pour ’approximation des régimes périodiques.

Les travaux effectués au cours de cette thése constituent donc une premiére étude des
solutions périodiques du systéme de Vlasov-Maxwell. En ce qui concerne les résultats
théoriques, ’existence et 1'unicité de telles solutions ont été obtenues, mais la difficulté
principale a été de trouver une méthode numérique appropriée. Nous pensons avoir mon-
tré l'efficacité et I'intérét d’une telle méthode numérique a travers les nombreux cas test

présentés.
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Annexe A

La discrétisation spatiale utilisée dans la section 3.1.1 correspond au systéme semi-discret

associé a chaque noeud I (les indices I et h sont omis) :
U, +9(U) =0,

ou V¥ représente la discrétisation spatiale.

On rappelle ici 'algorithme d’intégration temporelle multi-pas Runge-Kutta utilisé (RK3) :

Ul =pn
At
Ul =00 — U 1=1,2.3
(4—l)( ) T
Un+1:U3

ou At représente le pas de temps tel que: t" = nAt.
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Annexe B

On donne ici le flux numérique ®; obtenu dans le cas du schéma écrit en maillage rec-

tangulaire. On a:

dUr _ %1
dt  AzAy’

avec

¢, = Ax (%(1 + ﬁ) - By |C2 |)Uij+1
—Az (F(1+6) + By [e2NUija
—l—iﬁA:E (c2+ 7 |e2])Ui -2
+3BAL (—cy + 7 |2 |)Uijga
Ay (F(1+5) = 87 [er DUisa
—Ay (G(1+8) + By |er DUia
+18A8y (1 +7 [er|)Ui-a;
+1B8Ay (—c1 + 7 |e1 Uiy

—1—3’377(|02| Az+ |er | Ay)Us;
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Annexe C

On donne ici le flux numérique ®; obtenu dans le cas du schéma écrit en maillage trian-

gulaire. On a:

aw_ e
dt  AzAy’

avec
O = AgoUi;+ At Uit + Ao pUivo jro + A1 oUisjro + A1 Uigo jia
A1 oUit1; + AoiUijpr + Ao —1Uijo1 + A gUizrj + Ay Uiy ja
Ao oUijro+ A Uiqjin + AU o+ Ao Uigj 1 +A 1 Ui,

Ay Uiy o+ A Ui j—1 + Ao —2U; j—o + AsgUiyo

avec

Apo = 108Y(I N1 | + [ Na| + [ Ns| + [ Naf + | Ns | + [ Ne )

A1 =6N; + B(2N; + 2Ny — N3 — 2Ny — N5 + 2Ng) — (2 | Ny| + | N3| +10 | Ny | + | N5 |)
Ayp = —206(Ny — v [ N1 )

Ayg = —B(N1+ Na) + By(| Ni| + | N2])

Ay = —B(N1 + Ns) + By(I N | + [ No|)

Ajo=06Ns+ B(2N; — Ny —2N5 — Ny + 2N5 4+ 2Ng) — (2 | N3 | + | N2 | +10 | Ng| + | N4|)
Ap1 = 6Ny + B(2Ny + 2Ny + 2N3 — Ny — 2N5 — Ng) — 7(2 | N5 | + | Na| +10 | No| + | Ne|)
Ap—1 =6N;5 + B(=Ny — 2Ny — N3 + 2N, + 2N5 4+ 2Ng) — By(| N1 | +2 | Na| +10 | N5 | + | N3 |)
A 19 =06N;3+ (=N, + 2N, + 2N3 + 2Ny — N5 — 2Ng) — Bv(| Ny | +10 | N3 | + | N5 | +2 | N |)
A1 =6Ny+ B(2(=N1+ N3+ Ny + Ns5) — Ny = Ng) — By(2 [ N1 | + | N2| +10 | Ny | + [ Ne|)
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Chapitre 7. Annexe C

App =2B(=Na+7 | No|)
A_z0=208(—Ns+7|Ns|)

Ay o= —[(Ny+ Ns)+ By(| Na| + [ Ns])
Ay = —B(Ns+ Ng) + Bv(| N5 | + | Ne|)
Az =20(=Ns +7 | Ns|)

et

N1 = %(ClAy + CQAZU)
N2 = 3—16(—61Ay + 2CQA.’L‘)

N3 = 5:(—2¢1Ay + ¢, Ax)

A_i11 = —B(No+ N3) + By(| Na)+ | N3 |)
Ay 1 = —B(Ns+ Na) + By(| N3)+ | Na|)
Ay 9 =20(=Nys+v|DJ)

Ap—2 =2B(=N5 +7 |Ns|)

Ny = 5=(—c1Ay — ¢, Ax)
N5 = z=(c1Ay — 2c,Ax)

Nﬁ = %(QClAy — CQA.I')
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Etude numérique des solutions périodiques du systéme de
Vlasov-Maxwell

e Mots-clés : Electromagnétisme - Equations de Maxwell - Equation de Vlasov - Volumes finis
- B-v schémas - Méthode particulaire.

Résumé

La modélisation de dispositifs tels que les tubes & décharge ou les diodes & vide soumises & un potentiel
harmonique repose sur les équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson en régime périodique. Des
résultats dans le cas périodique semblent inexistants. D’autre part, ces régimes sont trés difficilement at-
teints lors des simulations numériques. Le but de ce travail a été d’étudier théoriquement et numériquement
les régimes périodiques en transport de particules chargées soumises au champ électro-magnétique. Dans un
premier temps nous présentons les équations de Maxwell sous forme conservative ainsi que le caractére hyper-
bolique de ce systéme. Le deuxiéme chapitre traite de "approximation numérique utilisée pour la résolution
du systéme de Maxwell. Il s’agit d'un schéma explicite de type volumes finis centrés aux noeuds. Aprés une
étude de stabilité du schéma de discrétisation en espace (le 3 — « schéma), nous nous sommes intéressés au
couplage des équations de Vlasov et des Maxwell. Nous montrons des résultats d’existence et d’unicité pour
la solution faible périodique dans une ou plusieurs dimensions d’espace. Ensuite nous avons proposé une
nouvelle méthode (MAL) pour la résolution numérique des équations différentielles avec des termes source
périodiques afin d’accélérer la convergence vers les régimes périodiques. Aprés une partie consacrée a une
étude théorique sur un modele simplifié 1D, cette méthode a été étendue au systéme de Vlasov-Maxwell.
Nous montrons l'efficacité d’une telle méthode & travers les nombreux cas test présentés.

Numerical study of the periodic solutions of the
Vlasov-Maxwell system

e Key-words: Electromagnetism - Maxwell system - Vlasov equation - Finite volumes - -y
schemes - PIC method.

Abstract

The coupled nonlinear system presented by the Vlasov-Maxwell equations is a classical model in the kinetic
theory of plasma. For applications like vacuum diodes, tube discharges, cold plasma, solar wind, satellite
ionisation, etc., permanent regimes are particularly important. To our knowledge no results were available
concerning time periodic solutions. One strong motivation to study such solutions is the great difficulty to
compute it numerically. This thesis has been devoted to the theoretical study of the periodic solutions of the
Vlasov-Maxwell system and the development of a new method for numerical calculation. We first present
the conservative form and the hyperbolic character of the Maxwell equations. In the second chapter we are
concerned with the numerical approximation used (a third order accurate finite volume scheme). After a
stability analysis of the high-order upwind 3 —~ scheme in finite volume formulation, we present the coupled
equations of Vlasov and Maxwell. We proved existence and uniqueness of weak periodic solution for the
Vlasov-Poisson and Vlasov-Maxwell systems in one or more space dimensions. Furthermore, a new control-
lability method is proposed to solve numerically differential equations with periodic sources (or periodic
boundary conditions) in order to accelerate the convergence to the periodic states. Finally, this new method
(LAM) is successfully applied to the calculation of periodic solutions of the Vlasov-Maxwell system.



