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Conventions, symboles et
notations

Nous adopterons les conventions, symboles et notations suivantes, que
nous essaierons de respecter au maximum:

. v — abscisse curviligne euclidienne

. g — métrique de groupe euclidienne

. K — courbure euclidienne

. p — torsion euclidienne

. (C,t,n) et (C,t,n,b) — repére de Frenet euclidien d’une courbe (res-
pectivement 2D et 3D)

. s — abscisse curviligne affine

. v — métrique de groupe affine

. . — courbure affine

. T — torsion affine

. (A eq,e9) et (A,eq,ez,e3) — repére de Frenet affine d’'une courbe
(respectivement 2D et 3D)

. 0 — abscisse curviligne projective

. ™ — métrique de groupe projective

. k — courbure projective

. A et A — point et facteur de Cartan

. (A, A A®) - repeére de Cartan projectif plan d’une courbe.

. 1.j — produit scalaire

. ||i]] ou |i] = norme du vecteur i

. i x j — produit vectoriel

. [A] — déterminant

. [1,]] ou [i,j, k] — par extension, déterminant de la matrice formée des
vecteurs colonnes i,j ou i,j, k

. V¢ — gradient

'[88

50 59) — crochet de Lie ( o2 ik )

otov ~ Ovot
- Up, Upp OU Up2, Uppp OU Up3, ... — dérivées successives par rapport a p.
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. RY — espace réel de dimension N

. S ou S': le cercle unité.

. P? = plan projectif

. {D1,D2; D3, Dy} — bi-rapport de quatre points, droites ou coniques.
. Img(C): image de la fonction C, plus particuliérement ici I’ensemble

des points de la courbe C. On notera abusivement parfois Cy et C(t) au
lieu respectivement de Zmg(Co) et de Zmg(C(.,t))

2

. Dif = % différence finie centrée
) DZT’J'-‘T f= % différence finie & droite

) DZ.;‘T f= % différence finie a gauche
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Chapitre 1

Introduction et généralités

1.1 Contexte

Nous assistons vraisemblablement depuis ces derniéres années a un regain
d’intérét pour le traitement d’image et un certain nombre de sujets qui lui
sont liés. La part croissante des images vidéo dans notre vie quotidienne et de
leurs applications n’y est certainement pas étrangére: robotique mobile, ima-
geries satellite et médicale, réalité virtuelle, effets spéciaux, télé-surveillance
et autres. Il est vrai aussi que les images et les séquences vidéo, longtemps
synonymes de temps calcul et du colt de stockage prohibitifs, sont aujour-
d’hui & la portée de la puissance de nos ordinateurs personnels. Mais sur le
plan académique, c’est surtout I’effort accru de formalisation mathématique
du traitement d’image et de la vision par ordinateur qui semble étre & 'ori-
gine du phénomeéne... & moins qu’a l'inverse ce ne soit l'intérét grandissant
pour ces domaines qui ait poussé les théoriciens & se pencher sur le sujet!

En tout état de cause, I'utilisation en traitement d’image et en vision par
ordinateur des équations différentielles partielles (EDP), de la théorie des
évolutions de courbes et de surfaces et de 'analyse multi-échelle est devenue
ces derniéres années un sujet de recherche majeur (voir [92|) débouchant sur
des applications en débruitage et déflouage d’image [93], en lissage sélectif
et en détection de contours [3, 86|, en accentuation du contraste [95] et en
segmentation des formes [13]. Citons aussi des travaux plus récents sur l’ap-
plication des EDP & la restauration d’image [67, 66, 8] ainsi que 'utilisation
des méthodes d’ensembles de niveau, méthodes initialement utilisées pour
la simulation numérique des évolutions de courbes par EDP (voir [103] et
chapitre 2), pour 'extraction de contours et le suivi d’objets [83, 84, 85].
Nous utiliserons aussi ces méthodes pour résoudre le probléme de stéréovi-
sion (chapitre 3).

Les approches a base d’EDP ont ’avantage de permettre d’obtenir dans
de nombreux cas des résultats d’existence et d’unicité a des problémes clas-
siques pour les spécialistes du domaine. Elles apportent aussi de puissants
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schémas numériques déja éprouvés en mécanique des fluides. Enfin, elles for-
malisent dans un cadre unificateur des méthodes et des problémes abordés
jusque 14 de maniére indépendante.

La théorie de I’évolution des courbes planes a été considérée dans un
grand nombre de domaines tels que la géométrie différentielle, I’analyse nu-
mérique, la vision par ordinateur et plus récemment dans le domaine du
traitement d’image. Développée jusqu’alors de maniére indépendante et pa-
ralléle, la théorie de la déformation des courbes planes sous 'effet d’une équa-
tion de la chaleur intrinseque peut étre aujourd’hui comprise sous ’angle de
I’application des EDP au traitement d’image.

L’analyse multi-échelle d’une image a elle aussi été récemment forma-
lisée et une équipe de Ceremade [5] en a proposée une axiomatique, tout
en rapprochant le sujet de 'utilisation des EDP et de la théorie de 1’évolu-
tion de courbes. Nous décrirons en détail cette axiomatique dans la section
suivante. Mais il existe d’autres approches et d’autre axiomatiques. L’idée
méme d’espace d’échelle est ancienne. Comme le fait remarquer Weickert
dans des articles récents [111, 112, 40], si la premiére référence a la notion
d’espace d’échelle est en général attribuée a un article de Witkin datant de
1983 [114], c’est a tort et par ignorance de toute une série de travaux d’lijima
au japon entre 1959 et 1981 (voir [112] pour les références a ces nombreux
travaux dont certains sont traduits en anglais).

Pour de plus amples développement de ces considérations, nous renvoyons
le lecteur a I'état de l'art dressé dans [20].

1.2 Axiomatisation de ’analyse multi-échelle

Nous reprenons ici les grandes lignes de ’approche de l’analyse multi-
échelle par Alvarez, Guichard, Lions et Morel, dont on trouvera une synthése
compléte dans [6].

Une image numérique étant modélisée par ug(z), z € RY, ’analyse multi-
échelle associée & u(0) = up est une suite d’images simplifices (c’est-a-dire
lissées) wu(t,z) dépendant d’un paramétre ¢, I’échelle. De trés nombreuses
théories s’attachent & ce probléme, que ce soit en terme d’analyse multi-
échelle d’images, de formes ou méme de textures: raw primal sketch par Hil-
dreth et Marr [73], scale-space par Witkin [114] et Koenderink [64], intrinsic
heat equation par Gage et Hamilton [45] et Grayson [47|, motion by mean
curvature par Osher et Sethian [78] et Evans et Spruck [27], entropy scale-
space par Kima, Tannenbaum et Zucker |61|, dynamic shape par Koenderink
et Van Doorn [65], curvature primal sketch par Mackworth et Mokhtarian
[71, 72] et Asada et Brady [7|, morphologie mathématique par Serra [102],
anisotropic diffusion par Perona et Malik [87|, affine scale-space of curves
par Sapiro et Tannenbaum [98| et enfin affine morphological scale-space par
Alvarez, Guichard, Lions et Morel [5].
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L’axiomatisation de 1’équipe du Ceremade et sa formalisation a 1’aide
d’EDP ont permit d’unifier un grand nombre des théories précédentes. L’ana-
lyse multi-échelle y est définie comme I'application d’un ensemble d’opéra-
teurs T3 qui, appliqués & I'image initiale définissent un continuum d’images
u(z,t) = Ty(ug)(x). Le choix de l'opérateur T; est guidé par un certain
nombre d’axiomes que doit respecter ’analyse. Les axiomes principaux sont
les suivants:

— Axiome de la structure pyramidale:
L’image & une échelle ¢ + h (¢,h > 0) peut étre obtenue & partir de
la version & l’échelle précédente ¢ sans passer par l'image initiale. Cet
axiome, connu aussi sous le nom d’axiome de causalité, s’énonce alors
formellement par:

Etant donnés t,h > 0, il existe un opérateur de transition
noté Ty 1 p, tel que pour toute image u on ait:

Tyirn(u) = Ty pqp 0 Ty(u)

avec Ty = Id et Ty y = Id.

— Axiome de comparaison locale:
L’analyse ne doit pas introduire dans les images lissées des détails qui
n’y étaient aux échelles précédentes. Ceci se traduit par la préservation
locale de la valeur relative des niveaux de gris, et I’énoncé de ’axiome
suivant:

Si u(z) > v(x) pour les points x d’un voisinage de xy alors
on doit avoir pour tout t > 0 et h assez petit

Tt,t+ h(u)(zo) > Tt pn(v)(zo)

— Axiome de régularité:
Si u est une forme quadratrique au voisinage de zg, c’est-a-dire si
w(z) = a+ pl(z — 20) + 3(z — 20)TA(z — m0) pour |z — x| < €
alors quand h tend vers 0, la valeur de T} ;yp,(u)(20) ne doit dépendre
que des valeurs de a,p et A. Cet axiome s’exprime par:
Siu(z) = a+p'(z —20) + 3(z — 20)T Az — m0), il existe
une fonction F(A,p,a,xo,t) continue par rapport a A, non
décroissante, telle que

lim (Tt,t+h(uzl— u)(zo) — F(A,p, 0, 1)

h—0

— Invariance morphologique:
L’analyse doit commuter avec toute redistribution croissante g() des
niveaux de gris. Ceci traduit le fait que seule la notion d’isophote est



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET GENERALITES

importante pour cette analyse, d’ol la référence & la morphologie ma-
thématique.

Soit g : R — R wune fonction croissante, alors pour tout u
on doit avoir:

Tyiyn(gou) =goTypn(u)

Cette invariance morphologique est dite forte si cet axiome est respecté
pour toute fonction croissante ou décroissante.

— Invariance euclidienne:
L’analyse doit étre invariante pour toute déplacement G : RY — RN
deéfinie par G(z) = Az + b ou A est une matrice orthonormale.

Pour tout u, on a:
Tip4n(u) o G =Typpn(uc G)

— Invariance affine:
L’analyse doit étre invariante, & un changement d’échelle prés, pour
toute transformation affine G : RY — RY définie par G(z) = Az + b
ot A est une matrice non singuliére.

Pour tout u, on a:

Tya)e ey (t,c) (W) © G =Ty pip(uo G)

La présence de t' et de h', dont le choix ne dépend pas de u, traduit
le fait que les invariants différentiels affines usuels sont des invariants
relatifs pour les transformations affines propres et ne sont invariants
absolus que pour les transformations affines spéciales ([A]=1) (voir plus
loin section 4.1.1 du chapitre 4).

— Linéarité:
L’opérateur T est linéaire:

Ty in(au + bv) = aTyqp(w) + 017 44h ()

Parmi les résultats les plus remarquables, on peut noter les théorémes
suivants dont on trouvera les démonstrations dans [5]:
Théoréme 1 Si une analyse multi-échelle Ty(u) satisfait aur axiomes de
structure pyramidale, de comparaison locale et de régularité, alors la solution
u(z,t) = Ti(u)(x) est une solution de viscosité de I’EDP suivante:

u(w,O) = Uo
1.1
S = F(H(), Vu,u,,1) .

ot H(u) et Vu sont respectivement le Hessien et le gradient de u et ou la
fonction F(H(u), Vu,u,x,t) est la celle définie dans le principe de régularité.
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D’autre part, si u(z,t) est une solution de viscosité de l’équation (1.1) alors
Uanalyse multi-échelle Ty(u) définie par Ty(u)(x) = u(z,t) satisfait les trois
axiomes de structure pyramidale, de comparaison locale et de régularité.

Ce théoréme est fondamental et permet de montrer le lien profond qui
existe entre l'analyse multi-échelle et les EDP. Selon les axiomes considé-
rés, d’autres théorémes peuvent étre établis permettant de relier un certain
nombre de travaux développé de maniére indépendante par différents au-
teurs. Ainsi, nous avons les théorémes suivants:

Théoréme 2 Si une analyse multi-échelle Ty(u) satisfait aur aziomes de li-
néarité, d’invariance euclidienne, de structure pyramidale et de comparaison
locale, alors la solution u(x,t) = Ty(u)(x) est une solution de I’EDP suivante:

u(z,0) = up

ou (1.2)

— = Au(z,t

o = Au(s, 1)
Cette équation est plus connue sous le nom d’équation de la chaleur. La so-
lution de cette EDP s’obtient par convolution de 'image initiale avec 'opé-
rateur Gaussien et correspond au modéle étudié par Marr et Hildreth [73],
utilisé par Witkin [114] et dont Koenderink 64| remarqua le lien entre équa-
tion de la chaleur et convolution avec une Gaussienne.

Théoréme 3 Soit N = 2. Si une analyse multi-échelle Ty(u) satisfait auz
axiomes d’invariances euclidienne et morphologique, de structure pyramidale
et de comparaison locale et de régularité, alors la solution u(z,t) = Ti(u)(z)
est une solution de viscosité de I’EDP suivante:

u(z,0) = ug
ou . Vu (1.3)
5 = IVulGldin(Z) 1

ot G(s,t) est une fonction non décroissante par rapport o la variable réelle
s.

Le cas particulier ot G est constante et égale & +1 ou -1 correspond aux opé-
rations élémentaires de morphologie mathématique de dilatation et d’érosion
avec une boule comme élément structurant. Autre cas important: celui ou

G(s,t) = s.t:

u(z,0) = ug
ou Vu (1.4)
— = t|Vuldiv(=
qui correspond & une diffusion anisotrope dans la direction des courbes de
niveaux de I'image et est identique & celle proposée par Osher et Sethian [78]
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dans leur reformulation du probléme d’évolution de courbes étudié par Gage
et Hamilton[45]. Elle est aussi trés proche de I’équation proposée par Perona
et Malik:

u(z,0) = up

ou )
Frie div(c(|Vu|)Vu)

1.5
avec ¢ decroissante, par exemple (15)
_ 2 1
C(a) =e (a/k) ou c(a) = W

et de I’équation de restauration de Rudin, Osher et Fatemi [94].

Enfin, si on remplace ’axiome d’invariance euclidienne dans le théoréme

précédent par celui d’invariance affine, on obtient alors le théoréme fonda-
mental suivant:
Théoréme 4 Soit N = 2. Il n’y a qu’une seule analyse multi-échelle T} (u)
satisfaisant aux aziomes d’invariances affine et morphologique, de structure
pyramidale et de comparaison locale et de régularité. Cette analyse est effec-
tuée par I’EDP suivante:

u(z,0) = up
ou Vu

— = t.di
5 |Vul|( w(|Vu|

(1.6)

ol

)

Cette équation est utilisée pour faire évoluer de maniére invariante affine
les courbes de niveau dans les images [99]. La racine cubique qui apparait
vient de la composante de la normale affine le long de la normale euclidienne
(voir section 4.2.2). De maniére plus générale, il existe un paralléle entre
I’approche consistant & faire évoluer les niveaux de gris d’'une image et celle
qui s’attache & faire évoluer une courbe. Ce paralléle repose sur I’évolution
des isophotes de I'image (ensemble des points de méme niveau de gris). Nous
aborderons plus en détail au chapitre 4 I’approche “déformation de courbes”.

1.3 Démarche

Nous avons tenté durant ce travail de thése d’appliquer ces idées émer-
gentes & la vision par ordinateur. Ce faisant, nous avons poursuivit deux
directions bien distinctes:

— Premiérement, nous avons reformalisé le probléme de la stéréovision
dans le cadre des EDP. Nous avons pu ainsi formuler mathématique-
ment le processus mis en jeu. Et surtout, nous avons dépassé de loin
les possibilités des méthodes existantes.

— Deuxiémement, nous nous sommes lancés a la recherche des invariances
dont la vision par ordinateur & besoin. Partant des équations de la cha-
leur des courbes planes invariantes pour les déplacements (géométrie
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N

C(p,t)

FiG. 1.1 — La simulation numérique de la propagation d’une courbe C(p,t)
se résout de maniére efficace et élégante en faisant évoluer une surface z =
d(x,y,t) dont C est I'ensemble de niveau zéro

z = ¢(z,y,t)

euclidienne) ou pour les transformations affines (géomeétrie affine), nous
avons cherché & étendre ces résultats au cas de la géométrie projective
d’une part et au cas des courbes gauches d’autre part. Enfin, nous
avons découvert un moyen de calculer un invariant différentiel affine
local, la courbure affine, utile en vision mais dont le trop grand ordre
de dérivation interdisait jusqu’ici le calcul.

Notre exposé suivra le plan suivant:

Chapitre 2 Nous aurons besoin pour commencer d’un outil indispensable:
la maitrise des méthodes numériques mises en jeu et de leur implémentation.
Le chapitre 2 se penchera donc sur les méthodes & ensembles de niveau
(Level Sets Methods) introduites par Osher et Sethian [78|. La simulation de
la propagation a la vitesse normale # d’une hypersurface C(p,t) se résout de
maniére efficace et élégante en faisant évoluer suivant 'EDP ¢, = —3|V |
une fonction ¢(x,t) dont C sera I’ensemble de niveau zéro (figure 1.1).

Chapitre 3 La stéréovision consiste & reconstruire les objets dans ’espace
a partir de simples images planes de ceux-ci. Etape essentielle en vision
par ordinateur, elle I’est aussi en vision naturelle et tenter de résoudre ce
probléme, c’est vouloir imiter un outil central de la vision animale, avec a la
clé des applications qui dépassent le cadre de la robotique.

Le principe de base en est simple. Regarder un objet c’est en projeter une
image sur un plan (figure 1.2). En conséquence de quoi, si un objet est vu
de deux endroits différents alors sa position exacte est connue (figure 1.3).

Les méthodes classiques extraient des segments ou d’autres primitives
(lignes brisées, b-splines, etc.) des images et les replacent dans l'espace (fi-
gure 1.4). Rapides et bien maitrisées, ces méthodes reconstruisent malheu-
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Fi1G. 1.2 — Regarder, c’est projeter...

Fi1G. 1.3 — Regarder avec deuzr yeuz, c’est voir en relief...
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Fic. 1.4 — Aprés extraction de segments, les méthodes classiques recons-
truisent la position 3D des segments en question

FiG. 1.5 — Stéréovision trinoculaire [9]. Trois images d’une méme piéce.
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Fi1G. 1.6 — Stéréovision trinoculaire [9]. Reconstruction des segments dans
lespace a partir des images prises par les trois caméras. Deuz vues sous des
angles différents.
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Fi1G. 1.7 — Stéréovision “dense” [90, 23]. Deux images d’un méme visage

reusement un ensemble éparse de primitives. Les figures 1.5 et 1.6 montrent
les résultats d’une reconstruction par une méthode de stéréoscopie trinocu-
laire [9]. Trois images d’une méme scéne et non deux sont acquises afin de
fiabiliser le processus.

Des méthodes plus récentes [90, 23| réalisent une reconstruction “dense”
de la surface d’un objet sous la forme d’une surface z = f(z, y). Moins rapides
que les méthodes précédentes, ces derniéres fournisse une information plus
riche de la scéne observée (figures 1.7 et 1.8). Elles sont toutefois limitées par
le modeéle méme appliqué aux objets reconstruits: le graphe d’une fonction
réguliére f(z,y) ne permet de modéliser ni un objet complet ni plusieurs
objets espacés les uns des autres.

A notre grande satisfaction, nous avons appliqué avec réussite [36] la
théorie de I’évolution des surfaces au probléme de la stéréovision. Comme le
lecteur le découvrira au chapitre 3, les résultats sont bien plus qu’encoura-
geants et vont au deld de nos espérances. Ils ouvrent vraisemblablement la
voie & de nombreuses applications. A partir d’'un nombre quelconque d’images
réalisant une observation partielle ou compléte de plusieurs objets, notre mé-
thode laisse évoluer une surface qui va se casser et se coller aux objets en
tenant compte au passage du probléme jusque la difficile de la visibilité et
des occlusions (figure 1.9). Bien que ce ne soit évidement qu'un début, nous
avons testé avec succés notre méthode sur des images synthétiques (figure
1.10) et réelles (figure 1.11).

La figure 1.12 montre de maniére synthétique les différentes méthodes de
stéréovision et situe notre méthode par rapport aux autres.

Chapitre 4 Revenant & des considérations plus théoriques, mais avec des
visées pratiques, nous nous penchons au chapitre 4 sur les évolutions inva-
riantes des courbes planes et tridimensionnelles. Nous commencons par des
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Fic. 1.8 — Stéréovision “dense” [90, 23]. Reconstruction de la surface z =
f(z,y) a partir des deux images. De haut en bas et de gauche a droite:
triangulation de la surface, mise en couleur avec lissage, reprojection des
1mages sur la surface.

Fi1G. 1.9 — Les méthodes d’évolution de surfaces par EDP nous ont permsi de
reconstruire des objets complets et multiples
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FiG. 1.10 — Stéréovision et EDP: reconstruction d’objets de synthése a partir
plusieurs prises de vues. En haut a gauche: quatre de la trentaine de prises de
vues utilisées. Les trois autres images montrent la convergence d’une surface
wmitiale vers la surface des objets observés
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FiG. 1.11 — Stéréovision et EDP: reconstruction d’un objet réel a partir plu-
steurs prises de vues. En haut a gauche: quatre de la trentaine de prises de
vues utilisées. Les trois autres images montrent la convergence d’une surface
wmitiale vers la surface des objets observés
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Appariement de primitives [9]
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Stéréovision "dense" [90, 23]

FiG. 1.12 — Les différentes méthodes de stéréovision. De haut en bas et de
gauche & droite: appariement de primatives, stéréovision “dense” et évolution

de surfaces par EDP

Evolution de surfaces par EDP
(multi-caméras) [36]



34 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET GENERALITES

U
E

O

=
U

S &
Lo O

() O

FiG. 1.13 — Flot euclidien d’une courbe plane: C; = kn. A gauche [’évolution

d’origine. A droite, [’évolution aprés une rotation. Il y a bien invariance
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FiGg. 1.14 - Flot affine d’une courbe plane: Cy = kin. A gauche ’évolution
d’origine. A droite, l’évolution aprés une transformation affine (spéciale). I
y a bien invariance
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= 3 WL

FiG. 1.15 — Evolution d’une courbe gauche & courbure et torsion constantes
sutvant le flot euclidien invariant Cy = Cyy = kK

rappels de géométrie différentielle: abscisse curviligne, courbure, etc. en géo-
métrie euclidienne, affine ou projective. Nous rassemblons ensuite les résul-
tats connus sur ’étude des équations de la chaleur intrinséques en géométrie
plane euclidienne [44, 48] et affine [100]: pour une courbe plane C(p,t = 0)
de paramétre p, il s’agit d’étudier le flot euclidien, c’est-a-dire la famille de
courbes C(p,t) définie par:

oc o*C

E(put) = W(P,t) = KN

(v, K et n sont respectivement I’abscisse curviligne, la courbure et la normale
euclidiennes), flot qui est invariant par un déplacement (figure 1.13). En
géométrie affine, le flot équivalent, invariant par transformation affine (figure
1.14), est défini par:

ocC o%C
E(pa t) = @(P, t)

(s est labscisse curviligne affine — voir section 4.1.1). Ce flot peut aussi étre
obtenu par I’équation plus simple:
ocC 1

E(pa t) = k30

Nous tentons alors quelques pas dans le sens de leur extension au cas
des courbes tridimensionnelles. Sans toutefois clore ce difficile sujet... Nous
parvenons en effet & déterminer les équations d’évolution des invariants des
courbes 3D soumises aux flots intrinséques euclidien et affine ainsi que I’évo-
lution de quelques courbes particuliéres (figure 1.15), mais nous butons sur
la mise en évidence de propriétés fondamentales.

Chapitre 5 Retournant au cas bidimensionnel, et toujours dans ’optique
de la vision par ordinateur, c’est ’équation de la chaleur intrinseque en géo-
métrie plane projective que nous traquons au chapitre 5. La géométrie pro-
jective joue en effet un role fondamental en vision par ordinateur puisque
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rho=exp(theta) y=exp(x) y=x"3
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FiG. 1.16 — Evolution des courbes & courbure projective constante suivant
léquation de la chaleur projective By = By,

c’est elle, nous 'avons vu plus haut, qui sous-tend la prise d’image. Acqué-
rir 'image d’une face plane d’un objet tridimensionnel est par exemple un
processus projectivement invariant.

Cette fois-ci nos efforts aboutissent. Non seulement nous déterminons les
équations d’évolution des invariants et ’évolution exacte de certaines courbes
(figure 1.16), mais encore nous parvenons a une unification des différents flots
proposés jusqu’ici de maniére un peu rapide et montrons la nécessité du choix
de ces flots: il y a équivalence entre le flot

Ct = Cyo (0 abscisse curviligne projective)

dans le plan réel R?, proposé par Olver, Sapiro et Tannenbaum [76], le flot
du point de Cartan

A, =aA +A®

dans le plan projectif P2, proposé par Faugeras [31] 4 un terme correctif prés
et les flots

Bt = Bzrzr

dans P? pour un vecteur coordonnées initial quelconque.

Bien que nous ne dégageons pas ici non plus de propriété fondamentale,
nous obtenons des résultats définitifs et un point de départ solide pour une
étude complémentaire.

Chapitre 6 Enfin, nous penchant sur des applications plus directes, nous
proposons au chapitre 6 un produit dérivé de ’espace d’échelle affine. Nous
utilisons cet espace d’échelle pour calculer la courbure affine, invariant aux
utilisations nombreuses en vision par ordinateur mais dont le grand ordre de
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Fig. 1.17 — Image d’une ellipse réelle et calcul de sa courbure affine: la
courbure théorique (constante), celle obtenue avec une méthode directe et
quatre ordres de dérivation et celle donnée par notre méthode.
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dérivation interdisait jusque la I’évaluation. La méthode que nous présentons
permet le gain d’un ordre de dérivation dans le calcul de la courbure affine,
rendant ainsi possible sa détermination avec une précision déja suffisante
pour un certain nombre d’applications (figure 1.17).

Basée sur la loi d’évolution de la courbure euclidienne au cours de 1’évo-
lution affine d’une courbe plane

0k(p, t)

ot
(k courbure euclidienne, p courbure affine), nous calculons la courbure affine
d’un contour extrait d’une image & travers l’espace d’échelle affine.
Nous présentons un exemple d’application simple de reconnaissance des
formes basée sur la courbure affine.
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Chapitre 2

Méthodes d’ensembles de
niveau

Résumé

Nous présentons dans ce chapitre les méthodes numériques que nous
avons utilisées pour la simulation de l’évolution des courbes planes
et des surfaces soumises a une équation de propagation. Il s’agit des
Level Sets Methods [108], ce que nous traduirons tant bien que mal
par Méthodes d’Ensembles de Niveau.
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2.1 Introduction

Considérons une courbe plane fermée se propageant & une certaine vitesse
V. Plus précisément, étant donnée une courbe initiale Co(p) : S — R? et une
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Fi1G. 2.1 — La courbe C(p,t) évolue suivant I’EDP %(p, t) = V: chaque point
avance ¢ la vitesse V

vitesse V(p, t) & valeurs dans R?, nous nous intéressons & la famille de courbes
C(p,t) : S x RT — R? définie par:

C(p,0) = Co(p)

2.1
%(p,t) =V 2

p sera le parametre d’espace et ¢ le paramétre de temps (figure 2.1). Nous ne
considérons que le cas oil la composante normale de la vitesse est intrinséque,
c’est-a-dire ne dépend pas de la paramétrisation p de la courbe. En pratique,
cette composante normale ne dépendra de la courbe que par le point consi-
déré C(p,t) et par la géométrie de celle-ci, locale (courbure, etc.) ou globale
(périmetre, surface, etc.). Nous avons alors la propriété suivante [26, 99]:
Lemme 1 Si 3 est intrinséque, c’est-a-dire ne dépend pas de la fagon de
paramétrer la courbe en espace, alors les familles de courbes engendrées par
at + On et at + On sont les mémes o une reparamétrisation en espace pres.
(t et n sont respectivement la tangente et la normale euclidienne). Plus pré-
cisément, pour une courbe Co(p) : S — R? donnée, si C(p,t) et C(p,t) sont
solutions respectives de:

{ (%gz’t) = at+fn
et de:
%0 — at+pn
alors on a:

Vt,Zmg(C(.,t)) = Img(C(.,1))



2.2. METHODE NAIVE 41

Preuve: Voir la preuve de la proposition 1 au chapitre 4 qui est similaire.
O

Ceci nous permet de ne considérer que la composante normale de la
vitesse et donc les évolutions de courbes soumises a une équation de la forme:

Ct = ﬁl’l (22)

ou la vitesse normale [ est intrinséque.

2.2 Meéthode naive

v
=\

FiG. 2.2 — Evolution d’une courbe (ici 3 = —1). Des changements de topo-
logie peuvent apparaitre. La courbe initiale (4 lextérieur) se coupe en trois
composantes connexes avant de disparaitre.

Une implémentation naive de cette évolution pourrait consister a échan-
tillonner la courbe en un nombre suffisamment élevé de points et & faire
évoluer ces points suivant un schéma numeérique approprié: on suit les parti-
cules. Une telle méthode a de nombreux désavantages, parmi lesquels:

— Le manque de précision et de stabilité.

— L’obligation de gérer spécifiquement la topologie de la courbe. Rien en
effet n’impose aux C(p, t) de rester connexes, & supposer que Cy le soit.
Par exemple, le cas de la vitesse constante négative § = —1 génére
naturellement des changements de topologie (figure 2.2). Il faudrait
donc que le schéma soit capable de se rendre compte que la courbe se
coupe en plusieurs composantes connexes, ce qui n’est pas aisé.
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2.3 Meéthode d’Ensembles de Niveau

z = ¢o(z,y)

z=¢(z,y,t)

F1G. 2.3~ Cas des courbes. La fonction ¢ : R2xR* — R évolue de telle sorte
que le niveau zéro de la surface z = ¢(x,y,t) se propage suivant l’équation
désirée C; = fn

Etant donnée une hypersurface fermée Cy de dimension N — 1, I'idée de
base de la méthode des Level Sets proposée par Osher et Sethian 78] consiste
a utiliser une formulation Eulerienne de ’évolution de I'hypersurface C(t)
initialement en Cy et se propageant avec une vitesse normale 8. Pour cela,
on décide de considérer I’hypersurface comme ’ensemble de niveau 0 d’une
fonction ¢ de dimension supérieure:

Co = {a € RV |g(2) = 0}

(2.3)

C(t) = {z € RY|¢(x,t) = 0}
Le but est alors de trouver une équation d’évolution pour ¢ telle que le niveau
0 de ¢(x,t) suive ’évolution originelle C; = On (figure 2.3). Il ne restera alors
qu’a trouver une fonction ¢q suffisamment réguliére dont le niveau 0 est Cp.
On choisit communément la distance algébrique & 'hypersurface, positive a
Vextérieur de Cp, négative a l'intérieur. Il est facile de montrer [78] que, pour
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ce choix de signe, I’équation:

¢ = =BVl (2.4)

convient. Considérons en effet un point initial z(¢ = 0) et sa trajectoire z(t).
On a évidemment:
0z (t)
ot

n=p

ou n est la normale au front en z(¢). Dire que la fonction ¢ respecte 1’évolu-
tion de son niveau zéro, c’est écrire:

$(z(t),t) =0

ce qui ameéne, en dérivant pa rapport au temps:
bt + V(z(t),t).ze(t) =0

La normale extérieure & une courbe de niveau valant, avec la convention de
signe adoptée (¢ négative a 'intérieur):

Wl V8
V|

il vient I’équation (2.4) annoncée:

0= ¢+ |V|n.x(t) = ¢ — BIV )

Le choix de la fonction distance pour initialiser ¢ n’est pas obligatoire mais
sera en général retenu pour sa simplicité et la relative régularité de la fonction
obtenue (elle est continue, mais non dérivable!). Il convient de bien voir que
¢ ne reste pas la fonction distance & son niveau zéro, ce qui en soit n’est pas
génant. Toutefois, ¢ ne reste pas toujours trés réguliére et, en pratique, il
convient de réinitialiser ¢ périodiquement & une fonction réguliére de méme
niveau zéro, ce que 'on fait en recalculant la fonction distance au niveau
zéro courant (voir section 2.7.2).
D’un point de vue effectif, la méthode est donc la suivante:

— Choisir un domaine de définition pour ¢ et un maillage z;,.;,, en
général régulier, de discrétisation spatiale de ce domaine. Choisir aussi
un pas de temps At. Au noeud z;, ;, a I'instant nAt, nous noterons
classiquement la valeur de ¢ par ¢7, ;.

— A partir de ’hypersurface Cp, calculer la distance a Cy en chacun des
points du maillage, positive a I’extérieur, négative a l'intérieur. Initia-
liser ¢ avec cette distance algébrique.

¢?1...i1v = d(xllzN ? CO)
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— A chaque pas de temps, faire évoluer la valeur de ¢ suivant un schéma
numeérique adapté a équation (2.4), par exemple:

+1  _

~ A tout pas de temps, C(t) peut s’obtenir en extrayant le niveau 0 de
d(z,t).

— Tous les P pas de temps, ou quand on constate par un moyen ou un
autre que ¢ devient trop irréguliére en un certain sens, réinitialiser ¢
(voir section 2.7.2)

z = ¢(z,y,t1)

2= ¢(z,y,t2)

C(t2)

FiG. 2.4 — Changement de topologie. Le niveau 0 peut se casser, fusionner
ou former des angles. Aucun traitement particulier n’est requis.

Les avantages sont multiples:

— Tout d’abord, les changements de topologie sont pris en compte sans
effort particulier: le niveau 0 peut se casser, fusionner ou former des
angles sans traitement spécifique (figure 2.4).

— Le schéma numérique d’évolution de ¢ peut étre étudié rigoureusement
et adapté au g et a la précision requise.

— La méthode s’applique & I’évolution des surfaces et méme aux dimen-
sions supérieures.
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2.4 Calcul de la vitesse normale

Le caractére intrinséque de 8 nous assure qu’il est calculable & partir de
¢. Toutefois, nous avons implicitement étendu son domaine de définition &
celui de ¢ et non a la simple hypersurface de niveau 0.

En pratique, les termes géométriques s’étendent simplement en considé-
rant qu’ils sont ceux définis sur les hypersurfaces de niveau ¢ = cte. Par
exemple, la normale & ’ensemble de niveau passant par un point donné est
‘g—f;' et la courbure y vaut k = V.‘g—ﬁ' pour une courbe, H = %V.% pour
la courbure moyenne d’une surface, etc.

Lorsque S fait intervenir des termes ne dépendant pas de la géométrie
de ’hypersurface mais des quantités plus spécifiques n’ayant un sens que
sur 'hypersurface (voir le cas de la stéréovision au chapitre 3) , il convient
de trouver un moyen adéquat d’étendre leur définition & tout l’espace, par
exemple en prenant comme valeur en un point celle du point de ’hypersurface
le plus proche. Comme nous le verrons plus loin section 2.7.1, un calcul rapide
du point le plus proche peut étre réalisé avec une adaptation immeédiate de
la méthode de calcul rapide de la distance & un ensemble de points [18].

2.5 Schémas numériques

Comment faire évoluer ¢? Pour un rappel des principes de base de la
résolution numérique des équations différentielles de propagation et pour la
justification des schémas numériques dans le cas des méthodes par ensembles
de niveau, nous renvoyons le lecteur livre de Sethian [103], dont il pourra aussi
utiliser le trés pratique chapitre 5 comme un “livre de recettes” fournissant
les différents schémas adaptés aux cas les plus courants et & la précision
désirée. Il y trouvera un schéma du premier ordre et un du second ordre
pour le cas ou le Hamiltonien H(V¢) = 3|V¢| est convexe, et deux autres
pour le cas non convexe. En outre, des schémas a utiliser pour la courbure et
pour une détermination stable de la normale sont donnés ainsi qu’un schéma
spécifique a un cas fréquemment rencontré et enfin des informations sur les
conditions aux limites & adopter. A toutes fins utiles, nous résumons ici les
points principaux.

Placons nous dans R? pour fixer les notations. Dans de nombreux cas, la
vitesse normale (3 peut s’écrire comme une fonction du gradient de ¢ et de
ses dérivées. On considére alors le Hamiltonien H et I’on reformule 1’équation
d’évolution sous la forme:

¢ + H(¢xa ¢ya ¢z) =0

Nous distinguons alors plusieurs cas suivant la convexité du Hamiltonien et
la précision requise:
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2.5.1 Hamiltonien convexe
Schéma du premier ordre en espace

Notons de maniére abrégée les différence finies de ¢ par:

Pit1,5k — i1,k
zxjk = Dg:jkﬁb =

2Azx ’
D = prag — Git1,jk — Pijk
ik = Pik® = — Ay

Do Dty bijk — Pi-1,5k
ik = Pik® = T Ay

et les notations équivalentes dans les deux autres dimensions. Dans le cas
d’un Hamiltonien convexe, alors le schéma suivant est un approximation du
premier ordre en espace de ’équation (2.4) [78]:

¢Z‘};1 = Zk — At[max(ﬁijk, 0)V+ + min(ﬁijka O)Vi]

avec

V* =[max(D,;{,0)* + min(D;f, 0)?
+ max(Di;z, 0)? + min(D;;Z, 0)?
+ max(D;;7,0)* + min(D}F, 0)%)
\ :[max(D;;i, 0)? + min(D; i, 0)?
+ maX(D;z, 0)? + min(D; 0)?
+ max(D;;Z, 0)% + min(D; 0)?]

N

N

Schéma du second ordre en espace

Toujours dans le cas du Hamiltonien convexe, le schéma suivant est du
second ordre en espace [52]:

¢:”];1 = ¢?]k — At[max(ﬁijk, 0)V+ + min(ﬁijka O)V_]

avec cette fois:

VT =[max(A4,0)? 4+ min(B,0)?
+ max(C, 0)? + min(D, 0)*
+ max(E, 0)? + min(F, 0)?]:
V™ =[max(B,0)? + min(A4, 0)*
+ max (D, 0)? + min(C, 0)?
+ max(F,0)? 4+ min(E, 0)]’

N

N
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o, avec des notations évidentes pour les différences finies du second ordre
de ¢:

A= D”k+ 5 m(Dzyi T D{;f @)
B =D} - %m(D;g” D)
C=D;l+ A2ym( oY DY)
D =D} - %m(p;gﬂf DY)
E=Di+ A;m(D”Z ?, D7)
F =Dl ~ Sim(Di, D)
et la fonction de choix m/() définie par:
0 (zy<0)
m(z,y) =4 = (zy 20,]z] <y|)
y (zy >0,]z] > lyl)

2.5.2 Hamiltonien non convexe

Schéma du premier ordre en espace

Dans le cas d’'un Hamiltonien non convexe, alors le schéma suivant est
du premier ordre en espace [80]:

gt = oy, — At[H(DSy, DYy, D)

ijk ijk
au (D — Dyji)
2 ijk ijk
1 N _
- §av(Dz’jz Diji)
1
+ j—
2 (Dzﬂzs Dzylzs)]

ol @y (au,ay) est une borne de la dérivée partielle du Hamiltonien par
rapport a sa premiére (resp. deuxiéme, troisiéme) variable.

Schéma du second ordre en espace

Dans le cas d’'un Hamiltonien non convexe, alors le schéma suivant est
du second ordre en espace [80]:

A+B C+D E+F
2 7 2 72
1 1 1

— 50u(B = 4) = 50,(D = ) = Sau(F - B)]

¢Z;1: ijk At[ (

ou A,B,C,D, FE et F sont ceux définis plus haut.
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2.5.3 Autres quantités

Les courbures peuvent étre calculées directement avec des différence finies
centrées suivant les formules suivantes:

K — ¢a:a:¢§ - 2¢x¢y¢xy + ¢yy¢%
(42 +¢2)*

pour la coubure d’une ligne de niveau,

(¢yy + ¢zz)¢i + (Pee + ¢zz)¢g2; + (pee + ¢yy)¢g
_2¢:1:¢y¢:1;y — 20, ppz — 2¢y¢z¢yz

1

9 3

2 (43 + ¢3 + 92)2
pour la courbure moyenne d’une surface de niveau et

‘p:%:(@byy(bzz - iz) + ¢§(¢M¢zz - ¢:%:z) + ¢g(¢ww¢yy - %y)
+2[¢x¢y(¢xz¢yz - ¢xy¢zz) + ¢y¢z(¢xy¢a:z - ¢yz¢m)
+¢w¢z(¢wy¢yz - ¢:1;z¢yy)]

(8% + 5 + #2)

pour la courbure de Gauss d’une surface de niveau.

Enfin, lorsque la normale elle-méme est nécessaire, on la calcule par les
différences finies non centrées dans toutes les directions possibles et on fait
la moyenne. Ce qui donne, pour N = 2:

Ry =

rRG =

B — ( ij 1]
YD + (DR (D502 + (D))

(Dy" Dy’) N (D", D;;")

+x +y —x +y
D Dij ) + (D Dz'j )

ij i Y 4g

(D5")2+ (DY) (D)2 + (D)2

expression dans laquelle on ne considére pas les éventuels termes pour les-
quels (D;¥)? + (D;4)? est nul. Puis on normalise:

n;;

D = 15
D]

2.6 Amélioration de la vitesse

2.6.1 Meéthode a bandes

Adalsteinsson et Sethian [2| proposent d’améliorer considérablement la
vitesse de 1’algorithme en ne mettant pas tous les points du maillage a jour,
mais seulement ceux compris entre deux ensembles de niveau entourant le
niveau 0. On gére en fait deux ensembles de points: une “bande extérieure” By
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Fia. 2.5 — A un certain tg, la bande extérieure et la bande intérieure sont
initialisées auz distances dy et do. A la suite de quoi, le niveau 0 évolue
librement, par mise a jour dans la bande seulement, jusqu’a heurter la bande
intérieure. Les bandes sont alors réinitialisées.

constituée des points dont la distance au niveau 0 initial de ¢y est inférieure
a une certaine distance d; et une “bande intérieure” By située a une distance
dy (dy < dy). A chaque pas de temps, on ne met & jour que les points de
By, ce qui fait gagner un ordre de puissance dans le nombre de points a
modifier (figure 2.5). Lorsque le niveau 0 courant de ¢(.,t) sort de By, ce qui
se détecte quand ¢ change de signe en un point de By \ Be, alors on décide
que le niveau 0 se rapproche trop de la frontiére de B; et les bandes sont
réinitialisées a partir de la distance au niveau 0 courant.

2.6.2 Meéthodes a progression rapide

Mentionnons aussi les méthodes a progression rapide (voir [103]) consi-
dérablement plus efficaces, qui s’appliquent sous certaines conditions quand
le front ne repasse jamais deux fois par le méme point (par exemple 8 = 1
ou = —1). L’approche consiste a calculer de proche en proche en chaque
point du maillage le temps de passage du front, ce qui a un sens. Les points
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FiG. 2.6 — Méthode a progression rapide. En chaque point, on veut calculer
le temps de passage du front. Certains points ont un temps de passage dé-
finitivement calculé, certains, déja rencontrés, un temps estimé et d’autres,
qui n’ont pas encore été approché, un temps de passage inconnu.

ne sont alors examinés qu’une seule fois! Cette méthode peut en particulier

étre utilisée pour réinitialiser la fonction distance (voir section suivante).
Dans le cas ou [ est toujours positif (ou négatif), on peut montrer que

le temps de passage 1" du front en chaque point est gouverné par I’équation:

VT8 =1

Nous nous intéressons au cas particulier de 1’équation d’Eikonal [69] dans
lequel 8 ne dépend que de la position:

IVT|6(z) =1

L’algorithme est le suivant (figure 2.6):
1. Les points de la grille sont de trois sorte:
(a) Ceux dont le temps de passage est définitivement connu: le front
les a déja dépassé.
(b) Ceux dont le temps de passage a déja été estimé lors des itérations
précédentes.

(c) Des points lointains qui n’ont pas encore été pris en compte et
dont le temps de passage est inconnu et fixé arbitrairement & 400.
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2. La position du front a ¢ = 0 est initialisée par la donnée d’un nombre
suffisant de temps de passage définitifs négatifs et des temps de passage
estimés positifs pour leurs voising. Attention! Il doit bien s’agir des
temps de passage pour ’EDP que l'on veut résoudre et non seulement
une fonction distance respectant la position du niveau z€ro.

3. Celui des points dont le temps de passage estimé est le plus petit est
deéfinitivement mis a jour avec I’équation (écrite ici en dimension 2):

ﬁfj =max(D,;"T, 0)? —;min(D%mf, 0)? )
+ max(Diij, 0)* + mln(Diij, 0)
et incorporé dans ’ensemble des points franchis par le front. Le temps

de passage de ses voisins, dont certains étaient des points lointains, est
lui aussi mis a jour.

4. On répéte ’étape 3 jusqu’a ce que tous les points soient franchis par
le front.

Fig. 2.7 — Structure de min-heap. L’arbre, initialement cohérent, voit la
valeur d’un de ses noeuds substituée par une valeur moindre. La remontée de
cette valeur en O(logn) suffit & rendre l’arbre & nouveau cohérent
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FiGg. 2.8 — Structure de min-heap. L’arbre, initialement cohérent, voit sa
racine détruite. Une descente avec remontée des valeurs en O(logn) suffit a
rendre ['arbre & nouveau cohérent

La seule opération encore cotiteuse est la détermination du point dont le
temps de passage estimé est minimum. L’utilisation d’une structure de pile a
minimum (min-heap [101]) permet une gestion rapide du probléme. Il s’agit
de maintenir un arbre binaire étiqueté dont les valeurs en chaque noeud sont
inférieures aux valeurs des noeuds fils. Pour n noeud, le colt des opérations
est réduit en moyenne a (pour un arbre équilibré):

— Détermination du plus petit: O(1) (simple extraction de la racine de
larbre)

— Mise a jour d’une valeur (figure 2.7): O(logn) (une remontée vers la
racine suffit car l'algorithme assure qu’une valeur est mise & jour par
une valeur plus petite [103])

— Destruction d’une valeur (figure 2.8): O(logn) (suppresion de la racine
et descente)

— Insertion d’une valeur (figure 2.9): O(logn) (ajout d’une feuille et re-
montée)
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FiG. 2.9 — Structure de min-heap. L’arbre, initialement cohérent, voit une
nouvelle valeur insérée au niveau d’une feuille. La remontée de cette valeur
en O(logn) suffit a rendre l’arbre & nouveau cohérent

2.7 Fonction distance

2.7.1 Calcul rapide de la distance

Lorsqu’un ensemble de pixels est marqué sur une image, le calcul de la
distance euclidienne de tous les autres pixels & cet ensemble peut se faire
de maniére rapide [18]. L’algorithme en question peut s’adapter facilement
a notre probléme, étre étendu au cas tridimensionnel et méme étre ajusté
pour donner une distance précise dans le cas ou le niveau 0 n’est pas situé
exactement & des noeuds du maillage mais entre des noeuds. Il peut aussi
fournir un lien vers les points du niveau 0 les plus proches d’un point donné,
ce qui peut, comme nous l'avons vu, étre utile pour étendre le calcul de
B & tous les points du domaine. Il reste ensuite a savoir si un point est a
Iintérieur ou & l'extérieur du niveau 0.

La méthode proposée par Danielsson [18] est basée sur I'idée suivante:
ne pas mémoriser en chaque point la distance & ’ensemble mais la distance
horizontale et la distance verticale a ’ensemble.
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Précisons les notations. Soit un ensemble I de pixels (4,7),0 <7 < M —
1,0< 5 < N —1, et S un sous ensemble de I, typiquement un contour. On
veut en chaque point de I calculer la distance euclidienne au point de S le plus
proche. On munit les couples de la norme euclidienne: |(i,7)| = \/i? + j2.
Une fagon naive consisterait, pour chaque point de I\ S, & parcourir tout
S pour trouver le point le plus proche. Cette méthode a un cotit en O(n?)
si M, N et |S| sont de l'ordre de n. Danielsson procéde en trois étapes
seulement, une initialisation et deux balayages de I'image, soit un coiit en
O(n?) seulement:

1. Initialisation: On mémorise les distances verticales et horizontales &

S dans un tableau L(3, 7). Initialement:

L(i,5) = (0,0) pour (i,5) € S
L(i,j) = (400, +00) pour (i,5) ¢ S

2. Premier balayage:

(j=1-N-1)
(i=0— M —1)

L(
L(i,j) = min ig .
L

(i=1—M—1)
L(i,j) = min{ i(i’z)
(=M —-2—0)

[ L)
L(i, j) —mm{ L(i+1,7) +(1,0)

3. Deuxiéme balayage:

(j=N-2-0)
(i=0—M—1)

i, +1)+(0,1)

(

(i—1,7+1)+(1,1) (sii > 0)

( ,
(i+1,541)+(1,1) (sii <M —1)

(i=1— M—1)
L(i,j) = min{
(t=M -2 —0)

(L)
L(i,j) = mm{ L(i+1,5) +(1,0)

(é,7)
(i —1,5) + (1,0)

S
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(Nous désignons ici par min(Ly, ..., L) celui des couples L; dont la norme

est minimale.) Aprés ces deux balayages, en chaque point (7, j) la distance a

S est |L(3,7)|- La figure 2.10 donne un exemple d’application de l’algorithme.
Dans le cas qui nous intéresse, nous avons adapté 'algorithme ainsi:

— Extension tridimensionnelle: II suffit de faire deux passes dans la
troisiéme dimension en calculant & chaque étape des deux passes la
distance dans le plan correspondant par la méthode 2D. Au total O(n?)
opérations au lieu de O(n’)!

— Pointeur vers le point le plus proche: on mémorise en plus de
L(i,§) un P(i,§) a valeur dans Z? correspondant aux distances ho-
rizontale et verticale signées. Par exemple si L(i — 1,7 + 1) + (1,1)
a été retenu comme nouvelle valeur de L(7,j) alors P(i,j) devient
P(i—1,7+ 1)+ (—1,1). Au final, le point de S le plus plus de (3, )
sera (i,7) + P(i, ). Ce pointeur permet:

— De calculer une distance “sub-voxelique” (voir point suivant)

— De calculer dans certains cas 0 en des points ou il n’a pas de sens
(voir section 2.4)

— Calcul d’une distance sub-voxelique: le niveau zéro de ¢ n’est pas
situé aux pixels (7,7) eux-mémes. En pratique il est extrait par une
méthode comme les Marching Cubes [70] et, en plus de ’ensemble S
des voxels dans lesquels ¢ s’annule, on obtient, pour chaque (7, j,k) € S
un triangle Tj;; approximant au mieux le niveau 0. Disposant d’un
pointeur vers le point le plus proche, il suffit d’approximer en (i, j, k)
la distance au niveau 0 par celle au triangle pointé:

d((l, ja k)a S) ~ d((l, ja k)a T(i,j,k)—I—P(i,j,k))

2.7.2 Restauration de la distance

Mais en réalité le vrai probléme n’est pas la. Pour réinitialiser les bandes,
il nous faut recalculer la distance au niveau zéro courant. D’autre part, nous
avons déja mentionné que la fonction ¢ se dégradait au cours des itérations
et qu’il est réguliérement nécessaire de la restaurer avant de poursuivre le
processus. Le plus simple est évidemment de la réinitialiser & une fonction
distance. Nous sommes donc ramenés exactement au probléme suivant:

Comment calculer la fonction distance a un ensemble défini
comme €étant le niveau 0 d’une fonction ¢, et ce de maniére suf-
fisamment précise pour que le niveau 0 de cette fonction distance
reste cet ensemble?

On peut évidemment extraire le niveau 0 avec une précision supérieure au
pas du maillage, ce qui n’est d’ailleurs pas si facile, en 2D comme en 3D,
car il faut reconstituer une information de contour ou de surface et pas
seulement un ensemble brut de points. La méthode des marching cubes [70]



56 CHAPITRE 2. METHODES D’ENSEMBLES DE NIVEAU

est ici toute indiquée. Puis il faudrait calculer la distance & cet ensemble de
maniére rapide [18] (voir section 2.7.1). C’est possible mais il y a beaucoup
mieux 4 faire: il suffit de suivre les auteurs de [108] et d’appliquer 'EDP

¢ = signe(¢)(1 —[Vl)

a la fonction ¢ a restaurer. En effet, cette EDP converge vers la fonction
distance désirée.

Malheureusement, cette fagon de faire déplace légérement la position du
niveau 0 a cause des imprécisions de la fonction signe. Une technique plus
efficace [105] consiste laisser évoluer ¢ avec une vitesse normale 5 =1 et a
noter les temps de passage aux noeuds, temps de passage qui ne sont autres
que la distance au niveau 0, puis a recommencer avec = —1 pour obtenir
les distances des points intérieurs. Cette derniére idée est trés avantageuse:

— Elle ne déplace pas le niveau 0

— On peut utiliser les méthodes & progression rapide (section 2.6.2) qui,

en outre, fournissent directement les temps de passage du front.

— On peut s’arréter facilement & ¢ = d; dans le cas de l'algorithme a

bandes.

Remarque C’est cette méthode que nous avons utilisée dans nos implé-
mentations. Son application n’est pas complétement immédiate: pour en-
clencher l'algorithme & progession rapide, il faut connaitre suffisamment de
temps de passage passés (T° < 0) ainsi que les temps de passage de leurs
voisins (voir section 2.6.2). Dans notre cas, les temps de passage ne sont
autres que la fonction distance. Conclusion: pour initialiser la restauration
de la fonction distance par une méthode a progression rapide, il faut connaitre
la valeur de cette fonction distance a proximité du niveau zéro. Nous avons
donc décidé de résoudre le probléme comme suit: nous restaurons la fonction
distance en quatre phases:

1. Résolution par une méthode d’ensembles de niveau standard (& bande)
de 'EDP ¢y = —|V¢| jusqu’a avoir progressé d’au moins un voxel,
c’est-a-dire en fait jusqu’a t = /3. Les temps de franchissement des
points du maillage donnent les premiéres valeurs positives de la fonction
distance.

2. Reésolution par une méthode d’ensembles de niveau standard (a bande)
de P'EDP ¢; = |V | jusqu’a t = v/3. Les opposés des temps de franchis-
sement des points du maillage donnent les premiéres valeurs négatives
de la fonction distance.

3. Résolution par une méthode a progression rapide initialisée par les
valeurs précédentes de 'EDP ¢, = —|V¢| jusqu’a avoir franchi tous
les points positifs de la bande. Les temps de franchissement des points
du maillage donnent les valeurs positives manquantes de la fonction
distance.
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4. Résolution par une méthode a progression rapide initialisée par les
valeurs précédentes de 'EDP ¢, = |V¢| jusqu’a avoir franchi tous les
points négatifs de la bande. Les opposés des temps de franchissement
des points du maillage donnent les valeurs négatives manquantes de la
fonction distance.

Autre méthodes Citons enfin les travaux dans [107| dans lesquels on
trouvera des extensions d’ordre supérieur de ces méthodes, extensions que
I’on pourra utiliser si une trés grande précision est nécessaire.

2.8 Conclusion

Nous venons de faire un tour d’horizon des méthodes numériques utili-
sées dans les chapitres suivants, essentiellement aux chapitres 3 et 6. Nous
pouvons désormais nous tourner vers une application de ces méthodes d’en-
sembles de niveau a un probléme central de la vision par ordinateur: la
stéréovision.



CHAPITRE 2. METHODES D’ENSEMBLES DE NIVEAU

o8

82222233
82222233

828223

82223

8222233

Sl Noco - Haa®

eI N P
MO SN
ST Nocoo ™

— S H AN NN

ST Nococoocoo—-am
NS =

— cooco—~a™m
S SN S SSsS
e o S B O T
O-H NOOOO HNA
Scoodm NS SN
O NOOOO O A
0000 0 DS A -
O NOOOO O A
NN N OOt A S
O NOOOoO OO - A
SO S F S A~
O-H NOOOO HNA
B SF N NS SN
O N OO N M
N Ao S S
O N OO N M
BN S o

O NOO O - NMm
NANN—AS AN

MHNAO O NN M
SO o A AN ™00

NN —ACOO A — N M
AT A A S A NN

M AN 4 OO =AM
NN N A AS A A

NMAN A~ OO — N M
N NN AH S S S S
MO NNN O NN
NS
OO N A O —~ N
oo TS S =
CIOFTOH N A OO~ N
—_- e —-—,—-S S S
NN NADO D N
FAHF ST ST S S =
CMNNN O NN
R R R=E==E=N=N]
O AN N —=— OO =N
Frh NN A S S S
O AN 4 4 OO =AM
A NN A S o

OHHO OO -~ &N Mm
NN A S = =N N

3.00
2.00
1.00
0.00
1.00
1.41
2.24
2.83
3.61
4.24

3.16
2.24
1.41
1.00
0.00
1.00
1.41
2.24
2.83
3.61

3.61
2.83
2.24
1.41
1.00
0.00
1.00
1.41
2.24
3.16

2.00 3.00 4.00 5.00 5.66 6.08 5.66 5.00 4.24

224 283 3.61

1.41
1.00
0.00

424 5.00 5.10 5.00 4.24 3.61

2.83
2.24
1.41
1.00

4.00 4.12 4.00 3.61

224 283 3.61

1.41
1.00

2.83
2.00
1.00

224 283 3.00 3.16 3.00

1.41
1.00

2.00 2.00 2.24 2.00

1.00 1.41 1.00

1.00

1.00 0.00

1.41
2.24

1.00 0.00 0.00 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00

1.41

1.00
2.00

1.00

2.00

1.00
1.41

1.00 0.00
1.41
2.83 224 200 224 283 3.00

1.00
2.00

1.00

1.00

283 224 200

3.61

3.16 3.00

Fi1G. 2.10 — Les 8 étapes du calcul de distance: initialisation, premiére passe
de haut en bas, deurieme passe de bas en haut. Le dernier tableau donne les

distances effectivement calculées



Chapitre 3

Stéréovision et EDP

Résumé

Ce chapitre expose une nouvelle méthode géométrique de résolu-
tion du probleme de la stéréoscopie a4 partir d’un nombre quelconque
d’images (plus grand ou égal & deuzx). Elle est basée sur un principe
variationnel que doivent satisfaire les surfaces des objets de la scéne
ainsi que leurs images. Les équations d’Euler-Lagrange déduites de
ce principe variationnel fournissent un ensemble d’EDP’s qu’on uti-
lise pour déformer un ensemble de surfaces initiales qui vont alors
se déplacer vers les objets a détecter. La résolution de ce systéme
d’EDP par des méthodes d’iso-surfaces permet potentiellement de
réaliser de maniére efficace et robuste le processus d’évolution des
surfaces tout en prenant en compte automatiqguement les problémes
de changement de topologie durant la déformation ce qui permet
de traiter le cas d’objets multiples. La surface initiale n’a pas be-
soin d’étre proche des objets. Le probléeme des occlusions est pris
en compte. Les résultats d’une implémentation de notre théorie sont
présentés sur des images synthétiques et réelles. Ils sont consultables
a ladresse:

http://cermics.enpc.fr/ keriven/stereo.html
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3.1 Introduction et préliminaires

L’idée qui est développée dans ce chapitre est que les méthodes d’évo-
lution de courbes et de surfaces qui ont été introduites en vision artificielle
sous le nom de snakes [58], puis reformulées par Caselles, Kimmel et Sapiro
[14] et Kichenassamy et al. [60] dans le contexte des courbes évoluant selon
des EDP et dont nous venons d’étudier les méthodes de simulation numé-
riques, peuvent étre efficacement utilisées pour résoudre des problémes de
vision tridimensionnelle tels que la stéréo et ’analyse du mouvement.

Nous présentons ici une analyse mathématique du probléme de la stéréo-
vision dans ce contexte, ainsi qu'une implémentation. Ces travaux ont été
publiés dans [36] et [37].

Le probléme des évolutions de courbes régies par des EDP a été récem-
ment étudié, tant du point de vue théorique [45, 47, 98] que du point de vue
numeérique |78, 104, 106] avec le développement des méthodes d’ensembles
de niveau présentée au chapitre 2, robustes et efficaces. Sethian [103] pro-
pose un bon exposé de ces méthodes et ainsi que de bon nombre de leurs
applications.

Le probléme des évolutions de surfaces a recu moins d’attention, méme
si quelques résultat préliminaires ont été obtenus [106, 15].

L’approche que nous suivrons pour nous attaquer au probléme de la sté-
réo sous cet angle est, bien évidemment, variationnelle. En bref, nous décri-
rons le probléme de la stéréo (qui sera défini plus précisément dans la suite)
comme la minimisation d’une fonctionnelle (nous explorerons plusieurs de
ces fonctionnelles) par rapport a certains paramétres (décrivant la géomeé-
trie de la scéne); nous calculerons les équations de Euler-Lagrange de cette
fonctionnelle, obtenant ainsi un ensemble de conditions nécessaires, en pra-
tique un ensemble d’équations différentielles, que nous résoudrons comme un
probléme d’évolution par une méthode d’ensembles de niveau.

La stéréovision est un probléme qui a regu une attention considérable de-
puis des dizaines d’années en psychophysique, en neuropsychologie et, plus
récemment, en vision par ordinateur. Il est impossible de citer ici tous les tra-
vaux publiés sur le sujet et nous indiquerons simplement au lecteur quelques
livres de base [57, 50, 53, 54, 32]. Pour expliquer le probléme d’un point de
vue informatique, nous nous référerons a la figure 3.1. Deux images ou plus
du monde réel sont prises simultanément. Etant données ces images, le pro-
bléme est de retrouver la géométrie de la scéne observée. En supposant, ce
que nous ferons ici, que sont connus les positions et les orientations relatives
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des cameéras ainsi que leurs paramétres internes (on dit que les caméras sont
calibrées [32]), le probléme revient essentiellement (mais pas seulement) a
établir les correspondances entre les vues: on parle du probléme de mise en
correspondance. Ce probléme est habituellement résolu en définissant une
fonctionnelle de mise en correspondance dont on essaie de trouver les ex-
trema. Une fois qu'un pixel de la vue 7 a été identifié comme étant 'image
du méme point 3D qu’un autre pixel de la vue 7, le point 3D peut étre re-
construit en intersectant les rayons optiques correspondants (revoir figure
3.1).

Cs

T2

Y2

FiGg. 3.1 — Le probléme de la stéréovision multlicaméra est, pour un pizel
donné my de l'image 1, de trouver le pixel mo correspondant dans ['image
2, ..., le pixel my correspondant dans l'image n, c’est-a-dire ceux qui sont
les images du méme point 3D M. Une fois qu’une telle correspondance est
établie, le point M peut étre reconstruit en intersectant les rayons optiques
(mi,Ci>, 1= 1,--- , 1.

Avant d’aller plus loin, nous devons étre plus précis sur la facon dont
les images sont formées. Nous assumerons ici que les cameéras réalisent une
projection perspective du monde 3D sur un plan rétinien comme il est mon-
tré figure 3.2. Le centre optique, noté C sur la figure, est le centre de la
projection et 'image du point 3D M est le pixel m, intersection du rayon
optique (C,m) et du plan rétinien R. Comme il est indiqué dans de nom-
breux papiers récents en vision par ordinateur, cette opération peut étre
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décrite élégamment par une opération matricielle en géomeétrie projective.
Les coordonnées projectives du pixel m (un vecteur 3 x 1) sont obtenues
multipliant une matrice 3 x 4 P; par les coordonnées projectives du point
3D M (un vecteur 4 x 1). Si nous écrivons la matrice Py dans le systéme
de coordonnées (C,x,y, z) montré figure 3.2, elle prend la forme trés simple
suivante:

P, =[I30]

ou I3 est la matrice identité 3 x 3. Si nous déplagons maintenant la caméra
d’un mouvement rigide décrit par une rotation de matrice R et une transla-
tion de vecteur t, I’expression de la matrice P devient:

P, = [R" — R

R z T
f'

Yy

M z

@ - /.
\
T =x/z
m
Y1 =y/z

&7

1

Fi1G. 3.2 — Le plan focal (x,y) est paralléle au plan rétinien (z1,y1) G une
distance 1 de celui-ci.

Il est aisé de s’apercevoir que pour un point donné m; de l'image 1, le
point correspondant mso dans l'image 2 est nécessairement situé sur une droite
e(my) appelée, droite épipolaire, qui est l'intersection du plan rétinien de
I'image 2 avec le plan défini par m; et les deux centres optiques C; et Cy (voir
figure 3.3). Cette contrainte géométrique, la contrainte épipolaire est a la base
de méthodes classiques [9] de résolution du probléme de stéréovision dont
'idée est d’extraire des primitives (points, coins, segments, contours, etc.)
des images et de les mettre en correspondance. Pour une primitive donnée de
I’image 1, seules certaines primitives de 'image 2 peuvent lui correspondre:
celles situées (ou proches) de la droite épipolaire associée a cette premiére
primitive. Une fois les correspondances établies, il n’y a plus qu’a reconstruire
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les primitives 3D dont elles sont les images. Un des inconvénients de ces
méthodes est de ne pas obtenir une carte 3D dense des objets mais seulement
un ensemble de points ou de segments dans 'espace qu’il faut alors regrouper
et interpréter [68] (voir les figures 1.5 et 1.6 du chapitre 1).

FiG. 3.3 — Pour un point my donné de ["image 1, le point correspondant de
l'image 2 ne peut qu’étre situé sur l’épipolaire e(my)

Ces préliminaires a I’esprit, nous sommes désormais préts pour notre pro-
gramme qui se fera en progressant suivant deux axes dépendants. Le premier
axe est celui de la complexité de 1’objet, le second celui de la complexité de
la fonctionnelle de mise en correspondance. Ces deux axes sont dépendants
dans le sens que progresser suivant un des axes imposera généralement une
progression 'autre.

Dans les deux premiéres sections, nous considérerons un modéle d’ob-
jet simple qui est en fait bien adapté au cas de la stéréovision binoculaire
pour lequel il est naturel que les objets de la scéne soient considérés ma-
thématiquement comme formant le graphe d’une fonction lisse inconnue (la
fonction de profondeur, dans le langage de la vision par ordinateur). Section
3.2, nous considérerons un critére de mise en correspondance extrémement
simplifié qui nous permettra de donner au lecteur une approche des idées
que nous essayons de développer ici. Nous continuerons section 3.3 avec un
critére classique et plus raffiné de mise en correspondance qui est au coeur
des techniques connues en vision par ordinateur sous le terme de méthodes
par corrélation. Dans le cadre de ce modéle, nous étudierons deux modéles
d’objets. Le premier modeéle suppose qu’en chaque point de la scéne, le plan
tangent & 1’objet est paralléle au plan tangent d’une des caméras (il s’agit de
I’hypothése dite fronto-paralléle). Le second modéle relaxe cette hypothése
en introduisant un plan tangent quelconque en chaque point.

Section 3.4, nous introduirons un modéle de forme plus général, dans le-
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quel nous ne supposerons plus que les objets sont le graphe d’une fonction
mais modéliserons ceux-ci comme un ensemble de surfaces lisses tridimen-
sionnelles. Le dernier pas serait de relaxer cette hypothése de régularité mais
nous garderons cette étape pour des travaux futurs.

Précisons maintenant quelques définitions et quelques notations. Les ima-
ges sont notées Iy, k étant un entier indiquant la cameéra avec laquelle 'image
a été acquise. Elles sont supposées suffisamment réguliéres (c’est-a-dire C?,
deux fois contintiment différentiables) en tant que fonctions des pixels my
dont les coordonnées sont définies dans un repére orthonormé (zy,yx) sup-
posé connu. Nous notons Ix(myg) ou I(zg,yx) la valeur de lintensité de
I'image k au pixel my. Nous utiliserons les premiére et deuxiémes dérivées de
ces fonctions, c’est-a-dire le gradient VI, un vecteur 2 x 1 égal & [g—i’;, g—;’z]T,
et le Hessien Hj, une matrice symétrique 2 x 2.

Les pixels des images sont considérés comme des fonctions de la géométrie
3D de la scéne, c’est-a-dire d’un point 3D M a la surface d’un objet de la
scéne, et du vecteur normal unitaire N & cette surface.

Les vecteurs et les matrices seront généralement indiqués en gras (par
exemple x). Le produit scalaire de deux vecteurs x et y sera noté x -y. Le
produit vectoriel de deux vecteurs 3 x 1 x et y sera noté x X y ou [x|xy, ou
[x]« est une matrice antisymétrique.

Nous ferons un usage extensif du calcul différentiel et de la regle de chai-
nage pour calculer les dérivées de la composition de fonctions. Nous rappelons
au lecteur que la dérivée d’un scalaire par rapport a un vecteur n x 1 est un
vecteur 1 X n, c’est-a-dire une forme linéaire sur R", que la dérivée seconde
d’un scalaire par rapport a ce vecteur est aussi appelée son Hessien et que
c’est une forme bilinaire symétrique représentée par une matrice symétrique
nxn. La dérivée d’un vecteur n x 1 par rapport & un vecteur p x 1 est une ma-
trice n X p. Nous aurons aussi besoin des dérivées d’une matrice par rapport
a des vecteurs et & des matrices qui sont des tenseurs mais nous pourrons
éviter I'usage du calcul tensoriel. Les dérivées partielles serons indiquées soit
par le symbole 0 , par exemple 8—}{, soit par un indice, par exemple fx.

Notre approche est une extension de travaux précédents par Robert et al.
et Robert et Deriche, [90, 89|, ou I'idée d’utiliser une approche variationnelle
pour résoudre le probléme de la stéréo avait été proposée, d’abord dans le
cadre de la régularisation classique de Tikhonov et ensuite par 1'utilisation
de fonctions plus adaptées a la préservation des discontinuités. Nous nous
différencions de ces travaux par les points suivants:

— nous ne supposons pas que les objets sont le graphe d’une fonction de
profondeur définie dans le plan focal de la premiére caméra ce qui nous
permet de prendre en compte un nombre quelconque de caméras

— nous prenons en compte la déformation projective due & ’orientation
du plan tangent a l’objet, comme dans [23]

— nous utilisons une approche & base de surface déformable avec mesure



3.2. UN MODELE AVEC OBJETS ET CRITERE SIMPLES 65

d’un critére intrinséque, c’est-a-dire ne dépendant pas de la paramé-
trisation des objets, qui peut de ce fait traiter automatiquement les
discontinuités telles que les objets multiples et méme le probléme de la
visibilité et des occultations.

Notre travail peut étre vu comme une extension de ’approche proposée
dans [21] dans laquelle les auteurs se limitent au cas binoculaire, recherchent
les coupes d’un objet avec un plan fixe et ne prennent en compte ni ’orien-
tation du plan tangent ni les occultations.

3.2 Un modéle avec objets et critére simples

Cette section introduit par le biais d’un modéle simple quelques idées
de bases de notre travail. Nous supposons, et il s’agit de la premiére hy-
pothese importante, que les objets, qui sont observés par un systéme de
stéréo binoculaire, sont modélisés par le graphe d’une fonction réguliére in-
connue z = f(x,y) définie dans le plan rétinien de la premiére caméra et que
nous cherchons & estimer. Un point M de coordonnées [z,y, f(z,y)]"
comme deux pixels mq et mo dont les coordonnées (g;(x,y), hi(z,y)),i = 1,2
peuvent étre aisément calculées comme fonctions de z,y, f(z,y) et des co-
efficients des matrices de projection Py et Po. Soient I et I les intensités
des deux images. Supposons, et c’est 1a la deuxiéme hypothése importante,
que les objets sont parfaitement lambertiens, c’est-a-dire qu’ils réémettent
la méme quantité de lumiére dans toutes les directions, alors nous devons
avoir Iy(mq1) = Iy(mg) pour tous les pixels mj et my en correspondance,
c’est-a-dire les pixels qui sont images d’un méme point 3D.

Ce raisonnement conduit naturellement au probléme variationnel consis-
tant & trouver une fonction f convenable, définie, pour étre rigoureux, sur un
sous ensemble ouvert du plan focal de la premiére caméra, et qui minimise
I'intégrale suivante:

O(f) = / / (I (my (2, y)) — Lo(ms (e, y))>dady

:// \B(f, 2, y)dzdy,

calculée sur ’ouvert précédent. Notre premier probléme variationnel est donc
de trouver une fonction f dans un espace fonctionnel adéquat qui minimise
la mesure d’erreur C (f). L’équation d’Euler-Lagrange correspondante s’ob-
tient directement:

est vu

(3.1)

8m1 8m2
I — L)V} —— —VI- —-)=0 3.2
(11 2)(18f 28f) (3.2)
Les quantités 35’}1 et 35’}2 sont des fonctions de f qui se calculent aisément.
Les termes qui font intervenir I et I sont calculés a partir des images. Pour
résoudre (3.2) nous pouvons adopter un certain nombre de stratégies.
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Une stratégie standard consiste & considérer la fonction f comme dépen-
dant aussi du temps (f(z,y,t)) et a résoudre 'EDP suivante:

ou (f) est le terme de gauche de 1’équation (3.2), sous certaines conditions
initiales f(z,y,0) = fo(z,y).

Nous voyons donc apparaitre pour la premiére fois ’idée que la forme des
objets de la scéne, décrite ici par la fonction f, est obtenue en laissant évoluer
dans le temps une surface, ici z = f(z,y,t), en partant d’une configuration
initiale, z = f(z,y,0), 'évolution suivant une EDP, pour converger finale-
ment vers la forme réelle des objets quand le temps tend vers 'infini. Cette
convergence est déterminée par les données, c’est-a-dire les images, suivant le
critére d’erreur (3.1) ou le terme d’Euler-Lagrange ¢(f). Il est connu que sans
précaution supplémentaire, par exemple en rajoutant un terme régularisant
a (3.1), la solution f ne sera probablement pas lisse et par conséquence que
tout bruit dans les images peut rendre la solution trés différente de la forme
réelle des objets. C’est plus ou moins I’approche adoptée dans [90, 89]. Nous
différerons la solution & ce probléme jusqu’a la section 3.4 ol nous le résou-
drons en fait d'une fagon autre qu’en rajoutant un terme de régularisation &
C1(f), bien qu’équivalente.

Une autre stratégie consiste & appliquer l'idée des ensembles de niveau
introduite par Osher et Sethian |78, 103]. Considérons une famille de surfaces
S définie par S(z,y,t) = [z,y, f(z,y,t)]’. = et y servent & paramétrer la
surface, t est le temps. La normale unitaire & cette surface est le vecteur
N = +——L__[VfT 1|7, le vecteur vitesse est S; = [0,0, f;]" et donc

VIV

I’évolution de la surface peut s’écrire

g, =) (3.3)

VI VIP

Cette expression de I’évolution de la surface conduit & une application directe
des méthodes par ensembles de niveau. Considérons une fonction u(x,y, 2, t)
dont le niveau zéro est la surface S, c’est-a-dire qu’a chaque instant ¢, l’en-
semble des points (z,y, z) tels que u(x,y, z,t) = 0 est exactement la surface
S. Notez que la fonction u peut étre considérée comme une séquence tempo-
relle d’'images volumétriques. La question est alors: sachant que I’évolution
temporelle de S est donnée par (3.3), quelle doit étre I’évolution de u? Nous
avons vu au chapitre 2 que la réponse a cette question, donnée dans 78], est:

= P) V|
CVIEIVIP

expression dans laquelle Vu est le gradient de w par rapport & ses trois
premiéres variables. (Le lecteur attentif aura remarqué la disparition du signe
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moins par rapport a I’équation (2.4). Nous avons choisi pour ce chapitre une
fonction u négative a l’extérieur).

Il y a ici quelques points délicats. Le premier est que les méthodes par
ensembles de niveau ont été congues pour des variétés fermeées (courbes ou
surfaces par exemple) et qu’ici la surface S, définie par un graphe, n’est
en général pas fermée. Ce probléme peut étre résolu, comme par exemple
dans [17, 103]. Le second point est que le coefficient du terme | Vu | dans
I’équation précédente est seulement défini sur la surface S et non dans tout
le volume (z,y,z). Or, ce terme est nécessaire en tout point pour calculer
I’évolution de wu.

Nous ne nous étendrons pas sur ce dernier sujet car il sera résolu quand
nous progresserons vers des modéles plus avancés.

3.3 Un meilleur critére de mise en correspondance

Il est clair que la mesure d’erreur (3.1) est trop simpliste pour les ap-
plications réelles. Nous pouvons étendre ceci d’au moins deux maniéres. La
premiére consiste & remplacer la différence des intensités comme mesure d’er-
reur par une mesure de corrélation sous I’hypothése que la scéne est faite de
plans fronto-paralléles. La deuxiéme consiste & relaxer cette derniére hypo-
thése en prenant en compte lorientation du plan tangent & la surface des
objets en chaque point. Dans le premier cas, nous progressons suivant 1’axe
de complexité du critére de mise en correspondance, dans le deuxiéme cas
suivant les deux axes de complexité de forme des objets et du critére de mise
en correspondance.

Nous explorons ces voies dans les deux sections suivantes.

3.3.1 Fonctionnelle de corrélation fronto-paralléle

A chaque paire de valeurs (z,y), correspond un point tridimensionnel
M, M = [z,y, f(z,y)]" qui définit deux points sur les images m; et mo
comme dans la section précédente. Nous pouvons alors définir classiquement
la corrélation non normalisée entre les images I} et Is aux points my et mo.
Nous notons cette corrélation (I, I)(f, x,y) pour marquer son analogie avec
un produit scalaire et le fait qu’elle dépend de M:

+p g o
<Il,fz>(f,w,y>=$ / / (I (ma + m) — To(my))

(.[2(777,2 + m) — IQ(TTLQ))dm,

(3.4)

équation dans laquelle les moyennes I; et I sont définies naturellement par:

I —L v +qI Ndm' k=1,2 3.5
k(my) = 1pq k(mg +m')dm =1, (3.5)
-p —-q
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Enfin, nous notons | I |2 la quantité (I,I).

L’utilisation d’un critére de corrélation posséde entre autres l'avantage
sur une simple mesure d’erreur, telle que la mesure précédente, d’étre insen-
sible & un changement d’échelle de l'intensité des images. Il n’est donc pas
pénalisé par l'utilisation de caméras aux courbes de réponse différentes, ou
par un changement d’éclairage ambiant entre deux prises de vues dans le cas
de prises de vues non simultanées.

On remarquera que (I, Is) = (I, I1).

Pour simplifier les notations, nous écrirons [~ & la place de ﬁ fj—; quq.
Nous définissons alors une fonctionnelle de mise en correspondance comme
I'intégrale par rag)port a x et y de 'opposé du score de corrélation croisée

_ (L1,I>
normalisé ARk

(I, I5)
// 1 15) d dy—// 2®(f, z,y)dzdy (3.6)
[ L] [ 12|

Iintégrale étant calculée, comme dans la section précédente, sur un sous en-
semble ouvert du plan focal de la premiére caméra. La nouvelle fonctionnelle
2® = |<IIII||IIZ2 (f,z,y) est une quantité comprise entre -1 et 1, -1 indiquant
un maximum de corrélation. Nous devons calculer sa dérivée par rapport a
f pour obtenir I’équation d’Euler-Lagrange du probléme. Les calculs sont
simples mais quelque peu fastidieux. On peut d’abord voir que 2@ est la

somme de deux termes:

(115D |
A Ly - —
e LE R TR

I, Ip) ¢

Les résultats nécessaires au calcul de (I1,Iy)f et de (| Iy | - | Io |)f sont
résumés dans le lemme suivant, prouvé dans I’annexe A.1.

Lemme 2 Les dérivées partielles (I1,Io)s et | I |f k = 1,2 sont données
par les formules:

9 9
(I, L) = ;rf” (VIi, L) + ;rf‘? AL, V1) (3.7)
8mk
| i |- | I |f:W'(VIka) k=12 (3.8)

ot les expressions complétes des quantités (V1 1), (I1,VIy) et (VI Ij)
peuvent étre trouvées dans l'annexe A.1.

Nous pourrions alors procéder a la résolution de I’équation d’Euler-Lagrange
comme décrit dans la section précédente. Nous ne poursuivrons toutefois pas
cette tache ici et allons plutot explorer une meilleure fonctionnelle.
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3.3.2 Prise en compte du plan tangent aux objets

Nous allons maintenant prendre en compte le fait que la fenétre de
corrélation centrée en mo n’est pas rectangulaire mais est 'image dans la
deuxiéme vue de la reprojection sur le plan tangent a ’objet au point M =
(z,y, f(z,y)) de la fenétre de corrélation rectangulaire centrée en my (voir
figure 3.4). L’idée est ici que nous approximons 'objet S au voisinage de M
par son plan tangent sans supposer comme précédemment que ce plan est
fronto-paralléle ni que les plans rétiniens des deux cameéras sont identiques.

Etudions tout d’abord la correspondance induite entre ces deux images
par ce plan tangent:

FiG. 3.4 — La fenétre rectangulaire (a1bycidy) dans la premiére image est
projetée sur le plan tangent Ts a l'objet S au point M et reprojetée sur le
plan rétinien de la seconde caméra ou elle n’est en général plus rectangu-
laire. La distorsion entre (a1bicidy) et (agbocods) peut étre décrite par une
transformation projective fonction de M et de la normale N & la surface de
lobjet.



70 CHAPITRE 3. STEREOVISION ET EDP

(m1)

K (m1 + m)

F1G. 3.5 — Les points de l'image 1 et leurs correspondants de l'image 2, images
de points 3D situés dans un méme plan (dans notre cas le plan tangent), sont
reliés par une homographie K

Correspondance entre deux images induite par un plan

Considérons un plan d’équation NTM — d = 0 dans le systéme de coor-
données de la premiére caméra. d est la distance algébrique entre l’origine
des coordonnées et ce plan et N est le vecteur unitaire normal au plan.
Ce plan induit une transformation projective entre les deux images. Cette
correspondance joue un role essentiel dans la suite.

Pour voir pourquoi nous obtenons une transformation projective, prenons
M un point 3D de ce plan. Soient M; et My les deux vecteurs 3D représen-
tant ce point dans les systémes de coordonnées attachés respectivement aux
deux caméras. Ces deux vecteurs 3 x 1 sont en fait les vecteurs coordonnées
des deux pixels my et ms en tant que points projectifs (voir section 3.1).
D’autre part, ils sont liés par I’expression

M, = RT(M; —t)
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Puisque M appartient au plan N”M; = d, nous avons donc:

RTtNT

M, = (R” y

)M,

ce qui exprime précisément le fait que les deux pixels mq et my sont liés
par une homographie, ou transformation projective K. Ceci n’a rien d’éton-
nant puisque c’est une propriété connue qu’un objet tridimensionnel plan
se projette sur deux caméras différentes en deux images reliées par une ho-
mographie (figure 3.5). Nous utiliserons d’ailleurs cette propriété, ou plus
exactement son approximation affine, dans une expérience de classification
d’objets section 6.4.4. La matrice 3 x 3 représentant cette homographie est
(RT — W). Cette transformation est bijective sauf lorsque le plan passe
par 'un des centres optiques auquel cas elle devient dégénérée. Nous suppo-
serons que ce n’est pas le cas. Par ailleurs, puisque la matrice K n’est définie
qu’a un facteur multiplicatif prés, nous pouvons aussi bien la choisir égale a:

K = dR” — RTtNT (3.9)

Le nouveau critére et son équation d’Euler-Lagrange

Nous venons de voir que le plan tangent induisait une homographie entre
les deux plans rétiniens. C’est la base de la méthode proposée dans [21] bien
que pour un but tout & fait différent. La fenétre & laquelle nous faisions al-
lusion dans 'introduction de cette section est bien évidemment l'image par
cette transformation de la fenétre rectangulaire de 'image 1. Cette homogra-
phie est fonction du point M et de la normale & 'objet en M. Elle est donc
fonction de f et de Vf, ce que nous marquerons en écrivant K = K(f, Vf).
Elle satisfait la condition K(m1) = mg. Nous devons désormais modifier le
produit scalaire (3.4) comme suit:

(1. B) (. VS09) = [ (s +m) = i)

(IQ(K(ml + m)) — Ig(mg))dm,

(3.10)

On remarquera que la définition de (I, Is) n’est plus symétrique, a cause de
K. Pour la rendre & nouveau symétrique, nous devrions le définir par:

(I, )(f,Vf,2,y) =
/ (Ii(m1 4+ m) — T (m1))(I2(K (m1 + m)) — To(mz))dm

+ /*(Il(Kl("n +m')) — Ti(m1))(I2(mg + m') — To(mg))dm/
(3.11)
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La définition (3.5) de I; (resp. de I3) n’est pas modifiée dans la premiére
(resp. dans la seconde) intégrale du membre de droite, alors que celle de I
(resp. de I1), dans ces mémes intégrales, doivent étre modifiées comme suit:

To(ms) = / " LK (ma + p))dp -
3.12

Ti(ma) = / LK (my + )y

Dans la mesure ot cette nouvelle définition ne modifie pas de fagon fonda-
mentale les idées exposées ici mais rendent les calculs et les notations plus
complexes, nous supposerons par la suite que c’est la définition (3.10) qui
est utilisée, tout en gardant & 'esprit qu’en pratique c’est (3.11) qui devrait
I’étre.

Nous voulons maintenant minimiser la mesure d’anti-corrélation suivante:

_ (I1, I2)
C1.V) = = [ | G 5 ey

(3.13)
= [ [ 5.V 1.0,z

Puisque la fonctionnelle 3® dépend désormais de f et de V f, ses équations
d’Euler-Lagrange équations s’écrivent 3@y — div( 3®vs) = 0. Nous devons
alors recalculer 3®; pour prendre en compte la nouvelle dépendance de K
en f et calculer 3®vy.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons que 'homographie K peut
étre approximée de maniére satisfaisante par une transformation affine. Du
fait de la relation K(m1) = my, cette transformation affine s’écrit:

(m1+m)~me+ Am

ol A est une matrice 2 x 2 dépendant de f et de Vf.

En pratique, cette approximation est souvent suffisante et nous la sup-
poserons valide dans la suite.

Sous cette hypothese, | I; |f n’est pas modifié mais (I1,Iz), et | Iz |7 le
sont, & cause de la dépendance en A. Les résultats des calculs sont résumés
dans le lemme suivant dont on trouvera une démonstration dans ’annexe

Al:

Lemme 3 Les dérivées partielles (I, 1)y and | I |y sont données par les
formules suivantes:

om; Omjy

aF (VI I) + af

+ /*(Il (m1 +m) — I (m1))VIz(ms + Am)T A ymdm

(I, I2)f = (I, V1)

(3.14)
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Om
(B | | Bl p=—5 - (VI )
+ / (I (m2 + Am) — Tz (m2))VIz(m2 + Am)" A pmdm

(3.15)

dans lesquelles les valeurs des quantités (V1y,1s), (I1, V1) et (VIa, Iz) sont
données en annexe A.1.

On remarquera que, comme nous pouvions nous y attendre, les équations
(3.14) et (3.15) sont similaires & (3.7) et a (3.8) avec des termes de correction
dont la présence est due & la complexité plus grande de la fonctionnelle de
mise en correspondance.

Ceci nous permet de calculer la premiére partie des équation d’Euler-
Lagrange, ® ;. L’expression de A se trouve a la section suivante.

Pour ce qui est de la seconde partie, nous avons | I |2v s= 0 puisque [,
n’est pas fonction de V f. Pour le reste, le lemme suivant apporte les résultats
nécessaires:

Lemme 4 Les dérivées partielles (I, Iz)vy et | I |vy sont données par les
formules suivantes:

<.[1, ‘[2>Vf = /*(Il(ml + m) — I_l(ml))VIQ(TTLQ + Am)T(Am)vfdm,
et,
121 o= [ (1ama + Am) — Ty(ma)) VIa(oma + Am)” (Am)eydin,

expressions dans lesquelles la quantité (Am)y ¢ dénote la matrice 2x2 définie
par [A(gp),m, Ay, m].

La preuve est similaire & celles données en annexe A.l.

Ces expressions nous permettront de calculer la deuxiéme partie div( 3®v )
des équations d’Euler-Lagrange aussitot que nous aurons rendu explicites les
relations entre A, f et Vf, ce qui est 'objet de la section suivante.

La matrice A et ses dérivées

Nous devons calculer les dérivées de la matrice A par rapport & f et a Vf.
Pour ce, nous utiliserons une approche mixte, & la fois affine et projective,
pour calculer la matrice K de la transformation K.

Soit (z1,y1) les coordonnées (affines) de I'image m; et (z,y) celles de
m. Nous noterons mj + m le point de coordonnées affines (z1 + z,y1 + y)
ou de coordonnées projectives (r1 + z,y1 + y,1). Soit K la matrice 3 x 3
de 'homographie K et k;,2 = 1,2, 3 ses vecteurs colonnes. Les coordonnées
affines du point K (mq + m) sont égales a:
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k1 (m1 + m) Y. kg(ml + m)

X - =
2 k3(m1 + m) 2 k3(m1 + m)

(3.16)
ou m; est le vecteur de coordonnées projectives (z1,y1, 1) et m le vecteur
de coordonnées (z,y,0).
D’apreés la section 3.3.2, nous savons que la matrice K peut s’écrire:

K = dR” — TN?
avec
d=zfs +yfy+f
T =R"¢ (3.17)
NT = (f:z;afyu 1)

Nous avons utilisé le fait que K est définie & un facteur multiplicatif

pres pour nous débarrasser du terme m. Alinsi, nous avons établi la

dépendance entre ’homographie K et f et V f. Il est facile d’en déduire que:

0K _ pT

K =R

X =aR" - [T00] (3.18)
&5 =yR" - [0TO]

Penchons nous maintenant sur I’approximation affine. Nous pouvons sup-
poser que le point meo, image de m; par K, n’est pas a 'infini. En divisant
le numérateur et le dénominateur de Xy et de Y, dans I’équation (3.16)
par ksm; et en introduisant les coordonnées affines xo et yo de mo, nous
obtenons:

kim kom
2_$2+k3m1 2_y2+k3m1
- ksm - ksm
1 + ksm; 1 + ksm;

L’approximation affine apparait en supposant que l?::l < 1, que lzlnnlll <
kom

T2 et que A+ <K yo. En développant X5 et Y jusqu’au premier ordre par
rapport & ces quantités, nous aboutissons & l’expression suivante pour la
matrice A:

! [ ki =k ] (3.19)

- k3m1 k2 — k3

Cette expression, combinée avec (3.18) nous permet de calculer les déri-
vées partielles de A par rapport a f et a V f et, finalement, div(3®v ). Nous
ne poursuivrons toutefois pas ici ces calculs puisque nous allons présenter
section 3.4 un modéle plus élaboré pour lequel nous effectuerons les calculs
correspondants.
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3.4 Un modéle plus raffiné

Dans cette section, nous considérons le cas dans lequel les objets de la
scéne ne sont plus définis comme le graphe d’une fonction de x et y comme ils
I’étaient dans les sections précédentes, mais comme 1’ensemble de niveau zéro
d’une fonction % : R?® — R que nous supposerons suffisamment réguliére,
c’est-a-dire C2. Les coordonnées (z,y,z) des points de la scéne qui sont &
la surface des objets présents sont donc définis par 'équation 4(z,y, z) = 0.
Cette approche posséde au moins deux avantages. Premiérement, en relaxant
I’hypothése de graphe, il est potentiellement permis de considérer un nombre
quelconque de caméras. Deuxiémement, nous sommes conduits & une im-
plémentation trés naturelle de ’évolution des surfaces par la méthode des
ensembles de niveau.

Un point intéressant de 'utilisation des méthodes d’ensembles de ni-
veau pour la résolution de I’équation (3.20) est que nous pourrons désormais
traiter les scénes composées de plusieurs objets puisque les changements de
topologie tels que le changement du nombre de composantes connexes sont
traités automatiquement.

Soit donc une famille de surfaces réguliéres S : (v, w,t) — S(v,w,t) on
(v,w) paramétrise la surface et ¢ le temps. Il n’est en général pas possible
de trouver une paramétrisation de S de R? vers R3 qui décrive l'intégralité
des surfaces des objets (pensez & une sphére par exemple pour laquelle au
moins deux paramétrisations sont nécessaires) mais nous pouvons raisonner
sur une telle paramétrisation sans perte de généralité puisque nous verrons
que les résultats sont indépendants du choix des paramétres. Les objets de
la scéne correspondent a une surface g(v, w) et notre but est, partant d’une
surface initiale Sg(v,w), de trouver une EDP

S, = AN, (3.20)

ou N est la normale unitaire & la surface, dont la résolution avec les conditions
initiales S(v,w,0) = Sg(v,w) nous conduit & une solution qui approxime
convenablement S(v,w). La fonction § sera déterminée par la fonctionnelle
de mise en correspondance que nous minimiserons pour résoudre le probléme
stéréo. Nous définissons une telle fonctionnelle au prochain paragraphe.
Dans le détail, les surfaces S sont & chaque instant les niveaux zéro d’une

fonction u : R* — R

u(S,t) =0
En dérivant par rapport a u, v, t et en remarquant que N peut étre choisit
tel que N = —%, ou V est 'opérateur pour les trois premiéres coordonnées

de u, nous trouvons facilement que I’évolution de w s’écrit (voir chapitre 2):

ug = | Vu | (3.21)
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En nous basant sur les mémes idées que celles de la section 3.3.2, nous
pouvons définir la mesure d’anti-corrélation suivante:

C4(S,N) = — ijny%WHM%MU

4,j=1,i#j

://Qm&Mumw

Dans cette équation, les indices ¢ et j varient entre 1 et n, le nombre
d’images. En pratique, on ne considérera pas toutes les paires d’images, mais
cela ne changera pas notre analyse du probléme. On notera que dans ’équa-
tion (3.22), 'intégrale se fait par rapport a 1’élément d’aire do sur la surface
S. En conservant les notations précédentes, nous obtenons:

(3.22)

do =| Sy x Sy, | dvdw

do joue le role qu’avaient dr dy dans notre analyse précédente, S celui
de f,et N = Ezigm, normale unitaire & la surface S, celui de Vf.

Il faut ici noter un pas significatif par rapport a ce que nous avions pré-
cédemment du fait de la multiplication de notre score de corrélation croisée
normalisé précédent par le terme | S, x S,, |. Cela a en effet deux consé-

quences fondamentales:

1. Cela régularise le probléme variationnel comme dans ’approche des
contours actifs géodésiques [14]

2. Cela rend le probléme intrinséque, c’est-a-dire indépendant de la para-
meétrisation des objets de la scéne.

Un autre point essentiel est que nous pouvons déterminer quelles sont les
parties des surfaces qui sont vues ou cachées pour telle ou telle caméra. Dés
lors, il est naturel de ne calculer chaque intégrale apparaissant dans (3.22)
que pour ceux des points de la surface S qui sont visibles par les deux caméras
concernées. Ainsi, les problémes de wisibilité et d’occlusion sont modélisés et
traités dans notre approche (voir section 3.5 pour plus de détails).

Le reste est trés similaire bien que techniquement plus compliqué que
précédemment: calcul des dérivées, écriture des équations d’Euler-Lagrange
du probléme variationnel (3.22), détermination de leur composante 3 le long
de la normale & la surface, définition de 1’équation d’évolution des surfaces
(3.20) et implémentation par une méthode d’ensembles de niveau. Tout ceci
est relativement sans difficulté majeure mis & part le résultat déja annoncé
que la valeur de 3 est intrinséque et ne dépend pas de la paramétrisation des
surfaces S.

Nous allons en fait prouver un résultat un peu plus général. Soit une
fonction ® : R? x R? — R, réguliére, de classe au moins C?, définie sur la
surface S et dépendant du point S(v,w) et de la normale unitaire N(v,w)
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en ce point, que nous noterons par ®(X, Y). Considérons la mesure d’erreur
suivante:

C(S,S,,8,) ://@(S(v,w), N (v, w))h(v, w)dv dw (3.23)

dans laquelle l'intégrale est effectuée sur toute la surface S et ou 'on a posé
comme élément d’aire h(v,w) =| S, X Sy, |. Nous prouvons en annexe A.2 le
théoréme suivant:

Théoréme 5 Sous les condition de régularité faites pour la fonction ® et
pour la surface S, la composante des équations d’Euler-Lagrange du critére
(3.23) le long de la normale a la surface est le produit de h par une quantité
intrinséque, c’est-a-dire ne dépendant pas de la paramétrisation (v,w). En
outre, cette composante est égale a:

h(q)xN — QH((I) — (I)YN) + Trace((CI)Xy)TS 4+ dN o ((I)YY)TS)) (3.24)

ot toutes les quantité sont évaluées au point S de la surface, de normale N.
Ts est le plan tangent a la surface au point S. dN est la différentielle de
la carte de Gauss de la surface, H sa courbure moyenne, ®xy et ®yy les
dérivées d’ordre deur de @, (Pxy)rs et (Pyy)rs leur restrictions au plan
tangent Ts.

On notera que le critére d’erreur (3.22) est de la forme (3.23) si nous

prenons pour ®
n

1
- <IaI>
2 || -1

i.j=1,i]

D’apreés le théoréme 5, pour calculer la vitesse normale d’évolution § pour
les équations (3.20) ou (3.21), il suffit de calculer ®g, N, PN et PN ainsi
que les propriétés différentielles intrinséques d’ordre deux de la surface S.

Puisque la fonction @ est la somme de fonctions ®;; = —m(li, 1;),
le probleme se décompose en celui du calcul des dérivées des ®;;’s, qui, pour
les dérivées d’ordre 1 est trés similaire & celui que nous avons effectué section
3.3.2. Les calculs sont développés en annexe A.3.

En se qui concerne l'implémentation par les ensembles de niveau, il nous
faut faire quelques remarques.

La premiére est d’expliquer comment nous calculons § dans 1’équation
(3.21) en chaque point (z,y, z) plutot que sur la surface S. Il est clair qu’au-
cun probléme ne se pose pour calculer la normale N = —%,
moyenne H = %div(%) et dN la différentielle de la carte de Gauss de l'iso-
surface passant par le point (z,y,z). Les vecteurs ®x, ®y et les matrices
dxvy, Pyy sont, eux, calculés comme expliqué en annexe A.3.

la courbure
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La deuxiéme remarque est que nous pouvons maintenant écrire I’équation
(3.21) comme ceci:

Vu
uy = | Vu | div(®——) — PN (DN + trace(DN)I3)Vu
¢ = | | div( v |) N (DN)I3) (3.25)

— Trace((Pxn)1y +dN o (PNN)T) | VU |

ot DN est la matrice 3 x 3 des dérivées de la normale par rapport aux
coordonnées spatiales, I3 la matrice identité, et ou, en chaque point (z,y, z),
le plan tangent T's est celui de l'iso-surface u = constante passant par ce
point. Notez que l'on a:

Vu

trace(DN) = —div(m)

Le premier terme | Vu | div(@%) est identique & celui que 'on retrouve
dans les travaux de Caselles, Kimmel, Sapiro et Sbert [15] sur 'utilisation
des surface minimales ou contours actifs géodésiques pour la segmentation
des images volumétriques.

Nos autres termes viennent du procédé particulier que nous modélisons,
c’est-a-dire la stéréo. Etant donné que ces termes ne mettent en jeu que
des dérivées du deuxiéme ordre, nous sommes tentés de faire la conjecture
suivante, que nous espérons pouvoir prouver dans un futur proche.

Conjecture 1 Sous des hypotheéses raisonnables de régularité des fonctions
intensité des images, l’équation (3.25) admet une unique solution de viscosité
stable dans C(R? x [0,00[) N L®(0,T; WL (R3)) pour tout T < oo. WH®
est l’espace des fonctions Lipschitziennes bornées de R3.

Comme premiers pas dans cette direction, nous mentionnons ici quelques

points essentiels:

1. A proximité de la solution, ® est proche de -1 (nous normalisons ® par
rapport au nombre de paires de caméras utilisées). Ce qui fait que le
terme | Vu | div(@%) devient anti-diffusif! En conséquence de quoi,
nous utilisons comme nouvelle mesure d’anti-corrélation ® = ® +1 a
la place de @, qui prend ses valeurs entre 0 et +2. Ceci rajoute le terme
| Vu | div(‘g—z’j) a uy, c’est-a-dire 2H a la vitesse normale 3. C’est donc
équivalent a introduire dans le critére un terme de régularisation qui

tend & minimiser la surface totale des objets.

2. En ce qui concerne la régularité des intensités des images, une corréla-
tion modulée par des gaussiennes peut étre utilisée [42]. En pratique,
nous utilisons une implémentation récursive [19] des filtres gaussiens
pour le calcul des intensités des images et de leur dérivées premieres et
secondes.

3. Pour ce qui est de la visibilité et de ’occlusion, il faut remarquer que la
mesure totale ®4 suppose certains choix de paires de caméras. Nous ne
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rentrerons pas dans les détails ici et préciserons simplement que, dans
notre implémentation, ces choix sont modulés de sorte que ®4 reste au
moins continue par rapport a S.

3.5 Le cas bidimensionnel

3.5.1 Implémentation

Plutot que d’aborder directement les problémes techniques soulevés par
une implémentation des idées exposées plus haut, nous présentons mainte-
nant une implémentation du cas bidimensionnel de la théorie précédemment
décrite. Cette implémentation nous a effectivement servi pour la mise au
point et la validation de nos méthodes avant une réalisation du cas tridimen-
sionnel que que décrirons dans la prochaine section.

La situation est celle décrite par la figure 3.5.1 qui représente un objet
plan S, ici avec deux composantes connexes. Cet objet est observé par cinq
caméras, numérotées de 1 & 5, et la courbe de niveau correspondant a un
point M a été dessinée pour illustrer comment la condition de visibilité est
prise en compte en résolvant I’équation (3.25): le point M de la courbe de
niveau est vu par les caméras 3 a 5 et ne ’est pas par les caméras 1 et 2.

u(z,y,t) = u(M,t) = cte
4 v
. i
\\\\ 0\ P S

FiG. 3.6 — Implémentation du cas 2D de Ualgorithme. Visibilité et occlusion.

Les objets plans sont vus par des caméras linéaires. Les pixels et les
images sont fonction d’une seule variable. Le produit scalaire (3.10) est:

)N =5 [ " Limi + m) — Ti(my))

(1;(Kij(mi +m)) — I;(m;))dm



80 CHAPITRE 3. STEREOVISION ET EDP

Nous utilisons 'approximation affine: K;;(m; + m) = m; + a;jm. La
surface S(v,w) est une courbe plane S(v) et la mesure d’anti-corrélation est:

/@(S(v),N(v))h(v)dv

avec h(v) = [S,| et ® toujours égale & — 70", .. T \1 ‘(Iz,I ).

Soit o l'abscisse curviligne de S (do = h(v)dv), T sa tangente unitaire
et x sa courbure, la composante normale 8 des équation d’Euler-Lagrange
se simplifie en la quantité intrinséque suivante:

B =k® + [ + x(TTT — NN)®L] N + T (dgn + £PnN)T

En pratique, 'implémentation de I’équation d’évolution (3.21) de u(zx, y, t)
requiert les étapes suivantes pour le calcul de 3 au point M = (z,y) au temps
t:

— Considérant la courbe de niveau S(v) de u passant par le point M,

déterminer depuis quelles caméras M est visible en supposant que la
courbe de niveau passant par M est opaque.

— Calculer la normale N et la courbure x de S en M.
— Pour chaque paire de caméra utilisable, calculer m;, % et d m;.

— Pour chaque paire de caméras utilisable, calculer aj, aijg, tijpgs %aij,
et 4 To N -

- Calculer (L 1), (L, 1) o (Liy L)y 2o(13, 1) et 2(1;, 1)y Le calcul
des intensités des images et de leur dérivées premiéres et secondes
nécessaires est modulé par des gaussiennes. Des filtres récursifs sont
utilisés [19].

— Calculer enfin @, g, Py et %CI)N. D’ou 5.

Apportons ici deux précisions:

1. Nous ne donnons pas le méme poids & toutes les paires de caméras dans
le calcul de ®. Les caméras voyant la courbe de niveau “de face”, c’est-
a-dire dont le centre optique est proche de la normale & 1’objet, sont
privilégiées par rapport a celles qui verraient l'objet trop “de profil”
pour lesquelles la précision de ce qui est vu est moindre du fait de la
discrétisation des images en espace. Ceci nous permet en outre:

— De moduler la taille de la fenétre de corrélation: moins la caméra
est “face & l'objet”, moins grande sera la fenétre de corrélation.
Cela correspond a l’idée que les point 2D observés doivent rester
proche du plan tangent. Notez qu’on pourrait utiliser la courbure
pour affiner la prise en compte de cette idée.

— Les poids affectés aux paires de caméras sont modulés pour assurer
la continuité de @ le long de la courbe de niveau.
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2. En pratique, résoudre le probléme de visibilité pour toutes les courbes
de niveau utilisées se réveéle ne rien apporter. Le résoudre pour le seul
niveau zéro, qui est rappelons-le le lieu de la courbe dont nous réalisons
I’évolution, suffit et apportera un gain de temps appréciable dans le cas
3D. Pour les points qui ne sont pas sur le niveau zéro, la gestion des
cameéras est copiée sur le point du niveau zéro le plus proche. Une
détermination efficace du point le plus proche est réalisée a ’aide de
I’algorithme de calcul rapide de la distance euclidienne & une courbe
décrit dans [18], algorithme que nous avons légérement adapté pour
pour que le point le plus proche soit mémorisé (voir section 2.7.1)

Le calcul de la vitesse normale G effectué, il ne reste plus qu’a implémen-

ter I’évolution de la courbe par une méthode d’ensembles de niveau [103]
dont nous avons décrit les grandes lignes au chapitre 2. Nous utilisons un
algorithme rapide “a4 bande” avec réinitialisation de la fonction distance par
une EDP, elle-méme implémentée par une méthode a progression rapide (cf
section 2.6.2).

Nous avons testé notre schéma sur des images synthétiques bruitées et

sur quelques images réelles.

3.5.2 Reésultats

? ¥ ? *

HENE TN - s ||« »

Camera #1 &

T P e §

Camera #4 ** ® v ** » v
s L}
t=0 t=tl
B SIaEm - "7 e * 7 s
Camera #8 & ® & o
& £ & ]

e . 1 *

Camera #12 &5 * 5 »

FiG. 3.7 — Cas 2D — Détection d’un objet non conveze.

Nous présentons d’abord les résultats obtenus sur trois objets synthé-
tiques, chaque exemple servant & tester un des aspects de 'algorithme. Tous
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FiG. 3.8 — Cas 2D - Détection de deux objets circulaires.

ces résultats sont obtenus avec 18 caméras observant une scéne et sont preé-
sentés de maniére homogéne: du coté gauche de la figure nous montrons
quelques-unes des 18 images (monodimensionnelles!), du coté droit nous
montrons la convergence de la courbe initiale vers les objets.

Nous commengons par la figure 3.7 qui illustre le fait que ’algorithme
marche pour des objets non convexes. Remarquez le fond noir sur les images.

La figure 3.8 montre le processus de reconstruction pour deux cercles
placés sur un fond aléatoire. Nous voyons que l'algorithme peut traiter les
objets multiples (notez le changement de topologie au temps #2) et qu’il n’est
pas trompé par un fond texturé.

La figure 3.9 donne les résultats pour deux carrés. Cet exemple montre
que notre modele peut d’une certaine maniére traiter les objets non lisses.

Enfin, la figure 3.10 montre un exemple réel dans le cas de deux caméras.
Une paire d’images d’une visage humain se trouve sur la partie gauche de
la figure. La trace d’un plan passant par les deux centres optiques (un plan
épipolaire) sur les deux plans rétiniens y est dessinée en blanc, de sorte
que les deux images monodimensionnelles constituées par ces deux lignes se
correspondent. Sur la partie droite de la figure, nous montrons 1’évolution
du contour & quatre instants. Le contour du visage servant de référence est
le résultat de ’algorithme de corrélation décrit dans [23]. Nous voyons que
le contour initial converge vers lui de maniére satisfaisante.
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F1G. 3.9 — Cas 2D — Détection de deux carrés.

3.6 Algorithme tridimensionnel

Apreés avoir eu a travers le cas 2D un apercu des techniques mises en
jeu pour l'implémentation de notre méthode, nous pouvons passer au cas
tridimensionnel.

3.6.1 Implémentation

L’implémentation tridimensionnelle est similaire a celle du cas 2D. Cer-
taines techniques utilisées s’étendent directement, d’autres doivent étre adap-
tées ou remplacées. Sans rentrer dans des détails fastidieux, nous fournissons
les clés suivantes:

— Méthodes par ensembles de niveau: elles se généralisent directe-
ment. C’est toutefois dans le cas 3D que prend toute son importance
lefficacité de la méthode “avec bande” et de la réinitialisation de la
fonction distance par EDP.

— Extraction du niveau zéro: un simple zéro crossing naif ne suffit
plus. Il faut avoir revoir & une méthode telle que les marching cubes
[70], méthode qui aurait d’ailleurs pu étre utilisée en 2D (marching
squares), fournissant une triangulation d’une iso-surface.

— Traitement des occlusions: utilisation d’un z-buffer [16] par caméra

pour projeter le niveau zéro triangulé précédemment sur le plan rétinien
de chaque caméra. C’est en fait ce que nous faisions déja sans I'avoir
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FiG. 3.10 — Cas 2D — Détection du contour d’un visage humain dans un plan
épipolaire.

mentionner dans le cas 2D. On comprend maintenant que traiter les
occlusions pour toutes les iso-surfaces serait trop cotteux.

— Lien vers le point de niveau zéro le plus proche: bien que [18]
ne décrive le calcul rapide de la distance Euclidienne que dans le cas
2D, l’extension au cas 3D ne pose pas de probléme (section 2.7.1).

— Modulation de la fenétre de corrélation: tout comme dans le cas
2D, la taille de la fenétre de corrélation dépend de I'orientation du plan
tangent. Elle peut en fait maintenant étre choisie rectangulaire et non
plus carrée pour donner moins d’importance & I’'une des deux directions
de corrélation quand l'objet est vu de profil.

— Choix des paires de caméras: la gestion des coefficients affectant
les scores de corrélation de chaque paire de caméras de facon a ce que
le critére total reste au minimum continu est maintenant basée sur la
triangulation issue des marching cubes.
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3.6.2 Recherche d’efficacité

Comme il fallait s’y attendre, la calcul du critére en un point du maillage
est trés cotiteux. Dans certains cas de figure et pour des résolutions élevées
(128 x 128 x 128 ou 256 x 256 x 256), il nous a fallu parfois plus d’une heure
pour atteindre la convergence. Parmi les moyens d’accélérer le processus,
nous avons appliqué les idées suivantes:

— Nous utilisons évidemment un algorithme & bandes (section 2.6.1) et
une restauration de la distance par EDP et méthode a progression
rapide (section 2.6.2).

— Dans un premier temps, nous n’utilisions pas toutes les paires de camé-
ras valides mais seulement un minimum de paires et modulions leurs
corrélations grace a la triangulation de la surface de fagon & rendre
continue la corrélation totale. Mis a part quelques cas extrémes, nous
avons ensuite constaté que ne prendre que la meilleure paire de caméra
suffisait: la continuité du critére est assurée par le nombre suffisant de
cameéras, ce qui garantit un choix régulier des meilleures cameéras, et
par la normalisation de la corrélation.

— Nous ne traitons les occlusions et la gestion du choix des paires de
caméras que sur le niveau zéro. Les autres points de la bande sont
traités comme le point du niveau zéro le plus proche.

— Cette gestion n’est pas revue a chaque pas de temps mais de facon régu-
liére avec une fréquence du méme ordre de grandeur que la restauration
de la fonction distance et que la réinitialisation de la bande.

— Tous les termes de I'équation (3.21) ne semblent pas de méme impor-
tance. Nous obtenons nos résultats en tronquant simplement 1’équation
aux termes de premier ordre en ® et prenons:

. Vu
ur =| Vu | dw(@m) — On(DN + trace(DN)I3)Vu
u
ce qui revient en fait & bien tenir compte de l'orientation du plan
tangent pour le calcul du critére sans toutefois essayer, en un point
donné, d’optimiser cette orientation pour minimiser le critére.

Parmi les améliorations encore possibles sur lesquelles nous travaillons, nous
pensons surtout devoir adopter une approche pyramidale et raffiner le pas
du maillage au fur et & mesure de la convergence. Nous devrions y gagner
en vitesse et aussi en précision du résultat final. Il n’est pas impossible non
plus qu’une telle approche supprime d’éventuels problémes d’optima locaux.
Jusqu’a présent, nous n’avons utilisé que des images de qualité d’objets tex-
turés et avons pu faire converger une surface initiale éloignée de la solution
sans qu’elle soit stoppée par de tels optima locaux.

Le lecteur intéressé pourra trouver de plus amples précisions dans le
rapport de recherche [38].
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3.6.3 Reésultats

Fia. 3.11 — Détection de deux sphéres. Prises de vue.

Nous I’avons déja mentionné: bien qu’il ne s’agisse vraisemblablement
pour linstant que d’une premiére étape dans la compréhension des méca-
nismes mis en jeu et dans la mise au point des méthodes, nous pensons que
les résultats que nous obtenons sont trés prometteurs et a la hauteur de nos
espoirs. Les images et les animations sont consultables a ['adresse:

http://cermics.enpc.fr/~keriven/stereo.html

Nous commencons par trois scénes synthétiques composées d’un ou de
plusieurs objets texturés. Dans chaque cas, les objets sont observés par trente
caméras situées tout autour de sorte que chaque point de la surface des
objets soit vu par au moins deux caméras. Ainsi, 'intégralité des objets est
potentiellement détectable.

Pour chaque exemple, nous montrons quelques-unes des images observées,
puis le processus de reconstruction, tout d’abord avec les surfaces brutes,
ensuite en reprojetant sur les surfaces en évolution les images observées re-
donnant de cette fagon leur apparence extérieure aux objets.

La figure 3.11 présente quatre des trente images prises de deux sphéres. La
reconstruction & partir d’une surface englobant les deux sphéres est montrée
figure 3.12 avec les surfaces brutes et figure 3.13 avec les images reprojetées.
La détection des deux sphéres s’effectue avec succés et le changement de
topologie semble ne poser aucun probléme. Nous constatons aussi que la
surface initiale n’a pas besoin d’étre proche de la solution.
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Fic. 3.12 — Détection de deux sphéres. Reconstruction.

Un autre changement de topologie est illustré par les figures 3.14 a 3.16
représentant les résultats obtenus pour un tore. Dés lors que l'intérieur du
tore commence a se creuser, le traitement des occlusions entraine un choix
convenable des caméras et une convergence vers la position finale.

Plus complexe encore est le traitement de la visibilité dans le cas de deux
tores imbriqués. L’algorithme révele pourtant capable de détecter ces objets,
comme nous pouvons le constater figures 3.17 & 3.19.

Si une certaine zone d’un objet n’est pas observée ou ne l’est que par une
seule caméra, elle ne peut étre replacée dans I'espace. Afin de pouvoir traiter
le cas d’un objet partiellement observé, nous décidons de définir comme
nulle la vitesse d’évolution de la surface dans de telles zones. La figure 3.20
montre la cas d’une sphéres qui n’est observée que par trois caméras: une
vue de face, une légére élévation de 20 degrés et une vue surbaissée de 20
degrés. Les figures 3.21 et 3.22 montrent bien que les parties observées par
au moins deux caméras sont convenablement reconstruites alors que le reste
de la surface initiale ne bouge pas.

Forts de ce nouveau détail de comportement, nous pouvons nous lancer
dans la reconstitution & partir d’images réelles. Reprenant le visage exploité
dans la section 3.5, nous réalisons sa reconstruction tridimensionnelle figures
3.23 4 3.25. En plagant sur un plateau tournant deux visages de mannequins,
nous en faisons ’acquisition comme si c¢’était la caméra qui tournait autour
(figure 3.26). La reconstruction est trés satisfaisante (figures 3.27 et 3.28).
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FiG. 3.13 — Détection de deux sphéres. Reconstruction avec images reproje-
tées.

Notez que le changement d’éclairage d’une image & l'autre vient ici compli-
quer le processus, sans apparemment toutefois le géner. L’utilisation d’un
critére de corrélation et non d’une simple mesure d’erreur est ici essentielle.
Le haut et le bas des objets, non photographiés, ne sont évidemment pas
reconstruits...

A Theure ou nous écrivons ces lignes, nous sommes en train de saisir
plusieurs objets réels de maniére exhaustive de fagon a pouvoir en réaliser
une reconstruction totale.

3.7 Conclusion

Nous avons présenté une approche géométrique nouvelle pour résoudre
le probléme de la stéréovision pour un nombre quelconque de vues. Elle est
basée sur ’écriture d’un principe variationnel qui doit étre satisfait par les
surfaces des objets & détecter. La conception de ce principe variationnel nous
permet progressivement de maniére propre et claire les hypothéses faites sur
les objets et sur les correspondances entre les images. Notre approche modé-
lise les objets comme un ensemble de surfaces fermées et non plus seulement
comme le graphe d’une fonction z = f(z,y). Nous prenons en compte ’orien-
tation locale des surfaces et traitons aussi les occlusions. La surface initiale
n’a pas besoin d’étre proche de la solution finale.
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FiG. 3.14 — Détection d’un tore. Prises de vue.

Les équations d’Euler-Lagrange déduites du principe variationnel four-
nissent un ensemble d’EDP qui sont utilisées pour déformer un ensemble
initial qui tend vers les objets & détecter.

Une implémentation par les ensembles de niveau des ces EDP nous fournit
un moyen robuste et efficace d’obtenir ’évolution d’une surface et de traiter
automatiquement les changements de topologie pendant la déformation.

Notre méthode, initialement testée sur des modeles 2D, s’est révélée a la
hauteur de nos espérances en 3D aussi bien sur des images synthétiques que
sur les images réelles que nous lui avons soumises jusqu’ici.

La principale amélioration sur laquelle nous travaillons actuellement est
une approche pyramidale qui apportera, nous 1’espérons, rapidité, précision
et possibilité de traiter des images de faible qualité ou des objets peu texturés.

En ce qui concerne la théorie, nous émettons la conjecture que les EDP
considérées admettent sous certaines conditions techniques de régularité, une
solution unique au sens de la viscosité. Les problémes de stabilité et de
correction des solutions devraient aussi étre étudiés.

Enfin, il nous faudra certainement nous demander ce qu'’il est encore
possible de faire dans le cas de caméras non calibrées, probléme essentiel si
I’on veut pouvoir travailler sur des images quelconques.

Penchons nous maintenant sur un autre pan de la vision par ordinateur:
la question de l’invariance par certaines transformations géométriques des
traitements effectués sur les images, les courbes ou les surfaces...
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n.

Fi1G. 3.15 — Détection d’un tore. Reconstruction.

FiG. 3.16 — Détection d’un tore. Reconstruction avec images reprojetées.
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F1G. 3.17 — Détection de deux tores. Prises de vue.

F1G. 3.18 — Détection de deux tores. Reconstruction.

91
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FiG. 3.19 — Détection de deuz tores. Reconstruction avec images reprojetées.

Fi1aG. 3.20 — Détection partielle d’une spheére. Prises de vue.
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FiGc. 3.22 — Détection partielle d’une sphére. Reconstruction avec images
reprojetées.
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FiG. 3.23 — Détection d’un visage. Prises de vue.

FiG. 3.24 — Détection d’un visage. Reconstruction.
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FiG. 3.25 — Détection d’un visage. Reconstruction avec images reprojetées.

F1G. 3.26 — Détection d’un objet réel complet. Prises de vue.
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FiG. 3.28 — Détection d’un objet réel complet. Reconstruction avec images
reprojetées.



Chapitre 4

Flots géométriques invariants

Résumé

Nous avons vu au chapitre 1 'axiomatisation de ['analyse multi-
échelle telle qu’elle a été proposée par par Alvarez, Guichard, Lions
et Morel [5]. Nous présentons ici les espaces d’échelle particuliers
que sont ceuxr engendrés par les flots géométriques invariants en
adoptant comme Olver, Sapiro et Tannenbaum [76] l’angle des évo-
lutions de courbes et de surfaces. Aprés un rappel des invariants
différentiels en géométrie euclidienne, affine ou projective et aprés
une synthése des propriétés connues des flots bidimensionnels eu-
clidien et affine, nous nous intéressons a l’étude de ’évolution des
courbes des espaces tridimensionnels euclidien et affine. Les résul-
tats que mous présentons sur [’évolution sur ces flots invariants des
courbes gauches sont des résultats originaux qui n’ont pas encore été
publiés. Nous réservons le cas de la géométrie projective au chapitre

sutvant.
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La vision par ordinateur passe par la compréhension d’une image & dif-
férentes échelles. Se livrer & une observation physique telle que regarder un
objet suppose que 'on mesure une certaine quantité physique par l’inter-
médiaire d'un appareil réglé & une certaine ouverture. Si ’on désire obtenir
des détails fins, il faut utiliser une petite ouverture donc enregistrer une pe-
tite portion de la quantité physique. A 'opposé, avec une grande ouverture
nous obtenons une réponse plus importante mais des détails plus grossiers.
Puisque nous ne pouvons pas connaitre a-priori 'ouverture appropriée, 'idée
de la notion d’espace d’échelle est de traiter 1’échelle comme un paramétre
réglable a volonté, et méme de pouvoir disposer simultanément de toutes les
observations faites aux différentes échelles. Cette représentation multi-échelle
des données a pris ces derniéres années une place grandissante en vision par
ordinateur, comme en témoigne la création d’une conférence internationale
consacrée a ce sujet [110].

Liée a cette idée est celle de la théorie des évolution de courbes et de
surfaces [44, 48, 99, 49, 56] et 'introduction des EDP en traitement d’images
[5, 4]. La notion d’invariant différentiel ou semi-différentiel [74] et d’évolution
invariante [75]| est fondamentale en reconnaissance des formes et en vision
par ordinateur. Récemment, des applications ont vu le jour sur des problemes
habituellement posés & la communauté des chercheurs en vision artificielle: les
flots géomeétriques invariants [62, 99, 75] possédent de trés bonnes propriétés
de lissage géométrique et permettent le calcul d’invariants différentiels locaux
(voir [33] et chapitre 6). Nous nous intéresserons donc ici a ces flots et a
leur extension au cas des courbes tridimensionnelles, cas pour lequel nous
établissons des résultats originaux. Nous reportons le lecteur a ces différents
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travaux pour ’axiomatisation des espaces d’échelle, les fondements exacts de
la notion de flot invariant, la dualité de 1’évolution des niveaux de gris d’une
image avec celle des ses courbes isophotes, les propriétés exactes des espaces
d’échelle euclidien et affine et le coté fondamental de ’espace d’échelle affine.
Nous nous contenterons dans la section suivante de fixer les notations et de
rappeler les résultats qui nous seront utiles pour la suite.

4.1 Invariants différentiels

4.1.1 Définitions

Soit £ un groupe de Lie opérant sur certains objets. Une quantité ¢
dépendant de ces objets est appelée invariant de L si, pour toute transfor-
mation L € L changeant ¢ en ¢/, on a ¢ = a(L)q, avec « fonction de L
seulement, c’est-a-dire ne dépendant pas de 'objet transformé. Si a = 1,
alors q est appelée invariant absolu.

Les invariants différentiels sont des invariants spéciaux basé sur les trans-
formations locales (voir [51]). Nous allons nous intéresser aux invariants dif-
férentiels euclidiens, affines et projectifs des courbes planes et euclidiens et
affines des courbes gauches. Nous les caractériserons & chaque fois par les
formules de Frenet associées. L’étude de ces invariants peut étre abordée
par la méthode du repére mobile (voir les travaux d’Elie Cartan [11]), mé-
thode dont on trouvera un exposé dans les notes de cours de Faugeras [28|
ainsi qu’une application aux évolutions de courbes dans des articles du méme
auteur [29, 30].

Cas euclidien plan

Soit C : R — R? une courbe plane de paramétre p. Les premier et
deuxiéme invariants différentiels pour le groupe des déplacements engendré
par les rotations et les translations sont les habituelles abscisse curviligne et
courbure euclidiennes v et k caractérisées par

Cy=t

4.1
(t,n) orthonormé direct (4.1)

et par les équations de Frenet:

(ty,m,) = ( 0 o ) (4.2)

K

ol t et n sont respectivement la tangente et la normale euclidiennes. Dans
cette derniére formule, (t,,n,) est la matrice 2 x 2 formées des vecteurs co-
lonnes t, et n, dans le repére (t,n). Ce qui se lit t, = kn et n, = —xt. Nous
garderons cette convention matricielle par vecteurs colonnes tout le chapitre
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par commodité et aussi parce que la matrice ainsi écrite est utilisable telle
quelle pour les calculs de dérivation (voir par exemple les calculs effectués
pour les équations (4.35) dans la preuve du lemme 23). En effet, si un vecteur
u s’écrit u = [a, b]” dans le repére (t,n) alors sa dérivée par rapport & v sera

simplement:
0 — Qy " 0 —k a
Y\ b, k 0 b

Les invariants euclidiens sont préservés par les rotations et les transla-
tions. Ils définissent la courbe & un déplacement prés.

Ils sont calculables de maniére analytique par des formules que nous
donnons sous la forme dun petit lemme:
Lemme 5 L’abscisse curviligne v et la courbure k euclidiennes d’une courbe
plane paramétrée par p vérifient les égalités suivantes:

dv
= — = C
9= =G

K = ||Coul]

(4.3)

g est appelée métrique de groupe euclidienne.
Preuve Nous avons: C, = %Cp soit encore t = le. Le vecteur tangent étant

normé, nous en déduisons facilement g = ||C,||. D’autre part, Cy, = kn et
donc k = ||Cyy|| puisque n est norme.
a

Cas affine plan

Les invariants différentiels associés au groupe des transformations affines
propres {m + Am + B | [A] > 0,B € R?} sont les abscisse curviligne s et
courbure affines p caractérisées par

Cs =e

ey, e9] = 1 (4.4)

et par les équations de Frenet affines:

(e1s,€25) = ( (1) /g ) (4.5)

e; et es étant la tangente et la normale affines. Ici encore, (e1,,€9) est la
matrice 2 X 2 formées des vecteurs colonnes correspondants dans le repére
(e1,e2). [e1,e2] est le déterminant des coordonnées des deux vecteurs.

s et pu sont des invariants pour les transformations affines propres, et
invariants absolus pour les transformations affines spéciales ({m +— Am+B |
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[A] = 1,B € R?} ). IIs définissent la courbe & une transformation affine
spéciale pres.

Nous donnons ici encore les formules analytiques sous forme d’une lemme:
Lemme 6 L’abscisse curviligne s et la courbure p affines d’une courbe plane
paramétrée par p vérifient les égalités suivantes:

ds 1
= — = C ,C 5
v dp [Cp, Copl (4.6)
H = [CSSSaCss]
v est appelée métrique de groupe affine.
Preuve: Les régles de dérivations donnent ici:
1
Cs =—Cp
1 ., . (4.7)
Css = —(——2Cp+ =C
58 7( 2P op)

De [e1,e2] = 1 nous tirons:

Ll = = Cop]  (49)

1 Yp
1= [elan] = [Csacss] = [;Cpa _ﬁcp + ?Cpp] = 'Y

d’ouy = [Cp, Cpp]%. D’autre part, les formules de Frenet nous donnent Cyg5 =
ey et donc:

[CSSSa Css] = [,U«ela eZ] =K (4.9)

Cas projectif plan

Bien qu’il ne sera question d’invariance projective qu’au chapitre sui-
vant, nous introduisons dés maintenant par soucis de cohérence 1’abscisse
curviligne projective o et la courbure projective k qui sont les deux pre-
miers invariants différentiels pour le groupe des transformations projectives
(homographies):

a1z +biy+c1 a4+ by +co

? % ?
(z,9) = ( de+ey+f ' de+ey+ f

)

Le plan réel n’est pas le bon espace pour définir correctement les invariants
différentiels projectifs. Il nous faut nous placer dans le plan projectif réel
P?. On peut imaginer P2 comme l’ensemble des droites de R? passant par
Iorigine. Un élément de P? est représenté par ses coordonnées homogeénes
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F1G. 4.1 — Le plan projectif P?, ensemble des droites de R3 passant par
Dorigine, peut étre vu comme le plan affine z = 1 complété des directions de
R2

(z,y,2). (x,y,2) et (Az, Ay, Az), (A # 0) sont deux “vecteurs coordonnées”
du méme point projectif. On plonge R? dans P? par la fonction (z,y) —
(z,y,1). On peut du coup imaginer P? comme le plan affine z = 1 complété
des directions de R? qui sont souvent désignées comme “points & 'infini”
(figure 4.1). Soit B(p) : R — P? la courbe du plan projectif associée a
C(p). Suivant les résultats standards de la géométrie différentielle projective
[11], nous changeons B(p) d’un facteur d’échelle \(p) et caractérisons son
abscisse curviligne projective o et sa courbure k£ en introduisant le point de
Cartan A = AB, et le repére de Cartan (A,A(I),AQ)), le tout satisfaisant
la condition:

IAAWAR)| =1 (4.10)
et les équations de Frenet projectives:

0 —k -1
)= 1 0 -k (4.11)
0 1 0

oA oA HAR)
(%’ oo ' Oo
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Notez que B et A sont deux vecteurs coordonnées du méme point projectif.
Le point A(D) est sur la tangente a la courbe en A et la droite (A, A(?)
est la normale projective. Les fonctions k et o sont invariantes sous l’action
du groupe projectif et définissent la courbe & une transformation projective
prés.

Leur détermination analytique a partir de C(p) est possible mais com-
plexe. La démonstration dont on trouvera les détails dans les notes de cours
[28] fait intervenir la méthode du repére mobile. Au final, on trouve:
Lemme 7 L’abscisse curviligne o et la courbure k projectives d’une courbe
plane paramétrée par p vérifient les égalités suivantes:

P = [Cpppu CP] Q _ [CPI” CPPP]

[CP’CPP] ’ [Cpacpp]
3 27 2 3 6 119
do 1 ( )
2, B, P> Q H, TH)
k=H5( 5 "6 2 3H+18H2)

7w est la métrique de groupe projective.

4.1.2 Remarque

Nous utiliserons plus loin le fait que les groupes de transformations consi-
dérés jusqu'’ici sont sous-groupes les uns des autres: le groupe des déplace-
ments est sous-groupe du groupe des transformations affines spéciales ([A] =
1), lui-méme sous-groupe du groupe des transformations affines propres ([A4] >
0), & son tour sous-groupe du groupe affine complet ([4] # 0) que nous
rencontrerons section 4.4, sous-groupe enfin du groupe des transformations
projectives. Nous citerons aussi section 4.4 un autre sous-groupe du groupe
affine propre: celui des similitudes, engendré par les déplacement et les ho-
mothéties.

4.1.3 Liens entre les invariants

Les relations utiles suivantes aident & la compréhension des invariants
euclidiens, affines et projectifs.

Lemme 8 Les invariants différentiels affines et euclidiens d’une courbe plane
sont liées par les relations:

_ds
dv

’y = K‘,%

4.13)
1 924—2/3 (
as  LORT2P

p=r 2 Ov?
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Preuve: Il s’agit d’une simple application des formules analytiques (4.6)
dans le cas ou p est I’abscisse curviligne euclidienne v. On a:

wl=

= [t, /in]% — K3

Y= [Cva Cuu]

Pour la courbure, il nous faut exprimer Css et Csss en fonction des dérivées
par rapport a v, plus précisément dans (t,n):

1
Cy = —Cp = K3t
1
1 1
Ces = ;([n_ﬁ]vt + K7 3ty)
1. _2 1
= 5[5 3]yt + K3n
11 1 :
Csss = ;(i[ﬁig]vvt + 5[”’7%]11’511 + [H%]vn — K,%t)

. [ﬁ_%]w — k)t

Il
—~
DN | =

d’ou la valeur de la courbure:

43 18216_2/3
2 Ov?

o = [Csssacss] = —K

Lemme 9 Les invariants différentiels projectifs et affines d’une courbe plane
sont liés par les relations:

do Ibs

(53
"= —=|(—
ds "2 (4.14)
k:(&)*%[_ﬁ_lﬁ l(&y]
2 2 3 18

Preuve: Reprenons les formules analytiques (4.12) des invariants différen-
tiels projectifs dans le cas ou le paramétre p est 'abscisse curviligne affine s.
Avec Cs = e1, Cys = €5 et Cy55 = €1, ON trouve successivement:

PZO?Q:_MaH:&

1 2
= (53
psy 2. B lug 7 hss\2
k= (E)-s-L B2 T (B
() 3 =35 3us+18(us)]



4.1. INVARIANTS DIFFERENTIELS 105

4.1.4 Interprétation géométrique

Il ne nous parait pas inutile de donner l'interprétation géométrique des
invariants affines et projectifs et de rappeler leurs homologues euclidiens.
Nous renvoyons le lecteur a [28] pour les détails.

Abscisses curvilignes

Alors que c’est la notion de distance qui sous-tend 'abscisse curviligne
(voir figure 4.2):

lima_,B(vB —va) = d(A,B) (4.15)
c’est une aire qui définit l’abscisse curviligne affine (voir figure 4.3):
lima B (s — sa) = 2A(ACB)'/3 (4.16)
Notez que l'additivité de s est assurée par la relation (figure 4.4):
A(ADB)'/3 + A(BFC)'/® = A(AEC)'/? (4.17)

relation dont on trouvera la démonstration dans [28].

B

d(A,B)

lima (v —vA) = d(A,B)

Fi1G. 4.2 — Entre deux points A et B infiniment proches, la variation d’abs-
cisse curviligne euclidienne est la distance d(A,B) entre A et B

Le cas projectif est moins immédiat. Nous aurons d’abord besoin de la

notion de point de contact, notion dont nous pensons utile de rappeler la
définition (voir par exemple [10]):
Définition 1 Deuz variétés C™ de dimension p V et W de RN ont un
contact d’ordre n ou plus en un point M s’il existe deur paramétrisations
(U, f) et (U,g) de V et de W respectivement telles que 0 € U, f(0) = g(0) =
M et f®)(0) = ¢ (0) pour k = 1,...,n. Les deuz variétés ont un contact
d’ordre n exactement si elles ont un contact d’ordre n au moins et n’ont pas
de contact d’ordre n 4+ 1 au moins. Deux variétés C® V et W de RN de
dimensions respectives p et q (p < q) ont un contact d’ordre n en M s’
existe une sous variété W' de W de dimension p ayant un contact d’ordre n
avec V.
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C

C(p)

lima—g(sB — sa) = 2A(ACB)'/3

FiG. 4.3 — Entre deux points A et B infiniment proches, la variation d’abs-
cisse curviligne affine est le double de la racine cubique de l’élément d’aire
du triangle (ACB)

E

D F
/ ’
A C
() \

A(ADB)'/? + A(BFC)'/? = A(AEC)'/?

FIG. 4.4 — La relation A(ADB)'/? + A(BFC)'/3 = A(AEC)'/3 assure l'ad-
ditivité de l’abscisse curviligne affine

M1 L2

L3

Ly
My

FiG. 4.5 — Le bi-rapport des droites (L1, Lo, L3, Ly) est défini comme étant
celui des quatre points (My, My, M3, My)
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C1 C1

\A KCB

C2

TA CA

Ts
r={(c1),(c2); (ca),(cB)}

lima (0B —oa) = (%&")1/3

F1G. 4.6 — Abscisse curviligne projective (voir texte).

k=1/R

FiG. 4.7 — En un point M, la courbure euclidienne k est linverse du rayon
de cercle osculateur

p=—1/(ab)?’

FiG. 4.8 — En un point M, la courbure affine u est nulle si la conique os-
culatrice est une parabole, l'inverse de la racine cubique du carré du produit

des deuz paramétres de la conique osculatrice sinon, en prenant [’opposé st
la conique est une ellipse.
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Fi1G. 4.9 — En un point M, la tangente affine ey est portée par la tangente
a la courbe. Le support de la normale affine es est la limite quand My tend
vers M de la droite reliant M au miliew P de la corde [M1, My] paralléle a
la tangente.

F1G. 4.10 — Tangente, normale et courbure projective (voir texte).
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Il nous faut aussi définir le concept de bi-rapport (|28]):

Définition 2 Bi-rapport de quatre scalaires. Soient quatre scalaires (x1,
x9,T3,%4), on définit comme étant leur bi-rapport la quantité suivante:

Ty — X3 T2 — T3

{z1, 22523, 24} = P —

mvariante par transformation affine.

Définition 3 Bi-rapport de quatre points sur une droite. Soient
points (My, Mo, M3, My) situés sur une méme droite. Soient (z1,Z2,%3,%4)
leurs abscisses respectives dans un certain repére de la droite. Alors la quan-
tité:

{MlaMQ; M37M4} - {$17$2; $37$4}

ne dépend pas du choiz du repére de la droite et est appelée bi-rapport des
pOintS (M17M27M37M4)

Définition 4 Bi-rapport de quatre droites s’intersectant en un point.
Soient 4 droites (Ly, Lo, L3, Ly) ayant un point commun. Soit L une droite
intersectant (L1, Lo, L3, Ly) respectivement en (My, Mo, M3, My) (figure 4.5).
Alors la quantité:

{LlaLQ; L37L4} — {Mla M27 M3a M4}

ne dépend pas du choiz de la droite L et est appelé bi-rapport des droites
(L1, Lo, L3, Ly). Cette quantité peut aussi étre vue comme le bi-rapport de
quatre points d’un espace projectif de dimension supérieure.

Définition 5 Bi-rapport de quatre coniques d’un méme faisceau. Un
faisceau de coniques est une famille de coniques d’équations v1 + Aye = 0 o1
A est un paramétre et y1 et o sont deur formes quadratiques définissant
elles-mémes deux coniques 'y et 'y d’équations respectives y1 = 0 et o = 0.
Ces deux coniques particuliéres appartiennent au faisceau: T'y est obtenue
pour A =0 et 'y pour A = co. Deuz autres coniques quelconques du faisceau
définissent le méme faisceau. Soient quatre coniques particuliéres ¢;, (1 <
i < 4) de paramametres respectifs \;, alors on appelle bi-rapport des quatre
contques la quantité:

{c1,c95¢3,ca} = { A1, A2; A3, A}

qui ne dépend pas du choix des deux coniques de définition du faisceau. Cette
quantité peut aussi étre vue comme le bi-rapport de quatre points d’un espace
projectif de dimension supérieure.



110 CHAPITRE 4. FLOTS GEOMETRIQUES INVARIANTS

Nous interprétons alors ’abscisse curviligne projective de la maniére sui-
vante. Soient A et B deux points de la courbe. L’ensemble des coniques
passant par A et B avec les mémes tangentes que la courbe forment un fais-
ceau & un parameétre. Si les tangentes T'A et Tg en A et B sont d’équations
respectives ta = 0 et tg = 0, et si la droite (A ,B) est d’équation ¢4 gy =0
alors les coniques du faisceau ont une équation de la forme:

tats + >\(t<A,B))2 =0 (4.18)

Parmi celles-ci, considérons (voir figure 4.6):
— la conique dégénérée c; formée des deux tangentes (A; = 0)
— la conique dégénérée cy formée de la double droite (A B). (Ay = 00)
— la conique ca ayant un point de contact d’ordre 3 & C en A de para-
meétre Ay
— la conique cg ayant un point de contact d’ordre 3 4 C en B de parameétre
AB
Soit 7 le bi-rapport r = {¢1,c2;ca,cB} = %' Alors nous avons:

. 10
lima (o —oA) = (ﬁ log )

wl—=

(4.19)

Courbures, tangentes et normales

La courbure euclidienne est 'inverse du rayon du cercle osculateur (point
de contact d’ordre 2 avec la courbe) appelé rayon de courbure (voir figure
4.7)

1
= 4.20
" R ( )

La courbure affine se définit a partir de la conique osculatrice (point de
contact d’ordre 4 avec la courbe) (figure 4.8):

— Si la conique osculatrice est une parabole, la courbure est nulle

— Si c’est une ellipse d’équation du type ﬁ—j + z—; =1 la courbure vaut
p=—1/(ab)?? (4.21)
— Si c’est une hyperbole d’équation du type ’;—; — %—; = 1 la courbure vaut
= 1/(ab)?/? 4.22
1

La tangente euclidienne est évidemment le vecteur unitaire porté par la
tangente & la courbe dans le sens de parcours et la normale euclidienne le
vecteur avec lequel il définit un repére orthonormé. Dans le cas affine, e
est un vecteur tangent et eo un vecteur porté par la droite reliant le point
courant au milieu de la corde (figure 4.9).



4.1. INVARIANTS DIFFERENTIELS 111

Le cas projectif nous fournit prétexte a une figure trés complexe (fig.
4.10). Considérons en un point A de la courbe les cubiques y ayant un
contact d’ordre 8. Elles forment une famille & un paramétre. Parmi ces cu-
biques, 'une d’entre-elles, C,,, admet un noeud en A. Les tangentes principale
et secondaire & C, en A portent respectivement la tangente et la normale
projectives T, et N,. Une cubique nodale posséde trois point d’inflexion ali-
gnés. Notons D; la ligne d’inflexion de C,,. Elle coupe 7, en AWM et N, en
A Appelons droite résiduelle D, la droite y = x du repére (A, AV, A(2)).
Ayant huit points en commun (huit fois le point A), les cubiques du faisceau
possédent un neuviéme point en commun. Ce point s’appelle le point de Hal-
phen (H sur la figure). Pour l'obtenir, il suffit d’intersecter C,, avec un autre
cubique quelconque Cy du faisceau. Notons Dy la droite de Halphen (A, H).
Nous avons alors la formule suivante:

14
k= g{ﬁvj\[p;DHvDT} (4.23)
ot {7, Np; D, Dy} est le bi-rapport [28] des quatre droites.

4.1.5 Courbes a courbure constante

On peut aussi essayer d’apréhender les invariants au travers de I’étude
des courbes & courbure constante. Nous montrons les résultats suivants, dont
le premier est bien connu.

Lemme 10 Cas euclidien Les cercles (et les droites) sont les seules courbes
a courbure euclidienne k constante. Les droites ont une courbure nulle et les
cercles une courbure inverse de leur rayon. (figure 4.11)

Preuve: Les équations de Frenet euclidiennes deviennent dans le cas ou la
courbure k est constante:

tyy = —Kt, n,, = —Kkn

Si le repére de Frenet de la courbe est initialement (pour v = 0) (O,1i,}j),
alors on a par intégration:

t = cos(kv)i + sin(kv)j
n = —sin(kv)i + cos(kv)j

puis:

C(v) = %(sin(nv)i + (1 — cos(kv))j)

si k # 0, ou

C(v) = vi
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Fig. 4.11 — Courbes a courbure constante. En haut, courbure euclidienne
constante: le cercle. Au milieu, courbure affine constante: les coniques. En
bas, courbure projective constante: puissances, exponentielles et spirales lo-
garithmiques



4.1. INVARIANTS DIFFERENTIELS 113

si kK = 0. Ce qui correspond bien & un cercle de rayon % (k # 0) ou & une
droite (k = 0)
O

Lemme 11 Cas affine Les coniques sont les seules courbes a courbure
affine p constante. Les paraboles ont une courbure nulle, les ellipses une
courbure négative et les hyperboles une courbure positive (figure 4.11). Plus

précisément, les ellipses d’équation du type i—; + ‘z—; = 1 sont de courbure
p= —1/(ab)?/® et les hyperboles d’équation z—j — Zé—j = 1 sont de courbure

i =1/(ab)?*

Preuve: Il s’agit d’intégrer le systéme d’équations différentielles

Cs =e
€15 = €2
€2, = e

dans lequel p est maintenant une constante, avec les conditions initiales

(C,el,eg)(s = 0) = (O,fl,fg)
[fi,f2] =1

Distinguons trois cas suivant le signe de yu:
o =20
Le systéme précédent s’intégre immeédiatement en:

€9 :f2
(S5} :f1+8f2
C=0+ Sfl + (32/2)f2

La courbe est alors une parabole d’axe paralléle & f5.
e 1>0
On déduit des équations initiales:

e = (Vi)’er
ez = (Vi) ey

équations qui s’intégrent, compte tenu des conditions initiales, en:

e; = fj cosh(y/ps) + % sinh(y/ps)
ey = \/ﬁflfsinh(\éﬁs) + £ cosh(\//gs)

= _ 2 L sin s) + 2 cos s
€= (0= 22) + sinb(y i) + 2 cosh( /)

La courbe est une hyperbole centrée en (O — %)
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o 1 <0
On déduit des équations initiales:

er2 = —(v—p)’er
252 = —(vV—p) e

équations qui s’intégrent, compte tenu des conditions initiales, en:

e; = fj cos(v/—pus) + \/fi_'u sin(y/—ps)

e = \/—_uff:l sin(\/f—_us) + £y cos(\/—_f;‘w)
—0-2=2 L sin(v/=ps) + = cos(v/—ps
c=(0 M)+\/_—M (‘/_“)+u (V—=ns)

La courbe est une ellipse centrée en (O — %2)

Enfin, il est facile de calculer la courbure d’une ellipse et d’une hyperbole &
partir des formules analytiques (4.6).
O

Lemme 12 Cas projectif Les courbes planes a courbure projective constante
sont (figure 4.11):

~ Si k= ko= —3/32'3: Uezponentielle (y = ™) (m #0)
- Si k < ko les paraboles généralisées (y = 2™, m ¢ {2, %,0, 1,—1}), de
courbure
m? —m+1

k= ko .
[(m —2)(m — 5)(m +1)]3

~ Si k> ky: les spirales logarithmiques (p = €™, m #0) de courbure

m2 —3

k=k———
Ufm(m? + )]

Preuve: Placons nous dans le plan projectif P2. Des équations de Frenet,
nous obtenons, lorsque la courbure est constante:
Az +2EA, +A =0
nous considérons donc 1’équation différentielle scalaire:
W42k +w =0
En posant w = €", nous obtenons I’équation caractéristique suivante:

P+ 2kr+1=0
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Distinguons différents cas suivant les racines de cette équation. La somme
des racines étant nulle, on ne peut avoir trois racine égales. Restent donc les
cas suivants:
e Trois racines réelles distinctes: Si ’équation caractéristique admet
trois racines distinctes r, 9,73, alors elles sont réelles et les solutions
de ’équation sont de la forme:

A = Alerla + Ageryr + A36T3U

ou A1, Ay, Aj sont trois points quelconques. En prenant ces trois points
comme repére, les équation de la courbe deviennent:

roo

z=¢€"?, z=¢727, y=¢""

soit , en coordonnées non homogeénes:

Yy=x

r3s—ri

avec m = 2=

e Une racine réelle et deux racines complexes conjuguées Si
I’équation caractéristique admet un racine réelle r; et deux racines
complexes conjuguées ro +14r3 et ro —irs, alors, dans un certain repére,
les équations de la courbe sont:

z=¢€"7 x=¢"%cos(r3o), y=e"?sin(rzo)

c’est-a-dire en coordonnées polaires:

p=eT g = po
ce qui est ’équation dune spirale logarithmique.

e Deux racines réelles égales Si I’équation caractéristique admet trois
racines réelles dont deux égales r; = 72, alors les équations de la courbe
sont, dans un certain repére:

rio o

z=€e"?%, x=0e"?, y=e¢€"

c’est-a-dire en coordonnées non homogeénes:
y=e

avecm =13 —11 #0
Classons maintenant ces trois cas suivant leur courbure:

— Il est facile de calculer a partir des formules analytiques (4.12) que la
courbure projective de la courbe y = "* vaut k = ko = —3/ 321/3
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0

— De méme, on trouve pour la spirale logarithmique p = €™ une cour-
bure:
2
m°—3
k=ky——
[m(m? +9)]3

dont on peut montrer facilement qu’elle est toujours supérieure & kg
— Pour la fonction puissance y = 2, on trouve:
2
m°—m+1

0 2
[(m = 2)(m — 3)(m + 1)]5

L’étude de k£ montre qu’elle est toujours inférieure & kg, sauf en m =0
et m = 1 ou elle est égale & kp et qu’elle est non définie lorsque
m € {—1,2, %} Ces 5 valeurs particuliéres de m correspondent & des
coniques et a des droites, courbes pour lesquelles la géométrie différen-
tielle projective est non définie. Nous les excluons donc.

En résumé, la valeur de k par rapport & kg est bien un moyen de classer les

courbes a courbure projective constante.
O

4.2 Flots géométriques invariants

Repoussant volontairement le cas projectif au chapitre 5, nous rassem-
blons ici des résultats connus sur les cas euclidien et affine et mentionnons
quelques autres flots étudiés par Olver, Sapiro et Tannenbaum [76].

4.2.1 Définition

Soit une courbe plane Co(p) : R — R?. Si nous faisons évoluer cette
courbe initiale suivant I’équation classique de la chaleur, nous obtenons la
famille de courbe définie par:

aC(pt) _ *C(p,t)
ot - op?
C(p,0) = Co(p)

La solution de cette EDP s’obtient par convolution des coordonnées de la
courbe initiale avec un opérateur Gaussien de variance dépendant du temps.
Elle correspond au modéle étudié par Marr et Hildreth 73], utilisé par Witkin
[114] et dont Koenderink [64] remarqua le lien entre équation de la chaleur
et convolution avec une Gaussienne. Cette analyse multi-échelle de la courbe
initiale posséde des propriétés importantes, de lissage notamment, mais aussi
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une propriété indésirable: la famille de courbe obtenue dépend de la parameé-

trisation de la courbe initiale et non pas seulement de son lieu géométrique:

Lemme 13 Soit Co(p) une courbe initiale et w(p), (‘11_1;;
sation de la courbe, alors:

- Si C(p,t) est le flot de la chaleur associé a Cy:

{Ct = Cpp
C(p,0) = Co(p)

- Si C'(p,t) est le flot associé a Cy(p) = Co(w(p)):

{Cé = Cpp
C'(p,0) = Cylp) = Co(w(p))

— Alors les flots C et C' sont différents:
Img[C'(p,t)] # Img[C(p, )]

Le lissage d’une courbe par ce procédé dépendra donc de la fagon dont on
parameétrera initialement la courbe.

Donnons nous alors un groupe L de transformations géométriques et
considérons maintenant, en reprenant les travaux d’Olver, Sapiro et Tannen-
baum synthétisés dans [76], le flot géométrique associé a Cp. Il s’agit de la
famille de courbes C(p,t) : R x [0,T) — R? évoluant suivant la loi:

> 0 une reparamétri-

ocCpt) _  9*C(pt)

(a2 &

ou r est l'abscisse curviligne du groupe £ (v pour le flot géométrique eu-
clidien, s pour le flot affine). Contrairement au flot issu de I’équation de la
chaleur classique C; = Cpy, ce flot est intrinseque, c’est-a-dire qu’il ne dépend
pas de la paramétrisation p de la courbe initiale:

Lemme 14 Soit Co(p) une courbe initiale et w(p), (‘11_1;; > 0 une reparamétri-
sation de la courbe, alors:

- SiC(p,t) est le flot associé a Cy:

{ Ct = Cpr
- Si C'(p,t) est le flot associé a Cy(p) = Co(w(p)):

{Cé = C,
C'(p,0) = Cylp) = Co(w(p))

— Alors les flots C et C' sont les mémes:

Img[C'(p, )] = Img[C(p,1)]
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Il est invariant pour le groupe de transformations considéré, au sens
énoncé plus haut section 4.1.1:
Lemme 15 Soit L € L, alors il existe a(L) € R tel que pour toute courbe
initiale Co(p) on ait:

~ Si C(p,t) est le flot associé a Cy:

{ Ct - Crr
- Si C'(p,t) est le flot associé a Cly = LCy:

{Cé = Cpr
C'(p,0) = Cy(p) = LCo(p)

— Alors le flot C' est l’image par L du flot C & une reparamétrisation en
temps prés ne dépendant que de L:

Img|C'(p, (L)t)] = Zmg[LC(p, )]

4.2.2 Vitesse normale

Une propriété importante déja mentionnée au chapitre 2 est la suivante
[99]: les familles de courbes engendrées par C; = at + fn et par C; = [n
sont les mémes a une reparamétrisation en espace pres, a condition que (3
soit intrinséque, c’est-a-dire ne dépende pas du choix de paramétrisation p.
Seule la vitesse normale importe.

Lemme 16 Soit Cy(p) une courbe initiale et 5 une quantité intrinséque dé-
finie sur les courbes, c’est-a-dire ne dépendant pas de la paramétrisation des
courbes, alors, pour toute quantité a:

- Si C(p,t) est le flot associé a C; = at + fn:

{Ct = at—i—ﬁn
C(p,0) = Co(p)

- Si C'(p,t) est le flot associé a C; = fn:

{C,§ = [n
C'(p,0) = Colp)

— Alors les flots C et C' sont les mémes:
Img[C'(p,t)] = Img[C(p, t)]

Preuve: La démonstration est faite par Epstein et Gage dans [26]. Nous ne
la reprenons pas ici et invitons le lecteur & lire celle que nous donnons pour
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le cas des courbes gauches (lemme 1) et qui est en tout point similaire.
g

En pratique, la détermination de la composante normale de C,, sera donc
essentielle pour la compréhension et 1’étude des propriétés d’un flot (tout
comme elle le sera pour son implémentation — voir section 4.3.5).

4.2.3 Justification

Alors qu’Alvarez, Guichard, Lions et Morel [5] justifient le choix du flot
affine comme analyse multi-échelle d’une courbe ou d’une image & travers
une axiomatisation des espaces d’échelles, ’approche d’Olver, Sapiro et Tan-
nenbaum repose sur des arguments différentiels. Leurs résultats peuvent se
résumer comme suit |[76]: pour un sous-groupe du groupe projectif, les évo-
lutions invariantes sont de la forme:

Ct = \Ij(Xv X1y Xr2s -+ XT")CT2

ou x est la courbure de groupe, et ¥ une certaine fonction. Les auteurs
formalisent ce résultat ainsi:

Lemme 17 Si on exprime localement C comme le graphe d’une fonction
y = u(z,t), alors ’évolution du systéeme (4.24) est équivalente a:

Ut = Ugg
2
g

expression dans laquelle g = g—; est la métrique de groupe.

Théoréme 6 Soit L un sous-groupe du groupe projectif. Soit r [’abscisse
curviligne de groupe, x la courbure de groupe et g = g—; la métrique. Alors:

1. Tout invariant différentiel I de L est une fonction de la courbure et de
ses dérivées par rapport a [’abscisse curviligne :

I= I(X7 Xr2yeny Xr")
2. Toute évolution invariante est de la forme:

1

up = —Uggl
g

ot I est un invariant différentiel.

En particulier, la justification du choix de (4.24) comme flot géométrique
invariant s’exprime & travers le corollaire suivant:

Corollaire 1 Si L est le groupe des similitudes, le groupe affine spécial ou
affine complet ou le groupe projectif, alors, a un facteur constant c prés, il n’y
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a qu’un seul flot invariant dont ’équation d’évolution soit d’ordre minimum.
1l s’agit de:

corollaire auquel il faut adjoindre les remarques suivantes:

Remarques:

1. Seule la deuxiéme partie du théoréme 6 nécessite que £ soit un sous-
groupe du groupe projectif.

2. Dans le cas euclidien, le flot invariant non trivial d’équation d’ordre
minimum n’est pas le flot euclidien habituel C; = C,, = kn qui est
d’ordre 2 mais le flot de vitesse constante C; = cn, localement:

up = c\/1 +u?

correspondant & l'invariant I = %

3. Pour Olver, Sapiro et Tannenbaum, leur approche est plus générale que
celle du Ceremade dans le sens qu'un seul critére impose le choix du
flot (flot invariant non trivial d’équation d’ordre minimum) par com-
paraison avec une collection d’axiomes, collection qu’il faut adapter a
chaque flot. Au contraire, I’approche du Ceremade rend mieux compte
de la notion d’espace d’échelle et de la sémantique recherchée sans vou-
loir nécessairement la simplicité différentielle, argument qui est mis en
défaut par le cas euclidien.

4.3 Flots euclidien et affine

Nous étudions maintenant les flots intrinséques euclidien C; = C,, et
affine C; = Cgs.

4.3.1 Equations d’évolution

Pour un groupe donné, une courbe plane est définie, & une transformation
du groupe prés, par son abscisse curviligne et sa courbure de groupe. Il est
donc naturel d’étudier I’évolution de ces deux quantités. Nous avons dans le
cas euclidien [44, 48]

Lemme 18 Soit Cy(p) une courbe plane fermée et C(p,t) le flot intrinséque
euclidien associé défini par:

{Ct — Cuv
C(p,0) = Colp)
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Alors l'abscisse curviligne et la courbure euclidiennes évoluent suivant les
lois:

99 _ 2
{3,2 o (4.25)

et pour le cas affine [100]:

Lemme 19 Soit Cy(p) une courbe plane fermée et C(p,t) le flot intrinséque
affine associé défini par:

{Ct — Css
C(p,0) = Colp)

Alors l'abscisse curviligne et la courbure euclidiennes évoluent suivant les
lois:

9 = —2yu/3
a9t = 'Y:u/
{ % = M35

4.3.2 Vitesse normale

Dans le cas euclidien, C,, = kn est déja normal. Les points de la courbe
avancent avec une vitesse égale a la courbure.
Pour le cas affine, effectuons le petit calcul suivant qui nous donnera la

composante normale de Cgs. Posons v = %, nous avons:
1 1
Cs=—C,=—t
g g

d’ot, par application de formules de Frenet euclidiennes (4.2):

1 Yo
Cos = —=t, — =t
SS 72/[2 v 72
Yo
= —(kn) — <t
72 72

Il ne reste plus qu’a calculer -y en utilisant la définition analytique de I'abs-
cisse curviligne affine (4.6) dans le cas p = v:
ds 1 1 1

e [Cy,Cypy]3 = [t,kn]3 = K3
formule que nous avions déja mentionnée en donnant les relations entre I’af-
fine et l'euclidien (équations (4.13)).

Ainsi, la composante normale de Cgg vaut 7—125 = k3n. Le flot affine peut
donc aussi étre défini par:

1
Ct = RK3N
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ce qui est effectivement utilisé pour sa simulation numérique (voir pourquoi
section 4.3.5). Plus encore: le flot affine C; = Css n’est en toute rigueur
défini que pour les courbes convexes car la métrique affine n’existe pas en
un point d’inflexion. Le flot C; = k3n est lui défini partout: c’est en fait
celui-1a (ou une prolongation convenable du précédent) qui peut étre étudié
pour les courbes non convexes et qui posséde les propriétés énoncées dans la
section qui suit. On gardera toutefois & 'esprit que les équations d’évolution
(4.26) sont établies pour C; = Css et non pour C; = k31, Les dérivees par
rapport & s le sont & p constant pour le paramétre d’espace p de I’évolution
C; = Css. Nous verrons au chapitre 6 que vouloir utiliser de telles formules
n’est de toute facon pas immeédiat puisque I'implémentation d’une évolution
de courbe par des méthodes d’ensemble de niveau fait perdre le paramétre
d’espace: seul le lieu géométrique des courbes est obtenu.

4.3.3 Propriétés

Outre leur invariance (voir figures 4.12 et 4.13), les propriétés fondamen-
tales des ces flots, sont au nombre de deux:

1. Ils définissent un espace d’échelle au sens de ’axiomatisation d’Alvarez,
Guichard, Lions et Morel [5, 4] (voir section 1.2).

2. Ils possédent des propriétés de lissage [62, 99] (voir figure 4.14): les
courbes fermées évoluent vers des courbes convexes puis disparaissent
en un temps fini en convergeant en un certain sens vers un “point cercle”
(cas euclidien) ou un “point ellipse” (cas affine) (voir figure 4.15).

4.3.4 Courbes particuliéres

Dans I’étude des espaces d’échelle euclidien et affine plans, le cas des
courbes a courbure constante est intéressant a plusieurs égards:

1. Elles évoluent en restant & courbure constante.

2. Elles sont un point de convergence de 1’évolution des autres courbes.

3. Il est possible de calculer la solution analytique de leur évolution in-
trinséque. En particulier, le calcul de l'instant exact de leur disparition
permet de vérifier la précision d’'un schéma de simulation numérique
(figure 4.16).

Nous rechercherons systématiquement si ces propriétés sont encore vraies
pour chacune des évolutions que nous étudierons: courbes tridimensionnelles
euclidiennes et affines et courbes planes projectives.

Il est immeédiat de calculer ’évolution euclidienne des cercles et ’évolu-
tion affine des ellipses, et de vérifier leur disparition en un temps fini:
Lemme 20 Evolution exacte des courbes a courbure constante:

1. Cas euclidien: un cercle de rayon initial Ry reste un cercle de méme
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O

FiG. 4.12 — Flot euclidien d’une courbe plane fermée. En haut la courbe
d’origine et son évolution. En bas la méme courbe aprés rotation et son évo-
lution. La rotation et I’évolution commutent. La courbe devient convexe puis
disparait en un temps fini en convergeant vers un point cercle.
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Fi1G. 4.13 — Flot affine d’une courbe plane fermée. En haut la courbe d’origine
et son évolution. En bas la méme courbe aprés une transformation affine
spéciale ([A] = 1) et son évolution. La transformation affine et [’évolution
commutent. La courbe devient convexe puis disparait en un temps fini en
convergeant vers un point ellipse.
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o

P

() ©
P oo
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FiG. 4.14 — Lissage d’une courbe bruitée. En haut par le flot invariant eucli-
dien. En bas, par le flot invariant affine
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W

il

Fi1G. 4.15 — Les courbes fermées évoluent vers des courbes convexes puis dis-
paraissent en un temps fini en convergeant en un certain sens vers un “point
cercle” (cas euclidien, & gauche) ou un “point ellipse” (cas affine, a droite).

7

Fia. 4.16 — A gauche: un cercle de rayon initial Ry = 50 disparait ¢ T =
%R(Z) = 1250. A'droite: un ellipse de rayons initiauz ag = 50, by = 64 disparait
a T() = %(aobo)§ ~ 258
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centre dont le rayon a l'instant t vaut:

t
Rt:RMl—Q—
() 0 R%

et qui disparait donc a Uinstant T = %R%
2. Cas affine: une ellipse des rayons initiauz ag, by reste une ellipse de
mémes axes dont les rayons a l'instant t valent:

alt) = ap(1 — = —L )
)

ST

3 (agby)®
4 t

b(t) = bo(1 — = .
() = bo( 3 (anbo)?

sl

et qui disparait donc a linstant T = %(aobg)%.
Preuve: Une simple vérification & posteriori suffit.

4.3.5 Schémas numériques

L’utilisation des méthodes d’ensembles de niveau décrites au chapitre
2 permettent une implémentation simple, efficace et précise des flots géo-
métriques euclidien et affine. On prend donc 8 = k pour le flot euclidien
(puisque Cyy = kn), et § = K3 pour 'espace affine.

La courbure x des courbes de niveau se calcule simplement:

V¢ _ ¢zw¢§ - 2¢y¢x¢wy + ¢yy¢§;
V9l (8% +43)3
formule dans laquelle le calcul des dérivées de ¢ avec des différences finies

centrées suffit.
Ajoutons quelques remarques:

k=V

— (C’est le fait de pouvoir n’utiliser que la composante normale de la vi-
tesse qui permet 'implémentation de ’espace d’échelle affine. Calculer
la composante tangentielle impliquerait le calcul de quantités d’ordre
de dérivation supérieur & 2 ce qui serait trop imprécis. Ne calculer que
k, donc des dérivées secondes seulement, rend le processus possible.

— Pour bien des évolutions de courbes, la vitesse normale 3 est non seule-
ment plus simple a calculer que la vitesse tangentielle, mais encore et
surtout il n’y a qu’elle qui soit intrinséque, c’est-a-dire qui ne dépende
pas de la paramétrisation de la courbe, tandis que la vitesse tangen-
tielle, elle, en dépend. C’était le cas pour I’évolution de surface que
nous avions utilisée au chapitre 3 dans le cas de la stéréovision (voir
théoreme 5). Or, avec la méthode des ensembles de niveau il est impos-
sible de calculer des quantités non intrinséques puisque le parameétre
d’espace p est perdu: seule 'image de la courbe, niveau zéro de la
fonction ¢ de dimension supérieure, est connue.
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Notons enfin que si, dans le cas euclidien, on implémente:

¢zw¢§ - 2¢y¢x¢wy + ¢yy¢i
(3 + 47)

mr = ol + At

o ) 1 o
(avec des différences centrées), dans le cas affine le calcul de k3|V¢| élimine
le dénominateur de la courbure et il ne reste que

= 5+ AlGrad? — 2bybotay + Sy d2)

4.4 Autres flots invariants

D’autres groupes que le groupe des déplacements et celui des transfor-
mations affines propres ont été étudiés par Olver, Sapiro et Tannenbaum
[76]:

— Le groupe des similitudes engendré par les rotations, translations et

homothéties pour lequel ’abscisse curviligne n’est autre que 'angle 6
de la tangente avec ’horizontale (t = (cos#,sin#)).

Ct = Coo

ou en composante normale seulement:

Ct = —n
K
Sapiro et Tannenbaum ont montré que ce flot pouvait développer des
singularités alors que le flot inverse C; = —%n faisait tendre les courbes
convexes vers des cercles [96].
— Le groupe affine complet {m +— Am+B | [A] # 0} dont le flot invariant
est donné par:

qui développe lui aussi des singularités mais dont le flot inverse C; =
—% fait converger les courbes convexes vers des ellipses [96].

— Des flots pour lesquels les courbes ne rétrécissent pas comme dans le
cas euclidien ou affine:

1. Un flot invariant euclidien préservant l'aire [96]:
soit § = —C.n la “fonction support”, alors ’aire entourée par la

courbe est
1
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Fia. 4.17 — Comparaison du flot euclidien classique (en haut) avec le flot
euclidien préservant laire [96] (en bas). Le phénoméne de rétrécissement a
disparu
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Le flot défini par
est un flot possédant les mémes propriétés que le flot intrinséque

euclidien mais qui conserve laire de la courbe (A(t) = Ap). La
figure 4.17 montre un tel flot, comparé au flot euclidien simple.

. Un flot invariant affine préservant l'aire [96]:

Soit
1
Pagr = %[va Cppl3dp

le périmétre affine, que 'on peut montrer étre aussi égal a:

Pafr = 7{ K3 dv
Alors le flot définit par:

_ (i SPasy
Ct_(ﬁs 2A,

est un flot possédant les mémes propriétés que le flot intrinséque
affine mais qui conserve l'aire de la courbe (A(t) = Ap). Notez

" : _ 1 SPaff . - . .
qu’ici la vitesse normale § = k3 — 54, » quoique toujours intrin-
séque, nécessite le calcul d'une quantité non locale: le périmeétre
affine.

)n

. Des flots conservant la longueur de la courbe [96]:

On peut montrer que la longueur d’une courbe fermée vaut:

P:%nde

Sapiro et Tannenbaum obtiennent des flots possédant les mémes
propriétés que des flots habituels mais conservant la longueur de
la courbe:

— Un flot invariant euclidien:

Ct = (Ii - 730 )l’l
— Un flot invariant affine:
4
S 4
Cr = ("0é - i:s )n

— Un flot invariant pour les similitudes:
Ci=(—k'+8n

— Un flot obtenu & partir du flot constant C; = n:
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4.5 Flot géométrique euclidien des courbes 3D

L’extension naturelle tridimensionnelle du flot géométrique des courbes
du plan euclidien est le flot géométrique des surfaces de I'espace euclidien
(mean curvature flow) d’équation Sy = kn dont certaines propriétés ont été
étudiées par Huisken et Grayson [49, 56] et dont les méthodes de simulation
numeérique sont analogues au cas plan |78|. Le comportement de ces flots est
plus complexe qu’en 2D: si une surface convexe tend bien vers une sphére,
une surface quelconque ne commence pas par devenir convexe. En ce qui
concerne le flot affine des surfaces, seul un début d’étude a été publié par
Olver, Sapiro et Tannenbaum [77| et par Caselles et Sbert [12]. Son équation
est S = Kin.

Bien différent, car de codimension 2, est le cas des courbes de I’espace
tridimensionnel. Il a été trés peu abordé. Dans son travail de thése, Kimmel
[63] s’intéresse au cas de I’évolution des courbes sur une surface. Quelques
travaux récent en mécanique des fluides mentionne la difficulté de la simula-
tion des évolutions de frontiére libre en codimension 2 [55].

Nous établissons dans cette section les équations d’évolution des para-
meétres intrinséques d’une courbe de 1’espace euclidien tridimensionnel sou-
mise au flot géométrique associé. Nous limitons ensuite ’étude & ’évolution
des courbes & courbure et torsion constantes. Ces travaux originaux, ainsi
que le cas affine présenté a la section suivante, n’ont pas fait I'objet d’une
publication.

4.5.1 Invariants différentiels

Soit C : R — R3 une courbe de R3 et (t,n, b) son repére de Frenet Son
abscisse curviligne v, sa courbure k et sa torsion p sont caractérisées par

Cy=t
. (4.27)
(t,n,b) orthonormé direct
et par les équations de Frenet:
0 -« O
(ty,ny,by) =1 & 0 —p (4.28)
0 p 0

égalité dans laquelle (t,,n,,b,) la matrice 3 x 3 composée des vecteurs co-
lonnes t,, n, et b, exprimés dans le repére (t,n,b).

4.5.2 Valeurs analytiques

Il est utile de savoir calculer analytiquement les invariants différentiels
d’une courbe quelconque:
Lemme 21 Soit C(p) une courbe de R3. Les valeurs analytiques suivantes



132 CHAPITRE 4. FLOTS GEOMETRIQUES INVARIANTS

donnent (v, k, p) a partir de C et de ses dérivées

v =/||cp||dp

HZIIC x Cy2I/11CplI?
=[Cp, Cp2, Cy2/11Cp x CpeI?

Preuve: Nous avons pour commencer

(4.29)

dv dv
C,=—C,=—t
PodpT dp

et donc g = g5 = [|Cpl|. Ensuite, nous écrivons

1 g
rm=t,=—C ——pC
U ngpp 93 C .C
C P PP
A EACATA AL

Compte tenu de l'identité remarquable suivante

il =11 = i ||1+|| il 1l

qu’il est facile de vérifier, nous trouvons finalement

K =1|Cp x Cpall/1IC,]I*

Pour obtenir la torsion, nous faisons le raisonnement suivant: & partir des
équations de Frenet, nous écrivons

1
t=-C,
g

1 1
Etu = an + ?Cpp
b=

1
p(nt +1n,) =d'Cp+ B'Cpp + e 2g3Cppp

expressions dans lesquelles (o, o/, 3') sont des quantités dont nous ne cher-
chons pas & connaitre la valeur. Dés lors, il ne reste plus qu’a écrire

1=[t,n,b] = [C Cp2,Cp3]

Py ~p<r~p

de la torsion annoncée.

pour obtenir, en remplagant « par sa valeur précédemment calculée, la valeur
O
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4.5.3 Courbes a courbure et torsion constantes

Nous montrons le résultat bien connu suivant:
Lemme 22 Courbes a courbure et torsion constantes: les seules courbes
de R3 a courbure et torsion euclidiennes constantes sont les hélices, c¢’est-a-
dire les courbes de la forme (R cosp, Rsinp,ap), de courbure k = WRI%? et
de torsion p = 7.
Preuve: Il nous faut intégrer les équations de Frenet dans le cas o k et p
sont des constantes. En dérivant deux fois la normale, nous obtenons:

ny,, = —(k? + p*)n
d’ou le choix de trois vecteurs (fy, fs, f3) tels que:
n = fj cos(\/ k2 + p?v) + £y sin(y/ k2 + p?v)
t=f—— sin(v/ k2 + p?v) — fr—— sin(v/k? + p?v) + f3
1 2
b= —[—flpi sin(y/ K% + p?v) + £ cos(\/ k? + p?v) + ki3]
P v/ K2 + p2

Puisque (t,n,b) est orthonormée, nous avons nécessairement un repére or-
thonormé (i, j, k) dans lequel:

£ = —i
fo=—j
fy= P

et finalement:

. K SCEG) .

C:O‘*‘lﬁCOS( 524‘,021))"‘,]
K+ p
+ ka

VE2+p?
ce qui est bien ’équation d’une hélice. D’autre part, il est facile de calculer
la courbure et la torsion d’une hélice & partir des expressions analytiques.
On trouve bien les valeurs du lemme.
O

cos(V/ k2 + p?v)

K2 + p?

4.5.4 Equations d’évolution

Soit Cp(p) une courbe de l'espace tridimensionnel euclidien. Nous nous
proposons de définir le flot géométrique euclidien de condition initiale C°
comme étant la famille de courbes C(p,t) vérifiant:

C(p,0) =C%p)
{ % (5, 1) = 2E (. 1) (4.30)
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et d’en étudier certaines propriétés.

Une courbe étant définie & une transformation rigide prés par son abscisse
curviligne, sa courbure et sa torsion, il est naturel d’étudier ’évolution des
C(p,t) a travers celle des leurs paramétres caractéristiques (v, &, p), ou encore,
en posant g = @ a travers (g, K, p). Nous établissons ci-dessous le résultat
suivant que nous rédigeons sous forme d’une lemme.

Lemme 23 Les paramétres caractéristiques de la famille de courbes définie

par le flot géométrique euclidien (4.30) évoluent suivant les lois suivantes:

gt = —529
Ki = k2 + K> — p°K
t = K2 P (4.31)
2
K2 K
Pt = 2P(/"72 + = - 21%_12}) + 2pypky + py2

De plus, ’évolution du repére de Frenet est donnée par la matrice de vecteurs
colonnes exprimés dans (t,n,b):

0 — Ky —pk
(ts,mg,by) = | Ky 0 —py — 2p7 (4.32)
P py + 2ptE 0

Preuve: t et p sont des variables indépendantes, mais t et v ne le sont pas. Le

principe de la démonstration repose sur 'utilisation systématique du crochet
. 2 2 . ..

de Lie [%, 8%] = 8?% — % et de ceux d’ordre supérieur en v. En injectant

g= g—; dans [%, 8%], compte tenu que [%, 3% = 0, on obtient aisément pour

valeur de ce premier crochet de Lie:

Do o
ot’ Ov

otov  dvot
_2(1 )__6_
ot g dp g Opot
1[8 8]_9_2
g-ot’ o g2 Op
_9t 9
g Ov

ce que 'on réécrit dans un sens qui nous sera utile:

o2 o
5io0 ~ ot var (4.33)

en posant G; = gt . Aux ordres supérieurs, la méme démarche donne:

# _ 0G0 ., 0" &
T R T T T (4.34)
o' 9°G o ,0G, 9* o0

5t~ oz a0 Saw 0z 2% T g
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Il nous faut encore nous munir d’une deuxiéme série de résultats préliminaires
en calculant dans le repére de Frenet les dérivées de C par rapport a ’abscisse
curviligne v, et ce, nous le verrons, jusqu’au cinquiéme ordre. Il suffit pour
cela d’appliquer directement les équation de Frenet (4.28). Ainsi, nous avons
dans (t,n,b) les égalités suivantes:

1
Ch=t=1| 0
0
0 —x 0 1 0
C,UZ - K 0 —pP =
0 0 0 0
0 0 —k 0 0 —K?
Cop=| Ky |+ & 0 —p k| = Koy
0 0 »p 0 0 PK
—2KKy 0 -k O —K?
Cps = Ky2 +1 & 0 —p Ky
Puk + Kyp 0 0 pK
—3KkKy
= | ke —K—p’k
Pvk + 2K,
(—3Kky)y 0 -k O —3Kky
Coo=| (K2 —kK>=p%k)y |+ K 0 —p Ky2 — K> — p°K
(Puk + 264p)y 0 p O Puks + 264p
k' — 4Kk, — 362 + K2p?
= Kys — 62Ky — 3pypk — 3kyp?

—pK3 — PPK + py2k + 3puky + 3Ky
(4.35)

Nous nous intéressons ensuite a certaines dérivées temporelles et utilisons
systématiquement les crochets de Lie (4.33,4.34), les développements pré-
cédents (4.35) et évidemment l’équation d’évolution (4.30): C; = C,2. Pour
commencer, nous écrivons, grace a (4.33):

0* 0
6tavc =—-GCy + %Ct
qui devient avec (4.30):
62

9
g190C = ~GCv 53¢

et finalement d’apres (4.35):

- Gt - Iﬁ?2
Ry
Pk

82
Otov €=
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2 .o .
Or, %C n’est autre que t; dont la premiére composante est nulle puisque
t, vecteur normé, admet pour dérivée un vecteur normal & lui-méme. D’ou
la loi d’évolution

Gy = —K? (4.36)
de I'abscisse curviligne et la valeur de la dérivée temporelle de la tangente:

0
tt = Ry
PR

Recommencons le méme processus en appliquant (4.34) puis (4.30):

3 0?
WC — [—Gt]vcu - 2Gtcvv + th

= [-G]uCy — 2G1Cpy + Cpa

3 .
Comme d’autre part %C = % = K0 + KNy, on peut extraire n; de

I’équation précédente, en remplacant en méme temps C,2 et C,« par leur
valeur (équation (4.35)):

=[Gty — 3 — 3KkKy
n == | —k —2Gik+ K2 — K — p’K
" puk + 2k4p

ou il ne reste plus qu’a injecter la valeur de G connue par (4.36) pour trouver:

1 —KKy
n, =— —ﬁt+nuz+ﬁ3—p2n
" Pk + 264p

Par le méme argument que précédemment, & savoir que n est unitaire, donc
normal & sa dérivée, nous trouvons la loi d’évolution de la courbure:

Kt = Kyy + K> — p°K (4.37)
et de la normale:
1 ~
ng = — 0 (438)
Pv + 26yp/K

Nous pourrions procéder de la méme maniére pour obtenir les lois de la
torsion et de la bi-normale: d’une part appliquer la dérivée de Lie a 1’ordre
3 (4.34) et obtenir la valeur de %Cvs, d’autre part faire apparaitre p; et by
en dérivant C,s par rapport au temps directement & partir de sa valeur:

0 0

—Cys = —(—K>t + Kkyn + kpb
8t v3 6t( [ 10 )
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Il apparait alors malheureusement de termes comme %nu qu’on ne peut
calculer qu’en appliquant une fois de plus les crochets de Lie (4.33). Les
calculs sont alors sans difficulté mais fort pénibles. Un moyen plus rapide
consiste a dériver par rapport au temps ’égalité n, = —xt + pb ce qui fait
venir les dérivées temporelles de p et de b, que ’on recherche, de k et de t,
déja connues, et de n,, a laquelle on substitue par un application des crochets
de Lie celle de n, connue elle aussi. Ce qui donne, tous calculs faits:

by = —po =205 )
S(=petpp +2085e) + 252 — 2%

K

b étant unitaire, nous obtenons, comme plus haut, la loi d’évolution de la
torsion:

2
K,2 K
pr=2p(K" + == = 2-3) + 2pyhiy + py2

et de la bi-normale:

—pK
Koy

by = —pv — 2p7
0

que nous aurions pu aussi obtenir & partir de by = t; x n + t X ny.
O

4.5.5 Vitesse normale

On notera que Cy,, = kn, et donc que ’équation considérée s’écrit aussi
Cy = kn: tout comme dans le cas 2D, la courbe se déforme avec une vitesse
normale égale & sa courbure.

4.5.6 Courbes particuliéres

Comme dans le cas plan, un premier moyen d’investigation des propriétés
du flots nouvellement défini est 1’étude des courbes a courbure et torsion
constantes, c’est-a-dire ici des hélices.

Théoréme 7 Une hélice soumise au flot géométrique euclidien tend en un
temps infini vers son azxe. Plus précisément, ’hélice initiale de coordonnées
(R cos 0, R'sin 6, af)) évolue en (R(t)cos®, R(t)sinf,af) on R(t) est une
fonction décroissante, égale a R® quand t = 0 et de limite nulle quand t tend
vers linfini (figure 4.18).
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K -2 K -2
-1 -t T -
L' ° B 0
T 1 T 1
B} 2

Fi1G. 4.18 — Cas euclidien — Courbe a courbure et torsion constantes.
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Preuve: Supposons que I’hélice évolue en restant & courbure et torsion
constantes. La recherche d’une solution de ’équation C; = xkn de la forme
(R(t) cos 0,R(t) sin 6, a(t)f) conduit aux équations a; = 0 et

Ri(a* +R*)+R=0 (4.39)

Avec a constant, cette derniére équation différentielle s'intégre en a?log R +
R?/2+t = cte dont la solution R(t) posséde bien les propriétés annoncées. A
posteriori, il est immédiat de vérifier que les hélices (R(t) cos 8, R(t) sin 6, af)
dont le rayon vérifie ’équation (4.39) sont les courbes recherchées.

O

Il n’est pas évident que I’hélice joue un role aussi important que le cercle
dans le cas plan (rappelons que les courbes planes évoluent vers un “point
cercle”). Nous ne pouvons jusqu'’ici que constater une premiére différence:
I’hélice ne disparait pas en un temps fini. Notre étude n’est donc qu’un
tout premier pas. D’ailleurs, ’hélice n’est pas une courbe fermée, alors que
dans le cas plan, le cercle en était une. Il n’est pas exclu qu’une courbe
tridimensionnelle fermée soumise au flot intrinséque euclidien disparaisse en
un temps fini.

4.6 Flot géométrique affine des courbes 3D

Nous établissons maintenant les équations d’évolution des parameétres
intrinséques d’une courbe de ’espace affine tridimensionnel soumise au flot
géométrique associé. Comme dans le cas euclidien, nous limitons ensuite
I’étude & I’évolution des courbes & courbure et torsion affines constantes.

Soit A : R — R3 une courbe de R? et (A, ey, e2, e3) son repére de Frenet
affine. Son abscisse curviligne s, sa courbure p et sa torsion 7 affines sont
caractérisées par

As = o1 (4.40)
[e17e27e3] =1 ‘

et par les équations de Frenet affines, exprimées dans (e1,eq,e3) avec les
mémes conventions que dans le cas euclidien:

0 p 7
(elsae2sae3s) = 1 0 3,“4 (4:4:1)
0O 1 0

4.6.1 Formules analytiques

Ici encore, des expressions analytiques peuvent s’obtenir sans trop de
difficulté. Leur écriture est moins directe que dans le cas euclidien:
Lemme 24 Les abscisse curviligne, courbure et torsions affines d’une courbe
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A (p)sont données par les formules suivantes:

s :/fydp avec y = [Ap,Ap2,Ap3]%
-1

1% :W([AIH Ap37 Ap4]/74 + 4771)2 - 15’)’2)
1 3 5 3 4 2
T =$([Ap2, A, Apal /7 = py” — 157, + 4y v + 107772 — 77 7p2)

(4.42)

Preuve: Des formules de Frenet, nous tirons facilement, dans (e, e, e3):

Yy
A, = 0

0

Tp
App = ’)’2

0

3

Yop T Y

A= 3y
73

Vp3 + pY” 4 OpypY TY

A= 372 + dyypp + 4pyt

67,7
Nous pouvons alors calculer:
[Ap, Ay, Ags] = 7°
d’ou la valeur de v annoncée. De méme, nous obtenons:
[Ap, Aps, Api] = 7' (157, — dyypp — 407"
dont nous extrayons la valeur de u. Et enfin:
[A 2, Aps, Apa] = 159393 — dpy Ty, — 107 v + 1p7® + P90 + 777

ce qui nous donne 7.
O

4.6.2 Liaison avec les invariants euclidiens

Les expressions analytiques peuvent étre utilisées pour relier les invariants
affines aux invariants euclidiens. En effet, en prenant l’abscisse curviligne
euclidienne v comme valeur particuliére de p, les dérivées de A sont données
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par les équations de Frenet euclidiennes (4.28). Il est alors aisé d’établir la
relation entre les abscisses curvilignes affine et euclidienne dont nous aurons
besoin plus loin, ainsi que les expressions reliant p et 7 & K et p et & leurs
dérivées par rapport & v. Ces derniéres sont toutefois peu utiles et trop
longues pour que nous les donnions ici. Nous nous limiterons donc au
Lemme 25 Les abscisses curvilignes euclidienne v et affine s d’une courbe
de R? sont reliées par l'expression

ds

3 po 4.43
= 306

Preuve: Les expressions analytiques (4.29) des invariants euclidiens dans le
cas p = v, nous donnent:

:0'%2 = [AvaAvvaAvvv]/HAvHG = [AvaAvvaAvvv]

d’ot, en reportant dans les formules analytiques affines (4.42):

=

1
:[{/3/)

=

Y= [Aua AUIM A'uv'u]

4.6.3 Equation d’évolution

Nous étudions maintenant le flot géométrique affine associé & une courbe
initiale A%(p), c’est-a-dire la famille de courbes A (p,t) définie par:

{ A(p,0) = A%(p)
%(pat) = %sg(pat)

Une courbe étant définie & une transformation affine pres par son abs-
cisse curviligne, sa courbure et sa torsion affines, nous étudions a nouveau
I’évolution des A(p,t) a travers celle des leurs paramétres caractéristiques
(s,p,T), Ou encore, avec y = g—;, a travers (7, u, 7). Nous établissons le ré-

sultat suivant:

(4.44)

Lemme 26 Les paramétres caractéristiques de la famille de courbes définie
par le flot géométrique affine (4.44) évoluent suivant les lois suivantes:

4
M=y
1 8 , 1
= e = S+ ST (4.45)

1 1
T = —AUT A+ Bpuphs — Sl + T
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De plus, ’évolution du repére de Frenet affine est donnée par:

—in —ips+T 3% — Fuge + 37,
%u ps + T (4.46)
1 0 —u

e}

(elta €24, e3t) =

Preuve: La méthode est similaire au cas euclidien. Il s’agit d’utiliser les
crochets de Lie exprimant la non commutativité des dérivées temporelles et
spatiales, les dérivées spatiales de A (ici jusqu’a 'ordre 4) exprimées dans le
repére de Frenet affine et ’équation d’évolution A; = A ,».

Les dérivées de A jusqu’a 'ordre 3 sont contenues dans les équations de
Frenet affine (4.41). Dans (e, ez, €3), nous avons ainsi:

1 0 7
A;=1 0 |, A= 1 |,As=1]0 (4.47)
0 0 1

et I’ordre 4 s’obtient sans probléme:

OA s Hs 0 pu 7 K Hs + T
A== 0 f+| 10 3 0 |=| 4u (4.48)
s 0 01 0 1 0
Tout d’abord, en dérivant |ejezez] = 1 par rapport au temps nous

sommes ramenés a calculer ej;, eg; et es;, calculs un peu fastidieux mais
sans difficulté:

0 = |e1ezes| + [e1e,e3| + [e1 e2e3] (4.49)

En appliquant les crochets de Lie et 1’équation d’évolution:

0 0A Vi 0
[ — _A
e ot 0s ¥ S+83 !
_
" v o (4.50)
= ——el—i-Asa = 0
1
Puis:
0 0er 0
€2 = 5 s T ls+%e1t
o g5 (=2 +n) 0 p 7 ~2tp
= —"ey+ 0 +1 1 0 3p 0 451
7 1 01 0 1 (4.51)
_[%]s +pus +T
= -2 +4p
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Et enfin:

ez =o-(—per + ex5) = —pe; — pey, — ﬂe% + 3e2t
ot ¥ 0s

t
= — €1 — puery — 7—625
Y

%(—[%154‘#54‘7) 0 pw 7 _[%]S"‘NS"‘T
+ 5 (22 1 4p) +1 1 0 3u =27+ 4p
0 0 1 0 0
—pt + 3:u2 - 2”% - [%]ss T fss + Ts
= _3[%18 +ops + 7

— 3

3 37
(4.52)

Nous constatons que ej; et eg; ne contiennent comme dérivées temporelles
que des termes en 7 alors que es;, lui, fait aussi apparaitre un terme en
1. Ce terme, qui se trouve dans la premiére coordonnée de es;, disparait
heureusement dans le déterminant |e;,eq, es;| et la nullité de |ej,es, esl;
donne finalement:

0= (u— %) + (4 — 2%) + (3 — 3%) (4.53)

d’ou la valeur de -; annoncée et, en reportant, les valeurs finales de ey, et
e9; et une valeur intermédiaire de esy:

—p 51— /3 + T
e3; = fis + T (4.54)
—H
Il nous reste donc & déterminer pu;, ce qui fournira es;, puis 7. Nous

pouvons par exemple utiliser la dérivée temporelle de 1’égalité es, = 7e1 +
3uey. D’une part:

0
—(7e1 + 3ues) = Tyer + Tey; + 3ues + ey

ot
T —& 0 -7
= 0 | +7 0 + | 3ue | +3u %u
0 1 0 0
SHT = s + Ty
= B + 4p?
T

(4.55)
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et d’autre part:

9 0es )
ot ds 7e3s + Bs ot
A 75 (17 — pits + 1)
0 E(T)
0 p 7 SUT — pipes + 7 (4.56)
+1 1 0 3 3u1y + 4y
01 0 T
=lpals + Spps — pT + Tes = gpn
= —pt + 275 — %/‘2 + %Mss
T

L’égalité des deux vecteurs (4.55) et (4.56) fournit trois égalités scalaires:
la troisiéme est une tautologie, la deuxiéme donne u;, que 'on reporte dans
la premiére pour obtenir 7, et dans (4.54) pour obtenir la valeur annoncée
de es;.

d

4.6.4 Vitesse normale

Montrons le lemme suivant:

Lemme 27 La composante de Ags dans le plan normal vaut (n/p)%n, n, K
et p étant les normale, courbure et torsion euclidiennes.

Preuve: Posons I' = g—f] (v abscisse curviligne euclidienne) et écrivons suc-

cessivement:

A, =t =TA,
A,, =rsn=TA, + %A,

Il vient alors:

K r,

Ass:ﬁn—ﬁ

t

Compte tenu de la relation (4.43) donnant I', nous obtenons le résultat an-
nonceé.

a

Nous avons vu que dans le cas de I’évolution d’une courbe plane, la
vitesse tangentielle ne change pas la famille de courbes obtenue. Montrons
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son analogue pour I’évolution des courbes 3D: seule la composante dans le
plan normal comptera alors.

Proposition 1 Soient Cy(p) une courbe initiale de R? et C(p,t) une famille
de courbes solution de

ac
E—at—l—ﬂn—i-vb

équation dans laquelle 3 et v sont des quantités géométriques intrinséques,

c’est-a-dire ne dépendant pas de la paramétrisation de la courbe, alors, toute
solution C de ’équation

(4.57)

% =at+pn+~b

dans laquelle on a changé la composante tangentielle de la vitesse, est com-
posée de la méme famille de courbes:

Vt,Zmg(C(.,t)) = Img(C(.,1))

Preuve: Nous reprenons le principe de la démonstration de géométrie plane
faite par Epstein et Gage [26]. Nous procédons en deux étapes. Dans un
premier temps, nous montrons que reparamétrer en espace une famille de
courbes solution revient a changer la composante tangentielle de la vitesse.
Dans un second temps, nous montrons que pour tout changement de com-
posante tangentielle de la vitesse, il existe une reparamétrisation en espace
de la famille initiale qui la rend solution de la nouvelle équation.
Considérons donc un famille C(p,t) : R x [0,T) — R3 solution de 4.57,

et une reparamétrisation p(p,t) avec g—g > 0. Soit donc la famille C définie

par:

C(p,1) = Clp(p, 1), 1)

Nous calculons que:

& 0.0 = oo, 1), 1)
:@ oc oC

ot (ﬁa t)a_p(pa t) + E(pa t)
~(alp.t) + 115150 )b00.0) + 5o O, 1) + (5, Dbp, 1)
=a(p, t)t(p,t) + B, )n(p, ) + (P, )b(P, 1)

compte tenu du fait que 3 et y sont intrinséques. Ainsi C satisfait une nouvelle
équation dans laquelle seule la composante tangentielle de la vitesse a été
changée.
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Pour voir maintenant que n’importe quelle fonction a(p,t) peut étre ob-
tenue par un choix approprié de p(p, t), nous choisissons une paramétrisation
initiale arbitraire p(p,0) de la courbe originale et, & p fixé, nous résolvons
I’équation différentielle ordinaire:

Wy L
8t(zo,lt) ||%||( (D,t) — a(p,t)) (458)
= F(p(p,t),1)

dans laquelle @(p,t) n’est une fonction que du temps.

Il reste a vérifier que la reparamétrisation p(p,t) ainsi obtenue est une
paramétrisation correcte a t fixé. D’une part, p(p,t) sera une fonction ré-

guliere de p si les fonctions || g—i ||, @ et a le sont. D’autre part, il nous
faut vérifier 22 > 0. En différentiant Péquation (4.58) par rapport a p, nous

op
voyons, en prenant bien garde que a(p,t) n’y est une fonction que du temps,
que g—g vérifie une équation différentielle linéaire:

0 ,0p —« Cy.Cpp. Op

Ly _ (2% (g o) rlen 9P

ot o [||cg|| AR
— (%P

avec G(0) = 0. Puisque g—g(ﬁ,O) >0, g—g reste donc toujours positive.

|

Remarque: La preuve ci-dessus est valable pour les courbes ouvertes. Pour
les courbes fermeées, il faut en toute rigueur vérifier que, si p varie entre 0 et a
et si la paramétrisation initiale p(p,0) est telle que p(0,0) =0 et p(a,0) =b
ou C(.,t) est de période b, alors le parameétre solution de (4.58) obtenu varie
lui aussi sur exactement une période: p(a,t) — p(0,t) = b. La démonstration
de cette propriété est faite par Epstein et Gage pour les courbes planes [26]
et pourrait étre faite de maniére similaire ici.

Nous pouvons alors formuler le corollaire suivant:

. L 1

Puisque la projection de Ass dans le plan normal vaut (k/p)3n,

Uéquation considérée Ay = A donne la méme famille de courbes
L . . . 1
a une reparamétrisation prés que l’équation Ay = (k/p)3n
et avancer la remarque inattendue suivante:

Dans le cas bidimensionnel, le flot géométrique affine corres-

pondait & une déformation de vitesse normale k3, évolution que

lon retrouve de maniére surprenante dans le cas tridimensionnel
pour une courbe de torsion euclidienne unitaire.
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FiG. 4.19 - Cas affine — Courbes a courbure et torsion constantes.
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4.6.5 Courbes particuliéres. Discussion

Nous établissons le lemme suivant:
Lemme 28 Les courbes a courbure et torsion affine constantes sont de 6
types (voir figure 4.19):
(p,p*,p*) pour 7 =0, =0
cos(ap), sin(ap),p) pour 7 =0, < 0
cosh(ap), sinh(ap), p) pour 7 =0, >0
pe? e e 2% pour T # 0, (1—%)2 = (%)3
e cos(bp), e sin(bp), e 2%7) pour T # 0, (1—%)2 > (%)3
6. (e“p,ebp,e_(“"'b)p) pour T # 0, (%)2 < (%)3
Preuve: Considérer les équations de Frenet dans la cas d’'une courbure et

d’une torsion affines constantes, nous conduit & I’équation différentielle:

~

2. (
3. (
4 (
5. (

5@ 4@ — g Z

dont il faut discuter des solutions:
-SiT=0
— Si g = 0 alors on est ramené a W = 0, et, dans un certain repeére
affine, la courbe admet pour équation:

(p, %, p%)

~ Si p > 0, on tombe sur z(4) — 4(\/ﬁ)2x(2) = 0 et la courbe est de
la forme:

(cosh((4s)p), sinh((4p*)p), p)

~ Si < 0, on tombe sur ) + 4(y/=)2z? = 0 et la courbe est
de la forme:

(cos((—44°)p), sin((—44°)p), p)
— Si 7 # 0 alors il nous faut discuter des racines du trinéme
3 — dkx — 1

Sans rentrer dans les détails de la résolution exacte de I’équation du
troisiéme degré, nous voyons apparaitre trois cas (la somme des solu-
tions étant nulle, on ne peut avoir de solution triple):

- (§)? = ()% trois solutions réelles de somme nulle dont une
double. La courbe est alors de la forme

(pe?, P, e~ 2P)
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~ (%)% > (%)% une solution réelle et deux solutions complexes
conjuguées de somme nulle. La courbe est alors de la forme

(e? cos(bp), e sin(bp), e~2%P)

— ()% < (§)?: trois solutions réelles distinctes de somme nulle. La
courbe est alors de la forme

(eap’ ebp’ e—(a-i—b)p)

O

On remarque que, tout comme dans le cas euclidien, aucune catégorie
ne contient de courbe fermée. Il est facile de calculer la solution exacte de
I’évolution affine de chaque type de courbe. Ces calculs sont un peu fastidieux
et nous ne donnons ici qu’un résultat qualitatif:
Lemme 29 Dans chaque catégorie de courbe a courbure et torsion affines
constantes, une courbe soumise au flot géométrique affine évolue en restant
dans la méme catégorie de courbe a courbure et torsion affines constantes.
En fait, elle reste identique a elle-méme & une transformation affine pres.
De plus, tout comme dans le cas euclidien, il n’y a plus disparition de ces
courbes en un temps fini comme c’est le cas en géométrie plane des courbes
fermées.
Preuve: Il s’agit simplement de mener a terme les calculs donnant ’évolution
exacte de chaque courbe en supposant a priori qu’elle reste dans sa catégorie,
ce qu’on vérifie & posteriori. Tout comme dans le cas euclidien pour I’hélice,
on débouche dans certains cas sur des équations différentielles ordinaires
sans solution analytique mais dont le sens de variation et les limites sont
démontrables. Nous ne retranscrirons pas ici le détail de ces calculs.
O

Toutefois, il n’est pas exclu qu'une courbe tridimensionnelle fermée sou-
mise au flot intrinséque affine disparaisse en un temps fini.

4.7 Conclusion

Il ne s’agit ici que d’un premier pas. L’étude des propriétés des deux flots
tridimensionnel reste un probléme ouvert. Il y a fort & parier que ’apréhen-
sion de leurs propriétés ne sera possible que par la simulation numérique et
lexpérimentation de ’évolution de nombreuses courbes (c’est d’ailleurs la
démarche historiquement adoptée pour le cas plan). C’est donc par ce coté
qu’il faudra attaquer le probléme mais la simulation ne semble pas ici chose
aisée. Quelques travaux sur la simulation numérique de I’évolution d’une
frontiére libre de codimension deux, car c’est bien de cela qu’il s’agit, com-
mencent a étre publiés dans le domaine de la mécanique des fluides, bien que
dans un cas de figure un peu différent [55].
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D’autre part, nous pourrions étre tentés d’établir des résultats analogues
en géométrie projective qui est la géométrie naturelle en vision par ordina-
teur. Malheureusement, il s’agit d’un probléme plus délicat qu’il n’y parait
du premier abord. Il faudra dans un premier temps nous pencher sur le cas
projectif bidimensionnel, sujet déja défriché dans [31]| et que nous traitons
au chapitre 5. Comme nous le verrons, c’est la définition méme du flot géo-
métrique projectif qui est le point le plus difficile.

En anticipant sur les résultats du chapitre 5, nous pourrions aujourd’hui
résumer 1’état de 'art de la connaissance et de la simulation des flots géomé-
triques par les trois tableaux suivants (notez que d’autres flots géométriques
correspondant & d’autres groupes de transformations [75] ou & d’autres pro-

priétés [96] peuvent étre définis — voir section 4.4):

Euclidien

courbes 2D | surfaces 3D | courbes 3D
Définition Oui[44, 48] | Oui[49, 56] Oui[59]
Equations d’évolution Oui[44, 48] | Oui[49, 56] Ouil[59]
Courbes (surfaces) a cour- Ouil44, Oui[49, Oui[59]
bure (et torsion) constante(s) 48] 56]
Etude des propriétés Oui[44, 48] | Partielle[56] Non
Simulation numérique Oui|78] Ouil[49, 56] Non

Affine

courbes 2D | surfaces 3D | courbes 3D
Définition Oui[100] Oui[77, 12] Oui[59]
Equations d’évolution Oui[100] | Oui[77, 12] Oui[59]
Courbes (surfaces) a cour- . .
bure (et t(orsion) gonstante(s) Oui[100] Non Oui[59]
Etude des propriétés Oui[100] Non Non
Simulation Numérique Oui[100] Non Non

Projectif

courbes 2D | surfaces 3D | courbes 3D
Définition Oui[35] Non Non
Equations d’évolution Ouil35] Non Non
Courbes (surfaces) a cour- .
bure (et t(orsion) gonstante(s) Oui[35] Non Non
Etude des propriétés Non Non Non
Simulation Numérique Non Non Non

Aprés 'extension aux courbes gauches des cas plans euclidien et affine,
tournons nous vers la géométrie qui sous-tend le processus de vision: la géo-
métrie projective.



151

Chapitre 5

Equation projective de la
chaleur

Résumé

Dans le présent chapitre, nous étudions les familles de courbes du
plan projectif évoluant suivant des équations intrinséques projective-
ment invariantes. Cette démarche est motivée par les travauz précé-
dents concernant les cas euclidien [46, 48, 62] et affine [99, 100, 5, 4]
ainsi que par les applications possibles en perception des formes 2D.
Nous établissons les lois d’évolutions de l’abscisse curviligne et de
la courbure projectives. Parmi les équations intrinséques projective-
ment invariantes, nous définissons une équation de la chaleur pro-
jective [31] et établissons le lien avec 'évolution projectivement in-
variante des courbes du plan réel R?.

Sommaire
5.1 Introduction ..................... 151
5.2 Les flots intrinséques invariants projectifs . . . . 152
5.3 L’équation de la chaleur projective . . . . . . .. 156
54 RetourdansR?. ... ................ 156
5.5 Courbes a courbure projective constante . ... 159
56 Conclusion ............. ..., 160

5.1 Introduction

Acquérir 'image bidimensionnelle d’un objet de I'espace, c’est lui faire
subir une projection. Deux images d’un méme objet tridimensionnel plan,
par exemple d’un motif situé sur un surface plane, sont identiques & une
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transformation projective prés. Les invariants projectifs sont conservés d’une
image a l'autre. Etc.

C’est donc motivés par 'importance de la géométrie projective en vision
par ordinateur qu’il nous a semblé naturel d’étendre les flots géométriques
invariants euclidien [62] et affine [99] au cas projectif.

Nous avons vu au chapitre précédent la notion de flot géométrique in-
variant, que nous appellerons indifféremment flot intrinséque invariant, la
définition du groupe projectif et les invariants différentiels induits. Rappe-
lons par clarté les formules suivantes: soit B(p) : R — P? une courbe plane
réguliére du plan projectif. Nous changeons B(p) d’un facteur d’échelle A(p)
et caractérisons son abscisse curviligne projective o et sa courbure k en intro-
duisant le point de Cartan A = B, et le repére de Cartan (A, AN A(2)),
le tout satisfaisant les équations de Frenet projectives:

dA

2=~ A
do
d‘;‘:) = —kA+A® (5.1)
d‘;‘:) = —A—kAW
et la condition:
IAAWAR)| =1 (5.2)

B et A sont deux vecteurs coordonnées du méme point projectif. Le
point AM) est sur la tangente a la courbe en A et la droite (A, A®)) est
la normale projective. Les fonctions k et o sont invariantes sous ’action du
groupe projectif et définissent la courbe & une transformation projective pres.

5.2 Les flots intrinséques invariants projectifs

La loi Ay = A,, étudiée dans Faugeras dans [31| aurait pu étre en-
visagée comme ’extension naturelle des cas euclidien et affine. Malheureu-
sement, cette loi souléve un certain nombre d’impossibilités. Par exemple,
d’apres l'expression de k; donnée dans [31], les courbes de courbure projec-
tive constante devraient évoluer en restant & courbure projective constante.
En fait, ce n’est pas le cas (voir [34]). Il y a nécessairement une erreur quelque
part ...

La propriété que [31] avait omise était que le point de Cartan A(p,t)
n’est en fait qu’un représentant particulier du point projectif B(p,t) et qu’il
dépend de la courbe a I'instant ¢ et de ses dérivées spatiales. En conséquence
de quoi, on ne peut s’attendre a ce que la solution d’une équation différentielle
arbitraire {A(p,0) = Ao(p); A¢ = f(p,t)} soit telle que A(p,t) reste le point
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de Cartan de la courbe au temps ¢ > 0, méme si Ay(p) 'est pour la courbe
initiale.
Nous sommes donc amenés a considérer la loi d’évolution suivante:
A(p,0) = Ap(p) (Ao point de Cartan de la courbe initiale)
{ Ai(p,t) = aA+ AN £ yAQ)
(5.3)

dans laquelle f(p,t) a été décomposé dans le repére de Cartan, et a trouver
quelles conditions sur («, (3,7) assurent que A(p,t) reste le point de Cartan.
Nous obtenons le résultat suivant:

Proposition 2 L’équation différentielle (5.3) est bien posée (dans le sens
que A(p,t) est le point de Cartan de la courbe au temps t) si et seulement
s%:

1 1 3 7 17 8
= ——kys — —kp2ye — ko(sky + — 5) — k%,
o 3+k?g [ 303 2 a2 (3 v+ 6702+/6) 3 Y
5
+k(7—§%3)+%2/2—%5/6 ] (5.4)

Dans ce cas, l'abscisse curviligne et la courbure projectives évoluent suivant:

L

— = atf—gky—7.2) (5.5)
2
ki = —az+ g%— + % + k(gfyaz —2a)
7
o (B + 570) + 3 (ko2 +24%) (5.6)
ou T = z—g.

Preuve: Nous tracons ici les grandes lignes de la preuve de la proposition
ci-dessus.

— Etape 1: Etablissons tout d’abord quelques propriétés préliminaires.
Utilisant I'indépendance des variables p et ¢ qui vérifient donc

5?2 5?2
otdp  Opot

nous utilisons & nouveau les crochets de Lie [%, 8%] et rappelons les

formules déja vues

o 0 92 92 O
[&’ %] T 0tdoe oot 1w oo (5.7)

63 Uuys 0 Uuys 62 63
91007 =~ 290 " ¥r o0 T 3ot (58)
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et

64 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 63 64
—— =" -3|—oms 33—+ = 5.9
otoo3 [7r Jo? oo [71'] 0o? w Oo3 + do30t (59)
dont nous aurons besoin plus loin.

-~ Etape 2: Prouvons maintenant que l’équation (5.4) est nécessaire.
Nous obtiendrons au passage (5.5) et (5.6). En dérivant ’équation (5.2)
par rapport a ¢ & p constant, nous avons:

0=AAMWA?|, = A, ADWAP)| 1 |AA§1)A(2)| + |AA(1)A§2)|
(5.10)

Des équations (5.3) et (5.1), il vient @ comme valeur du premier déter-
minant du membre de droite. De I’équation (5.7), nous tirons
0A,

oo

d’ott nous obtenons finalement la valeur de |AA§1)A(2)| dans (5.10).
D’une maniére similaire, nous écrivons

O(kA + A,p)
ot

dont le dernier terme est donné par ’équation (5.8). D’ou la valeur

du dernier déterminant du membre de droite de (5.10) et finalement

I’équation (5.5). D’autre part, a partir des formules de Frenet (5.1),

nous pouvons écrire la relation utile:

Ay =—2kAD) — (1 +k,)A (5.13)

AV =, = —%A(l) T (5.11)

A§2) — = kA +EkA,; + Ao (512)

Calculons maintenant %Ags de deux maniéres différentes:
1. Utilisant I’équation (5.13), nous avons

OA s 0
¢ _ Y A —2kAW
o 8t( (14 k,) kEA'Y)
Ok, (1) (1)
= 5 A (1+ko)Ay — 2k, AN — 26AM(5.14)

ou nous connaissons A; et AEI) grace a (5.3) et a (5.11).

2. Par ailleurs, nous pouvons utiliser I’équation (5.9)

8Ag-3 o [ﬂ't

o '

Tt Tt 63At

— 3[?]0—A0.2 - 3?Ag-3 + W

ou tous les termes du membre de droite sont donnés par (5.5) et

(5.1), a 'exception du dernier qui peut étre calculé a partir de
Péquation (5.3) et des formules de Frenet.

ly2 Ay
(5.15)
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En écrivant (5.14) et (5.15) dans le repere (A, A A®?)) et en égalant
leur coordonnées, il vient trois relations: une tautologie, I’équation (5.6)
et la condition (5.4).

— Etape 3: Il nous reste a prouver que la condition (5.4) est suffisante
pour que ’équation (5.3) soit bien posée. Plus précisément, nous allons
montrer que si B(p,t) est solution de

B(p,0) = Ao(p) (Ap point de Cartan de la courbe initiale)
Bi(p,t) = aA+pBAN +7AQ)
(A, A A®?) repere de Cartan de la courbe
au temps ¢
(5.16)

avec « vérifiant (5.4), alors B(p, t) reste le point de Cartan, c¢’est-a-dire
B(p,t) = A(p,t). En suivant la méme démarche qu’a ’étape 2 avec
B = A/X dans (5.16), nous aboutissons & trois équations d’évolution:
7, ki et Ay Lorsque « est donné par (5.4), 'évolution de A devient
At =0, d’ou A(p,t) = A(p,0) =1 et B(p,t) = A(p,1t).

O

Remarque 1: Une autre fagon de réaliser qu’une condition telle que
(5.4) est nécessaire est de considérer la surface S = {A(p,t)|(p,t)} de R3.
Cette surface est bien définie de maniére unique puisqu’il n’y a pas de facteur
d’échelle sur A bien qu'il représente un point projectif de P2. Pour que 'EDP
(5.3) soit bien posée sur S, il faut que le vecteur A; appartienne au plan Ts
tangent & S en A(p,t). Le membre de droite contient le vecteur A1) qui
appartient a Ts mais le vecteur A + 'yA(Z) n’est en général pas dans Ts &
moins d’une dépendance entre « et y. En fait, la condition est encore plus
restrictive puisque, non seulement A; doit appartenir & Ts, mais encore,
comme énoncé plus haut, A doit rester le point de Cartan.

Remarque 2: Notez que Ay = A, est le cas («, 8,7) = (—k,0,1), qui
ne vérifie pas la condition (5.4), d’ou les contradictions mentionnées plus
haut.

Finalement, si 8 et v sont des quantités intrinséques projectivement in-
variantes, alors a défini par I’équation (5.4) est lui aussi une quantité intrin-
séque projectivement invariante. Ainsi, nous obtenons

Corollaire 2 Soient 3 et v deux quantités intrinséques projectivement in-
variantes. Soit « la quantité définie par ’équation (5.4). Alors l’équation
différentielle (5.3) défini un flot intrinséque projectivement invariant et les
évolutions de [’abscisse curviligne et de la courbure projectives sont données
par les équations (5.5 et 5.6).
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5.3 L’équation de la chaleur projective

Parmi tous les choix possibles pour (f,7), il apparait que le plus simple,
(0,1), est en fait le bon choix pour définir une équation de la chaleur pro-
jective généralisant les cas euclidien et affine. De maniére intuitive, nous
pourrions invoquer les justifications suivantes:

— BAW est sur la tangente en A. Donc, le choix de (3 est sans importance:
changer 8 ne modifie en rien la famille de courbes obtenue si ce n’est
leur paramétrisation p (voir [99]).

- = 1 A@ -

) ) ? -
(8,7v) = (0,1) sont les composantes de A,, sur (A", A¥)). La va
leur imposée pour « qui en résulte peut étre considérée comme une
correction de la composante de A,, sur A.

Cependant, la vraie et profonde raison de ce choix est qu’il donne le méme
flot que C; = C,y dans R? (voir section suivante). En conséquence, nous
écrivons en application directe de la proposition 2:

Proposition 3 Soit o défini par:

_ k— Thky — k
= 9an, BT )

Soit Bo(p) une courbe de P? et Ao(p) son point de Cartan. Nous définissons
Uéquation projective de la chaleur par:

A(p,0) = Ao(p)

{ Aip,t) = aA+AB) (5.17)
Soit m = ‘é—g. L’abscisse curviligne et la courbure projectives d’une solution
de (5.17) évoluent suivant:

¢ -1

= = kky + k, 1

. 9+3k0(8 + kys) (5.18)
2 1

ke = §k2+§k02—2akz—agz (5.19)

5.4 Retour dans R?

Nous allons maintenant justifier le choix précédent, en explorant les liens
entre:

— léquation (5.17) sur le point de Cartan.

— I’équation plus naturelle By = B, portant sur un vecteur coordonnées
quelconque B dans P2.

~ et son analogue du plan réel R%: C; = C,, déja citée dans [76].
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Pour cela, nous énoncons et prouvons la proposition suivante:

Proposition 4 Soit une courbe initiale de P2. Soit Bo(p) un choiz de vec-
teur coordonnées de cette courbe suffisamment régulier.
1. Le flot défini par

B(p,0) = Bol(p)
{Bt(pat) = Bys (520)

est intrinséque et ne dépend pas du choiz de By (c’est-a-dire que Bo(p)
et po(p)Bo(p) donnent la méme famille de courbes pour tout choiz d’un
¢o suffisamment régulier strictement positif ou négatif).

2. Ce flot et le flot défini par l’équation (5.17) sont identiques a une re-
paramétrisation des courbes pres.

3. Soit X le facteur d’échelle de Cartan (A = AB). (o, k, \) définissent B

a une transformation projective prés. Leur évolution est donnée par:

¢ -1
=+ = 8kky + k 18A
T 9+3k0_( + 0'3+ 0'2)
2 1
k, = §k2+§k02—2Pk—ng—2kgAg (5.21)
—1
A = k ko(A2 —3A,2) + 4k(ky — A2 — A,
¢ 9+3k0[03+3 (A —3A52) + 4k( 3) +9(A; — Asz)]
aVGC’IT:Z—U,AZIOg|)\|,P:Ag—Aaz—k-l—At
p

Preuve: Nous esquissons & nouveau les principaux traits de la preuve.
~ Etape 1: Soit B(p, t), solution de (5.20) pour un choix de vecteur co-
ordonnées By suffisamment régulier de la courbe initiale (tel que toute
les dérivées nécessaires sont définies). Tout autre vecteur coordonnées
suffisamment régulier de la courbe initiale peut s’écrire ¢ (p)Bo(p) avec
¢o(p) # 0,Vp. Soit ¢(p,t) une solution de:

¢(p70) = ¢0(p)
{¢t(p,t) = oo — 2¢s)2 /P (5.22)

Posons B'(p,t) = ¢B. B(.,t) et B'(.,t) sont deux vecteurs coordon-
nées différents pour les mémes courbes de P? et définissent donc les
mémes abscisses curvilignes projectives: o' = o. Il est alors immeédiat
de vérifier que B’ satisfait 1’égalité

t = (=2¢51/$)B + By

et donne donc les mémes courbes que B} = B!, , a une re-paramétri-

sation pres. Les courbes B’ sont donc les solutions de (5.20) pour la
condition initiale ¢yBy. Finalement, les conditions initiales By et ¢yBg
engendrent le méme flot.
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— Etape 2: Tout choix de By donnant les mémes solutions, nous pou-
vons choisir By = Ay. Avec A = AB, l'équation B; = B,, devient
A;=alA+ AL + A ayec (o, B1,1) vérifiant la condition (5.4).
La composante tangentielle étant indifférente, cette derniére équation
donne la méme famille de courbes que A; = asA + A®) oy a9 est la
valeur correcte de o pour (f3,7) = (0,1): B; = B,, engendre donc le
méme flot que (5.17).

— Etape 3: La méme démarche qu’a I’étape 2 de la preuve de la pro-
position 2 appliquée a la loi (5.20) avec A = AB donne les équations
(5.21). A et ses dérivées interviennent maintenant dans les composantes
(o, B,7) de A; dans le repere (A, AV, A()). Précédemment, nous vou-
lions que A reste constant et égal & 1. D’ou la condition (5.4) sur .
Ici, A est libre et la méme équation qui a donné la condition (5.4) nous
conduit maintenant a la loi d’évolution de A. Notez que la quantité P
utilisée pour obtenir une écriture quelque peu plus courte des équations
(5.21) est en réalité la premiére composante o de A;.

O

Soit Co(p) = (zo, yo) une courbe du plan réel, il est alors facile de prouver
que:

Corollaire 3 Le flot défini par {C(p,0) = Co ; Ct = Cys} est un flot projec-
tivement invariant. Il donne la méme famille de courbes a travers la carte
(2,%) que Uéquation de la chaleur projective (5.17) avec la condition ini-
tiale (xo,y0,1). Soient C(p,t) = (z,y) et A le facteur d’échelle de Cartan de
(z,y,1). Les évolutions de l’abscisse curviligne et de la courbure projective

de C sont données par les équations (5.21).

Preuve: Soit B = (z,y,1). Si C vérifie C; = Cy4, alors B suit la loi (5.20)
simplement parce que:

1. Son abscisse curviligne projective est la méme que celle de C

2. Ses deux premiéres composantes sont celles de C et la troisiéme com-
posante est constante.

En conséquence de quoi, les parameétres (o, k, A) de C, qui sont ceux de B,
évoluent suivant (5.21).
O

Notez que ceci avait déja été énoncé dans [75]. Toutefois, I'argument
donné dans [76] sur la relation entre deux vecteurs coordonnées est incorrect
(voir la proposition 4 ci-dessus: d’une part le facteur d’échelle ¢ ne reste pas
le facteur initial, et d’autre part les courbes doivent étre reparamétrées).



5.5. COURBES A COURBURE PROJECTIVE CONSTANTE 159

5.5 Courbes a courbure projective constante

Une premiére propriété du flot de la chaleur projectif, commune avec
les cas euclidien et affine, est que les courbes & courbure constante évo-
luent en restant & courbure constante. Plus encore, nous constatons qu’elles
conservent leur courbure initiale (k; = 0), se démarquant en cela des flots
précédents. Ainsi, elles évoluent en restant identiques a elles mémes a une
homographie prés. Il est facile de résoudre totalement I’équation (5.20) dans
le cas ko(p) = cte et de voir que que les spirales logarithmiques rétrécissent
indéfiniment, que les paraboles généralisées se dilatent ou rétrécissent indé-
finiment suivant ’axe y et que I’exponentielle se dilate indéfiniment suivant
l'axe y (figure 5.1). De maniére exacte:

Lemme 30 Les courbes a courbure projective constante évoluent suivant le
flot projectif invariant de la fagon suivante:

1. L’exponentielle y = ™ devient

2
y = th/Qgema:

2. La spirale logarithmique p = ™ devient

. . 2
p= efgt(m2+1)/[2m(m2+9)}3 emﬂ

3. La parabole généralisée y = x™ devient

Y= (9tm(m—1)/[(m—2)(2m—1)(m+1)] 3 m

Plus précisément, n’étant pas assurés de l'unicité de I’équation de la chaleur
projective sous quelle forme que ce soit, nous pouvons seulement dire que les
courbes précédentes sont des solutions de [’évolution des courbes a courbure
constante.

Preuve: Les expressions ci-dessus ne sont que les équations des lieux géo-
métriques des évolutions des courbes et non des solutions de l’équation
de la chaleur. Nous n’avons d’ailleurs pas précisé de quel flot il s’agissait
(A = aA + A(2), B; = B,, ou C; = C,y). Pour prouver le lemme, nous
donnons les solutions exactes du flot C; = C,, correspondant aux trois fa-
milles données ci-dessus:

sN_( »

y )\ 9t/23 gmp

p (9t(m? —1)/[2m(m?+9)]3 mp
( 0 > - p+6—18tm/[2m(m2+9)}%

( . ) _( ev/lm=2em=1)em1)] ip
Y 9tm? /[(m—2)(2m—1)(m-+1)] 3pm
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5.6 Conclusion

Nous avons établi I’équivalence entre le flot invariant projectif dans R?
[76, 75| et celui défini dans P? [31]. Nous avons défini et justifié I'équation
de la chaleur projective écrite de trois maniéres équivalentes:

A;=aA+ AP
(v donné par I'équation (5.4)) ou
B, =B,
dans P?, et
Ci = Coo

dans R%. Comme nous pouvions l'attendre, les liens ne sont pas triviaux
mais suffisamment simples. Les avantages de la définition dans P2, esquissée
dans [31] et que nous avons modifiée pour la rendre tout a fait correcte, sont
que:
— elle ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi pour représenter
7)2
— elle nous a permis d’établir les loi d’évolution de invariants projectifs
caractéristiques: abscisse curviligne et courbure.
Il reste a voir g’il est possible de définir un espace d’échelle analogue aux cas
euclidien et affine.
Enfin, il serait particuliérement intéressant de comparer notre approche
avec celle de Dibos [24].

Laissant ici les considérations d’invariance dans les évolutions de courbes
et donc dans le traitement des images, nous nous intéressons a un autre
aspect de l'invariance: 'utilisation d’invariants différentiels pour des taches
telles que la reconnaissance des formes. Coincidence étrange, ¢’est justement
une évolution invariante, I’espace d’échelle affine, qui va nous permettre de
calculer un invariant différentiel, la courbure affine et ce, au travers de I'évo-
lution de son homologue, la courbure euclidienne.
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Chapitre 6

Espaces d’échelle et courbure
affine

Résumé

Nous exposons ici une nouvelle fagon de calculer la courbure affine
de courbes planes. Nous expliquons comment [’équation de la chaleur
affine et l’espace d’échelle résultant peuvent étre utilisés pour gagner
un ordre de dérivation dans ’approximation numérique de la cour-
bure affine. Nous décrivons notre implémentation et comparons les
résultats ainsi obtenus a ceux des méthodes antérieures. Le chapitre
se termine sur un exemple d’application simple de reconnaissance
des formes basée sur la courbure affine.
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6.1 Introduction

Si de nombreux travaux en reconnaissance des formes s’intéressent aux
invariants semi-différentiels affines ou projectifs [74], les invariants locaux
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semblent plus difficile & obtenir du fait des grands ordres de dérivation mis
en jeu: la courbure affine est une quantité du quatriéme ordre, la courbure
projective du septiéme ordre, ce qui fait que leur calcul effectif tient pour le
moins de la gageure.

Parmi les nombreuses applications des espaces d’échelle, ce chapitre en
présente une surprenante: on peut utiliser I’espace d’échelle affine pour cal-
culer la courbure affine d’une courbe plane avec trois ordres de dérivation
seulement. Ce qui nous permet de présenter une fagon d’obtenir la courbure
affine avec une précision suffisante pour réaliser par exemple de la reconnais-
sance de formes.

6.2 Une propriété intéressante de ’espace d’échelle
affine

Nous avons vu au chapitre 4 la définition des invariants différentiels eu-
clidiens et affines. Rappelons le lien entre les courbures:

43 18216_2/3

p=—K 5 992 (6.1)

Alors que x est une quantité du second ordre, y en est une du quatriéme.
C’est pour cela qu’elle n’a pas été trés utilisée jusqu’a présent de maniére
numérique.

Considérons a nouveau une courbe plane fermée Co(p) : S* — R? et
I’espace d’échelle affine associé, c’est-a-dire la famille de courbes fermées
C(p,t) : St x [0,T) — R? évoluant suivant la loi suivante (cf [99]):

OC(p,t) . 82C(p,t)
ot - 952 6.2
C0) = Colp) (62)

Cet espace d’échelle est un invariant affine (absolu pour les transforma-
tions affines spéciales). Toute courbe réguliére commence par devenir convexe
avant de converger vers un point ellipse [99].

Intéressons nous a ’évolution de la courbure euclidienne donnée dans

[99]:

Ok(p,t)
pra (6.3)
et réécrivons-la pour obtenir y a partir de &:
1 9k(p, t)
=———" 4
p= (6.4)

L’espace d’échelle affine étant donné, nous voyons que la courbure affine
dépend de la courbure euclidienne et de sa dérivée temporelle, d’olt un gain
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d’un ordre de dérivation (comparer a (6.1)). Nous supposons que le calcul
de 'espace d’échelle affine peut étre effectué avec suffisamment de précision
pour ne pas réintroduire de maniére cachée une dérivation supplémentaire.
Cette supposition sera confirmée par l'expérience:
— L’équation (6.4) conduit & une bien plus grande précision qu’une mé-
thode directe utilisant des dérivées quatriémes (cf section 6.4.3).

— L’erreur sur % se révele étre du méme ordre de grandeur que celle sur
% qui est une autre quantité du troisiéme ordre de dérivation (voir la
suite et I’équation (6.12) pour comprendre pourquoi cette dérivée doit

étre utilisée).

6.3 Calcul de la courbure affine

Dans cette section, nous montrons comment (6.4) peut étre utilisée pour
calculer p.

6.3.1 Le probléme

Etant donnée la courbe Cy(p), la premiére chose a faire est de calcu-
ler ’espace d’échelle affine associé. La méthode numérique retenue est celle
proposée par Osher et Sethian [79], utilisée par Sapiro et Tannenbaum [97]
et a laquelle nous avons consacré le chapitre 2. Précisons que de nombreux
schémas [103] permettent d’obtenir une grande précision, ce qui est ici es-
sentiel. Outre sa fiabilité, sa stabilité, sa précision et sa gestion élégante des
changements de topologie, cette méthode posséde les propriétés suivantes:

1. Conservation de l’échelle. La loi d’évolution utilisée n’est pas exacte-
ment (6.2). Seule la composante normale de la vitesse est retenue et
(6.2) devient en fait:

KWt _ g — 1/3

{T—ﬂn—ﬂ/n (6.5)

ol n est la normale euclidienne.

Cependant, les courbes géométriques C(.,t) obtenues sont les solutions
de (6.2). Non seulement la famille de courbes est la méme, mais encore
le parameétre d’échelle ¢ est préservé. Aucune renormalisation du temps
n’est nécessaire: c’est essentiel pour pouvoir utiliser (6.4).

2. Perte des trajectoires ponctuelles. Parce que les courbes sont obtenues
par extraction du niveau zéro de surfaces (et de toute fagon parce (6.5)
est utilisée au lieu de (6.2)), le paramétre p est perdu: il est impossible
de suivre la trajectoire d’un point. Il semble alors a priori impossible
d’utiliser (6.4) puisque % est une dérivée a p constant d’une part

et pour les solutions de (6.2) d’autre part.
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n(p,t)

M' =C(p',t+dt) = M + fndt

M =C(p,t)

C(.,t + dt)
(1)

FIG. 6.1 — La composante normale de la vitesse est fn avec f = k'/3

Nous exposons maintenant comment utiliser (6.4) malgré ce dernier pro-
bleme.

6.3.2 Solution

La solution est de considérer la dérivée de k a v constant, v étant "abs-
cisse curviligne euclidienne. Notons %‘ la dérivée de f par rapport & = a
y

y constant. Toute fonction f(p,t) vérifie: % = % S + %%. Nous allons

développer le terme % dans (6.4) de cette fagon:

Ok ok

ot~ ot

L om0
ov Ot

v

(6.6)

Montrons maintenant comment calculer les termes de droite de (6.6).

Projetons 26 = % o T g—g% sur la tangente euclidienne t et utilisons (6.2),

ot
nous obtenons:

v 0% ac

t) (6.7)

o (gt (G

?
v
Calculons Css en utilisant les formules analytiques des invariants différentiels
affines plans (4.6) avec p = v. Il est quasi immédiat de prouver que:

92 R T3S, (6.8)

d’ou le premier terme de droite de (6.7)
Soient M = C(p,t) et M' l'intersection de C(.,t + dt) avec la normale
[M,n) en M (figure 6.1). Nous savons par [99] que la vitesse normale de

i . . X
I’espace affine est 3 = k3 (ce que nous venons d’ailleurs de faire apparaitre
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M = C(po,O)

C(.,0)

FiG. 6.2 — L’abscisse curviligne euclidienne est choisie constante le long de
(€2)

dans l'équation précédente (6.8)). Nous savons surtout que seule la vitesse
normale (%étermine la famille de courbes et donc que les équations C; = Cgg
et C; = k3 donnent les mémes courbes. Nous avons alors

M':M—i—ﬁn:M—l—nl/?’n

Fixons p et considérons ’équation (6.4) au point C(pg,0) dont nous voulons
calculer la courbure affine p. A chaque instant ¢, I’abscisse curviligne eucli-
dienne v(p,t) est définie & une origine Or(t) € C(.,t) prés. Supposant n
suffisamment réguliére, nous choisissons pour Or(t) l'unique solution dans
un voisinage de C(pg,0) de ’équation différentielle suivante:

dOr

DT fn,  Or(0) =C(po,0)
Le long de la trajectoire (2) de Or (figure 6.2), en particulier au point
C(po,0), les dérivées a v constant deviennent les dérivées de Lie dans la
direction ng = [#n’, 1] du plan tangent & la surface spatio-échelle % (p,t) =

[C(p,t)T,#]T (voir [39] et figure 6.3):

Ok . k(M) — k(M)
Q), — = lim——= =1, .
sur (), 5 o dts0 dt 8" (6.9)
oc M — M
sur (), F¢| T AT s (6.10)
En conséquence de quoi, % , est normal & la courbe, et
ocC
— ,t) =0 6.11
(5], (6.11)
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Sp.t)=[Clp,t)" 4]

Fia. 6.3 — La dérivée de Lie Ly, f(M) de f dans la direction ng du plan
tangent a la surface spatio-échelle X(p,t) est la limite quand t tend vers 0 de
J(M+ngdt)—f(M)

dt

Ce qui compléte I'évaluation de 2¥ dans (6.7).
Ce faisant, nous avons aussi obtenu le premier terme de droite de (6.6)
dans (6.9). L’équation (6.4) devient la formule finale

_ 1 3/‘.‘, ) Lng”
M_3I€8/3(%) K

(6.12)

Il faut noter que, en dépit de ’apparition de nouveaux termes dues a la
perte du parameétre p dans le processus de calcul de I’espace d’échelle, © ne
nécessite toujours que des dérivées du troisiéme ordre. Le terme % est di-
rectement calculé sur la courbe. La dérivée de Lie est obtenue en considérant
localement x(p,t) comme un champ scalaire K (z,y) défini dans un voisinage

de C(pUaO):
Ly, = B(VK,n) = £"/*(VK, n) (6.13)
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6.4 Résultats expérimentaux

Nous exposons ici la fagon dont nous avons utilisé (6.12) pour calculer la
courbure affine de courbes planes fermées. Nous présentons des résultats et
un exemple d’application de reconnaissance des formes.

6.4.1 Schéma pratique

Notre implémentation procéde par étapes de la fagon suivante:

1. Extraire la courbe désirée de 'image avec un détecteur de contours de
précision sous-pixelique. ([109], [22]).

2. Calculer une courbure euclidienne de maniére précise avec une mé-
thode ayant recours aux polynomes de Chebyshev (voir [81]). Avec
une méthode analogue, obtenir les abscisses curvilignes euclidienne et
affine ainsi que %. (Bien que non indispensable, ’abscisse curviligne
affine peut étre utilisée pour normaliser la courbure affine — voir section

6.4.4).

3. Calculer I'espace d’échelle affine avec une schéma numeérique du deuxiéme
ordre (voir section 2.5).

4. Pour un certain nombre de pas de temps, extraire C(.,t) en tant que
niveau zéro de la fonction de dimension supérieure ¢ par un algorithme
de Marching Squares [70]. Calculer aussi la courbure euclidienne & par-
tir de ¢ aux points du maillage et l'interpoler aux points du niveau
zéro (tout comme le fait l'algorithme des Marching Squares pour la
position des points).

5. Pour chaque point de ces courbes, construire le champ scalaire K (z,y).
L’approximer par une surface réguliére avec une méthode d’approxima-
tion aux moindres carrés . Calculer VK.

6. Calculer la courbure affine a partir de (6.12) et de (6.13).

6.4.2 Polyndémes de Chebyshev

Examinons précisément la méthode détaillée ci-dessus: pendant 1’évolu-
tion affine de la courbe, la position du niveau zéro et la courbure euclidienne
aux points correspondant se fait par interpolation. Ce sont les seules informa-
tions nécessaires au calcul de la courbure affine qui sont extraites de ’espace
d’échelle affine. Les autres quantités nécessaires sont extraites de la courbe
initiale, a savoir la courbure euclidienne, ’abscisse curviligne euclidienne,
la dérivée de la courbure euclidienne par rapport & l’abscisse curviligne eu-
clidienne et éventuellement ’abscisse curviligne affine. Ces deux derniéres
quantités sont du troisiéme ordre. Afin d’en obtenir une estimation la plus
fiable possible, nous reprenons les travaux de thése de Papadopoulo [82] et
approximons la courbe initiale par des polynomes de Chebyshev. Les poly-
nomes de Chebychev possédent de nombreuses propriétés intéressantes dont
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Fi1G. 6.4 — Une ellipse synthétique et sa courbure affine: la courbure théorique,
celle obtenue avec une méthode directe et quatre ordres de dérivation et celle
donnée par notre méthode.
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Ellipse - real image
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FiG. 6.5 — Une ellipse extraite d’une image réelle et sa courbure affine: la
courbure théorique, celle obtenue avec une méthode directe et quatre ordres
de dérivation et celle donnée par notre méthode.
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F1G. 6.6 — Une courbes synthétique (C = [acos(p)(1 + esin(2p)), bsin(p)(1 +
ecos(2p))]) et sa courbure affine: la courbure théorique, celle obtenue avec
une méthode directe et quatre ordres de dérivation et celle donnée par notre
méthode
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F1G. 6.7 — Une courbes synthétique (C = [acos(p)(1 + esin®(2p)), bsin(p)(1 +
esin®(2p))] ) et sa courbure affine: la courbure théorique, celle obtenue avec
une méthode directe et quatre ordres de dérivation et celle donnée par notre
méthode
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les détails peuvent étre trouvés dans [88] et [43]. Nous reprenons ici les points
de la démarche de Papadopoulo [82].

Définition 6 Les polyndomes de Chebyshev constituent une famille de poly-
nomes qui peuvent étre indexés par leurs degrés. Le polyndme de Chebyshev
de degré n est noté T,, et est défini dans Uintervalle [—1,1] par la formule :

T.(z) = cos (n cos ()

En dépit des apparences, cette formule donne bien un polynome. La famille
T, peut étre définie par les formules de récurrence :

To(x) =1
Tnti(z) = 22Th(z) — Th-1(z)

Les polynémes de Chebyshev constituent une base polynomiale orthogo-
nale par rapport au produit scalaire:

[ et
-1V 1-— $2

Il y a également une version analogue discréte de ce produit scalaire :

m 0 i# g
D Ti(wr)Ti(zp) =4 m/2 i=j#0 (6.14)
k=1 m 1=7=0

_1
oules zp (k= 1...m) sont les m zéros du polynéome T}, (xx = cos (W(kn 2)>).
Cette formule conduit au théoréme suivant :

Théoréme 8 Soit f(z) une fonction arbitraire définie sur l'intervalle [—1,1].
On définit les N coefficients ¢; (1 =0...N —1) par:

Alors, la formule d’approximation

| N
f(z) = —50+ chTk(x) (6.15)
k=1

est exacte pour les © égaur auz N zéros de Tn(z).

Pour N fixé, I’équation 6.15 fournit une approximation polyndmiale de f.
Une fois que l'on a calculé un tel ensemble de coefficients ¢;, il est facile
d’évaluer le polynéme en un point & l'aide de la formule de la récurrence de
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Clenshaw|88|. De méme, la dérivée de ’approximation peut étre obtenue trés
simplement. Si les ¢} sont les coefficients de Chebyshev de la dérivée, on a:

! _ ! _
Cm = Cp—1 =

Ci1 c;+1+2cip0uri:m—1...1

Ce qui rend la méthode d’approximation basée sur le théoréme 8 parti-
culiérement attrayante, c’est la possibilité qu’on a de tronquer la somme qui
apparait dans I’équation 6.15 & un ordre m < N. Cette opération donne un
polynéme de degré m qui est trés peu différent du polyndéme minimax qui
approxime les données. Ce polynéme minimax est défini comme le polynome
de degré donné qui minimise ’erreur maximum entre le modéle et les points
de données. Cette minimisation de l'erreur maximum est une propriété in-
téressante car elle ressemble singuliérement a la notion mathématique de
convergence uniforme qui présente un grand intérét lorsqu’il s’agit de déri-
vation. Il existe un algorithme pour le calcul de ce polynéme minimax (1’al-
gorithme de Remez), mais il est trés couteux. Papadopoulo conserve donc
I’approximation rapide basée sur les polynémes de Chebyshev dans la me-
sure ou les résultats obtenus par les deux méthodes sont trés similaires. Une
autre maniére de voir ’opération de troncature est de remarquer qu’il existe
une relation trés étroite entre les polyndémes de Chebyshev et la transformée
de Fourier discréte. Garder les coefficients de faible degré (jusqu’a la borne
m) équivaut & lisser les composantes de haute fréquence.

Ces arguments constituent la raison principale pour laquelle Papadopoulo
utilise cette méthode plutot qu’une autre technique de filtrage standard.
Parmi ses autres motivations, qui sont aussi les notres, il y a aussi le fait
que cette méthode est capable de travailler avec des échantillonnages non
uniformes.

En pratique, en chaque point de la courbe, nous calculons un approxima-
tion locale basée sur le point en question et sur un certain nombre de points
voisins. De 14, nous extrayons les dérivées nécessaires.

6.4.3 Résultats

Nous avons testé notre méthode sur des images de synthése de courbes
planes ainsi que sur des images réelles de courbes connues. A chaque fois,
la courbure affine obtenue est comparée a la courbure théorique et a celle
donnée par une méthode directe utilisant les dérivées du quatriéme ordre
(Plusieurs méthodes ont été testées. La moins imprécise s’est révélée étre
'utilisation des polynoémes de Chebyshev comme dans [81]).

Le gain d’un ordre de dérivation est évident: voir figures 6.4, 6.5, 6.6 et
6.7.
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F1G. 6.8 — Quatre courbes planes. Quelques unes des différentes vues utilisées
dans notre expérience de reconnaissance. Au centre, la vue de face.
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6.4.4 Application

Dans cette section, nous étudions une utilisation de la courbure affine &
des fins de reconnaissance.

Deux vues différentes d’une courbe plane tridimensionnelle sont reliées
par une transformation projective (homographie). Leurs courbures projec-
tives sont donc égales (voir [11]). Toutefois, si les observateurs sont suffi-
samment loin de la courbe et proches 'un de 'autre, ’homographie peut
étre approximée par une transformation affine. En conséquence de quoi, les
courbures affines sont presque égales. En fait, elles ne sont que presque pro-
portionnelles puisque la courbure n’est qu’un invariant relatif pour le groupe
affine propre. Toutefois, ayant remarqué plus haut que le calcul de 'abscisse
curviligne affine était possible avec le méme ordre de précision, nous pouvons
considérer 'invariant absolu obtenu en multipliant la courbure par le carré
du périmetre affine P, . Nous utilisons donc une courbure affine normalisée

[

= Pfffu avec Py = fds

Nous avons testé cette idée sur le probléme suivant: soient quatre courbes
planes fermées et convexes, observées depuis un grand nombre de point de
vue différents, pouvons nous utiliser la courbure affine normalisée pour re-
connaitre ces courbes indépendemment du point de vue?

Un certain nombre de vues des quatre courbes sont générées (voir fi-
gure 6.8). Noter que les objets ne sont pas trés éloignés et que les points
de vue ne sont pas trés rapprochés, poussant ainsi a ses limites ’hypothese
d’approximation des homographies par des transformations affines).

Pour une courbe C; (1 < ¢ < 4) sur une vue v, la courbure affine
normalisée fif est calculée en tant que fonction d’une abscisse curviligne
affine normalisée 5 = s/P,ry (0 < 5 < 1) (figure 6.9). Nous considérons
ensuite la distance entre fif et la courbure de chaque courbe j de la vue de
face v/ en ajustant au mieux les courbures par une translation §p:

& = min [ (G~ 50) — & (9)7ds]

Soient quatre points {M;} de R? représentant les quatre courbes (par
exemple les quatre coins d’un carré). Le barycentre des {M;} affectés des
coefficients respectifs 1 /dfj montre de quelle courbe de la vue de face la
courbe C; est la plus proche selon notre critére de reconnaissance et combien
la reconnaissance est fiable.

Cette méthode s’est révélée toujours reconnaitre quelle courbe de la vue
de face était effectivement observée depuis un autre point de vue (figure
6.10).
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6.5 Conclusion et remarques

Nous avons montré comment le gain d’un ordre de dérivation di au re-
cours a l’espace d’échelle affine conduisait & un calcul de la courbure affine
suffisamment précis pour effectuer des téaches telles que la reconnaissance
des formes. La courbure affine peut aussi étre utilisée avantageusement pour
aider 'appariement en stéréovision, 14 ou la courbure euclidienne est encore
utilisée comme une approximation (médiocre) de la courbure projective (cf
91]).

Nous étudions actuellement ’extension de notre méthode aux courbes
non convexes ou non fermeées, ce qui ne semble pas poser de probléme majeur.
La difficulté principale reste entiére: comment calculer des invariants projec-
tifs locaux tels que la courbure projective. A partir de I’évolution temporelle
de la courbure affine d’une courbe soumise & 1’équation de la chaleur pro-
jective (que nous ne donnons pas au chapitre 5 mais que le lecteur trouvera
dans [31]) et en profitant du gain d’un ordre de dérivation sur le calcul de la
courbure affine, nous pourrions envisager un calcul de la courbure projective
avec cing ordres de dérivation au lieu de sept. Mais le défi reste entier: nous
ne savons aujourd’hui ni implémenter 1’équation de la chaleur projective,
ni calculer convenablement la dérivée cinquiéme d’une quantité géométrique
extraite d’une image numérique. L’estimation de dérivées d’ordres supérieur
est en effet difficile, méme si le probléme a déja été abordé et si un certain
nombre de solutions existent déja. Voir a ce sujet les travaux de Koenderink,
Florack et al. (par FFT [41]), Weiss (filtres d’ordre supérieur [113|) et ceux
de Deriche (approximation par filtres récursifs [19]).
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Fi1G. 6.9 — Les courbures affines obtenues pour les quatre courbes vues sous
différents angles. En gras, la courbure de la vue de face.
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curve classification

1.107 , . . .
1 g -
3 o
0 ¢ .
-0.1381 . . ,
-0.1525 0 1

F1G. 6.10 — Les résultats de la classification. Les points [0,0],[1,0],[0, 1] et
[1,1] représentent les quatre courbes de la vue de face. Toutes les courbes
sont reconnues.
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Chapitre 7

Conclusion

Nous arrivons au terme de ces quelques tentatives de l'utilisation en vi-
sion par ordinateur des EDP, des évolutions de courbes et de surfaces et des
espaces d’échelle. S’il nous fallait retenir quelque chose, ce serait évidem-
ment que ’étude des sujets purs que sont les flots géométriques intrinséques
ne fait que commencer: le cas projectif plan et les cas euclidien, affine et pro-
jectif tridimensionnels des courbes et des surfaces sont encore insuffisamment
explorés.

Mais il nous faut aussi entrevoir les applications de 1’utilisation de la
théorie des évolutions de surfaces en stéréovision. Se pencher sur ces appli-
cations est trés tentant: du fait de l'intérét des applications en question mais
aussi pour confronter notre méthode & des problémes réels. Les perspectives
sont nombreuses...

Parmi les travaux futurs, les voies qui s’ouvrent & nous ou plus simple-
ment les points que nous n’avons pas eu le temps d’éclaircir ou que nous
n’avons pas réussi a résoudre, nous citerons donc:

— A propos de la courbure affine:
— Etendre la méthode aux courbes non fermées.
— Trouver un moyen direct de calculer la courbure affine d’une
courbe plane, sans avoir & procéder en plusieurs phases.
— A propos des évolutions invariantes projective plane et euclidienne,
affine ou projective des courbes gauches:

— Comment les simuler numériquement? Comment surmonter le
trop grand ordre de dérivation dans le cas projectif plan et les
problémes de la codimension 2 pour les courbes gauches?

— Quid de l’existence ou de 'unicité des solutions?

— Quelles sont leurs propriétés? Disparition des courbes fermées?
Lissage?

— Définissent-elles un espace d’échelle? Quelle serait d’ailleurs I’axio-
matique d’un espace d’échelle pour une courbe gauche?



182 CHAPITRE 7. CONCLUSION

— A propos de la stéréovision par évolution de surface:

— Comment accélérer le processus de reconstruction? Quelles sont
les points de la méthode actuelle qui sont indispensables et ceux
qui sont superflus?

— Que peut donner une implémentation basée sur une approche py-
ramidale raffinant la précision en espace progressivement et peut
étre méme de fagon adaptative aux abords des objets? Outre la ra-
pidité, une telle approche devrait supprimer d’éventuels problémes
d’optima locaux dans le cas d’images dégradées ou d’objets peu
texturés.

— Se confronter davantage au réel.

— Que peut-on encore dire quand les caméras ne sont pas calibrées?
Ce probléme essentiel si I’on veut pouvoir travailler sur des images
quelconques.

Pour finir sur une considération méthodologique, nous pensons que c’est
en travaillant dans cadre mathématiques ou conceptuels aussi bien défini que
ceux du calcul variationnel ou de la théorie des EDP, dans lesquels existent
les outils nécessaires a la preuve de la correction des algorithmes, que nous
serons capables de hisser la vision par ordinateur & un niveau de prédictibilité
tel qu’elle pourra étre utilisée de facon fiable dans des applications réelles et
interfacée avec d’autre composants au sein de systémes complexes.

Enfin, il n’est pas possible de terminer cette courte conclusion sans sou-
ligner le plaisir que m’ont apporté des recherches dans ce domaine, ’enthou-
siasme que j’ai eu a les mener et combien est passionnant le pari consistant
a essayer d'immiter, méme partiellement, la vision animale, phénoméne non
artificiel s’il en est!
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Annexe A

Stéréovision: preuves et calculs

A.1 Preuve des lemmes 2 et 3

Nous prouvons d’abord le lemme 2:
Lemme 2 Les dérivées partielles (I, Io)s et | I | k = 1,2 sont données
par les formules:

Om Om
(I, I2)f = a—fl (VI Ip) + a—fZ (11, V1)
8mk
RN A(VIg, Iy) k=1,2

of

Preuve:
A partir de la définition, nous pouvons voir que les dérivées de (Iy, I3) sont
données par:

(I, I2) 5 :/*(le(ml +m) - 88—? - %—?(ml))(fz(mz +m) — Ia(mg))dm
+ /*(Il(ml + m) — I_l(ml))(VIQ(TTLQ + m) . 88—1'1;‘2 — 88—?(7712))(1’771,

(A1)

tandis que la dérivée de | I | k = 1,2 peut étre obtenue facilement & partir
de celle de | I |*:

11 el [ (FhGmg 4+ m) - 52— Sy

(I (my +m) — I(my,))dm
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Il n’est pas nécessaire de calculer les dérivées %—? k = 1,2 puisque qu’elles
s’annulent sous les intégrales. Par exemple:

Tf(mk)(fk(mk +m) — I(my))dm
= S om) [ (ttms+-m) ~ Tl =0

Cette derniére remarque nous permet de réécrire (A.1) et (A.2) de fagon plus
simple:

(I, I); = 8“‘1 /wl (my + m) (I (ma + m) — Ty(ms))dm

am ; B (A.3)
+6—f2 (I1(m1 +m) — I1(m1))VI2(ma +m)dm
0
|| - | I | = mk /wk my, + m) "

(I (mg +m) — Tp(my))dm k= 1,2

Ce sont les expressions du lemme 2.
O

Nous prouvons maintenant le lemme 3:
Lemme 3 Les dérivées partielles (I1,I2)y and | I |; sont données par les
formules suivantes:

om 0
(I, Iz) 5 = 8f (VI, I) + ;?2 (I, VI)
+/ (I; (m1 +m) — I (m1))VI2(ma + Am)" A pmdm
0
L1 B =" (V1)
+ / (Iz(mg + Am) — Iy(mg))VIz(ma + Am)T A ymdm
Preuve:

Tout comme pour le lemme 2, il n’est pas nécessaire ce calculer les dérivées
de Iy, k =1,2 par rapport a f.
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Un calcul similaire a celui qui a conduit & (A.3) donne:

8(%}12> - 65}11 . /*Vll(ml +m)(I2(mg + Am) — To(mg))dm
—|—/ (Il(ml + m) _I_l(ml))
VIy(mg + Am)T(aa—][rf12 + %—?m)dm

d’ott on obtient immédiatement (3.14). Nous avons aussi besoin de:

(91’112 O0A

| L |- |12 = /*(-72(m2+Am)—I_2(m2))V12(m2+Am)T(6—f+Wm)dm

qui devient (3.15) ou nous avons écrit:

<VIQ, IQ> = /* Vfg(mg + Am)(IQ(mQ + Am) — I_g(mg))dm

A.2 Preuve du théoréme 5

Théoréme 5 Sous les condition de régularité faites pour la fonction @ et
pour la surface S, la composante des équations d’Euler-Lagrange du critére
(8.23) le long de la normale a la surface est le produit de h par une quantité
intrinséque, c’est-a-dire ne dépendant pas de la paramétrisation (v,w). En
outre, cette composante est égale a:

h(q)xN — 2H((I) — (I)YN) + T?"ace(((I)xy)Ts + dN o ((I)YY)TS))

ot toutes les quantité sont évaluées au point S de la surface, de normale N.
Ts est le plan tangent o la surface au point S. dN est la différentielle de
la carte de Gauss de la surface, H sa courbure moyenne, ®xy et Pyy les
dérivées d’ordre deur de @, (Pxy)rs et (Pyy)rs leur restrictions au plan
tangent Ts.
Preuve:
Sans perte de généralité, nous supposons pour simplifier que la paramétrisa-
tion de S est orthogonale, c’est-a-dire que S, - S,, = 0.

Ecrivons (S, Sy, Sy) pour A(S,, S,)®(S, N) avec

h(Sy, Sw) =| Sy X Sy |
S, X Sy

N =
h
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Les équations d’Euler-Lagrange du critére d’erreur (3.23) peuvent s’écrire

d d
Ys = s, = o Ys,
Puisque h ne dépend pas de S, nous avons g = h®Pg et
’l,bsv = q)hsv + h@yNSU

ainsi qu’une expression similaire pour s, . Nous prouvons d’abord le lemme

intermédiaire suivant:

Lemme 31 Les dérivées de h par rapport a S, et & S,, sont données par:
2 2

_ [ Su] _ 1Sy

h
S h

Preuve : Nous utilisons pour cela le fait que h? =| S, x S,, |2. Il s’en suit
que
hhs, = (Sy X Su)" (Sy X Su)s,

Il est par ailleurs aisé de vérifier que (x X y)x = —[y]|«x par tous vecteurs x
et y de R3. Il en découle le résultat suivant:

hhs, = —(Sy X Suw)T [Sw]x

Or, la matrice [Sy,]x est antisymétrique, et donc —[Sy]x = [Sw]%. Dot il
vient que:

hhs, = [[Sw]x (Sy x Sw)]T
Le vecteur entre crochets est:
Sw X (Sy x Sy) =| Sw > Sy — (Sy - Sw)Sw
Le résultat final découle de ’hypothése que la parameétrisation est orthogo-
nale. O

Attaquons nous maintenant au calcul de Ng, et de Ng, . Nous avons le
lemme suivant:

Lemme 32 Les dérivées de N par rapport a S, et a S,, sont données par:

1 1
Ns, = —EhngN Ng, = —ﬁhngT (A.6)
Preuve : Par définition, nous avons
1 1
NSU = E(SU X Sw)Sv — ﬁ(sv X Sw)hsv

En remplagant dans cette expression (S, X Sy )s, et hg, par leurs valeurs,
nous obtenons

1 | Sw [

Ns, = =2 [Su]x = 55 (Sy S.)ST

v
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et de maniére similaire pour Ng,:

1 S, 7
NSw = E[SU]X - h3

Par un jeu de réécriture, nous avons:

(Sy x Sy,)8T

(Sy x Sw)szj; = _([Sw]xsv)sg = _[Sw]X(SvST)

v

De méme:

(Sy x Sw)sg = [SU]X(Swsg)

En remplacant dans Ng, et dans Ng,_, nous trouvons

1 Sw 2
Ns, = —+[Sul« (I - | h2| S»S7)
1 S, |?
Ns, = 115, (- Bels,s1)
A partir du fait que h? =| S, |?| Sy |?, le terme I — |S;1“2‘2SwS£ peut s’écrire
comme )
———(S,SI— S, PI
5 ESST- 18, 1D

Mais S,S7— | S, |? I est égal & [S,]%, d’oil la nouvelle expression pour Ng, :

1
Ng = ———[Su]|«[Su]?
S, h|SU |2[ ]X[ ]X

Comme la paramétrisation est orthogonale, nous pouvons trouver une
forme plus simple pour [Sy]x[Sy]%- En effet, nous avons:

Sw X (Sy X (Sy X x)) = —(x, Sy, Sw)Sy
pour tout vecteur x de R3. Et donc
[Sw]X[Sv]i = —8,(8, x Sw)T

En combinant ceci avec les équations (A.5), le résultat tombe pour Ng, et
des calculs similaires aboutissent au résultat pour Ng,. [

Revenons a notre but initial: nous avons maintenant découvert que
s, = Phg, — dyhs NT

et
Ps, = Phg, — Pyh§ N

expressions dans lesquelles nous encourageons le lecteur & s’assurer qu’il est
d’accord avec les dimensions des différentes matrices qui apparaissent dans
ces deux expressions.
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. . d d . N
Nous d.e\./ons desorn.nals calculer 7-vs, + 7-1s,,. En z.ipphquant la régle
de composition des dérivées, nous obtenons les termes suivants:

d d
d(—h —h
(5hs0 + 2 —hs.,)
+®x(Syhs, + Swhs,,)
d d
+@y[Nyhs, + Nuhs, — hs, Ny — hg, N, — (%h‘Sv + %hsw)TNT]

—(Sfoxyh, + SL@xyhs, + NI @yyh + NL@yyhs )NT
(A7)

Souvenons nous que nous ne sommes intéressés que par les composantes
termes suivant la normale N. Cela nous permet d’éliminer un certain nombre
de termes, grace au lemme suivant:

Lemme 33 Dans l’équation (A.7), le terme suivant appartient au plan tan-
gent et pourra donc étre éliminé:

®x(Syhs, + Swhs,) + ©y[Nyhs, + Nyhs, —h§ NI — h§ NI

Preuve : En effet, &y N, et ®xS, (resp. DyN,, et PxS,,) sont des scalaires
et hg, (resp. hg,) est dans le plan tangent S d’aprés (A.5). De maniére
similaire ®y hgv (resp. (I)thw) est un scalaire et N, (resp. Ny,) est la dérivée
du vecteur unitaire N et est donc orthogonal & N, c’est-a-dire dans le plan
tangent. [

Nous étudions maintenant le vecteur (fil—vhsv + g—whsw)T et montrons qu’il
est dirigé le long de la normale N a la surface.

Lemme 34 Le vecteur (%hsv —I—g—whsw)T est dans la direction de la normale
N a la surface. Sa composante dans cette direction est égale o 2hH, ou H
est la courbure moyenne de la surface.

Preuve : Calculons d’abord la composante normale. D’aprés les équations
(A.5), nous avons

d 7 |Suw|? d |Sw|?
%hsv_ h S”"+d( h Sy
d T_|Sv|2 d |Sv|2
dwse = Swet o ()8

En en prenant le produit scalaire avec la normale N, et en utilisant le fait
que h? =| S, |?| Sy |? nous obtenons:

d d
—hs, + —hs,)" - N = h(

( va N Sww N
dv dw

=2hH
S, TS, )

comme montré en annexe A .4.
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Considérons la composante de notre vecteur (%hs, + %+hg, )" dans le
plan tangent a la surface. Il est la somme de quatre contributions. Les termes
%(‘S,";F)SU, g—w(lsﬁlz)sw et les projections de |S}1”‘ZSUU et de |S,’;|2 Sww sur le
plan tangent, qui sont données par, étant donné que S, et S,, sont orthogo-

naux:

|Sw|Zva'Su |Sw|ZSuu'Sw
Sy Sw,
OIS P T 8P
et
|Sv|2sww'sv |Sv|2sww'sw
S S
hIS T h 8,

Utilisons les notations de I'annexe (A.4) et posons E =| S, |2 et G =]|
Sw |2. La composante suivant S,, vaut:

G.1 G 1

—)2 ————(Syv - S
((E)Z)’U_'_E\/m( VU ’U)+
Or, nous avons S-S, = %EU et, parce que S-Sy, = 0, Syw'Sy = —Spw Sy =
—%GU. En remplacant dans ’expression précédente, nous trouvons:

EGUE—GEU(Q)_%JFE GE, 1 G, _
2 E? E 2EVEG 2VEG

Ceci peut aussi étre vérifié pour la composante suivant S,,. [

Considérons maintenant le terme contenant ®xy dansl’équation (A.7). Nous
prouvons le lemme suivant:

Lemme 35 Le terme Sf@xyhgv + Sg@xyhgw est égal au produit de h par
la trace de la restriction ¢ Ts de la carte linéaire R? — R3 définie par
dxv.

Preuve : Remplagons simplement hg, et hg, par leurs valeurs (A.5). Nous
obtenons:

SIoxyhs, + SLoxyh, = h(t1Pxyts + taPxyts)

En introduisant les deux vecteurs unitaires t; = é—”| and ty = % qui

forment une base orthonormée de T, nous obtenons le résultat. [

Regardons ensuite le terme contenant ®yy dans I’équation (A.7). Nous prou-
vons la proposition suivante:

Proposition 1 L’expression fol)yyhgv -l—Ng(I)Yyhgw est égale au produit
de h par la trace du produit de composition de la différentielle dN de la carte
de Gauss de la surface S par la restriction aw plan tangent Ts a la surface
de l’endomorphisme défini par le Hessien ®yy de .
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Preuve : Utilisant & nouveau les notations de ’annexe A.4, nous exprimons
N, et Ny, qui sont dans le plan tangent & S, comme combinaisons linéaires
de S, et Sy:

e f
_N’U: S'U Sw
S, 2 s,
f g
—N,, = S S
TS, s, Y

En remplagant N, et N, par ces valeurs et hg, et hs, par leur valeur
dans les équations (A.5), et en prenant & nouveau en compte le fait que
h? =| S, |?| Sw |?, nous obtenons I'expression suivante:

2
S SThyyS, + — STdyyS,]

(&
| Sy [ Suw [27° | Sw [+

_h[|SU ¥

SToyyS, +
En utilisant les vecteurs t; et to définis dans le lemme précédent, nous ob-
tenons le terme entre les crochets:

e

E

9

Gtgéyytg

2
t{@yytl + %tg@yytl +
En considérant les deux matrices symétriques

B:[% é] c:[t?@wtl 6 Pyt
% % tg@YYt1 tg¢YYt2 ’

nous vérifions que notre expression est la trace du produit BC. La matrice
C représente la restriction de I’endomorphisme défini par le Hessien ®yy de
® au plan tangent & la surface exprimé dans la base orthonormée t;, to de
ce plan. La matrice B représente la différentielle de la carte de Gauss de la
surface S exprimée dans cette méme base. U

Si nous réunissons les résultats des lemmes 33, 34 et de la proposition 1, nous
obtenons la preuve du théoréme 5.

A.3 Calcul de dérivées q)s, (I)N, q)SN et (I)NN

Nous calculons dans cette annexe les ingrédients nécessaires a l'applica-
tion du théoréme 5 dans notre cas. Comme il I’est montré dans la section
3.4, il suffit de se restreindre au calcul d’'un des ®;;, mettons ®12 que nous
appellerons ®. C’est une fonction du point S = (S!, §2, §3) de la surface
par l'intermédiaire des pixels correspondants m; et mgy et de la matrice A
induite par le plan tangent au point S, et de la normale unitaire N & la
surface en ce point, par I'intermédiaire de la matrice A. En effet, I’équation
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(3.9) tient toujours et les équations (3.17) définissant K peuvent s’écrire en
termes de S et de N:

d=-S-N
T =R"t (A.8)
N = (N17 N27 N3)

Les dérivées de K par rapport & S et IN sont alors relativement simples:

Kg =dgiRT = —N;,RT

Ky, =dy,R" — TN}, = -S'R" —[0 T 0] (4.9)

En utilisant 'expression (3.19) donnant ’approximation affine A de ’homo-

graphie K, nous pouvons calculer Ag, An et ANN, quantités nécessaires au

calcul de la relation (3.24). Ces entités sont des tenseurs dont nous n’avons

en fait pas besoin pour des raisons qui deviendront claires par la suite.
Nous présentons les résultats sous la forme d’une série de lemmes.

Lemme 36 Le vecteur ligne ®g se calcule a partir des quantités suivantes:

om om
. T 1 T 2
(Il, I2>S —(VIl, IQ> —88 + <Il, VIQ) —68

+ /*(Il (m1 4+ m) — I, (m1))VIz(my + Am)’ (Am)sdm

81’112 T

BE
+ / " (Bo(ms + Am) — Ty(m»))V s (ms + Am)T (Am)sdm

| Iz |- [ Iz [s=(V 12, I2)

Preuve : Il s’agit juste d’appliquer le régle de composition des dérivées aux
deéfinitions de (Iy, I) et de | It |, k = 1,2. Notez que %, k=1,2, est une
matrice 2 X 3 et que (Am)g est la matrice 2x 3 [Agim, Agom, Agam]. O
Un résultat similaire est obtenu pour @, ainsi que nous ’écrivons dans le
lemme suivant:

Lemme 37 Le vecteur ligne ®n se calcule a partir de la quantité suivante:
*
(Il, I2>N = / (Il(ml + m) - Il(ml))VIQ(TTLQ + Am)T(Am)Ndm

Preuve : Ici encore, il s’agit simplement d’appliquer la régle de composition
de dérivées. Notez aussi que (Am)y est le vecteur 2x3 [Ay, m, Ay, m, Ay, m].
O
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Pour la matrice ®gn ou Pxy, nous avons le lemme suivant:
Lemme 38 La matrice PgN se calcule & partir des quantités suivantes:
81’111

(Il, I2>SN = 8—8 VIl (m1 + m)VI2T(m2 + Am) (Am)Ndm

oL " *
- g (m1) / VIL (my + Am)(Am)ndm

+ /*(Il(ml + m) — I_l(ml))
[Am)LHy, (Am)N + VIZ Agnm]dm

[A
8[ Om
= /VIl ml—i—m)dma—s1

Preuve : Idem. La quantité (Am)iHz,(Am)y est la matrice 3 x 3 égale a
[mTAgiHI2ANj m] et la quantité VI Agnym, qui est une matrice 3 x 3, vaut
[VIFAg, ~;m]. Notez bien que VI3 et Hy, sont évalués au pixel mz + Am.
O

Enfin, pour le Hessien ®nN ou @yy, nous obtenons le résultat suivant:
Lemme 39 La matrice symétrique 3 X 3 ®yy peut étre calculée a partir
l’expression suivante:

(I, Lh)nn = /*(Il(ml +m) — I (m1))
[(Am)LH7, (Am)x + VI Annm] dm

Preuve : Idem. La quantit¢ (Axm) Hj,(Axm) est la matrice symé-
trique 3 x 3 [m TAT H;, Ay, m]. C’est une matrice symétrique parce que si
nous transposons sont 17M€ élément, nous obtenons mTAJJC,j Hz A n;m qui,
parce que le Hessien Hj, est symétrique, est aussi égal au 73°™° terme. De
méme, VII ANnm est la matrice symétrique 3 x 3 dont le 45°™¢ élément est
VI2T A, N;m. Elle est symétrique a cause de 1'égalité de Schwarz (A y;, N; =

ANJ,NZ,). Notez aussi que VIy et Hy, sont évalués au pixel mg + Am. [

A.4 Géométrie différentielle des surfaces

Nous utilisons les notations de [25]. Soit U un ensemble ouvert de R?
et S : U — § une paramétrisation de la surface S. Les vecteurs S,
et Sy générent le plan tangent T (S) au point M de S. La premiére forme
fondamentale de S au point M est la forme quadratique I, définie sur T/ (S)
par la matrice symétrique 2 x 2:

[+
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La normale unitaire au point M est N = 1SS et définit une application
de S vers la sphére unité, appelée carte de Gauss. La différentielle de cette
application est une application linéaire de T);(S) dans le plan tangent a la
sphére unité au point N. Puisque ce plan est paralléle a T/ (S) par construc-
tion, nous nous représentons cette application linéaire comme de T (S) dans
T (S). Les propriétés intrinséques de second ordre de la surface au point M,
telle que les directions principales et les courbures principales s’obtiennent a
partir de cette application linéaire exprimée dans la base S, S,, de Ty (S).
La matrice 2 x 2 B = [b;;], 4, = 1,2 est donnée par les équations de Wein-
garten:

F—eG F—fQ
b1 = ég_pa bio = 7%0_122

bo1 = 2%:’;% boa = éFG:%E;
avec

e=—-N,-S,

f__Nw'Sv—_Nv Sw

g = _Nw Sw

Les courbures principales ki et ko sont les valeurs propres de la matrice B
et on montre facilement que la courbure moyenne H = %(kl + ko) est égale
a
— leG —2fF +gFE

2 EG-F?
qui se réduit a %(% + %) quand la paramétrisation est orthogonale, c’est-a-
dire F' = 0.
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