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Titre: Méthodes numériques pour les équations de maxwell instation-
naires en milieu hétérogene

Résumé

La premieére partie de ce travail est consacrée a la démonstration d’un théoreme d’existence
et d’unicité de la solution du systeme de Maxwell dans le cas général, ou les coefficients
sont des tenseurs symétriques définis positifs, qui dépendent d’une facon non réguliere de
la variable d’espace. Dans ces conditions, le milieu de propagation pourrait étre aussi bien
isotrope qu’anistrope. Dans la seconde partie, nous nous sommes intéressés a 1’étude et au
développement de plusieurs méthodes numériques dans un domaine isotrope ot les coeffi-
cients peuvent étre discontinus; nous avons étudié deux méthodes de type volumes finis,
une basée sur un calcul de flux décentrés, et 'autre basée sur un calcul de flux centrés.
Nous avons également adapté une méthode d’éléments finis dite Galerkin Discontinue, et
enfin une méthode hybride volumes finis / différences finies avec une étude de stabilité de
cette derniére. Pour des raisons géométriques, nous avons chosi les éléments du maillage
comme volumes d’intégration. De nombreuses validations et comparaisons numériques ont
montré que ces méthodes sont bien adaptées au cas hétérogene. Néanmoins, il semble que
la méthode volumes finis avec flux centrés et une discrétisation temporelle de type saute-
mouton est la plus optimale en terme de compromis entre la qualité des résultats et le
cotit en temps de calcul.

Mots clés: électromagnétisme - existence - unicité - volumes finis - Galerkin Discontinue
- hybride - stabilité.

Title: Numerical Methods for Solving Maxwell’s Equations in Heterogeneous
Media

Abstract

The first part of this work is devoted to the derivation of the existence and uniqueness
of the solution of Maxwell’s system when the parmeability and the permittivity matrix
belong to L are symetric, positive definite. In the second part, we develop and study
several numerical methods for Maxwell’s system in isotropic and heterogeneous media;
we developed two types of finite volume methods, the first one is based on an upwind
scheme in space discretization, and the second one is based on a centered flux formula. We
have also extend a finite element method called Discontinuous Galerkin method to solve
our problem, and lastly we construct a hybrid finite volume / finite difference scheme
and a stability analysis is presented. Several numerical experiments and comparisons are
performed, and we deduce that these methods are well suited for solving Maxwell’s system
in an heterogeneous medium. However, the finite volume method which uses centred flux



and leapfrog scheme for time discretization seems to be the most appropriate method to
obtain the better compromise between the quality of the solution and the CPU time.
key words: electromagnetism - existence - uniqueness - finite volumes - Discontinuous
Galerkin - hybrid - stability.
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Chapitre 1

Introduction générale



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

Le concept d’onde est né de l'observation de la propagation des ondes (vagues) a la
surface de ’eau. Par la suite, cette notion s’est également appliquée a d’autres phénomenes
physiques, tel que le son, les ondes de compression et d’oscillation comme les ondes sis-
miques, et I'exemple qui nous intéresse ici est celui de la propagation des ondes électromagnétiques
comme la lumiére dans un milieu qui n’est pas nécessairement le vide. La modélisation
mathématique de ces phénomenes a connu une évolution importante depuis les représentations
géométriques de Christiaan Huygens dans son traité de la lumiére (1690), jusqu’aux
équations aux dérivées partielles de Maxwell (1873), ce modele a rajouté la dimension en
temps par rapport a ses prédécesseurs.

L’électromagnétisme porte sur la notion de champ électromagnétique qui est définie a
l’aide de deux vecteurs E et B appelés respectivement champ électrique et induction
magnétique. Ainsi, la force (dite force de Lorentz) qui s’exerce sur une charge q, de vi-
tesse v est donnée par F = q(E+v x B).

La propagation du champ électrique dans un matériau tel qu’un diélectrique est ca-
ractérisée par la création d’un autre champ qui vient s’ajouter au champ appliqué au
départ. On dit que le milieu se polarise. Ce champ est appelé polarisation du milieu, on
le note par P. On introduit un nouveau champ D appelé le déplacement électrique défini
par:

D=¢gE+P,

ol la quantité g est appelée la permittivité du vide. Dans le cas de présence de charges
électriques, de densité volumique p, on a la loi dite de Gauss suivante: ¢,divE = p. On

distingue deux distributions de charges, I'une extérieure et ’autre intérieure :

P = Pex + Pin-

Dans le cas de neutralité globale, on a la propriété suivante: divP = —p;,, ce qui nous
donne une relation entre le déplacement électrique et la charge extérieure :

divD = pe,.

%) . -
La loi de conservation de la charge est donnée par: 9 _ —divd, et en particulier

ot
17} ) .
Pez _ —divJex. Ou J (respectivement Jex) représente le courant électrique (courant

électrique extérieur) du milieu. Les milieux dits linéaires sont caractérisés par une relation
linéaire entre la polarisation volumique P et le champ électrique E; P = y X g9 E. Ou y,
appelé susceptibilité diélectrique, ne dépend pas de E.

Nous nous proposons d’étudier les phénomenes électromagnétiques dans un milieu linéaire,
isotrope, et hétérogene, tels que les diélectriques, et ol les dimensions caractéristiques des
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objets ainsi considérés sont de l'ordre de grandeur des longueurs d’onde. Nous devons
considérer divers points essentiels dans la résolution du systéme de Maxwell, dont la re-
cherche de schémas robustes qui permettent d’obtenir des solutions tres précises, et qui
tiennent compte de la géométrie du domaine de calcul qui pourrait étre tres complexe.
Nous avons également a tenir compte des conditions de saut des champs a travers les
interfaces des matériaux composant le milieu, et le traitement des courants électriques.
Pour résoudre numériquement le systéme dans ces conditions, nous proposons différentes
méthodes numériques; des méthodes volumes finis, une méthode d’éléments finis, et une
méthode hybride volumes finis/différences finies. L’avantage de ces méthodes est leur ca-
pacité & tenir compte des points cités ci-dessus.

Méthodes numériques pour ’électromagnétisme

Nous résumons ici les différentes méthodes numériques utilisées dans la littérature
pour résoudre les équations de Maxwell. Nous distinguons tout d’abord deux types de
problemes: les problemes temporels ou le temps est considéré comme une variable, c’est
ce qu’on appelle les problemes d’évolution ou transitoires, et les problemes en fréquence,
ou le temps n’intervient que par 'intermédiaire de la fréquence de la source (donc comme
parametre), ainsi la solution recherchée est en fonction des variables en espace et périodique
en temps, ce sont des solutions harmoniques en temps. La modélisation mathématique de
ces deux types de problemes est tres différente, et le passage d’un modeéle a autre n’est
pas toujours facile & justifier, notamment dans le cas ou les coefficients sont discontinus.
Par conséquent on distingue deux familles de méthodes numériques adaptées a chaque
modele:

Méthodes numériques pour les problemes fréquentiels :

Nous avons parmi les méthodes numériques pour les problemes en fréquence, des
méthodes de décomposition de domaine, ot I'idée de base est de décomposer le domaine
de calcul en sous-domaines disjoints, et de résoudre des sous problemes sur chacun de ces
sous-domaines. La jonction entre les interfaces des sous-domaines se fait d’une maniere
itérative. Ces méthodes permettent de résoudre par exemple ’équation de Helmholtz en
milieu hétérogene [4].

Nous avons également une méthode de type équations intégrales qui a pour but d’étendre
les équations intégrales classiques qui ont été développées pour résoudre des problemes
de diffraction par des obstacles réfléchissants au cas d’obstacles absorbants. Ceci se fait
a 'aide d’une condition aux limites de type impédance [6]. Il existe aussi une méthode
de discrétisation microlocale pour les équations intégrales. C’est une méthode qui résoud
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des problemes & hautes fréquences ou la matrice & inverser pour résoudre les problemes de
diffraction est presque creuse dans le sens ou certains termes de la matrice sont éliminés
car ils sont négligeables par rapport aux autres [35].

Méthodes numériques pour les problemes temporels:

Il existe dans la littérature des méthodes d’éléments finis d’ordre élevé avec condensa-
tion de masse. Ces méthodes sont adaptées aux problemes ot le rapport entre 'objet étudié
et la longueur d’onde est tres grand [34]. Nous avons également la méthode aux différences
finies développée par K.S.Yee [83], qui est basée sur un schéma décalé en temps et en es-
pace. Cette derniere a 'avantage d’étre peu coiiteuse et facile & implémenter, néanmoins
elle présente de sérieuses limites quant a son application a des géométries complexes.

Parmi les méthodes temporelles qui nous intéressent ici, nous avons les méthodes de vo-
lumes finis. L’attrait principal de ces derniéres pour résoudre numériquement un systéme
conservatif est leur grande tolérance vis-a-vis de la régularité du maillage et/ou des pa-
rametres de calcul (discontinuité des coefficients et/ou de la solution). A priori, le maillage
pourrait étre quelconque: de type élément fini conforme ou non, mono-élément (maillage
triangulaire en 2-D par exemple) ou multi-éléments (maillage hybride avec des triangles et
des quadrangles). Des résultats encourageants ont été obtenus depuis I'introduction de ces
méthodes au calcul numérique en électromagnétisme [76, 19]. Cependant la définition
du volume de controle la plus utilisée est le polygone centré au noeud, ce qui rend
l'indépendance de la méthode vis-a-vis du maillage toute relative. En particulier, le cal-
cul des gradients (qui est parfois nécessaire pour monter en précision) devient lourd et
cotteux dans le cas de maillages hybrides et la méthode n’est plus adaptée (méme sans
calcul de gradients) dans le cas de systemes linéaires & coefficients discontinus (cas des
équations de Maxwell en milieu linéaire hétérogene). Un autre choix de volumes finis a été
présenté par J.Durlofsky, S.Osher et B.Engquist [41] dans le cadre de la dynamique des
fluides. Ce choix a été motivé par une meilleure prise en compte des conditions aux limites.
Nous avons adopté ce choix pour résoudre les équations de Maxwell. Nous nous sommes
intéressés a deux types de méthodes de volumes finis, I'une basée sur un schéma décentré
en espace, et une discrétisation de type Runge-Kutta en temps (ce qui permet d’obte-
nir des schémas d’ordre élevé). Cette méthode permet de tenir compte des conditions de
transmission entre deux milieux différents en passant par un schéma de Godunov pour les
calculs de flux numériques, et de bien traiter les problémes avec des sources de courants
surfaciques (linéiques dans le cas bidimensionnel). Nous pouvons également appliquer un
bon procédé pour le calcul des gradients sans altérer la robustesse de la méthode dans
le cas hétérogene [70]. La deuxiéme méthode est basée sur un schéma centré en espace
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et un schéma de type saute-mouton en temps, son avantage est son cout relativement
faible comparé aux autres méthodes volumes finis, et ce schéma respecte également la
nature hétérogene du probleme. Une autre méthode qu’on appelle méthode de Galerkin
Discontinue nous parait bien adaptée a la résolution du systeme de Maxwell dans le cas
hétérogene. Cette méthode a été développée en particulier pour la mécanique des fluides
[32] par B.Cockburn et C.W.Shu, et nous I'avons adapté au systeme de Maxwell [71].
C’est une méthode d’éléments finis qui est basée sur un choix de bases locales qui nous
permet d’obtenir une matrice de masse locale facile & inverser (sans passer par des procédés
numériques). Le caractere local de la méthode donne lieu & un calcul de flux numérique
entre les éléments d’intégration ou les fonctions de bases sont définies. Pour ce faire, nous
avons utilisé un solveur de Riemann exact.

Parmi les méthodes les plus récentes se trouvent les méthodes hybrides. Ce sont des
schémas qui combinent deux méthodes afin d’avoir un rapport qualité/prix intéressant.
Nous étudions ici les méthodes qui combinent des schémas volumes finis et des schémas aux
différences. Ceci permet de résoudre le probleme dans la partie complexe de la géométrie
avec une méthode volumes finis, et dans la partie la plus réguliere avec une méthode aux
différences finies en Poccurence le schéma de Yee [83]. Des méthodes de ce type ont été
développées récemment (voir [84] et [85] par exemple). En général, tous ces schémas font
appel a une grille duale pour la partie non structurée ce qui complique la construction de
maillages en trois dimensions. Nous proposons d’utiliser ici une méthode de type volumes
finis ou tous les champs sont calculés aux meémes points. Cette formulation nous parait
mieux adaptée pour résoudre des problemes dans des milieux hétérogenes tout en relaxant
la contrainte sur le maillage. Nous utilisons pour la discrétisation spatiale des flux centrés
qui nous permettent d’obtenir un schéma peu diffusif. La discrétisation en temps est ob-
tenue par un schéma saute-mouton.

Le plan de cette these est organisé comme suit :

Dans le deuxieme chapitre, on présente les équations de Maxwell, ainsi que la formu-
lation conservative de cette derniere. On détaille également les aspects mathématiques de
ces équations, dont une démonstration de I'existence et de 'unicité de la solution dans le
cas général. Cette démonstration est basée sur le théoreme de Hille-Yosida.

Au chapitre trois, nous présentons une comparaison qualitative et quantitative entre deux
méthodes de volumes finis, dans le vide. La différence entre ces deux méthodes réside dans
le choix du volume de controle, ou le volume d’intégration. On verra que ce choix est
capital pour traiter des problemes divers comme le calcul d’un champ électromagnétique
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généré par un courant linéique, ou la diffration d’une onde par un matériau revétu. D’ou
notre choix pour une méthode volumes finis ot tous les degrés de liberté sont localisés aux
centres des éléments du maillage, on appelera cette méthode, la méthode volumes finis
centrés-éléments. Nous présentons également des résultats sur la convergence des schémas
volumes finis obtenus par plusieurs auteurs dont [43], [80], [51], et [65].

Dans le chapitre quatre, on présente I'extension de la méthode volumes finis centrés-
éléments au cas hétérogene, nous appliquons un schéma en espace qui tient compte du
caractere hétérogene du milieu, et une formulation spécifique du calcul du gradient de la
solution par volume de controle, afin d’obtenir un schéma d’ordre élevé.

Le chapitre cing expose une méthode d’éléments finis dite Galerkin Discontinue, pour
la résolution du systeme de Maxwell dans le cas hétérogene. Cette méthode a la ca-
ractéristique d’étre locale, et ceci grace a un choix de base locale. Les solutions obtenues
sont discontinues en espace, et respectent les conditions de saut. Nous comparons les so-
lutions obtenues par cette méthode et celles obtenues par une méthode volumes finis, du
point de vue qualitatif et quantitatif.

Dans le sixieme chapitre, nous présentons une nouvelle formulation de la méthode volumes
finis basée sur un calcul de flux centrés et un schéma saute-mouton pour la discrétisation
en temps. Cette méthode est facile a implémenter et semble la mieux adaptée pour un
couplage avec une méthode aux différences finies.

Le septieme chapitre est consacré a 1’étude d’un schéma hybride volumes finis/différences
finies combinant le schéma volumes finis cité au chapitre six et le schéma de Yee [83]. Ce
schéma présente I’avantage d’étre peu coliteux, et permet de résoudre des problemes avec
des géométries complexes.
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Chapitre 2

Aspects mathématiques des
équations de Maxwell

Ce chapitre est une version plus étendue d’une note au C.R.A.S
réalisée en collaboration avec Frédéric Poupaud! et intitulée “Exis-
tence et unicité des solutions du systeme de Maxwell pour des milieux
hétérogenes non réguliers”.

1. Universite de Nice, UMR CNRS 6621, 06108 Sophia-Antipolis.
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2.1 Le systeme de Maxwell

La propagation d’ondes électromagnétiques en domaine temporel est gouvernée par les
équations de Maxwell qui s’écrivent :

88—]? + rot(E) =0,
oD
= rot(H) = —j,
- rotH) = - (2.1)
div(D) = p,
div(B) =0,

ou B et H désignent respectivement 'induction et le champ magnétiques et D et E, le
déplacement et le champ électriques. Les densités de charge p et de courant j sont reliées

par la loi de conservation :

ap e
e + div(j) =0.

Cette loi se déduit aisément de (2.1), en prenant la divergence de la deuxiéme équation et
en la combinant avec la troisieme.

Lois constitutives

Les inductions et les champs sont reliés par des lois constitutives qui s’écrivent pour
des milieux linéaires :

j=3
B; =Y wijHj,
=1 (2.2)

Jj=3
D; = &ijE;j,
7=1

ol D; et Bi représentents les composantes du champ électromagnétique. ¢ = (g5) et
1 = (pij) sont des matrices 3 x 3 définies positives.
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2.2 Existence et unicité des solutions du systeme
de Maxwell pour des milieux hétérogenes non
réguliers

2.2.1 Introduction

La plupart des problemes de la physique mathématique sont modélisés par des équations
aux dérivées partielles. Par exemple les phénomenes électromagnétiques sont régis par les
équations (ou le systeme) de Maxwell. Le modele le plus général est celui ou les coef-
ficients du systeme, qui représentent les indices du milieu de la propagation de 1’onde
électromagnétique, sont des tenseurs symétriques qui dépendent d’une fagon non réguliere
de la variable d’espace. Nous proposons de démontrer I'existence et I'unicité de la solution
de ce systeme, en considérant deux types de conditions aux limites, la premiere est de type
métallique (cas de métal parfait), et la deuxieme est de type absorbant pour modéliser
le bord infini. Nous sommes amenés a étudier les propriétés d’un opérateur différentiel
dont nous nous servirons pour appliquer un théoreme d’existence et d’unicité de solutions
de problemes d’évolution (théoreme de Hille-Yosida [14]). Le systeme de Maxwell peut

s’écrire sous la forme d’un probléeme d’évolution du premier ordre:

dU
— + AU =0.
dt *

Du fait que les tenseurs sont symétriques et bornés, 'opérateur A présente des propriétés
de monotonie (on peut également dire que A est accrétif), il est de plus maximal. Nous
verrons en détail la définition de ces propriétés et leur intérét dans la démonstration. Nous
nous intéressons au cas général qui nous permet de considérer la propagation des ondes
dans un milieu qui peut étre aussi bien isotrope qu’anisotrope. Les conditions aux limites
considérées sont une condition métallique et une condition absorbante, cette derniere est
une approximation du champ a l'infini. Dans le cas ou les coefficients sont réguliers, nous
disposons de plusieurs résultats d’existence et d’unicité de solutions des problemes hyper-
boliques. Nous pouvons citer ici les travaux de H. Barucq et B. Hanouzet [2] concernant les
problemes d’électromagnétisme du premier ordre et du second ordre. Nous avons également
les résultats d’existence et d’unicité pour les systemes de Friedricks symétrisables [7]. L’uni-
cité des solutions des systemes hyperboliques linéaires a coefficients non réguliers est un
probleme difficile et largement ouvert. Dans le cas le plus simple, celui d’une équation
du premier ordre, on dispose de la théorie des solutions renormalisées de R. Diperna et
P.L. Lions [40]. Elle requiert que les coefficients appartiennent & 1'espace de Sobolev W1
et que la divergence du champ de vecteur correspondant soit bornée, (voir [39] pour une
amélioration de la derniére hypothese). Quand les coefficients sont de type compressifs,
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(plus précisément vérifient une borne Lipshitzienne par au dessus) on a aussi une bonne
théorie (voir [67]), grace aux caractéristiques de Filippov [45]. Enfin, une étude pratique-
ment exhaustive du cas 1D se trouve dans [12] avec une théorie de solutions en dualité. La
complexité de la situation pour une équation laisse peu d’espoir de traiter le cas général
des systemes.
Il existe cependant des exceptions notables. Il est alors tres classique d’avoir existence et
unicité de la solution de I’équation de ’acoustique ou des ondes:
82

p(x)wu —dive(z).Vu =0, (2.3)
pour le probleme de Cauchy quand les coefficients p et ¢ sont uniquement bornés et minorés
par des constantes positives [7]. Remarquons que cette équation peut se mettre sous la
forme d’un systéme du premier ordre.
L’objectif de ce travail est de montrer que le systeme de Maxwell

d
EB +rot(s Y(z)D) =0, t>0x¢c R
(2.4)

d
ED —rot(p~Y(z)B) =0, t>0x¢c R

est essentiellement de méme nature pour des matrices de permittivité ¢(x) et de perméabilité
p(x) symétriques définies positives majorées et minorées. Il est important de noter que le

systeme de Maxwell est une version vectorielle de (2.3), mais ne peut pas se ramener a

une équation du second ordre.

2.2.2 Problemes aux limites et résultats

Soit  un ouvert non nécessairement borné de IR* de classe C? et de frontiere bornée
' =T, Ul ou I'y et I's sont deux ouverts disjoints de I'. On note n(x) la normale
extérieure en x € I'. On cherche des solutions
B, De C%([0, + oo[,(L?(©2))?) de (2.4)qui vérifient

B(0,x) = By(z), D(0,x) =Dgy(z) ppx € Q. (2.5)

n(x)A(e7'D(t,2)) =0, t > 0,2 € ' (2.6)

(Condition de conducteur parfait).
n(z) A (e7'D(t,2)) + Zn(z) A (n(z) A (p7'B(t,z))) =0, t > 0,2 € ['y (2.7)

(Condition de Silver-Miiller).
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Hypotheses

On suppose que I'y est la frontiere délimitant localement un milieu homogene et iso-
trope (p et ¢ sont des constantes dans le voisinage de I'y). Par conséquent, I'impédance
7 = \/p.e~! est un scalaire constant au voisinage de I's. On fait I’hypotheése que les ma-
trices € et p € (L>°(Q))*>*3 sont symétriques définies positives pour presque tout x € et
que

Fa>0, >0,

2.8
ald <e< BId ald < pu < pld ppx e (28)

Ces inégalités sont considérées dans le sens suivant :

VEaléf? < e€s < BIE
VE alél? < pé < BlEE

Les inductions et les champs sont reliés par des lois constitutives qui sont données pour
des milieux linéaires et anisotropes par les équations (2.2). Avant de définir précisement ce
qu’on entend par solution du probleme constitué des équations (2.4), (2.5), (2.6), et (2.7)
et noté (M) dans la suite, rappelons la définition du théoréme de Hille-Yosida concernant
I'existence et 'unicité de solutions des problemes d’évolution, et quelques résultats sur les
traces des fonctions H(rot,(2).

2.2.2.1 Définitions

Soit H un espace de Hilbert, et un opérateur A : D(A) C H — H linéaire non-borné.
. On dit que A est monotone si:

(Av,w) >0 Vv e D(A)

A est maximal monotone si de plus, on a:

VfeH, 3U € D(A) tel que:
U+ AU = .
. Soit A* : D(A*) C H — H’ I'adjoint de A, on a la relation suivante:
(v,Au)w g = (A"vu)p |\, Yu € D(A), Yv € D(AY).

On fera dans la suite l'identification H' = H, alors nous avons 1’équivalence suivante :
)
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Lemme 1
A est marimal monotone si seulement si A est fermé, D(A) est dense,
A et l’adjoint de A noté A* sont monotones.

Dans le souci d’étre complet, nous donnons la démonstration du lemme qui est laissée
en exercice dans [14].

Démonstration du lemme 1

Montrons d’abord I'implication :
a) A maximal monotone = A fermé, D(A) dense, A et A* monotones.

Soit une suite u,, € D(A) qui converge vers u € H, et Aw, converge vers f dans H. Il faut
montrer que (u,f) appartient au graphe de A. Notons d’abord que le noyau N(I+A) = {0}.
En effet pour v € D(A) telle que v + Au = 0, on déduit en la multipliant par u, et en
tenant compte de la monotonie de A, que u = 0. par ailleurs, nous avons u, +Au, — u+ f
dans H, et grace au fait que I + A est bijectif, nous pouvons écrire:

Uy = (T+A) L up + Auy) — T4+ A) " LHu+ f).
On obtient par passage a la limite:
w=(T+A) " (utf).

Ce qui implique que u € D(A) et Au = f, et par conséquent A est fermé. Pour montrer
que D(A) est dense dans H, il suffit de voir que pour toute fonction f € H telle que
< f,u>=0 Yu € D(A), alors f = 0. En effet, il existe v € D(A) tel que v + Av = f, et
nous avouns en particulier < f,uv >= 0 ce qui implique < v,v > 4+ < Av,v >= 0, et grace
a la monotonie de I'opérateur A, on obtient v = 0 ce qui donne f = 0. Il reste & montrer
que A* est monotone ; soit v € D(A*). Comme A est monotone maximal, I'application :
(I+ AA) est bijective de D(A) sur H pour tout A > 0 (pour la preuve, voir H. Brezis
14)).

La résolvante Jy = (I + AA) ! vérifie:

lim Jyv =wv, Yv € H.
A—0
Posons uy = Jyv € D(A), on a:
< Afvu >= )l\ir% < AfvJyv>= )l\ir% < Afvuy >.
= lim < v,Auy >.
A—0
= )1\11% < (I + /\A)U)\,AU)\ >.
= )l\irrb < ux,Auy > —I—)l\irrh/\ < Auy,Auy > >0,
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car A est monotone, et A > 0. Cela prouve la monotonie de A*.

Montrons maintenant 'implication suivante:
b) A fermé, D(A) dense, A et A* monotones = A maximal monotone.

Il suffit de montrer que I'image R(I + A) = H. Montrons d’abord que R(I + A) est
dense dans H. Soit ¢ € H tel que < ¢,f >=0 Vf € R(I 4+ A), montrons que g = 0. Ceci
implique que Yu € D(A),

< g,u+ Au>=0,

et donc
< g,Au >=< —g,u >,

ce qui implique que g € D(A*) et A*g = —g. Comme A* est monotone, nous avons :
lgl* =< g,g >=< g, — A*g ><0.

Nous obtenons ainsi g = 0, ce qui prouve la densité de R(I+ A) dans H. Soit maintenant
feH,
Af, = up + Au, € R(I+ A), u, € D(A), f, — f dans H.

On obtient alors:
Vi, m, |[un — uml]?+ < Aty — tm) sty — Um >=< fr = frslin — Um >

Cela implique grace a la monotonie de A :

ltn — wmll < | fro = fnll-

u, donc est une suite de cauchy, et par conséquent Aw,, = f,, — u, est aussi une suite de
cauchy.
Comme A est fermé, on obtient :

u, — u € D(A),
Au, — Au,

ce qui nous donne:
f=limf, =lim(u, + Au,) =u+ Au € R(I+ A).
n n

On a bien R(I+ A) = H, et donc A est maximal monotone.
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2.2.2.2 Rappels

Théoréme de Hille-Yosida
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H.
Alors pour tout Uy € D(A), il existe une unique fonction
Ue C'([0, + 00); H) N C°([0, + 00); D(A)), solution de :
dUu

o +AU =0 sur[0,+ o),

U(X,0)=Uy, X e€D(A),

(2.9)

De plus on a:
U )] < Ul vt >0,

dU
— DI < |AU|, vt = 0.

(Pour la preuve de ce théoreme voir par exemple [14]).
Définissons les espaces de Hilbert suivants:

H(rot,2) = {v € L*(©)* rotv € L*(Q)*}.

TH* () = {v € (H'()*;v.n =0} 5 € IR

n étant la normale extérieure & I'. TH*(T') est ainsi I’ensemble des champs de vecteurs
tangents sur I' ayant la régularité H*(T").

Rappels sur les traces

Soit ©Q un ouvert connexe, de frontiere I' lipschitzienne. Il existe une application
trace tangentielle yr continue de H(rot,2) dans THfé(F), qui prolonge 'application
de [C=(Q)]*: ¢ — ¢ — (p.n)n|p. 1] existe également une application trace v, de H(rot,Q)
dans THfé(F), qui prolonge I'application de [C*°(Q)]*: ¢ — ¢ A n|r, mais il est connu
que ces applications ne sont pas surjectives. Pour obtenir un résultat de surjectivité, on
introduit les espaces optimaux suivants:

H3(D) = {v e TH=2(I);rotrv € H73(D)} .

rot

_1
Hy (T) = {v € TH™3(T); divrv € H_%(F)} ,

ou divr et rotr définissent respectivement la divergence surfacique et le rotationnel tan-
gentiel définis par:
divpv = divd|r,
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rotrv = rot(v.n)|r,

ou v et n sont des prolongements du champ v et de la normale n respectivement définis
dans un voisinage de I'.

1 1
H, ;) et H,2(') sont des espaces de Hilbert, et on a le résultat de dualité suivant :

M

2(T) = (H,2 (1)) = THH(T) + Vr(HH(T)).

H,2(T) = (H,,}(T)) = TH¥(T) + rolp(H3(I)).

rotp et Vi sont des opérateurs différentiels opérant sur les champs de distributions tan-

-

gentes a I', continus respectivement de TH3 dans H™> et de H3 dans TH™3. Pour la
preuve voir [63]. Nous avons ainsi le théoreme de trace suivant:

Théoréme
1-vr se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire continu et
surjectif de H(rot,)) dans H,:,%(F)
2-v, se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire continu et
surjectif de H(rot,Q)) dans HC;U%(F)
3- on a la formule de Green suivante :

Vq,v € H(rot,), / Urotq—/ grotv = — < v.(¢),yr(v) > _1 _1i,
Q Q

Nous introduisons 'opérateur de Laplace-Beltrami scalaire défini sur une fonction u
par:

. 1
Aru = divrVpu = —rotrrotru.

Ainsi que 'opérateur de Laplace-Beltrami vectoriel défini sur un champ tangent :
Arv = Vdivpv — rotrrotro, (2.10)

= .
ol rotru est donné par:

—
rotru = Vru A n,

et:
VFU = Vﬁh*.
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Remarque

Tout champ de vecteur v tangent a une surface I' peut s’écrire dans la base des vecteurs
propres de —Arp vectoriel sous la forme suivante :

v() = Y %W+ Y VY + BirolrY;,
j=1 1=0

ou Y; sont les fonctions propres de l'opérateur —Arp scalaire. WYi, VrY;, et @, sont les
vecteurs propres de —Ap vectoriel.

(Pour plus de détails voir [63], [1], [5], et [61]).

Lemme 2 (H. Baruq et B. Hanouzet [2])

1 1
Soit un champ de vecteur v appartenant a l’espace H,?(I')NH, ;(I') alors
veTH:(I), et on a le produit de dualité suivant :

<vw > 1 _%:/|U|2dl—‘.
Hdiv’H r

rot

Démonstration du lemme 2

1 1
Nous déduisons du fait que v € H ;2 (I')NH,.,7 (I'), que I'opérateur de Laplace-Beltrami

rot
vectoriel défini par I'équation (2.10) vérifie:

Arve H3(D),

et donc v € H%(I’) Comme v.n = 0, on déduit finalement que v € TH%(I‘). Cela permet
d’écrire :
<v,u > _1 _;:/|v|2dF.
Hdil? ’Hrog r

2.2.3 Théoréme d’existence et d’unicité

On va travailler avec l'espace de Hilbert H = (L?(£2))5. Soit I'espace:

(2.11)

v | () € Hy(n™ ue"0) € [H(rot Q)% yr(s~"v) = 0surly,
N Yr(e7 ) — Zyp(p~tu) = 0sur Ty '

Nous avons alors le théoréme suivant :
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Théoréme
Le systéme (M) admet une unique solution dans
C([0, +00); H) N C°([0, + 00); V) pour tout (By,Dy) € V. De plus si divB, =
divDy = 0, on a pour tout t> 0, divB(t,.) = divD(¢,.) = 0.

Le point difficile dans ce type de probleme est I'unicité. L’existence de solution s’obtient
par une régularisation standard des coefficients et un passage a la limite. Pour démontrer
I'unicité, on doit justifier des intégrations par parties qui permettent d’obtenir une conser-
vation de l’énergie. Cette justification est basée sur une régularisation cette fois de la

solution. A partir de la, plusieurs techniques de démonstration sont possibles. On choisit
ici une approche de type Hille-Yosida [[14], [86]].

Démonstration

Les matrices p et ¢ étant symétriques définis positives, on peut alors définir
(vi)~tet (y/2) 1. Introduisons maintenant les variables suivantes:

b= (/n)'B, et d=(y/2)"'D.

Le systeme de Maxwell s’écrit en fonction de b et d comme suit :

(2 4 (/i) rot((vE) M) =0,
od
o (VA rot((yi) ') =0,
(2.12)
b(0,.) = bo(.) = (/)" Bo(.),
d(0,.) = do(.) = (v&) ' Do(.)
Ce systeme peut se mettre sous la forme (2.9). On note
b
-[a)
On obtient ’équation suivante:
CZ—Q +AQ =0,
t (2.13)

Q(0,z) = Qo = (bo,do), z €
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Avec:

(Vi) 'rot((Ve)~'d)
AQ = ’
~(V&) 'rot((v/i)"'b)

et les conditions aux limites s’écrivent de la maniere suivante :
n(x) A ((ve)td(te) =0, t > 0,2 €Ty,
n(x) A ((ve)'d(te)) + Zn(z) A (n(z) A ((yr) " 'b(tx))) =0, t > 0,z € Ts.

(2.14)
On notera encore par (M) le probléme avec les nouvelles variables (équations 2.13, et 2.14).

Introduisons 'opérateur non borné A défini sur H de domaine

DA { Q = (bd) € H; (i) ~'b.(v2)"'d) € [H(rot.2) 77((v2)~'d) = 0sur Ty, }
1#((V2)™'d) = Zyr (/i) ~'b) = 0 sur T |

Tel que:

A(Q) = A(bd) = (/) 'rot(vE)d, = (v2) 'rot(y/i) ~'b). (2.15)

On est ramené a démontrer que A est maximal monotone. Pour cela il suffit de montrer
que A est fermé, D(A) dense dans H, et que A et A*(adjoint de A) sont monotones (voir
lemme 1).

L’opérateur A est monotone

Pour Q=(b, d) € D(A), nous avons:

<AQQ >= [ bl rot(vE)d] - d[(vVE)rot(yiD) bl

Du fait que Z est une constante au voisinage de I'y et grace au théoreme de traces cité
précédemment, nous déduisons en tenant compte du fait que les tenseurs € et p sont
symétriques et donc autoadjoints, la formulation suivante :

<AQ,Q >= /ﬂ(\/g)_ld.rot(\/ﬁ)_lb—/Q(\/E)_ld.rot(\/g)_lb

+< (AW ), (Vi) th> 1 1

Hdig (F)vHro? (F)

<AQ,Q>=— < ZnA(nA ~'b)).(Vi b > '
Q.Q nA@AOTEDWITB> g
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= Z<nA((YD)BL(VD D) AR>S

H,2(D2),H, 2 (T2)

=Z<naA((yr) 'b)nA((Vr) 'b)> 1 -1 .

Hd_u? (F2)’H7‘ot (F2)
Grace a la condition: v-((v/2) td) = Zvr((/) 'b) =0 sur T'y, on déduit que
1 1
n A ((ym)~'b) € Hy2(T2) N H,,?(T2). Do, en appliquant le lemme 2 &

v=nA ((/) 'b), on obtient :

<AQ,Q >=Z(n A (i) 'b)n A ((Vi)"'D))(12(ry))-

<AQ.Q>=Zlln A (i) "B)IF 2y 2 0

=VQeDA) <AQ.Q> >0.

Ce qui montre que A est monotone. Il reste & montrer que A est fermé, D(A) est dense
dans H et que 'adjoint A* de A est monotone.

1) A est fermé:

Soit une suite (u, = (by,d,)) dans D(A) telle que:
u, — u = (b,d) dans H et Au,, — f = (f1,f2) dans H.

Il reste & montrer que (u,f) appartient au graphe de A. Du fait que les matrices ¢ et
it sont majorées et minorées, on déduit que:

(V) B (VE) ) = (V) *bu(v2)1d) dans H, et que
rot((v2)~'d,) — VAfi. et —rot((y/i)~'bu) = VEfa.

Ceci étant vrai au sens des distributions et par unicité de la limite, on déduit que

fi = (Vi) 'rot(VE)'d) et fy = —(v2) rot((/i) D).

Ce qui prouve que
rot((y/z)"1d) € L*(Q)3, et que

rot((/p)"'b) € L*(Q)3.
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Ainsi, (v)7'd, et (y/z)"'b,, convergent respectivement vers (v/)7'd et (,/z)"'b dans
H(rot,Q).
Nous avons par ailleurs

nA((ve) 'd,) =0sur 'y, et n A (v2) tdulr, + Zn A (n A ((B) tbalr,)) = 0.

1

Comme 77 et 7, sont des opérateurs continus de H(rot,2) dans respectivement H, 7 (T')
1

et H,;2(T'), nous obtenons aprés passage a la limite:

nA((v/2)"'d) =0 sur I'y,

n A (VE)~dlr, + Zn A (n A (V) blr,)) = 0.
Ceci implique que u € D(A) et que finalement
f=Au.

A est donc un opérateur fermé.

2) D(A) est dense dans H:

C’est le point clé de la démonstration. Notons D(2) l'espace des fonctions C* a
support compact dans Q. ID(Q) = [D(2)]% est dense dans H. Cependant ID(Q) n’est pas
inclus dans D(A). néanmoins, nous avons :

V(b,d) € ID(Q2), la suite

(by.di) = (/Alpr * (/A 'b)).E(pr * (VE 'd))) € D(A),

oll pi, est une suite régularisante. La suite (\/7i(px * (/i 'b)),v/2(pk * (vE~'d))) tend vers
(b,d) pour la norme H et ceci grace au fait que les tenseurs € et p sont bornés. Ainsi,

nous déduisons que pour toute fonction de H, nous pouvons I’approcher par une suite de
ID(R2), qu’on peut approcher a son tour par une suite de D(A) pour la norme H. Ce qui
prouve la densité de D(A) dans H.

3) A* est monotone:

L’opérateur A*: D(A*) C H — H est 'adjoint de A défini par:

<AQQ" >=<QA'Q">,VQ = (b,d) € D(A), VQ" = (b",d") e D(A").  (2.16)
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On a immédiatement
D(A*) C W ={Q = (bd) € H; (1) 'd,(+2)"'b) € [H(rot,Q)]*} . (2.17)
En effet, la relation (2.16) est vérifiée en particulier pour:

Q = (0,/zu), avec u € [D(Q)]?, ona :

<AQ,Q" >= /Q(\/ﬁ)_lb*.rotu. (2.18)

Nous pouvons reécrire (2.18) pour u € [D(Q2)]® de la maniére suivante :
< AQ,Q* >=<rot(y/u) 'b*u >.

Comme

| <AQ.Q" > | < [[ATQlIQl < BlIA™Q [lullz2(0))e

on en déduit que

(i) 'b* € H(rot,).
Avec le méme raisonnement en choisissant cette fois-ci:
Q = ((vVru,0), avec u € [D(Q)]?,

on obtient :

(ve)~'d* € H(rot,).

Ce qui montre (2.17).
Soit maintenant Q = (b,d) € D(A), et Q* = (b*,d*) € D(A*) C W, nous avons apres
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intégration par parties:

(AQ.Q") = [ (V)™ dirot(V/i) b = (Vi) burot(vE) "

FRA (VAT ATV > Ly

div »Trot

(AQ.Q") =~ [ (Vi) brot(v2)'d" — (V&) drot ()b’

—<nA((Ve) ') (Ve)Tldt >y -3

Hdif (Fl) H ? (Fl)

" Trot

+<nA((Ve) ) (Vi) bt >y

1
aie (T2),H,,7 (T2)

— <nA((Vr)h) (Vo) Tt >y RN

H,>(T2),H,,; (T2)

" Trot

(AQ.Q") = - | (Vi) 'burot(vE) d* - (vE) ! drot(y/i) b’

+< (V) b)m A (VE) A" >

_1 _1
Hro% (F1),Hdi3 (Fl)

-1 —Lly*
< b), = ZnA(nA bY) > 3 ~3
+<r((Vi)™'b), = Zn A (n A (V)" 'b7) H2 (T 2 (1)

rot

+ < (Vi) Tl A ((VE)Tld) >

_1 _1 .
Hro% (Fg),HdiE (FZ)

On en déduit d’abord que

A*(Q) = ' ((VA)"rot(vE) ' d” — (VE) 'rot(vi) b,
On a par conséquent :

<r((V) 'b)n A (VE)THdT >y

H, 2 (rl),H;j (T1)
+< (Vi) b). ~ ZnA (A (Vi) BT >y

1o d () 2 () (2.19)
+ < vr((vm) 'b)n A ((vE) 1d*) >

div
_1 _1 =0
H,,}? (F2)7Hdi3 (F2)

rot

Rappelons que I'; et I's sont deux ouverts disjoints de I'. Soit ur un élément quelconque de
1

H,?(T1); par surjectivité de I'application trace, il existe u € H(rot,Q2) avec vy (u) = up.
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On peut toujours supposer que « s’annule sur un voisinage de I'y. On vérifie aisément que

(1t u,0) € D(A) et (2.19) devient:

<urnA (V) i > =0. (2.20)

1 1
H’V‘O? (Fl)?HdiE (Fl)

On en déduit que n A (y/2)7'd* = 0 sur I'y.

Soit maintenant upr un élément quelconque de TH%(FQ) CH,,

%(Fg). Il existe

u € H(rot,Q) avec yp(u) = up. Comme Z est scalaire (car par hypothese, les milieux sont
homogenes au voisinage de I's), on a Zyp(u) € TH%(FQ) C HCZE (T'3). Par conséquent
il existe v € H(rot,Q2) avec v,(v) = Zvyr(u) et on peut toujours supposer que u et v
s’annulent au voisinage de I'y. On a alors (/zu,\/cv) € D(A) et (2.19) devient :

<urr (V)7 + Zyr (V)T >y =0 (2:21)

On en déduit que v-((v2)7'd*) + Zyr((/z)"'b*) = 0 dans H_%(FQ).

Le domaine de définition de 'opérateur adjoint A* vérifie donc:

Q = (b,d) € H; (/)~'b,(v5)"1d) € [H (rot.2))% 77 ((vE) ') = 0sur T,
1 ((VE) ') + Zyr((\/i)~'b) = 0 sur Dy

On vérifie aisément qu’on a 1'égalité D(A*) = X. En effet, soit Q = (b,d) un élément de

X, on a:

Dmﬂcxz{

AY(Q) = —'((vVm)~'rot(ve)"'d — (Vo) 'rot(\/ir)"'b) € H.
Ce qui montre que Q € D(A*), et par conséquent X C D(A*).
Il en résulte que pour Q=(b, d) € D(A*)

<A*Q,Q >= Z|ln A ((vir) ' B)lIEL2 (2 > 0-

D’ou la monotonie de I'opérateur A*. Ce qui implique que 'opérateur A est monotone
maximal. Les conditions du théoreme de Hille-Yosida étant vérifiées, nous déduisons
l'existence et l'unicité de la solution du systeme de Maxwell (M) dans un milieu non
régulier au sens ou les indices du milieu sont des matrices a coefficients non réguliers.

2.2.4 Remarque

Afin d’obtenir des solutions a divergence nulle, il suffit de prendre des conditions
initiales a divergence nulle. On peut constater que si on appliquait 'opérateur divergence
aux équations (2.4), on obtiendrait :

0
adZ@B = 0,
2dz'vD =0,

ot

3
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au sens des distributions. Donc il suffit de prendre:

divB(0,.) = 0,

divD(0,.) = 0,
dans D'(Q) (espace des distributions), pour avoir :

divB(t,.) =0 Vte [0, + c0),

divD(t,.) =0 Vte€ [0, + o0),

dans D'(Q) pour tout t.

Commentaire
I) Régularité par rapport a la condition initiale

Supposons que uy = (bg,dg) n’est pas dans D(A), mais seulement dans H, alors il
existe une suite (ug,) € D(A) qui converge dans H vers ug.

Considérons le probleme suivant :

duy,
% + Au, =0,

(2.22)
Un (0) = ugy.

D’apeés le théoreme de Hille-Yosida, il existe une solution wu, a ce probléeme telle que
u, € CH[0, 4+ 00); H) N CY([0, + 00); D(A)), et que:

[un () = wm )] < [lwon — wom|l, Yr,m, ¥t > 0.

Ce qui implique que la suite u,,(t) converge uniformément vers une limite u(¢) sur [0, + oo|
et que u € C°([0, + oo; H[), mais rien n’assure que u(t) € D(A). Par contre u(t) est une
solution faible du probléme (2.13).

IT) Le systeme de Maxwell avec second membre

Si on considere le systeme de Maxwell avec second membre:

‘iZ—Q +AQ=T,
t (2.23)

Q(Oﬂ?) = QO = (b07d0)7 HS Qv
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ol Q et A sont ceux que nous avons considérés tout au long de ce chapitre avec les mémes
conditions aux limites (métallique et absorbante), alors

1) Si fe C1([0,T]; H), le probleme précédent admet une solution unique

Q € C1([0,T]; H)NCY([0,T]; D(A)), et elle est donnée par:

Q) = Sa()Qo + [ Salt = 9)f(s)ds, (2.24)

ol Sa est le semi-groupe continu de contraction engendré par A.
2) Si maintenant on suppose f juste dans L?(0, T; H), alors la solution donnée par (2.24)
est une solution faible de notre probléeme. Voir par exemple [50], [64], [78], et [14] en ce
qui concerne la régularité des solutions des problemes d’évolution.

2.2.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que si on imposait a la condition initiale (Bg,Dg)
d’étre dans (L?)5 telle que (u~'Bo,e"1Dg) appartient & [H(rot,)]?, le systeme de Max-
well considéré avec des conditions aux limites mixtes; une condition métallique et une
condition de type absorbant, admettait une unique solution L? en espace et C' en temps,
et ceci dans des milieux matériels quelconques. Nous avons utilisé le caractére monotone et
maximal de Popérateur différentiel du systéeme écrit sous forme d’un probléeme d’évolution
du premier ordre pour démontrer ce résultat. Nous avons également vu que du fait que
les conditions de divergence sont redondantes, il suffit de prendre des conditions initiales
a divergence nulle pour obtenir des solutions a divergence nulle.

2.3 Milieu isotrope

Les milieux isotropes sont caractérisés par le fait que les coefficients du milieu de
propagation sont des fonctions scalaires qui dépendent éventuellement de la variable d’es-
pace. Nous donnons ici quelques caractéristiques du systeme de Maxwell quand le domaine

considéré est linéaire et isotrope:

2.3.1 Formulation conservative et hyperbolicité

Le systeme de Maxwell peut s’écrire sous la forme suivante :

Q: + F1(Q). + F2(Q)y + F3(Q). =T, (2.25)
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avec :
( B, ) ( 0 ) ( D,/ ) ( —Dy /e )
B, -D./e 0 D,/e
] B. B Dy/e ) —Dy/e B 0
Q - -Do: ) FI(Q) - 0 ) FZ(Q) - _Bz/ﬂ ) F3(Q) - By/ﬂ
\ DZ J \ _By/'u ) \ Bx/” ) \ 0 J
soit sous forme condensée :
Q + V.IF(Q)=-7, (2.26)

avec IF(Q) = " (F1(Q); F2(Q); F3(Q)).

Cette formulation conservative s’exprime donc en fonction de 'induction magnétique
B = B(x,t) et du déplacement électrique D = D(x,t). On note ¢ = =(x,y,2) la permittivité
du milieu et u = pu(x,y,z) la perméabilité magnétique. Le systeme (2.26) est hyperbolique.
En effet, considérons la combinaison linéaire de flux suivante :

F(Qmn) =nIF(Q),

ott n='(n1,m2,m3) est un vecteur non nul quelconque de IR3. La matrice jacobienne A
définie par:

0
2Q

est diagonalisable pour tout vecteur 1 non nul de IR? et pour tout vecteur Q de IRS.

AQn) =n.IF (Q) = mA; + 12 As +m3As , (A)ie1, 3 = —=~Fi(Q) ,

Ses trois valeurs propres réelles de multiplicité double sont données par:

M=clnll A= —clinll . As=0, (2.27)

1
ol ¢ = —— désigne la vitesse de la lumiere dans le milieu de propagation. Ces propriétés
Ep

du systeme de Maxwell sont & la base de certains schémas décentrés (exemple de méthodes

volumes finis & flux décentrés).

2.3.2 Unités et adimensionnement

Rappelons ici les unités des quantités physiques que nous manipulons dans ce travail,
nous avons les champs électromagnétiques, E dont I'unité est en Volts/metre (V/m), et
H dont I'unité est en tesla. Les indices du milieu qui sont donnés par la permittivité
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diélectrique ¢ et la perméabilité magnétique pu, fonctions dépendantes de la variable en

espace peuvent s’écrire de la maniere suivante:

€ = €0&r,

K= [ofr,

ou &, et pu, sont des valeurs adimensionnelles relatives du milieu (ce sont les quantités
qui seront considérées tout au long de cette these). Quant aux valeurs gy et pg, elles

représentent les indices du vide et sont données par:

co = 8.854187817 x 1072F/m  (Farads/metre),

po = 47 x 10°"H/m (Henrys/metre).

La vitesse de la lumiere dans le vide est donnée par:

L — 299792458 x 103m/s (metres/seconde).

€0 = zono
Nous considérons les changements de variables suivants:
H = Z,H,
J= ZUja
T = cot,

avec = Zy = \/pue 1. Les nouvelles quantités s’expriment alors dans les unités suivantes:

*7 en metre (m).
+E et H en Volts/métre (V/m).

*¢,. et p, sont sans dimension.

Le systeme de Maxwell s’écrit avec les nouvelles variables de la maniere suivante :
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Pour simplifier les écritures, on notera dans la suite:

H=H
J=1J
€ =c.
H= -
t=r
On notera également : )
B=uH
D=¢E

Remarque

Nous ne considérons pour toutes les approximations numériques dans la suite de cette
these que des matériaux isotropes.
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Chapitre 3

Comparaison de deux méthodes de
volumes finis en milieu homogene

Ce chapitre a fait I'objet d’un rapport INRIA (N 3166) réalisé
avec Jean Pierre Cioni.



CHAPITRE 3. COMPARAISON DE DEUX METHODES DE VOLUMES
FINIS EN MILIEU HOMOGENE

3.1 Introduction

Il est maintenant devenu relativement classique de considérer les équations de Max-
well instationnaires en tant que systeme conservatif hyperbolique [20, 59, 76]. L’utilisation
de volumes finis pour la résolution numeérique est alors naturelle et permet d’obtenir des
schémas explicites en temps y compris pour des maillages non structurés de type éléments
finis. De plus, des schémas numériques précis a la fois en temps et en espace ainsi qu’adaptés
a divers dispositifs et matériaux peuvent étre construits, en gardant le caractere conser-
vatif du systeme.

La méthode des volumes finis est basée sur une partition du domaine de calcul en
volumes (cellules d’intégration). Le choix du type de volumes de controle n’est pas unique
en maillage non structuré et l'on peut en distinguer classiquement au moins deux: les
volumes finis centrés aux noeuds du maillage (notés centrés-noeuds et constitués de po-
lygones ou polyedres centrés aux noeuds) et les volumes finis centrés aux éléments (notés
centrés-éléments et qui sont les éléments du maillage initial). La formulation centrés-
noeuds pour la résolution des équations de Maxwell a été validée pour de nombreux dis-
positifs [20, 21, 23, 24]. D’autre part, des résultats théoriques ont été établis en ce qui
concerne la précision et la stabilité des schémas numériques employés [36, 37].

L’intérét du développement d’une formulation centrée aux éléments est essentiellement
d’ordre géométrique, puisqu’elle permet de considérer beaucoup plus naturellement (en
comparaison avec la formulation centrés-noeuds) des couches de matériaux différents ou des
surfaces métalliques par exemple. Les applications de cette formulation (centrés-élements)
ont été développées en électromagnétisme par ([11], et [25] par exemple) ou les schémas
employés sont respectivement d’ordre deux et trois en temps. Dans ce chapitre, nous
proposons des schémas d’ordre élevé a la fois en temps et en espace pour la formulation
centrés-éléments. D’autre part, l'originalité de ce travail consiste en des comparaisons
d’ordre qualitatif et quantitatif des deux formulations centrés-éléments et centrés-noeuds
sur un ensemble d’applications numériques bidimensionnelles. En effet, les deux approches
n’ont pas a notre connaissance été réellement confrontées. Bien que les différences doivent
s’accroitre avec la complexité des dispositifs étudiés, nous avons axé nos comparaisons
autour d’applications assez simples afin de tester les schémas d’ordre élevé et les conditions
aux limites qui ont été prises en compte différemment.



3.1. INTRODUCTION

41

3.1.1 Ondes électromagnétiques en deux dimensions d’es-
pace

Nous considérons ici des milieux isotropes et homogenes ou les indices € et u sont des
constantes. En deux dimensions d’espace, les équations de Maxwell peuvent étre découplées
en deux systemes de trois équations analogues associés aux ondes transverses magnétiques
(TM) et aux ondes transverses électriques (T'E') [47]. Nous avons choisi ici la direction
suivant 'axe O, comme direction privilégiée et le champ électromagnétique ne dépend
que des deux variables d’espace = et y. La polarisation de 'onde précise alors la direction
des champs de vecteurs.

Pour les ondes transverses magnétiques 7M. (H.z = 0), on a B = Y(B,,B,.,0)
et D = !(0,0,D.) en coordonnées cartésiennes. Seules les composantes non nulles des
déplacements électrique et magnétique sont considérées. La formulation conservative bidi-
mensionnelle en champ total et associée aux ondes transverses magnétiques s’écrit :

Q + VIF(Q) =0, (3.1)

avec :

Q = t(Q17Q27Q3) = t(vaBvaz) )

0 Q3/€
F(Q) = { —Qs/¢ , G(Q) = 0
—Q2/p Qi/n

Pour les ondes transverses électriques TE ., (E.z = 0), le systeme conservatif garde la
méme forme que celle du cas TM ., seule la définition du vecteur Q change (voir annexe 2).
Nous nous intéresserons donc par la suite uniquement au cas transverse magnétique et
l'on renvoie le lecteur a ’annexe (4.6.1) pour la forme explicite du systeme associé a la
polarisation T'E. Le caractere hyperbolique des systemes de Maxwell bidimensionnels 7'M
et TE se montre de la méme fagon que pour le systeme de Maxwell tridimensionnel.
D’autre part, la matrice jacobienne pour le systeme T'M devient :

0 0 n2/€
A = 0 0 —m/e | . (3.2)
/o —m/p 0

Les valeurs propres, au nombre de trois et distinctes, restent identiques a celles du systeme
complet (cf. Eq. (2.27)). Dorénavant, nous nous restreindrons aux problemes bidimension-
nels de propagation d’onde qui sont régis par les équations (3.1).
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3.2 Approximation numérique

3.2.1 Présentation des deux méthodes de volumes finis

Le systeme de Maxwell en régime transitoire que nous étudions ici est linéaire, hy-
perbolique et conservatif en la variable Q. Ceci justifie 'approximation numérique basée
sur des schémas décentrés que nous avons choisie ici, parfaitement adaptés et développés
a lorigine pour la résolution numérique des systemes hyperboliques et conservatifs. Le
choix des volumes finis est en particulier dicté par la possibilité d’obtenir des schémas
conservatifs explicites, y compris pour des maillages tridimensionnels non structurés de
type éléments finis [20]. Il est également possible de définir des schémas d’ordre élevé pour
ce type de méthode [36, 37]. L’idée de base de ces méthodes est de diviser le domaine
spatial considéré en cellules appelées volumes finis et de former les équations discretes a
partir de la formulation faible du systeme de lois de conservation, écrite pour chaque cellule.

A partir d'un méme maillage bidimensionnel de type éléments finis triangulaires, plu-
sieurs choix sont alors possibles pour la définition des cellules, tout en gardant le méme
type de schémas numériques pour la résolution des équations.

Une méthode de volumes finis (que l'on notera centrés-noeuds par la suite) a été
développée pour des volumes de controles constitués de polygones centrés autour des
noeuds du maillage en dimension deux (figure 3.1) passant par les barycentres des tri-
angles et les milieux des arétes, et de polyedres en dimension trois. Cette approche a
notamment été validée en dimensions deux et trois d’espace pour les équations de Max-
well [20, 21, 22, 23].

Une autre possibilité est de prendre comme volumes de contréle les éléments du
maillage, plus précisément des triangles pour le cas bidimensionnel considéré (fig. 3.2).
Les volumes finis sont alors dits centrés aux éléments et nous référencerons dans la suite
par centrés-éléments cette deuxieme approche, qui a été proposée initialement par Durlof-
sky, Osher et Engquist pour les équations d’advection et de Burgers [41].
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Fic. 3.1 — Cellule d’intégration C; (méthode centrés-noeuds).

Fi1c. 3.2 — Cellule d’'intégration T; (méthode centrés-éléments).
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Remarque 3.2.1 L’nterface entre deuz cellules pour la méthode centrés-noeuds est une
réunion de deux segments [I,IG1] et [I,IG2] (cf. fig. 3.1). En revanche, pour la méthode
centrés-éléments, les interfaces entre deuz triangles (ou cellules) sont des segments de la
triangulation (fig. 3.2).

Les parties relatives aux schémas numériques sont tres similaires pour les deux méthodes.
Nous avons donc choisi de présenter ici la méthode centrés-éléments en mettant en valeur
ses particularités et différences par rapport a la méthode centrés-noeuds ainsi que les
différents choix possibles inhérents & cette seconde approche (en ce qui concerne les condi-
tions aux limites et le calcul des gradients par exemple). Nous renvoyons d’autre part le
lecteur a [20, 19] pour plus de détails concernant la méthode de volumes finis centrés-
noeuds.

3.2.2 Formulation faible et flux décentré d’ordre un
Formulation faible

Soit une discrétisation par éléments finis P1 du domaine de calcul bidimensionnel 2
nt

donnée par: 2 = U T;, ou 1; est un triangle et nt le nombre d’éléments.
i=1
Une formulation faible est obtenue en intégrant le systéme (3.1) sur chaque volume de
contrdle ou triangle T; en prenant comme fonction test les fonctions caractéristiques des
cellules. En supposant la dérivée partielle Q; constante en espace sur 7;, on obtient en

utilisant une formule de Green, I’équation pour chaque triangle du maillage :
Aire(T) (Qu)s + / F(Q).wdo =0, (3.3)
oT;

ou v est la normale unitaire extérieure a 977;.
Le terme intégral dans I'équation (3.3) peut alors étre décomposé en une somme de flux
internes et de termes de bord:

3
Aire(T;) (Qe): + Z ®;; + termes de bord =0, (3.4)
=1
oll ®;; est une approximation que nous allons définir du flux interne / IF(Q).vdo.
o1;NOT;
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Flux décentré d’ordre un

Nous allons maintenant présenter la maniere dont nous discrétisons les flux internes.
Ce terme intégral est évalué comme suit :

®;; = F(Qn).1

oun = Ynm) = / vdo et TF(Qy) est une valeur approchée de IF(Qy) le long
iNOT5
de l'interface 9T; N 9Tj. N(;us nous sommes ainsi ramenés a ’évaluation de flux dans la

direction de la normale 17 et donc a un probléme monodimensionnel. On introduit alors une
fonction de flux numérique ® dépendant des deux états Q; = Qun(T;) et Q; = Qx(T})
de part et d’autre de I'interface 9T; N 9T} :

®;; = ®(QiQj) .

Définition 3.2.1 Soient IF =! (F(Q); G(Q)) et A définis respectivement par (3.1) et

Le flux numérique ® est dit décentré s’il vérifie:
IF(u) + IF(v 1
oy) = TWEEV DA w0 v ).

pour deuz états voisins u et v. La matrice | A | est définie dans I’Anneze 2
(Annexe 4.6.2).

Ceci est une extension directe de la définition du schéma décentré monodimensionnel de
Lax, Harten et Van Leer (cf. [57, 44]) que nous avons appliquée au systéme de Maxwell
en deux dimensions d’espace.

Remarque 3.2.2 Dans le cas présent, le systeme €tudié est linéaire a coefficients constants
et la matrice jacobienne A ne dépend pas des variables u et v. Le terme en O(| v —u |?)
est donc nul.

Il résulte de la linéarité du systeme de Maxwell et du fait que les coefficients sont
constants que tous les flux décentrés d’un schéma linéaire d’ordre un sont identiques; il
n’y a donc pas de choix parmi les schémas décentrés pour résoudre numériquement les
équations de Maxwell en milieu homogene. Ils se réduisent tous en fait & un schéma ICR
(Isaacson-Courant-Rees) vectoriel. On trouvera dans I'annexe (4.6.2) le flux ®;; explicité
dans le cas du systeme de Maxwell bidimensionnel.
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Remarque 3.2.3 Les schémas d’ordre un étant identiques en milieu homogéne, on peut
donc utiliser indifféremment un solveur de Riemann exact ou la définition (3.2.1) pour cal-
culer les flux internes. En revanche, seul un solveur de Riemann exact permet de construire
le schéma adéquat en milieu hétérogenel vérifiant les conditions de saut des composantes
tangentielles [24, 46].

Remarque 3.2.4 Ce schéma d’ordre un est similaire pour les méthodes centrés-noeuds et
centrés-eléments mais les flux sont échangés a travers des interfaces de cellules différentes
(cf. figures 3.1 et 3.2).

Ces schémas conservatifs ne sont que d’ordre un en espace et nous allons maintenant
décrire comment obtenir des schémas d’ordre supérieur a partir de la fonction de flux

numérique P.

3.2.3 Schémas d’ordre supérieur

Nous construisons maintenant un schéma d’ordre élevé en espace en utilisant ’exten-
sion de la méthode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) de Van
Leer aux éléments finis [44, 79].

Une maniere d’obtenir un schéma d’ordre supérieur est d’augmenter le degré de l'in-
terpolation dans une cellule et d’évaluer les flux a I'aide de valeurs extrapolées Q;; et Q;;
a l'interface 0T; N 9T}. Cette extension nécessite I'évaluation du gradient de la solution sur
chaque cellule. On notera que 'obtention de schémas d’ordre supérieur est assez directe
par cette méthode puisque seule une modification des arguments de la fonction ® est a
réaliser par rapport au flux d’ordre un. La fonction de flux d’ordre supérieur s’écrit :

®;; = ®(Qi,Qj i) ,
Qij = Qi+ VQr(G:).GiG; , (3.5)
Qi =Q; + vQTj(Gj)'GjGij ;

ou G; et G; sont les centres de gravité des triangles T; et T}, et G;; le point milieu de
laréte OT; N OT;.

Pour des raisons de précision et de stabilité [38], nous calculons en fait les nouvelles va-
leurs aux interfaces des cellules en introduisant un parametre de décentrage et les schémas
résultants sont connus sous le nom de [-schémas.

1. la jacobienne dépend alors des caractéristiques du milieu
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Ces valeurs interpolées sont calculées de la maniére suivante:

Qij = Qi+ 3{(1-25)(Q; — Q) + 457 Qr(G). GGy )
BE01), (36)

-

Qi =Qj — %{ (1-28)(Q; — Qi)+ 45€QTj(Gj)-GjGij}

ol V)QTi est un gradient de la solution sur le triangle 7; qui reste encore a définir.
Finalement, nous prenons § = % comme parametre de décentrage afin d’obtenir un
schéma d’ordre trois en espace dans le cas de maillages structurés qui minimise la dis-
persion numérique. L’ordre trois de ce schéma a notamment été montré pour le systeme
de Maxwell bidimensionnel [36], dans le cadre de la méthode centrés-noeuds et en utili-
sant des gradients qui sont des moyennes de gradients de Galerkin aux noeuds du maillage.

Dans la deuxiéme approche centrés-éléments, nous proposons pour la définition des
gradients deux méthodes de calcul que nous testons et comparons numériquement.

3.2.3.1 Calcul des gradients par une moyenne des gradients de Galerkin
aux noeuds

Nous proposons ici d’utiliser les fonctions linéaires sur chaque triangle du maillage. 11
nous faut cependant définir dans un premier temps des valeurs aux noeuds du maillage
puisque nous ne disposons que de valeurs constantes par triangles avec la méthode centrés-
éléments.

Les valeurs aux noeuds sont calculées a 'aide d’une moyenne pondérée par les aires
des triangles:

1 > Aire(Ty) Q|

J, Si €T}

Q(S;) =

ot {S;, i = 1,ns} est 'ensemble des noeuds du maillage et Q|7; la valeur constante de la
solution au barycentre de la cellule T7.

A partir de I'interpolation linéaire sur les triangles, on obtient alors les gradients V)QTi
constants par triangle:

3
vaQr = Y Q(sh) 'Vpk. (3.7)
k=1

ot S¥ (k = 1,3), sont les trois sommets du triangle T; et p¥ (k = 1,3), les fonctions de
base linéaires associées aux trois points, définies localement sur 7;. Cette définition des
gradients a été utilisée en particulier dans [59]. Comme cette définition utilise les gradients
de Galerkin définis a partir des valeurs de la solution aux noeuds, on référencera par la
suite cette définition par (GN).
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3.2.3.2 Calcul des gradients par interpolation linéaire sur un maillage
dual

La premiere approche proposée pour le calcul des gradients de la solution sur les cellules
triangulaires comporte cependant quelques inconvénients. La formule (3.7) réalise en effet
une moyenne faisant intervenir de nombreuses valeurs autour de la cellule considérée. On
se retrouve confronté notamment a des problemes de définition des champs aux noeuds
du maillage en milieu hétérogene, ol certaines composantes des champs sont discontinues
a travers les arétes.

On cherche donc, a partir de valeurs données aux barycentres des triangles, a définir
des gradients faisant intervenir uniquement les valeurs adjacentes a une cellule donnée.
Nous avons repris ici une idée de Durlofsky, Osher et Engquist [41] qui proposent un
schéma d’ordre deux en maillage triangulaire. Dans cette étude, nous avons adapté au
systeme de Maxwell bidimensionnel et au S-schéma cette idée initialement proposée pour
I’équation d’advection linéaire et ’équation de Burgers. Nous allons maintenant rappeler
brievement la définition des gradients proposés.

Trois interpolations linéaires associées a des triangles peuvent étre définies sur 7; =
(ABC). Les trois candidats sont repérés sur la figure (3.3) par Ly, Ly et Ls.

L1

F1a. 3.3 — Interpolations possibles sur (ABC).

Les gradients sur le triangle Ly = (ii1i2) sont alors calculés classiquement & partir
de 'interpolation linéaire :

2
ﬁQLl = Qlz; tﬁp’i(x) + Z Q|Tk tﬁplf(x) )
k=1

ot p} est la fonction de base linéaire définie localement sur le triangle L; et associée au
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noeud i;, (la fonction p} étant associée au noeud i). On obtient des formules tout & fait
analogues pour les triangles Ly et L3 avec une permutation circulaire de 'indice k.
On propose donc de calculer le gradient sur le triangle 7; = (ABC') comme suit :

3
vQTi = 3; ZAZ?"@(L]) vQL]' ,
ZAire(Lj) i=1
j=1

ou {Lj, j = 1,3} est l'ensemble des trois candidats possibles (cf. fig 3.3). Nous avons
supposé dans cette section que les trois points constituants chaque triangle L; ne sont pas
alignés. Comme cette définition utilise les gradients de Galerkin définis a partir des valeurs
de la solution aux barycentres des triangles, on référencera par la suite cette définition par
(GB).

3.2.4 Traitement des conditions aux limites

Pour imposer les conditions aux limites dans un probléme en électromagnétisme (et
en particulier de diffraction), il est classique de distinguer la frontiere de l'objet 'y et la
frontiere artificielle I'so délimitant le domaine de calcul.

On utilise sur la frontiere artificielle I's, des conditions absorbantes afin de minimiser
I'effet des ondes parasites dues a la troncature du domaine de propagation. En particu-
lier, nous avons utilisé ici sur Iy, la condition d’ordre un de Silver-Miiller (voir [42] et [62]) .

Pour un objet métallique parfaitement conducteur, on impose sur I'y la condition (en
terme de champ électrique total ici): m A E = 0. La bonne prise en compte de cette
conditon aux limites est essentielle pour I'obtention de solutions de qualité. L’utilisation
dans la méthode centrés-noeuds de cellules centrées aux noeuds nous amene a tronquer
les cellules du bord délimitant le domaine de calcul puisque des noeuds sont placés sur
le bord du domaine (fig. 3.4). Nous sommes donc amenés a résoudre des équations aux
dérivées partielles sur des semi-ouverts et ce défaut géométrique nous entraine a faire un
traitement qui n’est pas naturel avec I'utilisation de volumes finis et d’échanges de flux.

En revanche, dans ’approche centrés-éléments des volumes finis, la méme démarche que
pour les points internes (échange de flux et techniques de décentrage) peut étre développée
pour ce type de conditions aux limites. Les cellules internes et au bord sont en effet
identiques (fig. 3.5).

Nous proposons donc pour la méthode centrés-éléments de calculer les flux associés a la
condition aux limites n A E = 0 par 'intermédiaire d’'un “demi-probleme de Riemann”,
nommeé ainsi puisque I'état au-dela de la frontiére n’est pas connu.

Remarque 3.2.5 En ce qui concerne les flux internes, nous rappelons que tous les schémas
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Fi1c. 3.5 — Cellule d’intégration T; au bord (méthode centrés-éléments).

décentrés d’ordre un sont identiques dans le cadre de notre étude. Nous avons choist ici de
les expliciter a l'aide de la définition de Laz-Harten-Van Leer (cf. def. 3.2.1). Une autre
possibilité est de les présenter comme le résultat de la résolution exacte d’un probléme de
Riemann (exemple du schéma de Godunov, [24, 46, 57]). Dans le cas ot les cellules sont
internes, les états sont connus de part et d’autre de linterface.

On considere maintenant le systeme de Maxwell dans la direction de la normale au
bord I'y, notée n = !(ny,ns). Le demi-probléme de Riemann considéré est alors le probléme
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de Cauchy et aux limites suivant (voir figure 3.6):

15]
Q: + aA(Q) =0 ,r e, tethtntl]

Q(rt=1") = Q" reT;, (3.8)
n AE(r)=—nAE"r) ,rel,naT;.

La donnée initiale Q™ est constante sur le triangle 7; et correspond a la solution
approchée des équations de Maxwell au temps t". En se placant dans la direction de la
normale, on peut alors ne considérer qu’'un probléme monodimensionnel facile a résoudre.

Le champ E™¢ = {(Einc Birc Finc)  est une fonction vectorielle donnée. Dans des
problemes de diffraction, E™¢ peut étre le champ électrique incident éclairant 'obstacle
lorsque les équations sont résolues en champ diffracté. Pour une résolution en champ total,
cette fonction vectorielle est nulle.

La solution dans I’espace-temps du demi-probleme de Riemann considéré est schématisée
sur la figure (3.6) Elle est composée de deux états constants Q™ (donnée initiale) et Q*
qui reste a déterminer pour expliciter les flux aux bords qui s’écrivent :

P, = AQ*.

Les deux états Q™ et Q* sont séparés par la droite de discontinuité d’équation

d r _ t tn+1
dt clin| N
Q NnXE=-nxE"™
Milieu homogen% Metal
Qn
Jd tn
T
Celluledu bord
FiG. 3.6 — Probleme de Riemann au bord.

% = —c||n|l. On pose Q* = YQ%,Q%,Q%) ou les composantes sont dans un premier

temps celles associées & la polarisation TM. De E™¢ = t(O,O,Eg”C) , on obtient alors a

partir de la condition aux limites 'équation Q% = —c E{"°
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D’autre part, on a la relation de saut suivante:
AQ -QY =—c|[n | (Q"-Q"),
qui permet d’expliciter entierement le flux au bord:
—(n2 E5™)
P, = n | (n1 B5™)

(n2 Q7 —n1Q%)/n + Q% /e + EY°

3.2.5 Intégration en temps

Apres avoir explicité la discrétisation spatiale, on obtient le systéme semi-discret sui-
vant associé a chaque cellule 7; (les indices sont ici omis):

Qt—i_‘Il(Q):Ov

ou ¥ représente la discrétisation spatiale.

Les problemes instationnaires nécessitent une intégration en temps tres précise. Une maniere
de construire des schémas précis en temps est d’utiliser une méthode explicite de Runge-
Kutta multi-pas. On obtient finalement pour un schéma a k pas:

Q =Q", A
Q =Q' - Gri=D T(QTY) =12k,
Qn+1 — Qk .

ou At est le pas de discrétisation en temps. Comme le systeme de Maxwell est linéaire,
le schéma explicite a trois pas (k = 3) est d’ordre trois en temps. Associé au [-schéma
en espace, le schéma ainsi construit est a la fois d’ordre trois en espace et d’ordre trois
en temps dans le cas de grilles structurées [38]. Le lecteur trouvera également des détails
complémentaires sur la stabilité du -schéma pour le systeme de Maxwell et la formulation
centrés-noeuds dans [37].



3.3. EXPERIENCES NUMERIQUES

3.3 Expériences numériques

La méthode volumes finis centrés-éléments

3.3.1 Evolution d’un mode dans une cavité carrée

On considere une cavité métallique carrée de coté a 1m. Les expressions analy-
tiques des modes de résonance sont connus pour cette géométrie [49] et nous proposons ici
de suivre I'évolution en temps du mode (1,1) pour le cas transverse magnétique. Cette
expérience académique nous permet de valider le [-schéma appliqué a la formulation
centrés-éléments et le traitement des conditions aux limites de métal parfait avec le sol-
veur de Riemann exact. Nous avons pris comme donnée initiale 'expression analytique du
mode (1,1) au temps ¢t = 0.

L’erreur en norme || . ||2 de la solution numérique par rapport a la solution exacte a ensuite
été calculée apres un temps t = 5ns. Le schéma utilisé pour 'approche centrés-éléments
est un J-schéma en espace avec f=1/3, et un schéma de Runge-Kutta & trois pas pour

I'intégration en temps.

On note E1, E2 et E3 les erreurs associées aux composantes H,, H, et E.. Nous avons
reporté dans le tableau (3.1) ces erreurs en fonction du pas d’espace pour un ensemble
de trois grilles régulieres (maillages en triangles). Nous rappelons que les calculs ont été

| grlle | E1 | B2 | E3 |itérations
20x20(3.2107°|3.210°|1410°° o8
40 x40 3210°°(3.210°%|1.710°° 117
80x 80 [ 40107740107 |2.010°7 234
TAB. 3.1~ Erreur en norme || . ||o en fonction du pas d’espace (formulation centrés-

éléments).

effectués pour une méme condition CFL, d’ou une variation du nombre d’itérations en
temps suivant la grille pour atteindre le temps requis. Les comparaisons avec la solution
exacte se révelent tres satisfaisantes et I’on peut également remarquer que pour ce cas test,
I'erreur est divisée par au moins huit en divisant le pas d’espace par deux. Il semble donc
que l'on retrouve les mémes caractéristiques que celles du schéma en formulation centrés-
noeuds. En effet, les résultats théoriques obtenus dans [37] montrent que ce schéma est
d’ordre trois en grilles structurées pour la formulation centrés-noeuds.
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3.3.2 Comparaison des deux méthodes

Il existe différentes facons de comparer les méthodes et nous avons ici retenu comme
critere de base I'utilisation de maillages identiques. Deux types de cas test seront étudiés:
un calcul de spectre de résonance et un calcul de SER (Surface Equivalente Radar). D’autre
part, nous avons utilisé pour les deux formulations centrés-éléments et centrés-noeuds
d’ordre supérieur les gradients définis a partir des valeurs aux noeuds du maillage (gra-
dients GN).

Calcul de modes de résonance

Nous proposons maintenant de calculer le spectre de résonance de la méme cavité carrée
métallique. Cette expérience est également intéressante puisque les solutions exactes sont
connues [49]. Dans un premier temps, le champ électromagnétique est initialisé par une
gaussienne centrée en un point de la cavité et apres que la solution a atteint le régime
périodique, on effectue une transformée de Fourier de la solution pour obtenir le spectre.
Nous avons reporté sur la figure (3.7) le spectre du champ total E, en fonction de la
fréquence. Il a été obtenu apres 2364 itérations en temps pour les deux méthodes (méme
pas de temps et un maillage qui correspond a environ 20 points par longueur d’onde pour
la premiere fréquence qui est égale a 0.2121 GHZ). Les fleches verticales représentent les
fréquences de résonance exactes de la cavité. Sur les dix premiers modes, la plupart sont
capturés par les deux méthodes (le spectre est calculé en des points différents par les deux
méthodes, ce qui explique la différence en fréquence des modes de résonance). Cependant
on peut remarquer que la formulation centrés-éléments est plus précise dans la bande de
hautes fréquences du spectre étudié, et elle est également meilleure en basses fréquences.

Calcul de SER

Ce cas test consiste a éclairer un disque de rayon R = 2.5m par une onde plane
monochromatique de longueur d’onde A = (2 * w)/k = 3m. Le maillage utilisé est com-
posé de 6016 noeuds et la discrétisation spatiale correspond environ a 14 points par lon-
gueur d’onde. Le champ électrique diffracté F, apres convergence vers ['état périodique est
représenté pour les deux méthodes sur la figure (3.8). Les deux approches ont reproduit
des résultats tres similaires.

A T'aide d’une transformée de Fourier en temps et d’une formule de rayonnement des
champs, on obtient le diagramme de SER. Il représente l'intensité du champ diffracté a
Iinfini dans le domaine fréquentiel, cette quantité étant repérée en coordonnées polaires
(angles de 0 & 360?). Nous avons reporté sur la figure (3.9) les diagrammes de SER relatifs
a la solution exacte et aux solutions approchées obtenues par les deux formulations. On
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0.2

centres-noeuds ——
centres-elements ----
0.18 -

0.16 |

0.14 |-

012 |

0.1 r

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0.02 -

0 03 [oal [ [ ee T ] o] 1

Fic. 3.7 — Spectre de résonance de la cavité carrée.

F1Gg. 3.8 — Champ diffracté E, (méthode centrés-éléments a gauche, centrés-noeuds
a droite).
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peut remarquer que les solutions numériques se comparent bien a la solution exacte et
qu’elles sont de méme qualité.

Ensuite, nous avons calculé I’écho radar (& # = 0) en fonction de la fréquence (& maillage
fixé). Les deux méthodes donnent des résultats comparables jusqu’a k*R=15, k étant le
vecteur d’onde et R le rayon du disque (environ 14 points par longueur d’onde), mais
la méthode centrés-éléments s’avere plus précise sur 'ensemble des fréquences étudiées
(figure 3.10). En effet, la méthode centrés-noeuds ne donne plus de résultats significatifs
a partir de k*R=30 (environ 7 points par longueur d’onde), alors que la formulation
centrés-éléments permet d’atteindre k*R=50. Nous déduisons & travers ce cas test que
cette derniere méthode permet de résoudre des problemes avec des fréquences plus élevées.

Couts CPU

On représente dans le tableau (3.2) les cotuts en temps CPU des méthodes centrés-
éléments et centrés-noeuds pour le cas test précédent (calcul de SER). On peut remarquer
que le temps de calcul ramené a une itération est pratiquement le méme pour les deux
méthodes. Ceci est tout a fait logique puisque le nombre de flux & évaluer est identique dans
les deux cas. Cependant, la formulation centrés-éléments requiert une valeur du nombre
CFL inférieure a celle utilisée avec la méthode centrés-noeuds d’ou un cout plus important
de la simulation globale.

méthode centrés-éléments centrés-noeuds
CFL 1 1.3
temps/itération (s) 0.98 0.99
temps global (s) 400 324

TaB. 3.2 — Couts en temps CPU.
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'EXACT —
‘centres-elements’ -----
‘centres-noeuds’ -----
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ANGLES

Fic. 3.9 — Diagrammes de SER du disque pour les méthodes centrés-éléments et
centrés-noeuds.

Conclusion

Pour certains calculs comme ceux dits internes (cavités) ou externes (SER), les méthodes
centrés-noeuds et centrés-éléments donnent des résultats de qualité équivalente pour des
maillages identiques. On notera d’autre part que la formulation centrés-éléments est en-
viron une fois et demi plus cotteuse (& cause de la condition CFL). Elle a cependant
I’avantage de traiter des problemes avec des fréquences deux fois plus grandes que celles
tolérées par la méthode centrés-noeuds. Ce résultat n’est pas surprenant puisque l'on a
environ deux fois plus de degrés de liberté pour la méthode centrés-éléments.

3.3.3 Comparaison des deux méthodes de calcul du gradient

Dans le cadre de la formulation centrés-éléments, nous avons proposé deux approches
pour le calcul des gradients de la solution. Nous n’avons jusqu’a présent utilisé que le
gradient (GN) qui est défini & partir des valeurs de la solution aux sommets du maillage
initial. Dans cette section, plusieurs cas tests nous serviront a comparer les deux méthodes
de calcul du gradient (GN) et (GB) (définition & partir des valeurs aux noeuds et aux
barycentres).
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20 T T T T T T T T
EXACT —
centres-elements ----
cenfrés-noeuds .-:::-

18 -

16 g

4 1 1 1 1 1 1 1 1 J

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

F1c. 3.10 — Echo radar en fonction de k*R (0 = 0) pour les deuxr méthodes centrés-
éléments et centrés-noeuds .
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Calcul d’erreur pour le mode de résonance (1,1)

Nous avons ici repris le cas test associé a la cavité carrée de la section (3.3.1). La
figure (3.11) représente les coupes (en y = 0) des solutions numériques obtenues avec
les gradients (GN) et (GB). Les solutions sont données au temps ¢ = 13,33 ns (soit 317
itérations du schéma de Runge-Kutta & trois pas) et le nombre CFL a été fixé a 1.

Sur la figure (3.12), les courbes représentent ’évolution en temps du mode de résonance
en un point de la cavité. On remarque que les deux courbes se comparent bien dans les
deux cas et approchent bien la solution exacte.

D’autre part, nous avons évalué sur une grille structurée I’erreur en norme
|| . ||z des trois composantes du champ électromagnétique (cf. section 3.3.1). On note
toujours E1, E2 et E3 les erreurs associées aux composantes H,, H, et E.. Le calcul
d’erreur a été effectué pour la grille 20 x 20 au temps t = 13,33 ns (cf. Tab. 3.3).

0.1 T T T T T T T

EXACT —
'GRADIENT GN’ ----

0

'"GRADIENT GB’

-0.1 |

-0.2

-03

Ez -04 |

-05 |

-0.6

-0.7

-0.8 |

_09 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
ABSCISSE X

Fi1G. 3.11 — Coupe en y = 0 pour le mode de résonance (1,1).

type de gradient ‘ El ‘ E2 E3 ‘
GN 3.2107° 1 3.2107°| 1.4 1075
GB 7.3107° | 7.3107° | 2.3107°

TAB. 3.3 — Erreur en norme || . || pour les deuz types de gradient.
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'EXACT —
'GRADIENT GN' ----
'GRADIENT GB’ ----- 7

0.8

0.6

04

02

Ez 0

-0.2 - T

-04 + -

-0.6 - T

-0.8 -

1 I I I I
0 50 100 150 200 250 300
ITERATIONS

F1c. 3.12 — FEwvolution en temps du mode de résonance (1,1).

On remarque que les erreurs calculées sur les trois champs sont faibles quelque soit le
type de gradient employé. Cependant, I'erreur est plus faible pour le gradient utilisant les
valeurs aux noeuds (GN).
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Spectre de résonance

La méme expérience que celle présentée a la section (3.3.2) a été réalisée. Le spectre
du champ E, est représenté sur la figure (3.13) et les deux courbes associées aux gradients
(GN) et (GB) sont tres proches.

0.04 T T T T T

'GRADIENT GN' ——
'GRADIENT GB' ----

0.035 |- T

0.025 | ‘ -
[Ez| 0.02 | : .

0.015 -

0.01

0.005 |-

0.6 0.8 1 1.2
FREQUENCE

Fic. 3.13 — Spectre de résonance de la cavité carrée.

Calcul de SER

Nous avons ici repris la géométrie du disque définie dans la section (3.3.2) et l'on
a calculé le diagramme de SER. La figure (3.14) représente les courbes obtenues par la
méthode centrés-éléments en utilisant les deux méthodes de calcul du gradient. Toutes
deux se comparent bien a la solution exacte.

On peut noter également le peu de différences entre les deux gradients sur les isovaleurs
du champ électrique pour une régularité C, de 'onde incidente (fig. 3.15).

Diffraction par une impulsion

On s’intéresse maintenant a la simulation de la diffraction par une impulsion sur le
disque. L’onde incidente illumine le coté droit de 'obstacle et elle est obtenue apres tron-
cature d’une onde plane, en prenant le signal sur une demi-longueur d’onde pour une
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14 T T T T T T T

'EXACT —
'GRADIENT GN' ----
'GRADIENT GB’ -----

DB

0 50 100 150 200 250 300 350 400
ANGLES

Fi1c. 3.14 — Diagramme de SER du disque.

1 B
@ 6
4 4 =

F1c. 3.15 — Champ diffracté E, pour une onde plane (gradients GN a gauche, GB
a droite) .
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F1G. 3.16 — Champ diffracté E. pour une impulsion (gradients GN a gauche, GB a
droite) .

fréquence de 0.1 GHz et nul sinon. On notera que la composante E, associée a cette
impulsion est de classe Cy sur IR contrairement & la solution de la figure (3.15). La fi-
gure (3.16) représente les isovaleurs du champ diffracté E. aprés un temps de simulation
t = 3,33 ns. Les isovaleurs associées aux deux gradients sont de méme qualité.

Couts CPU

Nous avons reporté dans le tableau (3.4) le cotit CPU ramené & une itération des deux
types de gradients pour la méme application. On peut noter que le gradient (GN) est trois
fois moins couteux que le gradient (GB). Ceci n’est pas surprenant puisque le calcul du
gradient (GB) fait intervenir trois triangles pour chaque cellule 7;.

‘type de gradient‘ GN ‘ GB ‘
‘ temps (s) ‘ 2.1072 ‘ 6.1072 ‘

TAB. 3.4 — Temps CPU pour les deux types de gradients.

3.4 Conclusion

Les deux méthodes de volumes finis (centrés-éléments et centrés-noeuds) ont été con-
frontées sur la base de plusieurs types d’applications numériques, qu’il s’agisse de calculs
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de surface équivalente radar, de champ diffracté ou de résonance. Des comparaisons a la
fois d’ordre quantitatif et qualitatif montrent que les deux méthodes donnent des résultats
de bonne qualité. Bien que la formulation centrés-noeuds soit moins cotteuse du fait
d’une condition CFL moins restrictive, la méthode centrés-éléments présente l'avantage
de résoudre des problemes avec des fréquences plus élevées (& maillage identique).

Il est donc intéressant de poursuivre le développement de I'approche centrés-éléments,
notamment dans le cas hétérogene. Elle devrait effectivement permettre de considérer plus
naturellement des dispositifs incluant des couches de matériaux ou des surfaces infiniment
minces. D’autre part, I'étude des gradients définis a partir de valeurs aux barycentres (GB)
constitue une premiere étape aux spécificités de la formulation centrés-éléments. Cepen-
dant, la recherche d’une méthode de calcul des gradients la mieux adaptée est nécessaire,
car comme on a vu dans ce chapitre cette derniere formulation du gradient discret est
relativement cotiteuse.

3.5 Annexe 1

Convergence des schémas volumes finis

Nous rappelons dans cette section des théoréemes de convergence des méthodes volumes
finis obtenus par plusieurs auteurs, dont [43], [80], et [51]. Nous présentons d’abord les
résultats obtenus dans le cas scalaire dus en particulier aux travaux de R. Eymard, T.
Gallouet, R. Herbin [43], et S. Champier [17]. Ensuite nous donnons des résultats de
convergence dans le cas général des systemes conservatifs, nous présentons les travaux de
D. Kroner, M. Rokyta, et M. Wierse qui concerne la généralisation du théoreme de Lax-
Wendroff pour les schémas volumes finis en deux dimensions d’espace [51], et les travaux
de J.P. Vila qui montre une estimation A% pour une méthode volumes finis appliquée
aux systemes de Friedrichs [80].

3.5.1 Cas scalaire

Pour les problemes hyperboliques scalaires, les schémas volumes finis convergent vers
la solution faible du probleme étudié. Pour montrer la convergence, 1'idée est d’imposer
a la condition initiale d’étre L°°. Moyennant une condition de CFL et une hypothése de
régularité sur le maillage, on montre la stabilité L>® de la solution approchée. Ceci n’étant
pas suffisant pour montrer la convergence, on établit une estimation faible de la variation
totale pondérée. La solution approchée étant dans L>°, on peut extraire une sous-suite qui
converge dans L pour la topologie faible *. Grace & la deuxiéme estimation (variation
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totale pondérée), on montre que la fonction limite est solution faible du probleme étudié

[43].
Nous donnons ici un exemple.
On considere ’équation hyperbolique linéaire suivante :

w(x,yt) + TVu(ryt) =0 tel0,T],(xy) eRY,
u(,y,0) = uo(w,y) (x,y) €RL

1-Hypotheses sur les données :

xug € L & support compact, wg € [tp,ups]-
¥ [divy =0, T € CYR? x Rt RY).
|V (2,t)| < v ER

Ces hypotheses assurent la propagation de 'onde en temps fini.

2-Hypotheses sur le maillage:

Soit 7 une discrétisation en triangles, K € 7.

dh > 0,00 >0
ah® < m(K).
m(0K) < hih,
O(K) < h.

m(0K) est la mesure de K.
O(K) est le diametre de K.

Schéma numérique:

n+1
Ug — Uk

m(K) A7

IEN(K)
F € C(R?R) le flux numérique est tel que:
—F(ay,az) est croissant en ap, et décroissant en as.

—F(ay,a2) est lipschitzienne pour ay,as € [Up,,Ups].

—F(a,a)=a pour tout a € [u,,,up] (consistance).

ul
A + Z (Q)?(,ZF(U?(,U?) - UZ?KF(U?,U?() =0.

(3.10)

(3.11)
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At est le pas de temps.

N(K): voisins du volume de controle K.

3-Condition CFL:
377 357 At S 2&’%(1 - 7)

Résultats:

(1)-Monotonie du schéma et estimation L>:

[l ooy < Nl poo ey ol | o ey Avec

||un||L°°(Rd) = sup |U?(|L°o(Rd)-
Ker

(2)-Estimation faible sur la variation totale pondérée:
ALY, S L) nnallul, — i |2 < c.

B est I'ensemble des arétes a appartenant & une boule de R2.

K est voisin de K.

Cette estimation montre que la solution approchée satisfait le probleme étudié avec une
erreur r telle que r — 0, quand h — 0.

On pose:
urar = U, v € K, t € [nAt,(n+ 1)At].

Convergence dans L.

Grace a lestimation (1), on peut extraire une sous-suite qu’on appellera encore wu, a¢
qui converge dans (3% vers une fonction v (ura¢ — u qd h,At — 0), et grace a I'estimation
(2), on montre que la fonction u est solution faible du probleme (3.9).
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3.5.2 Cas des systemes

I) Cas général

On présente ici une généralisation du théoreme de Lax-Wendroff pour les schémas vo-

lumes finis 2-D [51].

Le probleme a étudier

On considere ici un probleme hyperbolique de lois de consevation :

U; + 8xf1(U) + 8yf2(U) =0 R? X R,
U(-’anao) = U()(l',y) R2‘

U:R*xR—R™, fi,fo:R™ —=R™ m e N.

1-Hypotheses sur les données :

(3.12)

On suppose que f; et fo sont des applications suffisamment régulieres, et la condition

initiale Uy € L>®°(R?)™

2-Hypotheses sur le maillage:

Soit Q2 € R?, Q2 = UT; (T; est un polygone), h = sup diam(Tj).

J
h2

*E!cl,sup 7 |

*V < [ < k (k nonbre de voisin d’une cellule T}).
*Z |T;| — |Tj1| = o(1), Tj; voisin de T}.
#U; 15 = U;Th

3-Condition CFL:

At
Jeo,ec3 >0, 0 < < o < c3, At est le pas de temps.

Schéma numérique

Ut = U"—— > F ) =0.

leN K)

(3.13)
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F est le flux numérique tel que:

YR >0YUVU V' € Bg(0).

«|F(UV) = Fy(U' V)| < «(R)W(U = U'| 4+ |V = V') (continuité lipschitzienne).
xF(UV) = =F;(V,U) (conservativité).

*Fj = v, f1(U) +vji, f2(U) (consistance).

On pose U, = U}

Convergence

Si en plus des hypotheses précédentes, on a:

(01) sup sup [Un(,y,t)] < c.

(02)|U — Uh|L?oc(R2 <R) — 0, At,h — 0.

Alors:

U est solution faible du probleme (3.12) au sens des distributions:

Lo voss [ (h@oso+ 0,0 + [ Ted(-0) = 0. (3.14)
R?xR R2 xR R2

Vo € C§°(R? x [0,00]).

IT) Les systemes de Friedrichs

On présente ici une estimation 72 pour les méthodes volumes finis pour les systémes
de Friedrichs [80] :

d
U+ A'9U,
i=1 (3.15)

U(:L',O) = Ug(l’),

A? sont des ¢ x ¢ matrices réelles disonalisables & coefficients constants ot1 ¢ est la dimen-
sion de U.
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1-Hypotheses sur le maillage

soit 7, un maillage polygonal tel que:

Ja, B3>0
ah® < m(K).
m(0K) < phi-t, (3.16)
6(K) < h.

d est la dimension spaciale du probleme.

m(0K) est la mesure de K.

O(K) est le diametre de K.

le Schéma numérique

1
UO,:—/ Up(z)d
K m([{) X U(x) T
At

Uttt =UR - (K Z (AU + AL UL)m(LK), (3.17)
JEN(K)

ou AIK et A7 ;- sont respectivement la partie positive et négative de la matrice
Arg = Eflzl Ai(nLK), nri est la normale extérieure & I'interface 0K N OL.

On note Uy, = U pour x € K, et t € [nAt,(n + 1)At].

N(K) : voisins du volume K.

2-Condition CFL:

(1 —a)m(K)
3 0,1[, At < — L (*).
Résultats:
Si Uy € C, et vérifie la condition CFL (*) alors:

(01) Vn € N, VK € 73,

At n n n - n
D UR) ALk Uk + (Uk)' AZ e Ukelm(e)

UM = [UR| + —
" m(Ix) ecOK

+a Y (U = Ug)' (A7 )-(Ug — Ui )m(e) < 0.
ecOK
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(02) ¥ne N, > |Ug*m(K) < ||Ug|[2:-
I\"ET}L

(03) Vn € N, > |[UE —UpPm(K) < K1(Up)At>.
Ker,

(04) D > Uk = Uke)"|Ae k|- (Uk — Ug)m(e)At <
neN e€Sy

Ou [Ac x| = AL, — A7

e,

la cellule K par l'interface e.

K>(Uy)
P

Sp, ensemble des interfaces du maillage, et Ke le voisin de

Convergence de la méthode

Si Uy € [H*(R%)]7 & support compact avec s > 1+ %, et sion a la condition CFL (*), alors:
U, converge vers la solution U du probléme (3.15) dans L%([0,7] x R%), avec I'estimation

d’erreur suivante:

||U — Uh||L2([0,T}XRd) < C(U07T)(h + At)%
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Chapitre 4

Un schéma volumes finis décentré
en milieu hétérogene

L’essentiel de ce chapitre est tiré du rapport INRIA (N¢ 3351)
réalisé avec Loula Fézoui! et Frédéric Poupaud?

Ce travail a également fait l'objet d’une communication au congres
d’Analyse Numérique CANUM’97, (France) .
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2. Universite de Nice, UMR CNRS 6621, 06108 Sophia-Antipolis
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4.1 Introduction

Nous présentons ici, la méthode des volumes finis décrite dans le chapitre précédent
appliquée aux milieux hétérogenes (les coefficients du systeme de Maxwell = et p sont
discontinus). Cela demande une nouvelle formulation du flux numérique, qui tient compte
des conditions de saut a travers les interfaces de matériaux d’indices différents. Nous
présentons également une amélioration significative de cette méthode en abandonnant
I'interpolation linéaire dans le calcul des gradients (comme présentée dans [41] et [25])
au profit d’'une définition de gradients 'faibles’ qui se calculent alors comme des flux. Ce
procédé a 'avantage de respecter la structure du maillage et de plus il est plus facile a
implémenter et moins cotiteux que les procédés plus classiques.

Polarisations TE et TM

L’étude que nous présentons a été effectuée dans un cadre bidimensionnel. Nous re-
prenons ici le systeme décrit dans le paragraphe précédent (3.1.1), qui s’écrit en présence
de charge et de courant :

OBy | OE, o
ot oy N ’
OB,  OE,

- - 0 4.1
ot ox ’ (4.1)
oD, | OHx OHy _
at ay  oxr

Le cas TE s'écrit de fagon analogue en considérant les champs B = '(0,0,B,) et D =
t(DxTDy?O)'

Lois constitutives

Les inductions et les champs sont reliés par des lois constitutives qui s’écrivent pour
des milieux linéaires et isotropes:

{ B =puH, (4.2)

D =c¢E,

ol la perméabilité magnétique p et la permittivité électrique ¢ sont supposées ici constantes
par morceaux.

Notons que les milieux hétérogenes considérés ici sont constitués de matériaux homogenes
(ie u et £ sont constantes par morceaux) .
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4.2 Approximation numérique

Nous rappellerons brievement la méthode des volumes finis et insisterons sur le calcul
des gradients qui est 'ingrédient nouveau que nous introduisons ici.
Considérons le systeme de Maxwell en mode TM par exemple dans un domaine 2 borné
du plan. On discrétise ce domaine par des triangles tels que: 2 = Uf\ng, ou NT est le
nombre de triangles. On obtient une formulation faible en intégrant le systeme (4.1) écrit
sous sa forme conservative Q; + v}IF(Q) = —J (voir paragraphe 3.1.1) sur {2 avec les
fonctions caractéristiques des triangles commes fonctions tests. Rappelons d’abord que IF
est une fonction linéaire de IR® dans IR? x IR3, et donc sa différentielle est égale a elle
méme, c’est-a-dire IF.
En supposant maintenant que la derivée par rapport au temps du champ Q est constante
en espace sur chaque triangle, on obtient finalement :

Aire(T;) (%—?) + [ IF(Q).vido = —Jj, (4.3)
R

ol v; est la normale unitaire extérieure a 97; et J; est une projection du courant (connu)
sur le triangle 7;.

On distingue dans le terme intégral de (4.3), les flux internes, flux s’échangeant a l'interface
entre T; et un triangle (voisin par aréte, figure 4.1) et les termes de bords qui expriment
les conditions aux limites:

3

Aire(T;)(Q); + Z ®;; + termes de bord = —J;, (4.4)
j=1

ol ®;; est une approximation des flux internes.

4.2.1 Le schéma de Godunov d’ordre un

Les coefficients £ et 1 sont supposés constants par triangle, mais présentent des sauts
aux interfaces de deux milieux différents, et par conséquent le choix du schéma numérique
a l'ordre un n’est plus réduit au schéma ICR (Issacson-Courant-Rees) (voir remarque
3.2.3). On rappelle brievement le schéma de Godunov adapté a la résolution numérique
d’un systéme & coefficients non constants (voir [20] pour plus de détails).

On peut écrire le flux de Godunov sous la forme:

@i = A(n;;)Q%(Q:1,Q;).
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Ni1
T1 *

Ti

Fi1G. 4.1 — les trois voisins par aréte du triangle T;

An)Q =1F(Q).n

A(n) est linéaire de IR® dans IR3.
AQY(Q;,Q;) est la valeur du flux a I'interface. Plus précisément si Q est la solution de :

9Q

0

avec la donnée initiale :

Qi sir < Tij,
Qj sir > Tij,

Q(I‘,O) = {

ou r joue le role de I'abcisse dans la direction de la normale 7, et r;; est I'abcisse du point
de contact entre les deux triangles T; et 7).

On pose alors : Q%(Q;,Q;) = Q(r =r;;,07).

Remarque

Q(r =135,0") # Q(r = r;;,07), mais par contre
AQ(r =15,0") = AQ(r = r;;,07).

Nous avons fait le choix du schéma de Godunov (basé sur la résolution exacte d’un
probléme de Riemann) pour satisfaire exactement les conditions d’interface (n A [E] = 0,
et n A [H] = J) ce qui n’est pas le cas d’un solveur de Riemann approché tel que le schéma
de Steger et Warming par exemple. On pourra se référer a ([46]) pour l'expression de la
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solution exacte du probléme de Riemann et pour des comparaisons entre ces deux solveurs.

Malgré la qualité des solutions obtenues par le schéma de Godunov, la précision spatiale
reste d’ordre un; pour améliorer cette précision nous modifions le calcul des valeurs aux
interfaces entre les triangles comme expliqué ci-apres.

4.2.2 Les schémas d’ordre supérieur

Supposons définis les gradients VQTN la procédure pour étendre a un ordre supérieur
(deux ou trois) le schéma décrit ci-dessus, est obtenue par la formule (3.6).

Calcul des gradients

La procédure pour définir le gradient approché d’une fonction a partir d’une représentation

constante par morceaux n’est certes pas unique. Nous avons comparé dans ([25]) deux
méthodes utilisant toutes deux une interpolation linéaire et nous avons conclu qu’aucune
d’elles n’était réellement adaptée au cas des milieux hétérogenes sans parler de leur cofit
relativement élevé pour des simulations tridimensionnelles.

Nous proposons ici une procédure simple basé sur le méme principe que le calcul des flux.
Nous définissons un gradient moyen (ou faible) comme suit :

3 3
Aire(Ti)VQTi o~ / vQ-= Z / Qn;; = ZBiﬂh’ja (4.5)
oT; 7=l

jzlaTmaTj
ou B;j est une valeur approchée de Q a linterface entre 7; et 7 . Si nous prenons
. + . .
B;; = w on obtient :
] 3 3 3
2A1re(Ti)V)QTi = Zl Qinij + -21 Q nij = '21 Qi
j= j= j=

car la somme des normales 7;; (non unitaires!) est nulle.
On notera par la suite cette définition des gradients par (GVF).

Condition aux limites

Pour calculer le flux sur la frontiere métallique I', nous avons utilisé la méme technique
qu’au paragraphe (3.2.4) en résolvant un demi probléeme de Riemann avec une condition
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initiale et une condition aux limites, et le probleme est ainsi bien posé. Soit Qp la valeur
de Q dans un triangle 7; du bord. On résout :

0
Qt—i-EA(n)Q:O , >0,

Q(rt=10) = Qy , >0, (4.6)
Qs(rt) = —%Eém ,7=0,

on pose alors: Q% =Q(r=0,t > 0).

Le flux ®; sur le bord est défini alors comme dans (4.2.1) par: ®, = .A(n)Q¥.

Eire représente le champ incident, et n la normale unitaire au bord. (Pour plus de détails
voir [25]).

4.3 Deux méthodes de calcul du gradient

Nous reprenons ici la méthode proposée par J. Durlofsky, S. Osher et B. Engquist [41]
pour calculer un gradient approché sur un triangle (la méthode est décrite au paragraphe
3.2.3.2), nous avons noté cette définition (GB). Nous proposons dans ce paragraphe de
comparer les deux méthodes de calcul du gradient approché (GVF) et (GB). Nous les
avons comparées a travers deux cas tests, le premier consiste a calculer le gradient d’une
fonction réguliere sinusoidale, et le deuxieme cas consiste a calculer le gradient d’une
fonction discontinue.

Considérons la fonction réguliere u;, et la fonction discontinue us données par:

u1(x,y) = cos(w * x) x sin(y) (4.7)

B (4.8)

a

—% * sin(z xy) * sin(w*x) si v <0,
UQ(ZU,y) = b

* sm(% xy) x sin(w*x) si x>0,

a et b étant deux réels strictement positifs (¢ = 1,0 = 2), w = 27 f avec f =0.1.

Les figures (4.2) et (4.3) représentent la dérivée en x des deux fonctions citées

ci-dessus calculée avec les deux méthodes. Comparées au calcul exact, on constate que
les deux méthodes de calcul donnent des résultats similaires que ce soit pour calculer des
gradients de fonctions continues ou discontinues (figures 4.2 et 4.3). ces comparaisons sont
effectuées sur un maillage structuré.

Nous avons ensuite comparé les deux gradients a travers le cas test discontinu précédent
(avec f = 0.6) sur un maillage non structuré (figure 4.4). Les résultats restent comparables
(figure 4.5).
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Cout CPU

Nous avons également comparé le temps de calcul des deux gradients pour une itération
et on peut constater d’aprés le tableau (4.1) que le gradient (GVF) est six fois moins
couteux que le gradient (GB). On peut donc déduire que 'avantage de la méthode (GVF)
par rapport a la méthode (GB) est qu’elle est facile & implémenter, et d’un cout relative-
ment faible. Elle est également deux fois moins cotteuse que la méthode (GN) qu’on a vu
dans le chapitre précédent.

‘type de gradient‘ GB ‘ GVF ‘
‘ temps (s) ‘ 6.10* ‘ 1.102 ‘

TaB. 4.1 — Temps CPU pour les deux types de gradients.
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4.4 Reésultats numériques

Afin de vérifier la qualité de notre méthode d’approximation, nous avons effectué une
série de cas tests numériques. Nous présentons ici la simulation numérique de la propaga-
tion d’un pulse a l'intérieur d’une cavité carrée composée du vide et du verre, la diffraction
d’une onde plane sur un matériau revétu d’une couche de diélectrique, et enfin la simula-
tion d’un champ électromagnétique généré par un courant source surfacique. Les maillages
ulilisés dans tous les cas tests (sauf mention contraire) correpondent & environ 15 points
par longueur d’onde.

4.4.1 Simulation d’un pulse

On simule ici I’évolution d’une pulsation en mode TM, dans une cavité carrée semi
ouverte de longueur d= 6m. a droite de = 0 le vide et & gauche du verre (matériau
d’indice & = 4eg,et . = po ol £ et pp sont les indices du vide) (figure 4.6). On envoie une
onde de type pulse dans la partie vide, de longueur d’onde A = 3m donnée par:

n=3
_ Wy iy Y
E.(z,y) = a9+ nz::l aycos(2nw(cost(x 1 ) + sinf(y 1 ))X[yo_%7y0+%}, o

Hy(xay) = EZv
H,(x,y) = sinfE,.

Avec ag = 0.43750, a; = —0.53125, az = 0.06250, et ag = 0.03125; X[, est la fonction
caractéristique de [a,b] et @ l’angle d’incidence. L’onde venant frapper sur le verre se
décompose en une partie transmise et une partie réfléchie (figures 4.7 et 4.8). La solution
calculée numériquement apres un temps t = 6.66ns approche bien la solution exacte (figure
4.8).
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métal

/ / / s/

verre vide
onde

B ————
incidente

J /S /S

F1G. 4.6 — boite métallique

Fic. 4.7 — simulation du champ électrique d’un pulse
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0.7 T T T T

SOLUTION APPROCHEE ——
SOLUTION EXACTE ----- i

0.6 -

05 -

04

03

02 r

01 r

01 | R
02| E

0.3 |- N/ i

0.4 ! ! ! !

F1a. 4.8 — coupe en y du champ électrique apres un temps t = 6.66ns

4.4.2 La diffraction d’onde sur un matériau revétu

Nous rappelons que le but de ce travail est la recherche d’une méthode pour résoudre
essentiellement des probléemes dans des milieux hétérogenes. Nous présentons ici un cas test
ou "I’hétérogénéité” du milieu varie suivant les directions. Nous avons étudié la diffraction
d’une onde plane sur un disque de rayon R = 0.459m, revétu d’une couche de diélectrique
d’épaisseur e = 0.1m. Cette couche inclut une répartition périodique de disques métalliques
totalement réfléchissants, avec une périodicité de 0.1m, le rayon de ces disques est égal a
0.025m. Nous avons utilisé un maillage correspondant a environ 14 points par longueur
d’onde (figure 4.9), et nous avons effectué ce cas test dans les deux cas de polarisation
(magnétique et électrique).

4.4.2.1 Cas des ondes transverses magnétiques

La figure (4.10) représente le champ diffracté E., on note la faible influence des disques
réfléchissants sur 'onde diffractée. Nous avons comparé cette solution a celle obtenue par
une méthode d’éléments finis par Anabelle Zebic [87], ou le maillage utilisé correspond a
environ 20 points par longeur d’onde. les deux solutions sont qualitativement comparables.
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4.4.2.2 Cas des ondes transverses électriques

Nous avons effectué la méme expérience qu’au paragraphe (4.4.2.1) avec cette fois-ci
une polarisation électrique. La figure (4.11) représente le champ diffracté H,. Contraire-
ment au cas précédent (polarisation magnétique), ici 'influence des disques est importante
et ceci est di aux conditions sur le bord.

Valeur03 From -738To .793 In 50 steps.

Fi1G. 4.11 — champ magnétique diffracté

4.4.3 Le courant source surfacique

Dans un mileu linéaire, nous avons la relation suivante :

oD
—_— = H) =-J. 4.1
p rot(H) J (4.10)

Nous considérons maintenant un courant J traversant la section s déterminée par (x = 0)
d’un guide d’onde (figure 4.12).

To(y) = \/isin(%y)cos(wt)ém, (4.11)
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ol ¢ est la masse de Dirac.
L’onde se propageant a l'intérieur du guide d’onde en mode TM est donnée par:

27
E,m=— V2 Osin(Ly)cos(wt — fx) W
2 d
2
H, " = —gsin(%/)cos(wt — Bx) x>0 (4.12)
2% f. .
H," = —%f%ws(%)sm(wt — fx) )
27
E,m=— \/_2 0 sin(%y)cos(wt + fx)
2
H," = gsin(%)cos(wt + fx) x <0 (4.13)
27 f. .
H," = —g%‘?cos(%y)sm(wt + fx) )
Parametres du guide d’onde
fréquence (cutoff) fe= 2d\lﬁu
constante de propagation | = k\/l - (f—fc)2, f>fe
impédance Zo = %

Pour plus de détails voir dans [74] page 97.
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A A A S A a4

////0///

métal
Fic. 4.12 — Courant surfacique dans un guide d’onde rectangulaire

Nous avons considéré une fréquence f = 0.3 GHZ, et d =1 m.
La figure (4.13) représente le champ électrique et le champ magnétique. On note bien la
discontinuité du champ magnétique en x = 0. Les coupes en y = % des deux champs
(figures 4.14 et 4.15), comparées aux solutions exactes montrent la bonne qualité des
solutions approchées.

Fi1G. 4.13 — champ électrique a gauche et champ magnétique a droite
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4.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, une méthode numérique visant a traiter des

probléemes d’électromagnétisme dans des domaines hétérogenes. Le choix des volumes de
controle qui sont les éléments de la discrétisation, et la méthode de calcul des gradients
volumes finis, semblent bien adaptés a notre résolution. En effet, ces volumes de controle
permettent de bien définir 'interface entre deux matériaux d’indices différents, et le cal-
cul du gradient volumes finis (GVF) fait intervenir peu de points autour de la cellule
considérée, et les compraisons avec une autre méthode de calcul proposée par L.J. Dur-
lofsky, S. Osher, et B. Engquist et notée ici par (GB), ont montré que la méthode (GVF)
est aussi performante et a ’avantage d’étre moins cotteuse.
L’utilisation d’un solveur de Riemann exact nous a permis de prendre en compte les
conditions de saut. Les différentes expériences numériques (courant surfacique, diffraction
d’onde sur un matériau revétu...etc) ont montré le bon comportement de la méthode, et
aucune oscillation n’apparait & la surface des discontinuités.
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4.6 Annexe 2

Annexe 4.6.1 : Forme conservative des équations de Maxwell en polarisation

transverse électrique TE,.

La formulation conservative bidimensionnelle en champ total et associée aux ondes trans-

verses électriques s’écrit :

Q: + F(Q). + G(Q), =0,

et les composantes non nulles du champ électromagnétique sont :
Q = t(_va _Dya Bz) .
On obtient alors:

0 Q3/u
F(Q) = { —Q3/p , G(Q) = 0
—Q2/e Q1/e

On peut remarquer que les flux F et G redonnent exactement ceux du cas T'M en inter-
changeant seulement ¢ et ;1 dans les équations.

Annexe 4.6.2 : Flux numériques décentrés d’ordre un pour le systéeme de Max-

well.

Soient IF =! (F(Q); G(Q)) et A définis respectivement par (3.1) et (3.2). On pose alors
F(Qm) =nIFQ) .

En milieu homogene, les flux échangés d’une cellule T} vers une cellule adjacente T;
s’écrivent alors pour le systeme de Maxwell bidimensionnel :

~ FQim) +F(Qm) A |, _
- 9 - 92 (Q] - Ql) )

ot ; = '(n1,m2) est la normale & linterface 0T; N IT; orientée de T; vers T).

m
1Al

2
1Al

En posant maintenant &; = , on obtient :

752:
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(&) —&& 0 (&2Q3)/e
[Al=clin|l | ~8& ©)F 0| et F=ln| ~(& Q)
0 0 1 —(61Q2 — &Q1)/p

Annexe 4.6.3 : Matrices de passage pour la diagonalisation du systéme de
Maxwell bidimensionnel.

La matrice A définie par (3.2) est diagonalisable dans IR et la matrice de ses valeurs
propres associées s’écrit :

1 0 0
A=clnfl {0 -1 0
0 0 0

La matrice A peut donc se mettre sous la forme A = TAT ! avec:

S —& & & & 1/Z7
T=| & & & ., T = % & & 17 |,
A A 0 26, 28 0

ol Z = pc est 'impédance du milieu de propagation et & le vecteur défini dans ’annexe
4.6.2.
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Chapitre 5

La méthode Galerkin Discontinue

Ce chapitre a fait I'objet d’un rapport INRIA (N 3501) réalisé
avec Loula Fézoui'!

Les travaux présentés dans ce chapitre ont également fait 1’objet de
deux communications, une a la 20ieme rencontre annuelle de la société
de mathématiques appliquées et industrielles ( Canada, 1999), et Iautre
au “The 15th Annual Review of progress in Applied Computational
Electromagnetics (USA, 1999)” .

1. CERMICS-INRIA, 2004 Route des Lucioles, 06902 Sophia-Antipolis, France.
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5.1 Introduction

Parmi les méthodes numériques d’ordre élevé développées pour la résolution des systemes
hyperboliques avec des géométries complexes qui nécessitent des maillages non structurés,
nous citons ici les méthodes d’éléments finis et en particulier la méthode Galerkin Discon-
tinu [32]. Nous présentons dans ce chapitre une adaptation de cette derniére au systeme
de Maxwell en milieu hétérogene, cette méthode a été construite pour la résolution des
problémes conservatifs et hyperboliques de la forme:

d
EU + divIF(U) =0 surQ x [0,7], (5.1)

oi1 © est un ouvert de IR?.

Cette méthode a été introduite par Reed et Hill en 1973 [68] pour la résolution de ’équation
de transport de neutrons. Une analyse mathématique a été menée par LeSaint et Raviart
[58], Johnson et Pitkardnta [56], Richter [73], et Peterson [66], et ceci dans le cas des
équations scalaires hyperboliques et linéaires.

B.Cockburn et S.W.Shu ont développé et étendu cette méthode aux autres formes d’équations
et systemes non linéaires (advection, dynamique des gaz...etc) [26]-[32].

L’idée de base est de choisir un espace d’éléments finis discontinus V,f ou les solutions
approchées sont des polynomes de degré k sur chaque volume 7; tel que €2 = z._UA/[Tz-. La

=1
solution approchée est calculée & partir d’une formulation faible du probléeme a résoudre.

Pour se faire, on multiplie 'équation (ou le systéme) par une fonction test v(x) € Vi,
et on integre sur chaque volume 7;. Dans le cas monodimensionnel (d = 1), ou T; est
un segment, on choisit comme fonctions tests, les éléments d’une base locale (sur chaque
segment), et afin d’obtenir une matrice de masse diagonale, on peut choisir comme base
les polynoémes de Legendre. A partir du nombre de degrés de liberté fixé, on choisit une
formule de quadrature appropriée pour calculer les intégrales. Le passage au cas multidi-
mensionnel n’est pas trivial, notamment pour le choix des fonctions de base et des formules
de quadrature. Si on prend I'exemple du cas bidimentionnel, il est plus aisé de trouver des
formules de quadrature sur des triangles que sur n’importe quel autre polygone. Ainsi,
le choix du volume d’intégration n’est pas arbitraire. Quant a l'intégration en temps, on
utilise un schéma de Runge-Kutta d’ordre (k+1), la méthode est ainsi d’ordre (k+1) (pour
les démonstrations voir [18], et [33]).

La méthode présente des propriétés, notamment de parallélisation étudiée par plusieurs
auteurs dont Biswas, Devine, et Flaherty [9], qui en ont par ailleurs construit des versions
h- et p-adaptatives. La méthode a été étendue aux équations de Navier-Stokes compres-
sibles par Bassi et Rebay [3], et aux équations de Convection-Diffusion par B.Cockburn
et S.W.Shu [31].
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Le choix de l'espace de discrétisation repose sur celui des fonctions de base locale. Cette
méthode est bien adaptée pour notre probleme ou le milieu peut étre hétérogene, cepen-
dant une restriction du CFL due a la méthode utilisée se traduit par un coiit en CPU
relativement élevé. On verra par la suite une comparaison de cette méthode avec une
méthode de volumes finis du point de vue qualitatif et cofit.

Ce chapitre est organisé comme suit : la premiere partie consiste a présenter le probleme
a résoudre. Nous présentons ensuite dans la deuxieme partie les détails de la méthode
numérique utilisée comprenant les fonctions de base choisies, les formules de quadrature,
et la discrétisation en temps. Dans la troisieme partie, des résultats numériques seront
présentés aussi bien dans le cas homogene que dans le cas hétérogene, et dans la qua-
trieme et derniere partie, nous ferons une étude comparative de cette méthode avec une
méthode de volumes finis.

5.2 Le probleme a étudier

Nous avons choisi d’étudier le cas bidimensionnel avec une polarisation transverse
magnétique ou les équations s’écrivent comme suit :

(0B, oLF,

ot + oy 0
0B, Ok, )
{ ot o : (5.2)
oD, OH, O0H .
+ -= = —j.
ot ay ox i

Nous nous placons dans le cas particulier ot le domaine de propagation des ondes est
isotrope et linéaire.

Caractéristiques mathématiques des équations de Maxwell

Nous rappelons que le systeme (5.2) peut se mettre sous la forme conservative :
Q: + V.IF(Q) = —J, (5.3)

o Q =!' (B,,By,D.), et IF = (F(Q),G(Q)) (voir paragraphe 3.1.1). Le systéme (5.2) est
conservatif et hyperbolique.



94

CHAPITRE 5. LA METHODE GALERKIN DISCONTINUE

5.3 Approximation numérique

Nous considérons une discrétisation de type éléments finis du domaine de calcul 2 =
=M
U T;, ou T; est un triangle.
=1
Nous décrivons ci-dessous les approximations spatiales et temporelles, et rappelons les

résultats de stabilité.

5.3.1 Discrétisation en espace

Soit V= L?(Q x [0,00)) I'espace des solutions du probléme (5.2), et soit 'espace ap-
proché V,f C V, défini par

Vi ={vev/ln e Pri=1..M},

oit P* est I’espace des polynomes de degré k (k= 1,2). Par conséquent les solutions v sont
discontinues d’un triangle a un autre. Dans toute la suite on fixera k= 1. Afin de construire
une solution Qp € Vi, on multiplie le systéme (5.3) par une fonction test v(X) € V¥, et
on integre sur chaque triangle 7;. Le systeme obtenu s’écrit pour Qp = Q|r; :

%/T Qn(X,t)o(X)dT; + /T IF(Qu (X 1) u(X)dT; = —/TiJU(X

et apres intégration par parties, on obtient :

d

—/ Qn(X,u(X)dT, + > / IF(Qn (X t)).ni0(X)do

dt J, JeN iy JoTinaT;

(5.4)
/ F(Q) (X)) Vo(X / Jo(X

N(i) est I'indice des voisins du triangle T;, n;; est la normale extérieure unitaire dirigée de
T; vers Tj.
5.3.1.1 Les fonctions de base

On construit une base P! locale sur chaque triangle comme suit :
Soit un triangle 7T; de sommets al, a2 et a3. On note m1, m2, et m3 les points milieux des
arétes (figure 5.1), K le triangle de sommets m1l, m2, et m3 de mesure |K|, et on note:

mlz[mu],mZz[le],etm?):[mw].
maq ma2 ma3
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F1G. 5.1 — les degrés de liberté P!.

Soient ¢; (i=1,..3) les fonctions de base (linéaires), telle que ;(mj) = 6;;, o

s 1 sii=j
Y10 sii# .
Alors les fonctions (¢;); sont données par:

01 = ﬁ {(ma2 — mag)x + (M13 — mi2)y + miamaz — maamis},
Y2 = ﬁ {(mas —ma1)x + (m11 — ma3)y + mizgmay — magmar},

p3 = ﬁ {(ma1 — ma2)x + (M12 — ma1)y + mirmaz — maymiz} .

Une fonction Qp, de V¥ peut s’écrire pour X = (z,y) € T;, en fonction des éléments de la
base locale (¢;);:

=3
Qh(xvyvt) = Z Qh(mtvt)cpl(xvy)v
=1

ou Qp(m;,t) représentent les degrés de liberté de la solution approchée.

Choiz des fonctions tests:

On choisit dans ’équation (5.4) comme fonction test v(X) = ¢ (X),l = 1,..3. On
obtient ainsi trois équations a résoudre pour chaque champ Qj, et nous approchons chaque
intégrale par des formules de quadrature de Gauss.

5.3.1.2 Calcul des intégrales

Nous allons approcher les différentes intégrales de la formulation faible (5.4). On note
deux types d’intégrales :
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Les intégrales sur le triangle
d
E/ Qn(X,t)pu(X)dT5,
T;

| FQux)a(X)T,,

et

L’intégrale sur le bord

[ Q) (X do
oTiNoT;

Pour approcher
d
E/ Qn(X,t) o (X)dT;,
T;

on écrit d’abord Qj en fonction des éléments de la base, et on applique la formule de
quadrature de Gauss a trois points donnée par:

Fle)at; = VS Pim,y), (5.3)

qui est exacte pour les polynomes de degré 2. On obtient ainsi:

p p Qn(ml,t)
G [ uxnanan = a | Qumza |,
' Qn(m3,t)
ou
1 0 0
a=Tl gy o,
3
00 1
et pour
| FQuE ) ()T,

on utilise la formule de quadrature (5.5).

Quant a l'intégrale de bord:

[ QX)X
oTiNoT;
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I’approximation se fait en deux étapes; dans un premier temps, on approche
IF(Q(X,t)).n;; par un flux échangé entre T; et T};. Ce flux peut étre calculé de différentes
fagons. Afin de préserver la continuité de la composante tangentielle du champ électrique
donnée par nA[E] = 0, et la condition de transmission donnée par n A [H] = J, nous avons
choisi d’utiliser un schéma de Godunov. Ce schéma est basé sur la résolution locale d’un
probleme de Riemann. Le flux est donné par:

Dy = AWy,
ou Wjj est un vecteur constant le long de I'interface 9T; N 9T}. On a alors:

(Pl_](leQyt) = ]F(tht)nzjv

ol Q; et Q; sont les solutions approchées de part et d’autre de l'interface. Dans le cas ou
I'interface coincide avec le bord du domaine, Q; sera donnée par la condition aux limites
(Q; = Qp).

Nous distinguons ici deux types de conditions aux limites comme au chapitre (3) para-
graphe (3.2.4); une condition métallique et une condition absorbante.

Ensuite, nous appliquons une formule de quadrature de Gauss pour approcher:

/ ®,;(Qi,Qy,t)nijprdo 1 =1,..3.
OTiNAT;

On se ramene d’abord & une intégrale sur [-1,1] par le changement de variable suivant :

§ ¢ [ra,mp] — [=11]
2r—rq—rp
Tpb—Ta

ou [rg,rp] est un segment quelconque.

la formule de quadrature sur [—1,1] est donnée par :

1 1
[ Fade = 1) + 5

qui est exacte pour les polynomes de degré trois.

)
V3"

Remarque
La base locale étant orthogonale, la matrice de masse est par conséquent diagonale.

Apres 'approximation en espace et linversion de la matrice de masse, on obtient une
E.D.O de la forme:

d
EQh = Lpn(Qn),

ou Ly est opérateur approché de V.IF.
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5.3.2 Approximation en temps

Pour une discrétisation en temps a 'ordre 2, on utilise un schéma de Runge-Kutta a

deux pas:
Q?l = Qn )
Q) = XilhaeQf + GieAtLn(Q5. QR (t+ deAY) 1=12,.p,
QTL+1 — Qp
h h >

ot Q} est la condition aux limites donnée par le probleme & résoudre (ici p = 2).
Les parametres du schéma sont donnés dans le tableau suivant :

_ 1 _
apg=1]ayp=7|ay=

Bio=1] B =0 | P =
dOZO d1:1

TAB. 5.1 — parametres du schéma en temps

5.3.3 Stabilité du schéma

Apres les discrétisations spatiale et temporelle décrites précédemment, on obtient une
solution approchée Qy, € V/¥. Elle approche la solution Q du probléme (5.2) & 'ordre deux
(pour la preuve, voir [18] et [33]. La stabilité impose un c¢fl< 1 (voir [18], [33]). Cette
condition est assez restrictive comparée aux autres méthodes, par exemple la méthode des
différences finies (schéma de Yee) qui est d’ordre deux pour un c¢fl< 4, et des volumes finis
centrés-éléments, qui est d’ordre deux pour un c¢fl< 1. (condition obtenue numériquement,
voir [25]). Cette condition de stabilité pour la méthode Galerkin Discontinu se traduit par

un surcout en temps de calcul relativement important.

5.4 Expériences numériques

Nous présentons ici quelques expériences numériques afin de tester la qualité de la
méthode Galerkin discontinu pour la résolution d’un systeme hyperbolique linéaire a co-
efficients non constants (le systeme de Maxwell).

5.4.1 Propagation d’ondes dans un milieu homogene

Dans un premier temps, nous allons effectuer quelques cas tests dans un milieu ho-
mogene, ol les indices du mileu ¢ et p sont des constantes sur tout le domaine. Nous
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considérons ici le cas du vide (¢ = g, et 1 = o). Nous présentons trois cas tests, le pre-
mier consiste & calculer le premier mode de résonance dans une cavité métallique carrée, le
deuxiéme consiste a calculer le champ électromagnétique généré par un courant linéique,
et le troisieme cas simule la diffraction d’une onde plane sur un disque.

5.4.1.1 Simulation du mode de résonance(1,1)

On dispose d’une cavité métallique carrée de co6té a = 1m, nous avons initialisé le
champ électromagnétique par la solution analytique a ¢ = 0, donnée par l’expression

suivante :
H{E = 07
H, =0, (5.6)

E, = sinmx X sinmy,

w = 27f, avec f= 0.2121GHZ.
La solution exacte est donnée par:

H, = -7 X sinmx X cosmy X sinwt,

H, =% X cosmx X sinmy X sinwt, (5.7)

E, = sinwx X sinmy X coswt.
Nous comparons les solutions obtenues numériquement aux solutions exactes. Les figures
(5.2) et (5.3) représentent respectivement 1’évolution en temps et en espace du champ
électrique. Comme ces figures le montrent, la solution approchée est de bonne qualité. Nous
avons par ailleurs calculé la diffusion numérique, et nous avons constaté une diffusion de
I'ordre de 1073 sur la premiere période, et de Pordre de 1072 apres une dizaine de périodes
(on entend ici par diffusion, la diminution de amplitude due & la diffusion de la méthode).
Le maillage utilisé correspond & 10 points par longueur d’onde.
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F1G. 5.2 — évolution en temps du champ électrique

5.4.1.2 Courant surfacique

On reprend ici le cas test du paragraphe (4.4.3), qui consiste a calculer le champ
électromagnétique généré par un courant linéique. La figure (5.4) représente les isovaleurs
du champ électrique, et la figure (5.5) celles du champ magnétique. La continuité du champ
électrique et la discontinuité du champ magnétique sont bien prises en compte comme le

d
montre la coupe en y= 3 (d étant la hauteur du guide d’onde) de la solution approchée

(figures 6.9 et 6.10). L’évolution en temps est donnée par la figure (5.8).
(Pour l'expression explicite de la solution exacte voir [74]).
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1 T T T T

EXACTE —
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F1G. 5.3 — coupe en y= 0.5 du champ électrique

5.4.1.3 Diffraction d’une onde plane sur un disque

On dispose d’un disque de rayon R = 2.5m, sur lequel on envoie une onde plane
monochromatique de longueur d’onde A = 3m. Le maillage utilisé correspond a environ
14 points par longueur d’onde. Les figures (5.9), (5.10), et (5.11) représentent les champs
diffractés. Ensuite, on envoie sur ce disque une onde de support [R,R + R * \] (pulse),
avec A = 3m. La figure (5.12) représente le champ électrique total. Ces figures montrent
un bon comportement qualitatif de la méthode.
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F1G. 5.5 — Champ magnétique H,
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l T T T T T
EXACTE —
APPROCHEE ----

0.8 T T T T T
EXACTE ——.,
APPROCHEE ---/°

0.6 |
04

02 |

1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120

Fic. 5.7 — Coupe en yzg du champ magnétique H,
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0.6 T T T 7
EXACTE /-
\ APPROCHEE |-
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FI1G. 5.8 — Evolution en temps du champ électrique E.

Conclusion

Dans le paragraphe (5.4.1), nous avons vu des cas tests dans le cas homogene, (ou
parfois les solutions exactes sont connues; paragraphe (6.3.1), et (4.4.3)). Les résultats
ainsi obtenus montrent la bonne qualité de la méthode numérique. Les solutions sont bien
approchées, et nous pouvons remarquer qu’aucune oscillation n’est apparue dans le cas de
présence de courant, ol le champ magnétique est discontinu.

5.4.2 Propagation d’ondes dans un milieu hétérogene

Nous considérons maintenant des milieux hétérogenes. Nous avons effectué quelques
cas tests avec des matériaux diélectriques (p constant dans tout le domaine, et ¢ variable).

5.4.2.1 Simulation d’une pulsation

Ce cas test consiste & envoyer une onde & support compact C° dans une boite métallique
semi ouverte, pour les détails de I'expérience voir paragraphe (4.4.1). Nous avons utilisé
un maillage qui correspond & environ 10 points par longueur d’onde dans le matériau.
Apres un temps de calcul T=7 ns, la solution est comparée a la solution exacte, et on
peut remarquer sur la figure (5.13), que la solution numérique (ici le champ électrique)
approche bien la solution exacte.
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Fia. 5.10 — champ magnétique diffracté H,
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F1G. 5.11 — champ magnétique diffracté H,

Fi1c. 5.12 — champ électrique total E.
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5.4.2.2 Diffraction d’une onde plane sur un matériau revétu

Ici, nous traitons un cas plus complexe, qui est de calculer le champ électrique diffracté
par un matériau couvert d’une couche de diélectrique (une couche de résine), voir para-
graphe (4.4.2). La figure (5.14) représente le champ électrique apres une période de calcul.
La solution est similaire a celle obtenue par la méthode GMRES (Generalized Minimal
Residual method) par Anabelle Zébic ([87]), ou le maillage utilisé correspond a 20 points
par longueur d’onde.

0.7 T T T T

EXACTE —

06 L APPROCHEE ----- |
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0.2
0.1

0

-0.1

-0.2 -

-0.3 -

-0.4 I I ! !
-3 -2 -1 0 1 2 3

Fi1G. 5.14 — champ électrique diffracté E.
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Conclusion :
Nous pouvons constater que les résultats numériques obtenus avec la méthode Galer-
kin Discontinu sont de bonne qualité, aussi bien dans le cas des matériaux homogenes,
que dans le cas des matériaux hétérogenes. Les conditions de transmission sont prises en
compte grace a un solveur de Riemann exact. On peut déduire a travers ces expériences
numériques, la robustesse et la bonne précision de la méthode.

5.5 Comparaison de la méthode Galerkin Discon-
tinu avec une méthode volumes finis

Cette section est consacrée & une comparaison qualitative et quantitative entre la
méthode Galerkin Discontinu décrite précédemment et la méthode des volumes finis décrite
dans les chapitres précédents.

Remarque

les parametres de Runge-Kutta que nous avons utilisés dans le méthode Galerkin Dis-
continu different des parametres utilisés pour la méthode volumes finis, et ceci pour des
raisons de stabilité des schémas.

5.5.1 Comparaison des deux méthodes

Nous allons effectuer quelques cas tests de comparaison dans les deux cas homogene
et hétérogene.

5.5.1.1 Simulation d’un mode de résonance

On reprend ici la méme expérience qu’au paragraphe (5.4.1.1), et nous visualisons
I’évolution en temps du champ électrique. Nous avons choisi de comparer les coiits CPU
a précision fixée. Pour se faire, nous avons choisi un maillage trois fois plus fin pour
la méthode volumes finis. Ceci est justifié par le fait que dans la méthode de Galerkin
Discontinu, nous avons trois degrés de liberté par triangle et par inconnue, alors qu’en
volumes finis, nous avons un degré de liberté par triangle.
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F1a. 5.15 — Evolution en temps du champ électrique

10

La figure (5.15) représente les deux solutions obtenues avec les deux méthodes, com-

parées a la solution exacte. Nous remarquons que les solutions sont de méme qualité. Nous

représentons dans le tableau (5.2), les temps CPU pour les deux méthodes (& erreur fixée

d’ordre 107). La diffusion numérique est de 'ordre de 10~2 pour les deux méthodes apres

une dizaine de périodes.

méthode volumes finis Galerkin Discontinu
CFL 0.7 0.2
temps global (s) 70 220
diffusion numérique 4.161072 2.91072

TaB. 5.2 — Couts en temps CPU.

On remarque que la méthode Galerkin Discontinu est trois fois plus chere que la méthode

volumes finis pour une précision donnée. Nous calculons ensuite le temps CPU pour ob-

tenir une erreur en norme || . || de Pordre de (107°) pour les deux méthodes, et nous

obtenons les résultats suivants (tableau 5.3):
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méthode volumes finis Galerkin Discontinu
erreur 3.9107° 4.107°
temps global (s) 16 28

TaB. 5.3 — Coduts en temps CPU.

Ici, on remarque que pour obtenir une erreur d’approximation de I'ordre de 107°, il

faut environ deux fois plus de temps pour la méthode Galerkin Discontinu par rapport a

la méthode volumes finis.

5.5.1.2 Evolution d’un pulse dans un milieu hétérogene

On refait ’expérience du paragraphe (5.4.2.1) pour comparer les deux méthodes dans

un cas hétérogene. Les résultats sont comparés a la solution exacte comme le montre la

figure (5.16). Les solutions sont qualitativement similaires.
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F1a. 5.16 — Calcul d’une pulsation dans un milieu hétérogene pour les deuxr méthodes

5.5.1.3 Diffraction d’une onde plane sur un disque revétu (milieu hétérogene)

On reprend le cas de la diffraction d’une onde plane monochromatique sur un disque

revétu d’une couche de diélectrique (paragraphe 5.4.2.2), et on calcule la solution numérique
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avec les deux méthodes d’approximation citées précédemment. Les solutions sont représentées
par les figures (5.17), et (5.18) obtenues respectivement par les méthodes Galerkin Dis-
continu et volumes finis. Elles sont qualitativement comparables.

Valeur03

F1G. 5.18 — Champ électrique diffracté E, (méthode volumes finis)
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5.5.2 Le bilan d’énergie

On se propose de calculer le bilan d’énergie pour les deux méthodes d’approximation
numérique; Galerkin Discontinu et volumes finis appliquées au systeme de Maxwell. Pour
simplifier les calculs, on traite le cas monodimensionnel ou le systéme se ramene aux

équations suivantes :

0H, 10F,
+- = 0,
OF, N 10H, 0 :
ot w oy
5.5.2.1 Bilan d’énergie pour la méthode volumes finis
Le schéma numérique d’ordre un est donné par:
At
n+l __
Divt =iy = 3y Ea — B,
(5.9)
At
n+l __
Biiy = By = &y Wi — 71,
avec : o o Bn Bn
s Bl s St i it is
i1 2 - 2 ’
n n n _nn
o Hj+§ * Hj+% Dj+§ Dj+%
1 At

ou c= . On pose v = 2.
V/(en) P Ay

Le bilan d’énergie dans le vide pour une onde plane en absence de charge et de courant

est donnée par:

& d [ 1 1
— =— | (zeE*+ —B*) =0.
dt dt/Q(QE +35,8)

On calcule la variation de l’énergie AE™ de la solution numérique entre l'instant nAt et
(n + 1)At. On considere ici des conditions aux limites de type métallique (n A E = 0).
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g: l En+1 (Ev'l 1)2]+ij:1 1 [(Bn—l—l) (B(z 1)2]‘
= 2° +2 Ity = 2w i+s its
On obtient :
j=N-1
n __ E _ n _n 2 E n
AL = ]2% 5o (ve=1)(D} 1 = DY 1)" + o=(ve = 1)(B], - B} 1)

Pour ve <1, 0n a AE™ < 0. Ainsi ’énergie de la solution approchée décroit avec le temps.

5.5.2.2 Bilan d’énergie pour la méthode Galerkin Discontinu

On donne ici le schéma d’ordre deux pour le systeme de Maxwell monodimension-
nel: soient (D, D!), et (B, B!) les composantes du champ électromagnétique (D,B)
C))

Ay
[yj_;,yj_i_;]. Ou (P,) est une base locale L2-orthogonale donnée par les polynémes de
2 2

dans la base locale: ¢g = Py(2 ), et ¢ = Pﬂ?%) sur un segment [; =
Y

Legendre, vérifiant :

1 2
Pi(s)Py(s)d —)6
B 1(s)Pu(s)ds (21+1) w,
p(1) =1, P(-1) = (-1)!
Alors on obtient :
H",  — H?
0, J+1 -1 c n
DY~y == (D, — 207 + D))
0n4+1 _ C?*v? n n
Dy = +T[ "o — 2D}, + 2D} — 2D} | + D} ]
cv

— Sy — 2H]y 4 2H] - H).

E", . — E"
0, J+1 -1 c n n
Bjn—u[fj— 2( ? — 2B} + B )]
0n+1 _ C?v?
B; = +—% (B}, — 2B} + 2B} — 2B} | + B} |
(61%

~ (B = 2B7 +2B) — B} )
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Dl’n+1 =

Bl’n+1 =

D" + 6vH™" — —[ZH” +H" | —c(DVyy — D7 )]

0 3 0, 3 0
+312[6¢” D" + §(HJ+1 —H;") — 3¢ 22D + DY + DY)

3
—ZV2[12D)" 4+ 6DY") 4+ 6DJL — 6DF — 6D}, — 3D}, — 6D}, —

0,n 0,n
1V 2[—6H, + 6H ;")

on — GHP_y — 3H"_, + 3H, + 6H, .

C(Bjn+1 - Bgnq)]

0, 0,
(2B ”+Bj Y+ B

3
B 4 6vE" — 7”[2E;? +EL, -
3

+302[6¢2B)" + §(E?f1 —E)") -
3
“VP[12B)" + 68" + 6B}, — 6B} — 6B}, — 3B}, — 6B, —

— Lo J[—6E +6E" — 6E) | —3E} , +3E},, + 6E},].

Nous calculons la variation de 1’énergie discrete donnée par:

avec

AgT =gt g,

1 J =N /
Ay

En décomposant les champs suivant la base locale :

on obtient :

AE"

EO,n¢0 + El’n¢1,

E" =
{ B" =B""g + B¢y,
IS

= On 1 0,m\2 1,n\2 1,n\2
+=(BY —(EY —(BI™?2.
g (B (B (B

4 ]_N
1
S RLAEY - (B + (B0 - (BT
Jj=1 H
1’1 Lnt1y2 1,n\2 1 1,n+1\2 1,n\2
+5 D SelEy)T = (B T+ =B )” = (B,
3 et 2 2u

3Dj4s]

3Bj]
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et on obtient :

v-c 0, 0, v-c 0, 0,
AE" = - (3ve —1)(D}™ = D™ )* + — (Bve = 1(DF" - D; )2
202 "~ 0,n 0,m \2 2¢? 0,n 0,m \2 0,n 0,m \2
+ . (ve=1)(D;" = D7) + ——(ve = 1)(D;" — D;7y)" + Z—(VC —1)(D; D)
3¢3 0,n 0,n \2 v3e3 0,n 0,m \2 2¢? 0,n 0,n \2
——Bre—=1)(B;" = B;"))" + ——@Bre —1)(B; B;"y) (ve—1)(B;" = B;")
+——(ve - 1)(B)" — B)")? + S ve— 1)(B)" — B)")*

v 1, 0,n 1, 1, 0, 1,
+2_€(3VC—1)[(Djn+Bj_ )? + (D n+B]+1) +(Djn+Bj—n2)2+(D n+B]+2) ]

v 1, 0,n 1, 1, 0,n 1,
+E(3yc—1)[(Djn+Djf )2 (D n+Dj+1) +(Dj”+Dj7 )2 (D ”+Dj+2) ]

v Ln 0,n Ln 1Ln 0,n 1,n
+2_€(3VC_1)[(B]' +Dj—) (B +D]+1) +(Bj +Dj—) (B +D]+2)]

v 1, 0,n 1, 1, 0,n 1,
+2—€(3uc—1)[(Bj”+Bj,) + (B, ”+B]+1) +(Bj”+Bj,) + (B, ”+Dj+2) ).

Pour ve < 1 , AE™ <0, ainsi ’énergie décroit avec le temps.

5.5.2.3 Comparaison des énergies

On revient au cas bidimensionnel, et on compare numériquement les énergies données
par les deux méthodes. On reprend ’expérience du calcul d’'un mode de résonance dans
une cavité métallique carrée (paragraphe 5.5.1.1), et on compare I'énergie totale. La figure
(5.19) représente 1’énergie électromagnétique en fonction du temps (en terme de nombre
de longueurs d’onde). On remarque que I'énergie décroit avec le temps dans les deux cas,
néanmoins elle décroit moins vite dans le cas de la méthode Galerkin Discontinu.

5.5.2.4 Comparaison sur des temps longs

On se propose ici de faire une comparaison des deux méthodes sur un temps long
qui correspond & 250 périodes pour la méme expérience que dans le paragraphe (5.5.2.3).
L’énergie décroit jusqu’a atteindre zéro pour les deux méthodes (figure 5.20), seulement,
elle décroit moins vite dans le cas de la méthode Galerkin Discontinu.
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F1a. 5.19 — Bilan d’énergie pour les deux méthodes
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FiG. 5.20 — Bilan d’énergie sur un temps long
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de Galerkin Discontinu appliquée
aux équations de Maxwell. Les solutions obtenues sont P! par morceaux, et approchent
la solution exacte & l'ordre deux. Nous pouvons noter a travers les différents cas tests,
la bonne qualité de la discrétisation. L’utilisation d’un solveur de Riemann exact pour le
calcul des flux numériques a permis une bonne prise en compte des discontinuités & tra-
vers les interfaces des milieux d’indices différents. Nous remarquons aussi que les courants
linéiques sont bien traités, et les solutions ne présentent aucune oscillation. Nous avons
traité des probléemes de résonance, ou les conditions aux bords sont de type métallique,
et des problemes de diffraction en milieu homogene et hétérogene, ou les conditions aux
bords sont mixtes, nous avons des conditions de type métallique sur I'objet diffractant,
et des conditions de type absorbant sur la frontiere artificielle du domaine numérique.
Les résultats sont tres satisfaisants du point de vue précision de la méthode. Rappe-
lons que le but de ce travail était de construire un schéma numérique pour résoudre le
systeme de Maxwell dans des milieux hétérogenes, et nous pouvons remarquer que les
différentes expériences numériques ont été réalisées avec succes, ainsi nous pouvons en
conclure que la méthode est bien adaptée a la résolution des systemes modélisants les
phénomenes électromagnétiques, dans le cas ou le milieu est linéaire et isotrope, mais
pas nécéssairement homogene. Le caractere discontinu de la méthode et I'utilisation des
triangles comme volume d’intégration, nous a permis de traiter des problemes avec des
géométries quelconques. Il faut cependant remarquer que cette méthode est relativement
chére en comparaison avec une méthode volumes finis (chapitre 5.5) et nous avons constaté
que pour une qualité de résultat égale, la méthode Galerkin Discontinu est deux a trois
fois plus chere que la méthode volumes finis.

Par ailleurs, on peut constater que sur des temps longs, la méthode Galerkin Discontinu
donne de meilleurs résultats, car le schéma est moins diffusif.
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Chapitre 6

Un nouveau schéma volumes finis
pour la résolution du systeme de
Maxwell

Ce chapitre est tiré d’un rapport INRIA (N° 3725) intitulé “A New
Finite Volume Scheme for Solving Maxwell System”.

Il a été proposé pour publication dans le journal COMPEL!.

1. The International Journal for Computation and Mathematics in Electrical and Electronic
Engineering.
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6.1 Introduction

Nous rappelons ici brievement les différentes méthodes volumes finis développées afin
de résoudre des problemes de lois de conservation et en particulier pour la résolution
du systeme de Maxwell. Nous citons les méthodes de F.Hermeline [48], N.K.Madsen et
R.W.Ziolkwski [60] pour I'électromagnétisme, ces méthodes sont basées sur 'utilisation
de grilles duales de type Delaunay-Voronoi. Nous avons également d’autres techniques
pour le systeme de Maxwell basées sur un couplage entre des méthodes volumes finis et
différences finies proposées par K.S.Yee ([84], [85]). L’inconvénient principal de toutes ces
méthodes est la difficulté de leur extension au cas tridimensionnel, notamment pour la
construction de grilles et 'implémentation des méthodes. D’autres méthodes volumes finis
ont été également développées et testées ([76], [19], et [70]): les champs sont localisés
aux meémes points, ces schémas sont de type décentré en espace, la technique MUSCL
est utilisée pour obtenir des schémas d’ordre élevé, et ol des schémas de type Runge-
Kutta sont appliqués pour la discrétisation temporelle. Afin d’éviter toute confusion, nous
baptisons ces méthodes les schémas MUSCL. Ces méthodes donnent de bons résultats,
cependant elles sont relativement coliteuses comparées aux schémas différences finies par
exemple (on peut citer ici le schéma de Yee [83]). Nous proposons une nouvelle formulation
de schéma volumes finis plus simple et plus économique, basée sur un calcul de flux centrés
en espace, et un schéma de type saute-mouton en temps. Tous les champs sont localisés
aux mémes points et au milieu des éléments du maillage. Ce schéma est d’ordre deux
en temps et en espace sur grilles structurées, et présente ’avantage d’étre bien adapté
pour traiter des problemes avec des géométries quelconques. Nous présentons dans ce
chapitre une analyse théorique de ce schéma concernant le domaine de stabilité et le degré
de dispersion et de diffusion numériques. Nous présentons également quelques résultats
numériques dans le cas bidimensionnel, et des comparaisons avec une méthode volumes

finis de type MUSCL.

6.2 Description de la méthode

Nous proposons ici de construire et d’étudier un nouveau schéma volumes finis pour la
résolution du systeme de Maxwell. Nous rappelons que tous les champs sont localisés aux
mémes points, et sont calculés a partir d’une moyenne sur des volumes d’intégration (qui
peuvent étre quelconques). Nous choisissons comme volumes d’intégration, les éléments
du maillage car ce sont les mieux appropriés pour traiter des problemes dans des milieux
hétérogenes (figure 6.1 par exemple).
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FiG. 6.1 — Volume d’intégration

6.2.1 Le schéma volumes finis

Nous considérons le systeme de Maxwell sous sa forme conservative donnée par la

0Q _
- + VIF(Q) =7, (6.1)

(voir ’équation 2.26). Intégrons la forme (6.1) sur chaque volume de controle V (supposons
J=0):

formulation suivante :

0
8—? dv + / IF(Q).nds =0, (6.2)
A% ov

ou n est la normale extérieure a V. Supposons que la dérivée en temps est constante sur
chaque volume V, alors on obtient la formulation faible suivante :

Volume(V)(a—Q) + > oy vy =0. (6.3)

ot ,
V'eP(V)
P(V) est I'ensemble des voisins de V, et ®,, - est une fonction de flux numérique qui

approche l'intégrale : / IF(Q).nds .

AYar A

Calcul du flux

Pour évaluer les flux échangés entre le volume d’intégration et ses voisins, nous avons

procédé de la maniere suivante :

o~

@V,V, = IF(Q)W = @(QV7QV’)7

oun = tnime) = /av - nds, IF(Q) est une approximation de IF(Q) & l'interface
N !

OV N oV’ et Qv est la valeur moyenne du champ sur le volume V. Le flux centré est
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défini par:

F(Upn) +F(U )
2 )

avec F(Umn) = nIF(U).

Etant donné la nature du systeme de Maxwell, le flux numérique se décompose en deux

d(UU) =

(6.4)

flux disjoints:
®(Qv,Qv') = (®p(D,D’),®p(B,B'))

Discrétisation temporelle

Apres la discrétisation spatiale, le systeme approché s’écrit comme un systeme différentiel
ordinaire, donné sur chaque triangle 7; par:

dB
—+¥;(D)=0
dD
— 4+ Uy(B)=0
o T 0(B) =0,

ou ¥y et Uy représentent la discrétisation spatiale:

_ 1 3 !
vi(D) = volume(V) D'eP(D) (DD

- } : !
V2(B) = volume(V) BIeP(B) ®p(B.B).

® est défini par I'équation (6.4). Nous choisissons comme discrétisation temporelle un
schéma saute-mouton qui s’écrit sur chaque volume V comme suit :

B"t: = B""2 — AtT,(D"),
1 (6.5)
D"l = D" — AT, (B F3).

6.2.2 Analyse du schéma numérique

Nous allons étudier dans ce paragraphe les caractéristiques numériques du schéma
volumes finis défini ci-dessus. Nous évaluons I'ordre du schéma, et son domaine de stabilité.
Nous donnons également une analyse de la dispersion et de la diffusion numériques du

schéma.
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6.2.2.1 Ordre du schéma

Proposition 1

Le schéma (6.5) est d’ordre deux en espace et en temps sur un maillage régulier.

Présentation de la méthode des équations équivalentes

La méthode des équations équivalentes introduite par Warming et Hyett [81] est une
méthode qui permet 'analyse de I'ordre d’un schéma numeérique. Cette méthode permet
également ’'analyse des termes d’erreur de troncature, et de quantifier les erreurs de dissi-
pation et de dispersion. Considérons ici une équation linéaire aux dérivées partielles dans

le cas monodimensionnel:
Z 9 u (6.6)
U = ’Yk—k .
>0 ox

On approche ’équation (6.6) par le schéma explicite suivant :

u - ul

J n
_— = Cr U .
At Zk ARAR
Soit gaz le coefficient d’amplification défini par:

kAzX
gae =Y cp e
K

Alors I’équation équivalente pour le schéma précédent peut s’écrire de la maniere suivante :

o*u
U = Z akw7
k>0

ou:
ok
Z ke oxk’

k>0

est le développement en série de la fonction :

log(1 + At. ga,(24))
At ’

(Pour plus de détails voir [15]).



CHAPITRE 6. UN NOUVEAU SCHEMA VOLUMES FINIS POUR LA

124 RESOLUTION DU SYSTEME DE MAXWELL

Preuve de la proposition 1

Pour simplifier les calculs, nous proposons de montrer la proposition précédente dans
le cas monodimensionnel, et ou les volumes de contole sont des segments. Pour se faire,
nous utilisons la technique des équations équivalentes décrite précédemment. On rappelle
ici 'écriture du schéma volumes finis dans le cas normalisé (¢ =1 et p=1):

¢l el
2 2
peas et BENNE (52,0 - ,)
At T 2Ay Uit Tims)”
(6.7)
n-l—l_ n
S S [Hn+g_Hn+§]
At 2Ay U743 i-3 )’

Nous avons besoin de ramener toutes les variables au méme temps, pour cela, nous

considérons le développement limité suivant :

ar o

At 9
H': = H" + = 2 H» Z_H" + O(AS
’ TS g T g el HOA),
et o - A0 g AT O(A#)
N 2 ot 8 Ot2 ’
g gt A gt LA O pt L o)
N 2 Ot 8 Ot2 ’
gl ot A0t (AP0 g O(A#)
N 2 Ot 8 Ot2 '

En appliquant la méthode des équations équivalentes et en utilisant les développements
limités précédents, on obtient les équations équivalentes suivantes:

0 0
—E = ——H+ O(At?) + O(Ay?).
5 By + O(At") + O(Ay”)

Ce qui prouve que le schéma (6.7) approche le systeme de Maxwell & 1’ordre deux en temps

et en espace.
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6.2.2.2 Conservation de I’énergie discrete

Proposition

On reste dans le cas monodimensionnel, et on définit I’énergie discrete par:
n o _ n 2 n+%
2805 = Z(EH%) +Hj+§

J

Alors I’énergie donnée par la formule (6.8) est une forme quadratique définie positive des

xH ' 2.
j+

W o~

(6.8)

1 At
variables E;.‘+l et H::f pour ¥ = — < 2. Le mileu de propagation est supposé infini.
2 2

Ay
Démonstration

1 2
n __ n 2 3 v n n v n n 2
= T (B - 8y — B ) - ey - B

J
On déduit :

n—1x v 2 2
2y > Y (B, 7 - SEL B )]+ (- TE, )
J

= 26,y 2 0 pour v < 2.
Nous avons également ; (2£], =0 = Ej+% =0 et Hj+% =0, Vj).
La variation de ’énergie est donnée par:

2AEY, =28 =280,

2AET, =SB — (B, )% + (M 2 x B2 —H'2 x H'?)
S i+3 i+ i+ i+ j+i D
J
2 1 L
v n+ n+3 n+s n+s n+=
=y —(H ;-H 2)?-vE" ,(H 2-H ?)--H E"I-E"]
5 4 Ity -3 I3 g+s i—3 Jjt5 VT I+s J—3
vV n+z
-—H (E" ; -E"
2 J+%( j+3 ~ By,
2 1 1 1 L 1
v n++ n+3.9 n+ nt3 nt3 +1 n+1
= —H. i-H })—vE"  (H §-H ?)—vH 2(E" E
2]: 4( i+3 J—%) +%( it3 J—%) J+%( +2 J—%)
2 1 1 1
1% n+ n—+ n+ n+s
+—H ?H 2-2H +H. 3) =0
4 J+§( i+ it+s J—%)

(6.9)
Ce qui implique la conservation de ’énergie discrete, et la stabilité du schéma pour v < 2

(puisque E et H sont bornés en tout point du maillage).

Nous proposons maintenant d’étudier la stabilité du schéma et le degré de la dispersion
numérique toujours dans le cas de grilles structurées. On considére ici le cas tridimension-

nel.
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6.2.2.3 Stabilité du schéma en dimension trois

Nous considérons un maillage composé de parallélépipedes (figure 6.2) ol le domaine

de calcul est infini. Le systeme ici est normalisé (¢ =1 et ;= 1), et nous notons

(1,5,k) =

(iAz,jAy,kAz). Le schéma volumes finis s’écrit alors:

4

D R L bk ) =BG b bkt D)
+ﬁ—i{E”(i+%,j+%,k+§)—Eg(z’+%,j+%,k—%)}
myﬁw@+2ﬂ+2k+ ) BN+ - bh+ D)
2) H, " (z+5,y+5,k+§):HZ’%(z’+%,j+§,k+%)
+2Ax}En(Z+2v]+2vk+ 5) — EI(i — %,j-i‘%,/ﬂ—i-l)i
ER(i+ 30+ 3k +3) —ELi+ 50+ 3.k = 3)),

3) H.' (Z+§,J+5,k+5):H? %(z+5,]+§,k+§)

2Az

By(i+ 3.0+ 5k +5) —Ejli = 50 + 1k + 1)
4) Ep(i+ 5.+ 5k +5) =By i+ 5.5+ 5.k + 5)

1 E2<i+%,j+%,k+%>—E"<i+%u'—lk+l>i

(6.10)
PR HITH G g+ S ) - R b - bk )
—ﬁg Hy 54 b+ 5k +9) —Hy Fi+ b+ k- Dl
ENi+ 5+ 5k+3) =Bl i+ ij+Lk+3)
1 n—y1
FALIH, (i k) —Hy 2+l D)
g* "3 z+%,j+%,k+%)—H?7%( S0 5k+3) 0,
EX(i+ 5. + 5ok +3) = BY i+ 5 + 5.k + §)
+oas (H 5z+2a+2k+ D-Hy Hi-bi+ bk )
A HTR G L Bk ) TG g - bk )
Proposition 2
Le schéma (6.10) est stable sous la condition de type CFL suivante:
CAt\/(A; + A1y2 + A;) <2, (6.11)

ol C est la vitesse de 'onde dans le domaine de propagation.
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()

(1,350

Fi1G. 6.2 — Position des champs dans la grille volumes finis .

Preuve de la proposition 2

On note:

H, 2(I+Lj+ik+1) )
H, *(I+3j+5k+3)
H: 2(I+1j+Lk+1)
I+ i+ 5k +3)
Erl(+3.j+35k+3)
il k+ L) )
En utilisant la transformée de Fourier, on obtient le systeme suivant :

Q" = Gy, 0,0,Q", (6.12)

Nl= = N

Qrjk =

\

oil 01,607,053 € [0,27]> sont les angles de Fourier. La matrice d’amplification Gy, 6,0, st
donnée par:

( Y1 Y2 Y3 0 Y5 Y6 )
Y, X5 X3 —Y; 0 X

Y3 X3 C3 —-Ys —Xp 0
Go. 9, 0. = Id , 6.13
01,02,03 + 0 —Y; — Y, 0 0 0 ( )
Ys 0 — X 0

Ys Xe 0 0 0 0
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ou
— At? 2 2
Y1 = —FSZTL 92 — FSZTL 93

- At2? . .
Y, = msm&sm@g.
_ At2 . .
Y3 = mslnelslnei;.
Y; = z smt93

Ys = z sm@z

_ _ A 2p A2 2
Xy = Sz s 01 Xz sin 0s.
_ A2
X3 = RyAs sinbysinbs.

- At
Xg = iz, sinb.

A 9 2
C3 = —psm 01 — Fsm 0.

La condition nécessaire et suffisante pour la stabilité du schéma (condition de Von Neu-

mann) s’écrit :

Y(01,02,03) € [0,27], - m%>i56|)\§1792793| <1,

ou les valeurs /\31;92,(93 représentent les valeurs propres de la matrice d’amplification. I1
suffit de calculer les valeurs propres de la matrice H = Gy, 9, 9, — Id.

det(H = \Id) = \* (A*+20X° + (2a + a®)X? + 202X + 0? )

avec ) ) )
At At
a= = sin’6; + _AyQ sin20y + X sin20s.
Posons
g(\) = M+ 2003 + (20 + a?)A? + 262\ + o,
Alors

g\ = (M +aX+a)

Par conséquent
gN) =0 <= N +ar+a=0.
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Condition suffisante

Le schéma est stable quand oo < 4:
Pour a < 4, les valeurs propres \; » de la matrice H sont données par:

2 _
= max |l + \;| = \/(
(2
Ce qui implique la stabilité du schéma.

Condition nécessaire

Nous démontrons que pour a > 4, le schéma est instable.
Nous avons pour a > 4:

On suppose que:
T+ <1

= a+Vva? —4a < 4.

Ce qui est absurde puisque « > 4, donc le schéma est instable. Nous déduisons a travers
ces calculs la condition de stabilité nécessaire et suffisante suivante:

1 1 1
At\/(A—szin201 + A—y28m202 + Esin%;;) < 2 Y(61,05,03) € [0,27]°.
Cette condition est vérifiée en particulier pour 6 = 3, 02 = 7, et 3 = 3, ce qui implique
la condition (6.11).

6.2.2.4 Etude de la dispersion numérique en dimension trois

Le schéma volumes finis que nous proposons ici n’est pas dissipatif (’énergie est
conservée), mais il est relativement dispersif. Pour vérifier le degré de dispersion du schéma,
nous analysons la relation de dispersion qui relie la pulsation w d’une onde au vecteur
d’onde k. Rappelons d’abord la relation de dispersion dans le cas continu, elle est donnée
par:

w? = |k|2C (6.14)
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Cette relation est vérifiée par des ondes non dispersives de vitesse de phase =C. Pour
étudier la dispersion numérique, déduisons d’abord I'équation des ondes discrete dans le
vide & partir du schéma volumes finis (6.10):

Br(i,5,k) =2 B7 (i,5,k)+ E™ " (i,5,k) _ 2 E™(i42,5,k)+E™(i—2,5,k)—2E™(i,5,k)
At? 4Ax2

(6.15)

+CQ E™(1,j+2,k)+E™(i,j—2,k)—2E"(i,5,k) + E™(1,j,k+2)+E™(i,5,k—2)—2E"(3,5,k)
4Ay2 4Az2 :

Considérons I'onde harmonique suivante :
E(ij,lAy,mAz,nAt) — EOei[wnAtf(kszo:+kylAy+k;mAz)]‘
Remplagons la dans ’équation des ondes (6.15), on obtient alors la relation suivante :

sinQ(“’TAt) B C’_2 sin’k,Ax N sin’kyAy  sin’k,Az
A2 4 Ax? Ay? Az? '

(6.16)

Cett relation représente la dispersion numérique. Un développement de Taylor de (6.16)

donne:
EiAz? + ijyQ + k1AZ?

W (14 O(W*A)) = C?|k2(1 + O( P

), (6.17)
ou

k> = k2 + k) + k2.
La relation (6.17) montre que la vitesse de phase dépend du vecteur d’onde k, il y a donc

dispersion numérique, et 'erreur de dispersion est d’ordre deux. Un développement plus
poussé donne:

La dispersion du schéma volumes finis

2At2
L R —— + O(Ar) =
(6.18)
o [1- l(k;‘;Aﬁ + kyAy® + kIAZ? N KSAzt + kS Ayt + KSA
3 |k E

Nous proposons de comparer cette erreur a celle donnée par le schéma de Yee [83]. Rap-
pelons d’abord I’équation des ondes discrete dans le vide obtenue a partir du schéma de
K.S. Yee:

Bl (i k)=2B" (i j k) B (i k) _ 2 [E‘”(z’—i—l,j,k)-}-E"(i—l,j,k)—QE”(i,j,k)]

At2 Ax?
(6.19)

CQ E™(i,j+1,k)+E"(i,j—1,k)—2E"(i,j,k) E™(i,5,k+1)+E™(i,5,k—1)—2E"™(i,5,k)
+ Ay? + = ,
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La relation de dispersion numérique donnée par le schéma de Yee est alors:

. A . ; )
M _ e [szn2k$A:ﬂ N sin’ky Ay 3m2szZ] _ (6.20)

At? Ax? Ay? Az?

Apres un développement de Taylor, nous obtenons la relation de dispersion suivante :

La dispersion du schéma de Yee

2At2
S —— + O(*Ar) =
(6.21)
1 kiAZ? + EIAY? + kIAZ? ESAzt + kS Ayt + KSA 21
CQ"”?[ ~ 3l o )+ 0 [ )]

Supposons que

3 2
At < £ xT ou T = il est la période.
T w

Alors, on peut déduire que les deux méthodes présentent une dispersion du méme ordre,
néanmoins celle donnée par le schéma de Yee est plus faible. Ainsi, il serait intéressant de
combiner les deux schémas afin d’exploiter les différents avantages, a savoir la capacité du
schéma volumes finis a traiter des problemes avec des géométries complexes, et la faible
dispersion numérique du schéma de Yee dans une grille structurée. Notons que les deux
méthodes sont faciles a4 implémenter.

6.3 Expériences numériques

Nous proposons ici quelques résultats numériques afin de valider la méthode volumes
finis décrite précédemment. On consideére ici deux types de conditions aux limites, la
condition métallique donnée par n A E = 0, et une condition artificielle qui simule le
domaine infini de la propagation d’une onde afin d’éviter les réflexions des ondes parasites
dues a la troncature du domaine de propagation. Les maillages considérés ici sont non
structurés. Le premier cas test représente la propagation d’un mode de résonance dans
une cavité carrée, nous calculons également le champ électromagnétique généré par un
courant électrique dans un guide d’onde. Un autre cas test consiste en la propagation d’une
pulsation dans un matériau hétérogene. Finalement, nous simulons le champ diffracté par
un matériau diélectrique.
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6.3.1 Evolution d’un mode de résonance

Nous proposons de tester ici la méthode volumes finis développée dans ce chapitre sur
un cas test qui consiste a calculer ’évolution d’un mode de résonance dans une cavité
métallique carrée. Le nombre de points par longueur d’onde considéré ici correspond a
environ 12 points, et le maillage utilisé est de type triangulaire structuré. Nous comparons
la solution numérique a la solution exacte (les résultats de la figure 6.3 est un zoom de
la solution sur les trentes dernieres longueurs d’ondes ). On constate que sur environ
70 longueurs d’onde la solution approchée est de bonne qualité comparée a la solution
exacte, et elle n’est pas diffusée. Si nous faisons un zoom sur les dix dernieres périodes,
nous pouvons remarquer la dispersion (faible) de la solution numérique (figure 6.4). Nous
pouvons noter également la conservation de I’énergie & chaque pas de temps (figure 6.5).
La courbe d’énergie est constante en fonction du temps. Ceci est conforme aux résultats
théoriques que nous avons montrés au début de cette étude.



6.3. EXPERIENCES NUMERIQUES

133

02 H

0.4 ]

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.6

-0.8

40 45

50 55 60 65 70 75

FIG. 6.3 — Evolution en temps du premier mode de résonance

FiG. 6.4 —

Solution

. EXACTE ——

sur les dix dernieéres périodes
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FiG. 6.5 — L’énergie discréete

On considére maintenant la méme expérience avec un maillage triangulaire non struc-
turé donné par la figure 6.6 composé de triangles de différentes tailles. On peut noter la
bonne qualité de la solution numérique (figure 6.7), ainsi que la conservation de 1’énergie
discrete (figure 6.8). On peut ainsi déduire la robustesse de la méthode par rapport au
maillage.

FiG. 6.6 — Le maillage de la cavité
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F1G. 6.7 — La solution approchée (évolution en temps)
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FiG. 6.8 — L’énergie discréte avec un maillage quelconque

6.3.2 Un guide d’onde

Nous reprenons ici 'expérience concernant la simulation numérique du champ électromagnétique
généré par un courant électrique (voir paragraphe (4.4.3)). Les figures (6.9) et (6.10) repre-
sentent respectivement le champ électrique et le champ magnétique. On peut remarquer
la bonne qualité des solutions numériques.
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1
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F1c. 6.9 — Coupe en y:g du champ E.
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F1c. 6.10 — Coupe en y:g du champ H,
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6.3.3 Propagation d’un pulse

Nous simulons ici la propagation d’une pulsation dans un milieu composé du vide et du
verre (expérience paragraphe 4.4.1). Le maillage utilisé dans cette expérience correspond
a environ 10 points par longueur d’onde. La solution approchée est comparée a la solution
exacte, et nous pouvons constater la bonne qualité du résultat numérique (figure 6.11).

0.8 T T T

" SOLUTION EXACTE ——
SOLUTION APPROCHEE -------

04 -

02 -

0.2

04 1 1 1 1 1

Fi1Gc. 6.11 — Propagation d’un pulse dans un matériau diélectrique

6.3.4 Un probleme de diffraction

Nous proposons ici de simuler le champ diffracté par un profil d’aile de type NACA0012
revétu d’une couche de diélectrique. Le maillage utilisé correspond a 15 points par longueur
d’onde (figure 6.12). L’objet est illuminé par une onde plane sur la partie droite. La
couche de diélectrique a une épasseur 6 = 0.1\ (dont les indices ¢ = 4 et u=1). La figure
(6.13) represente les isovaleurs du champ diffracté, et nous pouvons constater qu’aucune
oscillation parasite n’apparait a I'interface des deux milieux.
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Fi1Gc. 6.12 — Le maillage du NACA0012

lectrique diffracté

é

Le champ

6.13 —

FiG.
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6.3.5 Comparaison avec une autre méthode volumes finis

Nous proposons de comparer cette méthode avec une autre méthode volumes finis
de type MUSCL développée dans le chapitre (4). Nous considérons le cas simple d’une
évolution d’un mode de résonance (paragraphe 6.3.1). Nous utilisons le méme maillage
pour les deux méthodes (méme nombre de degrés de liberté qui correspond & une dizaine
de points par longueur d’onde). On peut remarquer que la nouvelle méthode volumes finis
est non diffusive et donne de bons résultats sur des temps longs, alors que la méthode de
type MUSCL donne un résultat de mauvaise qualité apres environ 20 longueurs d’onde
(dans cette expérience ot le nombre de points par longueurs d’onde est faible) & cause du
caractere diffusif de la méthode (figure 6.14). Le temps de calcul demandé par la nouvelle
méthode est de 23 secondes, alors qu’il est de 57 secondes dans la méthode de type MUSCL,
et nous pouvons ainsi constater le faible cotut de la nouvelle méthode volumes finis.

"EXACTE ——
t{ NOUVEAU SCHEMA -------
o8 {| MUSCL SCHEMA - |

i *

0.2

-0.2

-0.8

60 80 100

Fi1Gc. 6.14 — Comparaison entre deux méthodes volumes finis

6.3.6 Comparaison avec une méthode de différences finies

Nous comparons ici la méthode volumes finis décrite dans ce chapitre avec la méthode
des différences finies développée par K.S.Yee [83]. Nous reprenons le méme cas test de
résonance décrit dans les chapitres précédents. Le nombre de points par longueur d’onde
considéré ici est de dix points. Nous pouvons constater que les solutions sont comparables
(figure 6.15), néanmoins on constate que la dispersion de la solution approchée donnée
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par la méthode volumes finis est légérement plus grande que celle constatée sur la solu-
tion donnée par le schéma de Yee (figure 6.16). Quant au temps de calcul, nous avons un
rapport d’environ deux entre les deux méthodes (voir tableau 6.1) et ceci est dii au fait
que la condition de stabilité donnée par le schéma de Yee [77] est deux fois plus restrictive
que celle donnée par le schéma volumes finis (voir paragraphe 6.2.2).

0.15

0.1 k™

0.05 -

-0.15

Fic. 6.15 — Comparaison avec le schéma de Yee

Méthode Temps de calcul (secondes)
Volumes finis 0.7
Yee 1.4

TaAB. 6.1 — CPU

6.3.7 Analyse de la divergence

On s’intéresse ici a la divergence du champ magnétique B. On va montrer que cette
divergence est conservée par les schémas volumes finis centrés-éléments, pour ce faire on
va utiliser la méthode de F. Bouchut dans [13]. On traite ici le cas bidimensionnel ou le
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-0.01

-0.015

0.02 I I I I I
27 275 28 285 29 29.5 30

Fia. 6.16 — Comparaison avec le schéma de Yee

maillage considéré est composé de triangles. Soit S; un point quelconque du maillage, et
soit C la réunion de tous les triangles T; qui ont S; comme sommet (figure 6.17). Soit
maintenant une fonction continue ¢ dont le support est dans C, telle que:

©(S;) =1, et ¢ linéaire sur chaque triangle T;.

Considérons la quantité
/ pdiv(B"ts — B""3),
C

Apres intégration par parties, on obtient :

/godiv(B"%—B"—%):—/ Ve.(B"T3 — B"3)
C C

At
=y |Ti|(V¢)i-(m >, @p(D}',D})) =0,
T;CC "' D;voisinD;

car la fonctions ¢ est nulle au bord de C et les flux sont tangeants aux arétes. A 'intérieur,
les termes s’annulent deux a deux.

:/ pdiv(B"T2 — B"3) = 0. Vn. (6.22)
C
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XA
(A‘

Fia. 6.17 — Volume C dintégration pour la divergence

On peut déduire la conservation de div(B) en fonction du temps pour les méthodes vo-
lumes finis ou les volumes de controle sont les éléments du maillage, et ceci quelque soit
la nature du flux numérique utilisé. Cette propriété est vérifiée par exemple par les deux
méthodes volumes finis qu’on a vu dans cette these, a savoir la méthode MUSCL et la
nouvelle méthode décrite dans ce chapitre. Ceci représente un avantage supplémentaire
pour les méthodes centrées-éléments.

Nous proposons de calculer numériquement la divergence du champ B avec les deux
méthodes volumes finis, et nous pouvons constater a travers les figures (6.18) et (6.19), que
les résultats numériques sont compatibles avec le résultat théorique donné par ’équation
(6.22).
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1e-12 T T T T
DIYERGENCE_MOUVEAL ——

be-13 |

-he-13

-1e-12 L
0 50 100 150 200 250

LONGUEUR T ONDE

F1G. 6.18 — Diwvergence numérique par le nouveau schéma
le-12 T T T

DIYERGEMCE_MUSCL ——

be-13 |

-he-13 |

-1e-12 L
0 50 100 150 200 260

LOMGUEUR T OMDE

F1a. 6.19 — Dwergence numérique par le schéma MUSCL
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6.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle méthode volumes finis. Une analyse
théorique a montré que la méthode est d’ordre deux et qu’elle est non diffusive. Nous
avons présenté également quelques résultats numériques aussi bien dans le cas homogene
que dans le cas hétérogene. Cette étude a montré que cette méthode est bien adaptée pour
résoudre les problemes d’électromagnétisme dans le cas linéaire mais pas nécessairement
homogene. Cette méthode présente plusieurs avantages, dont sa capacité a résoudre des
probléemes complexes, son implémentation relativement simple et son faible cout en CPU.
On peut également insister sur la conservation d’une énergie discrete et de la divergence.
Grace & toutes ces propriétés, elle parait la mieux appropriée pour étre combinée avec
la méthode des différences finies de Yee [83] dans le but d’obtenir un modele capable de
résoudre des problemes dans des domaine quelconques et économique.
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Chapitre 7

Un schéma hybride volumes finis/
différences finies
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7.1 Introduction

Nous présentons ici une méthode hybride, qui couple deux méthodes numériques dans
le but d’obtenir un schéma performant et économique. Pour cela, nous proposons d’utiliser
un schéma volumes finis et le schéma de Yee [83] pour I'électromagnétisme, qui est un
schéma aux différences finies. On peut citer ici les schémas hybrides construits par Yee
(voir [84] et [85] par exemple) o1 les méthodes volumes finis utilisées font appel & une grille
duale. Afin d’éviter cette difficulté, nous proposons d’utiliser une méthode de type volumes
finis ou tous les champs sont localisés aux mémes points. L’avantage principal de cette
méthode est sa grande flexibilité vis-a-vis de la régularité du maillage, qui a priori pourrait
étre quelconque. L’intérét de ce couplage est d’exploiter les différents avantages des deux
méthodes, & savoir la dispersion relativement faible de la méthode différences finies, et
la capacité de la méthode volumes finis a résoudre des problemes avec des géométries
complexes. De plus, ces deux méthodes sont faciles a implémenter. Nous sommes amenés
a faire des couplages de maillages et de méthodes, et nous proposons pour la construction
du schéma hybride de séparer les deux couplages. On divise le domaine de calcul en
quatre sous-domaines, le principe est d’utiliser la méthode des volumes finis dans la partie
proche du matériau qu’on note 1, ou la géométrie est complexe et ou le maillage est
non structuré, et la méthode des différences finies dans la partie notée 25 ou 'on calcule
le champ lointain. La partie hybride située entre £2; et {2y est réguliere et composée de
deux parties; une partie intermédiaire {23 autour du maillage non structuré ou ’on applique
encore le schéma volumes finis (pour faciliter le passage entre les deux méthodes de calcul),
et une zone d’échange entre les deux méthodes 4 (figure 7.1). Le couplage entre les deux
méthodes s’effectue dans une partie réguliere du domaine. Les inconnues des deux schémas
n’étant pas calculées au méme endroit, les variables seront interpolées avant 1’échange.
Nous présentons dans ce chapitre un modele hybride, ainsi qu’une étude de stabilité dans
les cas 1-D et 3-D.
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zone differences finies Q

zone d’echange Q4

volumes finis (mailage regulier)

Qs

volumes finis
(non structures)

Q1

Fic. 7.1 — Les différentes zones du maillage.

7.2 Description des schémas utilisés dans le cou-
plage

Nous nous proposons d’étudier la stabilité d’un schéma hybride pour la résolution
du systeme de Maxwell, couplant le schéma volumes finis du chapitre précédent et un
schéma aux différences finies, en l'occurence le schéma de Yee ([83], et [77]). Le schéma
aux différences finies est basé sur une discrétisation spatiale décalée pour la localisation
des six champs électriques et magnétiques, ce qui impose des contraintes assez rigides sur
les maillages utilisés. Le schéma en temps utilisé est de type saute-mouton. Le schéma
volumes finis que nous proposons ici est basé sur la méme discrétisation en temps que le
schéma aux différences, quant a la discrétisation en espace, nous utilisons des flux centrés.
Tous les champs sont localisés aux mémes points, et sont calculés a partir d’une moyenne
sur des volumes d’intégration (qui peuvent étre quelconques). Nous choisissons comme
volumes d’intégration, les éléments du maillage. Ces deux schémas sont d’ordre deux en
temps et en espace. Le schéma volumes finis que nous utilisons ici est décrit au chapitre

(6).
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7.2.1 Le schéma aux différences finies

Nous rappelons succintement ici le schéma aux différences finies pour ’électromagnétisme
proposé par K.S Yee. Ce schéma s’écrit sous sa forme condensée :

Bnt1l/2 _ gn-1/2
/ ds + /E" dl =0,
oS

At

S n+1 D"

/Di_ds - /H”+1/2 dl =0,
At

S oS

ou S est une surface (voir grille 7.2).

z

A o "4

Ey

Y

FiGc. 7.2 — Position des champs dans la grille différences finies .

La condition de stabilité est donnée par:

1 1 1
C,mxAlt\/(Aw2 + N + A22) <1. (7.1)

Voir [77] pour une preuve de ce résultat. On peut également appliquer le méme procédé
que pour les schémas volumes finis (voir rapport [72]).
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7.3 Construction d’un schéma hybride dans le cas

monodimensionnel

Pour mieux illustrer le schéma hybride, nous traitons d’abord le cas monodimensionnel,

ensuite nous présentons le cas tridimensionnel. Soit une partition du segment [a : b] en une

suite (x;,0 = 0,..M) (figure 7.3). On applique le schéma de Yee sur la partie composée des

points (x = 0,..x. = N + %), et le schéma volumes finis sur la partie composée des points

(x=N+ %,.M — %) Il reste & définir la valeur du champ électrique au point x = N + %

On impose des conditions de métal parfait sur les deux bouts du segment.

Yee

Volumes Finis

zone
d’ interface

N-1/2

Fi1Gg. 7.3 — Domaines de calcul des deuxr méthodes

7.3.1

Définition des deux schémas

Les équations de Maxwell dans le cas monodimensionnel en mode transverse magnétique,

et en présence du vide (le systeme est normalisé, e =1 et u = 1) sont données par:

o1
ot

OE

E-ﬁ-

L
or
oH

=0.

or

(7.2)
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7.3.2 Le schéma de Yee (Différences Finies)

Le schéma de Yee est donné dans ce cas par:

( n+i n—4i .
Hj+%2 :Hj+%2 - v[E?,, — E7] j=0,..N—1,
nt+l _ pn _ n+% _ n+% — —
ET = E] Z/[Hj+% Hj;%] j=0,..N—1, 73)
nal nl
H\2 = H) % - v[BL, - BR),
n+l __ n+tsz n+tsy
R =By - vHL A - HL
_ At
Avec v = X7
7.3.3 Valeur du champ a l’interface
Le champ électromagnétique a l'interface est donné par:
n+l _ pn _ n+% o n+%
{ By =By - o[H - HE) (7.4)
7.3.4 Le schéma volumes finis
( n+% — nfé _ K n I N0 s _
HIP=H P -C[E, - B ] j=N42.M -1,
n+l _ pn v n+% - n+% - .
B =B, - DHUTEHT] =N 2.0 -,
(7.5)
n+% _ nfé v n n
Hyy =Hyy — 5B — Byl
n+1 n v n+% n+%
vty = B~ 5lHyag ~Hydl

La seule valeur qui reste a déterminer est E’;, ;. Nous proposons I'interpolation suivante :

En 3 + En 1
n N+3 N+3

N+1 = 2
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7.3.5 Conditions aux limites

Nous considérons des conditions aux limites de type métal parfait données par:

7.4 Le schéma hybride

Nous donnons ici 'algorithme complet du schéma hybride que nous avons construit

ci-dessus:

Avec:

n+i
H ?
i+3

n—l—%

H
N+3

n+1
EN+%

Hn—l—%
j+§

Hn—l—%

i =

N+3

n+1
\ EN+%

n—1 .
gt N
Ej = Ej V[Hj-l—% Hj—%] 7 =0,.N —1,

-1
= H), - v[E}, — B3
En+1 — R — H""'% _Hn+%
N =Ey—v] N+1 N_%]»
n+i n+i
=E" -vH_ % -H_ %],
N+3 [ N+3 N+%]
n—; v n n
Hj i~ §[Ej+1§ _Ejf%] J=N+2. M=,
n v . nts n+s
E?I;:EJ+1—§[HJ.+§—H]._§] j=N+2,.M-1,
n—% v n n
- HN+§ - §[EN+3 - EN+§]’
— E" _ Z[Hn'i'% o H""'%]
=By~ vy~ gl
w PNy TN
N+1 —

(7.6)
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7.5 Stabilité du modele hybride dans le cas mo-

nodimensionnel

7.5.1 Proposition

Le schéma hybride (7.6) est un schéma stable. Nous allons montrer la stabilité par un

calcul de la variation d’énergie totale sur tout le domaine.

7.5.2 Définition d’une énergie sur tout le domaine

On définit ’énergie discrete du schéma hybride par la formulation suivante:

j=N-1

2€p = 3 (BN +H < H'
P& J j+d j+i

j:

n+

j=M-1
(7.7)

£y ® P ET
JoN1 ]+§ J+§

+%(E’]V+%)2.

Qu’on peut écrire sous la forme:
28y =28, + 28 + 265,

Avec:

j=N-1 L1

n o _ n\2 nTs3 n—3y

2jee = 2(:) (Bj)"+H; fx H o

]:

. ntl nl

HER) HH S < CH ) A
j=M-1 N
n n 2 n n—=
260 = Y (B} 1) +H } H !
J=N+1
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7.5.2.1 Proposition

L’énergie &' est une forme quadratique définie positive des variables E" et H S pour
v <1

Preuve
i 1 v 2 2 )
260 = Y (Ej)*+ [Hj+§—§( j+1_Ej)] —Z( i1 — Ej)
=0
j=M-1 ) L v 9 9 )
n 2 n n n n
NP VICHIES CHEES (PR ) IS O AP
J=N+1
E” E" 2 E” E" 2
+(En)2+ Hn*% _K N+%+ N+%_ n _V_2 N+%+ N"‘%_ n
N Ntz 2 2 N 4 2 N
1 2

En utilisant I'inégalité pour deux réels a et b quelconques
(a —b)? < 2(a® + %),

on déduit I'inégalité suivante pour I’énergie définie par 'équation (7.7):

J=N-1 1 9
n—s 14 n n n
260 > > [HH%2 - §(Ej+1 - Ej)] + (1= V) (BY)?
7=0

1=M-1 W1 9 2
2 _ n _ n v n
+7Z [HH% 1B Ej—%)] + ,72 (1= )(EL )
j=N+1 J=N42
n n 2
Y L Tt i CE
N-l—% 2 2 N
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De plus, pour v < 1, nous avons:

7.5.3 Variation de ’énergie totale

La variation de I’énergie est donnée par:

2AE} =261 — 287,
2AER =208y, + 2087 + 2AET,

yee wint:

(7.8)

Nous allons calculer les trois quantités 2AE7.., 2AE7; et 2AL75

yee’ int:

2AEY,, =280 — 280

yee yee yee

n  _ v n—l—% n+1 v n—l—% n+1
288y e = _7HN+§(EN+% + ET]:[+%) B 7HN+§(EN+§ + E?\H%)'
2AEY, =260 — 287,
n _ VYV 11—1—% n+1 n
Vo nts n+1 n
FUH (B By ).

1 n n
2084, = 5 (B = By, )7

2 2
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n—l—% n—l—%

n 14 n n
2AE N = _§(EN—:1% T EN+%)(HN+3 N+

~—

(SIS

Ainsi, la variation de I’énergie discrete est donnée par:

2AEY = 0.

Comme D’énergie est une forme quadratique définie positive, et que sa variation est nulle,
nous déduisons que cette énergie est bornée (car constante), et par conséquent tous les
champs électromagnétiques le sont. Ceci implique la stabilité du schéma. Nous constatons
également d’apres cette étude que le schéma hybride ainsi construit n’est pas diffusif.

Remarque

Ce schéma s’étend au cas bidimensionnel et tridimensionnel. Nous décrivons ici le
modele hybride dans le cas tridimensionnel, et nous donnons également une démonstration
de la stabilité du schéma.

7.6 Le modele hybride dans le cas tridimensionnel

Soit un maillage régulier composé de parallélépipedes (figure 7.4).

differences

td interface volumes
z finies finis
EY
4 “Ez
® (E,H)
®
(E,H)?

Fiag. 7.4 — Les différentes zones du maillage dans le cas 3-D.
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Nous appliquons les schémas volumes finis et différences finies dans les zones indiquées

par la figure (7.4), et afin de définir tous les champs, nous avons besoin des valeurs des

champs aux interfaces avec les interpolations appropriées. Nous considérons ici une inter-

face composée des points [(N + £)Axz,(j + 3)Ay,(k + 3)Az], ot N est une valeur fixée,

j et k sont variables. Nous rappelons tout d’abord les deux schémas différences finies et

volumes finis dans le cas tridimensionnel (maillage structuré).

7.6.1 Schéma de Yee dans le cas 3-D
Pourt: < N —1,7,k:

4

ntd . n—1,. .
1) Hy 2(ij+3.k+3)=Hy *(i,j+3.k+73)
+RL (B + Sk + 1)~ Bpinj + )
80 {B2GI + LE+ D)~ Bk + D)
BN+ b+ D) = RV B+ )
FAL{Bp (VI + 3k + 1) - BV + 300}
—A{ENNG + Lk + ) - EX(NGk+ 3}

n—
€T

2) Hy 24 Lk + 5 = Hy 2+ ik + )
Yy 27]7 2 Y 27]7 2
—ALIRR(i+ Lk + 1) —ELG + L5h))

(7.9)
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4) EptNi+ 5..k) = ERG+ 5.5.k)

) 1
3 b+ b~ - o)
+1 ] +1 . .
_%.H32@+§mk+5—iﬂ2@+%mk—5}v
5) EVtl(ig + Lk) = B2 + 5.k)
5 Hmm+%,k+%>—HMw+%’k—%>}

n+—

z (Z+27]+27 ) (Z 27]"“27 )

/—"v—/H@

E“%NJ+WM (NJ+§M

NP Lhtd)— nt3onr sl 1

At

n+i n-i—.l .
Az HZ 2(N+ 27]+27k) Z(N—%,]—i—%,k)

EIM(N,jk +3) = EX(N,jk + 3)
At n+3 1 1 n+3 1 1
+E H (N+§7]7k+§)_Hy (N_§7]7k+§)

n+; "‘1‘% . 1 1
H. (N]+27k+ ) H. (N7]_§7k+§) :

+1 1
Il reste a définir les valeurs H 2(N + 3.5,k + 3), et H. 2 (N + 1.5+ %.k).
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7.6.2 Schéma volumes finis dans le cas 3-D

Pour¢t > N + 1,5,k :

n

ntl : -1 :

) OHy 2+ lj+Lh+ b =H i+ 1+ 1k+ ]

+2AA—5 Er(i+3j+3k+3)-El(i+3j+3k—13)

S B+ 5.0+ 5k +5) —ENi+ 5. — 5.k +3)
+ n— 1

) (Z+27]+27k+ ) Hy (Z+27]+27k+§)

+2M{ ErGi+3j+5k+8) —BrG—Lj+5k+1)
{ nz+27]+27k+ ) E(Z+27]+27k__

H/—’H/—’

n+i . . n—=% . .
3) MU (il i+ lh+ ) =H 741+ k4]
+ﬁ—§,}m<z+%a+%,k+l>—E”(z‘+%,j—%,k+l>i

22z E”(z+27]+27k+ ) E”(z——,j+2,k+ )

9 Byt g+ gk +3) =Brli+ g+ 3k +3) (7.10)
n+s . . n+s . .
HRS{EH b+ 3kt D B b - bk D

Y

ntl . ntl .
— At {Hy i+ti+ e+ -H, 26+ + k-1

5) Byt g+ gk ) =Byi 50+ 5k + )
n+s ,. . nty . ;
n+i . n+sz
—sar H: (i gkt ) —HE (- pi pktg)
6) BN+ 1+ 3k+3) =B+ 1)+ 5k+3)
ntsi, . . nts . .
+2§—;{Hy it 5+ gkt 3) —Hy 2= g+ pk+ )

nt+i . n+i . .
—QAA—ty {Hx 2i+3j+3k+3)—H: 2(i+1, —%,k+%)}.

Nous donnons ici les valeurs du champ a l'interface.
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7.6.3 Valeur du champ a l’interface dans le cas 3-D

Les valeurs des champs aux points (N + %,j + %,k‘ + %) sont données par :

n+ i . n—2 .
DHy (N4 3+ Lk+ ) =Hy 2(N+4j+5k+ 1)
FAL{BR(V 4 3 + 5k 1)~ BJ(N 4 35+ 5.0)
EX(N+3.j+1k+3)—EXN+3.5k+3)
1
2

DHI(N 4 L+ Lk b)) = H) AN L+ Lk )
+§t{E”(N+1,J+2,k+%) E!(N ,y+%,k+l>}

L{BEN + 5,5+ 5k +1) —ERN + 5,5+ 5.0},

ﬂ1?+_(A7+-2J'+2,k+‘ ) Z (Af+'y]4_2$:+ )
+Ay{E”(N+2,j+1k+%) g(N+2,gk+ )}

DERN 4 3 + 3ok + 3) = B NN 4 3 + 3.k + ) (7.11)
PR (AR By b - g - bk )

Y

n_l . n_.l .
_QAAtz {Hy 2(N+ %7] + %7k+ %) _Hy 2(N+ %v] + %vk - %)

BN + 5+ 9k +2) = By (N + 5. + 50k + 3)
1
+5A5 {Hw EN+35 +35.k+3)— H, (N + 1i+ik-— %)}

_1 _1
—%{H? N4+ Lk+ 1) —H 2(N+%,J+%,k+%)},
G)EN(N +Lj+1k+3)=Er YN+ Lj+Lk+d)

n—; . n—; -
+%{Hy 2(N+%,y+%,k+%)—Hy 2(N+%7J+%Jf+%>}

1
— o {H PN+ L+ 3k+ ) —Hy (N1 - %,k‘+%)}.
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Avec les interpolations suivantes :
( 1.1 1( 1.1 1 1.1 1
(BN + 5.4+ 3.k) = 5 E"(N+—,j+—,k+—)+EZ(N+§,j+—,k—5)]
1.1 1 ( 1. 1. 3 1. 1 1)
(2)EZ(N+§,]+§,IC+1):§ E”(N+ ,J+ k4 = )+EZ(N+ J+ s k+2)
\ /
ST 1 1 1
OGN+ gk 5) =5 (BN + k1) +E”(N,] +38).

1. 1.1 3 1 1. 1. 1)
DE'(N+1j+-k+=) == E”N L E!(N k-
(4)E;( +1»]+217 +2)1 3| (1+2 Jt3 1+2)+ (1+2n71+271+2)}
SEYN+=j+=k)==|EVN+=j —k 4+ ENN+ =+ =k—=)].
OB 5+ g =g (B gk ) w5 g 12>]1\
(6)EZ(N+§,j+§,k+1):§ E}(N + ,y+ &+ - )+E§(N+§,j+§,k+§)

1 1. 1(.. 1 1 11 1 ’
DEN 4k = (Brv+ i e vl ot b))
MBI gk g) =g (BN i —;2>+1 g 12)]1~
SE'(N+-j+1k+-)==|E"N+=j+=k E"(N k-
(8)EL( +%J+ 71+2)1 2 | x(1+27.71+271+2)+ (1+27.71+271+2))
E"(N + =.j ——E”N—'— N4+ EY N+ =) —=k+-)]|.
GBI+ k) = 5 [BHN 5+ gk g+ BV 45 12,k+12>] 1
(10)EZ(N + ,]+1/€+§) 5[E”(N+ ,]—i-§,k+§)+E?(N+§,j+§,k+§)]
1.1 I _ 1
(I)EL(N,) + 3 k+ 3 =5 (BMVGk+ ) + BXVG + 1k + )
1.1 31, 1 1.1 1
12)E"(N + 1 Levh sl (eove 30 v Homove 20 L0 L)
(ADEXN + 1+ gk +3) = (BN + 3+ b+ ) + BN + 3+ 3+ 3)

Sur le bord du domaine ou est appliqué le schéma aux différences finies, nous avons les

champs suivants:

_ At
Ay

|
{

1
HE (N + L+ —H (N -

1 1

b

( o1 " o1
Ey+1(N7] + Zak) E (ij + _7k)
1 1
FRUTHI (V4 bk ) - H”*Z(Nw%,k—%)}
+3 nt .
—REAHITE(N 4 4+ 5k) - HE 2(N—%,y+%,k)},
E?+1(N7jvk + %) = E?(ijvk + %)
nt = . ntl .
+ar (Hy (N + gk + 3) — Hy Z(N—%J,M%)}



7.6. LE MODELE HYBRIDE DANS LE CAS TRIDIMENSIONNEL 161

Afin que ces champs soient définis, nous considérons les interpolations suivantes :

2 2
(1) +2(N+2,]+2,k+ )+Hn+2(N+%,j—%,k+%)].

n 1
(2) +2<N+ 59 +3 L) =
1
2

( n+i 1. 1
()Hy 2(N 4=k + =) =
1 n
2

. w+d .
Lo (N+2J+2J€+ AR LGS NEENEE

Ainsi, tous les champs sont définis dans le schéma hybride.

Proposition

Le schéma hybride défini précédement par les équations (7.9, 7.10, et 7.11) est stable.

Démonstration
1 ) Calcul de I’énergie totale

Pour démontrer la stabilité du schéma dans ce cas , nous allons procéder comme dans
le cas monodimensionnel (paragraphe 7.5), en calculant la variation de ’énergie discrete.
Nous donnons d’abord la définition de I'énergie totale &' a l'instant nAt sur tout le
domaine de calcul :

2L = 267, + 26Ty + 2],

yee int»
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avec :

R o1 . 1
260, = > (BRi+.5.k)" + (By(ij + 5.k)° + (B2(iy.k + =)
4 . . 2 Y 2 2
T 1. 1 1 1. 1
+ Z HZ+§(i7j+_vk+_) XHgii(ivj"i__ak"i__)
. : 2 2 2 2
1<N,j,k
N 1 n-%t 1 1
+ Z Hy+2(z+—7j,k+§)><Hy i+ =gk + =)

=t i 1 i 1 2
1 _1
+ Y BT S+ S k) X HE (it 5+ 5ok
, . 2 2 2 2
i<N—1,j.k

n . 1 n . ]'
+2_(BY(Noj + 5,0))" + (BL(N,j.k + 5))*.
g,k

m =

o101
> (ERG+ g+ 5kt
i>N+1,5k

n+i 1 0 1 1 n—1 1 1
+ Y BTG gkt 5) X HY it gt k)
. ) 2 2 2 2 2
1>N+1,5,k

i1 . 1 1 _
+ Z HZ+2(Z+§,J+§J€+§)XHZ
i>N+1,j,k

bl o101 1 n—% . . 1
+ > H. 2(i+=j+=k+2)xHE 2(i+2j+2, :
. : 2 2 2 2 2 2
1>N+1,5,k

1
2

1 1 1 1 1 1
2 n(: . 2 n(; : 2
)) ( y(Z 27.7 2’ 2)) ( z(Z 27.7 9 2))

Eint =

1 1 1 1 1 1 1
EXN+ -+ 2k+ )+ (BNN+ 2,5+ 2,k +2))?
JZ;( s+ 50+ 5k +5)" + BN + 5.5 + 5k +5))° +

1 1 1 1
“(EM(N 4+ =)+ =,k +2))?
SEXN + 50+ 5k +3))

1__ntl 1. 1 1 n—=% 1. 1 1
+E in 2(N+§,]+§,k+§)XHx 2(N+§,]+§,]€+§)

7.k
1 1. 1 1 " 1. 1 1
j?k

n+i 1.1 1 n—% 1.1 1
+ZHZ+2(N+ 5 T 577‘3 + 5) x H: *(N + 5 T 577‘3‘1‘ 5)-
Jk



7.6. LE MODELE HYBRIDE DANS LE CAS TRIDIMENSIONNEL 163

2 ) Variation de I’énergie totale

La variation de I’énergie est donnée par:

QAL =26 = 26 = 2AE],, + 2AE]; 4+ 2AE],

yee

Nous donnons ici les différentes variations d’énergies :

2AER, =
7,k
At 1 1 1 el 1. 1 1
@[E;“(m—,.,.)w;(m—,.,.>HH N g+ Sk g) —HER OV b S k)]
t 1 ntl 1 3 ntl 1. 1 1
— E"TY(N + = EY(N SI[Hy 2 (N k H, 2(N + = E—=
2 tz[ x ( +%77)+ ( 277)” 1( +%7]+1 +§) Yy 1( +%7]+%7 %)]
EVY(N + = EVN+= NHY (N4 j+-k+)—H (Nt =+ k- =
+4ﬁtz[ Yy ( +%77)+ ( %77)” T 1( +27]+%7 +%) T 1( +%7]+%7 %)]
— = [EMTYN 4= EMN + = )[H 2 (N+ S+ k=) —HY 2(Nb =+ =k + =
zﬁir[ Yy ( +%77)+ ( %77)” z 1( +§7]+%7 +%) z 1( +%7]+%7 +%)]
L ETYN EVN+= NH N+ j+-k+=)—H (Nt =j+=-k+-
+2£tm[ z ( %77)+ z( +277)H Yy 1( +%7]+§7 +%) Yy 1( +%7]+%7 +%)]
_ —[EvYN E"(N HEST2(N Sk YN 4 S -k 4=
f 1 1 o1 1. 3
+5 ZH$+2(N+ So) X [EZ“(N+ R R +E§}(N+ e )
t ntl 1 1 1 1 1
— H, 2(N ErML(NV — k- E*(N —k—=
i N e BN g+ gk m ) BN g k)
Ll = ST EMHY(N 2k E"(N Skt =
iy ( +%,,>><[ ( +%,J+%, +%>+ ( +%,J+%, +%)]
t n+l . .
— H, )N+ =, )x[E""YN+Zj—=k+=-)+E*N+ - —k+ =
+4AA?/ T ( +277)X[ z ( +27] 27 +2)+ z( +27] 27 +2)]
f gl 1 3. 1 1 3 1 1
— H, *(N+= E" YN —k E"(N —k+ =
+2§t” v 1( +%,,>><[ (N %,y+%, +%>+ ( +%,J+%, +%)]
+2§—xHZ+§(N+§,,)><[E"+1( 3 ek 5) F BN 4 S sk o))
_2&—55'1—1?! 2(N+§77)X[E +1( 7]k+2)+Ez(N7]7k+§)]
t i 1 . 1 I 1
_2&—xHy+2(N+§aa)X[E +1( 7]+1k+2)+Ez(N7]+17k+§)]
—SLH T (N 4+ 2 x BN 1j+3k+§>+E"(N+1j+1k+§)]
2Az Y 277" Vo 2 $ 27 1o 2
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At 1 il 1. 1 1 . 1 1 1
‘o 1 1. 3 1 1 3 1
+—yH " (N+57.7-> x [EZ“(N+5,J+5J<:+5>+EZ(N+ S0+ 5ok +5))
AL __npl 1 1 1 1 1 1 1
———H, (N4, )X [EMY N+ - k+2)+ENN + -5 —
zﬁy ( +%”)><[ v ( +27J 5 +2)+ z( +27J 2,k+2)]
i 1 3. 1 1 3 1 1
i 1 1 1 1 1 1 1 1
—ﬁH3+2(N+§77)><[E”+1( 7J+—k+§)+EZ(N+27]+2k+§)]
i 1 1 1
+2§—IH’J*2<N+ 5o) X (BN 4 5.0 + BN, + 26)]
1 il 1 1 S
—H. (N + = EtH(N k+1)+EYN ~k+1).
+2AJI z ( +277)X[ ( ]+2 +)+ (7]+27+)]
1 1 1 1
Ou(N+=,..)=(N+= —k
u(N+<,.,.)=( +27J+2, +2)
2AEN, =
At o+l 1. 1 1 1 1
——H. ?2(N+= —k+ ) EMYN —.k)+ EYN —k
m AT Z ( +27]+27 + )[ Y ( 7]+27 )+ y( 7.7+27 )]
' At 1 1 1 1
ST —/—H!T(N k——E”“N' —“kY+EXN,+ =k
ijZZAJI z ( +27]+27 )[ ( 7]+27 )+ y( 7]+27 )]
At sl 1. 1 1 1
—H, (N + = gy —E”“N'k Y+ E*(N,jk+=
+;2ALE y ( +27]+27 +2)[ z ( 7]7 +2)+ z( 7]7 +2)]
At sl 1.1 1 1 1
N H, }(N+=j—=k+)E"(Njk+=)+E"Njk+ =)
JEI;QA:E y ( +27] 27 +2)[ z ( 7]7 +2)+ z( 7]7 +2)]
2AEY, =
At __nt+l 3. 1 1 1. 1 1 1. 1 1
——H. (N += “k+ )EMYN = —k+=)+EYN + = —k+ =
JX/; oA He TNV S+ Sk BTN+ S Sk D) FEY(N S Sk )]
" At gl 1 1 1 3 1 1 3 1 1
— H., *:(N+-j+-k+)E""YN+Z i+ k+)+EN+=j+=-k+=
+]kax (N + S+ 5k + BTN + S+ 5ok + )+ Ey(N + 5o + 5ok + )]
At gl 3.1 1 1 1 1 1 1 1
N =/ H,2(N+ = —hk+INE" TN+ i+ -k + )+ EY N+ =+ —k+=
YN 11 1 3 1 1 3 1 1
— H, 2(N+=j+k+ )BT N+Zj+k+=)+E(N+25+= ).
]Zm (N + 520+ 5ok + BN + Do+ Sk +5) + BN + Do + 5ok +5)]
Nous déduisons des calculs précédents que:
2AEP = 0.

Ce qui assure la stabilité du schéma hybride ainsi construit.
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7.7 Expériences numériques

Nous proposons ici quelques résultats numériques donnés par le schéma hybride dans
le cas bidimensionnel, et dans le cas simple de maillages structurés. Les différents schémas
sont appliqués comme indiqué sur la figure (7.5). Nous reprenons le cas test académique de
I’évolution d’un mode de résonance dans une cavité métallique, et nous effectuons quelques
cas tests en les comparant aux solutions exactes. Nous simulons ici deux champs F, et
H,. Nous pouvons constater a travers les coupes en y (figure 7.6, et figure 7.7) et a travers
les courbes simulant ’évolution en temps des deux champs (figure 7.8, et figure 7.9) que

les résultats sont treés satisfaisants.

differences finies

Hifferenced
finies

interface

. volumes
interf] finis

interface

interf]

differences finies

differences
finies

FiG. 7.5 — Les différentes parties du maillage
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0.5 T T
EXACTE ——
HYBRIDE -------

04 )
03|
02

0.1

01 F
-0.2
-0.3

-0.4

-0.5

Fic. 7.6 — Coupe en y du champ Ex

Fic. 7.7 — Coupe en y du champ Hz
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0.4

EXACTE ——
HYBRIDE -

-0.4

Fic. 7.8 — Evolution en temps du champ Ex

Fic. 7.9 — Evolution en temps du champ Hz
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7.8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode hybride combinant deux schémas
temporels pour la résolution du systeme de Maxwell. Nous avons un schéma aux différences
finies et un schéma volumes finis. La recherche d’un schéma volumes finis tel que le schéma
résultant du couplage soit stable, nous a mené a construire un nouveau schéma centré en
espace et qui utilise la méme discrétisation en temps que le schéma aux différences (schéma
saute-mouton), et les inconnues sont localisées aux centres des éléments du maillage. Ce
schéma est bien adapté a la résolution du systeme de Maxwell dans le cas hétérogene et
présente des propriétés numériques intéressantes telle que ’absence de diffusion numérique
(voir [72]). Nous avons utilisé des interpolations spatiales pour obtenir les valeurs des
champs a l'interface des domaines ou sont appliqués les deux schémas numériques. Nous
avons démontré dans ce chapitre que le schéma hybride ainsi construit est un schéma
stable, et de plus il est non diffusif. Nous avons également effectué quelques cas tests de
validation et les résultats numériques obtenus sont tres encourageants.
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Chapitre 8

Conclusion générale
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Nous nous sommes intéressés dans cette these a I’étude de différentes méthodes numériques

pour la résolution du systeme de Maxwell instationnaire dans des milieux hétérogenes. La
plupart des schémas que nous avons considérés sont basés sur une intégration spatiale lo-
cale, et afin de respecter le caractére hétérogene du milieu de propagation des ondes et la
géométrie qui pourrait étre quelconque, nous avons choisi les éléments du maillage comme
volumes d’intégration. Nous avons tout d’abord développé et testé une méthode de volumes
finis, elle est basée sur une discrétisation de type MUSCL en espace et une intégration
temporelle de type Runge-Kutta. Cette méthode permet d’obtenir des schémas d’ordre
élevé et nous avons constaté qu’elle est bien adaptée pour la résolution de notre probleme.
Nous 'avons comparée a une autre méthode volumes finis du méme type ou les volumes de
controle sont par contre des polygones centrés aux noeuds. Les différentes comparaisons
ont montré que les deux méthodes se valent dans le cas de matériaux homogenes. Nous
avons également adapté une méthode d’éléments finis dite Galerkin Discontinu développée
initialement pour la mécanique des fluides. Cette méthode permet également d’obtenir des
schémas d’ordre élevé basés sur le choix d’une base locale et des formules de quadrature.
Les différents cas tests ont montré que cette méthode répondait aux attentes. En effet,
nous avons retrouvé les résultats obtenus par la méthode volumes finis ou encore des
résultats analytiques. Nous 'avons par ailleurs comparée & la méthode volumes finis que
nous avons développée et nous avons constaté que du point de vue qualitatif les deux
méthodes sont comparables. Néanmoins la différence réside dans le temps de calcul (CPU)
ou nous avons constaté que la méthode volumes finis est moins couteuse que la méthode
Galerkin Discontinu, mais cette derniere a ’avantage d’obtenir des résultats sur des temps
longs de meilleure qualité car elle est moins diffusive. En résumé, on peut dire que sur
des temps courts la méthode volumes finis est plus intéressante dans la mesure ou elle
donne les mémes résultats avec un CPU plus faible, mais sur des temps longs, la méthode
Galerkin Discontinu parait plus compétitive. Nous nous sommes ensuite intéressés a un
autre type de méthode volumes finis, ou le calcul du flux est basé sur un schéma centré
et l'intégration en temps est de type saute-mouton. Nous avons établi un critere de sta-
bilité dans le cas de maillages structurés et nous avons également effectué une analyse
de la dispersion et de la diffusion numériques. Les résultats obtenus montrent que cette
méthode est d’ordre deux en temps et en espace, et qu’elle n’est pas diffusive. Par contre
elle présente une dispersion numérique d’ordre deux. Nous avons effectué quelques cas tests
et les résultats numériques obtenus sont conformes aux résultats théoriques. Nous avons
également constaté que cette méthode donne de bons résultats dans le cas de matériaux
hétérogenes. Nous avons comparé cette méthode dans un premier temps a la méthode
volumes finis développée au début de ces travaux dans le cas de maillages non structurés.
Nous avons remarqué que les résultats restent comparables sur des temps courts, cepen-
dant vu le caractere non diffusif de la derniere méthode, elle donne des résultats plus
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significatifs sur des temps longs. Elle présente également ’avantage d’étre moins cotiteuse.
Dans un deuxieme temps, nous ’avons comparée a la méthode développée par K.S.Yee
qui est une méthode aux différences finies. Nous avons constaté que les deux méthodes
donnent des résultats de méme qualité. Nous avons cependant des différences du point
de vue CPU ; la méthode volumes finis est deux fois moins cotteuse, mais le schéma de
Yee est moins dispersif. Nous avons comparé ces deux méthodes dans le cas de maillages
structurés car la méthode des différences finies n’est pas adaptée aux cas non structurés.
Nous avons vu que le moyen d’exploiter les avantages des deux méthodes volumes finis et
différences finies consiste a hybrider les deux schémas. Nous avons montré par une analyse
théorique que le schéma hybride obtenu du couplage est un schéma stable et non diffusif.
En fait, ce schéma garde les mémes caractéristiques numériques que les schémas utilisés
pour ce couplage, et permet de bénéficier des avantages des deux méthodes. Nous avons
implémenté la méthode dans le cas simple de maillages structurés et nous avons effectué
quelques cas tests afin de vérifier les résultats théoriques. A travers 'analyse des différentes
méthodes vues dans cette these, nous pouvons déduire que chacune présente des avantages
et des inconvénients concernant la qualité des résultats numériques et le temps de calcul.
Cependant la nouvelle méthode volumes finis présente le meilleur compromis entre la qua-
lité des solutions et le cout de calcul. L’une des perspectives de ce travail est d’étendre
cette méthode au cas tridimensionnel avec un maillage hybride structuré/non structuré,
ce qui permettra 'utilisation de couches PML dans la partie structurée. Des simulations
numériques tridimensionnelles permetterons de valider les résultats obtenus en 2D.
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