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Titre : M�ethodes num�eriques pour les �equations de maxwell instation-
naires en milieu h�et�erog�ene

R�esum�e

La premi�ere partie de ce travail est consacr�ee �a la d�emonstration d'un th�eor�eme d'existence

et d'unicit�e de la solution du syst�eme de Maxwell dans le cas g�en�eral, o�u les coeÆcients

sont des tenseurs sym�etriques d�e�nis positifs, qui d�ependent d'une fa�con non r�eguli�ere de

la variable d'espace. Dans ces conditions, le milieu de propagation pourrait être aussi bien

isotrope qu'anistrope. Dans la seconde partie, nous nous sommes int�eress�es �a l'�etude et au

d�eveloppement de plusieurs m�ethodes num�eriques dans un domaine isotrope o�u les coeÆ-

cients peuvent être discontinus ; nous avons �etudi�e deux m�ethodes de type volumes �nis,

une bas�ee sur un calcul de 
ux d�ecentr�es, et l'autre bas�ee sur un calcul de 
ux centr�es.

Nous avons �egalement adapt�e une m�ethode d'�el�ements �nis dite Galerkin Discontinue, et

en�n une m�ethode hybride volumes �nis / di��erences �nies avec une �etude de stabilit�e de

cette derni�ere. Pour des raisons g�eom�etriques, nous avons chosi les �el�ements du maillage

comme volumes d'int�egration. De nombreuses validations et comparaisons num�eriques ont

montr�e que ces m�ethodes sont bien adapt�ees au cas h�et�erog�ene. N�eanmoins, il semble que

la m�ethode volumes �nis avec 
ux centr�es et une discr�etisation temporelle de type saute-

mouton est la plus optimale en terme de compromis entre la qualit�e des r�esultats et le

coût en temps de calcul.

Mots cl�es : �electromagn�etisme - existence - unicit�e - volumes �nis - Galerkin Discontinue

- hybride - stabilit�e.

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

|-

Title : Numerical Methods for Solving Maxwell's Equations in Heterogeneous

Media

Abstract

The �rst part of this work is devoted to the derivation of the existence and uniqueness

of the solution of Maxwell's system when the parmeability and the permittivity matrix

belong to L1 are symetric, positive de�nite. In the second part, we develop and study

several numerical methods for Maxwell's system in isotropic and heterogeneous media;

we developed two types of �nite volume methods, the �rst one is based on an upwind

scheme in space discretization, and the second one is based on a centered 
ux formula. We

have also extend a �nite element method called Discontinuous Galerkin method to solve

our problem, and lastly we construct a hybrid �nite volume / �nite di�erence scheme

and a stability analysis is presented. Several numerical experiments and comparisons are

performed, and we deduce that these methods are well suited for solving Maxwell's system

in an heterogeneous medium. However, the �nite volume method which uses centred 
ux
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and leapfrog scheme for time discretization seems to be the most appropriate method to

obtain the better compromise between the quality of the solution and the CPU time.

key words : electromagnetism - existence - uniqueness - �nite volumes - Discontinuous

Galerkin - hybrid - stability.



6



TABLE DES MATI�ERES 7

Table des mati�eres

1 Introduction g�en�erale 11

2 Aspects math�ematiques des �equations de Maxwell 17

2.1 Le syst�eme de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Existence et unicit�e des solutions du syst�eme de Maxwell pour des milieux

h�et�erog�enes non r�eguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2 Probl�emes aux limites et r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3 Th�eor�eme d'existence et d'unicit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.4 Remarque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3 Milieu isotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3.1 Formulation conservative et hyperbolicit�e . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3.2 Unit�es et adimensionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Comparaison de deux m�ethodes de volumes �nis en milieu homog�ene 39

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1.1 Ondes �electromagn�etiques en deux dimensions d'espace . . . . . . . 41

3.2 Approximation num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 Pr�esentation des deux m�ethodes de volumes �nis . . . . . . . . . . . 42

3.2.2 Formulation faible et 
ux d�ecentr�e d'ordre un . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.3 Sch�emas d'ordre sup�erieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2.4 Traitement des conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2.5 Int�egration en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.3 Exp�eriences num�eriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.3.1 Evolution d'un mode dans une cavit�e carr�ee . . . . . . . . . . . . . . 53

3.3.2 Comparaison des deux m�ethodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3.3 Comparaison des deux m�ethodes de calcul du gradient . . . . . . . . 57



8 TABLE DES MATI�ERES

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5 Annexe 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.5.1 Cas scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.5.2 Cas des syst�emes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4 Un sch�ema volumes �nis d�ecentr�e en milieu h�et�erog�ene 71

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2 Approximation num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2.1 Le sch�ema de Godunov d'ordre un . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2.2 Les sch�emas d'ordre sup�erieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.3 Deux m�ethodes de calcul du gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.4 R�esultats num�eriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.4.1 Simulation d'un pulse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.4.2 La di�raction d'onde sur un mat�eriau revêtu . . . . . . . . . . . . . 82
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Le concept d'onde est n�e de l'observation de la propagation des ondes (vagues) �a la

surface de l'eau. Par la suite, cette notion s'est �egalement appliqu�ee �a d'autres ph�enom�enes

physiques, tel que le son, les ondes de compression et d'oscillation comme les ondes sis-

miques, et l'exemple qui nous int�eresse ici est celui de la propagation des ondes �electromagn�etiques

comme la lumi�ere dans un milieu qui n'est pas n�ecessairement le vide. La mod�elisation

math�ematique de ces ph�enom�enes a connu une �evolution importante depuis les repr�esentations

g�eom�etriques de Christiaan Huygens dans son trait�e de la lumi�ere (1690), jusqu'aux

�equations aux d�eriv�ees partielles de Maxwell (1873), ce mod�ele a rajout�e la dimension en

temps par rapport �a ses pr�ed�ecesseurs.

L'�electromagn�etisme porte sur la notion de champ �electromagn�etique qui est d�e�nie �a

l'aide de deux vecteurs E et B appel�es respectivement champ �electrique et induction

magn�etique. Ainsi, la force (dite force de Lorentz) qui s'exerce sur une charge q, de vi-

tesse v est donn�ee par
�!
F = q(E+ v �B).

La propagation du champ �electrique dans un mat�eriau tel qu'un di�electrique est ca-

ract�eris�ee par la cr�eation d'un autre champ qui vient s'ajouter au champ appliqu�e au

d�epart. On dit que le milieu se polarise. Ce champ est appel�e polarisation du milieu, on

le note par P. On introduit un nouveau champ D appel�e le d�eplacement �electrique d�e�ni

par :

D = "0E+P;

o�u la quantit�e "0 est appel�ee la permittivit�e du vide. Dans le cas de pr�esence de charges

�electriques, de densit�e volumique �, on a la loi dite de Gauss suivante : "odivE = �. On

distingue deux distributions de charges, l'une ext�erieure et l'autre int�erieure :

� = �ex + �in:

Dans le cas de neutralit�e globale, on a la propri�et�e suivante : divP = ��in, ce qui nous

donne une relation entre le d�eplacement �electrique et la charge ext�erieure :

divD = �ex:

La loi de conservation de la charge est donn�ee par :
@�

@t
= �divJ, et en particulier

@�ex
@t

= �divJex. O�u J (respectivement Jex) repr�esente le courant �electrique (courant

�electrique ext�erieur) du milieu. Les milieux dits lin�eaires sont caract�eris�es par une relation

lin�eaire entre la polarisation volumique P et le champ �electrique E ; P = �� "0E. O�u �,

appel�e susceptibilit�e di�electrique, ne d�epend pas de E.

Nous nous proposons d'�etudier les ph�enom�enes �electromagn�etiques dans un milieu lin�eaire,

isotrope, et h�et�erog�ene, tels que les di�electriques, et o�u les dimensions caract�eristiques des
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objets ainsi consid�er�es sont de l'ordre de grandeur des longueurs d'onde. Nous devons

consid�erer divers points essentiels dans la r�esolution du syst�eme de Maxwell, dont la re-

cherche de sch�emas robustes qui permettent d'obtenir des solutions tr�es pr�ecises, et qui

tiennent compte de la g�eom�etrie du domaine de calcul qui pourrait être tr�es complexe.

Nous avons �egalement �a tenir compte des conditions de saut des champs �a travers les

interfaces des mat�eriaux composant le milieu, et le traitement des courants �electriques.

Pour r�esoudre num�eriquement le syst�eme dans ces conditions, nous proposons di��erentes

m�ethodes num�eriques ; des m�ethodes volumes �nis, une m�ethode d'�el�ements �nis, et une

m�ethode hybride volumes �nis/di��erences �nies. L'avantage de ces m�ethodes est leur ca-

pacit�e �a tenir compte des points cit�es ci-dessus.

M�ethodes num�eriques pour l'�electromagn�etisme

Nous r�esumons ici les di��erentes m�ethodes num�eriques utilis�ees dans la litt�erature

pour r�esoudre les �equations de Maxwell. Nous distinguons tout d'abord deux types de

probl�emes : les probl�emes temporels o�u le temps est consid�er�e comme une variable, c'est

ce qu'on appelle les probl�emes d'�evolution ou transitoires, et les probl�emes en fr�equence,

o�u le temps n'intervient que par l'interm�ediaire de la fr�equence de la source (donc comme

param�etre), ainsi la solution recherch�ee est en fonction des variables en espace et p�eriodique

en temps, ce sont des solutions harmoniques en temps. La mod�elisation math�ematique de

ces deux types de probl�emes est tr�es di��erente, et le passage d'un mod�ele �a l'autre n'est

pas toujours facile �a justi�er, notamment dans le cas o�u les coeÆcients sont discontinus.

Par cons�equent on distingue deux familles de m�ethodes num�eriques adapt�ees �a chaque

mod�ele :

M�ethodes num�eriques pour les probl�emes fr�equentiels :

Nous avons parmi les m�ethodes num�eriques pour les probl�emes en fr�equence, des

m�ethodes de d�ecomposition de domaine, o�u l'id�ee de base est de d�ecomposer le domaine

de calcul en sous-domaines disjoints, et de r�esoudre des sous probl�emes sur chacun de ces

sous-domaines. La jonction entre les interfaces des sous-domaines se fait d'une mani�ere

it�erative. Ces m�ethodes permettent de r�esoudre par exemple l'�equation de Helmholtz en

milieu h�et�erog�ene [4].

Nous avons �egalement une m�ethode de type �equations int�egrales qui a pour but d'�etendre

les �equations int�egrales classiques qui ont �et�e d�evelopp�ees pour r�esoudre des probl�emes

de di�raction par des obstacles r�e
�echissants au cas d'obstacles absorbants. Ceci se fait

�a l'aide d'une condition aux limites de type imp�edance [6]. Il existe aussi une m�ethode

de discr�etisation microlocale pour les �equations int�egrales. C'est une m�ethode qui r�esoud
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des probl�emes �a hautes fr�equences o�u la matrice �a inverser pour r�esoudre les probl�emes de

di�raction est presque creuse dans le sens o�u certains termes de la matrice sont �elimin�es

car ils sont n�egligeables par rapport aux autres [35].

M�ethodes num�eriques pour les probl�emes temporels :

Il existe dans la litt�erature des m�ethodes d'�el�ements �nis d'ordre �elev�e avec condensa-

tion de masse. Ces m�ethodes sont adapt�ees aux probl�emes o�u le rapport entre l'objet �etudi�e

et la longueur d'onde est tr�es grand [34]. Nous avons �egalement la m�ethode aux di��erences

�nies d�evelopp�ee par K.S.Yee [83], qui est bas�ee sur un sch�ema d�ecal�e en temps et en es-

pace. Cette derni�ere a l'avantage d'être peu coûteuse et facile �a impl�ementer, n�eanmoins

elle pr�esente de s�erieuses limites quant �a son application �a des g�eom�etries complexes.

Parmi les m�ethodes temporelles qui nous int�eressent ici, nous avons les m�ethodes de vo-

lumes �nis. L'attrait principal de ces derni�eres pour r�esoudre num�eriquement un syst�eme

conservatif est leur grande tol�erance vis-�a-vis de la r�egularit�e du maillage et/ou des pa-

ram�etres de calcul (discontinuit�e des coeÆcients et/ou de la solution). A priori, le maillage

pourrait être quelconque : de type �el�ement �ni conforme ou non, mono-�el�ement (maillage

triangulaire en 2-D par exemple) ou multi-�el�ements (maillage hybride avec des triangles et

des quadrangles). Des r�esultats encourageants ont �et�e obtenus depuis l'introduction de ces

m�ethodes au calcul num�erique en �electromagn�etisme [76, 19]. Cependant la d�e�nition

du volume de contrôle la plus utilis�ee est le polygone centr�e au noeud, ce qui rend

l'ind�ependance de la m�ethode vis-�a-vis du maillage toute relative. En particulier, le cal-

cul des gradients (qui est parfois n�ecessaire pour monter en pr�ecision) devient lourd et

coûteux dans le cas de maillages hybrides et la m�ethode n'est plus adapt�ee (même sans

calcul de gradients) dans le cas de syst�emes lin�eaires �a coeÆcients discontinus (cas des

�equations de Maxwell en milieu lin�eaire h�et�erog�ene). Un autre choix de volumes �nis a �et�e

pr�esent�e par J.Durlofsky, S.Osher et B.Engquist [41] dans le cadre de la dynamique des


uides. Ce choix a �et�e motiv�e par une meilleure prise en compte des conditions aux limites.

Nous avons adopt�e ce choix pour r�esoudre les �equations de Maxwell. Nous nous sommes

int�eress�es �a deux types de m�ethodes de volumes �nis, l'une bas�ee sur un sch�ema d�ecentr�e

en espace, et une discr�etisation de type Runge-Kutta en temps (ce qui permet d'obte-

nir des sch�emas d'ordre �elev�e). Cette m�ethode permet de tenir compte des conditions de

transmission entre deux milieux di��erents en passant par un sch�ema de Godunov pour les

calculs de 
ux num�eriques, et de bien traiter les probl�emes avec des sources de courants

surfaciques (lin�eiques dans le cas bidimensionnel). Nous pouvons �egalement appliquer un

bon proc�ed�e pour le calcul des gradients sans alt�erer la robustesse de la m�ethode dans

le cas h�et�erog�ene [70]. La deuxi�eme m�ethode est bas�ee sur un sch�ema centr�e en espace
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et un sch�ema de type saute-mouton en temps, son avantage est son coût relativement

faible compar�e aux autres m�ethodes volumes �nis, et ce sch�ema respecte �egalement la

nature h�et�erog�ene du probl�eme. Une autre m�ethode qu'on appelle m�ethode de Galerkin

Discontinue nous parait bien adapt�ee �a la r�esolution du syst�eme de Maxwell dans le cas

h�et�erog�ene. Cette m�ethode a �et�e d�evelopp�ee en particulier pour la m�ecanique des 
uides

[32] par B.Cockburn et C.W.Shu, et nous l'avons adapt�e au syst�eme de Maxwell [71].

C'est une m�ethode d'�el�ements �nis qui est bas�ee sur un choix de bases locales qui nous

permet d'obtenir une matrice de masse locale facile �a inverser (sans passer par des proc�ed�es

num�eriques). Le caract�ere local de la m�ethode donne lieu �a un calcul de 
ux num�erique

entre les �el�ements d'int�egration o�u les fonctions de bases sont d�e�nies. Pour ce faire, nous

avons utilis�e un solveur de Riemann exact.

Parmi les m�ethodes les plus r�ecentes se trouvent les m�ethodes hybrides. Ce sont des

sch�emas qui combinent deux m�ethodes a�n d'avoir un rapport qualit�e/prix int�eressant.

Nous �etudions ici les m�ethodes qui combinent des sch�emas volumes �nis et des sch�emas aux

di��erences. Ceci permet de r�esoudre le probl�eme dans la partie complexe de la g�eom�etrie

avec une m�ethode volumes �nis, et dans la partie la plus r�eguli�ere avec une m�ethode aux

di��erences �nies en l'occurence le sch�ema de Yee [83]. Des m�ethodes de ce type ont �et�e

d�evelopp�ees r�ecemment (voir [84] et [85] par exemple). En g�en�eral, tous ces sch�emas font

appel �a une grille duale pour la partie non structur�ee ce qui complique la construction de

maillages en trois dimensions. Nous proposons d'utiliser ici une m�ethode de type volumes

�nis o�u tous les champs sont calcul�es aux mêmes points. Cette formulation nous parait

mieux adapt�ee pour r�esoudre des probl�emes dans des milieux h�et�erog�enes tout en relaxant

la contrainte sur le maillage. Nous utilisons pour la discr�etisation spatiale des 
ux centr�es

qui nous permettent d'obtenir un sch�ema peu di�usif. La discr�etisation en temps est ob-

tenue par un sch�ema saute-mouton.

Le plan de cette th�ese est organis�e comme suit :

Dans le deuxi�eme chapitre, on pr�esente les �equations de Maxwell, ainsi que la formu-

lation conservative de cette derni�ere. On d�etaille �egalement les aspects math�ematiques de

ces �equations, dont une d�emonstration de l'existence et de l'unicit�e de la solution dans le

cas g�en�eral. Cette d�emonstration est bas�ee sur le th�eor�eme de Hille-Yosida.

Au chapitre trois, nous pr�esentons une comparaison qualitative et quantitative entre deux

m�ethodes de volumes �nis, dans le vide. La di��erence entre ces deux m�ethodes r�eside dans

le choix du volume de contrôle, ou le volume d'int�egration. On verra que ce choix est

capital pour traiter des probl�emes divers comme le calcul d'un champ �electromagn�etique
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g�en�er�e par un courant lin�eique, ou la di�ration d'une onde par un mat�eriau revêtu. D'o�u

notre choix pour une m�ethode volumes �nis o�u tous les degr�es de libert�e sont localis�es aux

centres des �el�ements du maillage, on appelera cette m�ethode, la m�ethode volumes �nis

centr�es-�el�ements. Nous pr�esentons �egalement des r�esultats sur la convergence des sch�emas

volumes �nis obtenus par plusieurs auteurs dont [43], [80], [51], et [65].

Dans le chapitre quatre, on pr�esente l'extension de la m�ethode volumes �nis centr�es-

�el�ements au cas h�et�erog�ene, nous appliquons un sch�ema en espace qui tient compte du

caract�ere h�et�erog�ene du milieu, et une formulation sp�eci�que du calcul du gradient de la

solution par volume de contrôle, a�n d'obtenir un sch�ema d'ordre �elev�e.

Le chapitre cinq expose une m�ethode d'�el�ements �nis dite Galerkin Discontinue, pour

la r�esolution du syst�eme de Maxwell dans le cas h�et�erog�ene. Cette m�ethode a la ca-

ract�eristique d'être locale, et ceci grâce �a un choix de base locale. Les solutions obtenues

sont discontinues en espace, et respectent les conditions de saut. Nous comparons les so-

lutions obtenues par cette m�ethode et celles obtenues par une m�ethode volumes �nis, du

point de vue qualitatif et quantitatif.

Dans le sixi�eme chapitre, nous pr�esentons une nouvelle formulation de la m�ethode volumes

�nis bas�ee sur un calcul de 
ux centr�es et un sch�ema saute-mouton pour la discr�etisation

en temps. Cette m�ethode est facile �a impl�ementer et semble la mieux adapt�ee pour un

couplage avec une m�ethode aux di��erences �nies.

Le septi�eme chapitre est consacr�e �a l'�etude d'un sch�ema hybride volumes �nis/di��erences

�nies combinant le sch�ema volumes �nis cit�e au chapitre six et le sch�ema de Yee [83]. Ce

sch�ema pr�esente l'avantage d'être peu coûteux, et permet de r�esoudre des probl�emes avec

des g�eom�etries complexes.



17

Chapitre 2

Aspects math�ematiques des

�equations de Maxwell

Ce chapitre est une version plus �etendue d'une note au C.R.A.S
r�ealis�ee en collaboration avec Fr�ed�eric Poupaud 1 et intitul�ee \Exis-
tence et unicit�e des solutions du syst�eme de Maxwell pour des milieux
h�et�erog�enes non r�eguliers".

1. Universite de Nice, UMR CNRS 6621, 06108 Sophia-Antipolis.
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2.1 Le syst�eme de Maxwell

La propagation d'ondes �electromagn�etiques en domaine temporel est gouvern�ee par les

�equations de Maxwell qui s'�ecrivent :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

@B

@t
+ rot(E) = 0;

@D

@t
� rot(H) = �j;

div(D) = � ;

div(B) = 0;

(2.1)

o�u B et H d�esignent respectivement l'induction et le champ magn�etiques et D et E, le

d�eplacement et le champ �electriques. Les densit�es de charge � et de courant j sont reli�ees

par la loi de conservation :

@�

@t
+ div(j) = 0:

Cette loi se d�eduit ais�ement de (2.1), en prenant la divergence de la deuxi�eme �equation et

en la combinant avec la troisi�eme.

Lois constitutives

Les inductions et les champs sont reli�es par des lois constitutives qui s'�ecrivent pour

des milieux lin�eaires : 8>>>>><>>>>>:
Bi =

j=3X
j=1

�ijHj;

Di =
j=3X
j=1

"ijEj ;

(2.2)

o�u Di et Bi repr�esentents les composantes du champ �electromagn�etique. " = ("ij) et

� = (�ij) sont des matrices 3� 3 d�e�nies positives.
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2.2 Existence et unicit�e des solutions du syst�eme

de Maxwell pour des milieux h�et�erog�enes non

r�eguliers

2.2.1 Introduction

La plupart des probl�emes de la physique math�ematique sont mod�elis�es par des �equations

aux d�eriv�ees partielles. Par exemple les ph�enom�enes �electromagn�etiques sont r�egis par les

�equations (ou le syst�eme) de Maxwell. Le mod�ele le plus g�en�eral est celui o�u les coef-

�cients du syst�eme, qui repr�esentent les indices du milieu de la propagation de l'onde

�electromagn�etique, sont des tenseurs sym�etriques qui d�ependent d'une fa�con non r�eguli�ere

de la variable d'espace. Nous proposons de d�emontrer l'existence et l'unicit�e de la solution

de ce syst�eme, en consid�erant deux types de conditions aux limites, la premi�ere est de type

m�etallique (cas de m�etal parfait), et la deuxi�eme est de type absorbant pour mod�eliser

le bord in�ni. Nous sommes amen�es �a �etudier les propri�et�es d'un op�erateur di��erentiel

dont nous nous servirons pour appliquer un th�eor�eme d'existence et d'unicit�e de solutions

de probl�emes d'�evolution (th�eor�eme de Hille-Yosida [14]). Le syst�eme de Maxwell peut

s'�ecrire sous la forme d'un probl�eme d'�evolution du premier ordre :

dU

dt
+AU = 0:

Du fait que les tenseurs sont sym�etriques et born�es, l'op�erateur A pr�esente des propri�et�es

de monotonie (on peut �egalement dire que A est accr�etif), il est de plus maximal. Nous

verrons en d�etail la d�e�nition de ces propri�et�es et leur int�erêt dans la d�emonstration. Nous

nous int�eressons au cas g�en�eral qui nous permet de consid�erer la propagation des ondes

dans un milieu qui peut être aussi bien isotrope qu'anisotrope. Les conditions aux limites

consid�er�ees sont une condition m�etallique et une condition absorbante, cette derni�ere est

une approximation du champ �a l'in�ni. Dans le cas o�u les coeÆcients sont r�eguliers, nous

disposons de plusieurs r�esultats d'existence et d'unicit�e de solutions des probl�emes hyper-

boliques. Nous pouvons citer ici les travaux de H. Barucq et B. Hanouzet [2] concernant les

probl�emes d'�electromagn�etisme du premier ordre et du second ordre. Nous avons �egalement

les r�esultats d'existence et d'unicit�e pour les syst�emes de Friedricks sym�etrisables [7]. L'uni-

cit�e des solutions des syst�emes hyperboliques lin�eaires �a coeÆcients non r�eguliers est un

probl�eme diÆcile et largement ouvert. Dans le cas le plus simple, celui d'une �equation

du premier ordre, on dispose de la th�eorie des solutions renormalis�ees de R. Diperna et

P.L. Lions [40]. Elle requiert que les coeÆcients appartiennent �a l'espace de Sobolev W 1;1

et que la divergence du champ de vecteur correspondant soit born�ee, (voir [39] pour une

am�elioration de la derni�ere hypoth�ese). Quand les coeÆcients sont de type compressifs,
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(plus pr�ecis�ement v�eri�ent une borne Lipshitzienne par au dessus) on a aussi une bonne

th�eorie (voir [67]), grâce aux caract�eristiques de Filippov [45]. En�n, une �etude pratique-

ment exhaustive du cas 1D se trouve dans [12] avec une th�eorie de solutions en dualit�e. La

complexit�e de la situation pour une �equation laisse peu d'espoir de traiter le cas g�en�eral

des syst�emes.

Il existe cependant des exceptions notables. Il est alors tr�es classique d'avoir existence et

unicit�e de la solution de l'�equation de l'acoustique ou des ondes :

�(x)
@2

@t2
u� divc(x):ru = 0; (2.3)

pour le probl�eme de Cauchy quand les coeÆcients � et c sont uniquement born�es et minor�es

par des constantes positives [7]. Remarquons que cette �equation peut se mettre sous la

forme d'un syst�eme du premier ordre.

L'objectif de ce travail est de montrer que le syst�eme de Maxwell

@

@t
B+ rot("�1(x)D) = 0; t > 0;x 2 IR3

@

@t
D� rot(��1(x)B) = 0; t > 0;x 2 IR3

(2.4)

est essentiellement de même nature pour des matrices de permittivit�e "(x) et de perm�eabilit�e

�(x) sym�etriques d�e�nies positives major�ees et minor�ees. Il est important de noter que le

syst�eme de Maxwell est une version vectorielle de (2.3), mais ne peut pas se ramener �a

une �equation du second ordre.

2.2.2 Probl�emes aux limites et r�esultats

Soit 
 un ouvert non n�ecessairement born�e de IR3 de classe C2 et de fronti�ere born�ee

� = �1 [ �2, o�u �1 et �2 sont deux ouverts disjoints de �. On note n(x) la normale

ext�erieure en x 2 �. On cherche des solutions

B, D2 C0([0;+1[;(L2(
))3) de (2.4)qui v�eri�ent

B(0;x) = B0(x); D(0;x) = D0(x) pp x 2 
: (2.5)

n(x) ^ ("�1D(t;x)) = 0; t > 0; x 2 �1 (2.6)

(Condition de conducteur parfait).

n(x) ^ ("�1D(t;x)) + Zn(x) ^ (n(x) ^ (��1B(t;x))) = 0; t > 0; x 2 �2 (2.7)

(Condition de Silver-M�uller).
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Hypoth�eses

On suppose que �2 est la fronti�ere d�elimitant localement un milieu homog�ene et iso-

trope (� et " sont des constantes dans le voisinage de �2). Par cons�equent, l'imp�edance

Z =
q
�:"�1 est un scalaire constant au voisinage de �2. On fait l'hypoth�ese que les ma-

trices " et � 2 (L1(
))3�3 sont sym�etriques d�e�nies positives pour presque tout x 2 
 et

que

9 � > 0; � > 0;

�Id � � � �Id �Id � � � �Id pp x 2 
:
(2.8)

Ces in�egalit�es sont consid�er�ees dans le sens suivant :

8� : �j�j2 � ��:� � �j�j2:
8� : �j�j2 � ��:� � �j�j2:

Les inductions et les champs sont reli�es par des lois constitutives qui sont donn�ees pour

des milieux lin�eaires et anisotropes par les �equations (2.2). Avant de d�e�nir pr�ecisement ce

qu'on entend par solution du probl�eme constitu�e des �equations (2.4), (2.5), (2.6), et (2.7)

et not�e (M) dans la suite, rappelons la d�e�nition du th�eor�eme de Hille-Yosida concernant

l'existence et l'unicit�e de solutions des probl�emes d'�evolution, et quelques r�esultats sur les

traces des fonctions H(rot;
).

2.2.2.1 D�e�nitions

Soit H un espace de Hilbert, et un op�erateur A : D(A) �H �! H lin�eaire non-born�e.

. On dit que A est monotone si :

(Av;v) � 0 8v 2 D(A)

A est maximal monotone si de plus, on a :

8f 2 H; 9U 2 D(A) tel que :

U +AU = f:

. Soit A� : D(A�) � H0 ! H0 l'adjoint de A, on a la relation suivante :

(v;Au)H0;H = (A�v;u)H0;H; 8u 2 D(A); 8v 2D(A�):

On fera dans la suite l'identi�cation H0 = H, alors nous avons l'�equivalence suivante :
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Lemme 1

A est maximal monotone si seulement si A est ferm�e, D(A) est dense,

A et l'adjoint de A not�e A� sont monotones.

Dans le souci d'être complet, nous donnons la d�emonstration du lemme qui est laiss�ee

en exercice dans [14].

D�emonstration du lemme 1

Montrons d'abord l'implication :

a)A maximal monotone ) A ferm�e, D(A) dense, A et A� monotones.

Soit une suite un 2D(A) qui converge vers u 2 H, et Aun converge vers f dans H. Il faut

montrer que (u;f) appartient au graphe deA. Notons d'abord que le noyauN(I+A) = f0g.
En e�et pour u 2 D(A) telle que u +Au = 0, on d�eduit en la multipliant par u, et en

tenant compte de la monotonie de A, que u = 0. par ailleurs, nous avons un+Aun ! u+f

dans H, et grâce au fait que I+A est bijectif, nous pouvons �ecrire :

un = (I+A)�1(un +Aun)! (I+A)�1(u+ f):

On obtient par passage �a la limite :

u = (I+A)�1(u+ f):

Ce qui implique que u 2 D(A) et Au = f , et par cons�equent A est ferm�e. Pour montrer

que D(A) est dense dans H, il suÆt de voir que pour toute fonction f 2 H telle que

< f;u >= 0 8u 2 D(A), alors f = 0. En e�et, il existe v 2 D(A) tel que v +Av = f , et

nous avons en particulier < f;v >= 0 ce qui implique < v;v > + < Av;v >= 0, et grâce

�a la monotonie de l'op�erateur A, on obtient v = 0 ce qui donne f = 0. Il reste �a montrer

que A� est monotone ; soit v 2 D(A�). Comme A est monotone maximal, l'application :

(I + �A) est bijective de D(A) sur H pour tout � > 0 (pour la preuve, voir H. Brezis

[14]).

La r�esolvante J� = (I+ �A)�1 v�eri�e :

lim
�!0

J�v = v; 8v 2 H:

Posons u� = J�v 2 D(A), on a :

< A�v;v >= lim
�!0

< A�v;J�v >= lim
�!0

< A�v;u� >:

= lim
�!0

< v;Au� >:

= lim
�!0

< (I+ �A)u�;Au� >:

= lim
�!0

< u�;Au� > + lim
�!0

� < Au�;Au� > � 0;
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car A est monotone, et � > 0. Cela prouve la monotonie de A�.

Montrons maintenant l'implication suivante :

b)A ferm�e, D(A) dense, A et A� monotones ) A maximal monotone.

Il suÆt de montrer que l'image R(I + A) = H. Montrons d'abord que R(I + A) est

dense dans H. Soit g 2 H tel que < g;f >= 0 8f 2 R(I+A), montrons que g = 0. Ceci

implique que 8u 2 D(A),

< g;u+Au >= 0;

et donc

< g;Au >=< �g;u >;
ce qui implique que g 2 D(A�) et A�g = �g. Comme A� est monotone, nous avons :

kgk2 =< g;g >=< g;�A�g >� 0:

Nous obtenons ainsi g = 0, ce qui prouve la densit�e de R(I+A) dans H. Soit maintenant

f 2H,

9fn = un +Aun 2 R(I+A); un 2 D(A); fn ! f dans H:

On obtient alors :

8n;m; kun � umk2+ < A(un � um);un � um >=< fn � fm;un � um > :

Cela implique grâce �a la monotonie de A :

kun � umk � kfn � fmk:

un donc est une suite de cauchy, et par cons�equent Aun = fn � un est aussi une suite de

cauchy.

Comme A est ferm�e, on obtient :

un ! u 2 D(A);

Aun ! Au;

ce qui nous donne :

f = lim
n
fn = lim

n
(un +Aun) = u+Au 2 R(I+A):

On a bien R(I+A) = H, et donc A est maximal monotone.
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2.2.2.2 Rappels

Th�eor�eme de Hille-Yosida

Soit A un op�erateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H.

Alors pour tout U0 2 D(A), il existe une unique fonction

U2 C1([0;+1);H) \ C0([0;+1);D(A)), solution de :8><>:
dU

dt
+AU = 0 sur[0;+1);

U(X;0) = U0 X 2 D(A);
(2.9)

De plus on a :
jU(t)j � jU0j 8t � 0;

j
dU

dt
(t)j � jAU0j; 8t � 0:

(Pour la preuve de ce th�eor�eme voir par exemple [14]).

D�e�nissons les espaces de Hilbert suivants :

H(rot;
) =
n
v 2 L2(
)3; rotv 2 L2(
)3

o
:

THs(�) =
n
v 2 (Hs(�))3; v:n = 0

o
;s 2 IR

n �etant la normale ext�erieure �a �. THs(�) est ainsi l'ensemble des champs de vecteurs

tangents sur � ayant la r�egularit�e Hs(�).

Rappels sur les traces

Soit 
 un ouvert connexe, de fronti�ere � lipschitzienne. Il existe une application

trace tangentielle 
T continue de H(rot;
) dans TH� 1

2 (�), qui prolonge l'application

de [C1(
)]3: '! '� (':n)nj�. Il existe �egalement une application trace 
� de H(rot;
)

dans TH� 1

2 (�), qui prolonge l'application de [C1(
)]3: ' ! ' ^ nj�, mais il est connu

que ces applications ne sont pas surjectives. Pour obtenir un r�esultat de surjectivit�e, on

introduit les espaces optimaux suivants :

H
� 1

2

rot (�) =
n
v 2 TH� 1

2 (�); rot�v 2 H� 1

2 (�)
o
:

H
� 1

2

div (�) =
n
v 2 TH� 1

2 (�); div�v 2 H� 1

2 (�)
o
:

o�u div� et rot� d�e�nissent respectivement la divergence surfacique et le rotationnel tan-

gentiel d�e�nis par :

div�v = div~vj�;
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rot�v = rot(~v:~n)j�;

o�u ~v et ~n sont des prolongements du champ v et de la normale n respectivement d�e�nis

dans un voisinage de �.

H
� 1

2

rot (�) et H
� 1

2

div (�) sont des espaces de Hilbert, et on a le r�esultat de dualit�e suivant :

H
� 1

2

rot (�) = (H
� 1

2

div (�))
0 = TH

1

2 (�) +r�(H
1

2 (�)):

H
� 1

2

div (�) = (H
� 1

2

rot (�))
0 = TH

1

2 (�) +
�!
rot�(H

1

2 (�)):

��!
rot� et r� sont des op�erateurs di��erentiels op�erant sur les champs de distributions tan-

gentes �a �, continus respectivement de TH
1

2 dans H� 1

2 et de H
1

2 dans TH� 1

2 . Pour la

preuve voir [63]. Nous avons ainsi le th�eor�eme de trace suivant :

Th�eor�eme

1-
T se prolonge de fa�con unique en un op�erateur lin�eaire continu et

surjectif de H(rot;
) dans H
� 1

2

rot (�).

2-
� se prolonge de fa�con unique en un op�erateur lin�eaire continu et

surjectif de H(rot;
) dans H
� 1

2

div (�).

3- on a la formule de Green suivante :

8q; v 2 H(rot;
);
Z


v rotq �

Z


q rotv = � < 
�(q);
T (v) >

H
�
1
2

div
;H

�
1
2

rot

;

Nous introduisons l'op�erateur de Laplace-Beltrami scalaire d�e�ni sur une fonction u

par :

��u = div�r�u = �rot��!rot�u:

Ainsi que l'op�erateur de Laplace-Beltrami vectoriel d�e�ni sur un champ tangent :

��v = r�div�v ��!rot�rot�v; (2.10)

o�u
�!
rot�u est donn�e par:

�!
rot�u = r�u ^ n;

et:

r�u = r~uj�:
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Remarque

Tout champ de vecteur v tangent �a une surface � peut s'�ecrire dans la base des vecteurs

propres de ��� vectoriel sous la forme suivante :

v(x) =
j=NX
j=1


j�!u j +
i=1X
i=0

�ir�Yi + �i
�!
rot�Yi;

o�u Yi sont les fonctions propres de l'op�erateur ��� scalaire.
�!
rotYi, r�Yi, et �!u j sont les

vecteurs propres de ��� vectoriel.

(Pour plus de d�etails voir [63], [1], [5], et [61]).

Lemme 2 (H. Baruq et B. Hanouzet [2])

Soit un champ de vecteur v appartenant �a l'espace H
� 1

2

div (�)\H
� 1

2

rot (�) alors

v 2 TH
1

2 (�), et on a le produit de dualit�e suivant :

< v;v >
H
�
1
2

div
;H

�
1
2

rot

=
Z
�
jvj2d�:

D�emonstration du lemme 2

Nous d�eduisons du fait que v 2 H
� 1

2

div (�)\H
� 1

2

rot (�), que l'op�erateur de Laplace-Beltrami

vectoriel d�e�ni par l'�equation (2.10) v�eri�e :

��v 2 H� 3

2 (�);

et donc v 2 H
1

2 (�). Comme v:n = 0, on d�eduit �nalement que v 2 TH
1

2 (�). Cela permet

d'�ecrire :

< v;v >
H
�
1
2

div
;H

�
1
2

rot

=

Z
�
jvj2d�:

2.2.3 Th�eor�eme d'existence et d'unicit�e

On va travailler avec l'espace de Hilbert H = (L2(
))6. Soit l'espace :

V =

(
(u;v) 2 H; (��1u;"�1v) 2 [H(rot;
)]2; 
T ("

�1v) = 0 sur �1;


� ("
�1v)� Z
T (�

�1u) = 0 sur �2

)
: (2.11)

Nous avons alors le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme

Le syst�eme (M) admet une unique solution dans

C1([0;+1);H)\C0([0;+1);V) pour tout (B0;D0) 2 V. De plus si divB0 =

divD0 = 0, on a pour tout t� 0, divB(t;:) = divD(t;:) = 0.

Le point diÆcile dans ce type de probl�eme est l'unicit�e. L'existence de solution s'obtient

par une r�egularisation standard des coeÆcients et un passage �a la limite. Pour d�emontrer

l'unicit�e, on doit justi�er des int�egrations par parties qui permettent d'obtenir une conser-

vation de l'�energie. Cette justi�cation est bas�ee sur une r�egularisation cette fois de la

solution. A partir de l�a, plusieurs techniques de d�emonstration sont possibles. On choisit

ici une approche de type Hille-Yosida [[14], [86]].

D�emonstration

Les matrices � et " �etant sym�etriques d�e�nis positives, on peut alors d�e�nir

(
p
�)�1 et (

p
")�1. Introduisons maintenant les variables suivantes :

b = (
p
�)�1B; et d = (

p
")�1D:

Le syst�eme de Maxwell s'�ecrit en fonction de b et d comme suit :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

@b

@t
+ (

p
�)�1 rot((

p
")�1d) = 0;

@d

@t
� (

p
")�1 rot((p�)�1b) = 0;

b(0;:) = b0(:) = (
p
�)�1B0(:);

d(0;:) = d0(:) = (
p
")�1D0(:):

(2.12)

Ce syst�eme peut se mettre sous la forme (2.9). On note

Q =

8>>>: b

d

9>>>; :

On obtient l'�equation suivante :8>><>>:
dQ

dt
+ ~AQ = 0;

Q(0;x) = Q0 = (b0;d0); x 2 
:

(2.13)
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Avec :

~AQ =

8>>>>>>>>:
(
p
�)�1rot((

p
")�1d)

�(p")�1rot((p�)�1b)

9>>>>>>>>; ;

et les conditions aux limites s'�ecrivent de la mani�ere suivante :8><>:
n(x) ^ ((

p
")�1d(t;x)) = 0; t > 0; x 2 �1;

n(x) ^ ((
p
")�1d(t;x)) + Zn(x) ^ (n(x) ^ ((

p
�)�1b(t;x))) = 0; t > 0; x 2 �2:

(2.14)

On notera encore par (M) le probl�eme avec les nouvelles variables (�equations 2.13, et 2.14).

Introduisons l'op�erateur non born�e A d�e�ni sur H de domaine

D(A) =

(
Q = (b;d) 2 H; (

p
�)�1b;(

p
")�1d) 2 [H(rot;
)]2; 
T ((

p
")�1d) = 0 sur �1;


� ((
p
")�1d)� Z
T ((

p
�)�1b) = 0 sur �2

)
:

Tel que :

A(Q) = A(b;d) =t ((
p
�)�1rot(

p
")�1d;� (

p
")�1rot(

p
�)�1b): (2.15)

On est ramen�e �a d�emontrer que A est maximal monotone. Pour cela il suÆt de montrer

que A est ferm�e, D(A) dense dans H, et que A et A�(adjoint de A) sont monotones (voir

lemme 1).

L'op�erateur A est monotone

Pour Q=(b, d) 2 D(A), nous avons :

< AQ;Q >=

Z


b:[(

p
�)�1rot(

p
")�1d]� d:[(

p
")�1rot(

p
�)�1b];

Du fait que Z est une constante au voisinage de �2 et grâce au th�eor�eme de traces cit�e

pr�ec�edemment, nous d�eduisons en tenant compte du fait que les tenseurs " et � sont

sym�etriques et donc autoadjoints, la formulation suivante :

< AQ;Q >=

Z


(
p
")�1d:rot(

p
�)�1b�

Z


(
p
")�1d:rot(

p
")�1b

+ < (n ^ (
p
")�1d);(

p
�)�1b >

H
�
1
2

div
(�);H

�
1
2

rot (�)
:

< AQ;Q >= � < Zn ^ (n ^ ((
p
�)�1b));(

p
�)�1b >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)
:
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= �Z < n ^ ((
p
�)�1b);((

p
�)�1b) ^ n >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)
:

= Z < n ^ ((
p
�)�1b);n ^ ((

p
�)�1b) >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)
:

Grâce �a la condition : 
� ((
p
")�1d)� Z
T ((

p
�)�1b) = 0 sur �2, on d�eduit que

n ^ ((
p
�)�1b) 2 H

� 1

2

div (�2) \H
� 1

2

rot (�2). D'o�u, en appliquant le lemme 2 �a

v = n ^ ((
p
�)�1b), on obtient :

< AQ;Q >= Z(n ^ ((
p
�)�1b);n ^ ((

p
�)�1b))(L2(�2))3 :

< AQ;Q >= Zkn ^ ((
p
�)�1b)k2(L2(�2))3 � 0

) 8Q 2 D(A) < AQ;Q > � 0:

Ce qui montre que A est monotone. Il reste �a montrer que A est ferm�e, D(A) est dense

dans H et que l'adjoint A� de A est monotone.

1) A est ferm�e :

Soit une suite (un = (bn;dn)) dans D(A) telle que :

un ! u = (b;d) dans H et Aun ! f = (f1;f2) dans H.

Il reste �a montrer que (u;f) appartient au graphe de A. Du fait que les matrices " et

� sont major�ees et minor�ees, on d�eduit que :

((
p
�)�1bn;(

p
")�1dn)! ((

p
�)�1b;(

p
")�1d) dans H, et que

rot((
p
")�1dn)!p

�f1, et �rot((p�)�1bn)!
p
"f2:

Ceci �etant vrai au sens des distributions et par unicit�e de la limite, on d�eduit que

f1 = (
p
�)�1rot((

p
")�1d) et f2 = �(p")�1rot((p�)�1b):

Ce qui prouve que

rot((
p
")�1d) 2 L2(
)3; et que

rot((
p
�)�1b) 2 L2(
)3:
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Ainsi, (
p
")�1dn et (

p
�)�1bn convergent respectivement vers (

p
")�1d et (

p
�)�1b dans

H(rot;
).

Nous avons par ailleurs

n ^ ((
p
")�1dn) = 0 sur �1, et n ^ (

p
")�1dnj�2 + Zn ^ (n ^ ((

p
�)�1bnj�2)) = 0.

Comme 
T et 
� sont des op�erateurs continus de H(rot;
) dans respectivement H
� 1

2

rot (�)

et H
� 1

2

div (�), nous obtenons apr�es passage �a la limite :

8><>:
n ^ ((

p
")�1d) = 0 sur �1;

n ^ (
p
")�1dj�2 + Zn ^ (n ^ ((

p
�)�1bj�2)) = 0:

Ceci implique que u 2 D(A) et que �nalement

f = Au:

A est donc un op�erateur ferm�e.

2) D(A) est dense dans H :

C'est le point cl�e de la d�emonstration. Notons D(
) l'espace des fonctions C1 �a

support compact dans 
. ID(
) = [D(
)]6 est dense dans H. Cependant ID(
) n'est pas

inclus dans D(A). n�eanmoins, nous avons :

8(b;d) 2 ID(
); la suite

(bk;dk) = (
p
�(�k � (p��1b));

p
"(�k � (

p
"
�1
d))) 2 D(A);

o�u �k est une suite r�egularisante. La suite (
p
�(�k � (p��1b));

p
"(�k � (

p
"
�1
d))) tend vers

(b,d) pour la norme H et ceci grâce au fait que les tenseurs " et � sont born�es. Ainsi,

nous d�eduisons que pour toute fonction de H, nous pouvons l'approcher par une suite de

ID(
), qu'on peut approcher �a son tour par une suite de D(A) pour la norme H. Ce qui

prouve la densit�e de D(A) dans H.

3) A� est monotone :

L'op�erateur A� : D(A�) � H �! H est l'adjoint de A d�e�ni par :

< AQ;Q� >=< Q;A�Q� > ; 8Q = (b;d) 2 D(A); 8Q� = (b�;d�) 2 D(A�): (2.16)
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On a imm�ediatement

D(A�) �W =
n
Q = (b;d) 2 H; (

p
�)�1d;(

p
")�1b) 2 [H(rot;
)]2

o
: (2.17)

En e�et, la relation (2.16) est v�eri��ee en particulier pour :

Q = (0;
p
" u); avec u 2 [D(
)]3; on a :

< AQ;Q� >=
Z


(
p
�)�1b�:rotu: (2.18)

Nous pouvons re�ecrire (2.18) pour u 2 [D(
)]3 de la mani�ere suivante :

< AQ;Q� >=< rot(
p
�)�1b�;u >:

Comme

j < AQ;Q� > j � kA�Q�kkQk � �kA�Q�kkuk(L2(
))3 ;

on en d�eduit que

(
p
�)�1b� 2 H(rot;
):

Avec le même raisonnement en choisissant cette fois-ci :

Q = ((
p
�u;0); avec u 2 [D(
)]3;

on obtient :

(
p
")�1d� 2 H(rot;
):

Ce qui montre (2.17).

Soit maintenant Q = (b;d) 2 D(A), et Q� = (b�;d�) 2 D(A�) � W, nous avons apr�es
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int�egration par parties :

(AQ;Q�) =
Z


(
p
")�1d:rot(

p
�)�1b� � (

p
�)�1b:rot(

p
")�1d�

+< n ^ ((
p
")�1d);(

p
�)�1b� � n ^ ((

p
�)�1b);(

p
")�1d� >

H
�
1
2

div
(�);H

�
1
2

rot (�)
:

(AQ;Q�) = �
Z


(
p
�)�1b:rot(

p
")�1d� � (

p
")�1d:rot(

p
�)�1b�

� < n ^ ((
p
�)�1b);(

p
")�1d� >

H
�
1
2

div
(�1);H

�
1
2

rot (�1)

+< n ^ ((
p
")�1d);(

p
�)�1b� >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)

� < n ^ ((
p
�)�1b);(

p
")�1d� >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)
:

(AQ;Q�) = �
Z


(
p
�)�1b:rot(

p
")�1d� � (

p
")�1d:rot(

p
�)�1b�

+< 
T ((
p
�)�1b);n ^ (

p
")�1d� >

H
�
1
2

rot (�1);H
�
1
2

div
(�1)

+< 
T ((
p
�)�1b);� Zn ^ (n ^ (

p
�)�1b�) >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)

+ < 
T ((
p
�)�1b);n ^ ((

p
")�1d�) >

H
�
1
2

rot (�2);H
�
1
2

div
(�2)

:

On en d�eduit d'abord que

A�(Q�) = �t((
p
�)�1rot(

p
")�1d� � (

p
")�1rot(

p
�)�1b�);

On a par cons�equent :

< 
T ((
p
�)�1b);n ^ (

p
")�1d� >

H
�
1
2

rot (�1);H
�
1
2

div
(�1)

+< 
T ((
p
�)�1b);� Zn ^ (n ^ (

p
�)�1b�) >

H
�
1
2

div
(�2);H

�
1
2

rot (�2)

+ < 
T ((
p
�)�1b);n ^ ((

p
")�1d�) >

H
�
1
2

rot (�2);H
�
1
2

div
(�2)

= 0

(2.19)

Rappelons que �1 et �2 sont deux ouverts disjoints de �. Soit u� un �el�ement quelconque de

H
� 1

2

rot (�1); par surjectivit�e de l'application trace, il existe u 2 H(rot;
) avec 
T (u) = u�.
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On peut toujours supposer que u s'annule sur un voisinage de �2. On v�eri�e ais�ement que

(
p
�u;0) 2 D(A) et (2.19) devient :

< u�;n ^ (
p
")�1d� >

H
�
1
2

rot (�1);H
�
1
2

div
(�1)

= 0: (2.20)

On en d�eduit que n ^ (
p
")�1d� = 0 sur �1.

Soit maintenant u� un �el�ement quelconque de TH
1

2 (�2) � H
� 1

2

rot (�2). Il existe

u 2 H(rot;
) avec 
T (u) = u�. Comme Z est scalaire (car par hypoth�ese, les milieux sont

homog�enes au voisinage de �2), on a Z
T (u) 2 TH
1

2 (�2) � H
� 1

2

div (�2). Par cons�equent

il existe v 2 H(rot;
) avec 
� (v) = Z
T (u) et on peut toujours supposer que u et v

s'annulent au voisinage de �1. On a alors (
p
�u;

p
" v) 2 D(A) et (2.19) devient :

< u�;
� ((
p
")�1d�) + Z
T ((

p
�)�1b�) >

H
1
2 (�2);H

�
1
2 (�2)

= 0: (2.21)

On en d�eduit que 
� ((
p
")�1d�) + Z
T ((

p
�)�1b�) = 0 dans H� 1

2 (�2).

Le domaine de d�e�nition de l'op�erateur adjoint A� v�eri�e donc :

D(A�) � X =

(
Q = (b;d) 2 H; (

p
�)�1b;(

p
")�1d) 2 [H(rot;
)]2; 
T ((

p
")�1d) = 0 sur �1;


� ((
p
")�1d) + Z
T ((

p
�)�1b) = 0 sur �2

)
:

On v�eri�e ais�ement qu'on a l'�egalit�e D(A�) = X. En e�et, soit Q = (b;d) un �el�ement de

X, on a :

A�(Q) = �t((
p
�)�1rot(

p
")�1d� (

p
")�1rot(

p
�)�1b) 2 H:

Ce qui montre que Q 2 D(A�), et par cons�equent X � D(A�).
Il en r�esulte que pour Q=(b, d) 2 D(A�)

< A�Q;Q >= Zkn ^ ((
p
�)�1b)k2(L2(�2))3 � 0:

D'o�u la monotonie de l'op�erateur A�. Ce qui implique que l'op�erateur A est monotone

maximal. Les conditions du th�eor�eme de Hille-Yosida �etant v�eri��ees, nous d�eduisons

l'existence et l'unicit�e de la solution du syst�eme de Maxwell (M) dans un milieu non

r�egulier au sens o�u les indices du milieu sont des matrices �a coeÆcients non r�eguliers.

2.2.4 Remarque

A�n d'obtenir des solutions �a divergence nulle, il suÆt de prendre des conditions

initiales �a divergence nulle. On peut constater que si on appliquait l'op�erateur divergence

aux �equations (2.4), on obtiendrait :8>>>><>>>>:
@

@t
divB = 0;

@

@t
divD = 0;
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au sens des distributions. Donc il suÆt de prendre :8><>:
divB(0;:) = 0;

divD(0;:) = 0;

dans D0(
) (espace des distributions), pour avoir :8><>:
divB(t;:) = 0 8t 2 [0;+1);

divD(t;:) = 0 8t 2 [0;+1);

dans D0(
) pour tout t.

Commentaire

I) R�egularit�e par rapport �a la condition initiale

Supposons que u0 = (b0;d0) n'est pas dans D(A), mais seulement dans H, alors il

existe une suite (u0n) 2 D(A) qui converge dans H vers u0.

Consid�erons le probl�eme suivant : 8>><>>:
dun
dt

+Aun = 0;

un(0) = u0n:

(2.22)

D'ap�es le th�eor�eme de Hille-Yosida, il existe une solution un �a ce probl�eme telle que

un 2 C1([0;+1);H) \ C0([0;+1);D(A)), et que :

kun(t)� um(t)k � ku0n � u0mk; 8n;m; 8t � 0:

Ce qui implique que la suite un(t) converge uniform�ement vers une limite u(t) sur [0;+1[

et que u 2 C0([0; +1;H[), mais rien n'assure que u(t) 2 D(A). Par contre u(t) est une

solution faible du probl�eme (2.13).

II) Le syst�eme de Maxwell avec second membre

Si on consid�ere le syst�eme de Maxwell avec second membre :8>><>>:
dQ

dt
+AQ = f ;

Q(0;x) = Q0 = (b0;d0); x 2 
;

(2.23)
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o�u Q et A sont ceux que nous avons consid�er�es tout au long de ce chapitre avec les mêmes

conditions aux limites (m�etallique et absorbante), alors

1) Si f2 C1([0,T]; H), le probl�eme pr�ec�edent admet une solution unique

Q 2 C1([0,T]; H)\C0([0,T]; D(A)), et elle est donn�ee par :

Q(t) = SA(t)Q0 +

Z t

0
SA(t� s)f(s)ds; (2.24)

o�u SA est le semi-groupe continu de contraction engendr�e par A.

2) Si maintenant on suppose f juste dans L2(0, T; H), alors la solution donn�ee par (2.24)

est une solution faible de notre probl�eme. Voir par exemple [50], [64], [78], et [14] en ce

qui concerne la r�egularit�e des solutions des probl�emes d'�evolution.

2.2.5 Conclusion

Nous avons montr�e dans ce chapitre que si on imposait �a la condition initiale (B0;D0)

d'être dans (L2)6 telle que (��1B0;"
�1D0) appartient �a [H(rot;
)]2, le syst�eme de Max-

well consid�er�e avec des conditions aux limites mixtes; une condition m�etallique et une

condition de type absorbant, admettait une unique solution L2 en espace et C1 en temps,

et ceci dans des milieux mat�eriels quelconques. Nous avons utilis�e le caract�ere monotone et

maximal de l'op�erateur di��erentiel du syst�eme �ecrit sous forme d'un probl�eme d'�evolution

du premier ordre pour d�emontrer ce r�esultat. Nous avons �egalement vu que du fait que

les conditions de divergence sont redondantes, il suÆt de prendre des conditions initiales

�a divergence nulle pour obtenir des solutions �a divergence nulle.

2.3 Milieu isotrope

Les milieux isotropes sont caract�eris�es par le fait que les coeÆcients du milieu de

propagation sont des fonctions scalaires qui d�ependent �eventuellement de la variable d'es-

pace. Nous donnons ici quelques caract�eristiques du syst�eme de Maxwell quand le domaine

consid�er�e est lin�eaire et isotrope :

2.3.1 Formulation conservative et hyperbolicit�e

Le syst�eme de Maxwell peut s'�ecrire sous la forme suivante :

Qt + F1(Q)x + F2(Q)y + F3(Q)z = �J ; (2.25)
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avec :

Q =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Bx

By

Bz

Dx

Dy

Dz

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
; F1(Q) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0

�Dz="

Dy="

0

Bz=�

�By=�

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
; F2(Q) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Dz="

0

�Dx="

�Bz=�

0

Bx=�

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
; F3(Q) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�Dy="

Dx="

0

By=�

�Bx=�

0

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
;

soit sous forme condens�ee :

Qt +
�!r:IF(Q) = �J ; (2.26)

avec IF(Q) = t (F1(Q) ; F2(Q) ; F3(Q)).

Cette formulation conservative s'exprime donc en fonction de l'induction magn�etique

B = B(x;t) et du d�eplacement �electrique D = D(x;t). On note " = "(x;y;z) la permittivit�e

du milieu et � = �(x;y;z) la perm�eabilit�e magn�etique. Le syst�eme (2.26) est hyperbolique.

En e�et, consid�erons la combinaison lin�eaire de 
ux suivante :

F(Q;�) = �:IF(Q) ;

o�u �= t(�1;�2;�3) est un vecteur non nul quelconque de IR 3. La matrice jacobienne A
d�e�nie par :

A(Q;�) = �:IF
0

(Q) = �1A1 + �2A2 + �3A3 ; (Ai)i=1;:::;3 =
@

@Q
Fi(Q) ;

est diagonalisable pour tout vecteur � non nul de IR 3 et pour tout vecteur Q de IR 6.

Ses trois valeurs propres r�eelles de multiplicit�e double sont donn�ees par :

�1 = c k � k ; �2 = �c k � k ; �3 = 0 ; (2.27)

o�u c =
1p
" �

d�esigne la vitesse de la lumi�ere dans le milieu de propagation. Ces propri�et�es

du syst�eme de Maxwell sont �a la base de certains sch�emas d�ecentr�es (exemple de m�ethodes

volumes �nis �a 
ux d�ecentr�es).

2.3.2 Unit�es et adimensionnement

Rappelons ici les unit�es des quantit�es physiques que nous manipulons dans ce travail,

nous avons les champs �electromagn�etiques, E dont l'unit�e est en Volts/m�etre (V=m), et

H dont l'unit�e est en tesla. Les indices du milieu qui sont donn�es par la permittivit�e
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di�electrique " et la perm�eabilit�e magn�etique �, fonctions d�ependantes de la variable en

espace peuvent s'�ecrire de la mani�ere suivante :8><>:
" = "0"r;

� = �0�r;

o�u "r et �r sont des valeurs adimensionnelles relatives du milieu (ce sont les quantit�es

qui seront consid�er�ees tout au long de cette th�ese). Quant aux valeurs "0 et �0, elles

repr�esentent les indices du vide et sont donn�ees par :8><>:
"0 = 8:854187817 � 10�9F=m (Farads/m�etre);

�0 = 4� � 10�7H=m (Henrys/m�etre):

La vitesse de la lumi�ere dans le vide est donn�ee par :

c0 =
1p
"0�0

= 2:99792458 � 108m=s (m�etres/seconde):

Nous consid�erons les changements de variables suivants :8>>>>>><>>>>>>:

~H = Z0H;

~j = Z0j;

� = c0t;

avec = Z0 =
p
�"�1. Les nouvelles quantit�es s'expriment alors dans les unit�es suivantes :

?� en m�etre (m):

?E et ~H en Volts/m�etre (V=m):

?"r et �r sont sans dimension:

Le syst�eme de Maxwell s'�ecrit avec les nouvelles variables de la mani�ere suivante :8>>><>>>:
�r
@ ~H

@�
+ rot(E) = 0;

"r
@E

@�
� rot( ~H) = �~j:
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Pour simpli�er les �ecritures, on notera dans la suite :8>>>>>><>>>>>>:

H = ~H:

j = ~j:

" = "r:

� = �r:

t = �:

On notera �egalement : 8><>:
B = �r ~H:

D = "rE:

Remarque

Nous ne consid�erons pour toutes les approximations num�eriques dans la suite de cette

th�ese que des mat�eriaux isotropes.
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Chapitre 3

Comparaison de deux m�ethodes de

volumes �nis en milieu homog�ene

Ce chapitre a fait l'objet d'un rapport INRIA (N o 3166) r�ealis�e
avec Jean Pierre Cioni.
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3.1 Introduction

Il est maintenant devenu relativement classique de consid�erer les �equations de Max-

well instationnaires en tant que syst�eme conservatif hyperbolique [20, 59, 76]. L'utilisation

de volumes �nis pour la r�esolution num�erique est alors naturelle et permet d'obtenir des

sch�emas explicites en temps y compris pour des maillages non structur�es de type �el�ements

�nis. De plus, des sch�emas num�eriques pr�ecis �a la fois en temps et en espace ainsi qu'adapt�es

�a divers dispositifs et mat�eriaux peuvent être construits, en gardant le caract�ere conser-

vatif du syst�eme.

La m�ethode des volumes �nis est bas�ee sur une partition du domaine de calcul en

volumes (cellules d'int�egration). Le choix du type de volumes de contrôle n'est pas unique

en maillage non structur�e et l'on peut en distinguer classiquement au moins deux : les

volumes �nis centr�es aux noeuds du maillage (not�es centr�es-noeuds et constitu�es de po-

lygones ou poly�edres centr�es aux noeuds) et les volumes �nis centr�es aux �el�ements (not�es

centr�es-�el�ements et qui sont les �el�ements du maillage initial). La formulation centr�es-

noeuds pour la r�esolution des �equations de Maxwell a �et�e valid�ee pour de nombreux dis-

positifs [20, 21, 23, 24]. D'autre part, des r�esultats th�eoriques ont �et�e �etablis en ce qui

concerne la pr�ecision et la stabilit�e des sch�emas num�eriques employ�es [36, 37].

L'int�erêt du d�eveloppement d'une formulation centr�ee aux �el�ements est essentiellement

d'ordre g�eom�etrique, puisqu'elle permet de consid�erer beaucoup plus naturellement (en

comparaison avec la formulation centr�es-noeuds) des couches de mat�eriaux di��erents ou des

surfaces m�etalliques par exemple. Les applications de cette formulation (centr�es-�elements)

ont �et�e d�evelopp�ees en �electromagn�etisme par ([11], et [25] par exemple) o�u les sch�emas

employ�es sont respectivement d'ordre deux et trois en temps. Dans ce chapitre, nous

proposons des sch�emas d'ordre �elev�e �a la fois en temps et en espace pour la formulation

centr�es-�el�ements. D'autre part, l'originalit�e de ce travail consiste en des comparaisons

d'ordre qualitatif et quantitatif des deux formulations centr�es-�el�ements et centr�es-noeuds

sur un ensemble d'applications num�eriques bidimensionnelles. En e�et, les deux approches

n'ont pas �a notre connaissance �et�e r�eellement confront�ees. Bien que les di��erences doivent

s'accrô�tre avec la complexit�e des dispositifs �etudi�es, nous avons ax�e nos comparaisons

autour d'applications assez simples a�n de tester les sch�emas d'ordre �elev�e et les conditions

aux limites qui ont �et�e prises en compte di��eremment.
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3.1.1 Ondes �electromagn�etiques en deux dimensions d'es-

pace

Nous consid�erons ici des milieux isotropes et homog�enes o�u les indices " et � sont des

constantes. En deux dimensions d'espace, les �equations de Maxwell peuvent être d�ecoupl�ees

en deux syst�emes de trois �equations analogues associ�es aux ondes transverses magn�etiques

(TM) et aux ondes transverses �electriques (TE) [47]. Nous avons choisi ici la direction

suivant l'axe O z comme direction privil�egi�ee et le champ �electromagn�etique ne d�epend

que des deux variables d'espace x et y. La polarisation de l'onde pr�ecise alors la direction

des champs de vecteurs.

Pour les ondes transverses magn�etiques TM z (H:z = 0), on a B = t(Bx;By;0)

et D = t(0;0;Dz) en coordonn�ees cart�esiennes. Seules les composantes non nulles des

d�eplacements �electrique et magn�etique sont consid�er�ees. La formulation conservative bidi-

mensionnelle en champ total et associ�ee aux ondes transverses magn�etiques s'�ecrit :

Qt +
�!r:IF(Q) = 0 ; (3.1)

avec :

IF(Q) = (F(Q);G(Q)):

Q = t(Q1;Q2;Q3) =
t(Bx;By;Dz) ;

F(Q) =

8><>:
0

�Q3="

�Q2=�

9>=>; ; G(Q) =

8><>:
Q3="

0

Q1=�

9>=>; :

Pour les ondes transverses �electriques TE z (E:z = 0), le syst�eme conservatif garde la

même forme que celle du cas TM z, seule la d�e�nition du vecteur Q change (voir annexe 2).

Nous nous int�eresserons donc par la suite uniquement au cas transverse magn�etique et

l'on renvoie le lecteur �a l'annexe (4.6.1) pour la forme explicite du syst�eme associ�e �a la

polarisation TE. Le caract�ere hyperbolique des syst�emes de Maxwell bidimensionnels TM

et TE se montre de la même fa�con que pour le syst�eme de Maxwell tridimensionnel.

D'autre part, la matrice jacobienne pour le syst�eme TM devient :

A =

0BB@
0 0 �2="

0 0 ��1="
�2=� ��1=� 0

1CCA : (3.2)

Les valeurs propres, au nombre de trois et distinctes, restent identiques �a celles du syst�eme

complet (cf . Eq. (2.27)). Dor�enavant, nous nous restreindrons aux probl�emes bidimension-

nels de propagation d'onde qui sont r�egis par les �equations (3.1).
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3.2 Approximation num�erique

3.2.1 Pr�esentation des deux m�ethodes de volumes �nis

Le syst�eme de Maxwell en r�egime transitoire que nous �etudions ici est lin�eaire, hy-

perbolique et conservatif en la variable Q. Ceci justi�e l'approximation num�erique bas�ee

sur des sch�emas d�ecentr�es que nous avons choisie ici, parfaitement adapt�es et d�evelopp�es

�a l'origine pour la r�esolution num�erique des syst�emes hyperboliques et conservatifs. Le

choix des volumes �nis est en particulier dict�e par la possibilit�e d'obtenir des sch�emas

conservatifs explicites, y compris pour des maillages tridimensionnels non structur�es de

type �el�ements �nis [20]. Il est �egalement possible de d�e�nir des sch�emas d'ordre �elev�e pour

ce type de m�ethode [36, 37]. L'id�ee de base de ces m�ethodes est de diviser le domaine

spatial consid�er�e en cellules appel�ees volumes �nis et de former les �equations discr�etes �a

partir de la formulation faible du syst�eme de lois de conservation, �ecrite pour chaque cellule.

A partir d'un même maillage bidimensionnel de type �el�ements �nis triangulaires, plu-

sieurs choix sont alors possibles pour la d�e�nition des cellules, tout en gardant le même

type de sch�emas num�eriques pour la r�esolution des �equations.

Une m�ethode de volumes �nis (que l'on notera centr�es-noeuds par la suite) a �et�e

d�evelopp�ee pour des volumes de contrôles constitu�es de polygones centr�es autour des

noeuds du maillage en dimension deux (�gure 3.1) passant par les barycentres des tri-

angles et les milieux des arêtes, et de poly�edres en dimension trois. Cette approche a

notamment �et�e valid�ee en dimensions deux et trois d'espace pour les �equations de Max-

well [20, 21, 22, 23].

Une autre possibilit�e est de prendre comme volumes de contrôle les �el�ements du

maillage, plus pr�ecis�ement des triangles pour le cas bidimensionnel consid�er�e (�g. 3.2).

Les volumes �nis sont alors dits centr�es aux �el�ements et nous r�ef�erencerons dans la suite

par centr�es-�el�ements cette deuxi�eme approche, qui a �et�e propos�ee initialement par Durlof-

sky, Osher et Engquist pour les �equations d'advection et de Burgers [41].
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Fig. 3.1 { Cellule d'int�egration Ci (m�ethode centr�es-noeuds).
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Fig. 3.2 { Cellule d'int�egration Ti (m�ethode centr�es-�el�ements).
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Remarque 3.2.1 L'interface entre deux cellules pour la m�ethode centr�es-noeuds est une

r�eunion de deux segments [I;IG1] et [I;IG2] (cf. �g. 3.1). En revanche, pour la m�ethode

centr�es-�el�ements, les interfaces entre deux triangles (ou cellules) sont des segments de la

triangulation (�g. 3.2).

Les parties relatives aux sch�emas num�eriques sont tr�es similaires pour les deux m�ethodes.

Nous avons donc choisi de pr�esenter ici la m�ethode centr�es-�el�ements en mettant en valeur

ses particularit�es et di��erences par rapport �a la m�ethode centr�es-noeuds ainsi que les

di��erents choix possibles inh�erents �a cette seconde approche (en ce qui concerne les condi-

tions aux limites et le calcul des gradients par exemple). Nous renvoyons d'autre part le

lecteur �a [20, 19] pour plus de d�etails concernant la m�ethode de volumes �nis centr�es-

noeuds.

3.2.2 Formulation faible et 
ux d�ecentr�e d'ordre un

Formulation faible

Soit une discr�etisation par �el�ements �nis P1 du domaine de calcul bidimensionnel 


donn�ee par : 
 =
nt[
i=1

Ti, o�u Ti est un triangle et nt le nombre d'�el�ements.

Une formulation faible est obtenue en int�egrant le syst�eme (3.1) sur chaque volume de

contrôle ou triangle Ti en prenant comme fonction test les fonctions caract�eristiques des

cellules. En supposant la d�eriv�ee partielle Q t constante en espace sur Ti, on obtient en

utilisant une formule de Green, l'�equation pour chaque triangle du maillage :

Aire(Ti) (Qt)i +

Z
@Ti

IF(Q):� d� = 0 ; (3.3)

o�u � est la normale unitaire ext�erieure �a @T i.

Le terme int�egral dans l'�equation (3.3) peut alors être d�ecompos�e en une somme de 
ux

internes et de termes de bord :

Aire(Ti) (Qt)i +
3X

j=1

�ij + termes de bord = 0 ; (3.4)

o�u �ij est une approximation que nous allons d�e�nir du 
ux interne

Z
@Ti\@Tj

IF(Q):� d�.
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Flux d�ecentr�e d'ordre un

Nous allons maintenant pr�esenter la mani�ere dont nous discr�etisons les 
ux internes.

Ce terme int�egral est �evalu�e comme suit :

�ij = cIF(Qh):� ;

o�u � = t(�1;�2) =

Z
@Ti\@Tj

� d� et cIF(Qh) est une valeur approch�ee de IF(Qh) le long

de l'interface @Ti \ @Tj . Nous nous sommes ainsi ramen�es �a l'�evaluation de 
ux dans la

direction de la normale � et donc �a un probl�eme monodimensionnel. On introduit alors une

fonction de 
ux num�erique � d�ependant des deux �etats Qi = Qh(Ti) et Qj = Qh(Tj)

de part et d'autre de l'interface @Ti \ @Tj :

�ij = �(Qi;Qj) :

D�e�nition 3.2.1 Soient IF =t (F(Q) ; G(Q)) et A d�e�nis respectivement par (3.1) et

(3.2).

Le 
ux num�erique � est dit d�ecentr�e s'il v�eri�e :

�(u;v) =
IF(u) + IF(v)

2
� � � 1

2
j A j (v � u) + O(j v � u j2) ;

pour deux �etats voisins u et v. La matrice j A j est d�e�nie dans l'Annexe 2

(Annexe 4.6.2).

Ceci est une extension directe de la d�e�nition du sch�ema d�ecentr�e monodimensionnel de

Lax, Harten et Van Leer (cf. [57, 44]) que nous avons appliqu�ee au syst�eme de Maxwell

en deux dimensions d'espace.

Remarque 3.2.2 Dans le cas pr�esent, le syst�eme �etudi�e est lin�eaire �a coeÆcients constants

et la matrice jacobienne A ne d�epend pas des variables u et v. Le terme en O(j v � u j2)
est donc nul.

Il r�esulte de la lin�earit�e du syst�eme de Maxwell et du fait que les coeÆcients sont

constants que tous les 
ux d�ecentr�es d'un sch�ema lin�eaire d'ordre un sont identiques ; il

n'y a donc pas de choix parmi les sch�emas d�ecentr�es pour r�esoudre num�eriquement les

�equations de Maxwell en milieu homog�ene. Ils se r�eduisent tous en fait �a un sch�ema ICR

(Isaacson-Courant-Rees) vectoriel. On trouvera dans l'annexe (4.6.2) le 
ux �ij explicit�e

dans le cas du syst�eme de Maxwell bidimensionnel.



46
CHAPITRE 3. COMPARAISON DE DEUX M�ETHODES DE VOLUMES

FINIS EN MILIEU HOMOG�ENE

Remarque 3.2.3 Les sch�emas d'ordre un �etant identiques en milieu homog�ene, on peut

donc utiliser indi��eremment un solveur de Riemann exact ou la d�e�nition (3.2.1) pour cal-

culer les 
ux internes. En revanche, seul un solveur de Riemann exact permet de construire

le sch�ema ad�equat en milieu h�et�erog�ene 1 v�eri�ant les conditions de saut des composantes

tangentielles [24, 46].

Remarque 3.2.4 Ce sch�ema d'ordre un est similaire pour les m�ethodes centr�es-noeuds et

centr�es-�el�ements mais les 
ux sont �echang�es �a travers des interfaces de cellules di��erentes

(cf. �gures 3.1 et 3.2).

Ces sch�emas conservatifs ne sont que d'ordre un en espace et nous allons maintenant

d�ecrire comment obtenir des sch�emas d'ordre sup�erieur �a partir de la fonction de 
ux

num�erique �.

3.2.3 Sch�emas d'ordre sup�erieur

Nous construisons maintenant un sch�ema d'ordre �elev�e en espace en utilisant l'exten-

sion de la m�ethode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) de Van

Leer aux �el�ements �nis [44, 79].

Une mani�ere d'obtenir un sch�ema d'ordre sup�erieur est d'augmenter le degr�e de l'in-

terpolation dans une cellule et d'�evaluer les 
ux �a l'aide de valeurs extrapol�ees Qij et Qji

�a l'interface @Ti\@Tj . Cette extension n�ecessite l'�evaluation du gradient de la solution sur

chaque cellule. On notera que l'obtention de sch�emas d'ordre sup�erieur est assez directe

par cette m�ethode puisque seule une modi�cation des arguments de la fonction � est �a

r�ealiser par rapport au 
ux d'ordre un. La fonction de 
ux d'ordre sup�erieur s'�ecrit :

8>>>><>>>>:
�ij = �(Qij ;Qji) ;

Qij = Qi +
�!rQTi(Gi):

����!
GiGij ;

Qji = Qj +
�!rQTj (Gj):

����!
GjGij ;

(3.5)

o�u Gi et Gj sont les centres de gravit�e des triangles Ti et Tj , et Gij le point milieu de

l'arête @Ti \ @Tj .
Pour des raisons de pr�ecision et de stabilit�e [38], nous calculons en fait les nouvelles va-

leurs aux interfaces des cellules en introduisant un param�etre de d�ecentrage et les sch�emas

r�esultants sont connus sous le nom de �-sch�emas.

1. la jacobienne d�epend alors des caract�eristiques du milieu
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Ces valeurs interpol�ees sont calcul�ees de la mani�ere suivante :8>><>>:
Qij = Qi +

1

2
f (1 � 2�)(Qj �Qi) + 4�

�!rQTi(Gi):
����!
GiGij g

Qji = Qj � 1

2
f (1 � 2�)(Qj �Qi) + 4�

�!rQTj (Gj):
����!
GjGij g

; � 2 (0;1) ; (3.6)

o�u
�!rQTi est un gradient de la solution sur le triangle Ti qui reste encore �a d�e�nir.

Finalement, nous prenons � = 1
3 comme param�etre de d�ecentrage a�n d'obtenir un

sch�ema d'ordre trois en espace dans le cas de maillages structur�es qui minimise la dis-

persion num�erique. L'ordre trois de ce sch�ema a notamment �et�e montr�e pour le syst�eme

de Maxwell bidimensionnel [36], dans le cadre de la m�ethode centr�es-noeuds et en utili-

sant des gradients qui sont des moyennes de gradients de Galerkin aux noeuds du maillage.

Dans la deuxi�eme approche centr�es-�el�ements, nous proposons pour la d�e�nition des

gradients deux m�ethodes de calcul que nous testons et comparons num�eriquement.

3.2.3.1 Calcul des gradients par une moyenne des gradients de Galerkin

aux noeuds

Nous proposons ici d'utiliser les fonctions lin�eaires sur chaque triangle du maillage. Il

nous faut cependant d�e�nir dans un premier temps des valeurs aux noeuds du maillage

puisque nous ne disposons que de valeurs constantes par triangles avec la m�ethode centr�es-

�el�ements.

Les valeurs aux noeuds sont calcul�ees �a l'aide d'une moyenne pond�er�ee par les aires

des triangles :

Q(Si) =
1X

j; Si2Tj
Aire(Tj)

X
j; Si2Tj

Aire(Tj) QjTj ;

o�u fSi; i = 1;nsg est l'ensemble des noeuds du maillage et QjTj la valeur constante de la

solution au barycentre de la cellule Tj .

A partir de l'interpolation lin�eaire sur les triangles, on obtient alors les gradients
�!rQTi

constants par triangle :

�!rQTi =
3X

k=1

Q(Ski )
t�!rpki : (3.7)

o�u Ski (k = 1;3), sont les trois sommets du triangle Ti et p
k
i (k = 1;3), les fonctions de

base lin�eaires associ�ees aux trois points, d�e�nies localement sur Ti. Cette d�e�nition des

gradients a �et�e utilis�ee en particulier dans [59]. Comme cette d�e�nition utilise les gradients

de Galerkin d�e�nis �a partir des valeurs de la solution aux noeuds, on r�ef�erencera par la

suite cette d�e�nition par (GN).
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3.2.3.2 Calcul des gradients par interpolation lin�eaire sur un maillage

dual

La premi�ere approche propos�ee pour le calcul des gradients de la solution sur les cellules

triangulaires comporte cependant quelques inconv�enients. La formule (3.7) r�ealise en e�et

une moyenne faisant intervenir de nombreuses valeurs autour de la cellule consid�er�ee. On

se retrouve confront�e notamment �a des probl�emes de d�e�nition des champs aux noeuds

du maillage en milieu h�et�erog�ene, o�u certaines composantes des champs sont discontinues

�a travers les arêtes.

On cherche donc, �a partir de valeurs donn�ees aux barycentres des triangles, �a d�e�nir

des gradients faisant intervenir uniquement les valeurs adjacentes �a une cellule donn�ee.

Nous avons repris ici une id�ee de Durlofsky, Osher et Engquist [41] qui proposent un

sch�ema d'ordre deux en maillage triangulaire. Dans cette �etude, nous avons adapt�e au

syst�eme de Maxwell bidimensionnel et au �-sch�ema cette id�ee initialement propos�ee pour

l'�equation d'advection lin�eaire et l'�equation de Burgers. Nous allons maintenant rappeler

bri�evement la d�e�nition des gradients propos�es.

Trois interpolations lin�eaires associ�ees �a des triangles peuvent être d�e�nies sur Ti =

(ABC). Les trois candidats sont rep�er�es sur la �gure (3.3) par L1, L2 et L3.

A

C

B

i

L L

L1

32

T

3T

T2 1

i

i

i2 1

3

Fig. 3.3 { Interpolations possibles sur (ABC).

Les gradients sur le triangle L1 = (i i1 i2) sont alors calcul�es classiquement �a partir

de l'interpolation lin�eaire :

�!rQL1 = QjTi t�!rpi1(x) +
2X

k=1

QjTk t�!rpk1(x) ;

o�u pk1 est la fonction de base lin�eaire d�e�nie localement sur le triangle L1 et associ�ee au
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noeud ik (la fonction pi1 �etant associ�ee au noeud i). On obtient des formules tout �a fait

analogues pour les triangles L2 et L3 avec une permutation circulaire de l'indice k.

On propose donc de calculer le gradient sur le triangle Ti = (ABC) comme suit :

�!rQTi =
1

3X
j=1

Aire(Lj)

3X
j=1

Aire(Lj)
�!rQLj

;

o�u fLj , j = 1;3g est l'ensemble des trois candidats possibles (cf. �g 3.3). Nous avons

suppos�e dans cette section que les trois points constituants chaque triangle Lj ne sont pas

align�es. Comme cette d�e�nition utilise les gradients de Galerkin d�e�nis �a partir des valeurs

de la solution aux barycentres des triangles, on r�ef�erencera par la suite cette d�e�nition par

(GB).

3.2.4 Traitement des conditions aux limites

Pour imposer les conditions aux limites dans un probl�eme en �electromagn�etisme (et

en particulier de di�raction), il est classique de distinguer la fronti�ere de l'objet �b et la

fronti�ere arti�cielle �1 d�elimitant le domaine de calcul.

On utilise sur la fronti�ere arti�cielle �1 des conditions absorbantes a�n de minimiser

l'e�et des ondes parasites dues �a la troncature du domaine de propagation. En particu-

lier, nous avons utilis�e ici sur �1 la condition d'ordre un de Silver-M�uller (voir [42] et [62]) .

Pour un objet m�etallique parfaitement conducteur, on impose sur �b la condition (en

terme de champ �electrique total ici) : n ^ E = 0. La bonne prise en compte de cette

conditon aux limites est essentielle pour l'obtention de solutions de qualit�e. L'utilisation

dans la m�ethode centr�es-noeuds de cellules centr�ees aux noeuds nous am�ene �a tronquer

les cellules du bord d�elimitant le domaine de calcul puisque des noeuds sont plac�es sur

le bord du domaine (�g. 3.4). Nous sommes donc amen�es �a r�esoudre des �equations aux

d�eriv�ees partielles sur des semi-ouverts et ce d�efaut g�eom�etrique nous entraine �a faire un

traitement qui n'est pas naturel avec l'utilisation de volumes �nis et d'�echanges de 
ux.

En revanche, dans l'approche centr�es-�el�ements des volumes �nis, la même d�emarche que

pour les points internes (�echange de 
ux et techniques de d�ecentrage) peut être d�evelopp�ee

pour ce type de conditions aux limites. Les cellules internes et au bord sont en e�et

identiques (�g. 3.5).

Nous proposons donc pour la m�ethode centr�es-�el�ements de calculer les 
ux associ�es �a la

condition aux limites n ^ E = 0 par l'interm�ediaire d'un \demi-probl�eme de Riemann",

nomm�e ainsi puisque l'�etat au-del�a de la fronti�ere n'est pas connu.

Remarque 3.2.5 En ce qui concerne les 
ux internes, nous rappelons que tous les sch�emas
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Fig. 3.4 { Cellule d'int�egration Ci au bord (m�ethode centr�es-noeuds).
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Fig. 3.5 { Cellule d'int�egration Ti au bord (m�ethode centr�es-�el�ements).

d�ecentr�es d'ordre un sont identiques dans le cadre de notre �etude. Nous avons choisi ici de

les expliciter �a l'aide de la d�e�nition de Lax-Harten-Van Leer (cf. def. 3.2.1). Une autre

possibilit�e est de les pr�esenter comme le r�esultat de la r�esolution exacte d'un probl�eme de

Riemann (exemple du sch�ema de Godunov, [24, 46, 57]). Dans le cas o�u les cellules sont

internes, les �etats sont connus de part et d'autre de l'interface.

On consid�ere maintenant le syst�eme de Maxwell dans la direction de la normale au

bord �b not�ee n = t(n1;n2). Le demi-probl�eme de Riemann consid�er�e est alors le probl�eme
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de Cauchy et aux limites suivant (voir �gure 3.6) :8>>>>><>>>>>:
Qt +

@

@r
A(Q) = 0 ; r 2 Ti; t 2 [tn;tn+1] ;

Q(r;t = tn) = Qn ; r 2 Ti ;

n ^ E(r) = �n ^ Einc(r) ; r 2 �b \ @Ti :

(3.8)

La donn�ee initiale Qn est constante sur le triangle Ti et correspond �a la solution

approch�ee des �equations de Maxwell au temps tn. En se pla�cant dans la direction de la

normale, on peut alors ne consid�erer qu'un probl�eme monodimensionnel facile �a r�esoudre.

Le champ Einc = t(Einc
1 ;Einc

2 ;Einc
3 ) est une fonction vectorielle donn�ee. Dans des

probl�emes de di�raction, Einc peut être le champ �electrique incident �eclairant l'obstacle

lorsque les �equations sont r�esolues en champ di�ract�e. Pour une r�esolution en champ total,

cette fonction vectorielle est nulle.

La solution dans l'espace-temps du demi-probl�eme de Riemann consid�er�e est sch�ematis�ee

sur la �gure (3.6) Elle est compos�ee de deux �etats constants Qn (donn�ee initiale) et Q�

qui reste �a d�eterminer pour expliciter les 
ux aux bords qui s'�ecrivent :

�b = AQ� :

Les deux �etats Qn et Q� sont s�epar�es par la droite de discontinuit�e d'�equation

r

t

t

t

n

n+1

d t
 d r = - c || n ||

inc

Cellule du bord

Q 

Q

n

* *

Metal

n x E = - n x E

Milieu homogene

Fig. 3.6 { Probl�eme de Riemann au bord.

dr

dt
= �c jj n jj. On pose Q� = t(Q�1;Q�2;Q�3) o�u les composantes sont dans un premier

temps celles associ�ees �a la polarisation TM . De Einc = t(0;0;Einc
3 ) , on obtient alors �a

partir de la condition aux limites l'�equation Q�3 = �"Einc
3 .
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D'autre part, on a la relation de saut suivante :

A(Q� �Qn) = �c jj n jj (Q� �Qn) ;

qui permet d'expliciter enti�erement le 
ux au bord :

�b = jj n jj

0BBBBBB@
�(n2Einc

3 )

(n1E
inc
3 )

(n2Q
n
1 � n1Q

n
2 )=� + Qn

3=" + Einc
3

1CCCCCCA :

3.2.5 Int�egration en temps

Apr�es avoir explicit�e la discr�etisation spatiale, on obtient le syst�eme semi-discret sui-

vant associ�e �a chaque cellule Ti (les indices sont ici omis) :

Qt + 	(Q) = 0 ;

o�u 	 repr�esente la discr�etisation spatiale.

Les probl�emes instationnaires n�ecessitent une int�egration en temps tr�es pr�ecise. Une mani�ere

de construire des sch�emas pr�ecis en temps est d'utiliser une m�ethode explicite de Runge-

Kutta multi-pas. On obtient �nalement pour un sch�ema �a k pas:

8>>><>>>:
Q0 = Qn ;

Ql = Q0 � �t

(k + 1� l)
	(Ql�1) l = 1;2;::k ;

Qn+1 = Qk :

o�u �t est le pas de discr�etisation en temps. Comme le syst�eme de Maxwell est lin�eaire,

le sch�ema explicite �a trois pas (k = 3) est d'ordre trois en temps. Associ�e au �-sch�ema

en espace, le sch�ema ainsi construit est �a la fois d'ordre trois en espace et d'ordre trois

en temps dans le cas de grilles structur�ees [38]. Le lecteur trouvera �egalement des d�etails

compl�ementaires sur la stabilit�e du �-sch�ema pour le syst�eme de Maxwell et la formulation

centr�es-noeuds dans [37].
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3.3 Exp�eriences num�eriques

La m�ethode volumes �nis centr�es-�el�ements

3.3.1 Evolution d'un mode dans une cavit�e carr�ee

On consid�ere une cavit�e m�etallique carr�ee de côt�e a = 1m. Les expressions analy-

tiques des modes de r�esonance sont connus pour cette g�eom�etrie [49] et nous proposons ici

de suivre l'�evolution en temps du mode (1,1) pour le cas transverse magn�etique. Cette

exp�erience acad�emique nous permet de valider le �-sch�ema appliqu�e �a la formulation

centr�es-�el�ements et le traitement des conditions aux limites de m�etal parfait avec le sol-

veur de Riemann exact. Nous avons pris comme donn�ee initiale l'expression analytique du

mode (1,1) au temps t = 0.

L'erreur en norme jj : jj2 de la solution num�erique par rapport �a la solution exacte a ensuite
�et�e calcul�ee apr�es un temps t = 5ns. Le sch�ema utilis�e pour l'approche centr�es-�el�ements

est un �-sch�ema en espace avec �=1=3, et un sch�ema de Runge-Kutta �a trois pas pour

l'int�egration en temps.

On note E1, E2 et E3 les erreurs associ�ees aux composantes Hx, Hy et Ez. Nous avons

report�e dans le tableau (3.1) ces erreurs en fonction du pas d'espace pour un ensemble

de trois grilles r�eguli�eres (maillages en triangles). Nous rappelons que les calculs ont �et�e

grille E1 E2 E3 it�erations

20� 20 3.2 10�5 3.2 10�5 1.4 10�5 58

40� 40 3.2 10�6 3.2 10�6 1.7 10�6 117

80� 80 4.0 10�7 4.0 10�7 2.0 10�7 234

Tab. 3.1 { Erreur en norme jj : jj2 en fonction du pas d'espace (formulation centr�es-

�el�ements).

e�ectu�es pour une même condition CFL, d'o�u une variation du nombre d'it�erations en

temps suivant la grille pour atteindre le temps requis. Les comparaisons avec la solution

exacte se r�ev�elent tr�es satisfaisantes et l'on peut �egalement remarquer que pour ce cas test,

l'erreur est divis�ee par au moins huit en divisant le pas d'espace par deux. Il semble donc

que l'on retrouve les mêmes caract�eristiques que celles du sch�ema en formulation centr�es-

noeuds. En e�et, les r�esultats th�eoriques obtenus dans [37] montrent que ce sch�ema est

d'ordre trois en grilles structur�ees pour la formulation centr�es-noeuds.
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3.3.2 Comparaison des deux m�ethodes

Il existe di��erentes fa�cons de comparer les m�ethodes et nous avons ici retenu comme

crit�ere de base l'utilisation de maillages identiques. Deux types de cas test seront �etudi�es :

un calcul de spectre de r�esonance et un calcul de SER (Surface Equivalente Radar). D'autre

part, nous avons utilis�e pour les deux formulations centr�es-�el�ements et centr�es-noeuds

d'ordre sup�erieur les gradients d�e�nis �a partir des valeurs aux noeuds du maillage (gra-

dients GN).

Calcul de modes de r�esonance

Nous proposons maintenant de calculer le spectre de r�esonance de la même cavit�e carr�ee

m�etallique. Cette exp�erience est �egalement int�eressante puisque les solutions exactes sont

connues [49]. Dans un premier temps, le champ �electromagn�etique est initialis�e par une

gaussienne centr�ee en un point de la cavit�e et apr�es que la solution a atteint le r�egime

p�eriodique, on e�ectue une transform�ee de Fourier de la solution pour obtenir le spectre.

Nous avons report�e sur la �gure (3.7) le spectre du champ total Ez en fonction de la

fr�equence. Il a �et�e obtenu apr�es 2364 it�erations en temps pour les deux m�ethodes (même

pas de temps et un maillage qui correspond �a environ 20 points par longueur d'onde pour

la premiere fr�equence qui est �egale �a 0:2121 GHZ). Les 
�eches verticales repr�esentent les

fr�equences de r�esonance exactes de la cavit�e. Sur les dix premiers modes, la plupart sont

captur�es par les deux m�ethodes (le spectre est calcul�e en des points di��erents par les deux

m�ethodes, ce qui explique la di��erence en fr�equence des modes de r�esonance). Cependant

on peut remarquer que la formulation centr�es-�el�ements est plus pr�ecise dans la bande de

hautes fr�equences du spectre �etudi�e, et elle est �egalement meilleure en basses fr�equences.

Calcul de SER

Ce cas test consiste �a �eclairer un disque de rayon R = 2:5m par une onde plane

monochromatique de longueur d'onde � = (2 � �)=k = 3m. Le maillage utilis�e est com-

pos�e de 6016 noeuds et la discr�etisation spatiale correspond environ �a 14 points par lon-

gueur d'onde. Le champ �electrique di�ract�e Ez apr�es convergence vers l'�etat p�eriodique est

repr�esent�e pour les deux m�ethodes sur la �gure (3.8). Les deux approches ont reproduit

des r�esultats tr�es similaires.

A l'aide d'une transform�ee de Fourier en temps et d'une formule de rayonnement des

champs, on obtient le diagramme de SER. Il repr�esente l'intensit�e du champ di�ract�e �a

l'in�ni dans le domaine fr�equentiel, cette quantit�e �etant rep�er�ee en coordonn�ees polaires

(angles de 0 �a 360o). Nous avons report�e sur la �gure (3.9) les diagrammes de SER relatifs

�a la solution exacte et aux solutions approch�ees obtenues par les deux formulations. On
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Fig. 3.7 { Spectre de r�esonance de la cavit�e carr�ee.

                                                                                                                                                                

Fig. 3.8 { Champ di�ract�e Ez (m�ethode centr�es-�el�ements �a gauche, centr�es-noeuds

�a droite).
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peut remarquer que les solutions num�eriques se comparent bien �a la solution exacte et

qu'elles sont de même qualit�e.

Ensuite, nous avons calcul�e l'�echo radar (�a � = 0) en fonction de la fr�equence (�a maillage

�x�e). Les deux m�ethodes donnent des r�esultats comparables jusqu'�a k*R=15, k �etant le

vecteur d'onde et R le rayon du disque (environ 14 points par longueur d'onde), mais

la m�ethode centr�es-�el�ements s'av�ere plus pr�ecise sur l'ensemble des fr�equences �etudi�ees

(�gure 3.10). En e�et, la m�ethode centr�es-noeuds ne donne plus de r�esultats signi�catifs

�a partir de k*R=30 (environ 7 points par longueur d'onde), alors que la formulation

centr�es-�el�ements permet d'atteindre k*R=50. Nous d�eduisons �a travers ce cas test que

cette derni�ere m�ethode permet de r�esoudre des probl�emes avec des fr�equences plus �elev�ees.

Coûts CPU

On repr�esente dans le tableau (3.2) les coûts en temps CPU des m�ethodes centr�es-

�el�ements et centr�es-noeuds pour le cas test pr�ec�edent (calcul de SER). On peut remarquer

que le temps de calcul ramen�e �a une it�eration est pratiquement le même pour les deux

m�ethodes. Ceci est tout �a fait logique puisque le nombre de 
ux �a �evaluer est identique dans

les deux cas. Cependant, la formulation centr�es-�el�ements requiert une valeur du nombre

CFL inf�erieure �a celle utilis�ee avec la m�ethode centr�es-noeuds d'o�u un coût plus important

de la simulation globale.

m�ethode centr�es-�el�ements centr�es-noeuds

CFL 1 1:3

temps/it�eration (s) 0:98 0:99

temps global (s) 400 324

Tab. 3.2 { Coûts en temps CPU.
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Fig. 3.9 { Diagrammes de SER du disque pour les m�ethodes centr�es-�el�ements et

centr�es-noeuds.

Conclusion

Pour certains calculs comme ceux dits internes (cavit�es) ou externes (SER), les m�ethodes

centr�es-noeuds et centr�es-�el�ements donnent des r�esultats de qualit�e �equivalente pour des

maillages identiques. On notera d'autre part que la formulation centr�es-�el�ements est en-

viron une fois et demi plus coûteuse (�a cause de la condition CFL). Elle a cependant

l'avantage de traiter des probl�emes avec des fr�equences deux fois plus grandes que celles

tol�er�ees par la m�ethode centr�es-noeuds. Ce r�esultat n'est pas surprenant puisque l'on a

environ deux fois plus de degr�es de libert�e pour la m�ethode centr�es-�el�ements.

3.3.3 Comparaison des deux m�ethodes de calcul du gradient

Dans le cadre de la formulation centr�es-�el�ements, nous avons propos�e deux approches

pour le calcul des gradients de la solution. Nous n'avons jusqu'�a pr�esent utilis�e que le

gradient (GN) qui est d�e�ni �a partir des valeurs de la solution aux sommets du maillage

initial. Dans cette section, plusieurs cas tests nous serviront �a comparer les deux m�ethodes

de calcul du gradient (GN) et (GB) (d�e�nition �a partir des valeurs aux noeuds et aux

barycentres).
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Fig. 3.10 { Echo radar en fonction de k*R (� = 0) pour les deux m�ethodes centr�es-

�el�ements et centr�es-noeuds .
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Calcul d'erreur pour le mode de r�esonance (1,1)

Nous avons ici repris le cas test associ�e �a la cavit�e carr�ee de la section (3.3.1). La

�gure (3.11) repr�esente les coupes (en y = 0) des solutions num�eriques obtenues avec

les gradients (GN) et (GB). Les solutions sont donn�ees au temps t = 13;33ns (soit 317

it�erations du sch�ema de Runge-Kutta �a trois pas) et le nombre CFL a �et�e �x�e �a 1.

Sur la �gure (3.12), les courbes repr�esentent l'�evolution en temps du mode de r�esonance

en un point de la cavit�e. On remarque que les deux courbes se comparent bien dans les

deux cas et approchent bien la solution exacte.

D'autre part, nous avons �evalu�e sur une grille structur�ee l'erreur en norme

jj : jj2 des trois composantes du champ �electromagn�etique (cf. section 3.3.1). On note

toujours E1, E2 et E3 les erreurs associ�ees aux composantes Hx, Hy et Ez. Le calcul

d'erreur a �et�e e�ectu�e pour la grille 20� 20 au temps t = 13;33ns (cf. Tab. 3.3).
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Fig. 3.11 { Coupe en y = 0 pour le mode de r�esonance (1,1).

type de gradient E1 E2 E3

GN 3.2 10�5 3.2 10�5 1.4 10�5

GB 7.3 10�5 7.3 10�5 2.3 10�5

Tab. 3.3 { Erreur en norme jj : jj2 pour les deux types de gradient.
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Fig. 3.12 { Evolution en temps du mode de r�esonance (1,1).

On remarque que les erreurs calcul�ees sur les trois champs sont faibles quelque soit le

type de gradient employ�e. Cependant, l'erreur est plus faible pour le gradient utilisant les

valeurs aux noeuds (GN).
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Spectre de r�esonance

La même exp�erience que celle pr�esent�ee �a la section (3.3.2) a �et�e r�ealis�ee. Le spectre

du champ Ez est repr�esent�e sur la �gure (3.13) et les deux courbes associ�ees aux gradients

(GN) et (GB) sont tr�es proches.

0

0.005
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0.02|Ez|

0.025

0.03

0.035

0.04
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’GRADIENT GB’

Fig. 3.13 { Spectre de r�esonance de la cavit�e carr�ee.

Calcul de SER

Nous avons ici repris la g�eom�etrie du disque d�e�nie dans la section (3.3.2) et l'on

a calcul�e le diagramme de SER. La �gure (3.14) repr�esente les courbes obtenues par la

m�ethode centr�es-�el�ements en utilisant les deux m�ethodes de calcul du gradient. Toutes

deux se comparent bien �a la solution exacte.

On peut noter �egalement le peu de di��erences entre les deux gradients sur les isovaleurs

du champ �electrique pour une r�egularit�e C1 de l'onde incidente (�g. 3.15).

Di�raction par une impulsion

On s'int�eresse maintenant �a la simulation de la di�raction par une impulsion sur le

disque. L'onde incidente illumine le côt�e droit de l'obstacle et elle est obtenue apr�es tron-

cature d'une onde plane, en prenant le signal sur une demi-longueur d'onde pour une
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Fig. 3.14 { Diagramme de SER du disque.

                                                                                                                                                                

Fig. 3.15 { Champ di�ract�e Ez pour une onde plane (gradients GN �a gauche, GB

�a droite) .
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Fig. 3.16 { Champ di�ract�e Ez pour une impulsion (gradients GN �a gauche, GB �a

droite) .

fr�equence de 0:1GHz et nul sinon. On notera que la composante Ez associ�ee �a cette

impulsion est de classe C0 sur IR contrairement �a la solution de la �gure (3.15). La �-

gure (3.16) repr�esente les isovaleurs du champ di�ract�e Ez apr�es un temps de simulation

t = 3;33ns. Les isovaleurs associ�ees aux deux gradients sont de même qualit�e.

Coûts CPU

Nous avons report�e dans le tableau (3.4) le coût CPU ramen�e �a une it�eration des deux

types de gradients pour la même application. On peut noter que le gradient (GN) est trois

fois moins coûteux que le gradient (GB). Ceci n'est pas surprenant puisque le calcul du

gradient (GB) fait intervenir trois triangles pour chaque cellule Ti.

type de gradient GN GB

temps (s) 2.10�2 6.10�2

Tab. 3.4 { Temps CPU pour les deux types de gradients.

3.4 Conclusion

Les deux m�ethodes de volumes �nis (centr�es-�el�ements et centr�es-noeuds) ont �et�e con-

front�ees sur la base de plusieurs types d'applications num�eriques, qu'il s'agisse de calculs
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de surface �equivalente radar, de champ di�ract�e ou de r�esonance. Des comparaisons �a la

fois d'ordre quantitatif et qualitatif montrent que les deux m�ethodes donnent des r�esultats

de bonne qualit�e. Bien que la formulation centr�es-noeuds soit moins coûteuse du fait

d'une condition CFL moins restrictive, la m�ethode centr�es-�el�ements pr�esente l'avantage

de r�esoudre des probl�emes avec des fr�equences plus �elev�ees (�a maillage identique).

Il est donc int�eressant de poursuivre le d�eveloppement de l'approche centr�es-�el�ements,

notamment dans le cas h�et�erog�ene. Elle devrait e�ectivement permettre de consid�erer plus

naturellement des dispositifs incluant des couches de mat�eriaux ou des surfaces in�niment

minces. D'autre part, l'�etude des gradients d�e�nis �a partir de valeurs aux barycentres (GB)

constitue une premi�ere �etape aux sp�eci�cit�es de la formulation centr�es-�el�ements. Cepen-

dant, la recherche d'une m�ethode de calcul des gradients la mieux adapt�ee est n�ecessaire,

car comme on a vu dans ce chapitre cette derni�ere formulation du gradient discret est

relativement coûteuse.

3.5 Annexe 1

Convergence des sch�emas volumes �nis

Nous rappelons dans cette section des th�eor�emes de convergence des m�ethodes volumes

�nis obtenus par plusieurs auteurs, dont [43], [80], et [51]. Nous pr�esentons d'abord les

r�esultats obtenus dans le cas scalaire dus en particulier aux travaux de R. Eymard, T.

Gallouet, R. Herbin [43], et S. Champier [17]. Ensuite nous donnons des r�esultats de

convergence dans le cas g�en�eral des syst�emes conservatifs, nous pr�esentons les travaux de

D. Kr�oner, M. Rokyta, et M. Wierse qui concerne la g�en�eralisation du th�eor�eme de Lax-

Wendro� pour les sch�emas volumes �nis en deux dimensions d'espace [51], et les travaux

de J.P. Vila qui montre une estimation h1=2 pour une m�ethode volumes �nis appliqu�ee

aux syst�emes de Friedrichs [80].

3.5.1 Cas scalaire

Pour les probl�emes hyperboliques scalaires, les sch�emas volumes �nis convergent vers

la solution faible du probl�eme �etudi�e. Pour montrer la convergence, l'id�ee est d'imposer

�a la condition initiale d'être L1. Moyennant une condition de CFL et une hypoth�ese de

r�egularit�e sur le maillage, on montre la stabilit�e L1 de la solution approch�ee. Ceci n'�etant

pas suÆsant pour montrer la convergence, on �etablit une estimation faible de la variation

totale pond�er�ee. La solution approch�ee �etant dans L1, on peut extraire une sous-suite qui

converge dans L1 pour la topologie faible *. Grâce �a la deuxi�eme estimation (variation
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totale pond�er�ee), on montre que la fonction limite est solution faible du probl�eme �etudi�e

[43].

Nous donnons ici un exemple.

On consid�ere l'�equation hyperbolique lin�eaire suivante :(
ut(x;y;t) +�!v ru(x;y;t) = 0 t 2 [0;T ];(x;y) 2Rd;

u(x;y;0) = u0(x;y) (x;y) 2Rd:
(3.9)

1-Hypoth�eses sur les donn�ees :

�u0 2 L1 �a support compact, u0 2 [um;uM ].

��!v =div�!v = 0, �!v 2 C1(Rd �R+;Rd).

�j�!v (x;t)j � v;v 2R.

Ces hypoth�eses assurent la propagation de l'onde en temps �ni.

2-Hypoth�eses sur le maillage :

Soit � une discr�etisation en triangles, K 2 � .

9h > 0;� > 0 8><>:
�hd � m(K):

m(@K) � hd�1:
Æ(K) � h:

(3.10)

m(@K) est la mesure de K.

Æ(K) est le diam�etre de K.

Sch�ema num�erique :

m(K)
un+1K � unK

�t
+

X
l2N(K)

(vnK;lF (u
n
K ;u

n
l )� vnl;KF (u

n
l ;u

n
K) = 0: (3.11)

F 2 C(R2;R) le 
ux num�erique est tel que :

�F (a1;a2) est croissant en a1, et d�ecroissant en a2.

�F (a1;a2) est lipschitzienne pour a1;a2 2 [Um;UM ].

�F (a;a)=a pour tout a 2 [um;uM ] (consistance).
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�t est le pas de temps.

N(K): voisins du volume de contrôle K.

3-Condition CFL :

9
; 9�; �t � �h
2�v (1� 
).

R�esultats :

(1)-Monotonie du sch�ema et estimation L1 :

jjun+1jjL1(Rd) � jjunjjL1(Rd)jju0jjL1(Rd). Avec

jjunjjL1(Rd) = sup
K2�

junK jL1(Rd):

(2)-Estimation faible sur la variation totale pond�er�ee :

�t
P

n

P
a2B l(a)jn:najjunKi

� unKj
j2 � c.

B est l'ensemble des arêtes a appartenant �a une boule deR2.

Kj est voisin de Ki.

Cette estimation montre que la solution approch�ee satisfait le probl�eme �etudi�e avec une

erreur r telle que r ! 0, quand h! 0.

On pose :

u�;�t = unK , x 2 K, t 2 [n�t;(n+ 1)�t].

Convergence dans L1!�

Grâce �a l'estimation (1), on peut extraire une sous-suite qu'on appellera encore u�;�t

qui converge dans l1!� vers une fonction u (u�;�t ! u qd h;�t! 0), et grâce �a l'estimation

(2), on montre que la fonction u est solution faible du probl�eme (3.9).
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3.5.2 Cas des syst�emes

I) Cas g�en�eral

On pr�esente ici une g�en�eralisation du th�eor�eme de Lax-Wendro� pour les sch�emas vo-

lumes �nis 2-D [51].

Le probl�eme �a �etudier

On consid�ere ici un probl�eme hyperbolique de lois de consevation :(
Ut + @xf1(U) + @yf2(U) = 0 R2 �R;

U(x;y;0) = U0(x;y) R2:
(3.12)

U : R2 �R!Rm, f1;f2 :R
m !Rm m 2 N .

1-Hypoth�eses sur les donn�ees :

On suppose que f1 et f2 sont des applications suÆsamment r�eguli�eres, et la condition

initiale U0 2 L1(R2)m.

2-Hypoth�eses sur le maillage :

Soit 
 2R2, 
 = [Tj (Ti est un polygone), h = sup
j
diam(Tj).

�9c1; sup
j

h2

jTj j � c1.

�8 � l � k (k nonbre de voisin d'une cellule Ti).

�
X
Tj

jTjj � jTjlj = o(1), Tjl voisin de Tj .

� [j Tj = [jTjl.

3-Condition CFL :

9c2;c3 � 0, 0 < c2 � �t

h
� c3, �t est le pas de temps.

Sch�ema num�erique

Un+1
j = Un

j �
�t

jTj j
X

l2N(K)

Fjl(U
n
j ;U

n
l ) = 0: (3.13)
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F est le 
ux num�erique tel que :

�8R > 0;8U;V;U 0

;V
0 2 BR(0).

�jFjl(U;V )� Fjl(U
0

;V
0

)j � c(R)h(jU � U
0 j+ jV � V

0

) (continuit�e lipschitzienne).

�Fjl(U;V ) = �Flj(V;U) (conservativit�e).

�Fjl = �jlxf1(U) + �jlyf2(U) (consistance).

On pose Uh = Un
j .

Convergence

Si en plus des hypoth�eses pr�ec�edentes, on a :

(01) sup
h

sup
x;y;t

jUh(x;y;t)j � c.

(02)jU � UhjL2
loc

(R2�R) ! 0; �t;h! 0.

Alors :

U est solution faible du probl�eme (3.12) au sens des distributions :Z
R2�R

U@�+

Z
R2�R

(f1(U)@x�+ f2(U)@y�) +

Z
R2

U0�(:;0) = 0: (3.14)

8� 2 C10 (R2 � [0;1[).

II) Les syst�emes de Friedrichs

On pr�esente ici une estimation h1=2 pour les m�ethodes volumes �nis pour les syst�emes

de Friedrichs [80] : 8>>>><>>>>:
@tU +

dX
i=1

Ai@iU;

U(x;0) = U0(x);

(3.15)

Ai sont des q� q matrices r�eelles disonalisables �a coeÆcients constants o�u q est la dimen-

sion de U.
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1-Hypoth�eses sur le maillage

soit �h un maillage polygonal tel que :

9�; � > 0 8><>:
�hd � m(K):

m(@K) � �hd�1:
Æ(K) � h:

(3.16)

d est la dimension spaciale du probl�eme.

m(@K) est la mesure de K.

Æ(K) est le diam�etre de K.

le Sch�ema num�erique

U0
K =

1

m(K)

Z
K
U0(x)dx

Un+1
K = Un

K �
�t

m(K)

X
j2N(K)

(A+
LKU

n
K +A�LKU

n
L)m(LK); (3.17)

o�u A+
LK et A�LK sont respectivement la partie positive et n�egative de la matrice

ALK =
Pd

i=1A
i(nLK), nLK est la normale ext�erieure �a l'interface @K \ @L.

On note Uh = Un
K pour x 2 K, et t 2 [n�t;(n+ 1)�t].

N(K) : voisins du volume K.

2-Condition CFL :

9� 2]0;1[; �t � sup
K2�h

(1� �)m(K)

�m(@K)
(*).

R�esultats :

Si U0 2 Cq, et v�eri�e la condition CFL (*) alors :

(01) 8n 2 N; 8K 2 �h,

jUn+1
K j � jUn

K j+
�t

m(K)

X
e2@K

[(Un
K)

t:A+
e;K :U

n
K + (Un

Ke)
t:A�e;K :U

n
Ke]m(e)

+�
X
e2@K

(Un
K � Un

Ke)
t:(�A�e;K):(Un

K � Un
Ke)m(e) � 0:
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(02) 8n 2 N;
X
K2�h

jUn
K j2m(K) � jjU0jj2L2 :

(03) 8n 2 N;
X
K2�h

jUn+1
K � Un

K j2m(K) � K1(U0)�t
2:

(04)
X
n2N

X
e2Sh

(Un
K � Un

Ke)
t:jAe;K j:(Un

K � Un
Ke)m(e)�t � K2(U0)

�
.

O�u jAe;K j = A+
e;K � A�e;K, Sh l'ensemble des interfaces du maillage, et Ke le voisin de

la cellule K par l'interface e.

Convergence de la m�ethode

Si U0 2 [Hs(Rd)]q �a support compact avec s > 1+ d
2 , et si on a la condition CFL (*), alors :

Uh converge vers la solution U du probl�eme (3.15) dans L2([0;T ] �Rd), avec l'estimation

d'erreur suivante :

jjU � UhjjL2([0;T ]�Rd) � C(U0;T )(h+�t)
1

2 .
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Chapitre 4

Un sch�ema volumes �nis d�ecentr�e

en milieu h�et�erog�ene

L'essentiel de ce chapitre est tir�e du rapport INRIA (N o 3351)
r�ealis�e avec Loula F�ezoui 1 et Fr�ed�eric Poupaud 2

Ce travail a �egalement fait l'objet d'une communication au congr�es
d'Analyse Num�erique CANUM'97, (France) .

1. CERMICS-INRIA, 2004 Route des Lucioles, 06902 Sophia-Antipolis.

2. Universite de Nice, UMR CNRS 6621, 06108 Sophia-Antipolis
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4.1 Introduction

Nous pr�esentons ici, la m�ethode des volumes �nis d�ecrite dans le chapitre pr�ec�edent

appliqu�ee aux milieux h�et�erog�enes (les coeÆcients du syst�eme de Maxwell " et � sont

discontinus). Cela demande une nouvelle formulation du 
ux num�erique, qui tient compte

des conditions de saut �a travers les interfaces de mat�eriaux d'indices di��erents. Nous

pr�esentons �egalement une am�elioration signi�cative de cette m�ethode en abandonnant

l'interpolation lin�eaire dans le calcul des gradients (comme pr�esent�ee dans [41] et [25])

au pro�t d'une d�e�nition de gradients 'faibles' qui se calculent alors comme des 
ux. Ce

proc�ed�e a l'avantage de respecter la structure du maillage et de plus il est plus facile �a

impl�ementer et moins coûteux que les proc�ed�es plus classiques.

Polarisations TE et TM

L'�etude que nous pr�esentons a �et�e e�ectu�ee dans un cadre bidimensionnel. Nous re-

prenons ici le syst�eme d�ecrit dans le paragraphe pr�ec�edent (3.1.1), qui s'�ecrit en pr�esence

de charge et de courant :8>>>>>><>>>>>>:

@Bx

@t
+
@Ez
@y

= 0 ;

@By

@t
�@Ez

@x
= 0 ;

@Dz

@t
+
@Hx

@y
� @Hy

@x
= �jz :

(4.1)

Le cas TE s'�ecrit de fa�con analogue en consid�erant les champs B = t(O;O;Bz) et D =
t(Dx;Dy;0).

Lois constitutives

Les inductions et les champs sont reli�es par des lois constitutives qui s'�ecrivent pour

des milieux lin�eaires et isotropes : (
B = �H;

D = "E;
(4.2)

o�u la perm�eabilit�e magn�etique � et la permittivit�e �electrique " sont suppos�ees ici constantes

par morceaux.

Notons que les milieux h�et�erog�enes consid�er�es ici sont constitu�es de mat�eriaux homog�enes

(ie � et " sont constantes par morceaux) .
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4.2 Approximation num�erique

Nous rappellerons bri�evement la m�ethode des volumes �nis et insisterons sur le calcul

des gradients qui est l'ingr�edient nouveau que nous introduisons ici.

Consid�erons le syst�eme de Maxwell en mode TM par exemple dans un domaine 
 born�e

du plan. On discr�etise ce domaine par des triangles tels que : 
 =
SNT
i=1 Ti, o�u NT est le

nombre de triangles. On obtient une formulation faible en int�egrant le syst�eme (4.1) �ecrit

sous sa forme conservative Qt +
�!r:IF(Q) = �J (voir paragraphe 3.1.1) sur 
 avec les

fonctions caract�eristiques des triangles commes fonctions tests. Rappelons d'abord que IF

est une fonction lin�eaire de IR3 dans IR3 � IR3, et donc sa di��erentielle est �egale �a elle

même, c'est-�a-dire IF.

En supposant maintenant que la deriv�ee par rapport au temps du champ Q est constante

en espace sur chaque triangle, on obtient �nalement :

Aire(Ti)

�
@Q

@t

�
i
+

Z
@Ti

IF(Q):�i d� = �Ji; (4.3)

o�u �i est la normale unitaire ext�erieure �a @Ti et Ji est une projection du courant (connu)

sur le triangle Ti.

On distingue dans le terme int�egral de (4.3), les 
ux internes, 
ux s'�echangeant �a l'interface

entre Ti et un triangle (voisin par arête, �gure 4.1) et les termes de bords qui expriment

les conditions aux limites :

Aire(Ti)(Q)i +
3X

j=1

�ij + termes de bord = �Ji; (4.4)

o�u �ij est une approximation des 
ux internes.

4.2.1 Le sch�ema de Godunov d'ordre un

Les coeÆcients " et � sont suppos�es constants par triangle, mais pr�esentent des sauts

aux interfaces de deux milieux di��erents, et par cons�equent le choix du sch�ema num�erique

�a l'ordre un n'est plus r�eduit au sch�ema ICR (Issacson-Courant-Rees) (voir remarque

3.2.3). On rappelle bri�evement le sch�ema de Godunov adapt�e �a la r�esolution num�erique

d'un syst�eme �a coeÆcients non constants (voir [20] pour plus de d�etails).

On peut �ecrire le 
ux de Godunov sous la forme :

�ij = A(�ij)QG(Qi;Qj).
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Ti

T

T

T

1

2

3

ni1

ni2 ni3

Fig. 4.1 { les trois voisins par arête du triangle Ti

A(�)Q = IF(Q):�

A(�) est lin�eaire de IR3 dans IR3.

AQG(Qi;Qj) est la valeur du 
ux �a l'interface. Plus pr�ecis�ement si Q est la solution de :

@Q

@t
+

@

@r
(AQ) = 0;

avec la donn�ee initiale :

Q(r;0) =

(
Qi si r < rij ;

Qj si r > rij ;

o�u r joue le rôle de l'abcisse dans la direction de la normale �, et rij est l'abcisse du point

de contact entre les deux triangles Ti et Tj .

On pose alors : QG(Qi;Qj) = Q(r = rij;0
+).

Remarque

Q(r = rij;0
+) 6= Q(r = rij;0

�), mais par contre

AQ(r = rij;0
+) = AQ(r = rij;0

�).

Nous avons fait le choix du sch�ema de Godunov (bas�e sur la r�esolution exacte d'un

probl�eme de Riemann) pour satisfaire exactement les conditions d'interface (n ^ [E] = 0,

et n ^ [H] = J) ce qui n'est pas le cas d'un solveur de Riemann approch�e tel que le sch�ema

de Steger et Warming par exemple. On pourra se r�ef�erer �a ([46]) pour l'expression de la
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solution exacte du probl�eme de Riemann et pour des comparaisons entre ces deux solveurs.

Malgr�e la qualit�e des solutions obtenues par le sch�ema de Godunov, la pr�ecision spatiale

reste d'ordre un; pour am�eliorer cette pr�ecision nous modi�ons le calcul des valeurs aux

interfaces entre les triangles comme expliqu�e ci-apr�es.

4.2.2 Les sch�emas d'ordre sup�erieur

Supposons d�e�nis les gradients
�!rQTi , la proc�edure pour �etendre �a un ordre sup�erieur

(deux ou trois) le sch�ema d�ecrit ci-dessus, est obtenue par la formule (3.6).

Calcul des gradients

La proc�edure pour d�e�nir le gradient approch�e d'une fonction �a partir d'une repr�esentation

constante par morceaux n'est certes pas unique. Nous avons compar�e dans ([25]) deux

m�ethodes utilisant toutes deux une interpolation lin�eaire et nous avons conclu qu'aucune

d'elles n'�etait r�eellement adapt�ee au cas des milieux h�et�erog�enes sans parler de leur coût

relativement �elev�e pour des simulations tridimensionnelles.

Nous proposons ici une proc�edure simple bas�e sur le même principe que le calcul des 
ux.

Nous d�e�nissons un gradient moyen (ou faible) comme suit :

Aire(Ti)
�!rQTi '

Z
@Ti

�!rQ =
3X

j=1

Z
@Ti\@Tj

Qnij =
3X

j=1

Bij�ij; (4.5)

o�u Bij est une valeur approch�ee de Q �a l'interface entre Ti et Tj . Si nous prenons

Bij =
Qi +Qj

2
on obtient :

2Aire(Ti)
�!rQTi =

3P
j=1

Qi�ij +
3P

j=1
Qj�ij =

3P
j=1

Qj�ij,

car la somme des normales �ij (non unitaires!) est nulle.

On notera par la suite cette d�e�nition des gradients par (GVF).

Condition aux limites

Pour calculer le 
ux sur la fronti�ere m�etallique �, nous avons utilis�e la même technique

qu'au paragraphe (3.2.4) en r�esolvant un demi probl�eme de Riemann avec une condition



76
CHAPITRE 4. UN SCH�EMA VOLUMES FINIS D�ECENTR�E EN MILIEU

H�ET�EROG�ENE

initiale et une condition aux limites, et le probl�eme est ainsi bien pos�e. Soit Qb la valeur

de Q dans un triangle Tb du bord. On r�esout :8>>>>><>>>>>:
Qt +

@

@r
A(n)Q = 0 ; r > 0 ;

Q(r;t = 0) = Qb ; r > 0 ;

Q3(r;t) = �1
"E

inc
3 ; r = 0 ;

(4.6)

on pose alors : QG
� = Q(r = 0;t > 0).

Le 
ux �b sur le bord est d�e�ni alors comme dans (4.2.1) par : �b = A(n)QG
� .

Einc
3 repr�esente le champ incident, et n la normale unitaire au bord. (Pour plus de d�etails

voir [25]).

4.3 Deux m�ethodes de calcul du gradient

Nous reprenons ici la m�ethode propos�ee par J. Durlofsky, S. Osher et B. Engquist [41]

pour calculer un gradient approch�e sur un triangle (la m�ethode est d�ecrite au paragraphe

3.2.3.2), nous avons not�e cette d�e�nition (GB). Nous proposons dans ce paragraphe de

comparer les deux m�ethodes de calcul du gradient approch�e (GVF) et (GB). Nous les

avons compar�ees �a travers deux cas tests, le premier consiste �a calculer le gradient d'une

fonction r�eguli�ere sinuso��dale, et le deuxi�eme cas consiste �a calculer le gradient d'une

fonction discontinue.

Consid�erons la fonction r�eguli�ere u1, et la fonction discontinue u2 donn�ees par :

u1(x;y) = cos(! � x) � sin(y) (4.7)

u2(x;y) =

8<: �
p
2
a � sin(�

b
� y) � sin(! � x) si x < 0;

p
2
a � sin(�

b
� y) � sin(! � x) si x > 0;

(4.8)

a et b �etant deux r�eels strictement positifs (a = 1;b = 2), ! = 2�f avec f = 0:1.

Les �gures (4.2) et (4.3) repr�esentent la d�eriv�ee en x des deux fonctions cit�ees

ci-dessus calcul�ee avec les deux m�ethodes. Compar�ees au calcul exact, on constate que

les deux m�ethodes de calcul donnent des r�esultats similaires que ce soit pour calculer des

gradients de fonctions continues ou discontinues (�gures 4.2 et 4.3). ces comparaisons sont

e�ectu�ees sur un maillage structur�e.

Nous avons ensuite compar�e les deux gradients �a travers le cas test discontinu pr�ec�edent

(avec f = 0:6) sur un maillage non structur�e (�gure 4.4). Les r�esultats restent comparables

(�gure 4.5).
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Fig. 4.2 { Gradients approch�es et exact d'une fonction r�eguli�ere
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Fig. 4.3 { Gradients approch�es et exact d'une fonction discontinue
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Computational Grid and Valeur01                                                 

Fig. 4.4 { maillage non structur�e
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Fig. 4.5 { Gradients approch�es et exact d'une fonction discontinue
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Coût CPU

Nous avons �egalement compar�e le temps de calcul des deux gradients pour une it�eration

et on peut constater d'apr�es le tableau (4.1) que le gradient (GVF) est six fois moins

coûteux que le gradient (GB). On peut donc d�eduire que l'avantage de la m�ethode (GVF)

par rapport �a la m�ethode (GB) est qu'elle est facile �a impl�ementer, et d'un coût relative-

ment faible. Elle est �egalement deux fois moins coûteuse que la m�ethode (GN) qu'on a vu

dans le chapitre pr�ec�edent.

type de gradient GB GVF

temps (s) 6.10�2 1.10�2

Tab. 4.1 { Temps CPU pour les deux types de gradients.
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4.4 R�esultats num�eriques

A�n de v�eri�er la qualit�e de notre m�ethode d'approximation, nous avons e�ectu�e une

s�erie de cas tests num�eriques. Nous pr�esentons ici la simulation num�erique de la propaga-

tion d'un pulse �a l'int�erieur d'une cavit�e carr�ee compos�ee du vide et du verre, la di�raction

d'une onde plane sur un mat�eriau revêtu d'une couche de di�electrique, et en�n la simula-

tion d'un champ �electromagn�etique g�en�er�e par un courant source surfacique. Les maillages

ulilis�es dans tous les cas tests (sauf mention contraire) correpondent �a environ 15 points

par longueur d'onde.

4.4.1 Simulation d'un pulse

On simule ici l'�evolution d'une pulsation en mode TM, dans une cavit�e carr�ee semi

ouverte de longueur d= 6m. �a droite de x = 0 le vide et �a gauche du verre (mat�eriau

d'indice " = 4"0;et � = �0 o�u "0 et �0 sont les indices du vide) (�gure 4.6). On envoie une

onde de type pulse dans la partie vide, de longueur d'onde � = 3m donn�ee par :8>>>><>>>>:
Ez(x;y) = �0 +

n=3X
n=1

�ncos(2n!(cos�(x� y0
4
) + sin�(y � y0

4
))�[y0��

4
;y0+

�
4
];

Hy(x;y) = Ez;

Hx(x;y) = sin�Ez:

(4.9)

Avec �0 = 0:43750, �1 = �0:53125, �2 = 0:06250, et �3 = 0:03125; �[a;b] est la fonction

caract�eristique de [a;b] et � l'angle d'incidence. L'onde venant frapper sur le verre se

d�ecompose en une partie transmise et une partie r�e
�echie (�gures 4.7 et 4.8). La solution

calcul�ee num�eriquement apr�es un temps t = 6:66ns approche bien la solution exacte (�gure

4.8).
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Fig. 4.6 { boite m�etallique

                                                                                

Fig. 4.7 { simulation du champ �electrique d'un pulse
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Fig. 4.8 { coupe en y du champ �electrique apr�es un temps t = 6:66ns

4.4.2 La di�raction d'onde sur un mat�eriau revêtu

Nous rappelons que le but de ce travail est la recherche d'une m�ethode pour r�esoudre

essentiellement des probl�emes dans des milieux h�et�erog�enes. Nous pr�esentons ici un cas test

o�u "l'h�et�erog�en�eit�e" du milieu varie suivant les directions. Nous avons �etudi�e la di�raction

d'une onde plane sur un disque de rayon R = 0:459m, revêtu d'une couche de di�electrique

d'�epaisseur e = 0:1m. Cette couche inclut une r�epartition p�eriodique de disques m�etalliques

totalement r�e
�echissants, avec une p�eriodicit�e de 0:1m, le rayon de ces disques est �egal �a

0:025m. Nous avons utilis�e un maillage correspondant �a environ 14 points par longueur

d'onde (�gure 4.9), et nous avons e�ectu�e ce cas test dans les deux cas de polarisation

(magn�etique et �electrique).

4.4.2.1 Cas des ondes transverses magn�etiques

La �gure (4.10) repr�esente le champ di�ract�e Ez, on note la faible in
uence des disques

r�e
�echissants sur l'onde di�ract�ee. Nous avons compar�e cette solution �a celle obtenue par

une m�ethode d'�el�ements �nis par Anabelle Zebic [87], o�u le maillage utilis�e correspond �a

environ 20 points par longeur d'onde. les deux solutions sont qualitativement comparables.
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Fig. 4.9 { un zoom du maillage du disque revêtu

                                                                                
Valeur03                         From   -1.001 To     .890  In  50 steps.       

Fig. 4.10 { champ �electrique di�ract�e
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4.4.2.2 Cas des ondes transverses �electriques

Nous avons e�ectu�e la même exp�erience qu'au paragraphe (4.4.2.1) avec cette fois-ci

une polarisation �electrique. La �gure (4.11) repr�esente le champ di�ract�e Hz. Contraire-

ment au cas pr�ec�edent (polarisation magn�etique), ici l'in
uence des disques est importante

et ceci est dû aux conditions sur le bord.

                                                                                
Valeur03                         From    -.738 To     .793  In  50 steps.       

Fig. 4.11 { champ magn�etique di�ract�e

4.4.3 Le courant source surfacique

Dans un mileu lin�eaire, nous avons la relation suivante :

@D

@t
� rot(H) = �J: (4.10)

Nous consid�erons maintenant un courant Js traversant la section s d�etermin�ee par (x = 0)

d'un guide d'onde (�gure 4.12).

Js(y) =
p
2sin(

�y

d
)cos(!t)Æx; (4.11)
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o�u Æ est la masse de Dirac.

L'onde se propageant �a l'int�erieur du guide d'onde en mode TM est donn�ee par :

Ez
+ = �

p
2Z0
2

sin(
�y

d
)cos(!t� �x)

Hy
+ = �

p
2

2
sin(

�y

d
)cos(!t� �x)

Hx
+ = �

p
2

2

Z0
�

fc
f
cos(

�y

d
)sin(!t� �x)

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
x > 0 (4.12)

Ez
+ = �

p
2Z0
2

sin(
�y

d
)cos(!t+ �x)

Hy
+ =

p
2

2
sin(

�y

d
)cos(!t+ �x)

Hx
+ = �

p
2

2

Z0
�

fc
f
cos(

�y

d
)sin(!t+ �x)

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
x < 0 (4.13)

Param�etres du guide d'onde

fr�equence (cuto�) fc =
1

2d
p
"�

constante de propagation � = k
q
1� (fcf )

2; f > fc

imp�edance Z0 =
!�
�

Pour plus de d�etails voir dans [74] page 97.
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d

métal

0

j

Fig. 4.12 { Courant surfacique dans un guide d'onde rectangulaire

Nous avons consid�er�e une fr�equence f = 0:3 GHZ, et d = 1 m.

La �gure (4.13) repr�esente le champ �electrique et le champ magn�etique. On note bien la

discontinuit�e du champ magn�etique en x = 0. Les coupes en y = d
2 des deux champs

(�gures 4.14 et 4.15), compar�ees aux solutions exactes montrent la bonne qualit�e des

solutions approch�ees.                                                                                                                                                                

Fig. 4.13 { champ �electrique �a gauche et champ magn�etique �a droite
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Fig. 4.14 { coupe en y du champ �electrique
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Fig. 4.15 { coupe en y du champ magn�etique
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4.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre, une m�ethode num�erique visant �a traiter des

probl�emes d'�electromagn�etisme dans des domaines h�et�erog�enes. Le choix des volumes de

contrôle qui sont les �el�ements de la discr�etisation, et la m�ethode de calcul des gradients

volumes �nis, semblent bien adapt�es �a notre r�esolution. En e�et, ces volumes de contrôle

permettent de bien d�e�nir l'interface entre deux mat�eriaux d'indices di��erents, et le cal-

cul du gradient volumes �nis (GVF) fait intervenir peu de points autour de la cellule

consid�er�ee, et les compraisons avec une autre m�ethode de calcul propos�ee par L.J. Dur-

lofsky, S. Osher, et B. Engquist et not�ee ici par (GB), ont montr�e que la m�ethode (GVF)

est aussi performante et a l'avantage d'être moins coûteuse.

L'utilisation d'un solveur de Riemann exact nous a permis de prendre en compte les

conditions de saut. Les di��erentes exp�eriences num�eriques (courant surfacique, di�raction

d'onde sur un mat�eriau revêtu...etc) ont montr�e le bon comportement de la m�ethode, et

aucune oscillation n'apparait �a la surface des discontinuit�es.
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4.6 Annexe 2

Annexe 4.6.1 : Forme conservative des �equations de Maxwell en polarisation

transverse �electrique TEz.

La formulation conservative bidimensionnelle en champ total et associ�ee aux ondes trans-

verses �electriques s'�ecrit :

Qt + F(Q)x + G(Q)y = 0 ;

et les composantes non nulles du champ �electromagn�etique sont :

Q = t(�Dx ; �Dy ; Bz) .

On obtient alors :

F(Q) =

8><>:
0

�Q3=�

�Q2="

9>=>; ; G(Q) =

8><>:
Q3=�

0

Q1="

9>=>; :

On peut remarquer que les 
ux F et G redonnent exactement ceux du cas TM en inter-

changeant seulement " et � dans les �equations.

Annexe 4.6.2 : Flux num�eriques d�ecentr�es d'ordre un pour le syst�eme de Max-

well.

Soient IF =t (F(Q) ; G(Q)) et A d�e�nis respectivement par (3.1) et (3.2). On pose alors

F(Q;�) = �:IF(Q) :

En milieu homog�ene, les 
ux �echang�es d'une cellule Tj vers une cellule adjacente Ti
s'�ecrivent alors pour le syst�eme de Maxwell bidimensionnel :

�ij = � (Qi;Qj ;�) ;

=
F(Qi;�) +F(Qj;�)

2
� j A(�) j

2
(Qj �Qi) ;

o�u � = t(�1;�2) est la normale �a l'interface @Ti \ @Tj orient�ee de Ti vers Tj .

En posant maintenant �1 =
�1

jj � jj ; �2 =
�2

jj � jj , on obtient :
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j A j= c jj � jj

0BBBBB@
(�2)

2 ��1 �2 0

��1 �2 (�1)
2 0

0 0 1

1CCCCCA ; et F =jj � jj

0BBBBB@
(�2Q3)="

�(�1Q3)="

�(�1Q2 � �2Q1)=�

1CCCCCA :

Annexe 4.6.3 : Matrices de passage pour la diagonalisation du syst�eme de

Maxwell bidimensionnel.

La matrice A d�e�nie par (3.2) est diagonalisable dans IR et la matrice de ses valeurs

propres associ�ees s'�ecrit :

� = c jj � jj

0B@ 1 0 0

0 �1 0

0 0 0

1CA :

La matrice A peut donc se mettre sous la forme A = T�T�1 avec :

T =

0BBB@
�2 ��2 �1

��1 �1 �2

Z Z 0

1CCCA ; T�1 =
1

2

0BBB@
�2 ��1 1=Z

��2 �1 1=Z

2�1 2�2 0

1CCCA ;

o�u Z = �c est l'imp�edance du milieu de propagation et � le vecteur d�e�ni dans l'annexe

4.6.2.
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Chapitre 5

La m�ethode Galerkin Discontinue

Ce chapitre a fait l'objet d'un rapport INRIA (N o 3501) r�ealis�e
avec Loula F�ezoui 1

Les travaux pr�esent�es dans ce chapitre ont �egalement fait l'objet de
deux communications, une �a la 20i�eme rencontre annuelle de la soci�et�e
de math�ematiques appliqu�ees et industrielles ( Canada, 1999), et l'autre
au \The 15th Annual Review of progress in Applied Computational
Electromagnetics (USA, 1999)" .

1. CERMICS-INRIA, 2004 Route des Lucioles, 06902 Sophia-Antipolis, France.
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5.1 Introduction

Parmi les m�ethodes num�eriques d'ordre �elev�e d�evelopp�ees pour la r�esolution des syst�emes

hyperboliques avec des g�eom�etries complexes qui n�ecessitent des maillages non structur�es,

nous citons ici les m�ethodes d'�el�ements �nis et en particulier la m�ethode Galerkin Discon-

tinu [32]. Nous pr�esentons dans ce chapitre une adaptation de cette derni�ere au syst�eme

de Maxwell en milieu h�et�erog�ene, cette m�ethode a �et�e construite pour la r�esolution des

probl�emes conservatifs et hyperboliques de la forme :

d

dt
U + divIF(U) = 0 sur
� [0;T ]; (5.1)

o�u 
 est un ouvert de IRd.

Cette m�ethode a �et�e introduite par Reed et Hill en 1973 [68] pour la r�esolution de l'�equation

de transport de neutrons. Une analyse math�ematique a �et�e men�ee par LeSaint et Raviart

[58], Johnson et Pitkar�anta [56], Richter [73], et Peterson [66], et ceci dans le cas des

�equations scalaires hyperboliques et lin�eaires.

B.Cockburn et S.W.Shu ont d�evelopp�e et �etendu cette m�ethode aux autres formes d'�equations

et syst�emes non lin�eaires (advection, dynamique des gaz...etc) [26]{[32].

L'id�ee de base est de choisir un espace d'�el�ements �nis discontinus V k
h o�u les solutions

approch�ees sont des polynômes de degr�e k sur chaque volume Ti tel que 
 =
i=MS
i=1

Ti. La

solution approch�ee est calcul�ee �a partir d'une formulation faible du probl�eme �a r�esoudre.

Pour se faire, on multiplie l'�equation (ou le syst�eme) par une fonction test v(x) 2 V k
h ,

et on int�egre sur chaque volume Ti. Dans le cas monodimensionnel (d = 1), o�u Ti est

un segment, on choisit comme fonctions tests, les �el�ements d'une base locale (sur chaque

segment), et a�n d'obtenir une matrice de masse diagonale, on peut choisir comme base

les polynômes de Legendre. A partir du nombre de degr�es de libert�e �x�e, on choisit une

formule de quadrature appropri�ee pour calculer les int�egrales. Le passage au cas multidi-

mensionnel n'est pas trivial, notamment pour le choix des fonctions de base et des formules

de quadrature. Si on prend l'exemple du cas bidimentionnel, il est plus ais�e de trouver des

formules de quadrature sur des triangles que sur n'importe quel autre polygone. Ainsi,

le choix du volume d'int�egration n'est pas arbitraire. Quant �a l'int�egration en temps, on

utilise un sch�ema de Runge-Kutta d'ordre (k+1), la m�ethode est ainsi d'ordre (k+1) (pour

les d�emonstrations voir [18], et [33]).

La m�ethode pr�esente des propri�et�es, notamment de parall�elisation �etudi�ee par plusieurs

auteurs dont Biswas, Devine, et Flaherty [9], qui en ont par ailleurs construit des versions

h- et p-adaptatives. La m�ethode a �et�e �etendue aux �equations de Navier-Stokes compres-

sibles par Bassi et Rebay [3], et aux �equations de Convection-Di�usion par B.Cockburn

et S.W.Shu [31].
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Le choix de l'espace de discr�etisation repose sur celui des fonctions de base locale. Cette

m�ethode est bien adapt�ee pour notre probl�eme o�u le milieu peut être h�et�erog�ene, cepen-

dant une restriction du CFL due �a la m�ethode utilis�ee se traduit par un coût en CPU

relativement �elev�e. On verra par la suite une comparaison de cette m�ethode avec une

m�ethode de volumes �nis du point de vue qualitatif et coût.

Ce chapitre est organis�e comme suit : la premi�ere partie consiste �a pr�esenter le probl�eme

�a r�esoudre. Nous pr�esentons ensuite dans la deuxi�eme partie les d�etails de la m�ethode

num�erique utilis�ee comprenant les fonctions de base choisies, les formules de quadrature,

et la discr�etisation en temps. Dans la troisi�eme partie, des r�esultats num�eriques seront

pr�esent�es aussi bien dans le cas homog�ene que dans le cas h�et�erog�ene, et dans la qua-

tri�eme et derni�ere partie, nous ferons une �etude comparative de cette m�ethode avec une

m�ethode de volumes �nis.

5.2 Le probl�eme �a �etudier

Nous avons choisi d'�etudier le cas bidimensionnel avec une polarisation transverse

magn�etique o�u les �equations s'�ecrivent comme suit :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@Bx

@t
+
@Ez

@y
= 0;

@By

@t
�@Ez

@x
= 0;

@Dz

@t
+
@Hx

@y
� @Hy

@x
= �jz:

(5.2)

Nous nous pla�cons dans le cas particulier o�u le domaine de propagation des ondes est

isotrope et lin�eaire.

Caract�eristiques math�ematiques des �equations de Maxwell

Nous rappelons que le syst�eme (5.2) peut se mettre sous la forme conservative :

Qt +
�!r:IF(Q) = �J; (5.3)

o�u Q =t (Bx;By;Dz), et IF = (F (Q);G(Q)) (voir paragraphe 3.1.1). Le syst�eme (5.2) est

conservatif et hyperbolique.



94 CHAPITRE 5. LA M�ETHODE GALERKIN DISCONTINUE

5.3 Approximation num�erique

Nous consid�erons une discr�etisation de type �el�ements �nis du domaine de calcul 
 =
i=MS
i=1

Ti, o�u Ti est un triangle.

Nous d�ecrivons ci-dessous les approximations spatiales et temporelles, et rappelons les

r�esultats de stabilit�e.

5.3.1 Discr�etisation en espace

Soit V= L2(
 � [0;1)) l'espace des solutions du probl�eme (5.2), et soit l'espace ap-

proch�e V k
h � V , d�e�ni par

V k
h =

n
v 2 V=vjTi 2 P k;i = 1;:::M

o
;

o�u P k est l'espace des polynômes de degr�e k (k= 1;2). Par cons�equent les solutions v sont

discontinues d'un triangle �a un autre. Dans toute la suite on �xera k= 1. A�n de construire

une solution Qh 2 V1
h, on multiplie le syst�eme (5.3) par une fonction test v(X) 2 V k

h , et

on int�egre sur chaque triangle Ti. Le syst�eme obtenu s'�ecrit pour Qh = QjTi :
d

dt

Z
Ti
Qh(X;t)v(X)dTi +

Z
Ti
IF(Qh(X;t))v(X)dTi = �

Z
Ti
Jv(X)dTi;

et apr�es int�egration par parties, on obtient :

d

dt

Z
Ti

Qh(X;t)v(X)dTi +
X

j2N(i)

Z
@T i\@Tj

IF(Qh(X;t)):nijv(X)d�

�
Z
Ti

IF(Qh(X;t))rv(X)dTi = �
Z
Ti

Jv(X)dTi:

(5.4)

N(i) est l'indice des voisins du triangle Ti, nij est la normale ext�erieure unitaire dirig�ee de

Ti vers Tj .

5.3.1.1 Les fonctions de base

On construit une base P 1 locale sur chaque triangle comme suit :

Soit un triangle Ti de sommets a1, a2 et a3. On note m1, m2, et m3 les points milieux des

arêtes (�gure 5.1), K le triangle de sommets m1, m2, et m3 de mesure jKj, et on note :

m1 =

8>>>: m11

m21

9>>>; ; m2 =

8>>>: m12

m22

9>>>; ; et m3 =

8>>>: m13

m23

9>>>; :
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a2 a3

a1

m3 m2

m1

K

Fig. 5.1 { les degr�es de libert�e P 1.

Soient 'i (i=1,..3) les fonctions de base (lin�eaires), telle que 'i(mj) = Æij , o�u

Æij =

(
1 si i = j;

0 si i 6= j:

Alors les fonctions ('i)i sont donn�ees par :8>><>>:
'1 =

1
2jKj f(m22 �m23)x+ (m13 �m12)y +m12m23 �m22m13g ;

'2 =
1

2jKj f(m23 �m21)x+ (m11 �m13)y +m13m21 �m23m11g ;
'3 =

1
2jKj f(m21 �m22)x+ (m12 �m11)y +m11m22 �m21m12g :

Une fonction Qh de V k
h peut s'�ecrire pour X = (x;y) 2 Ti, en fonction des �el�ements de la

base locale ('i)i :

Qh(x;y;t) =
i=3X
i=1

Qh(mi;t)'i(x;y);

o�u Qh(mi;t) repr�esentent les degr�es de libert�e de la solution approch�ee.

Choix des fonctions tests :

On choisit dans l'�equation (5.4) comme fonction test v(X) = 'l(X);l = 1;::3. On

obtient ainsi trois �equations �a r�esoudre pour chaque champQh, et nous approchons chaque

int�egrale par des formules de quadrature de Gauss.

5.3.1.2 Calcul des int�egrales

Nous allons approcher les di��erentes int�egrales de la formulation faible (5.4). On note

deux types d'int�egrales :
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Les int�egrales sur le triangle

d

dt

Z
Ti

Qh(X;t)'l(X)dTi;Z
Ti

IF(Qh(X;t))'l(X)dTi;

et

L'int�egrale sur le bord

Z
@T i\@Tj

IF(Qh(X;t)):nij'l(X)d�:

Pour approcher
d

dt

Z
Ti
Qh(X;t)'l(X)dTi;

on �ecrit d'abord Qh en fonction des �el�ements de la base, et on applique la formule de

quadrature de Gauss �a trois points donn�ee par :Z
Ti

F (x;y)dTi ' jTij
3

j=3X
j=1

F (mj); (5.5)

qui est exacte pour les polynômes de degr�e 2. On obtient ainsi :

d

dt

Z
Ti

Qh(X;t)'l(X)dTi ' d

dt
A

8>>>>>>>>:
Qh(m1;t)

Qh(m2;t)

Qh(m3;t)

9>>>>>>>>; ;

o�u

A =
jTij
3

8>>>>>>>>:
1 0 0

0 1 0

0 0 1

9>>>>>>>>; ;

et pour Z
Ti

IF(Qh(X;t))'l(X)dTi;

on utilise la formule de quadrature (5.5).

Quant �a l'int�egrale de bord :Z
@T i\@Tj

IF(Qh(X;t)):nij'l(X)d�;
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l'approximation se fait en deux �etapes; dans un premier temps, on approche

IF(Qh(X;t)):nij par un 
ux �echang�e entre Ti et Tj. Ce 
ux peut être calcul�e de di��erentes

fa�cons. A�n de pr�eserver la continuit�e de la composante tangentielle du champ �electrique

donn�ee par n^ [E] = 0, et la condition de transmission donn�ee par n^ [H] = J, nous avons

choisi d'utiliser un sch�ema de Godunov. Ce sch�ema est bas�e sur la r�esolution locale d'un

probl�eme de Riemann. Le 
ux est donn�e par :

�ij = AWij;

o�u Wij est un vecteur constant le long de l'interface @Ti \ @Tj . On a alors :

�ij(Qi;Qj;t) ' IF(Qh;t):nij ;

o�u Qi et Qj sont les solutions approch�ees de part et d'autre de l'interface. Dans le cas o�u

l'interface co��ncide avec le bord du domaine, Qj sera donn�ee par la condition aux limites

(Qj = Qb
h).

Nous distinguons ici deux types de conditions aux limites comme au chapitre (3) para-

graphe (3.2.4); une condition m�etallique et une condition absorbante.

Ensuite, nous appliquons une formule de quadrature de Gauss pour approcher :Z
@T i\@Tj

�ij(Qi;Qj ;t):nij'ld� l = 1;::3:

On se ram�ene d'abord �a une int�egrale sur [-1,1] par le changement de variable suivant :

� : [ra;rb] 7�! [�1;1]
r �! � = 2r�ra�rb

rb�ra

o�u [ra;rb] est un segment quelconque.

la formule de quadrature sur [�1;1] est donn�ee par :Z 1

�1
f(x)dx = f(

�1p
3
) + f(

1p
3
);

qui est exacte pour les polynômes de degr�e trois.

Remarque

La base locale �etant orthogonale, la matrice de masse est par cons�equent diagonale.

Apr�es l'approximation en espace et l'inversion de la matrice de masse, on obtient une

E.D.O de la forme :
d

dt
Qh = Lh(Qh);

o�u Lh est l'op�erateur approch�e de
�!r :IF.
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5.3.2 Approximation en temps

Pour une discr�etisation en temps �a l'ordre 2, on utilise un sch�ema de Runge-Kutta �a

deux pas : 8><>:
Q0

h = Qn ;

Ql
h =

Pl�1
e=0 �leQ

e
h + �le�tLh(Q

e
h;Q

b
h(t+ de�t)) l = 1;2;::p ;

Qn+1
h = Qp

h ;

o�u Qb
h est la condition aux limites donn�ee par le probl�eme �a r�esoudre (ici p = 2).

Les param�etres du sch�ema sont donn�es dans le tableau suivant :

�10 = 1 �20 =
1
2

�21 =
1
2

�10 = 1 �20 = 0 �21 =
1
2

d0 = 0 d1 = 1

Tab. 5.1 { param�etres du sch�ema en temps

5.3.3 Stabilit�e du sch�ema

Apr�es les discr�etisations spatiale et temporelle d�ecrites pr�ec�edemment, on obtient une

solution approch�ee Qh 2 V k
h . Elle approche la solution Q du probl�eme (5.2) �a l'ordre deux

(pour la preuve, voir [18] et [33]. La stabilit�e impose un c
� 1
3 (voir [18], [33]). Cette

condition est assez restrictive compar�ee aux autres m�ethodes, par exemple la m�ethode des

di��erences �nies (sch�ema de Yee) qui est d'ordre deux pour un c
�
p
2
2 , et des volumes �nis

centr�es-�el�ements, qui est d'ordre deux pour un c
� 1: (condition obtenue num�eriquement,

voir [25]). Cette condition de stabilit�e pour la m�ethode Galerkin Discontinu se traduit par

un surcoût en temps de calcul relativement important.

5.4 Exp�eriences num�eriques

Nous pr�esentons ici quelques exp�eriences num�eriques a�n de tester la qualit�e de la

m�ethode Galerkin discontinu pour la r�esolution d'un syst�eme hyperbolique lin�eaire �a co-

eÆcients non constants (le syst�eme de Maxwell).

5.4.1 Propagation d'ondes dans un milieu homog�ene

Dans un premier temps, nous allons e�ectuer quelques cas tests dans un milieu ho-

mog�ene, o�u les indices du mileu " et � sont des constantes sur tout le domaine. Nous
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consid�erons ici le cas du vide (" = "0, et � = �0). Nous pr�esentons trois cas tests, le pre-

mier consiste �a calculer le premier mode de r�esonance dans une cavit�e m�etallique carr�ee, le

deuxi�eme consiste �a calculer le champ �electromagn�etique g�en�er�e par un courant lin�eique,

et le troisi�eme cas simule la di�raction d'une onde plane sur un disque.

5.4.1.1 Simulation du mode de r�esonance(1,1)

On dispose d'une cavit�e m�etallique carr�ee de côt�e a = 1m, nous avons initialis�e le

champ �electromagn�etique par la solution analytique �a t = 0, donn�ee par l'expression

suivante : 8><>:
Hx = 0;

Hy = 0;

Ez = sin�x� sin�y;

(5.6)

! = 2�f, avec f= 0:2121GHZ.

La solution exacte est donn�ee par :8><>:
Hx = ��

! � sin�x� cos�y � sin!t;

Hy =
�
! � cos�x� sin�y � sin!t;

Ez = sin�x� sin�y � cos!t:

(5.7)

Nous comparons les solutions obtenues num�eriquement aux solutions exactes. Les �gures

(5.2) et (5.3) repr�esentent respectivement l'�evolution en temps et en espace du champ

�electrique. Comme ces �gures le montrent, la solution approch�ee est de bonne qualit�e. Nous

avons par ailleurs calcul�e la di�usion num�erique, et nous avons constat�e une di�usion de

l'ordre de 10�3 sur la premi�ere p�eriode, et de l'ordre de 10�2 apr�es une dizaine de p�eriodes
(on entend ici par di�usion, la diminution de l'amplitude due �a la di�usion de la m�ethode).

Le maillage utilis�e correspond �a 10 points par longueur d'onde.
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Fig. 5.2 { �evolution en temps du champ �electrique

5.4.1.2 Courant surfacique

On reprend ici le cas test du paragraphe (4.4.3), qui consiste �a calculer le champ

�electromagn�etique g�en�er�e par un courant lin�eique. La �gure (5.4) repr�esente les isovaleurs

du champ �electrique, et la �gure (5.5) celles du champ magn�etique. La continuit�e du champ

�electrique et la discontinuit�e du champ magn�etique sont bien prises en compte comme le

montre la coupe en y=
d

2
(d �etant la hauteur du guide d'onde) de la solution approch�ee

(�gures 6.9 et 6.10). L'�evolution en temps est donn�ee par la �gure (5.8).

(Pour l'expression explicite de la solution exacte voir [74]).
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Fig. 5.3 { coupe en y= 0:5 du champ �electrique

5.4.1.3 Di�raction d'une onde plane sur un disque

On dispose d'un disque de rayon R = 2:5m, sur lequel on envoie une onde plane

monochromatique de longueur d'onde � = 3m. Le maillage utilis�e correspond �a environ

14 points par longueur d'onde. Les �gures (5.9), (5.10), et (5.11) repr�esentent les champs

di�ract�es. Ensuite, on envoie sur ce disque une onde de support [R;R + R � �] (pulse),
avec � = 3m. La �gure (5.12) repr�esente le champ �electrique total. Ces �gures montrent

un bon comportement qualitatif de la m�ethode.
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Fig. 5.4 { Champ �electrique Ez
                                                                                

Fig. 5.5 { Champ magn�etique Hy
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Fig. 5.6 { Coupe en y=d
2
du champ �electrique Ez
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Fig. 5.7 { Coupe en y=d
2
du champ magn�etique Hy
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Fig. 5.8 { �Evolution en temps du champ �electrique Ez

Conclusion

Dans le paragraphe (5.4.1), nous avons vu des cas tests dans le cas homog�ene, (o�u

parfois les solutions exactes sont connues; paragraphe (6.3.1), et (4.4.3)). Les r�esultats

ainsi obtenus montrent la bonne qualit�e de la m�ethode num�erique. Les solutions sont bien

approch�ees, et nous pouvons remarquer qu'aucune oscillation n'est apparue dans le cas de

pr�esence de courant, o�u le champ magn�etique est discontinu.

5.4.2 Propagation d'ondes dans un milieu h�et�erog�ene

Nous consid�erons maintenant des milieux h�et�erog�enes. Nous avons e�ectu�e quelques

cas tests avec des mat�eriaux di�electriques (� constant dans tout le domaine, et " variable).

5.4.2.1 Simulation d'une pulsation

Ce cas test consiste �a envoyer une onde �a support compact C0 dans une boite m�etallique

semi ouverte, pour les d�etails de l'exp�erience voir paragraphe (4.4.1). Nous avons utilis�e

un maillage qui correspond �a environ 10 points par longueur d'onde dans le mat�eriau.

Apr�es un temps de calcul T=7 ns, la solution est compar�ee �a la solution exacte, et on

peut remarquer sur la �gure (5.13), que la solution num�erique (ici le champ �electrique)

approche bien la solution exacte.
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Fig. 5.9 { champ �electrique di�ract�e Ez                                                                                

Fig. 5.10 { champ magn�etique di�ract�e Hx
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Fig. 5.11 { champ magn�etique di�ract�e Hy                                                                                

Fig. 5.12 { champ �electrique total Ez
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5.4.2.2 Di�raction d'une onde plane sur un mat�eriau revêtu

Ici, nous traitons un cas plus complexe, qui est de calculer le champ �electrique di�ract�e

par un mat�eriau couvert d'une couche de di�electrique (une couche de r�esine), voir para-

graphe (4.4.2). La �gure (5.14) repr�esente le champ �electrique apr�es une p�eriode de calcul.

La solution est similaire �a celle obtenue par la m�ethode GMRES (Generalized Minimal

Residual method) par Anabelle Z�ebic ([87]), o�u le maillage utilis�e correspond �a 20 points

par longueur d'onde.
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Fig. 5.13 { Coupe en y du champ �electrique
                                                                                

Fig. 5.14 { champ �electrique di�ract�e Ez
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Conclusion :

Nous pouvons constater que les r�esultats num�eriques obtenus avec la m�ethode Galer-

kin Discontinu sont de bonne qualit�e, aussi bien dans le cas des mat�eriaux homog�enes,

que dans le cas des mat�eriaux h�et�erog�enes. Les conditions de transmission sont prises en

compte grâce �a un solveur de Riemann exact. On peut d�eduire �a travers ces exp�eriences

num�eriques, la robustesse et la bonne pr�ecision de la m�ethode.

5.5 Comparaison de la m�ethode Galerkin Discon-

tinu avec une m�ethode volumes �nis

Cette section est consacr�ee �a une comparaison qualitative et quantitative entre la

m�ethode Galerkin Discontinu d�ecrite pr�ec�edemment et la m�ethode des volumes �nis d�ecrite

dans les chapitres pr�ec�edents.

Remarque

les param�etres de Runge-Kutta que nous avons utilis�es dans le m�ethode Galerkin Dis-

continu di��erent des param�etres utilis�es pour la m�ethode volumes �nis, et ceci pour des

raisons de stabilit�e des sch�emas.

5.5.1 Comparaison des deux m�ethodes

Nous allons e�ectuer quelques cas tests de comparaison dans les deux cas homog�ene

et h�et�erog�ene.

5.5.1.1 Simulation d'un mode de r�esonance

On reprend ici la même exp�erience qu'au paragraphe (5.4.1.1), et nous visualisons

l'�evolution en temps du champ �electrique. Nous avons choisi de comparer les coûts CPU

�a pr�ecision �x�ee. Pour se faire, nous avons choisi un maillage trois fois plus �n pour

la m�ethode volumes �nis. Ceci est justi��e par le fait que dans la m�ethode de Galerkin

Discontinu, nous avons trois degr�es de libert�e par triangle et par inconnue, alors qu'en

volumes �nis, nous avons un degr�e de libert�e par triangle.
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Fig. 5.15 { Evolution en temps du champ �electrique

La �gure (5.15) repr�esente les deux solutions obtenues avec les deux m�ethodes, com-

par�ees �a la solution exacte. Nous remarquons que les solutions sont de même qualit�e. Nous

repr�esentons dans le tableau (5.2), les temps CPU pour les deux m�ethodes (�a erreur �x�ee

d'ordre 10�7). La di�usion num�erique est de l'ordre de 10�2 pour les deux m�ethodes apr�es
une dizaine de p�eriodes.

m�ethode volumes �nis Galerkin Discontinu

CFL 0:7 0:2

temps global (s) 70 220

di�usion num�erique 4:1610�2 2:910�2

Tab. 5.2 { Coûts en temps CPU.

On remarque que la m�ethode Galerkin Discontinu est trois fois plus ch�ere que la m�ethode

volumes �nis pour une pr�ecision donn�ee. Nous calculons ensuite le temps CPU pour ob-

tenir une erreur en norme jj : jj2 de l'ordre de (10�5) pour les deux m�ethodes, et nous

obtenons les r�esultats suivants (tableau 5.3) :
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m�ethode volumes �nis Galerkin Discontinu

erreur 3:910�5 4:10�5

temps global (s) 16 28

Tab. 5.3 { Coûts en temps CPU.

Ici, on remarque que pour obtenir une erreur d'approximation de l'ordre de 10�5, il
faut environ deux fois plus de temps pour la m�ethode Galerkin Discontinu par rapport �a

la m�ethode volumes �nis.

5.5.1.2 Evolution d'un pulse dans un milieu h�et�erog�ene

On refait l'exp�erience du paragraphe (5.4.2.1) pour comparer les deux m�ethodes dans

un cas h�et�erog�ene. Les r�esultats sont compar�es �a la solution exacte comme le montre la

�gure (5.16). Les solutions sont qualitativement similaires.
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Fig. 5.16 { Calcul d'une pulsation dans un milieu h�et�erog�ene pour les deux m�ethodes

5.5.1.3 Di�raction d'une onde plane sur un disque revêtu (milieu h�et�erog�ene)

On reprend le cas de la di�raction d'une onde plane monochromatique sur un disque

revêtu d'une couche de di�electrique (paragraphe 5.4.2.2), et on calcule la solution num�erique
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avec les deux m�ethodes d'approximation cit�ees pr�ec�edemment. Les solutions sont repr�esent�ees

par les �gures (5.17), et (5.18) obtenues respectivement par les m�ethodes Galerkin Dis-

continu et volumes �nis. Elles sont qualitativement comparables.

Fig. 5.17 { Champ �electrique di�ract�e Ez (m�ethode Galerkin Discontinu)

Fig. 5.18 { Champ �electrique di�ract�e Ez (m�ethode volumes �nis)
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5.5.2 Le bilan d'�energie

On se propose de calculer le bilan d'�energie pour les deux m�ethodes d'approximation

num�erique; Galerkin Discontinu et volumes �nis appliqu�ees au syst�eme de Maxwell. Pour

simpli�er les calculs, on traite le cas monodimensionnel o�u le syst�eme se ram�ene aux

�equations suivantes : 8>><>>:
@Hx

@t
+
1

"

@Ez

@y
= 0;

@Ez

@t
+
1

�

@Hx

@y
= 0:

(5.8)

5.5.2.1 Bilan d'�energie pour la m�ethode volumes �nis

Le sch�ema num�erique d'ordre un est donn�e par :8>>>><>>>>:
Dn+1
j+ 1

2

= Dn
j+ 1

2

� �t

�y
� [En

j+1 �En
j ];

Bn+1
j+ 1

2

= Bn
j+ 1

2

� �t

�y
� [Hn

j+1 �Hn
j ];

(5.9)

avec :

En
j+1 =

En
j+ 3

2

+En
j+ 1

2

2
� c

Bn
j+ 3

2

�Bn
j+ 1

2

2
;

Hn
j+1 =

Hn
j+ 3

2

+Hn
j+ 1

2

2
� c

Dn
j+ 3

2

�Dn
j+ 1

2

2
;

o�u c= 1p
("�)

. On pose � = �t
�y .

Le bilan d'�energie dans le vide pour une onde plane en absence de charge et de courant

est donn�ee par :
dE
dt

=
d

dt

Z


(
1

2
"E2 +

1

2�
B2) = 0:

On calcule la variation de l'�energie �En de la solution num�erique entre l'instant n�t et

(n+ 1)�t. On consid�ere ici des conditions aux limites de type m�etallique (n ^E = 0).
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�En =
j=N�1X
j=0

1

2
"[(En+1

j+ 1

2

)2 � (En
j+ 1

2

)2] +
j=N�1X
j=0

1

2�
[(Bn+1

j+ 1

2

)2 � (Bn
j+ 1

2

)2]:

On obtient :

�En =
j=N�1X
j=0

�c

2"
(�c� 1)(Dn

j+ 1

2

�Dn
j� 1

2

)2 +
�c

2"
(�c� 1)(Bn

j+ 1

2

�Bn
j� 1

2

)2:

Pour �c � 1, on a�En � 0. Ainsi l'�energie de la solution approch�ee d�ecrôit avec le temps.

5.5.2.2 Bilan d'�energie pour la m�ethode Galerkin Discontinu

On donne ici le sch�ema d'ordre deux pour le syst�eme de Maxwell monodimension-

nel : soient (D0, D1), et (B0, B1) les composantes du champ �electromagn�etique (D,B)

dans la base locale : �0 = P0(2
(x� xj)

�y
), et �1 = P1(2

(y � yj)

�y
) sur un segment Ij =

[yj� 1

2

;yj+ 1

2

]. O�u (Pl) est une base locale L2-orthogonale donn�ee par les polynômes de

Legendre, v�eri�ant :Z 1

�1
Pl(s)Pl0(s)ds = (

2

2l + 1
)Æll0 ;

Pl(1) = 1; Pl(�1) = (�1)l:

Alors on obtient :

D0;n+1
j =

8>>>>>><>>>>>>:

D0;n
j � �[

Hn
J+1 �Hn

j�1
2

� c

2
(Dn

j+1 � 2Dn
j +Dn

j�1)]

+
C2�2

4
[Dn

j+2 � 2Dn
j+1 + 2Dn

j � 2Dn
j�1 +Dn

j�2]

�c�
2

4
[Hn

j+2 � 2Hn
j+1 + 2Hn

j�1 �Hn
j�2]:

B0;n+1
j =

8>>>>>><>>>>>>:

B0;n
j � �[

En
J+1 �En

j�1
2

� c

2
(Bn

j+1 � 2Bn
j +Bn

j�1)]

+
C2�2

4
[Bn

j+2 � 2Bn
j+1 + 2Bn

j � 2Bn
j�1 +Bn

j�2]

�c�
2

4
[En

j+2 � 2En
j+1 + 2En

j�1 �En
j�2]:



114 CHAPITRE 5. LA M�ETHODE GALERKIN DISCONTINUE

D1;n+1
j =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D1;n
j + 6�H0;n

j � 3�

2
[2Hn

j +Hn
j�1 � c(Dn

j+1 �Dn
j�1)]

+3�2[6c2D0;n
j +

3

2
(H0;n

j+1 �H0;n
j�1)�

3

2
c2(2D0;n

j +D0;n
j�1 +D0;n

j+1)]

�3

4
�2c2[12D0;n

j + 6D0;n
j�1 + 6D0;n

j+1 � 6Dn
j � 6Dn

j�1 � 3Dn
j�2 � 6Dn

j+1 � 3Dn
j+2]

�3

4
c�2[�6H0;n

j+1 + 6H0;n
j�1 � 6Hn

j�1 � 3Hn
j�2 + 3Hn

j+2 + 6Hn
j+1]:

B1;n+1
j =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

B1;n
j + 6�E0;n

j � 3�

2
[2En

j +En
j�1 � c(Bn

j+1 �Bn
j�1)]

+3�2[6c2B0;n
j +

3

2
(E0;n

j+1 �E0;n
j�1)�

3

2
c2(2B0;n

j +B0;n
j�1 +B0;n

j+1)]

�3

4
�2c2[12B0;n

j + 6B0;n
j�1 + 6B0;n

j+1 � 6Bn
j � 6Bn

j�1 � 3Bn
j�2 � 6Bn

j+1 � 3Bn
j+2]

�3

4
c�2[�6E0;n

j+1 + 6E0;n
j�1 � 6En

j�1 � 3En
j�2 + 3En

j+2 + 6En
j+1]:

Nous calculons la variation de l'�energie discr�ete donn�ee par :

�En = En+1 � En;

avec

En = 1

2

j=NX
j=1

1

�y

Z
Ij

"(En
j )

2 +
1

�
(Bn

j )
2:

En d�ecomposant les champs suivant la base locale :(
En = E0;n�0 +E1;n�1;

Bn = B0;n�0 +B1;n�1;

on obtient :

En = 1

2

j=NX
j=1

"(E0;n
j )2 +

1

�
(B0;n

j )2 +
"

3
(E1;n

j )2 +
1

3�
(B1;n

j )2:

Par cons�equent, on a :

�En =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

j=NX
j=1

1

2
"[(E0;n+1

j )2 � (E0;n
j )2] +

1

2�
[(B0;n+1

j )2 � (B0;n
j )2]

+
1

3

j=NX
j=1

1

2
"[(E1;n+1

j )2 � (E1;n
j )2] +

1

2�
[(B1;n+1

j )2 � (B1;n
j )2];
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et on obtient :

�En =
j=NX
j=1

�3c3

8"
(3�c� 1)(D0;n

j �D0;n
j�1)

2 +
�3c3

8"
(3�c� 1)(D0;n

j �D0;n
j�2)

2

+
�2c2

"
(�c� 1)(D0;n

j �D0;n
j�1)

2 +
�2c2

"
(�c� 1)(D0;n

j �D0;n
j�2)

2 +
�c

2"
(�c� 1)(D0;n

j �D0;n
j�1)

2

�3c3

8"
(3�c� 1)(B0;n

j �B0;n
j�1)

2 +
�3c3

8"
(3�c� 1)(B0;n

j �B0;n
j�2)

2 +
�2c2

"
(�c� 1)(B0;n

j �B0;n
j�1)

2

+
�2c2

"
(�c� 1)(B0;n

j �B0;n
j�2)

2 +
�c

2"
(�c� 1)(B0;n

j �B0;n
j�1)

2

+
�

2"
(3�c� 1)[(D1;n

j +B0;n
j�1)

2 + (D1;n
j +B0;n

j+1)
2 + (D1;n

j +B0;n
j�2)

2 + (D1;n
j +B0;n

j+2)
2]

+
�

2"
(3�c� 1)[(D1;n

j +D0;n
j�1)

2 + (D1;n
j +D0;n

j+1)
2 + (D1;n

j +D0;n
j�2)

2 + (D1;n
j +D0;n

j+2)
2]

+
�

2"
(3�c� 1)[(B1;n

j +D0;n
j�1)

2 + (B1;n
j +D0;n

j+1)
2 + (B1;n

j +D0;n
j�2)

2 + (B1;n
j +D0;n

j+2)
2]

+
�

2"
(3�c� 1)[(B1;n

j +B0;n
j�1)

2 + (B1;n
j +B0;n

j+1)
2 + (B1;n

j +B0;n
j�2)

2 + (B1;n
j +D0;n

j+2)
2]:

Pour �c � 1
3 , �En �0, ainsi l'�energie d�ecrôit avec le temps.

5.5.2.3 Comparaison des �energies

On revient au cas bidimensionnel, et on compare num�eriquement les �energies donn�ees

par les deux m�ethodes. On reprend l'exp�erience du calcul d'un mode de r�esonance dans

une cavit�e m�etallique carr�ee (paragraphe 5.5.1.1), et on compare l'�energie totale. La �gure

(5.19) repr�esente l'�energie �electromagn�etique en fonction du temps (en terme de nombre

de longueurs d'onde). On remarque que l'�energie d�ecrôit avec le temps dans les deux cas,

n�eanmoins elle d�ecrôit moins vite dans le cas de la m�ethode Galerkin Discontinu.

5.5.2.4 Comparaison sur des temps longs

On se propose ici de faire une comparaison des deux m�ethodes sur un temps long

qui correspond �a 250 p�eriodes pour la même exp�erience que dans le paragraphe (5.5.2.3).

L'�energie d�ecrôit jusqu'�a atteindre z�ero pour les deux m�ethodes (�gure 5.20), seulement,

elle d�ecrôit moins vite dans le cas de la m�ethode Galerkin Discontinu.
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e une m�ethode de Galerkin Discontinu appliqu�ee

aux �equations de Maxwell. Les solutions obtenues sont P1 par morceaux, et approchent

la solution exacte �a l'ordre deux. Nous pouvons noter �a travers les di��erents cas tests,

la bonne qualit�e de la discr�etisation. L'utilisation d'un solveur de Riemann exact pour le

calcul des 
ux num�eriques a permis une bonne prise en compte des discontinuit�es �a tra-

vers les interfaces des milieux d'indices di��erents. Nous remarquons aussi que les courants

lin�eiques sont bien trait�es, et les solutions ne pr�esentent aucune oscillation. Nous avons

trait�e des probl�emes de r�esonance, o�u les conditions aux bords sont de type m�etallique,

et des probl�emes de di�raction en milieu homog�ene et h�et�erog�ene, o�u les conditions aux

bords sont mixtes, nous avons des conditions de type m�etallique sur l'objet di�ractant,

et des conditions de type absorbant sur la fronti�ere arti�cielle du domaine num�erique.

Les r�esultats sont tr�es satisfaisants du point de vue pr�ecision de la m�ethode. Rappe-

lons que le but de ce travail �etait de construire un sch�ema num�erique pour r�esoudre le

syst�eme de Maxwell dans des milieux h�et�erog�enes, et nous pouvons remarquer que les

di��erentes exp�eriences num�eriques ont �et�e r�ealis�ees avec succ�es, ainsi nous pouvons en

conclure que la m�ethode est bien adapt�ee �a la r�esolution des syst�emes mod�elisants les

ph�enom�enes �electromagn�etiques, dans le cas o�u le milieu est lin�eaire et isotrope, mais

pas n�ec�essairement homog�ene. Le caract�ere discontinu de la m�ethode et l'utilisation des

triangles comme volume d'int�egration, nous a permis de traiter des probl�emes avec des

g�eom�etries quelconques. Il faut cependant remarquer que cette m�ethode est relativement

ch�ere en comparaison avec une m�ethode volumes �nis (chapitre 5.5) et nous avons constat�e

que pour une qualit�e de r�esultat �egale, la m�ethode Galerkin Discontinu est deux �a trois

fois plus ch�ere que la m�ethode volumes �nis.

Par ailleurs, on peut constater que sur des temps longs, la m�ethode Galerkin Discontinu

donne de meilleurs r�esultats, car le sch�ema est moins di�usif.
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Chapitre 6

Un nouveau sch�ema volumes �nis

pour la r�esolution du syst�eme de

Maxwell

Ce chapitre est tir�e d'un rapport INRIA (No 3725) intitul�e \A New
Finite Volume Scheme for Solving Maxwell System".

Il a �et�e propos�e pour publication dans le journal COMPEL 1.

1. The International Journal for Computation and Mathematics in Electrical and Electronic

Engineering.
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R�ESOLUTION DU SYST�EME DE MAXWELL

6.1 Introduction

Nous rappelons ici bri�evement les di��erentes m�ethodes volumes �nis d�evelopp�ees a�n

de r�esoudre des probl�emes de lois de conservation et en particulier pour la r�esolution

du syst�eme de Maxwell. Nous citons les m�ethodes de F.Hermeline [48], N.K.Madsen et

R.W.Ziolkwski [60] pour l'�electromagn�etisme, ces m�ethodes sont bas�ees sur l'utilisation

de grilles duales de type Delaunay-Vorono��. Nous avons �egalement d'autres techniques

pour le syst�eme de Maxwell bas�ees sur un couplage entre des m�ethodes volumes �nis et

di��erences �nies propos�ees par K.S.Yee ([84], [85]). L'inconv�enient principal de toutes ces

m�ethodes est la diÆcult�e de leur extension au cas tridimensionnel, notamment pour la

construction de grilles et l'impl�ementation des m�ethodes. D'autres m�ethodes volumes �nis

ont �et�e �egalement d�evelopp�ees et test�ees ([76], [19], et [70]) : les champs sont localis�es

aux mêmes points, ces sch�emas sont de type d�ecentr�e en espace, la technique MUSCL

est utilis�ee pour obtenir des sch�emas d'ordre �elev�e, et o�u des sch�emas de type Runge-

Kutta sont appliqu�es pour la discr�etisation temporelle. A�n d'�eviter toute confusion, nous

baptisons ces m�ethodes les sch�emas MUSCL. Ces m�ethodes donnent de bons r�esultats,

cependant elles sont relativement coûteuses compar�ees aux sch�emas di��erences �nies par

exemple (on peut citer ici le sch�ema de Yee [83]). Nous proposons une nouvelle formulation

de sch�ema volumes �nis plus simple et plus �economique, bas�ee sur un calcul de 
ux centr�es

en espace, et un sch�ema de type saute-mouton en temps. Tous les champs sont localis�es

aux mêmes points et au milieu des �el�ements du maillage. Ce sch�ema est d'ordre deux

en temps et en espace sur grilles structur�ees, et pr�esente l'avantage d'être bien adapt�e

pour traiter des probl�emes avec des g�eom�etries quelconques. Nous pr�esentons dans ce

chapitre une analyse th�eorique de ce sch�ema concernant le domaine de stabilit�e et le degr�e

de dispersion et de di�usion num�eriques. Nous pr�esentons �egalement quelques r�esultats

num�eriques dans le cas bidimensionnel, et des comparaisons avec une m�ethode volumes

�nis de type MUSCL.

6.2 Description de la m�ethode

Nous proposons ici de construire et d'�etudier un nouveau sch�ema volumes �nis pour la

r�esolution du syst�eme de Maxwell. Nous rappelons que tous les champs sont localis�es aux

mêmes points, et sont calcul�es �a partir d'une moyenne sur des volumes d'int�egration (qui

peuvent être quelconques). Nous choisissons comme volumes d'int�egration, les �el�ements

du maillage car ce sont les mieux appropri�es pour traiter des probl�emes dans des milieux

h�et�erog�enes (�gure 6.1 par exemple).
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Fig. 6.1 { Volume d'int�egration

6.2.1 Le sch�ema volumes �nis

Nous consid�erons le syst�eme de Maxwell sous sa forme conservative donn�ee par la

formulation suivante :
@Q

@t
+
�!rIF(Q) = �J; (6.1)

(voir l'�equation 2.26). Int�egrons la forme (6.1) sur chaque volume de contrôle V (supposons

J = 0) : Z
V

@Q

@t
dv +

Z
@V

IF(Q):n ds = 0; (6.2)

o�u n est la normale ext�erieure �a V. Supposons que la d�eriv�ee en temps est constante sur

chaque volume V, alors on obtient la formulation faible suivante :

V olume(V)(
@Q

@t
) +

X
V
02P(V)

�V;V0 = 0: (6.3)

P(V) est l'ensemble des voisins de V, et �V;V0 est une fonction de 
ux num�erique qui

approche l'int�egrale :

Z
@V\@V0

IF(Q):n ds .

Calcul du 
ux

Pour �evaluer les 
ux �echang�es entre le volume d'int�egration et ses voisins, nous avons

proc�ed�e de la mani�ere suivante :

�V;V0 = cIF(Q):� = �(QV;QV
0 );

o�u � = t(�1;�2) =

Z
@V\@V0

n ds, cIF(Q) est une approximation de IF(Q) �a l'interface

@V \ @V0, et QV est la valeur moyenne du champ sur le volume V. Le 
ux centr�e est
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d�e�ni par :

�(U;U
0

) =
F(U;�) + F(U 0

;�)

2
; (6.4)

avec F(U;�) = �:IF(U).

Etant donn�e la nature du syst�eme de Maxwell, le 
ux num�erique se d�ecompose en deux


ux disjoints :

�(QV;QV0) = t(�B(D;D
0);�D(B;B

0))

Discr�etisation temporelle

Apr�es la discr�etisation spatiale, le syst�eme approch�e s'�ecrit comme un syst�eme di��erentiel

ordinaire, donn�e sur chaque triangle Ti par :8>>>><>>>>:
dB

dt
+	1(D) = 0;

dD

dt
+	2(B) = 0;

o�u 	1 et 	2 repr�esentent la discr�etisation spatiale :

	1(D) =
1

volume(V)

X
D02P(D)

�B(D;D
0);

	2(B) =
1

volume(V)

X
B02P(B)

�D(B;B
0):

� est d�e�ni par l'�equation (6.4). Nous choisissons comme discr�etisation temporelle un

sch�ema saute-mouton qui s'�ecrit sur chaque volume V comme suit :8>><>>:
Bn+ 1

2 = Bn� 1

2 ��t	1(D
n);

Dn+1 = Dn ��t	2(B
n+ 1

2 ):

(6.5)

6.2.2 Analyse du sch�ema num�erique

Nous allons �etudier dans ce paragraphe les caract�eristiques num�eriques du sch�ema

volumes �nis d�e�ni ci-dessus. Nous �evaluons l'ordre du sch�ema, et son domaine de stabilit�e.

Nous donnons �egalement une analyse de la dispersion et de la di�usion num�eriques du

sch�ema.
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6.2.2.1 Ordre du sch�ema

Proposition 1

Le sch�ema (6.5) est d'ordre deux en espace et en temps sur un maillage r�egulier.

Pr�esentation de la m�ethode des �equations �equivalentes

La m�ethode des �equations �equivalentes introduite par Warming et Hyett [81] est une

m�ethode qui permet l'analyse de l'ordre d'un sch�ema num�erique. Cette m�ethode permet

�egalement l'analyse des termes d'erreur de troncature, et de quanti�er les erreurs de dissi-

pation et de dispersion. Consid�erons ici une �equation lin�eaire aux d�eriv�ees partielles dans

le cas monodimensionnel :

ut =
X
k�0


k
@ku

@xk
: (6.6)

On approche l'�equation (6.6) par le sch�ema explicite suivant :

un+1j � unj
�t

=
X
k

ck u
n
j+k:

Soit g�x le coeÆcient d'ampli�cation d�e�ni par :

g�x =
X
k

ck e
k�xX :

Alors l'�equation �equivalente pour le sch�ema pr�ec�edent peut s'�ecrire de la mani�ere suivante :

ut =
X
k�0

�k
@ku

@xk
;

o�u : X
k�0

�k
@ku

@xk
;

est le d�eveloppement en s�erie de la fonction :

log(1 + �t: g�x(
@ku
@xk

))

�t
:

(Pour plus de d�etails voir [15]).



124
CHAPITRE 6. UN NOUVEAU SCH�EMA VOLUMES FINIS POUR LA

R�ESOLUTION DU SYST�EME DE MAXWELL

Preuve de la proposition 1

Pour simpli�er les calculs, nous proposons de montrer la proposition pr�ec�edente dans

le cas monodimensionnel, et o�u les volumes de contôle sont des segments. Pour se faire,

nous utilisons la technique des �equations �equivalentes d�ecrite pr�ec�edemment. On rappelle

ici l'�ecriture du sch�ema volumes �nis dans le cas normalis�e (" = 1 et � = 1) :

8>>>>>>><>>>>>>>:

H
n+ 1

2

j+ 1

2

�H
n� 1

2

j+ 1

2

�t
= � 1

2�y

8>:En
j+ 3

2

�En
j� 1

2

9>;;
En+1
j+ 1

2

�En
j+ 1

2

�t
= � 1

2�y

8>:Hn+ 1

2

j+ 3

2

�H
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9>;:
(6.7)

Nous avons besoin de ramener toutes les variables au même temps, pour cela, nous

consid�erons le d�eveloppement limit�e suivant :

Hn+ 1

2 = Hn +
�t

2

@

@t
Hn +

�t2

8

@2

@t2
Hn +O(�t3);

Hn� 1

2 = Hn � �t

2

@

@t
Hn +

�t2

8

@2

@t2
Hn +O(�t3);

En = En� 1

2 +
�t

2

@

@t
En� 1

2 +
�t2

8

@2

@t2
En� 1

2 +O(�t3);

En�1 = En� 1

2 � �t

2

@

@t
En� 1

2 +
�t2

8

@2

@t2
En� 1

2 +O(�t3):

En appliquant la m�ethode des �equations �equivalentes et en utilisant les d�eveloppements

limit�es pr�ec�edents, on obtient les �equations �equivalentes suivantes :

8>>>><>>>>:
@

@t
H = � @

@y
E+O(�t2) +O(�y2);

@

@t
E = � @

@y
H+O(�t2) +O(�y2):

Ce qui prouve que le sch�ema (6.7) approche le syst�eme de Maxwell �a l'ordre deux en temps

et en espace.
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6.2.2.2 Conservation de l'�energie discr�ete

Proposition

On reste dans le cas monodimensionnel, et on d�e�nit l'�energie discr�ete par :

2Envf =
X
j

(En
j+ 1

2

)2 +H
n+ 1

2

j+ 1

2

�H
n� 1

2

j+ 1

2

: (6.8)

Alors l'�energie donn�ee par la formule (6.8) est une forme quadratique d�e�nie positive des

variables En
j+ 1

2

et H
n+ 1

2

j+ 1

2

pour � =
�t

�y
< 2: Le mileu de propagation est suppos�e in�ni.

D�emonstration

2Envf =
X
j

(En
j+ 1

2

)2 +
8>:Hn� 1

2

j+ 1

2

� �

4
(En

j+ 3

2

�En
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)
9>;2

� �2

16
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)2:

On d�eduit :

2Envf �
X
j

8>:Hn� 1
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2

� �

4
(En

j+ 3

2

�En
j� 1

2

)
9>;2

+ (1� �2

4
)(En

j+ 1

2

)2:

=) 2Envf � 0 pour � < 2.

Nous avons �egalement ; (2Envf = 0 =) Ej+ 1

2

= 0 et Hj+ 1

2

= 0; 8j).
La variation de l'�energie est donn�ee par :

2�Envf = 2En+1vf � 2Envf ;
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(6.9)

Ce qui implique la conservation de l'�energie discr�ete, et la stabilit�e du sch�ema pour � < 2

(puisque E et H sont born�es en tout point du maillage).

Nous proposons maintenant d'�etudier la stabilit�e du sch�ema et le degr�e de la dispersion

num�erique toujours dans le cas de grilles structur�ees. On consid�ere ici le cas tridimension-

nel.
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6.2.2.3 Stabilit�e du sch�ema en dimension trois

Nous consid�erons un maillage compos�e de parall�el�epip�edes (�gure 6.2) o�u le domaine

de calcul est in�ni. Le syst�eme ici est normalis�e (" = 1 et � = 1), et nous notons

(i;j;k) = (i�x;j�y;k�z). Le sch�ema volumes �nis s'�ecrit alors :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
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(6.10)

Proposition 2

Le sch�ema (6.10) est stable sous la condition de type CFL suivante :

C�t

s
(

1

�x2
+

1

�y2
+

1

�z2
) � 2; (6.11)

o�u C est la vitesse de l'onde dans le domaine de propagation.
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Fig. 6.2 { Position des champs dans la grille volumes �nis .

Preuve de la proposition 2

On note :
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9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
:

En utilisant la transform�ee de Fourier, on obtient le syst�eme suivant :

Q̂n+1 = G�1;�2;�3Q̂
n; (6.12)

o�u �1;�2;�3 2 [0;2�]3 sont les angles de Fourier. La matrice d'ampli�cation G�1;�2;�3 est

donn�ee par :

G�1;�2;�3 = Id+

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Y1 Y2 Y3 0 Y5 Y6
Y2 X2 X3 � Y5 0 X6

Y3 X3 C3 � Y6 �X6 0

0 � Y5 � Y6 0 0 0

Y5 0 �X6 0 0 0

Y6 X6 0 0 0 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
; (6.13)
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o�u
Y1 = ��t2

�y2
sin2�2 � �t2

�z2
sin2�3:

Y2 =
�t2

�x�ysin�1sin�2:

Y3 =
�t2

�x�z sin�1sin�3:

Y5 = i�t
�zsin�3:

Y6 = i�t
�ysin�2:

X2 = ��t2

�x2
sin2�1 � �t2

�z2
sin2�3:

X3 =
�t2

�y�zsin�2sin�3:

X6 = i�t
�xsin�1:

C3 = ��t2

�x2
sin2�1 � �t2

�y2
sin2�2:

La condition n�ecessaire et suÆsante pour la stabilit�e du sch�ema (condition de Von Neu-

mann) s'�ecrit :

8(�1;�2;�3) 2 [0;2�]; max
s=1;2;3;4;5;6

j�s�1;�2;�3 j � 1;

o�u les valeurs �s�1;�2;�3 repr�esentent les valeurs propres de la matrice d'ampli�cation. Il

suÆt de calculer les valeurs propres de la matrice H = G�1;�2;�3 � Id.

det(H� �Id) = �2
8:�4 + 2��3 + (2�+ �2)�2 + 2�2�+ �2

9; ;

avec

� =
�t2

�x2
sin2�1 +

�t2

�y2
sin2�2 +

�t3

�z2
sin2�3:

Posons

g(�) = �4 + 2��3 + (2�+ �2)�2 + 2�2�+ �2:

Alors

g(�) = (�2 + ��+ �)2:

Par cons�equent

g(�) = 0() �2 + ��+ � = 0:
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Condition suÆsante

Le sch�ema est stable quand � � 4 :

Pour � � 4, les valeurs propres �1;2 de la matrice H sont donn�ees par :

�1;2 =
��� i

p
4�� �2

2

=) max
i
j1 + �ij =

s
(2� �)2 + (4� � �2)

4
= 1:

Ce qui implique la stabilit�e du sch�ema.

Condition n�ecessaire

Nous d�emontrons que pour � > 4, le sch�ema est instable.

Nous avons pour � > 4 :

�1;2 =
���

p
�2 � 4�

2
:

On suppose que :

j1 + �ij � 1

=) �+
p
�2 � 4� � 4:

Ce qui est absurde puisque � > 4, donc le sch�ema est instable. Nous d�eduisons �a travers

ces calculs la condition de stabilit�e n�ecessaire et suÆsante suivante :

�t

s
(

1

�x2
sin2�1 +

1

�y2
sin2�2 +

1

�z2
sin2�3) � 2 8(�1;�2;�3) 2 [0;2�]3:

Cette condition est v�eri��ee en particulier pour �1 =
�
2 , �2 =

�
2 , et �3 =

�
2 , ce qui implique

la condition (6.11).

6.2.2.4 Etude de la dispersion num�erique en dimension trois

Le sch�ema volumes �nis que nous proposons ici n'est pas dissipatif (l'�energie est

conserv�ee), mais il est relativement dispersif. Pour v�eri�er le degr�e de dispersion du sch�ema,

nous analysons la relation de dispersion qui relie la pulsation ! d'une onde au vecteur

d'onde k. Rappelons d'abord la relation de dispersion dans le cas continu, elle est donn�ee

par :

!2 = jkj2C2: (6.14)
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Cette relation est v�eri��ee par des ondes non dispersives de vitesse de phase �C. Pour
�etudier la dispersion num�erique, d�eduisons d'abord l'�equation des ondes discr�ete dans le

vide �a partir du sch�ema volumes �nis (6.10) :

En+1(i;j;k)�2En(i;j;k)+En�1(i;j;k)
�t2 = C2

8:En(i+2;j;k)+En(i�2;j;k)�2En(i;j;k)
4�x2

9;
+C2

8:En(i;j+2;k)+En(i;j�2;k)�2En(i;j;k)
4�y2 + En(i;j;k+2)+En(i;j;k�2)�2En(i;j;k)

4�z2

9;: (6.15)

Consid�erons l'onde harmonique suivante :

E(j�x;l�y;m�z;n�t) = E0e
i[!n�t�(kxj�x+kyl�y+kzm�z)]:

Rempla�cons la dans l'�equation des ondes (6.15), on obtient alors la relation suivante :

sin2(!�t
2 )

�t2
=

C2

4

8>>>:sin2kx�x
�x2

+
sin2ky�y

�y2
+
sin2kz�z

�z2

9>>>;: (6.16)

Cett relation repr�esente la dispersion num�erique. Un d�eveloppement de Taylor de (6.16)

donne :

!2(1 +O(!2�t2)) = C2jkj2(1 +O(
k4x�x

2 + k4y�y
2 + k4z�z

2

jkj2 )); (6.17)

o�u

jkj2 = k2x + k2y + k2z :

La relation (6.17) montre que la vitesse de phase d�epend du vecteur d'onde k, il y a donc

dispersion num�erique, et l'erreur de dispersion est d'ordre deux. Un d�eveloppement plus

pouss�e donne :

La dispersion du sch�ema volumes �nis

!2(1� !2�t2

12
+O(!4�t4)) =

C2jkj2
8>>>:1� 1

3
(
k4x�x

2 + k4y�y
2 + k4z�z

2

jkj2 ) +O(
k6x�x

4 + k6y�y
4 + k6z�z

4

jkj2 )

9>>>;:
(6.18)

Nous proposons de comparer cette erreur �a celle donn�ee par le sch�ema de Yee [83]. Rap-

pelons d'abord l'�equation des ondes discr�ete dans le vide obtenue �a partir du sch�ema de

K.S. Yee :

En+1(i;j;k)�2En(i;j;k)+En�1(i;j;k)
�t2

= C2
8:En(i+1;j;k)+En(i�1;j;k)�2En(i;j;k)

�x2

9;
+C2

8:En(i;j+1;k)+En(i;j�1;k)�2En(i;j;k)
�y2 + En(i;j;k+1)+En(i;j;k�1)�2En(i;j;k)

�z2

9;: (6.19)
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La relation de dispersion num�erique donn�ee par le sch�ema de Yee est alors :

sin2(!�t
2 )

�t2
= C2

8>>>:sin2kx�x
�x2

+
sin2ky�y

�y2
+
sin2kz�z

�z2

9>>>;: (6.20)

Apr�es un d�eveloppement de Taylor, nous obtenons la relation de dispersion suivante :

La dispersion du sch�ema de Yee

!2(1� !2�t2

12
+O(!4�t4)) =

C2jkj2
8>>>:1� 1

12
(
k4x�x

2 + k4y�y
2 + k4z�z

2

jkj2 ) +O(
k6x�x

4 + k6y�y
4 + k6z�z

4

jkj2 )

9>>>;:
(6.21)

Supposons que

�t �
p
3

�
� T o�u T =

2�

!
est la p�eriode:

Alors, on peut d�eduire que les deux m�ethodes pr�esentent une dispersion du même ordre,

n�eanmoins celle donn�ee par le sch�ema de Yee est plus faible. Ainsi, il serait int�eressant de

combiner les deux sch�emas a�n d'exploiter les di��erents avantages, �a savoir la capacit�e du

sch�ema volumes �nis �a traiter des probl�emes avec des g�eom�etries complexes, et la faible

dispersion num�erique du sch�ema de Yee dans une grille structur�ee. Notons que les deux

m�ethodes sont faciles �a impl�ementer.

6.3 Exp�eriences num�eriques

Nous proposons ici quelques r�esultats num�eriques a�n de valider la m�ethode volumes

�nis d�ecrite pr�ec�edemment. On consid�ere ici deux types de conditions aux limites, la

condition m�etallique donn�ee par n ^ E = 0, et une condition arti�cielle qui simule le

domaine in�ni de la propagation d'une onde a�n d'�eviter les r�e
exions des ondes parasites

dues �a la troncature du domaine de propagation. Les maillages consid�er�es ici sont non

structur�es. Le premier cas test repr�esente la propagation d'un mode de r�esonance dans

une cavit�e carr�ee, nous calculons �egalement le champ �electromagn�etique g�en�er�e par un

courant �electrique dans un guide d'onde. Un autre cas test consiste en la propagation d'une

pulsation dans un mat�eriau h�et�erog�ene. Finalement, nous simulons le champ di�ract�e par

un mat�eriau di�electrique.
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6.3.1 Evolution d'un mode de r�esonance

Nous proposons de tester ici la m�ethode volumes �nis d�evelopp�ee dans ce chapitre sur

un cas test qui consiste �a calculer l'�evolution d'un mode de r�esonance dans une cavit�e

m�etallique carr�ee. Le nombre de points par longueur d'onde consid�er�e ici correspond �a

environ 12 points, et le maillage utilis�e est de type triangulaire structur�e. Nous comparons

la solution num�erique �a la solution exacte (les r�esultats de la �gure 6.3 est un zoom de

la solution sur les trentes derni�eres longueurs d'ondes ). On constate que sur environ

70 longueurs d'onde la solution approch�ee est de bonne qualit�e compar�ee �a la solution

exacte, et elle n'est pas di�us�ee. Si nous faisons un zoom sur les dix derni�eres p�eriodes,

nous pouvons remarquer la dispersion (faible) de la solution num�erique (�gure 6.4). Nous

pouvons noter �egalement la conservation de l'�energie �a chaque pas de temps (�gure 6.5).

La courbe d'�energie est constante en fonction du temps. Ceci est conforme aux r�esultats

th�eoriques que nous avons montr�es au d�ebut de cette �etude.
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Fig. 6.3 { �Evolution en temps du premier mode de r�esonance
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Fig. 6.4 { Solution sur les dix derni�eres p�eriodes
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Fig. 6.5 { L'�energie discr�ete

On consid�ere maintenant la même exp�erience avec un maillage triangulaire non struc-

tur�e donn�e par la �gure 6.6 compos�e de triangles de di��erentes tailles. On peut noter la

bonne qualit�e de la solution num�erique (�gure 6.7), ainsi que la conservation de l'�energie

discr�ete (�gure 6.8). On peut ainsi d�eduire la robustesse de la m�ethode par rapport au

maillage.

Fig. 6.6 { Le maillage de la cavit�e



6.3. EXP�ERIENCES NUM�ERIQUES 135

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 5 10 15 20 25

EXACTE
SOLUTION APPROCHEE

Fig. 6.7 { La solution approch�ee (�evolution en temps)
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Fig. 6.8 { L'�energie discr�ete avec un maillage quelconque

6.3.2 Un guide d'onde

Nous reprenons ici l'exp�erience concernant la simulation num�erique du champ �electromagn�etique

g�en�er�e par un courant �electrique (voir paragraphe (4.4.3)). Les �gures (6.9) et (6.10) repre-

sentent respectivement le champ �electrique et le champ magn�etique. On peut remarquer

la bonne qualit�e des solutions num�eriques.
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Fig. 6.9 { Coupe en y=d
2
du champ Ez
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Fig. 6.10 { Coupe en y=d
2
du champ Hy
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6.3.3 Propagation d'un pulse

Nous simulons ici la propagation d'une pulsation dans un milieu compos�e du vide et du

verre (exp�erience paragraphe 4.4.1). Le maillage utilis�e dans cette exp�erience correspond

�a environ 10 points par longueur d'onde. La solution approch�ee est compar�ee �a la solution

exacte, et nous pouvons constater la bonne qualit�e du r�esultat num�erique (�gure 6.11).
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0
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0.4

0.6

0.8

-3 -2 -1 0 1 2 3

SOLUTION EXACTE
SOLUTION APPROCHEE

Fig. 6.11 { Propagation d'un pulse dans un mat�eriau di�electrique

6.3.4 Un probl�eme de di�raction

Nous proposons ici de simuler le champ di�ract�e par un pro�l d'aile de type NACA0012

revêtu d'une couche de di�electrique. Le maillage utilis�e correspond �a 15 points par longueur

d'onde (�gure 6.12). L'objet est illumin�e par une onde plane sur la partie droite. La

couche de di�electrique a une �epasseur Æ = 0:1� (dont les indices " = 4 et �=1). La �gure

(6.13) represente les isovaleurs du champ di�ract�e, et nous pouvons constater qu'aucune

oscillation parasite n'apparait �a l'interface des deux milieux.
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Fig. 6.12 { Le maillage du NACA0012

Fig. 6.13 { Le champ �electrique di�ract�e
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6.3.5 Comparaison avec une autre m�ethode volumes �nis

Nous proposons de comparer cette m�ethode avec une autre m�ethode volumes �nis

de type MUSCL d�evelopp�ee dans le chapitre (4). Nous consid�erons le cas simple d'une

�evolution d'un mode de r�esonance (paragraphe 6.3.1). Nous utilisons le même maillage

pour les deux m�ethodes (même nombre de degr�es de libert�e qui correspond �a une dizaine

de points par longueur d'onde). On peut remarquer que la nouvelle m�ethode volumes �nis

est non di�usive et donne de bons r�esultats sur des temps longs, alors que la m�ethode de

type MUSCL donne un r�esultat de mauvaise qualit�e apr�es environ 20 longueurs d'onde

(dans cette exp�erience o�u le nombre de points par longueurs d'onde est faible) �a cause du

caract�ere di�usif de la m�ethode (�gure 6.14). Le temps de calcul demand�e par la nouvelle

m�ethode est de 23 secondes, alors qu'il est de 57 secondes dans la m�ethode de type MUSCL,

et nous pouvons ainsi constater le faible coût de la nouvelle m�ethode volumes �nis.
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Fig. 6.14 { Comparaison entre deux m�ethodes volumes �nis

6.3.6 Comparaison avec une m�ethode de di��erences �nies

Nous comparons ici la m�ethode volumes �nis d�ecrite dans ce chapitre avec la m�ethode

des di��erences �nies d�evelopp�ee par K.S.Yee [83]. Nous reprenons le même cas test de

r�esonance d�ecrit dans les chapitres pr�ec�edents. Le nombre de points par longueur d'onde

consid�er�e ici est de dix points. Nous pouvons constater que les solutions sont comparables

(�gure 6.15), n�eanmoins on constate que la dispersion de la solution approch�ee donn�ee
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par la m�ethode volumes �nis est l�eg�erement plus grande que celle constat�ee sur la solu-

tion donn�ee par le sch�ema de Yee (�gure 6.16). Quant au temps de calcul, nous avons un

rapport d'environ deux entre les deux m�ethodes (voir tableau 6.1) et ceci est dû au fait

que la condition de stabilit�e donn�ee par le sch�ema de Yee [77] est deux fois plus restrictive

que celle donn�ee par le sch�ema volumes �nis (voir paragraphe 6.2.2).
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Fig. 6.15 { Comparaison avec le sch�ema de Yee

M�ethode Temps de calcul (secondes)

Volumes �nis 0:7

Yee 1:4

Tab. 6.1 { CPU

6.3.7 Analyse de la divergence

On s'int�eresse ici �a la divergence du champ magn�etique B. On va montrer que cette

divergence est conserv�ee par les sch�emas volumes �nis centr�es-�el�ements, pour ce faire on

va utiliser la m�ethode de F. Bouchut dans [13]. On traite ici le cas bidimensionnel o�u le
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Fig. 6.16 { Comparaison avec le sch�ema de Yee

maillage consid�er�e est compos�e de triangles. Soit Si un point quelconque du maillage, et

soit C la r�eunion de tous les triangles Ti qui ont Si comme sommet (�gure 6.17). Soit

maintenant une fonction continue ' dont le support est dans C, telle que :

'(Si) = 1; et ' lin�eaire sur chaque triangleTi:

Consid�erons la quantit�e Z
C
'div(Bn+ 1

2 �Bn� 1

2 ):

Apr�es int�egration par parties, on obtient :Z
C
'div(Bn+ 1

2 �Bn� 1

2 ) = �
Z
C
r':(Bn+ 1

2 �Bn� 1

2 )

=
X
Ti�C

jTij(r')i:( �tjTij
X

DjvoisinDi

�B(D
n
i ;D

n
j )) = 0;

car la fonctions ' est nulle au bord de C et les 
ux sont tangeants aux arêtes. A l'int�erieur,

les termes s'annulent deux �a deux.

)
Z
C
'div(Bn+ 1

2 �Bn� 1

2 ) = 0: 8n: (6.22)
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Si

nTi

B(T)i

Fig. 6.17 { Volume C d'int�egration pour la divergence

On peut d�eduire la conservation de div(B) en fonction du temps pour les m�ethodes vo-

lumes �nis o�u les volumes de contrôle sont les �el�ements du maillage, et ceci quelque soit

la nature du 
ux num�erique utilis�e. Cette propri�et�e est v�eri��ee par exemple par les deux

m�ethodes volumes �nis qu'on a vu dans cette th�ese, �a savoir la m�ethode MUSCL et la

nouvelle m�ethode d�ecrite dans ce chapitre. Ceci repr�esente un avantage suppl�ementaire

pour les m�ethodes centr�ees-�el�ements.

Nous proposons de calculer num�eriquement la divergence du champ B avec les deux

m�ethodes volumes �nis, et nous pouvons constater �a travers les �gures (6.18) et (6.19), que

les r�esultats num�eriques sont compatibles avec le r�esultat th�eorique donn�e par l'�equation

(6.22).
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Fig. 6.18 { Divergence num�erique par le nouveau sch�ema

Fig. 6.19 { Divergence num�erique par le sch�ema MUSCL
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6.4 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une nouvelle m�ethode volumes �nis. Une analyse

th�eorique a montr�e que la m�ethode est d'ordre deux et qu'elle est non di�usive. Nous

avons pr�esent�e �egalement quelques r�esultats num�eriques aussi bien dans le cas homog�ene

que dans le cas h�et�erog�ene. Cette �etude a montr�e que cette m�ethode est bien adapt�ee pour

r�esoudre les probl�emes d'�electromagn�etisme dans le cas lin�eaire mais pas n�ecessairement

homog�ene. Cette m�ethode pr�esente plusieurs avantages, dont sa capacit�e �a r�esoudre des

probl�emes complexes, son impl�ementation relativement simple et son faible coût en CPU.

On peut �egalement insister sur la conservation d'une �energie discr�ete et de la divergence.

Grâce �a toutes ces propri�et�es, elle parâ�t la mieux appropri�ee pour être combin�ee avec

la m�ethode des di��erences �nies de Yee [83] dans le but d'obtenir un mod�ele capable de

r�esoudre des probl�emes dans des domaine quelconques et �economique.
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Chapitre 7

Un sch�ema hybride volumes �nis/

di��erences �nies
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7.1 Introduction

Nous pr�esentons ici une m�ethode hybride, qui couple deux m�ethodes num�eriques dans

le but d'obtenir un sch�ema performant et �economique. Pour cela, nous proposons d'utiliser

un sch�ema volumes �nis et le sch�ema de Yee [83] pour l'�electromagn�etisme, qui est un

sch�ema aux di��erences �nies. On peut citer ici les sch�emas hybrides construits par Yee

(voir [84] et [85] par exemple) o�u les m�ethodes volumes �nis utilis�ees font appel �a une grille

duale. A�n d'�eviter cette diÆcult�e, nous proposons d'utiliser une m�ethode de type volumes

�nis o�u tous les champs sont localis�es aux mêmes points. L'avantage principal de cette

m�ethode est sa grande 
exibilit�e vis-�a-vis de la r�egularit�e du maillage, qui a priori pourrait

être quelconque. L'int�erêt de ce couplage est d'exploiter les di��erents avantages des deux

m�ethodes, �a savoir la dispersion relativement faible de la m�ethode di��erences �nies, et

la capacit�e de la m�ethode volumes �nis �a r�esoudre des probl�emes avec des g�eom�etries

complexes. De plus, ces deux m�ethodes sont faciles �a impl�ementer. Nous sommes amen�es

�a faire des couplages de maillages et de m�ethodes, et nous proposons pour la construction

du sch�ema hybride de s�eparer les deux couplages. On divise le domaine de calcul en

quatre sous-domaines, le principe est d'utiliser la m�ethode des volumes �nis dans la partie

proche du mat�eriau qu'on note 
1, o�u la g�eom�etrie est complexe et o�u le maillage est

non structur�e, et la m�ethode des di��erences �nies dans la partie not�ee 
2 o�u l'on calcule

le champ lointain. La partie hybride situ�ee entre 
1 et 
2 est r�eguli�ere et compos�ee de

deux parties; une partie interm�ediaire 
3 autour du maillage non structur�e o�u l'on applique

encore le sch�ema volumes �nis (pour faciliter le passage entre les deux m�ethodes de calcul),

et une zone d'�echange entre les deux m�ethodes 
4 (�gure 7.1). Le couplage entre les deux

m�ethodes s'e�ectue dans une partie r�eguli�ere du domaine. Les inconnues des deux sch�emas

n'�etant pas calcul�ees au même endroit, les variables seront interpol�ees avant l'�echange.

Nous pr�esentons dans ce chapitre un mod�ele hybride, ainsi qu'une �etude de stabilit�e dans

les cas 1-D et 3-D.
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Fig. 7.1 { Les di��erentes zones du maillage.

7.2 Description des sch�emas utilis�es dans le cou-

plage

Nous nous proposons d'�etudier la stabilit�e d'un sch�ema hybride pour la r�esolution

du syst�eme de Maxwell, couplant le sch�ema volumes �nis du chapitre pr�ec�edent et un

sch�ema aux di��erences �nies, en l'occurence le sch�ema de Yee ([83], et [77]). Le sch�ema

aux di��erences �nies est bas�e sur une discr�etisation spatiale d�ecal�ee pour la localisation

des six champs �electriques et magn�etiques, ce qui impose des contraintes assez rigides sur

les maillages utilis�es. Le sch�ema en temps utilis�e est de type saute-mouton. Le sch�ema

volumes �nis que nous proposons ici est bas�e sur la même discr�etisation en temps que le

sch�ema aux di��erences, quant �a la discr�etisation en espace, nous utilisons des 
ux centr�es.

Tous les champs sont localis�es aux mêmes points, et sont calcul�es �a partir d'une moyenne

sur des volumes d'int�egration (qui peuvent être quelconques). Nous choisissons comme

volumes d'int�egration, les �el�ements du maillage. Ces deux sch�emas sont d'ordre deux en

temps et en espace. Le sch�ema volumes �nis que nous utilisons ici est d�ecrit au chapitre

(6).
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7.2.1 Le sch�ema aux di��erences �nies

Nous rappelons succintement ici le sch�ema aux di��erences �nies pour l'�electromagn�etisme

propos�e par K.S Yee. Ce sch�ema s'�ecrit sous sa forme condens�ee :Z
S

Bn+1=2 �Bn�1=2

�t
ds+

Z
@S

En dl = 0;

Z
S

Dn+1 �Dn

�t
ds�

Z
@S

Hn+1=2 dl = 0;

o�u S est une surface (voir grille 7.2).

z

x

y

(i,j,k) E

EE

E

H

E E

E

E E

E

H

E
H

E

y

y

zz

y

x

x

z

z

y

x

Hy

z

x

H

H x

z
y

x

Fig. 7.2 { Position des champs dans la grille di��erences �nies .

La condition de stabilit�e est donn�ee par :

Cmax�t

s
(

1

�x2
+

1

�y2
+

1

�z2
) � 1: (7.1)

Voir [77] pour une preuve de ce r�esultat. On peut �egalement appliquer le même proc�ed�e

que pour les sch�emas volumes �nis (voir rapport [72]).
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7.3 Construction d'un sch�ema hybride dans le cas

monodimensionnel

Pour mieux illustrer le sch�ema hybride, nous traitons d'abord le cas monodimensionnel,

ensuite nous pr�esentons le cas tridimensionnel. Soit une partition du segment [a : b] en une

suite (xi;i = 0;::M) (�gure 7.3). On applique le sch�ema de Yee sur la partie compos�ee des

points (x = 0;::x = N + 1
2), et le sch�ema volumes �nis sur la partie compos�ee des points

(x = N + 3
2 ;::M � 1

2). Il reste �a d�e�nir la valeur du champ �electrique au point x = N + 1
2 .

On impose des conditions de m�etal parfait sur les deux bouts du segment.

0 M
N+1 N

N+1/2N−1/2 N+3/2

E,HH E H E( ) ( )

zone 
d’interface

Yee Volumes Finis

Fig. 7.3 { Domaines de calcul des deux m�ethodes

7.3.1 D�e�nition des deux sch�emas

Les �equations de Maxwell dans le cas monodimensionnel en mode transverse magn�etique,

et en pr�esence du vide (le syst�eme est normalis�e, " = 1 et � = 1) sont donn�ees par :

8>>>><>>>>:
@H

@t
+
@E

@x
= 0;

@E

@t
+
@H

@x
= 0:

(7.2)
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7.3.2 Le sch�ema de Yee (Di��erences Finies)

Le sch�ema de Yee est donn�e dans ce cas par :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

H
n+ 1

2

j+ 1

2

= H
n� 1

2

j+ 1

2

� �[En
j+1 �En

j ] j = 0;:::N � 1;

En+1
j = En

j � �[H
n+ 1

2

j+ 1

2

�H
n+ 1

2

j� 1

2

] j = 0;:::N � 1;

H
n+ 1

2

N+ 1

2

= H
n� 1

2

N+ 1

2

� �[En
N+1 �En

N ];

En+1
N = En

N � �[H
n+ 1

2

N+ 1

2

�H
n+ 1

2

N� 1

2

]:

(7.3)

Avec � = �t
�x .

7.3.3 Valeur du champ �a l'interface

Le champ �electromagn�etique �a l'interface est donn�e par :�
En+1
N+ 1

2

= En
N+ 1

2

� �[H
n+ 1

2

N+ 3

2

�H
n+ 1

2

N+ 1

2

]: (7.4)

7.3.4 Le sch�ema volumes �nis

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

H
n+ 1

2

j+ 1

2

= H
n� 1

2
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2

� �

2
[En
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2

�En
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2
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2

� �

2
[H
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2

�H
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2
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H
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2

N+ 3

2
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n� 1

2

N+ 3

2

� �

2
[En

N+ 5

2

�En
N+ 1

2

];

En+1
N+ 3

2

= En
N+ 3

2

� �

2
[H

n+ 1

2

N+ 5

2

�H
n+ 1

2

N+ 1

2

]:

(7.5)

La seule valeur qui reste �a d�eterminer est En
N+1. Nous proposons l'interpolation suivante :

En
N+1 =

En
N+ 3

2

+En
N+ 1

2

2
:



7.4. LE SCH�EMA HYBRIDE 151

7.3.5 Conditions aux limites

Nous consid�erons des conditions aux limites de type m�etal parfait donn�ees par :

8>><>>:
E0 = 0;

HM+ 1

2

= HM� 1

2

;

EM+ 1

2

= �EM� 1

2

:

7.4 Le sch�ema hybride

Nous donnons ici l'algorithme complet du sch�ema hybride que nous avons construit

ci-dessus :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

H
n+ 1

2

j+ 1

2

= H
n� 1

2
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2

� �[En
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j � �[H
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2

�H
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2
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2
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(7.6)

Avec :

En
N+1 =

En
N+ 3

2

+En
N+ 1

2

2
:
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7.5 Stabilit�e du mod�ele hybride dans le cas mo-

nodimensionnel

7.5.1 Proposition

Le sch�ema hybride (7.6) est un sch�ema stable. Nous allons montrer la stabilit�e par un

calcul de la variation d'�energie totale sur tout le domaine.

7.5.2 D�e�nition d'une �energie sur tout le domaine

On d�e�nit l'�energie discr�ete du sch�ema hybride par la formulation suivante :
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(7.7)

Qu'on peut �ecrire sous la forme :

2Enh = 2Enyee + 2Envf + 2Enint

Avec :

2Enyee =
j=N�1X
j=0
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)2:
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7.5.2.1 Proposition

L'�energie Enh est une forme quadratique d�e�nie positive des variables En et Hn+ 1

2 pour

� < 1.

Preuve
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En utilisant l'in�egalit�e pour deux r�eels a et b quelconques

(a� b)2 � 2(a2 + b2);

on d�eduit l'in�egalit�e suivante pour l'�energie d�e�nie par l'�equation (7.7) :
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De plus, pour � < 1, nous avons :

Enh = 0 =)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
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=) (E = 0; etH = 0).

7.5.3 Variation de l'�energie totale

La variation de l'�energie est donn�ee par :

2�Enh = 2En+1h � 2Enh :
2�Enh = 2�Enyee + 2�Envf + 2�Enint:

(7.8)

Nous allons calculer les trois quantit�es 2�Enyee, 2�Envf et 2�Enint.
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2�Enint = ��
2
(En+1

N+ 1

2

+En
N+ 1

2

)(H
n+ 1

2

N+ 3

2

�H
n+ 1

2

N+ 1

2

):

Ainsi, la variation de l'�energie discr�ete est donn�ee par :

2�Enh = 0:

Comme l'�energie est une forme quadratique d�e�nie positive, et que sa variation est nulle,

nous d�eduisons que cette �energie est born�ee (car constante), et par cons�equent tous les

champs �electromagn�etiques le sont. Ceci implique la stabilit�e du sch�ema. Nous constatons

�egalement d'apr�es cette �etude que le sch�ema hybride ainsi construit n'est pas di�usif.

Remarque

Ce sch�ema s'�etend au cas bidimensionnel et tridimensionnel. Nous d�ecrivons ici le

mod�ele hybride dans le cas tridimensionnel, et nous donnons �egalement une d�emonstration

de la stabilit�e du sch�ema.

7.6 Le mod�ele hybride dans le cas tridimensionnel

Soit un maillage r�egulier compos�e de parall�el�epip�edes (�gure 7.4).

(E,H)

(E,H)?

volumes
finis

differences
finiesz

y

x

HE

E

E

E

x

z

z

y

y

(N,j,k)

interface

Fig. 7.4 { Les di��erentes zones du maillage dans le cas 3-D.
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Nous appliquons les sch�emas volumes �nis et di��erences �nies dans les zones indiqu�ees

par la �gure (7.4), et a�n de d�e�nir tous les champs, nous avons besoin des valeurs des

champs aux interfaces avec les interpolations appropri�ees. Nous consid�erons ici une inter-

face compos�ee des points [(N + 1
2)�x;(j +

1
2)�y;(k +

1
2)�z], o�u N est une valeur �x�ee,

j et k sont variables. Nous rappelons tout d'abord les deux sch�emas di��erences �nies et

volumes �nis dans le cas tridimensionnel (maillage structur�e).

7.6.1 Sch�ema de Yee dans le cas 3-D

Pour i � N � 1;j;k :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
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(7.9)
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7.6.2 Sch�ema volumes �nis dans le cas 3-D

Pour i � N + 1;j;k :
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(7.10)

Nous donnons ici les valeurs du champ �a l'interface.
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7.6.3 Valeur du champ �a l'interface dans le cas 3-D

Les valeurs des champs aux points (N + 1
2 ;j +

1
2 ;k +

1
2) sont donn�ees par :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1)H
n+ 1

2
x (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2) = H

n� 1

2
x (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2)

+�t
�z

n
En
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k + 1)�En

y (N + 1
2 ;j +

1
2 ;k)

o
��t

�y

n
En
z (N + 1

2 ;j + 1;k + 1
2)�En

z (N + 1
2 ;j;k +

1
2)
o
;

2)H
n+ 1

2
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2) = H

n� 1

2
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2)

+�t
�x

n
En
z (N + 1;j + 1

2 ;k +
1
2 )�En

z (N;j +
1
2 ;k +

1
2)
o

��t
�z

n
En
x(N + 1

2 ;j +
1
2 ;k + 1)�En

x(N + 1
2 ;j +

1
2 ;k)

o
;

3)H
n+ 1

2
z (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2) = H

n� 1

2
z (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2)

+�t
�y

n
En
x(N + 1

2 ;j + 1;k + 1
2)�En

x(N + 1
2 ;j;k +

1
2)
o

��t
�x

n
En
y (N + 1;j + 1

2 ;k +
1
2 )�En

y (N;j +
1
2 ;k +

1
2)
o
;

4)En
x(N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2) = En�1

x (N + 1
2 ;j +

1
2 ;k +

1
2)

+ �t
2�y

�
H

n� 1

2
z (N + 1

2 ;j +
3
2 ;k +

1
2)�H

n� 1

2
z (N + 1

2 ;j � 1
2 ;k +

1
2 )

�
� �t

2�z

�
H

n� 1

2
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

3
2)�H

n� 1

2
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k � 1

2)

�
;

5)En
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2) = En�1

y (N + 1
2 ;j +

1
2 ;k +

1
2)

+ �t
2�z

�
H

n� 1

2
x (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

3
2)�H

n� 1

2
x (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k � 1

2)

�
��t

�x

�
H

n� 1

2
z (N + 3

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2 )�H

n� 1

2
z (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2)

�
;

6)En
z (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2) = En�1

z (N + 1
2 ;j +

1
2 ;k +

1
2)

+�t
�x

�
H

n� 1

2
y (N + 3

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2 )�H

n� 1

2
y (N + 1

2 ;j +
1
2 ;k +

1
2)

�
� �t

2�y

�
H

n� 1

2
x (N + 1

2 ;j +
3
2 ;k +

1
2)�H

n� 1

2
x (N + 1

2 ;j � 1
2 ;k +

1
2 )

�
:

(7.11)
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Avec les interpolations suivantes :
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Sur le bord du domaine o�u est appliqu�e le sch�ema aux di��erences �nies, nous avons les

champs suivants :
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A�n que ces champs soient d�e�nis, nous consid�erons les interpolations suivantes :
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Ainsi, tous les champs sont d�e�nis dans le sch�ema hybride.

Proposition

Le sch�ema hybride d�e�ni pr�ec�edement par les �equations (7.9, 7.10, et 7.11) est stable.

D�emonstration

1 ) Calcul de l'�energie totale

Pour d�emontrer la stabilit�e du sch�ema dans ce cas , nous allons proc�eder comme dans

le cas monodimensionnel (paragraphe 7.5), en calculant la variation de l'�energie discr�ete.

Nous donnons d'abord la d�e�nition de l'�energie totale Enh �a l'instant n�t sur tout le

domaine de calcul :

2Enh = 2Enyee + 2Envf + 2Enint;
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2 ) Variation de l'�energie totale

La variation de l'�energie est donn�ee par :

2�Enh = 2En+1h � 2Enh = 2�Enyee + 2�Envf + 2�Enint:

Nous donnons ici les di��erentes variations d'�energies :
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Nous d�eduisons des calculs pr�ec�edents que :

2�Enh = 0:

Ce qui assure la stabilit�e du sch�ema hybride ainsi construit.
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7.7 Exp�eriences num�eriques

Nous proposons ici quelques r�esultats num�eriques donn�es par le sch�ema hybride dans

le cas bidimensionnel, et dans le cas simple de maillages structur�es. Les di��erents sch�emas

sont appliqu�es comme indiqu�e sur la �gure (7.5). Nous reprenons le cas test acad�emique de

l'�evolution d'un mode de r�esonance dans une cavit�e m�etallique, et nous e�ectuons quelques

cas tests en les comparant aux solutions exactes. Nous simulons ici deux champs Ex et

Hz. Nous pouvons constater �a travers les coupes en y (�gure 7.6, et �gure 7.7) et �a travers

les courbes simulant l'�evolution en temps des deux champs (�gure 7.8, et �gure 7.9) que

les r�esultats sont tr�es satisfaisants.

volumes
finis

interface

  interface

interf interf

differences finies

differences finies

differences
  finies

differences
   finies

Fig. 7.5 { Les di��erentes parties du maillage
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7.8 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une m�ethode hybride combinant deux sch�emas

temporels pour la r�esolution du syst�eme de Maxwell. Nous avons un sch�ema aux di��erences

�nies et un sch�ema volumes �nis. La recherche d'un sch�ema volumes �nis tel que le sch�ema

r�esultant du couplage soit stable, nous a men�e �a construire un nouveau sch�ema centr�e en

espace et qui utilise la même discr�etisation en temps que le sch�ema aux di��erences (sch�ema

saute-mouton), et les inconnues sont localis�ees aux centres des �el�ements du maillage. Ce

sch�ema est bien adapt�e �a la r�esolution du syst�eme de Maxwell dans le cas h�et�erog�ene et

pr�esente des propri�et�es num�eriques int�eressantes telle que l'absence de di�usion num�erique

(voir [72]). Nous avons utilis�e des interpolations spatiales pour obtenir les valeurs des

champs �a l'interface des domaines o�u sont appliqu�es les deux sch�emas num�eriques. Nous

avons d�emontr�e dans ce chapitre que le sch�ema hybride ainsi construit est un sch�ema

stable, et de plus il est non di�usif. Nous avons �egalement e�ectu�e quelques cas tests de

validation et les r�esultats num�eriques obtenus sont tr�es encourageants.
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Nous nous sommes int�eress�es dans cette th�ese �a l'�etude de di��erentes m�ethodes num�eriques

pour la r�esolution du syst�eme de Maxwell instationnaire dans des milieux h�et�erog�enes. La

plupart des sch�emas que nous avons consid�er�es sont bas�es sur une int�egration spatiale lo-

cale, et a�n de respecter le caract�ere h�et�erog�ene du milieu de propagation des ondes et la

g�eom�etrie qui pourrait être quelconque, nous avons choisi les �el�ements du maillage comme

volumes d'int�egration. Nous avons tout d'abord d�evelopp�e et test�e une m�ethode de volumes

�nis, elle est bas�ee sur une discr�etisation de type MUSCL en espace et une int�egration

temporelle de type Runge-Kutta. Cette m�ethode permet d'obtenir des sch�emas d'ordre

�elev�e et nous avons constat�e qu'elle est bien adapt�ee pour la r�esolution de notre probl�eme.

Nous l'avons compar�ee �a une autre m�ethode volumes �nis du même type o�u les volumes de

contrôle sont par contre des polygones centr�es aux noeuds. Les di��erentes comparaisons

ont montr�e que les deux m�ethodes se valent dans le cas de mat�eriaux homog�enes. Nous

avons �egalement adapt�e une m�ethode d'�el�ements �nis dite Galerkin Discontinu d�evelopp�ee

initialement pour la m�ecanique des 
uides. Cette m�ethode permet �egalement d'obtenir des

sch�emas d'ordre �elev�e bas�es sur le choix d'une base locale et des formules de quadrature.

Les di��erents cas tests ont montr�e que cette m�ethode r�epondait aux attentes. En e�et,

nous avons retrouv�e les r�esultats obtenus par la m�ethode volumes �nis ou encore des

r�esultats analytiques. Nous l'avons par ailleurs compar�ee �a la m�ethode volumes �nis que

nous avons d�evelopp�ee et nous avons constat�e que du point de vue qualitatif les deux

m�ethodes sont comparables. N�eanmoins la di��erence r�eside dans le temps de calcul (CPU)

o�u nous avons constat�e que la m�ethode volumes �nis est moins coûteuse que la m�ethode

Galerkin Discontinu, mais cette derni�ere a l'avantage d'obtenir des r�esultats sur des temps

longs de meilleure qualit�e car elle est moins di�usive. En r�esum�e, on peut dire que sur

des temps courts la m�ethode volumes �nis est plus int�eressante dans la mesure o�u elle

donne les mêmes r�esultats avec un CPU plus faible, mais sur des temps longs, la m�ethode

Galerkin Discontinu parait plus comp�etitive. Nous nous sommes ensuite int�eress�es �a un

autre type de m�ethode volumes �nis, o�u le calcul du 
ux est bas�e sur un sch�ema centr�e

et l'int�egration en temps est de type saute-mouton. Nous avons �etabli un crit�ere de sta-

bilit�e dans le cas de maillages structur�es et nous avons �egalement e�ectu�e une analyse

de la dispersion et de la di�usion num�eriques. Les r�esultats obtenus montrent que cette

m�ethode est d'ordre deux en temps et en espace, et qu'elle n'est pas di�usive. Par contre

elle pr�esente une dispersion num�erique d'ordre deux. Nous avons e�ectu�e quelques cas tests

et les r�esultats num�eriques obtenus sont conformes aux r�esultats th�eoriques. Nous avons

�egalement constat�e que cette m�ethode donne de bons r�esultats dans le cas de mat�eriaux

h�et�erog�enes. Nous avons compar�e cette m�ethode dans un premier temps �a la m�ethode

volumes �nis d�evelopp�ee au d�ebut de ces travaux dans le cas de maillages non structur�es.

Nous avons remarqu�e que les r�esultats restent comparables sur des temps courts, cepen-

dant vu le caract�ere non di�usif de la derni�ere m�ethode, elle donne des r�esultats plus
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signi�catifs sur des temps longs. Elle pr�esente �egalement l'avantage d'être moins coûteuse.

Dans un deuxi�eme temps, nous l'avons compar�ee �a la m�ethode d�evelopp�ee par K.S.Yee

qui est une m�ethode aux di��erences �nies. Nous avons constat�e que les deux m�ethodes

donnent des r�esultats de même qualit�e. Nous avons cependant des di��erences du point

de vue CPU ; la m�ethode volumes �nis est deux fois moins coûteuse, mais le sch�ema de

Yee est moins dispersif. Nous avons compar�e ces deux m�ethodes dans le cas de maillages

structur�es car la m�ethode des di��erences �nies n'est pas adapt�ee aux cas non structur�es.

Nous avons vu que le moyen d'exploiter les avantages des deux m�ethodes volumes �nis et

di��erences �nies consiste �a hybrider les deux sch�emas. Nous avons montr�e par une analyse

th�eorique que le sch�ema hybride obtenu du couplage est un sch�ema stable et non di�usif.

En fait, ce sch�ema garde les mêmes caract�eristiques num�eriques que les sch�emas utilis�es

pour ce couplage, et permet de b�en�e�cier des avantages des deux m�ethodes. Nous avons

impl�ement�e la m�ethode dans le cas simple de maillages structur�es et nous avons e�ectu�e

quelques cas tests a�n de v�eri�er les r�esultats th�eoriques. A travers l'analyse des di��erentes

m�ethodes vues dans cette th�ese, nous pouvons d�eduire que chacune pr�esente des avantages

et des inconv�enients concernant la qualit�e des r�esultats num�eriques et le temps de calcul.

Cependant la nouvelle m�ethode volumes �nis pr�esente le meilleur compromis entre la qua-

lit�e des solutions et le coût de calcul. L'une des perspectives de ce travail est d'�etendre

cette m�ethode au cas tridimensionnel avec un maillage hybride structur�e/non structur�e,

ce qui permettra l'utilisation de couches PML dans la partie structur�ee. Des simulations

num�eriques tridimensionnelles permetterons de valider les r�esultats obtenus en 2D.
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