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Résumé 5

Résumé

Cette thése est consacrée a 1’étude de la couverture a temps discret des options
européennes. On a étudié la convergence du risque résiduel et sa vitesse de convergence
sous la probabilité risque neutre ou la probabilité initiale. Pour cela, une condition
générale est donnée, vérifiée par beaucoup d’actifs contingents dont Call et Put, sous
laquelle on a la vitesse de convergence du risque quadratique. On a étudié également
la couverture dans le cadre multi-dimensionnel, o les résultats sont un peu moins
généraux, mais suffisants pour la version muti-dimensionnelle du modéle Black-Scholes.

On a comparé deux sortes de couvertures approchées, la couverture basée sur la
formule de couverture exacte et la couverture qui minimise le risque quadratique. Le
résultat montre qu’elles sont asymptotiquement équivalentes.
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Introduction

Un contrat d’option consiste en 1’échange d’'un flux aléatoire h(w) & l'instant T
fixé contre une somme déterministe a l'instant 0 appelée la prime. Les intervenants
financiers s’intéressent souvent, plus qu’a la prime, a l'existence d’'une stratégie de
couverture sans risques. La théorie classique du pricing d’options dans le modéle de
Black et Scholes.

dS; = puSydt + oS, dW;,

repose sur l'existence d’un portefeuille autofinancé qui réplique exactement ce que
promet I'option (voir [BS73| et [Mer73| pour I'approche classique et [HP81], [HP83],
[HK79| ... pour Papproche martingale). Dans le modeéle de Black et Scholes, le prix d
'instant ¢ d’une option promettant f(Sy) en T est donné par une fonction F'(t,S;) et
I’on peut montrer que le portefeuille autofinancé, comportant a I’instant ¢, une quantité

H,; d’actif de prix S; avec:
B OF(t,S;)

oxr '

permet de couvrir exactement ’option et donc d’établir un prix légitime pour ’option.

H,

Ce phénomeéne se généralise au cas de tout marché viable et complet.

On constate, sur la formule donnant H;, que la mise en ceuvre de cette stratégie de
couverture est, bien entendu, impossible pratiquement puisqu’elle impose a I'opérateur
d’intervenir a4 tout moment sur le marché et que les coiits de transaction limitent cette
fréquence d’intervention. De nombreuses études ont porté sur la prise en compte des
cotits de transaction dans le modéle de Black et Scholes ([Lel85|, [Wha95|, [BLPS92],
[BS96], [BVI2|, [MT95],...). Ces recherches n’ont, semble-t-il, pas eu d’applications
opérationnelles dans les salles de marché: elles sont délicates & mettre en ceuvre et a
calibrer.

Notre point de vue est ici moins ambitieux: nous cherchons a estimer une fréquence
d’intervention raisonnable en cherchant a évaluer le risque quadratique de couverture
en fonction de la fréquence d’intervention. Pour des raisons pratiques (la plupart des
options existantes sont de ce type) et théoriques (on ne peut mener d’analyse précise
que dans ce cadre) nous nous sommes limités a des payoff de type markovien et nous ne
considérons qu'une légére généralisation du modéle de Black et Scholes en autorisant
des volatilités dépendant de I'actif (lorsque o est minoré on a alors affaire & un marché
viable et complet). Dans ce cadre, nous avons étudié des stratégies de couvertures plus
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réalistes (interventions espacées d’un pas de temps fixe h) de fagon rigoureuse. Nous
avons cherché a obtenir un équivalent lorsque le pas de couverture A tend vers 0 de
la variance résiduelle de couverture. Ce type de résultat a été obtenu dans un cadre
réaliste (c’est a dire pour un classe de fonctions peu réguliéres incluant les puts et les
calls) en dimension 1 pour la couverture parfaite (de Black et Scholes) appliquée en
des instants réguliérement espacés et pour une stratégie optimale (au sens L? sous la
probabilité risque neutre) toujours en des instants réguliers. Un résultat intéressant de
la thése est de constater que le comportement asymptotique des variances résiduelles
des deux méthodes de couverture est alors identique. On obtient des résultats proches
en dimension supérieure, mais il n’ont été établis dans cette thése que dans le cas de
fonctions réguliéres et pour le modele de Black-Scholes multidimensionnel pour des
fonctions réalistes.

Les formules obtenues sont souvent, connues dans la littérature financiére, au moins
pour la couverture Black et Scholes (c’est ce genre de formule qui justifie I'utilisation
du Gamma comme paramétre pertinent pour la gestion de portefeuille). Cependant
nous ne connaissons pas de preuve rigoureuse de ces résultats. Les résultats pour la
couverture optimale sont & notre connaissance nouveaux ainsi que ’extension sous la
probabilité initiale (méme si elle ne constitue pas une surprise).

La thése est organisée de la facon suivante. Dans le premier chapitre nous rappelons
les résultats classiques de finance et de théorie des processus stochastiques utiles dans
notre développement. En particulier nous rappelons les résultats de couvertures par-
faites pour des actifs contingents markoviens. Le deuxiéeme chapitre constitue ’essentiel
de cette thése. Nous y établissons un développement asymptotique, sous la probabi-
lité risque neutre, du risque résiduel de la stratégie de couverture “Black et Scholes”
et “optimale” en dimension 1 (théoréme 2.1.2 et 2.1.4) pour une fonction absolument
continue. Nous illustrons ces résultats dans le cas classique du modéle de Black et
Scholes pour lequel des formules explicites sont connues. Nous étendons, alors, ces ré-
sultats sous la probabilité historique et précisons le comportement de 'espérance des
cotits de transaction. Le chapitre 3 est consacré a 'extension des résultats précédents
en dimension supérieure a 1, pour des fonctions réguliéres et dans le cas du modéle
de Black et Scholes pour les puts et les calls. Un exemple de traitement d’un option
d’échange est donné.



Chapitre 1

Modéle et Notions fondamentales

Le but de ce chapitre est de présenter le modéle qui servira de base a notre étude
et de rappeler les notions élémentaires de la théorie des options et de la couverture.

1.1 Le modéle d’actifs

Nous supposons qu’il existe sur le marché financier d + 1 actifs élémentaires, un
actif sans risque de prix X et d actifs risqués de prix X, = (X/,..., X}).

Nous construisons le modéle pour ces actifs a partir d’'un mouvement brownien
d—dimensionnel (W;);>o. Nous notons (F;);>¢ sa filtration naturelle complétée. On
considére T' un réel positif (qui représentera I’échéance de 'option) et 1’on se donne des
fonctions p;(t, x) et 04(t,x), 1 < i, j < d, que I'on supposera de classe C* ([0, T]xR?),
uniformément bornées et uniformément lipschitziennes. On suppose, de plus, que o est
uniformément elliptique, plus précisément nous ferons comme hypothése qu’il existe ~
et n strictement positifs tel que, pour tout £ € R¢ et pour tout ¢t € [0,7] et x € R% on
ait :

nllEll < ot 2)El < ~lill- (1.1)

Les processus (X}, > 0) sont les solutions uniques du systéme :

dX?
XJ = rdt
ey ) ' (1.2)
Xit = pu(t, Xp)dt + Zj:l o (t, Xp)dW}, i=1,d.
t

Comme o est une matrice elliptique, on peut utiliser le théoréme de Girsanov pour
montrer qu’il existe une unique probabilité équivalente a la probabilité initiale P, P
sous laquelle:

t
Wy =W, — / o(u, Xy) ' (rT — p(u, X,,))du
Jo



10 CHAPITRE 1. MODELE ET NOTIONS FONDAMENTALES

est un P—mouvement Brownien. On appelle cette probabilité ]_5, la probabilité
risque neutre.

Par commodité de notation nous continuerons a noter le nouveau mouvement Brow-
nien W, au lieu de W,. Avec cette convention, les prix X!, i =0..d, satisfont I'équation
différentielle stochastique:

dXx?
X(f = rdt
I3 ) ' (1.3)
Xit = rdt —+ Zj/zl 0'7]('[/'7 Xf)th], 1= 1, d.
t

On notera la valeur actualisée des actifs X7 par:
)N(Z = eiTtXf.
Remarquons que sous la probabilité P, il est facile de vérifier que les valeurs ac-

tualisées des actifs (X;,O < t < T) sont des martingales par rapport a la filtration
(F,0<t<T), et

i d

dX} .

f(?’t = oyt X)dW/, i=1.d. (1.4)
t j=1

1.2 Stratégie autofinancée

Nous allons maintenant définir les stratégies de gestion de portefeuilles qui nous
seront utiles dans la suite.

Définition 1.2.1 On appelle une stratégie de gestion de portefeuille un processus pré-

visible :

¢: (¢gaa¢g)t20

a valeur dans R, ¢! représente la quantité du i actif.
La valeur du portefeuille correspondant a cette stratégie de gestion est donnée par :

d
OEDI A
i=0
Définition 1.2.2 Une stratégie est dite autofinancée si on a:

T d T .
/ |7 | dt + Z / |pt|?dt < oop.s.,
70 i=1 70

et: .
] t
Vt:Vo+Z/ ¢LdX! vt € [0,T].
i=0 Y0
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Remarque 1.2.3 La premiére condition est une condition technique qui permet de
donner un sens aux intégrales stochastiques fUT ¢id X}, en utilisant le fait que les oy (¢, z)
sont bornées.

La deuxiéme condition représente la notion intuitive d’autofinancement. Cela signi-
fie que le portefeuille une fois constitué, est géré sans retirer, ni emprunter d’argent.

On a alors le lemme suivant qui exprime que la valeur (actualisée) d’une stratégie de
gestion autofinancée est déterminée par sa valeur initiale et les processus des quantités
des actifs risqués.

Lemme 1.2.4 Soit f/,(é) la valeur actualisée d’une stratégie de gestion autofinancée:

Vi(9) = Vi(9)/ X7 = e "'Vi(9).

Alors Vi(¢) peut s’écrire sous la forme :
W6 =1+ Y [ ol
i=1 0

Démonstration: Il n’y a qu’a appliquer la formule d’Ito et la définition de 'autofi-
nancement pour vérifier cette égalité. |

On appelle un actif contingent une variable aléatoire positive h qui est F; mesu-
rable. Dans la suite de ce travail nous ne considérerons que des actifs contingents h de
carré intégrable, sous la probabilité risque neutre. On parlera dans ce cas de L?-actif
contingent.

Nous introduisons, maintenant, une notion de stratégie admissible adaptée a ce
contexte.

Définition 1.2.5 Une stratégie (¢;,0 < t < T) est une stratégie L?*-admissible si
elle est autofinancée, telle que sa valeur Vi(¢p) > 0 pour tout t € [0,T)] et telle que

E(supgc;<r V72 (9)) < +o0.

Remarque 1.2.6 Cette définition a [’avantage d’impliquer que, si ¢ est une stratégie
admissible, alors (Vi(4),0 <t < T) est une martingale sous la probabilité risque neutre
en utilisant lemme 1.2.4.

Un L?-actif contingent h est dit L?-simulable s’il existe une stratégie L?-admissible
dont la valeur a l'instant 7" est h.

Définition 1.2.7 Un marché est dit viable s’il existe une probabilité sous laquelle les
priz actualisés des actifs élémentaires sont des martingales.
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Nous avons vu plus haut que le marché que nous avons considéré est viable.

Définition 1.2.8 Un marché est dit complet si tout L?-actif contingent est L?-
simulable.

Le résultat suivant est classique:

Proposition 1.2.9 Sous le modeéle 1.1 le marché est complet.

Démonstration: Pour tout L?-actif contingent h, on a V; = E(e ""h|F,) est une
L?-martingale sous P, alors par le théoréme de représentation des martingales dans
L2, il existe processus prévisible {¢’t‘}t207i:1_d tel que

T
E/ (¢1)*ds < 00,Vi = 1..d,
0

d t t
i=Vor 3 [ oawi=vi+ [ srawivezo
i=1 70 0

et tel que Vi, ¢! est dans L*([0,T] x Q). D’autre part, par (1.4) et par Uellipticité
de o, on peut inverser o et écrire

th = O'(t, Xt)ill)i(fld)zt,

ou
Im: ;Six:(xly"',xd)ERd_

Donc on peux écrire
~ t ~
V,=Vy+ / Pro(s, X)X,
Jo s
et par lemme 1.2.4, ceci prouve l'existence d’une stratégie admissible dont le prix

actualisé est V;, qui simule h a Pinstant 7. Donc h est L?-simulable. Le marché est
complet puisque le L2-actif contingent h est arbitraire. [ |
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1.3 Rappel sur le probléme de Cauchy

Dans cette partie nous rappelons certains résultats classiques qui relient les équa-
tions paraboliques et les processus de diffusions.
Soit (X;,¢ > 0) un processus de diffusion dans R%, solution de:

p
dX} = bi(t, Xp)dt + Y o3 (1, X,)dW],
j=1

pouri =1,---,d, avec (W;,t > 0) un brownien p-dimensionnel et b;(, x) et 0;;(t, x)
des fonctions a valeurs réelles données. On associe classiquement a ce processus une
famille d’opérateurs du second ordre, en posant :

1< 0? )
At:22(127(f7‘)8 8T7+beTaT

i,j=1 =1 K

avec

p
aij =Y oirlt, ) oju(t. z).
k=1

Nous allons voir que sous des hypothéses d’ellipticité et si f est une fonction continue
a croissance au plus exponentielle:

u(t,z) = Ef(X}T),

est solution du probleme de Cauchy suivant :

ot
u(T,z) = f(z).

Pour cela nous aurons besoin des définitions suivantes:

{ ou A,u = 0 pour te [O,T[J (1 5)

Définition 1.3.1 L’opérateur:

+ c(t,x)u

Mu = + ai,j(t
i,J

@) a aq~7

est parabolique V& € RY, on a ), ; a; ;(t,2)&€ > 0. M est uniformément parabo-
lique si il existe une constante positive 1 tel que

d
Z a; j(t, 2)&E > n|€l°, pour tout (t,z) € [0,T) x R%, & € R
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Définition 1.3.2 Une solution fondamentale de [opérateur parabolique M dans
[0, T] x R® est une fonction p(t, s;x,y) défini pour tout (t,z), (s,y) € [0,T] x R t < s,
satisfaisant la condition suivante :

Pour toute fonction continue f a support compact, la fonction:

u(t,z) = /dp(t, s;@,y) f(y)dy
JR

satisfait:

Mu = 0 pourzeRLO<t<s<T,
u(t,x) — f(x) sit?s.

Nous avons besoin des conditions suivantes pour assurer l’existence de la solution
fondamentale (Voir Friedman |Fri76|):

(A1) M est uniformément parabolique.

(A2) Les coefficients de M sont continus et bornés dans [0, 7] x R?, les a;;(t,z) sont
continues en ¢, uniformément par rapport a (¢,z) dans [0, 7] x R%.

(A3) Les coefficients de M sont Holderiens en z, uniformément par rapport a (t,x)
dans tout compact de [0,7] x R% et les a; ;(f,z) sont Holderiens continus en z
uniformément par rapport a (¢, z) dans [0, T] x R%

On a alors le théoréme suivant (voir Friedman (64), chapitre 9).
Théoréme 1.3.3 Si lopérateur M vérifie (A1) — (A3), alors:

(1) il existe une solution fondamentale p(t,s;x,y) pour M, qui satisfait de plus les
inéqalités suivantes :

2
m n — ml+In r—Yy
Dy Dyp(t, s;m,y)| < Cs — 1) (d+|ml-+[n[)/2 exp(—cgif|

)

2
_ xr—vy
Dip(t, s32,9)] < C(s — 1) 72 exp(— T4 —)

pour |m| < 2, ¢ et C sont des constantes positives. De plus, les fonctions
DIp(t,s;z,y)(|m| < 2) et Dip(t,s;z,y) sont continues dans [0,T] x [0,T] x
R x R% t < s.

(ii) Si c(t,x) = 0, la solution fondamentale est la densité de transition du processus
markovien associé au processus (X, t > 0) :

dXt == O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt

avec o(t, ) tel que:

(ai(t, ) = o(t,2)o(t, 2)"
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1.4 Prix et couvertures des options : le cas markovien

Nous revenons maintenant aux options et a leur couverture dans le cas de modéles
markoviens et nous montrons comment on peut calculer les prix et les couvertures dans
ce cas.

Une option européenne d’échéance T est définie par le droit de recevoir a l'ins-
tant d’exercice T, une richesse h. Dans la pratique, h prend souvent la forme de
f(XE -+, X4), ou f est une fonction réelle définie sur RY, et X1, -+, X% sont les
d actifs risqués. C’est ce cas que nous allons étudier pour l'essentiel dans la suite. Les
exemples les plus classiques sont 'option d’achat (“call”) sur une unité de combinaison
de certains actifs, de prix d’exercice K (h = (3%, liXi — K),) et option de vente
(“put”) de prix d’exercice K (h = (K — 3% LiX5),).

1.4.1 Calcul du prix

Lorsque le marché est viable et complet (ce qui est le cas dans notre modéle d’actif),
on utilise la méthode de réplication pour calculer le prix des actifs contingents: le prix
a chaque instant d’un actif simulable par une stratégie admissible est égale a la valeur
de cette stratégie autofinancée. D’autre part, comme sous la probabilité P les actifs
actualisés sont des martingales on en déduit que cette valeur V; ne peut étre égale qu’a:

V,=E (e " hF).

Dans ce qui va suivre nous supposerons que h = f(X},---, X&) avec f une fonction
A croissance polynomiale. Tl est alors facile de montrer que h est bien dans L?(P). De
plus, compte tenu du fait que dans notre modéle les actifs risqués vérifient ’équation

différentielle stochastique suivante :

d
dX] =rXjdt+ X} oyt X} X)W, i=1,---d, (1.6)
Jj=1
le processus (X;, ¢ > 0) est markovien sous la probabilit¢é P. Nous noterons
(X" s > t) le processus issu de x a linstant ¢, avec la filtration {F,,}>s, onl
Fis = o(Wpy — Wyt < ¢ < s). Le caractére markovien de X; permet de prouver
que:

Vi = F(t, Xy),

avec :

F(t,z) =B (e "D f(X5)) . (1.7)
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Dans la proposition suivante nous identifions I’équation aux dérivées partielles vé-
rifiée par la fonction F(t, ).

Proposition 1.4.1 F(t,z) est solution de I’équation auz dérivées partielles suivante :

ou
{ A A = 0 pour t € [0, 77, (1.8)

ot
u(T,z) = f(z).

ot Ay est le générateur infinitésimal de X; sous P, c’est a dire :

d
Au=r

d

ou N 1 0%u
- 61;7 2 = J 1 61776[11']
=1 i,j=1

Démonstration: Pour prouver cela nous allons utiliser les conditions (A1) — (A3).
D’autre part nous ne traitons en détail que le cas de la dimension 1. Le cas multi-
dimensionnel se traite de facon identique, les notations étant sensiblement plus com-
modes en dimension 1.

On utilise le théoréeme 1.3.3, mais ici 'opérateur :

ou
— + Au —ru
ot

n’est pas uniformément parabolique comme le demande le théoréme. Pour contour-
ner cette difficulté on pose:

G(t,y) = F(t,e").

Il est alors facile de voir que:
Gt,y) = T UB(f(T)) (1.9)
ou:
Y =log(X}), Vi=1.d. (1.10)

On peut alors vérifier que (Y;, ¢t > 0) est solution de I’équation différentielle sto-
chastique suivante:

1
dY; = o(t,e"™)dW, + (r — 502@, e'))dt,

dont le générateur infinitésimal Ay est:
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comme o satisfait la condition d’ellipticité, 'opérateur

ou
Mu=—+ Ayu —ru
ot Y

est uniformément parabolique et vérifie de plus les conditions (A1) — (A3). On
applique alors le théoréme 1.3.3 au processus Y;. Sa densité de transition p(t, s; z,y)
coincide avec la solution fondamentale de M, qui est dans C"2([0, T[xR?), donc par
(1.7) et (1.9) on obtient que F(t,z) est dans C*?([0, T[xR) aussi, donc satisfait (1.8).
De plus, on a:

Glt.a) = " TIE((ET)

= 0 [ p(epe T g)dy
JR

donc:

F(t,x) = G(t,logz) = ¢ """ / F(e)p(t, Tslogx, y)dy (1.11)
JR

Alors on vérifie, en utilisant la définition de solution fondamentale que F(t,z) sa-
tisfait (1.8). i

1.4.2 Calcul de la couverture

On a vu dans la proposition 1.2.9 que, dans notre modéle, le marché est complet.
Tous les L?-actifs contingents sont donc L?-simulables et toute option européenne dans

L?(P) peut étre couverte parfaitement, i.e. il existe une couverture parfaite. La propo-
sition suivante montre comment I’on peut exprimer cette couverture parfaite:

Proposition 1.4.2 Si f est une fonction a croissance polynomiale, la quantité du i°m
actif risqué qu’il faut détenir a linstant t pour constituer le portefeuille de couverture
parfaite est donné par H} avec :

oF

Démonstration: Comme f(X7) est de carré intégrable, en utilisant le théoréme de
représentation de martingale, il existe un unique processus prévisible { H} };—; 4, tel que
le prix actualisé s’écrit V; :
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t
0

D’autre part par formule d’Ito, la partie diffusion de V, est:

T d
oF oy
/ > 5 (1 X)X},
0 =1 7

alors par unicité de la représentation de L? martingale, on a H, = 2-(¢, X;) dt x
dPp.s.. [ |

1.4.3 Couvertures approchées d’options européennes

Dans un marché a temps continu, comme celui que nous venons de présenter, pour
se couvrir parfaitement, il est nécessaire d’intervenir a tout instant sur le marché. Ceci
est bien str irréaliste entre autres pour des raisons liées aux coiits de transaction. On
cherche alors & intervenir en un nombre fini d’instants pour couvrir approximativement
I’option, ceci donne une couverture “approchée” de 'option. Nous allons maintenant
décrire deux techniques de couverture approchée d’options a des temps fixes.

Supposons que 1’on cherche a couvrir une option européenne d’échéance 7' sur un
actif contingent h = f(Xr) et que I'on souhaite intervenir en des instants 0 =t < #; <
--+- <ty =T que 'on s’est fixé a 'avance. Il convient donc de déterminer a l'instant
t; la quantité Ht’k du *™ actif sous-jacent qui permettra de constituer une couverture
approchée. Nous supposerons que cette quantité d’actif sera laissée constante sur les
intervalles [ty, try1]. Cela signifie que 1'on définit une couverture a temps continu en
posant :

H} = H} \Vt € [ty tp[Vi = 1.d. (1.13)

Dans ce qui suit nous supposerons que les t; sont réguliérement répartis, c’est a
dire que t; = ke.

Couverture approchée élémentaire Une facon naturelle de définir une couverture

approchée est d’utiliser directement la formule de couverture parfaite aux instants
tr, = ke. Cela signifie que I'on définie une couverture (Hj)o<;<7 par:

H* = H}_, sitc[ke, (k+ 1), (1.14)

On appellera cette couverture, la couverture approchée élémentaire.
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Couverture approchée optimale Nous allons maintenant comparer cette couver-
ture a la meilleure des couvertures lorsque I’on intervient aux instants ke. Plus précisé-
ment nous allons considérer la couverture qui minimise le risque quadratique résiduel
sous la probabilité P, parmi I'ensemble des couvertures approchées a pas fixe.

Précisons, tout d’abord, la notion de risque résiduel quadratique. Soit (K,,0 <
s < T), une stratégie de gestion admissible, avec K, = (K?, K}, ... K%) qui définit un
choix de quantités d’actifs a détenir dans cette stratégie de couverture. Pour évaluer une
stratégie on introduit comme indicateur de risque, la variance du défaut de couverture,
sous la probabilité risque neutre:

R(K) = B ((h = Vi(K))?). (1.15)

Remarque 1.4.3 Le choix de la probabilité P pour calculer la variance résiduelle
est arbitraire. Il est sans doute préférable de minimiser la variance sous la probabilité
initiale P. Le choix de P est justifié par le fait que les calculs sont alors, a la fois plus
simples et plus explicites'.

On peut alors exprimer cette variance résiduelle en fonction de la couverture parfaite
(Hy,t > 0).

Lemme 1.4.4 Soit K une stratégie de gestion admissible, on a alors:
d ~ T d
R(K)=¢""Y "E (/ (XD 0ij(t, Xo) (H] — Kg))st) . (1.16)
i=1 70 j=1

Démonstration:

D’ou le résultat. [ |

On définit C, par:

C. = {(K})o<i<r stratégie de gestion L?-admissible, K; = Ky, si t € [ke, (k+ 1)e[}.

1. Nous reviendrons sur ce probléme de la minimisation de la variance sous la probabilité P a la
section 2.4
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On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.4.5 Soit h = f(Xr), f étant a croissance polynémiale. Soit (Hy,t > 0)
la stratégie de couverture parfaite associée. Si H®) est la stratégie de couverture définie
par, stk =1..d:

H = Hyey, Vt € [ke, (k + 1)e],

avec:

3 £

: (k+1)e
Hiy = E! / e M x, 0,0 x,du
k

(k+1)e
fkg E / Bizrulxu()'u()'Z[XuHudu fkg
k

(1.17)

Alors H®) permet de définir une stratégie de gestion admissible qui minimise le

risque résiduel parmi toutes les stratégies de C.. H®) définit ce que nous appellerons la
couverture approchée optimale.

Démonstration: Pour K € C,, nous venons de voir que le risque résiduel vaut :

mmzmﬁwmﬂm—mm%»

on en déduit que
R(K) = B A ot 5, (H, — Ky)|dt)

k
—1 (k+1)e
B Z/ (lo Ig, Ho\? + |07 T, Ko ||? — 2H; I, 0007 T, Kio)dt |

En conditionnant par la tribu F,. on obtient:

- w3

(k+1)e (k+1)e
/ ||U:I)2th||2dt+K;€E / I)“(U(IU(TZ[;(udU,
k=0 :

ke ke

)

Un calcul d’algebre linéaire simple montre que H . donné par (1.17) minimise le

fks) Kke

€

(k+1)e
—2K;.E / Iy oyo,l; Hydu
k

risque résiduel . En effet il suffit de noter que si C' est d X d matrice symétrique définie
positive et h est un vecteur de dimension d, alors le vecteur minimisant

*Cx —2x"h
est donné par C~'h. [ |
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Chapitre 2

Couverture Approchée en dimension 1

Dans ce chapitre nous allons étudier des couvertures approchées a pas de temps fixe
en dimension 1 avec la volatilité stochastique. Nous calculerons 1’ordre de convergence
du risque résiduel quadratique de ces couvertures, pour des actifs contingents fonctions
des valeurs finales des actifs sous-jacents dont le call et le put.

Nous étudierons la couverture approchée élémentaire et optimale, et nous mon-
trerons des théorémes précisant l'ordre de convergence du risque résiduel quadratique
de ces deux sortes de couvertures approchées. Le résultat essentiel de cette partie est
de prouver que, sous certaine condition de régularité sur la volatilité o, les deux cou-
vertures approchées ont le méme ordre de convergence de risque résiduel quadratique
quand le pas du temps d’intervention tend vers zéro.

Rappelons que, dans ce cas, le marché est décrit par un actif sans risque dont le
prix & Uinstant ¢ est noté X7, et un actif risqueé, de prix X;, solutions de I’équation,
sous la probabilité risque neutre P :

dXx?

Xot = rdt

d)ft (2.1)
— = rdt+o(t, X;)dW,.

Xy

On suppose que

0 0 0? o
(A) o(t,x) est borné et de classe C>°([0,T] x R), que ma—':, Ta—:, TQB—TZ et T38—TZ

sont uniformément bornés, et (¢, z) est Hélder continu en  uniformément par
rapport a (t,7) dans [0,7] x R™.

Remarquons que zo(t,z) est lipschitzienne en z uniformément par rapport a ¢,

puisque sa dérivée partielle en x est borné, du fait que Tg—(; est uniformément borné.

On suppose enfin que, pour tout t,z, |o(t,z)| > 7.
(2.1) a une solution trajectoriellement unique, de plus si X} =1, on a X = €™ et
si Xy = z on peut écrire X; sous la forme:

X, = ﬂ?efot Ude5+fg(T7%U§)dS‘ (22)
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Nous supposerons que l'actif contingent est de la forme f(X7p), on f satisfait I'hy-
pothése suivante :

(H1) f est une fonction absolument continue, donc presque partout dérivable, telle
que:

If(@)]+|f(x) < L1+ |2]%), ps.z € R (2.3)

ou L et « sont deux constantes positives.

Remarque .
Eagttgqgfpothése assure que f(X7p) est de carrée intégrable.

— Les fonctions convexes, dont les dérivés a gauche ( ou a droite) sont & croissance
polynomiale vérifient I'hypothése (H1) . Donc les puts, les calls et toutes les
combinaisons linéaires de put et de call.

Nous aurons besoin pour certains résultats d’une hypothése de régularité sur o :
(H2) I existe C,n > 0 tels que
0o

2.1 Enoncés des résultats pour les couvertures appro-
chées élémentaire et optimale

On étudie que des couvertures approchées a pas de temps fixe, c’est a dire, on

intervient aux moments ol t = t;, = N k=0..N —1. Notons ¢ = %

Nous étudierons deux types de couvertures, la couverture approchée élémentaire et
la couverture approchée optimale.
La couverture approchée élémentaire est définie par:

H; = Hy,, sit € [ke, (k+ 1)¢], (2.4)

avec H;, = g—f(t, X;) le processus de la couverture parfaite.
La couverture approchée optimale est définie par:

H = Hyoy, Vi € [ke, (k+ 1)e],

avec :

ke

E ( (k412 11, X262 (u, Xu)du\]:ke>
Hkey =

E (fk(fH)g X&UQ(U, Xu)du|.7:kg)
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rappelons que on définit le risque résiduel quadratique par
R. = E(VT - ‘772)27

avec Vp = e T f(Xy), Vi valeur actualisée de la processus de couverture.

o) 2 E ((%ﬂ)ax) . (2:6)

Une autre hypothése de technique est nécessaire:

Notation 2.1.1 On note

(H3) il existe n > 0 telle que

T aQF 24n

On a alors le théoréme suivant qui précise la vitesse de la convergence du risque
résiduel lorsque le pas de couverture ¢ tend vers 0:

Théoréme 2.1.2 Sous ’hypothése (H1) on a:

(i) 2
T 2
nmfﬁ——%E</qeQ”Xﬂ#u”&)<%ékmxn> w). (2.7)
0 T

e—=0 €

(ii) Si de plus (H2) et (H3) sont vérifiés, et |g'(t)| < W, alors on a plus préci-

1 T 2 2
R _ “E (/ e X} (g—g(t,Xt)> 04(t,Xt)dt> + O(e’
Jo x

sement :

=

). (28)

€ 2

Corollaire 2.1.3 Sous l’hypothése (H1), (H2), et pour call ou put, ou pour [ deux
fois dérivable avec |f"(x)| a croissance polynéomiale , (2.8) est vrai.

Ce corollaire est conséquence direct du lemme 2.2.37 que 'on va démontrer. La
démonstration de ce théoréme se trouve dans la section 2.2.5.

Nous donnons le théoréeme sur 'ordre de convergence vers 0 du risque résiduel
quadratique de la couverture optimale, quand la fréquence d’interventions tend vers
I'infini :

Théoréme 2.1.4 Si les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites alors :

|R(H®) — R(H¥)| < K¢&?,
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avec la notation (1.15).

Ceci implique que le risque résiduel de la couverture optimale converge vers zéro avec
pratiquement le méme ordre de convergence que celui de la couverture élémentaire. En
particulier les résultats du théoréeme 2.1.2 restent vrais dans le cas de la couverture
optimale.

Remarque 2.1.5 On voit donc que sous les hypothéses (H1) et (H2) la couverture
optimale n’est pas asymptotiquement meilleure que la couverture élémentaire. Ce résul-
tat permet de justifier I'utilisation de la couverture élémentaire dans les cas pratiques,
alors que la couverture optimale semblait a priori sensiblement meilleure.

La démonstration de ce théoréme se trouve a section 2.2.6.
[’essentiel de ce chapitre est maintenant consacrée aux démonstrations de ces deux
théorémes.

2.2 Démonstrations

2.2.1 Un ensemble de processus, ’espace M?

On définit un espace M?, qui nous servira dans la démonstration des deux théorémes
de la section 2.1.

Définition 2.2.1 L’espace M?(P) sera constitué des processus d’Ito {F}o<i<r adap-
tés Ht N

dHt = (J/tdt + btth

E { (/UT(a,f + bf)dt)p} < 0.

On vérifie sans difficultés que M?(P) est un espace vectoriel. Les deux lemmes qui

tels que Vp > 1,

suivent se démontrent a l'aide de I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy :
Lemme 2.2.2 Pour H dans M?*(P), on a E supg<;<r |[Hi P < 00, pour tout p positif.

Lemme 2.2.3 Une martingale {M,},cp0r @ trajectoires continues est dans M*(P) si
et seulement si My est dans LP(2, P) pour tout p > 1.

Définition 2.2.4 On dira que Py et Py deux probabilités équivalentes sont fortement
équivalentes si % € LP(Py) et % € LP(Py), pour tout p > 1. On notera alors
P] ~ PQ.

Remarque 2.2.5 Il est facile de montrer, en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz

que, si P ~ Q alors M?(P) = M?*(Q).
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Notons de plus que si P et Q sont telles que:

d 4 I
d—g = exp(/0 crdWy — 5/0 cldt)

avec ¢; processus adapté, continu et uniformément borné, alors P ~ Q et donc

M?(P) = M*(Q).

Définition 2.2.6 N?(P) est l'ensemble des processus Y dans M?*(P) tel qu’il existe
une version de b) satisfait, pour tout p > 0 :

E (sup |th|p> < 00.

t<T

Evidemment un processus de M?(P) qui est a variation bornée est dans N'?(P).
Le lemme suivant montre que N?(P) est une sorte de noyau de multiplication pour

M?(P):

Lemme 2.2.7 $i X € M?*(P), Y € N*(P), alors XY € M?*(P).

Démonstration: X et Y s’ expriment respectivement par:
dX; = a*dt + b dW;,
et:
dY, = a) dt + b, dW;.

En utilisant la formule d’Ito, on obtient:

dX.Y,

= XydY, + VdX+ < X, Y >,

= Xi(a) dt + b dW;) + Y,(a;* dt + b dW,;) + b\ b, dt
= (Xya) +YiaX + b0 )dt + (X,b) + YibX)dW,

Pour vérifier que XY est dans M?(P), on remarque que:

T p
E(/L&J+EJ+MQ%@
0

T T
< c(EsuppctFi’(/ |af?dt>”)+cE(supw”</ ai‘?dt>p)
t<T 0 t<T 0
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T p
+CE</‘bfﬁ2ﬁ>
J0

T T
< CE <sup XtQP(/ a,ZZth)p> + CE <Sllp Y}Qp(/ a,tXth)p>

1< 0 1< 0

T
+OB (sup 7 [ iy
t<T 0
v ;

< B (swx/?) (B[ o)

t<T 0

1 T 3
+{7<Esmﬂyyw> (E(/ t{2dw%>
t<T Jo

1 T 3
4%7<Esmﬂ@/“> <E§/ bedﬂ”> .
t<T 0

En utilisant le lemme 2.2.2 et la définition de M?*(P) et N*(P), on voit que ceci
est borné. On vérifie de méme que:

T p
E(/|X@H&%ﬂm0 < +o0,
0

et 'on en déduit que XY est dans M?(P). |

La proposition suivante donne une estimation qui nous servira ultérieurement.

Proposition 2.2.8 Si U est un processus d’Ito F-prévisible tel que :

dUt = atdt + btth

T
E</(m2+wﬂmg<«m
J0

T
%—Edﬂmwmmﬁ
J0

avec:

et on définit

alors, on a:

N-1 (k+1)e t 2
EZ/ (/ a,sds> dt est un O(?), (2.9)
k :

k—o ke ke

N-1  (k4+1)e t t
E / / asds / bydW,
Z ke ke ke

k=0

dt est un O(%?). (2.10)
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De plus :

e, 2 E(('/ (U, — U7 )dW,)?)

0
N—1 (k1) pt

= EZ/ /bfdsdt+0(a3/2).
k—o Y ke ke

En particulier e, est au plus d’ordre O(g).

Démonstration: On commence par remarquer que:

N—1 (k+1)e
. = EZ/ (U, — Uy.)?dt

k=0 ke
N-1 (k1) pt t
= BEY_ / (/ asds + / b dW,)dt
k=0 * ke J ke J ke
N=1  (k+1)e t N-1  a(k+1)e t t
= EY_ / (/ a,ds)’dt +2E ) / (/ a,sds)(/ bydW,)dt
k=0 * ke J ke k=0 " ke J ke J ke
N—1 (k+1)e t
+E Z/ (/ bydW,)?dt
k=0 ke ke
N1 (k1) pt N-1  (k+1)e pt t
_ / (/ 0uds)?dt + 9B Y / (/ asds)(/ bydIV, ) dt
k=0 * ke J ke k=0 " ke J ke J ke
N=1 (k+1)e pt
+E / / b2dsdt.
k=0 * ke J ke

Il n’y a qu’a montrer que les premier et second terme sont des 0(53/2). Pour le
premier terme, on remarque que:

N-1 a(k41)e gt
E Z/ (/ a,ds)*dt
ke ke

k=0
N=1  a(k+1)e (k+1)e

< EZ/ 5/ adsdt
k=0 ke J ke
N-1 (k+1)e



28 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHEE EN DIMENSION 1

donc il est d’ordre O(g?), et (2.9) est vérifie. Quant au second terme, en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on montre qu’il est plus petit que:

N (k+1) t 2 N=1 (k+1)e pt 2
2<E / (/ ads)%zt) (EZ/ (/ bgde)2dt>
-0 ke k—o Y ke ke
(k+1)e 2 N—=1 (k+1)e gt 2
< ( Z / 2(]9) (E / (/ bdeS)Qdf>
ke k=0 ke ke
3 N-1 (k4+1)e pt 2
_ < 2dg> (EZ /bidedf)
k:O’kE ke

(VAN
[N}
(@)
7N
=
o\
l\')
QL
¥l
N~
NI
RS
=
b
=
m —_
=
+
—
=
T
=~
+
=
=
=
w N
QL
val
=¥
~
N~
wl

" 1
= 2 (E/ afds)
0

N
o
=
T
T
=
+
—
=
1= o>~
w N
QU
Va)
N——
(M

On en déduit que le second terme est un O(%?2), puis que (2.10) est vérifié. Enfin
on remarque que le troisiéme terme est plus petit que:

(k+1)e  p(k+1)e T
/ / b2 dsdt = 6/ bds,
ke ke 0

ce qui prouve que e, est au plus d’ordre O(z). |

2.2.2 Une évaluation formelle

On a vu que si H; est la couverture parfaite d'un payoff dans L2, le risque quadra-
tique est

T
R. = E(/ (H, — HF)dX,)?,
0

avec Hf la couverture élémentaire défini dans (2.4) et on étudie I'estimation de

T T
R(e, H) 2 E(/ (H, — Hf)dX,)* = E(/ (H, — H)?o>(t, X)) X2dt).
J0 J0
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Soit H € M?*(P), avec
t t
H,=Hy+ / asds + / bydW.
J0 J0

On a les lemmes suivants:

Lemme 2.2.9 EfOT(Ht — H;)%dt est au plus O(g).

Démonstration:

1)e

T t
E/ (H, — Hp)’dt = ads—l—/ by dW,) dt
0 ke

DT
< /kH (/ads) (/k:bdeSV) dt
_ /k+1 (/ade) (/k:bfds)> dt
< e kH)Ea,QdS + (kH)Edes dt
o[ o )

T
= 252E(/ ,fds)+25E(/ b2ds)dt
J0 J0

Donc c’est un O(g).

Lemme 2.2.10 R(e, [; b,dW,) est au plus O(e).

Démonstration:

. N-1 (k+1)e t ~
R(e,/bdes) - E (/ (/ bydWW,)dX,)?
J0 k

. £

(k+1)e t B
~- E / (/ bodW,)20™ (¢, X;) X 2dt
k

. (k+1)e t
~E / ( / bodW,)2e(t, X, )dt
k k
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avec c(t, X;) borné et

donc on a
N-1

. A (k+1)e t
R(g,/ bydW,) < EZ/ (/ by dW,)2dt.
0 k—o Y ke ke

Remarquons que P ~ P, et donc M?(P) = M?(P), lemme 2.2.9 s’applique, et on
a R(e, [, byds) est au plus O(e). [

Lemme 2.2.11 R(e, [; asds) est au plus O(e?).

Démonstration:

. N—1 a(k41)e  pt ~
R(. / ads) = B Y / ( / auds)20%(t, X)) X 2dt
0 k k

k=0 ¥ " &
N-1

. (k+1)e t
- E / (/ asds)’c(t, X,)dt

k=0 " ke ke

_N*1 (k+1)e (k+1)e
C<E Z/ (/ a’ds)dt
k k

k=0 v "€ £

IN

IN

T
C:=’E / a’ds.

Jo
d’ou le lemme. [ |

Proposition 2.2.12
R(s, H) = R(e, / bydW,) + O(¥12).

J0

Démonstration:

R(z, H) = R(s,/' a,sds+/'bsdws)
0 0

= R(e, / bsdWy) + R(e, / asds) +
0 0

N—1 a(k+1)e gt t ~
QEZ/ (/ a,sds)(/ by dW,)o?(t, X,) X 2dt
k k

k=0 ke € €
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Comme R(e, [, a,ds) est au plus O(e?), et le troisiéme terme est plus petit que

=

AR, [ ads) (R [ b)),

donc est au plus 0(53/2) par lemmes 2.2.11 et 2.2.10, on a finalement que

R(e. H) — R(g,/o'bdesHO(e?)+0(e3/2)

_ R(e,/'bsdeO(e”)

0

Proposition 2.2.13

. (k+1)e pt
R(e, / b dW,) =E) / / e W2 o2 X 2dsdt + r(e),
J0 P ke J ke

ot r(e) est O(e).
Si (H2) est vérifié, et qu’il existe n > 0 telle que
T
E(/ B2 < o
Jo
r(g) est d’ordre O(e/?).

La démonstration de cette proposition se trouve au page 34.

Corollaire 2.2.14

k+1)e

R( H _ ( —2r512 2 v2
e, H) *EZ e Pbhloi X dsdt +r(e).
r ke

Lemme 2.2.15 Soitp> 1, on a:

supE  sup | X; — Xp P < Cs?.
k ke<t<(k+1)e

Démonstration: On a:

t t
X, — Xpe = / rX.ds +/ o(s, X)X dWs.
k k

[ [

Donc:

(2.11)
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t p p
% srea ([ v+ )
J ke

En utilisant I'inégalité de Doob, on obtient :

t
/ (s, X,) X, dW,

ke

E sup | X;— Xi|P
ke<t<(k+1)e

(k+1)e p
< C, | E / r| Xslds | +E
J ke

Il est alors facile de montrer que le premier terme est d’ordre £ et le deuxiéme est

p/2

(k+1)e
/ o(s, X,)*X2ds

ke

d’ordre e?/2. Comme les constantes ne dépendent pas de k on obtient le résultat. [ |

Lemme 2.2.16 Si (2.11) est vérifié, on a

N—1  a(k4+1)e t
E Z/ (/ bodW,)*| X7 — X.|dt
ke J ke

k=0 "

est un O(e%/?).

Démonstration: En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, avec

1 1 1
p17p27p3>17 _+_+_:17
Pr P2 P3

en prenant ps = 1 +1/2, on a:

N1 (k+1)e t
E Z sup | Xy|  sup | Xy — X (/ b dW,)?dt
h—o ke<t<(k+1)e ke<t<(k+1)e J ke J ke

ke<t<(k+1 ke<t<(k+1)e

N-1 o 7y
< Z (E sup |Xt|p1> (E sup | X, — ngpz)
k=0 )e

(k+1)e t 101_3
E(/ (/ bydW,)2dt)P | .
J ke J ke

Le lemme 2.2.15 permet de voir que les deux premiers facteurs sont majoré par
CS%, la constante C' ne dépendant pas de de k. On voit donc que la quantité que 1'on
cherche a majorer est plus petite que:
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1

N (k+1)e t 2 P »s
0552 E / (/ bdeS> dt
k=0 J ke J ke
. N-1 k+1)e t 2 b3 % ;
3 (Z (/ (/ bdes> dt) ) ceps L
ke J ke

k=0

On obtient ce dernier résultat en utilisant 'inégalité de Holder dans RY. De plus
cette derniére quantité est plus petite que

(k+1)e t 2p3 p3 .
ZE/ (/ bstVg) dte?s cgps |
J ke
(k+1)e t D3 % .
/ (/ de$> dtePs 1| ew !
ke ke

1

-1 (k+1)e t p3 ’
E/ (/ bipsdtfe) di2rs) | g
ke ke

1

Q
Qe

IN
Q
e
IMZ I

=

[\
&
™

L N-1 (k+1)e P3 ;

< (Cex E/ bfp'"‘dte%'"‘*] T

k=0 ke

P"; 1 T
— ot +1151/ b3 dt
Jo
3 r 2

= azE/ ;P2 dt

0

Ceci termine la démonstration. [ |

Lemme 2.2.17 Sous ’hypothése (H3) ,

. (k+1)e t
R, / bdiV,) =Y / e 2 / bWV, 202 (1, X X2odt + 1 (2),
J 0O k J ke

k" €

avec r1(g) d’ordre O(£%/?).

Démonstration:
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N—=1 .(k+1) t
r(e)=E) / e / by dW,)*((X,0(t, X,))? — (Xpeo (t, Xpe))?)dt,
k J ke

k=0 "R

En tenant compte du caractére lipschitzien de zo(t, z), on prouve que cette quantité
est majorée a une constante prés par:

N-1 a(k+l)e pt pt
B [ ([ ([ bz - xpjar
k—o Y ke ke Jke

et on finit la démonstration en utilisant le lemme 2.2.16. [ |

Pour démontrer la proposition 2.2.13, on commence par utiliser le lemme 2.2.17,

R(s,/'bsdws)
0
(k+1)e
= EZ/ 72Tt / bgO' t ng ngdW) dt+T1(8)
ke

(k+1)e ¢
2Tt/ b2 2 (t, Xg. X,ggdedf+r1( )
ke

=Y
oy [

/ e 2 h20” (s, X)X 2dsdt + ry(e) + r3(e) + ra(e) + r1(£)2.12)

avec

(k+1)e
ro(e) = 2”/ b2 (0 (t, Xpe) Xy, — 07 (t, X,) X2 )dsdt,
ke
(k+1)e

€

T4(€)

¢
r3(e) = / 2”/ b2 ( —0%(s, X)) X dsdt.
k

(k+1)e
/ a2 (s, X)X 2dsd,

On montre facilement que r9(g) est du méme ordre que (), en suivant le méme
raisonnement, et que r4(g) est d’ordre O(g?). Pour r3(¢), on a lemme suivant, qui
permet de finir la démonstration de proposition 2.2.13:

Lemme 2.2.18

e—0 g

et si en plus (H2) est vérifié, r3(e) est d’ordre O(g?).
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Démonstration:

|7a()]

IN

IN

(k+1)e

B [ e [ 00 o050 ot X
(k+1)e
2||a||OOEZ/ / (0.X.)? |o(t, X,) — o(s, X,)|dsdt
(k+1)e (k+1)e
2 0 || EZ/ /k (b, X,)>  sup  |o(t, X,) — o(s, X,)|dsdt

ke<t<(k+1)e
(k+1)e

2¢ || 0 || EZ/ sup o, X,) — o(s, X,)|dsdt.

ke<t<(k+1)e

Il est alors facile de montrer que r3(g) /e tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 en utilisant

le théoréeme de convergence de Lebesgue.

Si en plus (H2) est vérifié, c’est a dire:

do
— | < L(1 @
S <10+,

on peut obtenir un estimation plus précise de r(¢). Pour cela, on note que:

donc est d’ordre O(£?).

ra(e)| EZ/

(k+1)e

/ (b,X,)? 0t X,)? — (s, X,)*|dsdt

(k+1)e
< 2||a||OOEZ/ / (b, X.)% |o(t, X,) — o(s, X,)|dsdt
ke
(k+1)e
< 9 ||a||OOEZ/ / (b X)2 (£ — $)L(1 + | X,[*)dsdt
ke ke
(k+1)e  p(k+1)e
< 2o EEZ/ / (b X2 L(1 + | X,[*)dsdt
ke

(k+1)e

= 2|0 | €2EZ/ L(1 + | X,|*)ds

_ 2||a||oos2E/ (boX)2 L(1 + X)ds,
J0

En utilisant la proposition 2.2.12 et I’équation (2.12) on obtient :
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Corollaire 2.2.19
(k+1)e t
R(=, H) :EZ/ / e R0 (s, X,) X 2dsdt + 7 (2),
ko ke J ke

ot r(e) est d’ordre o(g), et si (H2) est vérifié, r(e) est d’ordre O(£%%7%), Ve > 0;
si en plus (2.11) est vérifié, r(e) est d’ordre O(e*/?).

2.2.3 Un lemme d’analyse

Lemme 2.2.20 Soit f une fonction continue sur [0, T| et telle que fUT f(t)]dt < oo,
T
et soit € = N’ alors quand ¢ — 0, on a:

(i)

(k+1)e

Z/kg kEf dsdt_g_/f Vit + 7 (e), (2.13)

ot 7(g) est d’ordre o(e).
(ii) Si, de plus, [ est continument dérivable dans ]0,T], et s’il existe 0 < a < 2 tel
que pour tout t €]0,T] on a:

, C
701 < e

alors le T(g) est d’ordre

O(g?) si 0<a<l,
O(e?loge™) si a=1, (2.14)
O(e*9) si 1<a<?2.

Démonstration: Nous commencons par prouver le lemme pour une fonction f conti-
nue sur un intervalle fermé [0, Ty], avec Ty > 0. Pour cela remarquons que:

(k+1)e

Z / s)dsdt
ke

_ 0/];] </k )>dsd(t—(k+1))

_ / U Sk 1 -yt

k=0 v K€
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par une intégration par parties.
On écrit alors

et en notant

on a

N-1  (k+1)e 1
5. = /k FU((k + 5)e — 1), (2.15)

En faisant le changement de variable ¢ — (2k + 1) — ¢, de [ke, (k + 1)e) dans
lui-méme, on a

N=1  a(k+1)e 1
be=—>_ /k F((2k +1)e —t) ((k +5)e - t) dt, (2.16)

k=0 " K€

(2.15) et (2.16) donnent que

(k4+1)e
= %Z/ (f(t) = f((2k+1)e —1)) ((k—l—%)s—t) dt (2.17)

Comme f est continue sur [0, 7] donc uniformément continue sur [0, Tp], f(f) —
f ((2k + 1)e — t) tend vers & 0 uniformément quand ¢ tend vers 0. On en déduit que le
terme précédent est d’ordre o(e). Donc la premiére propriété est vraie si f est continue
sur [0, Tp).

Pour traiter le cas ot f est continue sur [0, T'[, on procéde par troncation. Soit ¢ un
réel positif et n assez petit de facon a avoir:

T
/ F@)ldt < 6,
T—-2n

(k+1)e  pt (k+1)e  pt
/ / f(s)dsdt + / / f(s)dsdt.
J ke J ke ke ke

k:T—n<( k+] e<T
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Comme f est continue sur [0, T'—n)], et avec (2.17) en utilisant la uniforme continuité
de f sur [0,T — n|, on peut réécrire le premier terme par, si ¢ est plus petit que 7:

1

T—n
3¢ / f(t)dt + o(e) + €4.
Jo

De plus le deuxiéme terme de (2.18) est plus petit que:

(k+1)e (k+1)e
/ / s)|dsdt
k:T—n<( k+1 e<T ke ke

= 5/ |f(t)]dt < &6.
JT—n

On prend 7 et ¢ assez petit, et on conclut que (i) est vraie.
Pour démontrer (ii), on réécrit :

(k+1)e

Z / s)dsdt
ke

ke

N=1  ,(k+1)e (k+1)e
= / / f(ke) dsdt+ / / — f(ke))dsdt
ke ke

- % 1/]:“ ksdf+ /kkH /k ke))dsdt
) / it wg; / () Fke)s

+ NZ [ [0 - steepasa
- o[ - 2N2/ TG0 - suepa

N-1 o(k+1)e pt
+ ; ./kg /kg(f(S) — f(ke))dsdt

- %/Tf(t)dt——/(f()—f dt——Z/kH $)dsdt

/ / — £(0 dsdt+z / o /k k F(u)dudsdt
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donc

(k+1)e

e pt
f'(s)dsdt
J ke

>,
m

I

\

N ™
\m
—
~~
—
~
S—
N ™

“iE

(k+1)e
/ / dsdz‘+2/ / f'(u)dudsdt.
ke ke J ke

On divise l'intervalle [0, 7| en deux parties, [0, 7/2] et [T/2,T[. On divise

avec

i = —5/(1‘()—1‘())1?—% . /I;l ksf s)dsdt

ke<T/2,k>0"
(k+1)e
/ / f£(0))dsdt + Z / / f'(u)dudsdt
ke<T/2,k>0" ke ke J ke
(k+1)e
52 = = Z / s)dsdt
2 >T/2"

(k+1)e
/ / f'(u)dudsdt.
ke ke J ke

Il suffit de montrer que 551) et 552) sont tous au plus d’ordre (2.14).

k5>T/2

(a) On montre d’abord pour s

Comme ke < T/2, supposons l'est aussi (k + 1)e. Donc pour tout k,t telle que
ke <T/2, t € ke, (k+ 1)e[, on a

1 1

PO S G e < w1 <

pIQ

(2.18)

lecas 0 < o < 1.
On a

//f dsdt+— 3y /k;“ kaf s)dsdt

ka<T/2 E>0
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(k+1)e
/ / /f (u)dudsdt + Z / / f'(u)dudsdt
ke ke J ke

ke<T/2,k>0

(k+1)e
= / / o dedf
k <T/2 ke ke —5)
(k+1)e
/ / / d11d9df
ke ke J ke ua o “

k€<T/2
(k+1)e (k+1)51
< C —dsdt
<oy [ 4
k5<T/2
(k+1)e (k+1)e (k+1)e
/ / / —dud@d?‘
ke<T/2 ke ke ke
<

Ce? / —dt
o

Donc c’est d’ordre O(e?).

—lecas 1 < a < 2.

On récrit
0 = Ai(e) + As(e),

avec

A(e) = %/O(f( df+/ / ))dsdt,

e (k+1)e
As(e) = —= / f )dsdt
2( ) 2 Z ke J ke

ke<T/2,k>0

(k+1)e
+ / / f'(u)dudsdt.
Z ke ke J ke

ke<T/2,k>0

A, () est d’ordre O(e?) puisque f est uniformément borné au voisinage de
0, parce que f est continue a droite a 0.
Pour As(e), on a

. (k+1)e
[As(g)] < 3 Z /kE ka\f s)|dsdt

ke<T/2,k>0
(k+1)e
/ / |/ (u)|dudsdt
ke ke J ke

ke <T/2 k>0
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par (2.18), ceci est plus petit que

(k+1)e 1
: 3y / — dsdt
k

ke<T/2,k>0" ke ke
(k+1)e
+ > / / —dudsdt
ke<T/2,k>0" ke ke Jhe T

IN

dudsdt

B (k+1)e  p(k+1)e
— dsdt
X [
ke<T/2,k>0"
/k-l-l /k+1 /k+1
ks<T/2k>0 ke ke ke
3 3
- 5° Z

g)
ke<T/2,k>0 (

— ZSB(X Z

ke<T/2,k>0

donc pour a = 1, c’est d’ordre e%loge™!

O(e?7).

, pour 1 < a < 2, c’est d’ordre

Donc 6% est d’ordre (2.14).
(b) On montre maintenant que 5 est au plus d’ordre (2.14).
Comme ke > T/2, pour tout k,t telle que ke < T/2, t € [ke, (k + 1)z[, on a

< — < ! < ¢ (2.19)
' — (T =) T (T)2)(T =) = (T —t)* '
—lecas 0 < a < 1.
(k+1)e
03 < / / ————dsdt
k >T/2 ke ks o S
(k+1)e
/ / / dudsdt
ke >T/2 ke J ke o U
(k+1)e  p(k+1)e
< / / T d@df
k€>T/2
(k+1)e  p(k+1)e  p(k+1)e
/ / / d11d9df
k€>T/2
(k+1)e (k+1)e 1
= df —dt
> [ vy / T

ke >T/2 ke>T /2" ke
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T
< 5[ ot
2 Jo (T —1t)e

Donc c’est d’ordre O(e?).

On montre ensuite pour le cas 1 < a < 2.

On récrit
6 = By (¢) + By(e),
avec
Bi(e) = ——/ / dsdt+/ / /
N-1)e J(N-1)e N-1)e J(N-1)e J(N—1)
(k+1)e
Bye) = = / (o)t
2 ke J ke

ks>T/2 k<N-2

(k+1)e
+ / / f'(u)dudsdt.
Z ke ke J ke

ke>T/2,k<N—2

On a pour |By(g)| et | By(e):

Bi(e)| < 6/T /t L st
1 ~ = ——as
2 Jivonye Jovenye (T = 5)°

[\
N ™
S~
‘2 S
5
S~
‘2 ~
=
N
| | —
2

o8

Val

<%

~

c (k+1)8 t 1
B,(e)| < / / b gear
’ 2 Z Jk Jpe (T — 5)°

- - (k+1)e  pt  ps 1
+ / / / ————dudsdt
J ke J ke J ke (Tiu)a

w)dudsdt,
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k+] k+1
Z / / dsdt
ke ke g + 1)5)04

ke>T/2,k<N—2
(k+1)e (k+1)e (k+1)e
/ / / adudsdt
k>T/2k<N g ke ke ke +1)6)

33
=3 2 (—(k+1)5)

ke>T/2,k<N-2

IN

Pour o = 1, By(e) est d’ordre O(&?):

Bie) < _5 / / st
N-1)e J(N-1)
< / (logt — loge)dt
2",
3 ‘ 3
= —5210g5/ tdlogt — =% loge
2 . 2
3
—¢.
2
~ Pour 1 < a < 2, By(g) est d’ordre O(e*):
3
|Bi(e)] < 5 / / o dsdt
2 N-1)e J(N-1)e T—s)
1 1
= — — dt
a - 1)5/<N1)5(<T—t>m ==
3 g 3
= £ d(T —t)** — g
o DE ) S T 5
3
— 837a
2(2 - «)

Pour a = 1, By(g) est d’ordre O(e?loge™"), et pour 1 < a < 2, By(e)
est d’ordre O(g*):

3 1
Bale)] < 5e 2T (k+ 1))
_ §83ﬂleQ 1
e~ (N — (k+1)e)
_ _837(%1\771L
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donc pour o = 1, c’est d’ordre O(e?loge™'), pour 1 < a < 2, c’est
d’ordre O(*).

Par les ordres de grandeur de Bj(g) et By(¢), on a 52 est d’ordre (2.14).

Ainsi se termine la démonstration de (ii) du lemme.

2.2.4 Quelques propriétés de H;

Nous montrons d’abord que ’on peut intervertir la dérivation et ’espérance dans la
formule (1.12). Ensuite nous donnons quelques propriétés de H; que nous allons utiliser
un peu plus tard.

Rappelons, un théoréme de flot pour les équations différentielles stochastiques dans
le cadre multi-dimensionnel :

Théoréme 2.2.21 Soit X7 la solution de ’équation (1.3), issue de x en 0, avec o
satisfait la condition dans section 1.1, alors il existe une modification de X tel que
pour p.s. tout w, la fonction v — X[ est un C* difféomorphisme. De plus, Y; =

axbH® e, .
< o ) satisfait I’équation :
i Jig=1.d

t t d
Y;—I+/ rster/ D (Ix,0.),Y.dWE,
0 0

k=1
ol

07,04, (, 1)
(Lot = (Zzslr)y
k a,r] J

On peut consulter a ce sujet [TW89], chapitre V. Dans le cas de la dimension 1, le
processus (Y, ¢ > 0) prend la forme:

aXtT ! / 1 ! 1\2
= exp (05 + Xs0,)dWs — = | (05 + Xs0,)7ds +rt ], (2.20)
ox Jo ' 2 /o '

avec 0, = o(s, X7) et ol = o'(s, X7).
. . . . , e, t,z
Le lemme suivant permet d’obtenir des estimations sur les dérivés de X" :

Lemme 2.2.22 Pour tout x dans un domaine borné K de R, et sip >1,m >0, on a

ath,:L‘ p
sup E ( T ) < 00.

zeK oz™
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Démonstration: Le cas m = 0, le lemme est évident. Nous prouvons ce lemme en
détail dans la cas ot m = 1 et d = 1. Pour les cas ot m > 1 et de dimension supérieure,
la démonstration est analogue.

On suppose sans perdre la généralité que ¢ = 0. En utilisant le théoréme 2.2.21 on

OXL satisfait I’équation pour 0 < ¢t < 7T':

obtient que —-

Y,=1+ /t rYyds + /t((fs + X,00) YdW.

Jo Jo

On en déduit que:
Y, < Cy+ O /trY;dsp L0y /t(as b X0 VIV
0 0
Donc, en prenant ’espérance on obtient :
E)Y,]?P < Cy + C,E| /trY;dsp + C3E| /t((fs + X0l Yy dW,|P
0 0

Puis en utilisant ’inégalité de Holder et de Burkholder-Davis-Gundy, on en déduit
que:

t ¢
ElY,P < C,+ CyE / Y, |Pds + CQE/ |(os + Xs00)Y;|Pds.
Jo Jo

Comme o4 + X 0! est borné uniformément, on a:
t

EY}”§01+C4/ E|Y;‘pd5
J0

Toutes les constantes étant positives et indépendantes de ¢, on obtient a 1’aide du
lemme de Gronwall :

E|Y|P < Ce,

donc E(\%P) est borné uniformément. [

On rappelle le propriété de cone:
On dit qu'une zone €2 dans R? a le propriété de cone si chaque point de € est le
sommet d’un cone contenue dans la fermeture de 2. Le cone étant représenté par

a4l <bad 0<x, <a,

a,b sont des constantes.
Rappelons, maintenant, 'inégalité de Sobolev suivante (Voir Adams [AdaT75]):

Lemme 2.2.23 Soit Q un domaine de R® ayant la propriété de cone, si mp > d, alors
lingection
W™P(Q) — CP(Q)

est continue. De plus la norme de l'injection canonique ne dépend que de m,p,d et €.
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La proposition suivante permet de justifier ’échange de la dérivation et de I'espé-
rance.

Proposition 2.2.24 Soit [ satisfaisant Uhypothése (H1) et si XL* la solution de
léquation (2.1) issue de x a linstant t, on a:

H(t,z) =E (w”t)%f(xfﬁ)) . (2.21)

De plus, si (W, t > 0) est un mouvement brownien sous certaine probabilité Q, et
% . .
st X est la solution unique de :

d;(s = (r+o(s, X;) (0(s, X,) + X;0'(s, X5))) ds + o (s, X;)dW,,

1ssue de x en t, alors on a aussi:
H(t,x) = Eq (£ (X)) . (2.22)
Enfin si P est la probabilité équivalente & P de densité donnée par :

dﬁ T / 1 T 1\2
— =exp (| (05+ Xs0,)dWs — = [ (05 + Xs0,)ds).

ot oy = 0(s, Xy) et ol =0'(s, Xy), on a:

H(t,X;) = E(f'(X7)|F) .

Démonstration: Démontrons d’abord le résultat pour f dans C'(R). Soit V, une
boule ouverte de centre x (qui satisfait donc la propriété de cone). Comme |f'(z)| <

L(1+ |z|*), on a:
E <Sllp )
yEVr

Comme d = 1, en prenant m = 1, p = 2 et en utilisant I'inégalité de Sobolev

précédente on obtient :
E (Sllp .
yeVa W21(Vy)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le lemme 2.2.22, on en déduit que:

oxXy
ox

OXY

7(x7) —

L1+ (X/)%)

oxXy
ox

XY

f57) .

) < cE (H(l + (X))
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B (H(l + oy 2

< 00,
WZ,I(VZ)

E (sup ) < 0.
yeVe

On peut alors appliquer le théoréme de Lebesgue, pour intervertir 'espérance et la

puis que:

OX?

IEAEes

dérivation, on obtient alors:

H(ta) = =B (T 05X}

x
0

— E <€T(Tt)fl(X;iw)a—X;§m> .
r

Or I'on a vu (voir 'équation (2.20)) que:

oXL"
€T

T T
x 1 x
= exp ( / (o + X (70" AW, — 5 / (00" + X0 2ds + (T — 1)),
t t

t .
avec ol = o(s, Xb*) et o' = o'(s, X5"), on obtient donc:

S

T T
T 1 T
H(t,z) =E (f’(X}’I) exp ( / (ob" + Xb2o" "My dW, — 3 / (ob® + Xteg' )2d5)> :
t t

Maintenant en utilisant le théoréme de Girsanov, pour le changement de probabilité
. b , .
de P a P défini par:

dﬁt’m T t t t,x 1" t t 1,22
o = e[ o Xy, - [ (ol Xt
dP Ji S 2/, S
on obtient :
=tz b
H(t,z) =E" (f'(X;") .
Mais sous la probabilité ft’m, si on pose:

Wim =W, - W, — / (02T + Xﬁ’ma'z’a:) ds,
t

(Wt’I s > t) est un mouvement brownien, et X“* est justement la solution forte

s

unique de:
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t,T

= (r+o(s, X,) (0(s, X,) + Xs0'(5, X,))) ds + o(s, X;)dW,

s

issue de 2 en . Comme la loi de X“* sous P"" est la méme que X" sous Q, on
obtient (2.22) pour une fonction f de classe C'.

Nous allons maintenant montrer que les deux premiers résultats sont vrais pour tout
[ satisfaisant (H1) . Pour cela commencons par noter que comme f satisfait (2.3), si:

on a

fn=Ff*¢, — f, quand n — 0.

Les fonctions f, sont de classe C'*°, et on peut donc appliquer le résultat précédent
pour f,. Si:

Fy(t,2) = e "B, (X)),

on a, en utilisant (1.11):

Fy(t.) = e 00 [ £ (@it Tiloga )y
JR

si p(t, T, y1,y2) est le noyau de transition de du processus log(X;).
On en déduit donc que:

0 s,
H,(t,z) = aFn(t,x) =T /an(ey)%p(t,T; logz, y)dy.

On justifie le passage a la limite en utilisant ’estimation de % contenu dans le
théoréme 1.3.3. On obtient de méme que:

) o )
H(t,r) = ~F(ta) = ¢ 700 /R F) o pl, T o, y)dy.

En utilisant 'estimation de %, le fait que f, converge vers f et en appliquant
théoréeme de convergence de Lebesgue on obtient que H,(t,z) converge vers H(t,x)
pour (¢, z) fixé, quand 7 tend vers zéro.

De plus, comme f, est C*°, on vient de voir que:

Hy(t,z) = B (f,(Xz")).

Si on note ¢ la probabilité de transfert de log X, sous P, alors on a
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fo(es i)

(e")q(t, T;logz, y)dy

I |
s— o
5

puisque g—;(t,T; logx,y)‘ est d’ordre e~ d’apres théoréme 1.3.3, et [y tend vers

f quand 7 tend vers zéro, alors H,(t,z) tend vers

/R F(e)d(q(t, T; log , y)e ),

et comme f est absolument continue, en effectuant de nouveau une intégration par
partie, ceci peut s’écrire:

/q(t,T;logw,y)eydf(ey)z / f'(e*)q(t, T;logx, y)dy.
JR JR

La définition de ¢, prouve alors que:

/Rf’(e”)Q(t, T;logz,y)dy = E (f'(X37)),

donc H,(t,z) tend vers E (f'(X;)). Or on a vu que H,(t,z) tend vers H(t, )
quand 7 tend vers zéro, d’ou :

Hn(ta 33) =E (f,(X;T)) .

La troisiéme propriété s’obtient en remarquant que :

T 1 /7
E(f'(X7)|F) =E (f'(XT) exp (/t (05 + X,0')dW, — 3 / (o5 + XS(IIS)QdS)ft> ,

avec 05 = (s, X;) et o'y = 0'(s, X;). Et en utilisant la propriété de Markov pour
le processus (X;, > 0). i

Corollaire 2.2.25 Soit Q une probabilité fortement équivalente a P alors :

tlin% H(t,X;) = H(T, Xy) p.s et dans LP(Q), pour tout p > 1
.



50 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHEE EN DIMENSION 1

Démonstration: On vient de voir que H; = H(t, X;) s’écrit sous la forme:

H, =E(f'(Xr)|F),

donc H, est une P-martingale, et Hp est dans LP(Q), pour tout p > 1, donc H; est
dans LP(Q) et pour p fixé, |H;|? sont uniformément intégrable pour tout ¢. Donc on a

la convergence p.s. et LP(P). On en déduit le méme type de convergence pour toute
probabilité fortement équivalente a P et donc a P. [ |

La proposition suivante assure qu’on peut appliquer la formule d’Ito a la fonction
H(t, z):

Proposition 2.2.26 Si la fonction [ satisfait (H1) , alors H(t,z) est de classe
CLo°([0, T[xR™™), et satisfait [’équation auz dérivées partielles suivante :

0 0
8_1; + Au+ (0 + xaa')ma—u =0 pour (t,x) € [0, T[xR**,
x
limy,pu(t,x) = f'(x) sixz est un point de continuité de f'.
(2.23)
Démonstration: Par la proposition 2.2.24, on a:
H(tv .’L‘) = EQ (f’(X;“’T)) )
et sous Q, X7 est la solution unique de:
dX, —
~ = (r+o(s, Xs) (0(s, Xy) + Xso(s, X)) ds + o(s, Xy)dW,
issue de s en ¢. On en déduit que H(t,z) satisfait I'équation (2.23). [

Remarque 2.2.27 On vient de voir que sous P, H(t, X;) est une martingale, par
lemme 2.2.3, on a H; € M?(P). Comme on a P ~ P, donc M?(P) = M?(P), donc
H, € M*(P).

De plus comme on peut appliquer la formule d’Ito a la fonction H (¢, z) on en déduit
que:

OH (t, X _ OH (t, X
dH(t,Xf) = 7( ’ t)XtO'tth = 7(6;; t)

) XtO't(th — (O'S + XSO';)dS). (224)
X
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avec :
t
Wt = Wt — / (O'S + XSO';)dS,
J0

qui est un mouvement brownien sous P.

On démontre maintenant quelques lemmes techniques utiles. Ce premier lemme est
classique et nous ne le démontrons pas.

Lemme 2.2.28 pour tout o,z > 0, o sous condition (A), on a:

sup E|Xb¥e

0<t<s<T

< C(T, )z,
Nous aurons besoin d’'un lemme permettant de controler le comportement de la
couverture en x.
Lemme 2.2.29 il existe L' positives tel que pour tout t > 0 et pour tout © € R, on a:
H(t.x)| < T'(1+ |2]°).

avec le méme « que celui intervenant dans (H1) .

Démonstration: En utilisant la proposition 2.2.24, on obtient :
H(t, X,) =E (f'(X;"),

et par (H1) , [f'(z)| < L(1 + |z|*), A —p.s. € R, et comme la loi de la variable
aléatoire X1 admet un densité par rapport a la mesure de Lebesgue, on en déduit
que:

S (X < LA+ [XFY) P —pas,

on peut alors conclure en utilisant le lemme 2.2.28. |

On a un autre lemme que 'on utilisera plus tard.

Lemme 2.2.30 Si [I'hypothése (H2) est vérifiée, et si la fonction qui définit ’actif
contingent f est deux fois continument dérivable avec :

(@) < L1+ |z]*), (2.25)
alors
OH (t, )
—| < (1 @ 2.2
09 < o0 +1op) (2:20
et OH(t, X1) aH(t’Xt)Xtat, MXE@ sont dans M?*(P).

or ox ox
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Démonstration: Par la proposition 2.2.24, on a
H(t,z) =E (f'(X;"),

avec, sous la probabilité P, X** qui est la solution unique de I'équation différentielle
stochastique :
dX;

7 = (t,Xt)dt+ O'(t,Xt)th, (227)
t

ou aq(t,x) =r+o(t,z) (o(t,x) + xzo'(t, z)). En utilisant (2.20), on en déduit que la
dérivée de X" par rapport a x satisfait 'équation différentielle stochastique suivante :

dY

v = Ba(s, XEWYAW , + aa(s, X" ds

avec :
ay(t,z) =1+ (o(t, x) + z0'(t,2)) + o(t, 2)z (20" (t, 2) + z0" (L, 7)),
et Oo(t,x) = o(t,z) + zo'(t,x). On en déduit que:

aX;iw ’ tx\ JTA7 1 g t,r\2 ’ t,x
- rale exp Ba(s, X")dW 4 — 3 Ba(s, X%)ds + as(s, X%)ds | .
T Jt Jt Jt

On peut alors prouver, en utilisant la régularité de f que:

OH (t,x)
ox
a t,x
= a_ (f"(X3) (2.28)
t,x
- B(reinr)
_ Ef ) ft Ba( ng TYAW o — % ft Ba(s, XL 2d9+ft aa (s, X5")ds (229)

On fait, alors, un nouveau changement de probabilité P dont la densité par rapport
a P est telle que sous P

dﬁt = de - (O't + U;Xf)dt (230)

est un mouvement, brownien. Alors, sous P, on peut facilement vérifier que:

O0H (t, X;)

- E ( fﬂ(XT)eftT(((rs+rr;Xs)2+rrsXs(20;+rr;’Xs)+r)ds
ox '

]—'t) , (2.31)
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avec :

by = (01 +0,X,)?+ 0. X(20, + 0/ X;) + 7,
PR (2.32)

Remarquons que est uniformément borné et que 'on a:
t

OH (t, X))

b =B (["(Xr)pr| F)

c’est donc une martingale continue. De plus, comme (; est uniformément borné, et
vu I’hypothése (2.25), on a:

B

OH
"By < O+ [Xr ), (2.33)

ox

d’oi (2.26).
Hy

ox

utilisant le lemme 2.2.3, on voit que

Br est dans tout LP(P) puis, dans tout LP(Q,E). Alors, en
OH (t, Xy)

On en déduit que

B, € M?*(P). Et comme 3, ! est dans

M?(P) et est a variation variation borné, il est dans N?%(P). Le lemme 2.2.7 permet

LH(t’Xt) = ﬁtﬁt’liaH(t’Xt) est dans M?(P).

Enfin en utilisant 'hypothése (H2) , on peut vérifier que les processus o et X sont

0H 0H
dans N?(P), donc 8—tXtO't et a—tXfo*t sont aussi dans M?(P). [

alors d’affirmer que

On établit, alors, le lemme suivant qui nous permettra d’estimer le risque résiduel.

Proposition 2.2.31 Sous l’hypothése (H1) | et si § est un nombre réel strictement

positif on a:

1+8

T P2F 2

Démonstration: FEn utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que la preuve
de (2.34) est équivalente au méme résultat sous la probabilité P. On va donc montrer
que pour tout ( strictement positif on a:

1+6
. T 2F 2
0 ox

Pour cela, on commence par majorer, pour ¢ < 7':
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B (/Ot<x gQQ(SX)YdS)Hﬂ | (2.36)

En utilisant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy on obtient :

B( ([ (vetmifhen) )

1+8

o u 82F L 2420
< CE| sup / Yoo (s, X)) 2E (5, X7, (2.37)
o<u<t |Jo 0x?
H 242
= Os<u[<)f / Xso(s, Xs) (s X,)dW, , (2.38)
oF
i Hg —_ — ;XQ .
puisque H, 5 (s, Xs)

D’autre part, en utilisant (2.24), on sait que H; est une P martingale et que:

YOH, __
H, = H0+/ —X,0,dW,
o Ox

— " OH, -
= EHt+/ —X,0,dW,.
Jo Ox

On en déduit donc que:

" OH,

/, WXSO—(SaXS)dWS = Ht — EHt

D’ou:

u OH 2420 o o o
/ a—(s,Xs)Xsa(s,Xs)dWs <E sup |H,~EH,|*"* < CE sup |H,|*"*.
X

0<u<t 0<u<t

(2.39)

E | sup
0<u<t

Donc, en utilisant les équations (2.38) et (2.39) on obtient :
1+8

=(( 0°F i E 242
Bl ([ (votxafsex) a) ) <CB s

0<u<t

avec C indépendant de t. Par lemme 2.2.29, le membre de droite est plus petit que:
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CL'E sup (1 +|X,|%).

0<u<t

Or Esupg<,<;, |Xu|* est uniformément borné pour tout ¢ € [0, 7] par I'inégalité de
Burkholder-Davis-Gundy, donc (2.36) est borné uniformément pour tout ¢ < 7. On en
déduit comme, de plus, o(t, ) est bornée inférieurement que :

' 5 9 1+4
E (/ <X58—€(57X5)> ds) < +o0.
Jo O

On en déduit I'inégalité (2.34). [
On étend maintenant légérement ce résultat.

Corollaire 2.2.32 Sous l’hypothése (H1) |, si a est un réel positif, si [ est un réel
strictement positif, on a:

143

T a?F 2
E X% =—=(t, X dt )
(/ i (G X0 <o
Démonstration: On remarque que:
T 82F 2
a—2
E (/0 X (th(t,XtO dat
T a?F 2
< E (/ sup(|X;|*?) (Xtﬁ(t:Xt)> dt
0 t<T x

T a?F 2
E X, o2 / (X— t, X ) dt
ig?ﬂ ") ( . L 5.2 (2, X¢)

143

143

148

IN

et I’on conclut en utilisant le lemme 2.2.28 et la proposition 2.2.31. |

Remarque 2.2.33 On peut déduire de ce résultat que H € M?*(P) sur [0, T].
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Propriété et évaluation de 27 et ¢(t)

On étudie dans cette partie %—Z et g(t), qui permet de vérifier les hypothéses (H3)
t (H4) dans des applications.

Lemme 2.2.34 Pour tout 0 <t <T, on a

‘8[—[(15,1:) < 1+ |z|®
Ox T oaT -t

avec o dans (2.3).

Démonstration: En utilisant la 2.2.24, on a:

De plus a 'aide du théoréme 1.3.3 (ii) H (¢, z) peut s’écrire sous la forme:

H(t,z) = / f(e)p(t, Tslog . y)dy,

Jr

p est le noyau de transition de log Xrt, x sous P Donc, en dérivant, on obtient :

aHt / f'(e p(t, T;logx, y)dy,
de plus I'hypothése (H1) prouve que:

()] < L(1 +e™),

et le théoréme 1.3.3(i) que:

0
%p(t,T; Ing,y)‘ <

On en déduit que:

0H, C |logz — y|?
T < (1 + ey —— _eiem I
or | — /R (1+e ):r(T—t)eXp( S — )
C 22
< —— [ L(1+a2%" - d
< m(Tt),/R (1 + z%™) exp( CT—t)z
1+ 2
< O——.
 avT -t
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Lemme 2.2.35 Si l'hypothése (H2) est vérifiée, et si la fonction qui définit lactif
contingent f est deux fois continument dérivable avec :

(@) < L+ [z]*),

alors on a

< C(1+ |z]%).

OH
%(t, x)

La démonstration est de méme que pour lemme 2.2.29.
g étant défini dans (2.6).
On a les résultats suivants:

Lemme 2.2.36 ¢(t) est continue et intégrable sur [0, T].

Démonstration: Par lemme 2.2.34 et le théoréme de convergence dominée, g(t) est
continue sur [0, 7.

g(t) est intégrable sur [0, 7] est la conséquence du corollaire 2.2.32 (évidemment
vrai aussi pour = 0), avec a = 4, en remarquant que H (t,z) = g—f(t, x) et que oy est
uniformément borné. ||

Lemme 2.2.37 Supposons que la fonction f corresponde au cas du put ou du call,
alors on a:

(i)

log? (z/K)
e ¢ T—t

<O

oH
T—t

Ox (t )

donc (H3) est vérifié.
(i) g(t) est dérivable par rapport a t sur|0,T[, et sous I’hypothése (H2), on a:

C
/ < -

ce qui implique (H4).

Démonstration: On ne montre le résultat que dans le cas du call, avec f(z) =
(x — K),. Le cas du put est identique.
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Commencons par remarquer que, en utilisant la proposition 2.2.24, 'on a:

H(t,z) = E(f'(X3)
— E(l{XfTTZK}>

Nous allons approcher 14,>xy par:

1
fq;(T) = E(T - K)I{K§m<K+n} + 1K1

Nous avons vu que H, (¢, x) vaut:
Hy(t, ) = E (fo(X7").
D’autre part, on a déja prouvé que, pour (t,z) fixé, t <T et x > 0:

lim H,(t,z) = H¢t,z).

n—0
On peut de facon identique montrer que si ¢t < 7T on:

0H, OH

lim t,x) = —I(t, ).
n—0 Ox (t. @) Bx( )
Ceci va nous permettre de calculer plus explicitement %—Ij(t,x) Pour cela, en re-

prenant les notations de la page 52, on montre que si (Wt,t > 0) est un mouvement
brownien sous P et si X»* est la solution unique de 1'équation différentielle stochas-
tique :

= (1 (s, X) + as(s, X)) ds + o(s, X)dWs,

issue de x en £, on a:

0H,
ox

Comme en (1.10), on note Y; = log X;. Alors, on a:

(ta ‘,1") = E (f;]’(X;’T)eftT QQ(S,Xz’T’)ds) .

t,logx
Fr(e¥T " e e >ds>

tz) = B
i) — B
- ﬁ (l]_ t,log x P-ftT b(srey%’lngm)d's)

N K<T  <K+n
— /1 L e
T
= E _]- t,log x eft bb(s,e )dS
']7 ]OgKSYT <]0g(K+n)
1

= Ellog K§y<]0g(K+n)1:9(ta T7 lOg.T, y)dya
JR
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avec p(t, s;x,y) la solution fondamentale associée a 'opérateur parabolique :

Mu = % + Ayu+ b(t, z)u, (2.40)

ol Ay est le générateur infinitésimal de Y sous la probabilité P. Donc, en utilisant

le théoréme de valeur moyenne, on obtient :

OH 1 K - K
a—"(t, x) = —log + nﬁ(t, T;logz,log K + 0log Rl
x n

).

On en déduit en faisant tendre n vers 0 que:

OH 1_
T ?ﬁ(t,T; log z, log K).
avec théoréme 1.3.3(ii), on a:
197"’(1]71T707g,5}{)2
5(t, Ty, log K)| < 05—
p(t, Ty, log K)| < —
donc on a
olog? (@/K)
OH e ‘T
—(t < (C——mFe=
) sct

Ainsi (H3) est vérifiée, avec tout n < 1.

D’autre part, si 'on note p(s,t,y;,y2) la probabilité de transition de log(X;) sous
la probabilité initiale on peut montrer, en justifiant la dérivation sous le signe somme,
que:

. oOH 0°H
! — y y y\4 4y
g0 = [ 2T S ot en) e (0. s Togan, )y

< OH 0
4 [ G en)ao (e e 1. e (0, log . )y
o O

o

0
* OH op
y y\4 4y 78
+/OO( 5 (t,e¥))?o(t, e¥)'e 5 (0 t;log g, y)dy.

On peut réécrire cette égalité sous la forme:

/ 0 Tty log(K))o(t, %) eWp(0, £ log 20, y) dy (2.41)

o

> ;0o
/ p(t, T;y, log K)*40(t,e¥)? 5 ——(t,e¥)ep(0,t; log xg, y)dy  (2.42)

_ Jp
+/ p(t, Ty, log K)?o(t,e¥)e 4y6 (0, t;log g, y)dy. (2.43)
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Nous allons maintenant, controler les 3 termes intervenant dans l’équation précé-

dente. Pour cela, toujours avec théoréme 1.3.3(ii), on a:

o5 —clje k)

Iz et T

Z(t,T;ylogK) < C—m

or T 08 ) S g
7C(y*|0g10)2
e t

07 t: log z 3 & S 077
p( 820, Y) 7
675(y7105m0)2

C

IN

dp
_(07t7 logl‘OJU)‘ t‘;/g

z
On en déduit que la valeur absolue de (2.41) est plus petite que:

= logK) 7C(y*10gK)2
—t e T

O/ VT —t (T —1t)%? e"p(0, t;log 7, ) dy

C o 2l i” wolegag)?
SR e ——dy
( o ’) J —o0 \/T——t \/E
< ¢
= (T — )32

De méme la valeur absolue de (2.42) est plus petite que:

Sl 0
/ (B(t, T;y,log K))*40(t, ey)?’a—i(t, e*)ep(0,t; log o, y) | dy

oo
Coe 502\ 2 B 2
00 efc(y lTéf) \ eic(y 10510)
< C | (4 ——dy
oo T—1t Vit
(y—log K)2 7()(‘1”710510)2

(1+em)ets

—Fd
NG Y

e

IN

o~

T —

Enfin, la valeur absolue de (2.43) est plus petite que:

e 0
/ (B(t, T;y,log K))’o(t,e’)"e" a—f(O,t; log 70,)| dy

o0
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2 2
_log K _
ol 05 ) _c=logzp)

>* [e T e t
§C/ ety dy

o T —¢ t3/2
%, /OO 720(97;1"75:{)2 N e—c(y710510)2 ;
= — e
VT —t ) T —t Vit Y
C
T tWT -t

Les trois inégalités précédentes prouvent que:

g < ¢ + ¢ + ¢ < ¢
SOV =T e T T Tt (T — )

On établit maintenant un résultat légérement plus fort quand la fonction f est plus
réguliére.

Lemme 2.2.38 Si Uhypothése (H2) est vérifiée et si l'actif contingent est de la forme
f(X7) avec f deuz fois dérivable telle que :

(@) < O+ |=[%),

alors g(t) est dérivable sur l'intervalle |0, T, et:

501 < s

Démonstration: On écrit Y; = log X; et donc:

g(t) = E((%(t,e”))2a(t,en)4e4n>_

Soit p la probabilité de transfert de Y; sous la probabilité initiale P. En utilisant le
théoréme 1.3.3(ii), p est la solution fondamentale de I'opérateur
0

—+ A
at+ Y

avec Ay le générateur infinitésimal de Y sous P.
On a, alors:
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o) = [ ((Grenote.e e n(o.ttogan, )i ).

En justifiant la dérivation sous le signe somme, on obtient :

>~ _O0H 0*H

! — il Yy Yy Y4ty
g = / 297 ) DL (1, o (t, ) e p0, logag, y)dy (2.44)

n / (aH(t,ey))24a(t,ey)3g—j(t,ey)e4yp(0,t;logxo,y)dy (2.45)
_ €T

O
+/oo(aa—il(t, e¥)) o (t, e¥) e 4yg (0, t;log g, y)dy. (2.46)

Par lemme 2.2.35 on a:

- <
= (t0)]| <

oH C(1+ 2. (2.47)

D’autre part, en s’inspirant de la démonstration du lemme 2.2.34, on prouve que:

et:

0*H 1+ |z|@

W(fﬂ") < C:}:\/%—t’ (2.48)
0*H 1+ |z
5 (t,z)| < CixQ(T — (2.49)

D’autre part, on vérifie que les conditions (A1) — (A3) sont vérifiés pour l'opérateur

= oOH
parabolique associé a log(X) sous P. Ceci permet de montrer que —(t,x) vérifie

ox

I’équation différentielle aux dérivées partielles:

aa—u+14xu+b(t ZL‘) 0

avec Ay le générateur infinitésimal de X sous P, et b(t,z) défini par (2.32). En

utilisant (2.27) et (2.30), on voit que, sous P, X satisfait I’équation différentielle sto-

chastique suivante:

dX,

Xy

(r+o(t, Xy)(o(t, X3) + Xy0' (¢, Xy)))dt + o(t, Xt)(th + (o(t, X;) + o' (t, X;) Xy)dt)

(r+ 20 (t, X)) (0(t, X;) + X;0' (£, X,))dt + o(t, X,)dW,.
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Donc, A peut s’écrire :

_ . 0 1 2 2 O
A=(r+20(tz)(ot,z) +a0 (t=”5)))xar * U(t o e 0u?’
Donc:
o (OH =0H oH
i ar) = (g weng)
aQH 1 63 aH

= —(r+20(t,z)(o(t,z) + xo'(t,x)))x

or?2 2 olt, T) axr‘H b(t,m)%.

Si I'on remarque que les coefficients r + 20(t, z)(o(t,x) + xo'(t,x)) et b(t, ) sont
bornés, alors on peut en déduire que:

02 H 02 H
<
oo | = ¢ (”“"'

dx?
D’oi, en utilisant (2.47), (2.48) et (2.49):

OH
oz

0*H 1+ |z|*
b C——————.
‘Btam(’T)‘ T —t

Ceci implique que la valeur absolue de (2.44) est plus petite que:

OH 0’H
Yy (] y\4 4y

1 (a+2)y
< C/ +Te_t e"p(0, t; log T, y) dy,

et donc inférieure a:

(y—logzg)*
1+e(a+2) et
C MO ————d
/ STt ¢ Vi Y
00 P7(:(7,17105.7:0)2
< - 14+ e®)(14el@tDnety____ g
< Tft_oo( A+ ety
C
< -
- Tt

Pour majorer (2.45), on note que (H2) est vérifié et on utilise (2.47), pour montrer
que (2.45) est majoré par:
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* | 0H 0
[ | Grtenaote. e S e nio, 100,

< C / (1+e™)*(1 4+ e™)e*p(0, t; log ¢, y)dy

— 00

2
~_(y—logzq)
¢ t

IN

C’/ (14 e™)?(1 + e”y)e4ye dy

00 \/1_f

IN

C.

Enfin pour majorer (2.46), on note que 1'on a:

7(,(y*10gmo)2
e ¢ t

NP

T—

ot

(0, t:log 70, 9)

et 'on en déduit que:

o (y—logzg)?
¢ t

$3/2 dU

o e

/ (1+ )20
— 0o

2

70(1;*10510)

€

C [ t

= 2 (1 4emR)ete d
t/m(+e>w i
C

< —.
B

Les trois inégalités précédentes prouve que:

1 1 C
"<+ —4+)< .
YOI < OO+ 7= +9) < 77

Lemme 2.2.39 Pour tout 3 >0, on a:

N-1  (k+1)e tOH 1+
E (Z/ ( —SosXdes)th) < Ke.

k=0 ke ke 877

Démonstration: Comme:

T T
(/ |ay|dt)' P < C/ lag|" P at
J0 J0
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on en déduit :

N—=1  (k+1)e Ly 1+6
X dW)2dt dt
(B e

k=0

k-l—l aH 2(1+8)
< GE (( — 0, X dW, dt
-0 ke a.’L’
—1 k+1 Lo 2(145)
S sup —SOSXS dWe dt
ke<t<(k+1)e | Jke O
— (& 2(1+8)
Y OH,
= G Z / E sup — 0, X, dW, dt |
k=0 * ke ke<t<(k+1)e | Jke OT

En utilisant I'inégalité de Doob, on en déduit, que ( avec une nouvelle constants
Cy) ceci est plus petit que:

N-1 (k+1)e aH
§ E S X 2 145
( =0 ( / ax 7N ) dt)
N—=1  (k+1)e (k+De 51
= > E —0,X,)%ds)"
025< /k ((/k (0, X,)ds) ))

k=0

Mais, on vérifie facilement que, pour G > 0:

quﬂ < zn:l‘k)l_l—ﬁ
k=1

pour des nombres réels positifs z,. On en déduit donc que:

NZLo p(k+1)e H, 16 T 9K 1+4
E Z/ ( K 2o X dW)2dt | dt | < CyeE </ (QUSXS)st> ,
k—o Y ke ke O 0 O

ce qui prouve le lemme. [ |

Lemme 2.2.40 pour tout >0, on a:

N—-1

(k+1)e aH 145
E() /k (| =—0,X,dW,)%dt < Ke'*P

k=0 € ke Ox
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Démonstration: En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

N—-1

1+43
(k+Ds  rt 9H,
E Z(/k (kg axastW)dt)

k=0 €

Cie’E ((g

/(
J ke
(k+1)e
ClﬁﬁE /
k=0 ke ke<t<(k+1)e

ket 9H,

IN

— 20, X dW,

2(1+8)

J ke 87”

=

N-1 t 2(145)
OH,
< sup —— 0, X, dW, dt))
pe OT
N-1 2(14+6)
"OH,
= (!t Z E sup —2 0, X, dW,
=0 ke<t<(k4+1)e | J ke Ox

en utilisant 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy , on obtient :

1+8
k+] H
(/ ( 0 —0, X, dW,) dt)
ke J ke O
k=0
(k+1)e aH
145 2 7.\148
Che ZE(/ (50aX.) ds) )
N—1 a(k+1)e (k+1)e OH
— 144 s 20\148
Che (; /k E ((/k (70uX.) ds) ))

{(/@H wra) )

On en déduit le lemme en utilisant le fait que o, est borné et le corollaire 2.2.32. i

N—-1

IN

IN

2.2.5 Démonstration du théoréme 2.1.2

Dans cette section on donne la démonstration du théoréme 2.1.2.
Remarquons que R, = R(g, H), et comme H; € M?(P) (Remarque 2.2.27), et par
(2.24) et corollaire 2.2.19, on a

(k+1)e  pt B 8H(S,XS)
R=BY /k /kge 2o s, X)) XA = 2y ),

ou r(g) est d’ordre o(g).
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Pour montrer (i) du théoréme 2.1.2, on voit que g(t) est continue et intégrable sur
[0, T par lemme 2.2.36, alors (i) est montré en appliquant lemme 2.2.20(i).

Pour montrer (ii), remarquons que sous (H2) et (H3), 7(¢) est d’ordre O(%/2) par
corollaire 2.2.19.

De plus, on écrit

1 T 0*’F 2
R. = 5¢E / e X ot (t, X,) (w(t,xt)) dt | +r(e) +7(e),
/, x

7(g) est aussi d’ordre O(£%?) par lemme 2.2.20(ii).
D’ou (ii) du théoréme 2.1.2.

On montre maintenant le corollaire 2.1.3.

Dans le cas de call et put, par lemme 2.2.37, on a

C

lg'(t)] < T =1

donc 7(e) est d’ordre O(¢%2) par lemme 2.2.20(ii). Donc

1 r 0*F ’
RE = §6E / 672”X;10'4(t,Xt) (W(t,X,«)> dt +O(63/2)
Jo T

Quand f est deux fois dérivable avec |f"(z)| < C(1 + |z|*), par (2.33),

est borné, donc (H3) est vérifié, ce qui donne que 7(g) est d’ordre O(¢%/2). Et 7(e)
est d’ordre O(g?) d’aprés lemme 2.2.20(ii).
Donc

]' g 2 4 4 82F ? 3/2
RE = §5E !/Ov e TtXt(f (t,Xt) (W(t,Xt)> dt +O(€ / )

D’otu le corollaire.

2.2.6 Démonstration du théoréme 2.1.4

Dans cette section, nous donnons la démonstration du théoréme 2.1.4.

Démonstration: On commence par noter que le risque résiduel de la couverture
approchée optimale vaut :
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N-1 (k+1)e ~
Re = E / (Hi — Hiey)? XPo (t, X,)dt
k

(k+1)e
/ (H, — H,.)
Jk

—(Hey — Hye))* X} (t, Xt)dt)

Il
=
RS
T™M7T

Si l'on note By, = H(.) — Hj., on obtient :

N-1

(k+1)e B
Ro = E / (Hy — Hy.)’ X[ 0 (t, X,)dt
Jk
N-1  (k+1)e ~
—9E / Bie(H; — Hyp ) X7 0% (t, X,)dt
k

N=1  a(k+1)e ~
+E / Bi_X20?(t, X,)dt
Jk

N=1  a(k+1)e

= R.-2E) / By (H, — Hp)X202(t, X,)dt
N-1  (k+1)e ~
+E) / B2 X20”(t, X,)dt
k

N-1 (k+1)e ~
= R.—2E)Y_ BkEE[/ (H, — Hy) X202(t, X,)dt| Fie]
k

N=1  a(k+1)e ~
+E) / B2 X20%(t, X,)dt. (2.50)
k=0 " ke

De plus, en utilisant la formule de H,) , on voit que:

Bge = H(Icg)_Hka

E(["V(H, — Hy) X202(t, X,)dt| Fi.)

B[ X202(t, X,)dt| F.)
= CkeGka

avec:

(k+1)e B
Ckg - E(/ (Ht — HkE)XtQO'Q(t, Xt)dﬂfkg)
k

J RE
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et:

(k+1)e
Gr. = (B( / X202(1, X,)dt| Fo))

ke

Donc (2.50) peut s’écrire comme:

N-1 N-1  (k+1)e ~
Re = R.—2E)Y BuCp.+E) / B2 X262(t, X,)dt
k=0 k=0 ke

N—1
= R.—2E) C}.Gi
k=0
N=1  a(k+1)e ~
+E / C2.G? B(X20(t, X,)| Fp.)dt. (2.51)
k=0 " ke
Si ’on note:
- E(X?20%(t, X;)| Fre)
ke — X,gg )
On a:

k+1)e

N—-1 N—-1 (
Re = R.—2EY CLGL+E)_ / C2.G2_ X2 by.dt
k=0 k=0 v ke
N—-1 N—1
= R 2E) Cp.Gp+cE> CLGL X} by. (2.52)
k=0 k=0

Nous allons chercher a estimer maintenant les quantités Gy, et Ci.. En ce qui
concerne Gy, il est facile d’obtenir, en utilisant le fait que |o| est minoré, et le fait que
X; est une martingale sous P que:

€

(k+1)e -t
|Gre| = E(/ X7o?(t, Xy)dt) F.)
k

< ¢ 'CX. " (2.53)

Pour contréler C}, nous allons établir le lemme suivant :

Lemme 2.2.41 Il existe une constante C' > 0, un entier n, tel que, pour tout k =
0..N — 1, on ait la majoration suivante :
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(k+1)e
|Ckg| S CEE </ df|fk€
J ke
(k+1)e
HO2(1 4+ [ X ") (E (/
J ke

0H,

X3
ox

oOH
VPR

1/2
dt|fk€)) . (2.54)

Démonstration: En développant H, = H(t, X;) a l'aide de la formule d’'Tto on
obtient :

(k+1) B
Cka = E (/ (Hf — HkE)XtQO'Q(t, Xf)dﬂf]%-)
k

(k+1)e t OH
= E / </ _(Uz + O'sXsO';)Xs—SdS
ke ke al‘
" OH, -
+ | X0 dW) Xfafdt}"kg}
ke a[L‘
(k+1)e t OH B
= E / (/ —(02 + 0, X,00) X, —="ds) X oldt| F. (2.55)
ke ke ox
+E / ( sUs s)XtQO'thtka] (256)
ke ke aZII

On va s’intéresser aux valeurs absolues de (2.55) et (2.56). La valeur absolue de
(2.55) peut étre estimée par:

(k+1)e t a[_lg B
E/ (/ —(0% + 0, X,0) Xy—=—"ds) X 2o dt| Fy.
ke ke Ox
(k+1)e t OH ~ i
< CE / (/ X, = ds> X}Pdt| Fy.
ke ke Ox
(k+1)e t H.| - i
= CE / (/ X,,,b des> dt| Fe
ke ke Ox )
(k-l—l) t H B
= CE / (/ X,,,b E(Xf]—})ds) dt|.7-'kE]
ke ke Ox )
(k-l—l) t H
< CE / (/ Xfa S‘ds) dtka]
ke ke * Oz
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(k+1)e
I.

Pour estimer (2.56), nous allons développer X2 o? a laide de la formule d’Tto, ceci

0H,

X?
ox

< CeE

dm] |

est possible puisque 'on a supposé que o(t,z) € CH*([0, T] xR). On obtient, en notant
oy = o(t, Xy):

d(o7 X7) = d(ojXPe ™)

= (aaf (07 X7e e > A7 X} )) dt (2.57)
+e2”%(afxf)dfft (2.58)

si A est le générateur infinitésimal de X;. On obtient ici:

A(o?2?) = 0%2*(00"2® + 0”2® + dzo0’ + 0%) + 2roa’(o'z + o),

d’ou:
a()’t

ot
+oP X2+ 4X,000, + o) + 2row? (o) X, + Uf)]) dt

d(o?X?) = (20te*2”Xt2( ro;) +e ot X2 (o,0) X}

+2€72rtXtO't(O't Xt + O't)dXt.

Viues les hypothéses faites sur o, on sait que z22 (¢, z) et 7728 5% (t, ) sont uniformé-
ment bornés, on peut donc écrire:

t
N N 0
ol X? = of XA+ / (20552”)(_3(—8: —roy) + X20,)ds
J ke /

¢
+/ 2¢ X202 (0! X, + 0,)dW,
k

€

avec (y un processus adapté et uniformément borné. On en déduit que le terme
(2.56) s’écrit comme:

(k+] H
E / (/ 0 —X (J's(]W)XQO't r]7‘|.7-",Cg
k ke O

€
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(k+1)e aH B
/k ( s0s s)[aingfg

= E
€ ke aZII

¢
+/ (20562”)(3(({;—: —rog) + X2C)ds
k

13
t
+/ 2¢ X202 (0! X, +as)dWs]dt]:kE] .
ke
Notons tout d’abord qu’il est clair que:

E

€ ke 61‘

(k+] aH
/ (| =2X,0,dW, )akEX,fgdf]:kE] = 0.
k
Il faut donc estimer les deux quantités:

D, =E
J ke J ke aT J ke

(k+1)e 8H t
/ (| ZEX,0.aW, )(/ 26737 X202 (0 X, + 0, AW, ) dt| Fi
k

J ke aT J ke

(k+1)e 1‘ t ao_
/ O, v oud W) / (e X2~ ry) + X2C)ds)d] |
ke 4

En ce qui concerne Dy, notons que, en utilisant I'isométrie de 'intégral stochastique,
on a:

D, =E
: € ke aZII

(k+Ds rt 9H,
/ (| =2X,0,-2e " X202(0" X, + 0,)dsdt| Fp.
k

comme ¢'x, o sont uniformément bornés, cela implique que:

(k+1)e
/ ( o|dsdt| F.
. kE . /

(k+1)e 9H,
‘/kvg 8 |d‘?fk5] .

Pour estimer Fj, on commence par utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour

Dy| < CE

< CcE

obtenir :

(k+1)e 1/2
al < | (Eﬂs(/ SEXedn ) x (2.59)

Jke OF

t 1/2
X [Eﬂi(/ (20,6 2 X3 (—= —ro,) +X§Cs)ds)2] dt.  (2.60)
k
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2
O ds) )

On remarque alors que (2.59) peut s’écrire:

L OH, ? t
E X,o,dW, )] = E
%<max ” > %(L

D’autre part, comme on a:
do
—(t, @
e

OH,
sy,
or

< L1+ [2]?),

(2.60) est majoré, si est n assez grand, par:

(k+1)e t o 2
Ez,. / < / (20562”2(3(5 —roy) +X305> ds> dt
ke ke

(k+1) o 2
< eEg,. / (20’562”)(3(5 —ros) + XfC’S> ds
k

£

(k+1)e
< CBa [ (X1 )+ X2
k

. €

(k+1)e
-CEy, / (14 |X,")ds
k

€

20(1 + [ Xpa|™).

IN

IN

On en déduit que:

(k+1)e t
/. Eﬂe/ o
ke ke

(k+1)e 1/2
/ (Efks \ d9> (e(1 4 [ X |™)dt
J ke

/2
(k+1)e aH 2 !
— 62(1 + |Xk5‘n) (E]:ks / ‘8—X Og dS) .
J ke

On en déduit que (2.56) qui est égal a Dy + Ej est majoré par:

| Ek|

IN

9 1/2
ds) (£2(1 + | Xy ™)) 2 it

IN

/k+1 ain;
J ke a

(k+1)e 8H
+C2(1 4 | Xpe|™) (Eﬂ/ . * X0,
ke x

d8|fk5]

) 1/2
ds) .
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Enfin comme Cj. est la somme de (2.55) et (2.56), on en déduit que:

(k+1)e H
Cre| < CeE (/ 86 X3 ds| Fre
J ke
1/2
(k+1)e 9H,
+O2(1 4 X7) (Ef / X ds> |
ke

En utilisant ce lemme, on voit que:

2
k+] aH
Cl%s < CEQE (/ o |dgfk5)
J ke

(k+])5 aH
+Ce (1 + ‘X’%‘QH)EHE (/ |8—TSXSUS|2dS>

J ke
(k+1)e OH
< C£°E (/ I—SX;9’|2dS|7:ka>
ke Ox
(k+De |1 9H, 2
+Ce' (1 + | Xy "™ Ex,. ( / — X0, ds>.
ke al‘

Nous allons montrer maintenant que les deuxiéme et troisiéme termes de (2.52)
converge vers () & une vitesse plus grande que €.

Nous commengons par traiter le troisiéme terme de (2.52). En utilisant le
lemme 2.2.41, I'inégalité (2.53) et le fait que by. est borné uniformément, on obtient :

N—-1
E < Clszstlgsb’%)

k=0
N-1
< ¢E Cre*CX, XL
k=0
N-1 (k+1)e oH
< ¢ 'EY X, 2| CE / —2X312ds| Fpe
S ¢ Z ks(g Jre ‘8?7 s‘ S|k
k=0
(k+1)e a[{(i
+O' (14 | Xpe ) E s, (/ |6—'Xsas|2ds>)>
ke X
N-1 (k+1)e OH (k+1)e aH
= c'E) X2 03/ ——2X32ds 4+ Ce* (1 + | Xy | / —X,0,
B X0 [ G Ct e X | [ | TR

)
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N=1 (k+1)e OH 2

< 2R Sup(Xt2+Xt4+|Xt6+|Xt|2n+2)2)Z/ 51 ds

t<T k=0 " ke O

2 -2 4 6 2n+2\2 g OH, i

= & E{sup(|Xy| "+ | X" + | X,” + | X [77) ds

t<T Jo | O

) 1/2 T OH 2 2 i

< 2R (sup (‘Xt|72+ |Xt|4+ ‘Xt‘G‘F ‘Xt‘2"+2) ) E / 51 ds

b Jo | Ox
< Ke2

Un raisonnement du méme type permet de prouver que le deuxiéme terme de
(2.52) est d’ordre £°. On peut donc en déduire que:

|R(E) — R6| < K2,

2.3 Modéle Black-Scholes

On a vu dans la section 2.1 que le risque résiduel quadratique de la couverture
élémentaire converge vers 0 quand ¢ tend vers 0, a la vitesse de Ce, avec:

1 T 2F ?
C = 5E (/U e X o} (W(t,Xt)> d,t) : (2.61)

Nous allons dans cette section, supposer que I’actif vérifie le modéle de Black-Scholes
et montrer comment dans ce cas, on peut expliciter la constante C. Nous donnerons
aussi des exemples de calculs numériques de la valeur de C pour les calls, les puts et
diverses combinaisons d’options.

Dans notre modéle en dimension 1, le fait de supposer que ’actif suit le modéle
Black-Scholes, revient a poser o(t,z) = Constante. Nous continuerons a noter o cette
constante.

2.3.1 Un calcul explicite dans le modéle de Black et Scholes

Nous rappelons, tout d’abord, le résultat suivant, du & Henrotte |[Hen|. Ce résultat
permet de calculer explicitement la constante C' pour une large classe d’actifs contin-
gents.
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Proposition 2.3.1 Soit l'opérateur B défini par:

ou
B = —r— .
u(t, z) = u(t, x) T (t,x)

Si la volatilité o est constante, alors C' peut étre calculé par la formule :

2

C = %e’QrT Var (Bf(Xr))

st f est la fonction définissant ['actif contingent.

Démonstration: L’idée est d’écrire (2.61) comme la variance de a Iinstant 7" d’une
martingale {M;}o<i<r. Pour cela on définit une martingale M, par:

t ) 282
M, = [ e X2 —2dW,.

Alors, si on pose:
G(t,r) = e "F(t, xe™),

on a:

O%F,
o —dW,

0?°G,
0x?
LdX, (2.62)

AM, = e X2

— ef2rtXt2 2

AW,

0*G,
= XfO' 8

Notons L le générateur infinitésimal de X, :

ou 1 0%u
Lu= — - 2 2_
UE T7T ap

On vérifie aisément que G(t, X;) est une martingale, et ceci permet d’en déduire que
LG = 0.
Notons, de plus, que 'opérateur B commute avec 'opérateur L :

LBG = BLG = 0.

On en déduit que BG(t, X;) est une martingale. D’autre part, on a par un calcul simple
que :
G,

P - -
—BG(t,Xf) XfO' o 5 s

ox

Donc, en appliquant la formule d’Ito, on obtient :

0*G,

dBG(t, X,;) = X0 3

dX,.
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Soit, 0 < s < T, ceci nous permet d’affirmer que:

s L aQF 2
E (/0 e X tot (ﬁ(t’xto dt)
so 0G5\
- E<a/U Xo amQtht>

= E <0/0 dBG(t,Xt)>2

— E(¢BG(s, X,) — 0BG(0, xy))>
— Var(6BG(s, X,)). (2.63)

Nous allons maintenant, faire tendre s vers T'. Pour justifier cela, remarquons que:

BG(s X = 0. %) - %20, %)
X
= e "F(s, X;) — )N(Saa—};(s,Xs).

oF .
Et sous 'hypothése (H1) on a montré que F et 5 sont bornés uniformément. D’autre
T

part, le corollaire 2.2.25 nous indique que:
H,— Hr ps.quandt —T.

et 'on a la méme convergence p.s. de F; vers Fr = f(Xr). On peut donc utiliser le
théoréme de convergence dominé de Lebesgue pour conclure que:

Var(BG(s, X,)) — Var(BG(T, X7)).

Alors, en utilisant I’équation (2.63), on obtient :

1 g —2rt v4 4 82F ’
C = §E (_A € thO' (W(t,Xf)> dt

1 -
= 5a%ur(BG(T, Xr))

1 - - 0G
= §O2Var(G(T, XT) — XTa—:L‘T)
0.2

= 76’27"T\/3L1r (f(X7) — Xof'(Xr))

- %e’QTTVar (Bf(Xr)).
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Le cas des calls et des puts européens

Corollaire 2.3.2 Pour les calls et puts européens le risque résiduel de la couverture

Lo . BTN . . 3_
approchée élémentaire converge vers zéro a la méme vitesse de Ce + O(g27). Pour le
modéle Black-Scholes, C' est donné par la formule :

2

C=5e K (N(dy) - (N(d2))?) (2.64)
ot : ]
log (E> + (r — =o?)T
__°\K 2
dy = . (2.65)
ovT
O.2K2672r7“

Notons que ceci implique que C' <
Démonstration : Il suffit de vérifier que les dérivés des fonctions définissant les calls
et puts européens satisfont 'hypothése (H1) . C’est évident puisque les dérivés sont
des fonctions d’indicatrice, donc bornées.

Pour calculer C', on utilise la proposition 2.3.1, et 'on obtient :

2

C = %e”’“TVm“ (Bf(Xr))

0_2

_ 36*2’”TV0,7“ (~K1{x,>k3)

0_2

_ 36727:1’[(2 (N(dz) — (N(dg))2)
[ |

La figure 2.1 représente I'indicateur de variance résiduelle de call (ou put) C' suivant
la valeur initiale du prix d’actif sous-jacent z, comparé avec le gamma a l'instant 0,
avec K =10, r=0.05et 0 = 0.2.

Le cas d’une combinaison des options

Nous traitons, maintenant, un exemple de combinaison d’options, le bull spread.
Cette combinaison consiste en 'achat d’un call de prix d’exercice K; et en la vente
d’un call de prix d’exercice Ky, de méme échéance. On suppose de plus que K; < K.
La fonction f définissant I'actif contingent est de la forme:

f(@) = (z— Ki)y — (v — Ka)4.
Un calcul simple montre que:

Bf(z) = B(z— Ki); — Bz — Ky)+
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12
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F1G. 2.1 — Indicateur résiduel du call et du put suivant prixz initial d’actif sous-jacent

Et, il est facile d’en déduire que I'indicateur de variance résiduelle C' vaut :

2

¢ = Ze (B (X))

2

g
= e T Var(lxes ) + Var(lxes ) = Cov(la sk, Lask,)
2
= e T (KIN(S)(1 = N(d5")) + K3N(d?) (1 - N(d5*))

2K, K>N(d3?) (1 — N(dy))) ,

avec:

T 1 T 1
log <ﬁ> +(r — =o*)T log <ﬂ> +(r—=0*)T
oVT oVT

La figure 2.2 montre I'indicateur de variance résiduelle de bull spread en fonction de la
valeur initiale du prix de I'actif sous-jacent, dans le cas ou K; =9, Ky, = 11, r = 0.05,
et 0 =0.2:

2.4 Risque Résiduel Sous la Probabilité Initiale

Dans la section 2.1, on a étudié le risque résiduel quadratique pour certaines cou-
vertures approchées sous la probabilité risque neutre P, le théoréme 2.1.2 montre que
ce risque résiduel tend vers 0 & une vitesse d’ordre €. Comme cela n’implique pas for-
cément que ce risque résiduel tend aussi vers 0 a la méme vitesse sous la probabilité
initiale, alors que dans la pratique on se trouve plutdt sous la probabilité initiale. Dans
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12

0 | |
0 ) 10 15 20 25

F1G. 2.2 — Indicateur résiduel d’un bull spread suivant prixz initial d’actif sous-jacent

cette section nous nous intéressons au comportement asymptotique du risque résiduel
de couverture sous la probabilité initiale.

On utilise, ici, le méme modéle d’actifs que dans la section 2.1, mais nous le consi-
dérons sous la probabilité initiale. Le couple (X;, X}) est donc solution de:

dXx?

Xot = rdt

ihe

7 = M(t,Xt)dt+ O—(t,Xt)th
t

Le taux sans risque r est toujours supposé constant, u(t,x) et o(t,x) bornées et de

0 9] 0? ok
classe C*°(]0, T] x R}, et xa—g, xa—(;: an—; et xj’a—; uniformément bornées.
On note toujours X; = e "' X, et V, = e "'V,. X, satisfait alors:
dX
—L = (u(t, X,) — r)dt + o (t, X,)dW,

t

Si on utilise le méme stratégie de couverture élémentaire que dans les sections précé-
dentes, la couverture est biaisée sous la probabilité initiale, et le biais est

be = E(VT*V;)

= e”E(/OT(Ht - Htg)dXt)

— R / (H, — H)(u(t, X,) — 1) Xodt)

On voit facilement que le biais d’espérance est d’ordre €. Donc dans la réalité quand on
couvre une option, surtout quand le nombre de couverture n’est pas grand, la couverture
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élémentaire donne un biais, mais de 'ordre plus petit que I'écart-type de erreur. Donc
si on couvre plutdt fréquemment, on peut choisir la couverture élémentaire, sinon il

faut prendre une couverture non biaisée. C’est a dire,choisir un V¢ = V5 — b.. Un
) 0 0 3

développement de b, est facile a obtenir, et facile 4 calculer dans le cas du call sous le
modeéle de Black-Scholes.
Le risque résiduel est défini maintenant comme

R =e¢ "By - Vi) =E(Vp — Vi)~
Si {H; }ico,r) est une stratégie de couverture approchée, on a:
T ~
R = EB([ 04§+ H - H)ix)’
0
T . T .
— E(/ (Ht — Htg)O'tXtth + / (Ht — Hf)(u(t, Xt) — T')Xtdt)Q
Jo Jo
T ~
== E(/ (Ht - Htg)O'tXtth)Q (266)
Jo
T . T .
2B (H, - oKW (H, — H}) (e, X))~ r)Xodt) (267
Jo Jo

+E( / C(H, H)lr X)) ) Kt (2.68)

Nous étudierons uniquement le risque résiduel de la couverture approchée élémen-
taire. Notre résultat essentiel est le suivant.

Théoréme 2.4.1 Sous I’hypothése (H1) on a:

(i) )
: RE 1 g —2rt v4 4 aQF

(i1) Si de plus (H2) est vérifié, alors si f(x) = (x — K) le cas de call ou f(x) =
(K —x)y le cas de put, ou si f est deux fois dérivable avec

[ (@)] < OO +[z[*),

T aZF 2
lim — = -B (/ e 7y} <W(t,Xt)> 04(t,Xt)dt> +O0('?7). (270)
Jo x
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Remarque 2.4.2 Donc dans le cadre de couverture approchée élémentaire, on a exac-
tement les méme formules que dans théoréme 2.1.2, mais I’espérance est faite ici sous
la probabilité initiale.

Nous allons déduire le théoréeme 2.4.1 de la proposition suivante.

Proposition 2.4.3 Si (H;,) < t < T) est la couverture approchée élémentaire, le
risque résiduel sous la probabilité initiale peut s’écrire comme :

T
R = E(/ (Ht - HtE)UtXtth)Q + 0(5%7)’
J0

T
J0

Remarque 2.4.4 Evidemment, cela veut dire que (2.67) et (2.68) sont au plus d’ordre
0(5%*). Remarquons que ce résultat est vrai pour tout portefeuille de couverture H €
M?(P), par exemple, certaines options asiatiques.

On montre maintenant la proposition 2.4.3.

Démonstration: La schémas de la démonstration est le suivant. On commence par
montrer que:

£—0 € 2 0x?

E((T(H, — H o, X, dW,)> 1 T 2p 2
li 2o (i = HDo Xud W)™ 1 (/ e X ol (a—(t,Xt)> dt|. (2.71)
0]

Ceci, s’obtient de la méme facon de la démonstration du théoréme 2.1.2.

Puis on démontre les deux résultats suivants : (2.67) est d’ordre O(g2 ), puis (2.68)
est d’ordre O(?).

Commencons par le premier résultat. On a vu dans la section 2.2.5 que le processus
de couverture parfaite H; pouvait s’écrire sous la forme:

t t
H, = Hy+ / aydu + / b, dW,,
0 0

T p T p
E(/ a,,?dt> <ooetE</ bfdt) < o0
J0 J0

Donc H est dans M?*(Q) sur [0, T], pour toute probabilité dans Q ~ P.

avec:
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Notons que, pour ¢ € [ke, (k + 1)e[:
¢ ¢
H, — H;,. = / a,du +/ by, dW,,.
ke ke
On en déduit que (2.67) s’écrit comme:
T . T B
2E(/ (Ht — Htg)O'tXtth)(/ (Ht — Htg)([,b(t, Xt) - T)Xtdt)
0 0
T 3 (Y ¢ B
= 2E(/ (Ht — Htg)O'tXtth)(/ (/ (Iludu —+ / buqu)(u(t, Xt) — T)Xtdt)
0 0 ke ke
T . Y B
= 2E(/ (Ht — Htg)O'tXtth)(/ (/ (Lud7L) (N(t, Xt) - T)Xtdt) (272)
J0 JO  Jke
T 3 Tt .
oB([ (- H)o X ([ madw e X - 0%y @7
J0 JO  Jke

11 suffit donc de montrer que (2.72) et (2.73) sont d’ordre O(e2 ).
Pour (2.72), notons que sa valeur absolue est plus petite que:

9 <E(/OT(Ht - Hf)atf(tth)Q)% <E(/0T(/k: aydu)(p(t, X;) — T)XtdtV)

1
2

IN
Q
=
S—
A
o
\
5
><”
3

VAN

Q
/_\/\/t?/_\

. .

3

=

\

mm
\/\T/\/

VAN
Q
=
:\
3
=
<
S
&
\/

Ay du) det)

T )
e’Esup X7 ai du)

t<T

T : T 3
< Ce (E/ (H, — Hf)?02X} df) (E sup X; ) (E(/ aidu)2>
JO t<T J0

Les deux derniers facteurs sont finis, et 'on a, d’aprés 2.71:

=

T
E/ (H, — HE)?o? X 2dt
0

qui est d’ordre O(g), donc (2.72) est au plus d’ordre O(c2).
Pour controler le terme (2.73), on le réécrit sous la forme:

21D (/OT(Ht - Hf)atf(tth> (/OT(/; by dW,,)

N =

NI
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((lt, Xae) = r)e " Xie + ((nlt, Xo) = 1) X — (p(t, Xpe) — T)e’rtha))dQ

T T t
= 2E (/ (Ht — HtE)O'tXtth> (/ (/ buqu)(u(t, ng) — T)erthgdt>
J0 Jo o .

ke

T
19E ( / (H, — Hf)atf(tth>
0

( /0 N /k b d) (el X0) — 1) K — (u(t Xo) — r)e”XkE)dt> |

£

et 'on note que compte tenu du caractére lipschitzien de zpu(t, ) en z, on a:

(u(t, X0) = 1) K = (ult, Xge) = r)e "X,

S C|Xf - Xk5|

donc la valeur absolue du second terme de cette somme est plus petit que:

T ~ 2\ 2 T ¢ 2\ %
C (E </ (H, — Hf)(rtXtth> ) (E (/ |/ b dW, || X, ngdt> )
0 0 ke
T ~ 2\ 2 T t 3
< C (E (/ (H; — Hf)atXtth> ) (E (/ (/ b, dW,)?| X, —Xk52dt>>
J0 J0 J ke

. . 1 . ,
mais le premier facteur est d’ordre O(£2), et on peut montrer sans difficulté que le
deuxiéme facteur est d’ordre O(¢'7). On en déduit que:

2E (/UT(Ht - Hf)atXtth> (/UT(/t b dW,) (u(t, Xpe) — r)e”XkEdt> +0(=2).

ke

Par la définition de la couverture élémentaire, on développe ceci par

T T gt
2E (/ (Ht — HtE)O'tXtth> (/ (/ bu(,u(t, XkE) — 'I")erthEqu)dt> + O(E%i)
0 0 ke
N-T  (k+1)e ~
= 2E(> / (H, — H.)o, X, dW,

k=0 " ke
N=1  (k+1)e t N
( / ( / b1t Xps) — r)e”XkEdVVu)dt> Lo
k—o ¥ ke ke
N-1 (k+1)e ~
= 2E (/ (H, — HE)UtXtth)
k,m=0 ke

(m+1)e t
/ ( / b1t Xone) — 1)e" X d W, )it |

Maintenant, en remarquant que si k& # m, les deux facteurs de la somme sont ortho-
gonaux, on en déduit que, ceci est égal a:

N-1 (k+1)e B (k+1)e t
21D Z / (H, — H.)o, X, dW, / ( / bu (p(t, Xie) — 1)
k=0 ke ke ke
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e X dW,)dt) + O(e77).

Sa valeur absolue est, donc, plus petite que:

N-1 k+1) ~ 2
2 E Z (/ HE)O'tXtth>

N—-1

EZ (/Ek+1) /k:b (u(t, Xge) — r)e " Xy dW, )(]f) +O(€g,)

0

1

2
1
2

N-L a(k+1)e ~ 2
< C EZ/ (H, — Hy.)?o? X 2dt
k=0
=0

(k+1)e  pt 2\ ® .
/ / b X dW)dt | |+ 0
ke

2

N—-1

B)
N-1  (k+1)e ~
< C EZ/ (H, — Hy.)?0? X 2dt
ke

k=0

2

N-l a(k+1)e t .
5EZ/ (/ by XpedW,)2dt | 4+ O(e27)
k=0 v ke ke

N=1  a(k+1)e ~
= C EZ/ (H, — Hy. )02 X 2dt
ke

(k+1)e s
/ / b2 X2 dudt +O(ar)
ke ke

N-1 a(k+1)e R 2
< C EZ/ (H, — Hy.)?0? X 2dt
k=0 k

1
2

£

2

N-1  (k+1)e X
EE) / D2XEdu | +O(e2)
ke

k=0

N1 (k+1)e B
< Ce EZ/ (H, — Hy.)?0? X2t
k

k=0 v K€

1
2

1

1 T i N
<EsupXt4> (E(/ bidu)2> +O(e27).
1< 0

On en déduit que (2.73) est au plus d’ordre O(s2 ).
Comme on a déja montré que (2.72) est d’ordre O(e27), (2.67) est aussi d’ordre
Ofe2™).
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Nous montrons maintenant que (2.68) est aussi d’ordre O(2). Pour cela, commen-
cons par noter que (2.68) peut s’écrire:

(k+1) )
E(Z /]; (Hf B Hf)(u(t, Xf) - T)det)2

(k+1)e t .
= E Z/k (/k aydu)(pu(t, X;) — r) X, dt
K ke e

(k+1)e t . 2
+ /k (/k budW) (u(t, Xy) — 1) Xt

kK ke e

(k+1)e  pt . 2
15 (2}; | /k o /k ) (1. ) - r)Xtdt>
19 (Z / N / budW) (it Xo) — r)f(tdt)

(k+1)e  pt 2
CE () / ( / aydu) X, dt (2.74)
k ke ke
(k+1)e 2
+CE Z/ /b AW,) X ydt (2.75)
Pour la premiére partie, notons que l'on a:
(k+1)e  pt 2
E|) / ( / (g du) X dt
k ke ke
(k+1)e t 2
< EZ/ ((/ audu)Xt> dt
J ke J ke

k

(k+1)e t
6EZ / (/ aZdu) X7 dt
ke ke

k

(k+1)e  pt
6ESllp | X Z/ / a?du)dt
(k+1)e
2B sup | Xy | Z /

= 62Esup|Xt/ a’du
i 0

IN

IN

IN

IN

IN

En utilisant le lemme 2.2.28, on montre que ceci est plus petit que Ce?. Pour montrer
le lemme il suffit de montrer que la seconde partie de (2.75) est de O(e?), soit :

(Z /kglm /gb qu)Xtdt)Q ~ O(e?), (2.76)
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or:

(k+1)e  pt 2 \
E Z/k (/k by dW, ) Xydt | ~ O(e2)
kURE w e

(k+1)e

- E (Z /k (/kf budW,) (X + (X — ng))dt>2

IN

E

£

2
(k+1)e
< 2E (Z / / b XkEqu)dt>
ke ke

+CE (Z/k+1 /tb dW,)% (X, Xke)th)

Pour le premier terme de ce somme, on remarque que:

(k+1)e t
/ (/ qukEqu)dt, E=0,N—-1
k k

. £ . £

constitue une série orthogonale, donc:

(k+1)e  pt 2
2K (Z / ( / qukEqu)dt)
L ke J ke
(k+1)e  pt 2
= QEZ / / by X e dW,,)dt
ke

(k+1)e  pt
< 2%2E) / ( / by Xy dW,,)?dt
k ke ke
(k+1)e t
< 2%2E) / ( / b2 X2 dudt
k ke ke
(k+1)e
< 252EZ / b2 X2 du
(k+1)e
< 2e°Esup | X;|? b2 du
L ke

T
= 252Esup|Xt|2/ b2 du.
¢

J0

Le premier terme de (2.78) est donc d’ordre de &2.
Pour traiter le second terme de (2.78) notons que:

(Z /}:M /Eb dW,)* (X, — ng)th>

87

(2.77)

(k+1)e  pt (k+1)e  pt 2
Z/ (/ b'udW'u ngdt + Z/ / budVVu)(Xt - st)dt>
k k

(2.78)
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( (Z/M / b, dW,) )) (EZ/W Xk5)4dt);(2.79)

D’aprés inégalité de Doob, le premier facteur est plus petit que:
1

(k+1)e t % (k+1)e %
EZ/ (/ Vdu)dt | < |[<cE Z(/ b2 du)?dt
k ke ke k ke

k+] % L T 2
< Z/ka bdu)® | =e2 (E(/U bidu)2> .

Donc le premier facteur de (2.79) est d’ordre O(e2).
Pour le second facteur, on utilise le lemme 2.2.15, pour noter que:

supE  sup (X, — Xp)'~e
k ke<t<(k+1)e

et en déduire que:

(EZ/H] — Xy.)'d ) (EZ/H] Ceth); ~E.

3

Donc (2.79) est d’ordre e2c = £2. On en déduit que le second terme de (2.78) est

d’ordre £3. Enfin, vu que le premier terme est d’ordre 2, (2.78) est d’ordre ()(65). Ceci
prouve (2.76) et le résultat attendu. [

2.5 Coit de transaction

Dans la pratique, le cott de transaction est proportionnel a la quantité de transac-
tion. Comme le processus de couverture H; est un processus d’Ito, intuitivement quand
la fréquence d’intervention est devenue grande, le cotit de transaction risque de devenir
trés grand aussi.

On étudie ici la tendance de ’'espérance de coiit de transaction quand la fréquence
d’intervention tend vers a l'infini. On ne considére ici que le cas de la couverture
élémentaire, c’est a dire on couvre I'option & chaque instant d’intervention avec l'actif
risqué dont la quantité est justement la couverture parfaite a cette instant.

o : . T : :
Si on intervient N fois, avec € = —, a l'instant ke, k = 1..N — 1,, on a la quantité

Hy. de Dactif risqué, et a U'instant (k 4 1)e, on doit avoir H1)., de actif risqué. La
transaction de Pactif se passe a Uinstant (k + 1) est

‘H(IH»])s - Hk5|X(k+1)5
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en toute la période [0, 7] le cotlit de transaction est

N—-1
Z |H(k+1)5 - Hks‘X(IH»])s
k=0

On va évaluer 'espérance du cotit de transaction sous la probabilité initiale:

N—-1

C°=EY  [Hpsre — Heel Xgrae-

k=0

Par (2.24) on a que sous la probabilité P,

0H,

dHt a—tXfO'def,
et sous la probabilité initiale P, on a

0H, 0H,

dHt = —tXtO'tth + at—tXtO'tdt

ox ox

avec
He — T

— (o + Xy01)

ay =
Ot

qui est un processus continu et uniformément borné.
Donc on peut réécrire

~— [*VoH OH,
C Z | a—tXtUtth + p—F—— a Xt(ftdﬂX k+] (280)
k=0

donc C°¢ est controlé par

N-1 (k+1)e aHf (k+1)e
|Cg| S E Z ‘ / —XtO'tth‘X k+1)e + E Z/ ‘(It—Xt(ft|d7LX (k+1)e

IN
|

N-1 (k+1)e
1 ° OH
\/EEE j/ o —— X0 dWi X0 ).

0H
+E Z / ‘ata—g’,‘tXtO—t‘th(k+])g

par théoréeme de Girsanov, sous une nouvelle probabilité Q, le premier terme est plus
petit que
N-1
1 (k+1)e 8Ht

C\/g Z ‘ a—XfO-def|

(k+1)e 8H
- C— EQZ/ tXto*t\ dt

BHt
= C E/
Vo

Xfo-f‘ dt
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1
donc c’est un O(—=). Par la méme raison, on a pour le deuxiéme terme

N-1  (k+1)e OH,

EZ/ |le o XfO'f‘th k+1)e

=

[\
Q
e N
=
b
® ?r
t
_Q>
5| =
E<
N
<
=
+
o8
~
N~

IN

T OH, :
Cy (EQ / |a—tXtat2dt> (2.81)
Jo x

1
donc c’est un O(1). En tout C. est au plus un O(%)

Dans certains cas, on peut avoir de résultat plus fine:

Proposition 2.5.1 Quand Uhypothése (H2) est vérifié, et la fonction de l'actif contin-
gent f est deux fois continument dérivable avec

@) < LA+ [2]7)

ou bien qu’il si f(z) = (x — K); ou (K —x)y, on a

e [5

Par proposition 2.2.8 on a corollaire suivant :

BHt gt

Corollaire 2.5.2 Sous les conditions de lemme 2.2.30, pour tout Q € P, on a

(k+De 5FF SH..
Eq /k (a—.’lttXtUt a: ng(jks) dt ~ O(E)

k . €
Pour les cas de call ou put on a lemme suivant:

Lemme 2.5.3 Dans les cas de call ou put, VO < n < T, sur ['intervalle du temps

oH o0H o0H
0,7 —n], on a 57 € M?*(P), ainsi que o —' X0, et 5 —X20,.

Démonstration: On ne montre que pour le cas de call, le cas de put est identique.
Comme on a vu,

OH

W(taXf) = E(tJTi Y;‘J lOgK)J
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P est la solution fondamentale associée & I'opérateur parabolique M défini dans (2.40).
Donc avec les notations b, et 3; définis dans (2.32), par formule d’Tto,
dH3; = d1:9(ta T:Y;, log K) B3y

op = _
= B+ AyP) (1 T: Y, log K )dt

ot
) — _
+6t—p(f(t, VAW, + B(t, T; Yy, log K) Bybidt
Bp v,
= [ (87‘ + Aybtp) + ﬂt—(f(f e )th

Soit, maintenant, p la solution élémentaire de (voir I'équation 2.40 pour la définition
de Zy) .

op -
gn + Ayp+ b(t,x)p =0,

alors, on a:

OH op —
—tﬂt 5ta—§(7(75, e’ dW,

par théoréme 1.3.3(i), on a

9
ox

|z —y|*

(t,T;z,y)| < C(s —t) "exp(— —

)

0H
donc —Lf3, est une martingale sur Uintervalle du temps [0,T[, et donc sur tout
' OHyp OH,
0,7—mn|. Et 1
(0,7 —n]. Et en plus — - 5 P
est dans M?(P) sur [0,T —n]. Or 3, ' € NQ( ). Par lemme 2.2.7,— o e M? ( ) sur

On voit également que X;0; et X0, sont dans N'2(P), donc a—tXtat et 5 !
z

sont aussi dans MQ(E) sur [0, T — . [

% B y est dans tout LP,p > 1, donc par lemme 2.2.3,

——XZ2o

Corollaire 2.5.4 Dans les cas de call ou put, pour tout Q € P, on a

k+] E aH aH .
EQZ/k (5 9 X0, a: Xpeope ) dt ~ o(1) (2.82)
K ke x !

et

(k+1)e H H
Eq / 0 0 kX2 5y.)%dt ~ o(1) (2.83)
k

(aTX’ P o

. £
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Démonstration: D’abord pour p(¢,T; x,y) on a estimation

S(t, s: YOI et 1
p(t, 5;2,9)| < C(T — 1)~ /" exp(—c=r—-)

donc

oOH _
|% = [p(t,T;Y;, log K)|

log X; — log K|?
< C’(T—t)”ﬂexp(—c‘ og X1 — log K|

).

- T—t
On a donc estimation
OH \? C (y — log K)?
E|l— = — xp(—2c——)p(0,t;logx d
(a:;:) T Rexp( c=—5—7——)p(0,1;log 7o, y)dy
C —1 K 2 ex _(yflﬂgmo)Q
< — exp(*Qc(y L, ) d : )dy
C
< (2.84)
T —1t
.. . ) . oH _,
L’estimation est vraie aussi pour —X;o0; et — X/ 0;.
ox ox

Prenons n assez petit, on écrit

(k+1)e OH aHk
= Eq Z / (X0, — = Xpe0ke) dt
ke<T—n ke oz 0
(k+1)e OH OH .
+EQ / (a—tXth — a—kaEUkE) dt
ke>T—n ke v

OH
puisque a—tXto*t € MQ(P) sur Uintervalle du temps [0,T — 5|, alors par la proposi-
T

tion 2.2.8, le premier terme

Eq / (X100 — ——= Xpeope)2dt ~ O(e).
kESTfTI k}E 87" 87)
quant a le second terme, on a
(k}+])€ aH aH A
Eq / ( P "X,00 — a—;stffkg) dt
ke>T—n " ke
< Eq Z / (a—TtXtUt)Q ( i XgeOpe ) dt
ke A
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par 'estimation 2.84, ceci est plus petit que

(k+1) 1 1
CE + dt
Q 2. /k T 7%
ke>T—n
évidemment ceci uniformément tend vers 0 quand 7 tend vers 0. Si ’on choisit 7 et ¢
assez petits, La somme des deux termes serait petit. Comme 7 est arbitraire, (2.82) est
démontré. La démonstration de (2.83) est authentique. [

Par corollaires 2.5.2 et 2.5.4 on a que sous la condition de proposition 2.5.1, (2.82) et
(2.83) sont toujours vrai.
Démonstration: de proposition 2.5.1:
Par I’écriture de C° (2.80) et l'inégalité (2.81) on a
N-1 (k+1)e £ OH.
Cce L X0, dWi| X sy + O(1
Z | or ot X (k1) (1).

k=0

Ceci peut s’écrire comme

(k+1)e aHf
B Z / X dWi X + ey (e) + O(1),

avec .
— (k+1)e ¢ OH
ei(e) = Z | a—tXtUtth\(X (ki 1)e — Xke),
k=0

en évaluant e;(¢), on a

T

(B (X(ern)e — Xie)?)?

N[ =

N-1 (k+1)e
a@l < @3 Grxedny)

ke 0z

=2
|
End
Il
=}

aH 1 1
< (E/ (a—tXfUt) )2 (B ) (Xgne — Xie)*)2,
0

X

g

2

h

le premier facteur est fini, comme X est une semi-martingale, donc le deuxiéme

~

facteur est aussi fini, donc e;(¢) est au plus O(1).
Alors on réécrit

N-1 (k+1)e aHf
OA— Z ‘ a—XfO-def|XkE + 0(1)

k=0
N1 (k+1)e £ OH

== Z ‘ a—tXfO-kaEde| + 0(1)
k=
N— (k+1)e 8H

= E ‘ / or he ngo—ksteth
k=0 ke

(k+1)e OH OH .
+/ ! b ——— X Oke) X dWi | + O(1).
J ke

(G X0t 5,
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On évalue

N-1

kD2 ol OH,.
=E Z | / (a—.tXtUt 9 P Xpeone) XpedW3 ),

remarquons que l'écart entre C° et

k+] aH A
EZ |/ i XkEUkEXkEth|

est controlé par ey(e) + O(1).

(k+1)e oH, OH.
efe) < EeupXtZ / (P X~ 2 X))

ox
o N C S oH 2%
< (Esngf) E Z|/ (a_’Xto*t akEXkEO—kE)th‘
k=0 ° ke
N1 ke g 9H 2\ »
S C E <Z|/k (a—xtXtO't angkEO'kE)de‘
k=0 €
2\ 7
c [ T2 r%e o, OH,.
< — | E —X —— X0 ) dW,
=~ \/5 kz% (/kE ( o t0¢ — o keOk ) t
o [ ke g, OH,. ’
- “ e P X, — ER Xy o )2
\/5( k_o/kg (6:1: 1ot ox keOke)

par (2.82), on sait que ey(¢) est au plus d’ordre of

Donc on a

N—-1

. e 9 Hy, 1
C = E Z | o ngo—kstdet‘ + O(ﬁ) + O(].)
k=0 ke

(k+1)e

OH,. 1
:ED X [ Wl

ke \/E)

OH,,
= E Z | or Xl?eo-kEHW(k-l-l)E - Wk5| + O(
k=0

N—-1
2 OHy. 1
- ,/—E§ j X2 04| + 0(—=
T | o keOk ‘ + O(\/g)
/2 (k+1)e aHk 1
= —E E EXQ | dt —
e /]; keOk | +O(\/§)

)

-
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— \/; T l/k:m aH’X%szt \/%63(8)4—0(%)
_ \/; / aHtXf ot — \/%63(5)4—0(%) (2.85)

A ) | OH
es(e) :EZ/k <| o ——X/oi) —| “Xio ke|> dt.
k=0 " F&

avec

On peut évaluer e;(g) par

— (") oH, OH,
t ke
aE) < BY. [ 5Nl - S N at
k=0 v ke
N—1 (k+1)e OH OH
< E —tx2 X2 oy | dt
- Z/kE or Tt op TRE
k=0
1
N-1 (k+])€ aH aH 2 2
< [BY X2, - kX2 o ) gt
B ( k=0 /’96 <6x o Oz e

Or par (2.83), c’est un o(1), donc |ez(g)| est aussi un o(1). Et par (2.85), on a que

[ 2 T 9H, 1
=4/ —E L X?0,|dt —
ET /0 | oz L0t +O(\/§)

d’ou 1la démonstration. [ |
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Chapitre 3

Couverture Approchée
Multi-dimensionnelle

Dans ce chapitre nous traitons le cas ou il y a d actifs risqués. Nous montrons
des résultats proches mais moins généraux que dans le chapitre 2. On prouve, tout
d’abord, que si la fonction f est trés réguliere (essentiellement de classe C?) la vitesse
de convergence du risque résiduel quadratique de la couverture approchée et de la
couverture optimale est le méme et I’on obtient une formule pour expliciter cette vitesse.
Dans le cas des puts et des calls, on obtient le résultat uniquement dans le cadre du
modeéle de Black et Scholes généralisé, c’est a dire dans le cas ou la matrice de volatilité
est constante. Nous étudions aussi le comportement asymptotique du risque résiduel
dans le cas de la couverture approchée par un sous panier des actifs risqués. Enfin nous
traitons en détail le cas de la dimension 2 ou 1’on peut obtenir des formules explicites
relativement simples.

3.1 Modéle général

On reprend le modéle du chapitre 1. Rappelons que 'on note X; = {Xti}@igd les
prix des actifs a l'instant ¢, et X? le prix de I'actif sans risque. On suppose de plus que
ces processus sont solutions du systéme d’équations différentielles stochastiques:

dX)

Xft = rdt o)
4 d 3.1

dX; P

X; == ,u,(t, Xf)dt + ]E_l Oi,j(t; Xf)dWij, 1= ld,

.. . 1,00 80'1-’]-
avec pour tout 4,j,m,n, o;;(t,x) qui est de classe C"™, et wx, o (t,z),

%0, ; . . p p
TmTn g, 5 (t, ) qui sont uniformément bornées.

On fait le changement de probabilité traditionnel pour obtenir sous une nouvelle
probabilité P :
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dX?
X0 = rdt
; d
dX; y
Xit = rdt + E 05,5 (t, Xt)th7

Les prix actualisés X; sont alors des martingales sous P, I'on va continuer a noter,
par abus de notation P. On suppose, de plus, que les options portent sur un actif
contingent de la forme:

h = f(Xr)
ou T est la date d’exercice de 'option, et f satisfait I'hypothése:

(B1) f alesd dérivées partielles généralisées (au sens des distributions) d’ordre 1 dans
LP

P (R?) et a croissance polynomiale .

Rappelons que le prix de l'option européenne a l'instant ¢ d’échéance T' et I'actif
contingent f(Xr) est F(t, X;), avec:

F(t,x) = Ef(X5").
On peut montrer, de plus, le résultat suivant:

Proposition 3.1.1 Sous ['hypothése (B1) , F € CY©([0, T[xR*™%), et satisfait
I’équation aux dérivées partielles suivante :

F
aa—t(t, x)+ AF(t,x) —rF(t,z) = 0. (3.2)

De plus on a les estimations suivantes pour les dérivées. on a

Proposition 3.1.2 Sous U’hypothése (B1) , on a, pour tout i et pour tout j :

PF ] < CO lal)
87718?77 B TZT](T*TL) ’

Démonstration: On note Y; = log X;. Alors on vérifie que les coefficients du géné-
rateur infinitésimal satisfont les conditions (A1) — (A3) du théoréme 1.3.3. Donc, la
solution fondamentale de Y; sous P existe, et I'on peut écrire:

F(t.r) = B(f(X))
(G

— [ few(t, Tiloga, 2)dz.
JRA



3.1. MODELE GENERAL 99

En dérivant par rapport a x; et z;, on obtient:

0*F 0?
= T;1
5o () G ot Tilog 2
0 1 op
= / f(e )6— <$_73$1 (t,T;logx, z)> dz

= < leogT z) +
T, 0

d*p
XTilj 8?71 8777

(t,T;logz, z)> dz.

Puis, en utilisant les estimations des dérivées de la solution fondamentale contenu dans
le théoréme 1.3.3, et comme [ est a croissance polynémiale , on a:

‘ O*F
<

aTZ8T7 (tj ZL‘)

1 |op 0%p
< C(1 >z t, T | t.T:1 d
- ,/Rd (1+€™) (.’L‘ T 6:1:,( 0g 1, 2) T, ax,;axj( T log, 2) &
llog 2| [l log = — 2|
1 e T—t 1 e ¢ 1=
< / C(1+4e™) it + d
R¢ v (T —t)=> 2% (T — )2+
C(1+ ||z[|*)
.’177;.’17]‘ (T — t) ’

On introduit ici I'espace M? en dimension d.

Définition 3.1.3 Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit (W, =
(th,...,Wtd),t > 0), un mouvement brownien p dimensionnel, sous la probabi-
lité P, par rapport a une filtration (F;,t > 0). Soit Q un mesure de probabilité
équivalente a P. On appelle M*(Q) l’ensemble des processus d’Ito (H;,0 <t < T) a
valeur dans R?, {F;}o<i<r adapté , tel que:

d
dH, = aydt + Y bdW;,

=1

et tel que, pour tout p > 1 on ait:

EQ (/T(af + Z(b;)Q)dt) < 00,

Remarque 3.1.4 De facon similaire au chapitre 2, notons que si P; et P, sont deux
probabilité équivalente telle que 5 dP] € LP(Py) et Z% € L?(Py), pour tout p > 1, alors
M?(Py) et M?(Py) coincident.
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On peut alors prouver, comme dans le chapitre 2 le résultat suivant.

Proposition 3.1.5 Pour tout processus H dans M*(P) de la forme:

d
dH, = aydt + Y bdW,
=1
on a:
N-1  (k+1)e t
EZ/ (/ auds)2dt ~ O(=2),
k—o ke ke
et:

Nm

(k+1)e  pt
EZ/ /ads/Zb’det O(e2).
k—o Y ke ke ke

i=1
Soit R, est le risque résiduel quadratique de la couverture approchée élémentaire ,

alors on a une proposition qui permettra d’estimer 1'ordre de convergence de R, vers

0.

Proposition 3.1.6 S7il existe 3 > 0, tel que, pour tout 1,7 = 1..d, :

1+43
T a?F 2
E X .
(/0 (axiaxj(t, t)) dt) < o0, (3.3)

alors on a:
im 2 = 1g (/T e trace((o; Ix,J| Ix,0 )Q)dt> (3.4)
m = 5 ) tIx,Jy Ix,01 ;
avec :
P _ ( 0’F, )
ot 0x;0x; i,jzl--d7
et, six = (xq,...,74) est un point de R®:
T O
I, =
@] Ty

Remarque 3.1.7 Remarquons que (3.4) peut s’écrire aussi sous la forme:
R* 1 ’ —2rt * F 2
lim — = §E e "tr((owoy Ix,J, Ix,)”)dt
0

e—0 g
1 0*F, 0*F,
- _E XiXIX[X] .
2 (/ Z a?] aWLTL t ax] axm axnax7 dt) (3 5)

ijmn
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Pour montrer cette proposition, on écrit la valeur actualisé du portefeuille de cou-
verture sous la forme:

T
0
ou H; est le transposé de H,. De plus, le risque résiduel s’écrit alors:

R. = E (VT - 177%)2

IIUt x,(H er)IIth> (3.6)
On utilise ensuite la formule d’Ito pour H;, on a sous P:

H
dHt = JtFIXtO'tth + (aa— + IAH) dt. (37)

Or, en utilisant (3.2) on a:

d

OF i 9F 1 O*F
E(t’m)+rzmia—ri(t’m)+§ZGZYTT78 0 ~(t,2) = 0.

i= t,j=1
Puisque F est dans C"°([0.T[xR?), en dérivant par rapport a x;, on obtient :

OH* oHF 1 < PHF 1 0 PF
—8t + TZI:TZ—a[L‘7 + 5 Z i T; T776 afL‘] + 5 Z a—xk((lﬁrzrﬂiax a]}j = 0.

= ) 4,7=1

on a: a k
H

On en déduit, en écrivant :

dy

dq
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que:

oOH
E%—IAH—FDF:O.

Donc, en utilisant I’équation (3.7), on obtient:
dH; = J' Ix,0,dW, — DFdt.

Alors, par I’équation (3.6):

N (k+1) t
R. = E(Z/ ||a;‘1)~(t(/ JE Ik 0,dW, — DFds)|dt). (3.8)
k k ke

€

Avec la méme méthode que dans la section 2.2.2, on peut montrer que dans (3.8) la
partie drift de dH;, c’est a dire —DHds, est asymptotiquement négligeable devant la
partie martingale, et, que donc, I’on a le lemme suivant.

Lemme 3.1.8

(k+1)e
R.=E (Z/ ||a;‘1)~(t/ JFIx o dW,|| df) +0(e2).

De plus, on a I'estimation suivante qui est plus facile & manipuler :

Lemme 3.1.9

(k+1)e
(Z / ||o:1;~(slffxsos||2dsdt> +o0(e), (3.9)

ot le norme de matrice est racine de la somme des carrés de tous les éléments de la
matrice.

Démonstration: On commence par montrer que:

(k+1)e t
Z/ ok 15, / JE I oy dW,||2dt | + o(e).
ke - ke

Pour montrer cela, il suffit de remarquer que:

(k+1)e !
Z / —2rt|| If(t _ UZE[XkE) /k Jf[XSUdes||2dt ~ O(€)a

c’étant facile & déduire du fait que:

sup E sup || Xy — Xpe||? ~ £t ,
k ke<t<(k+1)e
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que 'on obtient de fagon analogue au lemme 2.2.15.
Ensuite on remarque que, par isométrie de I'intégration stochastique:

N-1 (k+1)e t
R.=E() / loped s, JE Ix,04]°dsdt | + o(e).
k=0 ke

ke

1 ’ * - ES _ ’ .
Mais on montre alors que I'on peut remplacer oy I, par o;I; , et on en déduit le
lemme. [ |

Continuons la démonstration de proposition 3.1.5. Par (3.9) et lemme 2.2.20, on a
1 g —2rt|| _* F 2
RE = iE( e l||O't IXtJt IXtO-tH dt) + 0(8).
Jo

et remarquons que si A est une matrice de carrées, on a ||A|| est égale a la trace de
matrice AA*.

Comme oIy, JE' I, 04 est symétrique, on a
t tYt Yt y s
* F _ * F 2
o} Ix, ) Ix,00]] = tr (0} Ix, I} Ix,00)°) |

d’ou la proposition 3.1.6.

Donc tout ce qu’on a a faire, c¢’est de vérifier la condition (3.3). Dans chapitre 2,
on les options qui vérifie I'hypothése (H1) vérifie cette condition, grace au fait que la
couverture H = — est une martingale sous une probabilité fortement équivalente a

la probabilité initiaaie et le lemme 2.2.3.

Maintenant dans le cadre multi-dimensionnel, les couvertures H* ne sont plus des
martingales sous certaines probabilité , on ne peut vérifier si les H sont dans M?(P)
directement. Mais dans deux cas c’est possible, c’est le cas ou f est réguliére et le cas
ou la volatilité est déterministe.

3.2 Le cas f est réguliére

Dans cette section, on ajoute I’hypothése suivante:

(B2) f atoutes les dérivées généralisées d’ordre 2 localement intégrables et & croissance
polynomiale .

Le prix de l'option a Uinstant ¢ est F'(¢, X;), avec:
F(t,x) = e T-VEf(XE").

alors la quantité de iéme actif qu’il faut tenir a 'instant ¢ pour répliquer 'option
est
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oF

H] = H'(t,X;) = e
7

(t, Xy).

f a toutes ses dérivées généralisées d’ordre 1 localement intégrable dans LP(RY) et
A croissance polynomiale dans R, ceci implique que H'(t, x) peut s’écrire sous le forme

; OF
H'(t,z) = o (t, 1)
0

- (e

e(r—p) O = .
= 7 t)a—xiEf(X;ﬂ’)

Par analogie avec la proposition 2.2.24 on peut intervertir la dérivation et 1’espé-

rance. Donc on a

, - 0
H(t = ¢ "I HE_— f(Xh"
(ta) = e VB (X))
d aXm,t,m
— /fr(Tft)E / Xt,m T
€ mz:]fm( T) amz
et
TE 0y = L,
r) = — X
a.’EiaT]' ’ aT]
aXm,t,m aXn,t,m
— r(T— I‘E
mznzl aTZ 8777
H(T—t) 62 m,t,’r
E 3.10
Zf 6:1: ax] ( )

Pour vérifier la condition (3.3), on a besoin des deux lemmes suivants:
Lemme 3.2.1 Si Y, est un processus de diffusion satisfaisant
dY, = o(t, Xy)dW, + p(t, X;)dt

avec o et p dans C1>°, et toutes les dérivées par rapport a x bornées, alors Vi, j, m,
m,x |P 2 yvm,x |P

et supE ! sont uniformément bornés en x, pour tout p > 0.

0,01

sup E
t
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Démonstration: On montre d’abord pour p = 2. Notons Y} = ai;fT et YV, =
(Y, -+ Y1), alors Y; satisfait

Y, =1+ / (5, X))pYodWE + 1/ (s, X,)Yids
0 k=1

’ 8(Iik(s,)(s) ’ Bui(s,XS)
— P L N — L S
(0" (s, Xs))k ( o, )Z], w(s, Xs) ( o, .

3.

avec

ou tous les éléments de (o'(s, X))k et p'(s, Xy) sont uniformément bornés.
Donc

d t t
BIVIP < i+ G Y B [ ol Xvillds + B [ [ XY ds
k=1 0 0

t
< C1+03/ E||Y;|*ds
J0

Par inégalité de Gronwall, E||Y;||? est bornée par Cie®T, Vt.
Par le difféomorphisme de X, si on note

70 = <32X¢:w> ,
’ 8%8737 m=1..d

On a
= 3 [l X o X
+/( "(s, X, Y]V, + Z“l s, X)) Z)ds,
0
avec

n aQO-ik(S;XQ) ’ 62/11(8,)(9)
X)=|———7> 7 X)) = | ———— 7
Um,k (57 . ) ( aZL'j a.’lfm > i, Nl (S ) < aZL'j a.’L’l > i

et les éléments de o)), (s, X;) et (s, Xs) sont bornés aussi. Donc méme raisonnement

QXTTLCL‘ 2
fait que qupE est uniformément bornés en .
07,01
Méme fa(;on on peut montrer le lemme pour p > 2. Le cas 0 < p < 2 est un
conséquence d’inégalité de Cauchy-Schwartz. |
L gom = 1.d, on a X0 ot PXT ont dans LP(Q),V
emme 3.2.2 pour touti,j,m = 1l.d, on a —5— et —5- m sont dans LP(Q2),¥Yp > 0,
de plus,
aXm,t,:L‘ p
T — sup E‘ &
te[0,T] 0x;
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2 vm,t,x |P
X7

r— sup E 7@1‘-8%
UL

t€[0,T]

sont des fonctions & croissance polynomiale en x et v7' = (2%, -+, T, ).

Démonstration: Sous P, X, satisfait
dX, = ot, X;)dW, + rdt

Notons Y; = log X;. Alors on a

Xt 9e
. ey;m,loga: a}/;m,l()g’l’
aYm,logm
— Xm,:z: t
¢ al‘,
B - aYm,]og:L‘
= z; ' X" ET (3.11)
et
X
) v
et _ ’1’/‘7 X vz
o aYm,logm agym,logm aYm,logfr,
—1 m,T t m,T t t
= M (XL X ey
9 (al'] t 61/, t 61/767/] 5] 61/7 )
aYm,logfr, aYm,logfr, agym,logm aYm,logfr,
-1, -1 ymx t t t t
= xz; x; X" + — 0 j——— 3.12
o X Ay dy; dy; 0y, T Oy ) (3.12)
Donc on a par (3.11) I’évaluation
aXm,m P aYm,]og:L‘ p
E| —* < z;’E | X" —L—
ox; ' Oy
p
()
De méme par (3.12) on a
62Xtm’mp<0 Tm \’
81776[11'] - XiZj

D’ou le lemme. [ |
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Alors, par hypothése (B2) et (3.10), on a
O*F

Proposition 3.2.3 z — sup (t,z) est a a croissance polynémiale .

telo,] 0i0T;
Donc on a qu’il existe o > 0, pour tout 5 > 0,

T aQF 2
E —(t, X dt

Donc la condition (3.3) est vérifiée.

1+p 144

T
< CE (/ Xt|adt> < 0
0

3.3 Modéle avec volatilité déterministe

Ici, on suppose que la matrice de volatilité o dans I’équation (3.1) est détermi-
niste, c’est & dire ¢ ne dépend que de ¢ et non de z, et dérivable par rapport a t et
uniformément borné et o(t) est uniformément élliptique, on a:

dx?
Xot = rdt
t
; d (3.13)
dX} ~
th.t = rdt + Z Oi,j (t)de

J=1

On suppose, toujours, que les options portent sur un actif contingent

h = f(Xr),

ou T est la date d’exercice de l'option, f satisfait (B1) , c’est a dire, f a toutes
ses dérivées généralisées d’ordre 1 localement intégrable dans LP(R?) et a croissance
polynomiale .

Lemme 3.3.1

oxXH" t d i 1 ptd

t (57']'6'[0/ PO o3 j(s)dWi—3 [ S U?,j(s)ds+rt
0x; ?

J

Démonstration: o étant déterministe, on voit dans I'équation 3.13 que pour ¢ # 7,

. . . ; ; oxX® . R . ,
il n’y pas interaction entre X* et X7, le calcul de —5!— revient a la méme méthode que

sous cas de unidimensionnel, en effet, on a
sz' _ miefff S o ()dWd =3 [0 09, 0? (s)ds+rt

donc

aXi’w t —d i1 [t—d :
t 0; .ef Zj:l”i,j(s)dwejfg nzljzlo—iz,j(s)ds‘FTt
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||

Donc on a

0
8.771

_ r(T— fEZf aXJ’f’T

Hi(ta) = e OB f(XE)

— T fEZf tT 6]76‘[' Zk 103, k( )defl Zk 1 7k( )dS+T(T7t)

— Ef( ) ff o1 Oik(s) de*lfoZk 1 zk( )d

Avec théoréme de Girsanov, on peut faire un changement de probabilité. Sous la
probabilité P; telle que

LSS > R N> BN
dP

on a
H'(t, ) = Bif{(X7").
Alors Ht’ = H;(t, X;) est P;-martingale pour tout i, sous P; on a

dXt = T'Xtdt + [Xt(ftth
— it + Ixt(rt(dW,(i) + (o) dt
= (rXf+IXfaf(0, )* )dt+IXf0,dW

avec Wt(i) martingale sous P; et

Ugi) = (01:,1; ---:Ui,d)

H'(t,z) satisfait '’équation aux dérivées partielles suivant :

ou
— + Al = 14
5 + A'u = 0. (3.14)

avec A’ générateur infinitésimal de X sous P;, qui s’écrit sous la forme

) Ou
=A pt" 3.15
Ay = Au + Z ' o, (3.15)
ot b)) = Ixtat(ay))*. et A est le générateur infinitésimal sous P du processus de

diffusion X, avec

d 2
Au = er, me‘]am (t,x) 8?87"
j

i=1 17 1



3.3. MODELE AVEC VOLATILITE DETERMINISTE 109

ol (a;;) = oo™

En écrivant

Al O
A p—
@) Al
d
i (i 0
B = 7
Zb] oz;
7=1
B]
B—
Bd,
on a par (3.15)
A=1,+B. (3.16)

En plus, par (3.14), H(t, z) satisfait le systéme d’équation aux dérivées partielles sui-

vant : oK

et comme f! est & croissance polynomiale, on a que pour tout p > 1, Hl est dans
LP(Py).

Evidement, P, et P sont fortement équivalentes. Sous f’i, X; est une diffusion, et
{H!}i— 4 sont dans C"*>([0.T] x R%), on peut utiliser la formule d’Ito pour chaque
H'. on a le résultat suivant similaire que la proposition 2.2.31:

Lemme 3.3.2 Pour touti,j = 1..d, et tout 3 >0 on a:

1+48

T P2F 2
E </0 (78@8.7:]- (t,Xt)> dt < 00

Démonstration: Comme Vi,P; ~ ]_3, alors le lemme est équivalent a ce que pour
chaque i fixé, pour tout j =1..d, >0, on a

143

T 82F 2
E, (. X
(/0 (axiaxj(t, t)) dt) < o0,
T d

Comme la P;-martingale H; est dans tout L?, p > 1, alors pour tout § > 0,

T _ 1+4 _ '
0 t

i.e.
0’F

—(t. X
6:1:,6:1:] (t7 t)

9 1+8
dt) < 00. (3.18)
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Par formule d’Ito, on a

d - d
. OH! .
dH! = tX,-Z(E o dW))

0x;
J k=1

j=1

d .
OH!
= ) oL X{dW

0x;
k=1 J

si on note -
Ci = (%;Xg)jzl..d;

alors on réécrit

dH} = (C})*o,dW,

T ) T )
/d<m>F/Hﬁ%Wu
0 0

et par I'éllipticité de o, il existe une constante C, telle que
‘/d<H>gC/|me
0 0

1+8

T ) 1+8 T .
s ([1cira) <m([lacms) <
0 0

donc

donc

c’est a dire,

T 9 9 148
0*F ;
E, £ X)X di < o0,
ce qui est équivalente a (3.18). D’ou la démonstration. [

Alors on a notre résultat sur la convergence du risque résiduel quadratique sous le
modéle avec la volatilité déterministe :

Corollaire 3.3.3 Sous le modéle (3.1), le risque résiduel de la couverture approchée
élémentaire converge vers 0 a la vitesse e, et (3.3) est vérifiée.

Démonstration: Par lemme 3.3.2, la condition de la proposition 3.1.5 est vérifiée,
donc on a (3.3). [

Comme dans le cas de la dimension 1, le call et le put européen sur indice de la
forme h = (3, M X5 — K)y et h = (K — >, M X}) satisfont la condition de la
proposition 3.1.5, (3.3) est veérifiée.



3.4. COUVERTURE AVEC UNE PARTIE DES ACTIFS SOUS-JACENTS 111

3.4 Couverture avec une partie des actifs sous-jacents

Dans Lamberton-Lapeyre [LLI2b|, on a traité le cas oit dans un marché de d actifs
sous-jacents, on couvre I'option européene avec m (m < d) actifs sous-jacents au lieu
d’utiliser tous d actifs. Avec cette couverture, il y a un risque résiduel intrinséque. Nous
allons discrétiser cette couverture, et étudier la couverture approchée vis-a-vis a cette
couverture.

On suppose toujours que pour I'actif contingent 'hypothése (B1) est vérifiée, et la
valeur actualisée de 'option s’écrit

t
V=Yoo [ HLg W,
0

On note M, les actifs que I'on utilise a faire la couverture, et M, leur valeurs actualisées,
SuUpposons
th == thWt == Pde == PI)‘(tO'tth, (319)

ou P est une matrice de m x d de rang m, et d’éléments 0 ou 1, le nombre de 1 est m.
Si on note la stratégie de couverture avec M; est (K° K', ..., K™), alors sa valeur
actualisée est

t t
VE =V + / KidM, = V¥ + / K:G,dW,.
Jo Jo
Prenons V¥ = 1}, on a le risque résiduel intrinséque est
R = E(Vp - VK
T
= E( / (Hilg 0y — KiG,)dW,)?
Jo
T
_ E / |H: 5 00 — K2GL|Pdu
0
T
_ B / lo2T5 Hy — GLE,|Pdu
0

Pour minimiser ce risque, on peut le résoudre comme un probléme de régression mul-
tiple linéaire, et le minimisant est

Ft = (GtG:)i]GtO:I)‘QHt. (320)
Le risque résiduel intrinseéque est alors
T —_
R= E/ |0t T Hy — G P du
0

qui est causé par le fait qu’on restreint sur le choix des actions utilisées pour la cou-
verture.
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. - L — _
Maintenant on utilise la couverture approchée a temps fixe K, pour remplacer K,
et le risque résiduel est

T
R. = E/ loil¢ H, — GiK,||*du
0

T
= E / (o3I, Hy — GiKy) + (Go K, — GLK,) | du,
0

alors on a par l'inégalité de triangle,

T T

\/R. — \/E/ |oil3 H, — GiK,|]?du| < \/E/ |G K, — G:K, ||2du
0 0

i.e.

T
I\/R. — VR| < \/E / |G:K, — G* K, ||du (3.21)
Jo
On vérifie que pour K; = K (t, X;), on a
Lemme 3.4.1 Vi, K, est dans M*(P).

Démonstration: K, est exprimée par (3.20), et on voit que chaque élément de la
matrice (G,G}) G071, est dans N2(P), alors par lemme 2.2.7, on a que Vi, K, est
dans M?(P). [

Donc la condition (3.3) est vérifiée, et par la proposition 3.1.5 on a

Proposition 3.4.2

— 1 1 r 7 % 1
|\ Re — \/§| < g2 <§E (/ e2”||0;‘I§QP*JtKIXtUt||§dt>) + o(e?), (3.22)
Jo

avec J la matrice jacobienne de K.

Démonstration: Par (3.21), il n'y a qu'a regarder la vitesse de convergence de
EfOT |G K, — G*K,|?du. Or comme on a Vi, K, est dans M?(P), par méme raison-

L

nement que dans proposition 3.1.6, on a bien

T T -
B[ 6K, - G an = 5B ( [ 16 Il ) + ol
J0 J0

€

T J—
= 5E (/ e2”||0;‘I;‘(tP*JtKIXtUt||§dt> + o(e),
0

d’otu la proposition. [ |
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3.5 Exemple

Voici un exemple pour élucider 1’application du corollaire 3.3.3 et la proposition
3.4.2.

On suppose que dans le marché, il y a deux actifs sous-jacents , et on utilise que la
premiére pour faire la couverture approchée d’une option européenne. Les deux actifs
sous-jacents sont décrits par équation différentielle stochastique suivantes:

dx}
Xlt = (T]]th] + O—]QthQ
t
dXQ )
21‘, == UQlthl + UQQthQ
Xt

et lactif contingent est de la forme h = (X} —SX?),. D’abord on va regarder la vitesse
de convergence du risque résiduel de la couverture approchée en utilisant tous les deux
actions risquées, en appliquant le corollaire 3.3.3. Ensuite on utilise que la premiére
action pour faire une couverture approchées a temps fixe, ici s’applique la proposition
3.4.2.

La valeur de I'option a I'instant ¢ est alors

F(t,Xt) = E((X%’ - SX%)H]-})

2 X7
= E(XT(F — 84| F)
T
1
_ E(Xtaerm(w;W;)+o22(w7zwg)%(gg1+o;2)(Tt)(§_§ _§),|F)
e
= XPE((E - 8)417)
T
avec _
a_P — 60'21W:,11+0'22W721*%T(0'§1+0'§2)
oP ’

et avec le mouvement Brownien sous P

th] = thl — O'21t
dWE - thQ - ()'227','

on a
X} _ Xf]6011(Wr,]ﬂfwt])+012(W%7Wt2)7%(0121+U122)(T7t)
X Lelrnontonon—god —5oh) (1) gon (Wi Wi)ton (Wi W
X2 = Xfe%(”%*-”%z)(T*t)errz](W%fV"Vt‘Hagg(W%fv'vf)
alors

1 1 ~ ~ = ~ .
XT . Xt 97%((‘71170'21)2+(0-1270—22)2)+(01170-21)(W’1117Wt1)+(0—127522)(W72“7Wt2)

X2 X2
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Notons
ik = (()’]1 *()’2])24—(0']2*()'22)2
p log ;7 — 502 (T — 1)
L (T
P log .75 + %EQ(T — 1)
i VZT 1)
alors

F(t,z) = mg(?N(d]) — 225N (dy))
T2
= .’L’lN(dl) — ZL‘QSN(dQ)

Les couvertures est

Ht] = g—z = N(d),
H2 = g—i — _SN(dy)
En plus on peut calculer les dérivées
OH/ e’§ od,
014 - \/%3—331
a3
e 2

de méme,
2
oH} o7
Oy 2o/ 2752(T — 1)
2
OH}? _ g e*d‘TQ
Oy z1/ 2152 (T — 1)
2
OH} g o7
Oy Tor/2752(T — 1)
donc les termes dans (3.5)
O°F, O°F e
EX; X/ XX —— Lo~ Exixjxmxnt

—c(t
t 02 ;0xy, 0, 0x; ! X" XY )

log X7 +log X7 "L+
= c(t)Ee'8titoeri =

3
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donc cela se calcule explicitement.

Alors si on fait une couverture approchée a temps fixe, le corollaire 3.3.3, et le
coefficient (3.4), i.e. (3.5) est calculée explicitement.

Maintenant on n’utilise que X' pour faire la couverture approchée , en temps fixé
aux moments ¢, = T/n,n = 1..N, et la matrice P dans (3.19) est P = (1, 0), alors
par proposition 3.4.2, si on note R le risque résiduel intrinséque et R, le risque résiduel
total, alors

S 1 ]_ T T % 1
I\/R. — VR| < &> (iE (/ e2”||of[}tP*JtKIXtat||§dt>) + o(e?),
J0

puisque || A|| est égale a la trace de matrice AA*, on a

VR~ VE

1 ’ 7 e
(§E ( / e *'tr(o) Iy, P*J [ Iy, 000, Ty, ()¢ )*Plxtat)dt>> +o(e?)
J0

N[ =

[SIES

< €

et comme tr(AB) = tr(BA), on a en plus

VE - VE

=

1 1 T 78 K 1
< g2 <§E </ eQTttr(P[Xt(ftU:[}tP*JtK[XtUtUZ‘I;t(Jf)")dt)> +o(e2)
0
1 1 T 573 78 % 1
= (B ([ e Prvooits P s 15, (Fat) ) o) (329
J0

Ici, la meilleure couverture avec la seule X' est

Ft = (GtG:)ithO':IXth

ol
—rt
Gy = e ""Plx, o0y,

donc

) —1 —2rt * —1
(Gth) = (6 Plxt(ft(ftlxt)
o ort 1yl -2
= e ay (X;) 7,
ot a;; = (60*)1;. Done K se calcule par
7 ¢ P R P «7_
Kt = € a‘ll (Xf) Gt()'t IXth
2rt _—1 IN—2 _—rt *
= eay (X;) “e " Plx,000{ I, H,

_ (16112)%2
aHth

)H,
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Alors JX le jacobien de K est

P T ¢
¢ al‘l ' 81‘2
H}! 19 X 2 H}! 19 X 2
(8 t+ 0 a19 f]H? 7 0 t+ 0 a12 t]HtQ )
837] 8372 (]’”Xt 8.7?2 8372 (I,]]Xt

On voit que dans Jt?, il reste le terme H} et H?, donc le calcul de coefficient dans
(3.23), il n’y pas de formule fermée.
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