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Résumé 5
RésuméCette thèse est onsarée à l'étude de la ouverture à temps disret des optionseuropéennes. On a étudié la onvergene du risque résiduel et sa vitesse de onvergenesous la probabilité risque neutre ou la probabilité initiale. Pour ela, une onditiongénérale est donnée, véri�ée par beauoup d'atifs ontingents dont Call et Put, souslaquelle on a la vitesse de onvergene du risque quadratique. On a étudié égalementla ouverture dans le adre multi-dimensionnel, où les résultats sont un peu moinsgénéraux, mais su�sants pour la version muti-dimensionnelle du modèle Blak-Sholes.On a omparé deux sortes de ouvertures approhées, la ouverture basée sur laformule de ouverture exate et la ouverture qui minimise le risque quadratique. Lerésultat montre qu'elles sont asymptotiquement équivalentes.
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Résumé 7
IntrodutionUn ontrat d'option onsiste en l'éhange d'un �ux aléatoire h(!) à l'instant T�xé ontre une somme déterministe à l'instant 0 appelée la prime. Les intervenants�naniers s'intéressent souvent, plus qu'à la prime, à l'existene d'une stratégie deouverture sans risques. La théorie lassique du priing d'options dans le modèle deBlak et Sholes. dSt = �Stdt+ �StdWt;repose sur l'existene d'un portefeuille auto�nané qui réplique exatement e quepromet l'option (voir [BS73℄ et [Mer73℄ pour l'approhe lassique et [HP81℄, [HP83℄,[HK79℄ ... pour l'approhe martingale). Dans le modèle de Blak et Sholes, le prix �dl'instant t d'une option promettant f(ST ) en T est donné par une fontion F (t; St) etl'on peut montrer que le portefeuille auto�nané, omportant à l'instant t, une quantitéHt d'atif de prix St ave : Ht = �F (t; St)�x ;permet de ouvrir exatement l'option et don d'établir un prix légitime pour l'option.Ce phénomène se généralise au as de tout marhé viable et omplet.On onstate, sur la formule donnant Ht, que la mise en ÷uvre de ette stratégie deouverture est, bien entendu, impossible pratiquement puisqu'elle impose à l'opérateurd'intervenir à tout moment sur le marhé et que les oûts de transation limitent ettefréquene d'intervention. De nombreuses études ont porté sur la prise en ompte desoûts de transation dans le modèle de Blak et Sholes ([Lel85℄, [Wha95℄, [BLPS92℄,[BS96℄, [BV92℄, [MT95℄,. . . ). Ces reherhes n'ont, semble-t-il, pas eu d'appliationsopérationnelles dans les salles de marhé : elles sont déliates à mettre en ÷uvre et àalibrer.Notre point de vue est ii moins ambitieux: nous herhons à estimer une fréquened'intervention raisonnable en herhant à évaluer le risque quadratique de ouvertureen fontion de la fréquene d'intervention. Pour des raisons pratiques (la plupart desoptions existantes sont de e type) et théoriques (on ne peut mener d'analyse préiseque dans e adre) nous nous sommes limités à des payo� de type markovien et nous neonsidérons qu'une légère généralisation du modèle de Blak et Sholes en autorisantdes volatilités dépendant de l'atif (lorsque � est minoré on a alors a�aire à un marhéviable et omplet). Dans e adre, nous avons étudié des stratégies de ouvertures plus



8 Résuméréalistes (interventions espaées d'un pas de temps �xe h) de façon rigoureuse. Nousavons herhé à obtenir un équivalent lorsque le pas de ouverture h tend vers 0 dela variane résiduelle de ouverture. Ce type de résultat a été obtenu dans un adreréaliste ('est à dire pour un lasse de fontions peu régulières inluant les puts et lesalls) en dimension 1 pour la ouverture parfaite (de Blak et Sholes) appliquée endes instants régulièrement espaés et pour une stratégie optimale (au sens L2 sous laprobabilité risque neutre) toujours en des instants réguliers. Un résultat intéressant dela thèse est de onstater que le omportement asymptotique des varianes résiduellesdes deux méthodes de ouverture est alors identique. On obtient des résultats prohesen dimension supérieure, mais il n'ont été établis dans ette thèse que dans le as defontions régulières et pour le modèle de Blak-Sholes multidimensionnel pour desfontions réalistes.Les formules obtenues sont souvent onnues dans la littérature �nanière, au moinspour la ouverture Blak et Sholes ('est e genre de formule qui justi�e l'utilisationdu Gamma omme paramètre pertinent pour la gestion de portefeuille). Cependantnous ne onnaissons pas de preuve rigoureuse de es résultats. Les résultats pour laouverture optimale sont à notre onnaissane nouveaux ainsi que l'extension sous laprobabilité initiale (même si elle ne onstitue pas une surprise).La thèse est organisée de la façon suivante. Dans le premier hapitre nous rappelonsles résultats lassiques de �nane et de théorie des proessus stohastiques utiles dansnotre développement. En partiulier nous rappelons les résultats de ouvertures par-faites pour des atifs ontingents markoviens. Le deuxième hapitre onstitue l'essentielde ette thèse. Nous y établissons un développement asymptotique, sous la probabi-lité risque neutre, du risque résiduel de la stratégie de ouverture �Blak et Sholes�et �optimale� en dimension 1 (théorème 2.1.2 et 2.1.4) pour une fontion absolumentontinue. Nous illustrons es résultats dans le as lassique du modèle de Blak etSholes pour lequel des formules expliites sont onnues. Nous étendons, alors, es ré-sultats sous la probabilité historique et préisons le omportement de l'espérane desoûts de transation. Le hapitre 3 est onsaré à l'extension des résultats préédentsen dimension supérieure à 1, pour des fontions régulières et dans le as du modèlede Blak et Sholes pour les puts et les alls. Un exemple de traitement d'un optiond'éhange est donné.
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Chapitre 1Modèle et Notions fondamentalesLe but de e hapitre est de présenter le modèle qui servira de base à notre étudeet de rappeler les notions élémentaires de la théorie des options et de la ouverture.1.1 Le modèle d'atifsNous supposons qu'il existe sur le marhé �nanier d + 1 atifs élémentaires, unatif sans risque de prix X0t et d atifs risqués de prix Xt = (X1t ; : : : ; Xdt ).Nous onstruisons le modèle pour es atifs à partir d'un mouvement browniend�dimensionnel (Wt)t�0. Nous notons (Ft)t�0 sa �ltration naturelle omplétée. Ononsidère T un réel positif (qui représentera l'éhéane de l'option) et l'on se donne desfontions �i(t; x) et �ij(t; x), 1 � i; j � d, que l'on supposera de lasse C1;1([0; T ℄�Rd),uniformément bornées et uniformément lipshitziennes. On suppose, de plus, que � estuniformément elliptique, plus préisément nous ferons omme hypothèse qu'il existe et � stritement positifs tel que, pour tout � 2 Rd et pour tout t 2 [0; T ℄ et x 2 Rd onait : �k�k � k�(t; x)�k � k�k: (1.1)Les proessus (X it ; t � 0) sont les solutions uniques du système :8>><>>: dX0tX0t = rdtdX itX it = �i(t; Xt)dt+Pdj=1 �ij(t; Xt)dW jt ; i = 1; d: (1.2)Comme � est une matrie elliptique, on peut utiliser le théorème de Girsanov pourmontrer qu'il existe une unique probabilité équivalente à la probabilité initiale P, ~Psous laquelle : ~Wt = Wt � Z t0 �(u;Xu)�1(rI � �(u;Xu))du



10 CHAPITRE 1. MODÈLE ET NOTIONS FONDAMENTALESest un ~P�mouvement Brownien. On appelle ette probabilité ~P, la probabilitérisque neutre.Par ommodité de notation nous ontinuerons à noter le nouveau mouvement Brow-nien Wt au lieu de ~Wt. Ave ette onvention, les prix X it , i = 0::d, satisfont l'équationdi�érentielle stohastique :8>><>>: dX0tX0t = rdtdX itX it = rdt+Pdj=1 �ij(t; Xt)dW jt ; i = 1; d: (1.3)On notera la valeur atualisée des atifs ~X it par :~X it = e�rtX it :Remarquons que sous la probabilité ~P, il est faile de véri�er que les valeurs a-tualisées des atifs ( ~X it ; 0 � t � T ) sont des martingales par rapport à la �ltration(Ft; 0 � t � T ), et d ~X it~X it = dXj=1 �ij(t; Xt)dW jt ; i = 1; d: (1.4)1.2 Stratégie auto�nanéeNous allons maintenant dé�nir les stratégies de gestion de portefeuilles qui nousseront utiles dans la suite.Dé�nition 1.2.1 On appelle une stratégie de gestion de portefeuille un proessus pré-visible : � = (�0t ; : : : ; �dt )t�0à valeur dans Rd+1. �it représente la quantité du ième atif.La valeur du portefeuille orrespondant à ette stratégie de gestion est donnée par :Vt(�) = dXi=0 �itX it :Dé�nition 1.2.2 Une stratégie est dite auto�nanée si on a :Z T0 j�0t jdt+ dXi=1 Z T0 j�itj2dt <1p.s.;et : Vt = V0 + dXi=0 Z t0 �iudX iu; 8t 2 [0; T ℄:



1.2. STRATÉGIE AUTOFINANCÉE 11Remarque 1.2.3 La première ondition est une ondition tehnique qui permet dedonner un sens aux intégrales stohastiques R T0 �itdX it , en utilisant le fait que les �ij(t; x)sont bornées.La deuxième ondition représente la notion intuitive d'auto�nanement. Cela signi-�e que le portefeuille une fois onstitué, est géré sans retirer, ni emprunter d'argent.On a alors le lemme suivant qui exprime que la valeur (atualisée) d'une stratégie degestion auto�nanée est déterminée par sa valeur initiale et les proessus des quantitésdes atifs risqués.Lemme 1.2.4 Soit ~Vt(�) la valeur atualisée d'une stratégie de gestion auto�nanée:~Vt(�) = Vt(�)=X0t = e�rtVt(�):Alors ~Vt(�) peut s'érire sous la forme :~Vt(�) = V0 + dXi=1 Z t0 �isd ~X is:Démonstration : Il n'y a qu'à appliquer la formule d'Ito et la dé�nition de l'auto�-nanement pour véri�er ette égalité.On appelle un atif ontingent une variable aléatoire positive h qui est FT mesu-rable. Dans la suite de e travail nous ne onsidérerons que des atifs ontingents h dearré intégrable, sous la probabilité risque neutre. On parlera dans e as de L2-atifontingent.Nous introduisons, maintenant, une notion de stratégie admissible adaptée à eontexte.Dé�nition 1.2.5 Une stratégie (�t; 0 � t � T ) est une stratégie L2-admissible sielle est auto�nanée, telle que sa valeur Vt(�) � 0 pour tout t 2 [0; T ℄ et telle que~E(sup0�t�T V 2t (�)) < +1.Remarque 1.2.6 Cette dé�nition a l'avantage d'impliquer que, si � est une stratégieadmissible, alors ( ~Vt(�); 0 � t � T ) est une martingale sous la probabilité risque neutreen utilisant lemme 1.2.4.Un L2-atif ontingent h est dit L2-simulable s'il existe une stratégie L2-admissibledont la valeur à l'instant T est h.Dé�nition 1.2.7 Un marhé est dit viable s'il existe une probabilité sous laquelle lesprix atualisés des atifs élémentaires sont des martingales.



12 CHAPITRE 1. MODÈLE ET NOTIONS FONDAMENTALESNous avons vu plus haut que le marhé que nous avons onsidéré est viable.Dé�nition 1.2.8 Un marhé est dit omplet si tout L2-atif ontingent est L2-simulable.Le résultat suivant est lassique:Proposition 1.2.9 Sous le modèle 1.1 le marhé est omplet.Démonstration : Pour tout L2-atif ontingent h, on a ~Vt = ~E(e�rThjFt) est uneL2-martingale sous ~P, alors par le théorème de représentation des martingales dansL2, il existe proessus prévisible f�itgt�0;i=1::d tel que~EZ T0 (�is)2ds <1; 8i = 1::d;~Vt = V0 + dXi=1 Z t0 �isdW is = V0 + Z t0 ��sdWs; 8t � 0;et tel que 8i; �it est dans L2([0; T ℄ � 
). D'autre part, par (1.4) et par l'elliptiitéde �, on peut inverser � et ériredWt = �(t; Xt)�1I�1~Xt d ~Xt;où Ix = 0B� x1 O. . .O xd 1CA ; si x = (x1; � � � ; xd) 2 Rd:Don on peux érire ~Vt = V0 + Z t0 ��s�(s;Xs)�1I�1~Xs d ~Xs;et par lemme 1.2.4, ei prouve l'existene d'une stratégie admissible dont le prixatualisé est ~Vt, qui simule h à l'instant T . Don h est L2-simulable. Le marhé estomplet puisque le L2-atif ontingent h est arbitraire.



1.3. RAPPEL SUR LE PROBLÈME DE CAUCHY 131.3 Rappel sur le problème de CauhyDans ette partie nous rappelons ertains résultats lassiques qui relient les équa-tions paraboliques et les proessus de di�usions.Soit (Xt; t � 0) un proessus de di�usion dans Rd, solution de :dX it = bi(t; Xt)dt+ pXj=1 �ij(t; Xt)dW jt ;pour i = 1; � � � ; d, ave (Wt; t � 0) un brownien p-dimensionnel et bi(t; x) et �ij(t; x)des fontions à valeurs réelles données. On assoie lassiquement à e proessus unefamille d'opérateurs du seond ordre, en posant :At = 12 dXi;j=1 ai;j(t; x) �2�xi�xj + dXi=1 bi(t; x) ��xiave : ai;j = pXk=1 �i;k(t; x)�j;k(t; x):Nous allons voir que sous des hypothèses d'elliptiité et si f est une fontion ontinueà roissane au plus exponentielle :u(t; x) = Ef(X t;xT );est solution du problème de Cauhy suivant :( �u�t + Atu = 0 pour t 2 [0; T [;u(T; x) = f(x): (1.5)Pour ela nous aurons besoin des dé�nitions suivantes :Dé�nition 1.3.1 L'opérateur :Mu = �u�t + 12Xi;j ai;j(t; x) �2u�xi�xj +Xi bi(t; x) �u�xi + (t; x)uest parabolique 8� 2 Rd; on a Pi;j ai;j(t; x)�i�j > 0: M est uniformément parabo-lique si il existe une onstante positive � tel quedXi;j=1 ai;j(t; x)�i�j � �j�j2; pour tout (t; x) 2 [0; T ℄�Rd; � 2 Rd:



14 CHAPITRE 1. MODÈLE ET NOTIONS FONDAMENTALESDé�nition 1.3.2 Une solution fondamentale de l'opérateur parabolique M dans[0; T ℄�Rd est une fontion p(t; s; x; y) dé�ni pour tout (t; x); (s; y) 2 [0; T ℄�Rd; t < s,satisfaisant la ondition suivante :Pour toute fontion ontinue f à support ompat, la fontion:u(t; x) = ZRd p(t; s; x; y)f(y)dysatisfait: Mu = 0 pour x 2 Rd; 0 � t < s � T;u(t; x) ! f(x) si t " s:Nous avons besoin des onditions suivantes pour assurer l'existene de la solutionfondamentale (Voir Friedman [Fri76℄):(A1) M est uniformément parabolique.(A2) Les oe�ients de M sont ontinus et bornés dans [0; T ℄�Rd, les aij(t; x) sontontinues en t, uniformément par rapport à (t; x) dans [0; T ℄�Rd.(A3) Les oe�ients de M sont Hölderiens en x, uniformément par rapport à (t; x)dans tout ompat de [0; T ℄ �Rd; et les ai;j(t; x) sont Hölderiens ontinus en xuniformément par rapport à (t; x) dans [0; T ℄�Rd.On a alors le théorème suivant (voir Friedman (64), hapitre 9).Théorème 1.3.3 Si l'opérateur M véri�e (A1)� (A3), alors:(i) il existe une solution fondamentale p(t; s; x; y) pour M , qui satisfait de plus lesinégalités suivantes :jDmx Dny p(t; s; x; y)j � C(s� t)�(d+jmj+jnj)=2 exp(� jx� yj2s� t )jDtp(t; s; x; y)j � C(s� t)�(d+2)=2 exp(� jx� yj2s� t )pour jmj � 2,  et C sont des onstantes positives. De plus, les fontionsDmx p(t; s; x; y)(jmj � 2) et Dtp(t; s; x; y) sont ontinues dans [0; T ℄ � [0; T ℄ �Rd �Rd; t < s.(ii) Si (t; x) � 0, la solution fondamentale est la densité de transition du proessusmarkovien assoié au proessus (Xt; t � 0) :dXt = �(t; Xt)dWt + b(t; Xt)dtave �(t; x) tel que : (ai;j(t; x)) = �(t; x)�(t; x)�:



1.4. PRIX ET COUVERTURES DES OPTIONS : LE CAS MARKOVIEN 151.4 Prix et ouvertures des options : le as markovienNous revenons maintenant aux options et à leur ouverture dans le as de modèlesmarkoviens et nous montrons omment on peut aluler les prix et les ouvertures danse as.Une option européenne d'éhéane T est dé�nie par le droit de reevoir à l'ins-tant d'exerie T , une rihesse h. Dans la pratique, h prend souvent la forme def(X1T ; � � � ; XdT ), où f est une fontion réelle dé�nie sur Rd, et X1T ; � � � ; XdT sont lesd atifs risqués. C'est e as que nous allons étudier pour l'essentiel dans la suite. Lesexemples les plus lassiques sont l'option d'ahat (�all�) sur une unité de ombinaisonde ertains atifs, de prix d'exerie K (h = (Pdi=1 �iX iT � K)+) et l'option de vente(�put�) de prix d'exerie K (h = (K �Pdi=1 �iX iT )+).1.4.1 Calul du prixLorsque le marhé est viable et omplet (e qui est le as dans notre modèle d'atif),on utilise la méthode de répliation pour aluler le prix des atifs ontingents : le prixà haque instant d'un atif simulable par une stratégie admissible est égale à la valeurde ette stratégie auto�nanée. D'autre part, omme sous la probabilité ~P les atifsatualisés sont des martingales on en déduit que ette valeur Vt ne peut être égale qu'à :Vt = ~E �e�r(T�t)hjFt� :Dans e qui va suivre nous supposerons que h = f(X1T ; � � � ; XdT ) ave f une fontionà roissane polyn�miale. Il est alors faile de montrer que h est bien dans L2( ~P). Deplus, ompte tenu du fait que dans notre modèle les atifs risqués véri�ent l'équationdi�érentielle stohastique suivante :dX it = rX itdt+X it dXj=1 �ij(t; X1t ; � � � ; Xdt )dW jt ; i = 1; � � � ; d; (1.6)le proessus (Xt; t � 0) est markovien sous la probabilité ~P. Nous noterons(X t;xs ; s � t) le proessus issu de x à l'instant t, ave la �ltration fFt;sgs�t, oùFt;s = �(Wt0 � Wt; t � t0 � s). Le aratère markovien de Xt permet de prouverque : Vt = F (t; Xt);ave : F (t; x) = ~E �e�r(T�t)f(X t;xT )� : (1.7)



16 CHAPITRE 1. MODÈLE ET NOTIONS FONDAMENTALESDans la proposition suivante nous identi�ons l'équation aux dérivées partielles vé-ri�ée par la fontion F (t; x).Proposition 1.4.1 F (t; x) est solution de l'équation aux dérivées partielles suivante :( �u�t + Au� ru = 0 pour t 2 [0; T [;u(T; x) = f(x): (1.8)où At est le générateur in�nitésimal de Xt sous ~P, 'est à dire :Atu = r dXi=1 xi �u�xi + 12 dXi;j=1 aijxixj �2u�xi�xj :Démonstration : Pour prouver ela nous allons utiliser les onditions (A1) � (A3).D'autre part nous ne traitons en détail que le as de la dimension 1. Le as multi-dimensionnel se traite de façon identique, les notations étant sensiblement plus om-modes en dimension 1.On utilise le théorème 1.3.3, mais ii l'opérateur :�u�t + Au� run'est pas uniformément parabolique omme le demande le théorème. Pour ontour-ner ette di�ulté on pose : G(t; y) = F (t; ey):Il est alors faile de voir que :G(t; y) = e�r(T�t)E(f(eY t;yT )) (1.9)où : Y it = log(X it); 8i = 1::d: (1.10)On peut alors véri�er que (Yt; t � 0) est solution de l'équation di�érentielle sto-hastique suivante : dYt = �(t; eYt)dWt + (r � 12�2(t; eYt))dt;dont le générateur in�nitésimal AY est :AY u = 12�2(t; ex)�2u�x2 + (r � 12�2(t; ex))�u�x



PRIX ET COUVERTURES 17omme � satisfait la ondition d'elliptiité, l'opérateurMu = �u�t + AY u� ruest uniformément parabolique et véri�e de plus les onditions (A1) � (A3). Onapplique alors le théorème 1.3.3 au proessus Yt. Sa densité de transition p(t; s; x; y)oïnide ave la solution fondamentale de M , qui est dans C1;2([0; T [�Rd), don par(1.7) et (1.9) on obtient que F (t; x) est dans C1;2([0; T [�R) aussi, don satisfait (1.8).De plus, on a : G(t; x) = e�r(T�t)E(f(eY t;xT ))= e�r(T�t) ZR f(ey)p(t; T ; x; y)dydon : F (t; x) = G(t; log x) = e�r(T�t) ZR f(ey)p(t; T ; logx; y)dy (1.11)Alors on véri�e, en utilisant la dé�nition de solution fondamentale que F (t; x) sa-tisfait (1.8).
1.4.2 Calul de la ouvertureOn a vu dans la proposition 1.2.9 que, dans notre modèle, le marhé est omplet.Tous les L2-atifs ontingents sont don L2-simulables et toute option européenne dansL2( ~P) peut être ouverte parfaitement, i.e. il existe une ouverture parfaite. La propo-sition suivante montre omment l'on peut exprimer ette ouverture parfaite :Proposition 1.4.2 Si f est une fontion à roissane polyn�miale, la quantité du ièmeatif risqué qu'il faut détenir à l'instant t pour onstituer le portefeuille de ouvertureparfaite est donné par H it ave : H it = �F�xi (t; Xt) (1.12)Démonstration : Comme f(XT ) est de arré intégrable, en utilisant le théorème dereprésentation de martingale, il existe un unique proessus prévisible fH itgi=1::d, tel quele prix atualisé s'érit ~Vt :



18 CHAPITRE 1. MODÈLE ET NOTIONS FONDAMENTALES~Vt = V0 + Z t0 Ht � d ~Xt:D'autre part par formule d'Ito, la partie di�usion de ~Vt est:Z T0 dXi=1 �F�xi (t; Xt)d ~X it :alors par uniité de la représentation de L2 martingale, on a Ht = �F�xi (t; Xt) dt �d~Pp.s..
1.4.3 Couvertures approhées d'options européennesDans un marhé à temps ontinu, omme elui que nous venons de présenter, pourse ouvrir parfaitement, il est néessaire d'intervenir à tout instant sur le marhé. Ceiest bien sûr irréaliste entre autres pour des raisons liées aux oûts de transation. Onherhe alors à intervenir en un nombre �ni d'instants pour ouvrir approximativementl'option, ei donne une ouverture �approhée� de l'option. Nous allons maintenantdérire deux tehniques de ouverture approhée d'options à des temps �xes.Supposons que l'on herhe à ouvrir une option européenne d'éhéane T sur unatif ontingent h = f(XT ) et que l'on souhaite intervenir en des instants 0 = t0 < t1 <� � � < tN = T que l'on s'est �xé à l'avane. Il onvient don de déterminer à l'instanttk la quantité H itk du ième atif sous-jaent qui permettra de onstituer une ouvertureapprohée. Nous supposerons que ette quantité d'atif sera laissée onstante sur lesintervalles [tk; tk+1[. Cela signi�e que l'on dé�nit une ouverture à temps ontinu enposant : H it = H itk ; 8t 2 [tk; tk+1[:8i = 1::d: (1.13)Dans e qui suit nous supposerons que les tk sont régulièrement répartis, 'est àdire que tk = k".Couverture approhée élémentaire Une façon naturelle de dé�nir une ouvertureapprohée est d'utiliser diretement la formule de ouverture parfaite aux instantstk = k". Cela signi�e que l'on dé�nie une ouverture (H"t )0�t�T par :H i;"t = H ik"; si t 2 [k"; (k + 1)"[; (1.14)On appellera ette ouverture, la ouverture approhée élémentaire.



PRIX ET COUVERTURES 19Couverture approhée optimale Nous allons maintenant omparer ette ouver-ture à la meilleure des ouvertures lorsque l'on intervient aux instants k". Plus préisé-ment nous allons onsidérer la ouverture qui minimise le risque quadratique résiduelsous la probabilité ~P, parmi l'ensemble des ouvertures approhées à pas �xe.Préisons, tout d'abord, la notion de risque résiduel quadratique. Soit (Ks; 0 �s � T ), une stratégie de gestion admissible, ave Ks = (K0s ; K1s ; : : : ; Kds ) qui dé�nit unhoix de quantités d'atifs à détenir dans ette stratégie de ouverture. Pour évaluer unestratégie on introduit omme indiateur de risque, la variane du défaut de ouverture,sous la probabilité risque neutre :R(K) = ~E �(h� VT (K))2� : (1.15)Remarque 1.4.3 Le hoix de la probabilité ~P pour aluler la variane résiduelleest arbitraire. Il est sans doute préférable de minimiser la variane sous la probabilitéinitiale P. Le hoix de ~P est justi�é par le fait que les aluls sont alors, à la fois plussimples et plus expliites 1.On peut alors exprimer ette variane résiduelle en fontion de la ouverture parfaite(Ht; t � 0).Lemme 1.4.4 Soit K une stratégie de gestion admissible, on a alors :R(K) = e2rT dXi=1 ~E Z T0 ( ~X is)2( dXj=1 �ij(t; Xs)(Hjs �Kjs))2ds! : (1.16)Démonstration : R(K) = ~E N�1Xk=0 (Z (k+1)"k" (Ht �Kk")�d ~Xt)2= ~E(Z T0 (Ht �Kk")�I ~Xt�tdWt)2)= ~E(Z T0 k��t I ~Xt(Ht �Kk")k2dt);D'où le résultat.On dé�nit C" par :C" = f(Kt)0�t�T stratégie de gestion L2-admissible; Kt = Kk"; si t 2 [k"; (k + 1)"[g :1. Nous reviendrons sur e problème de la minimisation de la variane sous la probabilité P à lasetion 2.4



20 CHAPITRE 1. MODÈLE ET NOTIONS FONDAMENTALESOn a alors le résultat suivant :Proposition 1.4.5 Soit h = f(XT ), f étant à roissane polyn�miale. Soit (Ht; t � 0)la stratégie de ouverture parfaite assoiée. Si H(") est la stratégie de ouverture dé�niepar, si k = 1::d : H(")t = H(k"); 8t 2 [k"; (k + 1)"[;ave :H i(k") = E�1 Z (k+1)"k" e�2ruIXu�u��uIXudu�����Fk"!E Z (k+1)"k" e�2ruIXu�u��uIXuHudu�����Fk"! :(1.17)Alors H(") permet de dé�nir une stratégie de gestion admissible qui minimise lerisque résiduel parmi toutes les stratégies de C". H(") dé�nit e que nous appellerons laouverture approhée optimale.Démonstration : Pour K 2 C", nous venons de voir que le risque résiduel vaut :R(K) = E(Z T0 k��t I ~Xt(Ht �Kk")k2dt);on en déduit queR(K) = E(N�1Xk=0 Z (k+1)"k" k��t I ~Xt(Ht �Kk")k2dt)= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (k��t I ~XtHtk2 + k��t I ~XtKk"k2 � 2H�t I ~Xt�t��t I ~XtKk")dt! :En onditionnant par la tribu Fk" on obtient:R(K) = E N�1Xk=0  Z (k+1)"k" k��t I ~XtHtk2dt+K�k"E Z (k+1)"k" I ~Xu�u��uI ~Xudu�����Fk"!Kk"�2K�k"E Z (k+1)"k" I ~Xu�u��uI ~XuHudu�����Fk"!!! :Un alul d'algèbre linéaire simple montre que H(k") donné par (1.17) minimise lerisque résiduel . En e�et il su�t de noter que si C est d� d matrie symétrique dé�niepositive et h est un veteur de dimension d, alors le veteur minimisantx�Cx� 2x�hest donné par C�1h:



21
Chapitre 2Couverture Approhée en dimension 1Dans e hapitre nous allons étudier des ouvertures approhées à pas de temps �xeen dimension 1 ave la volatilité stohastique. Nous alulerons l'ordre de onvergenedu risque résiduel quadratique de es ouvertures, pour des atifs ontingents fontionsdes valeurs �nales des atifs sous-jaents dont le all et le put.Nous étudierons la ouverture approhée élémentaire et optimale, et nous mon-trerons des théorèmes préisant l'ordre de onvergene du risque résiduel quadratiquede es deux sortes de ouvertures approhées. Le résultat essentiel de ette partie estde prouver que, sous ertaine ondition de régularité sur la volatilité �, les deux ou-vertures approhées ont le même ordre de onvergene de risque résiduel quadratiquequand le pas du temps d'intervention tend vers zéro.Rappelons que, dans e as, le marhé est dérit par un atif sans risque dont leprix à l'instant t est noté X0t , et un atif risqué, de prix Xt, solutions de l'équation,sous la probabilité risque neutre ~P :8><>: dX0tX0t = rdtdXtXt = rdt+ �(t; Xt)dWt: (2.1)On suppose que(A) �(t; x) est borné et de lasse C1;1([0; T ℄�R), que x���x ; x���x ; x2�2��x2 et x3�3��x3sont uniformément bornés, et �(t; x) est Hölder ontinu en x uniformément parrapport à (t; x) dans [0; T ℄�Rd.Remarquons que x�(t; x) est lipshitzienne en x uniformément par rapport à t,puisque sa dérivée partielle en x est borné, du fait que x���x est uniformément borné.On suppose en�n que, pour tout t; x, j�(t; x)j � �.(2.1) a une solution trajetoriellement unique, de plus si X00 = 1, on a X0t = ert etsi X0 = x on peut érire Xt sous la forme :Xt = xeR t0 �sdWs+R t0 (r� 12�2s)ds: (2.2)



22 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Nous supposerons que l'atif ontingent est de la forme f(XT ), où f satisfait l'hy-pothèse suivante :(H1) f est une fontion absolument ontinue, don presque partout dérivable, telleque : jf(x)j+ jf 0(x)j � L(1 + jxj�); p:s: x 2 R (2.3)où L et � sont deux onstantes positives.Remarque� Cette hypothèse assure que f(XT ) est de arrée intégrable.� Les fontions onvexes, dont les dérivés à gauhe ( ou à droite) sont à roissanepolyn�miale véri�ent l'hypothèse (H1) . Don les puts, les alls et toutes lesombinaisons linéaires de put et de all.Nous aurons besoin pour ertains résultats d'une hypothèse de régularité sur � :(H2) Il existe C; n > 0 tels que �������t (t; x)���� � C(1 + jxjn):2.1 Énonés des résultats pour les ouvertures appro-hées élémentaire et optimaleOn étudie que des ouvertures approhées à pas de temps �xe, 'est à dire, onintervient aux moments où t = tk = TN ; k = 0::N � 1. Notons " = TN .Nous étudierons deux types de ouvertures, la ouverture approhée élémentaire etla ouverture approhée optimale.La ouverture approhée élémentaire est dé�nie par :H"t = Hk"; si t 2 [k"; (k + 1)"[; (2.4)ave Ht = �F�x (t; Xt) le proessus de la ouverture parfaite.La ouverture approhée optimale est dé�nie par :H(")t = H(k"); 8t 2 [k"; (k + 1)"[;ave : H(k") = E�R (k+1)"k" Hu ~X2u�2(u;Xu)dujFk"�E�R (k+1)"k" ~X2u�2(u;Xu)dujFk"� : (2.5)



ÉNONCÉS DES RÉSULTATS 23rappelons que on dé�nit le risque résiduel quadratique parR" = E( ~VT � ~V "T )2;ave VT = e�rTf(XT ), ~V "T valeur atualisée de la proessus de ouverture.Notation 2.1.1 On note g(t) , E ��Ht�x �2 �4tX4t! : (2.6)Une autre hypothèse de tehnique est néessaire:(H3) il existe � > 0 telle queE(Z T0 ��2F�x2 (t; Xt)�2+� dt <1On a alors le théorème suivant qui préise la vitesse de la onvergene du risquerésiduel lorsque le pas de ouverture " tend vers 0 :Théorème 2.1.2 Sous l'hypothèse (H1) on a :(i) lim"!0 R"" = 12E Z T0 e�2rtX4t �4(t; Xt)��2F�x2 (t; Xt)�2 dt! : (2.7)(ii) Si de plus (H2) et (H3) sont véri�és, et jg0(t)j � C(T�t)3=2 , alors on a plus préi-sément : R"" = 12E Z T0 e�2rtX4t ��2F�x2 (t; Xt)�2 �4(t; Xt)dt!+O(" 12 ): (2.8)Corollaire 2.1.3 Sous l'hypothèse (H1), (H2), et pour all ou put, ou pour f deuxfois dérivable ave jf 00(x)j à roissane polyn�miale , (2.8) est vrai.Ce orollaire est onséquene diret du lemme 2.2.37 que l'on va démontrer. Ladémonstration de e théorème se trouve dans la setion 2.2.5.Nous donnons le théorème sur l'ordre de onvergene vers 0 du risque résiduelquadratique de la ouverture optimale, quand la fréquene d'interventions tend versl'in�ni :Théorème 2.1.4 Si les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites alors :jR(H")� R(H("))j � K"2;



24 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1ave la notation (1.15).Cei implique que le risque résiduel de la ouverture optimale onverge vers zéro avepratiquement le même ordre de onvergene que elui de la ouverture élémentaire. Enpartiulier les résultats du théorème 2.1.2 restent vrais dans le as de la ouvertureoptimale.Remarque 2.1.5 On voit don que sous les hypothèses (H1) et (H2) la ouvertureoptimale n'est pas asymptotiquement meilleure que la ouverture élémentaire. Ce résul-tat permet de justi�er l'utilisation de la ouverture élémentaire dans les as pratiques,alors que la ouverture optimale semblait a priori sensiblement meilleure.La démonstration de e théorème se trouve à setion 2.2.6.L'essentiel de e hapitre est maintenant onsarée aux démonstrations de es deuxthéorèmes.2.2 Démonstrations2.2.1 Un ensemble de proessus, l'espaeM2On dé�nit un espaeM2, qui nous servira dans la démonstration des deux théorèmesde la setion 2.1.Dé�nition 2.2.1 L'espae M2(P) sera onstitué des proessus d'Ito fFtg0�t�T adap-tés Ht : dHt = atdt+ btdWttels que 8p � 1, E��Z T0 (a2t + b2t )dt�p� <1:On véri�e sans di�ultés que M2(P) est un espae vetoriel. Les deux lemmes quisuivent se démontrent à l'aide de l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy :Lemme 2.2.2 Pour H dans M2(P), on a E sup0�t�T jHtjp <1, pour tout p positif.Lemme 2.2.3 Une martingale fMtgt2[0;T ℄ à trajetoires ontinues est dans M2(P) siet seulement si MT est dans Lp(
;P) pour tout p � 1.Dé�nition 2.2.4 On dira que P1 et P2 deux probabilités équivalentes sont fortementéquivalentes si dP1dP2 2 Lp(P2) et dP2dP1 2 Lp(P1), pour tout p � 1. On notera alorsP1 ' P2.Remarque 2.2.5 Il est faile de montrer, en utilisant l'inégalité de Cauhy Shwartzque, si P ' Q alors M2(P) =M2(Q).



DÉMONSTRATIONS 25Notons de plus que si P et Q sont telles que :dQdP = exp(Z T0 tdWt � 12 Z T0 2tdt)ave t proessus adapté, ontinu et uniformément borné, alors P ' Q et donM2(P) =M2(Q).Dé�nition 2.2.6 N 2(P) est l'ensemble des proessus Y dans M2(P) tel qu'il existeune version de bYt satisfait, pour tout p > 0 :E�supt�T jbYt jp� <1:Évidemment un proessus de M2(P) qui est à variation bornée est dans N 2(P).Le lemme suivant montre que N 2(P) est une sorte de noyau de multipliation pourM2(P):Lemme 2.2.7 Si X 2 M2(P); Y 2 N 2(P), alors XY 2 M2(P).Démonstration : X et Y s' expriment respetivement par :dXt = aXt dt+ bXt dWt;et : dYt = aYt dt+ bYt dWt:En utilisant la formule d'Ito, on obtient :dXtYt= XtdYt + YtdXt+ < X; Y >t= Xt(aYt dt+ bYt dWt) + Yt(aXt dt + bXt dWt) + bXt bYt dt= (XtaYt + YtaXt + bXt bYt )dt+ (XtbYt + YtbXt )dWt;Pour véri�er que XY est dans M2(P), on remarque que :E�Z T0 jXtaYt + YtaXt + bXt bYt j2dt�p� C �E supt�T jXtj2p(Z T0 jaYt j2dt)p�+ CE�supt�T jYtj2p(Z T0 jaXt j2dt)p�



26 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1+CE�Z T0 jbXt bYt j2dt�p� CE�supt�T jXtj2p(Z T0 jaYt j2dt)p� + CE�supt�T jYtj2p(Z T0 jaXt j2dt)p�+CE�supt�T jbYt j2p(Z T0 jbXt j2dt)p�� CE�supt�T jXtj4p� 12 �E(Z T0 jaYt j2dt)2p� 12+C �E supt�T jYtj4p� 12 �E(Z T0 jbYt j2dt)2p� 12+C �E supt�T jbYt j4p� 12 �E(Z T0 jbXt j2dt)2p� 12 :En utilisant le lemme 2.2.2 et la dé�nition de M2(P) et N 2(P), on voit que eiest borné. On véri�e de même que :E�Z T0 jXtbYt + YtbXt j2dt�p < +1;et l'on en déduit que XY est dans M2(P).La proposition suivante donne une estimation qui nous servira ultérieurement.Proposition 2.2.8 Si U est un proessus d'Ito Ft-prévisible tel que :dUt = atdt+ btdWtave : E�Z T0 (jatj2 + jbtj2)dt� <1;et on dé�nit e" = E(Z T0 (Ut � U "t )dWt)2;alors, on a : E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �Z tk" asds�2 dt est un O("2); (2.9)E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" ����Z tk" asds���� ����Z tk" bsdWs���� dt est un O("3=2): (2.10)



DÉMONSTRATIONS 27De plus : e" , E((Z T0 (Ut � U "t )dWt)2)= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" b2sdsdt+O("3=2):En partiulier e" est au plus d'ordre O(").Démonstration : On ommene par remarquer que :e" = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ut � Uk")2dt= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds+ Z tk" bsdWs)2dt= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2dt+ 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)(Z tk" bsdWs)dt+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2dt= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2dt+ 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)(Z tk" bsdWs)dt+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" b2sdsdt:Il n'y a qu'à montrer que les premier et seond terme sont des O("3=2). Pour lepremier terme, on remarque que :E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2dt� E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" " Z (k+1)"k" a2sdsdt� E N�1Xk=0 "2 Z (k+1)"k" a2sds = "2E Z T0 a2sds;



28 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1don il est d'ordre O("2), et (2.9) est véri�é. Quant au seond terme, en utilisantl'inégalité de Cauhy-Shwartz, on montre qu'il est plus petit que :2 E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2dt! 12  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2dt! 12
� 2 E N�1Xk=0 "2 Z (k+1)"k" a2sds! 12  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2dt! 12
= 2�"2E Z T0 a2sds� 12  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" b2sdsdt!12
� 2"�E Z T0 a2sds� 12  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" b2sdsdt!12
= 2"�E Z T0 a2sds� 12  "E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" b2sds!12= 2"3=2�E Z T0 a2sds� 12 �E Z T0 b2sds� 12 :On en déduit que le seond terme est un O("3=2), puis que (2.10) est véri�é. En�non remarque que le troisième terme est plus petit que :Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" b2sdsdt = " Z T0 b2sds;e qui prouve que e" est au plus d'ordre O(").

2.2.2 Une évaluation formelleOn a vu que si Ht est la ouverture parfaite d'un payo� dans L2, le risque quadra-tique est R" = E(Z T0 (Ht �H"t )d ~Xt)2;ave H"t la ouverture élémentaire dé�ni dans (2.4) et on étudie l'estimation deR(";H) , E(Z T0 (Ht �H"t )d ~Xt)2 = E(Z T0 (Ht �H"t )2�2(t; Xt) ~X2t dt):



DÉMONSTRATIONS 29Soit H 2 M2(P), ave Ht = H0 + Z t0 asds+ Z t0 bsdWs:On a les lemmes suivants :Lemme 2.2.9 E R T0 (Ht �H"t )2dt est au plus O(").Démonstration :E Z T0 (Ht �H"t )2dt = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds+ Z tk" bsdWs)2dt� 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �(Z tk" asds)2 + (Z tk" bsdWs)2� dt= 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �(Z tk" asds)2 + (Z tk" b2sds)� dt� 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k"  "(Z (k+1)"k" a2sds) + (Z (k+1)"k" b2sds)! dt= 2"2E(Z T0 a2sds) + 2"E(Z T0 b2sds)dtDon 'est un O(").Lemme 2.2.10 R("; R :0 bsdWs) est au plus O(").Démonstration :R("; Z :0 bsdWs) = E N�1Xk=0 (Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)d ~Xt)2= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2�2(t; Xt) ~X2t dt= EN�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2(t; Xt)dt



30 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1ave (t; Xt) borné et dPdP = E(Z :0 2�sdWs)T ;don on a R("; Z :0 bsdWs) � EN�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2dt:Remarquons que P ' P, et don M2(P) =M2(P), lemme 2.2.9 s'applique, et ona R("; R :0 bsds) est au plus O(").Lemme 2.2.11 R("; R :0 asds) est au plus O("2).Démonstration :R("; Z :0 asds) = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2�2(t; Xt) ~X2t dt= EN�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2(t; Xt)dt� C"EN�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z (k+1)"k" a2sds)dt� C"2EZ T0 a2sds:d'où le lemme.Proposition 2.2.12 R(";H) = R("; Z :0 bsdWs) +O("3=2):Démonstration :R(";H) = R("; Z :0 asds+ Z :0 bsdWs)= R("; Z :0 bsdWs) +R("; Z :0 asds) +2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)(Z tk" bsdWs)�2(t; Xt) ~X2t dt



DÉMONSTRATIONS 31Comme R("; R :0 asds) est au plus O("2), et le troisième terme est plus petit que2(R("; Z :0 asds)) 12 (R("; Z :0 bsdWs)) 12 ;don est au plus O("3=2) par lemmes 2.2.11 et 2.2.10, on a �nalement queR(";H) = R("; Z :0 bsdWs) +O("2) +O("3=2)= R("; Z :0 bsdWs) +O("3=2)
Proposition 2.2.13R("; Z :0 bsdWs) = EXk Z (k+1)"k" Z tk" e�2rsb2s�2sX2sdsdt+ r(");où r(") est O("):Si (H2) est véri�é, et qu'il existe � > 0 telle queE(Z T0 jbtj2+�dt) <1 (2.11)r(") est d'ordre O("3=2):La démonstration de ette proposition se trouve au page 34.Corollaire 2.2.14R(";H) = EXk Z (k+1)"k" e�2rsb2s�2sX2sdsdt+ r("):Lemme 2.2.15 Soit p � 1, on a :supk E supk"�t�(k+1)" jXt �Xk"jp � C" p2 :Démonstration : On a :Xt �Xk" = Z tk" rXsds+ Z tk" �(s;Xs)XsdWs:Don :



32 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1
jXt �Xk"jp � Cp��Z tk" rjXsjds�p + ����Z tk" �(s;Xs)XsdWs����p�En utilisant l'inégalité de Doob, on obtient :E supk"�t�(k+1)" jXt �Xk"jp� Cp0�E Z (k+1)"k" rjXsjds!p +E0������Z (k+1)"k" �(s;Xs)2X2sds�����p=21A1A :Il est alors faile de montrer que le premier terme est d'ordre "p et le deuxième estd'ordre "p=2. Comme les onstantes ne dépendent pas de k on obtient le résultat.Lemme 2.2.16 Si (2.11) est véri�é, on aE N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2jX2t �X2k"jdt!est un O("3=2).Démonstration : En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwartz, avep1; p2; p3 > 1; 1p1 + 1p2 + 1p3 = 1;en prenant p3 = 1 + �=2, on a :E N�1Xk=0 supk"�t�(k+1)" jXtj supk"�t�(k+1)" jXt �Xk"j Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2dt� N�1Xk=0  E supk"�t�(k+1)" jXtjp1! 1p1  E supk"�t�(k+1)" jXt �Xk"jp2! 1p2 E(Z (k+1)"k" (Z tk" bsdWs)2dt)p3! 1p3 :Le lemme 2.2.15 permet de voir que les deux premiers fateurs sont majoré parC" 12 , la onstante C ne dépendant pas de de k. On voit don que la quantité que l'onherhe à majorer est plus petite que :



DÉMONSTRATIONS 33
C" 12 N�1Xk=0 (E Z (k+1)"k" �Z tk" bsdWs�2 dt!p3) 1p3� C" 12  N�1Xk=0 E Z (k+1)"k" �Z tk" bsdWs�2 dt!p3! 1p3 � " 1p3�1:On obtient e dernier résultat en utilisant l'inégalité de Hölder dans RN . De plusette dernière quantité est plus petite queC" 12  N�1Xk=0 E Z (k+1)"k" �Z tk" bsdWs�2p3 dt"p3�1! 1p3 � " 1p3�1� C" 12  N�1Xk=0 E Z (k+1)"k" �Z tk" b2sds�p3 dt"p3�1! 1p3 � " 1p3�1� C" 12  N�1Xk=0 E Z (k+1)"k" �Z tk" b2p3s ds� dt"2(p3�1)! 1p3 � " 1p3�1� C" 12  N�1Xk=0 E Z (k+1)"k" b2p3t dt"2p3�1! 1p3 � " 1p3�1= " 12+ 2p3�1p3 + 1p3�1E Z T0 b2p3t dt= " 32E Z T0 b2p3t dt

Cei termine la démonstration.Lemme 2.2.17 Sous l'hypothèse (H3) ,R("; Z :0 bsdWs) = EXk Z (k+1)"k" e�2rt(Z tk" bsdWs)2�2(t; Xk")X2k"dt+ r1(");ave r1(") d'ordre O("3=2).Démonstration :



34 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1
r1(") = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" e�2rt(Z tk" bsdWs)2((Xt�(t; Xt))2 � (Xk"�(t; Xk"))2)dt;En tenant ompte du aratère lipshitzien de x�(t; x), on prouve que ette quantitéest majorée à une onstante près par :E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk"(Z tk" bsdWs)2jX2t �X2k"jdt;et on �nit la démonstration en utilisant le lemme 2.2.16.Pour démontrer la proposition 2.2.13, on ommene par utiliser le lemme 2.2.17,R("; Z :0 bsdWs)= EXk Z (k+1)"k" e�2rt(Z tk" bs�(t; Xk")Xk"dWs)2dt+ r1(")= EXk Z (k+1)"k" e�2rt Z tk" b2s�2(t; Xk")X2k"dsdt+ r1(")= EXk Z (k+1)"k" Z tk" e�2rsb2s�2(s;Xs)X2sdsdt+ r4(") + r3(") + r2(") + r1(");(2.12)ave r2(") = EXk Z (k+1)"k" e�2rt Z tk" b2s(�2(t; Xk")X2k" � �2(t; Xs)X2s )dsdt;r3(") = EXk Z (k+1)"k" e�2rt Z tk" b2s(�2(t; Xs)� �2(s;Xs))X2sdsdt:r4(") = EXk Z (k+1)"k" Z tk"(e�2rt � e�2rs)b2s�2(s;Xs)X2sdsdt;On montre failement que r2(") est du même ordre que r1("), en suivant le mêmeraisonnement, et que r4(") est d'ordre O("2). Pour r3("), on a lemme suivant, quipermet de �nir la démonstration de proposition 2.2.13 :Lemme 2.2.18 lim"!0 r3(")" = 0;et si en plus (H2) est véri�é, r3(") est d'ordre O("2).



DÉMONSTRATIONS 35Démonstration :jr3(")j = EXZ (k+1)"k" e�2rt Z tk" (bsXs)2 j�(t; Xs)2 � �(s;Xs)2jdsdt� 2 k � k1 EXZ (k+1)"k" Z tk" (bsXs)2 j�(t; Xs)� �(s;Xs)jdsdt� 2 k � k1 EXZ (k+1)"k" Z (k+1)"k" (bsXs)2 supk"�t<(k+1)" j�(t; Xs)� �(s;Xs)jdsdt= 2" k � k1 EXZ (k+1)"k" (bsXs)2 supk"�t<(k+1)" j�(t; Xs)� �(s;Xs)jdsdt:Il est alors faile de montrer que r3(")=" tend vers 0 quand " tend vers 0 en utilisantle théorème de onvergene de Lebesgue.Si en plus (H2) est véri�é, 'est à dire:�������t ���� � L(1 + jxj�);on peut obtenir un estimation plus préise de r("). Pour ela, on note que :jr3(")j = EXZ (k+1)"k" e�2rt Z tk" (bsXs)2 j�(t; Xs)2 � �(s;Xs)2jdsdt� 2 k � k1 EXZ (k+1)"k" Z tk" (bsXs)2 j�(t; Xs)� �(s;Xs)jdsdt� 2 k � k1 EXZ (k+1)"k" Z tk" (bsXs)2 (t� s)L(1 + jXsj�)dsdt� 2 k � k1 "EXZ (k+1)"k" Z (k+1)"k" (bsXs)2 L(1 + jXsj�)dsdt= 2 k � k1 "2EXZ (k+1)"k" (bsXs)2 L(1 + jXsj�)ds= 2 k � k1 "2E Z T0 (bsXs)2 L(1 +X�s )ds;don est d'ordre O("2).En utilisant la proposition 2.2.12 et l'équation (2.12) on obtient :



36 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Corollaire 2.2.19R(";H) = EXk Z (k+1)"k" Z tk" e�2rsb2s�2(s;Xs)X2sdsdt+ r(");où r(") est d'ordre o("), et si (H2) est véri�é, r(") est d'ordre O("3=2�"), 8" > 0 ;si en plus (2.11) est véri�é, r(") est d'ordre O("3=2).2.2.3 Un lemme d'analyseLemme 2.2.20 Soit f une fontion ontinue sur [0; T [ et telle que R T0 jf(t)jdt < 1,et soit " = TN , alors quand "! 0, on a :(i) N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt = " 12 Z T0 f(t)dt+ ~r("); (2.13)où ~r(") est d'ordre o(").(ii) Si, de plus, f est ontinument dérivable dans ℄0; T [, et s'il existe 0 < � < 2 telque pour tout t 2℄0; T [ on a : jf 0(t)j � Ct� (T � t)� ;alors le ~r(") est d'ordre O("2) si 0 < � < 1;O("2 log "�1) si � = 1;O("3��) si 1 < � < 2: (2.14)
Démonstration : Nous ommençons par prouver le lemme pour une fontion f onti-nue sur un intervalle fermé [0; T0℄, ave T0 > 0. Pour ela remarquons que :N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt= N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �Z tk" f(s)� dsd(t� (k + 1)")= N�1Xk=0 Z (k+1)"k" f(t)((k + 1)"� t)dt;



DÉMONSTRATIONS 37par une intégration par parties.On érit alors " 12 Z T0 f(t)dt = N�1Xk=0 Z (k+1)"k" f(t)12"dt;et en notant Æ" = N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt� " 12 Z T0 f(t)dt;on a Æ" = N�1Xk=0 Z (k+1)"k" f(t)((k + 12)"� t)dt: (2.15)En faisant le hangement de variable t ! (2k + 1)" � t; de [k"; (k + 1)") danslui-même, on a Æ" = � N�1Xk=0 Z (k+1)"k" f((2k + 1)"� t)�(k + 12)"� t� dt; (2.16)(2.15) et (2.16) donnent queÆ" = 12 N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (f(t)� f ((2k + 1)"� t))�(k + 12)"� t� dt (2.17)Comme f est ontinue sur [0; T0℄ don uniformément ontinue sur [0; T0℄, f(t) �f ((2k + 1)"� t) tend vers à 0 uniformément quand " tend vers 0. On en déduit que leterme préédent est d'ordre o("). Don la première propriété est vraie si f est ontinuesur [0; T0℄.Pour traiter le as où f est ontinue sur [0; T [, on proède par tronation. Soit Æ unréel positif et � assez petit de façon à avoir :Z TT�2� jf(t)jdt � Æ;alors :N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt= Xk:(k+1)"�T�� Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt+ Xk:T��<(k+1)"�T Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt:



38 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Comme f est ontinue sur [0; T��℄, et ave (2.17) en utilisant la uniforme ontinuitéde f sur [0; T � �℄, on peut réérire le premier terme par, si " est plus petit que � :12" Z T��0 f(t)dt+ o(") + "Æ:De plus le deuxième terme de (2.18) est plus petit que :Xk:T��<(k+1)"�T Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" jf(s)jdsdt= " Z TT�� jf(t)jdt � "Æ:On prend � et Æ assez petit, et on onlut que (i) est vraie.Pour démontrer (ii), on réérit :N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" f(s)dsdt= N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" f(k")dsdt+ N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk"(f(s)� f(k"))dsdt= "2 N�1Xk=0 Z (k+1)"k" f(k")dt+ N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk"(f(s)� f(k"))dsdt= "2 N�1Xk=0 Z (k+1)"k" f(t)dt� "2 N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (f(t)� f(k"))dt+ N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk"(f(s)� f(k"))dsdt= "2 Z T0 f(t)dt� "2 N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (f(t)� f(k"))dt+ N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk"(f(s)� f(k"))dsdt= "2 Z T0 f(t)dt� "2 Z "0 (f(t)� f(0))dt� "2 N�1Xk=1 Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt+ Z "0 Z t0 (f(s)� f(0))dsdt+ N�1Xk=1 Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdt



DÉMONSTRATIONS 39don Æ" = �"2 Z "0 (f(t)� f(0))dt� "2 N�1Xk=1 Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt+ Z "0 Z t0 (f(s)� f(0))dsdt+ N�1Xk=1 Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdt:On divise l'intervalle [0; T [ en deux parties, [0; T=2[ et [T=2; T [. On diviseÆ" = Æ(1)" + Æ(2)" ;aveÆ(1)" = �"2 Z "0 (f(t)� f(0))dt� "2 Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt+ Z "0 Z t0 (f(s)� f(0))dsdt+ Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdtÆ(2)" = �"2 Xk"�T=2Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt+ Xk"�T=2Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdt:Il su�t de montrer que Æ(1)" et Æ(2)" sont tous au plus d'ordre (2.14).(a) On montre d'abord pour Æ(1)" .Comme k" < T=2, supposons l'est aussi (k + 1)". Don pour tout k; t telle quek" < T=2; t 2 [k"; (k + 1)"[, on ajf 0(t)j � 1t�(T � t)� � 1t�(T � T=2)� � Ct� (2.18)� le as 0 < � < 1.On ajÆ(1)" j � "2 Z "0 Z t0 f 0(s)dsdt+ "2 Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt



40 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1+ Z "0 Z t0 Z s0 f 0(u)dudsdt+ Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdt= "2 Xk"<T=2Z (k+1)"k" Z tk" 1s�(T � s)�dsdt+ Xk"<T=2Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" 1u�(T � u)�dudsdt� C "2 Xk"<T=2Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1s�dsdt+C Xk"<T=2Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1u�dudsdt� C"2 Z T0 1t�dtDon 'est d'ordre O("2).� le as 1 � � < 2.On rérit Æ(1)" = A1(") + A2(");ave A1(") = �"2 Z "0 (f(t)� f(0))dt+ Z "0 Z t0 (f(s)� f(0))dsdt;A2(") = �"2 Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt+ Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdt:A1(") est d'ordre O("2) puisque f est uniformément borné au voisinage de0, pare que f est ontinue à droite à 0.Pour A2("), on ajA2(")j � "2 Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" jf 0(s)jdsdt+ Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" jf 0(u)jdudsdt



DÉMONSTRATIONS 41par (2.18), ei est plus petit que"2 Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" 1s�dsdt+ Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" 1u�dudsdt� "2 Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1(k")�dsdt+ Xk"<T=2;k>0Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1(k")�dudsdt= 32"3 Xk"<T=2;k>0 1(k")�= 32"3�� Xk"<T=2;k>0 1k� ;don pour � = 1, 'est d'ordre "2 log "�1, pour 1 < � < 2, 'est d'ordreO("3��).Don Æ(1)" est d'ordre (2.14).(b) On montre maintenant que Æ(2)" est au plus d'ordre (2.14).Comme k" � T=2, pour tout k; t telle que k" < T=2; t 2 [k"; (k + 1)"[, on ajf 0(t)j � 1t�(T � t)� � 1(T=2)�(T � t)� � C(T � t)� : (2.19)� le as 0 < � < 1.jÆ(2)" j � "2 Xk"�T=2Z (k+1)"k" Z tk" 1(T � s)�dsdt+ Xk"�T=2Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" 1(T � u)�dudsdt� "2 Xk"�T=2Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1(T � t)�dsdt+ Xk"�T=2Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1(T � t)�dudsdt= "22 Xk"�T=2Z (k+1)"k" 1(T � t)�dt+ "2 Xk"�T=2Z (k+1)"k" 1(T � t)�dt



42 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1� 32"2 Z T0 1(T � t)�dt:Don 'est d'ordre O("2).� On montre ensuite pour le as 1 � � < 2.On rérit Æ(2)" = B1(") +B2(");aveB1(") = �"2 Z T(N�1)" Z t(N�1)" f 0(s)dsdt+ Z T(N�1)" Z t(N�1)" Z s(N�1)" f 0(u)dudsdt;B2(") = �"2 Xk"�T=2;k�N�2Z (k+1)"k" Z tk" f 0(s)dsdt+ Xk"�T=2;k�N�2Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" f 0(u)dudsdt:On a pour jB1(")j et jB2(")j:jB1(")j � "2 Z T(N�1)" Z t(N�1)" 1(T � s)�dsdt+ Z T(N�1)" Z t(N�1)" Z s(N�1)" 1(T � u)�dudsdt� "2 Z T(N�1)" Z t(N�1)" 1(T � s)�dsdt+ Z T(N�1)" Z t(N�1)" Z T(N�1)" 1(T � s)�dudsdt= 32" Z T(N�1)" Z t(N�1)" 1(T � s)�dsdt;
jB2(")j � "2 Xk"�T=2;k�N�2Z (k+1)"k" Z tk" 1(T � s)�dsdt+ Xk"�T=2;k�N�2Z (k+1)"k" Z tk" Z sk" 1(T � u)�dudsdt



DÉMONSTRATIONS 43� Xk"�T=2;k�N�2Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1(T � (k + 1)")�dsdt+ Xk"�T=2;k�N�2Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" Z (k+1)"k" 1(T � (k + 1)")�dudsdt= 32"3 Xk"�T=2;k�N�2 1(T � (k + 1)")� :� Pour � = 1, B1(") est d'ordre O("2):jB1(")j � 32" Z T(N�1)" Z t(N�1)" 1T � sdsdt� 32" Z "0 (log t� log ")dt= 32"2 log "� Z "0 td log t� 32"2 log "= 32"2:� Pour 1 < � < 2, B1(") est d'ordre O("3��):jB1(")j � 32" Z T(N�1)" Z t(N�1)" 1(T � s)�dsdt= 32(�� 1)" Z T(N�1)"( 1(T � t)��1 � 1"��1 )dt= 32(�� 1)(2� �)" Z T(N�1)" d(T � t)2�� � 32(�� 1)"3��= 32(2� �)"3��� Pour � = 1, B2(") est d'ordre O("2 log "�1), et pour 1 < � < 2, B2(")est d'ordre O("3��):jB2(")j � 32"3 N�2Xk=0 1(T � (k + 1)")�= 32"3�� N�2Xk=0 1(N � (k + 1)")�= 32"3�� N�1Xm=1 1m� ;



44 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1don pour � = 1, 'est d'ordre O("2 log "�1), pour 1 < � < 2, 'estd'ordre O("3��).Par les ordres de grandeur de B1(") et B2("), on a Æ(2)" est d'ordre (2.14).Ainsi se termine la démonstration de (ii) du lemme.
2.2.4 Quelques propriétés de HtNous montrons d'abord que l'on peut intervertir la dérivation et l'espérane dans laformule (1.12). Ensuite nous donnons quelques propriétés de Ht que nous allons utiliserun peu plus tard.Rappelons, un théorème de �ot pour les équations di�érentielles stohastiques dansle adre multi-dimensionnel :Théorème 2.2.21 Soit Xxt la solution de l'équation (1.3), issue de x en 0, ave �satisfait la ondition dans setion 1.1, alors il existe une modi�ation de Xxt tel quepour p.s. tout !, la fontion x ! Xxt est un C1 di�éomorphisme. De plus, Yt =��Xi;xt�xj �i;j=1::d satisfait l'équation :Yt = I + Z t0 rYsds+ Z t0 dXk=1(IXs�s)0kYsdW ks ;où (Ix�(t; x))0k = (�xi�i;k(t; x)�xj )i;j=1::d:On peut onsulter à e sujet [IW89℄, hapitre V. Dans le as de la dimension 1, leproessus (Yt; t � 0) prend la forme :�Xxt�x = exp�Z t0 (�s +Xs�0s)dWs � 12 Z t0 (�s +Xs�0s)2ds+ rt�; (2.20)ave �s = �(s;Xxs ) et �0s = �0(s;Xxs ).Le lemme suivant permet d'obtenir des estimations sur les dérivés de X t;xT :Lemme 2.2.22 Pour tout x dans un domaine borné K de R, et si p > 1; m � 0, on asupx2KE �����mX t;xT�xm ����p! <1:



DÉMONSTRATIONS 45Démonstration : Le as m = 0, le lemme est évident. Nous prouvons e lemme endétail dans la as où m = 1 et d = 1. Pour les as où m > 1 et de dimension supérieure,la démonstration est analogue.On suppose sans perdre la généralité que t = 0. En utilisant le théorème 2.2.21 onobtient que �Xxt�x satisfait l'équation pour 0 � t � T :Yt = 1 + Z t0 rYsds+ Z t0 (�s +Xs�0s)YsdWs:On en déduit que :jYtjp � C1 + C2j Z t0 rYsdsjp + C3j Z t0 (�s +Xs�0s)YsdWsjp:Don, en prenant l'espérane on obtient :EjYtjp � C1 + C2Ej Z t0 rYsdsjp + C3Ej Z t0 (�s +Xs�0s)YsdWsjpPuis en utilisant l'inégalité de Hölder et de Burkholder-Davis-Gundy, on en déduitque : EjYtjp � C1 + C 02E Z t0 jYsjpds+ C 03E Z t0 j(�s +Xs�0s)Ysjpds:Comme �s +Xs�0s est borné uniformément, on a :EjYtjp � C1 + C4 Z t0 EjYsjpds:Toutes les onstantes étant positives et indépendantes de t, on obtient à l'aide dulemme de Gronwall : EjYtjp � C1eC4t;don E(j�XxT�x jp) est borné uniformément.On rappelle le propriété de �ne:On dit qu'une zone 
 dans Rd a le propriété de �ne si haque point de 
 est lesommet d'un �ne ontenue dans la fermeture de 
. Le �ne étant représenté parx21 + � � �+ x2n�1 < bx2n; 0 < xn < a;a; b sont des onstantes.Rappelons, maintenant, l'inégalité de Sobolev suivante (Voir Adams [Ada75℄) :Lemme 2.2.23 Soit 
 un domaine de Rd ayant la propriété de �ne, si mp > d, alorsl'injetion Wm;p(
)! C0b (
)est ontinue. De plus la norme de l'injetion anonique ne dépend que de m; p; d et 
.



46 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1La proposition suivante permet de justi�er l'éhange de la dérivation et de l'espé-rane.Proposition 2.2.24 Soit f satisfaisant l'hypothèse (H1) et si X t;xs la solution del'équation (2.1) issue de x à l'instant t, on a :H(t; x) = E�e�r(T�t) ��xf(X t;xT )� : (2.21)De plus, si (W t; t � 0) est un mouvement brownien sous ertaine probabilité Q, etsi Xt;x est la solution unique de :dXsXs = �r + �(s;Xs) ��(s;Xs) +Xs�0(s;Xs)�� ds+ �(s;Xs)dW s;issue de x en t, alors on a aussi :H(t; x) = EQ �f 0(X t;xT )� : (2.22)En�n si P est la probabilité équivalente à P de densité donnée par :dPdP = exp (Z T0 (�s +Xs�0s)dWs � 12 Z T0 (�s +Xs�0s)2ds):où �s = �(s;Xs) et �0s = �0(s;Xs), on a :H(t; Xt) = E (f 0(XT )jFt) :Démonstration : Démontrons d'abord le résultat pour f dans C1(R). Soit Vx uneboule ouverte de entre x (qui satisfait don la propriété de �ne). Comme jf 0(x)j �L(1 + jxj�), on a :E�supy2Vx ����f 0(Xyt )�Xyt�x ����� � E�supy2Vx ����L(1 + (Xyt )�)�Xyt�x �����Comme d = 1, en prenant m = 1; p = 2 et en utilisant l'inégalité de Sobolevpréédente on obtient :E�supy2Vx ����f 0(Xyt )�Xyt�x ����� � CE (1 + (Xyt )�)�Xyt�x W 2;1(Vx)! :En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwartz et le lemme 2.2.22, on en déduit que :



DÉMONSTRATIONS 47
E (1 + (Xyt )�)�Xyt�x W 2;1(Vx)! <1;puis que : E�supy2Vx ����f 0(Xyt )�Xyt�x ����� <1:On peut alors appliquer le théorème de Lebesgue, pour intervertir l'espérane et ladérivation, on obtient alors :H(t; x) = ��xE �e�r(T�t)f(X t;xT )�= E�e�r(T�t) ��xf(X t;xT )�= E�e�r(T�t)f 0(X t;xT ) ��xX t;xT � :Or l'on a vu (voir l'équation (2.20)) que :�X t;xT�x = exp (Z Tt (�t;xs +X t;xs �0t;xs )dWs � 12 Z Tt (�t;xs +X t;xs �0t;xs )2ds+ r(T � t));ave �t;xs = �(s;X t;xs ) et �0t;xs = �0(s;X t;xs ), on obtient don :H(t; x) = E�f 0(X t;xT ) exp (Z Tt (�t;xs +X t;xs �0t;xs )dWs � 12 Z Tt (�t;xs +X t;xs �0t;xs )2ds)� :Maintenant en utilisant le théorème de Girsanov, pour le hangement de probabilitéde P à Pt;x dé�ni par :dPt;xdP = exp (Z Tt (�t;xs +X t;xs �0t;xs )dWs � 12 Z Tt (�t;xs +X t;xs �0t;xs )2ds);on obtient : H(t; x) = Et;x �f 0(X t;xT )� :Mais sous la probabilité Pt;x, si on pose :W t;xs = Ws �Wt � Z st ��t;xs +X t;xs �0t;xs � ds;(W t;xs ; s � t) est un mouvement brownien, et X t;x est justement la solution forteunique de :



48 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1dXsXs = (r + �(s;Xs) (�(s;Xs) +Xs�0(s;Xs))) ds+ �(s;Xs)dW t;xs ;issue de x en t. Comme la loi de X t;x sous Pt;x est la même que Xt;x sous Q, onobtient (2.22) pour une fontion f de lasse C1.Nous allons maintenant montrer que les deux premiers résultats sont vrais pour toutf satisfaisant (H1) . Pour ela ommençons par noter que omme f satisfait (2.3), si :��(x) = e�x22�p2� ;on a f� = f � �� ! f; quand � ! 0:Les fontions f� sont de lasse C1, et on peut don appliquer le résultat préédentpour f�. Si : F�(t; x) = e�r(T�t)E(f�(X t;xT ));on a, en utilisant (1.11) :F�(t; x) = e�r(T�t) ZR f�(ey)p(t; T ; logx; y)dy;si p(t; T; y1; y2) est le noyau de transition de du proessus log(Xt).On en déduit don que :H�(t; x) = ��xF�(t; x) = e�r(T�t) ZR f�(ey) ��xp(t; T ; logx; y)dy:On justi�e le passage à la limite en utilisant l'estimation de �p�x ontenu dans lethéorème 1.3.3. On obtient de même que :H(t; x) = ��xF (t; x) = e�r(T�t) ZR f(ey) ��xp(t; T ; logx; y)dy:En utilisant l'estimation de �p�x , le fait que f� onverge vers f et en appliquantthéorème de onvergene de Lebesgue on obtient que H�(t; x) onverge vers H(t; x)pour (t; x) �xé, quand � tend vers zéro.De plus, omme f� est C1, on vient de voir que :H�(t; x) = E �f 0�(X t;xT )� :Si on note q la probabilité de transfert de logXt sous P, alors on a



DÉMONSTRATIONS 49H�(t; x) = E�f 0�(elogXt;xT )�= ZR f 0�(ey)q(t; T ; logx; y)dy= ZR q(t; T ; logx; y)e�ydf�(ey)= ZR f�(ey)d(q(t; T ; logx; y)e�y)puisque ��� �q�y (t; T ; logx; y)��� est d'ordre e�y2 d'après théorème 1.3.3, et f� tend versf quand � tend vers zéro, alors H�(t; x) tend versZR f(ey)d(q(t; T ; logx; y)e�y);et omme f est absolument ontinue, en e�etuant de nouveau une intégration parpartie, ei peut s'érire :ZR q(t; T ; logx; y)e�ydf(ey) = ZR f 0(ey)q(t; T ; logx; y)dy:La dé�nition de q, prouve alors que :ZR f 0(ey)q(t; T ; logx; y)dy = E �f 0(X t;xT )� ;don H�(t; x) tend vers E �f 0(X t;xT )�. Or on a vu que H�(t; x) tend vers H(t; x)quand � tend vers zéro, d'où :H�(t; x) = E �f 0(X t;xT )� :La troisième propriété s'obtient en remarquant que :E (f 0(XT )jFt) = E�f 0(XT ) exp (Z Tt (�s +Xs�0s)dWs � 12 Z Tt (�s +Xs�0s)2ds)jFt� ;ave �s = �(s;Xs) et �0s = �0(s;Xs). Et en utilisant la propriété de Markov pourle proessus (Xt; t � 0).Corollaire 2.2.25 Soit Q une probabilité fortement équivalente à P alors :limt!T H(t; Xt) = H(T;XT ) p.s et dans Lp(Q), pour tout p > 1



50 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Démonstration : On vient de voir que Ht = H(t; Xt) s'érit sous la forme :Ht = E (f 0(XT ) jFt ) ;don Ht est une P-martingale, et HT est dans Lp(Q), pour tout p > 1, don Ht estdans Lp(Q) et pour p �xé, jHtjp sont uniformément intégrable pour tout t. Don on ala onvergene p.s. et Lp(P). On en déduit le même type de onvergene pour touteprobabilité fortement équivalente à P et don à P.La proposition suivante assure qu'on peut appliquer la formule d'Ito à la fontionH(t; x) :Proposition 2.2.26 Si la fontion f satisfait (H1) , alors H(t; x) est de lasseC1;1([0; T [�R+�), et satisfait l'équation aux dérivées partielles suivante :( �u�t + Au+ (�2 + x��0)x�u�x = 0 pour (t; x) 2 [0; T [�R+�;limt!T u(t; x) = f 0(x) si x est un point de ontinuité de f 0.(2.23)Démonstration : Par la proposition 2.2.24, on a :H(t; x) = EQ �f 0(X t;xT )� ;et sous Q, X t;xs est la solution unique de :dXsXs = (r + �(s;Xs) (�(s;Xs) +Xs�(s;Xs))) ds+ �(s;Xs)dW s;issue de s en t. On en déduit que H(t; x) satisfait l'équation (2.23).Remarque 2.2.27 On vient de voir que sous P, H(t; Xt) est une martingale, parlemme 2.2.3, on a Ht 2 M2(P). Comme on a P ' P, don M2(P) = M2(P), donHt 2 M2(P).De plus omme on peut appliquer la formule d'Ito à la fontion H(t; x) on en déduitque :dH(t; Xt) = �H(t; Xt)�x Xt�tdW t = �H(t; Xt)�x Xt�t(dWt � (�s +Xs�0s)ds): (2.24)



DÉMONSTRATIONS 51ave : W t = Wt � Z t0 (�s +Xs�0s)ds;qui est un mouvement brownien sous P.On démontre maintenant quelques lemmes tehniques utiles. Ce premier lemme estlassique et nous ne le démontrons pas.Lemme 2.2.28 pour tout �; x > 0, � sous ondition (A), on a :sup0�t�s�T EjX t;xs j� < C(T; �)x�:Nous aurons besoin d'un lemme permettant de ontr�ler le omportement de laouverture en x.Lemme 2.2.29 il existe L0 positives tel que pour tout t > 0 et pour tout x 2 R, on a :jH(t; x)j � L0(1 + jxj�);ave le même � que elui intervenant dans (H1) .Démonstration : En utilisant la proposition 2.2.24, on obtient :H(t; Xt) = E �f 0(X t;xT )� ;et par (H1) , jf 0(x)j � L(1 + jxj�); �� p:s: x 2 R, et omme la loi de la variablealéatoire X t:xT admet un densité par rapport à la mesure de Lebesgue, on en déduitque : jf 0(X t;xT )j � L(1 + jX t;xT j�) P� p:s;on peut alors onlure en utilisant le lemme 2.2.28.On a un autre lemme que l'on utilisera plus tard.Lemme 2.2.30 Si l'hypothèse (H2) est véri�ée, et si la fontion qui dé�nit l'atifontingent f est deux fois ontinument dérivable ave :jf 00(x)j � L(1 + jxj�); (2.25)alors �����H(t; x)�x ���� � C(1 + jxj�); (2.26)et �H(t; Xt)�x , �H(t; Xt)�x Xt�t, �H(t; Xt)�x X2t �t sont dans M2(P).



52 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Démonstration : Par la proposition 2.2.24, on aH(t; x) = E �f 0(X t;xT )� ;ave, sous la probabilitéP, X t;x qui est la solution unique de l'équation di�érentiellestohastique : dXtXt = �1(t; Xt)dt+ �(t; Xt)dW t; (2.27)où �1(t; x) = r+�(t; x) (�(t; x) + x�0(t; x)). En utilisant (2.20), on en déduit que ladérivée de X t;xs par rapport à x satisfait l'équation di�érentielle stohastique suivante :dYsYs = �2(s;X t;xs )dW s + �2(s;X t;xs )dsave : �2(t; x) = r + (�(t; x) + x�0(t; x))2 + �(t; x)x (2�0(t; x) + x�00(t; x)) ;et �2(t; x) = �(t; x) + x�0(t; x). On en déduit que :�X t;xT�x = exp�Z Tt �2(s;X t;xs )dW s � 12 Z Tt �2(s;X t;xs )2ds+ Z Tt �2(s;X t;xs )ds� :On peut alors prouver, en utilisant la régularité de f que :�H(t; x)�x= ��xE �f 0(X t;xT )� (2.28)= E�f 00(X t;xT )�X t;xT�x �= Ef 00(X t;xT )eR Tt �2(s;Xt;xs )dW s� 12 R Tt �2(s;Xt;xs )2ds+R Tt �2(s;Xt;xs )ds (2.29)On fait, alors, un nouveau hangement de probabilité P dont la densité par rapportà P est telle que sous P : dW t = dW t � (�t + �0tXt)dt (2.30)est un mouvement brownien. Alors, sous P, on peut failement véri�er que :�H(t; Xt)�x = E�f 00(XT )eR Tt ((�s+�0sXs)2+�sXs(2�0s+�00sXs)+r)ds���Ft� ; (2.31)



DÉMONSTRATIONS 53ave : bt = (�t + �0tXt)2 + �tXt(2�0t + �00tXt) + r;�t = eR t0 bsds: (2.32)Remarquons que �t est uniformément borné et que l'on a :�H(t; Xt)�x �t = E (f 00(XT )�T j Ft) ;'est don une martingale ontinue. De plus, omme �t est uniformément borné, etvu l'hypothèse (2.25), on a : �����HT�x �T ���� � C(1 + jXT j�); (2.33)d'où (2.26).On en déduit que �HT�x �T est dans tout Lp(P) puis, dans tout Lp(
;P). Alors, enutilisant le lemme 2.2.3, on voit que �H(t; Xt)�x �t 2 M2(P). Et omme ��1t est dansM2(P) et est à variation variation borné, il est dans N 2(P). Le lemme 2.2.7 permetalors d'a�rmer que �H(t; Xt)�x = �t��1t �H(t; Xt)�x est dans M2(P).En�n en utilisant l'hypothèse (H2) , on peut véri�er que les proessus � et X sontdans N 2(P), don �Ht�x Xt�t et �Ht�x X2t �t sont aussi dans M2(P).On établit, alors, le lemme suivant qui nous permettra d'estimer le risque résiduel.Proposition 2.2.31 Sous l'hypothèse (H1) , et si � est un nombre réel stritementpositif on a : E0� Z T0 �Xt�2F�x2 (t; Xt)�2 dt!1+�1A <1: (2.34)Démonstration : En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwartz, on voit que la preuvede (2.34) est équivalente au même résultat sous la probabilité P. On va don montrerque pour tout � stritement positif on a :E0� Z T0 �Xt�2F�x2 (t; Xt)�2 dt!1+�1A <1: (2.35)Pour ela, on ommene par majorer, pour t < T :



54 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1E0� Z t0 �Xs�2F�x2 (s;Xs)�2 ds!1+�1A : (2.36)En utilisant l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy on obtient :E0� Z t0 �Xs�(s;Xs)�2F�x2 (s;Xs)�2 ds!1+�1A� CE sup0�u�t ����Z u0 Xs�(s;Xs)�2F�x2 (s;Xs)dW s����2+2�! (2.37)= CE sup0�u�t ����Z u0 Xs�(s;Xs)�H�x (s;Xs)dW s����2+2�! ; (2.38)puisque Hs = �F�x (s;Xs).D'autre part, en utilisant (2.24), on sait que Ht est une P martingale et que :Ht = H0 + Z t0 �Hs�x Xs�sdW s= EHt + Z t0 �Hs�x Xs�sdW s:On en déduit don que :Z t0 �Hs�x Xs�(s;Xs)dW s = Ht � EHt:D'où :E sup0�u�t ����Z u0 �H�x (s;Xs)Xs�(s;Xs)dWs����2+2�! � E sup0�u�t jHu�EHuj2+2� � CE sup0�u�t jHuj2+2�:(2.39)Don, en utilisant les équations (2.38) et (2.39) on obtient :E0� Z t0 �Xs�(s;Xs)�2F�x2 (s;Xs)�2 ds!1+�1A � CE sup0�u�t jHuj2+2�;ave C indépendant de t. Par lemme 2.2.29, le membre de droite est plus petit que :



DÉMONSTRATIONS 55CL0E sup0�u�t(1 + jXuj�):Or E sup0�u�t jXuj� est uniformément borné pour tout t 2 [0; T ℄ par l'inégalité deBurkholder-Davis-Gundy, don (2.36) est borné uniformément pour tout t < T . On endéduit omme, de plus, �(t; x) est bornée inférieurement que :E0� Z t0 �Xs�2F�x2 (s;Xs)�2 ds!1+�1A < +1:On en déduit l'inégalité (2.34).On étend maintenant légèrement e résultat.Corollaire 2.2.32 Sous l'hypothèse (H1) , si a est un réel positif, si � est un réelstritement positif, on a :E0� Z T0 jXtja��2F�x2 (t; Xt)�2 dt!1+�1A <1:Démonstration : On remarque que :E0� Z T0 jXtja�2�Xt�2F�x2 (t; Xt)�2 dt!1+�1A� E0� Z T0 supt�T (jXtja�2)�Xt�2F�x2 (t; Xt)�2 dt!1+�1A� E0�supt�T (jXtja�2) Z T0 �Xt�2F�x2 (t; Xt)�2 dt!1+�1A
et l'on onlut en utilisant le lemme 2.2.28 et la proposition 2.2.31.Remarque 2.2.33 On peut déduire de e résultat que H 2 M2(P) sur [0; T ℄.



56 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Propriété et évaluation de �H�x et g(t)On étudie dans ette partie �H�x et g(t), qui permet de véri�er les hypothèses (H3)et (H4) dans des appliations.Lemme 2.2.34 Pour tout 0 � t < T , on a�����H(t; x)�x ���� � C 1 + jxj�xpT � t :ave � dans (2.3).Démonstration : En utilisant la 2.2.24, on a :H(t; x) = Et;x �f 0(X t;xT )� :De plus à l'aide du théorème 1.3.3 (ii) H(t; x) peut s'érire sous la forme :H(t; x) = ZR f 0(ey)p(t; T ; logx; y)dy;p est le noyau de transition de logXT t; x sous Pt;x. Don, en dérivant, on obtient :�Ht�x = ZR f 0(ey) ��xp(t; T ; logx; y)dy;de plus l'hypothèse (H1) prouve que :jf 0(ey)j � L(1 + e�y);et le théorème 1.3.3(i) que :���� ��xp(t; T ; logx; y)���� � Cx(T � t) exp(� j logx� yj2T � t ):On en déduit que :�����Ht�x ���� � ZR L(1 + e�y) Cx(T � t) exp(� j logx� yj2T � t )� Cx(T � t) ZR L(1 + x�e�z) exp(� z2T � t)dz� C 1 + x�xpT � t :



DÉMONSTRATIONS 57Lemme 2.2.35 Si l'hypothèse (H2) est véri�ée, et si la fontion qui dé�nit l'atifontingent f est deux fois ontinument dérivable ave :jf 00(x)j � L(1 + jxj�);alors on a �����H�x (t; x)���� � C(1 + jxj�):La démonstration est de même que pour lemme 2.2.29.g étant dé�ni dans (2.6).On a les résultats suivants :Lemme 2.2.36 g(t) est ontinue et intégrable sur [0; T [.Démonstration : Par lemme 2.2.34 et le théorème de onvergene dominée, g(t) estontinue sur [0; T [.g(t) est intégrable sur [0; T [ est la onséquene du orollaire 2.2.32 (évidemmentvrai aussi pour � = 0), ave a = 4, en remarquant que H(t; x) = �F�x (t; x) et que �t estuniformément borné.Lemme 2.2.37 Supposons que la fontion f orresponde au as du put ou du all,alors on a:(i) �����H�x (t; x)���� � Ce� log2(x=K)T�tpT � t ;don (H3) est véri�é.(ii) g(t) est dérivable par rapport à t sur ℄0; T [, et sous l'hypothèse (H2), on a :jg0(t)j � Ct(T � t)3=2 ;e qui implique (H4).Démonstration : On ne montre le résultat que dans le as du all, ave f(x) =(x�K)+. Le as du put est identique.



58 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Commençons par remarquer que, en utilisant la proposition 2.2.24, l'on a :H(t; x) = E �f 0(X t;xT )�= E�1fXt;xT �Kg� :Nous allons approher 1fx�Kg par :f 0�(x) = 1� (x�K)1fK�x<K+�g + 1fx�K+�g:Nous avons vu que H�(t; x) vaut :H�(t; x) = E �f 0�(X t;xT )� :D'autre part, on a déjà prouvé que, pour (t; x) �xé, t < T et x > 0 :lim�!0H�(t; x) = H(t; x):On peut de façon identique montrer que si t < T on :lim�!0 �H��x (t; x) = �H�x (t; x):Cei va nous permettre de aluler plus expliitement �H�x (t; x). Pour ela, en re-prenant les notations de la page 52, on montre que si (W t; t � 0) est un mouvementbrownien sous P et si X t;x est la solution unique de l'équation di�érentielle stohas-tique : dXsXs = (�1(s;Xs) + �2(s;Xs)) ds+ �(s;Xs)dWs;issue de x en t, on a :�H��x (t; x) = E�f 00� (X t;xT )eR Tt �2(s;Xt;xs )ds� :Comme en (1.10), on note Yt = logXt. Alors, on a :�H��x (t; x) = E�f 00� (eY t;log xT )eR Tt b(s;eY t;log xT )ds�= E�1�1K�eY t;log xT <K+�eR Tt b(s;eY t;log xT )ds�= E�1�1logK�Y t;log xT <log(K+�)eR Tt bb(s;eY t;log xT )ds�= ZR 1�1logK�y<log(K+�)p(t; T ; logx; y)dy;



DÉMONSTRATIONS 59ave p(t; s; x; y) la solution fondamentale assoiée à l'opérateur parabolique :Mu = �u�t + AY u+ b(t; x)u; (2.40)où AY est le générateur in�nitésimal de Y sous la probabilité P. Don, en utilisantle théorème de valeur moyenne, on obtient :�H��x (t; x) = 1� log K + �K p(t; T ; logx; logK + � log K + �K ):On en déduit en faisant tendre � vers 0 que :�H�x = 1Kp(t; T ; logx; logK):ave théorème 1.3.3(ii), on a :jp(t; T ; y; logK)j � Ce� (y�logK)2T�tpT � t :don on a �����H�x (t; x)���� � Ce� log2(x=K)T�tpT � t :Ainsi (H3) est véri�ée, ave tout � < 1.D'autre part, si l'on note p(s; t; y1; y2) la probabilité de transition de log(Xt) sousla probabilité initiale on peut montrer, en justi�ant la dérivation sous le signe somme,que : g0(t) = Z 1�1 2�H�x (t; ey) �2H�t�x (t; ey)�(t; ey)4e4yp(0; t; logx0; y)dy+ Z 1�1(�H�x (t; ey))24�(t; ey)3���t (t; ey)e4yp(0; t; logx0; y)dy+ Z 1�1(�H�x (t; ey))2�(t; ey)4e4y �p�t (0; t; logx0; y)dy:On peut réérire ette égalité sous la forme :g0(t)= Z 1�1 2p�p�t (0; t; y; log(K))�(t; ey)4e4yp(0; t; logx0; y)dy (2.41)+ Z 1�1 p(t; T ; y; logK)24�(t; ey)3���t (t; ey)e4yp(0; t; logx0; y)dy (2.42)+ Z 1�1 p(t; T ; y; logK)2�(t; ey)4e4y �p�t (0; t; logx0; y)dy: (2.43)



60 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Nous allons maintenant, ontr�ler les 3 termes intervenant dans l'équation préé-dente. Pour ela, toujours ave théorème 1.3.3(ii), on a :�����p�t (t; T ; y; logK)���� � Ce� (y�logK)2T�t(T � t)3=2 ;p(0; t; logx0; y) � Ce� (y�log x0)2tpt ;�����p�t (0; t; logx0; y)���� � Ce� (y�log x0)2tt3=2 :On en déduit que la valeur absolue de (2.41) est plus petite que :C Z 1�1 2e� (y�logK)2T�tpT � t e� (y�logK)2T�t(T � t)3=2 e4yp(0; t; logx0; y)dy� C(T � t)3=2 Z 1�1 e�2 (y�logK)2T�tpT � t e4y e� (y�logx0)2tpt dy� C(T � t)3=2 :De même la valeur absolue de (2.42) est plus petite que :Z 1�1 ����(p(t; T ; y; logK))24�(t; ey)3���t (t; ey)e4yp(0; t; logx0; y)���� dy� C Z 1�10�e� (y�logK)2T�tpT � t 1A2 (1 + eny)e4y e� (y�logx0)2tpt dy= CpT � t Z 1�1 e�2 (y�logK)2T�tpT � t (1 + eny)e4y e� (y�log x0)2tpt dy� CpT � t :En�n, la valeur absolue de (2.43) est plus petite que :Z 1�1(p(t; T ; y; logK))2�(t; ey)4e4y �����p�t (0; t; logx0; y)���� dy



DÉMONSTRATIONS 61� C Z 1�10�e� (y�logK)2T�tpT � t 1A2 e4y e� (y�log x0)2tt3=2 dy= CtpT � t Z 1�1 e�2 (y�logK)2T�tpT � t e4y e� (y�logx0)2tpt dy� CtpT � tLes trois inégalités préédentes prouvent que :jg0(t)j � C(T � t)3=2 + CpT � t + CtpT � t � Ct(T � t)3=2 :
On établit maintenant un résultat légèrement plus fort quand la fontion f est plusrégulière.Lemme 2.2.38 Si l'hypothèse (H2) est véri�ée et si l'atif ontingent est de la formef(XT ) ave f deux fois dérivable telle que :jf 00(x)j � C(1 + jxj�);alors g(t) est dérivable sur l'intervalle ℄0; T [, et :jg0(t)j � Ct(T � t) :Démonstration : On érit Yt = logXt et don :g(t) = E�(�H�x (t; eYt))2�(t; eYt)4e4Yt� :Soit p la probabilité de transfert de Yt sous la probabilité initiale P. En utilisant lethéorème 1.3.3(ii), p est la solution fondamentale de l'opérateur��t + AY ;ave AY le générateur in�nitésimal de Y sous P.On a, alors :



62 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1
g(t) = Z 1�1�(�H�x (t; ey))2�(t; ey)4e4yp(0; t; logx0; y)dy� :En justi�ant la dérivation sous le signe somme, on obtient :g0(t) = Z 1�1 2�H�x (t; ey) �2H�t�x (t; ey)�(t; ey)4e4yp(0; t; logx0; y)dy (2.44)+ Z 1�1(�H�x (t; ey))24�(t; ey)3���t (t; ey)e4yp(0; t; logx0; y)dy (2.45)+ Z 1�1(�H�x (t; ey))2�(t; ey)4e4y �p�t (0; t; logx0; y)dy: (2.46)Par lemme 2.2.35 on a : �����H�x (t; x)���� � C(1 + jxj�): (2.47)D'autre part, en s'inspirant de la démonstration du lemme 2.2.34, on prouve que :�����2H�x2 (t; x)���� � C 1 + jxj�xpT � t ; (2.48)et : �����3H�x3 (t; x)���� � C 1 + jxj�x2(T � t) : (2.49)D'autre part, on véri�e que les onditions (A1)� (A3) sont véri�és pour l'opérateurparabolique assoié à log(X) sous P. Cei permet de montrer que �H�x (t; x) véri�el'équation di�érentielle aux dérivées partielles :�u�t + AXu+ b(t; x)u = 0;ave AX le générateur in�nitésimal de X sous P, et b(t; x) dé�ni par (2.32). Enutilisant (2.27) et (2.30), on voit que, sous P, X satisfait l'équation di�érentielle sto-hastique suivante :dXtXt = (r + �(t; Xt)(�(t; Xt) +Xt�0(t; Xt)))dt+ �(t; Xt)(dW t + (�(t; Xt) + �0(t; Xt)Xt)dt)= (r + 2�(t; Xt)(�(t; Xt) +Xt�0(t; Xt)))dt+ �(t; Xt)dW t:



DÉMONSTRATIONS 63Don, A peut s'érire :A = (r + 2�(t; x)(�(t; x) + x�0(t; x)))x ��x + 12�(t; x)2x2 �2�x2 :Don :��t ��H�x � = �(A�H�x + b(t; x)�H�x )= �(r + 2�(t; x)(�(t; x) + x�0(t; x)))x�2H�x2 � 12�(t; x)2x2 �3�x3H � b(t; x)�H�x :Si l'on remarque que les oe�ients r + 2�(t; x)(�(t; x) + x�0(t; x)) et b(t; x) sontbornés, alors on peut en déduire que :���� �2H�t�x ���� � C �jxj �����2H�x2 ����+ jxj2 �����3H�x3 ����+ �����H�x ����� :D'où, en utilisant (2.47), (2.48) et (2.49) :���� �2H�t�x (t; x)���� � C 1 + jxj�+2T � t :Cei implique que la valeur absolue de (2.44) est plus petite que :Z 1�1 ����2�H�x (t; ey) �2H�t�x (t; ey)�(t; ey)4e4yp(0; t; logx0; y)���� dy� C Z 1�1(1 + e�y)1 + e(�+2)yT � t e4yp(0; t; logx0; y)dy;et don inférieure à :C Z 1�1(1 + e�y)1 + e(�+2)yT � t e4yCe� (y�log x0)2tpt dy� CT � t Z 1�1(1 + e�y)(1 + e(�+2)y)e4y e� (y�logx0)2tpt dy� CT � t :Pour majorer (2.45), on note que (H2) est véri�é et on utilise (2.47), pour montrerque (2.45) est majoré par :



64 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Z 1�1 ����(�H�x (t; ey))24�(t; ey)3���t (t; ey)e4yp(0; t; logx0; y)���� dy� C Z 1�1(1 + e�y)2(1 + eny)e4yp(0; t; logx0; y)dy� C Z 1�1(1 + e�y)2(1 + eny)e4y e� (y�log x0)2tpt dy� C:En�n pour majorer (2.46), on note que l'on a :�����p�t (0; t; logx0; y)���� � Ce� (y�log x0)2tpt3=2 ;et l'on en déduit que :Z 1�1(1 + e�y)2e4yCe� (y�logx0)2tt3=2 dy= Ct Z 1�1(1 + e�y)2)e4yCe� (y�log x0)2tpt dy� Ct :Les trois inégalités préédentes prouve que :jg0(t)j � C(1 + 1T � t + 1t ) � Ct(T � t) :
Lemme 2.2.39 Pour tout � > 0, on a :E0� N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x �sXsdWs)2dt!1+�1A � K":Démonstration : Comme :(Z T0 jatjdt)1+� � C Z T0 jatj1+�dt



DÉMONSTRATIONS 65on en déduit :E0� N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x �sXsdWs)2dt!1+� dt1A� C1E  N�1Xk=0 Z (k+1)"k" ����Z tk" �Hs�x �sXsdWs����2(1+�) dt!!� C1E  N�1Xk=0 Z (k+1)"k" supk"�t�(k+1)" ����Z tk" �Hs�x �sXsdWs����2(1+�) dt!!= C1 N�1Xk=0 Z (k+1)"k" E supk"�t�(k+1)" ����Z tk" �Hs�x �sXsdWs����2(1+�)! dt! :En utilisant l'inégalité de Doob, on en déduit, que ( ave une nouvelle onstantsC2) ei est plus petit que :C2" N�1Xk=0 E (Z (k+1)"k" (�Hs�x �sXs)2ds)1+�! dt!= C2" N�1Xk=0 Z (k+1)"k" E (Z (k+1)"k" (�Hs�x �sXs)2ds)1+�!!Mais, on véri�e failement que, pour � > 0 :nXk=1 x1+�k � ( nXk=1 xk)1+�pour des nombres réels positifs xk. On en déduit don que :E0� N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x �sXsdWs)2dt!1+� dt1A � C2"E �Z T0 (�Hs�x �sXs)2ds�1+�! ;e qui prouve le lemme.Lemme 2.2.40 pour tout � > 0, on a :E0�N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x �sXsdWs)2dt!1+�1A � K"1+�:



66 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Démonstration : En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwartz, on obtient :E0�N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x �sXsdWs)2dt!1+�1A� C1"�E  N�1Xk=0 Z (k+1)"k" ����Z tk" �Hs�x �sXsdWs����2(1+�) dt!!� C1"�E  N�1Xk=0 Z (k+1)"k" supk"�t�(k+1)" ����Z tk" �Hs�x �sXsdWs����2(1+�) dt!!= C1"1+� N�1Xk=0 E supk"�t�(k+1)" ����Z tk" �Hs�x �sXsdWs����2(1+�)!en utilisant l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy , on obtient :E0�N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x �sXsdWs)2dt!1+�1A� C2"1+� N�1Xk=0 E (Z (k+1)"k" (�Hs�x �sXs)2ds)1+�!= C2"1+�  N�1Xk=0 Z (k+1)"k" E (Z (k+1)"k" (�Hs�x �sXs)2ds)1+�!!� C2"1+�E(�Z T0 (�Hs�x �sXs)2ds�1+�) :On en déduit le lemme en utilisant le fait que �s est borné et le orollaire 2.2.32.
2.2.5 Démonstration du théorème 2.1.2Dans ette setion on donne la démonstration du théorème 2.1.2.Remarquons que R" = R(";H), et omme Ht 2 M2(P) (Remarque 2.2.27), et par(2.24) et orollaire 2.2.19, on aR" = EXk Z (k+1)"k" Z tk" e�2rs�4(s;Xs)X4s (�H(s;Xs)�x )2dsdt+ r(");où r(") est d'ordre o(").



DÉMONSTRATIONS 67Pour montrer (i) du théorème 2.1.2, on voit que g(t) est ontinue et intégrable sur[0; T [ par lemme 2.2.36, alors (i) est montré en appliquant lemme 2.2.20(i).Pour montrer (ii), remarquons que sous (H2) et (H3), r(") est d'ordre O("3=2) parorollaire 2.2.19.De plus, on éritR" = 12"E Z T0 e�2rtX4t �4(t; Xt)��2F�x2 (t; Xt)�2 dt!+ r(") + ~r(");~r(") est aussi d'ordre O("3=2) par lemme 2.2.20(ii).D'où (ii) du théorème 2.1.2.On montre maintenant le orollaire 2.1.3.Dans le as de all et put, par lemme 2.2.37, on ajg0(t)j � C(T � t)3=2 ;don ~r(") est d'ordre O("3=2) par lemme 2.2.20(ii). DonR" = 12"E Z T0 e�2rtX4t �4(t; Xt)��2F�x2 (t; Xt)�2 dt!+O("3=2):Quand f est deux fois dérivable ave jf 00(x)j � C(1 + jxj�), par (2.33),E(�H(t; Xt)�x Xt�t)4est borné, don (H3) est véri�é, e qui donne que r(") est d'ordre O("3=2). Et ~r(")est d'ordre O("2) d'après lemme 2.2.20(ii).Don R" = 12"E Z T0 e�2rtX4t �4(t; Xt)��2F�x2 (t; Xt)�2 dt!+O("3=2):D'où le orollaire.2.2.6 Démonstration du théorème 2.1.4Dans ette setion, nous donnons la démonstration du théorème 2.1.4.Démonstration : On ommene par noter que le risque résiduel de la ouvertureapprohée optimale vaut :



68 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1
R(") = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �H(k"))2 ~X2t �(t; Xt)dt!= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" ((Ht �Hk")�(H(k") �Hk"))2 ~X2t �2(t; Xt)dt�Si l'on note Bk" = H(k") �Hk", on obtient :R(") = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �Hk")2 ~X2t �2(t; Xt)dt�2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Bk"(Ht �Hk") ~X2t �2(t; Xt)dt+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" B2k" ~X2t �2(t; Xt)dt= R" � 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Bk"(Ht �Hk") ~X2t �2(t; Xt)dt+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" B2k" ~X2t �2(t; Xt)dt= R" � 2E N�1Xk=0 Bk"E[Z (k+1)"k" (Ht �Hk") ~X2t �2(t; Xt)dtjFk"℄+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" B2k" ~X2t �2(t; Xt)dt: (2.50)De plus, en utilisant la formule de H(k") , on voit que :Bk" = H(k") �Hk"= E(R (k+1)"k" (Ht �Hk") ~X2t �2(t; Xt)dtjFk")E(R (k+1)"k" ~X2t �2(t; Xt)dtjFk")= Ck"Gk"ave : Ck" = E(Z (k+1)"k" (Ht �Hk") ~X2t �2(t; Xt)dtjFk")



DÉMONSTRATIONS 69et : Gk" = (E(Z (k+1)"k" ~X2t �2(t; Xt)dtjFk"))�1:Don (2.50) peut s'érire omme :R(") = R" � 2E N�1Xk=0 Bk"Ck" +E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" B2k" ~X2t �2(t; Xt)dt= R" � 2E N�1Xk=0 C2k"Gk"+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" C2k"G2k"E( ~X2t �2(t; Xt)jFk")dt: (2.51)Si l'on note : bk" = E( ~X2t �2(t; Xt)jFk")X2k" ;On a : R(") = R" � 2E N�1Xk=0 C2k"Gk" +E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" C2k"G2k"X2k"bk"dt= R" � 2E N�1Xk=0 C2k"Gk" + "E N�1Xk=0 C2k"G2k"X2k"bk": (2.52)Nous allons herher à estimer maintenant les quantités Gk" et Ck". En e quionerne Gk", il est faile d'obtenir, en utilisant le fait que j�j est minoré, et le fait que~Xt est une martingale sous P que :jGk"j =  E(Z (k+1)"k" ~X2t �2(t; Xt)dtjFk")!�1� "�1CX�2k" : (2.53)Pour ontr�ler Ck" nous allons établir le lemme suivant :Lemme 2.2.41 Il existe une onstante C > 0, un entier n, tel que, pour tout k =0::N � 1, on ait la majoration suivante :



70 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1
jCk"j � C"E Z (k+1)"k" �����Ht�x X3t ���� dtjFk"!+C"2(1 + jXk"jn) E Z (k+1)"k" �����Ht�x Xt����2 dtjFk"!!1=2 : (2.54)

Démonstration : En développant Ht = H(t; Xt) à l'aide de la formule d'Ito onobtient : Ck" = E Z (k+1)"k" (Ht �Hk") ~X2t �2(t; Xt)dtjFk"!= E"Z (k+1)"k" �Z tk"�(�2s + �sXs�0s)Xs�Hs�x ds+ Z tk" �Hs�x Xs�sdWs� ~X2t �2t dtjFk"�= E"Z (k+1)"k" (Z tk"�(�2s + �sXs�0s)Xs�Hs�x ds) ~X2t �2t dtjFk"# (2.55)+E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�sdWs) ~X2t �2t dtjFk"# (2.56)On va s'intéresser aux valeurs absolues de (2.55) et (2.56). La valeur absolue de(2.55) peut être estimée par :�����E"Z (k+1)"k" (Z tk"�(�2s + �sXs�0s)Xs�Hs�x ds) ~X2t �2t dtjFk"#������ CE"Z (k+1)"k" �Z tk" ����Xs�Hs�x ���� ds� ~X2t dtjFk"#= CE"Z (k+1)"k" �Z tk" ����Xs�Hs�x ���� ~X2t ds� dtjFk"#= CE"Z (k+1)"k" �Z tk" ����Xs�Hs�x ����E( ~X2t jFs)ds� dtjFk"#� CE"Z (k+1)"k" �Z tk" ����X3s �Hs�x ���� ds� dtjFk"#



DÉMONSTRATIONS 71� C"E"Z (k+1)"k" ����X3t �Ht�x ���� dtjFk"# :Pour estimer (2.56), nous allons développer ~X2t �2t à l'aide de la formule d'Ito, eiest possible puisque l'on a supposé que �(t; x) 2 C1;1([0; T ℄�R). On obtient, en notant�t = �(t; Xt) : d(�2t ~X2t ) = d(�2tX2t e�2rt)= � ��t(�2tX2t e�2rt)e�2rtA(�2tX2t )� dt (2.57)+e�2rt ��x (�2tX2t )d ~Xt (2.58)si A est le générateur in�nitésimal de Xt. On obtient ii :A(�2x2) = �2x2(��00x2 + �02x2 + 4x��0 + �2) + 2r�x2(�0x + �);d'où : d(�2t ~X2t ) = �2�te�2rtX2t (��t�t � r�t) + e�2rt[�2tX2t (�t�00tX2t+�02t X2t + 4Xt�t�0t + �2t ) + 2r�tx2(�0tXt + �t)℄�dt+2e�2rtXt�t(�2tXt + �t)d ~Xt:Vues les hypothèses faites sur �, on sait que x���x (t; x) et x2 �2��x2 (t; x) sont uniformé-ment bornés, on peut don érire :�2t ~X2t = �2k" ~X2k" + Z tk"(2�se�2rsX2s (���t � r�s) +X2sCs)ds+ Z tk" 2e�3rsX2s�2s(�0sXs + �s)dWs;ave Ct un proessus adapté et uniformément borné. On en déduit que le terme(2.56) s'érit omme :E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�sdWs) ~X2t �2t dtjFk"#



72 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1= E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�sdWs)[�2k" ~X2k"+ Z tk"(2�se�2rsX2s (���t � r�s) +X2sCs)ds+ Z tk" 2e�3rsX2s�2s(�0sXs + �s)dWs℄dtjFk"� :Notons tout d'abord qu'il est lair que :E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�sdWs)�2k" ~X2k"dtjFk"# = 0:Il faut don estimer les deux quantités :Dk = E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�sdWs)(Z tk" 2e�3rsX2s�2s(�0sXs + �s)dWs)dtjFk"#Ek = E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�sdWs)(Z tk"(2�se�2rsX2s (���t � r�s) +X2sCs)ds)dtjFk"# :En e qui onerne Dk, notons que, en utilisant l'isométrie de l'intégral stohastique,on a : Dk = E"Z (k+1)"k" (Z tk" �Hs�x Xs�s � 2e�3rsX2s�2s(�0sXs + �s)dsdtjFk"#omme �0x; � sont uniformément bornés, ela implique que :jDkj � CE"Z (k+1)"k" (Z tk" j�Hs�x X3s jdsdtjFk"#� C"E"Z (k+1)"k" j�Hs�x X3s jdsjFk"# :Pour estimer Ek, on ommene par utiliser l'inégalité de Cauhy-Shwartz pourobtenir : jEkj � Z (k+1)"k" �EFk"(Z tk" �Hs�x Xs�sdWs)2�1=2 � (2.59)� �EFk"(Z tk"(2�se�2rsX2s (���t � r�s) +X2sCs)ds)2�1=2 dt: (2.60)



DÉMONSTRATIONS 73On remarque alors que (2.59) peut s'érire :EFk" �Z tk" �Hs�x Xs�sdWs�2 = EFk"  Z tk" �����Hs�x Xs�s����2 ds! :D'autre part, omme on a : �������t (t; x)���� � L(1 + jxj�);(2.60) est majoré, si est n assez grand, par :EFk" Z (k+1)"k" �Z tk"�2�se�2rsX2s (���t � r�s) +X2sCs� ds�2 dt� "EFk" Z (k+1)"k" �2�se�2rsX2s (���t � r�s) +X2sCs�2 ds� "CEFk" Z (k+1)"k" (X2s (1 + jXsj�) +X2s )2ds� "CEFk" Z (k+1)"k" (1 + jXsjn)ds� "2C(1 + jXk"jn):On en déduit que :jEkj � Z (k+1)"k"  EFk" Z tk" �����Hs�x Xs�s����2 ds!1=2 �"2(1 + jXk"jn)�1=2 dt� Z (k+1)"k" �EFk" Z tk" j�Hs�x Xs�sj2ds�1=2 ("(1 + jXk"jn)dt= "2(1 + jXk"jn) EFk" Z (k+1)"k" �����Hs�x Xs�s����2 ds!1=2 :On en déduit que (2.56) qui est égal à Dk + Ek est majoré par :jDk + Ekj� C"E"Z (k+1)"k" �����Hs�x X3s ���� dsjFk"#+C"2(1 + jXk"jn) EFk" Z (k+1)"k" �����Hs�x Xs�s����2 ds!1=2 :



74 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1En�n omme Ck" est la somme de (2.55) et (2.56), on en déduit que :jCk"j � C"E Z (k+1)"k" �����Hs�x X3s ���� dsjFk"!+C"2(1 +Xnk") EFk" Z (k+1)"k" j�Hs�x Xs�sj2ds!1=2 :En utilisant e lemme, on voit que :C2k" � C"2E Z (k+1)"k" j�Hs�x X3s jdsjFk"!2+C"4(1 + jXk"j2n)EFk"  Z (k+1)"k" j�Hs�x Xs�sj2ds!� C"3E Z (k+1)"k" j�Hs�x X3s j2dsjFk"!+C"4(1 + jXk"j2n)EFk"  Z (k+1)"k" �����Hs�x Xs�s����2 ds! :Nous allons montrer maintenant que les deuxième et troisième termes de (2.52)onverge vers 0 à une vitesse plus grande que ".Nous ommençons par traiter le troisième terme de (2.52). En utilisant lelemme 2.2.41, l'inégalité (2.53) et le fait que bk" est borné uniformément, on obtient :�����"E N�1Xk=0 C2k"G2k"X2k"bk"!������ "E N�1Xk=0 C2k""�2CX�4k" X2k"� "�1E N�1Xk=0 X�2k"  C"3E"Z (k+1)"k" j�Hs�x X3s j2dsjFk"#+C"4(1 + jXk"j2n)EFk"  Z (k+1)"k" j�Hs�x Xs�sj2ds!)!= "�1E N�1Xk=0 X�2k"  C"3 Z (k+1)"k" j�Hs�x X3s j2ds+ C"4(1 + jXk"j2n) Z (k+1)"k" �����Hs�x Xs�s����2 ds!!



2.3. MODÈLE BLACK-SCHOLES 75� "2E supt�T (jXtj�2 + jXtj4 + jXtj6 + jXtj2n+2)2) N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �����Hs�x ����2 ds!= "2E supt�T (jXtj�2 + jXtj4 + jXtj6 + jXtj2n+2)2 Z T0 �����Hs�x ����2 ds!� "2E�supt�T �jXtj�2 + jXtj4 + jXtj6 + jXtj2n+2�2�1=2E8<: Z T0 �����Hs�x ����2 ds!29=;1=2� K"2:Un raisonnement du même type permet de prouver que le deuxième terme de(2.52) est d'ordre "3. On peut don en déduire que :jR(") �R"j � K"2:
2.3 Modèle Blak-SholesOn a vu dans la setion 2.1 que le risque résiduel quadratique de la ouvertureélémentaire onverge vers 0 quand " tend vers 0, à la vitesse de C", ave :C = 12E Z T0 e�2rtX4t �4t ��2F�x2 (t; Xt)�2 dt! : (2.61)Nous allons dans ette setion, supposer que l'atif véri�e le modèle de Blak-Sholeset montrer omment dans e as, on peut expliiter la onstante C. Nous donneronsaussi des exemples de aluls numériques de la valeur de C pour les alls, les puts etdiverses ombinaisons d'options.Dans notre modèle en dimension 1, le fait de supposer que l'atif suit le modèleBlak-Sholes, revient à poser �(t; x) = Constante. Nous ontinuerons à noter � etteonstante.2.3.1 Un alul expliite dans le modèle de Blak et SholesNous rappelons, tout d'abord, le résultat suivant, du à Henrotte [Hen℄. Ce résultatpermet de aluler expliitement la onstante C pour une large lasse d'atifs ontin-gents.



76 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Proposition 2.3.1 Soit l'opérateur B dé�ni par :Bu(t; x) = u(t; x)� x�u�x (t; x):Si la volatilité � est onstante, alors C peut être alulé par la formule :C = �22 e�2rTVar (Bf(XT ))si f est la fontion dé�nissant l'atif ontingent.Démonstration : L'idée est d'érire (2.61) omme la variane de à l'instant T d'unemartingale fMtg0�t�T . Pour ela on dé�nit une martingale Mt par :Mt = Z t0 e�rsX2s�2�2Fs�x2 dWs:Alors, si on pose : G(t; x) = e�rtF (t; xert);on a : dMt = e�rtX2t �2�2Ft�x2 dWt= e�2rtX2t �2�2Gt�x2 dWt= ~Xt��2Gt�x2 d ~Xt (2.62)Notons L le générateur in�nitésimal de ~Xt :Lu = �u�t + 12�2x2�2u�x2 ;On véri�e aisément que G(t; ~Xt) est une martingale, et ei permet d'en déduire queLG = 0.Notons, de plus, que l'opérateur B ommute ave l'opérateur L :LBG = BLG = 0:On en déduit que BG(t; ~Xt) est une martingale. D'autre part, on a par un alul simpleque : ��xBG(t; ~Xt) = ~Xt��2Gt�x2 ;Don, en appliquant la formule d'Ito, on obtient :dBG(t; ~Xt) = ~Xt��2Gt�x2 d ~Xt:



2.3. MODÈLE BLACK-SCHOLES 77Soit, 0 � s � T , ei nous permet d'a�rmer que :E Z s0 e�2rtX4t �4��2F�x2 (t; Xt)�2 dt!= E�� Z s0 ~Xt��2Gt�x2 d ~Xt�2= E�� Z s0 dBG(t; ~Xt)�2= E(�BG(s; ~Xs)� �BG(0; x0))2= Var(�BG(s; ~Xs)): (2.63)Nous allons maintenant, faire tendre s vers T . Pour justi�er ela, remarquons que :BG(s; ~Xs) = G(s; ~Xs)� ~Xs�G�x (s; ~Xs)= e�rsF (s;Xs)� ~Xs�F�x (s;Xs):Et sous l'hypothèse (H1) on a montré que F et �F�x sont bornés uniformément. D'autrepart, le orollaire 2.2.25 nous indique que :Ht ! HT p.s. quand t! T .et l'on a la même onvergene p.s. de Ft vers FT = f(XT ). On peut don utiliser lethéorème de onvergene dominé de Lebesgue pour onlure que :Var(BG(s; ~Xs))! Var(BG(T; ~XT )):Alors, en utilisant l'équation (2.63), on obtient :C = 12E Z T0 e�2rtX4t �4��2F�x2 (t; Xt)�2 dt!= 12�2Var(BG(T; ~XT ))= 12�2Var(G(T; ~XT )� ~XT �GT�x )= �22 e�2rTVar (f(XT )�XTf 0(XT ))= �22 e�2rTVar (Bf(XT )) :



78 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Le as des alls et des puts européensCorollaire 2.3.2 Pour les alls et puts européens le risque résiduel de la ouvertureapprohée élémentaire onverge vers zéro à la même vitesse de C" + O(" 32�). Pour lemodèle Blak-Sholes, C est donné par la formule :C = �22 e�2rTK2 �N(d2)� (N(d2))2� (2.64)où : d2 = log�x0K � + (r � 12�2)T�pT : (2.65)Notons que ei implique que C � �2K2e�2rT8 .Démonstration : Il su�t de véri�er que les dérivés des fontions dé�nissant les allset puts européens satisfont l'hypothèse (H1) . C'est évident puisque les dérivés sontdes fontions d'indiatrie, don bornées.Pour aluler C, on utilise la proposition 2.3.1, et l'on obtient :C = �22 e�2rTV ar (Bf(XT ))= �22 e�2rTV ar ��K1fXT>Kg�= �22 e�2rTK2 �N(d2)� (N(d2))2�La �gure 2.1 représente l'indiateur de variane résiduelle de all (ou put) C suivantla valeur initiale du prix d'atif sous-jaent x, omparé ave le gamma à l'instant 0,ave K = 10, r = 0:05 et � = 0:2.Le as d'une ombinaison des optionsNous traitons, maintenant, un exemple de ombinaison d'options, le bull spread.Cette ombinaison onsiste en l'ahat d'un all de prix d'exerie K1 et en la vented'un all de prix d'exerie K2, de même éhéane. On suppose de plus que K1 < K2.La fontion f dé�nissant l'atif ontingent est de la forme :f(x) = (x�K1)+ � (x�K2)+:Un alul simple montre que :Bf(x) = B(x�K1)+ �B(x�K2)+= 1x�K1 � 1x�K2:



2.4. RISQUE RÉSIDUEL SOUS LA PROBABILITÉ INITIALE 79
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0 5 10 15 20 25 30 35Fig. 2.1 � Indiateur résiduel du all et du put suivant prix initial d'atif sous-jaentEt, il est faile d'en déduire que l'indiateur de variane résiduelle C vaut :C = �22 e�2rTVar(Bf(XT ))= �22 e�2rT (Var(1XT�K1) + V ar(1XT�K2)� Cov(1XT�K1; 1XT�K2)= �22 e�2rT �K21N(dK12 )(1�N(dK12 )) +K22N(dK22 )(1�N(dK22 ))�2K1K2N(dK22 )(1�N(dK12 ))� ;ave : dK12 = log� x0K1�+ (r � 12�2)T�pT ; dK22 = log� x0K2�+ (r � 12�2)T�pT :La �gure 2.2 montre l'indiateur de variane résiduelle de bull spread en fontion de lavaleur initiale du prix de l'atif sous-jaent, dans le as où K1 = 9, K2 = 11, r = 0:05,et � = 0:2:2.4 Risque Résiduel Sous la Probabilité InitialeDans la setion 2.1, on a étudié le risque résiduel quadratique pour ertaines ou-vertures approhées sous la probabilité risque neutre ~P, le théorème 2.1.2 montre quee risque résiduel tend vers 0 à une vitesse d'ordre ". Comme ela n'implique pas for-ément que e risque résiduel tend aussi vers 0 à la même vitesse sous la probabilitéinitiale, alors que dans la pratique on se trouve plut�t sous la probabilité initiale. Dans



80 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1
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0 5 10 15 20 25Fig. 2.2 � Indiateur résiduel d'un bull spread suivant prix initial d'atif sous-jaentette setion nous nous intéressons au omportement asymptotique du risque résiduelde ouverture sous la probabilité initiale.On utilise, ii, le même modèle d'atifs que dans la setion 2.1, mais nous le onsi-dérons sous la probabilité initiale. Le ouple (Xt; X0t ) est don solution de :8><>: dX0tX0t = rdtdXtXt = �(t; Xt)dt+ �(t; Xt)dWt:Le taux sans risque r est toujours supposé onstant, �(t; x) et �(t; x) bornées et delasse C1;1([0; T ℄�R), et x���x ; x���x ; x2�2��x2 et x3�3��x3 uniformément bornées.On note toujours ~Xt = e�rtXt et ~Vt = e�rtVt. ~Xt satisfait alors :d ~Xt~Xt = (�(t; Xt)� r)dt+ �(t; Xt)dWtSi on utilise le même stratégie de ouverture élémentaire que dans les setions préé-dentes, la ouverture est biaisée sous la probabilité initiale, et le biais estb" = E(VT � V "T )= ertE(Z T0 (Ht �H"t )d ~Xt)= ertE(Z T0 (Ht �H"t )(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)On voit failement que le biais d'espérane est d'ordre ". Don dans la réalité quand onouvre une option, surtout quand le nombre de ouverture n'est pas grand, la ouverture



2.4. RISQUE RÉSIDUEL SOUS LA PROBABILITÉ INITIALE 81élémentaire donne un biais, mais de l'ordre plus petit que l'éart-type de erreur. Donsi on ouvre plut�t fréquemment, on peut hoisir la ouverture élémentaire, sinon ilfaut prendre une ouverture non biaisée. C'est à dire,hoisir un V "0 = V0 � b": Undéveloppement de b" est faile à obtenir, et faile à aluler dans le as du all sous lemodèle de Blak-Sholes.Le risque résiduel est dé�ni maintenant ommeR" = e�2rTE(VT � V "T )2 = E( ~VT � ~V "T )2:Si fH"t gt2[0;T ℄ est une stratégie de ouverture approhée, on a :R" = E(Z T0 (V0 � V "0 +Ht �H"t )d ~Xt)2= E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt + Z T0 (Ht �H"t )(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)2= E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)2 (2.66)+2E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)(Z T0 (Ht �H"t )(�(t; Xt)� r) ~Xtdt) (2.67)+E(Z T0 (Ht �H"t )(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)2 (2.68)Nous étudierons uniquement le risque résiduel de la ouverture approhée élémen-taire. Notre résultat essentiel est le suivant.Théorème 2.4.1 Sous l'hypothèse (H1) on a :(i) lim"!0 R"" = 12E Z T0 e�2rtX4t �4t ��2F�x2 (t; Xt)�2 dt! : (2.69)(ii) Si de plus (H2) est véri�é, alors si f(x) = (x � K)+ le as de all ou f(x) =(K � x)+ le as de put, ou si f est deux fois dérivable avejf 00(x)j � C(1 + jxj�);on alim"!0 R"" = 12E Z T0 e�2rtX4t ��2F�x2 (t; Xt)�2 �4(t; Xt)dt!+O("1=2�): (2.70)



82 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Remarque 2.4.2 Don dans le adre de ouverture approhée élémentaire, on a exa-tement les même formules que dans théorème 2.1.2, mais l'espérane est faite ii sousla probabilité initiale.Nous allons déduire le théorème 2.4.1 de la proposition suivante.Proposition 2.4.3 Si (H"t ; ) � t � T ) est la ouverture approhée élémentaire, lerisque résiduel sous la probabilité initiale peut s'érire omme :R" = E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)2 + o(" 32�);= E�Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dt� + o(" 32�):Remarque 2.4.4 Évidemment, ela veut dire que (2.67) et (2.68) sont au plus d'ordreo(" 32�). Remarquons que e résultat est vrai pour tout portefeuille de ouverture H 2M2(P), par exemple, ertaines options asiatiques.On montre maintenant la proposition 2.4.3.Démonstration : La shémas de la démonstration est le suivant. On ommene parmontrer que :lim"!0 E(R T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)2" = 12E Z T0 e�2rtX4t �4t ��2F�x2 (t; Xt)�2 dt! : (2.71)Cei, s'obtient de la même façon de la démonstration du théorème 2.1.2.Puis on démontre les deux résultats suivants : (2.67) est d'ordre O(" 32�), puis (2.68)est d'ordre O(" 32 ).Commençons par le premier résultat. On a vu dans la setion 2.2.5 que le proessusde ouverture parfaite Ht pouvait s'érire sous la forme :Ht = H0 + Z t0 audu+ Z t0 budWu;ave : E�Z T0 a2tdt�p <1 et E�Z T0 b2tdt�p <1:Don H est dansM2(Q) sur [0; T ℄, pour toute probabilité dans Q ' P.



2.4. RISQUE RÉSIDUEL SOUS LA PROBABILITÉ INITIALE 83Notons que, pour t 2 [k"; (k + 1)"[ :Ht �Hk" = Z tk" audu+ Z tk" budWu:On en déduit que (2.67) s'érit omme :2E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)(Z T0 (Ht �H"t )(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)= 2E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)(Z T0 (Z tk" audu+ Z tk" budWu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)= 2E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)(Z T0 (Z tk" audu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt) (2.72)+2E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)(Z T0 (Z tk" budWu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt) (2.73)Il su�t don de montrer que (2.72) et (2.73) sont d'ordre O(" 32�).Pour (2.72), notons que sa valeur absolue est plus petite que :2�E(Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt)2� 12 �E(Z T0 (Z tk" audu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)2� 12� C �E Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dt� 12 �E Z T0 (Z tk" audu)2 ~X2t dt� 12� C �E Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dt� 12 �"E Z T0 Z tk" a2udu ~X2t dt� 12= C �E Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dt� 12  "EXk = 0N�1 Z (k+1)"k" Z tk" a2udu ~X2t dt! 12� C �E Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dt� 12 �"2E supt�T ~X2t Z T0 a2udu�12� C"�E Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dt� 12 �E supt�T ~X4t � 12 �E(Z T0 a2udu)2� 12Les deux derniers fateurs sont �nis, et l'on a, d'après 2.71 :E Z T0 (Ht �H"t )2�2t ~X2t dtqui est d'ordre O("), don (2.72) est au plus d'ordre O(" 32 ).Pour ontr�ler le terme (2.73), on le réérit sous la forme :2E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt��Z T0 (Z tk" budWu)



84 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1((�(t; Xk")� r)e�rtXk" + ((�(t; Xt)� r) ~Xt � (�(t; Xk")� r)e�rtXk"))dt�= 2E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt��Z T0 (Z tk" budWu)(�(t; Xk")� r)e�rtXk"dt�+2E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt��Z T0 (Z tk" budWu)((�(t; Xt)� r) ~Xt � (�(t; Xk")� r)e�rtXk")dt� ;et l'on note que ompte tenu du aratère lipshitzien de x�(t; x) en x, on a :���(�(t; Xt)� r) ~Xt � (�(t; Xk")� r)e�rtXk"��� � CjXt �Xk"jdon la valeur absolue du seond terme de ette somme est plus petit que :C  E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt�2! 12  E�Z T0 j Z tk" budWujjXt �Xk"jdt�2! 12� C  E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt�2! 12 �E�Z T0 (Z tk" budWu)2jXt �Xk"j2dt�� 12mais le premier fateur est d'ordre O(" 12 ), et on peut montrer sans di�ulté que ledeuxième fateur est d'ordre O("1�). On en déduit que :2E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt��Z T0 (Z tk" budWu)(�(t; Xk")� r)e�rtXk"dt� +O(" 32�):Par la dé�nition de la ouverture élémentaire, on développe ei par2E�Z T0 (Ht �H"t )�t ~XtdWt��Z T0 (Z tk" bu(�(t; Xk")� r)e�rtXk"dWu)dt�+O(" 32�)= 2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �H")�t ~XtdWt! N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" bu(�(t; Xk")� r)e�rtXk"dWu)dt!+O(" 32�)= 2E N�1Xk;m=0 Z (k+1)"k" (Ht �H")�t ~XtdWt! Z (m+1)"m" (Z tm" bu(�(t; Xm")� r)e�rtXm"dWu)dt! :Maintenant, en remarquant que si k 6= m, les deux fateurs de la somme sont ortho-gonaux, on en déduit que, ei est égal à :2E N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Ht �H")�t ~XtdWt! Z (k+1)"k" (Z tk" bu(�(t; Xk")� r)



2.4. RISQUE RÉSIDUEL SOUS LA PROBABILITÉ INITIALE 85e�rtXk"dWu)dt�+O(" 32�):Sa valeur absolue est, don, plus petite que :20�E N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Ht �H")�t ~XtdWt!21A 120�E N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Z tk" bu(�(t; Xk")� r)e�rtXk"dWu)dt!21A 12 +O(" 32�)� C E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �Hk")2�2t ~X2t dt! 120�E N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)dt!21A 12 +O(" 32�)� C E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �Hk")2�2t ~X2t dt! 12 "E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)2dt! 12 +O(" 32�)= C E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �Hk")2�2t ~X2t dt! 12 "E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" b2uX2k"dudt!12 +O(" 32�)� C E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �Hk")2�2t ~X2t dt! 12 "2E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" b2uX2k"du!12 +O(" 32�)� C" E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Ht �Hk")2�2t ~X2t dt! 12�E supt�T X4t � 14 �E(Z T0 b2udu)2� 14 +O(" 32�):On en déduit que (2.73) est au plus d'ordre O(" 32�).Comme on a déjà montré que (2.72) est d'ordre O(" 32�), (2.67) est aussi d'ordreO(" 32�).



86 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Nous montrons maintenant que (2.68) est aussi d'ordre O(" 32 ). Pour ela, ommen-çons par noter que (2.68) peut s'érire :E(Xk Z (k+1)"k" (Ht �H"t )(�(t; Xt)� r) ~Xtdt)2= E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" audu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt+Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt!2� 2E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" audu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt!2+2E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)(�(t; Xt)� r) ~Xtdt!2� CE Xk Z (k+1)"k" (Z tk" audu)Xtdt!2 (2.74)+CE Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)Xtdt!2 (2.75)Pour la première partie, notons que l'on a :E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" audu)Xtdt!2� EXk Z (k+1)"k" �(Z tk" audu)Xt�2 dt� "EXk Z (k+1)"k" (Z tk" a2udu)X2t dt� "E supt jXtjXk Z (k+1)"k" (Z tk" a2udu)dt� "2E supt jXtjXk Z (k+1)"k" a2udu= "2E supt jXtj Z T0 a2uduEn utilisant le lemme 2.2.28, on montre que ei est plus petit que C"2. Pour montrerle lemme il su�t de montrer que la seonde partie de (2.75) est de O(" 32 ), soit :E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)Xtdt!2 � O(" 32 ); (2.76)



2.4. RISQUE RÉSIDUEL SOUS LA PROBABILITÉ INITIALE 87or :E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)Xtdt!2 � O(" 32 ) (2.77)= E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)(Xk" + (Xt �Xk"))dt!2
� E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)Xk"dt+Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)(Xt �Xk")dt!2� 2E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)dt!2+CE Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)2(Xt �Xk")2dt! (2.78)Pour le premier terme de e somme, on remarque que :Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)dt; k = 0; N � 1onstitue une série orthogonale, don :2E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)dt!2= 2EXk  Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)dt!2� 2"EXk Z (k+1)"k" (Z tk" buXk"dWu)2dt� 2"EXk Z (k+1)"k" (Z tk" b2uX2k"dudt� 2"2EXk Z (k+1)"k" b2uX2k"du� 2"2E supt jXtj2 Z (k+1)"k" b2udu= 2"2E supt jXtj2 Z T0 b2udu:Le premier terme de (2.78) est don d'ordre de "2.Pour traiter le seond terme de (2.78) notons que :E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)2(Xt �Xk")2dt!



88 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1�  E Xk Z (k+1)"k" (Z tk" budWu)4dt!! 12  EXk Z (k+1)"k" (Xt �Xk")4dt! 12(2.79)D'après inégalité de Doob, le premier fateur est plus petit que : EXk Z (k+1)"k" (Z tk" b2udu)2dt! 12 �  "EXk (Z (k+1)"k" b2udu)2dt! 12�  "E(Xk Z (k+1)"k" b2udu)2! 12 = " 12 �E(Z T0 b2udu)2� 12 :Don le premier fateur de (2.79) est d'ordre O(" 12 ).Pour le seond fateur, on utilise le lemme 2.2.15, pour noter que :supk E supk"�t�(k+1)"(Xt �Xk")4 � "2et en déduire que : EXk Z (k+1)"k" (Xt �Xk")4dt! 12 �  EXk Z (k+1)"k" C"2dt! 12 � ":Don (2.79) est d'ordre " 12 " = " 32 . On en déduit que le seond terme de (2.78) estd'ordre " 32 . En�n, vu que le premier terme est d'ordre "2, (2.78) est d'ordre O(" 32 ). Ceiprouve (2.76) et le résultat attendu.
2.5 Coût de transationDans la pratique, le oût de transation est proportionnel à la quantité de transa-tion. Comme le proessus de ouverture Ht est un proessus d'Ito, intuitivement quandla fréquene d'intervention est devenue grande, le oût de transation risque de devenirtrès grand aussi.On étudie ii la tendane de l'espérane de oût de transation quand la fréquened'intervention tend vers à l'in�ni. On ne onsidère ii que le as de la ouvertureélémentaire, 'est à dire on ouvre l'option à haque instant d'intervention ave l'atifrisqué dont la quantité est justement la ouverture parfaite à ette instant.Si on intervient N fois, ave " = TN , à l'instant k"; k = 1::N � 1;, on a la quantitéHk" de l'atif risqué, et à l'instant (k + 1)", on doit avoir H(k+1)", de l'atif risqué. Latransation de l'atif se passe à l'instant (k + 1)" estjH(k+1)" �Hk"jX(k+1)";



2.5. COÛT DE TRANSACTION 89en toute la période [0; T ℄ le oût de transation estN�1Xk=0 jH(k+1)" �Hk"jX(k+1)":On va évaluer l'espérane du oût de transation sous la probabilité initiale:C" = E N�1Xk=0 jH(k+1)" �Hk"jX(k+1)":Par (2.24) on a que sous la probabilité P,dHt = �Ht�x Xt�tdW t;et sous la probabilité initiale P, on adHt = �Ht�x Xt�tdWt + at�Ht�x Xt�tdtave at = �t � r�t � (�t +Xt�0t)qui est un proessus ontinu et uniformément borné.Don on peut réérireC" = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWt + at�Ht�x Xt�tdtjX(k+1)" (2.80)don C" est ontr�lé parjC"j � E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtjX(k+1)" +E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" jat�Ht�x Xt�tjdtX(k+1)"� 1p"E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtj2X2(k+1)"+E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" jat�Ht�x Xt�tjdtX(k+1)"par théorème de Girsanov, sous une nouvelle probabilité Q, le premier terme est pluspetit que C 1p"EQ N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtj2= C 1p"EQ N�1Xk=0 Z (k+1)"k" j�Ht�x Xt�tj2dt= C 1p"EQ Z T0 j�Ht�x Xt�tj2dt



90 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1don 'est un O( 1p"). Par la même raison, on a pour le deuxième termeE N�1Xk=0 Z (k+1)"k" jat�Ht�x Xt�tjdtX(k+1)"�  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" jat�Ht�x Xt�tX(k+1)"j2dt! 12
� C1 E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" j�Ht�x Xt�tX(k+1)"j2dt! 12
� C2 EQ N�1Xk=0 Z (k+1)"k" j�Ht�x Xt�tj2dt! 12� C2�EQ Z T0 j�Ht�x Xt�tj2dt� 12 (2.81)don 'est un O(1). En tout C" est au plus un O( 1p").Dans ertains as, on peut avoir de résultat plus �ne:Proposition 2.5.1 Quand l'hypothèse (H2) est véri�é, et la fontion de l'atif ontin-gent f est deux fois ontinument dérivable avejf 00(x)j � L(1 + jxj�)ou bien qu'il si f(x) = (x�K)+ ou (K � x)+, on aC" �r 2"�E Z T0 �����Ht�x X2t �t���� dtPar proposition 2.2.8 on a orollaire suivant :Corollaire 2.5.2 Sous les onditions de lemme 2.2.30, pour tout Q 2 P, on aEQXk Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt � O(")Pour les as de all ou put on a lemme suivant:Lemme 2.5.3 Dans les as de all ou put, 80 < � < T , sur l'intervalle du temps[0; T � �℄, on a �H�x 2 M2(P), ainsi que �Ht�x Xt�t et �Ht�x X2t �t.Démonstration : On ne montre que pour le as de all, le as de put est identique.Comme on a vu, �H�x (t; Xt) = p(t; T ;Yt; logK);



2.5. COÛT DE TRANSACTION 91p est la solution fondamentale assoiée à l'opérateur parabolique M dé�ni dans (2.40).Don ave les notations bt et �t dé�nis dans (2.32), par formule d'Ito,dHt�t = dp(t; T ;Yt; logK)�t= �tdp(t; T ;Yt; logK) + p(t; T ;Yt; logK)d�t= �t(�p�t + AY p)(t; T ;Yt; logK)dt+�t �p�x�(t; eYt)dW t + p(t; T ;Yt; logK)�tbtdt= �t(�p�t + AY btp) + �t �p�x�(t; eYt)dW t:Soit, maintenant, p la solution élémentaire de (voir l'équation 2.40 pour la dé�nitionde AY ) : �p�t + AY p+ b(t; x)p = 0;alors, on a : d�Ht�x �t = �t �p�x�(t; eY t)dW tpar théorème 1.3.3(i), on aj�p�x(t; T ; x; y)j � C(s� t)�1 exp(� jx� yj2s� t )don �Ht�x �t est une martingale sur l'intervalle du temps [0; T [, et don sur tout[0; T ��℄. Et en plus �HT���x �T�� est dans tout Lp; p > 1, don par lemme 2.2.3, �Ht�x �test dans M2(P ) sur [0; T � �℄. Or ��1t 2 N 2(P ). Par lemme 2.2.7,�Ht�x 2 M2(P ) sur[0; T � �℄.On voit également que Xt�t et X2t �t sont dans N 2(P ), don �Ht�x Xt�t et �Ht�x X2t �tsont aussi dans M2(P ) sur [0; T � �℄.Corollaire 2.5.4 Dans les as de all ou put, pour tout Q 2 P, on aEQXk Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt � o(1) (2.82)et EQXk Z (k+1)"k" (�Ht�x X2t �t � �Hk"�x X2k"�k")2dt � o(1) (2.83)



92 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1Démonstration : D'abord pour p(t; T ; x; y) on a estimationjp(t; s; x; y)j � C(T � t)�1=2 exp(� jx� yj2T � t )don j�H�x j = jp(t; T ;Yt; logK)j� C(T � t)�1=2 exp(� j logXt � logKj2T � t ):On a don estimationE��H�x �2 = CT � t ZR exp(�2(y � logK)2T � t )p(0; t; logx0; y)dy� CT � t ZR exp(�2(y � logK)2T � t )exp(� (y�log x0)2t )pt dy� CpT � t : (2.84)L'estimation est vraie aussi pour �H�x Xt�t et �H�x X2t �t.Prenons � assez petit, on éritEQXk Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt= EQ Xk"�T�� Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt+EQ Xk">T�� Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dtpuisque �Ht�x Xt�t 2 M2(P) sur l'intervalle du temps [0; T � �℄, alors par la proposi-tion 2.2.8, le premier termeEQ Xk"�T�� Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt � O("):quant à le seond terme, on aEQ Xk">T�� Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt� EQ Xk">T�� Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t)2 + (�Hk"�x Xk"�k")2dt



2.5. COÛT DE TRANSACTION 93par l'estimation 2.84, ei est plus petit queCEQ Xk">T�� Z (k+1)"k" ( 1T � t + 1T � k")dtévidemment ei uniformément tend vers 0 quand � tend vers 0. Si l'on hoisit � et "assez petits, La somme des deux termes serait petit. Comme � est arbitraire, (2.82) estdémontré. La démonstration de (2.83) est authentique.Par orollaires 2.5.2 et 2.5.4 on a que sous la ondition de proposition 2.5.1, (2.82) et(2.83) sont toujours vrai.Démonstration : de proposition 2.5.1:Par l'ériture de C" (2.80) et l'inégalité (2.81) on aC" = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtjX(k+1)" +O(1):Cei peut s'érire ommeC" = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtjXk" + e1(") +O(1);ave e1(") = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtj(X(k+1)" �Xk");en évaluant e1("), on aje1(")j � (E N�1Xk=0 (Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWt)2) 12 (E N�1Xk=0 (X(k+1)" �Xk")2) 12� (E Z T0 (�Ht�x Xt�t)2dt) 12 (E N�1Xk=0 (X(k+1)" �Xk")2) 12 ;le premier fateur est �ni, omme X est une L2 semi-martingale, don le deuxièmefateur est aussi �ni, don e1(") est au plus O(1).Alors on rééritC" = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tdWtjXk" +O(1)= E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Ht�x Xt�tXk"dWtj+O(1)= E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Hk"�x Xk"�k"Xk"dWt+ Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")Xk"dWtj+O(1):



94 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1On évalue e2(") = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")Xk"dWtj;remarquons que l'éart entre C" etE N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Hk"�x Xk"�k"Xk"dWtjest ontr�lé par e2(") +O(1).e2(") � E supt Xt N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")dWtj� �E supt X2t � 12 0�E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")dWtj!21A 12
� C0�E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")dWtj!21A 12
� Cp"0�E N�1Xk=0  Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")dWt!21A 12
= Cp"  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (�Ht�x Xt�t � �Hk"�x Xk"�k")2dt! 12par (2.82), on sait que e2(") est au plus d'ordre o( 1p").Don on aC" = E N�1Xk=0 j Z (k+1)"k" �Hk"�x Xk"�k"Xk"dWtj+ o( 1p") +O(1)= E N�1Xk=0 j�Hk"�x X2k"�k" Z (k+1)"k" dWtj+ o( 1p")= E N�1Xk=0 j�Hk"�x X2k"�k"jjW(k+1)" �Wk"j+ o( 1p")= r2"� E N�1Xk=0 j�Hk"�x X2k"�k"j+ o( 1p")= r 2"�E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" j�Hk"�x X2k"�k"jdt+ o( 1p")



2.5. COÛT DE TRANSACTION 95= r 2"�E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" j�Ht�x X2t �tjdt�r 2"�e3(") + o( 1p")= r 2"�E Z T0 j�Ht�x X2t �tjdt�r 2"�e3(") + o( 1p") (2.85)ave e3(") = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �j�Ht�x X2t �tj � j�Hk"�x X2k"�k"j� dt:On peut évaluer e3(") parje3(")j � E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" ����j�Ht�x X2t �tj � j�Hk"�x X2k"�k"j���� dt� E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" �����Ht�x X2t �t � �Hk"�x X2k"�k"���� dt�  E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" ��Ht�x X2t �t � �Hk"�x X2k"�k"�2 dt! 12 :Or par (2.83), 'est un o(1), don je3(")j est aussi un o(1). Et par (2.85), on a queC" =r 2"�E Z T0 j�Ht�x X2t �tjdt+ o( 1p")d'où la démonstration.



96 CHAPITRE 2. COUVERTURE APPROCHÉE EN DIMENSION 1



97
Chapitre 3Couverture ApprohéeMulti-dimensionnelleDans e hapitre nous traitons le as où il y a d atifs risqués. Nous montronsdes résultats prohes mais moins généraux que dans le hapitre 2. On prouve, toutd'abord, que si la fontion f est très régulière (essentiellement de lasse C2) la vitessede onvergene du risque résiduel quadratique de la ouverture approhée et de laouverture optimale est le même et l'on obtient une formule pour expliiter ette vitesse.Dans le as des puts et des alls, on obtient le résultat uniquement dans le adre dumodèle de Blak et Sholes généralisé, 'est à dire dans le as où la matrie de volatilitéest onstante. Nous étudions aussi le omportement asymptotique du risque résidueldans le as de la ouverture approhée par un sous panier des atifs risqués. En�n noustraitons en détail le as de la dimension 2 où l'on peut obtenir des formules expliitesrelativement simples.3.1 Modèle généralOn reprend le modèle du hapitre 1. Rappelons que l'on note Xt = fX itg1�i�d lesprix des atifs à l'instant t, et X0t le prix de l'atif sans risque. On suppose de plus quees proessus sont solutions du système d'équations di�érentielles stohastiques :8>>><>>>: dX0tX0t = rdtdX itX it = �i(t; Xt)dt+ dXj=1 �i;j(t; Xt)dW jt ; i = 1::d; (3.1)ave pour tout i; j;m; n; �i;j(t; x) qui est de lasse C1;1, et xm ��i;j�xm (t; x),xmxn �2�i;j�xm�xn (t; x) qui sont uniformément bornées.On fait le hangement de probabilité traditionnel pour obtenir sous une nouvelleprobabilité ~P :



98 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLE8>>><>>>: dX0tX0t = rdtdX itX it = rdt+ dXj=1 �i;j(t; Xt)d ~W jt :Les prix atualisés ~X it sont alors des martingales sous ~P, l'on va ontinuer à noter,par abus de notation P. On suppose, de plus, que les options portent sur un atifontingent de la forme : h = f(XT )où T est la date d'exerie de l'option, et f satisfait l'hypothèse :(B1) f a les d dérivées partielles généralisées (au sens des distributions) d'ordre 1 dansLplo(Rd) et à roissane polyn�miale .Rappelons que le prix de l'option européenne à l'instant t d'éhéane T et l'atifontingent f(XT ) est F (t; Xt), ave :F (t; x) = ~Ef(X t;xT ):On peut montrer, de plus, le résultat suivant :Proposition 3.1.1 Sous l'hypothèse (B1) , F 2 C1;1([0; T [�R+�d), et satisfaitl'équation aux dérivées partielles suivante :�F�t (t; x) + AF (t; x)� rF (t; x) = 0: (3.2)De plus on a les estimations suivantes pour les dérivées. on aProposition 3.1.2 Sous l'hypothèse (B1) , on a, pour tout i et pour tout j :���� �2F�xi�xj (t; x)���� � C(1 + kxk�)xixj(T � t) :Démonstration : On note Yt = logXt. Alors on véri�e que les oe�ients du géné-rateur in�nitésimal satisfont les onditions (A1) � (A3) du théorème 1.3.3. Don, lasolution fondamentale de Yt sous ~P existe, et l'on peut érire :F (t; x) = ~E �f(X t;xT )�= ~Ef(eY t;log xT )= ZRd f(ez)p(t; T ; logx; z)dz:



3.1. MODÈLE GÉNÉRAL 99En dérivant par rapport à xi et xj, on obtient :�2F�xi�xj (t; x) = ZRd f(ez) �2�xi�xj p(t; T ; logx; z)dz= ZRd f(ez) ��xj � 1xi �p�xi (t; T ; logx; z)� dz= ZRd f(ez)��Æij 1xixj �p�xi (t; T ; logx; z) + 1xixj �2p�xi�xj (t; T ; logx; z)� dz:Puis, en utilisant les estimations des dérivées de la solution fondamentale ontenu dansle théorème 1.3.3, et omme f est à roissane polyn�miale , on a :���� �2F�xi�xj (t; x)���� �� ZRd C(1 + e�z)� 1xixj ���� �p�xi (t; T ; logx; z)���� + 1xixj ���� �2p�xi�xj (t; T ; logx; z)����� dz� ZRd C(1 + e�z)0� 1xixj e� k log x�zk2T�t(T � t) d+12 + 1xixj e� k log x�zk2T�t(T � t) d2+11A dz� C(1 + kxk�)xixj(T � t) :
On introduit ii l'espae M2 en dimension d.Dé�nition 3.1.3 Soit (
;A;P) un espae de probabilité. Soit (Wt =(W 1t ; : : : ;W dt ); t � 0), un mouvement brownien p dimensionnel, sous la probabi-lité P, par rapport à une �ltration (Ft; t � 0). Soit Q un mesure de probabilitééquivalente à P. On appelle M2(Q) l'ensemble des proessus d'Ito (Ht; 0 � t � T ) àvaleur dans Rd, fFtg0�t�T adapté , tel que :dHt = atdt+ dXi=1 bitdW it ;et tel que, pour tout p � 1 on ait :EQ Z T0 (a2t +Xi (bit)2)dt!p <1:Remarque 3.1.4 De façon similaire au hapitre 2, notons que si P1 et P2 sont deuxprobabilité équivalente telle que dP1dP2 2 Lp(P2) et dP2dP1 2 Lp(P1), pour tout p > 1, alorsM2(P1) et M2(P2) oïnident.



100 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLEOn peut alors prouver, omme dans le hapitre 2 le résultat suivant.Proposition 3.1.5 Pour tout proessus H dansM2(P) de la forme :dHt = atdt+ dXi=1 bitdW it ;on a : E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)2dt � O("2);et : E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" (Z tk" asds)(Z tk" dXi=1 bisdW is)dt � O(" 32 ):Soit R" est le risque résiduel quadratique de la ouverture approhée élémentaire ,alors on a une proposition qui permettra d'estimer l'ordre de onvergene de R" vers0.Proposition 3.1.6 S'il existe � > 0, tel que, pour tout i; j = 1::d; :E Z T0 � �2F�xi�xj (t; Xt)�2 dt!1+� <1; (3.3)alors on a : lim"!0 R"" = 12E�Z T0 e�2rttrae((��t IXtJFt IXt�t)2)dt� ; (3.4)ave : JFt = � �2Ft�xi�xj�i;j=1::d ;et, si x = (x1; : : : ; xd) est un point de Rd :Ix = 0B� x1 O. . .O xd 1CA :Remarque 3.1.7 Remarquons que (3.4) peut s'érire aussi sous la forme :lim"!0 R"" = 12E�Z T0 e�2rttr((�t��t IXtJFt IXt)2)dt�= 12E Z T0 Xijmn e�2rtaijamnX itXjtXmt Xnt �2Ft�xj�xm �2Ft�xn�xidt! (3.5)



3.1. MODÈLE GÉNÉRAL 101Pour montrer ette proposition, on érit la valeur atualisé du portefeuille de ou-verture sous la forme : ~VT = V0 + Z T0 H�t d ~Xtoù H�t est le transposé de Ht. De plus, le risque résiduel s'érit alors :R" = E�~VT � ~V "T�2= E�Z T0 (Ht �H"t )�d ~Xt)�2= E�Z T0 (Ht �H"t )�I ~Xt�tdWt)2�= E�Z T0 k��t I ~Xt(Ht �H"t )k2dt�= E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" k��t I ~Xt(Ht �Hk")k2dt! (3.6)On utilise ensuite la formule d'Ito pour Ht, on a sous ~P :dHt = JFt IXt�tdWt + ��H�t + IAH� dt: (3.7)Or, en utilisant (3.2) on a :�F�t (t; x) + r dXi=1 xi �F�xi (t; x) + 12 dXi;j=1 aijxixj �2F�xi�xj (t; x) = 0:Puisque F est dans C1;1([0:T [�Rd), en dérivant par rapport à xk, on obtient :�Hk�t + r dXi=1 xi�Hk�xi + 12 dXi;j=1 aijxixj �2Hk�xi�xj + 12 dXi;j=1 ��xk (aijxixj) �2F�xi�xj = 0:On en déduit que si l'on note :dk = 12 dXi;j=1 ��xk (aijxixj) �2�xi�xj :on a : �Hk�t + AHk + dkF = 0:On en déduit, en érivant : D = 0B� d1...dd 1CA



102 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLEque : �H�t + IAH +DF = 0:Don, en utilisant l'équation (3.7), on obtient :dHt = JFt IXt�tdWt �DFdt:Alors, par l'équation (3.6) :R" = E(N�1Xk=0 Z (k+1)"k" k��t I ~Xt(Z tk" JFs IXs�sdWs �DFds)k2dt): (3.8)Ave la même méthode que dans la setion 2.2.2, on peut montrer que dans (3.8) lapartie drift de dHt, 'est à dire �DHds, est asymptotiquement négligeable devant lapartie martingale, et, que don, l'on a le lemme suivant.Lemme 3.1.8R" = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" k��t I ~Xt Z tk" JFs IXs�sdWsk2dt!+O(" 32 ):De plus, on a l'estimation suivante qui est plus faile à manipuler :Lemme 3.1.9R" = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" k��sI ~XsJFs IXs�sk2dsdt!+ o("); (3.9)où le norme de matrie est raine de la somme des arrés de tous les éléments de lamatrie.Démonstration : On ommene par montrer que :E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" k��k"I ~Xk" Z tk" JFs IXs�sdWsk2dt!+ o("):Pour montrer ela, il su�t de remarquer que :E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" e�2rtk(��t I ~Xt � ��k"IXk") Z tk" JFs IXs�sdWsk2dt! � o(");'étant faile à déduire du fait que :supk E supk"�t�(k+1)" kXt �Xk"kp � " p2! ;



3.2. LE CAS F EST RÉGULIÈRE 103que l'on obtient de façon analogue au lemme 2.2.15.Ensuite on remarque que, par isomètrie de l'intégration stohastique :R" = E N�1Xk=0 Z (k+1)"k" Z tk" k��k"I ~Xk"JFs IXs�sk2dsdt!+ o("):Mais on montre alors que l'on peut remplaer ��k"I ~Xk" par ��sI ~Xs, et on en déduit lelemme.Continuons la démonstration de proposition 3.1.5. Par (3.9) et lemme 2.2.20, on aR" = 12E(Z T0 e�2rtk��t IXtJFt IXt�tk2dt) + o("):et remarquons que si A est une matrie de arrées, on a kAk est égale à la trae dematrie AA�.Comme ��t IXtJFt IXt�t est symétrique, on ak��t IXtJFt IXt�tk = tr �(��t IXtJFt IXt�t)2� ;d'où la proposition 3.1.6.Don tout e qu'on a à faire, 'est de véri�er la ondition (3.3). Dans hapitre 2,on les options qui véri�e l'hypothèse (H1) véri�e ette ondition, grâe au fait que laouverture H = �F�x est une martingale sous une probabilité fortement équivalente àla probabilité initiale et le lemme 2.2.3.Maintenant dans le adre multi-dimensionnel, les ouvertures H i ne sont plus desmartingales sous ertaines probabilité , on ne peut véri�er si les H i sont dans M2(P)diretement. Mais dans deux as 'est possible, 'est le as où f est régulière et le asoù la volatilité est déterministe.3.2 Le as f est régulièreDans ette setion, on ajoute l'hypothèse suivante :(B2) f a toutes les dérivées généralisées d'ordre 2 loalement intégrables et à roissanepolyn�miale .Le prix de l'option à l'instant t est F (t; Xt), ave :F (t; x) = e�(T�t) ~Ef(X t;xT ):alors la quantité de ième atif qu'il faut tenir à l'instant t pour répliquer l'optionest



104 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLE
H it = H i(t; Xt) = �F�xi (t; Xt):f a toutes ses dérivées généralisées d'ordre 1 loalement intégrable dans Lp(Rd) età roissane polyn�miale dans Rd, ei implique que H i(t; x) peut s'érire sous le formeH i(t; x) = �F�xi (t; x)= ��xi �e�r(T�t) ~Ef(X t;xT )�= e�r(T�t) ��xi ~Ef(X t;xT )Par analogie ave la proposition 2.2.24 on peut intervertir la dérivation et l'espé-rane. Don on a H i(t; x) = e�r(T�t) ~E ��xi f(X t;xT )= e�r(T�t) ~E dXm=1 f 0m(X t;xT )�Xm;t;xT�xiet �2F�xi�xj (t; x) = ��xjH i(t; x)= e�r(T�t) ~E dXm;n=1 f 00m;n(X t;xT )�Xm;t;xT�xi �Xn;t;xT�xj+e�r(T�t) ~E dXm=1 f 0m(X t;xT )�2Xm;t;xT�xi�xj (3.10)Pour véri�er la ondition (3.3), on a besoin des deux lemmes suivants :Lemme 3.2.1 Si Yt est un proessus de di�usion satisfaisantdYt = �(t; Xt)dWt + �(t; Xt)dtave � et � dans C1;1, et toutes les dérivées par rapport à x bornées, alors 8i; j;m,supt E �����Xm;xt�xi ����p et supt E �����2Xm;xt�xi�xj ����p sont uniformément bornés en x, pour tout p > 0.



3.2. LE CAS F EST RÉGULIÈRE 105Démonstration : On montre d'abord pour p = 2. Notons Y it = �Xm;xt�xi et Yt =(Y 1t ; � � � ; Y dt ), alors Yt satisfaitYt = I + Z t0 dXk=1(�0(s;Xs))kYsdW ks + �0(s;Xs)Ysdsave (�0(s;Xs))k = ���i;k(s;Xs)�xj �i;j ; �0(s;Xs) = ���i(s;Xs)�xj �i;j ;où tous les éléments de (�0(s;Xs))k et �0(s;Xs) sont uniformément bornés.DonEkYtk2 � C1 + C2 dXk=1 E Z t0 k(�(s;Xs))0kYsk2ds+E Z t0 k(�0(s;Xs))Ysk2ds� C1 + C3 Z t0 EkYsk2dsPar inégalité de Gronwall, EkYtk2 est bornée par C1eC3T ; 8t.Par le di�éomorphisme de Xxt , si on noteZi;jt = ��2Xm;xt�xi�xj �m=1::d ;On a Zi;jt = Xm;k Z t0 (�00m;k(s;Xs)Y isY ms;j + (�0(s;Xs))kZi;js )dW ks+ Z t0 (�00(s;Xs)Y isY ls;j + (Xl �0l(s;Xs))Zi;js )ds;ave �00m;k(s;Xs) = ��2�i;k(s;Xs)�xj�xm �i;j ; �0l(s;Xs) = ��2�i(s;Xs)�xj�xl �i;j ;et les éléments de �00m;k(s;Xs) et �0l(s;Xs) sont bornés aussi. Don même raisonnementfait que supt E �����2Xm;xt�xi�xj ����2 est uniformément bornés en x.Même façon on peut montrer le lemme pour p > 2. Le as 0 < p < 2 est unonséquene d'inégalité de Cauhy-Shwartz.Lemme 3.2.2 pour tout i; j;m = 1::d, on a �Xm;t;xT�xi et �2Xm;t;xT�xi�xj sont dans Lp(
); 8p > 0,de plus, x! supt2[0;T ℄E �����Xm;t;xT�xi ����p



106 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLEx! supt2[0;T ℄E �����2Xm;t;xT�xi�xj ����psont des fontions à roissane polyn�miale en x et x�1 = (x�11 ; � � � ; x�1d ).Démonstration : Sous P, Xt satisfaitdXt = �(t; Xt)dWt + rdtNotons Yt = logXt. Alors on a�Xm;xt�xi = �eY m;log xt�xi= eYm;log xt �Y m;log xt�xi= Xm;xt �Y m;log xt�xi= x�1i Xm;xt �Y m;log xt�yi (3.11)et �2Xm;t;xT�xi�xj= ��xj (x�1i Xm;xt �Y m;log xt�yi )= x�1i ( ��xjXm;xt �Y m;log xt�yi +Xm;xt �2Y m;log xt�yi�yj + Æi;j �Y m;log xt�yi )= x�1i x�1j Xm;xt (�Y m;log xt�yi �Y m;log xt�yj + �2Y m;log xt�yi�yj � Æi;j �Y m;log xt�yi ) (3.12)Don on a par (3.11) l'évaluationE �����Xm;xt�xi ����p � x�pi E �����Xm;xt �Y m;log xt�yi �����p� C �xmxi �pDe même par (3.12) on a E �����2Xm;xt�xi�xj ����p � C � xmxixj�pD'où le lemme.



3.3. MODÈLE AVEC VOLATILITÉ DÉTERMINISTE 107Alors, par hypothèse (B2) et (3.10), on aProposition 3.2.3 x! supt2[0;T ℄ �2F�xi�xj (t; x) est à à roissane polyn�miale .Don on a qu'il existe � > 0, pour tout � > 0,E Z T0 � �2F�xi�xj (t; Xt)�2 dt!1+� � CE�Z T0 jXtj�dt�1+� <1Don la ondition (3.3) est véri�ée.3.3 Modèle ave volatilité déterministeIi, on suppose que la matrie de volatilité � dans l'équation (3.1) est détermi-niste, 'est à dire � ne dépend que de t et non de x, et dérivable par rapport à t etuniformément borné et �(t) est uniformément élliptique, on a :8>>><>>>: dX0tX0t = rdtdX itX it = rdt+ dXj=1 �i;j(t)d ~Wt (3.13)On suppose, toujours, que les options portent sur un atif ontingenth = f(XT );où T est la date d'exerie de l'option, f satisfait (B1) , 'est à dire, f a toutesses dérivées généralisées d'ordre 1 loalement intégrable dans Lp(Rd) et à roissanepolyn�miale .Lemme 3.3.1 �X i;xt�xj = Æi;jeR t0 Pdj=1 �i;j(s)dW js� 12 R t0 Pdj=1 �2i;j(s)ds+rtDémonstration : � étant déterministe, on voit dans l'équation 3.13 que pour i 6= j,il n'y pas interation entre X i et Xj, le alul de �Xi;xt�xi revient à la même méthode quesous as de unidimensionnel, en e�et, on aX it = xieR t0 Pdj=1 �i;j(s)dW js� 12 R t0 Pdj=1 �2i;j(s)ds+rtdon �X i;xt�xj = Æi;jeR t0 Pdj=1 �i;j(s)dW js� 12 R t0 Pdj=1 �2i;j(s)ds+rt



108 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLE
Don on aH i(t; x) = e�r(T�t) ~E ��xi f(X t;xT )= e�r(T�t) ~E dXj=1 f 0j(X t;xT )�Xj;t;xT�xi= e�r(T�t) ~E dXj=1 f 0j(X t;xT )Æj;ieR Tt Pdk=1 �j;k(s)dW ks � 12 R t0 Pdk=1 �2j;k(s)ds+r(T�t)= ~Ef 0i(X t;xT )eR Tt Pdk=1 �i;k(s)dW ks � 12 R t0 Pdk=1 �2i;k(s)ds:Ave théorème de Girsanov, on peut faire un hangement de probabilité. Sous laprobabilité Pi telle quedPid~P = eR T0 Pdk=1 �i;k(s)dW ks � 12 R T0 Pdk=1 �2i;k(s)ds;on a H i(t; x) = Eif 0i(X t;xT ):Alors H it = Hi(t; Xt) est Pi-martingale pour tout i, sous Pi on adXt = rXtdt+ IXt�tdWt= tdt+ IXt�t(dW (i)t + (�(i)t )�dt= (rXt + IXt�t(�(i)t )�)dt+ IXt�tdW (i)tave W (i)t martingale sous Pi et �(i)t = (�i;1; :::; �i;d)H i(t; x) satisfait l'équation aux dérivées partielles suivant :�u�t + Aiu = 0: (3.14)ave Ai générateur in�nitésimal de X sous Pi, qui s'érit sous la formeAiu = Au+ dXj=1 b(i)j �u�xj (3.15)où b(i) = IXt�t(�(i)t )�: et A est le générateur in�nitésimal sous ~P du proessus dedi�usion X, ave Au = dXi=1 rxi �u�xi + 12 dXi;j=1xixjaij(t; x) �2u�xi�xj ;



3.3. MODÈLE AVEC VOLATILITÉ DÉTERMINISTE 109où (aij) = ���.En érivant A = 0B� A1 O. . .O Ad 1CA :Bi = dXj=1 b(i)j ��xjB = 0B� B1 . . . Bd; 1CAon a par (3.15) A = IA + B: (3.16)En plus, par (3.14), H(t; x) satisfait le système d'équation aux dérivées partielles sui-vant : �H�t +AH = 0 (3.17)et omme f 0i est à roissane polyn�miale, on a que pour tout p > 1, H iT est dansLp(Pi).Évidement, ~Pi et ~P sont fortement équivalentes. Sous ~Pi, Xt est une di�usion, etfH itgi=1::d sont dans C1;1([0:T ℄ � Rd), on peut utiliser la formule d'Ito pour haqueH i. on a le résultat suivant similaire que la proposition 2.2.31 :Lemme 3.3.2 Pour tout i; j = 1::d; et tout � > 0 on a :E Z T0 � �2F�xi�xj (t; Xt)�2 dt!1+� <1Démonstration : Comme 8i;Pi ' ~P, alors le lemme est équivalent à e que pourhaque i �xé, pour tout j = 1::d; � > 0, on aEi Z T0 � �2F�xi�xj (t; Xt)�2 dt!1+� <1;i.e. Ei Z T0 dXj=1 ���� �2F�xi�xj (t; Xt)����2 dt!1+� <1: (3.18)Comme la Pi-martingale Hi est dans tout Lp, p > 1, alors pour tout � > 0,Ei �Z T0 d < H i >t�1+�! � Ei�supt (H it �H i0)1+�� <1:



110 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLEPar formule d'Ito, on a dH it = dXj=1 �H it�xj Xjt ( dXk=1 �jkdW kt )= dXj;k=1�jk �H it�xj Xjt dW ktsi on note Cit = (�H it�xj Xjt )j=1::d;alors on réérit dH it = (Cit)��tdWtdon Z T0 d < H i >t= Z T0 k��tCitk2dt;et par l'élliptiité de �, il existe une onstante C, telle queZ T0 d < H i >t� C Z T0 kCitk2dt;don Ei�Z T0 kCitk2dt�1+� � Ei�Z T0 d < H i >t�1+� <1;'est à dire, Ei Z T0 ���� �2F�xi�xj (t; Xt)Xjt ����2 dt!1+� <1;e qui est équivalente à (3.18). D'où la démonstration.Alors on a notre résultat sur la onvergene du risque résiduel quadratique sous lemodèle ave la volatilité déterministe :Corollaire 3.3.3 Sous le modèle (3.1), le risque résiduel de la ouverture approhéeélémentaire onverge vers 0 à la vitesse ", et (3.3) est véri�ée.Démonstration : Par lemme 3.3.2, la ondition de la proposition 3.1.5 est véri�ée,don on a (3.3).� Comme dans le as de la dimension 1, le all et le put européen sur indie de laforme h = (Pi �iX iT � K)+ et h = (K �Pi �iX iT ) satisfont la ondition de laproposition 3.1.5, (3.3) est véri�ée.



3.4. COUVERTURE AVEC UNE PARTIE DES ACTIFS SOUS-JACENTS 1113.4 Couverture ave une partie des atifs sous-jaentsDans Lamberton-Lapeyre [LL92b℄, on a traité le as où dans un marhé de d atifssous-jaents, on ouvre l'option européene ave m (m < d) atifs sous-jaents au lieud'utiliser tous d atifs. Ave ette ouverture, il y a un risque résiduel intrinsèque. Nousallons disrétiser ette ouverture, et étudier la ouverture approhée vis-à-vis à etteouverture.On suppose toujours que pour l'atif ontingent l'hypothèse (B1) est véri�ée, et lavaleur atualisée de l'option s'érit~Vt = V0 + Z t0 H�uI ~Xu�udWu:On noteMt les atifs que l'on utilise à faire la ouverture, et ~Mt leur valeurs atualisées,supposons d ~Mt = GtdWt = Pd ~Xt = PI ~Xt�tdWt; (3.19)où P est une matrie de m� d de rang m, et d'éléments 0 ou 1, le nombre de 1 est m.Si on note la stratégie de ouverture ave Mt est (K0; K1; :::; Km), alors sa valeuratualisée est ~V Kt = V K0 + Z t0 K�ud ~Mu = V K0 + Z t0 K�uGudWu:Prenons V K0 = V0, on a le risque résiduel intrinsèque estR = E( ~VT � ~V KT )2= E(Z T0 (H�uI ~Xu�u �K�uGu)dWu)2= E Z T0 kH�uI ~Xu�u �K�uGuk2du= E Z T0 k��uI ~XuHu �G�uKuk2duPour minimiser e risque, on peut le résoudre omme un problème de régression mul-tiple linéaire, et le minimisant estKt = (GtG�t )�1Gt��t I ~XtHt: (3.20)Le risque résiduel intrinsèque est alorsR = E Z T0 k��uI ~XuHu �G�uKuk2duqui est ausé par le fait qu'on restreint sur le hoix des ations utilisées pour la ou-verture.



112 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLEMaintenant on utilise la ouverture approhée à temps �xe K"u pour remplaer Ku,et le risque résiduel estR" = E Z T0 k��uI ~XuHu �G�uK"uk2du= E Z T0 k(��uI ~XuHu �G�uKu) + (G�uKu �G�uK"u)k2du;alors on a par l'inégalité de triangle,������qR" �sE Z T0 k��uI ~XuHu �G�uKuk2du������ �sE Z T0 kG�uKu �G�uK"uk2dui.e. jqR" �pRj �sE Z T0 kG�uKu �G�uK"uk2du (3.21)On véri�e que pour Kt = K(t; Xt), on aLemme 3.4.1 8i; Kit est dans M2(P).Démonstration : Ku est exprimée par (3.20), et on voit que haque élément de lamatrie (GtG�t )�1Gt��t I ~Xt est dans N 2(P), alors par lemme 2.2.7, on a que 8i; Kit estdans M2(P).Don la ondition (3.3) est véri�ée, et par la proposition 3.1.5 on aProposition 3.4.2jqR" �pRj � " 12 �12E�Z T0 e�2rtk��t I�XtP �JKt IXt�tk22dt�� 12 + o(" 12 ); (3.22)ave JKt la matrie jaobienne de K.Démonstration : Par (3.21), il n'y a qu'à regarder la vitesse de onvergene deE R T0 kG�uKu �G�uK"uk2du. Or omme on a 8i; Kit est dans M2(P), par même raison-nement que dans proposition 3.1.6, on a bienE Z T0 kG�uKu �G�uK"uk2du = "2E�Z T0 kG�tJKt IXt�tk22dt�+ o(")= "2E�Z T0 e�2rtk��t I�XtP �JKt IXt�tk22dt�+ o(");d'où la proposition.



3.5. EXEMPLE 1133.5 ExempleVoii un exemple pour éluider l'appliation du orollaire 3.3.3 et la proposition3.4.2.On suppose que dans le marhé, il y a deux atifs sous-jaents , et on utilise que lapremière pour faire la ouverture approhée d'une option européenne. Les deux atifssous-jaents sont dérits par équation di�érentielle stohastique suivantes :8>><>>: dX1tX1t = �11dW 1t + �12dW 2tdX2tX2t = �21dW 1t + �22dW 2t ;et l'atif ontingent est de la forme h = (X1T�SX2T )+. D'abord on va regarder la vitessede onvergene du risque résiduel de la ouverture approhée en utilisant tous les deuxations risquées, en appliquant le orollaire 3.3.3. Ensuite on utilise que la premièreation pour faire une ouverture approhées à temps �xe, ii s'applique la proposition3.4.2.La valeur de l'option à l'instant t est alorsF (t; Xt) = E((X1T � SX2T )+jFt)= E(X2T (X1TX2T � S)+jFt)= E(X2t e�21(W 1T�W 1t )+�22(W 2T�W 2t )� 12 (�221+�222)(T�t)(X1TX2T � S)+jFt)= X2t ~E((X1TX2T � S)+jFt)ave � ~P�P = e�21W 1T+�22W 2T� 12T (�221+�222);et ave le mouvement Brownien sous ~P� d ~W 1t = dW 1t � �21td ~W 2t = dW 2t � �22t ;on a X1T = X1t e�11(W 1T�W 1t )+�12(W 2T�W 2t )� 12 (�211+�212)(T�t)= X1t e(�11�21+�12�22� 12�211� 12�212)(T�t)e�11( ~W 1T� ~W 1t )+�12( ~W 2T� ~W 2tX2T = X2t e 12 (�221+�222)(T�t)e�21( ~W 1T� ~W 1t )+�22( ~W 2T� ~W 2t )alors X1TX2T = X1tX2t e� 12 ((�11��21)2+(�12��22)2)+(�11��21)( ~W 1T� ~W 1t )+(�12��22)( ~W 2T� ~W 2t )



114 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLENotons �2 = (�11 � �21)2 + (�12 � �22)2d1 = log x1x2S � 12�2(T � t)(p�2(T � t)d2 = log x1x2S + 12�2(T � t)(p�2(T � t)alors F (t; x) = x2(x1x2N(d1)� x2SN(d2))= x1N(d1)� x2SN(d2)Les ouvertures est H1t = �F�x1 = N(d1);H2t = �F�x2 = �SN(d2)En plus on peut aluler les dérivées�H1t�x1 = e� d212p2� �d1�x1= e� d212x1p2��2(T � t)de même, �H1t�x2 = � e� d212x2p2��2(T � t)�H2t�x1 = �S e� d222x1p2��2(T � t)�H2t�x2 = S e� d222x2p2��2(T � t)don les termes dans (3.5)EX itXjtXmt Xnt �2Ft�xj�xm �2Ft�xn�xi = EX itXjtXmt Xnt e� d2j+d2n2Xmt X it (t)= (t)EXjtXnt e� d2j+d2n2= (t)EelogXjt+logXnt � d2j+d2n2 ;



3.5. EXEMPLE 115don ela se alule expliitement.Alors si on fait une ouverture approhée à temps �xe, le orollaire 3.3.3, et leoe�ient (3.4), i.e. (3.5) est alulée expliitement.Maintenant on n'utilise que X1 pour faire la ouverture approhée , en temps �xéaux moments tn = T=n; n = 1::N , et la matrie P dans (3.19) est P = (1; 0), alorspar proposition 3.4.2, si on note R le risque résiduel intrinsèque et R" le risque résidueltotal, alorsjqR" �pRj � " 12 �12E�Z T0 e�2rtk��t I�XtP �JKt IXt�tk22dt�� 12 + o(" 12 );puisque kAk est égale à la trae de matrie AA�, on ajqR" �pRj� " 12 �12E�Z T0 e�2rttr(��t I�XtP �JKt IXt�t��t I�Xt(JKt )�PIXt�t)dt�� 12 + o(" 12 )et omme tr(AB) = tr(BA), on a en plusjqR" �pRj� " 12 �12E�Z T0 e�2rttr(PIXt�t��t I�XtP �JKt IXt�t��t I�Xt(JKt )�)dt�� 12 + o(" 12 )= " 12 �12E�Z T0 e�2rtPIXt�t��t I�XtP �JKt IXt�t��t I�Xt(JKt )�dt�� 12 + o(" 12 ) (3.23)Ii, la meilleure ouverture ave la seule X1 estKt = (GtG�t )�1Gt��t I ~XtHtoù Gt = e�rtPIXt�t;don (GtG�t )�1 = (e�2rtPIXt�t��t IXt)�1= e2rta�111 (X1t )�2;où a11 = (���)11: Don Kt se alule parKt = e2rta�111 (X1t )�2Gt��t I ~XtHt= e2rta�111 (X1t )�2e�rtPIXt�t��t I ~XtHt= (1a12X2ta11X1t )Ht= H1t + a12X2ta11X1t H2t :



116 CHAPITRE 3. COUVERTURE APPROCHÉE MULTI-DIMENSIONNELLEAlors JKt le jaobien de Kt estJKt = (�K t�x1 ; �K t�x2 )= (�H1t�x1 + ��x2 �a12X2ta11X1t H2t � ; �H1t�x2 + ��x2 �a12X2ta11X1t H2t �):On voit que dans JKt , il reste le terme H1t et H2t , don le alul de oe�ient dans(3.23), il n'y pas de formule fermée.
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