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Abstract

This work results from thepreliminarydevelopmentof laws andtoolsfor thenumerical mod-
eling of the elastoviscoplastic behavior of crystalline material: (i) constitutive laws for single
crystals, (ii) transition rulesfor homogenization methods,(iii) a finite element code with parallel
computing abilitiesand(iv) a generatorof 3D polycrystalline microstructures.Having thesetools
in hands,wehaveperformedastudy of thebehavior of 3D polycrystals under smallstrains,on the
macroscopic, intergranular andintragranular scales.

The polycrystalline mediumis described by mapsof Voronoïpolyhedra given in the form of
voxel files(L. Decker, D. Jeulin, ENSMP).Sowecanhaveuseof asmuch3D mapsof polycrystals
aswe need. With the implementation of the FETI methodinto the FE codeZeBuLoN(F. Feyel,
S.Quilici, ENSMP-ONERA), we canresort to parallel computing andsolve problemswith huge
amountof degreesof freedom. With the discretization obtained, we candescribe intragranular
fieldsinside 3D polycrystals.

In thefirst partof thestudy, we have analysedhow theresults weresensitive to theinput data
of the modeling (numberof elements, numberof grains, microstructural realization . . . ). From
thiswecould deduceanaffordablecomputingconfigurationfor thesimulation of aRepresentative
VolumeElementof isotropic polycrystal. In the second part, attention hasbeenfocused on the
inter- andintragranular heterogeneity predictedwith FE,by comparisonto thatof aself-consistent
model. To complete, we have studied the influence of grain boundariesand of the boundary
conditions on the responseof a tensile test, on the different scalesof the modeling. We have
thus characterized a local and a meaneffect of the boundaries as a function of the distance to
the boundaries under concern -either grain boundariesor the contour. Finally we present results
of tensile testsimulationsperformedin theframework of non-local mechanicsof Cosseratmedia
(S.Forest,ENSMP):asa microstructural characteristic length hasbeenintroduced, themodeling
providesinformationon theeffectivegrain sizeeffect in polycrystals.
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Résumé

Cette étude a été effectuée à la suite du développement de lois et d’outils applicables
à la modélisation numérique du comportementélastoviscoplastique de matériaux cristallins :
des lois de comportementde monocristaux, des lois de transition d’échelle pour les modèles
d’homogénéisation, un codedecalcul ElémentsFinis adaptéaucalcul parallèle et un programme
degénération demicrostructurespolycristallines3D.Disposant deceséléments,nousavonsétudié
le comportementdepolycristaux 3D enpetites déformations, auxéchellesmacroscopique, inter-
granulaire et intragranulaire.

Le milieu polycristallin estdécrit par despolyèdresde Voronoï, donnéssousla forme d’un
fichier de voxels (L. Decker, D. Jeulin, ENSMP). L’implémentation de la méthode FETI dans le
code EF ZéBuLoN (F. Feyel, S. Quilici, ENSMP-ONERA) permet la résolution en parallèle de
problèmesà trèsgrand nombrededegrés de liberté. Ainsi nous avons accèsà un nombreillimité
deréalisations demicrostructureset nouspouvonsfaire figurersuffisammentd’élémentsdansun
maillagepourquesoit possible la description deschamps intragranulairesdansun polycristal3D.

Pourcommencernousmontronslesspécificités denotreapprochepar rapport auxtravauxde
modélisation dela plasticité cristalline. La premièrepartiedel’exploitation desoutils aconsistéà
analyserla sensibilité desrésultatsauxdonnéesdela modélisation(nombred’éléments,nombrede
grains,réalisationdemicrostructure. . . ) afind’établir uneconfiguration decalcul valable pour des
simulationssur un VolumeElémentaire Représentatif de polycristal isotrope. En secondepartie
nous mettonsen évidence l’hétérogénéité de comportementinter- et intragranulaire et l’apport
de la méthode par rapport à unedémarche autocohérente. Ceci estcomplété par uneanalyse de
l’in fluencedesjoints de grain et desconditions aux limites sur la réponsed’un essaien traction
simple, aux différenteséchelles de la modélisation. Nouscaractérisons ainsi un effet local et un
effet moyen pour tousles grains,en fonction de la distance à un joint ou à un bord. En annexe
sont donnéslesrésultatsdesimulationsobtenusavecunmodèlenon-localdesmilieux deCosserat
(S. Forest,ENSMP) qui ont permisde quantifier un effet de taille de grain sur le comportement
effectif depolycristaux.
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Intr oduction

La mécanique des matériaux a fait l’objet d’études systématiques et approfondies depuis le
développement de l’industrie. L’objectif poursuivi n’est passeulement de développer de nou-
veaux produits et d’améliorer les performancesdesproduits existantsmaisaussi de réduire les
coûts engendréspar la conception, la fabrication et l’ut ilisation desproduits. Dansce cadrede
progrès,l’expérience ne peutpasnousapporter toutes les solutions vu qu’elle ne concerneque
desproduits existant déjà. A uneétape ou à uneautredu développement, de la transformation
d’un objet, il faut appréhender au mieux les problèmesavant le passageà l’étapesuivante, dans
un soucid’efficacité. Pource faire, on caractérise le comportementphysiquede l’objet à partir
d’abaques ou de lois mathématiques: on cherche à reproduire analytiquementou parsimulation
numérique les mesures expérimentales du comportementdu matériauconstitutif de l’objet. Une
fois le modèlede comportementdu matériauétabli par rapport aux conditions expérimentales,
on peutétendre le champsd’étudeà descasdesollicitationsnonexplorésexpérimentalement en
modifiant les donnéesde la modélisation : on peut agir sur les conditions de sollicitation, sur la
géométriede l’objet, ou adapter la modélisation à un autrematériauaux propriétésvoisines, en
adoptantd’autresparamètrespour les lois de comportement. Pourdéterminer cesparamètres,il
faut disposerdemesuresexpérimentalesauxquelles peuvent êtreconfrontéeslessimulationsavec
les lois de comportementpressenties et faire varier les paramètres -optimiser- jusqu’à pouvoir
identifier la modélisationà l’expérimentation.

Les modèles ainsi élaborés fournissent donc deséléments d’information pour la prédiction du
comportementd’objetsdansdesconfigurationsdonnées.Du fait dececaractèreprédictif, ils con-
stituentdesoutilsdedéveloppement àmoindrecoûtqui ontsuscitébeaucoupd’intérêtsauprèsdes
scientifiques et desindustriels. Il enrésulte unelittératuretrèsvastesur l’étudeexpérimentaledu
comportementmécaniquedesmétaux, le développementdemodèles et deméthodes numériques
pour traiter les problèmesmodélisés. La diversité desmodèles actuellementdisponiblesà l’état
de code numérique permetde situer l’échelle de validité d’un modèle. Ainsi pour décrire le
comportementmécanique a-t-on successivementutil isé desmodéles phénoménologiques basés
sur unereprésentation à l’échelle macroscopique, desmodèlesd’homogénéisation baséssur une
représentation deshétérogénéités à l’échelle immédiatementinférieureau macroscopique et des
modèlesd’éléments finis décrivant le comportementà deséchelles plus finesde microstrutures.
L’augmentationdescapacitésderésolution numériquea permisdetenir compte, danslessimula-
tions,demécanismesphysiquesdeplusenplusfidèlesàla réalité etd’augmenter conjointementla
taille physiquedesproblèmestraités. Aujourd’hui la méthodedemodélisation paréléments finis
estavéréevalable pourdesconfigurationset deséchelles trèslargementexploréesexpérimentale-
ment.
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Mais l’application d’une telle méthode neselimite passimplement à la prédiction decomporte-
mentsréels,elle permetaussi d’accéderà desinformations quel’on ne peutpasobtenir expéri-
mentalement.La modélisation fixetouteslesdonnéesentrantesd’un problème,elleoffre toutesles
donnéesrésultanteset elle permetd’analyserrétrospectivementles processusqui ont conduit au
résultat, sansaffecter le résultat. L’expérimentation prendencomptedesphénomènesphysiques
dontcertainséchappentànotrecontrôleetellepeutnécessiterdetranformerle milieu d’étudesans
quesoient connus/réversibles/reproductibleslesmécanismesqui ont conduit aurésultat : quand il
estquestion deprendredesmesuresdemorphologie et dechampsdedéformationsaucœurd’une
microstructure métallique, il faut d’abord enlever descouchesexternes dematière; l’expérience
ne peut alors plus êtrepoursuivie avec le milieu expérimental initial ; l’enlèvementde matière
peutaussiintroduire desdéfauts, desmodifications de l’état microstructural au voisinagede la
zonetraitée. Dansunetelle configuration, pour autant quel’échelle à laquelle desmesuressont
requisessoit accessible, la miseenplacede l’étude peutêtretrèscoûteusecar trèslongueet très
précautionneuse,voire impossible car la prise de mesures affecterait irréversiblement l’état du
matériau. Le traitementnumériquepeut alorsapporterdesinformationssingulières(pour le moins
deschampsde contrainte)qui alimentent d’une part la connaissance desmodèles de comporte-
ment-leurdegrédevalidité, leursensibilit éauxdonnées. . . - maisaussi celledumondephysique,
avecun degré devalidité connu.

Cettedémarched’étudesur la based’unemodélisationestadoptéedanscetravail dethèse. Nous
utilisonsla méthodedesélémentsfinis (EF)pour décrire leschampsdecontrainteset dedéforma-
tions issus de glissementscristallographiquesà l’intérieur desgrains d’un agrégat polycristallin
de matériaumétallique. A partir de cettedescription, nouseffectuons une analyseà toutes les
échellesde la modélisationpourcaractériser le comportementélastoviscoplastiqueenpetites dé-
formations d’un polycristal 3D et déduire desinformationspropresà l’amélioration de modèles
alternatifs -l’homogénéisation parexemple.Cetteapprochepour l’étudedela plasticité cristalline
sejustifie dansle sensoù elle a étééprouvéeà plusieursrepriseset validée parconfrontation avec
desétudesexpérimentales. Prenonsenpourexempleles travauxdethèse deLaurent Méric et de
FrankEberl portant sur desmono-, bi- et multi-cristaux : ils ont montréque les calculs EF en
élastovicoplasticité avec le codeZéBuLoN,quenousutil isonsici, fournissaient desrésultats très
correctsparrapport àdesexpérimentations,passeulementà l’échellemacroscopiquemaissurtout
à l’échelle intragranulaire [Méric, 1991,Eberl,1999].

Leur cadre d’étude est ici étendu, grâceà l’augmentation desressources numériqueset à la par-
allélisationdescalculs, auVolumeElémentaire Représentatif d’un milieu polycristallin 3D. C’est
un volume suffisamment grand par rapport à la taille deshétérogénéités qu’il contient pour que
la distribution, particulière à uneréalisation, despropriétés deshétérogénéitésdu milieu n’affecte
pasle comportementglobal du VER. Nousdonnonsci-aprèsunedescription précisede ceVER
pourle milieu qui nous concerne.

Dansun métalsolideon peut raisonnablementconsidérerl’atome-occupantun espace de l’ordre
de1nm3- commehétérogénéitéélémentairedans un volumedel’ordre de1µm3, cequi estlarge-
menten deçade l’échelle d’étude macroscopique d’un milieu polycristallin (de l’ordre du mm).
Cemilieu solideestobtenuaprèsrefroidissementd’unesolution liquidedemétalpuroud’alliage.
Au cours de ce refroidissement, les atomesperdent peu à peu leur énergie de vibration liée à
l’échauffementthermiqueinitial, les forcesd’attraction métalliquespermettent alors aux atomes
des’arrangerenunestructureprésentantdessymétriesassociéesà l’équilibre desforces.Le point
où s’initie l’assemblage desatomesenunestructures’appelle le germeet la structureélémentaire
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reproduite périodiquement dansl’espaces’appelle la maille élémentaire cristalline. Pendantle
refroidissementplusieursgermesseforment endiverspointsdela solution. Enchacundecesger-
mesviennents’accrocherdesatomesqui, afin derespecterl’équilibre desforces, reproduisent les
symétrieset la périodicitédela maillecristalline. Le volumeforméparunempilementpériodique
demaillescristallinesdanslestrois directions del’espaceconstitue un cristal.

Enfin derefroidissement,le volumedesolution s’estentièrementsolidifié, chaquecristal a grossi
jusqu’à rentrer en interaction avec un autre cristal et former une jonction constituée d’un amas
d’atomesd’une épaisseurde quelquesatomesappeléjoint de grain. Chaquecristal sedistingue
d’un autreparl’orientation desamaillecristalline,saformeetsataille. Cettetaille estcontrôlable
par la durée du refroidissementde la solution ou par une restauration descontraintes internes
associéeàunerecristallisationaucoursd’un recuit. Cettetailleest,pourla plupartdesapplications
courantesàbasedemétauxetd’alli ages,supérieureà1000 distancesinteratomiques(del’ordredu
µm). Une maille cristalline étantconstituéegénéralementde quelquesdistancesinteratomiques,
l’hétérogénéitéforméeparla maillecristallinen’estpassignificativedescaractéristiqueseffectives
du cristal. On peutdonc considérer un cristal commeun milieu homogènecaractérisépar son
orientation cristallographique,sataille et saformegéométrique.

Dansun VER de milieu polycristallin, les hétérogénéités élémentairessont les cristaux (grains).
Dansle casd’un milieu aléatoire, sanscorrélation entre les orientations desgrains et sansautre
règle concernant la forme desgrainsquecelle d’occuper l’espacesanslaisser de vide, les pro-
priétéssontglobalementisotropes. La réponseglobale du VER doit rester la mêmequelle que
soit saposition danscemilieu. Autrementdit, la donnéedela microstructure-position desgermes
et orientations-, pourvu qu’elle soit aléatoire, nedoit pasaffecter lescaractéristiquesglobalesdu
VER.

Dansce cadred’étude du VER de polycristal isotrope, il ne s’agit paspour nousde reproduire
desobservations de la physique desmatériaux métalliquescar cesobservations sesituent à une
échellebienplusfine(l’atome,la dislocation ou lesdensitésdedislocations),nousnouslimitonsà
poursuivre le travail du mécanicienà l’échelle homogèneintragranulaire : nous simulons le com-
portementélastoplastiquede polycristaux à partir d’une description d’un VER par deséléments
finis. Le milieu polycristallin 3D que nousreprésentons est constitué de polyèdresde Voronoï
et il estdonné sousla forme d’un fichier de voxels (pixels 3D). La structure EF calculéeestune
discrétisation decemilieu : à chaquepoint d’intégration de la structureon attribue la couleur du
voxel occupantla mêmeposition de l’espace ; ainsi les grains sont définispar un ensemble de
points d’intégration et leur frontièretraverse les éléments, ce qui permetd’affiner considérable-
ment la forme desgrains avec deséléments à 27 points d’intégration. Grâceau calcul parallèle
nouspouvonsraisonnablement,à l’heureactuelle, fairefigurer6000pointsd’intégration pargrain
d’un polycristal à 200 grains, ce qui offre la possibilité de procéder à unevéritable analysedu
comportementintragranulaire. Nousdécrivonsdesvariationsde comportementà l’in térieur des
grainsmaiscesvariationsnesontpasduesàdeshétérogénéitésstructurellesintragranulaires(murs
densesde dislocations, frontièresgéométriquement nécessaires, forêts de dislocations... ) mais
auxinteractionsentre lesgrainset à la formegéométriqueparticulière à chaquegrain.

Cedocumentestpartagéen4 chapitres. Le premier proposeunerevuebibliographiqueconsacrée
aux modèlesde comportementde polycristaux et aux aspects expérimentaux de la plasticité in-
tracristalline. Ainsi pouvons-noussituer cetteétude par rapport à une gammetrès étendue de
travaux de caractérisation physique et de modélisation à différenteséchelles et en déduire ses
spécificités.

Dansle second nousprésentonsles modèles de comportementet les outils numériques: les lois



xii CHAPITRE. INTRODUCTION

de comportementde monocristaux, les lois de transition d’échelle du monocristal au polycristal
pour le schémaauto-cohérent, le modèle de génération de microstructureshétérogènesappliqué
auxmilieux polycristallins, la description d’un VER etdesamicrostructurepardesélémentsfinis,
l’étude devalidité denosoutils numériques.
Le chapitre III porte sur lesrésultatsobtenusauxdifférentes échellesde la modélisation (macro-
scopique,échelle moyenne desgrains, intragranulaire). Une attention particulière estportéesur
l’effet desconditions auxlimites (effet desurfacelibre) et sur l’effet desjoints degrain, quenous
caractérisons non seulementà l’échelle locale maisaussi en moyenne pour tous les grainsd’un
polycristal. Leschapitres II et III sontformésenpartie d’articlespubliésdans Int J Plasticity en
2001[Barbeet al., 2001a,Barbeet al., 2001b]. Nousy avonsassocié descompléments decarac-
térisation deshétérogénéitésdansun polycristaletuneanalysedel’effet local etmoyendesjoints
degrain dansun polycristal.
Nous présentons dansle chapitre IV les derniers avancementsen matièred’implémentation de
méthodes numériquesmoinscoûteusesen mémoire,qui permettront d’aborder la simulation de
structuresplus raffinées,ainsi qu’une étude bibliographique de l’effet de taille de grains. Cette
revue a étépréparéepour confronter nos résultats de l’étude de l’effet de taille de grain par la
modélisationà desrésultatsexpérimentaux. Unepremièreétudea effectivementétémenée, qui a
fait l’objet del’arti cle[Forestetal.,2000] reproduit enannexe,pour mesurerceteffet àpartir d’une
modélisation non locale de type Cosserat développée par Forest. Mêmesi notre caractérisation
s’avère cohérenteavec certainesmesuresexpérimentales, elle doit êtreapprofondie ou modifiée
pourpermettre dedécrire la multiplicité deseffetsdetaille degrains relevés dansla littérature.
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Cechapitreétablie toutd’abordunerevuedetravauxdemodélisationducomportementdesmatéri-
aux métalliques,depuis les modèlesles plus simplesconsidérant le milieu d’étude polycristallin
commehomogènejusqu’aux modèlesprenantencompteleshétérogénéitésdecomportementin-
tracristallines, à savoir les interactionsentredislocations. Ceci nousavise de la compléxité des
mécanismesintroduitsdanslesmodélisationsetdela multiplicitédesapproches.Ensuitenousré-
duisonsle champsd’investigationauxtravaux qui, commele nôtre, font appel appelà la méthode
EF. Nousnousassuronsainsi desla spécificité du cadre et desobjectifs denotre étude. Pourfinir,
nous rappelonscertainsaspects expérimentauxdu comportementdesmatériaux métalliqueset les
dispositionsqui ont étéprises enconséquencedansdesmodélisations récentes.Nousdéfinissons
ainsi clairement le cadredenotremodélisation, cequ’elle neprend pasencompte et qui pourrait
l’être dansun futur proche.

I.1 Modèlesphénoménologiqueset modèlesà champsmoyens

L’étude du comportement d’un polycristal repose sur le comportement de chacun des
monocristaux du milieu et sur l’accommodation desdéformations et contraintes entre cesgrains.
La transition d’échelle entreles champsmicroscopiqueset le champmécanique macroscopique
imposé constitue donc uneétape essentielle dansla prédiction du comportementglobal. Il s’agit
en général d’une opération de moyenne, ou homogénéisation du comportementdu polycristal.
De la mêmemanièrele comportementdechaquegrain estdéterminé à partir desglissementssur
chacun dessystèmesde glissementet cesglissementsrésultent de mouvements de dislocations
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fortement hétérogènes dont l’activité dépend descontraintes locales et desstructuresde dislo-
cations présentes. L’échelle la plus petite prise en comptedans les lois de comportementque
nousutilisonsestcelledessystèmesdeglissement.Lesvariablesqui y sont décrites(glissement,
cission) sontelle-mêmesdesmoyennesreprésentativesdu comportementmoyen à l’échelle des
dislocations. Cetteéchelle de description du comportementestaccessible en chaque point de la
représentation dela microstructure,àsavoir, suivant la précision dereprésentation, (i) enmoyenne
macroscopique, (ii) en moyenne par phase(une phaseregroupe plusieursgrains d’orientations
voisines),(iii) en moyenne pargrain, (iv) enchaquepoint à l’intérieur d’un grain. Notre échelle
dereprésentation nouspermetdedécrire un comportementintragranulairehétérogène.

Unepremière approximation estobtenueavec le modèle deTaylor [Taylor, 1938] supposantque
la déformationplastiqueestla mêmedans touslesgrains. La compatibilité desdéformations est
alorsassuréeentrelesgrainsmaisl’équilibre descontraintesn’est pasrespecté.La réponsed’un
tel modèle fournit uneborne supérieuredu comportementréel. Pourlesmétauxcubiquesà faces
centrées(cfc), cetteapproximation est intéressante en grandesdéformationscar alors il estplus
important de satisfaire la compatibilité desdéformations quel’équilibre descontraintes [Kocks,
1970]. Une estimationde la borne inférieuredu comportementestobtenue avec l’hypothèsede
Sachsselonlaquelle lescontraintessontuniformesdansle polycristal (l’équilibre descontraintes
estdonc respecté,à défaut dela compatibilité desdéformationsentregrains). Cetteconfiguration
de comportementserait obtenue si un seulsystème de glissementétait actif par grain. La con-
figuration de déformationuniformeadoptéepar Taylor correspond,dansl’extensionopéréepar
Bishopet Hill, [Bishop et Hill, 1951], à un glissementmultiple sur cinq systèmesindépendants.
Puisquecette configuration fournit uneréponsemajorée,certains auteurs ont repris l’hypothèse
debased’uniformité desdéformations et y ont associé uneloi derelaxation descontraintesinter-
granulaires. CitonsparexempleKocksetCanovaqui, dansleurmodificationdumodèledeTaylor,
permettent l’activationdemoinsdecinqsystèmesdeglissement[KocksetCanova,1981]. Or pour
obtenir unedéformation plastiquedonnée,la contraintenécessairediminue si le nombrede sys-
tèmesde glissementrequis diminue. Ainsi observent-ils un léger adoucissement de la réponse
de Taylor. Cet adoucissementreste modérécar il ne concernequ’une petite partie du volume
polycristallin et il en résulte unehétérogénéitédu nombredesystèmesactifs qui nécessited’être
ajustée localementparuneaugmentationdela contrainte. Danslesmodèlesbaséssurl’hypothèse
d’activation initiale d’un seul systèmepar grain -le systèmeprimaire- [Ashby, 1970,Thompson,
1974, Thompson,1975,Leffers, 1981], l’amélioration de la modélisation a consistéà distinguer
lesdislocationsstatistiquement stockées, associéesàunedéformationhomogène(la distribution de
cesdislocationsestaléatoire), desdislocationsditesgéométriquementnécessaires[Cottrell, 1964].
D’aprèsCottrell, aucours dela déformationà froid d’un polycristal, descontraintesapparaissent
à l’interfaceentrelesgrainspourassurer la compatibilité desdéformations. Cescontraintessont
relaxées par la génération de cesdislocations géométriquement nécessaires. L’accommodation
desdéformations proposéepar Thompson et Leffers résulte de l’activation, par les dislocations
géométriquement nécessaires,d’autressystèmesquele systèmeprimaire. Elle provoqueuneaug-
mentation descontraintes intergranulairescequi renforcela réponsedu modèleinitial deSachs.

De cesprésentations desmodèles fondamentaux de déformationdespolycristaux retenonsdeux
constatations : on nepeutpasconsidérerquela déformation[resp. la contrainte] soit homogène
danstout le volume polycristallin, sinonon obtient uneréponsetrop rigide [resp. trop souple] ;
de même,on ne peut pasconsidérer que la déformation [resp. la contrainte] soit homogène à
l’intérieurdechaquegrain, sinonl’équilibre descontraintes [resp.l’accommodation desdéforma-
tions] n’estpasrespectéentre lesgrains.
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Pourtant, dans un cadre de prédiction despropriétéseffectivesd’un polycristal, il est tentant de
garder unehypothèsesimplificatrice : considérons quele grain constitueunehétérogénéité élé-
mentaire danslaquelle leschamps mécaniquessont homogènes.Si le nombre degrains estsuff-
isant, l’accommodation desdéformations et l’ajustementdescontraintesentreles grains peut se
décrire parunemoyenne. Dansl’approcheauto-cohérente,l’interaction intergranulaire moyenne
estdéterminéeparla moyennedesinteractionsdechaquegrainavecunMilieu HomogèneEquiva-
lent (MHE). Parmitouslesexemplesdela littératureconcernantle calcul depolycristalparunpro-
cessusdemoyennation nouspouvonsciter : [Lin, 1957,Kröner, 1961,Budianski etWu, 1962,Hill,
1965,Berveiller et Zaoui,1979,Tokuda et al., 1985,Beradai et al., 1987,Weng,1987,Cailletaud,
1992,Weng,1993,Cailletaud et Pilvin, 1994,Pilvin, 1996,Cuitiño,1997]

Dans tous ces travaux, la relation générale entre les mécanismes locaux de déformation ε à
l’échelledu grainet le comportementglobal macroscopiquepeutserésumerainsi :
σi j ��� σi j 	�
 Aµ�
� εp

i j 	�� εp
i j � (µ : moduleélastiquedecisaillement)

- modèle deTaylor : déformation plastiqueuniforme– 	 A � in f ini
- modèle deLin : déformationtotale uniforme– 	 A � 2
- modèle auto-cohérentdeKröner(Budiansky-Wu) – 	 A � 2 � 1 � β �
- modification deBerveiller-Zaoui – 	 A � 2a � 1 � β �
- modèle deSachs: contrainte uniforme– 	 A � 0
(β � 2 � 4 � ν � � 15� 1 � ν � ; a � 1��� 1 
 3µεp

ef � 2σef � )

Concernantcesmodèles,tantbaséssurunehypothèsedetypeTaylorouLin queauto-cohérents, la
principale simplification consisteà nepasprendreencompte lesinteractionsdirectesentregrains
voisins: ils utilisentdesphases, caractériséespar leur orientation cristalline et leur fraction volu-
mique, qui interagissent avecun milieu homogénéisé,sansconsidération devoisinagelocal. Ces
phasesreprésentent le comportementmoyende tous lesgrains d’orientationscristallographiques
voisines. Cettesimplificationposepour le moinsdeuxproblèmes:
(i) les mécanismesd’écrouissagesont liés aux mouvementsde dislocations sur les systèmesde
glissementetcesmouvementssontlimités parlesjointsdegrain(danslescasd’un comportement
à basse température,sans recristallisation, lesdislocations franchissentrarement le joint, elless’y
accumulentou s’y annihilent). Ainsi lespropriétéseffectivesd’un polycristaldépendent-ellesde
la taille moyennedesgrains,cequi n’est pasretenudanslesmodèlesprésentésci-dessus.
(ii) les contraintesinternesdansun grain sontdépendantes de sonorientation cristallographique
maisaussidecelledesgrainsvoisins, commel’a expliquéLeffers [Leffers,1981] : alorsqueles
dislocationsdessystèmesdeglissementsont stoppéesà l’approchedesjoints degrain, elles pro-
duisentunerelaxationdecontrainte(backstress)ainsiqu’unecontrainte ’externe’ (forwardstress)
dans les grains voisins. Lesglissementsdansun grain sont doncliés aux glissementsdesgrains
voisinset parsuite auxdésorientationsrelatives.

Par ailleurs, il a étémontréau traversdessimulationsEF en grandesdéformations quecesin-
teractions de voisinageconstituent un facteur essentiel pour la détermination de la propagation
de la déformation imposée au travers descristaux d’un agrégat [Becker, 1991,Becker et Pan-
chanadeeswaran,1995,Sarmaet Dawson,1996a,Mika et Dawson,1998,Zismanet Rybin, 1998].
C’est pourquoi il paraît essentiel de tenir comptedu voisinage réel de chaque grain d’un poly-
cristal pour endéterminer lespropriétéseffectives.Lessolutionsexposéesdans la littératuresont
multiples.En voici dans la suitequelquesexemples.
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a - Solutionspour unemodélisation prenant encomptele voisinage dansdesmodèlesà champs
moyens

L’effet d’interaction entrelesgrainspeutêtreincorporédans le calcul dechaquecristal considéré
individuellement[Sarmaet Dawson,1996b] : à chaque cristal de l’agrégatmodélisé estassocié
uneinformationtopologique relative auvoisinagelocal, i.e. à l’or ientation cristallographique des
grainsvoisins; l’in teraction qui enrésulteestdéterminée,apriori, parapproximationdela réponse
du cristal d’aprèsun modèledeTaylor :
(1) la complaisanceSc dechaque grainestcalculéeavecle modèledeTaylor,
(2) la complaisancemoyennedueauvoisinageestdonc � Sc 	 n � 1� n∑n

g� 1Sg où n estle nombre
degrainsvoisins,
(3) la complaisancerelative Qc estdéduite parprojection : Qc � Sc � Sc 	�� 1

n ,
(4) enfin cettecomplaisancerelative est renormée afin de satisfaire l’égalité de la moyenne des
taux de déformation avec le taux effectif ; on obtient l’opérateurnorméde projection Pc pour
chaque cristal ; Pc � Qc � Q 	 � 1

N où � Q 	 N � 1� N∑N
c� 1Qc est la moyenne descomplaisances

relativessurl’ensembledesgrains,
(5) finalementle tauxdedéformation dechaquecristal estdonnéparDc � PcD oùD estle tauxde
déformationmacroscopique imposé.

Pour palier le défaut de non prise en compte du voisinage tout en gardantl’approximation du
schémaauto-cohérent, il estpossibled’utiliser un modèled’homogénéisationà N sites[Molinari
et al., 1987,Canova et al., 1992] maisla complexité dela procédureitérative derésolution limite
le champd’application decetteapproche.
Une autreméthodepour décrire le comportementd’un polycristal à partir de la description du
comportementd’un monocristal a été proposéepar Khan et Cheng[Khan et Cheng,1996] :
l’interaction entregrainsn’estpasdécrite paruneloi detransition d’échelle reliant lescontraintes
pargrainà la contrainte macroscopiquemaisestsupposéeéquivalenteà uneinteraction entresys-
tèmesdeglissement; le passagedumonocristalaupolycristal revient doncàuneaugmentationdu
nombredesystèmesdeglissementqui apporteunecontribution additive à l’écrouissage cinéma-
tique, sansaffecter l’écrouissageisotrope.
Pour la modélisation de l’écrouissage desalliagescfc à faible énergied’empilement,Kalidindi
[Kalidindi, 1998] a util isé un modèlemathématique simple à unevariable d’état interne (s ho-
mogèneà une contrainte) prenant en compteles mécanismesde déformationpar maclage. La
loi d’évolution est ṡ � h � s� � εp

eq � où h ��� � représentele taux de déformationplastique et εp
eq est la

déformationplastiqueéquivalente.Cemodèlepermetdeprévoir le comportementdetelsalliages
pourdestaillesdegrainsdifférentes,àcondition d’avoir procédéaupréalableà l’identification de
paramêtresd’écrouissagepropresà l’all iageétudié.

b - Priseencompte du comportementhétérogène intragranulaire pour la modélisationdel’effet
devoisinage

Nous venonsde présentercertainesapproches phénoménologiques ou à champsmoyenspour
lesquelles les champsmécaniquessont considérés uniformespar grain. Or la prédiction de la
relation contrainte-déformationou de l’évolution detexture aveccesmodèlesestparfois miseen
défaut par desobservations expérimentales : outre les interactions intergranulaires, il faut tenir
comptedesmécanismesdedéformationà l’int érieurdesgrains, desprocessusdesubdivision des
grains, autrement dit de l’accommodation desefforts intergranulaires par la formation de sous-
structuresintragranulaires(voir section I.3 pourunedescription decessous-structures). C’esttout
du moins la constatation qu’ont fait Mika et Dawson pour la prédiction d’évolution de texture
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par élémentsfinis [Mika et Dawson, 1999]. Un exemplesimple de processusde subdivision
de grain introduit dans un modèle de comportementde polycristal est celui de Ashby [Ashby,
1970] : il supposeque chaque grain se déforme en glissement simple et que cela conduit au
stockagede dislocations du mêmetype unique, aux vecteurs de Burgers opposéssur les parties
opposéesdu joint degrain ; lesgrains sontdoncsubdivisésendeux régions, l’une à faibledensité
dedislocationsoù la déformationesthomogène (dislocationsstatistiquementstockées),l’autre à
plus forte densité de dislocations où s’opèrel’accommodation desdéformationsentreles grains
(dislocations géométriquement nécessaires). Dansle modèle 2D de Ashby, cette zoneoù sont
généréeslesdislocationsgéométriquementnécessairesn’estni plusni moinsqu’unebandecollée
aujoint degrain.

Afin d’expliquer le rôle desdislocations du modèle de Ashby dansl’accommodation desdéfor-
mations,Mecking [Mecking, 1981] proposedeclassercesdislocationsendeuxgroupes: lesunes
à vecteur deBurgers parallèle au joint degrain, lesautresauvecteur deBurgers perpendiculaire
au joint de grain. Les dislocations à vecteur de Burgers parallèle au joint contribuent aux défor-
mations normalesau joint de grain et la contraintequ’elles supportentpeut êtrecompenséepar
desdislocations de directions opposéesdansles grainsadjacents. Cellesà vecteur de Burgers
perpendiculaireaujoint supportent lescontraintesélastiquesd’accommodation à longue portéeet
cescontraintes peuvent êtretantdiminuéesqu’augmentées par lesdislocations desgrainsvoisins
-cela dépendde la désorientation entreles grainsdoncde la géométrie-. Mecking déduit de son
analyse quela situation de déformationen glissementsimplen’est valable quepour le débutde
l’écrouissage(déformation de l’ordre de 10� 3), jusqu’à ce que les contraintes à longue portée
desdislocations géométriquement nécessaires deviennent trop fortes par rapport à la contrainte
d’écoulement d’un cristal en glissementsimple. L’accommodation se fait alors par glissement
multiple, dans unebande parallèle au joint degrain. En supposantquel’épaisseurdecettebande
varie linéairementavecla déformation, Mecking montrequela contrainte d’écoulementpeut être
fonction linéairede1� d ou de1� d1� 2, enfonction dela règledesuperposition desefforts utili sée
(distribution simplede la contraintedanslesdeux phases ou détermination de la contraintedans
la bande à partir dela théorie d’empilementdesdislocations).

Le modèled’Estrin et sescoauteurs [Estrin et al., 1998]proposelui aussiunedécomposition des
grains en desrégionsà faible densité de dislocations (l’in térieur descellulesde dislocations) et
desrégions à forte densité de dislocations (les murs de dislocations). La particularité de leur
modèle estqu’il permetde décrire tous les étatsde l’écrouissage car il prenden comptela den-
sité de dislocations à l’intérieur descellules(toute négligeable paraisse-t-elle par rapport à celle
desmurs)et la variation de la fraction volumiquede mursde dislocations au coursde la défor-
mation (observation expérimentale de ce rétrécissement desmurspar [Zehetbauer et al., 1999]).
Parmi lesmodèlesbaséssurla formation desous-structuresdegrain,lesplussimples introduisent
simplementla contribution desdislocations géométriquement nécessairesdansl’évolution de la
contrainted’écrouissageparunesurfacedechargedont le rayonvarieavecla direction decharge-
ment. L’écrouisagesupplémentaire provoquépar la formation de nouveauxblocs cellulairesest
lui aussipris encompte.Cesmodèlespermettentdedécrire particulièrementbiendescomporte-
mentseffectifs engrandesdéformationssouschargementscomplexes[Hess,1993,Ning et Aif an-
tis, 1996,Butler et McDowell, 1998,McGinty et McDowell, 1999].

Pourla prédiction ducomportementdemétauxcfc dansunegammetrèsétenduedetempératures,
de taux de déformationet de déformation, il n’est pasobligatoirede faire paraître l’in teraction
directe entregrains car pour de très grandes déformations, le comportementest susceptible de
devenir plussensible auxcaractéristiquesmicrostructurales(distanceentredeuxbarrièresdedis-
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locations par exemple)qu’aux caractéristiquesdu niveaud’hétérogénéité supérieur, les grains.
Effectivement, plus la déformationestélevée, plus il y a de structuresde dislocations (à part les
jointsdegrain, il n’y enapasàdéformationnulle). L’utilisation d’un modèlebasésurla densitéet
la vélocité desdislocations mobilesprend alorstout sonsenscommel’ont montréNemat-Nasser
et Li [Nemat-Nasser et Li, 1998].

c - Priseencompte desinteractionsentredislocationspour la modélisation du comportement
hétérogène dansun monocristal

A une échelle physique plus fine que la sous-structure de grain (frontières géométriquement
nécessaires,murs denses de dislocations, frontièresde dislocations intracellulai res(incidentes)
...) se trouvent les dislocations sous forme de forêts de dislocations formant desobstaclesau
mouvementdesdislocations individuelles (l’échelle physique justeen dessous). Desmodélisa-
tionsphénoménologiquesintroduisant desamasdedislocationsexistent à cetteéchelle maiselles
n’ont étéappliquéesqu’à la modélisation demonocristaux[Cuitiño etOrtiz, 1991,Tabourotetal.,
1997,Cuitiño,1997,Fivel etal., 1998]. Lesmodélisationsactuellesbaséessurlesmouvementsde
dislocations individuelles portentsurdeséléments devolumemésoscopiques,i.e. surun volume
demilieu monocristallin passuffisamment grandpour êtrereprésentatif ducomportementeffectif.
Zbib et sesco-auteurs présententpar exempleun modèlemésoscopique tridimensionnel permet-
tant la description d’interactionsà longuedistanceet desstructurescellulaires dedislocationsqui
en résultent, avec l’utili sationde superdislocations 3D [Zbib et al., 1998]. Enfin, pour alimenter
notreculture sur lesthéoriesdeplasticité cristalline baséessur lesdislocations, il sembleutile de
consulter le récent article deDoris Kuhlmann-Wilsdorf, qui nous proposeunerevue de la théorie
baséesur desstructuresde dislocations à basse énergie ("low energy dislocation structure"), en
comparaisonavec la théorie la plus répandue,la théorie d’auto-organisation desdislocations que
nousassocions-à tort nousest-il dit- à Orowan[Kuhlmann-Wilsdorf, 1999].

I.2 ModèlesElémentsFinis

I.2.1 Description régulière desgrains

Denombreux auteursontchoisi d’adopter unedescription EFsimplifiéedela microstructured’un
polycristal. Chaqueélément dumaillage,deformecarrée,cubiqueouhexagonalecorrespondalors
àuneouplusieursorientationscristallographiquesdifférentes.[Takahashi, 1988,Becker, 1991,Ka-
lidindi et al., 1992,Havlicek et al., 1992,Beaudoin et al., 1993,Takahashiet al., 1994,Beaudoin
et al., 1995,Sarmaet Dawson,1996a,Dawsonet Marin, 1998,Takahashi et al., 1998, Bachuet
Kalidindi, 1998]. Unetelle méthode nepermetpasd’obtenir d’informationsur le comportement
local et la morphologie de la microstructure réellen’est paspriseen compte. Mais cestravaux
sontbien adaptésà la prédiction de la réponseglobale de l’agrégatet notammentà la prédiction
d’évolution detexture, incluantunedescription desgrandesdéformationsavecrotation du réseau
cristallin. Ainsi par exempleBachuet Kalidindi constatentque leur modélisation EF 3D four-
nit de bien meilleurs résultats quele modèlede Taylor pour la prédiction d’évolution de texture
et queles résultatssont peusensibles à la distribution desorientations dansla structure d’étude.
Cetterelative insensibilité du modèleestprévisible dansla mesureoù on n’offre pasaux grains
la possibilité de sedéformer en fonction de conditions de sollicitations étendues: les déplace-
ments/effortssont toujoursimposésauxhuit coinsd’un cube, dansdesdirectionsvariant peud’un
grainà l’autre (plus lesdéformationssontgrandes,plus lesdéformationsdanschaquegrainvont
s’approcher dela déformationglobaleimposée). Parsuitele comportementd’un mêmegrainvarie
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peud’unedistribution d’orientationsà l’autre. Desétudes adoptantunemodélisationplusréaliste
de la formedesgrainsont étémenées,avecdescylindresdesection hexagonalepour descalculs
quasi-3D [Harrenet Asaro,1989, Becker, 1991], ou avec descristaux en forme de dodécaèdres
rhombiques(arrangementde polyèdresà 12 faces en cubeà facescentrées)discrétisés en élé-
mentstétraédriques[Mika et Dawson,1998,Mika et Dawson,1999], qui fournissentdesrésultats
sensiblement meilleurs que la forme carréeou cubique. Afin de connaître les effets dus tant à
la forme d’un élément qu’au nombre d’élémentsconstituant un grain,Mika et Dawson[Mika et
Dawson,1998] ont procédéàunecomparaisonentreleseffetsd’interaction degrains prévusavec
desélémentscubiqueset ceuxprévusavecdeséléments dodécaédriques.Il enressort que(i) plus
un grain dodécaédriqueestdiscrétisé, plus soncomportementestdépendant desonorientation au
détrimentdu voisinage, (ii) l’effet devoisinage estaltéréavec l’utili sationd’élémentscubiquesà
causedu faible nombred’interfaces entregrains dans de tels éléments. Cependant la prédiction
d’évolution detexturerestevalablequellesquesoient lesformesdecristauxutil isées.Ceci,ajouté
aux constatationsde Bachuet Kalidindi, suggère quela simpledonnéedesorientations importe
plus que l’arrangementspatial de cesorientations pour la prédiction de propriétéseffectivesde
polycristaux.

Bref, engrandesdéformationsavecdesrotationsderéseaucristallins, unemodélisationEFen3D
paraît essentielle car elle permetde faire intervenir dansle calcul uneaccommodation plastique
entre grainsvoisins,qui estabsente du modèlede Taylor, et à l’or igine de la surestimation des
niveaux decontraintepropre à cemodèle [Butler et al., 1998]. Mais pour unetelle modélisation
EF (prédiction d’évolution de texture) il n’est pasnécessaire de faire figurer la microstructure
(géométriedesgrains, voisinageréel) de façonréaliste. Il convient tout de mêmed’éviter les
simulationsen 2D dansla mesureoù les chemins de déformations,produits par desglissements
appartenant à un réseautridimensionnelle, sonteux-mêmestridimensionnels. Unedescription du
développementdesous-structuresdegrainsparla mesuredela variation del’ori entationcristallo-
graphique d’un point à un autred’un mêmegrainestaussipossibledans desgrains suffisamment
discrétisés [Mika et Dawson,1999]. Mais la densité de frontièresde désorientation (assimilées
auxGNBs) et le nombredepicsd’orientationsdistinctssurunefiguredepôlerestent dépendants
du nombred’éléments pargrainet la convergencen’a pasétéobservéedanscestravaux.

I.2.2 Description détailléedechaquegrain

Dansun premiertempscesdescriptions de la microstructure réelled’un polycristal sesont lim-
itésà desmulticristauxendeux dimensions: [Havli ceket al., 1990,Havlicek et al., 1992,Canova
et al., 1992] pour despetitesdéformations. Les travaux de Teodosiu et al et Harder[Teodosiu
et al., 1991,Harder, 1999] portent aussi sur de telles configurationsde calcul ; leur originalité
réside dansles lois de comportementprenant en compteles interactions entredislocations. On
retrouve la prise en comptedesdensités de dislocations dansla modélisation par EF du com-
portementd’un multicristalentractionsimpleeffectuéeparDelaireetal [Delaireetal.,2000]. Il a
obtenuunedistributiondesdéformationsà l’intérieurdesgrainssemblableàcellemesuréeexpéri-
mentalement.Le modèleutilisé prévoitun partitionnementdesgrainsendomainessedistinguant
pardessystèmesactifsdifférentsetunaccroissement dela densitédedislocationsessentiellement
près desgrains, malgréla présenced’une bande delocalisationdela déformationaxiale. Dansla
litt érature,cestravauxsontlesplusavancésconcernant la description ducomportementintragran-
ulaire auseind’un multicristal car ils présententunemodélisation engrandesdéformationsavec
la priseencompte,certes avecuneloi phénoménologique,dela densité dedislocations.
Afin de s’approcher au mieux de la microstructure réelled’un matériau hétérogènede manière
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systématique,Ghoshet Moorthy ont développédeséléments finis 2D en forme de cellules de
Voronoï [Ghoshet Moorthy, 1995, Ghoshet al., 1995] : chaque élément fini estunecellule de
Voronoï, comportantpourcelaun nombre d’arêtes,uneformeet unetaille variablesd’un élément
à l’autre. Cetteméthodeestséduisantecarchaquegrainestdécrit singulièrement,demanièresim-
ple et systématique, maiselle nepermetpasl’étudedu comportementintracellulaire et elle reste
pourl’heure en2D.

Enrésumé:

Parmi les modèlesEF, différentes approchespour la représentation microstructurale de l’agrégat
sontutili sées: un élémentpar grain, uneforme géométrique unique pour tousles grains du mi-
lieu d’étude, représentation en 2D.. .Ces formesd’approche simplifiéesconviennent très bien,
commenousle constatons nous-mêmesdansla suitede cedocument,section II.7, pour despré-
dictions de comportementeffectif d’un polycristal ou pour la prédiction d’évolution de texture
-pourcedernier casd’étude,rappelons qu’un modèledetypeTaylor fournit engénéral desrésul-
tatsconvenables-. Mais lesinteractionsgranulairesainsiquel’accommodation decesinteractions
qui seproduit à l’in térieur desgrainsnepeuvent pasêtredécrits correctement si l’on netient pas
comptede la microstructure réelle. Pours’enpersuader, nouspouvonsconsulter tousles travaux
portant surl’étuded’un multicristalàpartir dela description réalistedesamicrostructure [Zisman
etRybin,1998,Havlicek etal.,1990,Havlicek etal.,1992,Teodosiuetal.,1991,Harder, 1999,De-
laire et al., 2000] ; tousrapportentdeseffets degradientsde déformations ou decontraintes aux
abordsdesjointsdegrainset toutparticulièrementprèsdesjoints triples. Ainsi lestravaux présen-
tésici apportent-ils uneinformation nouvelle dansl’étude numériquede la plasticité cristalline :
nonseulementils portent surunedescription 3D réalistedela morphologie microstructuraled’un
poly- cristal maisencore ils permettentuneanalysedesaccommodations intragranulaires.

I.3 Aspects expérimentaux, structur es de dislocations, effets
d’échelle

L’hétérogénéitédecomportementdansunpolycristal aétérelatéedansdenombreuxtravaux(voir,
pourle casd’un multicristalentraction simple,[Delaireet al., 2000], pourle casdematériau mé-
talliquesbiphasés,[Allais et al., 1994]). Commele signalentBretheau et Caldemaison[Bretheau
et Caldemaison, 1981], les hétérogénéitéspeuventêtreaussimarquéesentre grains qu’entre dif-
férenteszones d’un mêmegrain (fer ou cuivre).
De telleshétérogénéitéssontliéessurtout auxdifférences decomportementélastoviscoplastiques
entresgrains d’orientations cristallographiquesdifférentes (les hétérogénéitésde comportement
dansunmonocristalnesont passi prononcéesquedansunpolycristal [ForestetCailletaud,1995]).
Ellesconduisent, aucoursdel’écrouissage,audéveloppementdemicrostructuresà l’intérieur des
grains décrites dansun travail bibliographiquepar Hansenet Jensen [Hansenet Jensen,1999].
Cesmicrostructures sont formées par desfrontièresde dislocations où les dislocations se sont
accumulées,délimitant l’espaceen régionsà plus faibles densitésde dislocations. Cetteobser-
vation decellulesdedislocationsa étéreportéedansdenombreux travaux [Swann,1963,Saada,
1963, Kuhlmann-Wilsdorf et Wilsdorf, 1963, Ungáret al., 1998, Zehetbauer et al., 1999]. Mais



I.3. ASPECTSEXPÉRIMENTAUX, STRUCTURESDE DISLOCATIONS,EFFETSD’ÉCHELLE 9

une distinction doit être faites entredeux typesde structuresde dislocations : (i) les disloca-
tions statistiquementstockéesobservéestant dansles mono-queles poly-cristaux, qui au cours
de leur parcoursrencontrent d’autresdislocationset s’accumulentou s’annihilent, et (ii) les dis-
locationsgéométriquement nécessairesaccumuléesendespoints précis liés à la morphologie du
milieu [Cottrell, 1964, Ashby, 1970] : cesdislocations sont nécessairespour accommoder une
déformationnon-uniforme,c’est pourquoi on lesobserve particulièrementdansles polycristaux.
Plusrécemment, la classificationdesstructuresdedislocationss’est précisée,notamment avec la
terminologie deKuhlmann-Wilsdorf et lesobservationsdeLiu et Hansen[Kuhlmann-Wilsdorf et
Hansen, 1991,Liu et Hansen,1995] : pendantunedéformationà froid d’un métalcfc, desblocs
cellulaires ("cell blocks") délimités par desfrontièresde dislocations ("dislocation boundaries")
seforment ; chacun decesblocsestsupposéêtredéformépar l’activation demoinsdecinq sys-
tèmesdeglissement; on expliqueainsi quela déformation nepuissey êtreégaleà la déformation
macroscopiqueetparsuitequedesfrontièresdedislocationssoientnécessairespour accommoder
les déformations. Cesblocs cellulaires sontdoncdélimitéspar desfrontièresgéométriquement
nécessaires (GNBs) ; leur taille ainsi que l’épaisseurdesfrontièresdiminuent avec une défor-
mation croissante[Ungár et al., 1998,Zehetbaueret al., 1999]. Ils sontaussi subdiviséspar des
frontièresde cellules("cell boundaries") orientéesaléatoirement dansles blocscellulaires (con-
trairementauxGNBs).Cesfrontièresdecellulessontsupposéesêtreissuesd’un piégeagemutuel
de dislocations mobiles; ellesont étéappelées"incidental dislocation boundaries" (IDBs) et la
désorientation relative d’un cotéà l’autre de la frontièreestbeaucoupplus petite quedans le cas
deGNBs[Godfrey et al., 1998]. La subdivision degrainparGNBs(– 	 blocscellulaires)et IDBs
(– 	 frontièresintracellulaires)a étéobservéeà bassetempératurepour la plupart desmétaux cfc
à moyenne-ou haute- énergie de fauted’empilementet elle s’estavéréetrèssensible à la taille
de grain et à l’or ientation cristallographique. Hansen et Jenseninsistent sur la corrélation entre
la microstructure forméepar les frontièresdedislocations (tant GNBsqueIDBs) et l’or ientation
du grain : il estdoncenvisageabled’introduireune informationmicrostructurale dansles mod-
èlesdeplasticité cristalline pourdécrire la déformationmoyenned’un grain(enpetiteset grandes
déformations). C’est ce queOrtiz, Repettoet Stainier sesont attachésà faire dans leur théorie
deplasticité desmonocristaux enconsidérant le développementdesous-structureslamellairesde
grains formées pardesdislocations [Ortiz et al., 2000].

Dansnotre cadre d’étude,nousabordons -certes-unedescription du comportementintragranu-
laire maisnousne pouvonsprétendredécrire, mêmegrossièrement, le développement de telles
microstructures.Effectivement, la loi decomportementestla mêmepour chaquepointd’un grain.
L’hétérogénéité intragranulairequenousdécrivonsn’est duequ’aux variationsdesollicitationmé-
canique d’un point à un autre. Celapeutconduire à la prédiction correcte de microstructuresde
déformationtelles quecelles intervenantdansla recristallisation, commel’a montréBatedans
sonexposédel’application dela plasticité cristallineparla méthodedesélémentsfinis à l’échelle
intragranulaire [Bate, 1999]. Les modèles de comportementgénéralisés (ou d’ordre supérieur)
peuvent rendre comptedu développement de tellesmicrostructures: en retenant les dérivéesdu
secondordredesdéplacementspourla descriptioncinématiquedumilieu, on introduitunedimen-
sion homogèneàunelongueur. La cinématiqued’un pointdépendalorsnonseulementdesaposi-
tion maisaussi desautrespoints. Cecaractèredenonlocalité permetdedécrireun comportement
sensibleà la présencedans le voisinaged’un joint degrain ou defrontièresdedislocations.Parmi
lesnombreux développementset applications demodèles généralisés: [Fleck et al., 1994,Forest
et al., 1997,Forest,1998, Forestet al., 2000,Shuet Fleck, 1999, Hutchinson,2000,Acharyaet
Beaudoin, 2000,Beaudoin etal.,2000]. Cesthéoriesassociéesauxgradientsdedéformationssont
à distinguer decelleexposéedans[Ortiz et al., 2000]. Danscetteétuderécente, l’accommodation
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desdéformationsauvoisinaged’obstacles(dislocations,joint degrain,surface...) nesetraduit pas
entermesdegradientdedéformationmaisestdécriteparla constructionexplicite-etl’équilibrage-
destructuresdedislocationsà chaqueincrémentde la description du comportementdu matériau.
Celapermet, commeles modèlesnon locaux faisant intervenir deslongueurcaractéristiques,de
rendre comptedeseffetsdetaille, quecesoit la taille desgrains, la taille del’échantillon testé, la
taille de particules. De plus celapermet,contrairement aux modèlesà gradient de déformation,
deprévoirdesstructureshétérogènesdedéformationpermettantd’accommoderunedéformation
macroscopique uniformedonnée.
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Dansle premier chapitre nousprésentonsdesmodèlesde référencepour la description du com-
portementdesmatériaux métalliquesàdifférenteséchelles. Leséchelles auxquellessont prisesen
comptelesphénomènes physiquesconditionnentleséchelles dereprésentation. Ainsi nepeut-on
pas[encore] prétendremodéliserun volumemacroscopique entenant comptedu comportementà
l’échelle atomique.La revuebibliographiquepermetdonc desituer lesdifférenteséchellesabord-
ablesparmodélisation etdeconnaîtrelesphénomènesphysiquesqui sont-ounesontpas-retenus
danscesmodélisations.

Cechapitre estconsacréd’unepartà la présentation desdifférents’outils’ denotreméthode(mod-
èle de comportementde mono- et de polycristal en élastoviscoplasticité, génération de milieu
polycristallin synthétique, représentation d’un polycrystal et résolution par la méthode éléments
finis), d’autre part à la sensibilité de la méthodeaux paramêtreset conditions de calcul (nombre
d’éléments,nombre de grains,orientations cristallographiques,réalisation de microstructure ...).
Ceci a fait l’objet d’un premier article rédigéen 1999pour International Journal of Plasticity.
Il a étéaccepté pour publicationdanssaforme finale réviséeen mai 2000,puis publié en avril
2001(Vol. 17/4, pp. 513-536). Cechapitre estconstitué de ce premierarticle -en anglais- et de
compléments-enfrançais- pourla détermination desconditionsdevaliditédesoutils (influencedu
nombred’élémentsenélasticité et enviscoplasticité, influencedu nombredegrains enélasticité).

——————————————————————————————————-
Inter granular and intragra nular behavior of polycrystalline aggregates.

Part 1 : F.E. model

Fabrice Barbea, Luc Deckerb, Dominique Jeulinb, GeorgesCailletauda � �
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Abstract
Theconstitutive equationscurrently usedfor metallicmaterialsarewritten on a macroscopic
scale,usingmacroscopiccriteria andinternal stressesto representhardening. The granular
natureof thematerialis thennot represented. Sinceit maybecritical in somecases,many
attemptshave already beenmadeto account for it. Soa seriesof modeling have beenmade
in theframework of modelshaving uniform stressor strainin each(crystallographic)phase.
As a result,eachcrystallographicorientationhasa differentstress-strainstate,but theactual
microstructureis generally not introduced(Taylor model, self–consistentapproach),so that
theheterogenityobtainedis not realistic. Theaim of this work is to have a betterevaluation
of theheterogenityof stressandstrainfields in realisticpolycrystallineaggregates.For that
purpose,anaggregatemodelis generated,andcomputedby Finite Elementtechnique. The
paperis presented in two parts,thefirst onebeingdevotedto thedescription of thenumerical
tools,thesecondoneshowing theresultsat differentscales.
Thepresent partincludesthedescription of the3D generatorof microstructures,ableto define
any number of grainsin a given 3D volume, with arbitrary shapes,andwith a monitoring of
the volume fractionof eachphase.The resultof this codewill be taken asa startingpoint
of themodeling, which is performedwith a crystallographicmodel implementedin a parallel
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FiniteElementcode.Typical validationresultsareshown, with convergencedata,on thesize
of themeshesandonthegeometricalrealisationsof aggregates.

Keywords: microstructures (A); crystalplasticity (B); inhomogeneousmaterial(B); poly-
crystallinematerial(B); finite element(C)
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II.1 Intr oduction

Classical mechanical modelsare built after introducing the concept of Representative Volume
Element(RVE). The polycrystalline RVE is a materialpiecewhich must includea "sufficient"
numberof grains,in termsof crystallographic orientation,shapeandsize.Thesizeof theRVE will
dependof course on thetypical lengthsof themicrostructure, andon thestatisticaldistribution of
theproperties. In thiscase,auniquestrain tensor andauniquestresstensor representthematerial,
forgetting on a macroscale the effect of the heterogenities. Authorsusually refer to this type of
stressaslevel 1 stressfield. Level 2 correspondsto themeanvaluein agivenphaseof thematerial,
whichcanbemeasured by X–raydiffractionwith aspotincludingmany grains,level 3 to thelocal
value inside eachgrain, accounting for transgranular gradients.

Having access to thevariation of thestrainandstressfieldsonamicroscale(level 3) canbeuseful
for understandingtheplasticity mechanismsandthecrack initi ationprocess. It hasto benotedthat
themicrostructural observations madeby SEM or TEM concernthis level. Theaim of this paper
is thento generatea realistic 3D grain morphology andto apply constitutive equationsdescribing
crystalplasticity in eachgrain, by meansof a finite element code,to characterisetheheterogenity
of these fields. This first approachconcernsonly spherical grain shapes,with only onechemical
phase in eachgrain. The crystallographic orientation is the only characterdefining a "phase",
andwe will useisotropic textures, loadedin smalldeformations. Dueto theneighborhood effect,
two grains belonging to the samecrystallographic classcan have a different response. In the
computations, it is assumedthat the local behavior is uniform in eachgrain. On the other hand,
a large numberof degrees of freedom are introduced to account for the strong gradients in the
grains. Having in handthesetypesof results,onecanbeinterestedin several types of analyses:
- global volumeaverageproducesstress–strain curve on theRVE (level 1);
- volume average on eachphase(i.e. eachsetof grainsbelonging to the samecrystallographic
orientation class) produceslocal informationwhich canbecompared to Taylor or self–consistent
approach(level 2). This analysispreservestheconstitutive equationsof eachphase,but "forgets"
theneighborhoodeffect;
- volumeaverageon eachindividual graingivessomeinformationatanintermediatescale, where
the effect of the real morphology is present, but not the transgranular fields (no grain boundary
effect);
- the local analysis of the stressandstrain field is the only onewhich preserves both the local
behavior andthe local loadbalance,andwhich cangive a realistic evaluationof theheterogenity
inside thematerial.

TheF.E.analysisof crystalline solids is now classical in theliterature.Theconstitutive equations
used candescribe either single crystal or polycrystal behavior. Thecaseof thesinglecrystal can
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be consideredto investigatethe local behavior of bicrystalline specimens[Méric et al., 1994] or
multicrystalline specimenswith a low numberof grains [Havlicek et al., 1990, Teodosiu et al.,
1991,Havlicek et al., 1992,Yao et Wagoner, 1993,Becker et Panchanadeeswaran,1995,Harder,
1999]. An intenseactivity canbeexpectedin thisfield for thenext decade,sinceit is now possible
to get local strain fields (insteadof discretemeasurements) from the experimentalobservations.
Another possible application of this type of computation is to deduce the global behavior of a
polycrystal from elementary behavior of its grains. This type of application started more than
20 yearsago [Gotoh, 1978,Engel, 1978]. Sinceintensive computational resourcesare needed
to achieve the computation, the field is still very active. Most of the time, the papersconcern
computations of polycrystals at large strains. Several types of mesheshave beenused by the
authors. Many papers simply introducea squaredor a cubic mesh,eachelementcorresponding
to a differentcrystallographicorientation [Kalidindi et al., 1992,Havlicek et al., 1992,Takahashi
et al., 1994,Beaudoin et al., 1995,Dawsonet Marin, 1998,Takahashi et al., 1998,Bertramet al.,
1998, Bachuet Kalidindi, 1998]. This method is convenient to provide results concerning the
global responseof the aggregate. Still, it cannot provide any informationon the local behavior,
andhasnothing to dowith therealmicrostructure. A moreprecisemodeling of thegrainshapehas
alsobeenproposed, with cylindershaving ahexagonalsection in quasi-3D computations [Harren
etAsaro,1989,Becker, 1991], or dodecahedra[Mika etDawson,1999]. Thisapproachhasallowed
theauthors to investigatethelocal behavior at a transgranular level.

Theviscoplastic approachproposedby Asaro[Asaro, 1983] is themostcommonmodelused for
the single crystal with a simple interactionmatrix, which is often reduced to a Taylor assump-
tion (isotropic hardening) [Becker, 1991,Beaudoinet al., 1993,Mika et Dawson,1998,Mika et
Dawson,1999,Staroselski et Anand, 1998]. More complex models, considering the dislocation-
dislocationinteraction, have alsobeenused [Teodosiu et al., 1991,Harder, 1999]. To account for
anisotropic effects of the hardening in the slip systems,self–hardening and latent–hardeningof
the slip systemresistancescanbe used[Bachuet Kalidindi, 1998]. Kinematichardening canbe
seento simulatecyclic– andcross–loading tests[Takahashi et al., 1998]. As well, twin hasbeen
introduced[Staroselski etAnand,1998] to modelthebehaviorof materialswith low stacking fault
energy likeα -brass. In thiscase,latent hardeninglawshavebeenusedfor slip andtwin resistance.

Theoriginalpointsof thepresentpaper is first to consider3D realisticmorphologies, thento usea
specific crystallographicmodelaccounting for viscoplasticity, isotropic andkinematic hardening,
andto focuson the small strain levels. At this stageof the deformation, the redistribution effect
is already present,but not saturated,so that it is possible to compare theF.E. results with sophis-
ticated models like self–consistentapproach insteadof considering a Taylor model. Besides,a
detailedanalysisof theintragranular level will beproposed.

In a recent paper [Quilici et Cailletaud,1999], a brief presentation of themethodology wasmade,
andinitial resultsconcerning thebehavior in thecoreof thematerial weregiven. A comprehensive
description of themethods hasnow been given,thesecond partof thepaper [Barbeet al., 2001b]
beingdevotedto thestudy of theintragranular contoursandthesurfaceeffect.

Thefirst sectionof thepresent partdescribesthenumerical tools usedto generateapolycrystalline
aggregate. Later the modelsfor single crystal andpolycrystal plasticity arepresented. The sec-
tion II.3 providesa description of the numerical aspects of the modelimplementation, including
boththeparallel F.E. codeandthesmallsimulationcode for theequivalentpolycrystalmodel. In
orderto illustratetheinfluenceof thenumerical parametersof majorimportancein thedefinitionof
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apolycrystal, severalrealisations,eitherwith geometrical variationson themorphologyof themi-
crostructureor with differentsetsof textures,arepresentedin section II.4. Afterwards, SectionII.5
is devotedto thestudyof theconvergenceof thesimulationswith respectto thediscretisation used,
in termsof macroscopicresponsescomparedto theresponsesof a homogenisation model.

II.2 Polycrystal generation

II.2.1 Modelsof random polycrystals

To account for theheterogenity of polycrystalline structures,a modelof random medium,namely
of randomtesselation, hasto beused. Everyclassof thetesselationwill reproduceametallic grain
with a given crystallographic orientation and/or mechanical constitutive equations, according to
thedefinition of phasesin this paper.

The Voronoï polyhedramodel[Gilbert, 1962] is a goodcandidateto generaterandom polycrys-
tals, for geometrical considerations,sinceit providesplanar boundariesseparating grains,andbe-
causeit reproducessomemorphogenetic process,wheregermsgrow with aconstantandisotropic
growth rate from random seeds. It wasalready usedby Canova et al. [Canova et al., 1992] in
its standard version andwith a limited numberof crystals (100 in the mentionnedreference). A
more general model, reproducing germination and growth models is provided by the Johnson-
Mehl model[Johnsonet Mehl, 1939], which canbesimulatedwith slight changesof thepresent
algorithm. To generatesuchmicrostructures,we proposeanoriginal method, with numerousex-
tensionsof the classical model [Decker et Jeulin, 2000]. Its main advantages, as compared to
standardprocedures, is to beableto generatetexture with very large numberof grainswith a low
computational cost, asexplainedbelow. Formally, Voronoï polyhedraaredefinedaszonesof in-
fluence of a particularsetof points, corresponding to their centers. Let D � R3, andE ��� Ai � be
asetof N randompointsP � x � y� z� corresponding to thecentersof grains in thecontinuousdomain
D. If d � P1 � P2 � is the euclideandistance beweentwo points P1 et P2, the zone of influence of a
point Ai is defined in (II.1) by thesetof points P � x � y� z� with:

iz � Ai � ��� P � x � y� z�! D � d � P� Ai � � d � P� A j �#" j $� i % (II.1)

In morephysical terms,a point P belongsto thezoneof influenceof germAi, if it is closerto Ai

than to any othergerm.By construction, this zoneof influence generatestheVoronoï polyhedron
centeredin Ai . Thesetof zonesof influence � iz � Ai � � builds a randomtesselation of thedomain D
into N classes,every Ai being thegermof oneclass.

Centers of polyhedraareusually obtained by simulating a Poissonpoint process, resulting into
a uniform location inside the domainD (their coordinatesareobtained as independent uniform
randomvariables).Otherdistributionsof germscanbesimulated, asillustratedbelow. Polyhedra
areimmediately known from their boundaries(or faces), resulting from intersections of median
planesof all segments connecting nearestneighbors(Ai � A j ). Building polyhedra with a common
faceis equivalentto looking for thesolution of thedualproblemof theDelaunaygraph connecting
thecenterof any polyhedronto thecentersof its neighbors.In threedimensions,thedetermination
of thesolution of thisproblemby meansof computational geometryis ratherprohibitivewhenthe
number of germsN is larger thana few hundreds.Therefore,we have proposeda new approach.
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a)Distancefunction of a
singlepoint source

b) Distancefunction of a
setof point sources

c) Final resultafter
constructionandlabelling

Figure II.1 : Construction of Voronoï polyhedraon a periodic grid (2D example)

II.2.2 Construction of Voronoïpolyhedra on a grid of points

A specificprocedurewasdevelopedto build Voronoï polyhedrainside a discrete domain,made
of a 3D voxel map. Thepolyhedraaregeneratedat a givenresolution, defined by thesizeof the
three-dimensionaldomain. We have to assign to eachvoxel thenumber (or label)of thegrain to
whichit belongs.Thegeneration of polyhedrais thereforeobtainedwith agivenspatial resolution,
accordingto thesizeof theresulting image.For agivensize, theprecisionof thedefinitionof grain
boundariesdependson their averagevolume,and,asa consequence,on thenumber of grains.

In afirst step,agermination processgivesthelocations(onthegrid) of thecentersof grains. Then
theEuclideandistancefunction of thissetof points[Gratin,1992,Gratin,1993] is calculatedfrom
anisotropic propagationstarting from points. This processcanbeinterpreted asa growth starting
from every germ.Theresult canbedisplayedasa grey level imagewherethevalue in eachpoint
is proportional to thedistanceto thenearestsource.This is illustratedin fig. II.1a for thecaseof a
singlesourceandin fig. II.1b for a setof point sources.Thecalculation of thedistancefunction is
implementedin avery efficient way, using thehierarchical queuesalgorithm [Meyer, 1990,Gratin
et Meyer, 1992, Gratin, 1993, Ragnemalm,1992], which enables us to produce simulations in a
short time. The memoryspace needed for simulations is reasonable, although an intermediary
3D imagewith floating datais required (63 Mb areusedfor a domainwith 1803 voxels). The
boundariesof polyhedra (as in fig. II.1c) can be obtained by two different ways. In the first
method,theimageof distancesis consideredasatopographical relief andthegrainboundariesare
obtainedasthe divide surfacesof the watersheds(a watershed being associatedto each center).
They arebuilt by the”relief immersion” algorithm [Meyer et Beucher, 1990,Meyer, 1992]. In the
second method, the boundaries areobtained during the stepof the calculation of the distance,if
any voxel is assignedthelabelof its closestsource.

This construction canbea first stepin ananalytical construction of polyhedra,using information
onneighboringgrainscontainedin thediscrete3D image.Thecalculationof intersectionof planes
is thenobtainedeasily andit is possible to obtain coordinatesof verticesof polyhedra,from which
a finite elementmeshmay begenerated. In the present paper, the meshis madeof a network of
cubesasin [Canovaet al., 1992].

Timesto generaterandom tesselations areshort,andcanbe neglected ascompared to finite el-
ementcalculations. The complexity of calculation is practically proportional to the number of
voxels (anddoes not depend on the numberof polyhedra). For indication, usinga PCcomputer
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(a) Anisotropic grains obtained by
deformationof thedistancefunction.

(b) Assignationof a phaseto eachgrain(right) from a
realisationof a random multiphasedead-leavesmodel (left)

Figure II.2 : Extension of themodel

with theLinux OS(133 MHz, 64Mb memory),200 secondsarerequired to producea cubic do-
mainwith 1803 voxels,containing 1000aswell as3000polyhedra.

II.2.3 Extensionsof the modeland results

The proposedmethodcan be easily extended. Periodic boundary conditions can be imposed,
as in fig. II.1b,c: the vicinity graphof the grid is simply madeperiodic beforethe calculations.
Edgeeffects aresuppressed by this process,and infinite mediacanbe simulated. This type of
periodic simulation is very useful for further finite element computationswith periodic boundary
conditions.

Grainshapeanisotropy canbegeneratedfrom any deformationof thedistancefunction (fig. II.2a).
Thusarereproducedstructures asobtainedby a roll ing process. Notice that it would bedifficult
to generatesuch anisotropic texturesfrom standard computational geometry procedures,sincea
Poisson point processremainsPoisson(and therefore isotropic) afterany transformation of coor-
dinatesby affine transformations. Our construction based on distance function doesnot present
thisdrawback. If aphase,or acomponent,is randomly assignedto eachgrainaccording to agiven
distribution, a multiphasepolycrystal is generated. The assignation canbe madeuniform over
space,or canbe madeaccording to an underlying random medium. In the last case, the phases
areassignednon independently to thedifferentpolyhedra. This is obtainedby assigning to every
center a color (or label) according to a mapgeneratedby a second image.Thecolor of any germ
is then assignedto every voxel of the polyhedron that it generates. This differs from standard
simulations, wheretheassignationof grainsis maderandomly, andindependently for any pair of
grains. An exampleis providedin fig. II.2b, wherethe mapwasproducedby the simulation of
a color dead-leavesmodel [Jeulin, 1989], while in fig. II.3 the phasesareassignedwithout any
spatial correlation.

Finally, thedistribution of grainscanbemademoreregular, ascomparedto thestandardVoronoï
model: a minimal distance r betweencenterscanbe introduced, or moregenerally, a repulsion
kernel (containing no other germ) can be given around every point of the process. In the last
case,thelocation of centersis madesequentially, using anadditional 3D imagewhich recordsthe
forbiddenlocations. In this way, grains with a low sizeareeliminatedandthedistribution of the
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200grains

16000 grains

Facesof thedomain Extraction of phase1

Figure II.3 : Two-scale simulationsof multiphasepolycrystals. Grainsareuniformly distributed
over threephases,independently oneachgrain. Cubicdomain(2503 voxels)with periodic bound-
ary conditions.A different grey level is assignedto each phase.
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1000 grains on a Poissonpoint process
1400grainslocatedwith a repulsion (sphere

with radiusr � 20)

Figure II.4 : Voronoï polyhedra:display of faces of a cubic domain(2503 voxels)with periodic
boundaryconditions.A random grey level is assignedto each grain.

grain volumesis mademuchmoreuniform (fig. II.4b), ascompared to the purely random case
(fig. II.4a). This is interestingfor investigating theeffect of thedispersion of thegrainvolumeson
thebehavior of polycrystals.

II.3 Model for the Single-and Polycrystal

II.3.1 SingleCrystal

It is assumedthatslip is thepredominantdeformation mechanismandthatSchmid’s law is valid.
The resolved shear stresscanthenbe usedasa critical variable to evaluate the inelastic flow. A
viscoplastic framework is chosen,in order to avoid theproblemsrelatedwith thedeterminationof
the active slip systemsin plastic models. A thresholdis introduced both in positive andnegative
directions on eachslip system : twelve octahedralslip systemswill be used for FCC materials.
Two variablesare defined for eachslip system s, rs and xs , corresponding respectively to
isotropic hardening (expansion of the elastic domain), and kinematic hardening (translation of
the elastic domain). A system will be active provided its resolved shear stress τs is greater
than xs 
 rs or lessthan xs � rs and the slip rate will be known as long as stress and the
hardening variables areknown. The statevariables used to definethe evolution of rs and xs

aretheaccumulatedslip vs for isotropic hardening andthevariable αs for kinematichardening.
Knowing the stress tensor applied to the grain g, σ& g the resolved shearstressfor system s can
be classically written according to (II.2), 'ns and 'ms beingrespectively, for the systems, the
normal to theslip planeandtheslip direction in this plane. Thehardeningvariables xs and rs

canthenbe expressedasa function of αs and vs foll owing (II.3), their actual valuesallowing
then to compute the viscoplastic slip rate γ̇s , the viscoplastic strain ratetensor ε̇& g (II.4), and

thehardening rules ((II.5) and(II.6)). Thepresentformulation givesa saturationof thehardening
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in both monotonic andcyclic loading, and takes into account the interactions betweenthe slip
systems,through matrix hrs, asin [Kockset Brown, 1966]. Nine material-dependent coefficients
areinvolvedin themodel � E � ν � K � n � c � d � R0 � Q � b� .

τs � σ& g :m& s � 1
2

σ& g : �('ns ) 'ms 
 'ms ) 'ns � (II.2)

xs � cαs ; rs � R0 
 Q∑
r

hrs * 1 � e� bvr +
(II.3)

γ̇s � v̇ssign � τs � xs � ; ε̇& g � ∑
s

m& s γ̇s (II.4)

v̇s �-, �τs � xs � � rs

K . n

with / x01� Max� x � 0� and vs � t � t0 � � 0 (II.5)

α̇s � γ̇s � dαs v̇s with αs � t � t0 � � 0 (II.6)

Sucha formulation [Cailletaud, 1987, Méric et al., 1991] is an extension of the classical crys-
tallographic approach for single crystal modeling in plasticity or in viscoplasticity (seefor in-
stance [Taylor, 1938, Mandel, 1965, Asaro, 1983]). Other more recent modelsbelong to the
sameclass,they werealso developed in the eighties [Swansonet Bill, 1985, Jordanet Walker,
1984, Dameet Stouffer, 1986, Busso,1990] to correctly representthe stress-strain behavior of
superalloy single crystals. Due to the saturation of the hardening andthe presenceof kinematic
hardening, thepresentmodelis valid for thesimulation of cyclic loadings. It hasbeen extensively
usedfor single crystal modeling including Finite Elementsimulations.

II.3.2 Transition rules for the polycrystal

In a polycrystalline aggregate,onephasemaybecharacterisedby its shape,size, crystallographic
orientation, location with respectto thesurfaceof thematerial, etc. . . Most of themodelsusually
specified for polycrystals madeof equiaxial grains retain only the crystallographic orientation
[Beaudoin et al., 1993,Staroselski et Anand,1998,Mika et Dawson,1999], andput in the same
crystallographicphaseall thegrainshaving thesameorientation. Thealloy is then considered as
a n–phasematerial, eachphasebeing definedby a setof Eulerangles,andthemodelwill thenbe
usedto describethemeanbehavior of all of them.

Theoldest modelsproposedto obtain local stressandstrainin plasticity usesimpleassumptions
like (i) uniform plastic strain [Taylor, 1938], (ii ) uniform stress, (iii ) uniform total strain [Lin,
1957]. Nevertheless,it is generally admittedthat,for thecase of polycrystals, theself–consistent
schemeis a good candidateto schematically representthe phaseinteraction. The application in
plasticity hasbeendevelopedby Hill [Hill, 1965], after the work doneby Kröner on the elastic
accommodation [Kröner, 1961] or Budiansky andWu ( [Budianski et Wu, 1962]) who applied
Eshelbysolution for theproblem of anellipsoidal inclusionin aninfinite medium[Eshelby, 1957].
Thecaseof viscoplasticbehavior wastreated by Hutchinson[Hutchinson,1966]. Theproblemcan
bewritten in termsof rates,allowing thecomputation of thelocal stressesσ& g if theglobalstresses

andstrains andthelocal strain areknown (II.7), by meansof a fourth-order tensor L&& � (II.8):

σ̇& g � σ̇& 
 L&& � : � ε̇& � ε̇& g � (II.7)

with : L&& � 1
V ∑

V

L&& g : � L&& � 
 L&& g � � 1 : � L&& � 
 L&& � (II.8)



II.3. MODEL FORTHE SINGLE-AND POLYCRYSTAL 21

whereL&& characterisesthe incrementalbehavior of theequivalentmedium,andL&& g the tangentbe-

havior of eachgrain. If elasticity is uniform, the samemodel is valid with the local andmacro-
scopic plastic strains. On theotherhand,in thecaseof spherical phases, isochoric plasticity and
proportional loading path,themodelhasa simplifiedexpression[Berveiller et Zaoui,1979]. The
relation (II.9) summarises the results given by several models, according to the definition of α,
with a specific mentionto α � 1 [Kröner, 1961], or to (II.10) involving the overall equivalent
stressΣ in uniaxial tension and the equivalent plastic strain p deducedfrom the overall plastic
strain tensorE& p [Berveiller et Zaoui,1979]:

σ& g � σ& 
 µα 2 E& p � ε& p g 3 (II.9)

with:
1
α
� 1 
 3µp

2Σ
, p �54 2

3
E& p : E& p 6 1

2

and E& p �7� ε& p g 	 (II.10)

Froma physical point of view, thepreviousrule simply shows thata local plastic strain decreases
the local stress, whereasthe stressredistribution relatedto plastic accommodation tends to de-
crease for larger plastic strains. Many other works having usedtransition rules for polycrystal
canbereferenced[Beradai et al., 1987,Weng, 1987,Weng, 1993,Hess,1993]. Thetransition can
also be expressed by a phenomenological model, and identified from Finite Elementcomputa-
tion [Cailletaud et Pilvin, 1994,Pilvin, 1996]:

σ& g � σ& 
 µ 4 β& � β& g 6 (II.11)

The new variable β& g hasa non linear evolution, depending on the local plastic strain in grain g,

and β& is its meanvalue for the aggregate. This approachcanbe easily calibratedfor complex

cyclic loadings. Nevertheless,additionalcoefficientshave to be introduced,which arenot neces-
saryin (II.9). Sincetheloading pathin thepresent paper is just a tension, Berveiller–Zaouimodel
(BZ) will bechosenasthe referencefor the polycrystal behavior. The foll owing coefficientsare
then used:
- isotropic elastic behavior: E � 196000MPa � ν � 0 � 3
- viscouseffect in (II.5) and(II.6): K � 10MPa � s1� n � n � 25
- kinematichardening in (II.3): c � 1600MPa � d � 40
- isotropic hardeningin (II.3) and(II.4): R0 � 111MPa � Q � 35MPa � b � 7

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =
Lesrésultatsprésentésdanscedocumentportentsur le comportementenélastoplasticitédepoly-
cristaux en INCO600,zinc et cuivre. L’INCO600 fait l’objet des2 articles inclus au document,
dont les paramètressontprésentésci-dessus.Pourchaque matériau, les paramètresde viscosité
K et n (II.5) ont étéétablis de telle sorte que l’écrouissage soit trèspeusensible à la vitessede
chargement. L’INCO600 a étéchoisi carnous disposionsdesparamètresidentifiés dansle travail
deFrankEberl [Eberl, 1999]. Le zinc convient bienà l’étuded’un matériau dont l’hétérogénéité
d’élasticité est trèsmarquée (voir l’application faitesavec un chargement hydrostatique en sec-
tion III.6.2). Le cuivre offre l’avantage de présenter un écrouissage important (la contrainte
continue à augmenterconsidérablementau coursde la déformation plastique, contrairement à
l’INCO600), aussia-t-il étéchoisi pour étudier l’effet de taille relative degrain, effet susceptible
des’accentuer aucoursdela déformationplastique.Voici lesparamètresdelois decomportement
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quenousavonsretenuspourcesdeuxderniers:

(zinc, c� a � 1 � 856)
- élasticité isotrope transverse : � MPa� C1111 � C2222 � 165000� C3333 � 61800� C1212 �
66950 � C2323 � C3131 � 39600� C1122 � 31100 � C2233 � C3311 � 50000
- viscositédu basal : K � 220MPa � s1� n � n � 4 � 5
- écrouissageisotropedu basal: R0 � 4MPa � Q � 4MPa � b � 3 � h1 � 1 � h2 � 2
- viscositédu prismatique: K � 5MPa � s1� n � n � 4 � 5
- écrouissageisotropedu prismatique: R0 � 22MPa � Q � 30MPa � b � 50� h1 � 1 � h2 � 5
- viscositédu pyramidalPi2: K � 5MPa � s1� n � n � 4 � 5
- écrouissageisotropedu pyramidalPi2: R0 � 17MPa � Q � 30MPa � b � 50� h1 � 1 � h2 � 5

(cuivre)
- élasticité cubique: � MPa� C1111 � 159300 � C1122 � 121945� C1212 � 80943
- viscosité: K � 1MPa � s1� n � n � 15
- écrouissageisotrope: R0 � 1 � 5MPa � Q � 3 � 623MPa � b � 1 � 618 � h1 � 1 � h2 � 4 � 4 � h3 �
h4 � h5 � 4 � 75 � h6 � 5
- écrouissagecinematique: c � 3402MPa � d � 3597
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

II.4 Numerical implementation

II.4.1 Integration of the constitutive equations

Thecrystal plasticity modelsareimplementedin theF.E. codeZéBuLoN,written in C++ [Besson
et Foerch,1998]. Many constitutive equations are implemented in this code; from a numeri-
cal point of view, the crystal plasticity modelscanbe considered asclassical macroscopic mod-
els [Besson et al., 1998]. For thesingle crystal, the statevariables retainedfor the integrationof
the constitutive equationsarethe elastic straintensor, the accumulatedslip vs andthe kinematic
variable αs on eachslip system. In the caseof a FCCsingle crystal, 12 slip systemsareconsid-
ered,so that thereare � 6 
 2 � 12� variablesfor eachGausspoint. For thepolycrystal, a variable
definingthe intergranular hardening hasalsoto beconsidered (eitherε& p g used in (II.9) or β& g in-

troducedin (II.11), dependingon thescaletransition rule), sothat, for P FCCgrains,thenumber
of variables is � 6 
 6 � P 
 2 � 12 � P� . The integrationof the systemis madeby meansof a
theta–method, solvedwith a localNewtonproblem, for themodelswith a low number of variables
(lessthan100), but the codeswitchesto Runge–Kutta methods for a large numberof variables
(using P � 200 leadsfor instance to 6006 variables on eachintegration point). The consistent
tangent matrix is obtainednumerically in theNewtonsolution of thetheta–method problem [Simo
et Taylor, 1985,Cailletaudet Chaboche,1996], anda BFGSalgorithm is used at theglobal level
togetherwith theRunge–Kutta integration.

It hasto benotedthatthecodehastwo original capabilities to appliedloading pathson RVE’s:
- a special RVE element, in which thedegrees of freedom arethecomponentsof thestrain tensor,
and the reactions the stresses (the matrix [B] of the derivative of the shape functions is simply
identity). This element canbe includedin a F.E. computation, but the calculations areabout 10
timesfaster thanthecorresponding computations with a regular finite element.



II.4. NUMERICAL IMPLEMENTATION 23

x

y

z

Figure II.5 : Décomposition d’un cube à 36 � 36 � 36 éléments en36 sous-domaines

- a simulator [ZSeT/ZéBuLoN-8,1999] which consistsin anindependent pieceof codeacting on
the material library, andwith a fastnumerical treatmentof the loading (strain partition between
elastic and plastic strain), so that the CPU time is again10 times smaller than with the RVE
element.
Thesecapabiliti esareusedto calibratethe materialparameters,inside an optimisation loop, or
simply to make thesimulation, asin thepresent case:thereferencetensile curvesmadewith the
self–consistent polycrystalmodelareproducedwith theRVE element.

II.4.2 Parallel computation

Many time-steps areneeded,since the local loading paths arehighly non-proportional. As the
globalproblemis quitelargefor asingleworkstation, theparallel version of thecodeis used[Feyel
et al., 1997,Feyel, 1998]. The solution of the systemis obtained by subdomains,with the FETI
method [Fahratet Roux,1994] andtheinterprocessorcommunicationsaremanagedby useof the
PVM or MPI libraries.Thejobsareperformedon anIBM-SP211-nodeparallel computer.

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =
En complémentdecesexplications brèvessurla parallélisation du problème,nousprésentons sur
la figureII.5 un cubeconstitué de36 � 36 � 36 éléments,découpéen36 sous-domaines réguliers
(de mêmetaille, formeet orientation). Cettetaille destructuren’a pasétéabordéedans le cadre
de l’article, nousne la montrons qu’à titre d’illu stration du principe de décomposition : un dé-
coupagerégulier permetd’affecter la mêmecharge detravail à chaque processeurencharge d’un
sous-domaine. Ainsi les tachesesclaves sont effectuéespresque à la mêmevitesseet le temps
perdu par les processeursà attendre quetousles sous-domaines aientététraités estpresque nul.
Le découpage avecdesinterfacesplanestel qu’il estprésentépermetdeminimiserle nombre de
degrésdelibertéà l’interfacedonc le nombred’équationsd’équilibre supplémentairesparrapport
àuncalcul séquentiel. L’équilibrecondenséàl’in terfaceestrésolu parla méthodeitérativedugra-
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Figure II.6 : Volumeof thegrain vsdistanceto thesurfaceof theaggregate

dientconjugué. Pourle typedeproblèmesqui nousintéressent (géométriesimpledela structure,
maillagerégulier, régimedespetitesdéformations), la matriceglobaleestassezbienconditionnée
surchaque sous-domaineet FETI converge engénéralenunecentained’itérations. Le tempsde
résolution associé restepetit (environ 20%dutempstotal) parrapport autempsdefactorisation de
la matriceglobalesurchaque sous-domaine. L’algorithmeFETI permetdonc detraiter desprob-
lèmesdécomposéssansaugmenterconsidérablementle tempsde résolution. Pour information,
le traitement d’un problèmeà 36 � 36 � 36 éléments peut se faire sur 36 processeurs disposant
chacun de300Mo. Enséquentiel, ceproblèmerequiererait plusieursdizainesdegigaoctets.
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

II.4.3 Representationof the RVE

The polycrystalline volume is discretised as a regular cubic mesh,and the material properties
aredistributed on eachGausspoint. Theactual aggregatein the calculation differs thenslightly
from the initi al one. The main problem of suchan approachis that the grain boundary is not a
collection of obliqueflat faces, but presentsmany stepsasseenon fig. II.7. This problem will
be discussedlater on (Concernant l’utilisation d’éléments multiphasés,on trouve dansla littératureles
travaux deLippmannet al. et deSoh[Lippmannet al., 1997,Soh, 2000] qui mettentenavantla simplicité
d’utilisation detelsélémentsassociéeà uneprécisiondedescription à l’interfaceentredeuxmatériauxtrès
correct). Let us just notethat in the present calculation we have tried to put asmany integration
points aspossible in eachgrain, in order to have a reasonable general description of the stress
andstrain gradients in the grains. A balancemustbe found between two opposite requirements
(i) having a large number of grains to have a representative microstructure, (ii ) having enough
Gausspoints in eachgrain. A good compromisewasfound with 238grains in a 18x18x18mesh
madeof 20-node-elementswith 3x3x3 integration (157464Gausspoints).Themeanvalueis then
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661Gausspoints in eachgrain. In other worksdealing with polycrystals, i.e. for computation of
aggregatescontaining a sufficient numberof grains, the mostdiscretisedstructurespropose576
pointspergrain in [Mika et Dawson,1999] for a total number of 300crystals. This large number
of points is illustratedin fig. II.6, wherethevolumeof eachgrain is plottedasthedistanceto the
surfaceof the aggregate(eachfinite elementis assigneda volume equal to 1, the volume of the
wholestructure is then183 � 5832). As many grains arecut by the"numerical machining" when
thecubeincluding238grains is extractedfrom theoriginal aggregate,thesmallergrainsarenear
the surface. It canalsobeseen that morethan50 grainshave morethan1000Gausspoints, and
morethan100grainshavemorethan500Gausspoints.

II.5 Validation of the numerical model

II.5.1 Construction of the aggregate

Two strategies are tested to generate the set of grain orientations. The first one considers 40
orientations, designedto provide a cubic symmetry[Pilvi n, 1996]. Thoseorientations can be
classified into four different "baseorientations" only, which aredefined in the standardtriangle,
each of themallowing the generation of ten grains by rotation around the last free Euler angle.
All the grains generatedfrom a given baseorientation are thenequivalent under tensile loading
in a self consistent approach. Other orientation setshave simply beengeneratedby a random
generation of Eulerangles.

Severalpolycrystalline aggregateshave beencomputedthatallow usto comparetheresponsesof
the F.E. modelandof the self–consistent approachfor different geometrical andtexture realisa-
tions. In thefollowing notation, eachcode m1 to m5corresponds to a new geometricalaggregate.
Thefirst numberspecifiesthenumberof realgrains,thesecondonerefersto thenumber of phases:
(i) microstructure(m1-238-40) with 238grainswhosecrystallographic orientationsaretaken from
the40-phaseset,
(ii ) microstructure (m1-238-238) with 238grainswith 238random crystallographicorientations,
(iii ) microstructure(m3-200-40) with 200grains andthesame40-phaseset,
(iv) microstructure (m4-200-200) with 200 grainsand200 random crystallographic orientations
(geometrical realisation1),
(v) microstructure (m5-200-200) with 200 grains and 200 random crystallographic orientations
(geometrical realisation2).
All thecomputations have beenmadewith a 18 � 18 � 18 mesh.Eachaggregateis describedby
a meshmadeof 18 � 18 � 18 quadratic cubic elements (20 nodes and27 Gausspoints perbrick).
Thespatial distribution of thephasesis shown in fig. II.7; (m4) is studied in detail in thesecond
part of the article [Barbeet al., 2001b]. Aggregateswith 10 grainsor 40 grains have alsobeen
considered,but they donotproduceanisotropic aggregate,sincethevolumefraction of eachgrain
is not thesame.Thereforetheresults arenot reportedhere.

For the caseof m1-238-40, the volumefraction of eachbaseorientation hasbeencontrolled, it
is respectively 25.09%,25.04%,24.97%and24.90%. Nevertheless,the individual contribution
of eachten "children" of eachbaseorientation cannot beaccurately setto 25%,sinceit depends
on the geometry of a low numberof grains. The volumefraction for eachphasevariesbetween
0.0073%and0.0546%. For m3-200-40, thereis nospecial control onany volumefraction, leading
to a minimumvalue of 22.67%, anda maximumvalue of 27.15% for thebaseorientations.
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Figure II.7 : F.E. representations of all the aggregatessimulated under isovolumic conditions of
load: (a) m1,(b) m3,(c) m4,(d) m5
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II.5.2 Influenceof the geometryand of the texture

All thesemicrostructures have beenloaded in tension, in order to reach an axial strain of 1.5
%, with isovolumic conditions (lateral strain -0.75%). Reference computations have also been
performedwith BZ model, by takingthesamecrystallographic orientationsandthesamevolume
fraction for eachphase. Typical results areshown in fig. II.8a,b,c wherethe average valuesof
each stress and strain component on the whole meshhave beenusedto draw the macroscopic
curve comingfrom theF.E.. For thesake of clarity, sincethediscrepancy between thevarious BZ
responses remainslow, the only curvesplotted for the BZ modelarethe solutions obtained with
m1-238-40microstructure(BZ-238-40), that is, with thevolumefractionsreadin m1-238-40, and
thereferencesolution with thesameamountof the40 special orientations(BZ-40-40).

In the tensile direction (fig. II.8c), thediscrepancy betweenthevarious computations is very low
(less than5%), the BZ model appearing asa higher bound. The two BZ computations are the
same,dueto the goodbalancebetween the various baseorientations. It hasto be noted that the
sensitivity to the different assumptions madein thecomputations is larger for the lateral stresses
(fig. II.8a,b). The differencebetweenthe two BZ simulations in theseplanes is significant, the
result on therealmicrostructure m1-238-40 being anisotropic (116MPa in x direction, 132MPa in
y direction). The larger discrepancy is found for m1-238-40 microstructure, on xx componentof
thestress(around 8%),while thebestisotropy is obtainedfor them5-200-200microstructure.

The presentresults demonstratethat 200 is a reasonable numberof grains, the meanbehavior
being almostthe samefor any kind of distribution. The choice of a random set of orientation
seemsto provideagoodquality aggregate.In thefoll owing, the40-phasedistributionwill beused
for the comparison of the F.E. with the BZ model,sinceit offers the opportunity to compare the
responses of individual grains which have exactly thesameorientation in differentpositions(and
with differentneighbors) in theaggregate.Besides,wewill switchto randomly orientedgrains for
furtheranalysis of theintragranular behavior.

II.5.3 Influenceof the elementinterpolation

Several microstructures have beencomputed using two different interpolation levels in the el-
ement: eachaggregate is represented either with quadratic elements madeof 20–node–bricks
containing 27 integrationpoints,or with linearelementsmadeof 8–node–bricks containing 8 in-
tegration points. Thestructureshave beengeneratedin such a way that thenumberof integration
pointsin a givenmicrostructure remainsthesamewhether theelements arequadraticor linear. In
this type of computations, the linear meshes usually appear to be too stiff. This is illustratedin
fig. II.9, which shows themacroscopic stress–strain curve for thecaseof m1-238-40 microstruc-
ture. The differenceis still more important on a transgranular level, the quadratic interpolation
allowing a finer description of the local fields. As demonstratedby fig. II.10a,b, which shows
the contour plot of the amountof plastic slip (definedasthe sumof the slips over the systems:
∑s �γs � ), after a 1.5%tension, there is a qualitative agreementbetweenthe two calculations con-
cerning the zoneof strain concentration, nevertheless the values arequite different: the range is
(0.00545—0.0858)for the linear mesh,while (0.00005—0.1219) is obtainedwith the quadratic
interpolation.

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =
Encomplément dela comparaisonpour deuxtypesd’élémentscubiquesàintégrationsdifférentes,
uneautre comparaisona étéfaite,encoopération avecT. Kanit [Kanit, 2000], entredeséléments
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Figure II.8 : Comparison of themeanstress–strain responseof four aggregatessubjectedto iso-
volumic loading conditions : (a) stressin direction x, (b) stressin direction y, (c) axial stress
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Figure II.10 : Effectof theinterpolation modeonthelocal slip activity of them1-238-40distribu-
tion subjectedto isovolumic loading conditions: (left) 5832 quadratic elements, 157464 integra-
tion points,(right) 19683 linear elements,157464 integrationpoints
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Figure II.11 : Effet du choix deséléments sur la contrainte axiale locale d’un biphaséélastique;
le contrastedesmodulesvaut100,le milieu estconstitué de20 grainssousformedepolyèdresde
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Figure II.13 : Effect of the meshsizeon the responseof the m4-200-200 microstructure after a
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cubiquesà intégrationréduite et desélémentstétraédriques(voir figure II.11) pourun biphaséde
contraste100enélasticité isotrope(le contrasteestdéfinicommele rapportdesmodulesd’Young).
Elle révèle une distribution locale desdéformationssimilaire dansles deux caset une réponse
macroscopiqueinaltérée.Les courbesdesfiguresII.12a,bmontrent quel’accord qualitatif entre
lesdeuxtypesdemaillages estbon. Quantitativement il y a unedifférencedel’ordre de15%,ce
qui est lié au fait quel’on ne fait pasfigurer plus de quelqueséléments par grain. On résumera
plus loin notre position sur le nombre d’élémentsà introduire dans le modèle, en fonction de la
quantité physiquequel’on cherche à évaluer. Unetelle comparaisona aussi étémenéeparEberl
dansle cadreducalcul d’éprouvettemulticristallineavecZéBuLoN,qui aconduit àunedifférence
decomportementlocalacceptableentredeuxtypesdemaillage(tétraédrique,prismatique)[Eberl,
1999]. Cesrésultatssontsatisfaisantscaril n’était pasacquisd’avancederetrouverdebonsrésul-
tatsqualitatif s : Watanabeet sesco-auteursont effectuédescomparaisonsdesimulations2D avec
desmaillages à 3 nœuds(triangles) et à 4 nœuds(quadrilatères)et constatent unedifférencefla-
grantededistribution desbandesdecisaillementdansuneéprouvetteà50 grains,malgréle grand
nombre d’élémentspar grain [Watanabe et al., 1998]. Ceci estprobablement lié à la mauvaise
qualité deséléments triangulairesà3 nœudsd’unepart, et aufait qu’unemodélisation2D estplus
sensibleaumaillagequ’unemodélisation3D.
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

II.5.4 Influenceof the sizeof the mesh

In order to check the convergenceof the meanstress–strain responserelatively to thenumber of
elementsusedto representagivenaggregate,thesimulationof asimpletensile testonmicrostruc-
ture(m4-200-200) hasbeenperformedwith four meshes of differentsizes:
– 16 : 16 : 16 quadratic elements, i.e. 110592integrationpoints,
– 18 : 18 : 18 quadratic elements, i.e. 157464integrationpoints,
– 20 : 20 : 20 quadratic elements, i.e. 216000integrationpoints,
– 24 : 24 : 24 quadratic elements, i.e. 373248integrationpoints.

Only the onset of plasticity wascomputed in the bigger meshes (203 and243 elements), so that
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thecomparisonis madefor a low total strain(0.2%). It is not surprising to check that theglobal
responseis thesamefor all themeshes, asshownin fig. II.13, sinceit is known thatarelatively low
numberof elements (typically 123) providesthe proper answer. On the other hand, the local re-
sponsestill dependsonthesizeof themeshin theinvestigatedrange, assummarised in fig. II.13b,
which contains themin andmaxvaluesof theaxial stressin theaggregate.This effect canbepre-
cisedby theobservation of thecontour plots of theaxial stressin fig. II.14 andof thecumulated
slip on all the slip systems, in fig. II.15. Theselast contours arespecially significant, sincethey
show the organisation of the deformationpatterns independently of the local microstructure(i.e.
localisationzonescrossing thegrainboundaries). Thesepatternsbecomefiner whentheprecision
of themeshincreases.
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

II.5.5 Comparaison de la réponseEF avec la réponsehomogénéiséed’un milieu
biphaséélastique

Lescalculs présentésici ont étémenésparT. Kanit [Kanit, 2000] dans un cadredecollaboration
interneaulaboratoire. Ils portent surla simulationd’un milieu biphaséélastiqueàpartir du même
type de microstructuresque danscetteétude (polyèdresde Voronoï), avec le mêmecodeélé-
mentsfinis (ZéBuLoN).Pourun contrastede3 entrelesmodulesélastiques(rapport desmodules
d’Young), celui-ci a tracéles réponseseffectivesde VER en fonction de la fraction volumiques
dephasedure, d’aprèsdescalculs EF et parhomogénéisation (FigureII.16). L’homogénéisation
estobtenuepar la réponseanalytiqued’une inclusionsphériqueeninteraction avecun milieu ho-
mogène. Lesréponsessont biencomprisesentre lesbornes deVoigt et deReuss,et l’accord entre
lescalculs EFet l’homogénéisationesttout à fait satisfaisant.

II.5.6 Influencedu nombred’élémentssur la réponseeffectived’un milieu biphasé
élastique

Lesrésultatsdela section précédentedoiventêtreexaminésà la lumièredeceuxqui sont reportés
enfigure II.17 [Kanit, 2000]. Cesrésultatsmontrent la convergencede la réponseeffective d’un
agrégat en fonction du nombrede degrésde liberté pour trois fractions volumiquesdifférentes
d’un milieu biphasé,avec un contrastedepropriétéségalà 100. Cemilieu estconstitué de1000
polyèdresde Voronoï. L’écart maximumrelatif entre 2 réalisations de microstructuresdansde
tellesconditions(1000grains,fraction 70 ; 30, contraste100) estdel’ordrede10%[Kanit, 2000].
Cet écart est dû au fait que les comportementssont très contrastésdonc très dépendantsde la
morphologie de la phasedure. Il n’est donc pasétonnant de retrouver sur la figure II.17 une
différencede comportementde l’ordre de 16% entreuneréalisation de microstructure à 72% et
une réalisation à 70% de phasedure. Le plus important restede constater que la réponsene
variepresqueplusà partir d’un certain nombrededegrésdeliberté (environ 1%devariation pour
300000ddl) etquela différenceentreuncalcul EFetuncalcul d’homogénéisationnedépassepas
5% pourlestrois fractionsvolumiques.

II.5.7 Influencedu nombred’éléments et degrains sur la réponseeffectiveenélas-
ticité hétérogène

Nous avons cherché à savoir s’il était possible, en élasticité, de définir un nombre minimum
d’éléments à partir duquel la réponseeffective d’un agrégat ne varie plus, pour 200 grains et
pour1000. Cetteétudeaétéeffectuéeenpremier lieu avecdu zincàélasticité isotropetransverse.
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(a) (b)

(c) (d)

180.0 222.3 258.5 300.8 343.1 385.4 427.7 470.0
axial stress (MPa);  E = 0.2 % 

Figure II.14 : Effectof themeshsizeonthelocal behavior of them4-200-200microstructureafter
0.2% simple tension: (a) 163 quadratic elements, (b) 183 quadratic elements, (c) 203 quadratic
elements,(d) 243 quadratic elements



34 ChapitreII. Méthode,modèle,outils

(a) (b)

(c) (d)

0. 0.0008 0.0017 0.0025 0.0034
equivalent cumulated plastic strain  ; E = 0.2 % 

FigureII.15 : Effectof themeshsizeonthelocalbehavior of them4-200-200microstructureafter
0.2% simple tension: (a) 163 quadratic elements, (b) 183 quadratic elements, (c) 203 quadratic
elements,(d) 243 quadratic elements
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Figure II.16 : Réponseeffective d’un milieu biphasé élastiqueà contraste3 en fonction de la
fraction volumique,parEFet parhomogénéisation( [Kanit, 2000])
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Figure II.18 : Réponseseffectivesd’agrégatsde zinc enélasticité : (a) modulesélastiquespour
200et 1000 grains,pour un nombrevariable d’éléments; (b) contrainteaxiale pour deux réalisa-
tionsd’agrégatsà 447grainset deuxjeux d’orientationsaléatoires

Les résultatssontprésentéssur la figure II.18a. On remarquetout d’abord un effet de la rigidité
du maillage: le moduleeffectif décroit régulièrement alorsquele nombre d’élémentsaugmente.
Demême,plusle nombredegrainsestélevé,plusla sensibilité à la rigiditédumaillageestimpor-
tante.Toutefois ceteffet peutêtreconsidérécommenégligeabledanslesconfigurationsabordées.
Pourl’agrégatà200grains,il y amoinsde1%d’écart entrele moduledumaillageà18 : 18 : 18
éléments et celui du maillageà 36 : 36 : 36. Si l’on définit le degrédediscrétisation ennombre
d’élémentspargrain, quecesoit pour200ou 1000grains,on constatequ’avec3 : 3 : 3 éléments
pargrain, la réponseeffectivevariedemoinsde1%parrapport à la réponseduplusgrosmaillage.
La figure II.18b présente les réponseseffectives pour 2 agrégatsde microstructures différentes
contenantle mêmenombre de grains (447) et le mêmenombred’éléments(283). Comparative-
mentà la réponseà convergenced’un agrégat à 1000 grains, 447grainspermettentd’obtenir une
réponseélastiqueeffective à 1 ? 6% près.On remarquequepour cecasprécis, cen’est pasla don-
néede la géométriequi affecte le plus la réponsemaisla donnéedesorientations. Notonsenfin
que,audelàde200grainset avecun peuplusde20élémentspargrains,l’erreurdûeà la discréti-
sationn’excèdepasl’erreurdûeaunombre degrains : l’écart maximumentretoutes lesréponses
effectivesestlui aussi del’ordrede1 ? 5%.

II.5.8 Influencedu nombre d’élémentssur la réponsemoyennepar grain

Le nombred’élémentsde la structure conditionne beaucoup plus le comportementmoyen des
grains que la réponsemacroscopique commele montrent les figuresII.19a,b. Effectivementle
rapport de la déformationaxialeou de la contraintemoyennepar grain du calcul à 12 : 12 : 12
élémentssurla réponsepargrainducalcul à28 : 28 : 28élémentsévolueentre0 ? 9 et1 ? 1 alorsque
la réponsemacroscopiqueestla mêmeà moinsde1% près(voir figureII.13). On remarqueaussi
queplusle grainestgros,plussaréponsemoyennes’approchedesavaleur àconvergence(le vol-
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Figure II.19 : La réponse effective de chaque grain de l’agrégat m4 est calculée avec (i) une
structureEF deréférence(28 : 28 : 28 éléments), (ii) unestructureEF pluspetite (12 : 12 : 12
éléments),(iii ) le modèled’homogénéisation avecla loi BZ. La réponsedumonocristalcorrespon-
dant à chaquegrain estaussicalculée, avec les conditions de chargement de l’agrégat ; chaque
réponseestnorméeavec le résultat de référence(EF 283) et présentéeen fonction du volumedu
grain ; (a) déformation axiale(b) contrainteaxiale
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umedesgrainsestdéterminéàpartirdela structureà28 : 28 : 28éléments,chaqueélémentayant
un volumeégalà 1). Il paraîtdoncclair qu’en ne mettantpasassezde points d’intégration dans
un grain, on affecteconsidérablementsoncomportement(endoublant le nombred’élémentsnous
avons divisé l’erreur par au moins2). Les résultats concernant l’homogénéisation révèlent une
erreurbeaucoup plus prononcée,jusqu’à 30%, ce qui signifie bien l’importancede l’interaction
entregrains dansle comportementeffectif de chacun. Il estdoncinutile pour ce type de sollic-
itations (déformation axiale à 1 ? 5%) et ce type de polycristal (200 grains, INCO600)de songer
à prévoir le comportementmoyen de chaque grain avec un modèle d’homogénéisation. Quantà
uneéventuelle corrélation entre le comportementmoyen d’un grain et sonorientation cristallo-
graphique,elle n’apparaîtpasdu tout danscesconditions. Onpeutpenser qu’il n’y a pasassez de
grains dansl’agrégatpourquechacun puissesecomporter enfonction desonorientation. Il n’en
estriencommeonle constatesurlesfigures??a,b. L’effet observén’estpasnonplusimputable au
volumedesgrains: un récent calcul avec32 : 32 : 32 élémentsamontréquela réponsemoyenne
d’un graindevolumesupérieurà 40 i.e. contenant 40 éléments, soit environ 10 : 10 : 10 points
d’intégration, variedemoinsde1% quand on augmente sonvolume.

II.5.9 Influencedu nombre d’élémentssur la réponselocale

Pourconnaîtrel’influencedunombred’élémentsdumaillagesurla réponselocale, nousproposons
unecomparaisonportant encoreunefois surdessimulationsdetraction simpleà1 ? 5%surunpoly-
cristal d’INCO600à 200grains (m4) effectuéessurdesstructurescontenantrespectivement 183,
283, 323 éléments quadratiques(figure II.20a,b,c). Chaquegrain de la plus grossestructure est
doncreprésentéenmoyenne parplusde4000points d’intégration, soit 16 danschaquedirection
de l’espace. Chaque figure reporte la distribution de la sommedesglissements(∑s Aγs A ) sur les
systèmesdans unetrancheinternedela structure. La différencederépartition deszonesdelocal-
isation desglissementsestduenon seulementà la différencedu nombrede points maisaussiau
fait quelespointsquenousobservonssurla figureII.20anesontpastout à fait à la mêmehauteur
queceuxdefigure II.20b et II.20c : chaquetranchecorrespondauxpoints d’intégration immédi-
atementendessousdu milieu dela structure,le milieu étantexactementunefrontièred’éléments.
Ainsi, expriméesdansle repère dela structureà 323 éléments, lespositionsdesfiguresII.20a,b,c
le long del’axe z sontrespectivement z B 15? 799C 15? 871C 15? 887.
Malgré l’incertitude liée à la position, nouspouvons retenir de cettecomparaisonqueles struc-
turesde déformationsont beaucoupmieux représentéesquandon utilise beaucoupde points, ce
qui permetde distinguer et de mieux délimiter les zonesde localisation. Il apparait notamment
clairementsur les figures desstructuresà 283 et 323 élémentsque les zones de localisation des
glissementssedéveloppentà l’int érieurdesgrains et ne traversentpasles joints de grains sans
marquerunevariation. On constatedoncqu’il y a uneforte influencelocale del’interactionentre
grains puisquela localisation s’opèresurtout auvoisinagedesjoints degrain; maisleszones qui
enrésulte restent intimementliéesà la microstructure, ellesnesedéveloppent passansdiscerne-
mentdesgrains. Uneautreinformationintéressante,déjàexpriméedansla section II.5.4, concerne
la validité dela réponselocale obtenueavecla structureà 183 éléments. Cettestructurepermetde
reproduire grossièrementtoutesles zonesde localisation préditespar les plus grossesstructures.
Ainsi, les informations locales quenousavons déduitesdesstructuresà 183 éléments pour des
analyseslocales(chapitre III) sont significativesd’un comportementqui a localementconvergé.

Nousavonsprésenté cescontoursencomplémentdeceuxdesfiguresII.14a,b,c,dcar ils sont
tirés de calculs à plus grande déformation(1 ? 5% au lieu de 0 ? 2%) et ils représentent unedistri-
bution à l’int érieurde la microstructure, là où le comportementlocal estle moinsaffecté par les
conditions imposéessur le contour (voir l’effet decesconditions ensection III.4). On vérifie par
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(a) (b)

(c) (d)

Figure II.20 : Comparaison de la distribution de la sommedesglissements(∑s Aγs A ) sur une
tranche de l’agrégatm4 décrit avec (a) 18 : 18 : 18 éléments, (b) 28 : 28 : 28 éléments, (c)
32 : 32 : 32 éléments,(d) Cartedesgrainssurla structureà 18 : 18 : 18 éléments
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la mêmeoccasionquelesméso-structuresde localisation desglissementssontprésentestant sur
le contour qu’aucœurdela structureavecunetendanceà s’orienter le long desjoints degrain.

L’influencedu nombred’élémentspeutdonc êtrerésuméedela façon suivante :D la taille desstructuresmodéliséespeutêtrecaractériséepar la taille du maillage (en terme
de nombre de degrésde liberté ou de nombre de pointsd’intégration, du point de vue du
numéricien)ou parle nombredegrains du polycristal (point devuedu mécanicien);D pourobtenir unereprésentation raisonnable dela microstructure,il faut tout demêmetenir
compted’une corrélation entrele nombrede points d’intégration et le nombre de grains.
Cettecorrélation estliée à l’échelle dereprésentativité souhaitéepourla prédiction ducom-
portement:

– si on rechercheuneprédiction decomportementmacroscopiqueglobal, unediscréti-
sation à 200 points d’intégration par grain conviendra amplement-ceci correspond à
unediscrétisation moyenne de2 : 2 : 2 éléments quadratiquespargrain;

– si on espère connaître correctement le comportement moyen de chaque grain de
l’agrégatalors il faudra y fairefigurerdel’ordre de800points d’intégration pargrain
-soit enmoyenne 3 : 3 : 3 éléments quadratiquespargrain;

– dansle cadred’unemodélisationducomportementintragranulaire,àsupposerquel’on
secontentede12pointssurunedroitepour représenter2 gradients(2 gradients,c’est-
à-dire 2 variationsde pente, soit la possibilité de représenter 2 portions distinctesdu
comportementavecuneaccommodationentreces2 portions; c’est le strict minimum
requis pour prétendremodéliserun comportementintragranulaire), il fautfairefigurer
de l’ordre de E 12 
 2F 3 soit 2700points par grain, les 2 points supplémentairesdans
chaque direction de l’espace étant dédiésà l’accommodationau niveaudesjoints de
grain. Cecasnécessitedoncenmoyennedel’ordrede5 : 5 : 5 élémentsquadratiques
pargrain.

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

II.5.10 Local comparisonwith the self–consistentmodel

The previous comparisonsbetween F.E. andBZ model only concern the global response. The
curve in fig. II.21 shows thecomparisonof thetensioncurvesobtainedfor each"baseorientation"
of them1-238-40microstructure. Thecurve is obtainedfrom theF.E.result by averaging thevalue
of the axial stress andstrain componentsin four classesof grains coming from the sameinitial
orientation, asexplainedin section (II.5.1). The agreementis correct, but not asgood asfor the
global loading. This differenceis a first steptoward thehigh level of heterogenity which will be
discussedin thesecond partof thearticle.

II.6 Conclusion

The present paper describesa numerical environment for studying the mechanics of crystalline
solids on a microscale. The main results concernthe validation of the different tools andof the
numerical techniques. Synthetic microstructures can be created to representmaterialelements
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Figure II.21 : Stress-straincurvesfor eachbasic orientation of thestandardtriangle for them1-
238-40 microstructure tensile strainedat 1.5%with isovolumic conditions

with a controlled number of grains. Prescribedtexturescanthereforebeappliedto theaggregate.
The first purposeof this paperwas to proposea solution to get a representative microstructure
for an isotropic RVE. It is not surprising to seethat it is better to work with asmany grainsas
possible. On theother hand,it is shown that theresults obtainedarequitecomparablewith a ran-
dom microstructure or a polycrystal with a reducednumberof orientations, chosen to reproduce
an isotropic behavior. In the following part [Barbeet al., 2001b], we will work with at least200
grains, anda random microstructure. Theinfluenceof themeshsizehasalsobeenconsidered.It
canbe observed that,sincesmall strainassumption is used in the paper, quadratic elements give
better results than linear ones. Full integration in the quadratic elements (3 : 3 : 3 integration
pointsperelement)givestheopportunity to haveabetterdescriptionof thelocal geometryandre-
mainsacceptablecomparedto reducedelements. With ourconditionsof loads,theoverall strain is
not too high sothattheelastic strain cannot beneglectedandthedefinition of hydrostatic stresses
is still correct. Usinga18 : 18 : 18meshcorresponds to agood quality–price ratio, asconfirmed
by computations performedwith 20 : 20 : 20 and24 : 24 : 24 elements. In the last section of
thepaper, theF.E. modelis alsovalidatedwith respectto theself–consistentapproach.Theagree-
mentbetweenthemacroscopic responsesis good, with only 2% discrepancy in termsof stressfor
a givenstrain. Theheterogenity on thephasesis alsocorrectly represented, evenif thedifference
for thetwo typesof modeling reachesnow 8%for thelocal axialstresses.In thefollowing part,the
numerical procedurewill beusedto computeanaggregatemadeof 18 : 18 : 18elements in order
to provide a numerical evaluation of thevarious stress andstrainfieldson a microscale, specially
concerning theintragranular heterogenity, which is essential to understanddamage initiation.

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

II.7 Résumédespossibilitésoffertespar la méthodeet lesmodèles

Les lois de comportementutiliséesdansnotremodélisation concernent les petites déformations
pour lesquelles les mécanismessont uniquementliés aux glissementscristallographiques ; le
maclagen’est paspris encomptedanscescalculs. L’augmentationde la contrainte associéeaux
déformations plastiques correspond à un écrouissageisotropeet cinématiquesurchaquesystème
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deglissement.L’écrouissageisotropesurun systèmeestinduit parsonglissementmaisaussi par
lesglissementsdesautressystèmes(écrouissage latent). Il estpossibledecalculer lesrotationsde
réseaucristallin sous la formedevariablesinternes.Si cesrotationssonttropgrandes,alorsil faut
faire intervenir desdegrés deliberté supplémentairespourdécrire la cinématiquedecesrotations
et le couple de contrainte associé. C’est ce qui est fait dansle modèlede milieu micropolaire
(Cosserat) développéparS.Forest,présentéenannexe.

Concernant la modélisation de la structure, il n’y a a priori de limitation pour le nombrede
grains étudiés que par les capacités numériquesdont nousdisposons. Autant le générateur de
microstructure (VPoly3D) quele codedecalcul par éléments finis (ZéBuLoN)sontconçus pour
modéliser desstructuresdont nous n’avons pasencore atteint les limites. Une particularité de
cettemodélisationestde permettrela représentation de microstructurestrèsréalistesdans la di-
versité/hétérogénéité du milieu (3D, morphologie réelle de grains). Les défautsquenousavons
relevés portentsur la convergencenumériquede la méthode EF : (i) desvariationsabruptesdela
contrainteapparaissent d’un point d’intégration à l’autre dansun mêmeélément et si le maillage
n’est pasassez raffiné cessursautsnumériquesne sont pasnégligeables par rapport aux varia-
tions de contraintesmécaniquement induites ; (ii) le comportementlocal et macroscopique est
affectépar le choix desélémentscubiques: pourun nombredepoints d’intégration fixé, la pente
d’écrouissageestplusélevéeavecdeséléments à intégrationréduite qu’avecdesélémentsà inté-
gration complètecequi laisseentendrequedansnosconfigurationsdecalcul, la partdela rigidité
du maillageavec deséléments réduits à huit nœudspeut ne pasêtrenégligeablepar rapport à la
rigiditépropredumatériau. Retenonstoutefois,auregarddesimulationssurdesmaillagesraffinés
(plusde5 élémentsle long dechaquedirection del’espacedanschaquegrain) présentéesdansla
section III.7, quecesdéfautsdeconvergencenumériquelocale tendentàdisparaîtreenraffinant et
qu’ils n’affectent lesrésultatsquelocalement.
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Nousprésentons dansce chapitre l’ensembledesrésultats obtenusavec les outils décrits dansle
chapitre précédent.L’étudedela sensibilité dela modélisation à diversparamètresdecalculper-
met de se fixer cesparamètresen fonction de l’usage que l’on souhaite faire desrésultats. En
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l’occurence, commenous comptonsmeneruneanalysedu comportementà l’échelle intragran-
ulaire d’un polycristal isotrope, nous avons opté, dansun premier temps,pour un cubeà 183

éléments quadratiquesà 20 nœuds(27 points d’intégration par élément) représentant un agrégat
d’INCO600(cfc) à200grains. Nousnousintéressonsparticulièrementàla sensibilitédesrésultats
aux conditions aux limites imposées à la structurepour un essai de traction simple: conditions
homogènesou mixtessur le contour, faceslatéraleslibres. L’autreaspect important decettepre-
mièreanalysede résultatsconcerne la trèsforte hétérogénéité desréponsestant entreles grains
qu’auseind’un mêmegrain. Tout ceci fait l’objet du deuxièmearticle quenousavons rédigé en
1999pour International Journal of Plasticity (’Part 2’). Il a étéacceptépour publicationdanssa
version finale réviséeen mai 2000, puis publié en avril 2001(Vol. 17/4, pp. 537-563) dansle
mêmevolumequel’article ’Part 1’.

Ce chapitre est complété par des résultats ultérieurs à la rédaction de l’article, notamment à
l’échelle intragranulaire : nous ne présentons passeulementdesrésultatsportant sur desgrains
particuliers de l’agrégat,nouseffectuons uneanalyse du comportementlocal en fonction de la
distanceau joint de grain pour tous les grains de l’agrégatm4à 200 grains. Ceciconstituedonc
unecaractérisation de l’in fluencedesjoints de grain en moyenne sur tousles grains. Nousvéri-
fions qu’il y a bien uneinfluence desjoints de grain sur le comportementintragranulaire et que
cetteinfluencesetraduit parunetendancemoyennesurtous lesgrains. Cependant l’analysea été
effectuéesur l’agrégatà 200grainscequi nesuffit pasà faire intervenir un nombre représentatif
de grains de tailles différentes. Cet agrégat compteen effet deuxgrainsde taillesdistinctement
plus grandesque le restedesgrains ; leurs comportementsrévèlent descaractéristiquespartic-
ulières quenousne pouvons pasgénéraliser à tous les grains, faute de représentativité. Il faut
doncretenir la méthodologie pour l’analysedu comportementen fonction de la distanceau joint
degrain, Elle serautile pouruneanalysedenouveauxrésultatssurun agrégatcomportantplusde
grains,avecdestaillesmoinsdispersées. C’estun travail encoursqui fairal’objet d’uneprochaine
communication.

——————————————————————————————————
Inter granular and intragra nular behavior of polycrystalline aggregates.

Part 2: results

Fabrice Barbe, SamuelForest, Georges CailletaudG
Centre desMatériaux/UMR7633, EcoledesMinesdeParis/CNRS,

BP87,F-91003EVRY, France

Abstract
The global, intergranularandintragranularresponsesof a polycrystallineaggregateare in-
vestigated. It is shown that theheterogenityof stressandstraindramatically increasesfrom
theglobal to thelocal level. Plasticdeformationstructuresdevelop on a scalelarger thanthe
grain.Severaltypesof boundaryconditionsareappliedto polycrystallineaggregates,in order
to estimatetheimportanceof thesurfaceeffect. Theresultsobtainedarepresentedascontour
plotson thecube,anda detailedstudyis performedto relatethevariationobtainedwith the
orientation of thegrainandthepositionin theaggregate.

Keywords: crystalplasticity (B); elastic-viscoplasticmaterial(B); polycrystallinematerial
(B); finite element(C)
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III.1 Intr oduction

In thefirst partof thepresent work [Barbeet al., 2001a], a numerical modelhasbeen proposedto
simulatethe mechanical behavior of a polycrystalline aggregate. In the second part, a particular
aggregate(m4) is depicted in detail, in order to characterisethe homogenised responseof the
material, but alsothestress or strain heterogenity. This heterogenity canbeassessedby applying
someaveraging operations of the given fields on all the grainswith the samecrystallographic
orientation, onaspecific grain, or by considering thelocal values. It will beshown thatthescatter
increasesdramatically whena local value is considered. Besides,special attention should bepaid
to thevariability of thesequantitiesaccordingto parameterslikethevolumeof agrain, thedistance
to a freesurfaceor thedistanceto the grain boundary. However, a morecomplete modeling and
characterisation of polycrystalline plasticity would require to take into account moreparameters.
For this purposethenumberof grains within thepolycrystal andtheabsolute grainsizemight be
two of theessential parameters.This problemis briefly tackledin section III.3.1.

In section III.2, theconditions of theF.E. calculationaredescribed,andthereferencecalculation
using theself–consistentformalism is performed.After comparing theglobal loading curvesand
thestress–straincurvesoneachphasefor thesetwo approachesin sectionIII.3.1, theendof thepa-
perconcentrateson thelocal fields(section III.3) andon theeffect of a freesurface (section III.4).
Theplasticity mechanismsarestudied through stressandstrain fields,but alsoquantities like the
numberof activeslip systemsor theamount of plastic slip. This latter is definedasthesumof the
plastic slips over the systems(∑s Aγs A ) so it doesnot necessarily evolvesasan equivalentdefor-
mation. Contour plotsareshown in section III.3.3 andIII.4. Theanalysis of thesurfaceeffect is
conducted with representationsof thedistribution of internal variableson different spaces: along
a particular line, on contour plots andwith averagedvaluesin planes parallel to the freesurface.
Severalboundaryconditionsareinvestigated, in order to extract thesurfaceeffect from the local
scatterdueto stressredistribution: uniaxial tension with four lateral facesleft freeof forceson the
onehand,fully prescribed strain on the otherhand, andintermediatecaseswith only prescribed
axial strain. The importanceof the surface effect can thenbe qualified by comparing it to the
intergranularredistribution.

Themotivation of sucha studyhasto befound in the literature,specially in articlesdealing with
thestudy of thesurfaceeffect from a metallurgicalpoint of view. Extensive transmission electron
microscopy studies of deformedsinglecrystals at theapplied stress–state of earlyworks [Fourie,
1967,Mughrabi, 1970,Ungar et al., 1982,Pangbornet al., 1981] showed the propensity of the
near surface region to hardenwith dislocation arrangementsand densities different from those
observed in the crystal interior. Still the effects observed arecontroversial [Mughrabi, 1992]: a
hardenedsurface layer wasfound in experimentson copper [Pangborn et al., 1981]; the change
in mechanical properties wasrelatedto thedislocation density, which washigher thanin thebulk
of thecrystals.Besides,other works[Fourie,1967,Mughrabi, 1970]displayedtheinverseeffects
of a softening surfaceregion wheredislocationdensitiesarelower andcell dimension larger than
in the crystal interior. In the caseof multiple slip [Ungar et al., 1982], no conclusion could be
drawn. Actually, theexperimentalstudy of suchaneffect is averydifficult task.Theobservations
can be modified due to the presence of the oxide layer, which may introducelocal overstress.
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This explanation wasfor instanceproposedby someauthors [Nakadaet Chalmers,1964] after
testson aluminium and gold single crystals: the surface film is work–hardened for aluminium
(whereanaluminalayer is present), but not on gold. Similarly, theconclusionson single crystals
can be different from thoseon polycrystals. The mechanical approachcan bring new results,
which canbehelpful for the general discussion. Note that the calculations areperformedwith a
crystallographicmodel, which meansthatslip is the only deformationmechanism. Accordingly,
the effect of the local orientation will be significant. Still, the modelpropertiesareindependent
of the distanceto the surface,or of the distanceto the grain boundaries. The effect which can
appear in thecomputationat thelevel of theintegration point hasto berelatedto thelocal balance
of momentum,and to the local stressredistribution. Thereis no specific effect like dislocation
pile-up, imageforce . . .The purposeof the modeling is precisely to address the question of the
reliability of themechanicsasit is appliedat themicrostructural scale.

Other attempts have recently been made to evaluate the surface effect numerically [Pilvin,
1998, Sauzayet Gilormini, 1999,Barbeet al., 1999]. While the first two approachesconsider
a crystallographic inclusion in a homogeneous semi–infinite medium,in thethird, theanalysis is
basedon finite elementsimulationsof polycrystalline aggregates.The work of Pilvin enablesto
characterisea new concentration rule, for evaluating thestressin the inclusion,depending on the
distance to the surface. Due to the decreaseof the constraint nearto the surface, the concentra-
tion rule tends to a Reusstype modelwhile the strainheterogenity increases.The perturbation
dueto thesurface approximately correspondsto 3 or 4 grains in depth. Thework of Sauzayand
Gilormini considerscyclic loadings,but is restrictedto an elastichomogeneousmedium,having
in view High CycleFatiguemodeling. With only oneslip systemin theinclusion it is shown that
thesurfaceeffect strongly dependson thecrystal orientation. Theseconclusions mayhave to be
revisitedwhentheinfluence of a realistic local microstructure is introduced.

III .2 Conditions of the calculations

Theaggregatecalled m4-200-200 [Barbeet al., 2001a] is now studiedin details,with a 18 : 18 :
18-element-mesh, asjustifiedin thepart1 of thearticle. It contains200grainsrandomlyoriented.
Thegeometry of the microstructure is representedwith finite elements in fig. 6c of the first part
andthematerialparametersaregivenin section 3.2of thefirst part.

In the following sectionsthe type of boundaryconditions is systematically specified. It is oneof
thefour loading cases definedbelow:

– homogeneous strain boundary conditions(HSB),corresponding to a prescribedmeandeforma-
tion EI of the aggregate. All componentsof the displacement vector at eachnode(position xJ ) of

theouterboundaryof thecube areprescribedaccording to:

uJ B EIK? xJ BML N εIPO B EI (III .1)

Thisprescribed strain EI is obtainedfrom theBZ homogenisation model[BerveilleretZaoui,1979]

presentedin thepart1. Themodelis integratedin uniaxial tension, that is under prescribedaxial
strainanda null stresson all theother components.This should alsoleadto a zeroresulting force
on thelateral faces if theF.E. computation is in agreementwith BZ model.
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Figure III .1 : Simulationsof tensile teststo 1.5%axial strain, from BZ-homogenisation andF.E.,
with different loading conditions: (a) axial stress vsaxial strain, (b) lateral strains vsaxial strain

– amixedtypeof boundaryconditions(MB), wherenormaldisplacementsareimposed to thefaces
of thecube. Thein-planedisplacementsof thefacesarethuslet free.Thesenormaldisplacements
correspond to theprescribed strainEI .
– onelateral freeface(1FF),wheretheaxialdisplacementis imposed on thetopandbottomfaces,
and threeof the four lateral facesare subjectedto the prescribed normal displacementdefined
above,

– four lateral freefaces (4FF),wheretheaxial displacementis imposed only onthetopandbottom
faces.

A comparisonof thelocalbehavior accordingto theloadcaseis detailedin section III.4. Fig. III.1
allowsa first comparison on a macroscale.

III.3 Results

III.3.1 Global scale

Sincerandom orientationshave beenassigned to the grains in the aggregatem4-200-200under
concernhere, eachgrainis considered asanew phase.It canbeseenin fig. III.1 thattheagreement
betweenthemeanvaluesobtainedfrom theF.E.analysisandtheprediction of thehomogenisation
model is good. The BZ curve obtained with the RVE simulation exactly fits the responseof the
F.E. HSB calculation. As expected, the F.E. response is softer and softer when the boundary
conditions are released: at the endof the tensile load, the axial stressvalue is 396.3MPa with
BZ model,395.4 MPa with HSB,384.5 MPa with MB, then375.3MPa for 1FFand368.3 MPa
for 4FF. The maximumdifferencebetween the different typesof load is then7%. The fact that
thevariation of theoverall responseremains reasonably low indicatesthat theconsideredvolume
element containing 200 grainswith random orientations is not far from being a Representative
VolumeElement(RVE) asdefined in thehomogenisation theory[Huet,1990].
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Thequestion of theminimumsizeof a RVE for a polycrystalline aggregateremainsa central and
unsolvedquestion of themechanicsof heterogeneousmaterials. Actually theanswerdependson
theloading conditionsandon thetextureof thematerial. Thepresentnumerical tool canbeused
to study the transition from the multicrystal to the actual polycrystal behavior. If the numberof
grains is not large enough, several realisations of thedistribution mustbeconsidered, asdonein
thepart1. Sucha transition hasbeenstudied for thetorsion of copper wires[Quilici et al., 1998]:
a typicalnumberof 1000grains in thecrosssection of acylindrical specimenhasbeen found,that
is about 30 grains in thediameter. Thepolycrystalline cubeconsideredhereis madeof a smaller
numberof grainsbut is not far from being a RVE at leastfor tensile overall loading conditions.

Moreover, asshown on fig. III.1b, the tensile testsresponsesin the x direction for the four cases
of boundaryconditionsall fall ontotheresponsesin theperpendicular y direction, which confirms
the isotropic behavior of the bulk. Thus it is demonstratedthat the self–consistent modeling is
reasonablewhen200grainsareinvolvedin anaggregate,andthattheaggregatecanbeconsidered
approximatelyasisotropic. More complex loading conditions should beapplied to theaggregate
to confirmtheisotropic natureof theoverall material response.

III.3.2 Phasescale

Theaveragedresponsesof the grainsarequite inhomogeneous. As shownon fig. III.2c,e where
themeanstress-strainbehavior of each of the200grains is plotted,somephaseswork in tension as
imposedby theglobal load, whereas otherswork in compressionassoonasplastic strainoccurs.
This is adirect consequenceof theinteractionbetween grains; in suchaconfiguration theresponse
doesnot dependonly on thecrystallographic orientationbut predominantlyon theconstraintsdue
to neighboring grains, until the overall applied deformation affectsonce againthe compressing
regions. All the phases thenwork in tension. It is alsoworth noting how scattered thosecurves
are,in comparison with themeanstress-strain responseandwith thebehaviorof eachof the four
basicorientations (cf part1 of thearticle). This interaction betweengrains leadsto strongly non-
proportional meanstressevolution, asdemonstratedon the (σyy ; σzz) planeon fig. III.3. Since
thegrain elasticity is chosenisotropic, all thegrains areequivalentup to theonset of plasticity, at
(σyy BR; 74MPa C σzz B 148MPa), thentheplasticflow producescontradictory evolutionsaccording
to thegrain: thelateral stress σyy caneither increaseor decrease.

The major role played by the neighboring grains on the behavior of an individual grain canbe
assignedto thenumberof surrounding grains: from tento twentygrains differing from their size,
morphology, position in the bulk andorientation, that is ten to twenty ways to behave. A first
classification of the grains is madeaccording to their volumeon fig. III.4a, andIII.5a. Thefinal
stateof all the grains is shown in fig. III.4a, togetherwith the macroscopic curves. The symbol
chosen for eachgrain depends on its volume (resp. lessthan 3, between 3 and30, more than
30, in all simulations thevolumeof 1 elementis taken equalto 1), in order to check if thereis a
numerical artefactdueto thesmall sizegrains. It is observed that thesmallest grainspresent the
biggest discrepancy with respect to thereferencestate. Sucha spreading might alsobedueto the
influenceof asurface: asseen on fig. III.4b thesmallestgrainsareoftentheclosestto thesurface.
However, if thesmallestgrainsareexcludedfrom theanalysis,thevariationremainslarge( S 30%)
for grainshaving a volumesuperior to 27, i.e. for grains describedby 27 : 27 B 729 integration
points. This variationcharacterisestheneighborhood effect, andthegrain-to-grain interaction. It
is alsoillustratedon fig. III.5a,b wheregrains arealsoclassified according to their normedaxial
stressandtheir distanceto thesurface.Thenormedstressis definedby theratio of thestressfrom
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Figure III .2 : Illustrationof inter- andintra-granularheterogenity from themeanresponseof each
of the200grainsof thepolycrystal: (a,b)BZ-homogenisation; (c,d)F.E. HSB;(e,f)F.E.4FF;(left)
σzz vsεzz, (right) σxx vsσzz



50 ChapitreIII. Résultatsauxdifférenteséchelles

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

100 150 200 250 300 350 400 450 500

st
re

ss
, d

ire
ct

io
n 

y 
(M

P
a)

axial stress (MPa)

Figure III .3 : Meanstresspaths in eachof the 200 phases of the polycrystal tensile strained at
1.5%with isovolumic conditions
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Figure III.6 : (left) Grain map,(right) contour of the norm of the lattice rotation vectorat the
onset of plastic deformation

F.E.dividedby thestressfrom thehomogenisation model.Thevariationis quantifiedby thewidth
of the cloud of points at a given height of the diagram. For example, grains in the coreof the
aggregate[resp. thebiggestgrains], behavenearly aspredictedby thehomogenisation model.But
assoonasa grain nearer the surfaceis considered[resp. a smallergrain], a larger dispersion of
behaviorsis displayed.Sincethebehaviorof thegrainsin thenearsurfaceregionhaveprovedto be
particularly influencedby their neighborsandbecauseof thecontroversyon thatsubject exposed
in theliterature,astudy is conductedin section III.4 on theeffect of theboundaryconditions for a
tensile test,which is specifically a study of thefreesurfaceeffect in a purelymechanical sense.

III.3.3 Intragranular level

After consideringthe heterogenity at the scaleof the phases,the final stepof the analysis of the
F.E. results concernsthe Gausspoints. Threemain featuresresult from the observation of the
plastic strainfieldsin theaggregate(fig. III.6 andIII.7):

Development of plastic deformationstructures

Theplastic deformation distribution in anaggregateis generallynotdictatedby thegivengeometry
of themicrostructure. In particular, thegeometry of grainboundaries does not directly appear on
the contour plots (seee.g. fig. III.7a,b that feature the distribution of cumulated strain on slices
takenin thecoreof thebulk or seefig. III.8 reporting thedistribution of plastic slip on anexternal
face of the aggregate). In contrast,deformationmeso-structuresdevelop like deformationbands
that go acrossseveralgrains. Percolateddissipationstructuresseemto find their way through the
randomdistribution of grains.Thosefeaturescanbeobservedwith better accuracy on thecontour
of m4 discretisedinto 24 W 24 W 24 quadratic elements presented in the part 1 of the article. If
thekinematichardening termis removedfrom theconstitutive laws,similar internal deformation
structures form on the contour as well as in the interior. Two pieces of information are then
confirmed: (i) the meso-structures of deformation develop at the earliest stagesof plastic slip;
(ii ) with 72 W 72 W 72 X 373248 integrationpoints to represent themicrostructurecontaining 200
grains, the convergence in the thicknessandrefinement of the meso-structuresdoesnot seemto
beattained.
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Figure III.7 : Contourof theequivalentcumulatedplasticstrainon two slicesof theinterior bulk:
(left) sliceperpendicular to thex axis,(right) slice perpendicular to they axis

Directeffectsof grain boundaries

In the contour plots of somespecific variables,the shape of the grain boundaries canbe clearly
seen.This is the casefor instancefor the resolved shear stress or for the number of active slip
systems,asshown previously[Quili ci etCailletaud,1999]. Interestingly, thedistributionof lattice
rotation alsoreveals thegrain boundaries. For thatpurpose,themodelof single crystal plasticity
usedin this work hasbeenextended to include effects of small rotations. The gradient of the
velocity field is divided into symmetric andskew-symmetric partsaccordingto:

u̇i Y j X ε̇i j Z ωi j (III .2)

ωi j X ωe
i j Z ωp

i j with ωp
i j X ∑

s
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γ̇s [ ms
i n

s
j \ ms

jn
s
i ] (III .3)

Theelastic partωe
i j accountsfor thelattice rotation ratewith respect to thereferencespace frame

and,asa skew-symmetrictensor, canberepresented by a pseudo-vector andintegrated.Thelocal
redistribution of the norm of the lattice rotation vectoraround the grain boundariesis shown on
fig. III.6. Lattice rotation canbemaximumneartheboundaryor in thecoreof thegrain, but the
latticecurvatureassociatedwith thegradientof thelatticerotation vector is alwaysmaximumnear
thegrainboundaries.

Intragranular stressstate

The overall integration points of one grain are considered in fig. III.9; their responseis given
at three strains (E X 0 ^ 5%, 1 ^ 0%, 1 ^ 5%), together with the meanresponseof the grain and the
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Figure III.8 : Contour of theamount of plastic slip on a lateral faceof thepolycrystal subjected
to theconditions(a) 4FF, (b) MB, (c) HSB; (d) associated grainmap
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Figure III.9 : Intragranular heterogenity andeffect of the freesurface: responsesat threestrains
(E X 0 ^ 5%,1 ^ 0%,1 ^ 5%) of all thepoints within grain58 (2265 points);(a,b) σzz vsεzz; (c, d) σxx

vsσzz; (e, f) σyy vsσzz; (left) caseF.E. HSB, (right) caseF.E.4FF
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Figure III.10 : Intragranular heterogenity andeffect of thefreesurface: responsesat threestrains
(E X 0 ^ 5%, 1 ^ 0%,1 ^ 5%) of all thepoints within grain132 (545points); (a,b) σzz vsεzz, (c, d) σxx

vsσzz, (e, f) σyy vsσzz; (left) caseF.E. HSB,(right) caseF.E.4FF
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responseof a single crystal having the sameorientation in tension up to 1.5%. The local stress-
straincurve shows againmoreandmorescatter; even undermacroscopic tensileload, the local
stressin thetensile direction canbecompressive at somelocationsof theaggregate.Therangeof
intergranular heterogenity canbe compared to the range of intragranular heterogenity: the mean
responsesof all the grains in polycrystal (m4-200-200) are plotted with the samescale as the
responsesof the integration points within the biggestgrain (grain58) of the microstructure. On
theaxial stress-strain curves, therange of heterogenity is greatly morepronounced amongpoints
within a grain than amonggrains within a polycrystal. In the latter case, the averaging effect
partially erasesthe local variations. Obviously the points within a multiphasestructural element
(element with several crystallographicorientations assignedto the integration points) need to be
excluded from the analysis becausethe way their behavior is affected by the neighboring points
is still obscure. However, as seenin fig. III.10, which corresponds to a grain containing less
integration points,theheterogeneousbehaviorremainscharacteristic of theintragranularbehavior
andthe rangeof heterogenity is still comparable to that observedwith meanresponsesof grains
within the polycrystal (fig. III.2c,e). It highlights the fact that the heterogenity within a grain,
producedmostly by the neighboring mechanical constraints, could be a clue in the modeling of
damagein polycrystalline aggregates.

The differencein the behavior within a grain in comparison with the onewithin a polycrystal is
emphasisedwhenconsidering thelocal stress paths. Fig. III.9 andIII.10 display thetypical stress
pathobservedin grain58: asa matterof fact, thelateral stressσxx andtheaxial stress σzz seemto
berelatedby a simpleexpressionlike :

σzz \ σxx X σY (III .4)

whereσY refers to theactual yielding stress, which increasesastheloadis applied.This is partic-
ularly well illustratedif only threestrainsof theloadarerepresented(E X 0 ^ 5%,1 ^ 0%, 1 ^ 5%). As
thedeformationproceedsandastheelastic limit is raised,the line of gradientequal to 1 follows
the meanresponseof the grain by moving to the right. This curve should be replotted in terms
of principal stresses,to fit with Trescacriterion. But, even in the present form, it highlights the
constraint effect in thegrains, leading to 3D fields,andit is typical of the local behaviorof each
point. Yet, becauseof the scale transition which producesadditional hardening, this relation is
not valid anymoreconcerning the meanstress paths in the grains within a polycrystal, asshown
in fig. III.2b,d,f. This observation is trueeither for thebehaviorpredictedby thehomogenisation
modelor for themeanbehavior pergrain issued from F.E..

III .4 The fr eesurfaceeffect

III.4.1 Phasescale

Comparison of the effective stress-strain curves from the four loading conditions wasgiven on
fig. III.1 andshowed a maximumdifferenceof 7% betweentheextremalcasesof HSB and4FF.
Thecomparison between thosetwo extremalcases is now transferredto thelevel of thegrains on
fig. III.2: themeanresponsesin eachgrain, accordingto BZ-homogenisation model, F.E. HSBand
F.E. 4FFrespectively areplotted.Thecaseof HSBdisplaysthemostheterogeneousintergranular
behavior, on theaxial stress-strain curvesaswell ason theloading paths expressedwith stresses.
To quantify thedifferencein therangeof heterogenity, themaximumstress-strain responsein each
casehasbeen extracted andcompared with F.E. HSB. Note that the mosthardenedgrain in the
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case of HSB is not the most hardened in the BZ-polycrystal, neither in the case4FF. Anyway,
the purposeis not to identify and characterise the grains individually but only to evaluate the
discrepancy betweendifferentsimulationsof tensile testasthescalesof representation arerefined
(from macroto micro via meso).So,themaximumresponseobtainedwith BZ-polycrystaldiffers
from theoneof F.E. HSBby \ 16̂ 4% whereastheoneof F.E.4FFdiffersby \ 12̂ 2%. About the
minimumresponses,thedifferencereaches Z 33̂ 72% in thecase of BZ-polycrystalandstandsatZ 0 ^ 75% in thecaseof 4FF.

Thus the comparison at this scaleallows us to calibrate the limitations of the homogenisation
modelwith the assumption of meanfields in the phases:despite the very good agreementat the
globalscale(0 ^ 22%on theaxial stressat1 ^ 5%axial strain), thefieldsin theactual material reflect
disordered behaviorsamonggrainsthatcannot becapturedwith thesimplifiedmodel;for instance,
onfig. III.2a thedistribution of theaxial stressesonaline of gradientequalto α W µ (α andµ being
defined in thetransition rule (9) in Part 1 of thearticle) at theendof the load is valid on average
for many orientations,but maybeinadequateto representtherealbehaviorof anindividual grain
with thesameorientation.

III.4.2 Analysis in planesparallel to a fr eesurface

Thebehavior is representedaccording to thedistanceto a lateral freeface(y=0) in fig. III.11. This
faceis freefor thecase1FF, andfor 4FF, andis submittedto theconditionsdefinedin section III.2
for HSBandMB. Severaltypesof variablesareaveragedin planesparallel to thatlateral face. The
effect of the applied boundary conditions canthenbe checked on average, independently of the
local variation dueto theenvironmentof eachgrain. ThevonMisesstress(fig. III.11a) is lowerby
12%in case4FFthanin caseHSBnearthesurfaceregion; it alsohasto benotedthatMB caseis
not far from 1FFand4FFcases: letting freethein-planedisplacements on thelateral sides of the
cubeproducesasignificantstressrelaxation. ThevonMisesstrain ( _`_ 2 a 3b εc p : εc p b 0 d 5) (fig. III.11b)

andthe cumulated plastic strain (ef_ 2a 3 b ε̇c p : ε̇c p b 0 d 5dt) (fig. III.11d), which respectively quantify

the actual plastic strain stateandthe length of themacroscopicplastic strain path, give the same
information. They show that the strain is lower for the caseof constraint boundary conditions
(20% lower near the surfacefor HSB compared to 4FF).Fig. III.11c shows the evolution of the
amount of plastic slip: it is definedas the sumof the slip over the systems(∑s gγs g ). Contrary
to the deformation, it is bigger nearthe surface for HSB thanfor the othercases. The fact that
more plastic slip finally induces lessstrain for HSB can be explained by fig. III.11e,f, which
demonstrates that thevalueof the larger slip (fig. III.11e) is lower for HSB,andthat thenumber
of slip systems(fig. III.11f) is larger, leading to a competition betweenthe systems. In the case
of free boundaries, the predominant slip benefitsfrom "more space" to develop, and produces
importantstrain, whereas in thecaseHSB, theactionof predominant slip remains limited by the
other systems,which develop to reduce strainincompatibilities.

Consideredaltogether, thoseeffects,which appear to bethesameon either sideof theaggregate,
leadto theobservationof softenedfreesurfaceswhereboth axial stress andplastic slip provedto
belower in thenearsurface region whennocondition is imposed to this surface.Besides, thefree
surfaceenablestheloadingpaths in its neighborhood to bemoreproportional thanin thecaseof a
surfacewith homogeneous strainconditions.
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Figure III.1 1 : Variablesaveragedin planesparallel to a lateral face of thepolycrystal in thefour
casesof load: (a) equivalentstress,(b) equivalent strain (c) amount of plastic slip, (d) equivalent
cumulated plastic strain, (e) maximumplastic slip over the twelve systems,(f) number of slip
systemswhoseplastic slip exceed0.001



III.4. THE FREESURFACE EFFECT 59

caseof load grain58 grain132
(thebiggest) (thehardest)

Singlecrystal 2 3
0.0164 0.0259

PolycrystalHSB 10 8
0.0138 0.01388

Polycrystal 4FF 10 5
0.0156 0.0184

Tableau III .1 : Effect of the free surfaceon the meanbehaviorin particular grains: number of
active slip systemstogetherwith themaximumcumulatedslip

III.4.3 Analysis in particular grains

Thepreviousremarkscanbemadefor particulargrains studied in fig. III.9 andIII.10. They show
the responseat eachpoint of (i) thebiggestgrain of the aggregate(grain58 described with 2265
points)and(ii) themosthardenedgrain (grain132). Theaverage numberof active slip systemsin
thesegrainshasbeen counted: they aredefinedasthesystemswherecumulatedslip hasexceeded
0.00001 during the tensile test. The maximumcumulated slip averagedin thosegrains arealso
given in tableIII.1. The behavior of thoseparticular grains is compared to the oneof the single
crystalswith the sameorientations. The agreementaboutthe average amountof cumulated slip
in grain58 is admittedly good: this grain is very largesotheremight besomeplacesof thegrain
which are not influenced by its neighbors; furthermore, due to its position in the core of the
aggregate,it is surrounded by a large number of grainswith different orientations thus forming
a quasi-homogeneous surrounding medium,asin the self-consistentscheme. But the number of
active slip systemsfails to be reproduced whenthe crystal is embedded in the aggregate. About
grain132, thereis no comparisonto bemade.Thegrain is tooclose to theboundaryandtoo small
to be associatedto the behavior of the single crystal. However, a direct effect of the interaction
with a freesurfacelies in thenumberof activatedslip systemsdependingon theloading condition
studied: whereasonly 5 systemscontribute to thedeformationin thecase4FF, 8 slip systemsare
requiredfor theaccommodationof thedeformationof thegrainunder HSB.

III.4.4 Analysison a line perpendicular to the fr eesurface

Theanalysis is thenpursueddeeper into themicrostructure: theevolution of thelocalstrainsalong
the integrationpoints of a straight line going from a lateral sideof thebulk to theother is shown
on fig. III.12. Considering the amount of plastic slip, we can deduce that (i) the intergranular
compatibili ty forcesthegrainboundary region to deform morethanthecoreof thegrain, (ii ) the
deformationpattern in somegrains is predominantly influenced by the neighboring grains, more
than by thecrystallographic orientation, (iii ) the interactionwith theboundariesof the bulk is of
thesameorderastheeffectof a freesurface(about 20%)sincethediscrepancy between two cases
of load in F.E. is of thesameorder asthedifferencebetween theresponseof thehomogenisation
modelandtheresponseof theF.E.computations.
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Figure III .12 : Evolution of theamountof plastic slip on a line perpendicular to the freesurface
of the polycrystal in the four casesof load; the line is located in the coreandgoesfrom sideto
side

III.4.5 Analysison contour plots

Fig. III.8 and III.13 illustrate the local effect of a free surface on the external contour of the
aggregate.They confirmtheeffects observedwith averagedvalues: theamountof plastic slip, for
instance,reacheslargervaluesin thecase4FFthanin thecaseof HSB. As anatural consequence,
the distribution of plastic slip appears more heterogeneous in the caseof a free surface. This
remarkis consistent with the comparisonmadeon the axial stress: larger averaged stress (case
HSB)canalsobeassociatedwith a moreheterogeneousfield.

Fig. III.13 combined with fig. III.8 alsoprovides interesting informationabout the mechanisms
involved in theaccommodationof thedeformationsof thegrainsat thesurfaceof thecube: asit
wasfound experimentaly [Zehetbaueret al., 1999,Ungáret al., 1998] andby simulations [Teo-
dosiu et al., 1991, Harder, 1999], internal stressesappear larger nearthe grain boundariesthan
within the grain interiors, moreparticularly in the casesof mixed boundary conditions. The re-
gions with high stresslevels arecommonly considered asthosewheredislocation densities are
thehighest[Teodosiu et al., 1991]. Moreover, according to [Liu et al., 1998], themajority of the
dislocationsat thegrainboundariesarerelatedto active slip systemspredictedby aSchmidfactor
analysis. Consequently, since the resolvedshearstress on a slip system is related to thestress in
thegrainthroughaSchmidfactor, theresulting slip activity providessomequalitative information
on the dislocation density. As the amountof plastic slip definesthe sumof theslip over the slip
systems,a region wherethe amount of plastic slip is the mostpronounced may correspond to a
region of high amountof stress,specially if it is closeto a grainboundary. This is consistentwith
the observed contours of the amount of slip (fig. III.8): the regions of high amountof stress are
also thoseof the mostdeveloped plastic slip (which is not necessarily true about the equivalent
deformation).

Consequently, astheaggregatesubjectedto HSBprovedto producethehighestamountof plastic
slip (fig. III.11c) aswell as the highest amountof stress, the effect observed canbe said to be
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(a) (b)
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(c)

Figure III.13 : Contour of thevonMisesstressona lateral faceof thepolycrystalsubjectedto the
conditions (a) 4FF, (b) MB, (c) HSB. Fig. III.8d shows thecorresponding grain map
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theeffect of a softenedfreesurface: in a polycrystalline aggregatewith a freesurface,theplastic
deformationsdevelop morefreely. This correspondsto thecase whendislocations simply vanish
asthey reachthe surface, instead of dividing into two halvesof a dipole, onewhich leavesthe
surface,theotherwhich remainsthusincreasingthedislocationdensity [Ungáret al., 1998].

III .5 Conclusion

Finite element computations of a synthetic polycrystal areperformed,using large finite element
meshesto representa significant number of grains with a significant number of Gausspoints,and
crystallographicviscoplastic laws. It hasbeen observed that themechanical responseis success-
fully captured by a self–consistentapproach, at least for the global stress–strain curve, and the
averagedvalues for eachphase: theagreementis very goodandrelatively independent of theap-
plied boundaryconditions,sothat thepresentedaggregatesarenot far from beingRepresentative
VolumeElements. We obtain however 6% to 10% variation on the overall axial stress level. A
systematic studyon the estimation of the typical sizeof a RVE for a polycrystalline material is
in progress,it may alsobe related to an intrinsic length scale of the material. In the constitutive
modeling of single crystalsusedin this work, no intrinsic length scale canbe introduced, so that
noabsolutesizeeffect canbeaccountedfor. Moreover, relativesizeeffects regarding theratio be-
tweengrainsizeandthesizeof thecubeplayamajorrole in thedefinitionof aRVE. Current work
focuseson the introduction of generalisedplasticity models[Forest,1998] in order to introduce
anabsolute scalefor theaggregateanddescribe grainsizeeffects.

On the other hand, the major quantitative result deals with the local heterogenity, which is not
taken into account by the modelsinvolving average fields. Variations of l 100%canbe found
on quantities like the axial stresscomponent averagedin onegrain dueto the action of the real
neighborhood. Thesevariationsarestill bigger if localstress/strain contoursareconsidered.Inside
eachgrain, dramaticredistributionsrelatedto theplastic flow canleadto cumbersomestressstates,
with local axial compression under global tension load. Surprisingly, plastic deformationstruc-
turesdevelop at a larger scale thanthe grain, showing that self–organisation phenomenarelated
to neighborhood effectsplay a major role: the areasof intense plastic slip areclearly connected
neither with agivencrystallographic orientation nor with a givenposition with regards to surface,
but it is theresult of thejoint effect of severalgrains.

Collecting dataconcerning thesevarious intragranular stress/strain stateswill allow us to revisit
damagedevelopmentin polycrystalline materials. The present work already enables us to char-
acterise the surfaceeffect: by taking the caseof homogeneous strain as a reference,it can be
shown that for a free surface, the axial stress is lower, andthe plastic strain is larger, even if the
total amount of plastic slip is lower. Sincethe constraints are lower at the surface, the plastic-
ity developmentis freer, andeachslip systemis moreefficient, a lower numberof slip systems
beingactive. Theseresults confirm other numerical attemptsto characterise the softening in the
vicinity of thesurface[Pilvin, 1998,Sauzay et Gilormini, 1999]. Nevertheless,theeffects dueto
theneighborhood of agrainaremoresignificant thanthesurfaceeffect. Thepresentpapertriesto
bringanew elementin thediscussionby pointing out thewell-knownfactthat theclassicalmodels
of an inclusionembeddedin a homogeneousmedium do not capture the intragranular effect, and
underestimatetherealheterogenity in thematerial.
——————————– fin del’article 2 Int J Plasticity ————————————–
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nb degrains 10 10 10 10 40 40 100 200 1000
désignation 10a 10b 10c 10d 40a 40b 100 200 1000
norme(%) 87.8 89.0 91.1 86.1 90.3 95.0 92.7 95.2 100

Tableau III .2 : Contraintesaxiales norméesde polycristaux de cuivre élastoplastiquespour une
déformationaxialeε X 0 ^ 002(la figureIII.14 présentelescourbesdetraction correspondant àcette
mesure). Lescontraintessontnorméesparrapport à la contrainteaxialeobtenueavecle polycristal
à 1000grains

III.6 Complémentde résultatsà l’échelle macroscopique

III.6.1 Détermination du VER de polycristal isotrope en terme de nombre de
grains

Unecondition pour pouvoir attribueràunmilieu hétérogènealéatoire lespropriétéseffectivesd’un
milieu continu est quece milieu respecte l’hypothèsed’ergodicité exposéedansles travaux de
Kröner [Kröner, 1980]. Cettehypothèse, pour êtrerespectée,imposequela moyennestochastique
portant sur l’espacede diversesmesures en despoints aléatoires d’un volume représentatif soit
égaleà la mesuremoyenne sur ce volume total. Il est aussimontré par Sab[Sab, 1992] que
lespropriétésglobalesd’un domainesuffisammentgranddansun milieu ergodiquealéatoire sont
déterministes. Ainsi, dansun milieu constitué de polyèdresde Voronoï générésà partir d’une
distribution poissonienne de points, il existe bien un nombresuffisant de cellules à partir duquel
la réponsemoyenne du milieu estobtenue.C’estcequenousavons pu vérifier autravers d’essais
detraction simple(i) surdespolycristaux dezincenélasticité et (ii) surdespolycristaux decuivre
enélastoviscoplasticité contenantde10 à 1000grains.
Une telle étude de convergencemulti-échelle a étémenéepar Teradaet sesco-auteursavec des
approches en homogénéisation pour desmilieux bidimensionnels à matriceet inclusions circu-
laires [Teradaet al., 2000]. La convergence est bien atteinte avec desdomainessuffisamment
grands,pour descasde sollicitation équivalents: conditions périodiques, conditions endéplace-
ment,conditionsmixtesdetraction simple. Uneconvergenceentermedenombredegrainsaaussi
été atteinte dansl’étude par éléments finis de la transition du multi- au poly-cristal de Quilici,
Forestet Cailletaud [Quili ci et al., 1998]. Nousavonsparailleurs exposédansle chapitre 2, sec-
tion II.5.3, les résultats de T. Kanit concernant la réponsemacroscopique d’un milieu biphasé
représenté avec des polyèdres de Voronoï ; les réponsesde plusieurs réalisations convergent
bien si on augmente le nombrede grains et ellesconvergent vers la réponsed’un modèle auto-
cohérent[Kanit, 2000].

a) Milieu élastique hétérogène

Commeon le remarque en section II.5.7, figure II.18a, unedifférencede comportementeffectif
existe entreun polycristal à 200grainset un polycristal à 1000grains maiscette différenceestde
l’ordrede1%. On peutdoncretenir que,pourun matériau à élasticité isotropetransversedont le
rapport maximumentredeuxmodules d’élasticité estde l’ordre de 5, 200 grains fourniront des
caractéristiques effectivessignificatives. Dansle casprésent,ce rapport de5 estobtenu avec les
modulesd’élasticitéC1111 etC1122.
Pour l’analyse de l’influence du nombrede grainssur la réponseeffective d’un polycristal en
élastoplasticité, nous nousintéressonsaux réponsesde polycristaux de cuivre dont les courbes
effectivessontreproduites dans la figure III.14. Nousavons reporté dansle tableauIII.2 lescon-
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traintesaxiales norméesde polycristaux pour ε X 0 ^ 002, c’est à dire les réponsesau ’sortir’ du
domaineélastique. Le cuivreétudiéestàélasticité cubique; le rapport maximumentredeuxmod-
ulesd’élasticité est2, soit un rapport deux fois plus petit quecelui du zinc. Malgré un moindre
contrastedepropriétésélastiques, le comportementdu cuivre,dèsqu’il devientplastique, s’avère
beaucoupplussensible aunombredegrainsdu polycristal quecelui du zinc enélasticité : la dif-
férence en contrainte axialeatteint 5% entre 200 et 1000 grains alorsquel’écart ne dépassepas
1% pour le zinc en élasticité. Nousretenonsdoncquela détermination du nombreminimumde
grains à faireparaître dansun polycristal pour avoir un VER n’aboutira pasauxmêmesrésultats
enélasticité et enélastoplasticité. Enoutre,cettedeterminationreste propre à tel ou tel matériau :
si 200grainssuffisent pourdel’INCO600, cen’estpasle caspourdu cuivre ou du zinc.

b) Polycristal élastoviscoplastique (cuivre)

Lescourbesde la figure III.14 présentent (i) les réponsespar EF de plusieursagrégatsde cuivre
contenant de 10 à 1000 grains, (ii) la réponse d’un polycristal à 40 grains et d’un autre à
1000grainsobtenue par homogénéisation avec la règle de transition BZ et (iii) les réponsesde
monocristauxdont l’axe de traction estorienté respectivement suivant le vecteur (001), (111) et
(012), exprimé dans le repère matériau. Il y a bienconvergencede la réponseeffective despoly-
cristaux EF vers la réponse,et du polycristal EF à 1000 grains, et du polycristal homogénéisé.
Cetteréponseestcompriseentre la réponsedu monocristal le plusdur (111) et celle du plusmou
(012). On remarque quela réponseeffective du VER (qui estaussicelle du polycristal à 1000
grains) nes’obtient pasdirectementenmoyennantlesréponsesdesmulticristaux à 10 grains ou à
40grains. Pourtant la réponsedumonocristal(111)montrequ’il existebienunmonocristaldontla
réponseestplusdurequecelledu polycristal à1000grains. Il n’y adoncpasassez deréalisations
demicrostructurespourvérifier l’hypothèse d’ergodicité.
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Figure III.15 : (droite) Distribution dela contrainte équivalentedevon Misessur la surfaced’un
agrégatdezinc élastique(gauche) soumisà un chargementmixte entraction isovolumique

III.6.2 Comportement élastoviscoplastique moyen d’un polycristal à élasticité
hétérogèneenchargement hydrostatique

a) Intérêt de cecasd’étude

Danslesapprochesmacroscopiquesdela plasticité desmétaux, le seuildeplasticité estgénérale-
mentobtenu à partir du critèredevon Misesassocié à l’hypothèsedenormalité de l’écoulement
plastique. La loi d’écoulement plastique ne prendalorsen comptequela partiedéviatorique du
tenseurdescontraintes. Donc si le matériau estsoumis à unepression hydrostatique, sadéfor-
mation resteélastiquevu queles termeshors-diagonaledu tenseur descontraintessontnuls. De
même,le matériauestsupposéconserver sonvolumeaucoursd’unedéformationplastique.Cette
caractéristique estobservéeexpérimentalementpour la plupart destestsen traction et compres-
sion uniaxiale. Mais, commele signalentBrünig et sesco-auteurs[Brünig et al., 2000], d’autres
expériences sur l’aluminium et sur aciers ont montréque la contrainte d’écoulementétait ap-
proximativement proportionnelle à la pression hydrostatique. C’est pourquoi certainesthéories
emploient descritères d’écoulementgénéralisés baséstantsur I1 (termeshydrostatiques)quesur
J2 (termesdéviatoriques). D’aprèsBrünig et al, la priseen comptedestermeshydrostatiquesa
un effet significatif sur la prédiction del’amorçagedela localisation desdéformationset parsuite
sur lesmodesdedéformation, cequi correspondauxobservationsexpérimentalescitéesdansleur



66 ChapitreIII. Résultatsauxdifférenteséchelles

article.
En décrivant le comportementd’un polycristal tout en tenant compte deshétérogénéitésqui le
composent,nous pouvonsmettreà défaut l’hypothèsedenormalité de l’écoulement.Pourceci il
estpossible, parexemple,d’imposerunchargement hydrostatiqueàunpolycristal dont l’élasticité
esthétérogène. Les champsde contraintenon-uniformesinduits par l’élasticité produiront alors
deschargements locauxnon-hydrostatiques,à l’orig ined’un écoulementplastiquelocal qui résul-
teraenun comportementeffectif non-élastique.

b) Résultat préliminaire : le zinc en élasticité

Afin, tout d’abord, de mettreen évidencel’hétérogénéité de comportementen élasticité, nous
présentonssurla figureIII.15 leschampsdecontrainteéquivalentedevon Misesà la surfaced’un
agrégat dezinc enélasticité. Il s’agit d’un polycristal à 200grains(m4) chargéentraction isovo-
lumique. Lesconditionsdesollicitationssontmixtes endéplacement,telles quelesdéformations
puissent être libres dansles plans desfacesextérieursde la structure : on impose uniquement
desdéplacements normaux aux facesdu cubedont l’amplitudepréserve le volume. On a donc
appliquéUz surlesfacesnormalesà l’axe z detraction et \ Uz a 2 surlesfacesparallèlesà l’axe de
traction.
Le zinc ayantuneélasticité isotropetransversedont le rapport maximumentredeux modulesvaut
de l’ordre de 5, il produit uneforte hétérogénéité en élasticité, telle quenousl’observons sur la
figure III.15 : les valeurs de la contraintede von Misessontcomprisesentre 170 et 1200MPa,
soit un écart relatif de l’ordre de 120% par rapport à la valeur moyenne(440MPa). Lesgrandes
valeurssontatteintessurtoutauvoisinageprochedesjointsdegrainmaisil nes’agit pasd’un effet
de la discrétisation spatiale en éléments multiphasés. Effectivementon retrouve cescontraintes
élevées localiséesle long desjoints de grains dans descalculs de multicristaux de zinc où les
joints degrains sontdécrits pardesfrontièresd’éléments[Parisot et al., 2001]. Cettetendanceau
confinement desfortescontraintesle long desjoints de grain observéeavec du zinc en élasticité
s’explique par le fait que le comportementestmarqué d’une forte anisotropie entre la direction
del’axe d’isotropietransverseet unedirection orthogonale à cetaxe : la réponseest2 ^ 7 fois plus
raidedansle plan basalquedans la direction de l’axe c ; l’équilibre descontraintesprenddonc
placemajoritairementdansunemêmedirection surunecourtedistance,sans induire decontrainte
dansla direction duale. Notonsquemêmesi l’on s’abstientdeconsidérerleszonesdelocalisation
d’une épaisseurinférieure à deux points d’intégration sur la figure III.15, il subsiste deszones
fortement hétérogènes. Rappelonsenfinquecettemodélisation fait figurer un trèsgrand nombre
depointsd’intégration (18 W 18 W 18pointspargrain) parrapport ànosmodélisationsprécédentes
et que c’est dans cesconditions que l’on s’approchele plus d’une description numériquement
convergée. Considérantpar ailleurs quel’int ervalle de contraintes couvert par les couleurs de la
figureesttrèsétendu -de200à1100MPa pour 50couleurs-,nouspouvonsbeletbienjustifier d’un
caractèretrèshétérogène pourle zinc enélasticité.

c) Résultat en chargement hydrostatique

Cettehétérogénéité decomportementélastiquesetraduit, enchargementglobal hydrostatique,par
deschargements locauxnon-hydrostatiquesresponsablesdu déclenchement de glissementsplas-
tiques. Nous avons choisi d’ill ustrerce fait par une simulation de traction hydrostatique suivi
d’unecompressionhydrostatique. Ainsi nous pouvonsobtenir la déformationpermanenteà con-
trainte nulle, induite par leschargementslocaux. Lescourbessontdonnéessurla figureIII.16a,b.
Le calcul n’a paspuseprolongerjusqu’à la contraintenulle aussineconnaîtrons-nousla valeur de
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Figure III.16 : Courbes effectivesd’un polycristal dezinc élastoplastiqueenchargementhydro-
statique alterné (charge, décharge) : (gauche)contraintes, (droite) sommesur les systèmesdes
glissementscumulés,pourlestrois familles

la déformationcorrespondantequeparextrapolation. Noustrouvonsainsi, à déformationnulle à
la décharge,un décalageencontrainte del’ordrede40 MPa,soit environ un cinquièmedela con-
trainteseuil initiale σy a 5. Cecicorrespond à l’écrouissageinduit parle comportementhétérogène
élastique, écrouissagequi serait resténul si nousavions,ousupposél’élasticité isotrope,ouutilisé
uneloi macroscopiquerespectant l’hypothèsedenormalité del’écoulement.

Sur la figure III.16b est représentée la quantité de glissement cumulépour chaque famille de
glissement-basal, prismatique,pyramidalπ2. Cettequantité correspondà la sommedesglisse-
mentscumuléssurtouslessystèmes(∑s gγs g ). La familledeglissementsla plusactiveestcelledes
pyramidauxπ2, commecelaa étéobservéexpérimentalement [Parisotet al., 2001]. Pource cas
de chargementhydrostatique,les glissementspyramidaux π2 sont les plus actifs car ils prennent
place majoritairementau voisinage d’un joint de grain [Barbeet al., 2001d,Parisotet al., 2001]
et c’est précisémenten ceszonesquesontgénérésleshétérogénéitésde déformationsélastiques
(voir figure III.15). Nous remarquonspar ailleurs que l’intervalle de déformation élastique est
plus dedeuxfois plusgrandaucoursdela déchargequ’aucours de la charge. Ceciestuneautre
manisfestation desréarrangements internesaumatériaurésultantdel’écrouissagelocal : lescon-
ditionsde sollicitation en chaquepoint ont varié entrela chargeet la décharge de telle sorteque
lesdéformations élastiquessontmoinshétérogènesaprèsqu’avant la charge encompression; les
déformations viscoplastiquesont permisd’équilibrer partiellementlescontraintesinternesissues
du chargementélastique.

Danscette section nous avonsconsidéréun casdesimulation pour lequel uneapprocheclassique
de la viscoplasticité ne prévoit pasd’écrouissage. Commeavec un modèled’homogénéisation
prenanten compte le comportementmoyen de chaque grain d’un polycristal, nous avons mis à
défaut l’approche macroscopique en montrant queles contraintes internesissuesdu chargement
élastiqueprovoquaient le déclenchementdeglissementset quecesglissementsrésultaientenune
déformationpermanentenon négligeablepar rapport à la contrainte seuil. Il conviendrait main-
tenantde pratiquerle mêmetesthydrostatiqueavec plusieursapprochesafin de quantifier l’effet
del’él asticitéhétérogènesurla déviationparrapport àuneloi classiqueetparrapport àunmodèle
à champmoyen.
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III .7 Complémentde résultatsà l’échelle intragranulair e

III.7.1 Traverséesdemicrostructure

Encomplément dela figureIII.12, lesfiguresIII.17a,bmontrent l’évolution dela déformation etde
la contrainteaxialespour4 tempsdechargement,le longd’unelignedepointsdeGausstraversant
l’agrégat m4 à 200 grains de part en part. Nousimposonsau cristal le casde chargementHSB
présentéensection III.2 : lesconditions limites sonthomogènesendéformationsurle contour de
la structure et correspondent à la réponsedu polycristal en traction simpleà 1 ^ 5%, calculée par
homogénéisation avecla règledetransition deBerveiller-Zaoui. La structurecomprend28 W 28 W
28 éléments (chacun ayant un volumeégalà 1) alors quela figureIII.12 estissued’unestructure
à 18 W 18 W 18 éléments. C’est pourquoi lesvariablessontmoinsdispersées d’un point à l’autre
d’un mêmegrain. Outrela réponselocaleEF, nousavons reporté la réponsemoyenne dechaque
grain traverséet le réponsedecesmêmesgrains d’après le calcul d’homogénéisationprésentéen
section III.2. L’accord desréponseseffectivespar grain entrele calcul EF et l’homogénéisation
est satisfaisantqualitativementet reste acceptable quantitativement,la plus grande différence -
de l’ordre de 20%- étantobtenue en déformation. Il n’est paspossible de dire, sur la basede
cesfigures, si le modèled’homogénéisation sur-estimeou sous-estime les contraintes: pour la
moitié desgrainstraversés,la contraintedel’homogénéisationestla plusgrande. Dansderécents
travaux [Barbeet al., 2001c], nousavons effectuéuneanalyseapprofondie sur la based’unetelle
traverséedemicrostructure. Il s’avèrequeni le volumed’un grainni sonorientation nesemblent
êtredesélémentsprimordiauxpourobtenir unbonaccord entrele calcul EFet l’homogénéisation ;
c’est le voisinagetout entierd’un grain qui influencerale plus soncomportementmoyen,même
pourlesplusgrosgrains.

Localement, la contrainteévolue parpetits sursauts,mêmeauseind’un mêmeélément. Ceciest
dù à la pression hydrostatique à l’int érieurdeséléments, qui affecte les termesde la diagonale
du tenseur descontraintes. Il est possible de s’affranchir de cet effet en soustrayant à chaque
composantede la diagonalele tiers de la tracedescontrainteset en ajoutant le tiers de la trace
moyennéesur l’élément _ σoii X σii \ σkk3 Z 13∑pgσpg

kk 27b . Mais dansle casd’éléments multi-
phasés, il seraitincongruderelier le comportementenun point d’intégration à celui del’élément
entiercarle comportementd’un pointd’un grainvoisin risqueraitd’êtreprisencompte. Uneautre
manièresimpledes’affranchirdeceteffet estdeconsidérer la contrainteéquivalentedevonMises.
Toutefois, commenous le voyons dans[Barbeet al., 2001c], cet effet de pression hydrostatique
estsignificativement atténué avec le raffinement du maillage ; il devient presquenégligeable par
rapport auxvariationsd’un grain à un autre.

A proposde l’interprétation desfiguresIII.17a,b, nousvérifions quel’hétérogénéitédedéforma-
tion grandit beaucoup plus au coursdu chargementque l’hétérogénéitéde contrainte. Ceci est
dû à l’adoucissementprogressifde l’écrouissageaucours du chargement: pour unefaible varia-
tion relative decontrainte, la variation relative dedéformation devient deplusenplusimportante.
En pratique,alors quelescontraintesdeviennent presquehomogènesà l’in térieur desgrainsavec
desvariations brutalesau voisinaged’un joint de grain, les déformationsapparaissent nettement
variablestantentre grains qu’à l’int érieurdesgrains[Barbeet al., 2001c].

Il estdifficile de faire d’autres interprétationssur la basede cesfigurescar ellesne concernent
quequelquesgrainset ne reportent pasd’informationssur le volumedu grain traversé(différent
du nombre de points apparaissant sur la figure car l’int ersection de la ligne de mesureavec les
grains est indépendante de la taille desgrains). Ceci a étévu dans[Barbeet al., 2001c]. Nous
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retenonssimplementquel’hétérogénéitéesttrèsmarquéeà l’intérieur desgrains et queles joints
de grains semblent être le lieu de fortesvariations. Afin de voir si les joints ont une influence
qui puisse caractériser le comportementintragranulaire, nousabordonsdansla suite une étude
systématiquedu comportementlocal en fonction de la distanceau joint de grain, pour un grain
particulier (grain58, le plusgros) maissurtout pour touslesgrains.

III.7.2 Comportement en fonction de la distanceau joint degrain

Le comportementlocal peut êtreanalyséenfonction dela distanceaujoint degrain afin dequal-
ifier et quantifier l’effet du joint degrain. On peuts’attendre à cequelesvariablesdecontrainte
révèlent un renforcement prèsdesjoints degrain du fait desconditions multiples desollicitation
induits par lesgrains voisins.L’hétérogénéité auxabordsd’un joint degrain devrait êtred’autant
plusmarquéeque,commenousl’avonsvu, l’interaction entregrainsestuncaractèreprépondérant
du comportementmoyendechaquegrain. L’analysequi suit esteffectuéesur la basedesmêmes
résultatsquedansla section précédente, i.e. pour l’agrégatm4 à 200 grainssollicité en traction
avecdesconditionsdedéformation homogène aucontour (HSB).La structureEFcorrespondante
contient283 éléments,chacun ayant un volumeégalà 1.

a) Détermination de la distanceau joint de grain

Pour déterminer la distanceau joint de chaque point d’un grain, nous avons d’abord défini
l’ensembledespoints du grain qui constituent le joint de grain. Cesontles points situés le long
du contour extérieur du grain, définisdela manière suivante :

(i) lespoints desplans q z r zmin s et q z r zmaxs ,
(ii) danschaqueplan q z r zi s (où zi désignela hauteur dechaqueplan i depointsd’intégration

entrezmin etzmax) et surchaqueligne q y r yi
j s (où yi

j désignel’ordonnéedechaque ligne j duplan

zi), lespoints d’abcisse q x r xi j
min s et q x r xi j

maxs
(iii) danschaqueplan q z r zi s et surchaque ligne q x r xi

k s (où xi
k désignel’abscissedechaque

ligne k du planzi), lespoints d’ordonnée q y r yik
min s et q y r yik

maxs
Ainsi retrouvons-nous cespointsdéfinissantle joint de grain à la distanced r 0 sur les figures;
cespointsappartiennent augrain,nousle rappelons.

b) Etude dansun grain particulie r

La figure III.18a,bprésente la distribution de la déformationaxiale et de la contrainteaxiale en
chacun despoints du grain le plus gros(grain58) de l’agrégatm4 en fonction de la distanceau
joint degrain.
L’hétérogénéité apparaîtbeaucoupplusprononcéeprèsdu grain qu’aumilieu maisl’int ervalle de
déformation[resp. contrainte] couvert par lespoints à unedistancedonnéedu joint nesemblese
décaler ni versle haut ni versle basà l’approchedu joint. Nousenavons pourpreuve la réponse
moyenne obtenuepar intervallesdedistancesau joint (taille 0 t 1 et 0 t 3) : pourchaquepoint dont
la distanceau joint estcompriseentre0 et 0 t 1 [resp. 0 et 0 t 3], on calcule la moyenne et on passe
à l’in tervalle suivant, ens’éloignant du bord. On constatequecetteréponsemoyenne detousles
points situés à la mêmedistance du joint n’évolue paspour la contrainte et évolue légèrement
pourla déformation. Cettemêmeanalysedansd’autresgrainsconduit àdesobservationsvariées:
la réponsepar intervallesdedistancespeut augmentercommediminuer à l’approched’un grain,
en déformation commeen contrainte. Les seules caractéristiquescommunes à tous les grains
concernent(i) la variation relative de la réponseentre le bord et le centre –elle esttoujours plus
forte en déformationqu’en contrainte,commenousle remarquionsen section III.7.1– et (ii) la



III.7. COMPLÉMENTDE RÉSULTATS À L’ÉCHELLE INTRAGRANULAIRE 71

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

ax
ia

l s
tr

ai
nu

distance to the grain boundary

all points of grain58 at E=1.5%
average in intervals sized 0.1
average in intervals sized 0.3

-100

0

100

200

300

400

500

600

700

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

ax
ia

l s
tr

es
s 

(M
P

a)

distance to the grain boundary

all points of grain58 at E=1.5%
average in intervals sized 0.1
average in intervals sized 0.3

Figure III.18 : Réponselocaleenchacun despointsdegrain58 (le plusgrosdela microstructure
à200grainsm4) enfonction dela distanceaujoint degrain ; (gauche)déformation axiale,(droite)
contrainte axiale

dispersion desréponsespour unemêmedistanceaujoint –elle évolue doucemententre le bordet
le centre endéformationet trèsrapidementencontrainte.

c) Etude sur tous lesgrains

Remarque: pour cettepartiedel’analyse,la déformationaxialeglobalevaut0 v 75%, nonpas1 v 5%comme
danslessectionsprécédentescarnousnedisposions pasdurésultatà1 v 5%pourtouteslesvariables.

Afin dedéterminers’il y a un effet du joint degrainqui semanifesteenmoyennesur l’ensemble
desgrains, nousavons procédéà un dépouillement de chaque grain, similaire à celui présenté
précédemment, puis nousavons moyenné les réponsespar intervalles de distancessur tous les
grains de l’agrégat.Ceciconstitue donc unecaractérisationde l’influencemoyennedesjoints de
grains dansun polycristal. LesrésultatssontreportéssurlesfiguresIII.19a,b,c,d,e,f.L’échellede
distanceaujoint degrain n’a pasétémodifiéed’un grainàl’autre: le centred’un grain dediamêtre
maximumégalà2 (i.e. 2 éléments)estsituéà la distanced r 1 surla courbe; le centred’un grain
de diamêtre maximumégalà 5 (i.e. 5 éléments) estsituéà la distanced r 2 t 5. Sachant quele
diamêtremoyen d’un grain est 4 t 8, nousdevons nouslimiter aux distancesau joints de grains
d inférieuresà 2 pour toucher suffisammentde grains et menerune analyse significative d’un
comportementmoyen. Lesdistancesd supérieuresà 2 neconcernent quelesplusgrosgrains.

Nousprésentons d’abord la contrainteéquivalentede von Mises,la déformationéquivalente cu-
mulée, la sommedesglissementscumuléset la sommedesvaleurs absoluesdescissionsrésolues
(fig. III.19a,b,c,d). Pourunedistance d inférieureà 1 t 5, nousobservonsuneévolution presque
continue desmoyennes,en particulier pour la taille d’intervalle la plus petite (0 t 01). Au delàde
cette distance,les moyennespar intervalle de taille 0 t 01 sontplus disperséesdu fait qu’elles ne
portentquesurun nombrelimité devaleurs. Du fait del’aspectcontinu del’évolution endeçade
d r 1 t 5, nousdisposonsdanscettezonedevaleurscorrectespouruneanalysereprésentativedela
majorité desgrains : aucun grain n’affectela réponsemoyenneà lui seul.
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Figure III.19 : Variablesmoyennéesdans desintervallesdedistancesau joint degrain (detaille
0 t 01,0 t 06,0 t 1,0 t 3) enfonction dela distanceaujoint degrain; cesvariablessontenoutremoyen-
néessurl’ensembledesgrains; (a)contrainteéquivalentedevonMises,(b) déformationplastique
équivalentecumulée, (c) sommedesglissementscumulés, (d) sommedescissionsrésolues,(e)
nombredesystèmesdont le glissementexcède 0 t 1% du glissementmaximum,(f) nombre desys-
tèmesdontla cission résolue excède92%dela cission résoluemaximum
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Analyseprèsdu joint moyen

Dansla zonecompriseentre q d r 0s et q d r 1 t 5s , nousobservonsunevariation trèsprèsdu joint
pour la contrainteéquivalente,la sommedesglissementsetla sommedescissions(fig. III.19a,b,c).
Cestrois variables sonttoutesdistinctement plus élevées le long du joint de grain, comparative-
mentauxvaleursàd r 0 t 5. La différencepeutparaîtrefaiblemaiselleestsignificativedansle sens
où elle estissued’unemoyennesur200grains. A l’inversedecestrois variables,la déformation
équivalente apparait légerementplus faible prèsdu joint (fig. III.19d). Nousobservons donc le
mêmeeffet quecelui del’étudedel’effet desurface(section III.4.2, fig. III.11 : le comportement
auvoisinaged’un joint subit un léger gradient designeopposéà celui auvoisinaged’unesurface
libre. Autrementdit, joint degrainou conditions homogènesendéformation, l’effet estle même,
avec un étatde contraintes plus élevées, unequantité de glissementet de cissions résoluesplus
élevés,et moinsdedéformation.

Encomplément decesvariables,entred r 0 etd r 0 t 5, le nombredesystèmesdontle glissement
a dépassé1% du glissementmaximumsubit unedécroissance alorsque le nombrede systèmes
dont la cission résolueadépassé92%dela cission résoluemaximumtendacroître (fig. III.19e,f).
Il peuty avoir deuxraisonspourquecesnombressoient plus élevés: ou le nombre desystèmes
actifs estplus élevé (le nombre desystèmespour lesquels la cission résolue critiqueestdépassée
estplus élevé), ou les valeurs desglissements[resp. cissions résolues] activéssontplus proches
dela valeur maximum(casd’unedistributionplushomogènedesvaleursmaximales).Cettedeux-
ièmeraison sembleêtreappropriée pourexpliquerla décroissanceà l’abord du joint : seréferant
auxcourbesdefig. III.11e,f del’effet desurfacelibre, nousconstatonsquele maximumdeglisse-
mentestatteint dansle casd’une surfacelibre et quele nombrede systèmesayant dépasséune
valeur absolue deglissementestmoindre prèsd’une surfacelibre ; le joint degrain ayant un effet
inverse,il favorisel’activation deplusdesystèmes qu’aucœurdu grainmaislimite le glissement
dusystèmele pluspropiceauglissement,le rendantplusprochedesautressystèmesactivés. Con-
cernant lescissions résoluesnous nepouvonsdire quel estl’effet prédominant, faute d’avoir des
informations sur les maximumsdescissionsatteinteset sur le nombredecissions ayant dépassé
un seuil absolu. C’est un travail en cours, présenté lors de la soutenance, qui faira l’objet d’une
communication.

Analyseau cœurdesgrosgrains

C’estaumilieu desgrosgrains quele matériauestle moinscontraint. C’esteffectivementlà que
la contrainteéquivalenteest la moinsélevéealors quela déformationplastique cumuléey estla
plus élevée(fig. III.19a,b). C’estaussiaucœurdecesgrosgrains quela sommedesglissements
et la sommedescissionsrésoluesy sont le moinsélevés(fig. III.19c,d). Cetteconfiguration de
déformationcorrespondà l’activationde2 ou 3 systèmesdont lesglissementsnesontbloquésni
par d’autresglissements, ni par un joint de grain, ni par desconditions de déformationau con-
tour. Sur lesfiguresIII.19e,f on constatequele nombredeglissementsactifs estplus homogène
au centre desgrosgrains qu’ailleurs, avec 3 systèmesactifs, glissementmaximumcompris. On
retrouve cette homogénéité sur la figure III.20 présentant la distribution du nombre de systèmes
dont le glissementaatteint 10%duglissementmaximum.Cettedistribution esthomogènepourla
plupartdesgrains avec2 systèmes prépondérants. En plusdespointsdejoint triple, lespoints du
contour peuventêtrele sièged’activationdu plusgrand nombre desystèmes(jusqu’à 7 systèmes
dont le glissementvautaumoins10%du glissementmaximum).Cetteanalyseestcohérenteavec
l’analysede l’effet de surface: les zones où la déformation plastique équivalente(cumuléeou
non) estla moinsélevée alorsquela contrainteéquivalentey estplusélevéequela moyennecor-
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Figure III.20 : Distribution du nombredesystèmesdont le glissementa dépassé10%du glisse-
mentmaximumsurdestranchesd’élémentsà l’intérieur du polycristalm4à 200grains
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Figure III.21 : Ecart Moyen Relatif en moyenne dansdesintervalles de distancesau joint de
grain (detaille 0.01, 0.06,0.1,0.3)enfonction dela distanceaujoint degrain; cesvariablessont
aussi moyennéessurl’ensembledesgrains; (gauche)écartmoyenpourla sommedesglissements,
(droite) écartmoyenpour la sommedescissionsrésolues

respondent à deszonescontraintes parun joint degrainou desconditions limites aucontour. Le
nombre de systèmesactifs ainsi que la sommedesglissementsy sont supérieurs à la moyenne
maislesvaleurs maximalesdesglissementsy sont inférieures.

Analysededispersion

Commenousle remarquonsavec les figuresIII.18a,b, la dispersion du comportementest plus
prononcéeprèsd’un joint degrainqu’en soncentreetcecin’est pasexclusivementdûaufait qu’il
y a moinsde points au centre qu’au bord car la dispersion n’est pasla mêmeavec la déforma-
tion qu’avec la contrainte. Nousavons donc calculé l’écart moyen relatif pour chaque distance
moyenneau joint (i.e. pourdesintervalles dedistancesde0 t 01 { 0 t 06{ 0 t 1 { 0 t 3). CetEcartMoyen
Relatif est défini par la relation E tM tRt|r 1}�~ x � ∑N

i � 1 � xi � ~ x � � } N où N est le nombre
de pointsdansl’intervalle considéré, ~ x � la valeurmoyenne sur tousles points de l’int ervalle
( ~ x ��r ∑N

i � 1xi) et xi la valeur au point i. Cet écarta étémesurépour la sommedescissions
résoluesetpour la sommedesglissements.Le résultat obtenuestprévisible : l’écart diminuecon-
stamment depuis le joint degrain jusqu’au centre, avec à peuprèsla mêmepente relative quele
nombre depoints enfonction dela distanceaujoint degrain (figureIII.22). Mais la valeur decet
écart est4 fois plus élevéepour la quantité deglissementquepour la quantité decission résolue.
Celas’expliqueparla formed’unecourbedetraction enélastoplasticité : unefois quele domaine
plastiqueestatteint, unegrandevariation dedéformation produit unepetitevariation decontrainte,
à l’inversedecequi seproduit enélasticité. Resteà déterminer commentévoluecetécartmoyen
aucours du chargement,s’il augmente continuement dèsqu’unehétérogénéitédecomportement
apparaîtou s’il atteint unevaleurprochedesonmaximumaudébut del’écrouissage.
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Figure III.22 : Nombremoyendepointsdanschaqueintervallededistanceaujoint degrain, pour
desintervallesdetaille 0.01,0.06, 0.1,0.3,enfonction dela distanceaujoint degrain

III .8 Résumédesrésultats

Dansce chapitre nousavons présenté tout d’abord les résultatsd’analysed’un polycristal parti-
culier à 200 grains. Nousavons vu au chapitre précédentquepour ce nombre de grains et pour
l’INCO600, la contrainteaxiale variedemoinsde5%entredifférentesréalisationsdemicrostruc-
turesà 200 grains avec desorientationsaléatoires. Nous avons donc adopté un tel polycristal
pour l’analysede l’effet desconditions limites et obtenuunedifférenceeffective de 7% entrele
casdesollicitation à déformationhomogèneaucontour et le casà faceslatéraleslibres. Au sens
de l’insensibilité à la microstructure, ce polycristal pouvait donc paraître satisfaisantpour une
représentation d’un volumeélémentairedepolycristal, maisil s’avèreêtremoinsreprésentatif au
sensdel’insensibilité auxconditions limites.
De l’analyse de l’effet desconditions limites, nousretenons qu’une surface libre favorisela dis-
persion desdéformations moyennespar grain et desdéformationslocales. Avec desconditions
homogènesendéformation, cesont lescontraintesdont la dispersionestfavorisée et la contrainte
effective estplus élevé qu’avec dessurfaceslibres. Nousretrouvons le casexpérimentald’une
surfacelibre ’adoucie’. L’étudedu comportementintragranulaire moyennousa fournit desrésul-
tatscohérentsavecceuxdel’effet desconditionslimites : dansunétattrèscontraint -auborddela
structuresoumise à desdéformationsou auvoisinageproche d’un joint degrain-, lescontraintes
sontplus élevées, il y a plus de glissementsactivés maiscesglissementsatteignentdesvaleurs
moindres quedansun casdesollicitation relaché.
A titre d’application de la méthodologie générale, nous donnonsen outre l’exemple d’un agré-
gat de zinc élastoviscoplastique sollicité hydrostatiquement. Après décharge, nous obtenons
une déformation permanente(extrapolée) non négligeable qui révèle la non validité desmod-
èlesphénoménologiquesneprenant encomptequelescomposanteshors-diagonaledutenseyr des
contraintes.
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Ce chapitre présenteles bases pour destravaux en coursou en perspective : tout d’abord nous
revenonssurlesméthodesderésolution numériqueimplémentéesdansle codedecalculZéBuLoN
et sur leurs évolutions récentes. Des capacitésoffertes pour tous les calculs présentés dansce
documentaux capacitéspermises dèsà présent, la différenceestsignificative : il estmaintenant
possibledemodéliserdesstructuresdeuxà trois fois plusgrossespourdesressourcesnumériques
équivalentes. Ensuitenousdressonsunerevue bibliographiquede l’étude de l’effet de taille de
grain, quenousavonsvainementtentéderendreexhaustive. A partir decetterevue,nouspouvons
pleinementprendre consciencede la complexité de l’effet et de l’intérêt qui subsiste,malgréde
nombreusesétudes,à abordercesujet parmodélisation.

IV.1 Evolutions récentesdescapacitésde résolution numérique

Les applications du codede calcul ZéBuLoN sur desmachines parallèles ne se limitent pasà
cellesprésentéesdansl’arti cle [Barbeet al., 2001a]. Toutestructurecontenant un grandnombre
de degrésde liberté peutêtretraitée par unedécomposition en sous-domaines. Si la matricedu
systèmeestconvenablementpréconditionnée,lespropriétésdeconvergencedeFETI sontrelative-
mentinsensiblesà la taille du problèmeinterfaceetaunombredesous-domaines [FahratetRoux,
1994]. C’est pourquoi, pourvu quel’on disposede suffisammentde processeurs, on pourra tou-
joursespérer traiterungrosproblèmedestructure,presquesansaffecter le tempsdecalcul. Seules
lesressourcesenmémoireaugmententavecla taille du problème.Ceciestvérifié pour la plupart
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desproblèmesenchargementélastique. Mais cen’estpasle caspour le traitementdeproblèmes
non-linéairesfortement hétérogènes: le problèmeposésurunemêmestructuredécomposéeen28
sous-domainesréguliersouen56sous-domainesréguliersconvergedansle premier casetdiverge
dansle second.

PourFeyel et Quilici [Feyel, 1998,Quilici et Cailletaud, 1997,Quilici et Cailletaud, 1999] (prin-
cipaux développeursducalcul parallèle dansle codeZéBuLoN),l’objectif estdepouvoir recourir
autraitementparallèle den’importequellestructuresansquececinécessiteplusdeprétraitement
qu’un calcul séquentiel. Donc le code doit être transportable, i.e. compilableet implémentable
surtoutes lesarchitecturesdecalcul existantes,quecesoit unemachineàmémoirepartagée(tous
lesprocesseurs dela machine parallèle accèdentà la mêmemémoire),ou uneunemachineà mé-
moiredistribuée(chaqueprocesseurdisposedesapropre mémoire,commeun cluster dePCs,un
IBM-SP2),ou encore unemémoiredistribuéepartageable (SGI-Origin2000). Cettecondition de
transportabilité estmaintenantrempliedepuis deuxans.Il estdeplus possible et parfois intéres-
santdetraiter un problèmeenplusieurssous-domaines surle mêmeprocesseurséquentiel.

Uneautrecondition à remplir pour respectercet objectif estde s’assurer quele problèmepuisse
bienconvergerquand il estdécomposéensous-domaines. Commenousl’avonsconstatéaucours
destestsdeconvergencepourdiversesdécompositions,cettecondition n’estpasfacileà respecter
pourdesproblèmeshétérogènesnon-linéaires.Effectivementla résolution à l’interfacedessous-
domaines sefait par uneméthodeitérative, la solution estdoncapprochée. Cetteapproximation
peutconduireàundécalageirréversibleentre la solution exacteet la solution approchée, décalage
qui serépercuted’un incrémentde chargementà l’autre si bien quela précision de convergence
de la méthode itérative peutne plus êtreatteinte lors d’un chargementen plusieursincréments.
Pourtraiter de tellesdifficultés on peutêtreamenéà diminuer le nombredesous-domaines, tout
enattribuantla chargedetravail maximale à chaque processeur : c’est alors la mémoiredespro-
cesseursqui déterminela taille dessous-domaines et doncleur nombre.Cesproblèmesdevraient
êtreprogressivement résolus parl’améliorationdespréconditionneurs.

Cetterestriction liée à un découpagemaximumadmissible estaujourd’hui en passed’être rem-
placée pard’autresrestrictions liéesaupost-traitementdesproblèmes.L’utilisation deméthodes
itératives ou directs associée à un stockagecreux desmatrices pour la résolution dessystèmes
linéairessur chaque sous-domaine permeteffectivementpour l’heure de diviser par trois la mé-
moire requise(le stockageestdit creuxdansle sensoù seulsles termesnon nuls sontstockés:
pour un cube3D d’élémentsà 8 nœudson peutcompter1 termenon nul sur 1000pour 50000
degrésdeliberté, le stockagecreux nerequiert alorsque5% dela mémoireoccupéeparun stock-
ageligne de ciel [Baranger, 1995]). Et il estconcevablede divisercette mémoirepar dix avec
l’algorithme multifrontal de factorisation desmatrices creuses(DSCPACK) issudestravaux de
Gupta,Karypis et Kumar[Guptaet al., 1997]. Ainsi un problèmequenoustraitions en 1999et
début 2000 sur28processeursdisposant de256Mo chacun peut actuellement êtretraitésurunseul
processeurà1 Go. Commelesmachinesparallèlesévoluentellesaussiversuneaugmentation des
ressourcesmémoire(surtout lesclustersdePCs),il estmaintenantpratiquementpossibledetraiter
desproblèmesdont la taille dessous-domainescorrespond à la taille dela structureglobale,avec
lesméthodesderésolution précédentes. Lespossibilitésdetraitement sont doncconsidérablement
accruestantetsi bienquela taille maximumdesstructurestraitablesn’est pluslimitéeparle calcul
maisparla mémoirerequisepourle dépouillement.

Les perspectives du calcul parallèle avec découpagede la structure en sous-domaines restent
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donc trèsouvertes.Parmi d’autresperspectives, notonsle développementdela méthodeFE2 par
Feyel [Feyel, 1998,Feyel etChaboche,2000], dansla poursuitedesesrecherchesd’applicationde
calculs à trèsgrand nombre dedegré deliberté. Cetteméthode permetdemodéliserle comporte-
mentde structuresquasi-périodiquespar descalculs à deux échelles de modélisation : l’échelle
globaledécomposéeen sous-domaineset l’échelle dessous-domaines,eux-mêmesdécomposés
en cellules périodiquesdécrites par deséléments finis. La réponsede la structure globale est
donc déterminéepar l’assemblagedesréponsesdeséléments finis dans chaque cellule suivi de
l’assemblage par homogénéisation périodique descellulesdanschaque sous-domaine , suivi de
l’assemblage dessous-domaines(par la méthode itérative FETI). Pource type de calcul à deux
échelles, le calcul estparallélisé tant entredifférents processeursd’une machine parallèle qu’au
seind’un mêmeprocesseur. On peutaussi attribuer à chaque point de Gaussd’une structureEF
la réponsed’un VER déterminéepar homogénéisation périodique. C’est ce qui est fait dansles
travauxprésentésparBourgeoiset al [Bourgeoiset al., 1999]. Cetteméthode, trèsgourmandeen
ressources numériquescommecelle de Feyel, estpermise grâceà la contribution du calcul par-
allèle. Une telle approcheseraitimaginabledans le casde matériaux aléatoiresen utili santnos
calculs deVER enchaquepoint deGaussdansdeszonescritiquesdela structure.

IV.2 Etude de l’effet de taille de grain

Une première étudede l’effet de la taille de grains sur despolycristaux a étémenéesur de pe-
tits polycristaux, en calcul séquentiel. La cinématiquedu milieu et le modèlede comportement
correspondentà un milieu de Cosserat, faisant intervenir une longueurcaractéristique de la mi-
crostructure. Il s’agit doncd’un modèle où la dépendanceà la taille degrainn’est pasintroduite
explicitement dansles lois decomportementmaisrésulte,auniveau macroscopique,du caractère
nonlocal dumodèle.Cettepremièreétude, associéeàla présentation dumodèleutilisé,fait l’objet
del’article publié enseptembre2000dans(Int J SolidsStructures, vol. 37-47, pp 7105-7126), re-
porté enannexe [Forestet al., 2000].
Cetteétudedel’effet detailledegrain, qui s’esttraduite parunerelation en1} d1� 2 dela contrainte
seuil, doit êtreétendueàd’autresmatériaux et à despolycristauxcontenantplusdegrains,afin de
s’assurerdela reproductibilité decetterelation. Nousdevonsparailleurs recueillir desréférences
bibliographiquesconcernant cesétudes afin de connaître les effets observésexpérimentalement.
La suite de ce paragraphe est consacréeà une revue destravaux reportant desmesuresexpéri-
mentalesdel’effet dela taille degrainsurla contrainteseuil (ou la contrainted’écoulement), et à
quelquesrésultatsdemodélisationdeceteffet.

IV.2.1 Relation de Petch,empilementet énergie de faute d’empilement

La relationdePetchproposederelier la contrainteseuilà la tailledegrainparσy r σ0 � k } d1� 2 où
d estla taille degrain, σ0 la contraintedefriction, k le facteurdeHall-Petch[Petch,1953]. Cette
équation estbasée sur la théorie d’empilement de dislocations du mêmesigne généréepar une
sourcedeFrank-Read: plusungrain estgrand,pluslesmouvementsdedislocationsseront libérés
de l’in fluencedesjoints de grain et plus les possibilités d’empilementseront nombreuses(plus
grandediversité destailles et despositions desempilements),d’où unecontrainted’écrouissage
moins élévée. Cettethéorie est issuedestravaux de Eshelby, Franket Nabarro qui ont calculé
la contraintedecisaillementrésultantdel’empilementd’un mêmetypededislocations contre un
obstacle. Petcha utili sécettethéorie pourexpliquerquela concentration decontraintes’opérant
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danslesplansdensesdedislocationsproduit unerésistanceà la propagationdesbandesdeglisse-
mentproportionnelle à 1} d1� 2. Pourcela,il a posécommehypothèserestrictive quela longueur
d’un empilement dedislocationsdumêmesigneestégaleaurayon dugrain. Surcettemêmebase,
les travaux deArmstronget al [Armstrong et al., 1962] ont étendu la relation dePetchaucasde
la contrainte d’écoulement. Mais l’explicationde la relation à partir de la théorie d’empilement
n’a pasfait l’unanimité car cesempilements n’étaient pasobservésdirectement(depuis desem-
pilements ont étéobservés, parexempledansun bicristald’aluminium[Sunet al., 2000]). Li [Li,
1963] proposedoncunethéorie alternative pour lescasoù lesempilementsnesontpasobservés,
où les dislocations sont issuesdesjoints de grain et retrouve la relation de Petch.Dansle mod-
èle de Ashby basésur l’accommodation desincompatibili tés de déformation par la génération
de dislocations géométriquementnécessaires,la relation reliant la contrainted’écrouissageà la
taille de grain estaussi de type Petch.Les récentesobservations de Sunet al sur desbicristaux
d’aluminium 99{ 9999%concernant la formation et l’empilementde dislocations ne leur ont pas
permisdedéterminersi lesjointsdegrainsagissent commedessourcesdedislocationsoucomme
inhibiteurs(absorbeurs). Cecidépend effectivementdescaractèresdu joint degrain. Néanmoins
ils ont pu observer le développement dedislocations géométriquementnécessairesprèsdesjoints
de grains, pour accommoderl’anisotropie de déformationélastique lors despremieres manifes-
tations microscopiques de plasticité (microyielding). Cesconstatations appuient le modèlede
Ashby.

Armstronga effectué unerevue deseffets de taille degrain sur les propriétésmécaniques[Arm-
strong, 1970]. Selonlui, la proportionnalité dela contrainteà 1} d1� 2 s’observe pour la contrainte
seuilmaisaussi pour la contrainte derupture ductile, la contrainte derupture fragile, la contrainte
d’écoulement, la dureté,la limite defatigue et la contrainteseuil en fatigue. Lesrésultatsexpéri-
mentauxenfatiguecycliquesont assezcontroversés: Thompsonet Backofen nereportentaucun
effet de taille sur la durée devie en fatigue (à amplitudedecontrainteconstante)du cuivre et de
l’aluminium [Thompsonet Backofen, 1971]. Plusrécemment, dans la revue effectuéepar Petit
et Mendez[Petit et Mendez, 1996], les auteurs reportent desrésultats très sensibles à la taille
moyenne desgrains pourdu cuivre, tant enfatigueà grand nombre decyclesqu’à faible nombre
de cycles. L’effet observésur la contrainteseuil en cyclique correspond à la relation de Petch.
D’aprèslesmesureseffectuéesparGotteet al, la réduction nette deduréedevie d’un polycristal
de cuivre liée à l’augmentation de la taille moyenne desgrains s’expliqueessentiellementpar la
cinétiquede propagationde fissure[Gotte et al., 1996] : au coursd’un chargement en fatigue,
l’init iation de l’endommagement n’occupequ’une petite partiedu nombre total decycles; donc,
(certes) plusun grainestgrosplus lesfissuresqui s’y forment sontgrandes,maisla causeprinci-
paledela réduction deduréedevie estliée à unepropagation plusrapide danslesgrosgrains.

Concernant le laiton-α, à l’in versede leurs résultatssur le cuivre et l’aluminium, Thompson et
Backofen observentbienun effet. La différencevient du fait quedansle laiton-α, il y a trèspeu
deglissementtransverseet pasdeformation desous-structuresdegrain commedansle cuivre et
l’aluminium. Le modèledeJohnstonet Feltner neva pasdansle sensdecetteconstatation [John-
stonet Feltner, 1970] : le renforcementde la contraintedû aux joints degrainsestdéterminéen
fonction desmodesdeglissementetdela densitédedislocations.Lesmatériauxlesplussensibles
sontdonc ceuxdontl’anisotropie decomportementplastiqueestla plusprononcéeet,paropposi-
tion, lesmoinssensiblessontceuxqui ont le plusdecaractèreisotrope(métauxcfc àhauteénergie
defaute d’empilement,métauxcc). Lestravaux[Thompsonet Backofen, 1971,Thompsonet al.,
1973,Thompsonet Baskes,1973] sur l’al uminum,le cuivre et le laiton qui présententrespective-
mentuneénergiedefauted’empilementdécroissanteontbienrévélé uneinfluencecroissantedela
taille degrain. Meakin et Petch[Meakin et Petch,1974] confirment l’importancede l’énergie de
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faute d’empilementdans leurs mesuresexpérimentales surdu laiton à haute teneur enzinc (basse
énergie)etdulaiton àfaibleteneur enzinc(plushauteénergie).Dansle premier, dufait dela faible
énergie de fauted’empilement,lesdislocations sontconfinéescontre les joints degraindansdes
plansparallèles,conformémentaumodèled’empilementdesdislocations.Dansle second, la for-
mation decellulesintragranulairesempêche le développementdetelsempilementset leseffetsde
taille degrain deviennentnégligeablesaucoursdela déformation.Il y adoncbienunecorrélation
entre l’énergie de fauted’empilementet la sensibilité du comportementd’un matériau à la taille
degrain. Cecia aussi étémontrépar la considération desmécanismesdedéformationà l’échelle
atomiquedans desnano-cristaux [van Swygenhoven et al., 1999] : les auteursont observéque
desdéformations intragranulairesprennentplace danslesgrosgrainsalorsquela déformation est
accommodéedans lesjoints degrains pourdesgrains plus petits ; la transition du modededéfor-
mation intergranulaire à intragranulaire intervient àunetaille degraindéterminéeparl’énergie de
faute d’empilement.

IV.2.2 Alter nativesà la proportionnalité en1� d1� 2
Parmi les premiersmodèlesne reproduisant pasuneproportionnalité exclusivementen 1} d1� 2,
celui deKocksmontre, à partir dela modélisationd’un grain encomposite biphasédur/mou,que
la contrainte devrait être proportionnelle à 1} d à toutes les déformations pour les polycristaux
à petits grains (d ~ 10µm). Il remarque que les modèles reproduisant une proportionnalité en
1} d1� 2 sont baséssurl’hypothèsequela longueurmoyennedeglissementestégaleaudiamètredu
grain. Maiscettecettedistancemoyennen’excèdejamais10à100µmet,pourdetelsdiamètres,la
courbey r 1} d1� 2 tendàseconfondreavecy r cte r distancedeglissementmaxi. La relation de
Petchneseraitdoncéventuellementvalablequepour desdiamètresintermédiaires,pastrop petits
caralorsσ estproportionnel à 1} d, pastrop grands caralorsleseffetsdusà la distancemoyenne
de glissementseraient prédominants [Kocks, 1970]. Thompson, Baskeset Flanagan[Thompson
et al., 1973, Thompsonet Baskes,1973] ont fait intervenir directementcette distancemoyenne
deglissementdans unerelation entrela contraintemoyenne d’écrouissage,la taille degrainet la
distancedeglissement: σ r σ0 � q 1 � λs } d s q K1 } λs s � λs } d q K2 } d1� 2 s dans laquelled le diamètre
moyen, λs la distancemoyenne de glissement,K1 { K2 constants. Le termeen K1 correspond à la
contribution desdislocations statistiquementstockées,celui en K2 à la contribution desdisloca-
tions géométriquementnécessaires. Cetterelation permetde reproduire l’effet flagrantde taille
observésurdu laiton 70-30, et lestrèslégers effetsobservéssurdu cuivre et del’aluminium. Ces
effets paraissent effectivementbien corrélésavec l’évolution de la distancemoyenne de glisse-
mentau cours de la déformationmesuréepour cesmétaux. L’aluminium et le cuivre ayant des
énergiesdefauted’empilementplusélevéesquele laiton, desmursdedislocationsseformentau
cours de la déformationet tendent à faire rapidementbaisserla distance moyenne de glissement
(tant par la formation denouveauxblocscellulairesquepar la réduction continuede la taille des
cellules)jusqu’à savaleurminimum(de2 à 4µm). La distancemoyennedeglissementn’est plus
dépendante de la taille de grain à 10% de déformationalorsquepour le laiton, elle reste dépen-
dante au delàde 30%. Thompsonet sesco-auteurs déduisent de leur modèle un comportement
moyen detypePetchpour le laiton (d ~ 300µm{ ε ~ 0 t 05), pour le cuivre (d ~ 100µm{ ε ~ 0 t 01),
et pour l’aluminium (d ~ 10µm{ ε ~ 0 t 002), où ε est l’of fsetde déformationpour la mesurede
contrainte. Pourdesdéformationsplusgrandes,ou pourdesdiamètrespluspetits, lesprédictions
de relation avec 1} d1� 2 sont non-linéaires. Thompsonrevient sur cesobservations expérimen-
tales dans [Thompson, 1974] pour évaluer la validité du modèlede Ashby (conduisantà une
proportionnalité en 1} d1� 2) et conclut qu’il ne convient paspour reproduire les mesures expéri-
mentales sur le cuivre et le laiton, particulièrementpour ε � 0 t 01. On retrouve cetteconclusion
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dansles travauxdeTabataet sesco-auteurssur lesmonocristaux d’aluminium sollicitésselon la
direction (111) [Tabataet al., 1982]. Ils déduisentde leursobservations quele parcoursmoyen
d’unedislocationmobileestdéterminéparla taille desblocscellulaires, àsavoir quela contrainte
d’écoulementestproportionnelle à 1} d où d est la taille descellules,et cettecontrainteestpro-
portionnelle à la densité dedislocationsdansles frontièresdecellules (forestdislocation density
in a cell wall).

D’autrestravauxprévoient unedépendence en1} d ou simplement différentede1} d1� 2 :
- Hirth annonce,sur la basederéférencesdemesuresexpérimentales,unevariation dela relation
entre1} d et 1} d1� 3 [Hirth, 1972],
- dansl’équation phénoménologiquedel’écrouissagedespolycristaux deYagushiet Margolin, la
contrainteestproportionnellea 1} d [Yaguchi et Margolin, 1981],
- Dollar et Gorczyca montrent quetant un exposant � 1} 2 que � 1 peuvent permettre de décrire
l’effet detaille degrainpour du fer [Dollar et Gorczyca,1982],
- Meyerset Ashworth obtiennent alternativement unedépendence en 1} d et en 1} d1� 2 en fonc-
tion dela relation choisie entrel’épaisseur dela banded’écrouissageintergranulaireet la taille du
grain[Meyerset Ashworth, 1982],
- Meckingfait partdesonhésitationquantauchoix entre1} d et 1} d1� 2 [Mecking, 1981],
- Jiang,Lian et Baudelet ont proposéun modèlebasésur la théorie d’empilementdesdisloca-
tionsetsurle développement dedislocationsgéométriquementnécessaires[Jiangetal., 1995]. Ils
prévoient quela contrainte d’écoulement seraproportionnelle à 1} d quandla densité dedisloca-
tionsstatistiquementstockéesprédominei.e. pourdesgrosgrainsetproportionnelleà1} d1� 2 pour
lespetits grainsoù la densité dedislocations géométriquement nécessairesprédomine.
- uneétude récente d’Acharya et Beaudoin sur la base du modèleà gradient de déformationde
Acharyaet Bassani[Acharya et Bassani, 2000]appliquéparélémentsfinis à un polycristalà 213
grains de nickel orientés aléatoirementa révéléune relation en 1} d pour la contrainte macro-
scopiqued’écrouissage,avecd � 100µm[Acharya et Beaudoin, 2000].

Il n’y a donc paspour l’instant de certitude quant à la validité de telle ou telle relation de la
contrainte d’écrouissageà la taille de grain. Tout du moins cette revue nousconvainc que le
comportementeffectif estintimementlié audéveloppementdestructuresdedislocations dansles
grains : c’est effectivementla formation et le développement decesstructuresintragranulairesqui
conditionnent la longueurde parcours d’une dislocation et la longueurdesempilements. Nous
ne pouvons donc pasnous en tenir à cette revue, il faut compléter l’étude par desrésultats de
mesuresexpérimentalesdecaractéristiquesdecesstructuresdedislocations: évolution dela taille
descellules de dislocations au coursd’une déformation, évolution desdensités de dislocations
danslesmurs,à l’int érieurdescellules,évolution dela densitédeforêtsdedislocations,évolution
de la désorientation dansun joint de grain ou un mur de dislocations ... Ainsi nous pourrons
tenterdecorrélercesmesuresmicrostructuralesaveclesmesuresmacroscopiques,autraversd’une
littérature variéeet passeulement en seréférant aux travaux qui adoptent l’hypothèsequi nous
arrange. Il serait parailleursutile pournotre compréhension detenter d’unifier le vocabulaire sur
lesstructures dedislocations,le consensus n’existantpasencorechez lesdifférentsauteurs.

IV.2.3 Récapitulatif de résultats

Le tableauIV.1permetdesefaireuneidéesurla validité expérimentaledela relation dePetch.On
donne pour chacun destravaux (i) le matériau, (ii) l’état dedéformationpour lequella contrainte
estmesurée,(iii) la valeur den l’exposantded dansl’équation σ r σ0 � k } dn, (iv) le nombrede
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diamètresdifférents(qui peutêtre inférieur au nombred’éprouvettestestées), (v) l’intervalle de
diamètresinvestigués.
Dansla colonne’état’, ’ l.y.p.’ désigne la déformationpour la plus petite contrainteseuil (lower
yield point) ; ’u.y.p.’ désignela déformationpour la contrainteseuilsupérieure, i.e. celle mesurée
aprèsunedéformation certainedansle domaine plastique(par exemple, la contrainteen fin de
plateau).La donnée 0 t 002 � 0 t 2 signifiequedesmesures ont étéfaitesentreε r 0 t 002et ε r 0 t 2.
Le casN q σ r ctes sur la ligne relative à [Thompson et Backofen, 1971] désigne le nombre de
cycle à rupture pour unesollicitation à contrainteconstante. La valeur n r 0 signifie qu’aucun
effet de taille de grain n’a étéobservé. Le nombre de diamètres distincts investiguéspeutvarier
enfonction del’appréciationdechacunsurlescourbes,c’estpourquoi il estparfois donnésousla
forme 5 � 10 ce qui signifie quel’on a de l’ordre de 5 à 10 diamètressuffisamment distincts les
desautrespour quel’effet soit significatif.
Un descasles plus explicitesde la non-validitéde la relation de Petcha étéobtenu par Mueller
et Haessner [Mueller et Haessner, 1981] avecdespolycristaux dezinc trèstexturés et unegamme
étenduede tailles de grain (de 0 t 5 à 500µm). A ε r 0 t 01 la relation de Petchsevérifie dansla
directiondelaminagemaispasdutoutdans la direction transverseoùn vaut0.02etk 1000aulieu
de10. Cettedifférences’atténuepour ε r 0 t 3.
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référence matériau état n nbded intervalle
ded

[Petch,1953] acierdoux l.y.p. 1� 2 10 2 � 10mm� 1� 2
Fe� α l.y.p. 1� 2 10 2 � 10mm� 1� 2

[Hull, 1961] FeSi 3% l.y.p. 1� 2 4 1 � 7mm� 1� 2
[Tjerkstra,1961] Fe� α l.y.p. 1� 2 3 20� 130� 400µm

[Russelet al., 1961] acierC 0.09% l.y.p. 1� 2 4 10 � 30in � 1� 2
[Williams, 1961] Cu 0 v 3� 0̃ 4 50� 80� 100� 200µm

[Brown et Lukens,1961] acierArmco u.y.p. 1� 2 4 44� 74� 111� 140µm
[Armstrong etal., 1962] Fe� α yv p v`� 0 v 2 1� 2 5-10 2 � 8mm� 1� 2

Cu l.y.p. 1� 2 3 2 � 7mm� 1� 2
laiton70� 30 yv p v`� 0 v 2 1� 2 7 3 � 15mm� 1� 2
Al-3.5%Mg l.y.p. 1� 2 5 4 v 5 � 8mm� 1� 2

Al 0 v 05 1� 2 5 3 � 7mm� 1� 2
aciersuédois y.p. 1� 2 5 0 v 5 � 7mm� 1� 2

Zn yv p v`� 0 v 15 1� 2 9-12 2 v 5 � 6mm� 1� 2
[Joneset Conrad, 1969] Ti � α A70 l.y.p. 1� 2 5 0 v 8 � 18µm

Ti � α iodide 0 v 002 1� 2 4 1 v 1 � 28µm
[Thompsonet Backofen, 1971] laiton� α N � σ � cte� 1� 2 3 3 � 10mm� 1� 2

Cu N � σ � cte� 0 2 2 � 8mm� 1� 2
Al N � σ � cte� 0 2 2 � 8mm� 1� 2

[Thompsonet Baskes,1973] Cu 0 v 002 1� 2 5 2 � 18mm� 1� 2
[Meakin etPetch,1974] laiton30at%Zn u v yv p v`� 0 v 2 1� 2 8 4 � 15mm� 1� 2

[Thompson,1975] Ni u.y.p. 1� 2 5 0 � 0 v 3µm � 1� 2
[Hansen,1977] Al 99.999 0 v 002 � 0 v 2 1� 2 12-14 35 � 1300µm

Al 99.5 0 v 002 � 0 v 2 0 4 15 � 240µm
[Lederich et al., 1978] Ti 0 v 002 � 0v 2 1� 2 6 6 � 100µm

[Mueller et Haessner, 1981] Zn DL 0 v 01 0.61 20 0 v 5 � 500µm
Zn DL 0 v 3 0.44 20 0 v 5 � 500µm
Zn DT 0 v 01 0.02 20 0 v 5 � 500µm
Zn DT 0 v 3 0.14 20 0 v 5 � 500µm

[Wert,1982] Al-Mg-Zn-Cu 0 v 002 � 0 v 08 1� 2 3 4 � 9mm� 1� 2
Al-Mg-Zn-Cuvieilli 0 v 002 � 0v 08 0 3 4 � 9mm� 1� 2

[Dollar et Gorczyca,1982] Fe0.02% C l.y.p. 1� 2 � 1 statis
Fe0.05% C l.y.p. 1� 2 � 1 statis

[Hansenet Ralph,1982] Cu99.999 0 v 05 � 0 v 2 1� 2 10 2 � 9mm� 1� 2
Cu99.999 � 196oC 0 v 05 � 0 v 2 1� 2 8 2 � 9mm� 1� 2

[Narutaniet Takamura,1991] Ni 99.99% 0 v 002 � 0 v 05 1� 2 10 20 � 90µm
[Turnbull et DeLos Rios,1995] Al yv p v`� 0 v 03 1� 2 3 21� 40� 135µm

Al-2.63Mg yv p v`� 0 v 05 1� 2 4 22� 36� 108� 236µm
Al-2.07Li yv p v`� 0 v 0125 1� 2 7 160 � 420µm

[Nagarjunaet al., 1996] Cu-1.5wt%Ti 0 v 002 � 0v 3 1� 2 4 70 � 180µm
Cu-2.7wt%Ti 0 v 002 � 0 v 2 1� 2 4 73 � 171µm
Cu-4.5wt%Ti 0 v 002 � 0 v 2 1� 2 4 75 � 153µm
Cu-5.4wt%Ti 0 v 002 � 0 v 15 1� 2 4 79 � 125µm

TableauIV.1 : Travauxet résultatssurl’effet detaille degrain
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Conclusion

Danscetteétudenous présentonsles outils numériquespour la modélisation du comportement
élastoviscoplastiquedepolycristaux : les lois decomportementélastoplastiques demonocristaux
cfc, cc, hc sont connues et on sait les intégrer dansune phase d’un milieu homogène équiva-
lent ou au point d’intégration d’un maillage depuis plus de dix ans. Une véritable avancéedans
l’application de cesmodèles a été possible grâce au développement du calcul EF en parallèle.
Celui-ci permetmaintenant d’effectuer dessimulationssur desstructuresconsidérablementplus
grosses; de la simulation de monocristaux ou bicristaux3D où figuraient quelquesmilliers de
points d’intégration noussommespassés,au débutde cetteétude, à despolycristaux 3D à 200
grains définisavec un millier depointspargrain. Uneautre contribution majeure pour ce travail
a étéle développementdu générateurdemicrostructure et la miseenplaced’uneinterfacedirecte
aveclesstructuresducodeEF. Ceciapermisunesystématisation ducalcul depolycristaux presque
réels : lesmorphologiesdegrainssont cellesd’un milieu aléatoire depolyèdresdeVoronoï ; les
seules véritables limitations pour la modélisation de la microstructure d’un élément de volume
représentatif sontdeslimitationsde l’ordre de la précision dediscrétisation, elles sont donc liées
à la mémoirenécessairepourtraiter la matriceglobalederigidité.

Ce travail a consistéà util iser cesoutils tout d’abord pour étudier leur degré de validité aux dif-
férenteséchelles, leur sensibilité à desparamètresde modélisation et ensuite pour dégager des
résultatsenvued’uneanalyseducomportementmacroscopique,intergranulaireet intragranulaire.

Pour l’aspect numérique de la modélisation de milieu polycristallin par desélémentsfinis, nous
retenons,en touscaspour les formesde lois de comportementlocales étudiées,qu’il n’est pas
nécessaire de fairefigurer beaucoupdepoints d’intégration danschaque grain pour la prédiction
d’un comportementeffectif. Pournoscasd’étudeenpetitesdéformations, nouspouvonsassurer
obtenir un résultat correct à moinsde1% prèsavec9 élémentsquadratiquesà 20 nœuds(soit 200
à 250 points d’intégration) par grain. Nous l’avonsvérifié par comparaison avec d’une part un
modèle d’homogénéisationet d’autre part la réponseà convergencedestructuresdeplusenplus
raffinées. En faisant figurer moins d’élémentspar grain, la réponseglobale devient trop rigide
car trop dépendantede la rigidité du maillage: le développement d’unedéformationpropreà un
grain n’estpluspossiblecarl’accommodation intergranulairen’est plusassurée; le comportement
tend alors versun comportementmajorédetypeTaylor où chaque grainsubit la mêmedéforma-
tion. A l’échelle moyenne desgrains, l’in certitudede résultat estmultipliée par dix environ par
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rapport à l’incertitudeà l’échelle macroscopique. Pourunereprésentation correctedu comporte-
ment intragranulaire il faut utiliser beaucoupde points d’intégration par grain (au moins3000)
carsinon le risqueexistedevoir sejoindreet seconfondre deux méso-structuresdedéformation
qui sontdisjointesdans unereprésentation plus raffinée. Commepar ailleurs desconditions aux
limites homogènesaucontour peuventinduire unedifférencedecomportementdel’ordrede20%
enmoyennesuruneprofondeurde1 à 2 élémentspar rapport à desconditions debords latéraux
libres, il convient detoujoursfairefigureraumoins4 éléments entredeux bordsextérieurs.

Concernant la mécaniquedesmilieux polycristallins, nous retenonsque200grains d’orientations
aléatoirespermettentd’obteniruncomportementeffectif isotropeetreprésentatif d’un volumeélé-
mentaireà 5% près. Mais ni 40, ni 100 grains ne suffisent, nousl’avons vérifíé avec du cuivre.
La donnée de la microstructure a une influence équivalenteà celle de la donnée desorienta-
tions, à hauteur de 1% de variation dansun agrégat à 500 grains. Cependant nousn’avonspas
trouvé de corrélation directe entre le comportementmoyen d’un grain de polycristal et sonho-
mologue monocristallin, malgrél’aspect convergé desréponseset l’équivalenceavec un modèle
d’homogénéisation. L’interaction entregrainssembledoncjouer un rôlequantitatif primordial sur
le comportementmoyen d’un grain. Ceci seretrouve sur les cartesde distribution desdéforma-
tions et desquantités de glissementmaisaussi sur les courbesde traction de chacun despoints
d’un grain: l’hétérogénéitédedéformationetdecontraintedansun grain peutêtreaussimarquée
qu’entre les grains, du simpleau triple. L’analysede l’effet moyen d’un joint de grain ou d’une
surface libre a conduit à desrésultatscohérents,selonlesquels un joint de grain créeun champ
local decontrainte plusélevé quela moyenne; deplus, auvoisinagedesjoints degrains, le nom-
bredesystèmesayantglisséd’unevaleurdonnéeet la sommedesintensitésdesglissementssont
plusélevés qu’aucœurdesgrains,malgréunedéformationéquivalente résultantdesglissements
multiples plusfaibles.

Cesrésultatsappellentd’autresanalyses,avecplusdepointsd’intégration pargrain, surdespoly-
cristaux à plusgrandnombredegrainsafin des’affranchir complètementdel’effet debord(notre
analysede l’effet de joint degraina étéfaites avec200grains, soit environ 6 grainsdanschaque
direction del’espacedonccommelesgrainsdu bordsontinfluencésparlesconditionsaucontour
il ne resteque2} 3 desgrains à avoir un comportementreprésentatif), et afin de ne pasavoir de
singularité d’hétérogénéité(l’agrégatétudié m4comportedeux grainsdistinctement plusgrosque
lesautres).

L’étudebibliographiquesur les aspects expérimentaux nousmontre quedescellulesintragranu-
lairesdélimitéespardesstructuresdedislocationset desdésorientationscristallographiquesrela-
tivesseformentet évoluent au coursde l’écrouissage. Le développementdecessous-structures
de grains est intimement lié au comportementintragranulaire et macroscopique (effet de taille
de grain ou de particule). Une desraisons majeuresde cette interdépendancevient du fait que
plus on restreint l’espace de mobilité d’une dislocation, plus elle risque de rencontrer un obsta-
cle rapidementet consécutivement augmenter les contrainteslocalesou bien s’annihiler. Ceci
résulte en une variation de comportementau voisinaged’une frontière d’hétérogénéité et si la
taille de la zoned’influencen’estpasnégligeablepar rapport à la taille deshétérogénéitésil s’en
suit unedépendance à la taille deshétérogénéités. Les contraintesinternessont doncassociées
à unelongueurcaractéristiquede la microstructure, quece soit unetaille de grain, unetaille de
cellule ou mêmel’épaisseurd’une frontière de dislocation et le gradient de désorientation rela-
tive. Le modèle de Cosserat présentéen annexe prend en compte une longueurcaractéristique
qui intervient dans la détermination de la contrainted’écrouissage: considérant que l’équilibre
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n’est pasdéfini quepardescontraintesmaisaussi parun couple decontraintedont la partie duale
est un gradient de rotation de réseau cristallin, on peutdéfinir unevariable interne décrivant la
rotation plastique du réseau avec une loi d’évolution (similaire à celle desglissements)faisant
intervenir unelongueurcaractéristique de la microstructure (paramêtrematériau). Cettevariable
interne contribue de manièreadditive à l’écrouissageisotrope sur chaque système. Le modèle
convient donctrèsbienpour reproduire un comportementsensibleà la taille caractéristiquedela
microstructure, quece soit la taille desgrains ou la taille descellules intragranulaires. Pour le
casoù nousmodéliserions desgrandesdéformations, il faudrait songerà faire varier la longueur
caractéristique au coursde la déformation,de façon à pouvoir reproduire le rétrécissement des
cellulesintragranulaires. Il peutêtreenvisageable d’introduire uneseconde longueurcaractéris-
tiquepourmodéliser la contribution decellulesà l’intérieur descellules,ou celledesfrontièresde
dislocationsdont l’épaisseur n’est pastoujoursnégligeable. Pourl’heure seulsdeuxparamêtres
matériau supplémentaires par rapport au modèle classique interviennent pour calculer la contri-
bution de la contraintecouple. L’un définit la taille de la zoned’influencedu comportementnon
local, l’autreestunfacteurmultiplicatif dela rotationpourdéterminerla partdel’écrouissagedue
à la contraintecouple. La gammedecomportementsmodélisablesestdonctrèsétendue.

Pourfinir, les applications actuelleset les perspectivesne selimitent pasà l’approfondissement
desrésultats présentésdanscetteétude. L’étudemenéepar Eberl a montréque la modélisation
d’un multicristal par deséléments finis apportait desrésultats trèscorrectsen comparaison des
mesuresexpérimentales[Eberl, 1999]. Le caractèrede prédiction du comportementintragranu-
laire estdonc vérifié et on peut raisonnablementenvisager dedéduire desinformationsrelativesà
l’endommagement du milieu. Danscecadre il estdéjàpossible dedécrire la rupture intergranu-
laire à partir dela donnée2D d’unemicrostructure [Diard, 2001].
La modélisation du comportement de milieu polycristallin par des éléments finis comporte
plusieursautres enjeux. L’un d’eux consiste à déterminer les paramêtres de loi de transition
d’échelle d’un modèle d’homogénéisation : avec l’utili sationd’une loi en β [Cailletaud et Pil-
vin, 1994,Pilvin, 1996] il estnécessaired’adapter lesparamêtresdecetteloi phénoménologique
de telle sorteque l’in teraction ’réelle’ d’un grain avec son voisinagesoit reproduite au mieux.
Habituellement le réglage de ces paramêtres est effectué par identification du comportement
d’un grain du schémaauto-cohérent avec le comportementd’une inclusion EF en interaction
avec unematricehomogène décrit avec deséléments finis. On peutaussimaintenant effectuer
l’id entification avecle comportementd’un graineninteraction avecun voisinageréalistedepoly-
cristal [Barbeet al., 2001d,Parisot,2001].
Un autreenjeuest poursuivi par Kanit [Kanit, 2000] : la détermination de la taille d’un VER
de milieu élastique hétérogène à fort contrastede propriétés par une étudede convergence des
réponseseffectivesquand on augmente et le nombre d’hétérogénéitéset le nombrede degrésde
liberté. Les composantesdu problèmeont beauparaître simples,les résultats sontextrèmement
sensiblesà la réalisationdemicrostructureàcausedufort contrastequi distinguelesdeuxphases :
il suffit quele caractèrepercolé de la phaseduresoit légèrementmodifiépour affecter le chemin
descontrainteset par suitele comportementeffectif. Sontravail estaxésur l’analyse statistique
desréalisations demicrostructures(combien faut-il faire figurerdepolyèdresdansla microstruc-
ture pour avoir un VER géométrique i.e. un élément de volume où les fractions volumiquesde
phasessontreproduitesd’une réalisation à l’autre ? -il enfautaumoinsplusieursmilliers-) et sur
l’analysestatistique desréponseseffectives(l’exigenceennombredepolyèdresestmoindre que
pour atteindrela convergencegéométrique).
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Parmid’autresperspectivesil estquestion:� d’intégrerla modélisation demilieu polycristallin à l’échelle microscopique dansun calcul
multi-échelledu type FE2 proposépar Feyel [Feyel et Chaboche, 2000], où les points de
Gaussd’un maillageglobal ont un comportementdéfini parcalcul EFd’un VER,� d’étendrenotremodélisation auxsollicitationsengrandesdéformations,� d’introduire deslois decomportementnonlocalesdansdescalculs à plusgrandnombrede
degrés de liberté afin d’étudier tant leseffetsdetaille d’hétérogénéitésur le comportement
effectif quela contributiondesmodèlesnonlocaux pour la représentationdesous-structures
degrains.

Cedernier point constitue un pasessentiel versplus de crédibilit é de la modélisation numérique
auprès desphysiciens : la distinction deslois de comportementd’un point à un autre estalors
permisepour la détermination, tantdel’effet desurfacelibre, quedel’effet d’un joint degrain. Il
y a bien sûrd’autresenjeux et ils ont d’autantplus lieu d’être quelescapacitésnumériquesvont
continuerà augmenter considérablement.
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