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Intr oduction

Notretravail portesurl'étude desturboréa¢eursdemoteus d’avions. La figure (.1) montre
unevue externedu moteurM88-2 qui équipe le Rafale.

Figure.l: MoteurM88-2

Un turbaréaceur de moteurd’avion compote un ou plusieursétagesde compreseur une
chambrede comlustionetuneturbine.

Le compresseurestconstitué de pluseurs disquestournants, portant chaain un enemble
d’aubes(ou ailettes)insé@esdars degrandsanneax d'ailettesfixes(redresseur}. Il aspire
I'air, le comprimeet l'injecte dansla chambre de comlugtion. Le comhustible estalors
pulvérisé dars cetair a haue pression puis enflammé.La détenie desgazd’échappement
s'effectue atraversla turbine, consttuéecommele compesseu d’ail ettesmobileset fixes.
La turbine rentrealorsenrotation, ce qui permetde transmetre au compresseurl’énergie
nécesairepou l'aspiration etla compressiondel'air parlin termédidre d’arbresdetrans-
mission L’avion estde ce fait propulsé versI'avant par réacton desgaz éjeces, a trés
grance vitesse, versl'arriere du moteur

Les pieéces desdifférentes parties du moteu et notammentcelles situéesen sortie de la
chambrede comhustion, doivert étreparticulierementrésidantes.
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De cefait denombreusetudes ont étéréalséesen collaboration avecles deuxmotoristes
francais que sont SNECMA et TURBOMECA. Les différenteséqupesde recheche ont

pu repowssersanscessees limites d'utilisation despiécescomposat les zones les plus
chauwlesdesmoteus. Pourcelales procedésde falrication, la métallugie desalliages,la

géométie despiéceset les traitementsthermiquesse sornt avérés étre autant d’axes pou

augmeter la tempéraure d’entréedu gazdars la turbine.

Toutescesétudesont conduit les dewx motorisesfrancais a introduire dansles turboma-
chinesdessupealliagesabasedenickel enraisa deleursexcellentesperfaomances haue
tempéraure etdesalliagesdetitane enraisa deleur bonnerésisainceet deleur baseden
sité. Mais I'effort écanomiquequ’imposela réalisation de ces piecesest rentailisé par
I'amélioration desperfomanceset du rencementdesmoteus.

.1 Présentationdu sujet

La turbine Haute Pressionest placéejuste aprésle distributeur, lui-méme placéaprsla
chambe de comtustion (figure .2).

o compresseur =
i

arrivée d’air

Aubes de turbine HP

chambre de combustion
Figure .2: Vueintérieuredu turbaréacteir

Lesaubesdeturbine HP sort soumigsa descontaintes d'origine thermicques(les piéces

étantencontactavecdesgazbrilés dontla tempérsuredépassda températiredefusion de
I'alli age)et mécanguestrésfortes Cescondtionsde fonctionnement,sévéesmaiségale

mentvariadesdars le tempsaucours dela missian du moteur exigent donc un niveauélevé
des propliétés mécaniagies (fatigue-fluag) et une stablité vis-avis de I'environnement
(tenwe a I'oxy dation, la corrosion). La compleité de cespieces a nécessité une parfaite
intégration entrela conceptian, lesmatéraux et lestechnquesde fabrication

Les aubes sont par con®quen congituées d'un superdliage monocistallin AM1 revétu

C1A et refroidies par un circuit complexe de microcaralisdions. Il existe en partculier

un réseu de perfarations en bord d’'attaque et prés du bord de fuite qui, du fait de la
sévéité du chagementthermoméaniqle local, pewent constitue des sites privilégiés
d’endommagemen Il estdoncindispens#le de prerdre encomptela présewe de la mul-
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tiperforation dansle dimensimnemen desaubesdeturbines(figure.3).

Figure .3: Aubedeturbine HP du moteu M88-2

Le sujeg compore donc un volet expérimental pour détermirer I'influence de la multi-

perforation sur le compatementet la durée de vie despiéces multiperforées et un vo-

let numérique consistart a déweloppe une méthale simplifiée de calcd d’aube de turbine
prenaatencompt leseffets essatielsliés ala multiperforationenvuedu dimersionrement
dela strucureindustridle.

Lesparterairesde cetteétuce sontSNECQMA, 'ONERA et'/ENSMP.

.2 Refroidissementinterne del'aube

Les matéraux monocrstallins permettéit mainterant d’acquérir une meilleure résistance
aufluageet ala fatiguethermiqgie et de suppater destempéatures et descontrantesplus
élevées par|'uti lisation d’'alliagesa hautpoint de fusion et riches en élémens durdssans.
Cettesoluiion n'es toutefis passufiisante Il faut égalenentutiliser destechrologies de
refroidissemeninterne de plus en plus complexesafin deréduire la températire del'aube.
L'air arrive parle pied del'aube, circule al'in térieu gréce a un systemede cloisons puis
s'évaaue par les fentes en bord de fuite et les trous en bord d’attaque. La circulation du
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fluide créeun effet de pompag de I'énergie thermique du matéria versle fluide. De plus
l'inclinaison de certairs trous de refroidissemat engendre la formation d’un film sur la
paroi exterre de I'aube, ce qui pemet de la maintenir a une tempéature moins chaua
gracea la formation d’'une coudelimite.

Le refroidissementinterne del'aubepermetaing I'abaissenentdela tempéraure moyenre
du métalmaisestparailleurs al'origine d’un gradientthemiqueimportant. Il créeégale
mentunefaiblessanécanquedansla strucuredel’aube. Desconcentrdionsde contraintes
sontalors présetesautou destrouset pewentétreal’origine del'amorcagedefissures.

Il fautdoncprerdre encomptetrésprécigmentle chagemen thermomécanige pou bien
conrritrela répatition descortraintesauiur destrous et étreenmesue d'évaluerla durée
devie dela structure.

.3 Sollicitations subiespar I'aube

L’aube de turbine a pour finalité de récupérerl’énermgie desgaz sortart de la chambre de
comlustion, afind’actionne le compreseur tout enpermedtantauxgazde sedétendrecor-
recteanentpour provoque uneforte pouseée.

Elle a par congquen un role essatiellementaéralynamiqie et subi de fortes sollicita-
tions, de différentesorigines:

1. mécangue

o forcesaérodynamiques,dues aupassgedesgazchaudsa grardevitesse.

o force centifuge, due a unetrés granck vitessede rotation de la turbine (on
atteint, pour exemple plusde 28000tr /min sur certans moteus militaires), et
qui estal’'origine d'un effort detraction tresimportant (accé€ration certrifuge
80000g) (Lautridou, 2000).

e phéroménesvibratoires dont les cons@uen@s sont tres importartes pour
'endommagemeindesmatériaix.
2. themique
e gradent longitudinal du pied (600C) vers I'extrémité de I'aube (600C —
1100°C)
e gradentdeparoi I'aube étantau contactdesgazchaud issusdela chamlbye de
comlustionet refroidis intérieurementparun flux d’'air (~ 200C)
3. chimique

e phéroméned’oxydation
e phéroménede corrasion

Les niveaw de contraintes sort d’autant plus séwerespour I'aube de turbine qu’ils sort
varialdes dars le temps En effet, au cours dela missiond’'un moteur celui-ci passesows
différentsregimescritiquesauss bienenrégme stationnaire(pleingaz),qu’enrégimetran
sitoire (décdlage, revers@.
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Decefaitlespiéassubisentun phénanénedefluage, maisenmémetempsun phénanéne
defatigue. La combiraisondesdeuxestdélicatea prendre en compteen termesde durée
devie. Cettemaitriseestcepemantimportantecar elle condtionne les perfomancesdu

moteur: augmetrer la tempéntured’entréedeturbine, le taux de compressio et par con-

séquat la vites® derotation dela turbine,le rapport pousséesur masse.., qui sontnéces-
sairespou I'amélioration du rencementgénéal.

4 Objectif del'étude

Afin dereprésenér corredemente compatementnonlinéare descontraintes et desdéfor-
mationssurunestructurecomplexe,onarecairsaucalcu destrucureparélémentsfinis en
3D.Jusar’a cejour un calcu destructureavecunegéométie réalisteetun nomtre suffisant
decycles succeasifsn’a jamaisétéeffectué, auvu desmoyensinformatiques.

Il y aunedizaine d’anrées)espremies calcuk destruduresétaient réaliséssurdestrances
d’aubes(figure .4). Cescalcuk compotaient3500 degrésdeliberté (Méric, 1991).

Figure .4: Trancled’aube

Il y atrois ans,les moyens informatiques augmenant, la premiéreaubeentiéere (figure .5)

a été calaulée en élagoviscoplasicité avec un maillage de 44000 degrésde liberté. Afin

de déteminer la duréede vie de cespiéces, les ingérieurs ne prenrent toujours pasles
microcaralisaionsenconsidératon maissimulen leur préséceenintroduisant un“f acteur
deconentraion deconraintée’.

Dansce travail nouspreronsen consiceratian les singuarités géomeétiques Nousallons
étudie I'in fluencede cette multiperforation sur le compatementet la duréede vie des
piéces

a) Partie expérimentalede|'étude

Des essaisde fatigue thermomeéanique seron réaisésa 'ONERA sur destubes multi-
perforés consttués du mémematériauque I'aube de turbine (matérau AM1 protégéC1A
percéaulaser) Il s'agit d'essaissurdestubesmultiperforésrefroidis donrantlieu adesgra-
dientsthemiquesimportants et sollicités mécarngquemer a l'aide de vérins hydradiques.
La géomeétie et les sollicitations retenuessont assezprochesd’une auberéele et assez
simplespour queles essaisnstrumentéssoient réaliséssur une machinethermomeécanige
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Figure .5: Maillage del'aubeentére

classque.
Lesrésultats permetront d’obtenir desdoméesexpérimenalessur I'influence de la mul-

tiperforation sur le compotementet la durée de vie a partir de chagemens thermané-
caniquescycliqguescompkxes.

b) Partie numérique del’étude

Nous effectuerms différentscalcus de référencepremant en compteune partie destrous.
Cescalcuk serontréalisésen élastigté puis enviscopladicité isotropeet aniotrope surun
maillage possédan erviron 500000 degrés de liberté (figures .6 et .7). Pourréalise detels
calcus nousaurors recous aucalal pardiéle.

Dansundewiemetemps)esessés réaisésexpéerimentalemat serot simulés parlaméthe
de desélémerts finis en élastwviscofdastidté anisdrope (modéledu monogistal) et seror
compagesaux résutatsexpérimentaux

De nosjours, pour une utilisation quotidienne dansun bureaud’étude, de tels calauls ne
sontpassouhaitables. C’estpour cette raism quenousallons déwelopperuneméthod sim-
plifiée qui permetun calcul plus rapide et qui prendencomptel’affaiblissementocal.
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Figure .6 : Maillage del'aube perforée

Figure.7: Lesperforationssurle bordd’attaquede 'aube
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Cemémoireva sedécanposerentrois parties:

e Dansla premige partie nousn’étuderons que le comporementthemoélastijue de
la piece.C’estla basedu dimensonnementactuel de cespieces.

e Dansun deuxémetempsnousétuderors la parte nonlinéaire. Afin de bien com-
prerdre certains phénonenes,la piéce auradansun premiertempsun compate-
ment viscoplastique isotrope et dars un deuxéme tempsnous travaillerorns sur le
monogistal.

e Dansla troisiemepartie nouspréenteras les différerts essaigéalisé et tenteons
de faire une corrdation avec la simulaion. Puis nous appiquerams un modék
d’endommagemetafin de prévoir 'amorcagedefissure.



Partie A

Comportementthermoélastique
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Détermination d’un milieuhomogene
de substitution
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Lorsquenous effectuonsun calcu de strudure sur une piece réelle tridimensiomelle de
géométie complexe (trous auniveaudu bordd’attaque) Jesméthodsnumériquesactueles
connassert toujours certaneslimites. Lescalcus sontlongs malgrél’évolution dela puis-
sancede calaul et desméthalesd’intégraton. Donc,pour conourne cette difficulté, nous
cherclons a remplacer le réseau de perforation par un milieu homogene de substitution



Chapitrel. Déterminatiord’un milieu homogénede substitution

décrt paruneloi decompotementréaliste,pratiqueet physiquementfondée parla modélr
satian.

Nousavons deuxtypes de modélsation possbles:

e unemodélsationde natue phéroménobgique etinductive.
Cette appioche est basé& sur I'expérimentdion macrogopique. On effectue des
mesure suruneéprowetteenrépmsea dessollicitationsdonrées.

e unemodélsationde natue dédictive.
Elle vise a réaliser un passagedu microopique au macrosopique. On définit le
compatementeffectif (al’échelle macrosopique ouglobde) graceauxinformatiors
quel’'on asurle matériaua uneéchelk inférieure(microspique ou localg).

Danscettepremiée parie, nousutiliseronsla deuxémevoie appeléehomognéisition qui
estpluslourdemaisqui permetunemeilleure comprétensian ducompotementdu matéria
ou dela structure

.1 Lesdifférentesméthodespossibles

Le calcd del'aubedeturbine prenant encompteunepartiedu réseaude refroidissementa
étéreaisé(sedion 1.5). Detelscalcus, nécessitart un maillage fin auniveaudestrous sort
actudlementréalsables grae au calcu paraléle. Mais ils ne sort pascompdibles avec
uneutilisation quatidienne dansun bureau d’étude. Nouscheachors donc a déwelopperune
méthoak de calaul simplifiée(calcul séquentid avec destempsde calaul raismnables).
L'idée principaleestd’essger de prerdreencomptel’in fluencedela perfaration sansavoir
amailler individuellementchacun destrous

Différertesappochespeusent étreutilisées:

1. Remplacenentdela perforation parun coeficientde conantraton de containte
Dans ce cas, la premiéreétapeest un calcul sur une géométie sanssingularité
géomédrique afin d’obtenir I'état de cortrainte et de défarmation en tout point de
la strucure. On modifie alors la contrante au niveaudesperfarations a I'aide d’'un
K; élastque défini préc@demmensur unegéomeétie sembahble, puis on appique un
modelededurée devie. Maisil aétémontré (Dethure, 1997) quela prise encompe
deszonesa K; dansla chaire de calcd 1D desaubesde turbine HP ne donre pasde
bors résulatsvis-a-visdel'expérienceaccunuléesur éprowetteset suraubes.

2. Zoomstrudural ou sousstrucuration

Cettedewiémeméthale corresponda un enchainemet dedeuxcalcus. On effectue
un premiercalaul en ne considérantpasde singularité géométique. Puis,dansun
deuxémetemps,le maillage estraffiné suruneceriainezone(dansle casde I'aube
de turbine HP on maille lestrousen bord d’attaque ou les fentesen bord de fuite).
Et on effectue un deuxéme calaul en appliquart aux nceudsd’interface de la zone
remailléela rigidité globde dela strudureissue du premiercalcd. On obtientalors
un résutat surunegéomeétie réelleet on peutensute apdiquer un modélede durée
devie.

L'inconvénientde cette méthoak vient du fait quela rigidité globaleimposecomme
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condtions auxlimites ne prendpasen compt I'affaiblissementde la strucurelié au
résea deperforation.

3. Méthock d’homaogénésation

Cette méthoa congste a remplace la zone multipeforée par un matériau
homogée de substitution ayant des propriétés effectives grae aux méthales
d’homogénésation

Le calcd sefait toujours surunestrucure sanssinguarité géomeétrjjuemaisla piece
estcompaséededifférents“matériaux” : un matérauréelmassifet un matériaudont
lespropriétéssontaffaiblies enraisondela perforation. Unefois le calaul réalis, la
méthoak compote une étape de relocdisation permetant d’utiliser les informations
du calcd simplifié pour appliquerles condtions auxlimites adapgéessurunecellule
représentaive compotant un trou de refroidissemen C’est cetie connassarce de
I'état local qui alimentelesmodéles afinde déteminerla durée devie dela strudure.

Nouschasissmsla dernige méthod carelle posséle pluseursavanages.

o Nousobteronsaufinal un étatde contrante et de défarmationsurla strucure réelle
en3D.

e Nousdiminuonsle tempsde calcu, le secand calaul s’effectuantsur une partie plus
rédute du maillage. Ce dernig point peutparaite moinsimportant dars le casde
I'aube de turbine ou le réseau de perforation estlocdisé sur une partie du maillage
maisappaaitraprémndéantdansle calaul d’'une chamive de comhustion parexem-
ple.

e Cetteméthale prerd en comptel’affaiblissementié aux singularités géométiques
désla réalisationdu calaul simplifié.

Lesincorvénientsserort mentiomésenl.3.

1.2 L’élasticité desmatériaux hétérogenes

L'objectif desméthods d’homogértisation estde contruire, pardesméthodsdédictives,
le compatementobseré al'échelle usudle enpartart desmécarmsmesa uneéchelk suffi-

sammentine et de doméessur la microstrucure (Sanche-Palenciaet Zaoui, 1985). On

obtiert aind une estimaton despropriétés du matériauhétérgenea patir despropriétés
desdifférentesphass.

Denombrex travauxsurlesconditions etlesméthodksd’homognéistion(Francos etal.,
1995; SanchezPalencia,1974 Auriault et Caillerie, 1989 Suquet,1982 Huet,1980 Sab,
1992)ont étéréalisés.

L’homogénésation congste a définir un volume élémetaire représentaif (VER) du
matériauhétéogere, assenblagecomplece etencae flou denombireux élémeits de petites
tailles de caracéristiguesmécanigieset géamétriques varialdles. L'objectif estde définir
un milieu homogée équialent (MHE) qui, soumisaux mémessollicitations quele VER,
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aurat une“réponseglobale” idertique.

La déteamination du compatementhomognéisépasesuccessivementpartrois étapes(fi-
gurel.1):
e représention

e |ocdisation

e homognéistion

Q volume
Q élémentaire

représentatif

A O (VER)

structure homogénéisation

milieu
homogéne
équivalent

(MHE)

Figurel.l : Méthoddogie del’homogénéisition

[.2.1 Représentationdu matériau hétérogére

Unecondition nécesairepour quel’homogénésation soit performanteestunebonre sépa
ration deséchelks.

e uneéchdle macracopiqie ou le matérauappaait commehomogene
e uneéchdle microsopigue ou on metenévidenceleshétér@énétés.

Afin de définir le VER, il nous fauttout d’abord détermirer la “tail le caractérigique” des
héténgéndtés prises en compte- soit d - en s’assirant qu’a I'échelle reterue les outils
d'andyse dispmibles(pou nous, ceuxde la mécanguedesmilieux continus) sontencoe
pertinents.Caron veutpouvoircalcukerleschampsie contraintes et dedéfarmatiors surla
géométie macrosopique choise, soumisea dessollicitationsdéteminéeset congituéedu
matérial consdére.

Cettestrucure a égalanentunedimersion “caractérisique” - soitL -.
Doncenconsrvantcett optique,I’élémentde volumedetaille | doit étreproportionnépar
rappat tantad qu'a L detelle maniérequ’il respetela doude condtion :
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e | KL : c'ed lacondition pourquel’on puissetraiter la strucure commeun milieu
continu homogne

e | > d: c’estunecondtion nécessairepouravoir unerepresentaion statigique suffi-
santedela distribution desphases.

Pour l'instant nousavons constéréles composates “matériau” et “geomeétrie”. Il reste
encoe a ervisagerenare les sollicitations qui, elles aus$, pewent se voir attacler une
longueur caradérisique de fluctuaion - soit L, -. Cettelongueurpourait étrela longueur
d’onde typique(voir minimale)du “spedre spatid’ desollicitation. Il estclair eneffet que
la notion de VER perdait toute efficacité pour le traitemen d’'un probléme de strucure
soumisea dessollicitations fluctuant avec une longeur d’onde Ly, inférieur a la taille | de
ce VER (Beranet Mc Coy, 1970. Nousaurans mémea nous limiter a desconditions ho-
mogenegsiesollicitation du VER : cecinéeessitea den’ernvisagerquedessituaionsou soit
vérifiéela condition : Ly, > 1.

Donc pour résumer, nous pouvonsgarde a I'esprit quela taille du VER doit sépaer les
échelbsenprésece.

L
do < d < < {
Lw
écltelle hégrogérité VER strudure
atomique longueurd’onde
du chagement

Dansun deuxéme temps,une fois le VER défini, il s’agit de déciire le sysemea con-
sidére. Soncontenu doit étrereprégntatf desinformatiors disponibestelles quela nature
desconsttuarts, leur compatementmécarque, leurscaracéristiguesgéomeétiquesetleur
distribution spatale.

[.2.2 Etapedelocalisdion

Unefois le VER défini par un ensenble de carad¢érisiquesmécangue et géomérique, on
procédeasonanalysemécaniae.

Lalocdisation congstearelier lesgrardeurslocdesauxgranceursglobdesenutilisantles
équatonsdela mécaniae.

Au niveau desnotaions:

e O ete reprégnten respetivementle tensen du dewiemeordresymeétrguedescon-
traintes et le tenseur du deuxieme ordre symétrique des déformationslocales du
matérias hétérageéene

e 2 etE lestenseirs symétriques(du deuxémeordre) descorntraintes et desdéforma-
tionsmacrascopguesdu matériauhomogene.

e o =1aN sort lesdifférentes phass du matérauhétéogere.
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o < f>y= Q—lanu f(x) dx lamoyenre de f(x) surle domaineQ.

Dansle casdesprobemesd’élasticit linéaire, il y a correpondanceentre la domeéeetla
soluton de cesprobémes.

g (Y,) = ¢ (Y, (1.1)
e(y,) =5":a(y,) (1.2)

ouc® : tenseurd’élasticté (d’ordre4) dela phag a

et§5‘ : tenseur de soupkssg(d’ordre 4) dela phasen
et”

Notre but estd’assmiler le VER a une particule macrogopigue dontil exprime la mi-
crostucture. On peu considére queles sollicitationsauxqielles estsoumisle VER sort
déteminéespar les valeus prises au point macrogopique considéréau seinde la piéce
étudiée,parlesvariablesmécanfjuesmacrosopiques(conraintesou déformations..).
Entrecesvariades macrogopiquesetleschampsde variadeslocadesqu'il s’agt dedéter-
miner ne peuent étre établies que desrelations de moyenres. On aurat doncarésouwre
desproblémessars véritablescondtions aux limites, mais sounis a des “solli citations”
s’exprimantcommedesconditions de moyemessurtelles ou telles variaeslocdes. Afin
detrangormer celaenun probdémeaux limites bien po< on peutpar exempleformuler le
probdémeen contrantesou endéformatiors homogéesau contour.

e condtionshomogéesencontainte

Gijnj = Zjjnj, Vy €0Q (1.3)

e condtions homogéesendéfamation

U = Eij Vi VX €0Q (|.4)

On peutainsi montrer facilement,en apgdiquart, le théorane de Gaussgueles condtions
aux limites homogéesimposen a la moyeme du champdescontrantesd’étre égalea >
(cas(l.3)) etala moyenre du champdesdéformatonsd’étre égalea E (cas(1.4)).

2 =<0>q (1.5)

E=<g>q (1.6)

Dansle casde matériaix pérodiques (voir anrexe B), nousne powonsplus impose des
condtions aux limites de typesu(y) = E.y ou g(y).n(y) = Z.n(y) aubord del'élémentde
volume. Dansle milieu hé#rogére périadique la géanétrieétantinvariantepartrarslation
le long desvecteus de périodicité, les champslocaw € et g sontégalemenosallants et
fluctuert autaur deleurs valeus moyennesenE et 2. C'estcettepériodcité locale desdé-
formationset descontraintesqui fournit les condtions auxlimites (Michel etal., 1998).
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e condtions péiliodiquesen contrainte

Gij,j = 0 dansQ (1.7)
0ij nj opposésou anti-periodiquesur cotésoppasesde dQ '
e condtions pérodiquesendéfomation
U = Ejyj; + Vv avecy,; périodique. (1.8)

Deschagementamixtessort égalemenpossbles.

[.2.3 Homogénéisation

L'analyse qui précéle délbouchedonc sur dewx types de relations trés différentes entre
granceurslocalesetglobales.

e desrelationsdirectesde moyenre, devalidité tresgénéale.
e desrelationsdelocdisation décaulantd’une modélisationspéifique.

Cettedemiéreétape, visant a estimerle compatementeffectif homogééisé résulted’'une
combinasonde cesdew sériesderelaions.
La combiraisondesrelaions de moyenre, de localisation et de compatementlocal nous
permetd’aboutir & desrelationsdetype

s =gM"mE (1.9)

E=gMm 5 (1.10)

ou le résullat obtenu, a traverslesfonctionndles homogénéis’aesﬂ(hom et fhom, dépend du
type de conditions au contaur consdérées.

Afin deteste si cesdeuxfonctionrelleslocalessontinverses’'une de l'autre, ce qui est
essetiel pourtoute apprache d’homogénéisition, commepou mettreen placedesbomes
encadantlescaratérisiqueseffectives,on arecairsaulemmesuivarnt (qui pourrait égale-
mentétreformulé en puissance plutét qu’en travail de défarmation :

LemmedeHill :
Soientg* etg deuxchampsespetivementde contraintes équilibrées(div ¢ = 0 dansQ)

et de défarmatiors compatbles (€ = ¢ (él) ), hon nécessairenentasociés. Alors, si o*
vérifie descondtions de contrantes homogsnesau contaur 4Q ou si € vérifie descondi-
tionsde défomationhomoge surdQ, ona

!

<o g (E)>=<g" ><E (&) > (1.11)

Cerésdtat assire, en condtions homognes(maisaussi en homognéistion périadique),
I'égalité du travail “macroscopique” (Z: E) et de la moyenre spatgle du travail micro-
scopgue(o:€).
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1.3 Obtention d’'un milieu homogenede substitution

Nousdésronsétuder I'influe ncede la multiperforaion surle comporementetla durée de
vie desaulesdeturbines.Le caracérehétérgenen’estpasdiaufait gu'il existedifférentes
phagsdansnotre matériay carnous ne preronspasen compe le caraderebiphaséa cetie
échele. Cesonttout simplementles microcaralisaions du refroidissemeninterne qui ren-
dentle compatementde I'aube complece. Nousassimilerors, parcongquer, 'aubeaun
matérial biphasé: matiéreettrou.

Lesméthoded’homogénéistionvont nous permette derempla@rlesperforationsdubord
d’'attaque(figure.7) parun matériathomagéneéquialentayantun compotementeffectif.
Mais au vu desdifférenteshypahesemécessaire pour appliquer cesméthoeks, plusieurs
problémesseprésatentanous :

e Il yaunnombiefini decellules. Commeon peut I'observer, le réseaude perfarations
estlocalisé suruneparte limitée dela piéce

e Enraison de la sévéité du chargement|'aube subt desgradients de sollicitations
themomécanigesdontla “longueurd’onde” de chagemen estdu mémeordreque
la taille destrous

Dansce premig chaptre, nous allonscherdera détermirer le comporementhomognéi®
d’une strudure perfarée en utilisant les méthoes d’homogénéation (Cardma et al.,
199%). Nousévalueronsles limites de validité de cetteappiochedansle casd’'un faible
nombredetrous

C’estseulanentdansle dewiéme chaptre que nous tenteronsde quartifier I'erreurliée a
I'util isation desméthalesd’homogénésation classgue,d’en définir leslimites et de pro-
posea desaméliaationspossbles.

[.3.1 Représentationdu matériau hétérogere

Afin de détaminer le volume élémendire repré&entdif (VER), nousfaisons plusieurshy-
potheses

e I'hétérogénéitéestle trou derefroidissament,
¢ nouws assimilansle réseawa un réseupériodique le long desdew vecteus x et z,

e nous nepreronspasencomptel’incli naiso destrous.

De cefait le volume élémeniaire reprégntati estreprégntéparla cellule de base(figure
1.2) ci-dessos ou:
a=1lmm , b=2mm , c=17mm

etle trouaundiamétrede 0.4mm

[.3.2 Détermination du comportemert homogénegquivalent
a) Lesmodulesd’élasticité

Nous calcuons les coeficients effectifs, c’es-a-dire les propiiétés du milieu homogne
équialent (MHE), de la partie perfarée de 'aube. Le matérau de bas seraconsiéré
comme:



1.3. OBTENTIOND'UN MILIE U HOMOGENEDE SUBSTITUTION

11

~L

X
o
Figurel.2 : Celluledebasereprésentamle VER
e isotropedansun premiertemps(tableaul.l)
Températue (°C) || 20 | 700 | 800 | 900 | 950 | 1000| 1050| 1100| 1150 | 1200
E (GPa) 129 | 107|102 | 93 | 90 | 85 86 76 64 62
Y 03/03]03/03|03|] 03| 03| 03] 03] 03
Tableaul.l : Coeficientsélastiquesisotropes
e puiscubiquedansun deuxémetemps(tableaul.2)
Températurg¢°C) || 20 | 650 | 800 | 850 | 900 | 950| 1000 | 1050| 1100
C11 (GPa) 296 | 244 | 242 | 272 | 254 | 261| 258 | 250 | 320
C12 (GPa) 204 | 170| 173 | 204| 189| 198| 198 | 192 | 264
Ca4 (GPR) 1251 104| 99 | 99 | 95 | 93| 90 88 86

Tableaul.2 : Coeficients élastquescubiques

Au niveau denotationsindiciellesnousrappelors que:

C11="C1111=Cp000="Ca333

C12=C1120="C1133=Cp233

Cas=Cq210=Cp323=Caz131

Afin derespecterleshypothesesgmisegourla détemination du VER, nousappiquorns des
condtions aux limites mixtes: pérnodiqueset homayenesau contaur (Cartraw, 19%4). Le

problémearésoulre peutsemettresous la forme suivarnte (anrexe B) :
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X
o

2
—~~

x
1o

I
memeg |
X
S—

(x)) dansQ

avec v Xx—zpériadique (1.12)
t=2 surl’in térieu etl'extrados(y) '

—~
=

Af\z
Q153 XX
Il
IX IX
+
O I<
c

n
X — zantipériodique
>=2o0u<g>=E

A QIS IS

Ve

e Noussupmsonsquela cellule présete unepériodicité suivart lesvecteursx et z.

e Par conte nous imposons descondtions homogenesau contour dansla troisieme
direction y (surl'int érieur et 'extrados de I'aube) correspordanta I'épaisseu de la
piece (y = +h).

Lescoeficientsélastgueseffectifs sontdétaminésnumérguement Surlafigure(1.3) nous
pouvonsobsever la défooméede la cellule avec descondtions aux limites de type exten
sionetcisaillementsimple.

extension simple cisaillement simple

Figure 1.3 : Essaigpemettantde détermirer les coeficientshomogneséquivalents

Nousremarqwnsla périadicité dela défomée,et nousretrouvons égalanent,commeex-
pliqué en annece B, la périodcité desgranceurslocales (sur la figure 1.3 noustracans la
contrainteéquivalenteau sensde von Mises).

Le compatementhomogeneéquvalentobteru estorthotrope. Le tenseir desrigiditésef-
fectivess’'exprime dansle repée cristallographique par:

) )

(011 [ Ci111 Cr122 Crizz O 0 0 €11
022 Cri22 Cooo2 Coozz O 0 0 €22

) 033 | _ Cr133 Cpo33 Cazzz O 0 0 ) €33 >
023 0 0 0 Cozo3 0 0 2603
031 0 0 0 0 Ca131 0 2€31

{ 012 ) L 0 0 0 0 0 C1212_ \ 2€1» )
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Températue (°C) || 20 | 700 800 | 900 | 950 1000| 1050] 1100] 1150 1200
Ci111(GPa) | 140|116 111| 101| 98 | 92 | 94 | 83 | 70 | 67
Co22(GPa) || 154 | 128 122 111 108] 102 | 103 | 91 | 76 | 74
Caasa(GPa) || 137 | 113| 108| 98 | 95| 90 | 91 | 80 | 68 | 66
Ci122(GPa) 50 | 49 | 46 | 42 | 41| 39 | 39 | 34 | 29 | 28
C1133(GPa) 55 | 46 | 44 | 40 | 38 | 36 | 37 | 32 | 27 | 26
Cz233(GPa) 57 | 48 | 45 | 41 | 40 | 38 | 38 | 34 | 28 | 28
Cz323(GPa) 42 | 35| 33| 30| 29| 28 | 28 | 25 | 21 | 20
Ca131 (GPa) 39 | 32| 31| 28| 27| 26 | 26 | 23 | 19 | 19
C1212(GPa) 43| 36| 34| 31| 30| 28| 29 | 25 | 21 | 20

Tableaul.3 : Coeficients homogneséquialentsen élasttité isotrope

Températurg¢°C) || 20 | 650 | 800 | 850 | 900 | 950 | 1000 | 1050| 1100

Ci111(GPa) || 224 184 180 195| 184 | 186| 182 | 177 | 208

C2222(GPa) 241|198 | 194 | 211| 198| 201 | 197 | 191 | 224

Cz333(GPa) 222|182 | 179| 194 | 183| 185| 181 | 176 | 207

C1122(GPa) 149| 124 | 124 | 142| 132| 136| 135 | 131 | 165

C1133(GPa) 142} 118 | 119| 135| 126 | 130 129 | 125 | 158

Co233(GPa) 149 | 123 | 124 | 141| 132 | 136| 135 | 131 | 165

C2323(GPa) 107 89 | 85 | 83| 81| 79| 77 75 73

C3131 (GPa) 93 | 77| 73| 73| 70 | 69 | 67 66 65

C1212(GPa) 109 90 | 86 | 84 | 82| 81| 78 | 77 75

Tableaul.4 : Coeficients homogédeséquvalens enélagicité cubique

et les résutats obterus sort domésdars le tableai (1.3) dars le casisotrope et dansle
tablea (1.4) dansle cascubique.

Nousremargionsquele trou, orienté suvart la diredion y, ala mémeinfluencedans
lesdeuxdiredionsx etz

C1111~Casz33
C1120~Co233

C2323=~Ci212
Unelégére différencesubsstea causedela formedela cellule (figurel.2).

Le moduk dansla directiony est,quart alui, égalaumodukinitial “corrigé” dutrou.
Si nouscalaulonsle modulede YoungE dansla direcion 2 pourle matériai isotrape
etcubique

 C112+C11Cio— 2G5

B C11+Ci2

et que nous le compaons au modulede Young E dars la mémedirecion pou le
matérial orthatrope

E

2 2 2
E_ C1111C222C3333— C1111C2233" — C1127°Ca333+ 2C112£L1138 2233 — C1133°Co222
= 2
C1111C3333— C1133
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alors nousobtenonsbienun affaiblissanentde 8% correspomanta la fraction volu-
miquedu trou.

e Nous obsevons égalemenque le trou a trés peu d’influence sur les symétries du
matérias en élastique.
Le milieu homognede substtution obtenu estun milieu ortharopedontnouscalcu
lonsle coeficient d’anisotrapie (en élagique) par:

(Siii — Sijj) + (Sii — Sikk)
Sikjk

ai:

Nousremargwnsquedansle premier casle milieu resteglobalemenisotrope.
Et dansle dewiémecas,|'anisotropie du matériai cubicue

ae 2(S11—S12)
Sis

n'est quasmentpasmodifiée(seuementde 5%).

b) Coefficientde dilatation thermique effectif

Commenousavons pu nous en rendrecomptedansl’intro duction, la piéce subit, en plus
deschagemerts mécanigies,dessollicitationsthemiquesnonnédigealles. Doncil nous
fautégalemaet déteminerun coeficientdedilatation thermique effectif.

Sinous considérors le casd’'un matérauhétéongéenethermoéastiqie linéaire pris dars dif-
férerts étas d’équilibre thermiqueou la tempéaturepeut-ére consdéréecommeuniforme
alorschaguephasepeu étrecaracériséeparun comporementdilatométrique

e = aAT (1.13)

ou g estla déformationthermiqe
a untenseursymetique du secoml ordre
et AT unevariaion detempéature

Dansnotreétude le volumeélémenté&e reprégntatf étart assimik a un matériauperfare,
il sufiit decompare la dilatationthermigue d’'un matériar massifet d’'un matériauperforée
(figurel.4).

Commenousle montrans rigoureusenent en annee C, le codficient de dilatation ther-
migqued’'un matérautroué estle mémequecelui du matériaumasst.

a"m = q (1.14)
Cerésutat estprévisible, darsla mesureou la variaion devolumedu matéraumassifétart
uniforme, nous powons sansrien modifier a I'extérieur enlever uneinclusion de matiére.
Le vide nevani favoriser, ni freiner, la dilatationthermiquedu matérau.
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Figurel.4 : Dilatation d’'un matériauperforé

1.3.3 Application au casd’une structure périodique

Le compatementhomogneéquivalentdétermiré, nous appliquonsla méthoc surdescal-
culs de structure. Dansun premiertemps, noustenteons de valider le modék sur une
strucure péiiodigue puis nous appliquermsla méthaleaucasdel'aubedeturbine.

Considéonsuneplaque perforéepériodiguementendeuxdimensonset unestrucure mail-
|ée plus grossérementsars singuarité géomdrique (figurel.5).

Plaque trouée Plaque homogénéisée

Figure .5 : Maillagesd’une plaque trouée etd’une plague homogdéisée

Nous apgiquons sur cesdew struduresle mémechagementmécarque : le basde la
strucure estbloquésuiart lesdew diredions et nousimposonsauhau dela strudureun
déplacementu, nonnul. Lescalcus sontréaisésendéfarmatiors planes.

Mémesi, dansce cas,le calcu surla strudure ne nécessitepasde grosmoyens de calaul, il

y aquard mémeun rappat 30 entermesde nombrede degrésde liberté et un rapport 100
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entermesdetempsde calcul

Pourvalider la méthode nousallons compare les résulatsobtenussurla strudureréele a
ceuxobtenussurle maillage homogdéisé.

e Nouscomparms!'allongementdela strudure.
Dansle casdu probémeindustriel, un allongementtrop importantentraineait I'“usinage

du carterextérieur parl'aubeenrotaton.
La figure(1.6) représentela défoméedesdeuxstrudures.

Plaque trouée Plaque homogénéisée

Figurel.6 : Comparaisa du champdedédacemeny, suite aun glissenentsimple
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Sur la figure (1.7) nousavons tracéle dédacemen v,. Nouscompaonsle dédacement
entre:

- la strudureréelle

- la plague mailléegrossierenentayart un compatementeffectif,

- etuneplaguesanstrou
le long de la ligne horizontak, au centrede la strudure, ne traversantpasles trous (figure
1.5).

1.57

1.56 plaque trouée

plaque homogénéisée - - - -

é 1.55 F ) plaque sans trou -------
S 154
-
=
[}
£ 153 -
g
=
B 152 b
< —
151+ e
1.5 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

abscisse le long d’une ligne horizontale (mm)

Figurel.7 : Déplacementsuruneligne horizontde dansles 3 cas

L'intérétd’utiliser un milieu homogée apparaitclairementsurchaanede cesfigures.

e Nouscomparmsleschampdocaux.

La connassane descortraintes-débrmatians au voisinagedessingularités géomdriques,
lieu privilégié pour'amorgage de fissure,nous permetra par la suite d’appliquer desmo-
délesafin de déteminerla duréedevie dela strucure.

Pourpallier tout effet de bord di aux condtions aux limites dont nousn’avons pasessayé
derende compt (Dumontef 1990, nous compabnslesrésutats au voisinaged’une per
foration situéeau centrede la structurecommeillu strésurla figure (1.8).

Surla géanétrieréele nousconraissors I'état local. Surla figure(1.9) noustracmsla con-
trainte équivalenteausers devon Misesautbur dela perforation choisie (figure1.8).

Par contre, au niveau de la plaquesars singuarité géométique, les contraintessort ho-
mogenes

L’homogénésation n'estqu’une étapepour la déteminationde la duréede vie dela struc-
ture. Une fois les caracéristiqueseffectives du matériar déteminéeset le calaul sur la
géométie homogenéigeréalsée, il nous fautrevenir au problémedelocalisation parune
démarcle derelocalisaion, afin d’andyserleschampdocaux.
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Plaque trouée Plaque homogénéisée

Figure 1.8 : Cellule de basechoisie pourla compar&son destenseirs de containtes et de
déformationslocaux

Figurel.9 : Champde contrante locd aucertre dela strudure (cortrainte équivalene au
sensdevon Misesen MPa)

I.4 Principe de la méthodede concentration

Unefois le compatementeffectif déteminé,il nous estpossble de déteminerleschamps
decontrante etdedéformational’échelle microsopique conrmaissaml’état macrosopique.
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.4.1 Méthode baséesur lesrelationsde concertration

Cetteméthale estbagesurlestecmiques d’homogénésationet de localisation préentées
aupararaplrel.2.2 etestillustréesurlafigure (1.10) (Kruch et Forest,1998).

Calcul sur une plaque En chaque point de Gauss

sans singularité calcul du champ

ayant un comportement macroscopique ¥ et E

homogéne équivalent

\ de localisation

Calcul de référence

comportement réel

On compare par rapport

au calcul réel

B
ey)=A(y): E
Figure 1.10 : Principe de cona@ntraion de I'état de contrinte autaur d’'une singuarité
géométique

Afin decalauler parla méthale desélémertsfinis la strudure macrogopique nousutilisons
la loi decompatementmacrogopique

z=chom g
cM=<c(y) t Ay) >

A parir dececalculnouscomaissms, enchaguepoint de Gaussle champmacrascopiqie
(Z, E) quel’'on conseve. Puis,enutilisantlesrelaionsde concentrdion, nousdéteminons
I'état de contrainteautaur dessinguarités geométiques

e(y) =Aly) 1 E(y)

N On applique les relations
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a(y) =B(y) : 2(y)

De cettemaniéee, a partir d’'un seulcalcd macrogopique, il estpossble de connatre |'état
decortrainteslocdescommesi chaqietrou avait étémaillé.

1.4.2 Méthodebaséesur desrelationsde moyenneau bord du volume élémen-
tair e représenatif

Afin de déteminer I'état locd, nousn’utilisons plus les tenseursde concentrdion, mais
nousrésolons un nouveau problemeaux limites sur le volume élémenaire repréentati
avec des conditions aux limites qui prement en comptela variaion du champmacro-
scopque.

Lafigure(l.11) repréentelesdifférentesétapesiela méthale pou connadtre I'état locd.

Calcul sur une plaque Calcul des champs moyens
sans singularité sur une partie du
ayant un comportement calcul homogénéisé

homogene équivalent

N On applique < E > ou

\< g > sur le V.E.R.

Calcul de référence

comportement réel

On compare par rapport

au calcul réel

Figurel.11: Méthode approché pemettantderelocaliserl’état decortrainte autaur d’'une
singuarité géamétrigue
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e Nouseffectuwonsle calcd macrosopique en utilisantla mémeloi de comporement
gqueprécaemment
T=c"™E

ou c"°Mestdéteminé numérguemen

e A pattir du calcd macrogopique nous déteminonsle champde défomationou de
contraintemaoyensurla cellule de basequenousdésionsétudir.

e Nousrésolonsun nouveal problémesur le volume élémendire représentaif avec
descondtions auxlimites soit endéfarmationsoit encontrainte

e Nouscomparams I'état de contrainte obtenu avec celui déteminé a paitir du calcul
réelsurla géométie compkte.

Cetteméthale estplusfacile a mettreen ceuvreet nécesite desmoyensnuméiquesmoins
importarts. Dansla premiége méthale il faut stodker tous les champs macrecopiqiesa
chaque point de Gauss.Par contre la premiéreméthoa estplus précise et assue la conti-
nuité deschampdocauxd’une cellule élémentairea l'autre.

1.4.3 Application au casde la plaque trouée

Nousallonsaprésemappliquercetteétapederelocalisation auniveaudela plaque perfarée
suitea un essaide glissementsimple (figurel.6).

Les deuxméthalesont ététesteset ont donreé de bons résutats. Donc, pour desraisms
numeériqies,la premiée méthale nécesitantdesmaoyens de calcd plus importants (sto-
ckanten mémoiredestenseus de conceantrations),nousutili serors la deuxememeéthale.

Une fois le calcul surla géométie homogenéisé réalisé, nous relocalisors I'état de con-
trainte auniveau dela cellule de base Lesrésutats obtenussontcompaésa ceuxissus du
calculdereéférence(figurel.12).

Nousremaraionsquelesrésutatsobterus sontsatsfaisants:
e |ladéfaméedela cellule élémenaire estsemblalte,

¢ la contrainte équivalente maximaleobterue au point de Gaussestde mémeinten-
sité dars les dew cas(Omises= 197MPa au niveaudu calcu réel et nouscalaulons
198MPa surla cellule élémenaire).

¢ lalocdisation etl'intensité descontraintessort vérifi€esauour du trou.
Surla figure (1.13) nous compaonsla contrainte équvalenteau sensde von Mises
surlaligne définisantle contaur du trou. L'écartmaximalobteru estinférieur a 5%.
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sur la plaque trouée sur le VER

0 50 100 150 200

Figure .12 : Comparaisn de la contrainte de von Misesaprésrelocdisation d’un calcu
effectué suruneplague sanstrou ayant un comporementhomogeée équivalent

120

, plaque trouée

100 cellule de base — - - -

Qo
(e}

contrainte équivalente (MPa)
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[\
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0 A | | |
0 90 180 270 360

angle (°)

Figurel.13 : Comparasondel'état locd autou dutrou (contrainte équivalene ausensde
von Mises)

En pardléle nouseffectuonsla “méthade du zoomstrucural”. Par conséuentnous effec-
tuons le mémecalaul, avec les mémesconditions aux limites et le mémechagementsur
une plaque démuniede toute perforation et sansprende en compe I'affaiblissementdu
compotement(mémecompotementlinéare quedansle casdela plagwe perfarée).

Nousremaraqionsque,commedansle casdu déplaement(figure 1.7), lorsque nousrelo-
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calisms/l'état de contrainte (figure 1.14), nous sousestimors la contrainte. Ceciaurapour
effet desurévaluerla duréedevie dela strucure.

sur la plaque trouée sur le VER
0 50 100 150 200

Figure 1.14 : Comparéson de la contrante de von Mises aprésrelocalisaion d’un calcul
effectué suruneplaque sanstrou ayart un compatementélagique

.5 L’aube deturbine

.5.1 Calcul destructure

Commenousavons pu le voir enintroduction, le calaul del'aube de turbine multiperforée
n’estactellementpossible qu’en raisa del'évolution desmaoyens informatiques

Lapuissancalesordinateusaugmeatedefagoncontinuedepus unecinquantaire d’années.
Aprésavoir utiliséles gérératiins suacessvesde processeus, il semblequeles construc-
teursmisentmaintenantsurle paralélismepouraccrdtre encrelescapadésdetraitement
desmachines.

Apresdepremiergrototypesdifficiles autili ser ontrouve maintenantdesmachiresd’acces
relatvementfacile qui, a I'ori gine, serattachenta deux grardesfamilles les machiresa
mémoiredistribuée (chaque processeura samémoireprivée) et les machiresa mémoire
partagte (une grance quantté de mémoireestpartagte par tous les processets). La pre-
miéere catégorie appelle une programmatio paralkle "a gros grains”, avec une quartité

importarte de calcu surchaque processeuret deséchamesréduts. La seconde catégaoie

autorse un pardlélisme plus fin, au niveau desboucles par exemple, et pemetdars une
certanemesureuneparalklisation aubmatique Cepemantle nombrede processeurffi-

cacemenutili sables restefaible (moinsde 10) danscesconditions. La tendanceactudle est
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adesmachine mixtes avecdesgrappesdenceudsnultiprocesgurs,maissurout auxclus
tersdePC,quivont probablememfaireprogesse consdérabemente rapport perfomance
/ colt encalaul paralkle. La solution chaisie pou le codeZéBuLon(Kruch etal., 1997
(Feyel, 1998) estun pardlélisme explicite avecunebibliotheque de passge demessgeset
deséchangesentre processeus progmammeéspar le déweloppeu, ce qui permetl’util isation
du codeaussibien enmémoiredistribuée qu’en mémoirepartagée.

a) Calcul par élémentsfinis et parallélisation

Defacongérérale,la méthod desélémens finis compote deuxétapegrincipales:

o 'étapeglobale,danslaguelle on sepréacupedela constuction dela matricederigi-
dité globale {K} et de la résdution du systémdinéaire de type {K}{u} = {E}, ou
{u} renfermelesincomuesnodaleset {F } correpondauxefforts extérieurs.

e 'étapelocde, qui concenelintégration dela loi de compatementen chaque point
d’'intégraton del'élément.

L'étaped’évaluationde la loi de comporementnéassitel’uti lisation d'une boucle surles
élémens et les pointsd’intégraton, danslaquelle le calcd delaloi de compotementd’un
élémentde volume A estindépendan de celle d’'un élémentB. Cette étapeestdonc na-
turellementparalkle. En revancte, pour la résoltion du systéne linéaire global (tréscoir
teuseentempsCPU),il estnéessaie de déwelopperdesalgaithmesspéifiques.

b) Décompositi;m ensous-domaines

Les calauls par élémerns finis sont aujourd’hui limités par les moyens informatiques et
notammenparla quarité dedonnésqu’ils doiventstodker enmémoire(et donc, parcon
séquencepar le tempsde résoldion desdew étapes citées plus haut) Si I'on note par
N le nombrede degrésde liberté et par F la largeur de bance, le tempsde résdution du
systéne linéaire {K}{u} = {F}, (prépondéant dars les calauls tridimensianelg estde
I'ordre de NF2. Une solution pefformantepour la résdution efficacedu systémeinéaire
estla paralélisation par déammpositon en sousdomaires. C’estla méthoa FETI (Finite
ElementTearingandinterconnedion) (Fahratet Roux,199%4) qui a étéchasie dars le code
ZéBuLon. Chaqueprocesseumprenden chargeun ou plusieurs sousdomaires. On obtient
unemultitudede calcuk séqientids detaille raismnabk qu’il faut enstite rasemblerpour
condruire la solution finale. Les calcus ont été réaliséssur une machne paraléle IBM
SP2a huit processeursP2SCa 133 MHz. Chaqueproceseurdisposede 256 Moctets de
meémoirevive. Le maillagereprégntéenfigure (1.15) montre la décompaition de I'aube
enhuit sousdomaires.L'algorithme de démupage chercheafabiquerdesdomaine com-
pacts danslesquelsle rapport entrele nombrede nceudsn surface et le nombte de nceuds
envolume estminimum (utilisation du programmeSplitme$, ONERA).

Malgrél'utili sationdu calaulateu pardliele IBM SP2 ,nousn’avonspaspuréalserle calcu

avec un maillage quadatique (469536 degrésde liberté) car la place mémoirenéessaie
étaitinsuffisante. Cecalaul estmaintenantpossible au CentredesMatériaux surle noweau
clusierdePC.

Dansle tableau(1.5) ci-dessos, nous avons relevéla taille desmatrices pour les différents
sousdomairesenfaisart varierle nombrede démupages:
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Figurel.15 : Découpgedel'aube en8 sous-domanes

nombrede taille des taille totde
sousdomaires | pb élémertaires| duprobéme
8 166- 363Mo 2200 Mo
16 61- 98 Mo 1280 Mo
32 18- 40Mo 960Mo
64 3-20Mo 640Mo
128 — —

Tableau |.5 : Estimationde la taille mémoirenéaessaie en fonction du nomkre de sous-
domaine

De cefait, sinousdémupors notrestrudureenhuit sousdomaine, il faudiit 8« 3630 ~
3Go de mémoiresurun processeur

Par cortre si nous décoyponsen 64 sousdomaires,la place nécesairepou I'ensembledu
calcul élastgue estde 10Mo * 64 % 8 ~ 5.12Go de mémoireglobale mais la placesur un
processeum’es plusquede10Mox 8 = 80Mo.
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.5.2 Calcul deréférence

Dansun premiertempsnouscalcubnsla pieceréelle surle SP2de I'Ecole desMinesde
Parisendécaupart notrestrucureenhuit sousdomairesmaillésavecdesélémenslinéares
(73080 degrés delibertés).

Les conditions de chagemen pour le calcd élémerts finis essaiat d’'étre le plus réaiste
possble :

e nous bloquonsla face inférieure suivant les trois directions simulart la fixation du
pieddel’aube surle disque,

e nous imposms une force centrfuge simulant une mission de vol (figure 1.16)
('amplitude représeng un coeficientmultiplicatif del’accélératon maximale)

1.1

1+
09 -
0.8 -

0.7 -

amplitude

0.6 -

0.5 -

04

03 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

temps (en s)

Figurel.16 : Mission devol

e nous appliquors un champthermicue calcué parlesthemiciensde SNECMA (figu-
rel.17).

Nousretrouvons le gradent longitudinal du pied del'aube versla baignoire ou la tempéra
ture peut étre supérieule a 1100C. De plus la températire varie au cous de la missian
(mémemissian quepourla force centifuge).

Sur le graphe (1.18) nous avons tracéla contrainte équivalenteau sensde von Mises au
temps250,lorsqe la force centifuge estmaximale.
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Figurel.17 : Champthemiquedel'aube
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[.5.3 Calcul avecle milieu homogenede substitution

Dansun deuxiéemetemps,commedansl|’'étude de la plaque perfarée, nousallons réalser
le mémecalcul avec les mémesconditions aux limites et le mémechargementsur une
strudure mailléeplus grosseremen (figure 1.19). La zore peforée(enjaune surla figure)
auraun compatementhomogée équvalent et 'autre partie aurale compatementde la
strudureréelle

M
MM
A\ \\\\\ \\
AN 5

B SRS

L8

S A “\

Figurel.19 : Maillage del'aube sandestrous

Les deuxmaillages, fournis par SNECMA, n’ont pasexactemehla mémegéomeétie ex-
térieue ni lesmémescongé deracodement.De cefait, la massevolumiquea étécorrigée
afin d’effectuerun effort sembldle danslesdeuxcalcus.

Lesrésutatsobtenussurl’aubehomogééisé (figurel.20) sontsemblatesa ceuxobsevés
surl’aube perforée(figure.18).

Nous remaraions égalementur la figure (1.21) que seulanent six cloisonstransmetent
I'effort centifuge, lestrois autres neservaniqu’ala circulation del'air.
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[.5.4 Concentration de contraintes au niveaudestrousdu bord d’attaque

Nousvoulonsapréset obtenir I'étatdecontrainteauniveaudestrous dubordd’attaque.Le
calcd deréférancenous donnel’état de contraintesdéformationsautaur destrouset nous
allons évalue la prédction donné parla méthod derelocalisdion.

Pourcefaire, nousutilisonsla méthoa simplifiée présentéepréec@demmentars le casde
la zore perfarée. A partir du calcul réaisé surla géométie maillée grossérement nous
déteminonsle tenseurdesdéformatiors moyermnésurl’emplacementhéoriquedu trou que
nousimposonsala cellule de baseou I'incli naisa du trou estprise enconsidérdion.

Dansce casde chargemententifuge (figure 1.22), les résutats sort coh@entsavec cewx
calcuéssurla géométie réelle

Omises = 186 M Pa

N

sur 1’aube perforée

0 50

Figure .22 : Comparaisn de la containte de von Mises aprés relocalisation d’un cal-
cul effectué sur I'aube ou la zoneperfarée a été remplacé par un matérau homognede
subditution

Vu la grandedifférenceentreles deuxmaillages,|'état de cortrainte locd estdifficilemert
companble. Toutefds, la containte équivalene de von Mises obtenue apresrelocalisa
tion sur la cellule de baseestsimilaire & celle du calaul de référence. La locdisation de
cettecontrainte maximak estégalementdifficilemert compaablecarla géométre du bord
d’'attaquede I'aube n’est paspriseencompt au niveaude la cellule élémenaire. Pourdes
raismns aérodyamiqies,l’aube de turbine posséle unegéométie 3D complexe. Donc, en
plusdela courburedu bord d’attaquequi n'est paspriseencompt, nous ne maitrisonspas
I'orientation du trou.

Nousappréciors tout de mémel’amélioration qu’apportele fait derempla@r la zoneper-
forée par un matérias homogenede subditution parrappat au calaul ou la zore perforée
n'estpasprise encompt (figurel.23).
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Omises = 17T1M Pa

Omises = 186 M Pa

sur 1’aube perforée sur la cellule de base

0 50 150 200

100

Figure .23 : Compargsonde la contrante de von Mises apresrelocalisaion d’un calcul
effectué surl’aube ol la zoneperfaréen’est paspriseencompte
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Nousvenmsde compiendrel’int érétde remplaer le matériai hétrogér par un matéria
homogée équivalentayart un comporementeffectf (propriétésaffaiblies) et de montrer
I'effet prédictif desméthodsd’homogéndésation (chaptre |) dansle précéantchaptre.

Mais, danscerfins cas, si nous ne respe&tons plus la théaie classique des méthods
d’homogénésation(Sanclkez-Ralercia et Zaoui, 1985 baséesur le fait queles champsde
sollicitationssontconstantsd’une cellule al'autre (BeranetMc Cay, 1970 (d < Ly chaptre

), c’eg-a-dire si le matériauhéténgéneestsoumisa desforts gradients de défommation,
alorsle milieu homogéde équivalent peut étre apprahé par un milieu continu géréralis
(Forest, 1999 Forest, 1998 Pradelet Sab,1998) Et, plus partiaulierement, il peu étre
décrt par un milieu du secand gradient propcsé par (Gologan et al., 199; Triantdyl-

lidis etBardenlagen, 1996 qui consdlent I'utilisation du premieretdu secad gradientdu
champde dépla@mentu (Mindlin et Eshel,1968;Germain 1973.

.1 Homogénéisationet milieu du secondgradient

[1.L1.1 Mise endéfaut desméthodesd’homogénéisationclassiques

Nouscorsidéras uneplaque perforéepériadique (figure 11.1), nousbloquonsle basdela
strudureetnoussoumetonsla plaqueadeschagementghermomeéanigesendéformdion
plane

Dansle premiercas,nousapgdiquons un champdetempéaturelinéare

T(x) = |x/L|.200°C

oulL estlatailledela cellule etapourdimersionL = 200mm
Dansle deuxemecas,la strudure estsollicitée par un chagementsinusoidal

2X

T(x) = 600+ [sin

+ coszty].zoo °C

avecunepériodedeT = 3L.
Surlafigure(ll.1) nous pouvonsob<server la variaion dela déforméed’unecellule al'autre.

Figurell.1 : Plagueperforéesoumie a deschagementghemiques
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Surlafigure(11.2) nous avonsréaliséle mémecalaul (mémegéométie, mémechagement)
suruneplague mailléeplusgrosserementsanssingularité géamétriqgueet posedantun mi-
lieu effectif.

INEEN AR

Figurell.2 : Plaguehomognéigesoumie auxmémeshargemers

Sur la figure (11.3) nous remarqwns que les méthales d’homogénéistion classques

peuwent étre misesen défaus dars le cas de forts gradients (figure 11.1). La plaque

homogééisée possédam des propiiétes effectives détaminéesa partir des méthales
d’homogenéisation classque, reprodiit correctemenla réponsede la plaque perforéedans
le casdu chagemen themiquelinéaire (figure I1.3a) maispasdansle casdu chargement
sinusidal (figurell.3b).
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Figurell.3 : Comparaisn entrele déplcementlela plaque perforéeet celle dela plaque
homogééiséesuruneligne verticde traversantia quatrémerangé detrous

Si la longueurd’onde du chagementthermicque n'ed plus trés supéteure a la taille ca-
ractérstique de la strucure, ici la taille de la cellule, alors la températire a I'int érieur de
I'élémert repréentaif ne peutpasétre consdéréecommeconsante. Ceciveutdire que
I'énergie de déformation s’acaumule a I'in térieu du milieu homogée en raison du gra-
dient de tempéraure. Ce qui, commenous allons le voir par la suite, va nousamenera
utiliser un milieu homogéethermcélastguedu secand gradent.
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[1.L1.2 Améliorations possiblesde la méthodeproposée

Apréss’étrerenducomptequenouspowionsrencaitrer certans probdémessi notre struc

ture subisaitdesgradentsthermiqueset puisque celapeutétrele casdel'aube deturbine

multiperforée nous allons essger d'apporter desaméliomationspour le casou le charge-
mentmettrat endéfau I'approchedu chapite I

Toutd’abord,nousallonsessagrde compendrelesraisors du problémeenétudiantun cas
simple.

Nousappliquors, sur cettecellule de basecongituée d’'un matérau classque (matéridle-
mentsimple)qui n'incorpae quele premiergradent desdéplcementsun champ detem-
pératire qui varie linéairementenfonction dela variade x

abx O 0
eh=aflxl=abxl=| 0 abx O
0 0 abx

etdescondtions auxlimites différentes.

e Dansle premig cas,|'élémentn’es soumisa aucwneforce extérieure.

¢ Dansle deuxiemecas,nousbloquonsle déplacementsuvart lesdirectionsy etz ce
qui provoquel’apparition de cortraintes.

cas 1 cas 2
Figurell.4 : Conditionsauxlimites
Dansle premie cas enraisa del'absencedesconditions auxlimites, la défarmationther-
migueestun champcompdible alorsquedansle deuxémecasla déformationélastiqie est
aprerdreencompte

casl

cas2
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Nouscalcubnsensute le champde déplacemenparintégrationdu champde défarmation
(figurell.5), pou un matéria élastque homogéeisotrope.

cas 1 cas 2

Figurell.5 : Isovaleursdu déplacemensurles déformées

casl
=3 a8 (%)
Uy = aBxy+C'®
u, = aBxz+ Cte

cas?2
3A+2u

%= o012y
Uy =0
UZZO

a0 x?

Mainterant si nous calaulonsles granceurseffectives aprésun choix apprgrié du repée,
nousobtenons(pou lesnotations voir annee A).

casl

<g>=0,<0>=0,<e®0>=a0, <olex>=0 (1.1)
cas2

<g>=0,<0>=0,<e®0>=0, <ol@x>#£0 (11.2)

Lz 2
etplus précisément< 0z, X3 >=< 0az X4 >=—§ S a0 L2,

Au vu des équaions (11.1) et (11.2), cesdeux situaions sontindiscerrablesd’un point
de vue de I'homogénésation classque. Ceci s’explique par le fait que la théaie
d’homogenéistion classque ne prend en comptequele premieg momentdescontraintes
etdesdéfommations a savoir la moyenre.

Par contre si le milieu homogenede subsditution estconsdérécommeétart un milieu du
secom gradent, les deux situaions sontdistinctesgrace a la prise en comptedu secand
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moment.
Donc,d’apresle schémarésentépar (Gologam etal., 1996 Forest,199), lessituaions 1
et2 pouraiert respetivementétrereprésentésal’échelle macrogopigque par

E=0,2=0,K=a®0T,S=0 (11.3)
et
E=0,Z=0,K=0,5S#0 (11.4)

OUE, Z, K et Ssort respetivementle tenseurdesdéformatiors, le tensurdescortraintes,
le teneurdu gradientdesdéfarmations(K = £ ® [J) (ou secoml gradient desdeplacement}
etle tensew deshypermontrantes.

Lessituaionsprécdenessontcompdiblesavecuneloi decomporementdela forme:

g=C: (g — £") avec " = ATq (11.5)

et

n

2>

(K — KM avec K"=a®(TO) (11.6)

ouC et A sontrespetivementle tenseir classguedesmodulesd’élasticité et le tenseur des

modules d’ordre supéieur. La déformaton themiqueg" et le gradent de la déformaion
thermicue I§‘h sontconsdéréscommeétart la déformaton libre etle gradientde la défor-
mationlibre.

La formulation généale de ceslois de compotementva étretraitée a traversles principes
dela mécanigie et dela thermod/namigte.

Résumé

L'utilisation del’hypothéseclassque desméthods d’homogénésation consdérant la taille
del’hétérogéreéitétrespetite devarnt lalongueurd’ondedesollicitation conduit al'util isation
d’un milieu de Cauchypour modélise le milieu homogeneéquialent. Par contre désque
les champsmoyens ne sontplus lentemen varialdes, le milieu homogneéquivalent doit
étre consdéré commeun milieu cortinu généalisé (Pideri et Seppechr, 1997, (Forest,
1999 (tableaull.1).

consttuants | taille | milieu macrosopigue
duVER (MHE)
Caucly | < Ly Cauchy
Caucly I<Lw généalisé
généalisé [<Lw généalisé

Tableaull.1 : Lesdifférentes procé&uresd’homogénésation

Il 'y a deuxclassesprincipales de tels milieux : les milieux de degré n qui font intervenir
les gradientsjusqu’a I'or dre n du champde déplacementmacrosopique U (x), tands que
les milieux d’ordre n introduisent desdegrésde liberté supgémentares en plus de U (x).
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L’'avantag de cesmilieux de degré ou d’ordre supérieurs, par rapport a I'uti lisation de loi
nonlocale sousformeintégrale,estqueleséquationsd’équilibre, lesconditions auxlimites
etleslois decompatementlinéairesassaiéessontbien connies.

1.2 Analyseasymptotique enisotherme

L'objectif de ce paragrapte estde montra que les relaions supgémentares as®ciéesa
l'introduction du gradient de déformation et du gradent de la tempéréure de maniéere
phénanénolaique dansla sectbn précéante, peuvent se dédure de I'analyse du com-
portemant effectif d’'un matérial hétéogere soumisa un champde déformationlentement
variade. Poursimplifier, nousconsdérors un matériauclassque hétérgénepériadique
dansle casstatigue.

Le casdesmatériax a microstructure périodique a étéaboidé plus tardvementet les mé-
thodes utiliséesfont appe aux déweloppemeits asympotiquesa desordresplus élevésque
dansle casclassique (Suque, 1980) (Gambinet Kréner, 1989) puis (Boutin, 1996 ont
d’'abard mis en évidencedescontiibutions non locdes a addtionner au résutat classique
d’homogenéistion periadique. Le lien avec la théore du secom gradent apparait en-
fin dans(Triantafyllidis et Barderhagen 1996) et est utilisé pour plusieurs apdications
(Schraackt Triantafylidis, 1997).

[1.2.1 Equations de champsal’échellelocale

Nous considrons commematériaude dépat, un matériai hétéogére classque dort les
proprietéssontdétaminéesa parir d’'un milieu de Cauchy

L'objectif estde dédure les propriétésglobdesdu milieu homogeneéquivalenta partr des
propiiétéslocales.

Lesvarialleslocdeset globdes (ou effectives)doivent étredistinguées

variableslocales : g o (1.7)
variablesglobdes : E, Z (11.8)
Leséquatonsdu probléeme® arésaidresurle matérauhétéogére sont:
g=Cl¢ (1.9)
od+f=0 (11.10)

lesconditions auxlimites n’étantpasmentinnéegparsimplicité.

Le problemeestdéfini surun domaneinfini etl'inconnuedu problemeestle champ local
dedéplcemenu(x).
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[1.2.2 Analyse dimensionnelleet développemens asymptotiquesaux ordr es
Supérieus

Pour simplifier, nous suppsors que le matérau hétépngeneadmetune microstucture
périadique qui peut étre décite par une cellule élémentire Y de taille caractéridique .
L’échellemacrescopiueestcaractérisée parunelongueurcaractérigique Ly, qui n’estautre
quela longueurde variation de sollicitation qui doit normakmentétre du mémeordre de
granceurquelataille dela strucure L (hypothésegprésntées enanrexe B).

L'analyse dimersionrelle, effectuéeci-dessos, détaminelesparanétreampliquésdars le
problemea prerdre encomptedars la procédured’homogénésation (Pradel, 1998).
Nousdéteminonsun esmcesansdimenson surles coardonrées,les dépla@mentset sur
desrelationsd’équilibre :

X' =X%/La, U =U/Ly (11.11)

e(u)=¢€e"(u"), O"=Le0, c=ctc (1.12)

A présat nousramenos le problemeréel P pos surunsolideinfini, aumoyendel’analyse
dimensonndle, aun probleme?* exprimé surunecellule élémertaire sansdimenson Y*.

L
o*.0"+f*=0 avec o*=g/c=c":€"(u"), i*=%)i (1.13)
La granceurcaractérigique du problémeest:
I

= — .14
= (11.14)

Par conséquat, nousdéfinissonsunesériede petits probléemes(R)e~o surY
Y ={yly=x/e,xeY'} (11.15)

utilisant les méthoadks asymptdiques utiliséesen homagénéigtion périodique (Suqtet,
1980 Sanchezalenciaet Zaoui,1985).

Les équdionsde ‘& arésaudresort les équatons (11.9) et (11.10) danslesqiellesdéplace-
mentet contraintesont étéremplacéspar 0 et o®

ot.0+f=0 (1.17)

ot = ga :e(u?) (11.16)

ou le rappat € apparitcommeun indice dars les équationset on prend

a(y) = a(ey) (11.18)

Leséquatiorns d'équilibre et leslois de comporementdu milieu homogée équivalentsort
obteruesdansle caslimite ou € tendvers0 (Sanche-Hubertet SanchezPalencig 1992).
Le milieu étart €Y périadique nousfaisonsl’hypothésequetoutes lesgrardeursdépenden
de leur postion macrescopiuex et de leur postion microscopiquey dansY. De plusle
paraméte €, étart suppsépetit, nousdéveloppors chagqie grardeurcommesuit ;

UE(X) = Up(X,Y) +EU (X,Y) +EZUp(X,Y) +E2Us(X,Y) + ... (11.19)

0% (X) = Oy(X,Y) + €0, (X,Y) +€20,(X,Y) + £3T5(X,y) + ... (11.20)

ol lesfonctionsintroduites y (x,Y) etg;(x,y) sontsugposés avoir desordresde granceurs
voisins et étrepériadiques parrappat ala variable y.
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[1.2.3 Etablissementdes équations d’équilibr e et deslois de comportemert
effectives

A unefonction f&(x) nousassaionsla fonction f(x,y) dontnouscalaulonsla dérivée par
rappat ax dela maniée suivane:

(00 = flxy) o 1= 1.0+ 1/er 0, (11.21)

avecdesnotationsévidentes.

Il enrésute quele tenseir desdéformationsassoce est:

e(U) = & 'e(Ug) +ex(Up) +6y(uy) +&(ex(Uy) +8,(up))
+€%(8(Up) + 8y(Ug)) + - (1.22)

Le calaul dela divegencedescontaintes donre deméme:

o°.0 = £ '0,0,+0,.0,+0,.0,+¢&0,.0+0,0,)
+e2(0,.05+ 05.0,) + ... (1.23)

L'identification destermesde mémeordredansleséquaionsprécélentes condlit auxéqua-
tionssuivantes:

ordre-1
8(Up) =0 (1.24)
0,0, =0 (11.25)

ordre 0
9o = C": (ex(Uo) +6y(uy)) (11.26)
0o Ox+0,.0,+ =0 (11.27)

ordre 1
0, =C: (&(uy) +&(Uy)) (1.28)
0,-Lx+0,0,=0 (11.29)

ordre 2
gy =C" 1 (&(Up) +8y(U3)) (1.30)
0,.0x+0,.0,=0 (1.31)

L'équatian (I1.24) implique que leschampsétart périadiqueseny :

Up(%,y) =Ug(X) (11.32)

Nousconsidérmsalors les problemesauxiliairessuivantssurla cellule élémenaire :

probleme4,
&(ug) =0 (11.33)

probleme4;
Oy =C" : (&(Uo) +8(Uy)) (1.34)
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0,-0y,=0 (11.35)

probléeme4,
g9,= ga D(ex(Uy) +&y(W)) (11.36)
Op-Ux+0,.0,+f=0 (1.37)

probleme4;
g, =C 1 (ex(Up) +8y(U3)) (1.38)
0,-0x+0,.0,=0 (1.39)

Lessolutionsdesproblemes4 sontle champdedéplacementy etle tenseir descontraintes
g;_, pouri > 0.

probleme.4;
Le probléme 4; estclassque et dépend linéairementde g(U,) de sortequ’il existe un
tenseir delocalisationpris demoyemenulle etunetranslation U, (x) telle que:

U (x,y) = U100 +X(y) - &Uo) (11.40)
La solution esttelle que< g,(u;) >=0.

Connassantie champ dedéplcementous calcubnsles champslocaw

G, =

020

c (eX(Qo) +>;< : ex(Qo))
= ¢ (14+%) ra(Uy) (11.41)

129 ¢}

ou X = X(y).j avec[J; désgnantle gradientsymétisé.

Le champde cortrainte effective estdéteminé en effectuant la moyeme de la cortrainte
locale surla cellule élémenaire.

— i € —
2 = lm<g >y=<0, >
= <c:(1+%) > edUy) (11.42)

oule terme< . > sigrifie la moyemesurla cellule élémertaire.
Nousretrowonslesrésutatsclassguesenhomogémisaton péiiodigues.

A présatnoussupmsors queleschanpsmacrosopiquesnesontpluscongantsmaislente
mentvariables.De cefait, nousallonsprendreencompt lestermescorectifsenrésolvant
lesproblemesd’ordre superieut

probléeme4,
La résdution du probléme % sefait endew étapegBoutin, 1996). Nousconsdérors le
caspartiaulier pourlequel lesforces devolumeontla forme:

f(xy) =p(y)f,(X) (11.43)
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Nouscalaulonsalors la moyeme volumiquesurla cellule de basede'’équation (11.27) :
<gy>y-Lit<f>=0 (11.44)
desorte quenouspouvonséliminer f :
<p>f =—(Co:eUp)).0c avec Co=<c:X>y (11.45)

Noussubstituonsalors_f0 etu, dans(11.27), cequi semetsows la forme:

(c:er(u) Oy + (c: X &xUo)) Ly + (¢ eUy)) .
= —(credUo)) D+ B (CoredUy)) ., (1146)

ouB=p/ <p>y.

Le probeme se rameénedonc a un problemed’éladicité hétéogenepériodique avec des
forcesfictives. Seulle chanp de dépla@menty, estincomu. Nousremarqunsqu'il est
linéaire eng(U,) etene(U,) @ O,. Lorsquee(U,) ® O, estnul, 'équation resainteest
la mémequepourle probleme. 4.

De cefait la solution peutsemettresousla forme:

Up(%,Y) = U (X) + X () &(Us) +Y(y):(&(Uo) ® Ly) (11.47)

probleme4s;
Le probéme 43 serésait de maniéreanabgueet nous obterons:

Us(X,y) =Us(x) +X(y) 1 &(U2) +Y (y):(eU1) ® L) + Z(y) 2 (&(Uo) @ Lk ® L) (11.48)

Lestensairsdelocalisation sontpris a moyennenulle. En fixant lestrandations tellesque
< UE(X,Y) >y=Ug(X) +&U;(X) +€2U»(X) + ..., la solution sesimplifie en:

U0 Y) = Uo(X)+X () &(Uo) +Y():(8dUo) D)+ Z(¥) : (8(Ug) € D@ ) (11:49)

Nousremarguns que les contibutions non locales font intervenir les premieret secad
gradient desdéformatiors globdes.

formedela loi decomporementeffedive

Nouspowonsmaintenantcalcuer la défomationdu milieu :

o) = edUo)+X(Y) Vo)

+ e (X0a(Us) 900 + 1Y eUo o) )
+ & (Y0 (6U0) 8 D@ D) +20)  (6(Un) 88 50
N N (11.50)
Nousremargionsen passat que

< e(u) >y= (U (11.51)
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c'esta-direquela moyemedesdéformatonslocalesestégaleala défomationassoéeau
déplacementmayen. Nousvoyonsalorsquela loi decompatement(l1.9) condlit a uneloi
decompatementeffective dela forme:

< >y=C": &(Up) +eCH (x(Up) ® L) +€°C? 1 (&(Up) @ e ® ) + ... (11.52)

A noter quelesdifférentstensursC’, C! et£?C? secalaulentindépendanmentdec.

formedel’équation d’équilibr e globale
Nousremarquaisque enpassat ala moyenre:

<g®>y O+ <f>=0, <o'>.0,=0 <g¢*>.0,=0 (1.53)

oul'équation (11.31) afinalemant étéutilisée.
Il s’ensuitque

O+ < f>,=0 avec 1(x)=<’+eq’+€%0%>y. (11.54)

[1.2.4 Lien avecla théorie du secondgradient

Lesélémensdemécanigiedesmilieux coninusdedegré 2 présemésdans(Germain 1973
sontintroduitsenannee D.

Larelation .54 implique quele tenseurdescontrainteseffectivesd n’est pasdéfinicomme
un tenseir descontrantesde Caucly maisplutdét commele tenseir descontrantestd’un
milieu du secom gradientdéfini parl’équation (D.16).

Leslois d’élasticité pourun milieu du secand gradients’éciivent:

o=c:e+CcK (11.55)
S=cT:e+CK (11.56)

ouK désigiele gradientdece.
- K=E®O (1.57)

Nous pouwvons aussiexprimer la loi de compotementcommeune relation liant les con
trainteseffectivest = g — SO (équaion D.16) aux deformatiors et a leurs gradients. On
voit gu’elle estdela forme:

+ ®0) (1.58)

S=c:e+

\Z?O=
1=
()
(1=

ensupposar I'élasticité homogene.

Nousrecmnaisonsla forme(11.52) obtenueparanalyseasympotique. Il appaaitdonc que
la méthoded’homogénésation pré@dene ne permetpasde distinguer leshypercatraintes
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desforce-conraintes. Cettedistinction joue un role essetiel lors del'application descon-
ditions auxlimites surunestructureconstituée d’'un matéraudu secoml gradent. Il estclair
quel'approche d’homogénéistion proposées’intéressevart tout ausolide infini. La prise
encomptedeseffets de bordsestun problémedélica (Dumontet 1990).

Remagque
Lorsquele groupedessymétiesdu milieu du secom gradent cortientla symétie centale,
le termede couplgec estnul, et c’estla formulation de I'élasticité sars cougagequi est

la plus communénentutilisée. De méme (Triantafyllidi s et Barderhagen 1996) montrent
quele tenseir correpondantC! estnul désquela cellule admetun certre de symétrietel
que =

c(y) =¢<(-y) (11.59)

Nousvérifionseneffet qu’alors:

X(y) ==Xy, Y =Y (-y), Z(y) = ~Z(-y)- (1.60)

1.3 Thermoélasticitédu secondgradient

Nousvenors de voir quelorsqueles champsne sort plus congantsmaislentementvaria-
bles,la loi de compotementeffective estdéfinie par un milieu du secom gradent. Dans
notre étudele chagementest anisdhermeet afin de comaitre la forme d’'une loi ther
moélastijuedu secom gradientnous appliguonssucessivemert la méthodedespuissances
virtuelles, le premie et le se@nd principe de la thermog/namique dansle casd’un solide
thermodastiquedu secoml gradient. Unetelle formulation nesemblepasavoir étépropsée
antéreuremena (Cardoraetal., 199%).

[1.3.1 Principe despuissancesirtuelles

La méthodedespuissancs virtuellesestun outil qui permetde dériver leslois d'équilibre

etlescondtionsauxlimites quetoutchampincomudoit remplir surundomaneQ (annee
D). Lafrontiere 0Q estsupmséeau moinsdeuxfois continmentdérivable, ce qui permet
gu’'enchaquepoint il y ait unenormalen etunecourburemoyereR. La préserged’arétes
etdecoinsdevra étretraittecommedans(Germain 1973.

D’apres (Maugn, 1980, la premige étape consiste a définir I'espacedes mouvements
virtuels nécessairepour la descrption du milieu Q. Les degrésde liberté pour un milieu
thermodastiquedu secom gradientsontle déplcementi(x,t) etlatempéraureT (x,t). De
cefait nousavons commeespa&e desmouvemens virtuels

9° ={0u, T} (1.61)

La variation de températire est ajoute aux variades de viteses habitwelles afin de
généaliserla loi et paree que nousvoulons égalemen consdérerla varialde transtoire
T commeun degré deliberté. De cefait nouséterdonsl'espacedesmouvementsvirtuelsa

§={u,u®0, @010, T, TO} (1.62)
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ou lesvitessesvirtuelles sontsupposés étre continueset au moinsdeuxfois continlmert
dérivableset la variation detempératire cortinue et continimentdérivable.

Remarque
L'espacedesmouvementsvirtuels a seulenentétécompléé parla paire {T, TO} parrap-
portala théorie du secand gradient introduite par (Germain 1973 (annee D).

a) La puissancedeseffortsintérieurs, P
La densté de puissaancevirtuelle des efforts intérieurs s’exprime a l'aide d’'une forme
linéaire dars 'espace desmouvemerts virtuelsd (Cardoneetal., 199%).
p=0g:¢ + SIK + a7 + bV.(TD) (11.63)
Et 'expressia dela puissancevirtuelle desefforts intérieurs #) s’exprime aI'aide d’une
intégrale devolumesurle domaire D C Q
pl) — —/ (0:8+ SK+alT + b0 TOdv (11.64)
» 20
ou € estla parie symétrquedu gradentdesvitesseset K= ¢ ® [ (annee D).
Dansl'expressia (11.64), nousavons déjaconsdérél’axiome despuissancesvirtuellesdes
efforts intérieurs. Les quanités duales du champde déformaton et du gradent du champ
de défarmationsort la partiesymétique du tenseu descontrantesget le tensurdeshy-
percmtrairtes§($ ik = Sjik)-
Deuxnouellesquanttésduales ont égalemenétéintroduitesd’) etb™. La pure partiemé-

canique dela densté desefforts intérieursa été compléée par une contibution themique
représentan la parie disspative (enoppagsition ala partie calorifique) du travail.

Mainterantnous allonsutiliser, toujourscommedansle casdela theoiie dusecad gradent
enanneeD, le théomede Gausssurl'expression(l.64) afind’écrire A1) sousuneforme
canaiqueadéaiatepourpowoir appiquerle principe despuissance virtuelles.

PO, T) = /@ (- (¢ - s0).0) 4+ (@ - bO.0)T) av

N /w(((o ~ D)) 0+ (S0): (@80) + b0 T)ds
(11.65)

(#9= + [ (611 = Siwi) & = (@ = b} T)av
+ /6@[(_0” + Sijkk)Njli — Sjk Nk Gij — bg n T] ds)

Et enapdiquart le théoemede la divergencepour la surface au niveaudu dernig terme
nousobtenond’expressia finale (annexe D) :

2001 = [ (-(@-sD0)i+ @ - b"0T)av



11.3. THERMOELASTICITEDU SECONDGRADIENT

47

+ (g,: (n®n)) .Dnt + b.n T') ds (1.66)

ou D, et Dy représentenrespectivemernt 'opérateurde dérivationnomaleet 'opérateurde
dérivation tangentidle (11.67).

u®l = Dpu + Diu  avec Dpu = (Uu®L).n (1.67)

b) La puissancedesefforts extérieurs a distance, %%
Danssaformela plusgénéale, la puissancevirtuelle desefforts extérieurs a distarce #9)
estuneformelinéairesurd.
Pl :/ [fU+Cio+F:é+LK+a®T +pdTOadv (11.68)
D= =

ou w estla partie anti-symétrguedu tenseurdesdéformatiors.

Nousintroduisonsa ce niveaude nouwellesquartités duales tellesque:

¢ unchampdeforcesvolumiquesdéfini parla densté f (vecteur)

e unchampdedoublescouplkesvolumiquesdéfini parla dersitéC
(tensurantsymetriqueGj = — Cj;)

e unchampdedoublesforcesvolumiquesdéfini parla densté F
(tensursymétiqueFj = Fyi)

¢ unchampdetriplesforcesvolumiquesdéfini parla densté L
(tensursymetiquel,jk = L ;i) qui peutétreajoutépourunmilieu dusecomdgradient

e etlesquartitésa?d eth@.

Puis, en effectuant les mémesintégrations et les mémeshypotheéses nous trangormons
I'équation (11.68) en une intégrale de volume et une intégrale de surface commedans
I'équetion (11.66).

P — /@(— ((f-c-F+LD.D)u+ @ - b¥.0).7) av
+ [ ((c+E-LDn+2RL (e - D (L) &
(n

+ (I:_ ®D)) .Dnit + b@.n T) ds (11.69)

c) La puissancedesefforts extérieurs de contact, 2(©

La forme appr@riée pour la puissance virtuelle des forces de contact est dictée par
I'observation destermesappaaissant dansl’int égralede volume deséquaions (11.66) ou
(11.69).

p(©) :/ [T.0+ M:Dpit + a9T]dS (1.70)
0D

Lesefforts extérieursde contact ) sontreprésenté al'aide :
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e d'unedenstésurfaciquedeforcesT (vecteurcortrainte entout point ded® etnomal
aoD)

o d’'unedensté scahirededouldesforcessurfaciquesnormaksM

e delaquartité dualedeT, le scalare a(®.

d) Application du principe despuissanceirt uelles

Nous appliquons maintenant le principe des puissancesvirtuelles, étadi en anrexe D
(D.1), entenarn comptede (11.66), (11.69) et (11.70) et nousobterons,dansle casstaique,

I'équation suivante:
P 20 4 p) =0

Nousendédusonsles équaionsd’équilibre suivartes:

f+1t0=0 aec 1=0-C—-F-S0+L0 (11.72)
(fi + wjj = 0 avec Tj = 0ij — Gij — Fj — Sjkk + Lijkk)
bO0-a=0 aec a=a)—a®eth=0p" —p® (1.72)
(bi,i —a=0 aec a=a)—a®eth =bn" - bi(e))

Lescondtions auxlimites assogessontaussiobtenues

T = 1n+2RS-L):(n®n) — D¢ ((S—L).n)

T = Tjnj + 2R(Sjk — Lijk) nj ik — Dj (Sjk — Liji) Ne

M = (S-L):(n®n)

Mi = (Sjk — Lijk) nj nk
a(c) = t_)ﬂ
A9 = b (11.73)

Onpeutnoterque dansle casclassique,Setb(") nesontpasintroduits (Maugin etMuschik,
1994). Dansle principe, le termea) T pourait étreintroduitdansla dersité despuissance
virtuellesdesefforts intérieurs maisles quartités d© etb® n'étant normdementpasin-
trodlitesdansle casclassique le termed’) neserat pascontrebalancélors del'écriture du
principe despuissanesvirtuelles. Et de cette fagon nousretrowonsla forme classique
Cesrésulatsprécaisert la plausble introducion du gradientde tempéraureT commeun
mouwvemert virtuel géngalisé, mémedansle casclassque, afin d’étaldir une expres$on
anisadhermegénéalisée du principe despuisancesirtuelles

De la mémemaniee, les énancésfondamentax de la themodynaniquevont prende une
formegénénlisée Dansla sectin suivante nousverronsdifférentesformulations possbles
définisantleslois dela themoélasttite.
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[1.3.2 Premier principe de la thermodynamique

Nousavons montréen annee D queI'énergie pouvaits’exprimer en fonction de la puis-
sancevirtuelle desefforts intérieursetdela chaleur recle.

d .
—E = —p0
th PV + Q

avecE I'énergie inteme.
Ici nousavons pris commehypothésede consever la puissancevirtuelle desefforts in-

térieus commeétart uneformelinéaire surd, c’esta-dire detoutessesvariadesd’état (g
e, T, TD).

Pl = —/ [0:& + SK + a7 + b TO dv
» 20
De cefait, nousobtenonsla formelocde dela loi deconsrvation del'énergie

pe=0:£+SK+a'T+b0.T0+r - gD (11.74)

(pé = 0 U + Skt + al T4+ b0 T+ 1 - q“)

)

avece 'énemgie interne spécifique
g le vecteu flux dechakeur
r la dersité de production interne dechaleu.

[1.3.3 Deuxiemeprincipe dela thermodynamique

Le secand principe postue quele taux de productiond’entropie S esttoujourssupéieur ou
égalauflux totaldechaleur N : _
S>N

Nousintroduisonsla densté d'énemgie speifiquen (¢ K, T, TO) etnoussupmsonsque:

s=[enaverN=— [ onds+ [ Zav (11.75)
Q aQ oT

Le vectaur flux d’entropie @ estpristel que® = g

De cette mani&e, nous écrivons la forme locale du deuxéme principe de la thermaly-
namiquesots la forme (anrexe D) :

r
T
Puis,en combirantles équaions (11.74) et (11.76), nousobtenonsl’inégalité de Clausus-
Duhem

o + (7).0 — % > 0 (11.76)

).(TO) >0 n.77)

—|la

P(TH—¢& +0:g+SK+a)T + bl (TO) — (

(P(Tf] — &) + 0y U + Sjcli + alT + b T - %T,i > 0)
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Mainterantnousintroduisans|’énemgie libre spécfique = e — Tn etnousobtenons:

TO >0 (11.78)

—|la

0:¢+SK-pl+ @ —pnT+b".70-
Nousretrouvonsuneéqudion similaire acelleobtenueenannexe D avecdestermesenplus
dusarT.

Afin de déteminer les lois d’'état, nous supmsors que le potentiel thermodynanique
dépend desvariablesd’état doncdars ce casl’énegie libre estfonction de quate variables
(e, K, T, TD).

Y=uy(E,K, T, TH (11.79)
donc ou o0 o0 o0
etl'in égalitéde Clausits peutsemettresous la forme
N oMk @ —on — o M5
i oy | - q
(I) _ L _ = >
+ (b paQT).TQ =T0>0 (11.80)
Gij — P —)Ui,j + (Sjk — P—) Uj,jk + (87 — -p=)T
((aij puij) i + (Sik pUi,jk) i,k + ( pN paT)
i 0¥ G
Cetteformulaton peutétredécommséeenunedisdpation thermicue
Dih = 4 TO (1.81)
th=3-TL :
etunedisspation intrinséqe :
_ oy, . _ oMy
D=(o-p5)ie+ pag)':
. . - : oy .
(i) _ _pr (i) 5 2*
+@ —pn-p2)T + (b paTE)-TQ (11.82)

Lesvariablesg, K, T et T étart indépenanteset en suppsantunereguarité sufisane
desquartitésintroduites nous obteronsleslois d’'état suivartes:

_ L 0y
g = p T (6ij = p Ui,j)
_ L 0y
§ = P a|§ (Slk =P ui,j )
- o oy
() I— Y i _ 5 9%
pn = - oW + all) (1.83)

oT
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Lesénmcésfondanentauxdela thermodynamiqueconduisent al’écriture deslois decom-
portemat d’'un milieu thermoélasigue du secom gradient. Si nouscompabons cette for-
mulationa la formulation classque déweloppéepar (Mindlin et Eshel,1968 et (Germain,
1973) nous remarqwnsquel’intro duction de T permetde généalise le modéle
L’expresson classiquede I'entropie (11.83) estmodifiéepar le termea’) qui, d’aprés les
équaions d’équilibre (11.72), n’est rien d’autre que la divergencede la force thermaly-
namiquegéréraliggeb asseciéeaugradientdetempératre.

[1.3.4 L’équation dela chaleur

L'objectif de cette secton estde montrer quele type et 'ordre de I'équation aux dérivées
partidles enT, aussiappeéeéqudion dela chakur, nesontpasmodifiésparlesprécélents
résuliats.

Si nouspreronsen compteleslois d'état (11.83), alorsla loi de consenation de I'énemie
(11.74) peutsemettresousla mémeforme quedars la théaie classique(anrexe D) :

—qOd+r=pTn (1.84)

danslaguelle noussubdgituons la relation

n=- g—i’ + %a(i) (11.85)

L'expresson éterduedel’équationdela chaleu peutalorsselire :

2y Taal . ab() FEUE
dg  aal) | 0S aal) ..
oula chaleu spécfique géréralisé estdéfiniepar:
0°p Toaal
C=—T St 537 (11.87)

La loi de Fourier g = —k.T[ peu encore étre apdiquée De cette manige, l'inégalité
de disspation estidertiquementsatidaite. Et il resteune équaton différentielle partidle
d’ordre 2 avecun nouweautermeenT L.

11.3.5 Formulations alternatives

Nouspowonsformuler autremenla thermod/namiqie de la themoélasttité d'un milieu

dusecom gradent. Le point communde cesméthalesestd’éviter I'intro duction determes
additionnek dansla densté de puissancevirtuelle desefforts intérieurs (équation I1.63) et
doncdeleur donrer unesignification différente.



52

Chapitrell. Champsanoyers lentementariables

a) Un concept basésur le “tra vail interstitiel”

La formulation themodynamnique, proposéepar (Dunn et Serrin, 1985, a été invoqué
afin d’'introduire desgradientsd’ordre supé&ieursdars les lois de compatementsansfaire
référenceauxtravauxde (Mindlin etEshel,1968)etde (Germain,1973). Cesauteus (Dunn
et Serrin,1985 modifientla loi de consevationdel'énergie.
Lafaiblessedecetteméthale,encompaaisa a(Mindlin etEshel, 1968, (Germain,1973),
(Dell'isola et Seppeher 1995 ou (Trostel 1985, estqu’elle ne conduit pasexplicitemert
a la formulation de condtions aux limites. En réalité, I'objectif de cetteformulation est
de consever un problemeavec desconditions auxlimites classgueset destravauxréceng
suivert cettevoie (Faciu,1998).

Denotrepoint devue, unetelle formulation n’estdéjapasappopriéedande casd’un milieu
du seond gradient isotherme. Mais nous allons appliquer cettetechnique pour introduire
TO, cequin'a pasétéfait dans(Dunnet Serrin,1985).

La densigé de puissancevirtuelle desefforts intérieursestdéfiniecettefois-ci par:

p=0g:£ + SK (11.88)

Commedans(Dunn et Serrin 1985), hous ajoutmns un termew au niveaude la loi de
congnation del'énemgie. De cettemaniére la formelocde peutsemettresousla forme:

pe=0:¢+SK+r-qd+wd (11.89)
Et si nouspreronsw = Th, nous obterons
pe=0:£+SK+ThO+bTO+r —q0 (11.90)

cequi correspoml exactemental’expresson (11.74) ouil estrappeléqued’) = b.[ (relation
(11.72) obtenuelors del'application du principe despuissancesvirtuelles.

Apparemmencetie formulaion conduit aux mémesrésutats quela théorie que nous pro-
posms. Cepenant trois différencespeuert étre notées : le choix de w =Tb n’est pas
clair, la nouwelle condition aux limites ne dérive pasexplicitemen et la dersité de puis-
sancevirtuelle desefforts intérieursresteinchangée

b) T, degrédeliberté ou variable interne?

(Maugin, 1990) proposeun formalismegénéal pour I'in troduction de varigblesinternes
et de leursgradentsdansle formalismede la thermod/namiqge. Danscettesecton nous
suivonsle schémaproposéet consdérors T commeunevariable interne.
Nousconsevonsla densté de puissancevirtuelle desefforts intérieursinchangée

p=g:¢ + SIK (1.92)

La modificaton intervient au niveau du secom principe de la thermod/namicue. |l
s'exprime toujoursdela mémemanié&e

S = /pn dv etN = —/ 9.nd5+/ T av (1.92)
Q Flo) T
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maisla relation existart entre le vecteurflux d’entropie @ etle vecteur flux dechaleur g est
consdéréecommeunerelation congitutive (Miller, 1985 dela forme

q
®==+k (11.93)

ouk estunflux d’entropie supgémentare a déteminer.

A ceniveau la, I'entropie estintroduite de manige automaique et, par conséjuert, sans
réellecaractérisation parrappat auflux initial (q/T estconnumaispask).
Laformelocde du secom principe peut s’écrire :

pn+®0>0 (11.94)

Laconsenationdel’énergierestainchangéeavecuneénegie libre définiemainterantpar
uneentrope nonclairementidentfiée, I'inégalité de Clausits-Duhemdevient

—p (W +nT) +0:£+ SK+ (KT).0 - &(TD) > 0 (11.95)

Et suppsantquel'énemie libre soit toujoursfonction de (g K, T, TO), saforme déiivee
peutsemettresouws la forme

po W W e W g W
g = o €+ 65'5 + 37 (6(TQ)'Q)T + ( a(Tg))'Q (11.96)
donnant la relation
oy, . 9 o
@-p3)e + B pag)'*§ + (b0 —pn —p)T
+ (KT —Th.O-®(TO) >0 (1.97)
otb = pay/a(TO).
A ceniveau, nouschoisissors le flux d’entropie suppgémentaie k
.I'_
k = T b (11.98)
etnousdéterminors leslois d’état
_ a0 L 0y _ 9y
Q—pa—§,§—p65,pn— paT+Q.Q (11.99)
qui sontidentquesa cellesobtenuespréc&lemmeniégali©sl|l.83).
L’équatian dela chaleur prerd alorsla forme
-q0=(Th.O+pTH ie. —(TP.0=pTH (11.100)

etafin desatishirela nouwelle inégalité nousdéfinissonsuneloi de Fouriergéréralise
1
® = -2 K. (TD) (1.101)

qui permetdelaisserl’équationdela chaleu inchangée: (kTO).0 = pT R.
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c) Quelquesremarques

Danstoutescesformulaions, le sensphysque destermesaddtionnels asso@s auT et
T demeue peu clair. En particulier, nous pouvonsnous interroge sur la perinene
d’introduire un flux suppémentaie d’entropiek (11.98).

[1.3.6 Thermoélasticité du secondgradient linéarisée

La précédenteformulation va étre explicitée dars le casde la thermodasticité linéarisée
dansle casstatique. Les lois d’'état ass@iéesserorn dérivées. Les termesadditionneb
appaaissat dansl’équation dela chaleu seron alorsdisautés.

a) Lois decomportementlinéarisées

Un état de reférerce thermod/namiqe (E, = 0, Ko = 0,To, (TO)o = 0) estconstéréet

nouslinéarisonsles équatonsd’équilibre et leslois d’état Le fait detravailler dansle cas
de petites perturbaions nous assue unefaible variaion de la déformation, du gradent de
la déformaion, de la températire et du gradient de la tempéature. Les variables peuvert
alorssemettresouscetteforme (Forestetal., 2000) :

E=elU), K=E®O A=T-Tp, TO (1.102)

oula partie symétriqie de'opérateurgradent e signifie eU) = (U ; +Uj,) /26 ® g;.

L'énemie libre estuneforme quadatique detoutescesvarialles:

1

1 <A : :
pW = ZE:c:E—E:( :g)A—EBAZ—l-— AK+E:MK+KHA

3 e)

+

NI Nl

2
TOBTO+AF.TO-K(A:P).TO+E:N.TO (11.103)

Etd’apréeslesrelaions (11.83) nousobtenonsleslois d’éta suvantes

z = ci(E-ald)+ MIK+ N.TO

s = %\E(g—E@TQ)Nﬁ—I\:/I':E—l-I;IA

b = NI}I E-(A P)':L<+7FA +B.TO

ps = (gig)iE:t|35+BA—E.TQ+a(i) (1.104)

danslesquellesnous recannaisonsfacilementiestermesclassqueset destermesadditon-
nels. En particulier, nousretrouvonsla défomationlibre (défomationthemique)aA etle
gradentdedéformationlibre P® TO (“eigenstain gradient”) introduit préc&emment.

b) Equation de comportementlinéarisée

L'équation d’équilibre conerve uneforme classque (équaton du mouvementd’un milieu
du secom gradientD.18).
td+f=0 (11.105)
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ou le tenseir descontaintes effectives s’exprime en fonction du tensur de Caucly et du
gradient deshypercontraintes

1=0-3580
Or
S=A(K-P®TLO) +MIE+HA
Sik = Ajumn (Kimn—PmTn) + Mijum Eim + HijkA
Sikk = Aijkmn (Kimnk —PFm Tak) + Mijum Eimk + Hijk A
avec
Emk = Kimk
Mijkm Kk = Mi*ij Kkim
Miime = Mijum

Donc I'équation d’équilibre appaait commeétantune relation entrele tenseur descon-
traintes effectives T et desgradents de déformaion et de températire du premieret du
secoml ordre

T = ¢C(E-ad)+ M-M)K+ (N-H).TO
~ Al (KD - Pe(TIeD) (11.106)
¢) Equation dela chaleurlinéarisée
L’équatian dela chaleur estdédute del’équationd’énergie et prendla forme:
-QO0=pTSs—r (1.207)

En sulstituant dansl’expresson (11.107) leslois d’état linéarlisées

Tps=T(c:q):E-THK+TBA-TF.TO+ Tal

etenconsicrantle fait quea’) n’est rien d’autre queb’).0 et queal® = b(® = 0 ou

alorsl’équationdela chdeur linéatiséepeutsemettresous la forme

TRA = r—QO-T(c:a):E+T(A:P) = (K®D)
—TB:(TQ@Q)—T(N—IjS':Ig (1.108)
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d) Casisotrope

Dansle casisotrope, enraisonde symétres,certanstermesvont dispaaitre

M=N=H=F=0

Lois d’état
g = ci(e—ah)
S = AlK-PeTD
b = :(/g-E’)':g +B.T0
ps = (c :Ng) e+ A+ a) (11.109)
Equation d’équilibre
T=ci(e—ab) —A(Ked-Pe(TOx0) (11.110)
Equation dela chaleur
TRA = r—QO-T(c:a):E+T(A:P) : (K®D)
~TB:(TO®D) N (1.112)

Cetteaprache linéariséeindroduit un nouveauterme de couplgethermanécanige (A:

P) :: (K®D) enplusdutermeclassquec: a : E.

Nouspowonségalanentnote quela positvité dela chdeur spécifique génédaliséedéfinie
précé@lemmeniéquadion I1.87) estaumoinsprésrvéedars le caslinéaire.

Le termeal’) nedépendan pasdela températre (équaton 11.10%), I'équationdela chdeur
spécfiqueretrouve uneformeclassique

Dansle caspuranentthermique, I'équation de la chaleu peu auss$ étre modifi€ecomme
indiqué ci-dessos.
Introduisant unerelation linéaire entrele vecteu flux de chalaur etle gradient detempéra
ture,

Q=—k.T.O (1.112)

nousassuonsla posiivité dela disspationthermigue. Dansce caset dansle casisotrope,
la partie thermicue pure del'équationdela chdeur estréduite a

BA=kTO.O — BTO.O (1.113)

ou[.0O estl’'opérataur lapladen. Il estintéressantdenoterquecette équationestidentiquea
la premiéreéqguationde Cattareobasesurunemodificaion delaloi deFourieretprésatée
parexemplepar(Muller etRuggei, 1993.

Q=-kTO+BTO (1.114)



I1.4. ANALYSEASYMPTOTIQUE EN ANISOTHERME 57

L'équatian de la chaleur généalisée(équdion 11.111) comparé a I'équation de la chaleur
effective d’'un prodémethemaoélasigue cougé (équation E.13)laissesuppaserquela for-

mulationchoide n'est pasasseztendie. A ce niveaula, nouspre\oyonsl apparition des
termesK ® U et TO® O mais pasdestermestels queK aT, E et T qui parissen étre

nécesaires

Cesrésutatsindiquert quele choix d’une formulation introduisantensemke TO etT de-

vrait étreconsdérée

1.4 Analyseasymptotique enanisotherme

Dans cette section nous allons esquisser ce que serait une analyse asymptdique en
anisaherme(Forestetal., 2000.

Dansun premier temps,noustraitonsle casou le champde tempéréure locd estsuppsé
parfaitementconru (problémed’évolution). Et, dansun deuxémetemps,noustraiteronsle
problemethermoméanique coudé (annee E).

Nousconsdérors un matérial classquehétéogere périodque dansle casstaique dontles
propriétéssort déteminéesa partir d’'un milieu de Cauchy Et I'objectif estde dédure les
propiiétésglobalesdu milieu homogeneéquivalenta partir despropriétés locales.

[1.4.1 Equationsdechampsal'échellelocale

Le probleme étart anisotheme, les variades locdes et globdes (ou effectives) sont
I'énergie de déformation la déformation les contraintes la tempéature la varigion de
températire,l'entropie sp&ifique etle flux dechaleur:

variableslocales : Y, & g, 6, 0=0-06er, n, q (Il.115)
variablesglobales W, E 2, T, A=T-To, s Q (l.116)

Le matérial héteroger estdécri locdementparla forme linéaliséede I'énergielibre sui-
vante

H

PU(E0) = Seicie - §:(g:g)6—%862 (1.117)

oulesvariabdes sontindépendantesde la températire (formelinéarisée).

Nousdéfinissonsla chdeur spécfiqueC. parle paranétref par

on 2P
= = .11
pC: = ep(ae) —op= 022 (1118
Et les différenteséqudions du probéme themomécanige cowlé P a résaudre sur le
matériaunétérgene(Meissomier, 1996; Peyroux et Licht, 1993 Peyroux et Chrysahocs,
1997)sort :

e laloi deHooke
g=c:(g—00) (11.119)
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e I'équationd’équilibre

g.0+f=0 (11.120)
e laloi deFourier
g=-A.6.0 (1.121)
e etl'équation dela chaleur
Béz—g.g—g:g:'§+r (1.122)

ol1 g estmis pourg/6", r pourr /6™" et le tenseir de conduction de chdeur dansla loi
deFourierdiviséparla tempénturederéférence.

Lesinconnuesdu prodémesort leschampdocaw de déplcement(x) etdetempéraure
8(x). Nousdéfinissonsa présat un problemedéfini surun domaire infini eninitialisantles
champsinconnus Nousobtiendransaing un probdeme P bienpo<.

[1.4.2 Analyse dimensionnelleet développemens asymptotiquesaux ordr es
supérieus

De la mémemaniérequ’au paragaphell.2.2, nouseffectuonsuneanalysedimersionrelle
afin de détermirer les parametesimpliquésdansle probléemethermalynamiquie a prerdre
encompt dansla procédired’homogénéistion (Pradé, 1998).

Nous déteminons un esmace sansdimenson sur les coordonnés, les déplacements le
tempsatempéraure, différents opérateus et surdesrelationsd’équilibre :

)
e(u) =€ (u*), O =Ly, GD:Lr—efe*D* (I1.124)
W
c=cc, a=da, A=—0 |2y p= 9 ('A>2tBB* (11.125)
S © Brer \Lo/ T .

outrois nouelles variaes ont étéintroduites : t le tempsde référence,p un tempscarac
térisique etunelongueurl,.

A présatnousramenoms le problemeréel P pog surunsolideinfini, aumoyendel’'analyse
dimensonndle, aun probleme?* exprimé surunecellule élémertaire sansdimenson Y*.

L
o*0*+f*=0 aec ¢*=g/c=C":(e"(U") —TUBerd*0*), i*Z%)i (1.126)

oe*(u*) 20y 00* talg
—q .0 ——2:¢:a*= g ey .12
9 = ot g < SBS)\B ot*’ avec 9 i 9 ( 7)
Lesgranckurscaradérisiquesdu prodémethermomeaniqie sont:
I N tg
E=—, §=—, E=— 11.128
L(,o’ A L(,o’ B i ( )
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Nousconsidéransun probémed’évolution avecdescondtionsinitiales.

Dansla suitede I'étude, seulle paramétree estsuppséétre prépadéran dansla proce-
dured’homogenésation. Lesdewx autres paraméresg, eteg sontconsidéré congantset
indépendarts dece.

Unefois le petit paranetree choisi enfonction du probléne sansdimenson 7 pos, nous
sommesnmesurede détermirer chaque probléeme® sury.

Y={yly=x/e,xeY'} (11.129)

Leséquationsde B, arésouwresort leséquatons(11.119), (11.120), (11.121) et (l1.122) dans
lesqelles dépbcementiempénture, contrainteset flux de chaleur ont été remplacéspar
ga’es,gs etgs

ot =c" 1 (e(u) —a* &) (11.130)

of = A 650 (11.131)

o0+ f=0 (11.132)
—f.O0-c ot guE) +rf =P (11.133)

Le milieu étart €Y périodque, nous supsonsguetoutesles granceursdépementde leur
position macroseopique X etdeleur postion microscopiquey dansY. Deplusle paranétre
€, étantsupposépetit, nous déwelopponschague granceur commesuit :

U(X) = Ug(X Y, 1) +EUL (X, Y,1) + €2 U (X,Y,1) + €3 Ug(X, Y, 1) + ... (1.134)
65(X) = Bo(X,Y,t) +€01(X, Y, t) + €202(X, Y, t) + €363(x, ;1) + ... (11.135)
0°(%) = Go(%, Y1) + €0, (X, Y, 1) + €2 0p(%, ¥, 1) + €2 a5 (X, Y, t) + ... (11.136)
GF(X) = Gy (%¥51) + £, (XY, 1) + €20, (%, ;1) +E3q, (X, 1) + .. (1.137)

ou lestermesu; (x,y,t), 8i(x,y,t), g;(x,y;t) etq(x,y,t) sort périodiques par rapport a la
varialde y etol nouspoonsy = x/&.

[1.4.3 Etablissementdes équations d’équilibr e et deslois de comportemert
effectives

Nousdéfinissonsl’opérateu gradient
1 1
O=0x+ EDy, e.) =e(.) +Eey(.) (11.138)

decoypé endérivéespartiellesparrapport ax etay qui nouspermetde dériver les expres-
sions(11.134) a(11.137) dela maniée suivanie :

e(Uf) = & gy(Up) +6x(Up) +6y(Ur) +E(Bx(Uy) +6(Uy))
+&2(8x(Up) +€(Us)) + .- (1.139)

o =6°0 = &'6o,+ 6o+ 010, + (610, + 620,
+e2(620, + 650,) + ... (1.140)
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o*.0 = & °0,0,+0,0,+0,.0,+¢(g,.0,+0,.0)
+€2(0,. 0y +05.0,) + ... (1.141)

gs_g = sflgo_gy+90.gx+gl.gy+s(gl.gx+92.gy)
+€%(q, 0+ 9,.0,) + - (11.142)

Les expressiors du tenseur des containtes et du flux de chalkeur sont introduites dars
I'équation d'équilibre et dansl’équation de la chaleu. Ordonnant dansun premiertemps
lestermesenresgectanties puissance dee etenidentifiant parla suitelestermesde méme
ordre les différentescontibutions des expressions(11.134) a (11.137) sont solutions des
probémesausliaires suivart surla cellule élémenaire Y :

probleme 4,
&(Up) =0 (1.143)
8oLy, =0 (1.144)
probleme4;
G = * (8x(Uo) +&y(ty) — a* B) (11.145)
0,.0,=0 (11.146)
0, = —A* (600, + 610,) (11.147)
q,.0,=0 (1.148)
probleme 4,
0, =" (e(uy) +&(up) — 0° 8y) (11.149)
0y Ox+0,.0,4+ f=0 (1.150)
q, = —A*(6.0,+6:0,) (11.151)
~Go- 0= 0y-0y — & 1 0%t (Bx(lo) +&(0y)) +1° = B*6o (1.152)
probleme4;
0, =" (8dUp) +6/(us) —0° &) (11.153)
0,.0,+0,.0,=0 (11.154)
a, = —A*(620,+ 650,) (11.155)
=0, O — 0,0y — ¢ 1 0% (8(ly) + () = B61 (11.156)

Lessoluionsdesproblémes4 sontle chanp de déplcementy, le tenseir descontraintes
0, ,, latempéraure6; etle flux dechaleurgi_1 pouri > 0.
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I1.4.4 Résultatsclassigueenhomogénéisatiorpériodique enthermoélasticité

Leséquationsd’équilibre etleslois de compatementdu milieu homogée équivalent sont
obteruesdansle caslimite ou € tendvers0 (SanchezHubertet Sanchez?alencia,1992).

La résoluion des deux premiers prodémes % et 4; correspom aux résulats de
I'homogénéistion classiqueapgdiquée a un probléme thermodastique cowplé (Frandort,
1983)et (Brahin-Ostmaneetal., 1992.

La résobtion du probleme 4, nous permetde déteminer uy(X,y) et 8p(x,y) et a partir du
probkme.Z; nousobteronsu (x,y) ety (x,y). - -

probleme4,
Up(X,y) = Ug(X) (1.157)

90(>_<,;’) = Oo(x) (11.158)

probleme4;
Le probléme4; estclassqueetdépen linéairementdeg(U ) etdedy desortequ’il existe
destensursde localisationX(y), X (y) et X" (y) pris de moyeme nulle et dort I'existence
estassiréeparla linéarité du probéme. L'intégration du problémeintroduit égalementine
transhtionU, (x) etunetempéature®,(x) tellesque:

Uy (%Y) = U3 (%) +X(y) : &(Uo) +X (y) 8 (11.159)

B1(x,y) = ©1(x) + X' (¥) - oDy (11.160)
La solution esttelle que < g/(u;) >=0.

Cesexpresionssort maintenantutili séespourcalailer leschampslocaw afind’en dédure
leslois de compotementeffectives.

9 = gs : (eX(Qo) ‘l‘);( L ex(U) +>3’ & —a* 50)
o) et 7)
g, = -A° (eogx+>§".eogx) — ) (;+ N) 8000,
= -\ (1—+>~2”) -Gy

Le champde containteeffective et le flux de chalaur effectif sontdétermirésen effectuant
la moyermedela contraintelocae (ou du flux de chdeur local) surla cellule élémentae.

z = lim<g*>=<g,>
e—0
= < (14X) >ia(Ug)-<ci (a-X) > &
= <c:X>ieUy)-<c: (g—)@’) > 5 (11.162)

oule terme< . > repré&entela moyenre surla cellule élémendire.

Q= lim < ¢ >y=< g >=< -\ (;+>§”) > . Gy (11.162)
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avec
0

AN
12X

v v
I
X

_|_

=< X >=
1+X
=

N
zz><

Cesrelations ne fournissert rien d’autre queleslois de compatementeffectivesd’un pro-
blemed’homagénésgationclassique

Nouspouwons égalemenimontrer quel’équationd’équilibre ala formeclassique.

<0y O+0,.0,+f>=0

Or
<X>=0 car /X dv = / XndS=0 (pour X périodigue)
Y aY
Donc
<Gy >yLikt<f> =0
Lht<f> =0 (1.163)

De maniéresimilaire, nouspowonsécrire I'équationdela chaleureffective.
G- — 00y - gs a® : (ex(lo) +8y(Uy)) = B6o
(%) &(Uo) +X (¥) ) = BB

4
) e(Ug) = (Bs+g‘°' Tt )3') 6o

1

Donc ) _ .
—QO—<cia:X >ieUg) =<B+cia:X > (1.164)

Remarque
Nousremarquas quelesformeslocdesde dépat etlesformesglobalessontidentiques.

Enlocal
of =C*g(Uf) — ¢ 1t &
—gt.0—C % e(u) = 0
Englobd
Z=<c: );C> e (Ug)— <§'( —>§'>> 3o
-QLO—<c:a: X> 6(Ug) =<B+c:a:X > 6o

Au niveaudela formelocde, le termedevart & dansla loi deHooke etle termeenfacteu
de g(u?) sontidertiques ce qui nesemblepasétrele casauniveaudela formeglobale.

Mais graceaulemmedeHill-Mandel (anrexe B, équdion 1.11) appliquéé)@t etX’ quisort

compaiblesetc: (0( X ) ‘e qui sontautaquilibrés, nousmontrans que cesdewx
formessontequvalenbs
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<g:(g—)§') >=<cia:X > (11.165)
car N S
o (o-9)> = <dc (x-9)>
- e(e-9)
= <Xt:ic g>—<):€t:g:>3'>
= <):2t:(:::g>—<);(t:g><)§'>
= <Xticig>
= <cigik>

2

Leséquationsde comporementet dela chaleu sontdoncconsevéesaupremig ordre par
changmentd’éctelle.

[1.4.5 Lien avecla théorie du secondgradient

Dans cetie sectin, on simplifie I'étude en supp®antle champde températire donné
6% (x) = ©(x) indépendat du temps(régimestaionnare).

Ayantrésdu lesproblémes% et 4; nous cherdonsarésaidrele probéme.% dela méme
manierequ’au paragaphell.2.3.

g, =& (8uy) +8(Up) —a° &1)

donc ,
0y =& 6 (U100 +X(y)  8(Uo) + X (¥) o) +€ - ()

Deplus,enfaisant I'hypothesequef =0

0y-Ly = —0p-L

nouspouvonsmettrele probléme% sousla forme

(gs : ey(gz)) O+ (ga : e (Ql(x) +X(y) :8dUo) + X () 50)) Oy
= (& (edUo) +X: eUg) +X 80— &) ) .,
= — (gs :);( re(Ug) + ()3' —gs) 50) Ly

Nous obtenonsalors un probeme d'élasticté en u(x,y) avec forcesfictives, linéares en
&(U1), &(Ug) ® Oy etBolly.

Etnous avons doncun champde dépla@mentuy,(x,y) qui peutsemettresousla forme:
Up(XY) =Uo(X) + X () : &(U1) +Y(y):(e(Uo) ® 0y) +Y'(y)-800, (1.166)

ouY(y) etY’ (y) sontdew nouveauxtenseus de localisation
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De la mémemaniérele probleme 4; estinterprété commeétan un probémeélagique en
Uz(x,y) avecdesforcesfictives,linéaireseng(U,), ex(U;) ® 0, ® 0, et B0, ® [, etnous
déteminons:

Us(x,y) =
+

Us(x) +X(y) s &(Usz) +Y(y)'(8d(Us) © Oy)
(&(Up) @0, ®0,) + (y) (600, @ L, ) (11.167)

(¥) =

Ainsi, en chasissat les tenseuws de localisationde moyenre nulle sur la cellule élémen
taire représentaive et fixant les trarslations telles que < F(x,y) >y= Uy(x) + €U () +
£2U,(X) + ..., le champde déplhcementoca (équdion 11.134) prendla forme:

U(x) = Uog(¥)+eX(y): &(Qo)-l-SZY(Y)E(GA(Qo))@Qx
b Z0) 5 (6(Uo) 8D+
+ eX'(y) So+€2Y (y).800 +€3Z () : (B @) +....  (11.168)

IHN C

ou les termesde trandation ont été regroupésdars le premieg termelU, afin de simplifier
I'écriture.

Onvoit quelescontributionsnonlocalesfont intervenir lespremie et seconl gradientsdes
déformationsglobales.

Cesexpressionssontalorsutiliséespour obtenir le champde déformaion local.
o) = e(Ug)+X(y): &(Ug)+X (y) d—a° B
+ o (XWiHa(y ©0) + 1 (e 800
+ & (X ()80, +Y'(¥)-60y)
+ 2 (Y0 (6U) 8 0@ D) +20) (60U 8850

+ & (Y(y): (800,80 +Z(y) : (BT ®0,)) + ... (11.169)

ou lestensursde concentraionsont étéintroduits.

La contrainte effective estobterue en effectuantla moyeme de la contrainte locale sur la
cellule élémenaire:

o° = ¢ :(g(u)-a%)

+ ¢ (Y0 : (D@ L)+Z () (88 L)
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<g*> = C% (&(Uo) ~&q°)
+ sgl.: (ek(uo) ® Qx - gl-eogx>
+ e2C% (QX(QO) ®0,®0,—a: eogxwx) +o (1L170)

Cetterelation peutétreinterprétée commeuneloi de compatementeffective pour un pro-
bléemed’homogénéisationd’ordre 3.
Lestenseus introduitsdansleslois sontfonction desdifférentstenseursdelocalisation

c’ = <Xy >

00: 0

Q
Il
A
00'7
t 2
?><\>
—~
SN—
|
Q
m
~——

(11.171)

[220)
&=
Il
N
Om
N
[2aX<
<
+
20>
=
N——
\Y

etsecalaulentindépendmmentece.

On s’appercot donc que I'ensembledes lois de compotementest formé de gradients
d’ordre supéieur tel quele gradientdu champde dépla@mentet de la tempérdure ce qui
confirmela formulation proposéell.3.

Laloi decomporementeffective obtenua partir desdéweloppanentsasymptaiques(équa-
tion 11.170) estéquivalent aI'équation du comporementlinéariséeobtenuedars le casde
la thermalastigté linéarisée(équaion 11.106).

Le prodémethemomécanige couplé esttraité enanrexe E.
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Partie B

Comportementnon linéaire
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Dansla premiérepattie de'étude, nousavons étudiéle compotementlinéare. Danscette
partie nousallonsconsidéreg unematriceayart un compatementviscopladique.

Dansun premiertempsnous travaillerons surun matérauisotrope, utilisé pou la fabrica-
tion desaubes de turbine de gérératian précé@ente(par exempleIN100), afin de compien-
drel'influencedutrou surle compotement.Le monocrstal, utilisé pour la fakrication des
aubedeturbinenouwelle généation, seraernvisagédansun deuxemetemps(chapitre 1V).

Afin de modélserle compotementhomognede sulstitution nousutilisonsuneapprache
phénanénolgique Nous corsidéras le matériaua une échele macrogopigque sans
chercreradiscernerlesmécamsmesdedéformdion al’ceuvre. L'obsenation portealorssur
le résutat d’essaismécanguessur éprowettesmacrogsopiques. Lesvariades microstiuc-
turales seron décrtesau travers de variablesglobalesjustifiéespar les aspets thermaly-
namique desmilieux cortinus.
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1l .1 Présentationdu modéle

[11.1.1 Lois de comportemert non linéairesen mécaniquedessolides

La formulation deslois de compatementnon linéares n’est pasunique par compaaism
aucasdel'élasticité linéaire ol les contraintessontreliéesaux déformatiors parla seuk loi
deHooke g = c: €. Mais danstouslescas,il estimportantde resgectercertans principes
physimesfondﬁmentau (lesaspectsthermog/namiquesdesmilieux continus)qui guident
le chax desvarialesutilisées.

Commenousl’avons exposé en annee D, la mécanigie desmilieux continus estessen
tiellementbagte sur la consenation de la quantté de mouvemen, la consevation de la
masseetla consevationdel'énergie.

Cestroislois de consrvation doivert étrecomplééesparl’in égalité

it —pW+nT) - 210> 0 (I.1)

qui représentde secom principe de la thermodynanique et fait le bilan du travail etdela
chalaur dépaséedansun élémen devolume.
Danscette inégalté nous distinguors la disspationthermique

q
Dip= — =.T0 (n.2)
dontla positivité estassuéeparla loi de Fourieretla dissipationintrinséque
Di=g:é—p(W+nT) (n.3)

qui doit étrepostive pourquel’évolution thermodynamiaie soit admissitie.

L’étatthermodynamiqued’un milieu cortinu enun point seracaractériséauninstart donré
parla comaissaced’un certan nombrede varialdesinternesau pointconsdéré.L’idée de
baseestque,malgrél’évolution du systaneenmouvement I'évolution peu étrecorsidérée
commeunesuc@ssiond’états d’équilibre (hypahesedel'équilibre thermalynamiqieloca
ou étatlocal) (Germainet Muller, 1995, (Germainetal., 1983.

Le point communde la plupart desmodeksdéweloppésdansce cade tient enl'util isation
d’un potentiel viscoplastique. L'énemie libre estfonction de variades (observableset in-
ternes) dontle nombreinflue surla finessedela desciption dela disdpation. Dansle cade
de I'élastoviscopladgicité, les variables obsenables découdent diredementdu formalisme
mécaniaie introduit plus haut. Nous utilisonsles trois variablesobsevables que sontla
tempéraure T, la défomationg etla contrainte . Nousintroduisors égalemat desvaria-

blesinterresafindedécrie lesphénoméneglisspatifs aveclesauelsl’étatactueldépand de
I'histoire passgGermainetal., 1983, (Lemaitreet Chabote, 1985.

Dansle casdela plastiité et dela viscoplasticité, nous utilisonsleshypathése suivanes:

e décanposition desdéfarmatiors enunepartie élastgueet unepartie inélastique

g=¢g"+¢P
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e décauplage dansle potertiel themodynamiaie entrela partie élastque et viscoplas-
tique. Noussuppsonsde cefait quel’écoulemen viscoplasiquen’a aucureinfluen-
cesurle comporementélagique.

Le potentiel viscoplagique peutsemettresousla forme
WESY o T) = We(€%,T) +Wp(V,, T) (I11.5)

Ainsi nous avons

wza—g:g-l-a—TT—l-\N/—k:\N/k (111.6)
etl'inégalité de Clausus-Duhen devient
oy, . . . oy oy . q
_ —): eb — — — _ — =, > .
(o page) g€+ oigh —p(n+57)T Pav, V- 7T >0 (L7)

Et, suivant la mémeméthoddogie (Coleman, 1964 quepourla théoiie du secoml gradent,
nousobtenonsleslois d’'état

o9 .y

- r (111.8)

La contrante estla varialle asseiéeala défaomationélastique etl’entropieestasso@eala
températire. Et paranabgienousdéfinissonaunevariabke forcethermodynamiqueassocée
auxvariadesinternes. o0

A = Pov. (111.9)
~k

Mainterantil nous faut définir I'incrémentde déformation plastique a I'aide de la régle
denormalté. Pource faire, nousintroduisans le potentiel de dissipationQ = Q(gA,;T)
repréentan I'expressio dessurfaceséquipotertielles et les hypothésesde normalté des
matériax standirdsgéréraliss (Halphen et Nguyen,1975) Nousobtenonsalorsleslois
d’écaulementviscopladiques:

: 0Q
Pp= =
2 dg
- 0Q
-V, = — .1
~k aé\k ( O)
Ceformalismeconduit al’'expressionsuivantedela dissipation:
0Q 0Q
=0 — T .11
®=9'% + A o, (In.11)

Et si la fonction Q estcorvexe, postive et nulle al'origine alorsla dissipation estautoma-
tiquement postiveounulle: @ > o.
[11.1.2 Le modéledel'étude

Le modek utilisé estun modéleviscopladique.
L'énemie libre s’éait en fonction de la déformaion éladique, des variales intemes
d’écrauissayecinématiqueet dela températire

1
e:cief + §Ca:a (11.12)

NI =

pPY(es, a,T) =
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etenappliquantleséquaions(l11.8) et (l11.9) nousobterons

e

Q
Il

3

Ca

Wl N 2O

(I1.13)

ou X estla force thermog/namique asseiéea la varigble d’écrouissagecinémadique.

Nous chasissas égalemen un potertiel de dissipation viscoplastque sous la forme
(Chabahe,1983)

K f
Q < - >l (111.14)

T n+l K

avecla fonction dechage f = »(0 — X) — Ry fonction de la cortrainteéquivalentede von
Misesk(A) = 1/3A%: A% ou A estla parte déviatorique du tenserr A

Puisenposart

etn=-=_ = _ (111.15)

I'écoulements’exprime par
eP = pn (1.16)

L’évolution desvariabesinterness’insait dars un cade standird nongénéalisé

.. 3D
a=¢gP— —Xf .17
G = €P— Z=XP (.17)
Enrésuméle modék estconstuit enasso@ntuneou plusieursvarigblesmacrosopiquesa
un phéroménemécanguedonrg, si bienqu’il seprésate commeun enembled’équations

différentieles(Lemaitreet Chabocle, 1985).

Equatiomsdu modele

g = C:¢
2
X = 3Ca
R = R
f = /h(0-X)—-R (111.18)
Lois d’évolution

@ = g—Dap

. f .

p = <g> (111.19)

avec
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E(GPa)| v | K(MPa,s) | n| C(MPa) | D | Ro(MPa)
90 |0.3| 1000 | 5| 1620 | 600| 170

Tableaulll.1 : Coeficientsde la loi viscoplastigue correspondant a un supealliage base
nickel polycristallin a950C

[l .2 Obtention d’'un milieu homogéneéquivalent

[11.2.1 Lesdifférentespossibilités

De nombrew travaux concernant les matériaix linéairesont été menéspermettat parfois
d’abautir a une soluton analytique du compotementmacrosopigue. Par contre, en plas-
ticité et enviscoplasicité, lesrésutats sontmoinsnomlreux.

(Beneiller et Zaoui, 1980 généalisert la solution du probleme géréral de I'incl usion
ellipsoidale dansune matriceinfinie, I'élasticité étart isotrope et hétéraéneet la défor-
mationplasique étantuniforme dars I'incl usioncommedansla matrice.

D’autrestravaux, (Marigo et al., 1987), chercltenta déciire une méthoa de calcul du do-
mainede pladicité macrogopigue ou domaire de plasticité du matérias homogenéisé Le
seulrenségnemet utilisé estle domane de plasticité microscgique (la limite @ dansla

courke contraintedéfarmationdesconsttuans) etils cherchenta déteminerle domaire de
plasticité macrosopique du milieu hétéogére, défini commel’ensembledesétatsde con-
traintesmacrogopiquesquele matériaupeutsupporter.

D’autres méthodes d’homogenéistion ont été déweloppées a 'ONERA (Dvorak, 1992;
Dvorak, 1994). Cesméthodsdomentune loi homogééiséeexplicite appochée sur la
celluledebase

Notre chaox sebas suruneméthoa pragmaique (Cardora et al., 2000a). Nous utilisons
desmodeles phénoméndogiquespour leur efficacité (Lemaitreet Chabocle, 1985 et la
simplicité de leur implémenation dansles codesde calcu par élémerts finis industriel
(Bessoretal., 1998; Foerchetal., 199).

I11.2.2 La méthodeutilisée

Dans notre étude, nous cherdions a modélier la phased’écrauissaje du matérau ho-
mogénésé,ce qui n'est pasle casdansles étucespréseméesprécé@mment.Pourcefaire
la conraissalce compktedela loi decomporementmacrasscopueestindispengble.

La loi de compotementse détermire sur un volume élémantaire représenétif qui joue le

rble du classique“élémentdevolume” dela mécanigie desmilieux continus.

Nous allons simule différents chagementssur la cellule élémenaire (figure 111.1) afin

d’obtenir “une based'identification numérique” a partir de lagquelle nousidentifierons un

modélede plasicité de manierephénanénolgique Cette apprahe nous permetra de
rendrecomptedesphéroménesexpé&imentawx avec un nombrede variables relativement
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restrent.

| ~L

N

b

a

Figurelll.1 : Cellule debasereprésenantle VER

L’avantagge de “simuler nosessas” estde powoir génére une large based’identificaion
permetantd’obtenirun modéleutilisabledars de nombreusesonditions de chagemer.
Nousavonsréalise:

e desessids detradion danslestrois directionset a deuxvitessesde sollicitations

desessis decisallement danslestrois planset a deuxvitessesde sollicitations

desess#s d'extensiondars lestrois directions et a deuxvitessesde sollicitations

deuxessaigle dilatation hydrostatique a différentesvitesses

desessaigycliquesdansla direcion x, zetdansle plan[xZ oula perforationinfluen
cele compotementa deuxvitessesde sollicitations

e etunessaderelaxationdars la direction x

pourunetempénturede fonctionnementde 950C.

Pourréaliser cesessaisnousavons appiqué les mémescondtions aux limites mixtesque
celles préseméeslors du chapire 1.

Désa présat, auvu dela figure (111.2), nousobsenons un affaiblissementd’environ 20%
provoquéparla présacedu trou alors quela fraction volumiquede cedernig n’est quede
8%.
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Figurelll .2: Affaiblissementlespropriétésmeécarnques

Dansla suite nousprésererors de manierechronologque le raisomementqui nous a per
mis d'identifier un modéleavec despraopriétés effectives.

a) La surfacedecharge

La premiéreétapea conskté a évaluer la surface de chage du modélede pladicité ho-
mogénedquivalent.

Pourcefaire, nous avons effectué différentstrajets dechagemen dars le plan b (o), J»(0)
en corsenart une vitesse de défarmationde 1072s~1 et tracéles lignes équipotertielles
correpondanta desdéformationséquvalenescumulées,au sensde von Mises,de 0.02%
et0.2% (figurelll.3).

350

* 4 0.02% de déformation
4 3 0.2% de déformation

300
250

200
Ja(a)

150
100

50

0 100 200 300 400 500 600 700
Li(g)

Figurelll.3 : Surface dechage

La deformationéquivalenteestcalcuée au sensde von Misesalors quele critereévaluéne
correpondplus aun critéredevon Mises.L'objectif étart desefaireuneidéesurla forme
dela surfacede chage du modélehomogem équivalent I'erreur géréréeau cours de cette
apprximation estaccetable.
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Dansle caspartiaulier d'un critéreisotrope,la surfacede chargeestsymétrique parrapport
auxaxesli(g) et (0).

La présncedu trou rend le matériaueffectif compresible doncil va falloir utiliserun
critére dontla direcion d’écoulemat pos®deunecompaantehydrostatgue.

b) Le choix du critére

Le matériai formart la matricesuit un critére isotrgpe devon Mises. Dansce casla, (figure
I11.4), la surfacede chage estunedroite et la direction d’écoudementestdéfinie parle dé-
viateur descontraintes. Le matériauhomayeneéquivalentest,quanta lui, nécesssaiement
compressible

2y Ht
f= i) —gqg,
Critere de L Critere de =
von Mises Drucker Prager
ng N
2 2
/- F =0 higP + F higP - R
I
Critere !
Elliptique

Figurelll.4 : Criteresélémeraires avecet sansinfluence dela presson hydrogatique

Dansuneétudeportantsurunestrudure péeriadique perforeeparfaitemen plastque,(Rein-
hardt 2000) utilise desfonctions de chage d’ordres supéreurs en contraintes (tensurs
d’ordre supéreur a deux) pour simulerles différentessyméties et la compresibilité dela
cellule.

La fonction de chargeF, considéréepour represente les propriétés homogenéisés du
matérial homogde équivalent, estfonction de polyndmes(@ et y) descomposintesdu
tenseir descontaintes.

F—ag+ i(a,- cos(2ip+ W) + by sin(2ip+ )

La loi d’écoulemen asso@e estobtenue en dérivant cete fonction de chargeF qui peut,
dansle casgéréral,ne pasétrecorvexe.
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Dansnotre étude nous chasissms d'utiliser un critére elliptique, critére commurément
utilisé dars les milieux porew, ou la surface de chage estsemblale a celle obteruesurla
cellule perfaréeet ot la composate sphéique nerese pasconstante(figurelll.4).

Deplus,pour biencomprendrele rle dela compressibiité dansde modéle housavonstracé
le changgmentdevolumedela cellule debasesuitea un essaidetraction dansla direction x
(figurelll.5). Nousobsewrons dansle casdu critére isotrope,uneaugmenrdtionde volume
enélasttité mais,desquela plastiité prerd le dessis sur'élasticité, la courbe atteint une
asymptade alors qu'elle continue a croitre lorsquenous effectuonsle mémechargemensur
la cellule perfarée.

1 - B 7000 —
0.9
08 I cellule perforée ---- -~
07 F
0.6 - ot
05 - ol
04
0.3 - y matériau massif
02F
01t/

0 1 1 | 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
< e > (%)

Traction suivant x

< 0y > (MPa)

6000

5000

4000

3000

2000

1000

matériau massif

I
0.5 1 1.5 2 2.5 3

<eiu > (%)

Dilatation hydrostatique

Figurelll.5 : Influence dela plastcité dilatante

De la mémemaniée, si nous réalisons une dilatation hydrogatique sur le matériauho-
mogéneavec le critérede von Mises (ou tout critéreincompresdble isotrope)il n'apparait
pasde plasicité alorsque,dansle casdela cellule perforée,la défarmationselocdise au-
tourdutrou (figurelll.5).

c) L’anisotropie du modéle

Surlafigure(lll.6), nous avons effectué desessas detradion etde cisaillementdanstoutes
les diredtions & unevitesse de défarmationde 10%s~1 et nous nous ape&cevons que pour

desraisonsgéamétriques (la cellule debase estun pardlélépipéderectangleperfaré), notre
modéledevra égalanentétreanisotrope.
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Figurelll.6 : Lagéométie dela cellule de baserendle compotementanisdrope

Par contre, en ne prenant pasen comptel’incli naisa du trou (trou orient suivart la direc
tion < 010>), nousn’obsenonsaucwnedifférenceentrele matériaumassifetla cellule de
basedansla diredion y. Il fauda de ce fait supgimer I'influence du termepermetantla
compressibilité du critére danscettedirection.

0.3 matériau massif
cellule perforée - - - -

0.2 -

0.15

AVIV (%)

0.1 -

0.05

0 1 1 1 1 1 J
0 0.5 1 L5 2 25 3
< ey > (%)

Essai de traction suivant y

Figurelll.7 : Influence dutrou surl'anisotropie du matérau effectif

d) Comportementcyclique

L'influencedu trou surle compatementcycliquen’estpasprépadérant.
Le matérau restefortementviscoplagique avec un effet Bauschingerimportant et le trou
affaiblit toujoursles propriétésmeécanigiesdu matéraumassifd’environ 20% (fig.111.8).
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Figurelll.8 : Influencedu trou surle compatementcyclique

[1.2.3 Identification du modéle
a) Présentdion du modéle

Au vu despremiges analysesque nous avons effectuées,nousidenifions le modéleho-
mogénedquivalentsuivart (Cardoraetal., 200M) :

Equatian du modék

g = cig
2
X, = 3609
2
X, = §C292
X = X +X
R = Ro+Q(1-ePP)
f = /Ch@—X) +Flu(9)-R (111.20)
avec
In(A) =A% H A
In (A) =tr(P.A)
avec
(S )
2
S3
Ad=S={
v S3 (
S
\ 812 b,
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Lois d’évolution

gl = gp_Dlglp
d, = eP-D2q,p
p = <%>n (1.21)

Nouschoisissors un doulde écroussagecinémadiqueetun écroussage isotropequi estcette
fois-ci prisnonlinéaire.

De plus,afin de prende encomptele caracéreanisdropedela cellule perforéenousintro-
duisms, au niveaudu critére elliptique, le tenseurde Hill H (six coeficients : a,b, c,d, e

etf) etuntenseu P (trois coeficients : p, q,r).

a 00000
OboO0O0OO

p 0O
00cO00O0O0

H=1000e 0 0 ! E’:gg?
0000 Tf O
(00000 d.

Le tenseir P permetquela déformationplasique évaluéeavecle critére ne soit pasacaom-
pagréed’'uneaugmerationdevolumelorsaquele chargemengestappiguédars la diredion
y ('axe du trou) (figurelll.7). Par contre lorsque nousexercors un effort de tradion dars
la direction z, le modék permetbien unedilatation dars la diredtion x.

b) Résultatdel'identificat ion

Le modéleelliptique anisdrope proposéperme derendre comptedes“essas numéiques
réaliggssurla cellule debasede maniéresatsfaisante.

Surlesfigures(l11.9) a (I11.14) nous powons obsever différentescompaaisors “expéri-
ence”’- calculentre lesrésulatssurla cellule perforéeetle modelehomognéise

Le modélea pu étreidentifié a I'aide d’un outil de simulation et d'optimisaion (Bessm
etal., 1998;Leriche,1998)utilisantdesalgarithmesde type simplex, levenkerg-maiquard
ou sqp(Z-set,1996).
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Figurelll.9 : Compar@son“expérience - calculsurdesess#s detraction

Nous observonshien un comporementviscaplastique car les courbes d’écrouissagesont
sensilbesala vitessededéformadion : plusla vitesseestélevée, plusla contrainte estgrarnde
pourla mémedéfarmation

Les trois essas de traction (figure 111.9) et les trois ess#s de cisallement simple (figure
[11.10) ont permisde détaminer les six paramétes scalaiesdu critérede Hill qui carac-
térisent I'état d’écrauissaye anisotrope
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Figurelll .10: Compargson“expérience - calcu surdesessas decisailement

Dansun deuXxémetemps desessaissollicitant la partie compressibledu modek tels que
desessas dedilatationhydrostatque(figurelll.11) ou desessaisd’extension (figurelll.12)
ont étéeffectuéset ont permisde déteminerle rappat C/F.
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Figurelll.11 : Comparaisa “expérience” - calcu surdesessas dedilatationhydrogatique
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Figurelll.12 : Comparaisn “expérien®@” - calcu surdesessaigl’extensio

Lesessisderelaxaion (figurelll.13), mettart en évidencela diminution de contrainteau
coursdu maintienadéformationcondante caradérisent la viscosité et permetentde déter
minerla relation qui existe entrela cortrainte etla vitessede défarmationviscoplagique.

2500

2000 f_

0 50 100 150 200
temps (s)

Figurelll.13 : Comparason“expélience”- calaul surdesessas derelaxation
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AV/V (%)

Lesessids cycliques(figurelll.14) mettent égalanentenévidencedesphénanénesde dur-
cissanentetd’adoucissenentcycliques.
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Figurelll .14: Compardson“expérience - calcd surdesessis cycliques

modele a 1072571
cellule perforée 2 107257 - - -

Le modék repraduit bien I'effet Bausdinger gréce au douwble écroussagecinématiqueet
I'anisotrope estpriseencompteatraversle criterede Hill.

Etnous vérifions égalemet) gu’aveccenoweaumodele housrepraduismsbienle charge-
mentde volume suitea un essaide traction danslesdirectionsx etz (figurelll.15).
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Figurelll.15 : Changenentdevolumesuite a un essaidetraction
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Les codficients ont été déteminéspour unetempénturede fonctionnrementde 950C et
sontdonrésdanslestableaux(l11.2) et (111.3).

C|F |plq]l|Tr a| b C d e f
1/04|1|0|24|11|75|88| 11.3| 14.3| 143

Tableaulll.2 : Coeficients conarnar I'anisotropie du modele

K(MPa,s) n Ro(MPa) Q b Cl(MPa) D1 Cz(MPa) D>
3200 7.5 310 200 | 660| 4200 | 1500 | 4900 | 425

Tableaulll.3 : Coeficients coneernart I'écrouissag du modéle

Si nouscompabnsles coeficients de la loi de compatementdu milieu homogéne équi-
valent orthotrope avec les coeficients de la loi viscopladique de dépat alors nous nous
apercewnsquele seul de plasicité estsupé&ieur. Cerésutat s’explique par le fait qu'au
niveaudu critére elliptique différents coeficients rentrentenjeu.

Si nouseffectuonsun essa de traction suivant unediredion alorsla surface du critere de
von Misess’exprime par

f=0-R
alorsquela surfacedu critéereelliptique s'écrit
f=Ac—-R

oUA dépemr de C, deF etdescoeficients d’anisotropie du tenseurde Hill Het dutenseur
P. )
Le coeficientA prenddesformes différentessuivant la diredion detradion :

e suivart x alors A:\/%C(4a+ b+c)+Fp=3.23
e suiarty alors A= \/%C(a—l—4b+c)+Fq:2.88
e suivart zalors A= \/%C(aJr b+4c)+Fr =315

Lesrésutatsobtenussontsembhblesaceuxmis enévidenceauniveau du milieu homogene
équivalentélastique:

e Letrouauneinfluence similaire danslesdiredionsx etz: il entréneun affaiblisse-
mentd’environ 20%surles propriétésmécangues.

 Dansla direcion y, le seuil de plastrité estaffaibli de 8% ce qui correponda la
fraction volumiquedu trou.

Cetyped’approchepeutpose un problemedesqu’il s'agt d’effectuerdesprévisonshors
du domaire d’identificaion. Dansnotrecasla based’id entification numérgueestrelative-
mentriche maisle modéleestétratementlié ala forme dela cellule de base.Cependnt,
nousallons voir que ce type de modek estbien adapgé au calcd de strudure et permet
d’obtenir desrésulatstréssatisfaisats.
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[l .3 Applications

[11.3.1 Calcul d'une plague perforée

Avantdetesterle modeleeffectif anisdaropecompressiblesurl’aubedeturbine, nousallons
le valider encompaantla répamnsedu matériawiscodastique avecun critéredevon Mises
acelleducritéreelliptique suruneplaqueperforéepériodquemen entrois dimersionsafin
debien prende encomptele caractéreanisdrope

La géométre estidentiquea celledela plage perfaréeen2D (figurel.5).

Le chagemen estlui aussiidertique a celu présentéau chapitre I. Nousapgdiquons sur
deux strudures (une géométie perfarée et une géanétrie homogenéige) un chagement
simple.

La géomérie sanssingularité géomérique serasimuléed’une partavecla loi decompate-

mentde la structureréelle (critére de von Mises),etd’autre partavecle critére elliptique.

Dansun premiertempsnous compaonsle déplaementglobal dela strucure danslestrois
cas(figurelll.16).

0.061
A /
0.06 7 plaque trouée
= plaque homogénéisée - - - -
g 0.059 plaque sans trou -------
=
E
g 0.058 -
g
g
= 0.057 |-
o)
<
0.056 -
0.055 L ! L I L I |
0 1 2 3 4 5 6 7 3

abscisse le long d’une ligne horizontale (mm)

Figurelll.16 : Déplacenentsurla ligne horizontalesituéeau cente dela strucure

Nousappré&ionsle réle du milieu homogenede subsitution par rapport au compotement
viscaoplasiqueisotrgpe. L'affaiblissementié ala perfaration estbien prisencompe.

Dansun dewieémetempsnouscomparas I'état loca au voisinagedespeiforations. Pour
cefaire, nousappliquonsla méthodebasé surdesrelaionsde moyemeaubord duvolume
élémenairerepréentatf.

Surla figure (111 .17) nous compapnsla containte équivalenteau sensde von Misesentre
lesrésutats obterussurla plague trouéeet cewx calcuésapréesrelocalisaion surle volume
élémenairereprésendtif. Nousobservongjuelesvaleus calcuéesau point de Gausssort
semblatesd’un calcd al'autre.
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U YA .
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66 M Pa < 0pises < 660M Pa 88M Pa < Opmises < 665M Pa

sur la plaque trouée sur le VER

Figurelll .17: Comparaisn dela contraintede von Misesapresrelocalisgion d’un calcul
effectué suruneplagque sanstrou ayart un compatementhomogée de substtution suite a
un essadeglissement

L'essaide glissementsimplesurun nombrefini de cellules estun essaisenart ala valida-
tion du modelemaispeu paraite un peuéloigné descondtions de sollicitation dela piece
indudrielle quenous désionsétudie.

En effet, le chagementmécanigie quesubitl'aube deturbine HP estuneaccéléation cen-
trifuge surunestrudure tridimensionrelle. Donc, afin de valider le modelesurle stylede
chagementqui nous intéresseet de vérifier I'anisotrgpie du modéle,nousallons simuler
un essaide tracion suivart la direction < 001 > toujourssur la plague perforée en trois
dimensbns.

Cesdeuxess#s (glissemenbu traction) font pattis de la based’identification. De ce fait,

la réporseglobale de la strucure constituée d’'un nombrefini de cellulesdonrerala méme
réporsequele modék surla cellule de base.

Lavalidation porte doncprincipalement surla relocalisdion del'état de contrainteauvoisi-

nagedela perforation

Surla figure (111.18) nous pouvonsappréier la bonre corrdation desrésutatsissis de la

plagte perfarée“compléte” et du calcul surla plaque homognéigesuvwie d’'une relocali-

sationsurla cellule debas.

La figure (111 .18) nousdonre la contrante équivalent au point de Gausssurla cellule de
base.Nouscomparms cete contrainteaveclesrésutatsobterusauniveau du trou situé au
centredela structureperforéepériodiquement.
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211 M Pa < Opises < 968 M Pa 209M Pa < 0pises < 971M Pa

sur la plaque trouée sur le VER

Figurelll.18 : Comparasondela containtedevon Misesapresrelocdisation d’un calcu
effectué suruneplagque sanstrou ayant un comporementhomogenede subditution suitea
un essaidetraction

Dansun deuxemetemps,afin de vérifier la localisationet I'intensité deschampslocaw,
nouscomparamsle tenseurdescontraintesle long d’une ligne définissat le contour dutrou.
Surlafigure(111.19), nousavonstracéles contraintes équivalenteobtenuegespectivemert
surla cellule debaseet surla géomédrie réele. Et nousremarqwnsqu’ellessontidertiques
(écat inférieur a 5%).
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Figurelll.19 : Comparaisn deI'état local autou du trou (cortrainte équvalent au sers
devon Mises)
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[11.3.2 Calcul del'aube deturbine

Dans ce paragraplte nous allons mettre en évidencele fait que le modéle elliptique
anisdrope est suffisant pour repraduire ce qui se pase locdementsur 'aube de turbine
subisantle chargementéfini parla missian 1.16.

Pourcelanous effectuonsle calaul surl’aube perforée(figurelll.20) etun calcul, iderntique
auniveau descondtions auxlimites, surle maillagehomagénéig (figurelll.21) oula zone
perforéeestrempla@&eparle milieu homagéneéquivalent.

Lesisovaleursreprésentat la contrante équvalenteautemps390, aprés un tempsdemain-
tien de 150 secandes afin de prende encomptele caractérevisqueuxdu modeéle.
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Figurelll.21 : Contrantesdevon Mises(MPa) autemps390dela missionsurle maillage
homogééisé

Nous cherclons a présent a déteminer I'état de contrainte au niveau destrous du bord
d’attaque.

La méthale est similaire a celle exposte au chapitre I. Du fait du compotementnon
linéaire, nous moyenrons le tensair du champde déformaton obteru sur le calcd ho-
mogénéséau niveaudu trou enfonction dutemps Puisnous imposors ce champde défor-
mationala cellule debase

De cettemaniée nousobteronsl’'état de contrainte au coursde la missiondu moteu que
I'on peutcompaer au résutat de référenceobtenu grae au calaulateu pardléle (figure
11.22).

La cortrainte éguivalenteobtenue au point de Gaussestidentique maisla localisationne
semblepascorreponde (centéeau niveaude la cellule de baseet décdée versle bassur
le maillage perforée).

Pourles mémesraisas que celles énorcéesau chaptre 1.5.4, liées a la géométie de la
piece lesrésutatssontdifficilemert compaables.

Nous powons tout de mémemettre en évidencel’in térét d'utiliser un milieu homogne
équialentégalemendansl’étudedel’aube perforée.

Si nous effectuonsla mémedémarcle suite a un calcd sur une aubesanssingularité et
ayart un compatementviscodastigque isotrope, et enne prerantpasen comptela perfora-
tion, (figure111.23) alors le résutat obteru sousestimela réalité et suresimerala duréede
vie dela strucure.
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Omises = 189M Pa

Omises = 189M Pa

sur 1’aube perforée sur la cellule de base
0 50 100 150 200

Figurelll.2 2 : Comparasonde la cortrainte de von Misesapreés relocdisation d’un cal-
cul effectué sur I'aube ou la zoneperfarée a été remplacée par un matérias homogée de
subsitution

Omises = 172M Pa

Omises = 189M Pa

sur 1’aube perforée sur la cellule de base
0 50 100 150 200

Figure lll.2 3: Comparasonde la cortrainte de von Misesapreés relocdisation d’un cal-
cul effectué surl'aube ou la zone perfarée estmodélséeavec la loi de compatementdu
matériaumassi
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Chapitre-IV-

Comportement monocristallin
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IV.1 Présentationdu matériau

L’aubedeturbine étudée estuneaube monocrstalline AM1 revétu C1A (figure .3).

L'’AM1 estun supeaslliage a basede nickel qui a été défini pou la fabrication de piéces
composat les zones les plus chawdesdesmoteus. Il a été congcupar la SNEQVA en

assod@tion avec IMPHY S.A., le cente desmatériaix de I'Ecole desMines de Paris et

I'ONERA pourla fabricationdespiecesmonogistallines.

L’étude de sespropriétésmécanigiesfait I'objet de nombrewsesthése (Defresie, 1989;
Poubane, 1989; Méric, 1991 Fleury, 1991; Grosddier, 1992; Hanriat, 1993; Fleurentin,

1996)



94

ChapitrelV. Comportenentmoncristallin

IV.1.1 Solidification d’'un e aubemonocristalline

Vu la complité despieces aréalser, les piecesmonogistallines sort obtenuesen solidifi-
cation dirigée(procédéBridgman)selm la techhiquede couléea cire perdue.

La solidification a lieu sousvide secomlaire dars un four cylindrique corstitué de dew
parties(cf figurelV.1) :

e unepartie chauc, en hautdu four, chauffée grae a deuxrésisors cylindriques en
graphite dont les consgnesde pilotage sont ajustéessépaément. Un gradient de
tempénture dars le moule peu étre impos en réguant cesdeux €lémerts a des
tempénturesdifférentes.

e uneparie froide,enbasdufour, congituéed’un refroidissaur compcséd’un serpetin
encuivre refroidi parcirculationd’eau.

Inducteur de chauffage/,_'
de la charge d'alliage

Carapace réfractair
du moule \

Godet de coulée

Pastille de nickel destinée
a l'obturation du godet

4

- Le déplacement de
la sole et du moule

- vers le bas du four

g est assuré par un

{

.

Inducteurs
régulables
séparément

Ecran thermique

isolant ~—

vérin hydraulique.

Refroidisseur % -« Sole froide

1
. Symbolisation des

transferts thermiques

FigurelV.1: Schémad’'un mouleplacédansun four de solidification dirigée

Lesdew parties sontsépaéesparun écran themiquequi limite les échangesafin de con
sener un gradient detempéaturelongitudinal (suivantl’axe verticd du four) le plus élevé
possble.

Le mouleestplacésurla soleen cuivre refroidie parcirculation d’eau La charged’AM1
estplacéedars un godet obturéparunepastile denickel dontl'épaisseura étéchoise pour
gu’elle soitentid’ementfondue lorsquela tempénturedel’all iageestponéea 1500C, d’'ol
I'appellation d’ouvertureautomaigue. L'enceine du four estferméepour étre mise sows
vide secandaire etpouraida audégaagedela caramcedu mouledesélémensréfractaires
on chaufe le moulea 600°C. Le vide voulu estattent en2 heureserviron.
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La solidification estinitialiséepar la germiration d'un grandnombrede grains sur le re-

froidisseur Cetteétape nécesite quele métalliquide ait é&té amenédansun étatde surfu-

sion élevée probablenentpluseursdizainesde degrés Celsius Aprésun tempsd’attente

de dew minutes nécesairea ’lhomogénésationdestempérauresdu bain liquide et du

moule, 'ensemble moule-méal-sde esttiré versle bas,de la zonechaule versla zone

froide dufour. La vitessedetirage estimposée parl'opérateursurun puptre decommande
et peut étre modifiéeen coursde solidification. La vitesse estchasie afin d'obtenir une

solidification derdritique. Au cours despremies instants suivart la germiration, la vitesse
de croissaainceestbien plus grance quela vitessede tirage cecitant quela tempéaturedu

front de solidificationn’a pasrejoint I'isothermeliquidus.

La distribution desorientations desaxesdenditiquesprimaires solidifiés dansles premiers
instarts aprésla coulée estaléaoire. De cefait, il estplacéun séledeur de grairs entre
le plot etle moule. Le principe de fonctionnementdesséledeursde grain estbasésur la

compéttion entreles dendites. Consttué d’'une chicane,le séleceur imposedesexten-

sionslatéralessucessveset favorisela croissanced’un graindontl'axe cristallographique
< 001> estle plusprocte deslignes deflux thermique. Cegrainva sepropagerdanstout

le moule. A la sortie du sélec¢eur, la derdrite s’éterd latérdementpar un brassecadaire
qui donre nais@ncea desbrastertiairesdont un grandnomkre disparaitrapidementpour
nelaisser subssterqueles axesprimaires.

L'intervalle de solidification de’AM1 estde54C. La solidification commene & 1364°C

enphasey (tempérauredeliquidus). La phasey estcubiquefacescentrées(cf figurelV.2)
etladiredion decroissancedesdenditesdemétauxcfc estunedirection cubique(direction
paraleleaunedirection cristallographigue < 001 >) duréseaucristallin. Etelle setermine

FigurelV.2: Structue Cubique dFacesCentrés,a=b=c, a =3 =y= 90 (Bourdiaset
Monceau 199%)

parun dépa eutectique y—y a1310°C, dontla fraction volumiquepeutatteindre 4.5+ 1%

surles piecesbrutesde solidification, enraisond’un rejet continu de solug a la pointe de
la dendite pendant la solidification (figure IV.3) (Gallernaw, 1995. De cefait, al'issue
de la solidification dirigée, les espacs interdenditiques contiennert desamaseutediques
y—YV etonobseve sowentunetaille dephagy secomlaireplusgrosséredanslesespaes
interdendrtiqgues On setrouve en présewe d'un matérau inhomogne, auquel s'ajoute
la présencede micropaesinhérentsau procédéde fabrication Il corvient d’effectuerun
traitement de remiseen solution de la phae y afin d’homogénéser la strudure de cette
phase Le traitementd’homogénéistion se situe dansun domane de tempéatureou la
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FigureIV.3: AM1 brutdecoulée Hétérognéitéde compodgtion

phagy n'estplusstabe (typiquemer vers1300C). Ceciadew effets principaux :

e la remiseen solution de la phasey primaire qui permetta d’augmente le taux de
pha® durcissaneé dispamible

e laréducton deshétérg@énétésde compodtion liéesala strudure denditique.

Ce traitement d’homogénéation est interompu par un refroidissement sufisammen
rapide pour éviter un grossissenenttrop important des précigtés y qui vont se former

Puisil estsuii d’'un secom revenueffectué auxalentairrsde 850C danslesalliagesaforte
fraction volumiquede phag y. Il induit un complémentde prédpitation etla coalescene
desprécpitésissusdela trempe apréde premier revenu(figurelV.4).

Cestraitementsconduisenta une population de précpités cubddaux de la phasey avec
unefraction volumiqued’environ 70 % formantun réseaypériodique selm les directions
du cube noyé dansunematrice depha®y (figurelV.5). La taille desprécpitésavoisine les
0.4-0.5umalorsquela largeurdescouoirs de phasey estcomprig entre0.05et 0.1 um
Mais, malgrécestraitemantsd’homagénéistion, le matériauprésatetoujoursuneporasité
importante : micro-reassues de 20 a 50 um situées dansles espaes interdenditiques
s’alignantsuivant la direction < 001 > de croisancedu monocrital.

Les deuxphasesy ety ontla mémestructure cristalline CFC avec un écartparamétrique
relatif &= (a, — ay)/ay postif atempéatureambiarte etinferieur 80.5%.

La compodtion de 'AM1 estdonné dansle tableal IV.1 et samassevolumique estde
8600kgn 3.

L’aluminium durdt le matérauentantque congituant principal dela phagy. Il appote,
avecle chrome,uneprotectiona hautetempénturecontre 'oxy dation. Le titane etle tantak
durcissentles précipités. Le molybdéneet le tungsténefavorisert un durcissemente la
pha solide. Et le cobalt a pourréle principal de diminuer la solubilité desélémens dars
la phasey, favorisart ainsila prédpitation.
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Figure IV.4 : Microstructure des prédpités a coeu de dertrite aprés traitements
(Gallerreau,199%5).
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FigureIV.5: Réseadridimensionrel de motif cubique. Lesaubesreprégnter lesprécpi-
tésdela phasey (Poubane,1989).

IV.1.2 Déformation du superalliagemonocristallin AM1

Avantd'abarderla déformationinélastique ducompcsébiphasé|l estnécessairederappder
quelquesgénéalités concernart le compotementdesmonocistauxde strudure cubique a
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Element Co | Cr Mo W Ta Al Ti Fe
Teneurvisée| 6-7| 7-8| 1.8-2.2| 5-6| 7.5-85| 5.1-5.5| 1-1.4| 0.2

TableaulV.1: Tableauindiquantles compgasitions chimiquesde ’AM1 (en pourentage
massiqe).

facescertrées.

La déformation plagique est principalement liée au déplacementprogressif de défauts
linéares appeléslignes de dislocatims. Ceslignes se déphcentsur desplansdersesdu
résea qui, dansle casdesstructuresCFC, correspomientaux plans de famille {111} (la
normalen estdetype < 111>).

Une dislocation peut se mouwir si la composinte suivant la direction de glissementdu
vecteu contrainteapplqué sursonplan de glissemenidépaseunevaleu seuil ¢ appelée
contraintecritique.La loi d’écoulemen (loi de Schmid)s’énmcealorsaing :

1
T o= gimr=go(renm+men) =T
¥ £ 0 si [Tf=1 et [15=T; (IV.1)

ou n® estla normak auplandeglissement
m" estla direction du glissementdansle plan
V¢ la vitesse de glissementurle sysemes.

De cefait, deslors quela contrainte appliquéeatteirt la valeu critique, le glissementplas
tique surle systémeestpossble.

Mais le déplaementd’une dislocation dansson plan de glissementestinfluencé par les
différentesconfiguations que peuert former les dislocatins entreelles Cesdernieres
peuwententraer (dislocaionsimmobilesdetype“arbresdela forét”, formaion dedipdles)
ou faciliter (annhilation avec d'autresdislocatins, mécansmede production de Franket
Read)le mouvementdesdislocations et jouent par conséuentsurles mécanisnesdu dur-

cissanentetla loi d’écrouissaje. De cefait, la contrainte critique 5, reflétan le degré de

facilité de déplaementdesobstates du systéne (s), doit tenir compte desobstates entra

vantle mouvemert.

a) Deéformation de’AM1 a650C

A 65C0C le matériau préenteun stadede déformdion facile quele que soit son orienta-
tion. Desquele seul demicroplssticité estattent, il seformesurle fit del’éprouvetteune
macrotandedanslaguelle la déformationseconcentre Le compatementinélastique globd

sembleparfaitemen plagique. La déformation tréslocdisée,sedéweloppedansplusieurs
bandesde glissementtres den®sen dislocation pouvants’activer simultanément. Seulle
systane ayart la plus forte cission résdue s'adive. La sollicitation cyclique intersifie les
bandesde glissenentdansles sysemesexistart et peu, lorsquela cission critique estat-
teinte, provoque I'activationd’'autressysemes.

En raison dela régularité de la microstucture y— v, il estrarequela déformationinélas

tigue seconfinedansuneseulediredion deglissemenpourun plandomné. On obseve par
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cons@uentuneforte hétéogéréité de déformationglobde favorisée parl’homogénéitéde
la déformdion locde (Poubame,1989). On consateégalemet un cisailementd’ensemble
dela matricedela phasey et desprécpitésy.

L’anisotropie du comporementinéladique estreliée a la naturedu glissement. La con-
trainte d’écoulementestplus élevée selon[001] queselon[11] enraisondel'int ervenion
du glissementcubique {001} < 110> lors d’un essaidetraction dars cete demiéredirec-
tion.

b) Déformation del’AM1 a95CC

A hautetempéraure,undesaspets essetiels ducompotementestsoncaraterevisqueux:
le compotementdu monocrstaldépenl dela vites de sollicitation.

A 95C°C, il n'y a pregjue plus de stace d’écaulementfacile mais une consolidaion du
matériauavec la défarmation inélagique. Cette dernige est relaivementhomogéde a
I'échdle macrosopigue et I'étude dessysténesde glissementactifs révek la présecede
systems octaédiques et cubiques.A I'échdle microscopique, lesdislocatians serépatis-
sentsysématiqementdars la phasey ou al'in terface desdeuxphasy — y maispérétrent
raremendansle précpité. La défomationestdoncaccommoéeexclusivementparla ma-
tricey, soit par30%du volumedu matériay formantdescouoirs trésfins tridimensionrels
entourantles précpitésde pha y. Lesdislocations doivert ainsi semouwoir dars un es-
pacetrésrédut enutilisantle petit nombrede sygémesde glissamentdispamibles. De plus
lesprédpitésjouert le réle d’ancragedesdislocations.

Tout ceci engertre un fort écroussageet une défarmation homogéne a I'échelle macro-
scopgue(pasdelocdisation dela déformation)

Trois mécamsmesde mouvementsledislocations sontervisagables(Poubame,1989) : le
contaurnemen desobstades par le mécanismel’Orowan, le glissementdévié permetant
aunedislocation vis d’éviter un précipité et la montéede dislocatians, le cisailementdes
précigtésn’intervenar quepourdetrésfortescontrantes.

V.2 Le modelemonocristallin

Le modéleque nousallons utiliser au coursde I'étude pour déaire le compatementde
I'alliage monccristalin & basede nickel estun modelede compatementviscogastique
anisdrope. Mais avart de préseter la formulation qui estutilisée pour cette étudenous
présemons brievement les différentesméthales capaltes de décire le compatementin-
élastguedesmoncristalx.

L'approcte multicritere (Koiter, 1960) étendla théaie classque de la plastcité (Tay-
lor, 1938) au casou pluseurs mécanisnesd’écaulementindépendnts existent. Le do-
mainede plasicité n’est plus uneseulefonction (chagptre IlI), maison décritles surfaces
d’écaulementpar un nombrefini ou infini de fonctions seuils f'. Cesfonctions ne dépen-
dentquedel'étatde contrante g etdu glissement/ surle systéner.

f'(g,¥)=0 (IV.2)
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Le taux de défomationplasique estdéteminé en sommantsurtous les systénesactifsla
contibution dela vitessede chaque systéne pondééeparsonfacteurd’orientation.

L’hypothé&sed'indépandan@ desmécansmesapparaitdifficilementaccetable dansle cas
d’'un cristd oulesdislocationsproduitesparunsysténedeglissementcondituent desobsta
cles pour les autres mécaimsmes. De ce fait une géréralisdion a été propasée(Manckel,
1969 afin quela défarmationinélagique résule de mécanisnesdifférents.Et, danscecas,
lesfonctions seuik dépadentde|'état de contrante maisaussidesglissementsurchacun

dessystames.
r(g’ylayza """ 7yn) =0 (IV3)

Cestravaux ont été réaliséspour des solides élasbviscoplastijuessounis a des petites
pertubations et ont été étendi au casviscoplasique pour lequel (Rice, 1970) a montreé
I'existenced’un potentiel viscoplagique.

Vn

z Z / V(TS Y Vs oo, YY) TS (IV.4)

s=v s=V1

Cesapprahessontala basedetouteslesappiochescristallographiquesqui sesort déwelop-
péesparla suite, apprahesquastphysiquesou appoches phénanénolaiques.

Le premier modélepour lesmonogistau pursdetype CFCécrit a partir de consdératons
physiquessurlesdislocatins(Zarka,1972 généalisele cadrepropaséparMandel et Rice.
Supposntqueseulsles systéemeg4111) <110>peuvert étreactifs, il définitun mécansme
de glissementen groupantles six systénesde glissementde mémevecteur de Blrgerset
montrequ’il existe un potertiel viscoplastique quadratigque pour le cristal.

Uneautreformulation quas-physqueestbas@ surle fait quela déformaton dumonocrtal
s'effectue parglissementcristdlographique surdessysemeset quel’écoulemer plastigue
instantanéobét au critérede Schmid(Frangosi, 1985).

Vi

=3 hisly (IV.5)
s=V1

Cesmodelesfont intervenir les dislocatians et leurs interections en incluant un certan

nombrede processuselémenairescommele franchissenentde dislocation la création de

boudes de FrankRead,le glissenentdévié et la montéede dislocation. Par contrg ils ne

prenrentpasen comptel’effet Bauschiiger mémesedil limite entraction et compresion,

etresteignent donc lesapgicationsaux chagemerts monotames.

Dansnotre étuce nousutilisonsun modek cristallographigue phénomeénobgique. Cetype
de modéleprenden compteune desciption minimale de la microgructure (grain, phase,
systane de glissament) maisreste“phénomémlogique” au sensou I'approchene cheche
pasa écrire uneloi d’écrouissagedont’expressim ferait direcementréférence a un me-
canisnemicroscgique(la dislocatian “n’existepas danscesmodéles.
Cemodeleestfondésurl’hyp othésequela déformdion provientuniguementu glissement
dedislocatins (le mécanisne de défamationprédominantestle glissementetc'es la loi
de Schmidqui définitdiredementle seul de pladicité.

Dansle casdu monacristal, cesmodeéles comporenttrois étapesdistinctesqui consdéren
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I'aspect cristallographique. Connaisantla contrainte macrascopiqie, on détamine la cis-
sionrésdue 1° surle systemes puison calaule la vitess de glissementsurce mémesysténe
(loi de comporement)pour obterir enfin la vitesse de déformation viscoplastique macro-
scopgue.Le schémadela figure (1V.6) illustre la démarcle.

g g’
COMPORTEMENT
MACROSCOPIQUE
n’ m°
SYSTEME de / T e s
GLISSEMENT Loi de
systéme s comportement

Figure IV.6 : Lesdifférentesétapesd’'un modélecristallographicque phéroménobgique

Lesdifférentsmodéles déweloppéssuivantce schénadifféerent principalementauniveau de
la loi decompatementet plus principalememau niveaudel'écrouissaje (Cuitino et Ortiz,
1992)

Le modéleutilisé (Cailletaud,1987) (Méric etal., 1991), déweloppépourle comporement
dessupealliagesmonocritallins a basede nickel AM1, suppsequele mécanisnede dé-
formation prédaninantestle glissementdesdislocations. Et commenousavons pu le voir
au paragapheprécélent, dars les conditions d’utilisation du matérau, le glissementdes
dislocations a lieu surdouzesysémesoctaédriquesdu monogistal CFC ({111} < 011>)
ainsiquesursix systanescubiquesdetype {001} < 011>.
Uneformulationviscoplagique a étéchoige, afin d’éviter les problemesrelaifs ala déter
minationdessygémesde glissementactifs du modéle.Nousintroduisonsun seul deplas-
ticité entradtion et encompressionsur chaqte sysemede glissement.La densté de dislo-
cationn’intervient pasexplicitement Deux variades sontdéfinies surchague sygsémede
glissaments, r° écroussag isotrope et X écrauissa@ cinématique Un sygémeestactif
si la cisson 1° estsupéreure a X + rs ou inférieure a x* — rs et le taux de glissementest
connuaing quelesdeuxvarigblesd’écrauissaye. Lesvariadesd’éta utiliséespour définir
I’évolution ders et x® sort le glissementcumuléV® pourl’écrouissageisotropeetla varigble
o pourl’écrouissagecinématique

Connaisantle tensur descontrantes appliquéesg, la résoltion de la contrainte de ci-
saillementt® s’éciit classquemen selon(lV.6), r* et m® étantrespectivemernt, pourchaqie
systémes, la normak au plan de glissementet la diredion du glissementdars le plan (fi-
gurelV.6). Lesvariablesd’'écrouissager® et x* sontexpriméescommeunefonction de a®
etV® (IV.7) et senenta déteminer le taux de glissementviscoplagiquey® et le tensurde
déformdion viscaoplastiqueeY (1V.8).

Les lois décrouissage (IV.9) et (IV.10) s’expriment a l'aide des deux variades
d’écrauissage et dedeuxcoeficients K et n modélisantla viscositédu matériau

T=g:m=0: (P e+ en’) (IV.6)

N
:Q
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X=co®  ; rP=Ro+ QY his(1- e V) 4 Qy(1—e 2% (IV.7)
y=vsignt-x9)  ; g'=5vn’ (IV.8)

V=< W >"avec< i >= Max(i,0) (IV.9)

oS = y°— dosv® (IV.10)

La préenteformulaion permetune satuation de I'écrouissa@ aussibien en chagement
monotaequ’enchagemen cycliqueet prendencomptelesinteractionsentre lesdifférents
systenesdeglissementtraversla matrice hs (hys = &;j). Neufcoeficients matériawx sort
utilisés (K, n,c,d, Ry, Q1,b1,Q2,b2). lls ont été détaminésa partir d’essis a différentes
vitessesde déformation ou de cycles de fatigue-relaxation et a différentestempéatures
surl'alliage AM1 al'aide d’un logiciel d'identification automatigue (Leriche, 1998) Les
valeus utiliséesdanscette étudesontdonréesdansle tableau ci-dessos (Hanriot, 1993
(tableauxIV.2etl1V.3):

T°C 20 650 800 850 900 950
C11(GPa) 296 244 242 272 254 261
C12(GPa) 204 170 173 204 189 198
C44(GPa) 125 104 99 97 95 93
N =np 15 15 10 7 5.5 5
Ki(MPa,s) | 88 88 367 580 608 517
Ry (MPa) 245 204 143 94 82 69
Ci(MPa) | 7348® | 3331320| 666265| 37630| 360640| 215600

dp 3266 | 16330 | 3266 | 1960 | 1960 | 1960
Ko(MPa,s) | 96 96 439 669 653 707
Rx(MPa) 377 170 94 71 59 47
Co(MPa) | 18678 | 500%5 | 250280 | 13570 | 113120| 90480

dp 566 2121 2121 | 1697 | 1414 | 1131

TableaulV.2: Coeficients du modélecristallographique entre 20C et 950°C
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T°C 1000 | 10%0 [ 1100 | 1150
Ci1(GPa) | 258 250 | 320 /
C12(GPa) | 198 192 | 264 /
C44(GPa) 90 88 86 /

Ny =Ny 4.5 4.3 4.1 4
Ki(MPa,s) | 372 431 | 490 | 329

R.(MPa) 61 45 29 | 12
Ci(MPa) | 176400 | 148610 | 99615| 72520
d 1960 | 2123 | 1633 | 1960
Ko(MPa,s) | 509 | 307 | 359 | /
Ro(MPa) | 47 47 47
Co(MPa) | 112002 | 93324 | 39900
& 1697 | 1414 | 849 | [

TableaulV.3: Coeficients du modélecristdlographicque entre1000C et 1150C

Dansle chaptre V, afin de simulerle compotementd’une éprowette axisymétrique nous
utiliseronsun modélebasésuruneappochemacrogopigque phénoménobgiqgue.

Les premiéres versiors de ces modelesmacrascopguesphénanénolaiques propcsaient
descritéres macrogopiquesgénéalementbagssur les critéres quadatiques de type Hill
(Nouailhas,1989; Nouailhaset Culié, 1991) Unetelle apprahepeu s’interpréer comme
une maoyeme sur les systanesde glissement. Mais ce type de modélemacrosopique a
montrésesfaiblesse parrapport ala loi de Schmid.Le modélecristdlographique prévoit,
parexemple la préseme de “zones molles” enfacedeszones< 110> surun tubed’axe
< 001> sollicité entorsion pure,leszones < 100 > étart plus difficiles a déformer. Ce
résulat a étéconfirméparl'observation maisn’apparat pasavecun critére macracopiqie
qui prédi exactemat les mémescortraintes d’écoulemen pour les dew diredions. Ce
résulat prouve quetousles modéles baséssurun critérede plasticité quadatique (chaptre
[1) nesontplusvalidespourdécrre le compatementd’'un monocréstal.

Descritérespluscomplexesontdonc vu le jour, utilisant desfonctionsde chage exprimées
en fonction desinvariants(Nouailhas et Cailletaud, 1992; Nouaihaset al., 1995. Ces
dernigsrendentautomaiguemern la fonction invariantepour le groype destrangormations
orthogonakscaratériaantles symétries matéridles. Afin dedéteminerla base d’intégrité
danslesaxesdu cristal, on utilise un critére qui peutétrefonction de neufinvarants.
Laloi decompatementestécrite enrespetantlesaxescristallographiquesdu cube.Le po-
tentid viscoplastqueauneexpressionclassque (équation|V.11)ouf représene I'équation
dela surface dechage.

_ K fonm

=1k

L’anisotropieinitiale estdéciite auniveau deséqudions (IV.12 et IV.13) al'aide de quatre
desneufinvariantsdéteminantla based’intégrité

(IV.11)

1/12

3
f= <(:—23(|2+234|4)2—38|3> _(36|6)4> -R (IV.12)
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V.3 Détermination d’'un modelehomogeneéquivalent

IV.3.1 Présentationdu modele

La méthodeutilisée estla mémeque celle mise en placepour la détemination du milieu
homogéeequvalentdars le casdu compatementviscoplagiqueisotrope(chaptre 111).

Nous avons géréré une “base d’identification numérique” en simulart différentscharge-
mentssur la cellule élémenaire du milieu perforé a partir de laqudle nous cherctons a
identfier un modék homogée de substtution. Ce derrier doit possédercertanes carac

téristiques il doit étre:

e cristallographique
e viscoplagique

e anisotrope

e compressible

De ce fait la voie suivie conside a consever le modeéle cristalographique
phéroménolgiqueexistart eny ajoutantdes‘pseudossystémesdedilataion afindepren
dreencompt la plasicité dilatante(Cardora etal., 200().

La contraintede cisailement g (IV.14) serésou tovjours selonla loi de Schmidet pour
chaque systémale glissement. La dilatation estintroduite (1V.15) en utilisantla cortrainte
normalecy;, évaluéeautraversdu produit cortractér® ® n°.
Cesnouweauxmécarsmescorrespomentala cinéique de montéedesdislocationsmaisce
n’estpasce phéroménequenous preronsencompte Nousnous servonsde cecritére pour
tradure la compresibilité du milieu dueala géométie.

|Tqiiss — Xglissl — gliss

Kgliss

Tgiss= 0 (0°®@M°) V=< >N0iss SigN(Tiss— Xiss)  (1V.14)

N esersy s 196 = Xl T TG Cnar ciqran s
oG =0:(n°®n°) V=< Ko > sign(agy — Xgi) (IV.15)
L'origine decetteplasicité dilatanteétart liée ala présncedutrou (chepitre lll), nousajow
tonsseulenentdeux“pseudossysténes” de dilatation suivart les directions[100 et [001].
Le raisonnemen estidentique a celu effectué en viscoplastiité isotrgpe ou I'anisotropie
du premierinvariantl1(g), prise encompteautravers du tenseur P, estnulle suivart la di-
rectiony.
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Nousverrors ultérieurementquece choix n'aura pasd’influencesurlesrésutats au moins
auniveaudescondtionsde chagementconsidérée aucours del’étude.

La variable d’écrauissaye cinématiquex s'évaluesimplemen en fonction de la varisble
d’étatcorrespomiantea? (IV.16).

¥=cof ;  aS=y—daif (IV.16)

La variablke isotrope s’éciit en fonction de la défarmation viscodastique cumuléesuivant
(IV.17) avecunematriced’interacton hs (hj; = d;; dansce cas)entresystanesde glisse-
ments.

P=Ro+Q1Y hrs(1—- e V) 4 Qy(1—eP2W)

) 5| —rS
K
La vitessede défarmationplagique s’obtient, dars le casdu modélehomogée équivalent,
enutilisantnonseulenentle teneurd’orientation dechaque systénedeglissementi mais
égalemendeuxnouveauxsysténesde dilatation proje#ssurle tenseurrt (1V.18).

£ = Vet Y & (IV.18)

Cemodelerente dansle formalismedesmodélesavariadesinternesmultimécanismesLe
systemdocal a constérersurchaque point de Gaussestconstituéparlesrelationsdéfinis-
santla décompmsition élastue-viscoplstigLe de la défarmationet parleslois d’évolution
desvariabkesa etv.

Ce type de modék, commele modélephéroménobgique déterminéau chaptre Ill, est
actuelementcorsidérécommeayart un bon rapport “qualité/prix” du point de vue de la
simulation numéique.

>"avec< j >= Max(j,0) (IV.17)

Nous aurions égalemet pu déweloppe un modek utilisant un critére unique (équation

1V.19).
4 /ch,iSSJr Fo3 (IV.19)

Cetteformulaion auraitpermisun coudageentrelessystémede glissamentetlespsewo-
systeme dedilatation Mais celle-ci nes’estpasrévédéeindispensble.

IV.3.2 Identification du modéle

L'identification du noweaumodek de compatementhomogneéquivalent a étéréalisée
ensuivant la méthalologe du chaptre lll.
Nousavonsreaisédifférentes simulatonssurla cellule debas :

e desessaisde traction dansles trois diredions et a dew vites®s de sollicitation
(10 2s 1 et1074s7Y) (figurelV.7),

e desessdé de cisallement dansles trois plarns et a deux vitessesde sollicitation
(10 2s 1 et1074sY) (figurelV.8),
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deux ess#s de dilatation hydrostatgue a différentesvitesses (102s1 et 10%s™1)
(figurelV.9),

desess#s d’extensian dansles trois diredions et a dewx vitessesde sollicitation
(102571 et10~%s7Y) (figurelV.10),

et deuxessas derelaxation dansla directionx etz (figurelV.11)

desessas cycliquesdars la diredion X, z et dansle plan [xZ ou la perforation in-
fluencele compotementi deuxvitessesdesollicitation (102s 1 et 10~4s™1) (figure
IV.12)

pourunetempénturede fonctionnementde 950C.

Notre modéleconserve bien soncaracéreanisotrope et viscoplagique.

700 - e
o~ modele 3 107257 ——

__ 600 - g cellule perforée 2 107251 - - - -
3
& 500 -
= 2> modele 4 107457 ——
A 400 - cellule perforée 4 107451 - - - -
& 300 |-
v /
200
100
0 Il Il Il Il Il J
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
<&z > (%)

FigurelV.7: Compar#son“expériencée - calcu surdesessas detraction

Nousobsernons égalemet) a partir desessis de traction (figure IV.7), unebonnecorréla-
tion danslesdirections[100](x) et[001](z) subisantl'influence dela perforation.

Par contre, I'écart obtenu surles coutbesde traction dansla diredion y provient du fait que
le modélen’est pasmodifié danscettediredion (axe du trou) afin de limiter le nombie de
variades. De plus,auvu desconditions de chargemensulies parl'aube, nous choidssors
deprivilégier la diredion z lors del'identification du modék.
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FigurelV.8: Compar@son“expélience - calculsurdesessas de cisaillement

Aprésavoir validéle caracéreanisotope(figures1V.7 etIV.8), nousallons ajuste lescoef-
ficientsdesdeuxnouweauxsystems de dilatation a partir d’essaissollicitantla parie com-

pressble du modéle

De cefait desessas dedilatationhydrostatgue(figure IV.9) et desessas d’extension(figu-

relV.10)sontréalisés.
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FigurelV.9: Comparaisn “expérience” - calcu surdesessaigie dilatation hydrostatique
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FigurelV.10: Comparaisn “expérien@” - calaul surdesessaigl’extension

La partievisqueusedu modéleestobterueenréalisantdesessés derelaxation(figurelV.11)
etdesessé#s cycliques(figurelV.12).

Nous remaragions égalenentle bon compatementdu modélesouschargementyclique
(effet Bausclinger). Cecipardt trésintéressantsactantquela plupartdespiécesaérorau-
tiques sontsollicitéesenfatiguethermomécanige.
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FigureIV.11: Comparason“expérience”- calculsurdesessds derelaxation
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FigureV.12: Comparason“expérience”- calaul surdesessas cycliques
Par contre, si nousnousintéressonsa la variation de volumeaucours d’'un essaidetraction
nousobseavons quele modéleprerd encomptecechangementevolume maisnereproduit
pasexactemence qui seprodut auniveaude la cellule de base(figureIV.13).
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FigureIV.13: Changemendevolumesuiteaunessadetradion

Cecipeu venir du fait que nousn’avons pasde coudage entre les différentssystémesle
glissament(équationV.19) commeentreles deuxinvariantsdansle critére elliptique.
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Les coeficientsont été détaminésuniquementpour une tempénture de fonctionnement
de 95C°C et sontdomésdansles tableaix (1V.4) a (IV.7) pou les différentssysemesde
glissement.

T°C | m Kl(MPa,s) Rl(MPa) Cl(MPa) di
950 | 5 425 65 160000 | 1850

Tableau IV.4 : Coeficients du glissement octad@rique du modeéle cristalographique
phéroménolaiquedesubditution

T°C | ny Kz(MPa,S) Rz(MPa) Cz(MPa) do
950 | 5 545 25 62000 | 900

Tableau IV.5 : Coeficients du glissement cubiqgue du modéle cristalographique
phéroménolaiquedesubditution

T°C | n3 K3(I\/IPa,s) Rg(MPa) C3(MPa) ds
950 | 5 2000 225 5000 | 982

TableaulV.6 : Coeficients du premier systéne dedilatation du modelecristalographique
phéroménolaiquedesubditution

T°C [ ns | Ka(MPa,s) | Ra(MPa) | C4(MPa) | ds
950 | 5 1800 188 | 315000 | 1000

TableaulV.7 : Coeficients du secom sysemede dilatation du modélecristalographique
phéroménolajiquedesubditution

Si nousregardns/I'évolution descoeficientsdu glisseamentoctaédique et du glissement
cubique, nousremaraionsalors une diminution reflétan I'affaiblissementdespropriétés
mécaniaies.

Si nous calcdons le rappat cubique/odaédrgue pour I'écrouissage isotrgpe et
I'écrouissaye cinématiquealors nousobsevons quecerapport n'est pasconseve.
Au niveaudu modélecristallographicueinitial nous avons

Rcub ~ Ccub/Dcub

~ ~0.72
Roe  Coa/Doa

alorsquedars le modelehomaeéneéquivalentidentfié nous obterons

I:\)cub ~0.4 Ccub/Dcub ~

———~0.8
Roat Coa/Doa
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Mais ces coeficients sont difficilement compardles car ils subisent l'influence des
“psewdo-systemes’dedilatation.

Nousobsewons égalemenqueles coeficients caratérisant les “pseudo-systémes’de di-
latation sontsupéieurs Cecis'explique par le fait qu'ils agissentdirecementsurla con-
trainte nomalealorsqueles autres sygémesagisntsurla cission critique. Si nouscorri-
geonsles codficientsobterus parle facteurde Schmidalorsnousobteronsle mémeordre
degrardeurquepourlessysemesde glissementcubique.

IV.4 Applications

IV.4.1 Plaqueperforée
Commedars leschaptres pré&dens (chapire | etchaptrelll), la validationdu modeélese
fait suruneplaqueperforée.

Nousréalsonsun essaidetraction surunestruduretridimensiomelle:

e perfarée périodiquement ayart le compatement cristalographique (calcul de
référence),

e suruneplaguwe homogéeéisé ayantle comporementhomogem équivalent,
e etsuruneplaque homognéigeayart le compotementdu monocrstalmassif.

NousallonscompaerI'état de cortrainteauvoisinaged’une perforation situéeaucente de
la strucure, afin de pallier tout effet de bord, entre le calcul de référenceet lesdew autres
calcuk apréesrelocalisdion surla cellule de base.

Nous regardans la contrainte au point de Gausssur la cellule de basetridimensionelle
(figureslV.14 et 1V.16). Et nous tragonsla contrainte sur la ligne définissantla géométie
du trou afin de compare la localisation et I'inte nsité deschampslocaw (figures IV.15 et
IV.17).
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Les figures (IV.14 et IV.15) montrert les résutats obterus suite a un calaul prenant en
comptel’affaiblissementu compatement

W
N /7«&1"(‘

J
ol
X

178 M Pa < 0pjises < T57M Pa 179M Pa < 0pises < 754 M Pa

sur la plaque trouée sur le VER

FigurelV.14: Comparasondela containtede von Misesaprésrelocalisaion d'un calcu
effectué suruneplaque sanstrou ayant un comporementhomogé équivalent
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Figure IV.15: Comparaisn del'état loca autou du trou (cortrainte équivalente au sers
devon Mises)
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Les figures(IV.16 et IV.17) montren les limites du “zoom strudural” dars le casd’une
strucure périodique etl'in térétd’utiliser un milieu homogée de subsitution.

178 M Pa < Opjises < 757TM Pa 210M Pa < opises < T05M Pa

sur la plaque trouée sur le VER

FigureIV.16: Comparaisn dela contrintede von Misesaprésrelocalisation d'un calcul
effectué suruneplaque sanstrou ayart le compatementmonogistallin massif
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Figure IV.17 : Comparaisn de I'état locd autbur du trou (contrainte équivalenteau sens
devon Miseg

L'écartmesuréauniveaude la contrainte équivalenteautou du trou estde 18%alorsqu'’il
nedépasepas2% avecle milieu homogneéquvalent



114

ChapitrelV. Comportenentmonaristallin

IV.4.2 Aubedeturbine HP

Nousappliquonsmaintenantla méthale aucalculdel'aube deturbine.
Noussimulonstoujous la mémemissiontypique (figure 1.16) enisotherme(a 950C) sur
la structureréelle et surle maillage homogenéisé

Lesrésuats obtenus sontillustréssur les figures(1V.18 et IV.19) a la fin du palier de vol
pour prerdre encomptela viscosité.
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FigurelV.18: Contrantesdevon Mises(MPa) autemps390dela mission

La relocalisaton des contrantes locales sur la cellule de basecompaéesaux résutats

obterus sur I'aube perforée montre une nouwelle fois, I'effet prédctif (figure I1V.20) et
I'intérétde modéliserla zoneperfaréeparun milieu effectif (figurelV.21).
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FigureIV.19: Contraintesde von Mises(MPa) autemps390dela missian surle maillage
homogédéisé

Figure IV.20: Comparaisn dela contrainte de von Misesapresrelocalisation d’un calcul
effectué surl’aube olila zoneperforéeaétéremplaéeparun matériat homogneéquivalent
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Omises = 154 M Pa

Omises = 180M Pa

sur 1’aube perforée sur la cellule de base

0 50 100 150 200

FigurelV.21: Comparasondela containtede von Misesaprésrelocalisaion d'un calcu
effectuésurl’aube ol la zoneperforéen’est paspriseencompte
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Les aubes de turbinesfixes et mobiles desmoteus actiels sontsounisesa dessollicita-

tions defatigue importarntesdansla mesureou le régimemoteurpeutétreamenéa fluctuer
rapidementnotanmentdanslesmissicmsde moteurmilitaire. Lesvariationsdetempératire

lorsdela phasededécollageou d’atterissage induisentdeforts gradientsthermiqesausein
de cespiéces, qui gérérenteux-mémesdescontrantesd’origine themique. Ce processus
imposedoncauxaukesdeturbine un cyclage thermo-meé&aniqe.

Le compotementet’'endommagemerpewentétreétudiéssurstrudure ou surbanc Mais
le colk detels essaiset les difficultésde reprodudibilit € et d'interpréation ont conduit au
déweloppementd’essaistechrologiquesplus simpleset moinscolteux.

Danscetteétuce les essis ont étéréaisésdars le dépatementMécaniqie du Solideet de
'Endommagenentde ’TONERA parDidier Pacouet Daniel Poirier.
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V.1 Les différentes etudes menées sur le superalliage
monocristallin AM1

Les supenlliages monocistallins a basede nickel ont fait I'objet de nombraisesthése
(Malpertu, 1987; Defresre, 1989; Méric, 1991, Hanriot, 1993 Gallerreau, 1995; Per
ruchant, 1997 qui ont permisd’étudier :

e le comporementmondone

le comporementcyclique

l'influencedel'orientaion cristallographique

I'endurarce ou plus précsément’endommagemengnfatigue

lesmécanisnesdefissuratiam

¢ l'influencedela températire
o l'influencedel’environnement

au travers pou desraisas de simplification et de codt, d’essis de caracérisaton mé-
caniqueisotherme.

Mais I'évolution desmoteursexige un dimensonnementde plus en plus précis Pource
faire desessas mécanigiesen condtions aussiprochesque possible de cellesréelement
rencatrées surlespieces enservie ont étédéweloppés Ainsi, pourteserle compotement
d'un élémen de volume, et non plus d’'une strucure, desessés de fatigue anischerme
ou fatigue thermaemécaniaie ont été mis au point (Rémyet Reuctlet, 1983 Rémy 1986
Lautridouetal., 1995).

Le principe de cesessés, renduspossbles graceaudéweloppanentdel’inf ormatiqie, con
sistea imposersimultarémenta I'éprouvette un cycle de chaufageet de refroidiseement
en évitantla créaton d’'un gradient de tempéraure et un cycle de déformationmécangue
de maniereindépendante. |l estainsi possble de repraduire sur une éprowette tubulaire
lescycles subis parl’élémert devolumecritique.La régultionenbouck ferméedela ma-
chined’essaiestréaliséedefaconautmome.Le micro-ardinateurgénéregarlintermeédiaie
d’une régulationdetempératire,un cycle thermiqie fonction dutemps.Durart unepériode
de prég/clage a chage nulle, nécesairea la stablisation du cycle de dilatation, le micro-
ordinateurenraistre la défarmation themique. Puisla défarmationtotde estappliquée
al'éprouvette en ajoutant a la dilatation thermique enragistrée la déformation mécangue
désigée:

§t ot

= §th + §mec (V' 1)

Cesessaipermetentdereleweretd’exploiter deuxtypesd’information dansdescondtions
prochesd’un ervironnementmoteur:

¢ |a qualité en condtions anisdhermesdeslois de compatementet desmodéle de
durée devie étallis parle calaul encondtion isotherme

e la duréedevie despiéces.
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Lesaubkesdeturbine HP du moteur M88 sontréaliséesen AM1 et protégéesparun revéte-
ment C1A. Plusieus étuces (Chatagner et Rémy 199%; Gallerneu, 1995 Perruclant,
1997) ont permisde calcuer le potertiel de cetalliage sollicité en fatigue anisahermeet
d'apprécierl’in cidene dela protection C1A surle compotementmécanige.

Lescyclagesthemiquesetmécanigiessort représenttifs de ceuxsubispardifférentespar
ties critiquesde I'aube (par exemplele bord d’attaqug. De nombreusedormesde cycles
ont étédéfinies pour’AM1 maisnousn’en préseterors quedeux.

e Lecycle“4 pertes” pourbordd’attaque
Le cycle ‘4 penes” doit sonnoma sonallure dansle diagammereliantla déforma-

tion mécangue(g & — &) alatempéraure (figureV.1)

mec— Stot

S 0.5 -
o

i=

<

&

g

=) 0
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£

&5 05

température (°C)

FigureV.1: Le cycle“4 pentes” pour bordd’attaque

Le cycle de températire utilisé est un cycle triangulare compis entre 650C et
1100C avecdesvitessesde chaufageet derefroidissenentégales

Le cycle de déformation mécangue imposéa I'éprouvette a été dédtiit d'un calcul
par élémens finis simulart le compatementdesaubes de turboréadeur en senice
(Malpettu, 1987) |l perme de restituerle couplgequi existe entrela défarmation
mécanigie et la défarmation thermicque observées sur la pieceréelle en déciivant,
de facan scrematique I'évolution de la déformation d’un élémentcritique du bord
d’'attaquede I'aube. Dansce cycle la déformationmaximaleet la déformaion mini-
male sontimposés a deuxtempératiresintermédiaiesdifférentes; la déformation
estminimaleen compressiona 950C durant le chaufageet maximaleentraction a
750°C perdantle refroidissement.

e Lecycle“W” pourl’intradosa proximité du borddefuite
De noweauxcalcus réaiséssuraubeontpermisde définir un noweaucycle thermo-
mécanigie en s'intéressat a la zore critique située sur l'intradosdes pales c6té
bord de fuite. Ce cycle estnommé“W” enraisonde sonallure dars le diagamme
tempéraure-déformaton mécarnque (figure V.2).
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0.5 -

700 80 900 1000 1100

déformation mécanique

température (°C)

FigureV.2: Le cycle“W” pourlint radosa proximité du bord defuite

Parrappat aucycle deréférence(cycle “4 pertes”), la déformationmaximalea cette
fois-ci lieu a la tempérntureminimale et le refroidisseanents’effectue enimposart
lesmémesdéfarmatiors qu’au chauffage

Touscesessas ont permisd’andyserle compatement autremat dit I'évolution descon
trainteset desdéfarmationsau coursdu cycle, et de compaer cesrésutats expélimentax
aux simulaions obteruesen utilisantleslois de compatementidertifieessur’AM1. Ces
compaaisonsont montréde trés bonres corréltionsentrele calal et I'expérierce pou
tousles cycles stalilisés (Debussacet al., 1994). L'élévation dela corntrainte moyenre en
coursd’essai estbien prise en comptemaisle modék préwit cepemantune stabiisation
decette contraintemoyeme plusrapide qu’elle nel'est enréalité.

Toutefois cessollicitations sur élémen de volume resten uniaxiales et ne permetent pas
de simulerdeschocs thermiquesaussisévéesqueceuxobtenusavec desessas de fatigue
thermique surstrudure plusreprésentéfs desconditions defonctionnemen

De ce fait les essis classiques réaliséssur épraivettestubulaires mincesafin d'obtenir
unetempéraure uniforme dansl’épaisseume sontpasreprésenatifs descondtions réelles
sur pieces travaillant a haue températire commeles aubes de turbine refroidies, dars
lesqellessubssteunfort gradient deparoi Un équpementspécfiqueadonc étédéweloppé
al’'ONERA afinderepraduire un gradent thermique dansla paroidel’éprouvette aucours
del’essaithermo-mécaique (Chaboteetal., 1997).

V.2 Lesmoyenstechniquesutilisés

V.2.1 Le montageONERA

En raisan du procélé de refroisisementinterne desaubesde turbine HP (voir introduc-
tion), les contrantesd’origine thermique deviennentaussi importantesque les contraintes
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mécaniagies(force centrifuge). Aussi, pour simuler le gradient thermique appaaissant sur
la piece, TONERA adéweloppéun systane qui permetderefroidir la faceintérieured’'une
éprowette de fatigue cylindrique tout en chaudfant la surface extérieure. La difficulté est
d’obtenir desgradientsaussi élevés que ceux calcués sur la piece réelle avec une bonne
distribution dela tempéraure surla sectian utile del'éprouvette.

Le chaufageestobtenu avec un inducteur (type soléndde) relié a une unité de chaufage
parinduction de 12 kW depuissance.Un desavantagediés al'util isation du chaudfagepar
indudion (parrapport aunfour alampeparexemple)danscetteappication, estdelocaliser
le chauffagesurla surface externe de I'éprouvette. Le gradientthermiqie estalorsgéréré
enrefroidissantla surfaceintérieureen utilisantun flux d’air pulséatempératire ambiante
commeillustré surla phao (V.3).

FigureV.3: Le montage ONERA

Afin d’obtenir une bonnedistribution de la tempéature le flux d'air estsouflé en per
manencea l'int érieur du tube et canalsé par une chemi® en alumine pour augnenterla
corvection La paroiinterneestaing refroidie créantun gradent de paroipowantatteirdre
jusqua 250 C dansla zore la pluschauwle (Chalocheetal., 1997) (figure V.4).

Un délimeétresonique placéenamontet un diaplragmeen sortiepemettentde mesure les
débitsmassigiesd’air (erviron 10 mg d’air partrou pourunepresson de 4 barsenentrée)
afin d’assurerun défit d’air congant.

V.2.2 Présentationde I'éprouvette

Cette étudefait suite a celle (Chabote et al., 1997) réalsée sur des éprauvettes cylin-
drigues (le diamére extérieur estde 14 mm avec une paroi de 2 mm d’épaisseuy (figure
V.5) monocrstallinesAM1 revétuesC1A.

Nouscheichonsasimule le chagementhermiqueetmécanigieexistant auniveau dubord
d’'attague de I'aube de turbine afin d’étudier I'in fluencede la multiperforation surle com-
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Figure V.4: Schémalu systanede “chaufagerefroidissemat” del'éprouvette

portementet la duréede vie. Par conséquat les éprowettesont été percés suivan deuw
motifs (figure V.6).
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Figure V.5: Schémalel'éprouvette

Toutesles éprouwvettes sontorientéesselonla diredion cristadlographique < 001> et les
percayes,réaligsparlase, sort orientésselon< 010>. Le revétementC1A a étédépoe
surla surface externedel’éprouvette,ensuivantla procddureapdiquéesurlesaubesréelles
enraisondescondtions defonctionnement,afin de protégerle matérau contrel’oxy dation
maiségalenentcortre lesphéroménege corroson etd’'érosion.

Le choixdesrevétementsprotecteurspouraubesdeturbineestlié nonseulemat auxperfor-
mancesgntrinseqles, maiségalenentsur la fiabilité et la “réparabilité” dela coude qu’ils
condituert.
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Figure V.6 : Lesdeuxmotifs deperage

Lesaubkesensupealliage monogaistallin AM1 sontrevétuesd’un aluminue modifié parle
chromeC1A. Ce dépétthermahimique de chromaluminisaion estnondirectionnel ce qui
permetde recauvrir avec une homogééité satishisare despiéces de formescomplexes.
Le dépd esteffectué a 1500C lors du premier reveru de remiseen solution desprédpités
euteciquey—v. Il s'agt d’une aluminisation enpha® vapeur modifiéeparun prédédt de
chrome.

Lafigure(V.7) montrel’aspectdurevétementformédegrains polygonaux d’environ 15um

Figure V.7 : Aspectdu revétementthemochimique G A (Gallemeau,1995
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La figure V.8, représentat une coupe longitudinale d’'une éprowette, meten évidencela
présecedecingzores:

unezoneexternemonghaseé

unezoneinterne consttuéed’'une matricenoyantde nombreux prédpités
unezoneintermédaire entrela protection et le substat
unezonedediffusion

le superdliage

zone externe zone interne zone de diffusion Superalliage AM1

FigureV.8: Coupeongitudinaled’uneéprouvetteenAM1 revétue C1A (Gallerneay 1995

Gracea une analse X du matériai tousles um la concentration desélémentsa pu étre
obteruedela surfacedel’éprouvette jusque dansl’all iage AM1.

Il existe uneforte concertration dechromeentre leszonesextemeetinterne résutant
dela premierepha® de dépd. Ce cordm dechrome situésurla surfaceinitiale de
I'éprouvette enAM1 s’avereefficacevis-a-visdela corrosionachaud.

La zoneexternemonoplaséeestprincipalemen condituéed’aluminurede nickel qui
se forme lors de I'aluminisation (semnde pha® du dépt). L'aluminure de nickel
B — NiAl estformégraceala diffusion du nickel provenantdu substat de base.

La zoneinterne aun caractérepolypha (fortesvariationsdeconcentrdion denickel,
de chromeet d’aluminium). Samatriceestcongituée commela zoneexteme, de
I'aluminuref3 — NiAl surgoechiométricue.

La zone de diffusion contient de petits précipités plus riche en aluminum qu’en
chrame contrairemen a 'AM1 qui comprem en moyenre plus de chrome que
d’aluminium.
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V.2.3 Réglagesdesparametresde sollicitation

Desesais préliminairesont cherdé a vérifier la présecede gradients selan lesdirections
circonférertielle, longitudinale et radialke. lls ont été réalséssur des éprouvettes quatre
trousisolés(4 trousa 9C0°) pour la miseau point du sysemed’essai et desmesurs locaes
degradents.

Les premias ess#s ont été effectuésavec un indudeur de 28 mm de hautur (4 spires,
centrésurlestrous

Dansun premig temps I'éprouvette estinstrumentéeavec desthermocaiples(un thermo-
coupk estfixe surle bordd’un trou) afin de mesuer les différents gradents. Les premiers
résulats,ne mettart en évidenceaucungradent circorférertiel autaur du trou, unemesure
par camérainfrarouge a I'aide d’une cameéra(matrice de 260*260 pixels) a été utilisée.
Suite a un étalomage effectué a différentestempéraures afin de corriger les variations
d’émissivitéde la surface de I'échantillon, desgradents de tempénturetréslocalisésau
niveaudestrous ont été mesurés La figure (V.9) illu strele champ de tempéaturesurune
ligne circorférertielle traversantla perforation pour trois niveaux de chaufageet meten
évidencel’absencede gradent quelquesoit le niveau detempéature
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Figure V.9 : Gradient circonférertiel pourdifférentsniveaw detempéature

Par contre nousobsevons un gradientlongitudinal, d’erviron 50C/mmde partet d’autre
del'inducteu (figureV.10).

Cesrésulatsont été confirmésparles thermidensde SNECMA (figure V.11) qui ne met-
tentpasenévidencedegradientthemiqueautaur destroussurun maillaged’aube. Seulun
gradient longitudinal du pied de I'aube ala baignoire et un gradent de paroisontcalaulés.
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Figure V.10: Gradien visualsé parcaméranfrarouge
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Figure V.11: Champthemiqueobteru parlesthermicienssurlesdeuxmaillages

De cefait nousavons cherdhé a créercesgradientsexpérimenalemen afin de s’appoche
aumieuxdesconditions defonctionnementde I'aube de turbine au cours d’une missian de
vol.

PourcefaireI'ind ucteurestdécdé et nousmesupnsle gradientthemiquelongitudind a
I'aide de themocoupes. Un trentaine de thermocoupes ont été soudé sur la surfaceex-
terneetinterne,de maniée longitudinde et circonférentielle afin de mesuer dela maniée
la pluspréciele champthermiquesurla piece. Desessé#s de cyclagesentempéraure entre
650 C et 1050C enmontée rapide (5 secomes)n’ont pasmontréde différencedegradent
surlestranstoires. Mais la tempéraure obterue auniveau du trou parrappat ala tempéra

ture maximumde pard n’étart passatisfisarie, un nouwel inducteu a étéréaisé (2 spires
et 12 mmdehauteur).

Les essis suivarnts ont cheiché a optimiser le gradient longitudinal et la températire au
niveaudu trou le plus chaud(1050C a la températire de chauffe et 650C au momentle
plus froid) surles éprauvettesd’essis (11 trouset 21 trous) Un bon compiomis sembe
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étre obtenu en décabntl'ind ucteurversl'amont du flux d’air favorisantainsi un gradient
longitudind etun gradientde pard d’envion 250C auniveaudela zore la pluschaude.
Surlafigure(V.12) nousobservonge chanpthermiquerelevé parlesthermocoupes,placés
surlagérératrcedel’éprouwette (distantsde5 mmauloin destrousetde 1.7 mmauniveau
duréseauwdeperforation) etcelu généé numérguementui servradecondtions auxlimi-
tespou simulerlesessas parla méthoa desélémentdinis.

1200
o~ 0
o~ T~
1000 s ) N .
O 800
:
§ 600 P
g relevé par TC 1100°C
g 400 relevé par TC 900°C  +
- o relevé par TC 700°C o
-~ ~ 9 gradient numérique sur I’éprouvette & 1100°C — — —
200 - gradient numérique sur I’éprouvette a 900°C ——
gradient numérique sur I’éprouvette a 700°C' - - - -
0 | | | | |

-5 0 o 10 15
abscisse longitudinale de ’éprouvette (mm)

Figure V.12: Gradien longitudinal relevé surl’éprouvette

V.3 Présentationdesessaighermo-mécaniques

Cesessaighermo-mécaiguesvont nouspermette dansun premiertempsd’évaluerla qua-
lité desmodélesde compatementdu supearlliage monaocistallin AM1. Nouscompaerons
laréporse“globale” afindes’assirerquenoussimulonscorrectement’expériene. Etdans
un deuxémetemps(chaptre VI), noustesteonsla validité desmodéksde duréede vie.

Cesmodélesdéteminésen isothermesur desélémentsde volume serat appliquésa un

calculde struduretridimensionrel.

V.3.1 Lesessaigéalisés

Nouspos®donsl1 épraivettesmonocistallinesAM1 revétuesC1A (5 éprowettes21trous
et6 éprauvettes 11 trous).
Différent cycles thermo-mécaifuesdetrois minutesont étéréalisésou la cortrainteetle
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champde tempéaturesontimposés(tableau V.1). Les différents types d’essai seron ex-
plicitésdars la sectbnV.3.3.

Essai motif Type Contrainte Cyclesa | Cyclesa Typede
cycle (enMPa) amorcage | ruptur e ruptur e

21trous Eprouette d’étdonnage

Essail || 21trous| Isotherme +200 342 412 Zonechauc

Essai2 || 21trous| Typel +200 2250 Zonechauce

Essai3 || 21trous| Type2 | +550/—150 760 855 Trousdu haut

Essai4 || 21trous| Type3 +400 804 1476 | Trousdu haut
11trous Eprouwette d'étdonnage

Essa5 || 11trous| Type4 | +400 | 1067 | 1248 | Trousduhaut
11trous Problememachire

Essai6 || 11trous| Type4d +300 Tétedesvpudéea 2031 cycles

Essai7 || 11trous| Type3 +300 4155 4685 | Trousduhaut

Essai8 || 11trous| Type3 +350 1065 2433 | Trousdu haut

TableauV.1: Récapiulatif desess#s thermo-mécamjues

Deux éprauvettes ont serv a I'étalonnage du champthermicue et les neuf autres ont été
sollicitéesjusaqu’a rupture (figure V.13).

Figure V.13: Faciésderuptured’'uneéprauvette21 trous

Hid

Pourchaque ess# nousrelevonsle déplacemenglobal del’éprouvette, le nombredecycles
aamorcaeetle nombrede cycle arupture.
Le nombrede cycles a amorcae définit la duréede vie pour former une fissuremacro-
scopquedars la piece del a2 mm. |l estobtenuexpéimentalenentpar une méthod de
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mesuredepoteniel. La durée devie arupture correspor quart aelle ala rupturecompkete
del’éprouwette.

V.3.2 Lesdifférentes simulationsréalisées

Le maillage de I'éprouwette utilisée estrepréentésur la figure (V.14). Pourobtenir une
caracérisaton rapide,le maillage ne pos®dequ’un élémen dars I'épaisseuretla taille des
élémentsauborddu trou estdel’'ordre de0.2 mm.

Figure V.14: Maillage del'éprouvette defatigue thermomécanigie

La méthodeutiliséepour établr la corréation“expérimentde / numérique” estillustréesur
la figure (V.15).

En paraléle del'essairéaliséal’ONERA, nousréalisonsdeuxsimulatonsnumérguessur
deuxgéométiesdifférentes:

e uncalculsurla géométre réelle
Toujours pourdesraisonsdetempsde calcul, les patesdefixation ont étésuppimées
(figure V.14). Les condtions aux limites serant par congquen appliuéesaux ex-
trémitésdu maillage qui sontsuffisamentloignéesdu réseude perforations pourne
paspertuberl’état de cortrainte au voisinagedestrous La géométie estidertique
a celle utiliséeexpérimentalemat ce qui rendles maillagesrelatvementimportant
(35000 degrésde liberté pour I'éprouvette 21 trous et 24000 degrés de liberté pour
I'éprouvette 11 trous).
Nousutilisonsle modék cristdlographique, introduit au chaptre IV, poursimulerle
compotementthemo-mécamjue de I'éprouvette Nousreprésentors aing le com-
portementnonlinéaire descontranteset desdéformatonssurla structureréelle.
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éprouvette de

calcul EF
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Maillage de

éprouvette

p . azisymétrique
I’éprouvette d’essai Y q

Figure V.15: La méthoak utiliséepour définirlesessis

e uncalcd suruneépmouvetteaxisymérique
Cette simulaion effectuée a I'aide d’'un modélebas sur un critere de plastiité
guadatigue (Nouaihas et Culié, 1991) aidera tout d’abord a la détemination des
essis. || permetta égalemenla réalisationd’un grard nombrede cycles alorsque
seubment30 cycles sort simulés sur la structure réelle en raisan de la géanétrie
complexe.

V.3.3 Présentationdesrésultats

Danscettesecton, nousallons chercler a corrder les essaisxpérimentauxet les simula
tionsnuméiquesd’un point devue du comporement.

a) Essail

Le premig essi réalig estun essa a champ de températire non uniforme mais congant
dansle temps.
Sur la figure (V.16) nousobservons le champde tempéréure (gradent longitudinal et de
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paroi) apdiqué numérguemen sur I'éprouvette 21 trous au cous du chauffage (1050C
au niveaudu trou le plus chaud). Malgré la présexced’un sed élémen quadratique dans
I'épaisseurnous simulors tout de mémele gradientde para.

HEEREEOON e

100 500 1000

Figure V.16: Champthermiquesurl’éprouwette ( en°C)

Nousappliquonsun chagementmécanigie de £200MPa surunepériodede 180 secomles
(figureV.17).

250
200
150 -
100 -
50

45 90 135 180

contrainte (MPa)

-100 -
-150 -
-200
-250 -

temps (s)

Figure V.17 : Chagementmécanfuedu premig essai
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En paralkle, nousréalisonsdeuxsimulaions élémerts finis : le calcu axisymétrique et le
calcd tridimensionrel.

Sur la figure (V.18) nous avons tracéle déplcementglobd relevé expérimentalemat et
le résutat obtenu au niveau de la simulation axisymétrique. Le modelemacrosopique
phéroménolaiquereprodiit bienl'expérience

"}:};'|'i|"'iiii'”'l“"l'ii"""
(i } llhnl
i ‘q g

i it J 3
H'II ',
i bhith

0.9 | '
0.8 ’j

0.7
0.6 1

0-5 .J.!!.p!: !!!u (A |
04 -
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0.2 |-
0.1

0 | | | |
0 10000 20000 30000 40000

temps (s)

n 1
{

WA A
b

déplacement (mm)

résultat expérimental

simulation axisymétrique - - - -

Figure V.18: Comparasondel'essai themo-mécanjueavecla simulaion axisymeétrique

Dans un deuxiéme temps nous cherdons a vérifier si la simulaton effectuée sur la
géomeétie tridimensiomelle reproduit, elle aussj correctement’'expérierce.
Noustracors surla figure (V.19) le déplacemenglobal :

du résutatexpéiimental

dela simulaion axisymétrique

du calcd tridimersionrel (calaul EF)

du calcd axisymétriqueau niveaude la zone decalaul EF (figure V.15)

surlespremierscycles.

A partir du calcu axisymétriquenousremargionsqueles condtions aux limites du calcu
sontreprésentaives desconditions expérimentales Nousretrouvons la défarmationther-
mique (déplcementde +0.7mm) et 'amplitude de déformation due au chagemen mé-
canique (dédacemende +0.2mmj.

Par contrele dédacemenm global obtenu auniveau du calcu EF n'est pasdiredementcom-
parable avecl'expérience enraism dela différencedegéomeétie. Mais si nousrapportorsle
déplacementdu calcu axisymétriqueauniveau dela zonedecalcu EF alorsnous obterons
lesmémegésutats(figureV.19).
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FigureV.19: Corrélaion “expérience/ numérique” du déplaemeniglobal del'éprouvette

b) Essai2etessa3

Au niveaudesessas 2 et 3 nousréalisonsun véritable chagemen themo-mécanjue. Le
cycle detempéraureutiliséestun cycle linéaire compris entre1100C et 700°C. Latraction
s'effectue afroid etla compressiona chaud (figure V.20) avec desintensitésde contraintes
différentes(tableauV.1).

g 05
o
g
[
N
£
=] O + + + {
2 700 800 90 1000 1100
<
£
8
Y05
-1 L

température (°C)

FigureV.20: Cycletype 2 et4

L'éprouwettes’estde nouveaurompuedansla zonela plus chauak auniveaude I'ind ucteur
etl'essai 3 asuli unemiseentonneu.

De cefait nousavons modifié le type de chagemen afin d’étre moinssévée dansla zone
la plus chauwle endéfiniseintun noweaucycle thermomécanigie detype 3 (figure V.21).
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0.5 -

700 80 900 1000 100

déformation mécanique

-1 b )
température (°C)

FigureV.21: Le noweaucycle (type 3)

Le cycle de tempéntureutilisé estun cycle linéaire comprisentre1100C et 700°C avec
desvitessesde chaufageet de refroidissemenidentiques.Un effort detraction estimpos
afroid (a700C) etuneffort decompressiona900C. Il n'y apasd’effort apdiqué achaud
(1100°C), afind'éviter les problémesde flambementenmntrés précélemment.

Pourlesnouwaux essis nousenragistrors toujours le dédacemenglobal del'éprouvette.
La perforation, étart localiséeau centie deI'éprouvette atrespeud’influence surle com-
portementglobal. Un extensométrea de ce fait été placéde part et d’autre de I'ind ucteur
(20mmdelong) afinderelever la déformdion auniveaudessingularités.La posiion base
del'extensométe sesitueentrele £Me€etle 4£MEtrou (figure V.22).

FigureV.22: Mise enplaced’un extenometre
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c) Essai4 (type 3)

Le cycle thermo-mécaigueimposéestillustré surla figure (V.23).
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0 45 90 135 180
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FigureV.23: Chagementdu quatiemeessai

Le cycle mécarque oscille entre+400MPa toujours surune période de trois minutes.

Les modeéles(cristallographique et macrogopique) reproduisent toujours correctement
le déplacementglobd de I'éprouvette  Si nousnousintéressoms a la bouck stahlisée

contrante-déformaton auniveau de l'inducteur nouspouvonscorstaterégalemenquele

comporementestbienreprodiit numériquement(figure V.24).

400

300 -
200 -
100 -

-100
-200

contrainte (MPa)

-300 | o
0
400 ¥

résultat expérimental o
simulation EF - - - -

500 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0.9 1 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19

déformation (%)

Figure V.24 : Corréhtion “expérience/ numérique” del'état cortrainte / déformationau
niveaudel'inducteurpour le quatiemeessa
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d) Essai5 (type 4)

La différenceparrapport a I'essai précélentvient du fait quela traction esteffectuée,non
plusafroid maisa 800C (figure V.25) pour éviter le compotementfragile du revétement
(transition dudile-fragile auxervironsde 750C).

400 —
i ext
1000 - paroi externe a00 1
— . _ —~ 200
S 800 e s s
= R -7 = 100 |
E 600 1 \\\\\‘\\ ,/”/(/’ :"__,: 0 } } } }
£ . o 5 45 90 1125 135
& 400 - paroi interne - - - - £ .00
g =
<5 Q
) © 2200
200 —
-300
0 L L 1 | 400 b
0 45 90 135 180
temps (s) temps (s)
Figure V.25: Chagementdu cinquiémeessai
Cettemodification aeutréspeud’influence surla durée devie (tableau V.1) etI'éprouvette
s’estmiseentonneau.
De cefait nousallons consever le cycle del'essai 4 (figure V.21) (de type 3) qui permet
d’obtenir un cycle stabilsé (figure V.24) et une rupture au niveaudestrous. Nousallons
a présent,surles deuxessis suivarts, faire varier I'amplitudede cortrainte afin d’étudier
l'influencedu chargemensurla duréedevie.
e) Essai7 - Essai8 (type 3)
Lescyclesthermomécarnjuesimposés sontillustréssurlesfigures(V.26 et V.27).
300
1000 paroi externe
200
< 800 - - =
8 T S 100
R s 0 ‘ ‘ ‘
£ Cint £ 15 90 135
ro1 interne - - - - —
E 400 - paro erne = -100
= g
200 -200
0 L L L ) _300 &
0 45 90 135 180
temps (s) temps (s)

Figure V.26: Chagementdu septemeessai
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Figure V.27 : Chagementdu huitiemeessa

Sur les figures (V.28 et V.29) nous compaons la déformation relevée au niveau de
l'inducteur et celle issuede la simulation numérique. Au vu desrésutats nous remar
quonsqueles conditions aux limites imposeset le modek de compatementreproduisent
demaniée accepablelesrésutatsexpérimenaux.
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Figure V.28 : Corréhtion “expérience/ numérique” del'état cortrainte / déformationau
niveaude l'inducteurpour le septemeessai
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Figure V.29: Corrélaton “expérience / numérgue” de I'état contrante / défarmationau
niveaudel'ind ucteu pourle huitiémeessa

V.4 Utilisation du modelehomogénede substitution

Danscettesectbn, nousallonsmettreen évidencel’in térétdesoutils déweloppésau cours
desdeuxpremigespatties.

Afin decorréler lesrésutats expélimentawx avecla simulaion numéique, nousvenansde
voir que nousutilisonsun calcul 3D sur une géométie réelle sur laguelle nous simulors
30 cyclesassirantune bome redistibution descontrantes Mais, pour simulerun grard
nombrede cycles afin de définir desessas, nousutilisons un calaul axisymétrique alors
gu’en utilisantun calaul sur un maillage sanssingularité un seulcalcd, au lieu de deux,
permettait d’étalir unecompaaison

La méthoak présemée dansles patties précédents et le modéke homageénede subsitution
déweloppéauchaptre IV n'ont pu étremis en place carle modéleeffectif n’a étéidertifié
quepouruneseuk tempérdure alorsqueles essas sontanischermes

Nousallons tout de mémemontrerlint érétdesméthode d’homogérisation surun essa
isothermea 950C avec le mémechagemen mécanijueque pou le premig essi (figure
V.17)suruneéprauvettell trous

Le calcul estréalisé sur la géomérie complete (calcul de référence)et sur un maillage
grosser ou la zore perfaréeestremplacéeparun milieu effectif (figureV.30).
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Géométrie réelle Géométrie homogénéisée

Figure V.30 : Maillages d’une partie de I'éprouvette 11 trous et de I'éprouvette ho-
mogénésee

Ensuitenous appliquonsla méthoalogie présentéeau chaptre | qui estillustréesur la
figure(V.31):

e noussimulons30 cycles surl’éprouvette réelle 11 trous
e noussimulons 30 cycles surla strudure homogééisée

e nouseffectuonsl’étapederelocalisationsurla cellule debas enapplquart le chage-
mentcomplet. Nousappiquons a la cellule de basela défomationmoyeme E afin
dereproduire I'état loca sur30 cycles.

e nous compaons I'état de “contrairtes / déformatiors” obteru entre le calcul de
référenceetcelu obteru surla cellule debaseaprésrelocalisaion.

Commenous I'avons mis en éviderce dansle pararaple précédentle “comportement
globd” dela strudure estreprodiit corredementcar le résea de perforation locdisé sur
une parte de I'éprouvette ne modifie pasla répmse globale mais nous pouvonsvérifier

I'état locd auvoisinaged’un trou.

Sur les figures (V.32 et V.33), nous tragonsla répmsed’un nceudau bord du trou et on

obsewe quelesrésulatsobtenussurla cellule de baserepraduisent correctemente résutat
deréférence.
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Calcul

de référence

Calcul avec un matériau

homogeéne de substitution
Relocalisation sur

la cellule de base

Figure V.31: Applicationde la méthoa d’homogénésationsur I'éprouvette perforée 11
trous
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VI.1 Lesdifférentsmodesd’endommagement

L’endommageent des matériaix est principalemen lié a la crédion de défauts ir-
réverdbles. Les déformationsplastiques, malgré leur aspet discantinu a I'échele de la
microstucture, respetent la cohésionde la matierealors que 'endommagementonduit
a unedécdésian. Cecisetradut parl'apparition de discantinuités surfacigues ou volu-
migquesauseindela matiere(microfissuresou microvides) del’ordre du micron aquelques
dizainesde microns.

Lesmécanisesde formation de cesdéfautsdépenden :

e dela microgructure du matériay

e dessollicitationsmécanigiesapdiquées,
e delatempéanture,

e del'environnement

etconduisert géréralemenala ruine de la piecedefaca brutak ou de maniéreplus com-
plexe.

La rupture d’'un solide sous sollicitation cyclique est le résutat d’'une sucessimn de
phéroménescomplexes: effet purementmécaniqie dd a la fatigue (endommagemenin-

dépendantdu temps)auqtel viennentsesupeposera hautetempéraure les effetsdu temps
telsquele fluageetleseffets d’environnement(oxydation, corrasion).

VI.1.1 Lesmécanismeslerupture ductile et par clivage

Le clivageestun modederupture fragile, qui seproduit sansdéformationplastqueappré
ciable, desliaisonsatomicquesdansles planslesplus densas et dansunedirecion perpendi-
culaire au plan de rupture. Les défautsdu réseu cristdlin, qui engemirentdesconcen-
trations de contrainteslocales,jouert un réle esentiel dars 'amor¢age du processus. Le
supealliage monacristalin AM1 estpeusensble au clivagecarcesort principalementles
cristaux cubiguescertrésetleshexagmauxcompats qui serompentparclivage.

La rupture ducile, a l'inverse, s’acoompagre de déformations plasiques importantes.
Un premier mécanismeestla croissancede cavités et leur coalegsence Ce mécansme
n'apparaitgénéréementpasdansle casdesmonocrstauxenraisonde leur pureté(solidifi-

cation dirigée)etdel'absenced’inclusion et d’interface. La microgructure estprincipale

mentdéforméepar cisaillementdédenchéle long d’un plan cristdlographique particulier.

Cephéroméneestobseré dansle casdu zinc (hexagonal compat) ou le glissementbasa
0001 estactif mais aus$ dansles cristaux cubiquescentré et cubiquesa faces certrées,
ou I'existencede plusieurs plansde glissementrend possble la striction. Dansce casla,

I'éprouvette peutseromprepar striction complée en pointeou enciseau

VI.1.2 L’endommagemen de fatigue

Larupture parfatigue soussollicitations cycliquespeutseprodure pouw desvaleurs decon
traintesmaximalesinférieuresa la résisancea rupture ou mémea la limite d’élasticité du
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matériau
Cemeécanisned’endommagemetrsedémmposeenunepattie d’'amor@geet unephasede
propayation(Francas etal., 1995).

Phased’amorcage
Desobsevations ont montréquel’endommagemengstprincipalementiocaliséala surface
del’échantillon. Il seforme,dansun premiertemps,desbardesde glissementpersisantes
et, par la suite, en raison de mouvementde va-et-vient desdislocatiors, desmarchesir-
réversbles.Cesderni&es,repréentart dessitesde conentraton decontraintes, amplifient
le phéroméneet conduisen al'amorcagede microfissuesde surface.
Lesinclusiors, lesmicroretassues,lesjoints degrains, I'état de surface,.... sontégalement
denombraix sites de conentraton de contraintes lls favorisert I'apparition de bandesde
glissementsetrédusentla duréed’amorgage.

Phasede propagation
Enavantdelafissure suivart desplans orientésa 45 dela contrante principale maximak,
on retrouve une zoneplasique dansle casd’un matériaududile. Cettezore plastiquein-
duit un champde contraintesrésidielles qui provoque un mouvement d’ouverture (durant
'augmentation de la chage) - fermetue (pendantla déchamge) qui donnelieu a un facies
striedela cassue.

VI.1.3 L’endommagementde fluage

Ce mode d’endommagemat intervient principalemen a haue tempéraure et sows un
chagementcongant. Le matériause défarme conindmentet de facan permarente sous
unecontraintefaible qui ne provoquemit pasde défarmationplastiqueau coursd’un essai
cornventiomel detraction ou de compresion. Il existe deuxmécaimsmesde fluage(Ashby
etJones, 1982) :

e lesatomediffusentsous I'effet dela contrainteappiquéeetlibérentlesdislocatins
qui produsentle fluage: c'estle fluagedislocation

e etle fluagepardiffusion qui intervient a partr du tiers de la températire abslue de
fusion du métal.

Le supealliage monogistallin posséleuneexcellentetenwe enfluagejusqua destempéra-
turestresélevées. Le mécarmsmedefluagedislocationestfreiné parunefraction volumique

élevéeenprédpitésdurcissantsqui empéchat le mouvemen desdislocations. La distance
de diffusion mise en jeu lors du fluage diffusionrel estalorstrés grarde et il en résute

uneréduwction consdéralle du taux de fluagediffusionrel. L'endommagmentde cessu-

peraliagesse caractériseparla formation et la croissane de microcavitég(initi€éessurdes
microreassure inhérentesau procélé de fabrication) auseindela matiese.

VI.1.4 Effet del’environnement

Des comparisons en termesde durée de vie sur des superlliages basenickel (Rémy
et Reuch¢, 1983; Gabridli et al., 1989; Chataigner et Rémy 1995) ont montré que
I'environnementa un effet néfaste.

La piéae, éwluant dansun milieu oxydant et corrosf, estle siége de réadions chimiques
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qui peuwert donrer lieu a la formation de souscouches,sowent protectrices, a la sufface
du métal. Cescoudes,d’autant plus importantesque la températire est élevée, peuvent
serompre sousl’action de sollicitations mécanmgues Cesrupturessuc@ssvesremetentle
métala nu ce qui apoureffet d’accélére lescinéiques desréactions chimiques.
Ceseffetsd’environnemen peuert influencer les mécansmesd’endommagemetret prin-
cipalement’endommagemenén fatigue enraisan de la locdisation préféentiele desdé-
fautsensurface dars unerégionaccestble auxagens agresifs.

V1.2 Les différents mécanismesd’endommagement obseweés
sur 'AM1 revétu C1A

Desessés defatigue isothermeet anisahermeont permisla simulaion de la fatigue ther-
migueet de mettreen évidencelesdifférentsendommagmentde’AM1 etdu revétement.

VI.2.1 Le r6le du monocristal

Le superalliagemonccristalin présenteunerésiganceremaraiableaufluageparcompaai-
sonaun matériaupolycristallin. L'endommageentetla rupture par fluagese manifegent
parlaformation denombreusedissures dansla massedu matérau. Cesfissuress’amoicent
surdesmicroreassurs situéesensous-oucle.

L'oxydation intervient égalemety surtout a faible amplituce de défomation, et devient
le paraméte qui contrdle la durée de vie a haue tempéature C’est pou limiter ces
phéroménedd’oxydation queles piéces sontrevétues.

VI.2.2 Le rb6le du revétementC1A

Le comporementmécarque d'un revétementde 50um esttoujours difficil e & étudier.
Plusieus étudesont permisde mettreen évidenceque:

e La protectionestsensille ala températire et auraun effet béndique ou néfaste sur
lesdurées devie. Lesrevétemets d’aluminureont un compotementfragile a base
tempéntureet ductle a haue tempéature. La transtion fragile-ductile sesituevers
750— 80CC.

e Le compotementdu dépdt dépend dela vitessede déformation.

Cetalliage(Ni, Al, Cr) favorise,al’aide de phéroménede diffusion, la formaton d’oxyde
Al,O3 etCr,03. Cesoxydesont unestrudure hexagonale(cf figure VI.1).

Lescinétiquesd’oxydation suiventuneloi paratolique enfonction dutemps
e=Kk(T)./t (VL)

ouk(T) estla congantedevitese enm.s /2,

Cettecongantedépen de I'alliage et de la tempénture. Pource qui estde’AM1 (con
tenart erviron,enpourcentigeatomique,15%dechromeet 10% d’aluminium)la consante
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Figure VI.1 : Structue hexagmale(a=b#c, a = =90, y= 12C¢) desoxydesM,03
(Bourdias et Monceau, 1994

d’oxydation dela matricevaut2.10 8m.s /2 3950°C et8.4.10 ®m.s /2 31100°C.
LesoxydesformésAl,O3 et Cr,03 sort trésstabkesetles énergiedibresde formation AG
sonttrésélevées(-202 Kcal/moled’0, pour Al,O3 et-127 Kcal/moled’'0, pour Cr,03) et
lescinétiques d’oxydation sontlentes (k(T) petts).

Mais les condtions de croissancese compliguentlorsque notre matérau estdansdescon-
ditions de fonctionnement, c’esta-dire lorsqu'’il subit descontraintesd’origine mécaniagie
etd’origine thermicue. Lescinéiquesd’oxydationssontaccééréesarlesmécanisesdif-
fusiomels sontfacilités et en raisa desrupturesrépét@s desoxydesformés. La couche
d’alumine Al,O3 estmécanguementfragile et peuadhé&enteau subdrat qui lui a donné
naissaceparcompaaisonala coude d’oxyde de chraneCr,O3 qui estplus adhéenteet
doncmoinssuseptible desedécoler.

De cefait le revétementC1A a été préféé a une simple aluminisation carI'aluminure de
nickel protégele sulstratdesphénomenesi’oxydation etle chrome protégedela corrosion
achaudconsé&utive ala préencede selscorrosfs contenusdars lesgazd’échappemat.
Danslescondtions d'utilisation qui nous intéressent)a protection C1A apporteun gainde
duréedevie qui provient du fait que:

e |le matéraurésige mieuxaloxydation,

e le traitementthermodimique permetd’obtenir un étatde surface uniforme, ce qui
n'est pasle caspou le matérial nu, qui peut préseter desmicroreassuesen sur
faceou en sows-colche (plus néfaste pou la fatigue que cellessituéesau coeu du
materiai).

VI.2.3 L'AM1 revétu C1A

Lesmécanismed’endommagementlu matériavétudé sontsersiblesala tempéature(do-
mainefragile ou ductile de la protection C1A) et au modede sollicitation (intensité de la
contrante, fréquencede sollicitation, tempsde maintien..).

Lesrésulats obtenus sur les duréesde vie, obserés entreun matérau nu et un matériau
revéty, indiquentquel’état de surfaceinflue surle processugl’amorg@gede microfissues
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enfatigue.

Lorsquele matérau estsollicité en fatigue pure il a été consaté que la protedion C1A
joue un rdle essetiel surl'amor¢cagedesmicrofissues. Cesmicrofissuess’amorcet en
raiscn dela détériordion rapidedela zoneexterne, traversengenstite leszonesinterneetde
diffusion pouratteirdrel'alliagedebase.ll seproduit alorsunephag demicropropagation
defissures qui conduit & la formation d’une fissuremacrogopigue. Cettemacrofissire se
propageenasiite tresrapidementdars 'AM1 jusqua la rupture finale del'éprouvette.
L’endommageent par fluage se manifeste par la formation de nomlreusesfissuresqui
s'amor@ntsurles pores aucceurdu matérau.

L'oxydation estun processs locdisé a la surface de I'alliage. De ce fait les effets de
I'environnementsontnédigeales sur le dommageen fluage. Mais, par contre, une con
trainte de type fluagepeutprovoquer la rupture répéte desoxydesformésa la surface du
matérial cequi a pour effet d’accdérerla cinéique d’oxydation.

V1.3 Lesdifférentsmodelesde prévision de durée de vie

La rupture d’'un solide sous sollicitations mécarqueset ervironnementales fait intervenir
unesuccesionde phéromenesomplexesconduisart ala ruine dela piece(amor@gepuis
propagationdela fissure) qui sontdécris de maniéreplus ou moinsphysque autravers de
modeéles.

VI.3.1 Loi dendommagementde fluage

La loi d’évolution de 'endommagemende fluage,représentéarla variade de dommag
D¢, estisswe dela propgsition faite par (Kacharov, 1958 et (Rabotrov, 1969 :

dDe = (%)r(l—D)_kdt (V1.2)

OUA, k etr sontdescoeficientsmatériax, caracéristiouesdel’endommagemendefluage,
qui dépementdela tempéature.

L'intégration de (VI.2) entrezéroet un pourla variable D, etentrezéroett, pou le temps
donre le tempscritiquea rupture en“fluage pur” (tempst. pout D; = 1).

o= ﬁ (%)_r (VI.3)

Sil'on désre connatre I'état d’'endommagemetraiuninstarnt t, on peutintégrer (V1.2) entre
zéroet D pour’endommagemengt entrezéroett pourle temps.On obtient la valeur de
I'endommagemengnfonction dela fraction deduréedevie t/t :

£\ B
De=1- (1— t—) (V1.4)
C
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VI.3.2 Loi dendommagementde fatigue

L'endommagemat de fatigue correpond a la naissanceet a la croissancede microfis-
suresgéndgalemenintracristalinesdandesmétaw, soud’effetdesollicitationscycliques,
jusqua I'amorcaged’une fissuremacracopgue.

Le nombrede cyclesa amorca@ en fatigue peutsefaire par desreglessemi-emjriques,
faisart intervenirdesrelationsparamétiquesentredesquartitésobteruesaucycle stablisé:

¢ amplitudede contrainte(Aa/2) ou de déformation(Ag/2)
e valeu moyenre (suruncycle) decortrainte () ou de déformation(g)

e rappat decontrainteou de défarmation

Dansle domaire de la fatigue a faible nombie de cycles, les déformdions plagiquesde-
vienrentprépmdérantes.L'effet du tempsou dela fréquencesort consdérésensuppmsant
quel’endommagemenpar cycle estfonction de I'amplitude de deformationplasique Ag,
sousforme d’'unefonction puissance

oD Nep\ ™

— = f(Ag,) = [ =P VI.
= e = () v15)
L'intégraion de celle<i dansle casd’'un chagementpériodique ou le cycle estsupmpsé
stabiisé,donre la loi de MansorCoffin (Manson 1953), (Coffin, 1954)

AP\ ™™
Ne = — V1.6
(%) (V1.6)
Lesdeuxparanetresy; etC; dépenden du matérauet dela tempéature

Son domaire d’'application estlimité aux faibles variations d’amplitude de défarmation
et aux tempéatures peu €levées (donc avec un faible endanmagemenen fluage) et ne
présete pasd’effetde cortrainte moyenre.

La loi de Woehle-Miner, adapée a la fatigue sows sollicitations périodiques, représente
unerelaton entrele nombrede cycles a rupture, la valeur maximalede la contrainte gy
etla valewr moyenne® (ou le rappat dela corntraintemaximak parrapport a la containte

minimale. 0
f _
— = f(om,0 VI.7
6N ( M ) ( )
Pourretrower, aprés intégration, 'une desnombraisesformes proposéegour tradure les

courbesde Woehleron pose:

oD+ :<0M—o|>( oM—ﬁ_ )B (V1.8)
OoN Oy — Owm Bo(1— bo)
ou gy, estla contrainte de rupture statique (ou contrainteultime),
o) = f(0) lalimite defatigue,
etBy, b et B lescoeficientspou chaque matériai évertuellementfonction de
la tempénture.

< ... > repréentela fonction d’'Heaviside

<x>=0 si x<1 et <x>=1 si x>1 (VI1.9)
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VI.3.3 Effet del'oxydation

Cesmodékssort basé surdesobservationsmicrosmpiquesetprementencompedefacan
explicite les effets néfagesdu tempssur la durée de vie. Dansce cas,le dommaged( au
fluage ou celui di a I'oxydation estsuppséjouer un réle dominat sur les mécanisnes
d’endommagemenenfatigue.

Le modeéleavecinteractionfatigue-oxydation, proposépar (Rémyet Reuch¢, 1983, con
sidére quela ruinedu matérauestessentllemert dueala propajationdefissureetnédige
la phase d’'amargcage. Ce modelea été détermiré a partir d’obsenations sur un supeal-
liage basecobaltMarM509 sollicité enfatigue oligocyclique. Il supmpsequela croissane
de la fissurepar cycle estla sommed’un termelié ala fissuraton du matériaupar fatigue
seulenentetd’un termedécrivantla rupture d'un film d’oxyde enpointedefissure:

da da da

— === — VI.10

dN (dN)fat+(dN>ox ( )
Leseffetsdel’oxy dationsort traduits paruneéquationtenar compe del'effet accé€rateu
del’amplitude de déformationinélastiquesurles ciné&iquesd’oxydaion.

(3_3) =(1-fo)am(1+ kmASp)Atl/z—i— fcacg(Agp)Atl/4 (VI.11)
ox

L’oxydation de la matrice en surface suit une loi paratwlique en fonction du tempset
I'oxy dation préféentidle descarburegprésatssuit uneloi ent/4.

Un autremodeéle,utilisé pour la prévision de durée de vie du superdiiage monocrstallin
AM1 enfatigueolygocoyclique afaible fréquence(0.05Hz) etenfatiguethermo-meé&aniqe,
a étéidentifié par (Chatagneret Rémy 1995. C’estl'ox ydation préférentelle interdendrk
tiguedel’AM1 qui provoqueuneavancéedefissureparcycle

CE) = Algy = a(Omax) At (VI1.12)
dN /.

ou la vitessed’oxydation a dépenddela cortrainte maximaleappliquée.

Le termed’oxydation estobtenu parintégration dela conganted’oxydation surtoutle cy-
cle tempénturetemps. La fatigue pure estquant a elle prise en compteen consdérart la
contraintemaximaleatteinte aucours du cycle thermomécaniage.

La croissancede I'oxy de en surface du matérial estdéteminéepar la cinétique desréac
tions chimiqueset I'épaisseu d’oxyde éwlue suivantuneloi paratlique enfonction du
temps.Dansuneautreétude (Gallerneau,1995 définit ains unevariable globde de dom-
magedd a I'oxy dation Doy en faisant intervenir un paranétrede normailsation g (m) etla
congantede vitese k(ms %/2).

e Kk
Dox= — = —+/t VI.13
e & (VI.13)
La constate devitessek estsuposéesuivre uneloi d’Arhéniusavecla tempéréure

k= k@xp(—%) (VI.14)
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De plus, sousl’effet d’'un chargemenappliqué aumatériay, il fait I’hypothésequela cons-
tantede vitesseestaugmereée au-cela d'un sedl de containte gox. Cet effet intervient
sousla formed’unefonction puissance De cefait la vitessede dommaged’oxydation sous
chagementappliquésemetsousla forme suivarte :

6Dox_ ko Q < 0 —0Ojox > ™
= (oo (oar) (1 5=7) ) V19

VI1.3.4 Critér etridimensionnel

Dansun calcu de strucure, les chanpsde contrantes ou de déformationssontgénérée-

mentmultiaxiaux et cetaspet doit Etrepris encompee danslesmodeéks. |l estdoncimpor

tantd’énonce uneméthoak pourdéfinirlesamplitudesde contrantes(ou dedéformations)
souschagementmultiaxial.

Pourcaractérise un cycle, il estcouranmentfait appé a deuxvariables;enunidimenson-
nel, on peu utiliser par exemplela contrainte maximaleay et la cortrainte moyemeao.
De faca similaire, on utiliseradansle castridimensiomel une amplitude et une valeur
moyenre représentat respetivementun effet déviaoriqueetun effet depresson hydroga-
tique.

a) Notion d’amplitude

La notion d’amplitudeutilisée estbaséesurla notion de mémoristion progressve issie de
la plastcité (Chabaheetal., 1979). Cetteméthale ne cherde passedementa consdérer
successvementtous les coudes d'instant§ ett; du cycle et de calcder l'invariart de la
variation de contraintescorrespomant:

Al = Max,Max; (J(a(ti) —o(t;)) (VI.16)

Elle consste a suivre le chagementau cours du cycle jusqu'a ce que le trajet soit en-
tieremen contenudansune sphée (pluseurs parcairs si nécessairg. L'algorithmeutilisé
(Nicouleau-Boutes, 1999 estle suivart :

SoientX; etR le cente etle rayon dela sphee al'instanti.
At:O,)N(OzgoetRozo

On calaule la différenceE = %(g; — X;_;) — R—1 (qui reprégntel’écart du point g, con-

sidéréauborddu cercederayon R_1,
e SiE <0, lepointg; appartentala sprerederayonR_j,

e siE >0, le point g, n"appartiert pasa la sprere. On va alorsdégdacerle cente du

. 0-0 .
cerck suivant la nomalen= Wbﬂl) et augnenterle rayon R en pondérantles
deuxopémtionsal'aide d'un codficienta cara¢érisant la mémorisaion (a =0, pas
demémorigtion;a = 1, mémorisabn totale)

R =0aE+R_1

Xi=(1-a)En+X;_,;

Le coeficient a apourr6le dedistribuer E surlesdeuxvariabkesXetR.
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b) Critér etridimensionnel

Afin de passerd’une loi unidimensianelle a une formule tridimensionrelle (Hayhusst,
1972 utilise enfluageun critére constuit a partir detrois invariantsélémentaes.

X(0) = aJ(g) +BAh(0) + (1 - o - B)X(g) (VI.17)

ou Jp(0) estla contrante principale maximale
Ji(o)=o0n = %tl’(O')

etJ(0) = Oeq= 4/ 3tr(0')2.

c) Contrainte réduite

D’apres(Lemaitreet Chabodie, 1985, lorsquela températire éwlue lentementd’un cycle
a l'autre, il sufiit de consdéra chaque cycle commeisothermeet de tenir comptede la
tempérauredanslescoeficientsdu modéle Par contre si la tempérgurevariefortemert au
coursdechaqiecycle (fatiguethemique)alorsle prodémepeu serésaudreenintroduisart

unecontrainterédute S
o]
S=—— VI.18
5= 5ol (v1.18)
Elle a pour but de prende en compteles pertes de propriétésa haue tempérdure. Elle
conduit auneloi indépendate dela températire.

VI.3.5 Notion de cumul desdommages

Jusar’ici nous avons vu différentes maniére de prende en compte les effets liés a
'endommagemenen fatigue, indépendan du temps, et ceux dépendart du tempsasse
ciésaufluageou al'ox ydation.

Pour traduire l'interaction entre les différents endanmagement®n utilise desrédes de
cumuldedommageslLe cumulpeutétrelinéaire (Robinson,1952), (Taira,1962)etconsste
aaddtionne lesdommagesuivant la relation suivarte :

1 1 1

S W V1.1
Nr N + N; ( %)

Le cumulpeutégalemenétrenonlinéaire afin de prende encomptel’interaction desdom-
magesntreeux. Sion consdéreunendanmagementlefatigue-fluage, alorsl'accélérdion
dela propajationdesmicrofissuresdefatigueestsensble al'endommagemengnfluageet
lesfissuregdefatigue augmentente tauxde croissancedescavités defluageparconcentra
tion de contraintes Onconsdéreains quel’endommagemerdansun cycle provientd’une
partdu fluage(passge d’'une valeu d’endommagemenby, a la valeur D) et d’autre part
delafatigue (passagede D1 a D) (Cailletaudet Chabote, 1982) Le modeéles’éciit dela
faconsuivante :

C = (1-Dg)! — (1— 1)+ = (k+1) /Cyde (%)rdt - Nic (V1.20)

F=(1-(1-Dy)PH - (1-(1-Dp)PtH o = Ni (VI.21)
f
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ConnaisantNs et N; on calcue (VI.20 et VI.21) jusqu'a ce que D, = 1 (rupture) pour
obterir le nombre de cycle enfatigue-fluage nécesairepour produire la rupture.

Le cumulutilisé estun cumulnonlinéaire enconsidérantle coeficient o commesuit :

NO —
a=1—ax (ﬂ> (V1.22)
OU—OM

VI.3.6 Le modéleutilisé au coursdel'étude

Dansle casd’'une aubede turbine, dort I'épaisseu de para peu étreinférieurea 2 mm,
aucure macrofissue n’esttoléréedars la strudure et nousnous limitons a la prévision de
la duréede vie a amorcag de cettefissuremacrogopique (de qudquesdixiémesde mil-
limétreg préjudciable alint égritédela piece.

Le modéleutilisé (Gallemeau,199%) estun modélephéroménolaique qui dissaie les
phasa de microamorcageet de micropropacation defissures dars le processusie détéio-
rationdu matérial parfatigue.

a) Principe du modéle

Ladifférenciaion parle modéledesphagsde microamacageet de micropropagtiondans
le processusd’endommagementeprodiit bien les mécaimsmesobseréssur le sulstratet
le revétanent.

e La pha® de microamocgagecorrepond enfait a la formaton de microfissuresqui
traversentla protection et la zone de diffusion en raisan de I'état de surface du
revéteament. Au coursde cettephase on observe uneinteraction entrela fatigue et
I'oxy dation.

e La phasede microprgagaton correspord a la pha® de progressio de cesfissures
jusqua la rupture del'élémentprovoquéepar uneinterection fatigue-fluag.
b) Formulation du modéle

Afin de caracériserle caracérediffus de’endommagementobseré expérimerialemen,
le modeék utili sedesvariablesdedommageylobdes,définiesdansle cade dela Mécanique
del’EndommagemenContinu

Quatrevariales scahiressontintroduites dansce modek phénanénolgiqued’interacton
fatigue-fluageoxydation:

e Dy estrelative au microamotagedefissures de surface(d’environ 50um correspon-
dantal'épaisseu dela protection C1A)

e Dp estrelaive ala micropropagation (Savalle et Cailletawd, 1982) de cesmicrofis-
suresdars le supeglliage (typiquementde 1 mm). La phasede micropropayationne
peutdéhuter quesi la phasede microamocageestconsanmée(Dy = 1)

e Doy traduit I'effet d’oxydation surle microamorcage
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e D estla variabk scalare de fluagequi peuts’étre déweloppée durart la phase de
microamorgagemaisqui interagit avecla fatigue seulanentdurantla phasede micro-
propagatian.

Les relations entre les différentes variables de dommags peuent étre résumeés de la
maniéresuivante(Gallerreau,1999).

dDa = Fi(S1,S4, % Dox) dN (V1.23)
dDp = H(Da—1)F(S1, 57, S0 Dp) dN (V1.24)
dDox = F2(Xox(Xox), Dox) dt (V1.25)
dDe = Fa(Xc(Xc),De)dt (V1.26)

ou H représentela fonction d’'Heaviside.

De cefait le nombrede cycles pour 'amor¢age macrosopigue N estalors obtenu parla
sommatio

Nr = Na+ Np (V1.27)

Dansleslois defluageetd’oxydation, le coneptdela cortrainte retardte(Lesneet Savalle,
1987 estintroduit afin d’éliminerleseffets dutempssurl’endommagemetrdefatigue pour
les hauesfréquencesde sollicitation. Si cesderriéressonttres élevées,pour un charge-
mentalterrg, alors la microfissuation seratellemert rapide que le processusd’oxydation
fragilisantle matériaun’aura pasle tempsde s’installer et d’accéléer 'endommagement.
Pourune contrante non alternéele matérau voit I'effet de la containte moyeme. Il en
estde mémepour le fluage. C'est pour celaqu’il appaait dansles expressiors i et Fy4
descontrintesretadéesXy et X utilisant desconstante de tempstox €t Tc solutions de
I'équationdifférentidle (VI1.28).

X o Xl
Xind _ 9ii ~ Xing avec ind = c,0x (V1.28)
dt Tind

Phasede microamorcage. Interaction fatigue- oxydation

Laloi demicroamacage,qui donrel’évolution dela variable Dy, S’exprime dela maniée

suivarne: A
dDa= - <S” _Sa(l_DOX)> dN (VI.29)

C\ (1—Dox) —

ou leseffetsde I'oxy dationsontintroduits parla variable macroscpique Dy, autraversdu
coneptdela contrainteeffective.

C etb sontdesparanétresmatériax suppsesindépendatsde la tempéature i estla
contrainte équivalenterédtte maximale; S, estl'amplitude de contrainte réduite; S, est
la limite de fatigue en amorcag qui dépeand de la presson hydrostatgue moyeme par la
relation

Sa=Sao (1—haSH) (V1.30)

0ou S5 estlalimite defatigue enamorcag déteminéeala presson hydrostatique moyenre
nulle.
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Laloi d’oxydation estdonréeparunesecamdeéquadion différentielle qui tradut I'influence
du chargementsur la cinétique d’oxydaton et danslaquelle la containte équivalente
Xox(Xox) aétéintroduite (V1.31).

2 2m
Dgxl <§@(p;_$> (1_ < Xox(Xox) — Sox >> ot (V1.31)

dDox =

NI =

B

aveCSox = Soxo(1 — hox&H) + S

Xox €Stla contrante équivalenteen oxydation qui tient compe deseffets de multiaxialité et
del'anisotrgpie matérelle du monogistal.

B, m, &y, kg et Q sort descodficientsmatériaix.

Phasede micropropagation. Interaction fatigue- fluage

Lorsquelesfissuresontattant le sukstrat,sedéweloppealors le dommage qui estdécrit
parl’équation différentielle (VI1.32).

T o]/ S =SS Si P
dDp = [1- (1- Dp)P*] < e >(M*@)(1_DP)) dN  (VI.32)

Cette expression s’'inspire de la loi d’endommagemen de fatigue déweloppée par
(Chabote, 1978. Elle donre une éwlution fortementnon linéaire du dommagede fa-
tigue Dp. On choist ici I'exposanta indépendat du chargemenpour avoir une loi de
fatigue a cumullinéaire. Lescritéresde fatigue et de rupture statiquesort alors traduits par
le secand termeenfacteur. Lescortraintessort réedutes par rapport a la contrainteultime
detracton du sulstratAM1.

L'effet de la presion hydrogatigue moyeme sur la limite de fatigue en micropropagaion
Sp (nécessaiementinférieure ou égalea la limite en microamocgage)et surle coeficient
M* estdonre parlesrelationslinéares (VI1.33 et VI.34).

Sp=Sp(1-hpS) (V1.33)
M* = M§(1— hpoSH) (VI1.34)

ouhp; ethp, sontconstants

Laloi d’évolution del'endommagemetdefluageestexpriméeenfonction dela contrainte
équialentexq(Xc)

(1)
dDe = (%) A (1— D) MT®)gt (V1.35)

La variable dedommageD. estcalcuéeenintégrantsurchaaqie cycle I'équation (V1.35) a
chagte pasdetempsenfonction desvaleursdeA, r etk qui dépenden dela tempéraure.

Cemodeéleaétéidertifié par(Gallemeau,1995) enuniaxial suivant < 001> etplusrécem-
mentsuivant les orientations cristdlographiques< 110> et < 111> (Gallemeau,1999.



158

ChapitreVI. Influerce dela perforationsurla duréedevie

V1.4 Corrélation calcul de structur e/ expérience

Nousallons maintenantcompare lesrésutats expérimentauxaveclesrésutatsnumériques
pourquare ess#s (essal detype 1, essaid, 7 et 8 detype 3).

Au niveau de la simulatian, nouscalaulons 30 cycles afin d’obtenir un cycle de sollicita-
tion thermomécamjuestablisé. Surla figure (V1.2) nous tragonsla contrainteéquvalene
au sensde von Misesen fonction de la défarmationau bord du trou le plus hau tousles
cing cyclesafin de mettreen évidencela relaxaion descontaintes enfonction du tempset
l'intérétdesimulerun “grand” nombrede cycles.

1000
900 - 1€ cycle
ol
g el \ /"‘r
= 500 - \‘ g
300 ‘,:'%"“
200 |- //'o““";%«ﬁ(‘;«
100 - ’,\\"‘" V
. | | | | , . . .

FigureVI.2 : Relaxatbn descortraintes (au niveaudestrous du haut)

Il est donc suposé que les premiers cycles (plus sévéres puisque les zores les
plus contrantes ne sont pas relaxées (figure VI.2)) participent peu a I'évolution de
'endommagementCailletaudetal., 2000).

Le modék dedurée devie fatigue-fluageoxydation estappliqué enposttraitementdu cal-
cul de strudure. Celarevient & suppserque les étatsde cortrainte sars dommage con
tinuent a s’appliquer jusqu’a I'amorcage d'une fissuremacrogopique dars la piece. Nous
ne tenas pasainsi comptedesredistributions de cortrainte sugplémenairesinduites par
'endommagementtla prévision réaliséeestdansle sensdela sécuité.

Nous appliquons donc le modeled’endommagemenpour le premieressai. Le résutat
obteru numériquementcorespom au nombrede cyclesa amor@gerelevé expélimentale
ment(apparition d’'une fissure“macrosopique”).

Le modélepréwit unerupture enfluagedansla zonechaudk aubout de 503 cycles(figure
VI.3), cohéentavecles 342 cycles obterusexpé&imentabment.
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0 750 1500

Figure VI.3 : Isovaleursdedurée devie (ennombrede cycleg pourl'essai 1

Par contre si nousapgdiquonsenposttraitementie modék d’endommagemensgurle calcd,
correpondantau quariemeessaj par élémeits finis jusqua stablisation (le trentiémecy-
cle) alors nous prévoyons uneduréedevie de 1 cycle. Le modék calaule uneduréedevie
al'amorcage etenpropagation de 1 cycle danslestrousdu bas(“zone froide”).
Pourcompremre ce qui se pasenoustracors la cortrainte réddute enfonction dela tem-
pératue auborddutrou du bas(figure V1.4) etauborddu trou du hau (figure VI.5).

Nousremargionsque la containte ultime a froid en amor¢ae et en propayationesttrop
faible ce qui sows-estimela duréedevie. De cefait si nouscalcuonsla duréedevie enne
prenant encomptequelestrousdu hau ou la températire restesuffisanentélevéealorsle
modeleprévoituneduréedevie de 524 cycles (aulieu de 804) (figure VI.6).

Ceproblémepourrait étre évité si le modéleprenait en comptela rupture staique. En fait,

le modélen’a pasétéidentfié pour detréscourtes durées de vie, si bienquela contrainte
ultime estsansdoute mal ajusté. Une réidertification de cettederriére seraitdonc utile,

sachat qu'une faible variation ne modifierapassensblemen les prévisions pour de plus
longuesdurées devie. Par ailleurs, la figure (V1.4) montrequela valeu élevée dela con-
trainte équivalenteestobterueencompresion. Il faudraitdonc auss réajusterla senbilité

ala valeur moyenme. De ce fait, 'amorgagen’aurait plus lieu dansla zonefroide et la

duréede vie au niveau destrousdu hautserat allongée.Cesremargqiesvont dars le sens
desrésulatsexpérimentaix.
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Figure V1.4 : Evolution dela contrainterédute enfonction dela tempéraure auniveaudu
trou du bas(ou alieu la rupture numérquemet)
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Figure V1.5 : Evolution dela contrainterédute enfonction dela tempéraure auniveaudu
trou du haut(ou alieu la rupture expérimentalemet)
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Figure VI.6 : Isovaleursdedurée devie (ennombrede cycleg pourl'essai 4

Nousavonségalementalcuk la duré devie enfatigue-fluageoxydationdesdew derniers
essaissimulés (essar et essai8). Lesrésutats obterus sontsembldlesa celui obteru au
niveaude I'essai4. Le modélepréwit uneduréede vie de 1 cycle, et une“fissuremacro-
scopgue” localiséedanslestrous du basou la températire estinférieurea 700C. Mais si
nousappliquorsle modéleuniquementauxtrous du hautalorsle modéledonre 1600cycles
(aulieu de4155 pourl'essai7 et 835cycles(aulieu de 1065 pourl'essai 8 (figure VI.7).

La figure (VI.8) donre la coube de Woehle correspomant aux quatieme, septiéne et
huitieme esai en ne consdérar quela premiée rangéede trous ou la tempéaturereste
sufisammentlevée.
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Figure VI.7 : Isovaleursde durée devie (ennombredecycles) pourlesessas 7 et 8
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Figure VI.8 : Courbede Woehler
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Des obsevations ont égalenent été réalisés avec I'aide de Cristiare Bécheminet Adil

Alam de I'équipe ComportemehHaute Températue du CDM. Nous observons dansun
premiertempsla surfaceexterne del'éprouvette (figure VI1.9) utiliséepou réalserle qua-
triemeessai.

-
L 3mm

S00Pm :
BCDM ENSHMP MAP

Essai 4

Figure V1.9 : Vueglobaledu réseude perforation

Nousn’avons pasobseavé defissuresntrelestrouspar contrenousvoyonsdenomlreuses
fissuresauborddestrousenraisan desconceantrationsde cortrainte (figure VI1.10).

20761-"1 1
Essai 4

2CDM ENSMP MAP

Figure VI.10 : Amorcagede nombraisesfissuresau niveaudestrous

La figure (VI.11) montrequela fissuresepropagedansle revétenentde maniée interga-
nulaire ettransgrandaire.
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SkV

2CDHM ENSHMP HMAP

FigureVI.11 : Fissurdion du revétemen

Dansun deuximetempsnous avons voulu voir si la fissureque nousobservons sur la
surface externe traversela zoneinterne et le substat ot alors si elle resteseukementdars la

zoneexteme.
Nous avons de ce fait décopé I'éprouvette utilisée pour réaliser I'essa 7, par éledro-

érosbn de maniérelongitudinale (figure V1.12).

Figure V1.12 : Découpedel'éprouvette paréledro-érosion
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De cette maniérenous allons pouvwoir observer|'état du revétementC1A dansle trou.
Lafigure(VI.13) montrequele procédénondirectionnel utiliséperme deréaliserunrevéte-
mentuniformeal’in térieu dutrou.

4 .00KV Smm
2CDM ENSHMP HMAP

Figure VI.13 : Vuedu revétementauniveau d’un trou

Et les obseavations effectuéesn’ont montréquedesfissurdions dansle revétanent(figure
V1.14) cequi confirmeles calauls deduréedevie.

mm

4 .00kU
®CDM ENSMP HMAP

Figure VI.14 : Fissure dansle revétement
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Lesrésutats préentésprécé@mmentmontrer que noussouws-estmonsnumeériquemente
nombredecyclesaamorcag.
Cecipeu provenir dedifférentsfactaurs:

e |e modeled’endommagemetnsousestimela duréede vie afroid. Desamor@gesde
fissures auniveaudu revétemet ont bien étéobservésmaisil n'y aparcontre aucure
fissurdion du sukstrat;

e |e calcu descontrainteset desdéformaions effectué sur la structureréele mange
peutétreun peude précsion. Tout d’abord nousutilisonsun modélede compate-
mentqui a étéidertifié a 650C puis extrapolé jusqu’a 'ambiante. Et le maillage
utilisén’ed pasasse fin auniveaudesperfarations. Actuellementun maillageplus
fin pourait étreervisagéenraisan denoweauxalgornthmesde calaul etdenouveaux
moyens de calaul (clusterde PC);

e la queston du volume repé&entdif surlequel corsidére les contrantes qui entrert
dansle modéek n'a pasété étudiéeici. Lorsquenousapgdiquons le modéle,nous
preronsla valeurau point de Gaussmaisnouspouiions égalemencorsidére la dis-
tance alaqudle le premierpoint de Gausssetrouve dela surface.
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Conclusion- Perspectves

Cetravail seprésntecommeune contribution a I'amélioration du dimensonnementdes
aubedeturbine enprenant en compteles singuarités géométiques.

Dansun premiertemps,nousavons réali$¢ un calcu de structure tridimensiomel le plus
proche possible descondtions de fonctionnementréelles. Le maillage, les conditions aux
limites (chargemen mécamque et themique)nous ont étéfournis par SNEQVIA. Le calcul
a étéréaliséen éladicité, enviscopastiaté isotrope et dars le casdu monocistal grace au
calculpanallele.

Mais cetie appioche est, malgré 'augmentation des puissanes de calcd, toujours trop
longue et pascompdible avec les delas dansun bureaud’étude. De ce fait nous avons
déweloppéune méthodede dimensonnementd’aube de turbine pour une utilisation quoti-
dienre. La méthale proposéeestbasé surles méthalesd’homogénésation enmécanige
desmilieux hétéogeres. Elles permetent de remphacerla zonehétérgéne(les trous du
bord d’attaguedel'aube dansnotre cas)par un milieu homogée équivalentayant despro-
priétés effectives.

Lesméthoasd’homogénésation précanisées ontl'intérét de compater uneétapederelo-
calisgion pemettantd’utiliserlesinformaions du calcu simplifié pourappliquerdescon-
ditionsauxlimites adgtéessurunecellule représenttive compatantuntrouderefroidisse-
ment. Etantdonre quele calcul de référencedonre I'état de cortraintes-débrmatiors au-
tour destrous, la prédiction donné par la méthoa de relocalisaion pourra étre évaluée
sansambiguté.

En élastigté, le milieu homogne équialent a été déteaminé en utilisant les méthales
d’homognéistion classiques.

Nous avons égalanent étendl ces méthales au cas élastwiscofastique en étudant un
matériauviscoplagdique isotrope perforé puis un matériaumonocistallin perforé. Etant
donnéla difficulté de ce prodémedanssagénéalité, nousprémnisms uneméthale prag-
matique Elle consste a identfier les paranetresd’'un modéle phénanénolgique non-
linéaire a partir d’'une “based’identificaton numéique” auss large quepossble.
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Laprésncedutrou,ayart unefractionvolumiquede8%, affaiblit lespropriétésmécaniqes
del'ordrede20%etrendle matéraucompressibe. La compresibilité du milieu estprise
en comptea partir d'un critére elliptique dansle casisotrope et en ajoutant des pseudo-
systanesde dilatation aux systemesle glissementinitiaux dars le casdu monccristal
Cesmodeéles ont étéidertifiés pour unetempéanturedefonctionnementde 950C etvalidés
sur unestructure perforée périodquemern. lls sort actudlementdispaiiblesdansle code
decalaul ElémentgFinis ZéBuLoN.

Dansle casde l'aube de turbine HP, nous avons montré I'effet prédctif des méthodes
d’homogénésationet I'importancede prerdre en comptel’affaiblissementlié a la perfo-
ration.

Nous avons égalemen mis en évidenceles limites d’'une telle apprahe dansle casde
forts gradientsde sollicitation. Danscesconditions de fonctionnement,lorsqueleschams
moyensne sontplus lentementvariables, les méthoegsd’homogenéistion classguessort
misesendéfaut. Le milieu homayéneéquivalentpeutétreconsdérécommeun milieu con
tinu géréralist. Uneloi decompotementhomognéigedu semnddegré (théoiie dusecom
gradient) a étéformuléeenthermdcélastigte.

Il seraitintéressantmainterantde pousuivre le déweloppemendela théaie du secom gra-
dientdansle casnontlinéaire afin de mettreen évidencel’améliorationqu’elle appote aux
méthodsclassques

Une étuck expéiimentalea égalanentétéréaiséea 'lONERA afin d'étudierl'in fluencede
la perforation surle compatementetla duréedevie.

Un syséme expé&imental a été déwloppé afin de s'appgoche au mieux des condtions
réelles de fonctionnement. Des chagemens thermoméaniques, prerant en compteles
gradentsthemiquesobservéssur la structure réelle ont été réaliséssur desépraivettes
monocistallinesrevétuesC1A.

En paraléle, ces ess& sort simulés numériqugementsur une trentdne de cycles afin
d’obtenir un cycle de sollicitation thermomeécanige stahlisé.

Cetteétuce nousa permisdetestera validité desmodéeksnonpluslors desollicitations sur
un élémentdevolume maissurun calcd destructureréel.

Nousavonseffectué descompanisonscalcu - expélienceauniveaudu compotementetde
la durée devie despiécesa parir demodéksidentifiés enisotheme.

Dansla zone chaua nous remarquas que le modek de compatementrepraduit cor-
rectanent la répmse de I'éprouvette relevée a partir d'un extenometre. Et le modék
d’endommagemensous-stimelégérenentle nomlre decyclesaamorcae.

Par contre, dars la zonefroide, le modéled’endommagemensousestime nettemen la
duréedevie dela strudure.

Cetravail a permisde propcserune procé&lure pour le dimensioinemen desaubes de tur-
bine HP. Mais pluseursinterrogatiors subsisten, dontles répmsespouraiert enrichir les
modéles decompatementet dedurée devie.

Laprogessia desoutilsdecalcd liéeaudéweloppanentdu calculparaléle devrait permet
tre unemeilleure représentdion dela géanétrieet, par cons@uent uneconraissaceplus
précsedeschampsde défarmationset de cortraintes auniveau despiéces.
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Il seraitéegalemenimportent d’affiner lesmodéksde compatementet d’endommagement
surunegammede tempéatureplus large et principalemen aux plus faibles tempéatures,
en cherchantauss a définir plus rigoureugmentle volume de matiéresur lequel il faut
appliquerle modék, la répmsea cettequedion étart d'ailleursliée a l'approche"milieux
continusgéreraligs".

Le travail effectuéici setermineavec|'étaped’amorcage.ll serat maintsantsouhdtable
de s’intéreser a I'avancée de fissuredansun milieu fortement hétérgene(gradients de
contrantes). L'étude métallurgique délutée doit égalemenétre poursuivie afin d’étuder
I'endommagemenau bord dessinguarités géomérgues.

Une autre extenson a ervisagerest|'application de cette méthoa simplifiée a d’autres
piecesperforées. Ce qui va étre fait trés prochainenent pour I'étude d’'une chambye de
comhugtion multiperforée
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Annexe-A-

Notations

Quelque remaraiessurlesdifférentesnotatonsutiliséesdansle rappat etexpriméesdans
unrepéeeucidienE:

X reprégnteun scalare
X reprégnteun vecteur
X reprégnteun tensew d’ordre 2

X reprégnteuntensurdutroisiemeordre quel’on contracteavecun vecteu pourdon-
nerun tenseurdu secad ordre

X représenteuntenseir du troisiemeordre quel’on contracteavecuntenseurdu secad
ordrepou donne unvectaur

X reprégnteun tenseu du quariémeordre
{X} représene la partie symétriqie de X
1X{ représent la partie antisymétrigue de X

O représene 'opérateurnabl
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Annexe-B-

Les différ entesméthodes
d’homogénéisation

Sommaire
B.0.1 Théaiedesmoddeseffectifs. . . . ... ... ........ 185
B.0.2 BornesdeVoigtetReuss. . . ... .............. 187
B.0.3 Homagénéisatiopériodque . . . . .. .. ... ... ... 187

Lesdifférentesméthodsd’homagénéistion sedistinguen principalenentau niveaude la
localisation ce qui estlié auchoix etala modélsationdu VER.

B.0.1 Théorie desmoduleseffectifs

Cettethéaie, enmre appeléeméthodede Hill-Mandel (Hill, 1967;Mandel| 1978), appate
uneréponsesimple a I'absence de condtions aux limites tout en respetant la donréeen
moyenre. L’idée congste aimposerdesconditions aux limites homogenessur la frontiere
du VER etadéteminerleschampdocaw dansQ (Michel, 1998).

Poury parvenir, nousdisposonsdu sysemed’équations suivant

o(y).0=0

o(y) = c(y) :g(u(y)) dansQ
et<o>=2ou<e>=E
ensupmsantcomu XouE.

(B.1)

Cesystemad’équations sanscondition auxlimites, nesuffit paspour assuerl'unicité dela
solution. Donc, pour compeasercetteabsace,tout enrestant compadible aveclesrelations
demoyeme,la théaie desmodueseffectifs ervisagedescondtionsdites :

e decorntrainteshomognesaubord g(y).n(y) = Z.n(y) suroQ

e dedeformatiors homogéesaubordu(y) = Ey surdQ
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ChapitreB. Lesdifférentesméthalesd’homogénéisation

a) Tenseursdelocalisation

En élastidté linéaire, il existe une corresponanceentre la donrée et la solution de ces
probémes.

e(y) =Aly) :E

E
aly)=B(y):Z (B.3)

A(y) estun tensur du quériéme ordre, dit de locdisation desdéformatiors et E{y)
tenseir de concentration descontraintes.

(B.2)

b) Définition destenseurseffedifs

Partantdeséqudionslocaes du compatementet corsidérant la relaion de localisation en
déformationnousobtenons

a(y) =c(y) - g(u(y))

or

donc
oM=< c(y) 1 AlY) > (B.4)

Le tenseir desmodules effectifs estdoncégaldansQ ala moyennedutensair desmodules
desconsttuarts pondéréparle tenseu delocdisation desdéfarmatiors Ay).

De la mémemaniére nous obtenonsunerelation similaire pour le tenseu dessoupesse
effectives

$OM=<s(y) : B(Y) > (B.5)

c) Définition énergétique du comportement homogéneéquivalent

L'utilisation du théoemede Hill permetd’étatir pour les compante ¢°™ et "™ de

nouwellesexpresionsénergétiges.
Sinous nhousplagonsdansl’hyp othe® de défarmationshomogémsau contaur

ZE — E.ghom.g
= <gicrg>= <(A g):cC (A £) >
= <(e:A)ici(Aig) >=E<AciASE (B.6)

Nousobteronsla mémerésoltion en contrainteshomoginespour $°™.

écrire

oM — <c:A>=<A:ic>=<A:c:A>
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d) Propriétésvariationnelles

Pourtout chargement* a divergene nulle et tout champg’ compaible, nous avons :

< (0" — g£)>—-<0":8:0">-2<0" g >+<E:CE>>0

20

g :g:(c*—

20

22

En se plagant dansI’lhypothé® descontrainteshomognesaux conours, nous avons les
deuxrelatonssuivartes

e sic*=calorsy:E—23:<€ >+<€:Cig >> 0

e sig =galors<¢g*:5:0">-23:E+2Z:E >0
qui entrahentl’encadremen
25:<g>—<g:cie >< I:E<<0":s:0" > (B.8)

pourtout o* admisgble encortrainteshomogéesettoute compaible.

De méme,pour tout & admissble en défamationshomogéesaux contaurs et tout ¢ a
divergencenulle, nous obterons

!

2<0">E-<0':5:0">< S:E <<g:cif > (B.9)

B.0.2 Bornesde Voigt et Reuss

Les approximatons de Voigt (respectivemert Reus$ corsistert a sugposerque les défor-
mationssontuniformesg' = E champdedéfarmatiors compaitbles(regpectvementqueles
contrantessort uniformesg* = £ champde cortraintes admissbles)(Michel, 1998).
Puis,enutilisant lespropriétésvariaionndles, nous obtenonslesrelaions(inégalté ausens
desformesquadatiques):

<<c> (Voigt) (B.10)

22% zzo<

<<s> (Reuss) (B.11)

Le calaul de 'encadremende Voigt et Reussne néassiteque la conmissaice descarac-
terlsthueselaanuesc etsdechaque pha® etdeleur fraction volumique. Lestensairrsdes

modulesde Voigt ¢V (respactlvemen dessowplessa de Reuss§) estune estimaton par
excésdu tensen desmoduleseffectifs (respectivement dessowples®seffectives).

B.0.3 Homogénéisationpériodique

Danscette sectbn, nous consdérors un matériaupériodique, c'esta-dire défini par une
cellule de baseque nousdéplconspar trandation le long de trois vectaurs. Dansce cas,
la cellule de basen’est pasdéfiniede maniée unique. Par contre, cespropriétés effectives,
mémecalauléessurdescellulesdifférentes, sort déteminéesdefagon unique. Le choix est
sou\ert dicté parl'exploitation desconditions aux limites de périodcité.

De ce fait nousne powons plus imposerdesconditions aux limites de typesu(y) = Ey
oua(y).n(y) = .n(y) auborddel'é/émentde volume commedansla théorie desmodules
effectifs ou I'état de déformdion et de contrante qui enrésute esthomogene.
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Dansle milieu hétérménepériodique, la géométie étantinvariant partranshtionle long
desvectaursde périadicité, les champdocauxg et g sontégalemenoscilants et fluctuernt
autou deleursvaleus moyenresenE et 3. Et c’ed cette périodicité locale desdéforma-
tions et descontraintesqui fournit les condtions auxlimites (Michel et al., 1998)

Le problémearésoureesttoujours

o(y).0=0
a(y) =cly) - g(u(y)) dansQ
<g>=zou<g>=E

etunecondtion de périadicité

(B.12)

Doncle chanplocd dedéfomationg(u(y)) estdécompséenunchampmoyenE qui serat
le champdedéfarmationsi le milieu étaithomogneetunecorrection fluctuanteév(y)) qui
tientcompk dela présere deshétéogéréités

g(u(y)) = E+e\y))

E donrela décanpositon du résea tands quegv(y)) estde moyenre nulle.
Le champde déplcemenadmetdonc la décanpositin suivante :

uly) =E.y+v avecy périodigue. (B.13)
De cettefacan nousconsrwonsla relation

<g>=E

Le champ de cortraintes locades ¢ est périodique mais égalenent en équilibre sur
I'ensembledu milieu. Il satigait de ce fait I'équilibre volumiquedars Q (gy).0 = 0)

maiségalemenl’équilibre descellulesadjaenteset la périodicité du champde cortrainte
qui setraduit parle fait quelesvecteus cortraintessort oppcséssur descotés opposesde

0Q.
{ o(y).0=0 dansQ

o.n oppasésou anti-periodiquesur cotés oppoesde 0Q (B.14)

Le champdescontrantesesttoujours définicommela moyeme du champlocal
<g>=2.

Doncmainterantnousavonstoutesleshypottesegou déteminerlespropriétéselagiques
effectivesdu milieu hétérgéne. Nousdéteminonsles champs locaw de confrainte et de
déformationinduits a I'échelle microscopique par une défarmation E ou une contrainte &
macrosopique enrésolvante problémelocal suivart

(y).d=0
(y) =c(y) :g(u(y)) dansQ
(y) =E.y+v avecy périadique

.n anti-périodque

2Q 1Q
Il 13

(B.15)

=

~—

:Q

ounousretrowonslaloi decompatementdescongituarts élagiques (élagiqueslinéares),
leséquatonsd’équilibre, lescondtions de périadicité etla condtion demoyenre.
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Le pronémeadmetunesolution uniquea unetranshtion prés. Commedansla théoiie des
moduleseffectifs, nousobteronsdessoluions élémertairesau problémea Eou 2 impose:

oM=< cfy) t Ay) > (B.16)

oM=< s(y) : B(Y) > (B.17)

Pourun milieu périodque nousmontrors que cetteappiocheestrigoureuseet qu’elle est
équialentea I'approche bas@ sur les déweloppementasymptaiques (Suquet 198) que
nousverronsauchaptre .
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Annexe-C-

Coefficientde dilatation thermique
effectif

Le compatementdilatométrique homog@gnéi®, en absece de chagement mécangue,
s'écrit :
Eth — ghomAT (Cl)

Or nousavons déjavu qu’en élastigté linéare, dansle casdela théorie desmodules effec-
tifs enannee B, il existe une correspomlanceentrela donréeet la solution du probléme
(Gilormini, 1998).

e"(x) = A(x) - E"

a.AT =A(x) : E"

aM=<a:A> (C.2)

Le coeficient de dilatation themique homogééiséestégala la moyenne descoeficients
pondée parle tenseurdelocdisation desdéformationsA

Et si nous prerons en corsidérdion le chagementthermodastique danssa globalité, le
comporementthermoéhstique homogenéiséestdéfini par

2 = "M (E - g""mAT) (C.3)

Dansle casd’'un milieu biphasé,le coeficientde dilatationthermique homognéi estune
combinasonlinéaire desfractionsvolumiquest, et f, dechaqie phas

ghom: flg1<6>l+f2g2<e\>2 (C4)
avec
f1 <A>1+f <A>=1

Notremilieu estégalemenhassimilé aun biphasé(matiée etvide) donc nous powonsécrire

hom

(1—-f)at+ foA
= T T 1T+ 1A
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ChapitreC. Coeficient de dilatationthermiquie effectif

etenéliminant lestenseirsdelocalisation

hom_ (1= f)at (1—al(1—ki/k2)) + f a? (Ka/Ky)

© T -0 A o (T-ka/k2)) + T (Ke/Ky)
Dansnotre cas,la pha® 2 estle vide (k, = 0). Donc, en faisanttende k;, vers0, nous

trouvonsquele coeficient de dilatation thermigque du matérial estle mémeque celu du
matérials du milieu hé€rogeére.

ahom 1 (CS)

Il
Q



Annexe-D-

Théorie du secondgradient
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D.1 Intr oduction

Depuistréslongtempsen mécangue, il existe deux maniéresde schématiser a I'aide de
concepts mathédnatiques, les efforts s'exercanta un instant domét surun systéemes.

La premiere consige a repréenteruneforce par un vectaur (étre mathématige ayantune
origine, unedirection etuneintensité) et d'utiliser la loi fondamentaé dela dynamiquequi
stipule qu’ “il existeau moinsun référentiel (repere etchronologie), dit absdu, danslequel
a chaque instant et pour tout systéng le torseur desquantités d’'accélération estégal au
torseur desforcesextérieuresexerceessur le systemeé,

La dewiéme voie est celle despuissaincesvirtuelles (ou travaux virtuels). Du point de
vue mathématige on consiéresur S, a uninstart t, un champde vecteurv (représenant
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desvitessesou desdéplicemerd élémertairespendantun tempsélémendire ot) qui définit
acetinstantun mouvementvirtuel de S. On comaitles efforts pour ce mouvementvirtuel
V si on conndt leur “puissane virtuelle” 2, nombie réelasso@ a V. De faconprécis, on
congdéreun espae vectaiel norméd de mouvemerts virtuelsV et on dit quel'on con
naitlesefforts exercés sur S pou I'espaced s'il existeuneformelinéaire etcontnue £(V)
définiesur 9. L(V) n'estautre que la puissancevirtuelle de cesefforts dansle mouve-
mentvirtuel défini parV. Cettedeuxémevoie estbaséesurle conceptde duaité. Lorsque
I'espacevectorel 3 estfixé, 'ensembledesefforts conrus pou & formenteux-mémeun
espae vectaiel 3* dualded. De plusla taille ded permetta unedesciption desefforts
plusou moinsfine.

Lorsquel’on utiliseunedesription desefforts parles puissaicesvirtuelles, I'énoncéfon-
damenal deslois dela dynamiquele plus adapé estle principe despuissancesvirtuelles:
“Dans un référentid absdu, a chaque instantt et pour tout systémela puissane virtuelle
detousles efforts appliquésau syseme tant intérieurs gu’extérieurs, estégake a la puis-
sane virtuelle desquantitésd’accélémtion’

Mainterantnousallons montrer, enconsdéran un esp&ed desmouvemers virtuels, que
nouspowonsdéteminerunethéaie de mécanigie desmilieux cortinus et quecetespae
fixe enqueluesortele degré definessedela théaie.

Remarque génénlessurl’application dela méthodedespuissancs virtuelles
enmécarnque desmilieux cortinus

L’axiomedespuissanesvirtuellesdesefforts intérieursestala basedela loi fondamenta
classquedela mécanque: “La puissancevirtuelle deseffortsintérieurs a un sysemeSest
nulle dans tout mouvemetwirtuel rigidifiant le systemes a I'in stantt consideré.

Sioncongdére,surunsyseémeS aun momentdonnét, un mouvementrigidifiant définipar
undistributeur { C}, alorsla puissancevirtuelle detouslesefforts appiqués rédute acelle
desefforts extérieurs,s’éait [T].{C}, ou[7] estle torseu desefforts extérieurset doit étre
nul quelquesoit { C}. Onendéddt, parconséquat, 'énoncédela loi fondanentaledela
statique[7] = 0.

Les remargus qui vont suivre n’ont pasun caracére obligatoire et généal de I'axiome
qui vientd’étre énorcé maisconsttuentplutét deshypahésegie travail ou de notdion :

1. Le sysemeS estun domaineconrexe tridimensimel ouvert et borné de I'espace
euclidien.

2. La frontiere dS estdeuxfois coninimentdérivable par morceau, autremendit la
surfacedS pos®deun vecteu normalunité extérieur n et un tenseir courbure conti-
nusdars un voisinagede P appartenant a 0S sau aux points de certaineslignes qui
sontlesarétes de dS (voir (Germain 1973 pourle casgéréral).

3. Le principe despuissancesvirtuelles s’appliquerasoit a S soit a D un soussyseme



D.2. PRINCIPEDESPUISSANCESVIRTUELLES 195

de S ounous ferons lesmémeshypothéses.

4. Lesfrontiereschoisiespou décire le mouvementvirtuel de D, autremendit celles
qui définissentun élément arhitraire del'espacevectoiiel norméd, sort continliment
dérivablessurlafermetue D + 0D de D, autantdefois qu’il seranécesaire.

5. Noussupposors les efforts sufisammentrégulierspour étre définispardesdenstés.
Cettesimplification estdars la plupartdescaslégitime puisqu’il s’agit denotionsde
mécanigie desmilieux continus qui scrématiseh une réalité physique essetielle-
ment discantinue  De ce fait, les formes linéaires qui définissentles puissances
virtuelles pouront donc s’éaire a l'aide d'intégraks de volume, de surface, ou de
ligne.

6. Noussommesn petitsdéplaementset petites déformaions.

7. La puissancalesefforts intérieurs ) s’exprime sousforme d’une intégralede vo-
lumeprise surl’'ouvert D.

8. La puissaancedesefforts extérieurs s'exercant sur le soussystane 9 intérieur a S
compote deuxtypesde puissance:

e lapuissacevirtuelle desefforts adistance?¥ qui s’exprime sousformed’une
intégrale devolumeprisesurl'ouvert D.

e la puissancevirtuelle desefforts de contact #° qui s’exprime a I'aide d’une
intégrale desurfaceprisesurd?.

9. Nousnouslimitons aucasdela statiquedonc le principe despuissanesvirtuellesse
tradut parl'égalité _
P9 4 20 () — 0 (D.1)

qui doit étrevalable qud quesott le sousdomaire D et quel quesoit le mouvement
virtuel ded consdére.

Les relations nécesaires et sufisartes qui pemettent cette égalité consttuent
I'ensembledeséquations dela statique du milieu consteéré.

Nous introduisms la théorie de secad gradent (Germain,1973) théaie plus fine que
celle du premig gradent, qui esta la basede la mécangue desmilieux continus. Cette
théorie utilisecommeespaed desmouvemersvirtuelsceluideschampsiesdéplaements
continus et continmentdérivablesaumoinsdew fois dansla fermetue D + 0D de D.

D.2 Principe despuissaicesvirtuelles

Nousnotermsy; lescomposatesdu déplcementty j leursdenveespremiges. Et nous
introduisorsla décanposition canoriqguedu gradentdesdéplaementenpartiesymétriqie
et partie antisymetrige.

ueO=£+Q (D-2)

(ui,j = &j +Qij)
avecejj = €j; lamatricerepréentar le tenseir destauxdesdéfarmatiors
etQ;; = —Qji lamatricerepésentat le tenseu destauxde rotation.
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En plusdeschampsde dédacemen nous faismns égalemat intervenir le champdesdéfor-
mationsdoncil corvientdechadsir unereprésenation canmiquedu tenseir (d'ordre 3) des
dérivéessecamdesde y commenousl’avonsdéjafait pour lesdérivéegpremiére dey.
(Mindlin et Eshel,1968) proposenttrois repréentaions : le secom gradient du dépkce-
ment,le gradentde la déformationetle gradent dela rotation. Nousnouscontentersmsde
choigr la seondereprésentaion

K=g¢®O (D.3)

1
(Kijk = E(Ui,jk + uj,ik))

Le tensair n’estautrequele gradent de la défamationKjx = &j . Il estparconsquen
symétrgueparrapport aux deuxpremiasindices.

D.2.1 La puissancedesefforts intérieurs, 2

Elle devrait contenir cing termes: le champde vitesse U, la parie symétiqueg et an-
tisymétique Q du champ du gradent desvitesss et ceux du gradient de déformation.
Cestermessont asso@&s respetivementa un vectaur f*, deux tenseurs du secand or-
dre symétrijue et antisymétrique et dew tenseirs du troisiéme ordre symétrijue et anti-
symétrgue.

Mais en raisonde I'axiome des puissance virtuellesdes efforts intérieurs, ou dars tout
mouvemert desoliderigide (translation ourotaion) la puisance?) estnulle, la puissace
virtuelle P() nedépend quedet etdeK.

Donc -

—-/@[g:§+§3l§]dv (D.4)

<5p(i) = —/@[O’ij Ui,j + Sjk Ui,jk] dV)

ou g estle tensew descontraintessymétiques
et Sle tenseir deshypercontraintes

A préset, en suppsantque les gj; et §jx sont continimentdérivables en X, nousap-
pliquons le théoemede la divergencesur I'expression(D.4) afin d'écrire #) sousune
forme canorique adéqiatepour powoir appliquerle principe despuisancesvirtuelles

/[Gu ) + (SjkUij)k — Gij,j Ui — Sjkk Ui,j] dV
/[Gu U),j + (SjkUij)k — Gijj Ui — (SjkkUi),j + Sjkkj U] dV

0= 4 /D[(oij,j — Sjkkj) U] dV
+ /w[(—cij + Sjkk)Njli — Sjk Nk Ui j] dS (D.5)

Le gradient s j, appaaissant dansle dernier termene dépendpasuniquemente u surd?.
Il fautdonc encoe trangormer cetteexpression.
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Tout d’abard nousdécanposors le terme( j enintroduisart les opéateursde dérivation
normaleet de dérivationtangentiele enchaguepoint dela surfacedD.

Uj = Dj G + n; Dy (D.6)

ou la dérivée normaleestle vecteu Dy avecDu = u;n;
etla dérivée tangantielle le tenseir D; U;.
Donc

—/ Sikk UjdS = —/ Sjk (Dj 4 + n; D) nc dS
oD 9D

= —/ Sjknj ng Du; dS
0D
—/ Sjkk Dj 4 dS (D.7)
0D

Nousintégrons a noweaula partie de I'expressionou subsste la dérivéetangentielle du
tenseun

—/ SiknkDj4jdS = — /Dj(SJ‘knkUi)dS
0D 0D
+ [ Dj(Sknguds (0.8)
0D

A présat noussupmsonsque la frontiere 0D estune surface a courburescontinuespar
morceax et nousdésgnonspar [l les “arétes et les sommets"de dD. Nous appliquons
alorsle théoremedela divergene pourunesurface.

_/ Dj (Sjkung)dS= - / (n; Sjk Nk U; 2R) dS
0D D

+ [.....] dI (D.9)
ou 2R estle dowble dela courbure mayenne.

Dansla suite du chapire, noussupmsors qued? n’a ni sommetni arétespour simplifier
(voir (Germain 1973 pourplusde détdls).

Donc, en regroupart les égaltés(D.5), (D.7), (D.8) et (D.9), nousobteronsla puissance
virtuelle desefforts intérieurssousla forme désiré.

Pl = + /D{[oij,j ~ Sikig ] G dV
+ /M){[(—Oij + Sijkk) Nj + Dj (Sjkmk) — Sjknj ik 2R] G

—[Sjknj nk]DUi}dS (D.lO)

D.2.2 La puissancedesefforts extérieurs a distance, P(@

En nous reporantaux hypahésede travail énon@&esau paragapheprécdent nouspou-
vonsécrire P(9) al'aide d’une intégrale de volume ayantégalenentuneformelinéaire.

?(d):/[f.g+gz@+E:'§+
AL

[k

Kl dv (D.11)
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(fP(d) :/@[fi G + GCij Ui j + Fjuij + Lijk Ui dv)
Cetteexpressionmplique quelesefforts extérieursa distarcepewentétrereprésenéspar:

un champdeforcesvolumiquesdéfini parla dersité § (vecteur)

un champde double-couples volumiquesdéfini parla densté C
(terseurantisymetrique Gj = —C;j;)

un champde double-forcesvolumiquesdéfini parla densté F
(terseursymétrique Fj = Fjj)

un champdetriple-forcesvolumiques défini parla densié L
(terseursymétrique Lijk = Ljik)

Puisen effectuantles mémesintégrations et les mémeshypahése nousarrivonsa un ré-
sulta similaire.

pd) = 4 /@[fi —Gij,j — Fij,j + Lijkkj | G dVv

+ /w{[(Cij + Fij — Lijkk) nj — Dj (Lijk k) + Lijknj e 2R] Gy
— [Sjknj nk]DyG; } dS (D.12)

D.2.3 La puissancedesefforts extérieurs de contact, P©

P(©) estdéfinie, a priori, par une densté scalaie surfacique qui esttoujours une forme
linéare dey; etdesesdérivées.

Seuldestermegyui pewentétreéqulibrés parun autretermeanalaguedanslesexpressiors
de la puissane virtuelle desefforts intérieurs (D.10) et desefforts extérieurs a distance
(D.12)lors del'écriture du principe despuissancea virtuelles sontconsgrvés.

2(°) prenddoncla forme suivante:

P(©) :/ [T.0+ M:§ dS (D.13)
0D

(:P@ = / [T G+ Mij G ) dS)
0D

Lesefforts extérieursde contact, X9, sontreprésentésal'aide :

e d'unedenstésurfaciquedeforcesT (vecteurcorntrainte entout point ded® etnomal
aoD).

e etd'unedersitésurfadque dedouble forceM
Puis,apresintégration,il vient
PO = / [T G + M;; DU dS
oD
+ / L] dl (D.14)
r

Onremarqge encae unefois qu’onprerd encomptel’hypothé® simplificatice consdérart
I'absenced’aréte et de sommetet qu’on utilise seulemat la dérivéenomalede (.
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D.2.4 Application du principe despuissancesrirtuelles

Nousappliquors maintenantle principe despuissacesvirtuelles (D.1) entenant comptede
(D.10),(D.12) et (D.14) etnousobtenons.

P4 20 4 Pl =0

0 = /D{ [fi + 0ij,j — Gij,j — Fij,j — Sikkj + Lijkkj] G }dV

+ /a@{[Ti — (0ij — Gij — Fj — Sijkk + Lijkk) nj
+Dj (Sjk — Lijk) ik — 2R(Sjk — Lijk) nj nk ] G
+[Mi — (Sjk — Lijk) nj n]Du; } dS (D.15)

Noussommesaing conduits adéfinirdew nouellesvarialdest;, le tenssurdescontraintes
guenousdirons“effectives”, et 1 jx le tenseurdeshyperontraintes.

Tj = 0j—Gj — Fj — Sjkk + Lijkk (D.16)
Tk = Sjk— Lijk (D.17)

Puis,en effectuant a chaqe fois différenteshypothesessurle champdesdéplcementst
desdéformatons, nousobtenonsuneséried’identité.

f+10=0

(fi + le,j - O) (D18)
T=1n-Djtn+ 2Rt:(n®n)

(T = 5jnj — Dj (Sjk — Lij) Nk + 2R(Sjk — Liji) nj ) (D.19)
M =r1:(n®n)

(Mi = Tijk Nj nk) (D.20)

On peu obsever queles égalités sontsimilairesa cellesobtenuesdansle casclassgue.

D.3 Enoncésfondamentauxde la thermodynamique

La thermodynamiqueestessatiellementbaséesurtrois lois de conservation.

e L'équation d’équilibre (D.18) déterminéeau paragraplte pré&dentpeut étre inter
prété commeuneloi de consenation de la quantité de mouvement enappliquantle
théoeémedela divergence

fav = —/ TdS (D.21)
D— 0D
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e Ladeuxémeloi estla consenation dela masse Si on définitp commeétart la masse
volumiquealorselle s’exprime par

d
o /@p dv =0 (D.22)

e Latroisiemeloi de consevation estcelle de l'énergie qui estdéteminéepar le pre-
mier principede la thermalynamiqie.

D.3.1 Premier princip e de la thermodynamique

Nous corsidérans, commepour le principe des puissancesvirtuelles un domaine? de
frontiere 0D intérieurausysténe S étudi.

Nousallonsmaintnantintroduiretrois nouwellesvariablkes:

e I'énemieinterne,E
E— / pedv (D.23)
D
ou e estl’énergie interne sp&ifique.
¢ I'énemie ciné&ique, K
1
K= = / ov.vdV (D.24)
2 Jop
ou v estle champ desvitesses.

e letauxdechdeurrecueparle domane D, Q
Il compren la chaleu crééepar les actions extérieuresa D et la chalaur recue par
conduction autraversdela frontiere 0D de D.

Q= / rdv — [ qnds (D.25)
D 0D~

our estunedensté de prodiction interne de chalkeur
g estle vecteu flux dechdeur
n estle vecteu normalextérieura 0D

Le premierprincipe s’exprime par

%(E +K) = 2@ 4 20 4 Q (D.26)

ouP¥ + P repréentela puissancedesefforts extérieurs.

Nouspouvonségalemenexprimer I'énergie seulenentenfonction dela puissaancedesef-
fortsintérieursetdela chalaur recLe enutili santle principe despuissancesvirtuelles (D.1).
d

9 = _p0)
5E 20 4+ Q (D.27)

or |
fP('):—/[g:'§+§':l;<]dV
o SN
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(r‘p(i) — —/@[O’ij Ui7j + Sjkui,jk] dV)

etenutilisantle théaeémedela divergene etle lemmefondamentahous obtenonsla forme
localedu premie principe:

X"

pe=o0:¢g+

\2(_[)_

+r —-q0 (D.28)
(P& =0ijt + Sjk Uk +r1 —a,)

D.3.2 Deuxiemeprincipe de la thermodynamique

Dans ce principe nous introduisors deux nouwelles variables qui sort la tempéature et
I'entropie.

Noussupmsorsqu’il estpossiblederepéerlatempéntureparunchampavaleusscalares
positivesa chaqueinstantet tout point du domane.

L'entropie S exprime unevariation d’énergie asseiéea unevariation detempéature.Nous
la définisonsparunedensté d’entropie spédfique n.

S= / on dv (D.29)
D

Le secom principe postue quele taux de production d’entropie esttoujours supéreur ou
égalautauxde chalaur recuedivisé parla tempéature

ds _ oQ

- > = :

& > T (D.30)
ds r g-n
PR > J— p— =
dat — /@T dv oo T ds

quenousécrivonsengéreéralenutilisantle théaémedela divergence

d q r
/@(pd—? +20-3)dv >0 (D.31)

Cetteinégalité, vérifiee quelquesoitle domane D, entrdnela formelocale

q r
=0-=>0 D.32
pA+ 05> (D32)
Puis,enremargianttout d’abord que
9._9a0 ¢
TH=F T2 H

etenmultipliant toutparT puisqueT > O, onendédut al'aide du premierprincipe (D.28)
etdu secoml principe (D.32):

Tph+q0- %.Tg—r >0 (D.33)
(Tpﬁ+Qi,i - %T,i —r > 0)
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Mainterant nous étabissors I'inégalité fondanentalea I'aide des équatons (D.28) et
(D.33).
TO >0 (D.34)

p(Tn—¢6 +0:¢+ —

I
[Rx-
—|la

(p (TN — € + Gij U,j + SjkUijk — %T,i > 0)
L'inégalité de Clausits-Duhems’obtient en introduisant une nou\elle variable, I'énergie
libre spédfique Y définiepar
Y =e—Tn (D.35)
d’ou aprés dérivation _
Y=e-Tn+Tn
il vient

0:E+SK-ply—pnT — %ngo (D.36)
<0ij Gj + Skl — Py —pnT - %T. > 0)

Nousretrouvons uneéquadion similairea celleobtenuedansle casclassqueavecdestermes
enplus dusaugradent dela déformation.

D.4 Variablesd'état

L’étatthermodynamiqued’un milieu cortinu enun point seracaractériséauninstart donré
par la conmaissace d’'un certan nombe de varigblesintrinséqeesau point consicré. Le
choix de cesvarialles estguidé parla finessede la desciption souhaitée.

Dansle casdel'élasticité du secom gradent, nousutilisonstrois variades d’état quesort
la défarmationg, le gradient de la défarmationK et la tempéntureT. Le gradent de la

tempéraure T seraintroduit auchaptre .

D.5 Potentiel thermodynamique et lois d’état

Nous choidgssors un potentiel thermog/namiqe, le potertiel d’énegie libre speifique
duquel dériventleslois d’éta. Le potertiel thermognamique dépenddesvariablesd’état
etdesvariablesinternesdonc dansce casl’énemie libre estfonction detrois variables.

(Y =w(uj, ujk, T))

Ensuite dansl’in égalitéde Clausits-Duhem(D.36), nousremplazons} parsavaleur

R (TR 11 oy -
b=t kKTt

etnous obterons

0, .. oy oy, 9
(@-pg) e+ (8- a—)K—(pn+paT) - 10 (D.38)
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oy . o . . oy - q;
((OIJ P Ui,j)u"J + (Sjk—p Ui,jk) Uijk — (PN + P aT)T T iz0
Cetteéquation peutétredécmmposéen unedissipation thermique
9
?_Tg (D.39)
etunedisspation intrinseque
D—(g—pa—g)-§+(§—p¥)-i§—(pn+pa—T)T (D.40)

Il faut quela disspationintrinséque soit nulle donc en anndant cerainstermesindépen-
dammennousdéfinissonsleslois dela thermodastiaté.

9 9
g = pa—f (0ij = p%)
9 9
S P% (Sik = %Jk)
9
pn = o (D.41)

Remarque

Dansle casdel’élasticité linéaire, le potentielthermod/namique estuneforme quadatique

définieposiive descompogntesdu tenseir desdéformations
1
=—¢:C:¢
=55 EiCie

ou p estla massevolumique
etC le tenseir d’élasticité du quariemeordre.

Et, pardéfinition, le tensurdescontraintes gdérive du potertiel  pourdonne la loi d’état.

oy

g=p5 =C:¢

Nousverrors au chaptre Il que,dansle casde la themoélastcité du secand gradient, le
raisomementestsimilaire.

D.6 L’équation dela chaleur

Nouspartnsdel'’équationde conervation del'énergie(D.28)
pé=g:£+SK+r— g0

ounous remplagnsl’énergieinterne parsonexpressiontiréedee= + T n (D.35).

Puisnousinséronsle potertiel d’énemie libre Y fonction desvarialles d’état

L|J=l|J(§a|§,T)
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(W =uUj,uijk,T))

P = %:g+§—§:§+g—$T
Or nousavonsdémortré préecdemmentue N
%Z%Q ! g_ﬁ:%'s ; g—iJ——n
doncil vient T 1. _
:‘—)g:§+5§:l§—nT (D.42)
En combinant cestrois équations nous arrivonsa
r-qd=pTn (D.43)

Mainterantnoussubdituonsla dersité d’entropie parsavaleu

__
n=-= (D.44)

Finalemenm, enutilisantleséquations(D.42),(D.43) et (D.44) nous pouvonsécrire

-q0 = pTa—TT—r—T[a—T.§+a—T.I§] (D.45)

et en introduisant la chaleur spécifiqe C = T?—? et la loi de Fourier g = —kT0 nous
obteronsuneéquadion similaire a celle obtenuedansla théaie classique

dg . 0S.

kAT:pCT—r—T[ﬁ:§+ﬁ.

RA"

] (D.46)

Le couplgethermomécamjuey appaait clairement.

Ceséquationssontgénénliséesauchaptre Il dansle casou T.0 appanitexplicitementdars
leslois decompatement.



Annexe-E-

Le problemethermomeécanique
couplé

La résdution du prodéemethermomeéaniqie coudé en éladicité estcomplexe caril s'agit
d’un probdémeauxlimites maisaussiun problemed’évolution.

Nousavons déjaécartd’étude descondtionsauxlimites enne considérant quele solide in-
fini. Dansle chagptre I, nous nous sommescontentésdel'étude du casou le champdetem-
pératue estdomé. Nousesqussonsci le casgéréralsangoutefisleverlesdifficultésliées
au probdémed’évolution et en déweloppantune démarte intuitive (voir (Brahin-Ostmane
etal., 1992 Francfot, 1983) pour untraitementplusrigoureux).

Larésdution du prodémepase parla résoluion encascaedesproblemes a 43 (équa-
tions (11.143) a (11.156) issues de I'analyse asympotique) afin de définir les chamgs de
déplacementy; etdetempératire 6.

Nouspourronsremarqeer que,danschagiecas lesprobemesthermigue etmécargue sont
décoplés.

probléme4,
Up(X,y) =Ug(X) (E.1)
Bo(X,y) = ©o(X) (E.2)
problemeZ; ’
U (%,Y) = X(y) : &(Ug) + X (y) 8o (E.3)
B1(x,y) =X (y) - B0y (E.4)
probleme4Z,
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= - (gs 1 X teUg) + (>S - gs) 50) L

La parie mécanigieserésou, commeauchaptre I, enrésdvantun problemelinéaire avec
desforces devolumiquesfictives.

U (%,Y) = Y(¥):(8(Uo) ® O,) +Y ()80,

Et encequi concernela partiethemique

g, = —A°X" .80, (E.5)

6, = =2 ((X"() - 8oL Lh+ 0211, ) (E6)

donc

— (A80,).0,+ ((X"(y) - 800,).0y) .0y + (A°X" 80, ) .y
— ¢t (edUg) +X(Y) : eUo) + X (y) &) = Bobo

Cette équaton différentielle peut étre résole égalemenen interprétart chaque termede

I'équationdela chaleurcommeunesoure dechdeur fictive linéare en §, ® [, &x(U,)
etBy.

Doncnouspourronsécrireque:

B2(x,Y) =Y (¥) : (B0, ® 0,) + YO (y) s e(Ug) + YW (y) 6o (E.7)

probleme 43

Nousrésolvonde probéme % ensuivantla mémeméthalologe.

e (Y0 (e(Uo) ® 30 +Y (¥)-800,+ 8y (us)
") 1 (B @0 + YO (y) rex(Uog) + Y (y) B

:Q
IN)

I

20

+
2Q,
m

SN——

:Q
=
I
20,
N Q
2

(V)(6Uo) ® 00 +Y' <y).aogx)

X T
i
~~
=
2
|
S
+
X
~~
=
D
S

~~—
[20=<>

— ¢ra® (X (y) - 6oy)

Nous obterons de noweauune équdion d’'équilibre linéaire ou les termesde coudage
thermomé&aniqle du prodéme % compketentle précdentrésulat (équation 1.167) par
lestermessuiarts

(Z) " (@(QO) ®Qx®gx) +§ (Z) : (OOQX(X)QX)

(y) s eUo) +2®) 6o (E.8)

Us(xy) =

[22N

_l’_

I’N
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Sinous nousintéressos ala parte thermique enrésolvantl'équation dela chaleur
tA

—0,-0x—q, 0, —¢: o (e(Uy) +ey(lp)) = B0,
avec

= Y(y):
alorsnousobteronsdela mémemanige:

B3(x,Y) = Z9(y):(Bo0, ® O, @ O,) + Z® (y)i(6c(Up).0,) + ZO(y).000,  (E.9)

Par corséquet, les grardeurseffectives du prodéme themoélasigue coudé sort com-
plétées par destermesliés au couplagethermoméanique par rapport aux résutatsobterus
auchaptre II.

Le champde déplacementvaut

UK = U%X) +eX(y) e +e2Y(y)i(eU) @ O,
eZ(y) : (8(U°) @ L@ Oy + ..
((y) So-+£2Y ()80 +£Z (y) : (B0 @ O) + ..
e (ZHQ’) ce(Ug) +2% éo) + .. (E.10)

+ o+ o+
m
Pad
<

Le champdetempéraure vaut

F() = do+eX (y) - Ooly
& (Y'(y) : (800, ® 0 +Y () : 6(Ug) + Y (y) o)
£ (29(y): (80, @ 0@ ) + Z9(y):(8(U) 0,

& (29(y)-800, ) + . (E.11)

+ o+ o+
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Et la contrainteeffective prendla forme

<gt> = go : (ex(Uyp) — 8 a°)
+eCh (edUo) ® - a0l

+ €2C% (aUo) ® L@ 0~ 0% B, @ L)

+ 62(C¥:e(Uo) +CW00) + .. (E.12)

Cesderrierstermessontactifs seulemehenrégimetranstoire.

De maniéresimilaire, 'expressiondu flux de chaleur effectif Q peu étredédute:

<E> = —<A:X' > GOQX+E(gll:GOQX®QX+§2:(—:«K(QO)+E39'O)

+ €2 (g{“':(@ogX@gx@QX) + 2% (e (U@ 0,) + gﬁ.e’ogx) ¥
(E.13)

Les premigs termesmontren, qu’au premig ordre nous retrouvons la loi de Fourier a
I'échelle macrescopgue. Mais si nouspreronsles termesd’ordre supé&ieur en corsidéra
tion, nousdétermirons une “loi de Fourier généalisé€ ou appaaissen desgradentsde
tempéraured’ordre supéieur, et aussidestermesengradient devites<e.



Annexe-F-

Implantation et Simulation avecun
milieu du secondgradient
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Dansle cade de la thermodastidté d’un matérau hétérgene,nousvenms de propcser
I'utili sationd’'un milieu effectif du secom gradient (chapitre 1l). Mais le succé desmi-
lieux d’ordre supé&ieur dépendétroitementdesmeéthogsnumeériqiesmisesen oeuvie pour
simulerleur compatementmécangue.

F.1 Elasticité linéaire d’'un milieu du secondgradient

Nous proposonsune méthock de résoltion numériqie de la théorie du secomnl gradient
(Cardora et Forest,199), présetantun raffinementparrappat ala théote classgue,oule

milieu estdécrt non seuementa partir du tenseu classgue desdéformationsmaiségale-
mental'aide du seconl gradientdu déplacement

1
€= s(ued+0cu) (&j :E(Ui,j + Uji))

1
K=¢e00 (K= 5(Ujx+ i)
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Lesforces dualkesdansl’expressiondela puisancedeseffortsintérieurssort le tenseurdes
contrainteso et le tenseurdeshyperontrantesS Dansle casstatiqueils doiventremplir
les condtions suivantes:

n

1t0=0 aec 1=0-S0

Lescondtions aux limites et leslois d’état qui en décaulentont étéexplicitéesprécdem-
ment.

Dansle casdel'él asticit lineaire, enprerantl’énemgie libre commefonctionde (¢, K, T),
I'inégalité de Clausus-Duhen peutsemettresousla forme:

(Q—P%—f)ig-l— (§—p—)3|§ —p(n+ a_ljJ)T _

—|lQ

T (T =0 (F1

Lesvariebles g, K, T pouvantétre imposeslocalementde maniee indépencante et en
supmsantune réguarité sufiisarte desquartités introduites, nousobtenonsles lois d'état
suiarntes(amexe D) :

0
o=p Cen=-3f (F2)

&|&

1N

[l

©
Q| U
\2X|-E

Le casdel’élasticité isotropelinéaire,ol la densté d’énergie libre déperl dela déformdion
et du gradeent de la déformation a été étudé par (Toupin, 1962), (Mindlin, 1965) et le
potentiel s'écrit :

1

v=3

A€ €jj + UEj & + a1 Kui Kjjk + a2 Kjji Kii
+ ag Kii Kkjj + as Kji Kji + a5 Kji Kijk (F3)

ou A andp sontles coeficients de Laméetlesa sontcing coeficients supgémentaiesde
dimenson MPa.L?.

A partir de cette expression nous sommescapadles de déteminer le tensur A (tenseur

d’ordre 6) qui relie leshypercantraintesaux courburesen utilisant leslois d'état.

_w
-u

e

Et enutilisantles différentessyméties du tenseir du secand gradient K (Murdoch, 1979
surlesdew premiesindices,nousobtenonssousformeindicielle :

1
Sik = > (Kppk 8ij + Kppj Sk + 2 Kipp djk)
+ 2 ap Kppi Ojk + a3 (Kkpp dij + Kjpp Oik)
+ 2 a1 Kiij + as (Kijk + Kjik) (F4)

Le tenseir d’élastici® d’ordre 6 qui relie le tenseir deshypercontraintes Sau tenseu du
secoml gradient du déplacementpet s’éciire sousforme matricielle, dars le cas2D, dela
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maniéresuivante:

([ Si11 ) [ 2a 0 a1+ 2a 0 0 a1+2a | ( Kirz
Si12 0 2(8.2 + a4) 0 a+2a a+2as 0 K112

) So1 [ _ a; + 2a 0 2(ap+aq) 0 0 a1+ 2as ) K221
Soo 0 a1+ 2ap 0 2a a + 2a3 0 Kooo
Si21 0 tay +as 0 far+as  ags 0 K121

[ S22 ) | 3a+as 0 a1+ as 0 0 agas | | Kizz

avec a = ayt+apt+azt+ast+aset ayys = ag+2a4+ as.

F.2 Implantation dansle codede calcul éléementsfinis ZéBuLoN

Pourla progammationdansun code par élémentsfinis, nous assimikeronsle milieu du
secom gradent a un milieu micromapheprésatantuneliaison inteme. Un milieu micro-
morpheestdécri par un vectaur champde déplacementu(x) et un champde défarmation
nonnéessaiementcompdible x(x). Nousconsdérons seulenentla partie symétique du
tenseu x°. Les gradientsasseiéssontla déformationg et K = x®. Dansle casbidimen-
sionrel, cing degrésde liberté Uy, Uz, X354, XS, €t X5, sontattribués a chaque noew. Une
interpolation quadatique a étéreterue pour le champde dédacementet uneinterpolaion
linéaire pour la micro-déformdion. Dansla formulation variaionndle du probléme,un
termede péndité estintroduit pourimposer la liaison:

X°~¢g (F.5)

ce qui a pour effet de faire dégénérerle milieu micromoiphe en un milieu du secand gra-
dient. Par con®quen, la formevariationnele a discrétiserest:

[(o:e+s0Femav-A [ le=xlidv— [ (TutM:x)ds=0 (F6)
Q -~ Q ~ 0Q

2

ou A estun facteur de pénaité pris aussi grandque nécesaire. Une autre méthale plus
efficaceseraitdetraiter A commeun multiplicateu de Lagrange (Shuetal., 1999 a déter

miner au coursdu calcd. La progammationproposéeest similaire a celle utilisée par
(Shuet Fleck, 1998) pour modéliser la théaie de Koiter. Seloncetteformulation, toutes
les composatesdu tenseir de micro-déformaton et les réactonsduales peuvent étreim-

posés commeconditions aux limites, de sortequ’un traitementspédal estnécessairepour
n'imposer quelescomposntesnormdesdu gradientdu dédacemenetlesforcesas®ociées
(1.73).

F.3 Deuxexemplessimples

Ayantpourobjedif deteserl'implantationdu modéledansuncodedecalaul élémensfinis,
noustraiterons deuxexemplespou lesquelsunesolution analytique estdispmible. Nous
consdérors unestrucure bi-dimensianelle de haueur h etinfinie dansla direction 1. Le
chagementconsictrédomeraun champdedéplaementfonction seuementdela coordn-
néexp.
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F.3.1 Testd'extension

0
Nousprenmsun champdedédacemendelaforme: u=| u(xy)
0

A partr de ce champde déplacementu et desrelations exposéesau paragapheprécédent
nous déterminors les grandeus caracéristiquesnon nulles et I'équation d’équilibre qui
prendla formesuvarte :

A+ 20U (x2) — 2au’ (x) = O (F.7)

oul'exposantprimeindique unedérivée parrappat ala coordonréex.

F.3.2 Cisaillementsimple

u(x2)
Danscetexemplele champdedéplacemenestu = 0
0
etil doit vérifier'’équationd’équilibre suivante :
n l nn
HU (X2) — 835U (x) =0 (F-8)

F.3.3 Comparaisoncalcul analytique / simulation numérique

Danslesdeuxexemples/)'équationdifférentiele arésaidreala mémeforme:
wu —u =0 (F.9)

etla solution est
uxx) = C + Coxo + Cg e | Cpe % (F10)

Les conditions aux limites prises en comptepou déterminerles congantesde la solution
précélentesort lessuivantes:

! !

u0 =0 ; uhy=1; u(©=0; uhy=-5 (F11)

Dansun deuxémetemps,nouseffectuonsun calaul de structure enimposant les mémes
condtions auxlimites, cargrace ala théaie du secand gradent, nouspowonsimpose des
déplacementsnaiségalemenlesdérivéesnormales desdéplaements

Unesimulaion pourh =1 etw= 1 estdoméesurla figure (F.1) et compageauxrésutats
obterusandytiguement.

F.4 Comparaisonavecla théorie despoutresde Bernoulli

La poutre de Bernouli, ol “lessectbnsnormalesa la fibre neutre restant droites aprés dé-
formation”, estunexempleuni-dimensianeld’'un milieu du seconl gradent. Lesvarigbles
cinémaiquesessetielles sort le déplacementet la rotation de la fibre moyeme quel’'on
peutasseier ala dérivéedu déplacement.
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1.6 2

14 numérique
analytique -------

1.2 -

08 -

0.6 -

déformation e15 (%)

déplacement u; (mm)

-1.5 numeérique
04 analytique -------

0.2 -

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
abscisse curviligne (mm) abscisse curviligne (mm)

1 1 3 1

0 I

FigureF.1: Déplacenent(gaute)etdéfamation(droite) pour I'extensionoule glissement
simple pour un milieu cortinu du seconl gradent dansle casbi-dimensiomel : résulats
analytiqgueset numériques.

Partantderelaons conruesenrésisgancedesmatériaix

d?m

Te® - f®=0 M=El u'(x)

ou M estle momentfléchissant
f(x) la forcevolumique

E le modulede Young

etl le momentquadatique,

nousremarquas quele champde dédacemei d’'une poutre reciligne soumie aux condi-
tions (F.11) a sesdew extrémités doit égalanentvérifier 'équation différentiele du qua-
triemeordresuvante:
" =0 (F.12)
dontla soluion est
U(x2) = D1 + Dax2 + D3X3 + Dsx3 (F.13)

Leschamp dedéplicementF.10) et (F.13) sontdifférentsmaiscoincidert numérguement
surla longueur de la poutrecommenouspowonsl’obsener surla figure (F.2). Lessolu-
tions ont étédélib&émentextrapdéesendehos de la poutreafin de mettreen évidencela
zonepourlaguelle lesdeuxthéaies sontéquivalentes
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ChapitreF. Implartationet Simulationavecun milieu du secondjyradent
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Figure F.2: Comparasondu dédacemen etdela déformation



Annexe-G-

Calcul descoefficiens homogenes
équivalent du secondgradient

Nous avons vu au chagptre Il que nous powions déteminer les coeficientshomogées
équivalentsenutilisantles méthodsasympbotiques.

Danscetteannee, I'obj ectif estde proposerune autre méthale d’identification despro-
priétés effectivesd’un milieu du secand gradient, qui soit simplementutilisabledansle cas
decompatementiocd nonlinéaire.

Nous propasonsici une extension au caspériodique de la méthoa proposéedans(Golo-
ganuetal., 1996 Forest,1999.

Commeau chapire |, ol nousavons détermiré la matriced'°™ dansle casclassique,nous
cherctonsa obtenir la matriceA"™™ (équaion 11.6) pourle milieu du secad gradent.

Les premigs essaisont étéréalisgs sur une cellule de bas en 2 dimensons (Cardonaet
Forest, 2000 enapgdiquart :

e descondtions homognesau contaur (figure G.1)

K:(x®X (G.1)

NI -

u(x) =E:x+

e descondtions de périadicité (figure G.2)

u(x) =E:x+sK: (x®x) +V avec v pérodique (G.2)

NI -

Cesextensons sort compatbles avec une extension du lemme de Hill-Mandel sousle
forme:
<0:e>=2.E+

k{0)]

K (G.3)



ChapitreG. Calculdescoeficients homognestquialent du secondgradent
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Figure G.1: Conditonshomogéesauconour

Figure G.2: Conditionsde périadicité
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Contraiementau casclassique lescontraintesne peuventpasétreantipériodquesdansles
casa) etb) enpariculier (figure G.2), puisgu’il existe un gradent decortraintes.
Uneméthodk rigoureusen’a pasencae pu étre déweloppéepou appliquerstrictementces
condtions. Il reskrait alorsa compare les valeursdesmodules effectifs trouvés a ceux
issusde I'analyse asymiiotique de (Boutin, 199) pou voir si il s’agt d’'une bonre estima-
tion. Cetravail resteafaireainsi quesonapplicationdansle casnonlinéaire.



