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Intr oduction

Notretravail portesurl’étudedesturboréacteursdemoteursd’avions.La figure(.1) montre
unevueexternedu moteurM88-2 qui équipe le Rafale.

Figure .1 : MoteurM88-2

Un turboréacteurdemoteurd’avion comporte un ou plusieursétagesdecompresseur, une
chambredecombustionet uneturbine.
Le compresseurestconstituéde plusieursdisquestournants,portant chacun un ensemble
d’aubes(ouailettes)inséréesdansdegrandsanneaux d’ailettesfixes(redresseurs). Il aspire
l’air, le comprimeet l’injecte dansla chambre de combustion. Le combustible est alors
pulvérisé dans cet air à haute pression puis enflammé.La détente desgazd’échappement
s’effectueà traversla turbine,constituéecommele compresseur d’ailettesmobileset fixes.
La turbine rentrealorsen rotation, ce qui permetde transmettre au compresseurl’énergie
nécessairepour l’aspiration et la compressiondel’air parl’in termédiaire d’arbresdetrans-
mission. L’avion est de ce fait propulsé vers l’avant par réaction desgaz éjectés, à très
grande vitesse,versl’arrièredu moteur.

Les pièces desdifférentesparties du moteur et notammentcelles situéesen sortie de la
chambredecombustion,doivent êtreparticulièrementrésistantes.



xii INTRODUCTION

De cefait denombreusesétudes ont étéréaliséesencollaboration aveclesdeuxmotoristes
français quesont SNECMA et TURBOMECA. Les différenteséquipesde rechercheont
pu repoussersanscesseles limites d’utilisation despiècescomposant les zones les plus
chaudesdesmoteurs. Pourcelales procédésde fabrication, la métallurgie desalliages,la
géométrie despièceset les traitementsthermiquessesont avérésêtreautant d’axespour
augmenter la températured’entréedu gazdans la turbine.

Toutescesétudesont conduit les deux motoristesfrançaisà introduire dansles turboma-
chinesdessuperalliagesàbasedenickel enraison deleursexcellentesperformancesàhaute
températureet desalliagesdetitaneenraison deleur bonnerésistanceet deleur basseden-
sité. Mais l’effort économiquequ’imposela réalisation de cespiècesest rentabilisé par
l’amélioration desperformanceset du rendementdesmoteurs.

.1 Présentationdu sujet

La turbine HautePressionest placéejuste aprèsle distributeur, lui-même placéaprès la
chambre decombustion(figure.2).
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Figure .2 : Vueintérieuredu turboréacteur

Les aubesde turbine HP sont soumisesà descontraintes d’origine thermiques(les pièces
étantencontactavecdesgazbrûlésdontla températuredépassela températuredefusion de
l’alli age)et mécaniquestrèsfortes. Cesconditionsdefonctionnement,sévèresmaiségale-
mentvariablesdansle tempsaucoursdela mission dumoteur, exigent donc unniveauélevé
des propriétés mécaniques (fatigue-fluage) et une stabilité vis-à-vis de l’environnement
(tenue à l’oxydation, la corrosion). La complexité de cespiècesa nécessitéuneparfaite
intégrationentrela conception, lesmatériauxet lestechniquesdefabrication.
Les aubes sont par conséquent constituées d’un superalliage monocristallin AM1 revêtu
C1A et refroidies par un circuit complexe de microcanalisations. Il existe en particulier
un réseau de perforations en bord d’attaqueet près du bord de fuite qui, du fait de la
sévérité du chargementthermomécanique local, peuvent constituer des sites privilégiés
d’endommagement. Il estdoncindispensable deprendreencomptela présencede la mul-
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tiperforation dansle dimensionnement desaubesdeturbines(figure.3).

Figure .3 : Aubedeturbine HPdu moteur M88-2

Le sujet comporte donc un volet expérimental pour déterminer l’influence de la multi-
perforation sur le comportementet la durée de vie despièces multiperforées, et un vo-
let numériqueconsistant à développer uneméthodesimplifiéede calcul d’aubede turbine
prenant encompteleseffetsessentielsliésàla multiperforationenvuedudimensionnement
dela structureindustrielle.
Lespartenairesdecetteétude sontSNECMA, l’ONERA et l’ENSMP.

.2 Refroidissementinterne de l’aube

Les matériaux monocristallins permettent maintenant d’acquérir unemeilleure résistance
aufluageet à la fatiguethermique et desupporter destempératures et descontraintesplus
élevées par l’uti lisation d’alliagesà hautpoint de fusion et riches enéléments durcissants.
Cettesolution n’est toutefois passuffisante. Il faut égalementutil iser destechnologies de
refroidissement internedeplusenpluscomplexesafin deréduire la températuredel’aube.
L’air arrive par le pied de l’aube,circule à l’in térieur grâce à un systèmede cloisons puis
s’évacue par les fentes en bord de fuite et les trous en bord d’attaque. La circulation du
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fluide créeun effet depompage de l’énergie thermique du matériau versle fluide. De plus
l’inc linaison de certains trous de refroidissement engendre la formation d’un film sur la
paroi externe de l’aube, ce qui permet de la maintenir à une températuremoins chaude
grâceà la formation d’une couchelimite.

Le refroidissementinternedel’aubepermetainsi l’abaissementdela températuremoyenne
du métalmaisestparailleurs à l’or igine d’un gradient thermiqueimportant. Il créeégale-
mentunefaiblessemécaniquedansla structuredel’aube.Desconcentrationsdecontraintes
sontalors présentesautour destrouset peuventêtreà l’orig ine del’amorçagedefissures.
Il fautdoncprendreencomptetrèsprécisémentle chargement thermomécaniquepour bien
connaîtrela répartition descontraintesautour destrouset êtreenmesured’évaluerla durée
devie dela structure.

.3 Sollicitations subiespar l’aube

L’aubede turbine a pour finalité de récupérerl’énergie desgazsortant de la chambrede
combustion,afind’actionner le compresseur, toutenpermettantauxgazdesedétendrecor-
rectementpourprovoquer uneforte poussée.

Elle a par conséquent un rôle essentiellementaérodynamique et subit de fortes sollicita-
tions, dedifférentesorigines:

1. mécaniqueJ forcesaérodynamiques,dues aupassagedesgazchaudsà grandevitesse.J force centrifuge, due à une très grande vitessede rotation de la turbine (on
atteint, pourexemple, plusde28000 tr

�
min surcertainsmoteurs militaires),et

qui està l’orig ine d’un effort detraction trèsimportant (accélération centrifuge
80000g) (Lautridou,2000).J phénomènesvibratoires dont les conséquences sont très importantes pour
l’endommagement desmatériaux.

2. thermiqueJ gradient longitudinal du pied (600
�
C) vers l’extrémité de l’aube (600

�
C K

1100
�
C)J gradient deparoi, l’aubeétantaucontactdesgazchauds issusdela chambrede

combustionet refroidis intérieurementparun flux d’air ( L 200
�
C)

3. chimiqueJ phénomènesd’oxydationJ phénomènesdecorrosion

Les niveaux de contraintes sont d’autant plus sévèrespour l’aube de turbine qu’ils sont
variables dans le temps. En effet, au cours de la missiond’un moteur, celui-ci passesous
différentsrégimescritiquesaussi bienenrégimestationnaire(pleingaz),qu’enrégimetran-
sitoire (décollage, reverse).
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Decefait lespiècessubissentunphénomènedefluage,maisenmêmetempsunphénomène
de fatigue. La combinaisondesdeuxestdélicateà prendre en compteen termesde durée
de vie. Cettemaîtriseestcependant importantecar elle conditionne les performancesdu
moteur: augmenter la températured’entréedeturbine, le tauxdecompression et parcon-
séquent la vitessederotation dela turbine,le rapport pousséesurmasse.. . , qui sontnéces-
sairespour l’améliorationdu rendementgénéral.

.4 Objectif de l’étude

Afin dereprésentercorrectementle comportementnonlinéaire descontraintesetdesdéfor-
mationssurunestructurecomplexe,onarecoursaucalcul destructureparélémentsfinis en
3D.Jusqu’à cejour uncalcul destructureavecunegéométrie réalisteetunnombresuffisant
decycles successifsn’a jamaisétéeffectué,auvu desmoyensinformatiques.

Il y aunedizained’années,lespremierscalculsdestructuresétaient réaliséssurdestranches
d’aubes(figure.4). Cescalculs comportaient3500 degrésdeliberté (Méric, 1991).

Figure .4 : Tranche d’aube

Il y a trois ans,les moyens informatiques augmentant, la premièreaubeentière (figure .5)
a étécalculéeen élastoviscoplasticité avec un maillage de 44000 degrésde liberté. Afin
de déterminer la duréede vie de cespièces, les ingénieurs ne prennent toujours pasles
microcanalisationsenconsidérationmaissimulent leurprésenceenintroduisant un“f acteur
deconcentration decontrainte”.
Dansce travail nousprenonsen considération les singularités géométriques. Nousallons
étudier l’in fluencede cettemultiperforation sur le comportementet la duréede vie des
pièces.

a) Partie expérimentalede l’étude

Des essaisde fatigue thermomécanique seront réalisésà l’ONERA sur destubes multi-
perforésconstituésdu mêmematériauquel’aube de turbine (matériau AM1 protégéC1A
percéaulaser). Il s’agit d’essaissurdestubesmultiperforésrefroidisdonnantlieu àdesgra-
dientsthermiquesimportants et sollicités mécaniquement à l’aide de vérins hydrauliques.
La géométrie et les sollicitations retenuessont assezprochesd’une auberéelle et assez
simplespour quelesessaisinstrumentéssoient réaliséssurunemachinethermomécanique
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Figure .5 : Maillage del’aubeentière

classique.
Les résultatspermettront d’obtenir desdonnéesexpérimentalessur l’influence de la mul-
tiperforation sur le comportementet la durée de vie à partir de chargements thermomé-
caniquescycliquescomplexes.

b) Partie numérique de l’étude

Nouseffectuerons différentscalculs de référenceprenant en compteunepartie destrous.
Cescalculs serontréalisésenélasticité puisenviscoplasticité isotropeet anisotrope surun
maillage possédant environ 500000 degrés de liberté(figures .6 et .7). Pourréaliser detels
calculs nousaurons recours aucalcul parallèle.
Dansundeuxièmetemps,lesessais réalisésexpérimentalement seront simulésparla métho-
dedeséléments finis enélastoviscoplasticité anisotrope(modèledu monocristal) et seront
comparésauxrésultatsexpérimentaux.
De nos jours, pour uneutilisation quotidienne dansun bureaud’étude,de tels calculs ne
sontpassouhaitables.C’estpourcette raison quenousallonsdévelopperuneméthodesim-
plifiée qui permetun calculplus rapide et qui prendencomptel’affaiblissementlocal.
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Figure .6 : Maillage del’aubeperforée

Figure .7 : Lesperforationssurle bordd’attaquedel’aube
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Cemémoireva sedécomposerentrois parties:J Dansla premiere partie nousn’étudierons quele comportementthermoélastiquede
la pièce.C’est la basedu dimensionnementactuel decespièces.J Dansun deuxièmetempsnousétudierons la partie non linéaire. Afin de bien com-
prendre certains phénomènes,la pièce auradansun premier tempsun comporte-
ment viscoplastique isotrope et dans un deuxième tempsnous travaillerons sur le
monocristal.J Dansla troisièmepartie, nousprésenterons les différents essaisréalisés et tenterons
de faire une corrélation avec la simulation. Puis nous appliquerons un modèle
d’endommagement afin deprévoir l’amorçagedefissure.



Partie A

Comportement thermoélastique
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Détermination d’un mili euhomogène
desubstitution
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Lorsquenous effectuonsun calcul de structure sur une pièce réelle tridimensionnelle de
géométrie complexe(trousauniveaudubordd’attaque),lesméthodesnumériquesactuelles
connaissent toujourscertaineslimites. Lescalculs sontlongs malgrél’évolution dela puis-
sancedecalcul et desméthodesd’intégration. Donc,pour contourner cette difficulté, nous
cherchons à remplacer le réseau de perforation par un milieu homogènede substitution
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décrit paruneloi decomportementréaliste,pratiqueetphysiquementfondéeparla modéli-
sation.

Nousavons deuxtypes demodélisation possibles:J unemodélisationdenature phénoménologique et inductive.
Cette approche est basée sur l’expérimentation macroscopique. On effectue des
mesures suruneéprouvetteenréponseà dessollicitationsdonnées.J unemodélisationdenature déductive.
Elle vise à réaliser un passagedu microscopique au macroscopique. On définit le
comportementeffectif (à l’échellemacroscopiqueouglobale) grâceauxinformations
quel’on a surle matériauà uneéchelle inférieure(microscopique ou locale).

Danscettepremière partie, nousutiliseronsla deuxièmevoie appeléehomogénéisationqui
estpluslourdemaisqui permetunemeilleurecompréhension ducomportementdumatériau
ou dela structure.

I.1 Lesdiffér entesméthodespossibles

Le calcul del’aubedeturbine prenant encompteunepartiedu réseauderefroidissementa
étéréalisé(section I.5). Detelscalculs, nécessitant unmaillagefin auniveaudestrous, sont
actuellement réalisables grâce au calcul parallèle. Mais ils ne sont pascompatibles avec
uneutil isation quotidiennedansun bureaud’étude.Nouscherchonsdonc à développerune
méthode decalcul simplifiée(calcul séquentiel avecdestempsdecalcul raisonnables).
L’idéeprincipaleestd’essayerdeprendreencomptel’in fluencedela perforationsansavoir
à mailler individuellementchacun destrous.
Différentesapprochespeuvent êtreutilisées:

1. Remplacementdela perforation parun coefficientdeconcentration decontrainte.
Dans ce cas, la premièreétapeest un calcul sur une géométrie sanssingularité
géométrique afin d’obtenir l’état de contrainte et de déformation en tout point de
la structure. On modifie alors la contrainte au niveaudesperforations à l’ai de d’un
Kt élastiquedéfini précédemmentsur unegéométrie semblable,puison appliqueun
modèlededurée devie. Mais il a étémontré (Dethune,1997) quela prise encompte
deszonesà Kt dansla chaîne decalcul 1D desaubesdeturbine HP nedonne pasde
bons résultatsvis-à-visdel’expérienceaccumuléesuréprouvetteset suraubes.

2. Zoomstructural ou sous-structuration
Cettedeuxièmeméthodecorrespondàunenchaînement dedeuxcalculs. Oneffectue
un premiercalcul en ne considérantpasde singularité géométrique. Puis,dansun
deuxièmetemps,le maillage estraffiné sur unecertainezone(dansle casde l’aube
de turbine HP on maille les trousen bord d’attaque, ou les fentesen bord de fuite).
Et on effectue un deuxièmecalcul en appliquant aux nœudsd’interface de la zone
remailléela rigidité globale de la structure issue du premiercalcul. On obtient alors
un résultat surunegéométrie réelleet on peutensuite appliquer un modèlededurée
devie.
L’inconvénientdecette méthode vient du fait quela rigidité globaleimposéecomme
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conditions auxlimites neprendpasencompte l’affaiblissementdela structurelié au
réseau deperforation.

3. Méthode d’homogénéisation
Cette méthode consiste à remplacer la zone multiperforée par un matériau
homogène de substitution ayant des propriétés effectives grâce aux méthodes
d’homogénéisation.
Le calcul sefait toujourssurunestructuresanssingularité géométriquemaisla pièce
estcomposéededifférents“matériaux” : un matériauréelmassifet un matériaudont
lespropriétéssontaffaibliesenraisondela perforation. Unefois le calcul réalisé, la
méthode comporte uneétape de relocalisation permettant d’utiliser les informations
du calcul simplifié pourappliquer lesconditions auxlimites adaptéessurunecellule
représentative comportant un trou de refroidissement. C’est cette connaissance de
l’état local qui alimentelesmodèlesafindedéterminerla duréedevie dela structure.

Nouschoisissonsla dernière méthode carelle possèdeplusieursavantages:J Nousobtenonsaufinal un étatdecontrainte et dedéformationsur la structureréelle
en3D.J Nousdiminuonsle tempsdecalcul, le second calcul s’effectuantsurunepartieplus
réduite du maillage. Ce dernier point peutparaître moins important dans le casde
l’aube de turbine où le réseau de perforation est localisé sur unepartiedu maillage
maisapparaitraprépondérantdansle calcul d’unechambre decombustionparexem-
ple.J Cetteméthode prend en comptel’affaiblissementlié aux singularitésgéométriques
dèsla réalisationdu calcul simplifié.

Lesinconvénientsseront mentionnésenI.3.

I.2 L’élasticité desmatériaux hétérogènes

L’objectif desméthodes d’homogénéisation estdecontruire, pardesméthodesdéductives,
le comportementobservé à l’échelle usuelle enpartant desmécanismesà uneéchelle suffi-
sammentfine et de donnéessur la microstructure (Sanchez-Palenciaet Zaoui, 1985). On
obtient ainsi uneestimation despropriétés du matériauhétérogèneà partir despropriétés
desdifférentesphases.

Denombreux travauxsurlesconditionset lesméthodesd’homogénéisation(Françoisetal.,
1995;Sanchez-Palencia,1974; Auriault et Caillerie, 1989; Suquet,1982; Huet,1980; Sab,
1992)ont étéréalisés.

L’homogénéisation consiste à définir un volume élémentaire représentatif (VER) du
matériauhétérogène,assemblagecomplexeet encore flou denombreuxéléments depetites
tailles de caractéristiquesmécaniqueset géométriquesvariables. L’objectif estde définir
un milieu homogène équivalent (MHE) qui, soumisaux mêmessollicitations quele VER,
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aurait une“réponseglobale” identique.

La détermination du comportementhomogénéisépassesuccessivementpar trois étapes(fi-
gureI.1) :J représentationJ localisationJ homogénéisation

structure homogénéisation

(MHE)
équivalent
homogène

milieu

représentatif
élémentaire

volume

(VER)

Figure I.1 : Méthodologie del’homogénéisation

I.2.1 Représentationdu matériau hétérogène

Unecondition nécessairepour quel’homogénéisation soit performanteestunebonnesépa-
ration deséchelles.J uneéchelle macroscopiqueoù le matériauapparaît commehomogèneJ uneéchelle microscopiqueoù on metenévidenceleshétérogénéités.

Afin de définir le VER, il nous faut tout d’abord déterminer la “tail le caractéristique” des
hétérogénéités prises en compte- soit d - en s’assurant qu’à l’échelle retenue les outils
d’analysedisponibles(pour nous, ceuxde la mécaniquedesmilieux continus)sontencore
pertinents.Caronveutpouvoircalculer leschampsdecontraintesetdedéformationssurla
géométrie macroscopique choisie, soumiseà dessollicitationsdéterminéeset constituéedu
matériau considéré.
Cettestructurea égalementunedimension“caractéristique” - soit L -.
Doncenconservantcetteoptique,l’élémentdevolumedetaille l doit êtreproportionnépar
rapport tantà d qu’à L detelle manièrequ’il respectela double condition :
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J l M L : c’est la condition pour quel’on puissetraiter la structure commeun milieu
continu homogèneJ l N d : c’estunecondition nécessairepouravoir unereprésentation statistiquesuffi-
santedela distribution desphases.

Pour l’instant nousavons considéréles composantes“matériau” et “géométrie”. Il reste
encore à envisagerencore les sollicitations qui, elles aussi, peuvent se voir attacher une
longueurcaractéristiquedefluctuation - soit Lw -. Cettelongueurpourrait êtrela longueur
d’onde typique(voir minimale)du “spectre spatial” desollicitation. Il estclair eneffet que
la notion de VER perdrait toute efficacité pour le traitement d’un problème de structure
soumiseà dessollicitationsfluctuant avec unelongeur d’onde Lw inférieur à la taille l de
ceVER (Beranet Mc Coy, 1970). Nousauronsmêmeà nous limiter à desconditions ho-
mogènesdesollicitation du VER : cecinécessiteraden’envisagerquedessituationsoùsoit
vérifiéela condition : Lw N l .

Donc pour résumer, nous pouvonsgarder à l’esprit que la taille du VER doit séparer les
échellesenprésence.

d0 M d M l M O
L
Lw

échelle hétérogénéité VER structure
atomique longueurd’onde

du chargement

Dansun deuxième temps,une fois le VER défini, il s’agit de décrire le systèmeà con-
sidérer. Soncontenu doit êtrereprésentatif desinformationsdisponiblestellesquela nature
desconstituants, leur comportementmécanique,leurscaractéristiquesgéométriqueset leur
distribution spatiale.

I.2.2 Etape de localisation

Unefois le VER défini parun ensembledecaractéristiquesmécaniqueet géométrique, on
procèdeà sonanalysemécanique.
La localisationconsisteà relier lesgrandeurslocalesauxgrandeursglobalesenutili santles
équationsdela mécanique.

Au niveau desnotations:J σP et εP représentent respectivementle tenseur du deuxièmeordresymétriquedescon-
traintes et le tenseur du deuxième ordre symétrique des déformations locales du
matériau hétérogène.J ΣP et EP les tenseurssymétriques(du deuxièmeordre) descontraintes et desdéforma-
tionsmacroscopiquesdu matériauhomogène.J α � 1 à N sont lesdifférentes phases du matériauhétérogène.
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JRQ f S α � 1
Ωα T Ωα

f U xV dx la moyenne de f U xV surle domaineΩ.

Dansle casdesproblèmesd’élasticité linéaire, il y a correspondanceentre la donnéeet la
solution decesproblèmes.

σP U yα VW� cPP α : εP U yα V (I.1)

εP U yα VW� sPP α : σP U yα V (I.2)

où cPP α : tenseurd’élasticité (d’ordre4) dela phase α
et sPP α : tenseur desouplesse(d’ordre4) dela phaseα
et

cPP α �XU sPP α VZY 1

Notre but est d’assimiler le VER à une particule macroscopique dont il exprime la mi-
crostructure. On peut considérer queles sollicitationsauxquellesestsoumisle VER sont
déterminéespar les valeurs prises, au point macroscopique considéréau sein de la pièce
étudiée,parlesvariablesmécaniquesmacroscopiques(contraintesou déformations...).
Entrecesvariablesmacroscopiqueset leschampsdevariableslocalesqu’il s’agit dedéter-
miner ne peuvent êtreétablies quedesrelations de moyennes. On aurait doncà résoudre
desproblèmessans véritablesconditions aux limites, mais soumis à des“solli citations”
s’exprimantcommedesconditions demoyennessur telles ou telles variables locales. Afin
detransformercelaenun problèmeaux limites bienposé on peutparexempleformuler le
problèmeencontraintesou endéformations homogènesaucontour.J conditions homogènesencontrainte

σi j n j � Σi j n j []\ y ^ ∂Ω (I.3)

J conditions homogènesendéformation

ui � Ei j y j [C\ y ^ ∂Ω (I.4)

On peutainsimontrer facilement,enappliquant, le théorèmedeGauss,quelesconditions
aux limites homogènesimposent à la moyenne du champdescontraintesd’être égaleà ΣP
(cas(I.3)) et à la moyenne du champdesdéformationsd’être égaleà EP (cas(I.4)).

ΣP � Q σP@S α (I.5)

EP � Q εP S α (I.6)

Dansle casde matériaux périodiques(voir annexe B), nousne pouvonsplus imposer des
conditions aux limites de typesu U yV_� EPa` y ou σPbU yV ` n U yV_� ΣPC` n U yV aubord de l’él émentde
volume.Dansle milieu hétérogène périodique, la géométrieétantinvariantepartranslation
le long desvecteurs de périodicité, les champslocaux εP et σP sontégalement oscillants et
fluctuent autour deleurs valeurs moyennesenEP et ΣP . C’estcettepériodicité localedesdé-
formationset descontraintesqui fournit lesconditions auxlimites (Michel et al., 1998).
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J conditions périodiquesencontrainteO
σi j c j � 0 dansΩ
σi j n j opposésou anti-périodiquesurcôtésopposésde∂Ω (I.7)

J conditions périodiquesendéformation

ui � Ei j y j d vi avecvi périodique. (I.8)

Deschargementsmixtessont également possibles.

I.2.3 Homogénéisation

L’analysequi précède débouchedonc sur deux types de relations très différentes entre
grandeurslocaleset globales.J desrelationsdirectesdemoyenne,devalidité trèsgénérale.J desrelationsdelocalisation découlantd’une modélisationspécifique.

Cettedernièreétape,visant à estimer le comportementeffectif homogénéisé,résulted’une
combinaisondecesdeux sériesderelations.
La combinaisondesrelations de moyenne, de localisation et de comportementlocal nous
permetd’aboutir à desrelationsdetype

ΣP �fe P hom : EP (I.9)

EP �hg P hom : ΣP (I.10)

où le résultat obtenu,à traverslesfonctionnelles homogénéiséese P hom et g P hom, dépend du
typedeconditions aucontour considérées.

Afin de tester si cesdeux fonctionnelles localessont inversesl’une de l’autre, ce qui est
essentiel pour toute approched’homogénéisation, commepour mettreenplacedesbornes
encadrant lescaractéristiqueseffectives,on a recoursaulemmesuivant (qui pourrait égale-
mentêtreformulé enpuissance, plutôt qu’en travail dedéformation) :

LemmedeHill :
SoientσP]i et εP � deuxchampsrespectivementdecontraintes équilibrées U div σPji_� 0 dansΩ V
et de déformations compatibles U εP ��� εP �9U ξ � VkV , non nécessairementassociés. Alors, si σPji
vérifie desconditions de contrainteshomogènesau contour ∂Ω ou si εP � vérifie descondi-
tionsdedéformationhomogènesur∂Ω, on aQ σP i : εP � U ξ � VlSm� Q σP i S : Q εP � U ξ � VnS (I.11)

Cerésultat assure,en conditions homogènes(maisaussi en homogénéisation périodique),
l’égalité du travail “macroscopique” U ΣP : EP V et de la moyenne spatiale du travail micro-
scopique U σP : εP V .
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I.3 Obtention d’un milieu homogènede substitution

Nousdésironsétudier l’influencedela multiperforation sur le comportementet la durée de
vie desaubesdeturbines.Le caractèrehétérogènen’estpasdûaufait qu’il existedifférentes
phasesdansnotre matériau, carnous neprenonspasencompte le caractèrebiphaséà cette
échelle. Cesonttout simplementlesmicrocanalisationsdu refroidissement interne qui ren-
dentle comportementdel’aubecomplexe. Nousassimilerons,parconséquent, l’aubeà un
matériau biphasé: matièreet trou.

Lesméthodesd’homogénéisationvont nouspermettrederemplacerlesperforationsdubord
d’attaque(figure.7) parun matériauhomogèneéquivalentayantun comportementeffectif.
Mais au vu desdifférenteshypothèsesnécessaires pour appliquer cesméthodes,plusieurs
problèmesseprésententà nous :J Il y aunnombrefini decellules.Commeonpeut l’observer, le réseaudeperforations

estlocalisésurunepartie limitée dela pièce.J En raison de la sévérité du chargement,l’aube subit desgradients de sollicitations
thermomécaniquesdont la “longueurd’onde” dechargement estdu mêmeordreque
la taille destrous.

Danscepremier chapitre, nousallonschercheràdéterminer le comportementhomogénéisé
d’une structure perforée en utili sant les méthodes d’homogénéisation (Cardona et al.,
1999a). Nousévalueronsles limites de validité de cetteapprochedansle casd’un faible
nombredetrous.
C’est seulementdansle deuxièmechapitre quenous tenteronsde quantifier l’erreur liée à
l’util isation desméthodesd’homogénéisation classique,d’en définir les limites et de pro-
poser desaméliorationspossibles.

I.3.1 Représentationdu matériau hétérogène

Afin de déterminer le volume élémentaire représentatif (VER), nousfaisonsplusieurshy-
pothèses:J l’hétérogénéitéestle trou derefroidissement,J nous assimilonsle réseauà un réseaupériodique le long desdeux vecteurs x et z,J nous neprenonspasencomptel’incli naison destrous.

De ce fait le volume élémentaire représentatif est représentépar la cellule de base(figure
I.2) ci-dessous où :

a � 1mm [ b � 2mm [ c � 1 ` 7mm

et le trou a un diamètrede0 ` 4mm.

I.3.2 Détermination du comportement homogèneéquivalent

a) Les modulesd’élasticité

Nous calculons les coefficients effectifs, c’est-à-dire les propriétésdu milieu homogène
équivalent (MHE), de la partie perforée de l’aube. Le matériau de base seraconsidéré
comme:



I.3. OBTENTIOND’UN MILIE U HOMOGÈNEDE SUBSTITUTION 11
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Figure I.2 : Celluledebasereprésentant le VER

J isotropedansun premiertemps(tableauI.1)

Température (
�
C) 20 700 800 900 950 1000 1050 1100 1150 1200

E (GPa) 129 107 102 93 90 85 86 76 64 62
ν 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

TableauI.1 : Coefficientsélastiquesisotropes

J puiscubiquedansun deuxièmetemps(tableauI.2)

Température(
�
C) 20 650 800 850 900 950 1000 1050 1100

C11 (GPa) 296 244 242 272 254 261 258 250 320
C12 (GPa) 204 170 173 204 189 198 198 192 264
C44 (GPa) 125 104 99 99 95 93 90 88 86

TableauI.2 : Coefficients élastiquescubiques

Au niveau denotationsindiciellesnousrappelons que:

C11 � C1111 � C2222 � C3333

C12 � C1122 � C1133 � C2233

C44 � C1212 � C2323 � C3131

Afin derespecterleshypothèsesémisespourla détermination duVER,nousappliquonsdes
conditionsaux limites mixtes: périodiqueset homogènesaucontour (Cartraud, 1994). Le
problèmeà résoudrepeutsemettresous la formesuivante (annexe B) :
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uvvvvvvvw vvvvvvvx
σPbU xV `∇ � 0
σP U xVy� cPP U xV : εP U u U xVZV dansΩ
u U xVy� EPa` x d v avec v x K z périodique.
u U xVy� EP ` x ou t � ΣP ` n surl’in térieur et l’extrados(y)
σP ` n x K zanti-périodiqueQ σP S � ΣP ou Q εP S � EP

(I.12)

J Noussupposonsquela cellule présenteunepériodicité suivant lesvecteursx et z.J Par contre nous imposons desconditions homogènesau contour dansla troisième
direction y (sur l’int érieuret l’extradosde l’aube) correspondantà l’épaisseur de la
pièce (y �{z h).

Lescoefficientsélastiqueseffectifs sontdéterminésnumériquement. Surla figure(I.3) nous
pouvonsobserver la déforméede la cellule avec desconditions aux limites de type exten-
sionet cisaillementsimple.

|~})�Z|��]�����&�������H�]��| �A������������|��H|��!�+�����@�]��|
Figure I.3 : Essaispermettantdedéterminer lescoefficientshomogèneséquivalents

Nousremarquonsla périodicité de la déformée,et nousretrouvonségalement,commeex-
pliqué en annexe B, la périodicité desgrandeurslocales(sur la figure I.3 noustraçons la
contrainteéquivalenteausensdevon Mises).

Le comportementhomogèneéquivalentobtenu estorthotrope. Le tenseur desrigiditésef-
fectivess’exprime dansle repère cristallographiquepar:uvvvvvvw vvvvvvx

σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12

� vvvvvv�vvvvvv�
�
�������� C1111 C1122 C1133 0 0 0

C1122 C2222 C2233 0 0 0
C1133 C2233 C3333 0 0 0

0 0 0 C2323 0 0
0 0 0 0 C3131 0
0 0 0 0 0 C1212

���������
uvvvvvvw vvvvvvx

ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε31

2ε12

� vvvvvv�vvvvvv�
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Température (
�
C) 20 700 800 900 950 1000 1050 1100 1150 1200

C1111 (GPa) 140 116 111 101 98 92 94 83 70 67
C2222 (GPa) 154 128 122 111 108 102 103 91 76 74
C3333 (GPa) 137 113 108 98 95 90 91 80 68 66
C1122 (GPa) 59 49 46 42 41 39 39 34 29 28
C1133 (GPa) 55 46 44 40 38 36 37 32 27 26
C2233 (GPa) 57 48 45 41 40 38 38 34 28 28
C2323 (GPa) 42 35 33 30 29 28 28 25 21 20
C3131 (GPa) 39 32 31 28 27 26 26 23 19 19
C1212 (GPa) 43 36 34 31 30 28 29 25 21 20

TableauI.3 : Coefficients homogèneséquivalentsenélasticité isotrope

Température(
�
C) 20 650 800 850 900 950 1000 1050 1100

C1111 (GPa) 224 184 180 195 184 186 182 177 208
C2222 (GPa) 241 198 194 211 198 201 197 191 224
C3333 (GPa) 222 182 179 194 183 185 181 176 207
C1122 (GPa) 149 124 124 142 132 136 135 131 165
C1133 (GPa) 142 118 119 135 126 130 129 125 158
C2233 (GPa) 149 123 124 141 132 136 135 131 165
C2323 (GPa) 107 89 85 83 81 79 77 75 73
C3131 (GPa) 93 77 73 73 70 69 67 66 65
C1212 (GPa) 109 90 86 84 82 81 78 77 75

TableauI.4 : Coefficients homogèneséquivalents enélasticité cubique

et les résultats obtenus sont donnésdans le tableau (I.3) dans le casisotrope et dansle
tableau (I.4) dansle cascubique.J Nousremarquonsquele trou, orientésuivant la direction y, a la mêmeinfluencedans

lesdeuxdirectionsx et z.
C1111 L C3333

C1122 L C2233

C2323 L C1212

Unelégère différencesubsisteà causedela formedela cellule (figureI.2).J Le moduledansla directiony est,quant à lui, égalaumoduleinitial “corrigé” dutrou.
Si nouscalculonsle moduledeYoungE dansla direction 2 pourle matériau isotrope
et cubique

E � C11
2 d C11C12 K 2C12

2

C11 d C12

et que nous le comparons au modulede Young E dans la mêmedirection pour le
matériau orthotrope

E � C1111C2222C3333 K C1111C2233
2 K C1122

2C3333 d 2C1122C1133C2233 K C1133
2C2222

C1111C3333 K C1133
2
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alors nousobtenonsbienun affaiblissementde8% correspondantà la fraction volu-
miquedu trou.J Nous observons également que le trou a très peu d’influence sur les symétries du
matériau enélastique.
Le milieu homogènedesubstitution obtenuestunmilieu orthotropedontnouscalcu-
lonsle coefficient d’anisotropie (enélastique)par:

ai � U Siii i K Sii j j V d U Siiii K Siikk V
Sjk jk

Nousremarquonsquedansle premier casle milieu resteglobalement isotrope.
Et dansle deuxièmecas,l’anisotropie du matériau cubique

a � 2 U S11 K S12V
S44

n’est quasimentpasmodifiée(seulementde5%).

b) Coefficientde dilatat ion thermique effectif

Commenousavons pu nous en rendrecomptedansl’introduction, la pièce subit, en plus
deschargements mécaniques,dessollicitationsthermiquesnonnégligeables. Doncil nous
fautégalement déterminerun coefficientdedilatation thermiqueeffectif.

Si nous considérons le casd’un matériauhétérogènethermoélastique linéaire pris dans dif-
férentsétatsd’équilibre thermiqueoù la températurepeut-être considéréecommeuniforme
alorschaquephasepeut êtrecaractériséeparun comportementdilatométrique.

εP th � αP ∆T (I.13)

où εP th estla déformationthermique
αP un tenseursymétriquedu second ordre
et ∆T unevariation detempérature.

Dansnotreétude, le volumeélémentaire représentatif étant assimilé à un matériauperforé,
il suffit decomparer la dilatationthermiqued’un matériau massifet d’un matériauperforée
(figureI.4).

Commenousle montrons rigoureusement en annexe C, le coefficient de dilatation ther-
miqued’un matériautroué estle mêmequecelui du matériaumassif.

αP hom � αP (I.14)

Cerésultat estprévisible, dansla mesureoù la variation devolumedumatériaumassifétant
uniforme,nous pouvonssansrien modifier à l’extérieur enlever uneinclusion de matière.
Le vide neva ni favoriser, ni freiner, la dilatationthermiquedu matériau.
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Figure I.4 : Dilatation d’un matériauperforé

I.3.3 Application au casd’une structurepériodique

Le comportementhomogèneéquivalentdéterminé,nousappliquonsla méthodesurdescal-
culs de structure. Dansun premier temps,noustenterons de valider le modèle sur une
structurepériodique puisnous appliqueronsla méthodeaucasdel’aubedeturbine.

Considéronsuneplaqueperforéepériodiquementendeuxdimensionsetunestructuremail-
léeplus grossièrementsans singularité géométrique(figureI.5).

�
�

� �F�j�b���W �¡�¢C�¤£�.� � �F�j�b����¥�¢C¦§¢]¨�£�.©¤£�.ª¬«9£�!�
Figure I.5 : Maillagesd’une plaque trouée et d’une plaque homogénéisée

Nous appliquons sur cesdeux structuresle mêmechargementmécanique : le basde la
structureestbloquésuivant lesdeux directionset nousimposonsauhaut dela structureun
déplacementux nonnul. Lescalculs sontréalisésendéformations planes.
Mêmesi, danscecas,le calcul surla structurenenécessitepasdegrosmoyensdecalcul, il
y a quand mêmeun rapport 30 entermesdenombrededegrésde liberté et un rapport 100
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entermesdetempsdecalcul.

Pourvalider la méthode, nousallons comparer lesrésultatsobtenussur la structureréelle à
ceuxobtenussurle maillage homogénéisé.

J Nouscomparonsl’al longementdela structure.

Dansle casdu problèmeindustriel, un allongementtrop importantentraînerait l’“us inage”
du carterextérieur parl’aubeenrotation.
La figure(I.6) représentela déforméedesdeuxstructures.

-®°¯!±C²>³µ´~¶~·j²+¸³;³ -®°¯!±C²>³º¹>·¼»W·)½�¸³;¾+¸³;¿°À>¸³�³
Figure I.6 : Comparaison du champdedéplacement uy suite à un glissementsimple
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Sur la figure (I.7) nousavons tracéle déplacement uy. Nous comparons le déplacement
entre:

- la structureréelle,
- la plaquemailléegrossièrementayant un comportementeffectif,
- et uneplaquesanstrou

le long de la ligne horizontale, au centrede la structure,ne traversantpasles trous(figure
I.5).
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Figure I.7 : Déplacementsuruneligne horizontale dansles3 cas

L’intérêt d’utiliser un milieu homogèneapparaîtclairementsurchacunedecesfigures.

J Nouscomparonsleschampslocaux.

La connaissance descontraintes-déformationsau voisinagedessingularités géométriques,
lieu privilégié pour l’amorçagedefissure,nous permettra par la suite d’appliquer desmo-
dèlesafin dedéterminerla duréedevie dela structure.

Pourpallier tout effet deborddû aux conditionsaux limites dont nousn’avonspasessayé
derendre compte (Dumontet, 1990), nous comparonslesrésultatsauvoisinaged’uneper-
foration situéeaucentredela structurecommeillustrésurla figure(I.8).

Surla géométrieréelle nousconnaissons l’état local. Surla figure(I.9) noustraçonsla con-
trainte équivalenteausens devon Misesautour dela perforation choisie(figureI.8).

Par contre, au niveau de la plaquesans singularité géométrique, les contraintessont ho-
mogènes.
L’homogénéisation n’estqu’une étapepour la déterminationdela duréedevie dela struc-
ture. Une fois les caractéristiqueseffectives du matériau déterminéeset le calcul sur la
géométrie homogénéiséeréalisée,il nous faut revenir auproblèmedelocalisation, parune
démarche derelocalisation, afin d’analyserleschampslocaux.
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Figure I.8 : Cellule debasechoisiepour la comparaisondestenseursdecontraintes et de
déformationslocaux
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Figure I.9 : Champdecontrainte local aucentre de la structure(contrainte équivalente au
sensdevon MisesenMPa)

I.4 Principe de la méthodedeconcentration

Unefois le comportementeffectif déterminé,il nous estpossible dedéterminerleschamps
decontrainteetdedéformationàl’échellemicroscopiqueconnaissant l’état macroscopique.
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I.4.1 Méthodebaséesur lesrelationsdeconcentration

Cetteméthodeestbaséesurlestechniques d’homogénéisationet delocalisation présentées
auparagraphe I.2.2 et estillustréesurla figure(I.10) (Kruch et Forest,1998).
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Figure I.10 : Principede concentration de l’état de contrainte autour d’une singularité
géométrique

Afin decalculerparla méthodedesélémentsfinis la structuremacroscopiquenousutilisons
la loi decomportementmacroscopique

ΣP � cPP hom : EP
où

cPP hom � Q cPP U yV : APP U yVnS
A partir dececalculnousconnaissons,enchaquepoint deGauss, le champmacroscopique
(ΣP , EP ) quel’on conserve. Puis,enutilisantlesrelationsdeconcentration, nousdéterminons
l’état decontrainteautour dessingularités géométriques.

εP U yV�� APP U yV : EP U yV
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σP7U yVy� BPP U yV : ΣP U yV
Decettemanière,à partir d’un seulcalcul macroscopique,il estpossible deconnaître l’état
decontrainteslocalescommesi chaquetrou avait étémaillé.

I.4.2 Méthodebaséesur desrelationsdemoyenneau bord du volumeélémen-
tair e représentatif

Afin de déterminer l’état local, nousn’utilisons plus les tenseursde concentration, mais
nousrésolvons un nouveau problèmeaux limites sur le volumeélémentaire représentatif
avec des conditions aux limites qui prennent en comptela variation du champmacro-
scopique.

La figure(I.11) représentelesdifférentesétapesdela méthodepour connaître l’état local.
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Figure I.11 : Méthodeapprochéepermettantderelocaliserl’état decontrainteautour d’une
singularité géométrique
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J Nouseffectuonsle calcul macroscopique en util isant la mêmeloi de comportement
queprécédemment

ΣP � cPP hom : EP
où cPP hom estdéterminénumériquement.J A partir du calcul macroscopiquenous déterminonsle champde déformationou de
contraintemoyensurla cellule debasequenousdésironsétudier.J Nousrésolvons un nouveau problèmesur le volume élémentaire représentatif avec
desconditions auxlimites soit endéformationsoit encontrainte

u U yV�� EP ` y d v

σP U yV ` n U yVy� ΣP ` n U yVJ Nouscomparons l’état de contrainteobtenuavec celui déterminé à partir du calcul
réelsur la géométrie complète.

Cetteméthodeestplusfacileà mettreenœuvreet nécessitedesmoyensnumériquesmoins
importants. Dansla première méthode il faut stocker tous les champsmacroscopiquesà
chaque point deGauss.Par contre la premièreméthode estplus précise et assure la conti-
nuitédeschampslocauxd’unecellule élémentaireà l’autre.

I.4.3 Application au casde la plaque tr ouée

Nousallonsàprésent appliquercetteétapederelocalisationauniveaudela plaqueperforée
suiteà un essaideglissementsimple (figureI.6).

Les deuxméthodesont ététestéeset ont donné de bons résultats. Donc,pour desraisons
numériques,la première méthode nécessitant desmoyens de calcul plus importants (sto-
ckantenmémoiredestenseurs deconcentrations),nousutili serons la deuxièmeméthode.

Une fois le calcul sur la géométrie homogénéisée réalisé,nous relocalisons l’état de con-
trainte auniveau dela cellule debase. Lesrésultatsobtenussontcomparésà ceuxissus du
calculderéférence(figureI.12).

Nousremarquonsquelesrésultatsobtenussontsatisfaisants:J la déforméedela cellule élémentaireestsemblable,J la contrainte équivalente maximaleobtenue au point de Gaussest de mêmeinten-
sité dans les deux cas(σmises � 197MPa au niveaudu calcul réel et nouscalculons
198MPa surla cellule élémentaire).J la localisation et l’intensitédescontraintessont vérifiéesautour du trou.
Sur la figure (I.13) nous comparonsla contrainteéquivalenteau sensde von Mises
surla lignedéfinissantle contour du trou. L’écartmaximalobtenu estinférieur à5%.
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Figure I.12 : Comparaison de la contraintede von Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectuésuruneplaque sanstrou ayant un comportementhomogène équivalent
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Figure I.13 : Comparaisondel’état local autour du trou (contrainte équivalente ausensde
von Mises)

En parallèle nouseffectuonsla “méthodedu zoomstructural”. Par conséquentnous effec-
tuons le mêmecalcul, avec les mêmesconditions aux limites et le mêmechargementsur
une plaque démuniede toute perforation et sansprendre en compte l’affaiblissementdu
comportement(mêmecomportementlinéaire quedansle casdela plaque perforée).
Nousremarquonsque,commedansle casdu déplacement(figure I.7), lorsque nousrelo-
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calisons l’état decontrainte(figure I.14), nous sous-estimons la contrainte. Ceciaurapour
effet desurévaluerla duréedevie dela structure.
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Figure I.14 : Comparaison de la contrainte de von Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectué suruneplaque sanstrou ayant un comportementélastique

I.5 L’aube de turbine

I.5.1 Calcul de structur e

Commenousavonspu le voir en introduction, le calcul de l’aubedeturbine multiperforée
n’estactuellementpossiblequ’en raison del’évolution desmoyens informatiques.

Lapuissancedesordinateursaugmentedefaçoncontinuedepuisunecinquantained’années.
Aprèsavoir utili séles générations successivesde processeurs, il semblequeles construc-
teursmisentmaintenantsurle parallélismepouraccroîtreencorelescapacitésdetraitement
desmachines.
Aprèsdepremiersprototypesdifficilesàutili ser, ontrouvemaintenantdesmachinesd’accès
relativementfacile qui, à l’ori gine, serattachentà deuxgrandesfamilles, les machinesà
mémoiredistribuée(chaqueprocesseura samémoireprivée) et les machinesà mémoire
partagée(une grande quantité de mémoireestpartagéepar tous les processeurs). La pre-
mière catégorie appelle une programmation parallèle "à gros grains", avec une quantité
importante decalcul surchaque processeur, et deséchangesréduits. La secondecatégorie
autoriseun parallélisme plus fin, au niveau desbouclespar exemple,et permet dans une
certainemesure, uneparallélisationautomatique. Cependantle nombredeprocesseurseffi-
cacement utili sablesrestefaible (moinsde10)danscesconditions. La tendanceactuelle est
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àdesmachinesmixtes, avecdesgrappesdenœudsmultiprocesseurs,maissurtoutauxclus-
tersdePC,qui vont probablement faireprogresser considérablementle rapport performance
/ coût en calcul parallèle. La solution choisie pour le codeZéBuLon(Kruch et al., 1997)
(Feyel, 1998) estunparallélismeexplicite avecunebibliothèquedepassagedemessageset
deséchangesentre processeurs programméspar le développeur, cequi permetl’util isation
du codeaussibien enmémoiredistribuée qu’enmémoirepartagée.

a) Calcul par élémentsfinis et parallélisation

De façongénérale,la méthode deséléments finis comporte deuxétapesprincipales:

õ l’étapeglobale,danslaquelle on sepréocupedela construction dela matricederigi-
dité globale ö K÷.ø et de la résolution du systèmelinéaire de type ö K÷mø/ö u øúùvö F ø , oùö u ø renfermelesinconnuesnodaleset ö F ø correspondauxefforts extérieurs.

õ l’étape locale, qui concerne l’intégration de la loi decomportementenchaque point
d’intégration del’élément.

L’étaped’évaluationde la loi de comportementnécessitel’uti lisation d’une boucle sur les
éléments et lespointsd’intégration, danslaquelle le calcul de la loi decomportementd’un
élémentde volumeA est indépendant de celle d’un élémentB. Cetteétapeest donc na-
turellementparallèle. En revanche,pour la résolution du systèmelinéaire global (trèscoû-
teuseentempsCPU),il estnécessaire dedévelopperdesalgorithmesspécifiques.

b) Décomposition en sous-domaines

Les calculs par éléments finis sont aujourd’hui limités par les moyens informatiques et
notamment parla quantité dedonnéesqu’ils doiventstocker enmémoire(et donc, parcon-
séquencepar le tempsde résolution desdeux étapes citées plus haut). Si l’on note par
N le nombrede degrésde liberté et par F la largeur de bande, le tempsde résolution du
système linéaire ö K÷ ø/ö u øoùûö F ø , (prépondérant dans les calculs tridimensionnels) est de
l’ordre de NF2. Une solution performantepour la résolution efficacedu systèmelinéaire
est la parallélisation par décomposition en sous-domaines. C’est la méthode FETI (Finite
ElementTearingandInterconnection) (Fahratet Roux,1994) qui a étéchoisie dans le code
ZéBuLon. Chaqueprocesseurprendenchargeun ou plusieurssous-domaines. On obtient
unemultitudedecalculsséquentiels detaille raisonnablequ’il faut ensuite rassemblerpour
construire la solution finale. Les calculs ont été réaliséssur unemachine parallèle IBM
SP2à huit processeursP2SCà 133 MHz. Chaqueprocesseurdisposede 256 Moctets de
mémoirevive. Le maillagereprésentéen figure (I.15) montre la décomposition de l’aube
enhuit sous-domaines.L’algorithmededécoupage chercheà fabriquerdesdomaines com-
pacts, danslesquelsle rapport entrele nombredenœudsensurfaceet le nombre denœuds
envolumeestminimum(util isation du programmeSplitmesh, ONERA).

Malgrél’utili sationducalculateur parallèle IBM SP2,nousn’avonspaspuréaliserle calcul
avec un maillage quadratique (469536 degrésde liberté) car la placemémoirenécessaire
était insuffisante.Cecalcul estmaintenantpossibleauCentredesMatériaux surle nouveau
cluster dePC.
Dansle tableau(I.5) ci-dessous,nous avons relevéla taille desmatrices pour lesdifférents
sous-domainesenfaisant varier le nombrededécoupages:
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Figure I.15 : Découpagedel’aube en8 sous-domaines

nombrede taille des taille totale
sous-domaines pb élémentaires du problème

8 166- 363Mo 2200 Mo
16 61 - 98 Mo 1280 Mo
32 18 - 40 Mo 960Mo
64 3 - 20 Mo 640Mo
128 — —

Tableau I.5 : Estimationde la taille mémoirenécessaire en fonction du nombre de sous-
domaines

Decefait, si nousdécouponsnotrestructureenhuit sous-domaines,il faudrait 8 ü 363Mo ý
3Go demémoiresurun processeur.
Par contre si nous découponsen64 sous-domaines,la place nécessairepour l’ensembledu
calcul élastiqueestde 10Mo ü 64 ü 8 ý 5 þ 12Go de mémoireglobalemais la placesur un
processeurn’est plusquede10Mo ü 8 ù 80Mo.
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I.5.2 Calcul de référence

Dansun premiertempsnouscalculonsla pièceréellesur le SP2de l’Ecole desMines de
Parisendécoupant notrestructureenhuit sous-domainesmaillésavecdesélémentslinéaires
(73080 degrés delibertés).

Les conditions de chargement pour le calcul éléments finis essaient d’être le plus réaliste
possible :

õ nous bloquonsla face inférieuresuivant les trois directions simulant la fixation du
pieddel’aube surle disque,

õ nous imposons une force centrifuge simulant une mission de vol (figure I.16)
(l’amplitude représente un coefficientmultiplicatif del’accélération maximale)
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Figure I.16 : Mission devol

õ nousappliquonsun champthermiquecalculé parlesthermiciensdeSNECMA (figu-
re I.17).

Nousretrouvons le gradient longitudinal du pied del’aubeversla baignoireoù la tempéra-
ture peutêtresupérieure à 1100( C. De plus la température varie au cours de la mission
(mêmemission quepourla force centrifuge).

Sur le graphe (I.18) nous avons tracéla contrainte équivalenteau sensde von Mises au
temps250,lorsque la force centrifuge estmaximale.
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Figure I.17 : Champthermiquedel’aube
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Figure I.18 : Contraintesdevon Mises(MPa) autemps250dela mission
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I.5.3 Calcul avecle milieu homogènedesubstitution

Dansun deuxièmetemps,commedansl’étude de la plaque perforée,nousallons réaliser
le mêmecalcul, avec les mêmesconditions aux limites et le mêmechargement, sur une
structuremailléeplus grossièrement (figure I.19). La zone peforée(en jaune sur la figure)
auraun comportementhomogène équivalentet l’autre partieaurale comportementde la
structureréelle.
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Figure I.19 : Maillage del’aubesanslestrous

Les deuxmaillages, fournis par SNECMA, n’ont pasexactement la mêmegéométrie ex-
térieure ni lesmêmescongésderacordement.Decefait, la massevolumiqueaétécorrigée
afin d’effectuerun effort semblable danslesdeuxcalculs.

Lesrésultatsobtenussurl’aubehomogénéisée(figureI.20)sontsemblablesàceuxobservés
surl’aube perforée(figureI.18).

Nous remarquonségalementsur la figure (I.21) que seulement six cloisonstransmettent
l’effort centrifuge, lestrois autres neservantqu’à la circulation del’air.
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Figure I.20 : Contraintesdevon Mises(MPa) au temps250de la missionsur le maillage
homogénéisé
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Figure I.21 : Contraintes de von Mises (MPa) au temps250 de la mission sur la partie
intérieuredu maillagehomogénéisé
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I.5.4 Concentration decontraintesau niveaudestr ousdu bord d’attaque

Nousvoulonsàprésent obtenir l’étatdecontrainteauniveaudestrousdubordd’attaque.Le
calcul de référencenous donnel’état decontraintes-déformationsautour destrouset nous
allons évaluer la prédiction donnée parla méthode derelocalisation.
Pource faire, nousutil isonsla méthode simplifiéeprésentéeprécédemmentdans le casde
la zone perforée. A partir du calcul réalisé sur la géométrie maillée grossièrement, nous
déterminonsle tenseurdesdéformationsmoyennésurl’emplacementthéoriquedu trou que
nousimposonsà la cellule debaseoù l’incli naison du trou estprise enconsidération.

Dansce casde chargementcentrifuge (figure I.22), les résultats sont cohérentsavec ceux
calculéssurla géométrie réelle.

0 50 100 150 200

xy

z
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D7EUF$H�IJH#KVL�NPO-QSR9T

Figure I.22 : Comparaison de la contrainte de von Mises après relocalisation d’un cal-
cul effectué sur l’aube où la zoneperforéea étéremplacée par un matériau homogènede
substitution

Vu la grandedifférenceentrelesdeuxmaillages,l’état decontrainte local estdifficilement
comparable. Toutefois, la contrainte équivalente de von Mises obtenue aprèsrelocalisa-
tion sur la cellule de baseestsimilaire à celle du calcul de référence. La localisation de
cettecontraintemaximale estégalementdifficilement comparablecarla géométrie du bord
d’attaquedel’auben’est paspriseencompte auniveaudela cellule élémentaire. Pourdes
raisonsaérodynamiques,l’aube deturbine possèdeunegéométrie 3D complexe. Donc,en
plusdela courburedu bord d’attaquequi n’est paspriseencompte,nous nemaîtrisonspas
l’orientation du trou.

Nousapprécions tout demêmel’amélioration qu’apportele fait de remplacer la zoneper-
foréepar un matériau homogènede substitution par rapport au calcul où la zone perforée
n’estpasprise encompte (figureI.23).
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Figure I.23 : Comparaison de la contrainte de von Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectué surl’aubeoù la zoneperforéen’est paspriseencompte
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Nousvenonsdecomprendrel’int érêtderemplacer le matériau hétérogène parun matériau
homogène équivalentayant un comportementeffectif (propriétésaffaiblies) et de montrer
l’effet prédictif desméthodesd’homogénéisation (chapitre I) dansle précédentchapitre.

Mais, danscertains cas, si nous ne respectons plus la théorie classique des méthodes
d’homogénéisation(Sanchez-Palencia et Zaoui, 1985) baséesur le fait queles champsde
sollicitationssontconstantsd’unecellule àl’autre(BeranetMc Coy, 1970) (d s Lw chapitre
I), c’est-à-dire si le matériauhétérogèneestsoumisà desforts gradients de déformation,
alors le milieu homogène équivalent peutêtreapprochépar un milieu continu généralisé
(Forest,1999; Forest,1998; Pradelet Sab,1998). Et, plus particulièrement, il peut être
décrit par un milieu du second gradient proposé par (Gologanu et al., 1996; Triantafyl-
lidis etBardenhagen,1996) qui conseillent l’ut ilisationdupremieretdusecondgradientdu
champdedéplacementu (Mindli n et Eshel,1968;Germain, 1973).

II.1 Homogénéisationet milieu du secondgradient

II.1.1 Mise en défaut desméthodesd’homogénéisationclassiques

Nousconsidéronsuneplaqueperforéepériodique (figure II.1), nousbloquonsle basde la
structureetnoussoumettonsla plaqueàdeschargementsthermomécaniquesendéformation
plane.
Dansle premiercas,nousappliquons un champdetempératurelinéaire

T t xumùVv xw L v{þ 200 ( C
où L estla taille dela cellule et a pourdimensionL ù 200mm.
Dansle deuxièmecas,la structureestsollicitéeparun chargementsinusoïdal

T t xumù 600 xzy sin
2x
L
x cos

2y
L

{ þ 200 ( C
avecunepériodedeT ù 3L.
Surla figure(II.1) nouspouvonsobserver la variation dela déforméed’unecellule àl’autre.

|
}

Figure II.1 : Plaqueperforéesoumise à deschargementsthermiques
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Surla figure(II.2) nousavonsréaliséle mêmecalcul (mêmegéométrie, mêmechargement)
suruneplaquemailléeplusgrossièrementsanssingularitégéométriqueetpossédantunmi-
lieu effectif.

~
�

Figure II.2 : Plaquehomogénéiséesoumise auxmêmeschargements

Sur la figure (II.3) nous remarquons que les méthodes d’homogénéisation classiques
peuvent être mises en défauts dans le cas de forts gradients (figure II.1). La plaque
homogénéisée, possédant des propriétes effectives déterminéesà partir des méthodes
d’homogénéisationclassique,reproduit correctement la réponsedela plaqueperforéedans
le casdu chargement thermiquelinéaire (figure II.3a) maispasdansle casdu chargement
sinusoïdal(figureII.3b).
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Figure II.3 : Comparaison entrele déplacementdela plaqueperforéeet celledela plaque
homogénéiséesuruneligne verticale traversantla quatrièmerangée detrous

Si la longueurd’onde du chargementthermique n’est plus très supérieure à la taille ca-
ractéristique de la structure, ici la taille de la cellule, alors la température à l’int érieurde
l’élément représentatif ne peutpasêtreconsidéréecommeconstante. Ceci veut dire que
l’énergie de déformation s’accumule à l’in térieur du milieu homogène en raison du gra-
dient de température. Ce qui, commenous allons le voir par la suite, va nousamenerà
utiliser un milieu homogènethermoélastiquedu second gradient.
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II.1.2 Améliorations possiblesde la méthodeproposée

Aprèss’êtrerenducomptequenouspouvionsrencontrercertains problèmessi notre struc-
turesubissaitdesgradientsthermiqueset puisquecelapeutêtrele casdel’aubedeturbine
multiperforée, nous allons essayer d’apporter desaméliorationspour le casoù le charge-
mentmettrait endéfaut l’approchedu chapitre I.

Toutd’abord,nousallonsessayerdecomprendrelesraisonsduproblèmeenétudiantuncas
simple.

Nousappliquons, sur cettecellule de baseconstituéed’un matériau classique(matérielle-
mentsimple)qui n’incorpore quele premiergradient desdéplacements, un champ detem-
pératurequi varie linéairementenfonction dela variable x

ε÷ th ù α∆T
L x1÷ ù αθx1÷ ù

��
αθx 0 0
0 αθx 0
0 0 αθx

��
et desconditions auxlimites différentes.

õ Dansle premier cas,l’élémentn’est soumisà aucuneforce extérieure.

õ Dansle deuxièmecas,nousbloquonsle déplacementsuivant lesdirectionsy et z ce
qui provoquel’apparition decontraintes.

���3��� ���3���
Figure II.4 : Conditionsauxlimites

Dansle premier cas, enraison del’absencedesconditions auxlimites, la déformationther-
miqueestunchampcompatible alorsquedansle deuxièmecasla déformationélastiqueest
à prendreencompte.

cas1
ε÷ tot ù ε÷ th

cas2
ε÷ tot ù ε÷ e x ε÷ th
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Nouscalculonsensuite le champdedéplacementpar intégrationdu champdedéformation
(figureII.5), pour un matériau élastiquehomogèneisotrope.

������� �������
Figure II.5 : Isovaleursdu déplacementsur lesdéformées

cas1

ux ù 1
2

α θ t x2
1 � x2

2 � x2
3 u

uy ù αθxy x Cte

uz ù αθxz x Cte

cas2

ux ù 3λ x 2µ
2 t λ x 2µu α θ x2

uy ù 0

uz ù 0

Maintenant si nous calculonsles grandeurseffectivesaprèsun choix approprié du repère,
nousobtenons(pour lesnotations, voir annexe A).

cas1 s ε÷�� ù 0 �#s σ÷ � ù 0 ��s ε÷�� ∇ � ù αθ �#s σ÷7� � � x � ù 0 (II.1)

cas2 s ε÷�� ù 0 ��s σ÷ � ù 0 �#s ε÷G� ∇ � ù 0 ��s σ÷7� � � x �¢¡ù 0 (II.2)

et pluspréciséments σ22 x1 � ù£s σ33 x1 � ù � 1
6

3λµ¤ 2µ2

λ ¤ 2µ αθ L2.

Au vu des équations (II.1) et (II.2), ces deux situations sont indiscernablesd’un point
de vue de l’homogénéisation classique. Ceci s’explique par le fait que la théorie
d’homogénéisation classique ne prend en compteque le premier momentdescontraintes
et desdéformations, à savoir la moyenne.

Par contre, si le milieu homogènede substitution estconsidérécommeétant un milieu du
second gradient, les deuxsituations sont distinctesgrâce à la prise en comptedu second
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moment.
Donc,d’aprèsle schémaprésentépar(Gologanu etal., 1996; Forest,1999), lessituations1
et 2 pourraient respectivementêtrereprésentéesà l’échellemacroscopiquepar

E÷lù 0 � Σ÷�ù 0 � K÷ ù α÷¥� ∇T � S÷ ù 0 (II.3)

et
E÷ ù 0 � Σ÷ ù 0 � K÷ ù 0 � S÷ ¡ù 0 (II.4)

où E÷ , Σ÷ , K÷ et S÷ sont respectivementle tenseurdesdéformations, le tenseurdescontraintes,
le tenseurdu gradientdesdéformations(K÷ ù ε÷�� ∇) (où second gradient desdéplacements)
et le tenseur deshypercontraintes.

Lessituationsprécédentessontcompatiblesavecuneloi decomportementdela forme:

σ÷ ù C÷÷ : t ε÷ � ε÷ th u avec ε÷ th ù ∆Tα÷ (II.5)

et
S÷ ù A÷÷÷ :̇ t K÷ � K÷ th u avec K÷ th ù α÷/� t T∇ u (II.6)

oùC÷÷ et A÷÷÷ sontrespectivementle tenseur classiquedesmodulesd’élasticitéet le tenseur des

modules d’ordre supérieur. La déformation thermiqueε÷ th et le gradient de la déformation
thermiqueK÷ th sontconsidéréscommeétant la déformation libre et le gradientde la défor-
mationlibre.

La formulation généraledeceslois decomportementva êtretraitée à traverslesprincipes
dela mécaniqueet dela thermodynamique.

Résumé
L’utilisation del’hypothèseclassiquedesméthodesd’homogénéisation considérant la taille
del’hétérogénéitétrèspetitedevant la longueurd’ondedesollicitationconduit àl’util isation
d’un milieu deCauchypour modéliser le milieu homogèneéquivalent. Par contre dèsque
les champsmoyens ne sontplus lentement variables, le milieu homogèneéquivalent doit
être considéré commeun milieu continu généralisé (Pideri et Seppecher, 1997), (Forest,
1998) (tableauII.1).

constituants taille milieu macroscopique
du VER (MHE)

Cauchy l ¦ Lw Cauchy

Cauchy l s ÷ Lw généralisé

généralisé l s ÷ Lw généralisé

TableauII.1 : Lesdifférentes procéduresd’homogénéisation

Il y a deuxclassesprincipales de tels milieux : les milieux de degré n qui font intervenir
les gradientsjusqu’à l’ordre n du champde déplacementmacroscopique U t x u , tandis que
les milieux d’ordre n introduisent desdegrésde liberté supplémentaires en plus deU t xu .



II.2. ANALYSEASYMPTOTIQUE EN ISOTHERME 39

L’avantage de cesmilieux dedegré ou d’ordresupérieurs, par rapport à l’uti lisation de loi
nonlocalesousformeintégrale,estqueleséquationsd’équilibre, lesconditionsauxlimites
et leslois decomportementlinéairesassociéessontbienconnues.

II.2 Analyseasymptotiqueen isotherme

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que les relations supplémentaires associéesà
l’introduction du gradient de déformation et du gradient de la température de manière
phénoménologique dansla section précédente,peuvent se déduire de l’analyse du com-
portement effectif d’un matériau hétérogène soumisà un champdedéformationlentement
variable. Pour simplifier, nousconsidérons un matériauclassique hétérogènepériodique
dansle casstatique.

Le casdesmatériaux à microstructure périodique a étéabordéplus tardivementet lesmé-
thodes utiliséesfont appel auxdéveloppements asymptotiquesà desordresplus élevésque
dansle casclassique(Suquet, 1980). (Gambinet Kröner, 1989) puis (Boutin, 1996) ont
d’abord mis en évidencedescontributions non locales à additionner au résultat classique
d’homogénéisation périodique. Le lien avec la théorie du second gradient apparaît en-
fin dans(Triantafylli dis et Bardenhagen, 1996) et est utilisé pour plusieurs applications
(Schraadet Triantafyllidis, 1997).

II.2.1 Equations de champsà l’échelle locale

Nousconsidérons, commematériaude départ, un matériau hétérogène classique dont les
propriétéssontdéterminéesà partir d’un milieu deCauchy.
L’objectif estdedéduire lespropriétésglobalesdu milieu homogèneéquivalentàpartir des
propriétéslocales.

Lesvariableslocaleset globales(ou effectives)doivent êtredistinguées:

variableslocales : ε÷ � σ÷ (II.7)

variablesglobales : E÷U� Σ÷ (II.8)

Leséquationsdu problème§ à résoudresurle matériauhétérogène sont:

σ÷ ù c÷÷ : ε÷ (II.9)

σ÷ þ∇ x f ù 0 (II.10)

lesconditions auxlimites n’étantpasmentionnéesparsimplicité.

Le problèmeestdéfini surun domaine infini et l’inconnuedu problèmeestle champ local
dedéplacementu t xu .
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II.2.2 Analyse dimensionnelleet développements asymptotiquesaux ordr es
supérieurs

Pour simplifier, nous supposons que le matériau hétérogèneadmetune microstructure
périodique qui peutêtredécrite par unecellule élémentaire Yl de taille caractéristique l .
L’échellemacroscopiqueestcaractériséeparunelongueurcaractéristiqueLω qui n’estautre
quela longueurde variation de sollicitation qui doit normalementêtredu mêmeordrede
grandeurquela taille dela structureL (hypothèsesprésentées enannexe B).

L’analysedimensionnelle,effectuéeci-dessous,déterminelesparamètresimpliquésdans le
problèmeà prendreencomptedans la procédured’homogénéisation (Pradel,1998).
Nousdéterminonsun espacesansdimension sur les coordonnées,les déplacementset sur
desrelationsd’équilibre :

ẍ�ù xw Lω � ü�ù uw Lω (II.11)

et u umù ë t ü u�� ∇ ¨ ù Lω ∇ � c÷÷ ù cc÷÷ ¨ (II.12)

A présent nousramenonsle problèmeréel § posésurunsolideinfini, aumoyendel’analyse
dimensionnelle, à un problème§ ¨ exprimésurunecellule élémentairesansdimension Ÿ .

σ ¨ þ∇ ¨ x f ¨ ù 0 avec σ÷7¨ ù σ÷ w c ù c÷÷ ¨ : ë t ü u�� f ¨ ù Lω

c
f (II.13)

La grandeurcaractéristiquedu problèmeest:

ε ù l
Lω

(II.14)

Parconséquent, nousdéfinissonsunesériedepetits problèmest©§ ε u ε ª 0 surY

Y ù ö y v y ù x w ε � x « Yl ø (II.15)

utilisant les méthodes asymptotiques utiliséesen homogénéisation périodique (Suquet,
1980; Sanchez-Palenciaet Zaoui,1985).

Leséquations de § ε à résoudresont les équations (II.9) et (II.10) danslesquellesdéplace-
mentet contraintesont étéremplacésparuε et σ÷ ε

σ÷ ε ù c÷÷ ε : e÷ t uε u (II.16)

σ÷ ε þ∇ x f ù 0 (II.17)

où le rapport ε apparaît commeun indice dans leséquationset on prend

aε t yumù a t εy u (II.18)

Leséquations d’équilibre et les lois decomportementdu milieu homogèneéquivalentsont
obtenuesdansle caslimite où ε tendvers0 (Sanchez-Hubertet Sanchez-Palencia, 1992).
Le milieu étant εY périodique, nousfaisonsl’hypothèsequetoutes lesgrandeursdépendent
de leur position macroscopiquex et de leur position microscopique y dansYl . De plus le
paramètre ε, étant supposépetit,nousdéveloppons chaquegrandeurcommesuit :

uε t xumù u0 t x � yu¬x εu1 t x � yu¬x ε2u2 t x � y u¬x ε3u3 t x � yu¬x*þ$þ$þ (II.19)

σ÷ ε t x umù σ÷ 0 t x � yu¬x εσ÷ 1 t x � yu¬x ε2σ÷ 2 t x � y u7x ε3σ÷ 3 t x � yu¬x*þ$þ$þ (II.20)

où lesfonctionsintroduites ui t x � yu et σ÷ i t x � yu sontsupposées avoir desordresdegrandeurs
voisins et êtrepériodiques parrapport à la variable y.



II.2. ANALYSEASYMPTOTIQUE EN ISOTHERME 41

II.2.3 Etablissementdeséquations d’équilibr e et des lois de comportement
effectives

A unefonction f ε t x u nousassocionsla fonction f t x � y u dontnouscalculonsla dérivée par
rapport à x dela manière suivante :

f ε t x u�ù f t x � y u ; d
dx

f ε ù f þ∇x x 1w ε f þ∇y (II.21)

avecdesnotationsévidentes.

Il enrésulte quele tenseur desdéformationsassocié est:

et uε u ù ε  1ey t u0 u¬x ex t u0 u¬x ey t u1 u7x ε t ex t u1 u¬x ey t u2 u®ux ε2 t ex t u2 u¬x ey t u3 u®u7x*þ$þ$þ (II.22)

Le calcul dela divergencedescontraintes donne demême:

σ÷ ε þ∇ ù ε  1σ÷ 0 þ∇y x σ÷ 0 þ∇x x σ÷ 1 þ∇y x ε t σ÷ 1 þ∇x x σ÷ 2 þ∇y ux ε2 t σ÷ 2 þ∇x x σ÷ 3 þ∇y u7x*þ$þ$þ (II.23)

L’identification destermesdemêmeordredansleséquationsprécédentesconduit auxéqua-
tionssuivantes:

ordre -1
ey t u0 u.ù 0 (II.24)

σ÷ 0 þ∇y ù 0 (II.25)

ordre 0
σ÷ 0 ù c÷÷ ε : t ex t u0 u¬x ey t u1 u®u (II.26)

σ÷ 0 þ∇x x σ÷ 1 þ∇y x f ù 0 (II.27)

ordre 1
σ÷ 1 ù c÷÷ ε : t ex t u1 u¬x ey t u2 u®u (II.28)

σ÷ 1 þ∇x x σ÷ 2 þ∇y ù 0 (II.29)

ordre 2
σ÷ 2 ù c÷÷ ε : t ex t u2 u¬x ey t u3 u®u (II.30)

σ÷ 2 þ∇x x σ÷ 3 þ∇y ù 0 (II.31)

L’équation (II.24) impliqueque, leschampsétant périodiques eny :

u0 t x � yumù U0 t x u (II.32)

Nousconsidéronsalors lesproblèmesauxiliairessuivantssurla cellule élémentaire:

problèmē 0

ey t u0 u.ù 0 (II.33)

problèmē 1

σ÷ 0 ù c÷÷ ε : t ex t u0 u¬x ey t u1 u®u (II.34)
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σ÷ 0 þ∇y ù 0 (II.35)

problèmē 2

σ÷ 1 ù c÷÷ ε : t ex t u1 u¬x ey t u2 u®u (II.36)

σ÷ 0 þ∇x x σ÷ 1 þ∇y x f ù 0 (II.37)

problèmē 3

σ÷ 2 ù c÷÷ ε : t ex t u2 u¬x ey t u3 u®u (II.38)

σ÷ 1 þ∇x x σ÷ 2 þ∇y ù 0 (II.39)

Lessolutionsdesproblèmes̄ i sontle champdedéplacementui et le tenseur descontraintes
σ÷ i  1 pour i � 0.

problèmē 1

Le problème ¯ 1 est classique et dépend linéairementde ex t U0 u de sortequ’il existe un
tenseur delocalisationpris demoyennenulle et unetranslation U1 t xu telle que:

u1 t x � yumù U1 t xu¬x X÷ t yu : ex t U0 u (II.40)

La solution esttelle que s ey t u1 u � ù 0.

Connaissantle champ dedéplacementnous calculonsleschampslocaux

σ÷ 0 ù c÷÷ ε : ° ex t U0 u7x X̂÷÷ : ex t U0 u²±
ù c÷÷ ε : ° 1÷÷ x X̂÷÷ ± : ex t U0 u (II.41)

où X̂÷÷ ù X÷ t yu�þ∇s
y avec∇s

y désignantle gradientsymétrisé.

Le champde contrainteeffective estdéterminé en effectuant la moyenne de la contrainte
locale surla cellule élémentaire.

Σ÷ ù lim
ε ³ 0

s σ÷ ε � y ù´s σ÷ 0 �
ù s c÷÷ : ° 1÷÷ x X̂÷÷ ± � : ex t U0 u (II.42)

où le terme sLþ � signifie la moyennesurla cellule élémentaire.

Nousretrouvonslesrésultatsclassiquesenhomogénéisation périodiques.

A présent noussupposonsqueleschampsmacroscopiquesnesontplusconstantsmaislente-
mentvariables.De cefait, nousallonsprendreencompte lestermescorrectifsenrésolvant
lesproblèmesd’ordresupérieur.

problèmē 2

La résolution du problème ¯ 2 sefait en deux étapes(Boutin, 1996). Nousconsidérons le
casparticulier pourlequel lesforces devolumeont la forme:

f t x � yu.ù ρ t yu f
0
t xu (II.43)
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Nouscalculonsalors la moyennevolumiquesurla cellule debasedel’équation(II.27) :s σ÷ 0 � y þ∇x xµs f � y ù 0 (II.44)

desorte quenouspouvonséliminer f
0

:s ρ � f
0
ù � t C÷÷ 0 : ex t U0 u®u�þ∇x avec C÷÷ 0 ù£s c÷÷ : X̂÷÷ � y (II.45)

Noussubstituonsalors f
0

et u1 dans(II.27), cequi semetsous la forme:° c÷÷ : ey t u2 u²±oþ∇y xV° c÷÷ : ex t X÷ : ex t U0 u²±oþ∇y xV° c÷÷ : ex t U1 u²±oþ∇y

ù � ° c÷÷ : ex t U0 u²±úþ∇x x β ° C÷÷ 0 : ex t U0 u²±oþ∇x (II.46)

où β ù ρ w¶s ρ � y.

Le problème se ramènedonc à un problèmed’élasticité hétérogènepériodique avec des
forcesfictives. Seul le champ de déplacementu2 est inconnu. Nousremarquonsqu’il est
linéaire enex t U0 u et en ex t U0 u � ∇x. Lorsqueex t U0 u � ∇x estnul, l’équation restanteest
la mêmequepourle problèmē 1.
Decefait la solution peutsemettresousla forme:

u2 t x � y u�ù U2 t xu¬x X÷ t yu : ex t U1 u¬x Y÷÷ t y u :̇ t ex t U0 u � ∇x u (II.47)

problèmē 3

Le problème ¯ 3 serésout demanièreanalogueet nous obtenons:

u3 t x � yu�ù U3 t xuPx X÷ t y u : ex t U2 uPx Y÷÷ t yu :̇ t ex t U1 u � ∇x uPx Z÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u (II.48)

Lestenseursde localisation sontpris à moyennenulle. En fixant les translations tellesques uε t x � y u � y ù U0 t x u¬x εU1 t x u7x ε2U2 t xu¬x*þ$þ$þ , la solution sesimplifie en:

u t x � y u�ù U0 t x u5x X÷ t y u : ex t U0 u5x Y÷÷ t y u :̇ t ex t U0 u � ∇x u5x Z÷÷ t y u :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u (II.49)

Nous remarquons que les contributions non locales font intervenir les premieret second
gradient desdéformations globales.
formedela loi decomportementeffective
Nouspouvonsmaintenantcalculer la déformationdu milieu :

e÷ t uε u ù ex t U0 u7x X̂÷÷ t yu : ex t U0 ux ε · X÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u � ∇x u¬x Ŷ÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u � ∇x u²¸x ε2 · Y÷÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u¬x Ẑ÷÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u²¸
(II.50)

Nousremarquonsenpassant que s et uu � y ù ex t U0 u (II.51)
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c’est-à-direquela moyennedesdéformationslocalesestégaleà la déformationassociéeau
déplacementmoyen.Nousvoyonsalorsquela loi decomportement(II.9) conduit à uneloi
decomportementeffective dela forme:s σ÷¹� y ù C÷÷ 0 : ex t U0 u¬x εC÷÷ 1:̇ t ex t U0 u � ∇x u7x ε2C÷÷÷ 2 :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u7x*þ$þ$þ (II.52)

où
C÷÷ 1 ù£s c÷÷ þ X÷ x c÷÷ : Ŷ÷÷ � y � C÷÷÷ 2 ù´s c÷÷ þY÷÷ x c÷÷ : Ẑ÷÷ � y

A noter quelesdifférentstenseursC÷÷ 0, C÷÷ 1 et ε2C÷÷÷ 2 secalculent indépendammentdeε.

formedel’équation d’équilibre globale
Nousremarquonsque, enpassant à la moyenne :s σ÷ 0 � y þ∇x xºs f � ù 0 � s σ÷ 1 � þ∇x ù 0 � s σ÷ 2 � þ∇x ù 0 (II.53)

où l’équation (II.31) a finalement étéutilisée.
Il s’ensuit que

τ÷ þ∇ xºs f � y ù 0 � avec τ÷ t x u�ù£s σ÷ 0 x εσ÷ 1 x ε2σ÷ 2 � y þ (II.54)

II.2.4 Lien avecla théorie du secondgradient

Lesélémentsdemécaniquedesmilieux continusdedegré2 présentésdans(Germain, 1973)
sontintroduitsenannexeD.

La relation II.54 impliquequele tenseurdescontrainteseffectivesσ÷ ε n’est pasdéfinicomme
un tenseur descontraintesdeCauchy maisplutôt commele tenseur descontraintesτ÷ d’un
milieu du second gradientdéfini parl’équation(D.16).

Leslois d’élasticité pourun milieu du second gradients’écrivent:

σ÷ ù c÷÷ : ε÷ x c÷÷ » :̇K (II.55)

S÷ ù c÷÷ ¼ T : ε÷ x C÷÷÷ :̇K (II.56)

où K désignele gradientdeε÷ .
K ù E÷ � ∇ (II.57)

Nous pouvons aussiexprimer la loi de comportementcommeune relation liant les con-
trainteseffectivesτ÷ ù σ÷ � S÷ þ∇ (équation D.16) aux déformations et à leurs gradients. On
voit qu’elle estdela forme:

S÷ ù c÷÷ : ε÷ x c÷ ÷ ¼ ¼ :̇K x C÷÷÷ ¼ ¼ :: t K � ∇ u (II.58)

ensupposant l’élasticité homogène.

Nousreconnaissonsla forme(II.52) obtenueparanalyseasymptotique. Il apparaîtdonc que
la méthoded’homogénéisation précédentenepermetpasdedistinguer leshypercontraintes
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desforce-contraintes.Cettedistinction joueun rôle essentiel lors del’application descon-
ditionsauxlimitessurunestructureconstituéed’un matériaudusecond gradient. Il estclair
quel’approche d’homogénéisationproposées’intéresseavant tout ausolide infini. La prise
encomptedeseffets debordsestun problèmedélicat (Dumontet, 1990).

Remarque
Lorsquele groupedessymétriesdumilieu dusecond gradientcontient la symétrie centrale,
le termedecouplagec÷÷ » estnul, et c’est la formulation de l’élasticité sans couplagequi est

la pluscommunémentutil isée.De même,(Triantafyllidi s et Bardenhagen, 1996)montrent
quele tenseur correspondantC÷÷ 1 estnul dèsquela cellule admetun centre de symétrietel
que

c÷÷ t y umù c÷÷ t � yu (II.59)

Nousvérifionseneffet qu’alors:

X÷ t yu�ù � X÷ t � yu�� Y÷÷ t y u�ù Y÷÷ t � y u�� Z÷÷ t y u�ù � Z÷÷ t � yu�þ (II.60)

II.3 Thermoélasticitédu secondgradient

Nousvenons de voir quelorsqueles champsne sont plus constantsmaislentementvaria-
bles,la loi de comportementeffective estdéfiniepar un milieu du second gradient. Dans
notre étudele chargementest anisothermeet afin de connaître la forme d’une loi ther-
moélastiquedusecond gradientnousappliquonssuccessivement la méthodedespuissances
virtuelles, le premier et le secondprincipe de la thermodynamiquedansle casd’un solide
thermoélastiquedusecond gradient. Unetelle formulation nesemblepasavoir étéproposée
antérieurement à (Cardona et al., 1999b).

II.3.1 Principe despuissancesvirtuelles

La méthodedespuissances virtuellesestun outil qui permetdedériver les lois d’équilibre
et lesconditionsauxlimitesquetoutchampinconnudoit remplirsurundomaineΩ (annexe
D). La frontière∂Ω estsupposéeaumoinsdeuxfois continûmentdérivable, cequi permet
qu’enchaquepoint il y ait unenormalen et unecourburemoyenneR. La présenced’arêtes
et decoinsdevra êtretraitéecommedans(Germain, 1973).

D’après (Maugin, 1980), la première étape consiste à définir l’espacedesmouvements
virtuels nécessairepour la description du milieu Ω. Les degrésde liberté pour un milieu
thermoélastiquedusecond gradientsontle déplacementu t x � t u et la températureT t x � t u . De
cefait nousavons commeespacedesmouvements virtuels

ϑ ( ù ö u̇ � Ṫ ø (II.61)

La variation de température est ajoutée aux variables de vitesses habituelles afin de
généraliser la loi et parce que nousvoulons également considérer la variable transitoire
Ṫ commeun degré deliberté. De cefait nousétendonsl’espacedesmouvementsvirtuelsà

ϑ ù ö u̇ � u̇ � ∇ � u̇ � ∇ � ∇ � Ṫ � Ṫ∇ ø (II.62)
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où lesvitessesvirtuellessontsupposées êtrecontinueset au moinsdeuxfois continûment
dérivableset la variationdetempératurecontinueet continûmentdérivable.

Remarque
L’espacedesmouvementsvirtuelsa seulementétécomplété par la paire ö Ṫ � Ṫ∇ ø par rap-
port à la théorie du second gradient introduitepar(Germain, 1973) (annexe D).

a) La puissancedeseffort s intérieurs, §?½ i ¾
La densité de puissancevirtuelle des efforts intérieurs s’exprime à l’aide d’une forme
linéaire dans l’espacedesmouvements virtuelsϑ (Cardonaet al., 1999b).

p ½ i ¾ ù σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x a½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾ þ¿t Ṫ∇ u (II.63)

Et l’expression dela puissancevirtuelle desefforts intérieurs § ½ i ¾ s’exprime à l’aide d’une
intégraledevolumesurle domaine ÀÂÁ Ω§ ½ i ¾ ù �ÄÃ5Å y σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x a ½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾ þ T∇

{
dV (II.64)

où ε̇÷ estla partie symétriquedu gradient desvitesseset K÷ ù ε÷G� ∇ (annexe D).

Dansl’expression (II.64), nousavons déjàconsidérél’axiomedespuissancesvirtuellesdes
efforts intérieurs. Les quantités duales du champde déformation et du gradient du champ
dedéformationsont la partiesymétriquedu tenseur descontraintesσ÷ et le tenseurdeshy-
percontraintesS÷ (Si jk ù Sj ik).

Deuxnouvellesquantitésdualesontégalement étéintroduitesa½ i ¾ etb ½ i ¾ . La purepartiemé-
caniquede la densité desefforts intérieursa étécomplétéeparunecontribution thermique
représentant la partie dissipative (enopposition à la partiecalorifique)du travail.

Maintenantnousallonsutil iser, toujourscommedansle casdela théorie dusecondgradient
enannexeD, le théorèmedeGausssurl’expression(II.64) afind’écrire § ½ i ¾ sousuneforme
canoniqueadéquatepourpouvoir appliquerle principedespuissances virtuelles.

§ ½ i ¾ t u̇ � Ṫ u ù ÃBÅ ° � °rt σ÷ � S÷ þ∇ u�þ∇ ±�þ u̇ xÆt a½ i ¾ � b ½ i ¾ þ∇ u Ṫ ± dVx Ã
∂
Å °U°7t σ÷ � S÷ þ∇ u�þ n±oþ u̇ xÇt S÷ þ nu : t u̇ � ∇ u?x b½ i ¾ þ n Ṫ ± dS

(II.65)

tB§ ½ i ¾ ù x ÃBÅ y<t σi j È j � Si jk È k j u u̇i � t ai � bi
i È i u Ṫ

{
dVx Ã

∂
Å y<t � σi j x Si jk È k u n j u̇i � Si jk nk u̇i È j � bi

i ni Ṫ
{
dS u

Et en appliquant le théorèmede la divergencepour la surface au niveaudu dernier terme
nousobtenonsl’expression finale(annexe D) :§ ½ i ¾ t u̇ � Ṫ u ù ÃrÅ ° � ° t σ÷ � S÷ þ∇ u�þ∇ ± þ u̇ xÆt a½ i ¾ � b ½ i ¾ þ∇ u�þ Ṫ ± dV
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x Ã
∂
Å °U° t σ÷ � S÷ þ∇ u�þ n x 2RS÷ : t n � nu � Dt t S÷ þ nu ± þ u̇x ° S÷ : t n � nu+±oþDnu̇ x b½ i ¾ þ n Ṫ ± dS (II.66)

où Dn et Dt représentent respectivement l’opérateurdedérivationnormaleet l’opérateurde
dérivation tangentielle (II.67).

u � ∇ ù Dnu x Dtu avec Dnu ùÉt u � ∇ u�þ n (II.67)

b) La puissancedesefforts extérieurs à distance, §�½ d ¾
Danssaformela plusgénérale, la puissancevirtuelledesefforts extérieursà distance §Ê½ d ¾
estuneformelinéairesurϑ.§ ½ d ¾ ù ÃBÅ y f þ u̇ x C÷ : ω̇÷ x F÷ : ε̇÷ x L÷ :̇ K̇÷ x a½ d ¾ Ṫ x b ½ d ¾ þ T∇

{
dV (II.68)

où ω÷ estla partie anti-symétriquedu tenseurdesdéformations.

Nousintroduisonsà ceniveaudenouvellesquantitésduales tellesque:
õ un champdeforcesvolumiquesdéfini parla densité fi (vecteur)

õ un champdedoublescouplesvolumiquesdéfini parla densitéC÷
(tenseurantisymétriqueCi j ù � Cj i)

õ un champdedoublesforcesvolumiquesdéfini parla densité F÷
(tenseursymétriqueFi j ù Fj i)

õ un champdetriplesforcesvolumiquesdéfini parla densité L÷
(tenseursymétriqueLi jk ù L j ik) qui peutêtreajoutépourunmilieu dusecondgradient

õ et lesquantitésa½ d ¾ et b½ d ¾ .
Puis, en effectuant les mêmesintégrationset les mêmeshypothèses, nous transformons
l’équation (II.68) en une intégrale de volume et une intégrale de surface commedans
l’équation (II.66).

§ ½ d ¾ ù Ã5Å ° � ° t f � C÷ � F÷ x L÷ þ∇ u�þ∇ ± þ u̇ xËt a½ d ¾ � b ½ d ¾ þ∇ u�þ Ṫ ± dVx Ã
∂
Å °U° t C÷ x F÷ � L÷ þ∇ u�þ n x 2RL÷ : t n � nu � Dt t L÷ þ nu ± þ u̇x ° L÷ : t n � nu ± þDnu̇ x b ½ d ¾ þ n Ṫ ± dS (II.69)

c) La puissancedesefforts extérieurs decontact, §9½ c¾
La forme appropriée pour la puissance virtuelle des forces de contact est dictée par
l’observation destermesapparaissant dansl’int égralede volumedeséquations (II.66) ou
(II.69). § ½ c¾ ù Ã

∂
Å y T þ u̇ x M÷ : Dnu̇ x a½ c¾ Ṫ { dS (II.70)

Lesefforts extérieursdecontact § ½ c¾ sontreprésentés à l’aide :
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õ d’unedensitésurfaciquedeforcesT (vecteurcontrainteentoutpoint de∂ À etnormal
à ∂ À )

õ d’une densité scalairededoublesforcessurfaciquesnormalesM÷
õ dela quantité dualedeṪ, le scalaire a½ c¾ .

d) Application du principe despuissancesvirt uelles

Nous appliquons maintenant le principe des puissancesvirtuelles, établi en annexe D
(D.1), en tenant comptede(II.66), (II.69) et (II.70) et nousobtenons,dansle casstatique,
l’équationsuivante: § ½ d ¾ xÌ§ ½ c¾ xÍ§ ½ i ¾ ù 0

Nousendéduisonsleséquationsd’équilibre suivantes:

f x τ÷ þ∇ ù 0 avec τ÷ ù σ÷ � C÷ � F÷ � S÷ þ∇ x L÷ þ∇ (II.71)Î
fi x τi j È j ù 0 avec τi j ù σi j � Ci j � Fi j � Si jk È k x Li jk È k Ï
b þ∇ � a ù 0 avec a ù a½ i ¾ � a ½ e¾ et b ù b½ i ¾ � b ½ e¾ (II.72)° bi È i � a ù 0 avec a ù a½ i ¾ � a ½ e¾ et bi ù b ½ i ¾i � b ½ e¾i ±

Lesconditions auxlimites associéessontaussiobtenues:

T ù τ÷ þ n x 2Rt S÷ � L÷ u : t n � nu � Dt t®t S÷ � L÷ u�þ nu
Ti ù τi j n j x 2R t Si j k � Li jk u n j nk � D j t Si jk � Li jk u nk

M ù t S÷ � L÷ u : t n � nu
Mi ù t Si j k � Li jk u n j nk

a½ c¾ ù b þ n
a½ c¾i ù bi þ ni (II.73)

Onpeutnoterque, dansle casclassique,S÷ etb½ i ¾ nesontpasintroduits (Maugin etMuschik,

1994). Dansle principe, le termea½ i ¾ Ṫ pourrait êtreintroduit dansla densitédespuissances
virtuellesdesefforts intérieurs, maisles quantités a½ e¾ et b ½ e¾ n’étant normalementpasin-
troduitesdansle casclassique, le termea½ i ¾ neserait pascontrebalancélors del’écriture du
principe despuissancesvirtuelles.Et decette façon, nousretrouvonsla formeclassique.
Cesrésultatspréconisent la plausible introduction du gradientdetempératureṪ commeun
mouvement virtuel généralisé, mêmedansle casclassique, afin d’établir une expression
anisothermegénéralisée du principedespuissancesvirtuelles.

De la mêmemanière, lesénoncésfondamentaux de la thermodynamiquevont prendre une
formegénéralisée. Dansla section suivantenousverronsdifférentesformulationspossibles
définissant leslois dela thermoélasticité.
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II.3.2 Premier principe de la thermodynamique

Nousavons montréen annexe D quel’énergiepouvaits’exprimer en fonction de la puis-
sancevirtuelledesefforts intérieurset dela chaleur reçue.

d
dt

E ù � § ½ i ¾ x Q

avecE l’énergie interne.

Ici nousavons pris commehypothèsede conserver la puissancevirtuelle desefforts in-
térieurs commeétant uneformelinéaire surϑ, c’est-à-dire detoutessesvariablesd’état (ε÷ ,
ε÷ ∇, T, T∇). § ½ i ¾ ù �ÍÃBÅ y σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x a½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾ þ Ṫ∇

{
dV

Decefait, nousobtenonsla formelocale dela loi deconservation del’énergie

ρ ė ù σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x a ½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾ þ Ṫ∇ x r � q þ∇ (II.74)° ρ ė ù σi j u̇i È j x Si j k u̇i È jk x a ½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾i ṪÈ i x r � qi È i ±
avece l’énergie internespécifique
q le vecteur flux dechaleur
r la densitédeproduction interne dechaleur.

II.3.3 Deuxièmeprincipe de la thermodynamique

Le second principepostule quele tauxdeproductiond’entropieSesttoujourssupérieur ou
égalauflux total dechaleur N :

Ṡ Ð N

Nousintroduisonsla densité d’énergie spécifiqueη t ε÷ � K÷ � T � T∇ u et noussupposonsque:Ñ ù Ã
Ω

ρη dV et N ù �ÒÃ
∂Ω

Φ þ n dS x Ã
Ω

r
T

dV (II.75)

Le vecteur flux d’entropie Φ estpris tel queΦ ù q
T .

De cette manière, nousécrivons la forme locale du deuxième principe de la thermody-
namiquesous la forme(annexe D) :

ρη̇ xÆt q
T
u�þ∇ � r

T
Ð 0 (II.76)

Puis,en combinant les équations (II.74) et (II.76), nousobtenonsl’inégalité de Clausius-
Duhem

ρ t T η̇ � ėu?x σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x a ½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾ þ¿t Ṫ∇ u � t q
T
u�þ¿t T∇ uÍÐ 0 (II.77)

° ρ t T η̇ � ėuÓx σi j u̇i È j x Si j k u̇i È jk x a ½ i ¾ Ṫ x b ½ i ¾i ṪÈ i � qi

T
TÈ i Ð 0±
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Maintenantnousintroduisonsl’énergie libre spécifiqueψ ù e � Tη et nousobtenons:

σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ � ρ ψ̇ xÔt a ½ i ¾ � ρ η u Ṫ x b ½ i ¾ þ Ṫ∇ � q

T
þ T∇ Ð 0 (II.78)

Nousretrouvonsuneéquation similaireàcelleobtenueenannexeD avecdestermesenplus
dusà Ṫ.
Afin de déterminer les lois d’état, nous supposons que le potentiel thermodynamique
dépend desvariablesd’état doncdans cecasl’énergie libre estfonction dequatre variablest ε÷ � K÷ � T � T∇ u .

ψ ù ψ t ε÷ � K÷ � T � T ∇ u (II.79)

donc

ψ̇ ù ∂ψ
∂ε÷ : ε̇÷ x ∂ψ

K÷ :̇K̇÷ x ∂ψ
∂T

Ṫ x ∂ψ
∂T∇

þ Ṫ∇

et l’in égalitédeClausius peutsemettresous la formet σ÷ � ρ
∂ψ
∂ε÷ u : ε̇÷ xÔt S÷ � ρ

∂ψ
∂K÷ u :̇K̇÷ xÆt a ½ i ¾ � ρ η � ρ

∂ψ
∂T
u Ṫ

xMt b ½ i ¾ � ρ
∂ψ

∂∇T
u�þ Ṫ∇ � q

T
þ T∇ Ð 0 (II.80)

tÕt σi j � ρ
∂ψ
ui È j u u̇i È j xËt Si j k � ρ

∂ψ
ui È jk u u̇i È jk xÆt a ½ i ¾ � ρ η � ρ

∂ψ
∂T
u Ṫ

xMt b ½ i ¾i � ρ
∂ψ
∂TÈ i u�þ ṪÈ i � qi

T
TÈ i Ð 0 u

Cetteformulation peutêtredécomposéeenunedissipation thermique

Dth ù q

T
þ T∇ (II.81)

et unedissipation intrinsèque :

D ùÖt σ÷ � ρ
∂ψ
∂ε÷ u : ε̇÷ xÔt S÷ � ρ

∂ψ
∂K÷ u :̇K̇÷xMt a ½ i ¾ � ρ η � ρ

∂ψ
∂T

u Ṫ xÔt b ½ i ¾ � ρ
∂ψ

∂T∇
u�þ Ṫ∇ (II.82)

Les variablesε÷ , K÷ , T et T∇ étant indépendanteset en supposantunerégularité suffisante
desquantitésintroduites, nous obtenonsleslois d’état suivantes:

σ÷ ù ρ
∂ψ
∂ε÷ t σi j ù ρ

∂ψ
ui È j u

S÷ ù ρ
∂ψ
∂K÷ t Si j k ù ρ

∂ψ
ui È jk u

b ½ i ¾ ù ρ
∂ψ

∂T∇
t b ½ i ¾i ù ρ

∂ψ
∂TÈ i u

ρ η ù � ∂ψ
∂T

x a½ i ¾ (II.83)
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Lesénoncésfondamentauxdela thermodynamiqueconduisent à l’écrituredeslois decom-
portement d’un milieu thermoélastique du second gradient. Si nouscomparonscette for-
mulationà la formulation classique développéepar (Mindlin et Eshel,1968) et (Germain,
1973), nous remarquonsquel’introduction deT∇ permetdegénéraliser le modèle.
L’expression classiquede l’entropie (II.83) estmodifiéepar le termea½ i ¾ qui, d’après les
équations d’équilibre (II.72), n’est rien d’autre que la divergencede la force thermody-
namiquegénéraliséeb associéeaugradientdetempérature.

II.3.4 L’équation de la chaleur

L’objectif de cette section estde montrer quele type et l’ordre de l’équation aux dérivées
partielles enT, aussiappeléeéquation dela chaleur, nesontpasmodifiésparlesprécédents
résultats.
Si nousprenonsen compteles lois d’état (II.83), alors la loi de conservation de l’énergie
(II.74) peutsemettresousla mêmeformequedans la théorie classique(annexe D) :� q þ∇ x r ù ρ T η̇ (II.84)

danslaquelle noussubstituons la relation

η ù � ∂ψ
∂T

x 1
ρ

a ½ i ¾ (II.85)

L’expression étenduedel’équationdela chaleur peutalorsselire :

� q þ∇ x r ù ρ t � T
∂2ψ
∂T2 x T

ρ
∂a ½ i ¾
∂T

u Ṫ xÔt � T
∂b ½ i ¾
∂T

x T
∂a ½ i ¾

∂ t T∇ u u�þ Ṫ∇

x T t � ∂σ÷
∂T

x ∂a ½ i ¾
∂ε÷ u : ε̇÷ x T t � ∂S÷

∂T
x ∂a ½ i ¾

∂K÷ u :̇ K̇÷ (II.86)

où la chaleur spécifiquegénéralisée estdéfiniepar:

C ù � T
∂2ψ
∂T2 x T

ρ
∂a ½ i ¾
∂T

(II.87)

La loi de Fourier q ù � κ÷ þ T∇ peut encore être appliquée. De cettemanière, l’inégalité
de dissipation est identiquementsatisfaite. Et il resteuneéquation différentielle partielle
d’ordre 2 avecun nouveautermeenṪ∇.

II.3.5 Formulations alternatives

Nouspouvonsformuler autrement la thermodynamique de la thermoélasticité d’un milieu
dusecond gradient. Le point commundecesméthodesestd’éviter l’introductiondetermes
additionnels dansla densité depuissancevirtuelle desefforts intérieurs (équation II.63) et
doncdeleur donner unesignificationdifférente.
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a) Un concept basésur le “tra vail interstitiel”

La formulation thermodynamique, proposéepar (Dunn et Serrin, 1985), a été invoquée
afin d’introduire desgradientsd’ordre supérieursdans les lois decomportementsansfaire
référenceauxtravauxde(Mindlin etEshel,1968)etde(Germain,1973). Cesauteurs(Dunn
et Serrin,1985) modifientla loi deconservationdel’énergie.
La faiblessedecetteméthode,encomparaison à(Mindlin etEshel,1968), (Germain,1973),
(Dell’isola et Seppecher, 1995) ou (Trostel, 1985), estqu’elle neconduit pasexplicitement
à la formulation de conditions aux limites. En réalité, l’objectif de cetteformulation est
deconserver un problèmeavecdesconditions auxlimites classiqueset destravauxrécents
suivent cettevoie (Faciu,1998).

Denotrepoint devue, unetelleformulationn’estdéjàpasappropriéedansle casd’un milieu
du second gradient isotherme.Mais nous allonsappliquer cettetechnique pour introduire
T∇, cequi n’a pasétéfait dans(Dunnet Serrin,1985).
La densité depuissancevirtuelle desefforts intérieursestdéfiniecettefois-ci par:

p ½ i ¾ ù σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ (II.88)

Commedans(Dunn et Serrin, 1985), nous ajoutons un termew au niveaude la loi de
conservation del’énergie. De cettemanière, la formelocale peutsemettresousla forme:

ρ ė ù σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x r � q þ∇ x w þ∇ (II.89)

Et si nousprenonsw ù Ṫb, nous obtenons

ρ ė ù σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ x Ṫ b þ∇ x b þ Ṫ∇ x r � q þ∇ (II.90)

cequi correspond exactementà l’expression(II.74) où il estrappeléquea½ i ¾ ù b þ∇ (relation
(II.72) obtenuelors del’application du principedespuissancesvirtuelles).

Apparemment cette formulation conduit auxmêmesrésultats quela théorie quenous pro-
posons. Cependant trois différencespeuvent être notées : le choix de w ù Ṫb n’est pas
clair, la nouvelle condition aux limites ne dérive pasexplicitement et la densité de puis-
sancevirtuelle desefforts intérieursresteinchangée.

b) T, degréde liberté ou variable interne ?

(Maugin, 1990) proposeun formalismegénéral pour l’in troduction de variables internes
et de leursgradientsdansle formalismede la thermodynamique. Danscettesection nous
suivonsle schémaproposéet considérons T commeunevariable interne.
Nousconservonsla densité depuissancevirtuelle desefforts intérieursinchangée:

p ½ i ¾ ù σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ (II.91)

La modification intervient au niveau du second principe de la thermodynamique. Il
s’exprime toujoursdela mêmemanièreÑ ù Ã

Ω
ρη dV et N ù �×Ã

∂Ω
Φ þ n dS x Ã

Ω

r
T

dV (II.92)
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maisla relation existant entre le vecteurflux d’entropieΦ et le vecteur flux dechaleur q est
considéréecommeunerelation constitutive (Müller, 1985) dela forme

Φ ù q

T
x k (II.93)

où k estun flux d’entropie supplémentaire à déterminer.

A ce niveau là, l’entropie est introduite de manière automatique et, par conséquent, sans
réellecaractérisationparrapport auflux initial (q w T estconnumaispask).
La formelocale du second principe peut s’écrire :

ρ η̇ x Φ þ∇ Ð 0 (II.94)

La conservationdel’énergierestant inchangéeavecuneénergie libre définiemaintenantpar
uneentropie nonclairementidentifiée, l’inégalité deClausius-Duhemdevient� ρ t ψ̇ x ηṪ uÓx σ÷ : ε̇÷ x S÷ :̇ K̇÷ xÆt kT u�þ∇ � Φ þ¿t T∇ uØÐ 0 (II.95)

Et supposantquel’énergie libre soit toujours fonction de t ε÷ � K÷ � T � T∇ u , saformedérivée
peutsemettresous la forme

ψ̇ ù ∂ψ
∂ε÷ : ε̇÷ x ∂ψ

∂K÷ :̇K̇÷ x ∂ψ
∂T

Ṫ � t ∂ψ
∂ t T∇ u þ∇ u Ṫ xÔt Ṫ ∂ψ

∂ t T∇ u u�þ∇ (II.96)

donnant la relationt σ÷ � ρ
∂ψ
∂ε÷ u : ε̇÷ x t S÷ � ρ

∂ψ
∂K÷ u :̇K̇÷ xËt b þ∇ � ρη � ρ

∂ψ
∂T
u Ṫx t kT � Ṫ bu�þ∇ � Φ þ¿t T∇ uØÐ 0 (II.97)

où b ù ρ∂ψ w ∂ t T∇ u .
A ceniveau, nouschoisissons le flux d’entropiesupplémentaire k

k ù Ṫ
T

b (II.98)

et nousdéterminons leslois d’état

σ÷ ù ρ
∂ψ
∂ε÷ ; S÷ ù ρ

∂ψ
∂K÷ ; ρ η ù � ρ

∂ψ
∂T

x b þ∇ (II.99)

qui sontidentiquesà cellesobtenuesprécédemment(égalitésII.83).

L’équation dela chaleur prend alorsla forme� q þ∇ ùÉt Ṫ bu�þ∇ x ρ T η̇ i.e. � t T Φ u�þ∇ ù ρ T η̇ (II.100)

et afin desatisfairela nouvelle inégaliténousdéfinissonsuneloi deFouriergénéralisée

Φ ù � 1
T

κ÷ þÙt T∇ u (II.101)

qui permetdelaisserl’équationdela chaleur inchangée: t κ÷ þ T∇ u�þ∇ ù ρ T η̇.
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c) Quelquesremarques

Danstoutescesformulations, le sensphysique destermesadditionnels associés auṪ et
T∇ demeure peu clair. En particulier, nous pouvonsnous interroger sur la pertinence
d’introduire un flux supplémentaire d’entropiek (II.98).

II.3.6 Thermoélasticitédu secondgradient linéarisée

La précédenteformulation va être explicitée dans le casde la thermoélasticité linéarisée
dansle casstatique. Les lois d’état associéesseront dérivées. Les termesadditionnels
apparaissant dansl’équation dela chaleur seront alorsdiscutés.

a) Lois de comportementlinéarisées

Un état de référence thermodynamique t E÷ 0 ù 0 � K÷ 0
ù 0 � T0 ��t T∇ u 0 ù 0u est considéréet

nouslinéarisonsleséquationsd’équilibre et les lois d’état. Le fait de travailler dansle cas
de petites perturbations nous assure unefaible variation de la déformation,du gradient de
la déformation, de la température et du gradient de la température. Les variablespeuvent
alorssemettresouscetteforme(Forestet al., 2000) :

E÷ ù et U u�� K÷ ù E÷ � ∇ � ∆ ù T � T0 � T∇ (II.102)

où la partie symétriquedel’opérateurgradient e signifie et U u�ùMt Ui È j x U j È i u®w 2ei � ej .

L’énergie libre estuneformequadratique detoutescesvariables:

ρΨ ù 1
2

E÷ : c÷÷ : E÷ � E÷ : t c÷÷ : α÷ u ∆ � 1
2

β∆2 x 1
2

K÷ :̇A÷÷÷ :̇K÷ x E÷ : M÷÷ :̇K÷ x K÷ :̇H÷ ∆x 1
2

T∇ þB÷ þ T∇ x ∆F þ T∇ � K÷ :̇ t A÷ ÷÷ : P÷ u�þ T∇ x E÷ : N÷ þ T∇ (II.103)

Et d’aprèslesrelations(II.83) nousobtenonsleslois d’état suivantes

Σ÷ ù c÷÷ : t E÷ � α÷ ∆ u?x M÷÷ :̇ K÷ x N÷ þ T∇

S÷ ù A÷÷÷ :̇ t K÷ � P÷ � T∇ u?x M÷÷ :̇ E÷Úx H÷ ∆

b ½ i ¾ ù N÷ : E÷ � t A÷ ÷÷ : P÷ u :̇ K÷ x F ∆ x B÷ þ T∇

ρ s ù t c÷÷ : α÷ u : E÷ � H÷ :̇ K÷ x β ∆ � F þ T∇ x a ½ i ¾ (II.104)

danslesquellesnous reconnaissonsfacilementlestermesclassiqueset destermesaddition-
nels.Enparticulier, nousretrouvonsla déformationlibre (déformationthermique)α÷ ∆ et le
gradientdedéformationlibre P÷ � T∇ (“eigenstrain gradient”) introduit précédemment.

b) Equation de comportementlinéarisée

L’équation d’équilibre conserve uneformeclassique(équation du mouvementd’un milieu
du second gradientD.18).

τ÷ þ∇ x f ù 0 (II.105)
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où le tenseur descontraintes effectivess’exprime en fonction du tenseur de Cauchy et du
gradient deshypercontraintes.

τ÷ ù σ÷ � S÷ þ∇
Or

S÷ ù A÷÷÷ :̇ t K÷ � P÷ � T∇ uÓx M÷÷ :̇ E÷Ûx H÷ ∆

Si jk ù Ai jklmn t Klmn � Plm TÈ n uÓx Mi jklm Elm x Hi jk ∆
Si jk È k ù Ai jklmn t KlmnÈ k � Plm TÈ nk uÓx Mi jklm ElmÈ k x Hi jk ∆ È k

avec

ElmÈ k ù Klmk

Mi jklm Kl̈mk ù Mï jmkl Kklm

Mï jmkl ù Mi jklm

Donc l’équation d’équilibre apparaît commeétantune relation entre le tenseur descon-
traintes effectives τ÷ et desgradients de déformation et de température du premieret du
second ordre.

τ÷ ù c÷÷ : t E÷ � α÷ ∆ uÓx t M÷÷ � M÷÷ ¨ u :̇ K÷ x t N÷ � H÷ uNþ T∇� A÷÷÷ :̇ t K÷ � ∇ � P÷ � t T ∇ � ∇ u®u (II.106)

c) Equation de la chaleur linéarisée

L’équation dela chaleur estdéduite del’équationd’énergie et prendla forme:� Q þ∇ ù ρ T ṡ � r (II.107)

Ensubstituant dansl’expression (II.107) leslois d’état linéarisées

T ρ ṡ ù T t c÷÷ : α÷ u : Ė÷ � T H÷ :̇ K̇÷ x T β ∆̇ � T F þ Ṫ∇ x T ˙a ½ i ¾
et enconsidérantle fait quea½ i ¾ n’est rien d’autre queb½ i ¾ þ∇ et quea½ e¾ ù b ½ e¾ ù 0 où

b ½ i ¾ ù N÷ : E÷ � t A÷ ÷÷ : P÷ u :̇ K÷ x F ∆ x B÷ þ T∇

b ½ i ¾ þ∇ ù N÷ : K÷ � t A÷÷÷ : P÷ u :: t K÷ � ∇ u?x F þ T∇ x B÷ : t T∇ � ∇ u
alorsl’équationdela chaleur linéariséepeutsemettresous la forme

T β ∆̇ ù r � Q þ∇ � T t c÷÷ : α÷ u : Ė÷ x T t A÷÷÷ : P÷ u :: t K̇÷ � ∇ u� T B÷ : t Ṫ∇ � ∇ u � T t N÷ � H÷ u :̇ K̇÷ (II.108)
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d) Casisotrope

Dansle casisotrope,enraisondesymétries,certainstermesvont disparaître.

M÷÷ ù N÷ ù H÷ ù F ù 0

Lois d’état

σ÷ ù c÷÷ : t ε÷ � α÷ ∆ u
S÷ ù A÷÷÷ :̇ t K÷ � P÷ � T∇ u

b ½ i ¾ ù � t A÷÷÷ : P÷ u :̇ K÷ x B÷ þ T∇

ρ s ù t c÷÷ : α÷ u : ε÷ x β ∆ x a ½ i ¾ (II.109)

Equation d’équilibre

τ÷ ù c÷÷ : t ε÷ � α÷ ∆ u � A÷÷÷ :̇ t K÷ � ∇ � P÷ � t T ∇ � ∇ u®u (II.110)

Equation dela chaleur

T β ∆̇ ù r � Q þ∇ � T t c÷÷ : α÷ u : Ė÷ x T t A÷ ÷÷ : P÷ u :: t K̇÷ � ∇ u� T B÷ : t Ṫ∇ � ∇ u (II.111)

Cetteaproche linéariséeindroduit un nouveautermede couplagethermomécanique t A÷÷÷ :

P÷¬u :: t K̇÷ � ∇ u enplusdu termeclassiquec÷÷ : α÷ : Ė÷ .

Nouspouvonségalementnoter quela positivité dela chaleur spécifique généraliséedéfinie
précédemment(équation II.87) estaumoinspréservéedans le caslinéaire.
Le termea½ i ¾ nedépendant pasdela température(équation II.1093), l’équationdela chaleur
spécifiqueretrouve uneformeclassique.

Dansle caspurementthermique, l’équation de la chaleur peut aussi êtremodifiéecomme
indiquéci-dessous.
Introduisant unerelation linéaire entrele vecteur flux dechaleur et le gradient detempéra-
ture,

Q ù � κ÷�þ T þ∇ (II.112)

nousassuronsla positivité dela dissipationthermique. Danscecaset dansle casisotrope,
la partie thermiquepure del’équationdela chaleur estréduite à

β∆̇ ù κT∇ þ∇ � BṪ∇ þ∇ (II.113)

où∇ þ∇ estl’opérateur laplacien. Il estintéressantdenoterquecetteéquationestidentiqueà
la premièreéquationdeCattaneobaséesurunemodification dela loi deFourieretprésentée
parexemplepar(Müller et Ruggeri, 1993).

Q ù � κ T∇ x B Ṫ∇ (II.114)
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L’équation de la chaleurgénéralisée(équation II.111) comparée à l’équation de la chaleur
effective d’un problèmethermoélastiquecouplé (équationE.13)laissesupposerquela for-
mulationchoisie n’est pasassezétendue. A ce niveaulà, nousprévoyonsl’apparition des
termesK̇÷ � ∇ et Ṫ∇ � ∇ mais pasdestermestels queK̇÷ � ∇Ṫ � Ë÷ et T̈ qui paraissent être
nécessaires.
Cesrésultats indiquent quele choix d’une formulation introduisantensemble T∇ etṪ de-
vrait êtreconsidérée.

II.4 Analyseasymptotiqueenanisotherme

Dans cette section nous allons esquisser ce que serait une analyse asymptotique en
anisotherme(Forestet al., 2000).
Dansun premier temps,noustraitons le casoù le champde température local estsupposé
parfaitementconnu (problèmed’évolution). Et, dansun deuxièmetemps,nous traiteronsle
problèmethermomécanique couplé (annexe E).

Nousconsidéronsunmatériau classiquehétérogènepériodiquedansle casstatiquedontles
propriétéssont déterminéesà partir d’un milieu deCauchy. Et l’objectif estdedéduire les
propriétésglobalesdu milieu homogèneéquivalentà partir despropriétés locales.

II.4.1 Equations de champsà l’échelle locale

Le problème étant anisotherme, les variables locales et globales (ou effectives) sont
l’énergie de déformation, la déformation, les contraintes, la température, la variation de
température,l’entropiespécifiqueet le flux dechaleur:

variableslocales : ψ � ε÷ � σ÷ � θ � δ ù θ � θref � η � q (II.115)

variablesglobales : Ψ � E÷�� Σ÷�� T � ∆ ù T � T0 � s� Q (II.116)

Le matériau hétérogène estdécrit localementpar la forme linéariséede l’énergielibre sui-
vante

ρ ψ t ε÷ � θ u~ù 1
2

ε÷ : c÷÷ : ε÷ � ε÷ : t c÷÷ : α÷ u δ � 1
2

β δ2 (II.117)

où lesvariablessontindépendantesdela température(formelinéarisée).

Nousdéfinissonsla chaleur spécifiqueCε parle paramètreβ par

ρ Cε ù θ ρ · ∂η
∂θ
¸

ε÷ ù θ β ù � θ
∂2ψ
∂θ2 (II.118)

Et les différenteséquations du problème thermomécanique couplé § à résoudre sur le
matériauhétérogène(Meissonnier, 1996; Peyroux et Licht, 1993; Peyroux et Chrysochoos,
1997)sont :

õ la loi deHooke
σ÷ ù c÷÷ : t ε÷ � δα÷ u (II.119)
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õ l’équationd’équilibre
σ÷ þ∇ x f ù 0 (II.120)

õ la loi deFourier
q ù � λ÷ þ θ þ∇ (II.121)

õ et l’équation dela chaleur

β θ̇ ù � q þ∇ � c÷÷ : α÷ : ε̇÷ x r (II.122)

où q estmis pourq w θref , r pour r w θref et λ÷ le tenseur deconduction dechaleur dansla loi
deFourierdiviséparla températurederéférence.

Lesinconnuesdu problèmesont leschampslocaux dedéplacementu t xu et detempérature
θ t xu . Nousdéfinissonsàprésent unproblèmedéfini surundomaine infini eninitialisantles
champsinconnus. Nousobtiendronsainsi un problème § bienposé.

II.4.2 Analyse dimensionnelleet développements asymptotiquesaux ordr es
supérieurs

De la mêmemanièrequ’au paragrapheII.2.2, nouseffectuonsuneanalysedimensionnelle
afin dedéterminer lesparamètresimpliquésdansle problèmethermodynamiqueà prendre
encompte dansla procédured’homogénéisation(Pradel, 1998).
Nous déterminons un espacesansdimension sur les coordonnées, les déplacements, le
temps,la température,différentsopérateurs et surdesrelationsd’équilibre :

ẍ ù x w Lω � ü ù uw Lω � t ¨ ù t w t � θ ¨ ù θ w θref (II.123)

et u u�ù ë t ü u�� ∇ ¨ ù Lω ∇ � θ∇ ù θref

Lω
θ ¨ ∇ ¨ (II.124)

c÷÷ ù cc÷÷ ¨ � α÷ ù αα÷ ¨ � λ÷ ù cα
θref t

l2
λ λ ¨ � β ù cα

θref
· lλ

Lω
¸ 2 tβ

t
β ¨ (II.125)

où trois nouvellesvariablesont étéintroduites : t le tempsderéférence,tβ un tempscarac-
téristiqueet unelongueurlλ.

A présent nousramenonsle problèmeréel § posésurunsolideinfini, aumoyendel’analyse
dimensionnelle, à un problème§ ¨ exprimésurunecellule élémentairesansdimension Ÿ .

σ ¨�þ∇ ¨ x f ¨�ù 0 avec σ÷ ¨Pù σ÷ w c ù c÷÷ ¨ : t ë�t ü@u � αθref δ ¨ α÷ ¨�u�� f ¨�ù Lω

c
f (II.126)

� q̈�þ∇ ¨ � ∂ë t ü u
∂t ¨ : c÷÷ ¨ : α÷ ¨�ù εβε2

λβ ¨ ∂θ ¨
∂t ¨ � avec q̈�ù c αLω

t
q̈ (II.127)

Lesgrandeurscaractéristiquesdu problèmethermomécanique sont:

ε ù l
Lω
� ελ ù lλ

Lω
� εβ ù tβ

t
(II.128)
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Nousconsidéronsun problèmed’évolution avecdesconditions initiales.
Dansla suitede l’étude, seul le paramètreε estsupposéêtreprépondérant dansla procé-
dured’homogénéisation. Lesdeux autres paramètresελ et εβ sontconsidérés constantset
indépendants deε.

Unefois le petit paramètreε choisi enfonction du problèmesansdimension § ¨ posé,nous
sommesenmesurededéterminer chaqueproblème§ ε surY.

Y ù ö y v y ù xw ε � x « Yl ø (II.129)

Leséquationsde § ε àrésoudresont leséquations(II.119), (II.120), (II.121) et (II.122) dans
lesquellesdéplacement,température,contrainteset flux de chaleur ont été remplacéspar
uε � θε � σ÷ ε et qε

σ÷ ε ù c÷÷ ε : t e÷Bt uε u � α÷ ε δε u (II.130)

qε ù � λε θε þ∇ (II.131)

σ÷ ε þ∇ x f ù 0 (II.132)� qε þ∇ � c÷÷ ε : α÷ ε : e÷ t u̇ε u¬x rε ù βε θ̇ (II.133)

Le milieu étant εY périodique,nous supposonsquetouteslesgrandeursdépendentde leur
positionmacroscopiquex etdeleurposition microscopiquey dansYl . Deplusle paramètre
ε, étantsupposépetit, nous développonschaque grandeurcommesuit :

uε t x umù u0 t x � y � t u¬x εu1 t x � y � t u¬x ε2u2 t x � y � t u7x ε3u3 t x � y � t u¬x*þ$þ$þ (II.134)

θε t x umù θ0 t x � y � t u¬x εθ1 t x � y � t u7x ε2θ2 t x � y � t u¬x ε3θ3 t x � y � t u¬x*þ$þ$þ (II.135)

σ÷ ε t x umù σ÷ 0 t x � y � t u¬x εσ÷ 1 t x � y � t u¬x ε2σ÷ 2 t x � y � t u7x ε3σ÷ 3 t x � y � t u¬xSþ$þ$þ (II.136)

qε t x umù q
0
t x � y � t u¬x εq

1
t x � y � t u¬x ε2q

2
t x � y � t u7x ε3q

3
t x � y � t u¬x*þ$þ$þ (II.137)

où les termesui t x � y � t u , θi t x � y � t u , σ÷ i t x � y � t u et q
i
t x � y � t u sont périodiquespar rapport à la

variable y et où nousposonsy ù xw ε.

II.4.3 Etablissementdeséquations d’équilibr e et des lois de comportement
effectives

Nousdéfinissonsl’opérateur gradient

∇ ù ∇x x 1
ε

∇y � et£þ$u.ù ex t£þ$u¬x 1
ε

ey t£þ$u (II.138)

découpéendérivéespartiellespar rapport à x et à y qui nouspermetdedériver lesexpres-
sions(II.134) à (II.137) dela manière suivante :

et uε u ù ε  1ey t u0 u¬x ex t u0 u¬x ey t u1 u7x ε t ex t u1 u¬x ey t u2 u®ux ε2 t ex t u2 u¬x ey t u3 u®u7x*þ$þ$þ (II.139)

gε ù θε∇ ù ε  1θ0∇y x θ0∇x x θ1∇y x ε t θ1∇x x θ2∇y ux ε2 t θ2∇x x θ3∇y u7x*þ$þ$þ (II.140)
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σ÷ ε þ∇ ù ε  1σ÷ 0 þ∇y x σ÷ 0 þ∇x x σ÷ 1 þ∇y x ε t σ÷ 1 þ∇x x σ÷ 2 þ∇y ux ε2 t σ÷ 2 þ∇x x σ÷ 3 þ∇y u¬x*þ$þ$þ (II.141)

qε þ∇ ù ε  1q
0
þ∇y x q

0
þ∇x x q

1
þ∇y x ε t q

1
þ∇x x q

2
þ∇y ux ε2 t q

2
þ∇x x q

3
þ∇y u¬x*þ$þ$þ (II.142)

Les expressions du tenseur des contraintes et du flux de chaleur sont introduites dans
l’équation d’équilibre et dansl’équation de la chaleur. Ordonnant dansun premiertemps
lestermesenrespectantlespuissancesdeε etenidentifiantparla suitelestermesdemême
ordre, les différentescontributions desexpressions(II.134) à (II.137) sont solutions des
problèmesauxiliaires suivant surla cellule élémentaireYl :

problèmē 0

ey t u0 u�ù 0 (II.143)

θ0∇y ù 0 (II.144)

problèmē 1

σ÷ 0 ù c÷÷ ε :
Î
ex t u0 u¬x ey t u1 u � α÷ ε δ0 Ï (II.145)

σ÷ 0 þ∇y ù 0 (II.146)

q
0
ù � λε t θ0∇x x θ1∇y u (II.147)

q
0
þ∇y ù 0 (II.148)

problèmē 2

σ÷ 1 ù c÷÷ ε :
Î
ex t u1 u¬x ey t u2 u � α÷ ε δ1 Ï (II.149)

σ÷ 0 þ∇x x σ÷ 1 þ∇y x f ù 0 (II.150)

q
1
ù � λε t θ1∇x x θ2∇y u (II.151)� q

0
þ∇x � q

1
þ∇y � c÷÷ ε : α÷ ε : t ex t u̇0 u7x ey t u̇1 u®uÊx rε ù βεθ̇0 (II.152)

problèmē 3

σ÷ 2 ù c÷÷ ε :
Î
ex t u2 u¬x ey t u3 u � α÷ ε δ2 Ï (II.153)

σ÷ 1 þ∇x x σ÷ 2 þ∇y ù 0 (II.154)

q
2
ù � λε t θ2∇x x θ3∇y u (II.155)� q

1
þ∇x � q

2
þ∇y � c÷÷ ε : α÷ ε : t ex t u̇1 u¬x ey t u̇2 u®u�ù βεθ̇1 (II.156)

Lessolutionsdesproblèmes̄ i sontle champdedéplacementui, le tenseur descontraintes
σ÷ i  1, la températureθi et le flux dechaleur q

i  1
pour i � 0.
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II.4.4 Résultatsclassiquesenhomogénéisationpériodique enthermoélasticité

Leséquationsd’équilibre et les lois decomportementdu milieu homogèneéquivalent sont
obtenuesdansle caslimite où ε tendvers0 (Sanchez-Hubertet Sanchez-Palencia,1992).

La résolution des deux premiers problèmes ¯ 0 et ¯ 1 correspond aux résultats de
l’homogénéisation classiqueappliquée à un problème thermoélastique couplé (Francfort,
1983)et (Brahin-Ostmaneet al., 1992).
La résolution du problème ¯ 0 nous permetde déterminer u0 t x � yu et θ0 t x � yu et à partir du
problèmē 1 nousobtenonsu1 t x � yu et θ1 t x � y u .
problèmē 0

u0 t x � yumù U0 t x u (II.157)

θ0 t x � yumù Θ0 t x u (II.158)

problèmē 1

Le problèmē 1 estclassiqueetdépend linéairementdeex t U0 u etdeδ0 desortequ’il existe
destenseursde localisationX÷ t yu , X ¼ t yu et X ¼ ¼ t y u pris demoyennenulle et dont l’existence
estassuréeparla linéarité du problème.L’intégration du problèmeintroduit égalementune
translationU1 t xu et unetempératureΘ1 t x u tellesque:

u1 t x � yumù U1 t xuÙx X÷ t yu : ex t U0 u¬x X ¼ t yu δ0 (II.159)

θ1 t x � y u�ù Θ1 t x u7x X ¼ ¼ t yuNþ θ0∇x (II.160)

La solution esttelle que s ey t u1 u � ù 0.

Cesexpressionssont maintenantutili séespourcalculer leschampslocaux afind’endéduire
leslois decomportementeffectives.

σ÷ 0 ù c÷÷ ε : ° ex t U0 u7x X̂÷÷ : ex t U0 u¬x X̂÷ ¼ δ0 � α÷ ε δ0 ±
ù c÷÷ ε : ° 1÷÷ x X̂÷÷ ± : ex t U0 u � c÷÷ ε : ° α÷ ε � X̂÷ ¼ ± δ0

q
0

ù � λε ° θ0∇x x X̂÷ ¼ ¼ þ θ0∇x ±~ù � λε ° 1÷#x X̂÷ ¼ ¼ ±�þ θ0∇x

ù � λε ° 1÷ x X̂÷ ¼ ¼ ± þ G0

Le champdecontrainteeffective et le flux dechaleur effectif sontdéterminéseneffectuant
la moyennedela contraintelocale (ou du flux dechaleur local) sur la cellule élémentaire.

Σ÷ ù lim
ε ³ 0

s σ÷ ε � y ù£s σ÷ 0 �
ù s c÷÷ : ° 1÷÷ x X̂÷÷ ± � : ex t U0 u � s c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± � δ0

ù s c÷÷ : ˆÜ ÷÷ � : ex t U0 u � s c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± � δ0 (II.161)

où le terme sRþ � représentela moyenne surla cellule élémentaire.

Q ù lim
ε ³ 0

s qε � y ù£s q
0
� ù£s � λ ° 1÷ x X̂÷ ¼ ¼ ± � þ G0 (II.162)
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avec s X÷÷ � ù£s X÷ ¼ � ù 0Ü ÷÷ ù 1÷÷ x X÷÷s Ü ÷÷ � ù I

Cesrelationsnefournissent rien d’autre queles lois decomportementeffectivesd’un pro-
blèmed’homogénéisationclassique.

Nouspouvonségalementmontrer quel’équationd’équilibre a la formeclassique.s σ÷ 0 þ∇x x σ÷ 1 þ∇y x f � y ù 0

Or s X � y ù 0 car Ã
Y

X dV ù Ã
∂Y

X n dS ù 0 (pour X périodique)

Donc s σ÷ 0 � y þ∇x xºs f � ù 0

Σ÷(þ∇x xºs f � ù 0 (II.163)

De manièresimilaire,nouspouvonsécrire l’équationdela chaleureffective.� q
0
þ∇x � q

1
þ∇y � c÷÷ ε : α÷ ε : t ex t u̇0 u¬x ey t u̇1 u®u�ù βεθ̇0� q

0
þ∇x � c÷÷ ε : α÷ ε : ° ex t U̇0 u¬x X̂÷÷ t y u : ex t U̇0 u7x X̂÷ ¼ t y u δ̇0 ±~ù βεθ̇0� q
0
þ∇x � c÷÷ ε : α÷ ε : ° 1÷÷ x X̂÷÷ ± : ex t U̇0 umùÝ° βε x c÷÷ ε : α÷ ε : X̂÷ ¼ ± θ̇0

Donc � Q þ∇x � s c÷÷ : α÷ : ˆÜ ÷÷ � : ex t U̇0 umù£s β x c÷÷ : α÷ : X̂÷ ¼ � θ̇0 (II.164)

Remarque
Nousremarquonsquelesformeslocalesdedépart et lesformesglobalessontidentiques.

En local Þ
σ÷ ε ù c÷÷ ε : e÷ t uε u � c÷÷ ε : α÷ ε δε� qε þ∇ � c÷÷ ε : α÷ ε : e÷ t u̇ε umù βε θ̇

En global ßà�á Σ÷ ù£s c÷÷ : ˆÜ ÷÷ � : ex t U0 u � s c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± � δ0� Q þ∇x � s c÷÷ : α÷ : ˆÜ ÷÷ � : ex t U̇0 u.ù£s β x c÷÷ : α÷ : X̂÷ ¼ � θ̇0

Au niveaudela formelocale, le termedevant δε dansla loi deHooke et le termeenfacteur
dee÷ t u̇ε u sontidentiques, cequi nesemblepasêtrele casauniveaudela formeglobale.

MaisgrâceaulemmedeHill-Mandel (annexeB, équation I.11) appliquéá ˆÜ ÷÷ t et X̂÷ ¼ qui sont

compatibles et c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± , ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ qui sont autoéquilibrés, nousmontrons quecesdeux

formessontéquivalentes:
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s c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± � ù£s c÷÷ : α÷ : ˆÜ ÷÷ � (II.165)

car s c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± � ù s ˆÜ ÷÷ t � : s c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± �
ù s ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ : ° α÷ � X̂÷ ¼ ± �
ù s ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ : α÷â� � s ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ : X̂÷ ¼ �
ù s ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ : α÷â� � s ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ � s X̂÷ ¼ �
ù s ˆÜ ÷÷ t : c÷÷ : α÷â�
ù s c÷÷ : α÷ : ˆÜ ÷÷ �

Leséquationsdecomportementet dela chaleur sontdoncconservéesaupremier ordre par
changementd’échelle.

II.4.5 Lien avecla théorie du secondgradient

Dans cette section, on simplifie l’étude en supposant le champde température donné
θε t xuPù Θ0 t xu indépendant du temps(régimestationnaire).

Ayantrésolu lesproblèmes̄ 0 et ¯ 1 nouscherchonsàrésoudrele problème ¯ 2 dela même
manièrequ’au paragrapheII.2.3.

σ÷ 1 ù c÷÷ ε :
Î
ex t u1 u¬x ey t u2 u � α÷ ε δ1 Ï

donc
σ÷ 1 ù c÷÷ ε : ex ° U1 t xu¬x X÷ t y u : ex t U0 u7x X ¼ t yu δ0 ± x c÷÷ ε : ey t u2 u

Deplus,enfaisant l’hypothèseque f ù 0

σ÷ 1 þ∇y ù � σ÷ 0 þ∇x

nouspouvonsmettrele problèmē 2 sousla forme° c÷÷ ε : ey t u2 u ± þ∇y x ° c÷÷ ε : ex ° U1 t xu¬x X÷ t yu : ex t U0 u¬x X ¼ t yu δ0 ±U± þ∇y

ù � ° c÷÷ ε : ° ex t U0 u7x X̂÷÷ : ex t U0 u¬x X̂÷ ¼ δ0 � α÷ ε δ0 ±U±oþ∇x

ù � ° c÷÷ ε : ˆÜ ÷÷ : ex t U0 u¬xV° X̂÷ ¼ � α÷ ε ± δ0 ±�þ∇x

Nousobtenonsalorsun problèmed’élasticité en u2 t x � yu avec forcesfictives, linéaires en
ex t U1 u , ex t U0 u � ∇x et θ0∇x.

Et nous avons doncun champdedéplacementu2 t x � y u qui peutsemettresousla forme:

u2 t x � yumù U2 t xu7x X÷ t yu : ex t U1 u¬x Y÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u � ∇x u¬x Y÷ ¼ t yu�þ θ0∇x (II.166)

oùY÷÷ t yu etY÷ ¼ t y u sontdeux nouveauxtenseurs delocalisation.
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De la mêmemanièrele problème ¯ 3 estinterprétécommeétant un problèmeélastique en
u3 t x � yu avecdesforcesfictives,linéairesenex t U2 u , ex t U1 u � ∇x � ∇x etθ0∇x � ∇x etnous
déterminons:

u3 t x � yu ù U3 t x u7x X÷ t yu : ex t U2 u7x Y÷÷ t yu :̇ t ex t U1 u � ∇x ux Z÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u¬x Z÷ ¼ t yu : t θ0∇x � ∇x u (II.167)

Ainsi, en choisissant les tenseurs de localisationde moyenne nulle sur la cellule élémen-
taire représentative et fixant les translations telles que s uε t x � y u � y ù U0 t xu�x εU1 t xuãx
ε2U2 t xu¬x*þ$þ$þ , le champdedéplacementlocal (équation II.134) prendla forme:

uε t x u ù U0 t xu7x εX÷ t yu : ex t U0 u¬x ε2Y÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u®u � ∇xx ε3Z÷÷ t y u :: t ex t U0 u®u � ∇x � ∇x x*þ$þ$þ$þx εX ¼ t yu δ0 x ε2Y÷ ¼ t yu�þ θ0∇x x ε3Z÷ ¼ t yu : t θ0∇x � ∇x u7x*þ$þ$þ$þ (II.168)

où les termesde translation ont étéregroupésdans le premier termeU0 afin de simplifier
l’écriture.

Onvoit quelescontributionsnonlocalesfont intervenir lespremier etsecond gradientsdes
déformationsglobales.

Cesexpressionssontalorsutil iséespourobtenir le champdedéformation local.

e÷ t uε u ù ex t U0 u¬x X̂÷÷ t y u : ex t U0 u7x X̂÷ ¼ t y u δ0 � α÷ ε δ0x ε · X÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u � ∇x u¬x Ŷ÷÷ t y u :̇ t ex t U0 u � ∇x u²¸x ε ° X÷ ¼ t yu�þ θ0∇x x Ŷ÷ ¼ t yu�þ θ0∇x ±x ε2 · Y÷÷÷ t y u :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u7x Ẑ÷÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u ¸x ε2 ° Y÷÷ ¼ t yu : t θ0∇x � ∇x u¬x Ẑ÷÷ ¼ t yu : t θ0∇x � ∇x u²±?x*þ$þ$þ$þ (II.169)

où lestenseursdeconcentrationsont étéintroduits.

La contrainteeffective estobtenue en effectuant la moyenne de la contrainte locale sur la
cellule élémentaire:

σ÷ ε ù c÷÷ ε : t e÷Bt uε u � α÷ εδε u
ù c÷÷ ε : ° ˆÜ ÷÷ t yu : ex t U0 u¬xV° X̂÷ ¼ t yu � α÷ ε ± δ0 ±x εc÷÷ ε : · X÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u � ∇x u¬x Ŷ÷÷ t yu :̇ t ex t U0 u � ∇x u ¸x εc÷÷ ε : ° X÷ ¼ t yu�þ θ0∇x x Ŷ÷ ¼ t yu�þ θ0∇x ±x ε2c÷÷ ε : · Y÷÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u¬x Ẑ÷÷÷ t yu :: t ex t U0 u � ∇x � ∇x u ¸x ε2c÷÷ ε : ° Y÷÷ ¼ t yu : t θ0∇x � ∇x u7x Ẑ÷÷ ¼ t yu : t θ0∇x � ∇x u²±
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s σ÷ ε � ù C÷÷ 0 :
Î
ex t U0 u � δ0 α÷ 0 Ïx εC÷÷ 1:̇ ° ex t U0 u � ∇x � α÷÷ 1 þ θ0∇x ±x ε2C÷÷÷ 2:̇ ° ex t U0 u � ∇x � ∇x � α÷÷ 2 : θ0∇x � ∇x ± x*þ$þ$þ$þ (II.170)

Cetterelation peutêtreinterprétée commeuneloi decomportementeffective pour un pro-
blèmed’homogénéisationd’ordre3.
Lestenseurs introduitsdansleslois sontfonction desdifférentstenseursdelocalisation

C÷÷ 0 ù s c÷÷ ε :: ˆÜ ÷÷ t yu �
C÷÷ 0 : α÷ 0 ù s c÷÷ ε : ° X̂÷ ¼ t yu � α÷ ε ± �

C÷÷ 1 ù s c÷÷ ε : · X÷÷ t y u7x Ŷ÷÷ t yu+¸ � ; þ$þ$þ (II.171)

et secalculent indépendammentdeε.

On s’apperçoit donc que l’ensembledes lois de comportementest formé de gradients
d’ordre supérieur tel quele gradientdu champdedéplacementet de la températurecequi
confirmela formulation proposéeII.3.
La loi decomportementeffectiveobtenuàpartir desdéveloppementsasymptotiques(équa-
tion II.170) estéquivalente à l’équationdu comportementlinéariséeobtenuedans le casde
la thermoélasticité linéarisée(équation II.106).

Le problèmethermomécaniquecouplé esttraité enannexe E.
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Part ie B

Comportementnon linéaire
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Dansla premièrepartie del’étude,nousavonsétudiéle comportementlinéaire. Danscette
partie, nousallonsconsidérer unematriceayant un comportementviscoplastique.
Dansun premiertempsnous travaillerons surun matériau isotrope,util isépour la fabrica-
tion desaubes deturbine degénération précédente(parexempleIN100), afin decompren-
dre l’influencedu trou sur le comportement.Le monocristal,util isépour la fabrication des
aubesdeturbinenouvelle génération,seraenvisagédansun deuxièmetemps(chapitre IV).

Afin demodéliser le comportementhomogènedesubstitution nousutilisonsuneapproche
phénoménologique. Nous considérons le matériauà une échelle macroscopique sans
chercheràdiscernerlesmécanismesdedéformation àl’œuvre. L’observation portealorssur
le résultat d’essaismécaniquessuréprouvettesmacroscopiques.Lesvariablesmicrostruc-
turales seront décritesau travers de variablesglobalesjustifiéespar les aspects thermody-
namiques desmilieux continus.
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III .1 Présentationdu modèle

III.1.1 Lois decomportement non linéairesen mécaniquedessolides

La formulation deslois de comportementnon linéaires n’est pasunique par comparaison
aucasdel’élasticité linéaireoù lescontraintessontreliéesauxdéformationsparla seule loi
deHooke σ÷ ù c÷÷ : ε÷ . Mais danstouslescas,il estimportantderespectercertainsprincipes

physiquesfondamentaux (lesaspectsthermodynamiquesdesmilieux continus)qui guident
le choix desvariablesutilisées.

Commenousl’avonsexposéen annexe D, la mécanique desmilieux continus estessen-
tiellement basée sur la conservation de la quantité de mouvement, la conservation de la
masseet la conservationdel’énergie.
Cestrois lois deconservation doivent êtrecomplétéesparl’in égalité

σ÷ : ε̇÷ � ρ t ψ̇ x η Ṫ u � q

T
þ T∇ Ð 0 (III .1)

qui représentele second principede la thermodynamiqueet fait le bilan du travail et de la
chaleur dépenséedansun élément devolume.
Danscette inégalité nous distinguons la dissipationthermique

Dth ù � q

T
þ T∇ (III .2)

dont la positivitéestassuréeparla loi deFourieret la dissipationintrinsèque

Di ù σ÷ : ε̇÷ � ρ t ψ̇ x η Ṫ u (III .3)

qui doit êtrepositive pourquel’évolution thermodynamiquesoit admissible.

L’état thermodynamiqued’un milieu continu enunpoint seracaractériséàun instant donné
parla connaissanced’un certain nombredevariablesinternesaupoint considéré.L’idée de
baseestque,malgrél’évolution dusystèmeenmouvement, l’évolution peut êtreconsidérée
commeunesuccessiond’étatsd’équilibre (hypothèsedel’équilibre thermodynamiquelocal
ou étatlocal) (Germainet Müller, 1995), (Germainet al., 1983).

Le point commundela plupart desmodèlesdéveloppésdanscecadre tient en l’util isation
d’un potentiel viscoplastique. L’énergie libre estfonction de variables (observableset in-
ternes)dontle nombreinflue surla finessedela description dela dissipation. Dansle cadre
de l’élastoviscoplasticité, les variables observables découlent directementdu formalisme
mécanique introduit plus haut. Nousutil isonsles trois variablesobservables quesont la
températureT, la déformationε÷ et la contrainteσ÷ . Nousintroduisons également desvaria-
blesinternesafindedécrire lesphénomènesdissipatifsaveclesquelsl’étatactueldépendde
l’histoire passé(Germainet al., 1983), (Lemaitreet Chaboche,1985).

ψ ù ψ t ε÷ � T � V÷ k u (III .4)

Dansle casdela plasticité et dela viscoplasticité,nous utilisonsleshypothèses suivantes:

õ décomposition desdéformations enunepartie élastiqueet unepartie inélastique

ε÷ ù ε÷ e x ε÷ p
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õ découplage dansle potentiel thermodynamiqueentrela partieélastiqueet viscoplas-
tique. Noussupposonsdecefait quel’écoulement viscoplastiquen’a aucune influen-
cesurle comportementélastique.

Le potentiel viscoplastiquepeutsemettresousla forme

ψ t ε÷ e � V÷ k � T u�ù ψe t ε÷ e � T u7x ψp t V÷ k � T u (III.5)

Ainsi nous avons

ψ̇ ù ∂ψ
∂ε÷ : ε̇÷ x ∂ψ

∂T
Ṫ x ∂ψ

V÷ k

: V̇÷ k (III.6)

et l’inégalitédeClausius-Duhem devientt σ÷ � ρ
∂ψ
∂ε÷ e u : ε̇÷ e x σ÷ : ε̇÷ p � ρ t η x ∂ψ

∂T
u Ṫ � ρ

∂ψ
∂V÷ k

: V̇÷ k � q

T
þ T∇ Ð 0 (III.7)

Et, suivant la mêmeméthodologie (Coleman, 1964) quepourla théorie du second gradient,
nousobtenonsleslois d’état

σ÷ ù ρ
∂ψ
∂ε÷ ; ρ η ù � ∂ψ

∂T
(III.8)

La contrainteestla variable associéeàla déformationélastiqueet l’entropieestassociéeàla
température.Et paranalogienousdéfinissonsunevariableforcethermodynamiqueassociée
auxvariablesinternes.

A÷ k ù ρ
∂ψ
∂V÷ k

(III.9)

Maintenant il nous faut définir l’inc rémentde déformation plastique à l’aide de la règle
de normalité. Pource faire,nousintroduisons le potentiel de dissipation Ω ù Ω t σ÷ � A÷ k;T u
représentant l’expression dessurfaceséquipotentielles et les hypothèsesde normalité des
matériaux standardsgénéralisés(Halphen et Nguyen,1975). Nousobtenonsalorsles lois
d’écoulementviscoplastiques:

ε̇÷ p ù ∂Ω
∂σ÷� V̇÷ k ù ∂Ω
∂A÷ k

(III.10)

Ceformalismeconduit à l’expressionsuivantedela dissipation:

φ ù σ÷ :
∂Ω
∂σ÷ x A÷ k :

∂Ω
∂A÷ k

(III.11)

Et si la fonction Ω estconvexe,positive et nulle à l’or igine alorsla dissipation estautoma-
tiquement positive ou nulle : φ Ð o.

III.1.2 Le modèlede l’étude

Le modèle utilisé estun modèleviscoplastique.
L’énergie libre s’écrit en fonction de la déformation élastique, des variables internes
d’écrouissagecinématiqueet dela température

ρ ψ t ε÷ e � α÷ � T u=ù 1
2

ε÷ e : c÷÷ : ε÷ e x 1
3

Cα÷ : α÷ (III.12)
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et enappliquantleséquations(III.8) et (III.9) nousobtenons

σ÷ ù c÷÷ : ε÷ e
X÷ ù 2

3
Cα÷

(III.13)

où X÷ estla force thermodynamiqueassociéeà la variable d’écrouissagecinématique.

Nous choisissons également un potentiel de dissipation viscoplastique sous la forme
(Chaboche,1983)

Ω ù K
n x 1

s f
K
� n¤ 1 (III.14)

avecla fonction decharge f ù J2 t σ÷ � X÷�u � R0 fonction dela contrainteéquivalentedevon

MisesJ2 t A÷Êumùºä 3
2A÷ d : A÷ d où A÷ d estla partie déviatoriquedu tenseur A÷ .

Puisenposant

ṗ ù£s J t σ÷ � X÷ u � R0

K
� n et n÷ ù 3

2

σ÷ d � X÷ d

J2 t σ÷ � X÷Gu (III.15)

l’écoulements’exprime par

ε̇÷ p ù ṗn÷ (III.16)

L’évolution desvariablesinterness’inscrit dans un cadre standardnongénéralisé

α̇÷ ù ε̇÷ p � 3D
2C

X÷ ṗ (III.17)

Enrésumé,le modèleestconstruit enassociantuneouplusieursvariablesmacroscopiquesà
un phénomènemécaniquedonné,si bienqu’il seprésentecommeun ensembled’équations
différentielles(Lemaitreet Chaboche,1985).

Equationsdu modèle

σ÷ ù c÷÷ : ε÷ e
X÷ ù 2

3
C α÷

R ù R0

f ù ä J2 t σ÷ � X÷ u � R (III.18)

Lois d’évolution

α̇÷ ù ε̇÷ p � D α ṗ

ṗ ù s f
K
� n (III.19)

avec
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E (GPa) ν K t MPa � su n C t MPau D R0 t MPau
90 0.3 1000 5 162000 600 170

Tableau III.1 : Coefficientsde la loi viscoplastiquecorrespondant à un superalliage base
nickel polycristallin à 950( C
III .2 Obtention d’un milieu homogèneéquivalent

III.2.1 Lesdiffér entespossibilités

De nombreux travauxconcernant lesmatériaux linéairesont étémenés,permettant parfois
d’aboutir à unesolution analytique du comportementmacroscopique. Par contre, en plas-
ticité et enviscoplasticité, lesrésultatssontmoinsnombreux.

(Berveiller et Zaoui, 1980) généralisent la solution du problème général de l’incl usion
ellipsoïdaledansune matriceinfinie, l’élasticité étant isotrope et hétérogèneet la défor-
mationplastiqueétantuniformedans l’incl usioncommedansla matrice.

D’autrestravaux, (Marigo et al., 1987), cherchent à décrire uneméthode de calcul du do-
mainedeplasticité macroscopiqueou domaine deplasticité du matériau homogénéisé. Le
seulrenseignement utilisé estle domainede plasticité microscopique (la limite σ0 dansla
courbecontraintedéformationdesconstituants)et ils cherchentàdéterminerle domainede
plasticité macroscopique du milieu hétérogène,défini commel’ensembledesétatsdecon-
traintesmacroscopiquesquele matériaupeutsupporter.

D’autres méthodes d’homogénéisation ont été développées à l’ONERA (Dvorak, 1992;
Dvorak, 1994). Cesméthodes donnent une loi homogénéiséeexplicite approchée sur la
cellule debase.

Notrechoix sebase suruneméthode pragmatique (Cardona et al., 2000a). Nousutilisons
desmodèles phénoménologiquespour leur efficacité (Lemaitreet Chaboche, 1985) et la
simplicité de leur implémentation dansles codesde calcul par éléments finis industriel
(Bessonet al., 1998; Foerchet al., 1999).

III.2.2 La méthodeutilisée

Dans notre étude, nous cherchons à modéliser la phased’écrouissage du matériau ho-
mogénéisé,cequi n’est pasle casdanslesétudesprésentéesprécédemment.Pourcefaire
la connaissancecomplètedela loi decomportementmacroscopiqueestindispensable.

La loi de comportementsedétermine sur un volume élémentairereprésentatif qui joue le
rôle du classique“élémentdevolume” dela mécaniquedesmilieux continus.
Nous allons simuler différents chargementssur la cellule élémentaire (figure III.1) afin
d’obtenir “une based’identification numérique” à partir de laquelle nousidentifierons un
modèlede plasticité de manièrephénoménologique. Cetteapproche nous permettra de
rendrecomptedesphénomènesexpérimentaux avec un nombrede variablesrelativement
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restreint.

åæ ç

èé

ê

Figure III.1 : Cellule debasereprésentantle VER

L’avantage de “simuler nosessais” estde pouvoir générer une large based’identification
permettantd’obtenirun modèleutil isabledans denombreusesconditions dechargement.
Nousavons réalisé :

õ desessais detraction danslestrois directionset à deuxvitessesdesollicitations

õ desessais decisaillement danslestrois planset à deuxvitessesdesollicitations

õ desessais d’extensiondans lestrois directionset à deuxvitessesdesollicitations

õ deuxessaisdedilatationhydrostatiqueà différentesvitesses

õ desessaiscycliquesdansla direction x, zetdansle plan y xz
{
où la perforationinfluen-

cele comportementà deuxvitessesdesollicitations

õ et un essai derelaxationdans la direction x

pourunetempératuredefonctionnementde950( C.

Pourréalisercesessaisnousavons appliqué les mêmesconditions aux limites mixtesque
celles présentéeslors du chapitre I.

Dèsà présent, auvu de la figure(III.2), nousobservons un affaiblissementd’environ 20%
provoquéparla présencedu trou alors quela fraction volumiquedecedernier n’est quede
8%.
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Figure III .2 : Affaiblissementdespropriétésmécaniques

Dansla suite, nousprésenterons demanièrechronologiquele raisonnementqui nous a per-
mis d’identifier un modèleavecdespropriétés effectives.

a) La surfacedecharge

La premièreétapea consisté à évaluer la surface de charge du modèlede plasticité ho-
mogèneéquivalent.
Pourcefaire,nous avons effectué différentstrajets dechargement dans le plan I1 t σ÷ u , J2 t σ÷ u
en conservant une vitesse de déformation de 10 2s 1 et tracéles lignes équipotentielles
correspondantà desdéformationséquivalentescumulées,ausensdevon Mises,de0 þ 02%
et 0 þ 2% (figureIII.3).
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Figure III.3 : Surface decharge

La déformationéquivalenteestcalculéeausensdevon Misesalors quele critèreévaluéne
correspondplus à un critèredevon Mises.L’objectif étant desefaireuneidéesurla forme
dela surfacedecharge du modèlehomogène équivalent, l’erreur généréeaucours decette
approximationestacceptable.
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Dansle casparticulier d’un critèreisotrope,la surfacedechargeestsymétriqueparrapport
auxaxesI1 t σ÷ u et J2 t σ÷ u .
La présencedu trou rend le matériaueffectif compressible donc il va falloir utili ser un
critère dont la direction d’écoulement possèdeunecomposantehydrostatique.

b) Le choix du critère

Le matériau formant la matricesuituncritère isotropedevonMises.Danscecaslà, (figure
III.4), la surfacedecharge estunedroite et la direction d’écoulementestdéfiniepar le dé-
viateur descontraintes. Le matériauhomogèneéquivalentest,quantà lui, nécesssairement
compressible.
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Figure III.4 : Critèresélémentaires, avecet sansinfluencedela pression hydrostatique

Dansuneétudeportantsurunestructurepériodiqueperforéeparfaitement plastique,(Rein-
hardt, 2000) utilise desfonctions de charge d’ordres supérieursen contraintes(tenseurs
d’ordre supérieur à deux)pour simulerlesdifférentessymétrieset la compressibilité de la
cellule.
La fonction de chargeF, considéréepour représenter les propriétés homogénéisées du
matériau homogène équivalent, est fonction de polynômes(φ et ψ) descomposantesdu
tenseur descontraintes.

F ù a0 x n

∑
i Ï 1

t ai cos t 2iφ x ψi u¬x bi sin t 2iφ x ψi u®u
La loi d’écoulement associée estobtenueen dérivant cette fonction de chargeF qui peut,
dansle casgénéral,nepasêtreconvexe.



III.2. OBTENTIOND’UN MILIEU HOMOGÈNEÉQUIVALENT 77

Dansnotre étude, nous choisissons d’util iser un critère elliptique, critère communément
utilisé dans lesmilieux poreux, où la surface decharge estsemblable à celleobtenuesurla
cellule perforéeet où la composantesphériquenereste pasconstante(figureIII.4).

Deplus,pour biencomprendrele rôledela compressibilité dansle modèle,nousavonstracé
le changementdevolumedela celluledebasesuiteàunessaidetractiondansla direction x
(figureIII.5). Nousobservons, dansle casdu critère isotrope,uneaugmentationdevolume
enélasticité mais,dèsquela plasticité prend le dessus sur l’élasticité, la courbe atteint une
asymptote alors qu’elle continueà croître lorsquenous effectuonsle mêmechargementsur
la cellule perforée.
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Figure III.5 : Influence dela plasticité dilatante

De la mêmemanière, si nous réalisons une dilatation hydrostatique sur le matériauho-
mogèneavec le critèredevon Mises(ou tout critèreincompressible isotrope)il n’apparaît
pasdeplasticité alorsque,dansle casdela cellule perforée,la déformationselocalise au-
tour du trou (figureIII.5).

c) L’anisotropie du modèle

Surla figure(III.6), nousavonseffectuédesessaisdetraction etdecisaillementdanstoutes
les directions à unevitessede déformationde 10 2s 1 et nous nous apercevons quepour
desraisonsgéométriques (la cellule debaseestun parallélépipèderectangleperforé),notre
modèledevra égalementêtreanisotrope.
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Figure III.6 : La géométrie dela cellule debaserendle comportementanisotrope

Par contre,enneprenant pasencomptel’incli naison du trou (trou orienté suivant la direc-
tion s 010 � ), nousn’observonsaucunedifférenceentrele matériaumassifet la cellule de
basedansla direction y. Il faudra de ce fait supprimer l’influencedu termepermettant la
compressibilité du critère danscettedirection.
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Figure III.7 : Influence du trou surl’anisotropie du matériaueffectif

d) Comportementcyclique

L’influencedu trou surle comportementcycliquen’estpasprépondérant.
Le matériau restefortementviscoplastique avec un effet Bauschinger important et le trou
affaiblit toujourslespropriétésmécaniquesdu matériaumassifd’environ 20%(fig.III.8).
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Figure III.8 : Influencedu trou surle comportementcyclique

III.2.3 Identification du modèle

a) Présentation du modèle

Au vu despremièresanalysesquenous avons effectuées,nousidentifions le modèleho-
mogèneéquivalentsuivant (Cardona et al., 2000b) :

Equation du modèle

σí î cíí : εí e

Xí 1 î 2
3

C1 αí 1

Xí 2 î 2
3

C2 αí 2

Xí î Xí 1
ï

Xí 2

R î R0
ï

Q ð 1 ñ eò b p ó
f î ô C JH ð σí ñ Xí ó ï

F IH ð σí ó ñ R (III.20)

avec
JH ð Aí ó î Aí d : Híí : Aí d

IH ð Aí ó î tr ð Pífõ Aí ó
avec

Aí d î Sí î
ö÷÷÷÷÷÷ø ÷÷÷÷÷÷ù

S11

S22

S33

S23

S31

S12

ú�÷÷÷÷÷÷û÷÷÷÷÷÷ü
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Lois d’évolution

α̇í 1 î ε̇í p ñ D1 αí 1 ṗ

α̇í 2 î ε̇í p ñ D2 αí 2 ṗ

ṗ î ý f
K þ n (III.21)

Nouschoisissonsundouble écrouissagecinématiqueetunécrouissageisotropequi estcette
fois-ci pris nonlinéaire.
Deplus,afin deprendreencomptele caractèreanisotropedela cellule perforéenous intro-
duisons,auniveaudu critère elliptique, le tenseurdeHill Híí (six coefficients : a, b, c, d, e

et f) et un tenseur Pí (trois coefficients : p, q, r).

Híí î
ÿ������
�

a 0 0 0 0 0
0 b 0 0 0 0
0 0 c 0 0 0
0 0 0 e 0 0
0 0 0 0 f 0
0 0 0 0 0 d

��������
� ; Pí î ÿ� p 0 0

0 q 0
0 0 r

��

Le tenseur Pí permetquela déformationplastiqueévaluéeavecle critèrenesoit pasaccom-
pagnéed’uneaugmentationdevolumelorsquele chargementestappliquédans la direction
y (l’axe du trou) (figure III.7) . Par contre lorsque nousexerçons un effort de traction dans
la direction z, le modèle permetbienunedilatationdans la direction x.

b) Résultat de l’identificat ion

Le modèleelliptiqueanisotropeproposépermet derendrecomptedes“essais numériques”
réaliséssurla cellule debasedemanièresatisfaisante.

Sur les figures(III.9) à (III.14) nous pouvonsobserver différentescomparaisons “expéri-
ence”- calculentre lesrésultatssur la cellule perforéeet le modèlehomogénéisé.

Le modèlea pu être identifié à l’aide d’un outil de simulation et d’optimisation (Besson
et al., 1998;Leriche,1998)utili santdesalgorithmesdetypesimplex, levenberg-marquardt
ou sqp(Z-set,1996).
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Figure III.9 : Comparaison“expérience” - calculsurdesessais detraction

Nousobservonsbien un comportementviscoplastiquecar les courbesd’écrouissagesont
sensiblesàla vitessededéformation : plusla vitesseestélevée,plusla contrainteestgrande
pourla mêmedéformation.

Les trois essais de traction (figure III.9) et les trois essais de cisaillement simple (figure
III.10) ont permisde déterminer les six paramètresscalairesdu critèrede Hill qui carac-
térisent l’état d’écrouissageanisotrope.
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Figure III .10 : Comparaison“expérience” - calcul surdesessais decisaillement

Dansun deuxièmetemps, desessaissollicitant la partie compressibledu modèle tels que
desessaisdedilatationhydrostatique(figureIII.11) oudesessaisd’extension(figureIII.12)
ont étéeffectuéset ont permisdedéterminerle rapport C � F .
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FigureIII.11 : Comparaison “expérience” - calcul surdesessaisdedilatationhydrostatique
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Figure III.12 : Comparaison “expérience” - calcul surdesessaisd’extension

Lesessaisderelaxation (figure III.13), mettant enévidencela diminution decontrainteau
coursdumaintienàdéformationconstante, caractérisent la viscositéetpermettentdedéter-
minerla relation qui existe entrela contrainte et la vitessededéformationviscoplastique.
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Figure III.13 : Comparaison“expérience”- calcul surdesessais derelaxation
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Lesessais cycliques(figureIII.14) mettent égalementenévidencedesphénomènesdedur-
cissementet d’adoucissementcycliques.

� �����

� �����
�������

�����
�����
� ���
�����

��� ��� ��� � � �
� �  
 
!"
#$
%&

')(+*,*.-0/�132

4357698:�; :=<> ����?�@�A,?CBD�:�; ; E�; :GF9:�H�I 5 HCJ:�:K<> ����?�@�A,?CB � � ���

�������

�����
�����
� ���
�����

��� ��� ��� � � �
� � L
L
!"
#$
%&

')(NMOMP-Q/R132
4357698:�; :=<> ����?�@�A,?CBD�:�; ; E�; :GF9:�H�I 5 HCJ:�:K<> ����?�@�A,?CB

4357698:�; :=<> ��� ?NS A ?	BD�:�; ; E�; :=FT:�H�I 5 HCJ:�:K<> ��� ?NS A ?	B

���,���
�������

�����
�,���
�����
�����

�R� ����U V �+U V �
� �  
L
!"
#$
%&

')(+*�MP-0/�132

4W5C6X8:�; :K<> ��� ?	@ A ?	BD�:�; ; E�; :GFT:�HOI 5 HCJ:�:K<> ����?	@�A,?	B4W5C6X8:�; :K<> ��� ?�S A ?	BD�:�; ; E�; :GFT:�HOI 5 HCJ:�:K<> ��� ?�S A ?	B

Figure III .14 : Comparaison“expérience” - calcul surdesessais cycliques

Le modèle reproduit bien l’effet Bauschinger grâce au double écrouissagecinématiqueet
l’anisotropie estpriseencompteà traversle critèredeHill.

Et nousvérifionségalement, qu’aveccenouveaumodèle,nousreproduisonsbienle change-
mentdevolumesuiteà un essaidetraction danslesdirectionsx et z (figureIII.15).
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Figure III.15 : Changementdevolumesuite à un essaidetraction
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Les coefficientsont étédéterminéspour unetempératurede fonctionnementde 950� C et
sontdonnésdanslestableaux(III.2) et (III.3).

C F p q r a b c d e f
1 0.4 1 0 2.4 11 7.5 8.8 11.3 14.3 14.3

TableauIII.2 : Coefficients concernant l’anisotropie du modèle

K ð MPa � só n R0 ð MPaó Q b C1 ð MPaó D1 C2 ð MPaó D2

3200 7.5 310 200 660 420000 1500 49000 425

TableauIII.3 : Coefficients concernant l’écrouissage du modèle

Si nouscomparons les coefficients de la loi de comportementdu milieu homogène équi-
valent orthotrope avec les coefficients de la loi viscoplastique de départ alors nous nous
apercevonsquele seuil de plasticité estsupérieur. Ce résultat s’explique par le fait qu’au
niveaudu critère elliptiquedifférentscoefficients rentrentenjeu.
Si nouseffectuonsun essai de traction suivant unedirection alors la surface du critère de
von Misess’exprime par

f î σ ñ R

alorsquela surfacedu critèreelliptiques’écrit

f î A σ ñ R
�

où A dépend deC, deF et descoefficients d’anisotropie du tenseurdeHill Híí et du tenseur
Pí .
Le coefficientA prenddesformes différentessuivant la direction detraction :

� suivant x alors A î ô 1
6C ð 4a

ï
b
ï

có ï F p î 3 õ 23

� suivant y alors A î ô 1
6C ð a ï

4b
ï

có ï Fq î 2 õ 88

� suivant z alors A î ô 1
6C ð a ï

b
ï

4có ï Fr î 3 õ 15

Lesrésultatsobtenussontsemblablesàceuxmisenévidenceauniveau dumilieu homogène
équivalentélastique:

� Le trou a uneinfluence similaire danslesdirectionsx et z : il entraîneun affaiblisse-
mentd’environ 20%surlespropriétésmécaniques.

� Dansla direction y, le seuil de plasticité est affaibli de 8% ce qui correspond à la
fraction volumiquedu trou.

Cetyped’approchepeutposer un problèmedèsqu’il s’agit d’effectuerdesprévisionshors
du domaine d’identification. Dansnotrecasla based’identification numériqueestrelative-
mentriche maisle modèleestétroitementlié à la formede la cellule debase.Cependant,
nousallons voir que ce type de modèle est bien adapté au calcul de structure et permet
d’obtenir desrésultatstrèssatisfaisants.
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III .3 Applications

III.3.1 Calcul d’une plaque perforée

Avantdetesterle modèleeffectif anisotropecompressiblesurl’aubedeturbine,nousallons
le valider encomparant la réponsedu matériauviscoplastiqueavecun critèredevon Mises
àcelleducritèreelliptiquesuruneplaqueperforéepériodiquement entroisdimensionsafin
debien prendre encomptele caractèreanisotrope.
La géométrie estidentiqueà celledela plaque perforéeen2D (figureI.5).

Le chargement est lui aussiidentique à celui présentéau chapitre I. Nousappliquons sur
deux structures(une géométrie perforéeet unegéométrie homogénéisée)un chargement
simple.
La géométrie sanssingularitégéométriqueserasimuléed’unepartavecla loi decomporte-
mentdela structureréelle (critère devon Mises),et d’autre partavecle critère elliptique.

Dansun premiertempsnouscomparonsle déplacementglobal dela structuredanslestrois
cas(figureIII.16).
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Figure III.16 : Déplacementsur la ligne horizontalesituéeaucentre dela structure

Nousapprécionsle rôle du milieu homogènedesubstitution par rapport aucomportement
viscoplastiqueisotrope.L’affaiblissementlié à la perforation estbien pris encompte.

Dansun deuxièmetempsnouscomparons l’état local au voisinagedesperforations. Pour
cefaire, nousappliquonsla méthodebaséesurdesrelationsdemoyenneaubord duvolume
élémentairereprésentatif.
Sur la figure(III .17) nous comparonsla contrainteéquivalenteausensdevon Misesentre
lesrésultatsobtenussurla plaque trouéeet ceux calculésaprèsrelocalisation surle volume
élémentairereprésentatif. Nousobservonsquelesvaleurs calculéesaupoint deGausssont
semblablesd’un calcul à l’autre.
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Figure III .17 : Comparaison dela contraintedevon Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectué suruneplaquesanstrou ayant un comportementhomogènedesubstitution suite à
un essai deglissement

L’essaideglissementsimplesurun nombrefini decellulesestun essaiservant à la valida-
tion du modèlemaispeut paraître un peuéloignédesconditions desollicitation dela pièce
industrielle quenous désironsétudier.
Eneffet, le chargementmécaniquequesubit l’aube deturbineHPestuneaccélérationcen-
trifuge surunestructure tridimensionnelle. Donc,afin de valider le modèlesur le style de
chargementqui nous intéresseet de vérifier l’anisotropie du modèle,nousallons simuler
un essaide traction suivant la direction ý 001 þ toujourssur la plaque perforéeen trois
dimensions.

Cesdeuxessais (glissementou traction) font partis de la based’identification. De ce fait,
la réponseglobalede la structureconstituée d’un nombrefini decellulesdonnerala même
réponsequele modèle surla cellule debase.
La validation portedoncprincipalement surla relocalisation del’état decontrainteauvoisi-
nagedela perforation.
Sur la figure (III.18) nous pouvonsapprécier la bonne corrélation desrésultats issus de la
plaque perforée“complète” et du calcul sur la plaquehomogénéiséesuivie d’une relocali-
sationsurla cellule debase.

La figure (III .18) nousdonne la contrainte équivalente au point de Gausssur la cellule de
base.Nouscomparonscette contrainteaveclesrésultatsobtenusauniveau du trou situé au
centredela structureperforéepériodiquement.
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Figure III.18 : Comparaisondela contraintedevon Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectuésuruneplaquesanstrou ayant un comportementhomogènedesubstitution suiteà
un essaidetraction

Dansun deuxièmetemps,afin de vérifier la localisationet l’intensité deschampslocaux,
nouscomparonsle tenseurdescontraintesle longd’unelignedéfinissant le contourdutrou.
Surla figure(III.19), nousavonstracélescontrainteséquivalentesobtenuesrespectivement
surla celluledebaseetsurla géométrie réelle. Et nousremarquonsqu’ellessontidentiques
(écart inférieur à 5%).
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Figure III.19 : Comparaison de l’état local autour du trou (contrainte équivalente ausens
devon Mises)
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III.3.2 Calcul de l’aube de turb ine

Dans ce paragraphe nous allons mettre en évidence le fait que le modèle elliptique
anisotrope est suffisant pour reproduire ce qui se passe localementsur l’aube de turbine
subissantle chargementdéfini parla mission I.16.

Pourcelanouseffectuonsle calcul surl’aubeperforée(figureIII.20) et un calcul, identique
auniveau desconditions auxlimites,surle maillagehomogénéisé (figureIII.21) où la zone
perforéeestremplacéeparle milieu homogèneéquivalent.
Lesisovaleursreprésentent la contrainteéquivalenteautemps390, aprèsuntempsdemain-
tien de150secondes, afin deprendre encomptele caractèrevisqueuxdu modèle.

0 50 100 150 200 250 300

x

y

z

Figure III.2 0 : Contraintesdevon Mises(MPa)autemps390dela mission
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Figure III.21 : Contraintesdevon Mises(MPa)autemps390dela missionsurle maillage
homogénéisé

Nous cherchons à présent à déterminer l’état de contrainte au niveaudestrous du bord
d’attaque.
La méthode est similaire à celle exposée au chapitre I. Du fait du comportementnon
linéaire, nous moyennons le tenseur du champde déformation obtenu sur le calcul ho-
mogénéiséauniveaudu trou enfonction du temps. Puisnous imposonscechampdedéfor-
mationà la cellule debase.
De cettemanière nousobtenonsl’état decontrainte au coursde la missiondu moteur que
l’on peut comparer au résultat de référenceobtenu grâce au calculateur parallèle (figure
III.22).

La contrainteéquivalenteobtenueau point de Gaussest identiquemais la localisationne
semblepascorrespondre (centréeauniveaude la cellule debaseet décaléeversle bassur
le maillageperforée).
Pour les mêmesraisons que celles énoncéesau chapitre I.5.4, liées à la géométrie de la
pièce, lesrésultatssontdifficilement comparables.

Nous pouvons tout de mêmemettreen évidencel’in térêt d’util iser un milieu homogène
équivalentégalement dansl’étudedel’aube perforée.
Si nous effectuonsla mêmedémarche suite à un calcul sur une aubesanssingularité et
ayant un comportementviscoplastiqueisotrope,et enneprenantpasencomptela perfora-
tion, (figure III.23) alors le résultat obtenu sous-estimela réalitéet surestimerala duréede
vie dela structure.
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Figure III.2 2 : Comparaisonde la contrainte de von Misesaprès relocalisation d’un cal-
cul effectué sur l’aube où la zoneperforéea étéremplacéepar un matériau homogène de
substitution
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Figure III.2 3 : Comparaisonde la contrainte de von Misesaprès relocalisation d’un cal-
cul effectué sur l’aube où la zoneperforéeestmodéliséeavec la loi de comportementdu
matériaumassif
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IV.1 Présentationdu matériau

L’aubedeturbineétudiéeestuneaube monocristalline AM1 revêtuC1A (figure.3).
L’AM1 estun superalliage à basede nickel qui a étédéfini pour la fabrication de pièces
composant les zones les plus chaudesdesmoteurs. Il a été conçupar la SNECMA en
association avec IMPHY S.A., le centre desmatériaux de l’Ecole desMines de Paris et
l’ONERA pourla fabricationdespiècesmonocristallines.
L’étudede sespropriétésmécaniquesfait l’objet de nombreusesthèses (Defresne, 1989;
Poubanne, 1989;Méric, 1991; Fleury, 1991; Grosdidier, 1992;Hanriot, 1993; Fleurentin,
1996).
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IV.1.1 Solidification d’uneaubemonocristalline

Vu la complexité despiècesàréaliser, lespiècesmonocristallinessont obtenuesensolidifi-
cation dirigée(procédéBridgman)selon la techniquedecouléeà cire perdue.

La solidification a lieu sousvide secondaire dans un four cylindrique constitué de deux
parties(cf figureIV.1) :

� unepartiechaude, en hautdu four, chauffée grâce à deuxrésistors cylindriques en
graphite dont les consignesde pilotage sont ajustéesséparément. Un gradient de
températuredans le moule peut être imposé en régulant cesdeux éléments à des
températuresdifférentes.

� unepartie froide,enbasdufour, constituéed’un refroidisseur composéd’un serpentin
encuivre refroidi parcirculationd’eau.

Figure IV.1 : Schémad’un mouleplacédansun four desolidification dirigée

Lesdeux partiessontséparéesparun écran thermiquequi limite leséchangesafin decon-
server un gradient detempératurelongitudinal (suivant l’axe vertical du four) le plus élevé
possible.
Le mouleestplacésur la soleencuivre refroidie parcirculation d’eau. La charged’AM1
estplacéedansungodetobturéparunepastille denickel dontl’épaisseuraétéchoisie pour
qu’elle soitentièrementfonduelorsquela températuredel’all iageestportéeà1500� C, d’où
l’appellation d’ouvertureautomatique. L’enceinte du four est ferméepour êtremisesous
videsecondaire, etpouraider audégazagedela carapacedumouledesélémentsréfractaires
on chauffe le mouleà 600� C. Le vide voulu estatteint en2 heuresenviron.
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La solidification est initi aliséepar la germination d’un grandnombrede grains sur le re-
froidisseur. Cetteétape nécessitequele métalliquideait étéamenédansun étatde surfu-
sion élevée, probablementplusieursdizainesde degrés Celsius. Aprèsun tempsd’attente
de deux minutes, nécessaireà l’homogénéisationdestempératuresdu bain liquide et du
moule, l’ensemble moule-métal-sole est tiré vers le bas,de la zonechaude vers la zone
froide du four. La vitessedetirageestimposéeparl’opérateursurunpupitre decommande
et peutêtremodifiéeen coursde solidification. La vitesseestchoisie afin d’obtenir une
solidificationdendritique. Au cours despremiers instantssuivant la germination, la vitesse
decroissanceestbien plus grande quela vitessede tirage, ceci tant quela températuredu
front desolidificationn’a pasrejoint l’isothermeliquidus.
La distribution desorientations desaxesdendritiquesprimaires solidifiés danslespremiers
instants aprèsla couléeestaléatoire. De ce fait, il estplacéun sélecteur de grains entre
le plot et le moule. Le principe de fonctionnementdessélecteursde grain estbasésur la
compétition entreles dendrites. Constitué d’une chicane,le sélecteur imposedesexten-
sionslatéralessuccessiveset favorisela croissanced’un graindont l’axe cristallographiqueý 001 þ estle plusproche deslignes deflux thermique. Cegrainva sepropagerdanstout
le moule. A la sortie du sélecteur, la dendrite s’étend latéralementpar un brassecondaire
qui donne naissanceà desbrastertiairesdont un grandnombre disparaîtrapidementpour
nelaisser subsisterquelesaxesprimaires.

L’intervalle desolidification de l’AM1 estde54� C. La solidification commence à 1364� C
enphaseγ (températuredeliquidus). La phaseγ estcubiquefacescentrées(cf figureIV.2)
et la direction decroissancedesdendritesdemétauxcfc estunedirectioncubique(direction
parallèleàunedirection cristallographique ý 001 þ ) du réseaucristallin. Et elle setermine

Figure IV.2 : StructureCubiqueàFacesCentrées,a î b î c, α î β î γ î 90� (Bourdiaset
Monceau, 1994)

parun dépôt eutectique γ ñ γ
�
à1310� C, dont la fraction volumiquepeutatteindre4 õ 5 ¦ 1%

sur les piècesbrutesdesolidification, en raisond’un rejet continu de soluté à la pointe de
la dendrite pendant la solidification (figure IV.3) (Gallerneau, 1995). De ce fait, à l’is sue
de la solidification dirigée, les espaces interdendritiques contiennent desamaseutectiques
γ ñ γ

�
etonobservesouventunetaille dephaseγ

�
secondaireplusgrossièredanslesespaces

interdendritiques. On se trouve en présence d’un matériau inhomogène,auquel s’ajoute
la présencede microporesinhérentsau procédéde fabrication. Il convient d’effectuerun
traitement de remiseen solution de la phase γ

�
afin d’homogénéiser la structure de cette

phase. Le traitementd’homogénéisation se situe dansun domaine de températureoù la
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Figure IV.3 : AM1 brut decoulée. Hétérogénéitédecomposition

phase γ
�
n’estplusstable (typiquement vers1300� C). Cecia deux effetsprincipaux :

� la remiseen solution de la phaseγ
�

primaire, qui permettra d’augmenter le taux de
phase durcissante disponible

� la réduction deshétérogénéitésdecomposition liéesà la structuredendritique.

Ce traitement d’homogénéisation est interrompu par un refroidissement suffisamment
rapide pour éviter un grossissement trop important desprécipités γ

�
qui vont se former.

Puisil estsuivi d’un second revenueffectuéauxalentoursde850� C danslesalliagesàforte
fraction volumiquedephase γ

�
. Il induit un complémentdeprécipitation et la coalescence

desprécipitésissusdela trempe aprèsle premier revenu(figureIV.4).

Cestraitementsconduisentà unepopulation de précipités cuboïdaux de la phaseγ
�

avec
unefraction volumiqued’environ 70 % formantun réseaupériodique selon les directions
du cube noyé dansunematrice dephase γ (figureIV.5). La taille desprécipitésavoisineles
0.4-0.5µmalorsquela largeurdescouloirs dephaseγ estcomprise entre0.05et 0.1µm.
Mais,malgrécestraitementsd’homogénéisation, le matériauprésentetoujoursuneporosité
importante : micro-retassures de 20 à 50 µm situées dansles espaces interdendritiques
s’alignantsuivant la direction ý 001 þ decroissancedu monocristal.

Les deuxphasesγ et γ
�
ont la mêmestructurecristalline CFCavec un écartparamétrique

relatif δ î ð aγ
� ñ aγ

ó � aγ positif à températureambiante et inférieur à 0 õ 5%.
La composition de l’AM1 est donnée dansle tableau IV.1 et sa massevolumique est de
8600kgmò 3.
L’aluminium durcit le matériauen tantqueconstituant principal de la phase γ

�
. Il apporte,

avecle chrome,uneprotectionàhautetempératurecontrel’oxydation. Le titaneet le tantale
durcissentles précipités. Le molybdèneet le tungstènefavorisent un durcissementde la
phase solide. Et le cobalt a pour rôle principal dediminuer la solubilité deséléments dans
la phaseγ, favorisant ainsi la précipitation.
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Figure IV.4 : Microstructure des précipités à coeur de dentrite après traitements
(Gallerneau,1995).

Figure IV.5 : Réseautridimensionnel demotif cubique.Lesaubesreprésentent lesprécipi-
tésdela phaseγ

�
(Poubanne,1989).

IV.1.2 Déformation du superalliagemonocristallin AM1

Avantd’aborderla déformationinélastiqueducomposébiphasé,il estnécessairederappeler
quelquesgénéralités concernant le comportementdesmonocristauxdestructurecubiqueà
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Element Co Cr Mo W Ta Al Ti Fe
Teneurvisée 6-7 7-8 1.8-2.2 5-6 7.5-8.5 5.1-5.5 1-1.4 0.2

Tableau IV.1 : Tableauindiquant les compositions chimiquesde l’AM1 (en pourcentage
massique).

facescentrées.

La déformation plastique est principalement liée au déplacementprogressif de défauts
linéaires appeléslignesde dislocations. Ceslignessedéplacentsur desplansdensesdu
réseau qui, dansle casdesstructuresCFC,correspondentaux plans de famille § 111 ¨ (la
normalen estdetype ý 111 þ ).
Une dislocation peut se mouvoir si la composantesuivant la direction de glissementdu
vecteur contrainteappliquésursonplan deglissementdépasseunevaleur seuilτc appelée
contraintecritique.La loi d’écoulement (loi deSchmid)s’énoncealorsainsi :

τs î σí s : mí s î σí :
1
2
ð ns © ms ï ms © ns ó î τc

γ̇s ªî 0 si « τs «�î τc et « τ̇s «�î τ̇c (IV.1)

où ns estla normale auplandeglissement
ms estla direction du glissementdansle plan
γ̇s la vitesse deglissementsur le systèmes.

De cefait, dèslors quela contrainte appliquéeatteint la valeur critique,le glissementplas-
tiquesurle systèmeestpossible.

Mais le déplacementd’une dislocation dansson plan de glissementest influencé par les
différentesconfigurationsque peuvent former les dislocations entreelles. Cesdernières
peuvententraver (dislocationsimmobilesdetype“arbresdela forêt”, formation dedipôles)
ou faciliter (annihilation avec d’autresdislocations,mécanismede production de Franket
Read)le mouvementdesdislocationset jouent parconséquentsur lesmécanismesdu dur-
cissementet la loi d’écrouissage. De cefait, la contraintecritique τcs, reflétant le degréde
facilité dedéplacementdesobstaclesdu système ð só , doit tenir compte desobstaclesentra-
vant le mouvement.

a) Déformation de l’AM1 à 650� C
A 650� C le matériau présenteun stadede déformation facile quelle quesoit sonorienta-
tion. Dèsquele seuil demicroplasticitéestatteint, il seformesurle fût del’éprouvetteune
macrobandedanslaquelle la déformationseconcentre. Le comportementinélastiqueglobal
sembleparfaitement plastique. La déformation, trèslocalisée,sedéveloppedansplusieurs
bandesde glissementtrèsdensesen dislocation pouvants’activer simultanément.Seul le
systèmeayant la plus forte cission résolue s’active. La sollicitation cyclique intensifie les
bandesde glissementdansles systèmesexistant et peut, lorsquela cission critique estat-
teinte,provoquer l’activationd’autressystèmes.
En raison de la régularité de la microstructure γ ñ γ

�
, il estrarequela déformationinélas-

tiqueseconfinedansuneseuledirection deglissementpourun plandonné.Onobservepar
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conséquentuneforte hétérogénéitédedéformationglobale favorisée par l’homogénéitéde
la déformation locale (Poubanne,1989). Onconstateégalement uncisaillementd’ensemble
dela matricedela phaseγ et desprécipitésγ

�
.

L’anisotropie du comportementinélastique est reliée à la naturedu glissement. La con-
trainte d’écoulementestplusélevée selon ¬ 001 queselon ¬ 111 enraisondel’int ervention
du glissementcubique § 001̈Cý 110 þ lors d’un essaidetraction dans cette dernièredirec-
tion.

b) Déformation de l’AM1 à 950� C
A hautetempérature,undesaspectsessentielsducomportementestsoncaractèrevisqueux:
le comportementdu monocristaldépend dela vitesse desollicitation.
A 950� C, il n’y a presque plus de stade d’écoulementfacile mais une consolidation du
matériauavec la déformation inélastique. Cette dernière est relativementhomogène à
l’échelle macroscopique et l’étudedessystèmesdeglissementactifs révèle la présencede
systèmes octaédriques et cubiques.A l’échelle microscopique,lesdislocationsserépartis-
sentsystématiquementdansla phaseγ ouàl’in terfacedesdeuxphasesγ ñ γ

�
maispénètrent

rarementdansle précipité. La déformationestdoncaccommodéeexclusivementparla ma-
trice γ, soit par30%du volumedu matériau, formantdescouloirs trèsfins tridimensionnels
entourant les précipitésdephase γ

�
. Lesdislocationsdoivent ainsi semouvoir dans un es-

pacetrèsréduit enutilisant le petit nombredesystèmesdeglissementdisponibles. De plus
lesprécipités jouent le rôle d’ancragedesdislocations.
Tout ceci engendre un fort écrouissageet unedéformation homogène à l’échelle macro-
scopique(pasdelocalisation dela déformation).
Troismécanismesdemouvementsdedislocationssontenvisageables(Poubanne,1989) : le
contournement desobstacles par le mécanismed’Orowan, le glissementdévié permettant
à unedislocation vis d’éviter un précipité et la montéededislocations, le cisaillementdes
précipitésn’intervenant quepourdetrèsfortescontraintes.

IV.2 Le modèlemonocristallin

Le modèleque nousallons utiliser au coursde l’étudepour décrire le comportementde
l’alliage monocristallin à basede nickel est un modèlede comportementviscoplastique
anisotrope. Mais avant de présenter la formulation qui est utiliséepour cetteétudenous
présentons brièvement les différentesméthodescapables de décrire le comportementin-
élastiquedesmonocristaux.

L’approche multicritère (Koiter, 1960) étend la théorie classique de la plasticité (Tay-
lor, 1938) au casoù plusieurs mécanismesd’écoulementindépendantsexistent. Le do-
mainede plasticité n’est plus uneseulefonction (chapitre III), maison décrit les surfaces
d’écoulementparun nombrefini ou infini de fonctions seuils fr . Cesfonctionsnedépen-
dentquedel’état decontrainte σí et du glissementγr surle systèmer.

f r ð σí � γr ó î 0 (IV.2)
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Le tauxdedéformationplastiqueestdéterminéensommantsur tous lessystèmesactifs la
contribution dela vitessedechaquesystèmepondéréeparsonfacteurd’orientation.

L’hypothèsed’indépendance desmécanismesapparaîtdifficilementacceptable dansle cas
d’un cristal oùlesdislocationsproduitesparunsystèmedeglissementconstituent desobsta-
cles pour les autres mécanismes. De ce fait une généralisation a été proposée(Mandel,
1965) afinquela déformationinélastiquerésultedemécanismesdifférents.Et, danscecas,
lesfonctionsseuils dépendentdel’état decontrainte maisaussidesglissementssurchacun
dessystèmes.

f r ð σí � γ1 � γ2 � õJõJõJõJõ � γn ó î 0 (IV.3)

Ces travaux ont été réaliséspour des solides élastoviscoplastiquessoumis à des petites
perturbations et ont été étendu au casviscoplastique pour lequel (Rice, 1970) a montré
l’existenced’un potentielviscoplastique.

Ω î νn

∑
s® ν1

ωs î νn

∑
s® ν1

¯
γ̇s ð τs � γ1 � γ2 � õJõJõJõJõ � γn ó dτs (IV.4)

Cesapprochessontàla basedetouteslesapprochescristallographiquesqui sesont dévelop-
péesparla suite,approchesquasi-physiquesou approches phénoménologiques.

Le premier modèlepour lesmonocristaux pursdetypeCFCécrit à partir deconsidérations
physiquessurlesdislocations(Zarka,1972) généralisele cadreproposéparMandel etRice.
Supposantqueseulslessystèmes(111)<110>peuvent êtreactifs, il définit un mécanisme
de glissementen groupantles six systèmesde glissementde mêmevecteur de Bürgerset
montrequ’il existeun potentiel viscoplastiquequadratiquepour le cristal.

Uneautreformulation quasi-physiqueestbaséesurle fait quela déformation dumonocristal
s’effectueparglissementcristallographique surdessystèmeset quel’écoulement plastique
instantanéobéit aucritèredeSchmid(Franciosi, 1985).

τ̇r î νn

∑
s® ν1

hrs « γ̇s « (IV.5)

Ces modèlesfont intervenir les dislocations et leurs interactions en incluant un certain
nombrede processusélémentairescommele franchissementde dislocation, la création de
bouclesde Frank-Read,le glissementdévié et la montéededislocation. Par contre, ils ne
prennentpasencomptel’effet Bauschinger, mêmeseuil limite entraction et compression,
et restreignent donc lesapplicationsauxchargements monotones.

Dansnotre étude nousutilisonsun modèle cristallographiquephénoménologique. Cetype
de modèleprenden compteunedescription minimalede la microstructure (grain, phase,
systèmede glissement)maisreste“phénoménologique” au sensoù l’approchene cherche
pasà écrire uneloi d’écrouissagedont l’expression ferait directementréférenceà un mé-
canismemicroscopique(la dislocation “n’existepas” danscesmodèles).
Cemodèleestfondésurl’hypothèsequela déformation provientuniquementduglissement
dedislocations(le mécanismededéformationprédominantestle glissement)et c’est la loi
deSchmidqui définit directementle seuil deplasticité.
Dansle casdu monocristal, cesmodèles comportent trois étapesdistinctesqui considèrent
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l’aspect cristallographique. Connaissantla contraintemacroscopique,on détermine la cis-
sionrésolueτs surle systèmespuisoncalcule la vitessedeglissementsurcemêmesystème
(loi de comportement)pour obtenir enfin la vitessede déformationviscoplastiquemacro-
scopique.Le schémadela figure(IV.6) illustre la démarche.

°T±³²µ´T±T¶�·¹¸X²º¸X»J·²½¼f°¹¶¾±f¿�°T±T´¹À[Á³Â¾¸
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Figure IV.6 : Lesdifférentesétapesd’un modèlecristallographiquephénoménologique

Lesdifférentsmodèlesdéveloppéssuivantceschémadiffèrent principalementauniveau de
la loi decomportementet plusprincipalement auniveaudel’écrouissage(Cuitino et Ortiz,
1992).

Le modèleutil isé(Cailletaud,1987), (Méric et al., 1991), développépourle comportement
dessuperalliagesmonocristallins à basedenickel AM1, supposequele mécanismededé-
formation prédominantestle glissementdesdislocations. Et commenousavonspu le voir
au paragrapheprécédent,dans les conditions d’utilisation du matériau, le glissementdes
dislocations a lieu surdouzesystèmesoctaédriquesdu monocristal CFC( § 111̈ ý 011 þ )
ainsiquesursix systèmescubiquesdetype § 001 ¨zý 011 þ .
Uneformulationviscoplastiquea étéchoisie, afin d’éviter lesproblèmesrelatifs à la déter-
minationdessystèmesdeglissementactifs du modèle.Nousintroduisonsun seuil deplas-
ticité entraction et encompressionsurchaque systèmedeglissement.La densité dedislo-
cationn’intervient pasexplicitement. Deux variables sontdéfinies sur chaquesystèmede
glissements, rs écrouissage isotropeet xs écrouissage cinématique. Un systèmeestactif
si la cission τs estsupérieureà xs ï rs ou inférieureà xs ñ rs et le taux de glissementest
connuainsi quelesdeuxvariablesd’écrouissage. Lesvariablesd’état utiliséespour définir
l’évolution ders etxs sont le glissementcumulévs pourl’écrouissageisotropeet la variable
αs pourl’écrouissagecinématique.
Connaissantle tenseur descontraintes appliquéesσí , la résolution de la contrainte de ci-
saillementτs s’écrit classiquement selon(IV.6), ns et ms étantrespectivement, pourchaque
systèmes, la normale au plan de glissementet la direction du glissementdans le plan (fi-
gureIV.6). Lesvariablesd’écrouissagers et xs sontexpriméescommeunefonction deαs

et vs (IV.7) et servent à déterminer le taux de glissementviscoplastiqueγ̇s et le tenseur de
déformation viscoplastiqueε̇v (IV.8).
Les lois d’écrouissage (IV.9) et (IV.10) s’expriment à l’aide des deux variables
d’écrouissageet dedeuxcoefficients K et n modélisantla viscositédu matériau.

τs î σí : mí s î 1
2

σí : ð ns © ms ï ms © ns ó (IV.6)
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xs î cαs ; rs î R0
ï

Q1∑
r

hrs ð 1 ñ eò b1vr ó ï Q2 ð 1 ñ eò b2vs ó (IV.7)

γ̇s î v̇ssignð τs ñ xs ó ; ε̇í v î ∑
s

γ̇sṁí s (IV.8)

v̇s î ý « τs ñ xs « ñ rs

K þ n avec ý i þ î Maxð i � 0 ó (IV.9)

α̇s î γ̇s ñ dαsv̇s (IV.10)

La présenteformulation permetunesaturation de l’écrouissage aussibien en chargement
monotonequ’enchargement cycliqueetprendencomptelesinteractionsentrelesdifférents
systèmesdeglissementà traversla matricehrs (hrs î δi j ). Neuf coefficients matériaux sont
utilisés (K � n � c � d � R0 � Q1 � b1 � Q2 � b2). Ils ont été déterminésà partir d’essais à différentes
vitessesde déformation ou de cycles de fatigue-relaxation et à différentes températures
sur l’al liage AM1 à l’aide d’un logiciel d’identification automatique (Leriche, 1998). Les
valeurs utili séesdanscette étudesontdonnéesdansle tableau ci-dessous (Hanriot, 1993)
(tableauxIV.2 et IV.3) :

T � C 20 650 800 850 900 950
C11 ð GPaó 296 244 242 272 254 261
C12 ð GPaó 204 170 173 204 189 198
C44 ð GPaó 125 104 99 97 95 93
n1 î n2 15 15 10 7 5.5 5

K1 ð MPa � só 88 88 367 580 608 517
R1 ð MPaó 245 204 143 94 82 69
C1 ð MPaó 734850 3331320 666265 376320 360640 215600

d1 3266 16330 3266 1960 1960 1960
K2 ð MPa � só 96 96 439 669 653 707
R2 ð MPaó 377 170 94 71 59 47
C2 ð MPaó 186780 500555 250280 135760 113120 90480

d2 566 2121 2121 1697 1414 1131

TableauIV.2 : Coefficients du modèlecristallographiqueentre 20� C et 950� C
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T � C 1000 1050 1100 1150
C11 ð GPaó 258 250 320 /
C12 ð GPaó 198 192 264 /
C44 ð GPaó 90 88 86 /
n1 æ n2 4.5 4.3 4.1 4

K1 ð MPa � só 372 431 490 329
R1 ç MPaè 61 45 29 12
C1 ç MPaè 176400 148610 99615 72520

d1 1960 2123 1633 1960
K2 ç MPa � sè 509 307 359 /
R2 ç MPaè 47 47 47
C2 ç MPaè 112002 93324 39900

d2 1697 1414 849 /

TableauIV.3 : Coefficients du modèlecristallographiqueentre1000� C et 1150� C

Dansle chapitre V, afin desimulerle comportementd’une éprouvetteaxisymétrique nous
utiliseronsun modèlebasésuruneapprochemacroscopiquephénoménologique.

Les premières versions de cesmodèlesmacroscopiquesphénoménologiques proposaient
descritèresmacroscopiquesgénéralementbaséssur les critèresquadratiques de type Hill
(Nouailhas,1989; Nouailhaset Culié, 1991). Unetelle approchepeut s’interpréter comme
unemoyenne sur les systèmesde glissement. Mais ce type de modèlemacroscopique a
montrésesfaiblesses parrapport à la loi deSchmid.Le modèlecristallographique prévoit,
par exemple, la présence de “zones molles” en facedeszones ý 110 þ sur un tubed’axeý 001 þ sollicité en torsion pure, les zones ý 100 þ étant plus difficiles à déformer. Ce
résultat a étéconfirméparl’observation maisn’apparaît pasavecun critère macroscopique
qui prédit exactement les mêmescontraintes d’écoulement pour les deux directions. Ce
résultat prouve quetouslesmodèles baséssurun critèredeplasticitéquadratique (chapitre
III) nesontplusvalidespourdécrire le comportementd’un monocristal.

Descritèrespluscomplexesontdonc vu le jour, utilisant desfonctionsdechargeexprimées
en fonction des invariants(Nouailhas et Cailletaud, 1992; Nouailhaset al., 1995). Ces
derniers rendentautomatiquement la fonction invariantepour le groupedestransformations
orthogonalescaractérisant lessymétries matérielles. Afin dedéterminer la base d’intégrité
danslesaxesdu cristal, on utilise un critère qui peutêtrefonction deneufinvariants.
La loi decomportementestécriteenrespectantlesaxescristallographiquesducube.Le po-
tentiel viscoplastiqueauneexpressionclassique(équationIV.11)où f représente l’équation
dela surface decharge.

Ω æ K
n é 1

ý f
K þ nê 1 (IV.11)

L’anisotropie initi aleestdécrite auniveau deséquations(IV.12 et IV.13) à l’aide dequatre
desneufinvariantsdéterminantla based’intégrité.

f æìëÖí 3
2 ç I2 é 2a4I4 è 2 î a8I8 ï 3 î ç a6I6 è 4 ð 1ñ 12 î R (IV.12)
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avec I2 æ ç σ �11
î X11 è 2 é ç σ �22

î X22 è 2 é ç σ �33
î X33 è 2

I4 æ ç σ �23
î X23 è 2 é ç σ �31

î X31 è 2 é ç σ �12
î X12 è 2

I6 æ ç σ �23
î X23 è ç σ �31

î X31 è ç σ �12
î X12è

I8 æ ç σ �23
î X23 è 4 é ç σ �31

î X31 è 4 é ç σ �12
î X12 è 4 (IV.13)

IV.3 Détermination d’un modèlehomogèneéquivalent

IV.3.1 Présentationdu modèle

La méthodeutiliséeest la mêmequecelle miseen placepour la déterminationdu milieu
homogèneéquivalentdans le casdu comportementviscoplastiqueisotrope(chapitre III).

Nous avons généré une “base d’identification numérique” en simulant différentscharge-
mentssur la cellule élémentaire du milieu perforé à partir de laquelle nous cherchons à
identifier un modèle homogène de substitution. Ce dernier doit possédercertainescarac-
téristiques, il doit être:

� cristallographique

� viscoplastique

� anisotrope

� compressible

De ce fait la voie suivie consiste à conserver le modèle cristallographique
phénoménologiqueexistant eny ajoutantdes“pseudos-systèmes” dedilatation afindepren-
dreencompte la plasticité dilatante(Cardona et al., 2000b).

La contraintedecisaillementτs
gliss (IV.14)serésout toujoursselonla loi deSchmidet pour

chaquesystèmedeglissement.La dilatationestintroduite (IV.15)enutil isantla contrainte
normaleσn

dil , évaluéeautraversdu produit contracténs © ns.
Cesnouveauxmécanismescorrespondentà la cinétiquedemontéedesdislocationsmaisce
n’estpascephénomènequenousprenonsencompte. Nousnousservonsdececritèrepour
traduire la compressibilité du milieu dueà la géométrie.

τs
gliss æ σò : ç ns © ms è γ̇s æôó « τs

gliss
î xs

gliss « î rs
gliss

Kgliss õ ngliss signç τs
gliss

î xs
glissè (IV.14)

σn
dil æ σò : ç ns © ns è γ̇s æöó «σn

dil
î xs

dil « î rs
dil

Kdil õ ndil signç σn
dil
î xs

dil è (IV.15)

L’originedecetteplasticité dilatanteétant liéeàla présencedutrou(chapitreIII), nousajou-
tonsseulementdeux“pseudos-systèmes”dedilatationsuivant lesdirections ¬ 100 et ¬ 001 .
Le raisonnement est identique à celui effectué en viscoplasticité isotrope où l’anisotropie
du premierinvariant I1 ç σò�è , prise encompteautravers du tenseurPò , estnulle suivant la di-
rection y.
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Nousverrons ultérieurementquecechoix n’aura pasd’influencesur lesrésultatsaumoins
auniveaudesconditionsdechargementconsidérées aucours del’étude.

La variable d’écrouissage cinématiquexsi s’évaluesimplement en fonction de la variable
d’étatcorrespondanteαs

i (IV.16).

xs
i æ cαs

i ; α̇s
i æ γ̇s

i
î dαs

i v̇
s
i (IV.16)

La variable isotropes’écrit en fonction de la déformationviscoplastique cumuléesuivant
(IV.17) avec unematriced’interaction hrs (hi j æ δi j dansce cas)entresystèmesdeglisse-
ments.

rs
i æ R0 é Q1∑

r
hrs ç 1 î e÷ b1vr

i è�é Q2 ç 1 î e÷ b2vs
i è

avec v̇s
i æöó « τs î xs

i « î rs

K õ n avec ó j õ æ Max ç j ø 0 è (IV.17)

La vitessededéformationplastiques’obtient,dans le casdu modèlehomogèneéquivalent,
enutil isantnonseulementle tenseurd’orientation dechaquesystèmedeglissementmò s mais
également deuxnouveauxsystèmesdedilatationprojetéssurle tenseurnò s (IV.18).

ε̇ò v æ ∑
s

γ̇sṁò s é ∑
s

δ̇sṅò s (IV.18)

Cemodèlerentredansle formalismedesmodèlesàvariablesinternesmultimécanismes. Le
systèmelocal à considérersurchaque point deGaussestconstituéparlesrelationsdéfinis-
santla décomposition élastique-viscoplastique dela déformationet par les lois d’évolution
desvariablesα et v.
Ce type de modèle, commele modèlephénoménologique déterminéau chapitre III, est
actuellementconsidérécommeayant un bon rapport “qualité/prix” du point de vue de la
simulation numérique.

Nous aurions également pu développer un modèle utilisant un critère unique (équation
IV.19). ù

Cτ2
gliss é Fσ2

dil (IV.19)

Cetteformulation auraitpermisuncouplageentrelessystèmesdeglissementet lespseudo-
systèmes dedilatation. Mais celle-ci nes’estpasrévéléeindispensable.

IV.3.2 Identification du modèle

L’identification du nouveaumodèle de comportementhomogèneéquivalent a étéréalisée
ensuivant la méthodologie du chapitre III.
Nousavonsréalisédifférentes simulationssurla cellule debase :ú des essaisde traction dans les trois directions et à deux vitesses de sollicitation

(10÷ 2s÷ 1 et 10÷ 4s÷ 1) (figureIV.7),ú des essais de cisaillement dans les trois plans et à deux vitessesde sollicitation
(10÷ 2s÷ 1 et 10÷ 4s÷ 1) (figureIV.8),
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ú deux essais de dilatation hydrostatiqueà différentesvitesses (10÷ 2s÷ 1 et 10÷ 4s÷ 1)
(figureIV.9),ú des essais d’extension dansles trois directions et à deux vitessesde sollicitation
(10÷ 2s÷ 1 et 10÷ 4s÷ 1) (figureIV.10),ú et deuxessais derelaxationdansla direction x et z (figureIV.11)ú desessais cycliquesdans la direction x, z et dansle plan ¬ xz où la perforation in-
fluencele comportementàdeuxvitessesdesollicitation (10÷ 2s÷ 1 et10÷ 4s÷ 1) (figure
IV.12)

pourunetempératuredefonctionnementde950û C.

Notremodèleconserve bien soncaractèreanisotrope et viscoplastique.
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Figure IV.7 : Comparaison“expérience” - calcul surdesessais detraction

Nousobservons également, à partir desessaisde traction (figure IV.7), unebonnecorréla-
tion danslesdirections ¬ 100 ç xè et ¬ 001 ç zè subissantl’influencedela perforation.
Parcontre, l’écart obtenu surlescourbesdetraction dansla direction y provient du fait que
le modèlen’est pasmodifiédanscettedirection (axe du trou) afin de limiter le nombre de
variables. De plus,auvu desconditions dechargementsubiespar l’aube,nous choisissons
deprivilégier la direction z lors del’identification du modèle.
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Figure IV.8 : Comparaison“expérience” - calculsurdesessais decisaillement

Aprèsavoir validéle caractèreanisotrope(figures IV.7 et IV.8),nousallonsajuster lescoef-
ficientsdesdeuxnouveauxsystèmes dedilatationà partir d’essaissollicitant la partie com-
pressible du modèle.
Decefait desessaisdedilatationhydrostatique(figureIV.9) etdesessaisd’extension(figu-
re IV.10)sontréalisés.
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Figure IV.9 : Comparaison “expérience” - calcul surdesessaisdedilatationhydrostatique
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Figure IV.10 : Comparaison “expérience” - calcul surdesessaisd’extension

La partievisqueusedumodèleestobtenueenréalisantdesessais derelaxation(figureIV.11)
et desessais cycliques(figureIV.12).
Nous remarquonségalement le bon comportementdu modèlesouschargementcyclique
(effet Bauschinger). Ceciparaît trèsintéressantsachantquela plupartdespiècesaéronau-
tiques sontsollicitéesenfatiguethermomécanique.
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Figure IV.11 : Comparaison“expérience”- calculsurdesessais derelaxation
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Figure IV.12 : Comparaison“expérience”- calcul surdesessais cycliques

Parcontre,si nousnousintéressonsà la variation devolumeaucoursd’un essaidetraction
nousobservonsquele modèleprend encomptecechangementdevolumemaisnereproduit
pasexactement cequi seproduit auniveaudela cellule debase(figureIV.13).
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Figure IV.13 : Changement devolumesuiteà un essai detraction

Ceci peut venir du fait quenousn’avonspasde couplageentre les différentssystèmesde
glissement(équationIV.19)commeentrelesdeuxinvariantsdansle critère elliptique.
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Les coefficientsont étédéterminésuniquementpour une températurede fonctionnement
de 950û C et sontdonnésdansles tableaux (IV.4) à (IV.7) pour les différentssystèmesde
glissement.

T û C n1 K1 ç MPa ø sè R1 ç MPaè C1 ç MPaè d1

950 5 425 65 160000 1850

Tableau IV.4 : Coefficients du glissement octaédrique du modèle cristallographique
phénoménologiquedesubstitution

T û C n2 K2 ç MPa ø sè R2 ç MPaè C2 ç MPaè d2

950 5 545 25 62000 900

Tableau IV.5 : Coefficients du glissement cubique du modèle cristallographique
phénoménologiquedesubstitution

T û C n3 K3 ç MPa ø sè R3 ç MPaè C3 ç MPaè d3

950 5 2000 225 500000 982

TableauIV.6 : Coefficients du premier systèmededilatationdu modèlecristallographique
phénoménologiquedesubstitution

T û C n4 K4 ç MPa ø sè R4 ç MPaè C4 ç MPaè d4

950 5 1800 188 315000 1000

TableauIV.7 : Coefficients du second systèmededilatation du modèlecristallographique
phénoménologiquedesubstitution

Si nousregardonsl’évolution descoefficientsdu glissementoctaédrique et du glissement
cubique, nousremarquonsalors une diminution reflétant l’affaiblissement despropriétés
mécaniques.

Si nous calculons le rapport cubique/octaédrique pour l’écrouissage isotrope et
l’écrouissagecinématiquealors nousobservons quecerapport n’est pasconservé.
Au niveaudu modèlecristallographiqueinitial nous avons
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| Ccub
}
Dcub

Coct
}
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| 0 ~ 72

alorsquedans le modèlehomogèneéquivalentidentifié nous obtenons
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}
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}
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| 0 ~ 8
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Mais ces coefficients sont difficil ement comparables car ils subissent l’influence des
“pseudo-systèmes”dedilatation.

Nousobservonségalement queles coefficients caractérisant les “pseudo-systèmes”de di-
latation sontsupérieurs. Ceci s’explique par le fait qu’ils agissentdirectementsur la con-
trainte normalealorsquelesautres systèmesagissentsur la cission critique. Si nouscorri-
geonslescoefficientsobtenuspar le facteurdeSchmidalorsnousobtenonsle mêmeordre
degrandeurquepourlessystèmesdeglissementcubique.

IV.4 Applications

IV.4.1 Plaqueperforée

Commedans leschapitresprécédents (chapitre I et chapitre III), la validationdu modèlese
fait suruneplaqueperforée.

Nousréalisonsun essaidetraction surunestructuretridimensionnelle:ú perforée périodiquement ayant le comportement cristallographique (calcul de
référence),ú suruneplaque homogénéisée ayantle comportementhomogène équivalent,ú et suruneplaquehomogénéiséeayant le comportementdu monocristalmassif.

Nousallonscomparer l’état decontrainteauvoisinaged’uneperforation situéeaucentrede
la structure,afin depallier tout effet debord, entre le calculderéférenceet lesdeux autres
calculs aprèsrelocalisation surla cellule debase.

Nous regardons la contrainte au point de Gausssur la cellule de basetridimensionnelle
(figuresIV.14 et IV.16). Et nous traçonsla contraintesur la ligne définissantla géomértie
du trou afin de comparer la localisation et l’intensitédeschampslocaux (figures IV.15 et
IV.17).
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Les figures (IV.14 et IV.15) montrent les résultats obtenus suite à un calcul prenant en
comptel’affaiblissementdu comportement.
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Figure IV.14 : Comparaisondela contraintedevon Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectuésuruneplaque sanstrou ayant un comportementhomogène équivalent
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Figure IV.15 : Comparaison de l’état local autour du trou (contrainte équivalenteau sens
devon Mises)
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Les figures(IV.16 et IV.17) montrent les limites du “zoom structural” dans le casd’une
structurepériodique et l’in térêtd’utiliser un milieu homogènedesubstitution.
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Figure IV.16 : Comparaison dela contraintedevon Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectué suruneplaque sanstrou ayant le comportementmonocristallin massif
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Figure IV.17 : Comparaison de l’état local autour du trou (contrainte équivalenteau sens
devon Mises)

L’écartmesuréauniveaudela contrainteéquivalenteautour du trou estde18%alorsqu’il
nedépassepas2%avecle milieu homogèneéquivalent.
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IV.4.2 Aube de turbine HP

Nousappliquonsmaintenantla méthodeaucalculdel’aube deturbine.

Noussimulons toujours la mêmemissiontypique(figure I.16) en isotherme(à 950û C) sur
la structureréelle et sur le maillage homogénéisé.
Les résulats obtenussont illustréssur les figures(IV.18 et IV.19) à la fin du palier de vol
pourprendreencomptela viscosité.
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Figure IV.18 : Contraintesdevon Mises(MPa) autemps390dela mission

La relocalisation des contraintes locales sur la cellule de basecomparéesaux résultats
obtenus sur l’aube perforée montre, une nouvelle fois, l’effet prédictif (figure IV.20) et
l’intérêt demodéliserla zoneperforéeparun milieu effectif (figureIV.21).
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Figure IV.19 : Contraintesdevon Mises(MPa)autemps390dela mission surle maillage
homogénéisé
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Figure IV.20 : Comparaison dela contraintedevon Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectuésurl’aubeoùla zoneperforéeaétéremplacéeparunmatériau homogèneéquivalent
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Figure IV.21 : Comparaisondela contraintedevon Misesaprèsrelocalisation d’un calcul
effectuésurl’aube où la zoneperforéen’estpaspriseencompte
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Les aubes de turbinesfixeset mobiles desmoteurs actuels sontsoumisesà dessollicita-
tionsdefatigue importantesdansla mesureoù le régimemoteurpeutêtreamenéà fluctuer
rapidementnotammentdanslesmissionsdemoteurmilitaire. Lesvariationsdetempérature
lorsdela phasededécollageoud’atterissageinduisentdefortsgradientsthermiquesausein
decespièces, qui générenteux-mêmesdescontraintesd’origine thermique. Ceprocessus
imposedoncauxaubesdeturbine un cyclage thermo-mécanique.

Le comportementet l’endommagement peuventêtreétudiéssurstructureousurbanc. Mais
le coût de tels essaiset les difficultésde reproductibilit é et d’interprétation ont conduit au
développementd’essaistechnologiquesplussimpleset moinscoûteux.
Danscetteétude lesessais ont étéréalisésdans le départementMécaniquedu Solideet de
l’Endommagementdel’ONERA parDidier Pacouet DanielPoirier.
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V.1 Les différ entes études menées sur le superalliage
monocristallin AM1

Les superalliages monocristallins à basede nickel ont fait l’objet de nombreusesthèses
(Malpertu, 1987; Defresne, 1989; Méric, 1991; Hanriot, 1993; Gallerneau, 1995; Per-
ruchant, 1997) qui ont permisd’étudier :

� le comportementmonotone

� le comportementcyclique

� l’influencedel’or ientation cristallographique

� l’enduranceou plusprécisémentl’endommagementenfatigue

� lesmécanismesdefissuration

� l’influencedela température

� l’influencedel’environnement

au travers, pour desraisons de simplification et de coût, d’essais de caractérisation mé-
caniqueisotherme.

Mais l’évolution desmoteursexige un dimensionnementde plus en plus précis. Pource
faire desessais mécaniquesen conditions aussiprochesquepossible de cellesréellement
rencontréessurlespiècesenserviceontétédéveloppés. Ainsi, pourtester le comportement
d’un élément de volume, et non plus d’une structure, desessais de fatigue anisotherme
ou fatigue thermo-mécanique ont étémis au point (Rémyet Reuchet, 1983; Rémy, 1986;
Lautridou et al., 1995).
Le principedecesessais, renduspossiblesgrâceaudéveloppementdel’inf ormatique,con-
sisteà imposersimultanémentà l’éprouvette un cycle de chauffageet de refroidissement
en évitant la création d’un gradient de température et un cycle de déformationmécanique
de manièreindépendante. Il estainsi possible de reproduire sur uneéprouvette tubulaire
lescyclessubisparl’élément devolumecritique.La régulationenboucle ferméedela ma-
chined’essaiestréaliséedefaçonautonome.Lemicro-ordinateurgénèreparl’intermédiaire
d’unerégulationdetempérature,uncycle thermiquefonction dutemps.Durant unepériode
de précyclageà charge nulle, nécessaireà la stabilisation du cycle de dilatation, le micro-
ordinateurenregistre la déformation thermique. Puis la déformation totale est appliquée
à l’éprouvette en ajoutant à la dilatation thermique enregistrée la déformationmécanique
désirée:

ε� tot � ε� th � ε� mec (V.1)

Cesessaispermettentdereleveretd’exploiter deuxtypesd’information, dansdesconditions
prochesd’un environnementmoteur:

� la qualité en conditions anisothermesdeslois de comportementet desmodèles de
durée devie établis parle calcul encondition isotherme

� la duréedevie despièces.
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Lesaubesdeturbine HP du moteur M88 sontréaliséesenAM1 et protégéesparun revête-
ment C1A. Plusieurs études (Chataigner et Rémy, 1995; Gallerneau, 1995; Perruchant,
1997)ont permisde calculer le potentiel de cet alliage sollicité en fatigueanisothermeet
d’apprécierl’in cidence dela protection C1A surle comportementmécanique.

Lescyclagesthermiquesetmécaniquessont représentatifs deceuxsubispardifférentespar-
ties critiquesde l’aube (par exemplele bord d’attaque). De nombreusesformesde cycles
ont étédéfinies pourl’AM1 maisnousn’en présenterons quedeux.

� Le cycle “4 pentes” pourbordd’attaque
Le cycle ‘4 pentes” doit sonnomà sonalluredansle diagrammereliant la déforma-
tion mécanique(ε� mec � ε� tot � ε� th) à la température(figureV.1)
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Figure V.1 : Le cycle “4 pentes” pour bordd’attaque

Le cycle de température utilisé est un cycle triangulaire compris entre 650¿ C et
1100¿ C avecdesvitessesdechauffageet derefroidissementégales.
Le cycle de déformationmécanique imposéà l’éprouvette a étédéduit d’un calcul
par éléments finis simulant le comportementdesaubes de turboréacteur en service
(Malpertu, 1987). Il permet de restituer le couplagequi existe entrela déformation
mécanique et la déformation thermique observées sur la pièceréelle en décrivant,
de façon schématique l’évolution de la déformation d’un élémentcritique du bord
d’attaquede l’aube. Danscecycle la déformationmaximaleet la déformation mini-
malesont imposées à deuxtempératuresintermédiairesdifférentes; la déformation
estminimaleencompressionà 950¿ C durant le chauffageet maximaleen traction à
750¿ C pendantle refroidissement.

� Le cycle “W” pourl’in tradosà proximité du borddefuite
Denouveauxcalculs réaliséssuraubeontpermisdedéfinirunnouveaucycle thermo-
mécanique en s’intéressant à la zone critique située sur l’int radosdes pales côté
bord de fuite. Ce cycle estnommé“W” en raisonde sonallure dans le diagramme
température-déformation mécanique(figureV.2).
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Figure V.2 : Le cycle “W” pourl’int radosà proximité du borddefuite

Par rapport aucycle deréférence(cycle “4 pentes”), la déformationmaximaleacette
fois-ci lieu à la températureminimale, et le refroidissements’effectue en imposant
lesmêmesdéformations qu’auchauffage.

Touscesessais ont permisd’analyser le comportement, autrement dit l’évolution descon-
trainteset desdéformationsaucoursdu cycle, et decomparer cesrésultatsexpérimentaux
auxsimulationsobtenuesenutil isantles lois decomportementidentifiéessur l’AM1. Ces
comparaisonsont montréde très bonnes corrélationsentrele calcul et l’expérience pour
tousles cycles stabilisés (Debussacet al., 1994). L’élévation de la contrainte moyenne en
coursd’essai estbien priseen comptemaisle modèle prévoit cependantunestabilisation
decette contraintemoyenneplusrapide qu’elle nel’est enréalité.

Toutefois cessollicitations sur élément de volume restent uniaxialeset ne permettent pas
desimulerdeschocs thermiquesaussisévèresqueceuxobtenusavecdesessais defatigue
thermiquesurstructureplusreprésentatifs desconditions defonctionnement.
De ce fait les essais classiques réaliséssur éprouvettestubulaires mincesafin d’obtenir
unetempératureuniformedansl’épaisseurnesontpasreprésentatifs desconditions réelles
sur pièces travaillant à haute température commeles aubes de turbine refroidies, dans
lesquellessubsisteunfort gradient deparoi. Un équipementspécifiqueadonc étédéveloppé
à l’ONERA afin dereproduireun gradient thermique dansla paroidel’éprouvette aucours
del’essaithermo-mécanique(Chabocheet al., 1997).

V.2 Lesmoyenstechniquesutilisés

V.2.1 Le montageONERA

En raison du procédé de refroisissementinterne desaubesde turbine HP (voir introduc-
tion), les contraintesd’origine thermique deviennentaussi importantesqueles contraintes
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mécaniques(force centrifuge). Aussi,pour simuler le gradient thermiqueapparaissant sur
la pièce, l’ONERA a développéun systèmequi permetderefroidir la faceintérieured’une
éprouvettede fatigue cylindrique tout en chauffant la surface extérieure. La difficulté est
d’obtenir desgradientsaussi élevés queceuxcalculés sur la pièce réelleavec unebonne
distribution dela températuresurla section utile del’éprouvette.
Le chauffageestobtenu avec un inducteur(type solénoïde) relié à uneunité de chauffage
parinduction de12 kW depuissance.Un desavantagesliés à l’util isation du chauffagepar
induction (parrapport àunfour à lampeparexemple)danscetteapplication,estdelocaliser
le chauffagesur la surfaceexterne de l’éprouvette. Le gradient thermique estalorsgénéré
enrefroidissant la surfaceintérieureenutilisantun flux d’air pulséà températureambiante
commeillustré surla photo (V.3).

Figure V.3 : Le montage ONERA

Afin d’obtenir une bonnedistribution de la température, le flux d’air est soufflé en per-
manenceà l’int érieurdu tubeet canalisé par unechemise en aluminepour augmenterla
convection. La paroiinterneestainsi refroidiecréantungradientdeparoipouvantatteindre
jusqu’à 250¿ C dansla zone la pluschaude(Chabocheet al., 1997) (figureV.4).

Un débimètresoniqueplacéenamontetun diaphragmeensortiepermettentdemesurer les
débitsmassiquesd’air (environ 10 mg d’air par trou pourunepression de4 barsenentrée)
afin d’assurerun débit d’air constant.

V.2.2 Présentationde l’épr ouvette

Cetteétudefait suite à celle (Chaboche et al., 1997) réaliséesur deséprouvettes cylin-
driques(le diamètre extérieur estde 14 mm avec uneparoi de 2 mm d’épaisseur) (figure
V.5) monocristallinesAM1 revêtuesC1A.
Nouscherchonsàsimuler le chargement thermiqueetmécaniqueexistant auniveau dubord
d’attaquede l’aubede turbineafin d’étudier l’in fluencede la multiperforation sur le com-
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Figure V.4 : Schémadu systèmede“chauffage-refroidissement” del’éprouvette

portementet la duréede vie. Par conséquent les éprouvettesont étépercées suivant deux
motifs (figureV.6).
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Figure V.5 : Schémadel’éprouvette

Toutesles éprouvettes sontorientéesselonla direction cristallographique � 001 � et les
perçages,réaliséspar laser, sont orientésselon � 010 � . Le revêtementC1A a étédéposé
surla surfaceexternedel’éprouvette,ensuivantla procédureappliquéesurlesaubesréelles
enraisondesconditionsdefonctionnement,afin deprotégerle matériaucontrel’oxydation
maiségalementcontre lesphénomènesdecorrosion et d’érosion.

Le choixdesrevêtementsprotecteurspouraubesdeturbineestlié nonseulement auxperfor-
mancesintrinsèques,maiségalementsur la fiabilité et la “réparabilité” de la couchequ’il s
constituent.
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Premier motif

Deuxième motif
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Figure V.6 : Lesdeuxmotifs deperçage

Lesaubesensuperalliage monocristallin AM1 sontrevêtuesd’un aluminure modifiéparle
chromeC1A. Cedépôtthermochimique dechromaluminisation estnondirectionnel cequi
permetde recouvrir avec unehomogénéitésatisfaisante despièces de formescomplexes.
Le dépôt esteffectué à 1500¿ C lors du premier revenu deremiseensolution desprécipités
eutectiqueγ � γ

�
. Il s’agit d’unealuminisation enphasevapeur modifiéeparun prédépôt de

chrome.
La figure(V.7)montrel’aspectdurevêtement,formédegrainspolygonaux d’environ 15µm.

Figure V.7 : Aspectdu revêtementthermochimiqueC1A (Gallerneau,1995)
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La figure V.8, représentant unecoupe longitudinale d’une éprouvette,met en évidencela
présencedecinq zones:

� unezoneexternemonophasée

� unezoneinterne constituéed’une matricenoyantdenombreux précipités

� unezoneintermédiaire entrela protection et le substrat

� unezonedediffusion

� le superalliage
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FigureV.8 : Coupelongitudinaled’uneéprouvetteenAM1 revêtueC1A(Gallerneau, 1995)

Grâceà uneanalyse X du matériau tous les µm, la concentration desélémentsa pu être
obtenuedela surfacedel’éprouvette jusque dansl’all iageAM1.

� Il existeuneforte concentration dechromeentre leszonesexterneet internerésultant
de la premièrephase de dépôt. Ce cordon de chromesituésur la surface initi ale de
l’éprouvette enAM1 s’avèreefficacevis-à-visdela corrosionà chaud.

� La zoneexternemonophaséeestprincipalement constituéed’aluminuredenickel qui
se forme lors de l’aluminisation (secondephase du dépôt). L’aluminure de nickel
β � NiAl estformégrâceà la diffusion du nickel provenantdu substrat debase.

� La zoneinterneauncaractèrepolyphasé(fortesvariationsdeconcentration denickel,
de chromeet d’aluminium). Samatriceestconstituée, commela zoneexterne, de
l’aluminureβ � NiAl surstoechiométrique.

� La zone de diffusion contient de petits précipités plus riche en aluminium qu’en
chrome contrairement à l’AM1 qui comprend en moyenne plus de chrome que
d’aluminium.
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V.2.3 Réglagesdesparamètresdesollicitation

Desessaispréliminairesont cherchéà vérifier la présencedegradientsselon lesdirections
circonférentielle, longitudinale et radiale. Ils ont été réaliséssur deséprouvettes quatre
trousisolés(4 trousà 90¿ ) pour la miseaupoint du systèmed’essaiet desmesures locales
degradients.

Les premiers essais ont étéeffectuésavec un inducteur de 28 mm de hauteur (4 spires),
centrésurlestrous.
Dansun premier temps, l’éprouvette estinstrumentéeavecdesthermocouples(un thermo-
couple estfixé sur le bordd’un trou) afin demesurer lesdifférentsgradients.Lespremiers
résultats,nemettant enévidenceaucungradient circonférentiel autour du trou,unemesure
par camérainfrarougeà l’aide d’une caméra(matrice de 260*260 pixels) a été util isée.
Suite à un étalonnage, effectué à différentestempératuresafin de corriger les variations
d’émissivitéde la surface de l’échantillon, desgradients de températuretrès localisésau
niveaudestrous ont étémesurés. La figure (V.9) illustrele champ de températuresurune
ligne circonférentielle traversantla perforation pour trois niveaux de chauffageet met en
évidencel’absencedegradient quelquesoit le niveau detempérature.

Figure V.9 : Gradient circonférentiel pourdifférentsniveaux detempérature

Par contre nousobservons un gradient longitudinal, d’environ 50¿ C } mmdepartet d’autre
del’inducteur (figureV.10).

Cesrésultatsont étéconfirméspar les thermiciensdeSNECMA (figure V.11) qui nemet-
tentpasenévidencedegradientthermiqueautour destroussurunmaillaged’aube.Seulun
gradient longitudinal du pieddel’aube à la baignoireet un gradient deparoisontcalculés.
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Figure V.10 : Gradient visualiséparcamérainfrarouge
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Figure V.11 : Champthermiqueobtenu parlesthermicienssurlesdeuxmaillages

De cefait nousavons cherchéà créercesgradientsexpérimentalement afin des’approcher
aumieuxdesconditions defonctionnementdel’aubedeturbine aucours d’une mission de
vol.
Pource faire l’inducteurestdécalé et nousmesuronsle gradient thermiquelongitudinal à
l’aide de thermocouples. Un trentainede thermocouples ont étésoudés sur la surfaceex-
terneet interne,demanière longitudinale et circonférentielle afin demesurer dela manière
la plusprécise le champthermiquesurla pièce.Desessais decyclagesentempératureentre
650¿ C et 1050¿ C enmontée rapide(5 secondes)n’ont pasmontrédedifférencedegradient
surlestransitoires. Mais la températureobtenueauniveau du trou parrapport à la tempéra-
turemaximumdeparoi n’étant passatisfaisante,un nouvel inducteur a étéréalisé(2 spires
et 12 mmdehauteur).

Les essais suivants ont cherché à optimiser le gradient longitudinal et la température au
niveaudu trou le plus chaud(1050¿ C à la température de chauffe et 650¿ C au momentle
plus froid) sur les éprouvettesd’essais (11 trouset 21 trous). Un bon compromis semble
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êtreobtenu en décalant l’inducteurvers l’amont du flux d’air favorisantainsi un gradient
longitudinal et un gradientdeparoi d’envion 250¿ C auniveaudela zone la pluschaude.
Surla figure(V.12)nousobservonsle champthermiquerelevéparlesthermocouples,placés
surla génératricedel’éprouvette(distantsde5 mmauloin destrousetde1.7mmauniveau
duréseaudeperforation) etcelui générénumériquementqui serviradeconditions auxlimi-
tespour simulerlesessais parla méthode desélémentsfinis.
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Figure V.12 : Gradient longitudinal relevé surl’éprouvette

V.3 Présentationdesessaisthermo-mécaniques

Cesessaisthermo-mécaniquesvont nouspermettredansunpremiertempsd’évaluerla qua-
lité desmodèlesdecomportementdu superalliagemonocristallin AM1. Nouscomparerons
la réponse“globale” afindes’assurerquenoussimulonscorrectementl’expérience. Et dans
un deuxièmetemps(chapitre VI), noustesteronsla validité desmodèlesde duréede vie.
Cesmodèlesdéterminésen isothermesur desélémentsde volume seront appliquésà un
calculdestructuretridimensionnel.

V.3.1 Les essaisréalisés

Nouspossédons11éprouvettesmonocristallinesAM1 revêtuesC1A (5 éprouvettes21trous
et 6 éprouvettes 11 trous).
Différents cycles thermo-mécaniquesdetrois minutesont étéréalisésoù la contrainteet le
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champde températuresont imposés(tableau V.1). Les différents types d’essai seront ex-
plicitésdans la section V.3.3.

Essai motif Type Contrainte Cyclesà Cyclesà Type de
cycle (en MPa) amorçage ruptur e ruptur e

21 trous Eprouvette d’étalonnage
Essai1 21 trous Isotherme ¦ 200 342 412 Zonechaude
Essai2 21 trous Type1 ¦ 200 2250 Zonechaude
Essai3 21 trous Type2 � 550§ � 150 760 855 Trousdu haut
Essai4 21 trous Type3 ¦ 400 804 1476 Trousdu haut

11 trous Eprouvette d’étalonnage
Essai5 11 trous Type4 ¦ 400 1067 1248 Trousdu haut

11 trous Problèmemachine
Essai6 11 trous Type4 ¦ 300 Têtedessoudéeà 2031 cycles
Essai7 11 trous Type3 ¦ 300 4155 4685 Trousdu haut
Essai8 11 trous Type3 ¦ 350 1065 2433 Trousdu haut

TableauV.1 : Récapitulatif desessais thermo-mécaniques

Deux éprouvettes ont servi à l’étalonnage du champthermique et les neuf autres ont été
sollicitéesjusqu’à rupture (figureV.13).

Figure V.13 : Facièsderuptured’uneéprouvette21 trous

Pourchaqueessai, nousrelevonsle déplacementglobal del’éprouvette,le nombredecycles
à amorçageet le nombredecycle à rupture.
Le nombrede cycles à amorçage définit la duréede vie pour former une fissuremacro-
scopiquedans la pièce de1 à 2 mm. Il estobtenuexpérimentalementparuneméthode de
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mesuredepotentiel. La duréedevie àrupturecorrespond quant àelleà la rupturecomplète
del’éprouvette.

V.3.2 Les différ entessimulations réalisées

Le maillage de l’éprouvette utilisée est représentésur la figure (V.14). Pourobtenir une
caractérisation rapide,le maillagenepossèdequ’unélément dans l’épaisseuret la tailledes
élémentsauborddu trou estdel’ordre de0.2mm.

Figure V.14 : Maillage del’éprouvette defatigue thermo-mécanique

La méthodeutiliséepour établir la corrélation“expérimentale / numérique” estillustréesur
la figure(V.15).

En parallèle del’essairéaliséà l’ONERA, nousréalisonsdeuxsimulationsnumériquessur
deuxgéométriesdifférentes:

� un calculsur la géométrie réelle
Toujourspourdesraisonsdetempsdecalcul, lespatesdefixation ontétésupprimées
(figure V.14). Les conditions aux limites seront par conséquent appliquéesaux ex-
trémitésdumaillagequi sontsuffisamentéloignéesduréseaudeperforationspourne
pasperturber l’état decontrainteau voisinagedestrous. La géométrie estidentique
à celle util iséeexpérimentalement ce qui rend les maillagesrelativementimportant
(35000 degrésde liberté pour l’éprouvette 21 trous et 24000 degrés de liberté pour
l’éprouvette11 trous).
Nousutilisonsle modèle cristallographique, introduit auchapitre IV, poursimulerle
comportementthermo-mécaniquede l’éprouvette. Nousreprésentons ainsi le com-
portementnonlinéairedescontrainteset desdéformationssurla structureréelle.
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Figure V.15 : La méthode utiliséepour définir lesessais

� un calcul suruneéprouvetteaxisymétrique
Cette simulation effectuée à l’aide d’un modèlebasé sur un critère de plasticité
quadratique (Nouailhas et Culié, 1991) aidera tout d’abord à la détermination des
essais. Il permettra également la réalisationd’un grand nombredecycles, alorsque
seulement30 cycles sont simulés sur la structure réelle en raison de la géométrie
complexe.

V.3.3 Présentationdesrésultats

Danscettesection, nousallons chercher à corréler les essaisexpérimentauxet les simula-
tionsnumériquesd’un point devuedu comportement.

a) Essai1

Le premier essai réalisé estun essai à champ de température non uniforme maisconstant
dansle temps.
Sur la figure (V.16) nousobservons le champde température (gradient longitudinal et de
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paroi) appliqué numériquement sur l’éprouvette 21 trous au cours du chauffage(1050¿ C
au niveaudu trou le plus chaud). Malgré la présenced’un seul élément quadratique dans
l’épaisseur, nous simulons tout demêmele gradientdeparoi.

100 500 1000

Figure V.16 : Champthermiquesurl’éprouvette ( en ¿ C)

Nousappliquonsun chargementmécaniquede ¦ 200MPa surunepériodede180secondes
(figureV.17).
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Figure V.17 : Chargementmécaniquedu premier essai
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En parallèle,nousréalisonsdeuxsimulationséléments finis : le calcul axisymétrique et le
calcul tridimensionnel.
Sur la figure (V.18) nous avons tracéle déplacementglobal relevé expérimentalement et
le résultat obtenu au niveau de la simulation axisymétrique. Le modèlemacroscopique
phénoménologiquereproduit bienl’expérience.
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Figure V.18 : Comparaisondel’essai thermo-mécaniqueavecla simulation axisymétrique

Dans un deuxième temps nous cherchons à vérifier si la simulation effectuée sur la
géométrie tridimensionnellereproduit,elle aussi, correctementl’expérience.
Noustraçons surla figure(V.19) le déplacementglobal :

� du résultat expérimental

� dela simulation axisymétrique

� du calcul tridimensionnel (calcul EF)

� du calcul axisymétriqueauniveaudela zone decalcul EF(figureV.15)

sur lespremierscycles.
A partir du calcul axisymétriquenousremarquonsquelesconditions aux limites du calcul
sont représentativesdesconditions expérimentales. Nousretrouvons la déformation ther-
mique (déplacementde � 0 $ 7mm) et l’amplitude de déformation due au chargement mé-
canique(déplacement de ¦ 0 $ 2mm).
Parcontrele déplacement global obtenu auniveau du calcul EFn’est pasdirectementcom-
parable avecl’expérienceenraison dela différencedegéométrie. Maissi nousrapportonsle
déplacementducalcul axisymétriqueauniveau dela zonedecalcul EFalorsnousobtenons
lesmêmesrésultats(figureV.19).
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FigureV.19 : Corrélation “expérience/ numérique” dudéplacementglobal del’éprouvette

b) Essai2et essai 3

Au niveaudesessais 2 et 3 nousréalisonsun véritablechargement thermo-mécanique. Le
cycledetempératureutili séestuncycle linéairecomprisentre1100¿ C et700¿ C. La traction
s’effectueà froid et la compressionà chaud (figureV.20)avecdesintensitésdecontraintes
différentes(tableauV.1).
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Figure V.20 : Cycletype 2 et 4

L’éprouvettes’estdenouveaurompuedansla zonela pluschaude auniveaudel’inducteur
et l’essai 3 a subi unemiseentonneau.

De cefait nousavons modifié le type dechargement afin d’êtremoinssévère dansla zone
la pluschaudeendéfinissantun nouveaucycle thermo-mécaniquedetype3 (figureV.21).
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Figure V.21 : Le nouveaucycle (type3)

Le cycle de températureutilisé estun cycle linéaire comprisentre1100¿ C et 700¿ C avec
desvitessesdechauffageet derefroidissement identiques.Un effort detraction estimposé
àfroid (à700¿ C) etuneffort decompressionà900¿ C. Il n’y apasd’effort appliquéàchaud
(1100¿ C), afin d’éviter lesproblèmesdeflambementrencontrés précédemment.

Pourlesnouveaux essais nousenregistrons toujoursle déplacementglobal del’éprouvette.
La perforation, étant localiséeaucentre de l’éprouvette, a trèspeud’influencesur le com-
portementglobal. Un extensomètrea de ce fait étéplacéde part et d’autre de l’inducteur
(20mmdelong) afinderelever la déformation auniveaudessingularités.La position basse
del’extensomètre sesitueentrele 3èmeet le 4èmetrou (figureV.22).

Figure V.22 : Mise enplaced’un extensomètre
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c) Essai4 (type 3)

Le cycle thermo-mécaniqueimposéestillustré surla figure(V.23).
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Figure V.23 : Chargementdu quatrièmeessai

Le cycle mécaniqueoscille entre ¦ 400MPa toujourssurunepériodedetrois minutes.

Les modèles(cristallographique et macroscopique) reproduisent toujours correctement
le déplacementglobal de l’éprouvette. Si nous nous intéressons à la boucle stabilisée
contrainte-déformation auniveau de l’inducteur, nouspouvonsconstaterégalement quele
comportementestbienreproduit numériquement(figureV.24).
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Figure V.24 : Corrélation “expérience/ numérique ” de l’état contrainte / déformationau
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d) Essai5 (type 4)

La différencepar rapport à l’essai précédentvient du fait quela traction esteffectuée,non
plusà froid maisà 800¿ C (figureV.25) pour éviter le comportementfragile du revêtement
(transition ductile-fragileauxenvironsde750¿ C Î .

Ï
ÐÑÏÒÏ
Ó ÏÒÏ
ÔÒÏÒÏ
ÕÒÏÒÏ
Ö×ÏÒÏÒÏ

Ï ÓÙØ Ú Ï ÖÜÛ Ø Ö×ÕÒÏ

Ý Þ ß
àá Þ âã
Ý äâÞ
å æçè

éÜêìëîíðïòñóïÜô

íöõø÷×ùûúüêÑýþéÜêì÷×ÿ ê

íðõø÷×ù úüú ÿ éÜêì÷×ÿ ê

� Ó ÏÒÏ
� ÛÒÏÒÏ
� ÐÑÏÒÏ
� Ö×ÏÒÏ

Ï
Ö×ÏÒÏ
ÐÑÏÒÏ
ÛÒÏÒÏ
Ó ÏÒÏ

ÓÙØ Ú Ï ÖÒÖÜÐ � Ø Ö×Û Ø Ö×ÕÒÏ
�� �
Ý âã
� �Ý Þ
å ��
	è

éÜêìë í ï ñóïÜô
Figure V.25 : Chargementdu cinquièmeessai

Cettemodification aeutrèspeud’influencesurla duréedevie (tableauV.1) et l’éprouvette
s’estmiseentonneau.
De ce fait nousallons conserver le cycle de l’essai 4 (figure V.21) (de type 3) qui permet
d’obtenir un cycle stabilisé (figure V.24) et unerupture au niveaudestrous. Nousallons
à présent,sur les deuxessais suivants, faire varier l’amplitudede contrainte afin d’étudier
l’influencedu chargementsur la duréedevie.

e) Essai7 - Essai8 (type 3)

Lescyclesthermomécaniquesimposés sontillustréssurlesfigures(V.26et V.27).
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Sur les figures (V.28 et V.29) nous comparons la déformation relevée au niveau de
l’inducteur et celle issuede la simulation numérique. Au vu desrésultats nous remar-
quonsquelesconditions aux limites imposéeset le modèle decomportementreproduisent
demanière acceptablelesrésultatsexpérimentaux.
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Figure V.28 : Corrélation “expérience/ numérique ” de l’état contrainte / déformationau
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Figure V.29 : Corrélation “expérience / numérique” de l’état contrainte / déformationau
niveaudel’inducteur pourle huitièmeessai

V.4 Utilisation du modèlehomogènede substitution

Danscettesection, nousallonsmettreenévidencel’in térêtdesoutils développésaucours
desdeuxpremièresparties.

Afin decorréler lesrésultatsexpérimentaux avec la simulation numérique,nousvenonsde
voir quenousutilisonsun calcul 3D sur unegéométrie réellesur laquelle nous simulons
30 cyclesassurantunebonne redistribution descontraintes. Mais, pour simulerun grand
nombrede cycles afin de définir desessais, nousutilisons un calcul axisymétrique alors
qu’en util isantun calcul sur un maillagesanssingularité un seulcalcul, au lieu de deux,
permettrait d’établir unecomparaison.

La méthode présentéedansles parties précédentes et le modèle homogènede substitution
développéauchapitre IV n’ont pu êtremis enplace car le modèleeffectif n’a étéidentifié
quepouruneseule températurealorsquelesessais sontanisothermes.

Nousallons tout de mêmemontrerl’int érêtdesméthodes d’homogénéisation sur un essai
isothermeà 950¿ C avec le mêmechargement mécaniquequepour le premier essai (figure
V.17)suruneéprouvette11 trous.
Le calcul est réalisé sur la géométrie complète (calcul de référence)et sur un maillage
grossier où la zone perforéeestremplacéeparun milieu effectif (figureV.30).
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Figure V.30 : Maillages d’une partie de l’éprouvette 11 trous et de l’éprouvette ho-
mogénéisée

Ensuitenousappliquonsla méthodologie présentéeau chapitre I qui est illustréesur la
figure(V.31) :

� noussimulons30 cycles surl’éprouvette réelle 11 trous

� noussimulons30 cycles surla structurehomogénéisée

� nouseffectuonsl’étapederelocalisationsurla cellule debaseenappliquant le charge-
mentcomplet.Nousappliquons à la cellule debasela déformationmoyenneE� , afin
dereproduire l’état local sur30 cycles.

� nous comparons l’état de “contraintes / déformations” obtenu entre le calcul de
référenceet celui obtenu surla cellule debaseaprèsrelocalisation.

Commenous l’avons mis en évidence dansle paragraphe précédent le “comportement
global” de la structure estreproduit correctementcar le réseau de perforation localisé sur
une partie de l’éprouvette ne modifie pasla réponseglobale mais nouspouvonsvérifier
l’état local auvoisinaged’un trou.
Sur les figures (V.32 et V.33), nous traçons la réponsed’un nœudau bord du trou et on
observequelesrésultatsobtenussurla cellule debasereproduisent correctementle résultat
deréférence.
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Unefois les lois decomportementétablies et le calcul descontrainteset desdéformations
effectuésurla structureàpartird’un chargement évolutif connu il nousfautprévoirla durée
de vie despièces(Swaminathan et al., 1997; Pan et al., 1999; Knop et al., 2000) ou plus
précisémentl’amorçagedesfissures à partir demodèles.
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VI.1 Lesdiffér entsmodesd’endommagement

L’endommagement des matériaux est principalement lié à la création de défauts ir-
réversibles. Les déformationsplastiques, malgréleur aspect discontinu à l’échelle de la
microstructure, respectent la cohésionde la matièrealors que l’endommagementconduit
à unedécohésion. Ceci se traduit par l’apparition de discontinuités surfaciquesou volu-
miquesauseindela matière(microfissuresou microvides)del’ordredumicron àquelques
dizainesdemicrons.
Lesmécanismesdeformation decesdéfautsdépendent :> dela microstructure du matériau,> dessollicitationsmécaniquesappliquées,> dela température,> del’environnement

et conduisent généralement à la ruine dela piècedefaçon brutale ou demanièrepluscom-
plexe.

La rupture d’un solide sous sollicitation cyclique est le résultat d’une succession de
phénomènescomplexes: effet purementmécanique dû à la fatigue(endommagementin-
dépendantdu temps)auquel viennentsesuperposerà hautetempératureleseffetsdu temps
telsquele fluageet leseffets d’environnement(oxydation, corrosion).

VI.1.1 Lesmécanismesde rup tur e ductile et par clivage

Le clivageestun modederupture fragile, qui seproduit sansdéformationplastiqueappré-
ciable,desliaisonsatomiquesdanslesplanslesplusdensesetdansunedirection perpendi-
culaire au plan de rupture. Les défautsdu réseau cristallin, qui engendrent desconcen-
trations de contrainteslocales,jouent un rôle essentiel dans l’amorçage du processus.Le
superalliage monocristallin AM1 estpeusensible auclivagecarcesont principalementles
cristaux cubiquescentréset leshexagonauxcompactsqui serompentparclivage.

La rupture ductile, à l’inverse, s’accompagne de déformations plastiques importantes.
Un premiermécanismeest la croissancede cavités et leur coalescence. Ce mécanisme
n’apparaîtgénéralementpasdansle casdesmonocristauxenraisondeleur pureté(solidifi-
cation dirigée)et de l’absenced’inclusion et d’interface. La microstructure estprincipale-
mentdéforméepar cisaillementdéclenchéle long d’un plan cristallographique particulier.
Cephénomèneestobservé dansle casdu zinc (hexagonalcompact) où le glissementbasal
0001estactif maisaussi dansles cristaux cubiquescentrés et cubiquesà faces centrées,
où l’existencede plusieursplansde glissementrend possible la striction. Dansce caslà,
l’éprouvettepeutserompreparstriction complète enpointeou enciseau.

VI.1.2 L’endommagement de fatigue

La ruptureparfatiguesoussollicitationscycliquespeutseproduire pour desvaleursdecon-
traintesmaximalesinférieuresà la résistanceà ruptureou mêmeà la limite d’élasticité du
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matériau.
Cemécanismed’endommagement sedécomposeenunepartie d’amorçageet unephasede
propagation(François et al., 1995).

Phased’amorçage
Desobservationsontmontréquel’endommagementestprincipalementlocaliséà la surface
del’échantillon. Il seforme,dansun premier temps,desbandesdeglissementpersistantes
et, par la suite,en raison de mouvementde va-et-vient desdislocations, desmarchesir-
réversibles.Cesdernières,représentant dessitesdeconcentration decontraintes,amplifient
le phénomèneet conduisent à l’amorçagedemicrofissuresdesurface.
Lesinclusions, lesmicroretassures,lesjointsdegrains, l’état desurface,.... sontégalement
denombreux sites deconcentration decontraintes. Ils favorisent l’apparition debandesde
glissementset réduisentla duréed’amorçage.

Phasedepropagation
Enavantdela fissure,suivant desplansorientésà45? dela contrainteprincipalemaximale,
on retrouve unezoneplastique dansle casd’un matériauductile. Cettezone plastiquein-
duit un champde contraintesrésiduellesqui provoqueun mouvement d’ouverture (durant
l’augmentation de la charge) - fermeture (pendant la décharge) qui donnelieu à un faciès
striédela cassure.

VI.1.3 L’endommagementde fluage

Ce mode d’endommagement intervient principalement à haute température et sous un
chargementconstant. Le matériausedéforme continûmentet de façon permanentesous
unecontraintefaible qui neprovoquerait pasdedéformationplastiqueaucoursd’un essai
conventionnel detraction ou decompression. Il existedeuxmécanismesdefluage(Ashby
et Jones,1982) :> lesatomesdiffusentsous l’effet dela contrainteappliquéeet libèrent lesdislocations

qui produisentle fluage: c’est le fluagedislocation,> et le fluagepardiffusionqui intervient à partir du tiers de la températureabsoluede
fusion du métal.

Le superalliagemonocristallin possèdeuneexcellentetenueenfluagejusqu’à destempéra-
turestrèsélevées. Le mécanismedefluagedislocationestfreinéparunefractionvolumique
élevéeenprécipitésdurcissantsqui empêchent le mouvement desdislocations.La distance
de diffusion mise en jeu lors du fluagediffusionnel est alors très grande et il en résulte
uneréduction considérable du taux de fluagediffusionnel. L’endommagementde cessu-
peralliagessecaractérisepar la formation et la croissance demicrocavités(initiéessurdes
microretassures inhérentesauprocédédefabrication) auseindela matière.

VI.1.4 Effet de l’envir onnement

Des comparaisons en termesde durée de vie sur des superalliages basenickel (Rémy
et Reuchet, 1983; Gabrielli et al., 1989; Chataigner et Rémy, 1995), ont montré que
l’environnementa un effet néfaste.
La pièce, évoluant dansun milieu oxydant et corrosif, est le siège de réactions chimiques
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qui peuvent donner lieu à la formation de sous-couches,souvent protectrices,à la surface
du métal. Cescouches,d’autant plus importantesque la température estélevée,peuvent
serompre sousl’action desollicitationsmécaniques. Cesrupturessuccessivesremettent le
métalà nu cequi a poureffet d’accélérer lescinétiques desréactionschimiques.
Ceseffetsd’environnement peuvent influencer lesmécanismesd’endommagement et prin-
cipalementl’endommagementen fatigueenraison de la localisation préférentielle desdé-
fautsensurfacedans unerégionaccessible auxagents agressifs.

VI.2 Les différ ents mécanismesd’endommagement observés
sur l’AM1 revêtu C1A

Desessais de fatigue isothermeet anisothermeont permisla simulation de la fatigue ther-
miqueet demettreenévidencelesdifférentsendommagementdel’AM1 et du revêtement.

VI.2.1 Le rôle du monocristal

Le superalliagemonocristallin présenteunerésistanceremarquableaufluageparcomparai-
sonà un matériaupolycristallin. L’endommagementet la rupture parfluagesemanifestent
parla formation denombreusesfissuresdansla massedumatériau.Cesfissuress’amorcent
surdesmicroretassures situéesensous-couche.
L’oxydation intervient également, surtout à faible amplitude de déformation, et devient
le paramètre qui contrôle la durée de vie à haute température. C’est pour limiter ces
phénomènesd’oxydation quelespièces sontrevêtues.

VI.2.2 Le rôle du revêtementC1A

Le comportementmécaniqued’un revêtementde50µmesttoujoursdifficil e à étudier.
Plusieurs étudesont permisdemettreenévidenceque:> La protectionestsensible à la température et auraun effet bénéfique ou néfastesur

lesdurées devie. Lesrevêtements d’aluminureont un comportementfragile à basse
températureet ductile à haute température.La transition fragile-ductile sesituevers
750 @ 800? C.> Le comportementdu dépôt dépend dela vitessededéformation.

Cetalliage(Ni, Al, Cr) favorise,à l’aide dephénomènedediffusion,la formation d’oxyde
Al2O3 etCr2O3. Cesoxydesont unestructurehexagonale(cf figureVI.1).

Lescinétiquesd’oxydation suiventuneloi parabolique enfonction du temps

e A k B T Î&C�D t (VI.1)

où k B T Î estla constantedevitesse enmC sE 1F 2.

Cetteconstantedépend de l’al liage et de la température. Pource qui estde l’AM1 (con-
tenant environ,enpourcentageatomique,15%dechromeet10%d’aluminium)la constante
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Figure VI.1 : Structure hexagonale(a A b GA c, α A β A 90? , γ A 120? ) desoxydesM2O3

(Bourdias et Monceau,1994)

d’oxydation dela matricevaut2 C 10E 8mC sE 1F 2 à 950? C et 8 C 4 C 10E 8mC sE 1F 2 à 1100? C.
LesoxydesformésAl2O3 etCr2O3 sont trèsstableset lesénergieslibresdeformation ∆G?
sonttrèsélevées(-202 Kcal/moled’02 pour Al2O3 et -127 Kcal/moled’02 pour Cr2O3) et
lescinétiques d’oxydation sontlentes (k(T) petits).

Mais lesconditions decroissancesecompliquentlorsque notre matériauestdansdescon-
ditions de fonctionnement,c’est-à-dire lorsqu’il subit descontraintesd’origine mécanique
etd’origine thermique.Lescinétiquesd’oxydationssontaccéléréescarlesmécanismesdif-
fusionnelssont facilités et en raison desrupturesrépétéesdesoxydesformés. La couche
d’alumine Al2O3 estmécaniquementfragile et peuadhérenteau substrat qui lui a donné
naissanceparcomparaisonà la couched’oxydedechromeCr2O3 qui estplusadhérenteet
doncmoinssusceptible desedécoller.

De ce fait le revêtementC1A a étépréféré à unesimplealuminisation car l’aluminurede
nickel protègele substratdesphénomènesd’oxydationet le chromeprotègedela corrosion
à chaudconsécutive à la présencedeselscorrosifs contenusdans lesgazd’échappement.
Danslesconditionsd’utilisation qui nous intéressent,la protection C1A apporteun gainde
duréedevie qui provient du fait que:> le matériaurésiste mieuxà l’oxydation,> le traitementthermochimique permetd’obtenir un étatde surface uniforme,ce qui

n’est pasle caspour le matériau nu, qui peutprésenter desmicroretassuresen sur-
faceou en sous-couche(plus néfastepour la fatiguequecellessituéesau coeur du
matériau).

VI.2.3 L’AM1 revêtu C1A

Lesmécanismesd’endommagementdumatériauétudié sontsensiblesà la température(do-
mainefragile ou ductile de la protection C1A) et au modede sollicitation (intensité de la
contrainte, fréquencedesollicitation, tempsdemaintien...).
Les résultatsobtenussur les duréesde vie, observésentreun matériau nu et un matériau
revêtu, indiquentquel’état desurface influe sur le processusd’amorçagedemicrofissures
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enfatigue.

Lorsquele matériau est sollicité en fatiguepure, il a étéconstatéque la protection C1A
joue un rôle essentiel sur l’amorçagedesmicrofissures. Cesmicrofissuress’amorcent en
raison dela détérioration rapidedela zoneexterne,traversentensuite leszonesinterneetde
diffusion pouratteindrel’alliagedebase.Il seproduit alorsunephasedemicropropagation
de fissures qui conduit à la formation d’une fissuremacroscopique. Cettemacrofissure se
propageensuite trèsrapidementdans l’AM1 jusqu’à la rupture finaledel’éprouvette.
L’endommagement par fluagese manifeste par la formation de nombreusesfissuresqui
s’amorcentsurlespores aucœurdu matériau.
L’oxydation est un processus localisé à la surfacede l’all iage. De ce fait les effets de
l’environnementsontnégligeables sur le dommageen fluage. Mais, par contre, unecon-
trainte de type fluagepeutprovoquer la rupture répétéedesoxydesformésà la surface du
matériau cequi a pour effet d’accélérer la cinétiqued’oxydation.

VI.3 Lesdiffér entsmodèlesdeprévision dedurée de vie

La rupture d’un solide sous sollicitations mécaniqueset environnementales fait intervenir
unesuccessiondephénomènescomplexesconduisant à la ruine dela pièce(amorçagepuis
propagationdela fissure), qui sontdécrits demanièreplusou moinsphysiqueautraversde
modèles.

VI.3.1 Loi d’endommagementde fluage

La loi d’évolution de l’endommagementdefluage,représentépar la variable dedommage
Dc, estissue dela proposition faitepar(Kachanov, 1958) et (Rabotnov, 1969) :

dDc AIH σ
A J r B 1 @ D K E kdt (VI.2)

oùA, k etr sontdescoefficientsmatériaux, caractéristiquesdel’endommagementdefluage,
qui dépendentdela température.
L’intégration de(VI.2) entrezéroet un pour la variable Dc et entrezéroet tc pour le temps
donne le tempscritiqueà rupture en“fluage pur” (tempstc pout Dc A 1).

tc A 1
1 L k

H σ
A J E r

(VI.3)

Si l’on désire connaître l’état d’endommagement àun instant t, onpeutintégrer(VI.2) entre
zéroet Dc pour l’endommagementet entrezéroet t pour le temps.On obtient la valeur de
l’endommagementenfonction dela fraction deduréedevie t/tc :

Dc A 1 @NM 1 @ t
tc O 1

k P 1

(VI.4)
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VI.3.2 Loi d’endommagementde fatigue

L’endommagement de fatigue correspond à la naissanceet à la croissancede microfis-
sures,généralementintracristallinesdanslesmétaux, sousl’effetdesollicitationscycliques,
jusqu’à l’amorçaged’unefissuremacroscopique.

Le nombrede cyclesà amorçage en fatiguepeutsefaire par desrèglessemi-empiriques,
faisant intervenirdesrelationsparamétriquesentredesquantitésobtenuesaucyclestabilisé:> amplitudedecontrainte(∆σ Q 2) ou dedéformation(∆ε Q 2)> valeur moyenne (surun cycle) decontrainte (σ) ou dedéformation(ε)> rapport decontrainteou dedéformation

Dansle domaine de la fatigue à faible nombre de cycles, les déformations plastiquesde-
viennentprépondérantes.L’effet du tempsou dela fréquencesont considérésensupposant
quel’endommagementparcycle estfonction de l’amplitudededéformationplastique∆εp
sousformed’unefonction puissance.

δD
δN

A f B ∆εp KRA M ∆εp

C1 O γ1

(VI.5)

L’intégration de celle-ci dansle casd’un chargementpériodique où le cycle est supposé
stabilisé,donne la loi deManson-Coffin (Manson, 1953), (Coffin, 1954).

Nf A M ∆εp

C1 O E γ1

(VI.6)

Lesdeuxparamètresγ1 etC1 dépendent du matériauet dela température.
Son domaine d’application est limité aux faibles variations d’amplitude de déformation
et aux températures peu élevées (donc avec un faible endommagementen fluage)et ne
présente pasd’effet decontrainte moyenne.

La loi de Woehler-Miner, adaptée à la fatigue sous sollicitations périodiques, représente
unerelation entrele nombrede cyclesà rupture, la valeur maximalede la contrainteσM

et la valeur moyenneσ (ou le rapport dela contraintemaximale par rapport à la contrainte
minimale.

δD f

δN
A f B σM S σ K (VI.7)

Pourretrouver, après intégration, l’une desnombreusesformes proposéespour traduire les
courbesdeWoehleron pose:

δD f

δN
AUT σM @ σl

σu @ σM V M σM @ σ
B0 B 1 @ bσ K O β

(VI.8)

où σu estla contrainte derupturestatique(ou contrainteultime),
σl A f B σ K la limite defatigue,
et B0, b et β lescoefficientspour chaquematériau éventuellementfonction de
la température.W CXCXCZY représentela fonction d’HeavisideW x Y[A 0 si x W 1 et W x Y[A 1 si x Y 1 (VI.9)
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VI.3.3 Effet de l’oxydation

Cesmodèlessont baséssurdesobservationsmicroscopiquesetprennentencomptedefaçon
explicite les effets néfastesdu tempssur la durée de vie. Dansce cas,le dommagedû au
fluageou celui dû à l’oxydation est supposéjouer un rôle dominant sur les mécanismes
d’endommagement enfatigue.

Le modèleavec interactionfatigue-oxydation, proposépar (Rémyet Reuchet, 1983), con-
sidèrequela ruinedumatériauestessentiellement dueà la propagationdefissureetnéglige
la phased’amorçage. Ce modèlea étédéterminé à partir d’observations sur un superal-
liagebasecobaltMarM509sollicité enfatigue oligocyclique. Il supposequela croissance
de la fissurepar cycle estla sommed’un termelié à la fissuration du matériaupar fatigue
seulementet d’un termedécrivantla rupture d’un film d’oxydeenpointedefissure:

da
dN

A M da
dN O f at

L M da
dN O ox

(VI.10)

Leseffetsdel’oxydationsont traduitsparuneéquationtenant comptedel’effet accélérateur
del’amplitude dedéformationinélastiquesurlescinétiquesd’oxydation.M da

dN O ox
A\B 1 @ fc K αM B 1 L kM∆εp K ∆t1F 2 L fcαcg B ∆εp K ∆t1F 4 (VI.11)

L’oxydation de la matrice en surface suit une loi parabolique en fonction du tempset
l’oxydation préférentielle descarburesprésentssuit uneloi ent1F 4.

Un autremodèle,utilisé pour la prévision de durée de vie du superalliage monocristallin
AM1 enfatigueolygocycliqueà faible fréquence(0.05Hz) etenfatiguethermo-mécanique,
a étéidentifié par(Chataigneret Rémy, 1995). C’est l’oxydation préférentielle interdendri-
tiquedel’AM1 qui provoqueuneavancéedefissureparcycleM da

dN O ox
A ∆lox A α B σmaxK�C ∆t1F 4 (VI.12)

où la vitessed’oxydation α dépenddela contrainte maximaleappliquée.
Le termed’oxydation estobtenu par intégration dela constanted’oxydation sur tout le cy-
cle température-temps.La fatigue pure estquant à elle priseen compteen considérant la
contraintemaximaleatteinte aucours du cycle thermo-mécanique.

La croissancede l’oxyde en surface du matériau estdéterminéepar la cinétique desréac-
tions chimiqueset l’épaisseur d’oxyde évolue suivant une loi parabolique en fonction du
temps.Dansuneautreétude(Gallerneau,1995) définit ainsi unevariable globale dedom-
magedû à l’oxydationDox en faisant intervenir un paramètredenormalisation eo B mK et la
constantedevitesse k B msE 1F 2 K .

Dox A e
e0

A k
e0
D t (VI.13)

La constantedevitessek estsupposéesuivre uneloi d’Arhéniusavecla température

k A koexp M @ Q
RT O (VI.14)



VI.3. LESDIFFÉRENTSMODÈLESDE PRÉVISIONDE DURÉEDE VIE 153

De plus, sousl’effet d’un chargementappliquéaumatériau, il fait l’hypothèsequela cons-
tantede vitesseest augmentéeau-delà d’un seuil de contrainte σlox. Cet effet intervient
sousla formed’unefonction puissance.Decefait la vitessededommaged’oxydation sous
chargementappliquésemetsousla formesuivante :

δDox

δN
A M k0

e0
exp M @ Q

RT O M 1 L W σ @ σlox Y
B O mO 2

(VI.15)

VI.3.4 Critèr e tridimensionnel

Dansun calcul de structure, les champsde contraintesou de déformationssontgénérale-
mentmultiaxiaux etcetaspect doit êtrepris encomptedanslesmodèles.Il estdoncimpor-
tantd’énoncer uneméthodepourdéfinir lesamplitudesdecontraintes(ou dedéformations)
souschargementmultiaxial.

Pourcaractériser un cycle, il estcourammentfait appel à deuxvariables;enunidimension-
nel, on peut util iser par exemplela contraintemaximaleσM et la contrainte moyenne σ̄.
De façon similaire, on utilisera dansle castridimensionnel une amplitude et une valeur
moyennereprésentant respectivementuneffet déviatoriqueetuneffet depression hydrosta-
tique.

a) Notion d’amplitude

La notion d’amplitudeutilisée estbaséesurla notion demémorisationprogressive issue de
la plasticité (Chabocheet al., 1979). Cetteméthodenecherchepasseulementà considérer
successivementtous les couples d’instant ti et t j du cycle et de calculer l’invariant de la
variation decontraintescorrespondant:

AI I A Maxti Maxt j ] J2 B σ̂_B ti K`@ σ̂aB t j K4b (VI.16)

Elle consiste à suivre le chargementau cours du cycle jusqu’à ce que le trajet soit en-
tièrement contenudansunesphère (plusieursparcours si nécessaire). L’algorithmeutil isé
(Nicouleau-Bourles,1999) estle suivant :

SoientX̂i et Ri le centre et le rayon dela sphère à l’instant i.

A t A 0, X̂0 A σ̂0 et R0 A 0

On calcule la différenceE A J2 B σ̂i @ X̂i E 1 K_@ Ri E 1 (qui représentel’écart du point σ̂i con-
sidéréauborddu cercle derayon Ri E 1,> si E W 0, le point σ̂i appartient à la sphèrederayonRi E 1,> si E Y 0, le point σ̂i n’appartient pasà la sphère. On va alorsdéplacerle centre du

cercle suivant la normalen^ A σ̂
i E σ̂

i c 1
J2 d σ̂i E σ̂

i c 1 e et augmenterle rayon Ri en pondérantles

deuxopérationsà l’aide d’un coefficient α caractérisant la mémorisation (α A 0, pas
demémorisation;α A 1, mémorisation totale).
Ri A αE L Ri E 1

X̂i A\B 1 @ α K En̂ L X̂i E 1
Le coefficient α a pourrôle dedistribuerE surlesdeuxvariablesX^ et R.
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b) Critèr e tridimensionnel

Afin de passer d’une loi unidimensionnelle à une formule tridimensionnelle (Hayhurst,
1972) utilise enfluageun critère construit à partir detrois invariantsélémentaires.

χ B σ̂ KRA αJ0 B σ̂ KfL βJ1 B σ̂ KgLhB 1 @ α @ β K J2 B σ̂ K (VI.17)

où J0 B σ K estla contrainte principalemaximale
J1 B σ KRA σH A 1

3tr B σ K
et J2 B σ KiA σeq A\j 3

2tr B σ kXK 2.

c) Contrainte réduite

D’après(Lemaitreet Chaboche,1985), lorsquela températureévolue lentementd’un cycle
à l’autre, il suffit de considérer chaque cycle commeisothermeet de tenir comptede la
températuredanslescoefficientsdumodèle. Parcontresi la températurevariefortement au
coursdechaquecycle(fatiguethermique)alorsle problèmepeut serésoudreenintroduisant
unecontrainteréduite S^ .

Ŝ A σ̂
σu B T K (VI.18)

Elle a pour but de prendre en compteles pertes de propriétésà haute température. Elle
conduit à uneloi indépendantedela température.

VI.3.5 Notion de cumul desdommages

Jusqu’ici nous avons vu différentes manières de prendre en compte les effets liés à
l’endommagementen fatigue, indépendant du temps,et ceux dépendant du tempsasso-
ciésaufluageou à l’oxydation.

Pour traduire l’interaction entre les différentsendommagementson utilise desrègles de
cumuldedommages. Le cumulpeutêtrelinéaire(Robinson,1952), (Taira,1962)etconsiste
à additionner lesdommagessuivant la relation suivante :

1
NR

A 1
Ni

L 1
Nj

(VI.19)

Le cumulpeutégalementêtrenonlinéaireafindeprendreencomptel’interaction desdom-
magesentreeux.Si onconsidèreunendommagementdefatigue-fluage,alorsl’accélération
dela propagationdesmicrofissuresdefatigueestsensible à l’endommagementenfluageet
lesfissuresdefatigueaugmententle tauxdecroissancedescavitésdefluageparconcentra-
tion decontraintes. Onconsidèreainsi quel’endommagement dansuncycleprovientd’une
part du fluage(passaged’une valeur d’endommagementD0 à la valeur D1) et d’autre part
dela fatigue (passagedeD1 à D2) (Cailletaudet Chaboche,1982). Le modèles’écrit dela
façonsuivante :

C A\B 1 @ D0 K k l 1 @mB 1 @ D1 K k l 1 A\B k L 1K
n
cycle

H σ
A J r

dt A 1
Nc

(VI.20)

F A\B 1 @mB 1 @ D1 K β l 1 K 1 E α @mB 1 @mB 1 @ D2 K β l 1 K 1 E α A 1
Nf

(VI.21)
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ConnaissantNf et Nc on calcule (VI.20 et VI.21) jusqu’à ce que D2 A 1 (rupture) pour
obtenir le nombre decycle enfatigue-fluage nécessairepourproduirela rupture.

Le cumulutil iséestun cumulnonlinéaire enconsidérantle coefficient α commesuit :

α A 1 @ a opM ∆σ @ σl

σu @ σM O (VI.22)

VI.3.6 Le modèleutilisé au coursde l’étude

Dansle casd’une aubede turbine, dont l’épaisseur de paroi peut être inférieureà 2 mm,
aucune macrofissure n’est toléréedans la structure et nousnous limitons à la prévision de
la duréede vie à amorçage de cettefissuremacroscopique (de quelquesdixièmesde mil-
limètres) préjudiciable à l’int égritédela pièce.

Le modèleutilisé (Gallerneau,1995) est un modèlephénoménologique qui dissocie les
phases demicroamorçageet demicropropagationdefissures dans le processusdedétério-
rationdu matériau parfatigue.

a) Principe du modèle

La différenciation parle modèledesphasesdemicroamorçageetdemicropropagationdans
le processusd’endommagementreproduit bien les mécanismesobservéssur le substratet
le revêtement.> La phase de microamorçagecorresponden fait à la formation de microfissuresqui

traversent la protection et la zone de diffusion en raison de l’état de surface du
revêtement. Au coursde cettephaseon observe une interactionentrela fatigueet
l’oxydation.> La phasede micropropagation correspond à la phase de progression de cesfissures
jusqu’à la rupture del’él émentprovoquéeparuneinteraction fatigue-fluage.

b) Formulation du modèle

Afin de caractériserle caractèrediffus de l’endommagement, observé expérimentalement,
le modèleutili sedesvariablesdedommageglobales,définiesdansle cadredela Mécanique
del’EndommagementContinu.

Quatrevariablesscalairessontintroduites danscemodèle phénoménologiqued’interaction
fatigue-fluage-oxydation:> DA estrelative aumicroamorçagedefissures desurface(d’environ 50µm correspon-

dantà l’épaisseur dela protection C1A)> DP estrelative à la micropropagation (Savalle et Cailletaud, 1982)de cesmicrofis-
suresdans le superalliage (typiquementde1 mm). La phasedemicropropagationne
peutdébuter quesi la phasedemicroamorçageestconsommée(DA A 1)> Dox traduit l’effet d’oxydation surle microamorçage
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> Dc est la variable scalaire de fluagequi peut s’être développée durant la phase de
microamorçagemaisqui interagit avecla fatigueseulementdurantla phasedemicro-
propagation.

Les relations entre les différentes variables de dommages peuvent être résumées de la
manièresuivante(Gallerneau,1999).

dDA A F1 ] SI I S SH S Smax
eq S Doxb dN (VI.23)

dDP A H B DA @ 1K F2 ] SI I S SH S Smax
eq S DP b dN (VI.24)

dDox A F2 B χox B Xox K S Dox K dt (VI.25)

dDc A F2 B χc B Xc K S Dc K dt (VI.26)

où H représentela fonction d’Heaviside.

De ce fait le nombrede cyclespour l’amorçage macroscopique NR estalors obtenu par la
sommation

NR A NA L NP (VI.27)

Dansleslois defluageetd’oxydation,le conceptdela contrainteretardée(LesneetSavalle,
1987) estintroduit afind’éliminer leseffetsdutempssurl’endommagement defatiguepour
les hautes fréquencesde sollicitation. Si cesdernièressont trèsélevées,pour un charge-
mentalterné, alors la microfissuration seratellement rapide que le processusd’oxydation
fragilisant le matériaun’aura pasle tempsde s’installer et d’accélérer l’endommagement.
Pourunecontrainte non alternéele matériau voit l’effet de la contraintemoyenne. Il en
estde mêmepour le fluage. C’est pour celaqu’il apparaît dansles expressions F3 et F4

descontraintesretardéesXox et Xc utilisant desconstantes de tempsτox et τc solutions de
l’équationdifférentielle (VI.28).

dXi j
ind

dt
A σi j @ Xi j

ind

τind
avec ind A c S ox (VI.28)

Phasedemicroamorçage. Interaction fatigue- oxydation

La loi demicroamorçage,qui donne l’évolution dela variable DA, s’exprime dela manière
suivante :

dDA A 1
C q SI I @ Sla B 1 @ Dox KB 1 @ Dox Kr@ Smax

eq s b

dN (VI.29)

où leseffetsdel’oxydationsontintroduitspar la variable macroscopique Dox autraversdu
conceptdela contrainteeffective.
C et b sontdesparamètresmatériaux supposésindépendantsde la température. Smax

eq estla
contrainteéquivalenteréduite maximale;SI I est l’amplitude de contrainte réduite; Sla est
la limite de fatigue en amorçage qui dépend de la pression hydrostatiquemoyenne par la
relation

Sla A Sla0 ] 1 @ haSH b (VI.30)

oùSla0 estla limite defatigueenamorçagedéterminéeà la pression hydrostatiquemoyenne
nulle.
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La loi d’oxydationestdonnéeparunesecondeéquation différentiellequi traduit l’influence
du chargementsur la cinétique d’oxydation et dans laquelle la contrainte équivalente
χox B XoxK a étéintroduite(VI.31).

dDox A 1
2

D E 1
ox M k0

e0
exp

@ Q
RT O 2 M 1 @ W χox B Xox K`@ Slox Y

B O 2m

dt (VI.31)

avecSlox A Slox0 B 1 @ hoxSH KgL SH

χox estla contrainte équivalenteenoxydationqui tient compte deseffetsdemultiaxialité et
del’anisotropie matérielle du monocristal.
B, m, e0, k0 et Q sont descoefficientsmatériaux.

Phasedemicropropagation. Interaction fatigue- fluage

Lorsquelesfissuresont atteint le substrat,sedéveloppealors le dommageDP qui estdécrit
parl’équation différentielle (VI.32).

dDP Aut 1 @mB 1 @ DP K β l 1 v 1 E a q SI I @ Sl p B SH K
1 @ Smax

eq s M SI I

M wZB SH K�B 1 @ DP K O β
dN (VI.32)

Cette expression s’inspire de la loi d’endommagement de fatigue développée par
(Chaboche, 1978). Elle donne uneévolution fortementnon linéaire du dommagede fa-
tigue DP. On choisit ici l’exposanta indépendant du chargementpour avoir une loi de
fatigue àcumullinéaire.Lescritèresdefatigue et derupture statiquesont alors traduits par
le second termeen facteur. Lescontraintessont réduitespar rapport à la contrainteultime
detraction du substratAM1.

L’effet de la pression hydrostatique moyenne sur la limite de fatigue en micropropagation
Sl p (nécessairementinférieureou égaleà la limite en microamorçage)et sur le coefficient
M w estdonné parlesrelationslinéaires(VI.33 et VI.34).

Sl p A Sl p B 1 @ hp1SH K (VI.33)

M w A M w0 B 1 @ hp2SH K (VI.34)

où hp1 et hp2 sontconstants.

La loi d’évolution del’endommagement defluageestexpriméeenfonction dela contrainte
équivalenteχc B Xc K

dDc A M χc B Xc B t K�K
A B T B t K�K O r d T d t exe B 1 @ Dc K E k d T d t eye dt (VI.35)

La variable dedommageDc estcalculéeenintégrantsurchaquecycle l’équation (VI.35) à
chaque pasdetempsenfonction desvaleursdeA, r et k qui dépendent dela température.

Cemodèleaétéidentifié par(Gallerneau,1995) enuniaxial suivant W 001 Y etplusrécem-
mentsuivant lesorientations cristallographiques W 110 Y et W 111 Y (Gallerneau,1999).
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VI.4 Corrélation calcul de structur e / expérience

Nousallonsmaintenantcomparer lesrésultatsexpérimentauxaveclesrésultatsnumériques
pourquatre essais (essai 1 detype 1, essai4, 7 et 8 detype3).
Au niveau de la simulation, nouscalculons30 cycles afin d’obtenir un cycle de sollicita-
tion thermomécaniquestabilisé. Sur la figure (VI.2) nous traçonsla contrainteéquivalente
au sensde von Misesen fonction de la déformationau bord du trou le plus haut tous les
cinq cyclesafin demettreenévidencela relaxation descontraintes enfonction du tempset
l’intérêt desimulerun “grand” nombredecycles.
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Figure VI.2 : Relaxation descontraintes (auniveaudestrous du haut)

Il est donc supposé que les premiers cycles (plus sévères puisque les zones les
plus contraintes ne sont pas relaxées (figure VI.2)) participent peu à l’évolution de
l’endommagement(Cailletaudet al., 2000).

Le modèle dedurée devie fatigue-fluage-oxydationestappliquéenpost-traitementdu cal-
cul de structure. Cela revient à supposerque les étatsde contraintesans dommage con-
tinuent à s’appliquer jusqu’à l’amorçaged’une fissuremacroscopiquedans la pièce. Nous
ne tenons pasainsi comptedesredistributions de contrainte supplémentairesinduitespar
l’endommagementet la prévision réaliséeestdansle sensdela sécurité.

Nous appliquonsdonc le modèled’endommagement pour le premieressai. Le résultat
obtenu numériquementcorrespond aunombredecyclesà amorçagerelevé expérimentale-
ment(apparition d’une fissure“macroscopique”).
Le modèleprévoit uneruptureenfluagedansla zonechaude aubout de503cycles(figure
VI.3), cohérentavecles342cycles obtenusexpérimentalement.



VI.4. CORRÉLATION CALCUL DE STRUCTURE/ EXPÉRIENCE 159
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Figure VI.3 : Isovaleursdedurée devie (ennombredecycles) pourl’essai 1

Parcontresi nousappliquonsenposttraitementle modèled’endommagementsurle calcul,
correspondantauquatrièmeessai, paréléments finis jusqu’à stabilisation (le trentièmecy-
cle) alors nous prévoyons uneduréedevie de1 cycle. Le modèle calcule uneduréedevie
à l’amorçageet enpropagation de1 cycle danslestrousdu bas(“zone froide”).
Pourcomprendre ce qui sepassenoustraçons la contrainteréduite en fonction de la tem-
pérature auborddu trou du bas(figureVI.4) et auborddu trou du haut (figureVI.5).

Nousremarquonsque la contrainteultime à froid en amorçage et en propagationest trop
faiblecequi sous-estimela duréedevie. De cefait si nouscalculons la duréedevie enne
prenant encomptequelestrousdu haut où la températurerestesuffisamentélevéealorsle
modèleprévoituneduréedevie de524cycles (aulieu de804)(figureVI.6).

Ceproblèmepourrait êtreévitési le modèleprenait encomptela rupture statique. En fait,
le modèlen’a pasétéidentifié pour de trèscourtes durées de vie, si bien quela contrainte
ultime estsansdoute mal ajustée. Une réidentification de cettedernière seraitdoncutile,
sachant qu’une faible variation ne modifierapassensiblement les prévisions pour de plus
longuesdurées devie. Par ailleurs, la figure (VI.4) montrequela valeur élevée de la con-
trainteéquivalenteestobtenueencompression. Il faudraitdonc aussi réajusterla sensibilité
à la valeur moyennne. De ce fait, l’amorçagen’aurait plus lieu dansla zonefroide et la
duréede vie auniveau destrousdu hautserait allongée.Cesremarquesvont dans le sens
desrésultatsexpérimentaux.
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Figure VI.4 : Evolution dela contrainteréduite enfonction dela températureauniveaudu
trou du bas(où a lieu la rupturenumériquement)
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Figure VI.5 : Evolution dela contrainteréduite enfonction dela températureauniveaudu
trou du haut(où a lieu la ruptureexpérimentalement)
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Figure VI.6 : Isovaleursdedurée devie (ennombredecycles) pourl’essai 4

Nousavonségalementcalculé la duréedevie enfatigue-fluage-oxydationdesdeux derniers
essaissimulés (essai7 et essai8). Les résultats obtenus sontsemblablesà celui obtenu au
niveaude l’essai4. Le modèleprévoit uneduréedevie de1 cycle, et une“fissuremacro-
scopique” localiséedansles trous du basoù la températureestinférieureà 700? C. Mais si
nousappliquonsle modèleuniquementauxtrousduhautalors le modèledonne1600cycles
(aulieu de4155) pourl’essai7 et 835cycles(aulieu de1065) pourl’essai 8 (figureVI.7).

La figure (VI.8) donne la courbe de Woehler correspondant aux quatrième, septième et
huitième essai en ne considérant que la première rangéede trousoù la températurereste
suffisammentélevée.
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Figure VI.7 : Isovaleursdedurée devie (ennombredecycles) pourlesessais 7 et 8
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Figure VI.8 : CourbedeWoehler
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Des observations ont également été réalisées avec l’aide de Cristiane Bécheminet Adil
Alam de l’équipe Comportement HauteTempérature du CDM. Nous observons dansun
premiertempsla surfaceexterne de l’éprouvette(figureVI.9) util iséepour réaliser le qua-
trièmeessai.

MONQP,RTSVU,NQW�XZY\['N]Y_^QR

Figure VI.9 : Vueglobaledu réseaudeperforation

Nousn’avonspasobservé defissuresentrelestrousparcontrenousvoyonsdenombreuses
fissuresauborddestrousenraison desconcentrationsdecontrainte(figureVI.10).
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Figure VI.10 : Amorçagedenombreusesfissuresauniveaudestrous

La figure(VI.11) montrequela fissuresepropagedansle revêtementdemanière intergra-
nulaire et transgranulaire.
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Figure VI.11 : Fissuration du revêtement

Dansun deuxièmetempsnous avons voulu voir si la fissureque nousobservons sur la
surfaceexterne traversela zoneinterneet le substrat où alorssi elle resteseulementdans la
zoneexterne.
Nous avons de ce fait découpé l’éprouvette, utilisée pour réaliser l’essai 7, par électro-
érosion demanièrelongitudinale(figureVI.12).

Figure VI.12 : Découpedel’éprouvette parélectro-érosion
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Decette manièrenous allons pouvoir observer l’état du revêtementC1A dansle trou.
Lafigure(VI.13) montrequele procédénondirectionnelutil isépermet deréaliserunrevête-
mentuniformeà l’in térieur du trou.
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Figure VI.13 : Vuedu revêtementauniveau d’un trou

Et lesobservationseffectuéesn’ont montréquedesfissurationsdansle revêtement(figure
VI.14) cequi confirmelescalculs deduréedevie.
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Figure VI.14 : Fissures dansle revêtement
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Lesrésultatsprésentésprécédemmentmontrent quenoussous-estimonsnumériquementle
nombredecyclesà amorçage.
Cecipeut provenir dedifférentsfacteurs:� le modèled’endommagement sous-estimela duréedevie à froid. Desamorçagesde

fissuresauniveaudurevêtement ontbienétéobservésmaisil n’y aparcontreaucune
fissuration du substrat;� le calcul descontrainteset desdéformations effectué sur la structureréelle manque
peut-êtreun peude précision. Tout d’abord nousutili sonsun modèlede comporte-
ment qui a été identifié à 650? C puis extrapolé jusqu’à l’ambiante. Et le maillage
utili sén’est pasassez fin auniveaudesperforations. Actuellementun maillageplus
fin pourrait êtreenvisagéenraison denouveauxalgorithmesdecalcul etdenouveaux
moyens decalcul (clusterdePC);� la question du volume repésentatif sur lequel considérer les contraintesqui entrent
dansle modèle n’a pasété étudiée ici. Lorsquenousappliquons le modèle,nous
prenonsla valeuraupoint deGaussmaisnouspourionségalement considérer la dis-
tance à laquelle le premierpoint deGausssetrouvedela surface.
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Conclusion- Perspectives

Ce travail seprésentecommeunecontribution à l’amélioration du dimensionnementdes
aubesdeturbineenprenant encomptelessingularités géométriques.

Dansun premiertemps,nousavons réalisé un calcul de structure tridimensionnel le plus
proche possible desconditions de fonctionnementréelles. Le maillage, lesconditions aux
limites (chargement mécaniqueet thermique)nousont étéfournis parSNECMA. Le calcul
a étéréaliséenélasticité, enviscoplasticité isotropeet dans le casdu monocristal grâce au
calculparallèle.

Mais cette approcheest, malgré l’augmentation despuissances de calcul, toujours trop
longue et pascompatible avec les delais dansun bureaud’étude. De ce fait nous avons
développéuneméthodededimensionnementd’aube de turbine pour uneutilisation quoti-
dienne. La méthodeproposéeestbasée sur lesméthodesd’homogénéisation enmécanique
desmilieux hétérogènes. Elles permettent de remplacerla zonehétérogène(les trous du
bordd’attaquedel’aubedansnotre cas)parun milieu homogèneéquivalentayant despro-
priétés effectives.
Lesméthodesd’homogénéisation préconisées ont l’intérêt decomporter uneétapederelo-
calisation permettantd’util iser les informationsdu calcul simplifié pourappliquerdescon-
ditionsauxlimitesadaptéessurunecellule représentativecomportantuntrouderefroidisse-
ment. Etantdonné quele calcul de référencedonne l’état decontraintes-déformations au-
tour destrous, la prédiction donnée par la méthode de relocalisation pourra êtreévaluée
sansambiguité.

En élasticité, le milieu homogène équivalent a été déterminé en util isant les méthodes
d’homogénéisationclassiques.

Nous avons également étendu ces méthodes au cas élastoviscoplastique en étudiant un
matériauviscoplastique isotrope perforé puis un matériaumonocristallin perforé. Etant
donnéla difficulté deceproblèmedanssagénéralité, nouspréconisonsuneméthodeprag-
matique. Elle consiste à identifier les paramètresd’un modèlephénoménologique non-
linéaire à partir d’une“based’identification numérique” aussi large quepossible.
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Laprésencedutrou,ayant unefractionvolumiquede8%,affaiblit lespropriétésmécaniques
del’ordrede20%et rendle matériaucompressible. La compressibilité du milieu estprise
en compteà partir d’un critère elliptique dansle casisotropeet en ajoutant despseudo-
systèmesdedilatationauxsystèmesdeglissementinitiaux dans le casdu monocristal.
Cesmodèlesont étéidentifiéspour unetempératuredefonctionnementde950? C et validés
sur unestructureperforéepériodiquement. Ils sont actuellementdisponiblesdansle code
decalcul ElémentsFinis ZéBuLoN.

Dans le casde l’aube de turbine HP, nousavons montré l’effet prédictif des méthodes
d’homogénéisationet l’importancede prendre en comptel’affaiblissementlié à la perfo-
ration.

Nous avons également mis en évidenceles limites d’une telle approche dansle casde
forts gradientsdesollicitation. Danscesconditions defonctionnement,lorsqueleschamps
moyensnesontplus lentementvariables,lesméthodesd’homogénéisation classiquessont
misesendéfaut. Le milieu homogèneéquivalentpeutêtreconsidérécommeun milieu con-
tinu généralisé. Uneloi decomportementhomogénéiséeduseconddegré(théorie dusecond
gradient)a étéformuléeenthermoélasticité.
Il seraitintéressantmaintenantdepoursuivre le développement dela théorie dusecond gra-
dientdansle casnon-linéaire afin demettreenévidencel’améliorationqu’elle apporte aux
méthodesclassiques.

Uneétude expérimentalea égalementétéréaliséeà l’ONERA afin d’étudier l’in fluencede
la perforation surle comportementet la duréedevie.
Un systèmeexpérimental a été développé afin de s’approcher au mieux desconditions
réelles de fonctionnement. Des chargements thermomécaniques, prenant en compteles
gradientsthermiquesobservéssur la structure réelle, ont été réaliséssur deséprouvettes
monocristallinesrevêtuesC1A.
En parallèle, ces essais sont simulés numériquementsur une trentaine de cycles afin
d’obtenir un cycle desollicitation thermomécaniquestabilisé.

Cetteétudenousapermisdetesterla validitédesmodèlesnonpluslorsdesollicitationssur
un élémentdevolume, maissurun calcul destructureréel.
Nousavonseffectuédescomparaisonscalcul - expérienceauniveauducomportementetde
la durée devie despiècesà partir demodèlesidentifiés enisotherme.
Dans la zone chaude nous remarquons que le modèle de comportement reproduit cor-
rectement la réponse de l’éprouvette relevée à partir d’un extensomètre. Et le modèle
d’endommagement sous-estimelégèrementle nombre decyclesà amorçage.
Par contre, dans la zone froide, le modèled’endommagement sous-estimenettement la
duréedevie dela structure.

Cetravail a permisde proposeruneprocédurepour le dimensionnement desaubes de tur-
bine HP. Mais plusieursinterrogations subsistent, dont les réponsespourraient enrichir les
modèles decomportementet dedurée devie.

La progression desoutilsdecalcul liéeaudéveloppementducalculparallèledevrait permet-
tre unemeilleure représentation dela géométrieet,parconséquent, uneconnaissanceplus
précisedeschampsdedéformationset decontraintes auniveau despièces.
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Il seraitégalement important d’affiner lesmodèlesdecomportementet d’endommagement
surunegammedetempératureplus large et principalement auxplus faibles températures,
en cherchantaussi à définir plus rigoureusementle volume de matièresur lequel il faut
appliquer le modèle, la réponseà cettequestion étant d’ailleurs liée à l’approche"milieux
continusgénéralisés".
Le travail effectué ici setermineavec l’étaped’amorçage.Il serait maintenantsouhaitable
de s’intéresser à l’avancéede fissuredansun milieu fortement hétérogène(gradients de
contraintes). L’étudemétallurgique débutéedoit également êtrepoursuivie afin d’étudier
l’endommagementauborddessingularités géomériques.

Une autreextension à envisagerest l’application de cetteméthode simplifiée à d’autres
piècesperforées. Ce qui va être fait très prochainement pour l’étude d’une chambre de
combustion multiperforée.



170 CONCLUSION- PERSPECTIVES



Bibliographie

ASHBY M.F. ET JONES D.R.H. (1982). Matériaux 1 : propriétéset applications. Dunod
Paris.

AURIAULT J.-L. ET CAILLERIE D. (1989). Quelques remarques sur les méthodes
d’homogénéisation. In : RevueFrançaise deGéotechnique,pp 43–50.

BERAN M. J. ET MC COY J. J. (1970). Meanfield variations in a statistical sampleof
heterogeneouslinearly elastic solids. Int. J.SolidsStructures,vol. , pp 1035–1054.

BERVEILLER M. ET ZAOUI A. (1980). Généralisation du problèmede l’inclusion et ap-
plication à quelquesproblèmesd’élastoplasticité desmatériauxhétérogènes. Journal
deMécanique,vol. 19,n� 2, pp 345–361.

BESSON J., LERICHE R., FOERCH R., ET CAILLETAUD G. (1998). Object–Oriented
ProgrammingAppliedto the Finite ElementMethod.Part II. Application to Material
Behaviors. RevueEuropéennedesElémentsFinis,vol. 7 n� 5, pp 567–588.

BOURDIAS C. ET MONCEAU D. (1989-1994). Ca.R.IneCristallographie3.0,La cristallo-
graphie pour l’enseignementet la recherche.

BOUTIN C. (1996). Microstructural effects in elastic composites. Int. J.SolidsStructures,
vol. 33,pp 1023–1051.

BRAHIN-OSTMANE S., FRANCFORT G.A., ET MURAT F. (1992). Correctors for the
homogenization of the waveand heat equation. J. Math. PuresAppl., vol. , pp 197–
231.

CAILLETAUD G. (1987). Uneapprochemicromécaniquephénoménologique du comporte-
mentinélastique desmétaux. Thèsede Doctorat, UniversitéPierreet Marie Curie,
Paris6.

CAILLETAUD G., CARUEL F., GALLERNEAU F., MOUNOURY V., ET PALLOT P. (2000).
Prévision deduréedevieetdimmensionnement desaubesdeturbines. J.Phys.IV, vol.
10,pp 181–186.

CAILLETAUD G. ET CHABOCHE J.-L. (1982). Lifetimeprediction in 304stainlesssteel by
damage approach. In : ASME PressureVesselandPiping,Orlando (USA).

CARDONA J.-M., CAILLETAUD G., ET FOREST S. (Janvier 1999a). Etudedu comporte-
mentet de l’amorçage dansles aubes de turbinesmultiperforées. Technical Report
940.318K - Lot 9, CentredesMatériaux Ecole desMines de Paris, Evry. Premier
rapport d’avancement.



172 BIBLIOGRAPHIE

CARDONA J.-M., CAILLETAUD G., ET FOREST S. (Janvier 2000a). Etudedu comporte-
mentet de l’amorçage dansles aubes de turbinesmultiperforées. Technical Report
940 937 H - Lot 8, CentredesMatériaux EcoledesMines de Paris, Evry. Premier
rapport d’avancement.

CARDONA J.-M. ET FOREST S. (1999). Analyse par élémentsfinis de l’él asticité des
milieux du second gradient. In : 14èmecongrèsfrançais de mécanique,30 août- 3
septembre,Toulouse.

CARDONA J.-M. ET FOREST S. (2000). Construction of a second grade homogeneous
equivalent mediumfor heterogeneous materials submited to slowly-varying mean
fields. In : 4th euromech Solid Mechanics Conference.

CARDONA J.-M., FOREST S., CAILLETAUD G., GALLERNEAU F., ET CARUEL F.
(2000b). Anisothermal cyclic viscoplastic computation on multiperforated compo-
nents. In : Plasticity 2000 : The Eight International Symposiumon Platicity and
Its Current Applications,pp 35–37.

CARDONA J.-M., FOREST S., ET SIEVERT R. (1999b). Towardsa theoryof secondgrade
thermoelasticity. Extracta mathematicae,vol. 14,pp 127–140.

CARTRAUD P. (1994). Contributionà la modélisationnumériqueetà l’homogénéisationdu
comportementélastoplastiqued’un joint deculasse. Thèsededoctorat,EcoleCentrale
deNantes.

CHABOCHE J.-L. (1978). Uneloi différentielle d’endommagementde fatigueavec cumu-
lation nonlinéaire. RevueFrançaisedeMécanique,vol. , pp 50–51.

CHABOCHE J.-L. (1983). Sur les lois de comportementdesmatériaux sous sollicitations
monotones ou cycliques. La Recherche Aérospatiale, n� 1983-5, vol. n� 1985-5, pp
363–375.

CHABOCHE J.-L., CULIÉ J.-P., GALLERNEAU F., NOUAILHAS D, PACOU D., ET

POIRIER D. (1997). Thin wall thermal gradient : experimental study, F.E. analysis
andfatiguelife prediction. In : The5th International conferenceon Biaxial/Multiaxial
FatigueandFracture, pp 149–164.

CHABOCHE J.-L., DANG VAN K., ET CORDIER G. (1979). Modelization of Strain Mem-
ory Effecton theCyclic Hardening of 316Stainlesssteel. In : SMIRT 5, Section L, pp
79–109.

CHATAIGNER E. ET RÉMY L. (1995). Thermomechanical behaviour of coatedand bare
nickel-base superalloy single crystals. In : International Symposium, Fatigueunder
ThermalandMechanical loading, PettenTheNetherland.

COFFIN L.F. (1954). A study of theeffects of cyclic thermalstressesin ductile metal. In :
TransASME 76.

COLEMAN B. D. (1964). Thermodynamicsof Materials with Memory. Arch. Rat.Mech.
Anal., vol. 17,pp 1–46.

CUITINO A.M. ET ORTIZ M. (1992). Review article : Computational modelling of single
crystals. Modelling Simul.Mater. Sci.Eng.,vol. 1 n� 3, pp 225–263.



BIBLIOGRAPHIE 173

DEBUSSAC A., DELAUTRE J., ET LAUTRIDOU J.C. (1994). Synthèsedespropriétésdefa-
tigueanisothermedel’AM1 nuetprotégéC1A. Technical report, Document SNECMA
Direction Technique. Départementmatériaux et procédés.

DEFRESNE A. (1989). Endommagement en fatigue oligocyclique à 650� C de superal-
liagesmonocristallins à base denickel : Influencedel’or ientation cristallographique
et d’une concentration de contrainte. Thèsede doctorat, EcoleNationale Supérieure
desMinesdeParis.

DELL’ ISOLA F. ET SEPPECHER P. (1995). Therelationships betweenedge contact forces
andinterstitial workingallowedby theprincipal virtual power. C.R.Acad.Sci.Paris,
vol. , pp 303–308.

DETHUNE D. (1997). Etudethermomécanique destrous de refroidissementd’aubesde
turbine. Technical report, Document SNECMA Direction Technique. Document
SNECMA.

DUMONTET H. (1990). Homogénéisation eteffetsdebordsdanslesmatériauxcomposites.
Thèsededoctorat,Université ParisVI.

DUNN J.E. ET SERRIN J. (1985). On the thermomechanicsof interstitial working. Arch.
Rat.Mech.Anal., vol. , pp 96–133.

DVORAK G. (1992). TransformationField Analysis of Inelastic CompositeMaterials. In :
Proc.R. Soc.Lond.A 437, pp 311–327.

DVORAK G. (1994). Implementation of thetransformationfield analysisfor inelastic com-
posite materials. Computational Mechanics,vol. 14,pp 201–228.

FACIU C. (1998). A non-local rate-typeviscoplastic approach to patterningof deformation.
Acta Mech.,vol. 126,pp 71–99.

FAHRAT C. ET ROUX F.-X. (1994). Implicit Parallel Processing in Structural Mechanics.
Computational MechanicsAdvances,vol. 2 n� 1.

FEYEL F. (1998). Application ducalcul parallèleauxmodèlesà grandnombredevariables
internes. Thèsededoctorat,EcoleNationaleSupérieuredesMinesdeParis.

FLEURENTIN P. (1996). Relations entre conditions de croissanceet la qualité cristalline
de monograins dentritiques. Thèsede doctorat, Institut National Polytechnique de
Lorraine.

FLEURY E. (1991). Endommagement du superalliage monocristallin AM1 en fatigue
isothermeet anisotherme. Thèsede doctorat,EcoleNationale Supérieure desMines
deParis.

FOERCH R., AZZOUZ F., QUILICI S., ET CAILLETAUD G. (1999). New Tools for a sim-
plifiedAccessto UMAT. In : Abaqus UsersMeeting, pp 213–227.

FOREST S. (1998). MechanicsandGeneralizedContinua : Construction by homogeniza-
tion. J.Phys.IV, vol. 8, pp 39–48.



174 BIBLIOGRAPHIE

FOREST S. (1999). Homogeneisation MethodsandtheMechanicsof GeneralizedContinua.
In : Internation Seminaron Geometry, ContinuumandMicrostructure,éd.Maugin G.,
pp 35–48.TravauxenCoursNo. 60,Hermann.

FOREST S., CARDONA J.-M., ET SIEVERT R. (2000). Thermoelasticity of Second-Grade
Media. In : Continuum thermomechanics: The Art andScience of Modelling Ma-
terial behaviour (Paul Germain’s AnniversaryVolume), éds.GérardA. Maugin Ray-
mondeDrouot et Sidoroff Francois, pp 163–176.2000 Kluwer AcademicPublishers,
Printedin theNetherlands.

FRANÇOIS D., PINEAU A., ET ZAOUI A. (1995). Comportementmécaniquedesmatéri-
aux. Hermès.

FRANCFORT G.A. (1983). Homogenization and linear thermoelasticity. SIAM J. Math.
Anal., vol. 14,pp 696–708.

FRANCIOSI P. (1985). Theconceptsof latent hardening and strain hardening in metalic
single crystals. Acta Met., vol. 33,pp 1601–1612.

GABRIELL I F., MARCHIONNI M., ET ONOFRIO G. (1989). Timedependenteffectsonhigh
temperature low cycle fatigue and fatigue crack propagation on nickel-basesuperal-
loys. In : Advancein fatigue scienceandtechnology, Kluwer AcademicPublisher.

GALLERNEAU F. (1995). Etudeet modélisation de l’endommagementd’un superalliage
monocristallin revetu pour aube de turbine. Thèsede doctorat, Ecole Nationale
Supérieure desMinesdeParis.

GALLERNEAU F. (1999). Modelling of anisotropyeffectsof a single crystal superalloy on
its fatigue-creepresistance. In : ICAF’99.

GAMBIN B. ET KRÖNER E. (1989). Higher-OrderTermsin theHomogenizedStress-Strain
Relationof Periodic Media. Phys.Stat.Sol.,vol. 151, pp 513–519.

GERMAIN P. (1973). La méthodedespuissances virtuelles em mécanique desmilieux
continuspremière partie : théorie du second gradient. J. de Mécanique,vol. 12, pp
235–274.

GERMAIN P. ET MÜLLER P. (1995). Introduction à la mécanique desmilieux continus.
2èmeédition, Masson.

GERMAIN P., NGUYEN Q. S., ET SUQUET P. (1983). ContinuumThermodynamics. Jour-
nal of Applied Mechanics,vol. 50,pp 1010–1020.

GILORMINI P. (1998). Elasticitédesmatériauxhétérogènes. DEA MécaniqueetMatériaux.

GOLOGANU M., LEBLOND J.B., ET PERRIN G. (1996). Recentextensions of Gursons’s
modelfor porousductilemetals. In : in ContinuumMichromechanics,ed.by P. Suquet,
coursCISM, Udine.

GROSDIDIER T. (1992). Etude de la transformation de phase γ � γ� de superal-
liages monocristallins à base de nickel. Influence de sollicitations mécaniques et
d’hétérogénéitéschimiques. Thèsede doctorat, Institut National Polytechnique de
Lorraine.



BIBLIOGRAPHIE 175

HALPHEN B. ET NGUYEN Q.S. (1975). Sur lesmatériauxstandard généralisés. Journal
deMécanique,vol. 14,n� 1, pp 39–63.

HANRIOT F. (1993). Comportementdusuperalliagemonocristallin AM1soussollicitations
cycliques. Thèsededoctorat,EcoleNationale SupérieuredesMinesdeParis.

HAYHURST D.R. (1972). CreepRupture UnderMultiaxial State of Stress. J.Mech.Phys.
Solids, vol. 20,pp 381–390.

HILL R. (1967). The essential structure of constitutive laws for metal composites and
polycristals. J.Mech.Phys.Solids, vol. 15,pp 79–95.

HUET C. (1980). Remarquessur la procédure d’assimilation d’un matériau hétérogène
à un milieu continu équivalent. In : Comportements rhéologiques et structure des
matériaux,CR15èmeColl. GFR., Paris.

KACHANOV L. M. (1958). Time of the Rupture Process Under CreepConditions. Izv.
Akad.Nauk.SSR,Otd Tekh.Nauk.,vol. 8, pp 26–31.

KNOP M., JONES J., MOLENT L., ET WANG C. (2000).Ontheglinka andneuber methods
for calculating notch tip strainsunder cyclic load spectra. Int. Journal of Fatigue, vol.
22,pp 743–755.

KOITER W.T. (1960). General theoremsfor elastic-plastic solids. In : Progressin solids
mechanics,North Holland Publishing Company, vol.1, pp 165–221.

KRUCH S. ET FOREST S. (1998). Computation of coarsegrain structuresusinga homoge-
neousequivalent medium. J.Phys.IV, vol. 8, pp 197–205.

KRUCH S., ROUX F.-X., FEYEL F., ET CAILLETAUD G. (1997). Application du calcul
parallèle aux modèlesà grand nombre devariablesinternes. In : Colloque National
encalcul destructures-Giens.

LAUTRIDOU J.C. (2000). Lesmatériaux dans les turbomachinesaéronautiques: prob-
lèmeset perspectives. J.Phys.IV, vol. 10,pp 3–8.

LAUTRIDOU J.L., GUEDOU J.Y., ET DELAUTRE J. (1995). Comparison of singlecrys-
tals superalloys for turbine bladesthrough TMF tests. In : International Symposium,
FatigueunderThermalandMechanical loading,PettenTheNetherland.

LEMAITRE J. ET CHABOCHE J.-L. (1985). MécaniquedesMatériaux Solides. Dunod.

LERICHE R. (1998). Zébulon 7/ Z-Set,Manuelutil isateur, zOptimiser. In : INSA Rouen,
pp 345–369.

LESNE P.M. ET SAVALLE S. (1987). A differential damage rule with microinitiati on and
micropropagation. La RechercheAérospatiale,vol. n� 2.

MALPERTU J.L. (1987). Fatiguemécano-thermique d’un superalliage à base de nickel.
Thèsededoctorat,EcoleNationale SupérieuredesMinesdeParis.

MANDEL J. (1965). Généralisation dela théoriedeplasticité deW. T. Koiter. Int. J.Solids
Structures,vol. 1, pp 273–295.



176 BIBLIOGRAPHIE

MANDEL J. (1978). Propriétésmécaniquesdesmatériaux. Eyrolles.

MANSON S.S. (1953). Behavior of materials under conditions of thermal stresses. In :
NACA TN-2933.

MARIGO J.-J., M IALON P., M ICHEL J.-C., ET SUQUET P. (1987). Plasticité et
homogénéisation : un exemplede prévision des charges limites d’une structure
hétérogènepériodique. Journal de Mécanique théorique et appliquée,vol. 6, n� 1,
pp 47–75.

MAUGIN G.A. (1980). Themethodof virtual powerin continuummechanics: Application
to coupled fields. Acta Mech.,vol. 126, pp 71–99.

MAUGIN G.A. (1990). Internal variablesand dissipatives structures. J. Non-Equilib.
Thermodyn., vol. 15,pp 173–192.

MAUGIN G.A. ET MUSCHIK W. (1994). Thermodynamicswith internal variable, Part I.
General concepts. J.Non-Equilibr. Thermodyn., vol. 19,pp 217–249.

MEISSONNIER F. (1996). Couplages thermomécaniqueset homogénéisation. Thèsede
doctorat,Université Montpellier II.

MÉRIC L. (1991). Unemodélisation mécaniqueducomportementdesmonocristaux. Thèse
dedoctorat,EcoleNationaleSupérieure desMinesdeParis.

MÉRIC L., POUBANNE P., ET CAILLETAUD G. (1991). Single Crystal Modeling for Struc-
tural Calculations. Part 1: ModelPresentation. J.of Engng.Mat. Technol.,vol. 113,
pp 162–170.

M ICHEL J.-C. (La LondelesMaures, 1998). Elasticité linéaire- Théorie desmoduleseffec-
tifs - ApproximationsdeVoigt et Reuss. Méthodesd’homogénéisation en Mécanique
desMatériaux, Ecolethématiquedu CNRS.

M ICHEL J.-C., MOULINEC H., ET SUQUET P. (La Londeles Maures,1998). Propriétés
linéaires et non linéaires des composites à microstructure périodique. Méthodes
d’homogénéisationenMécaniquedesMatériaux,Ecolethématiquedu CNRS.

M INDL IN R.D. (1965). Second gradientof strain and surface tension in linear elasticity.
Int. J.SolidsStructures,vol. 1, pp 417–438.

M INDL IN R.D. ET ESHEL N.N. (1968). On First Gradient Theories in Linear Elasticity.
Int. J.SolidsStructures,vol. 4, pp 109–124.

MÜLLER I . (1985). Thermodynamics. PitmanPublishing Limited, London.

MÜLLER I . ET RUGGERI T. (1993). Extended thermodynamics. In : Springer Tractsin
NaturalPhilosophy 37.

MURDOCH A. I . (1979). Symmetryconsiderations for materials of second grade. I. of
Elasticity, vol. 9 n� 1, pp 43–50.

NICOULEAU-BOURLES E. (1999). Etudeexpérimentale et numérique du vieillissement
d’un alliage d’aluminium.Application aux culassesautomobiles. Thèsede doctorat,
EcoleNationaleSupérieure desMinesdeParis.



BIBLIOGRAPHIE 177

NOUAILHAS D. (1989). Un modèledeviscoplasticité cycliquepour matériau anisotropes
à symétriecubique. C. R. Acad.Sci.Paris,vol. t. 310, SérieII, pp 887.

NOUAILHAS D. ET CAILLETAUD G. (1992). Comparaison dedivers critèresanisotropes
pour monocristaux cubiquesà faces centrées(CFC). C. R. Acad. Sci. Paris, vol. t.
315, SérieII, pp 1573–1579.

NOUAILHAS D. ET CULIÉ J.-P. (1991). Development and application of a modeffor
single crystal superalloys. In : FreedA. D. andWalker K. P., ed,High Temperature
Constitutive Modeling - TheoryandApplication, ASME, MD-26, ADM-121, pp 151.

NOUAILHAS D., CULIÉ J.-P., CAILLETAUD G., ET MÉRIC L (1995). Finite element
analysisof thestress-strain behavior of single-crystal tubes. Eur. J.Mech.,A/Solids,
vol. 14 n� 1, pp 137–154.

PAN Y., BISCHOFF-BEIERMANN B., ET SCHULENBERG T. (1999). Materials testing for
fatiguedesignof heavy-dutygasturbineblading with film cooling. In : FatigueDesign
andReliability , G. Marquis andJ.Solin (Eds),pp 155–162.

PERRUCHANT P. (1997). Etudedesinteractions fatigue-fluage-oxydation à 950� C dans
l’endommagement du superalliage monocristallin. Thèse de doctorat, ENSMA
Poitiers.

PEYROUX R. ET CHRYSOCHOOS A. (1997). Couplagesthermomécaniquesethomogénéi-
sation, quelquesapplications. In : CouplagesThermomécaniques,28mai1997,Paris.

PEYROUX R. ET L ICHT C. (1993). Homogenization in thermoelasticity : application to
compositematerials. J.Phys.IV, vol. 3, pp 1623–1626.

PIDERI C. ET SEPPECHER P. (1997). Un résultat d’homogénéisation pour un matériau
élastique renforcé périodiquement par des fibres élastique périodiquementde très
grandesrigidité. C. R. Acad.Sci.Paris,vol. t. 324, SérieII, pp 475–481.

POUBANNE P. (1989). Etudeet modélisation du comportementmécanique d’un superal-
liagemonocristallin pour aubedeturbine. Thèsededoctorat,EcoleCentraledeParis.

PRADEL F. (1998). Homogénéisation desmilieux continusetdiscretspériodiquesorientés.
Uneapplication auxmousses. Thèsededoctorat,EcoleNationaleSupérieuredesPonts
et Chaussés.

PRADEL F. ET SAB K. (1998). Homogenization of discretemedia. J. Phys.IV, vol. 8, pp
39–48.

RABOTNOV Y. N. (1969). CreepProblemsin Structural Members. North Holland.

REINHARDT W. D. (2000). Description of plasticity in a solid containing anorderedarray
of cylindrical voids. In : Plasticity 2000 : The Eight International Symposiumon
Platicity andIts CurrentApplications,pp 95–97.

RÉMY L. (1986). Méthodologie de la fatigue thermique. In : Journéesinternationalesde
printempsdela SFM,pp 252–274.



178 BIBLIOGRAPHIE

RÉMY L. ET REUCHET J. (1983). Fatigue-oxydation interactionin a superalloy - Applica-
tion to life prediction in high temperature low cyclefatigue. Met. Trans.,vol. 14 A, pp
141.

RICE J.R. (1970). On the structure of stress-strain relations for time dependentplastic
deformationin metals. ASME J.Appl. Mech.,vol. 37,pp 728–737.

ROBINSON E.L. (1952). Effectof TemperatureVariation ontheLongtimeRuptureStrength
of Steels. Trans.ASME, vol. 74,pp 777.

SAB K. (1992). On the homogenization and the simulation of random materials. Eur. J.
Mech.A/Solids,vol. 11,pp 505–515.

SANCHEZ-HUBERT J. ET SANCHEZ-PALENCIA E. (1992). Introduction aux méthodes
asymptotiques et à l’homogénéisation. Masson.

SANCHEZ-PALENCIA E. (1974). Comportement local et macroscopiqued’un typedemi-
lieux physiqueshétérogènes. Int. J.Engng. Sci.,vol. 12,pp 331–351.

SANCHEZ-PALENCIA E. ET ZAOUI A. (1985). Homogenizationtechniquesfor composite
media. Lecture notesin physics,No. 272,Springer-Verlag.

SAVALLE S ET CAILLETAUD G. (1982). Microinitiati on, micropropagation and damage.
La RechercheAérospatiale,vol. n� 6.

SCHRAAD M.W. ET TRIANTAFYLLIDIS N. (1997). ScaleEffectsin MediaWith Periodic
and Nearly Periodic Microstructures, Part I : Macroscopic Properties. J. of Appl.
Mech.,vol. 64,pp 751–762.

SHU J. Y. ET FLECK N. A. (1998). Theprediction of a sizeeffect in microindentation. Int.
J.SolidsStructures,vol. 33 n� 13,pp 1363–1383.

SHU J. Y., K ING W. E., ET FLECK N. A. (1999). Finite elements for materialswith strain
gradient effects. Int. J.Numer. Meth.Engng.,vol. 44,pp 373–391.

SUQUET P. (1980). Méthoded’homogénéisationenmécaniquedessolides. In : Comporte-
mentsrhéologiqueset structuredesmatériaux, CR15èmeColl. GFR.,Paris.

SUQUET P. (1982). Plasticité et homogénéisation. ThèsedeDoctorat,UniversitéPierreet
Marie Curie,Paris6.

SWAMINATHAN V.P., ALLEN J., ET TOUCHTON G.L. (1997). Temperature estimation
and life prediction blades using post-service oxidation measurements. Trans.ASME,
vol. 119,pp 922–929.

TAIRA S. (1962). Lifetimeof StructuresSubjectedto VaryingLoadandTemperature, Creep
in Structures. N. J.Hoff, vol. AcademicPress.

TAYLOR G. I. (1938). PlasticStrain in Metals. J. Inst. Metals, vol. 62,pp 307–324.

TOUPIN R.A. (1962). Elastic materials with couple stresses. Arch. Ration.Mech.Anal.,
vol. 11,pp 385–414.



BIBLIOGRAPHIE 179

TRIANTAFYLL IDIS N. ET BARDENHAGEN S. (1996). Theinfluenceof thescalesizeonthe
stability of periodic solids andtherole of associatedhigher order gradient continuum
models. J.Mech.Phys.Solids,vol. 44,pp 1891–1928.

TROSTEL R. (1985). Gedankenzur Konstruktionmechanischer Theorien, Beiträge zuden
Ingenieurwissenschaften,ed.byTrostel,Tech.Univ. Berlin, Univ.-Bibl. Abt. Publ.,vol.
, pp 96–134.

Z-SET (1996). Zébulon 7, Manuel utilisateur. CentredesMatériaux,EcoledesMines de
Paris.

ZARKA J. (1972). Généralisation de la théorie du potetiel plasticique multiple en vis-
coplasticité. J.Mech.Phys.Solids, vol. 20,pp 179.



180 BIBLIOGRAPHIE



Partie D

Annexes





Annexe-A-

Notations

Quelquesremarquessurlesdifférentesnotationsutil iséesdansle rapport etexpriméesdans
un repère euclidien E :

X représenteun scalaire

X représenteun vecteur

X� représenteun tenseur d’ordre 2

X� représenteuntenseurdu troisièmeordrequel’on contracteavecunvecteur pourdon-
nerun tenseurdu second ordre

X� représenteuntenseur dutroisièmeordrequel’on contracteavecuntenseurdusecond
ordrepour donner un vecteur

X�� représenteun tenseur du quatrièmeordre�
X�\� représente la partie symétriquedeX�� X� � représente la partie antisymétrique deX�

∇ représente l’opérateurnabla

∇ ��� i ei

X∇ � X� i ei

X � ∇ � Xi � j ei � ej

X �∇ � Xi � i
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X� �∇ � Xi j � j ei

X� �∇ � Xi jk � k ei � ej



Annexe-B-

Les différ entesméthodes
d’homogénéisation

Sommaire
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Lesdifférentesméthodesd’homogénéisationsedistinguent principalementauniveaudela
localisation, cequi estlié auchoix et à la modélisationdu VER.

B.0.1 Théorie desmoduleseffectifs

Cettethéorie, encoreappeléeméthodedeHill-Mandel (Hill, 1967;Mandel, 1978), apporte
uneréponsesimpleà l’absencede conditions aux limites tout en respectant la donnéeen
moyenne. L’idée consisteà imposerdesconditions aux limites homogènessur la frontière
du VER et à déterminerleschampslocaux dansΩ (Michel, 1998).

Poury parvenir, nousdisposonsdu systèmed’équations suivant���� ��� σ��� y ��∇ � 0
σ��� y �� c�� � y  : ε�0� u � y 6  dansΩ
et ¡ σ��¢ � Σ� ou ¡ ε�/¢ � E�
ensupposantconnu Σ� ouE�£� (B.1)

Cesystèmed’équations, sanscondition auxlimites, nesuffit paspour assurer l’unicité dela
solution. Donc,pourcompensercetteabsence,tout enrestant compatible aveclesrelations
demoyenne,la théorie desmoduleseffectifs envisagedesconditionsdites :� decontrainteshomogènesaubord σ��� y �� n � y �� Σ� � n � y  sur∂Ω� dedéformations homogènesaubordu � y � E�_� y sur∂Ω
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a) Tenseursde localisation

En élasticité linéaire, il existe une correspondanceentre la donnée et la solution de ces
problèmes.

ε�,� y � A�� � y  : E� (B.2)

σ��� y �� B�� � y  : Σ� (B.3)

A�� � y  est un tenseur du quatrième ordre, dit de localisation desdéformations et B�� � y  un

tenseur deconcentration descontraintes.

b) Définition destenseurseffectifs

Partantdeséquations localesdu comportementet considérant la relation delocalisation en
déformationnousobtenons

σ��� y �� c�� � y  : ε�¤� u � y 6 
σ��� y �� c�� � y  : A�� � y  : E�

or
Σ�¥�¦¡ σ��� y  ¢

Σ� �¦¡ c�� � y  : A�� � y  ¢ : E�
donc

c�� hom �¦¡ c�� � y  : A�� � y  ¢ (B.4)

Le tenseur desmoduleseffectifs estdoncégaldansΩ à la moyennedu tenseur desmodules
desconstituants pondéréparle tenseur delocalisation desdéformations A�� � y  .
De la mêmemanière, nous obtenonsunerelation similaire pour le tenseur dessouplesses
effectives

s�� hom �¦¡ s�� � y  : B�� � y  ¢ (B.5)

c) Définition énergétique du comportement homogèneéquivalent

L’utilisation du théorèmede Hill permetd’établir pour les composantes c�� hom et s�� hom de

nouvellesexpressionsénergétiques.
Si nous nousplaçonsdansl’hypothèse dedéformationshomogènesaucontour

Σ� : E� � E� : c�� hom : E�� ¡ ε� : c�� : ε�/¢ �§¡ � A� � : ε�   : c�� : � A�� : ε�   ¢� ¡ � ε� : A�� t   : c�� : � A� � : ε�   ¢ � E� : ¡ A�� t : c�� : A�� ¢ : E� (B.6)

Nousobtenonsla mêmerésolution encontrainteshomogènespours�� hom.

Donc,enrésumé,enélasticité linéaire avechypothèsedemacrohomogénéité,nouspouvons
écrire

c�� hom � ¡ c�� : A�� ¢ �¦¡ A�� t : c�� ¢ �¦¡ A�� t : c�� : A�� ¢� ¡ B�� t : s�� : B�� ¢¥¨ 1 �¦¡ B�� t : s�� ¢¥¨ 1 �¦¡ s�� : B�� ¢F¨ 1 � s�� hom̈ 1
(B.7)
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d) Propriétésvariationnelles

Pourtout chargementσ��© à divergence nulle et tout champsε� � compatible, nous avons :¡ � σ� ©«ª c�� : ε� �   : s�� : � σ� ©«ª c�� : ε� �   ¢ ª ¡ σ� © : s�� : σ� © ¢ ª 2 ¡ σ� © : ε� � ¢¬ ¡ ε� � : c�� : ε� � ¢|® 0

En se plaçant dansl’hypothèse descontrainteshomogènesaux contours, nous avons les
deuxrelationssuivantes¯ si σ� © � σ� alorsΣ� : E� ª 2Σ� : ¡ ε� � ¢¬ ¡ ε� � : c�� : ε� � ¢|® 0¯ si ε� �,� ε� alors ¡ σ� © : s�� : σ� © ¢ ª 2Σ� : E� ¬ Σ� : E� ® 0

qui entraînentl’encadrement

2Σ� : ¡ ε� � ¢ ª ¡ ε� � : c�� : ε� � ¢|° Σ� : E� ° ¡ σ� © : s�� : σ� © ¢ (B.8)

pourtout σ�f© admissible encontraintes homogèneset tout ε� � compatible.

De même,pour tout ε� � admissible en déformationshomogènesaux contours et tout σ� © à
divergencenulle, nous obtenons

2 ¡ σ� © ¢ : E� ª ¡ σ� © : s�� : σ� © ¢|° Σ� : E� ° ¡ ε� � : c�� : ε� � ¢ (B.9)

B.0.2 Bornesde Voigt et Reuss

Les approximations de Voigt (respectivement Reuss) consistent à supposerque les défor-
mationssontuniformesε� �i� E� champdedéformationscompatibles(respectivementqueles
contraintessont uniformesσ� © � Σ� champdecontraintes admissibles)(Michel, 1998).
Puis,enutilisant lespropriétésvariationnelles,nousobtenonslesrelations(inégalité ausens
desformesquadratiques):

c�� V ° ¡ c�� ¢ (Voigt) (B.10)

s�� R ° ¡ s�� ¢ (Reuss) (B.11)

Le calcul de l’encadrement de Voigt et Reussne nécessitequela connaissancedescarac-
téristiquesélastiquesc�� et s�� dechaque phase et deleur fraction volumique.Lestenseursdes

modulesde Voigt c�� V (respectivement dessouplesses de Reusss�� R) estuneestimation par

excèsdu tenseur desmoduleseffectifs (respectivement dessouplesseseffectives).

B.0.3 Homogénéisationpériodique

Danscettesection, nous considérons un matériaupériodique, c’est-à-dire défini par une
cellule de basequenousdéplaçonspar translation le long de trois vecteurs. Dansce cas,
la cellule debasen’est pasdéfiniedemanière unique. Par contre,cespropriétés effectives,
mêmecalculéessurdescellulesdifférentes,sont déterminéesdefaçonunique.Le choix est
souvent dictéparl’exploitation desconditions auxlimites depériodicité.
De ce fait nousne pouvonsplus imposerdesconditions aux limites de typesu � y O� E� � y
ou σ��� y �� n � y b� Σ�p� n � y  auborddel’élémentdevolumecommedansla théorie desmodules
effectifs où l’état dedéformation et decontrainte qui enrésulte esthomogène.
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Dansle milieu hétérogènepériodique, la géométrie étantinvariante par translation le long
desvecteursdepériodicité, leschampslocauxε� et σ� sontégalement oscillantset fluctuent
autour de leursvaleurs moyennesenE� et Σ� . Et c’est cette périodicité localedesdéforma-
tionset descontraintesqui fournit lesconditions auxlimites (Michel et al., 1998).

Le problèmeà résoudreesttoujours���� ��� σ��� y ��∇ � 0
σ��� y � c�� � y  : ε�,� u � y 6  dansΩ¡ σ� ¢ � Σ� ou ¡ ε�/¢ � E�
et unecondition depériodicité

(B.12)

Doncle champlocal dedéformationε�¤� u � y 6  estdécomposéenunchampmoyenE� qui serait
le champdedéformationsi le milieu étaithomogèneetunecorrectionfluctuantee� � v � y 6  qui
tient compte dela présencedeshétérogénéités

ε�,� u � y 6 �� E� ¬ e�¤� v � y 6 
E� donne la décomposition du réseau tandis quee� � v � y 6  estdemoyenne nulle.
Le champdedéplacementadmetdonc la décomposition suivante :

u � y b� E�£� y ¬ v avecv périodique. (B.13)

De cettefaçon nousconservonsla relation¡ ε�/¢ � E� �
Le champ de contraintes locales σ� est périodique mais également en équilibre sur
l’ensembledu milieu. Il satisfait de ce fait l’équilibre volumiquedans Ω (σ��� y ��∇ � 0)
maiségalement l’équilibre descellulesadjacenteset la périodicité du champdecontrainte
qui setraduit par le fait quelesvecteurs contraintessont opposéssurdescôtés opposésde
∂Ω. ±

σ�\� y ��∇ � 0 dansΩ
σ� � n opposésou anti-périodiquesurcôtés opposésde∂Ω (B.14)

Le champdescontraintesesttoujoursdéfini commela moyennedu champlocal¡ σ��¢ � Σ� �
Doncmaintenantnousavonstoutesleshypothèsespour déterminerlespropriétésélastiques
effectivesdu milieu hétérogène.Nousdéterminonsles champs locaux de contrainteet de
déformationinduits à l’échelle microscopique par unedéformationE� ou unecontrainteΣ�
macroscopique enrésolvantle problèmelocal suivant����� ���� σ��� y ��∇ � 0

σ��� y �� c�� � y  : ε�,� u � y 6  dansΩ
u � y �� E� � y ¬ v avecv périodique.
σ� � n anti-périodique

(B.15)

oùnousretrouvonsla loi decomportementdesconstituantsélastiques(élastiqueslinéaires),
leséquationsd’équilibre, lesconditions depériodicité et la condition demoyenne.
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Le problèmeadmetunesolution uniqueà unetranslationprès.Commedansla théorie des
moduleseffectifs, nousobtenonsdessolutionsélémentairesauproblèmeàE� ou Σ� imposé:

c�� hom �¦¡ c�� � y  : A�� � y  ¢ (B.16)

s�� hom �¦¡ s�� � y  : B�� � y  ¢ (B.17)

Pourun milieu périodique nousmontrons quecetteapprocheestrigoureuseet qu’elle est
équivalenteà l’approche basée sur les développementasymptotiques (Suquet, 1982) que
nousverronsauchapitre II.
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Annexe-C-

Coefficientdedilatation thermique
effectif

Le comportement dilatométrique homogénéisé, en absence de chargement mécanique,
s’écrit :

E� th � α� hom∆T (C.1)

Or nousavons déjà vu qu’en élasticité linéaire, dansle casdela théorie desmodules effec-
tifs en annexe B, il existe unecorrespondanceentrela donnéeet la solution du problème
(Gilormini, 1998).

ε� th � x £� A�� � x  : E� th

α� � ∆T � A�� � x   : E� th

α� hom �¦¡ α� : A�� ¢ (C.2)

Le coefficient de dilatation thermiquehomogénéiséestégalà la moyennedescoefficients
pondéré parle tenseurdelocalisation desdéformationsA�� .
Et si nous prenons en considération le chargementthermoélastique danssa globalité, le
comportementthermoélastique homogénéiséestdéfini par

Σ� � c�� hom : � E� ª α� hom∆T   (C.3)

Dansle casd’un milieu biphasé,le coefficientdedilatationthermiquehomogénéiséestune
combinaisonlinéaire desfractionsvolumiques f1 et f2 dechaque phase

α� hom � f1 α� 1 : ¡ A�� ¢ 1 ¬ f2 α� 2 : ¡ A�� ¢ 2 (C.4)

avec
f1 ¡ A�� ¢ 1 ¬ f2 ¡ A�� ¢ 2 � I��

Notremilieu estégalement assimilé àunbiphasé(matièreetvide) donc nouspouvonsécrire

α� hom � � 1 ª f   α� 1 ¬ f α� 2A��
1 ª f ¬ f A��
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et enéliminant lestenseursdelocalisation

α� hom � � 1 ª f   α� 1 � 1 ª α� 1 � 1 ª κ1 � κ2  6  ¬ f α� 2 � κ2 � κ1  � 1 ª f   � 1 ª α� 1 � 1 ª κ1 � κ2  6  ¬ f � κ2 � κ1  
Dansnotre cas,la phase 2 est le vide (κ2 � 0). Donc, en faisant tendre κ2 vers0, nous
trouvonsque le coefficient de dilatation thermique du matériau est le mêmequecelui du
matériau du milieu hétérogène.

α� hom � α� 1 (C.5)
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Théorie du secondgradient
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D.1 Intr oduction

Depuistrès longtempsen mécanique, il existe deuxmanièresde schématiser, à l’aide de
conceptsmathématiques, lesefforts s’exerçantà un instant donnét surun systèmeS.

La premièreconsiste à représenteruneforcepar un vecteur (êtremathématique ayantune
origine,unedirection et uneintensité)et d’utiliser la loi fondamentale dela dynamiquequi
stipulequ’ “ il existeaumoinsun référentiel(repèreetchronologie),dit absolu, danslequel
à chaque instant et pour tout système, le torseur desquantitésd’accélération estégal au
torseur desforcesextérieuresexercéessur le système” .

La deuxième voie est celle despuissancesvirtuelles (ou travaux virtuels). Du point de
vue mathématique on considèresur S, à un instant t, un champde vecteur v (représentant
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desvitessesou desdéplacementsélémentairespendantun tempsélémentaireδt) qui définit
à cet instantun mouvementvirtuel deS.On connaît lesefforts pour cemouvementvirtuel
V si on connaît leur “puissance virtuelle” ¶ , nombre réelassocié à V. De façonprécise,on
considèreun espace vectoriel normé ϑ de mouvements virtuelsV et on dit que l’on con-
naît lesefforts exercéssurSpour l’espaceϑ s’il existeuneformelinéaire et continue · (V)
définie sur ϑ. · (V) n’est autre que la puissancevirtuelle de cesefforts dansle mouve-
mentvirtuel défini parV. Cettedeuxièmevoie estbaséesur le conceptdedualité. Lorsque
l’espacevectoriel ϑ estfixé, l’ensembledesefforts connus pour ϑ formenteux-mêmeun
espace vectoriel ϑ̧ dual de ϑ. De plus la taille de ϑ permettra unedescription desefforts
plusou moinsfine.
Lorsquel’on utili seunedescription desefforts par les puissancesvirtuelles, l’énoncéfon-
damental deslois dela dynamiquele plusadapté estle principedespuissancesvirtuelles:
“Dans un référentiel absolu, à chaque instant t et pour tout système, la puissance virtuelle
de tousles efforts appliquésau système, tant intérieurs qu’extérieurs, estégale à la puis-
sance virtuelle desquantitésd’accélération.”

Maintenantnousallons montrer, enconsidérant un espaceϑ desmouvements virtuels, que
nouspouvonsdéterminerunethéorie demécaniquedesmilieux continuset quecetespace
fixe enquelquesortele degrédefinessedela théorie.

Remarques généralessurl’application dela méthodedespuissances virtuelles
enmécaniquedesmilieux continus

L’axiomedespuissancesvirtuellesdesefforts intérieursestà la basedela loi fondamentale
classiquedela mécanique: “La puissancevirtuelledesefforts intérieursà unsystèmeSest
nulle dans tout mouvement virtuel rigidifiant le systèmeSà l’in stantt considéré".

Si onconsidère,surunsystèmeSàunmomentdonnét, unmouvementrigidifiant définipar
un distributeur ¹,º/» , alors la puissancevirtuelle detousleseffortsappliqués, réduite àcelle
deseffortsextérieurs,s’écrit ¼H½�¾Q�¿¹,º/» , où ¼H½´¾ estle torseur deseffortsextérieursetdoit être
nul quelquesoit ¹,º/» . On endéduit, parconséquent, l’énoncédela loi fondamentaledela
statique ¼H½´¾ = 0.

Les remarques qui vont suivre n’ont pasun caractère obligatoire et général de l’axiome
qui vient d’être énoncémaisconstituentplutôt deshypothèsesdetravail ou denotation :

1. Le systèmeS est un domaineconnexe tridimensionel ouvert et bornéde l’espace
euclidien.

2. La frontière ∂S estdeuxfois continûmentdérivable par morceaux, autrement dit la
surface∂S possèdeun vecteur normalunitéextérieur n et un tenseur courbureconti-
nusdans un voisinagede P appartenant à ∂S sauf aux points decertaineslignesqui
sontlesarêtes de∂S (voir (Germain, 1973) pourle casgénéral).

3. Le principedespuissancesvirtuelles s’appliquerasoit à S soit à À un sous-système
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deS où nous ferons lesmêmeshypothèses.

4. Lesfrontièreschoisiespour décrire le mouvementvirtuel de À , autrement dit celles
qui définissentun élément arbitraire del’espacevectoriel norméϑ, sont continûment
dérivablessurla fermeture À + ∂ À de À , autantdefois qu’il seranécessaire.

5. Noussupposons lesefforts suffisammentrégulierspour êtredéfinispardesdensités.
Cettesimplification estdans la plupartdescaslégitimepuisqu’il s’agit denotionsde
mécanique desmilieux continus qui schématisent une réalité physique essentielle-
ment discontinue. De ce fait, les formes linéaires qui définissent les puissances
virtuellespourront donc s’écrire à l’aide d’intégralesde volume, de surface, ou de
ligne.

6. Noussommesenpetitsdéplacementset petitesdéformations.

7. La puissancedesefforts intérieurs ¶ÂÁ i Ã s’exprime sousforme d’une intégraledevo-
lumeprise surl’ouvert À .

8. La puissancedesefforts extérieurs s’exerçant sur le sous-système À intérieur à S
comporte deuxtypesdepuissance:¯ la puissancevirtuelledeseffortsàdistance¶ Á d Ã qui s’exprimesousformed’une

intégraledevolumeprisesurl’ouvert À .¯ la puissancevirtuelle desefforts de contact ¶'Á cÃ qui s’exprime à l’aide d’une
intégraledesurfaceprisesur∂ À .

9. Nousnouslimitons aucasdela statiquedonc le principe despuissancesvirtuellesse
traduit parl’égalité ¶ Á d Ã ¬ ¶ Á cÃ ¬ ¶ Á i Ã � 0 (D.1)

qui doit êtrevalable quel quesoit le sousdomaine À et quelquesoit le mouvement
virtuel deϑ considéré.
Les relations nécessaires et suffisantes qui permettent cette égalité constituent
l’ensembledeséquations dela statiquedu milieu considéré.

Nous introduisons la théorie de second gradient (Germain,1973), théorie plus fine que
celle du premier gradient, qui està la basede la mécaniquedesmilieux continus. Cette
théorieutili secommeespaceϑ desmouvementsvirtuelsceluideschampsdesdéplacements
continuset continûmentdérivablesaumoinsdeux fois dansla fermeture À ¬ ∂ À de À .

D.2 Principe despuissancesvirtuelles

Nousnoteronsui lescomposantesdu déplacementet ui � j leursdérivéespremières.Et nous
introduisonsla décompositioncanoniquedugradientdesdéplacementsenpartiesymétrique
et partie antisymétrique.

u̇ � ∇ � ε̇��¬ Ω� (D.2)� ui � j � εi j ¬ Ωi j  
avec ε̇i j � ε̇ j i la matricereprésentant le tenseur destauxdesdéformations
et Ωi j � ª Ω j i la matricereprésentant le tenseur destauxderotation.
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En plusdeschampsdedéplacement nous faisonségalement intervenir le champdesdéfor-
mationsdonc il convient dechoisir unereprésentationcanoniquedu tenseur (d’ordre3) des
dérivéessecondesdeui commenousl’avonsdéjàfait pour lesdérivéespremières deui .
(Mindli n et Eshel,1968) proposenttrois représentations : le second gradient du déplace-
ment,le gradient dela déformationet le gradient dela rotation. Nousnouscontenteronsde
choisir la secondereprésentation

K� � ε� � ∇ (D.3)Ä
Ki jk � 1

2
� ui � jk ¬ u j � ik  �Å

Le tenseur n’est autrequele gradient de la déformationKi jk � εi j � k. Il estpar conséquent
symétriqueparrapport auxdeuxpremiers indices.

D.2.1 La puissancedesefforts intérieurs, Æ´Ç i È
Elle devrait contenir cinq termes: le champde vitesse u̇, la partie symétriqueε̇� et an-
tisymétrique Ω� du champ du gradient desvitesses et ceux du gradient de déformation.
Ces termessont associés respectivementà un vecteur f© , deux tenseurs du second or-
dre symétriqueet antisymétriqueet deux tenseurs du troisièmeordre symétriqueet anti-
symétrique.
Mais en raisonde l’axiome despuissances virtuellesdesefforts intérieurs, où dans tout
mouvement desoliderigide(translation ourotation) la puissance¶ Á i Ã estnulle, la puissance
virtuelle ¶ÉÁ i Ã nedépend quedeε̇� et deK̇� .
Donc ¶ Á i Ã � ªËÊ,Ì ¼ σ� : ε̇�¦¬ S� :̇ K̇� ¾ dV (D.4)Ä ¶ Á i Ã � ªÍÊÎÌ ¼ σi j u̇i � j ¬ Si jk u̇i � jk ¾ dV Å

où σ� estle tenseur descontraintessymétriques
et S� le tenseur deshypercontraintes.

A présent, en supposantque les σi j et Si j k sont continûmentdérivables en xi , nousap-
pliquons le théorèmede la divergencesur l’expression(D.4) afin d’écrire ¶�Á i Ã sousune
formecanoniqueadéquatepourpouvoir appliquerle principedespuissancesvirtuelles.¶ Á i Ã � ª Ê,Ì ¼ � σi j u̇i   � j ¬Ï� Si j k u̇i � j   � k ª σi j � j u̇i ª Si j k � k u̇i � j ¾ dV

¶ Á i Ã � ª Ê,Ì ¼ � σi j u̇i   � j ¬Ï� Si j k u̇i � j   � k ª σi j � j u̇i ª � Si j k � k u̇i   � j ¬ Si jk � k j u̇i ¾ dV

¶ Á i Ã � ¬ Ê,Ì ¼ � σi j � j ª Si j k � k j   u̇i ¾ dV¬ Ê
∂
Ì ¼ � ª σi j ¬ Si jk � k   n j u̇i ª Si jk nk u̇i � j ¾ dS (D.5)

Le gradient u̇i � j , apparaissant dansle dernier termenedépendpasuniquementdeu sur∂ À .
Il fautdonc encore transformercetteexpression.
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Tout d’abord nousdécomposons le termeu̇i � j en introduisant les opérateursde dérivation
normaleet dedérivationtangentielle enchaquepoint dela surface∂ À .

u̇i � j � D j u̇i ¬ n j Du̇i (D.6)

où la dérivée normaleestle vecteur Du̇i avecDu � u� ini

et la dérivée tangentielle le tenseur Dj u̇i .
Donc ª Ê

∂
Ì Si jk nk u̇i � j dS � ª Ê

∂
Ì Si jk � D j u̇i ¬ n j Du̇i   nk dS

� ªÐÊ
∂
Ì Si j k n j nk Du̇i dSª Ê
∂
Ì Si jk nk D j u̇i dS (D.7)

Nous intégronsà nouveaula partiede l’expressionoù subsiste la dérivéetangentielle du
tenseur. ªÑÊ

∂
Ì Si j k nk D j u̇i dS � ª Ê

∂
Ì D j � Si jk nk u̇i   dS¬ Ê

∂
Ì D j � Si jk nk   u̇i dS (D.8)

A présent noussupposonsque la frontière ∂ À estunesurface à courburescontinuespar
morceaux et nousdésignonspar Γ les “arêtes et les sommets”de ∂ À . Nous appliquons
alorsle théorèmedela divergence pourunesurface.ª Ê

∂
Ì D j � Si jk u̇i nk   dS � ª Ê

∂
Ì � n j Si j k nk u̇i 2R  dS¬ Ê

Γ
¼��Ò�Ò�Ò�Ò� ¾ dl (D.9)

où 2R estle double dela courburemoyenne.

Dansla suite du chapitre, noussupposons que∂ À n’a ni sommetni arêtespour simplifier
(voir (Germain, 1973) pourplusdedétails).

Donc, en regroupant les égalités(D.5), (D.7), (D.8) et (D.9), nousobtenons la puissance
virtuelle desefforts intérieurssousla formedésirée.¶ Á i Ã � ¬ ÊÎÌ ¹F¼ σi j � j ª Si j k � k j ¾ u̇i dV¬ Ê

∂
Ì ¹Ó¼ � ª σi j ¬ Si jk � k   n j ¬ D j � Si j k nk   ª Si j k n j nk 2R ¾ u̇iª ¼ Si jk n j nk ¾ Du̇i » dS (D.10)

D.2.2 La puissancedesefforts extérieurs à distance, Æ Ç d È
En nous reportantaux hypothèsesde travail énoncéesau paragrapheprécédent, nouspou-
vonsécrire ¶ÔÁ d Ã à l’aide d’une intégraledevolumeayantégalementuneformelinéaire.¶ Á d Ã � Ê,Ì ¼ f � u̇ ¬ C� : ω̇�Õ¬ F� : ε̇�¦¬ L� :̇ K̇� ¾ dV (D.11)
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Ä ¶ Á d Ã � ÊÎÌ ¼ fi u̇i ¬ Ci j u̇i � j ¬ Fi j u̇i � j ¬ Li jk u̇i � jk ¾ dV Å
Cetteexpressionimpliquequeleseffortsextérieursàdistancepeuventêtrereprésentéspar:¯ un champdeforcesvolumiquesdéfini parla densité fi (vecteur)¯ un champdedouble-couples volumiquesdéfini parla densitéC�

(tenseurantisymétriqueCi j � ª Cj i)¯ un champdedouble-forcesvolumiquesdéfini parla densité F�
(tenseursymétriqueFi j � Fj i)¯ un champdetriple-forcesvolumiques défini parla densité L�
(tenseursymétriqueLi jk � L j ik)

Puisen effectuant les mêmesintégrations et les mêmeshypothèses nousarrivonsà un ré-
sultat similaire.¶ Á d Ã � ¬ Ê¤Ì ¼ fi ª Ci j � j ª Fi j � j ¬ Li jk � k j ¾ u̇i dV¬ Ê

∂
Ì ¹F¼ � Ci j ¬ Fi j ª Li jk � k   n j ª D j � Li jk nk   ¬ Li jk n j nk 2R ¾ u̇iª ¼ Si jk n j nk ¾ Du̇i » dS (D.12)

D.2.3 La puissancedesefforts extérieurs decontact, Æ Ç cÈ¶ Á cÃ est définie, a priori, par une densité scalaire surfacique qui est toujours une forme
linéaire de u̇i et desesdérivées.
Seulslestermesqui peuventêtreéquilibrésparunautretermeanaloguedanslesexpressions
de la puissance virtuelle desefforts intérieurs (D.10) et desefforts extérieurs à distance
(D.12) lors del’écriture du principedespuissances virtuelles sontconservés.¶ Á cÃ prenddoncla formesuivante:¶ Á cÃ � Ê

∂
Ì ¼ T � u̇ ¬ M� : ε̇� ¾ dS (D.13)Ä ¶ Á cÃ � Ê

∂
Ì ¼Ti u̇i ¬ Mi j u̇i � j ¾ dSÅ

Lesefforts extérieursdecontact, ¶ Á cÃ , sontreprésentésà l’aide :¯ d’unedensitésurfaciquedeforcesT (vecteurcontrainteentoutpoint de∂ À etnormal
à ∂ À ).¯ et d’unedensitésurfaciquededouble forceM�

Puis,aprèsintégration,il vient¶ Á cÃ � Ê
∂
Ì ¼Ti u̇i ¬ Mi j Du̇i ¾ dS¬ Ê

Γ
¼��Ò�Ò�Ò�Ò�Ö¾ dl (D.14)

Onremarqueencoreunefois qu’onprend encomptel’hypothèsesimplificatriceconsidérant
l’absenced’arête et desommetet qu’on utilise seulement la dérivéenormalede u̇i .
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D.2.4 Application du principe despuissancesvirtuelles

Nousappliquonsmaintenantle principedespuissancesvirtuelles (D.1) entenant comptede
(D.10),(D.12)et (D.14)et nousobtenons.¶ Á d Ã ¬ ¶ Á cÃ ¬ ¶ Á i Ã � 0

0 � Ê¤Ì ¹F¼ fi ¬ σi j � j ª Ci j � j ª Fi j � j ª Si jk � k j ¬ Li jk � k j ¾ u̇i » dV

¬ Ê
∂
Ì ¹F¼ Ti ª � σi j ª Ci j ª Fi j ª Si j k � k ¬ Li jk � k   n j¬ D j � Si jk ª Li jk   nk ª 2R � Si jk ª Li jk   n j nk ¾ u̇i¬ ¼ Mi ª � Si jk ª Li jk   n j nk ¾ Du̇i » dS (D.15)

Noussommesainsi conduitsàdéfinirdeux nouvellesvariablesτi j , le tenseurdescontraintes
quenousdirons“effectives”,et τi jk le tenseurdeshypercontraintes.

τi j � σi j ª Ci j ª Fi j ª Si jk � k ¬ Li jk � k (D.16)

τi jk � Si jk ª Li jk (D.17)

Puis,en effectuant à chaque fois différenteshypothèsessur le champdesdéplacementset
desdéformations,nousobtenonsuneséried’identité.

f ¬ τ� �∇ � 0� fi ¬ τi j � j � 0  (D.18)

T � τ� � n ª D j � τ� � n ¬ 2Rτ� : � n � n ×
Ti � τi j n j ª D j � Si jk ª Li jk   nk ¬ 2R � Si j k ª Li jk   n j nk Ø (D.19)

M � τ� : � n � n ×
Mi � τi jk n j nk Ø (D.20)

Onpeut observer queleségalités sontsimilairesà cellesobtenuesdansle casclassique.

D.3 Enoncésfondamentauxde la thermodynamique

La thermodynamiqueestessentiellementbaséesurtrois lois deconservation.¯ L’équation d’équilibre (D.18) déterminéeau paragraphe précédentpeut être inter-
prétée commeuneloi deconservation de la quantité demouvement enappliquantle
théorèmedela divergence Ê¤Ì f dV � ª Ê

∂
Ì T dS (D.21)
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¯ La deuxièmeloi estla conservationdela masse.Si ondéfinitρ commeétant la masse
volumiquealorselle s’exprimepar

d
dt

Ê¤Ì ρ dV � 0 (D.22)¯ La troisièmeloi de conservation estcelle de l’énergiequi estdéterminéepar le pre-
mier principedela thermodynamique.

D.3.1 Premier princip ede la thermodynamique

Nous considèrons, commepour le principe despuissancesvirtuelles, un domaine À de
frontière∂ À intérieurausystèmeSétudié.

Nousallonsmaintenantintroduiretrois nouvellesvariables:¯ l’énergie interne,E

E Ù Ê¤Ì ρ edV (D.23)

où e estl’énergie internespécifique.¯ l’énergie cinétique, K

K Ù 1
2
Ê¤Ì ρ v Ú v dV (D.24)

où v estle champ desvitesses.¯ le tauxdechaleur reçueparle domaine À , Q
Il comprend la chaleur crééepar les actionsextérieuresà À et la chaleur reçue par
conduction autraversdela frontière∂ À de À .

Q Ù ÊÎÌ r dV ª Ê
∂
Ì q Ú n dS (D.25)

où r estunedensité deproduction internedechaleur
q estle vecteur flux dechaleur
n estle vecteur normalextérieurà ∂ À

Le premierprincipe s’exprimepar

d
dt
� E ¬ K  §ÙÛ¶ Á d Ã ¬ ¶ Á cÃ ¬ Q (D.26)

où ¶´Á d Ã ¬ ¶¦Á cÃ représentela puissancedesefforts extérieurs.

Nouspouvonségalementexprimer l’énergie seulementenfonction de la puissancedesef-
forts intérieursetdela chaleur reçueenutili santle principedespuissancesvirtuelles (D.1).

d
dt

E Ù ª ¶ Á i Ã ¬ Q (D.27)

or ¶ Á i Ã Ù ªËÊ,Ì ¼ σÜ : ε̇Ü ¬ SÜ :̇ K̇Ü ¾ dV
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Ä ¶ Á i Ã Ù ª Ê,Ì ¼σi j u̇i Ý j ¬ Si j k u̇i Ý jk ¾ dV Å
etenutilisantle théorèmedela divergenceet le lemmefondamentalnousobtenonsla forme
localedu premier principe:

ρ ė Ù σÜ : ε̇Ü ¬ SÜ :̇ K̇Ü ¬ r ª q Ú∇ (D.28)×
ρ ė Ù σi j u̇i Ý j ¬ Si jk u̇i Ý j k ¬ r ª qi Ý i Ø

D.3.2 Deuxièmeprincipe de la thermodynamique

Dansce principe nous introduisons deux nouvelles variables qui sont la températureet
l’entropie.
Noussupposonsqu’il estpossiblederepérer la températureparunchampàvaleursscalaires
positivesà chaqueinstantet tout point du domaine.
L’entropieSexprimeunevariation d’énergieassociéeàunevariation detempérature.Nous
la définissonsparunedensité d’entropiespécifique η.

S Ù Ê Ì ρ η dV (D.29)

Le second principe postule quele taux de production d’entropie esttoujours supérieur ou
égalautauxdechaleur reçuediviséparla température

dS
dt

® δQ
T

(D.30)

dS
dt

® Ê,Ì r
T

dV ª Ê
∂
Ì q Ú n

T
dS

quenousécrivonsengénéralenutili santle théorèmedela divergenceÊÎÌ*Þ ρ dη
dt

¬ q

T
Ú∇ ª r

T ß dV ® 0 (D.31)

Cetteinégalité,vérifiéequelquesoit le domaine À , entraînela formelocale

ρ η̇ ¬ q

T
Ú∇ ª r

T
® 0 (D.32)

Puis,enremarquanttout d’abord que

q

T
Ú∇ Ù q Ú∇

T
ª q

T2 Ú T∇

etenmultipliant toutparT puisqueT à O, onendéduit à l’aide dupremierprincipe (D.28)
et du second principe (D.32) :

T ρ η̇ ¬ q Ú∇ ª q

T
Ú T∇ ª r ® 0 (D.33)á

T ρ η̇ ¬ qi Ý i ª qi

T
TÝ i ª r ® 0â



202 ChapitreD. Théorie dusecondgradient

Maintenant nous établissons l’inégalité fondamentaleà l’aide des équations (D.28) et
(D.33).

ρ Þ T η̇ ã ėßFä σÜ : ε̇Ü ä SÜ :̇ K̇Ü ã q

T
Ú T∇ å 0 (D.34)á

ρ Þ T η̇ ã ėß¥ä σi j u̇i Ý j ä Si jk u̇i Ý j k ã qi

T
TÝ i å 0â

L’inégalité de Clausius-Duhems’obtient en introduisant une nouvelle variable, l’énergie
libre spécifique ψ définiepar

ψ Ù e ã Tη (D.35)

d’où après dérivation
ψ̇ Ù ė ã Ṫ η ä T η̇

il vient
σÜ : ε̇Ü ä SÜ :̇ K̇Ü ã ρ ψ̇ ã ρ η Ṫ ã q

T
Ú T∇ å 0 (D.36)á

σi j u̇i Ý j ä Si j k u̇i Ý jk ã ρ ψ̇ ã ρ η Ṫ ã qi

T
TÝ i å 0â

Nousretrouvonsuneéquation similaireàcelleobtenuedansle casclassiqueavecdestermes
enplus dusaugradient dela déformation.

D.4 Variablesd’état

L’état thermodynamiqued’un milieu continu enunpoint seracaractériséàun instant donné
par la connaissanced’un certain nombre de variables intrinsèquesau point considéré. Le
choix decesvariablesestguidéparla finessedela description souhaitée.
Dansle casde l’élasticité du second gradient, nousutilisonstrois variablesd’état quesont
la déformationεÜ , le gradient de la déformationKÜÜ et la températureT. Le gradient de la

températureT∇ seraintroduit auchapitre II.

D.5 Potentiel thermodynamique et lois d’état

Nous choisissons un potentiel thermodynamique, le potentiel d’énergie libre spécifique
duquel dérivent les lois d’état. Le potentiel thermodynamiquedépenddesvariablesd’état
et desvariablesinternesdonc danscecasl’énergie libre estfonction detrois variables.

ψ Ù ψ Þ εÜçæ KÜ æ T ß (D.37)×
ψ Ù ψ Þ ui Ý j æ ui Ý jk æ T ß Ø

Ensuite, dansl’in égalitédeClausius-Duhem(D.36),nousremplaçonsψ̇ parsavaleur

ψ̇ Ù ∂ψ
∂εÜ : ε̇Ü ä ∂ψ

KÜ :̇K̇Ü ä ∂ψ
∂T

Ṫ

et nous obtenonsÞ σÜ ã ρ
∂ψ
∂εÜ ß : ε̇Ü ä Þ SÜ ã ρ

∂ψ
∂KÜ ß :̇K̇Ü ã Þ ρ η ä ρ

∂ψ
∂T ß Ṫ ã q

T
Ú T∇ (D.38)
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Ä Þ σi j ã ρ
∂ψ
ui Ý j ß u̇i Ý j ä Þ Si j k ã ρ

∂ψ
ui Ý jk ß u̇i Ý j k ã Þ ρ η ä ρ

∂ψ
∂T ß Ṫ ã qÝ i

T
TÝ i å 0 Å

Cetteéquationpeutêtredécomposéeenunedissipation thermique

q

T
Ú T∇ (D.39)

et unedissipation intrinsèque

D Ù Þ σÜ ã ρ
∂ψ
∂εÜ ß : ε̇Ü ä Þ SÜ ã ρ

∂ψ
∂KÜ ß :̇K̇Ü ã Þ ρ η ä ρ

∂ψ
∂T ß Ṫ (D.40)

Il faut que la dissipation intrinsèque soit nulle donc en annulant certains termesindépen-
dammentnousdéfinissonsleslois dela thermoélasticité.

σÜ Ù ρ
∂ψ
∂εÜ Þ σi j Ù ρ

∂ψ
ui Ý j ß

SÜ Ù ρ
∂ψ
∂KÜ Þ Si jk Ù ρ

∂ψ
ui Ý j k ß

ρ η Ù ã ∂ψ
∂T

(D.41)

Remarque

Dansle casdel’élasticité linéaire, le potentielthermodynamiqueestuneformequadratique
définiepositive descomposantesdu tenseur desdéformations.

ψ Ù 1
2ρ

εÜ : CÜÜ : εÜ
où ρ estla massevolumique
etCÜÜ le tenseur d’élasticité du quatrièmeordre.

Et,pardéfinition, le tenseurdescontraintesσÜ dérivedupotentiel ψ pourdonner la loi d’état.

σÜ Ù ρ
∂ψ
∂εÜ Ù CÜÜ : εÜ

Nousverrons au chapitre II que,dansle casde la thermoélasticité du second gradient, le
raisonnementestsimilaire.

D.6 L’équation de la chaleur

Nouspartonsdel’équationdeconservation del’énergie(D.28)

ρ ė Ù σÜ : ε̇Ü ä SÜ :̇ K̇Ü ä r ã q Ú∇
où nous remplaçonsl’énergieinterne parsonexpressiontiréedee Ù ψ ä T η (D.35).
Puisnousinséronsle potentiel d’énergie libre ψ fonction desvariablesd’état

ψ Ù ψ Þ εÜÂæ KÜ æ T ß
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×
ψ Ù ψ Þ ui Ý j æ ui Ý j k æ T ß Ø

ψ̇ Ù ∂ψ
∂εÜ : ε̇Ü ä ∂ψ

∂KÜÜ : K̇ÜÜ ä ∂ψ
∂T

Ṫ

Or nousavonsdémontré précédemmentque

∂ψ
∂εÜ Ù 1

ρ
σÜ ;

∂ψ
∂KÜ Ù 1

ρ
KÜ ;

∂ψ
∂T

Ùèã η

doncil vient

ψ̇ Ù 1
ρ

σÜ : ε̇Ü ä 1
ρ

SÜ :̇ K̇Ü ã η Ṫ (D.42)

En combinant cestrois équations, nous arrivonsà

r ã q Ú∇ Ù ρ T η̇ (D.43)

Maintenantnoussubstituonsla densitéd’entropieparsavaleur

η Ùèã ∂ψ
∂T

(D.44)

Finalement, enutili santleséquations(D.42),(D.43)et (D.44)nous pouvonsécrireã q Ú∇ Ù ρ T
∂η
∂T

Ṫ ã r ã T ¼ ∂σÜ
∂T

: ε̇Ü ä ∂SÜ
∂T

:̇ K̇Ü ¾ (D.45)

et en introduisant la chaleur spécifique C Ù T∂η
∂T et la loi de Fourier q Ùéã kÜ Ú T∇ nous

obtenonsuneéquation similaire à celleobtenuedansla théorie classique.

k∆T Ù ρCṪ ã r ã T ¼ ∂σÜ
∂T

: ε̇Ü ä ∂SÜ
∂T

:̇ K̇Ü ¾ (D.46)

Le couplagethermomécaniquey apparaît clairement.

Ceséquationssontgénéraliséesauchapitre II dansle casoùT∇ apparaîtexplicitementdans
leslois decomportement.



Annexe-E-

Le problèmethermomécanique
couplé

La résolution du problèmethermomécanique couplé enélasticité estcomplexe car il s’agit
d’un problèmeauxlimites maisaussiun problèmed’évolution.
Nousavonsdéjàécartél’étudedesconditionsauxlimitesenneconsidérant quele solide in-
fini. Dansle chapitre II, nousnoussommescontentésdel’étudeducasoù le champdetem-
pératureestdonné.Nousesquissonsici le casgénéralsanstoutefois lever lesdifficultésliées
au problèmed’évolution et en développantunedémarche intuitive (voir (Brahin-Ostmane
et al., 1992; Francfort, 1983) pour un traitementplusrigoureux).

La résolution du problèmepasseparla résolution encascadedesproblèmesê 0 à ê 3 (équa-
tions (II.143) à (II.156) issues de l’analyse asymptotique) afin de définir les champs de
déplacementui et detempératureθi .

Nouspourronsremarquerque,danschaquecas, lesproblèmesthermiqueetmécaniquesont
découplés.

problèmeê 0

u0 Þ x æ yß Ù U0 Þ x ß (E.1)

θ0 Þ x æ yß Ù Θ0 Þ x ß (E.2)

problèmeê 1

u1 Þ x æ y ß Ù XÜ Þ yß : ex Þ U0 ßVä X ë Þ yß δ0 (E.3)

θ1 Þ x æ y ß Ù X ë ë Þ y ß Ú θ0∇x (E.4)

problèmeê 2 á
cÜÜ ε : ex

á
XÜ Þ yß : ex Þ U0 ßGä X ë Þ yß δ0 â_â Ú∇yä á

cÜÜ ε : ey Þ u2 ß â Ú∇y ä á
cÜÜ ε : αÜ ε Þ X ë ë Þ y ß Ú θ0∇x ß â Ú∇y
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Ù ã á
cÜÜ ε : ˆì ÜÜ : ex Þ U0 ßGä á

X̂Ü ë ã αÜ ε â δ0 â Ú∇x

La partie mécaniqueserésout, commeauchapitre II, enrésolvantunproblèmelinéaireavec
desforces devolumiquesfictives.

u2 Þ x æ y ß Ù YÜÜ Þ yß :̇ Þ ex Þ U0 ßGí ∇x ßGä YÜ ë Þ y ß Ú θ0∇x

Et encequi concernela partiethermique

q
0
ÙZã λε ˆì Ü ë ë Ú θ0∇x (E.5)

q
1
ÙZã λε

á Þ XÜ ë ë Þ yß Ú θ0∇x ß Ú∇x ä θ2∇y â (E.6)

donc

ã ×
λε θ2∇y Ø Ú∇y ä á Þ XÜ ë ë Þ yß Ú θ0∇x ß Ú∇x â Ú∇y ä á

λε ˆì Ü ë ë Ú θ0∇x â Ú∇xã cÜÜ ε : αÜ ε :
á
ex Þ U̇0 ßVä X̂Ü Þ yß : ex Þ U̇0 ßGä X̂ ë Þ yß δ̇0 âîÙ βεθ̇0

Cetteéquation différentielle peutêtre résolue également en interprétant chaque termede
l’équationdela chaleurcommeunesource dechaleur fictive linéaire enθ0∇x í ∇x, ex Þ U̇0 ßet θ̇0.

Doncnouspourronsécrireque:

θ2 Þ x æ y ß Ù YÜ ë ë Þ yß : Þ θ0∇x í ∇x ßVä YÜ Á 3Ã Þ yß : ex Þ U̇0 ßVä Y Á 4Ã Þ y ß θ̇0 (E.7)

problèmeê 3

Nousrésolvonsle problème ê 3 ensuivantla mêmeméthodologie.

σÜ 2 Ú∇y ÙZã σÜ 1 Ú∇x

où

σÜ 2 Ù cÜÜ ε : ex

á
YÜÜ Þ yß :̇ Þ ex Þ U0 ßGí ∇x ßGä YÜ ë Þ yß Ú θ0∇x ä ey Þ u3 ß âä cÜÜ ε : αÜ ε :
á
YÜ ë ë Þ y ß : Þ θ0∇x í ∇x ßGä YÜ Á 3Ã Þ yß : ex Þ U̇0 ßVä Y Á 4Ã Þ y ß θ̇0 â

σÜ 1 Ù cÜÜ ε :

Ä
ex

á
XÜ Þ yß : ex Þ U0 ßGä X ë Þ yß θ0 â ä ŶÜÜ Þ yß :̇ Þ ex Þ U0 ßGí ∇x ßGä ŶÜ ë Þ yß Ú δ0∇x Åã cÜÜ ε : αÜ ε Þ X ë ë Þ y ß Ú θ0∇x ß

Nous obtenons de nouveauune équation d’équilibre linéaire où les termesde couplage
thermomécanique du problème ê 3 complètent le précédentrésultat (équation II.167) par
lestermessuivants

u3 Þ x æ yß Ù ZÜÜ Þ yß :: Þ ex Þ U0 ßGí ∇x í ∇x ßGä ZÜ ë Þ yß : Þ θ0∇x í ∇x ßä ZÜ ë ë Þ yß : ex Þ U̇0 ßGä Z Á 3Ã θ̇0 (E.8)
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Si nous nousintéressons à la partie thermiqueenrésolvant l’équation dela chaleurã q
1
Ú∇x ã q

2
Ú∇y ã cÜÜ ε : αÜ ε : Þ ex Þ u̇1 ßGä ey Þ u̇2 ß6ß Ù βεθ̇1

avec

q
1
Ù ã λε

á
XÜ ë ë Þ y ß : Þ θ0∇x í ∇x ßGä ŶÜ ë ë Þ yß : Þ θ0∇x í ∇x ß âã λε
á

ˆYÜ Á 3Ã Þ y ß : ex Þ U̇0 ßGä ˆY Á 4Ã Þ y ß θ̇0 â
q

2
Ù ã λε

á_á
YÜ ë ë Þ yß : Þ θ0∇x í ∇x ß â Ú∇x âã λε

á_á
YÜ Á 3Ã Þ y ß : ex Þ U̇0 ß â Ú∇x ä Y Á 4Ã Þ y ß θ̇0 ∇x ä θ3 ∇y â

ex Þ u̇1 ß Ù ex

á
XÜ Þ y ß : ex Þ U̇0 ßVä X ë Þ yßVí θ̇0∇x â

ex Þ u̇2 ß Ù ex

á
YÜÜ Þ yß :̇ Þ ex Þ U̇0 ßGí ∇x ßGä YÜ ë Þ y ß Ú θ̇0∇x âÙ ŶÜÜ Þ y ß :̇ Þ ex Þ U̇0 ßVí ∇x ßVä ŶÜ ë Þ yß Ú θ̇0∇x

alorsnousobtenonsdela mêmemanière :

θ3 Þ x æ yß Ù ZÜ Á 4Ã Þ yß :̇ Þ θ0∇x í ∇x í ∇x ßGä ZÜ Á 5Ã Þ y ß :̇ Þ ex Þ U̇0 ß Ú∇x ßVä Z Á 6Ã Þ yß Ú θ̇0∇x (E.9)

Par conséquent, les grandeurseffectives du problème thermoélastique couplé sont com-
plétées pardestermesliés aucouplagethermomécanique parrapport auxrésultatsobtenus
auchapitre II.

Le champdedéplacementvaut

uε Þ xß Ù U0 Þ xßGä εXÜ Þ y ß : ex Þ U0 ßVä ε2YÜÜ Þ yß :̇ Þ ex Þ U0 ß6ßGí ∇xä ε3 ZÜÜ Þ yß :: Þ ex Þ U0 ß6ßVí ∇x í ∇x ä ÚÒÚÒÚÒÚä εX ë Þ yß δ0 ä ε2YÜ ë Þ y ß Ú θ0∇x ä ε3ZÜ ë Þ y ß : Þ θ0∇x í ∇x ßGä ÚÒÚÒÚÒÚä ε3
á
ZÜ ë ë Þ y ß : ex Þ U̇0 ßVä Z Á 3Ã θ̇0 â ä ÚÒÚÒÚÒÚ (E.10)

Le champdetempératurevaut

δε Þ xß Ù δ0 ä εX ë ë Þ y ß Ú θ0∇xä ε2
á
YÜ ë ë Þ y ß : Þ θ0∇x í ∇x ßGä YÜ Á 3Ã Þ yß : ex Þ U̇0 ßVä Y Á 4Ã Þ y ß θ̇0 âä ε3
á
ZÜ Á 4Ã Þ yß :̇ Þ θ0∇x í ∇x í ∇x ßGä ZÜ Á 5Ã Þ y ß :̇ Þ ex Þ U̇0 ß Ú∇x ß âä ε3
á
Z Á 6Ã Þ yß Ú θ̇0∇x â ä ÚÒÚÒÚÒÚ (E.11)
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Et la contrainteeffective prendla formeï σÜ ε à Ù CÜÜ 0 :
×
ex Þ U0 ß ã δ0 αÜ 0 Øä εCÜÜ 1:̇
á
ex Þ U0 ßGí ∇x ã αÜÜ 1 Ú θ0∇x âä ε2CÜÜÜ 2:̇
á
ex Þ U0 ßGí ∇x í ∇x ã αÜÜ 2 : θ0∇x í ∇x âä ε2

á
CÜÜ Á 3Ã : ex Þ U̇0 ßGä CÜ Á 4Ã θ̇0 â ä ÚÒÚÒÚÒÚ (E.12)

Cesdernierstermessontactifsseulement enrégimetransitoire.

De manièresimilaire, l’expressiondu flux dechaleur effectif Q peut êtredéduite :ï
qε à Ù ã ï λε : ˆì Ü ë à θ0∇x ä ε

á ê Ü 1 : θ0∇x í ∇x ä ê Ü 2 : ex Þ U̇0 ßGä ê 3 θ̇0 âä ε2
á ê ÜÜ 4:̇ Þ θ0∇x í ∇x í ∇x ßGä ê ÜÜ 5:̇ Þ ex Þ U̇0 í ∇x ßGä ê Ü 6 Ú θ̇0∇x â ä ÚÒÚÒÚÒÚ

(E.13)

Les premiers termesmontrent, qu’au premier ordre, nous retrouvons la loi de Fourier à
l’échelle macroscopique. Mais si nousprenonsles termesd’ordre supérieur enconsidéra-
tion, nousdéterminonsune“loi de Fourier généralisée” où apparaissent desgradientsde
températured’ordre supérieur, et aussidestermesengradient devitesse.
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Dansle cadre de la thermoélasticité d’un matériau hétérogène,nousvenons de proposer
l’utili sationd’un milieu effectif du second gradient (chapitre II). Mais le succés desmi-
lieux d’ordresupérieur dépendétroitementdesméthodesnumériquesmisesenoeuvrepour
simulerleur comportementmécanique.

F.1 Elasticité linéaire d’un milieu du secondgradient

Nous proposonsune méthode de résolution numérique de la théorie du second gradient
(CardonaetForest,1999), présentantun raffinementparrapport à la théorie classique,où le
milieu estdécrit non seulementà partir du tenseur classiquedesdéformationsmaiségale-
mentà l’aide du second gradientdu déplacement.

εÜ Ù 1
2
Þ u í ∇ ä ∇ í uß Þ εi j Ù 1

2
Þ ui Ý j ä u j Ý i ß6ß

KÜ Ù εÜ í ∇ Þ Ki jk Ù 1
2
Þ ui Ý jk ä u j Ý ik ß6ß
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Lesforcesdualesdansl’expressiondela puissancedesefforts intérieurssont le tenseurdes
contraintesσÜ et le tenseur deshypercontraintesSÜ . Dansle casstatique ils doivent remplir
lesconditionssuivantes:

τÜ Ú∇ Ù 0 avec τÜ Ù σÜðã SÜ Ú∇
Lesconditions aux limites et les lois d’état qui endécoulent ont étéexplicitéesprécédem-
ment.

Dansle casdel’él asticité linéaire, enprenantl’énergie libre commefonctionde Þ εÜOæ KÜ æ T ß ,l’inégalitédeClausius-Duhem peutsemettresousla forme:Þ σÜ ã ρ
∂ψ
∂εÜ ß : ε̇Ü ä Þ SÜ ã ρ

∂ψ
∂KÜ ß :̇K̇Ü ã ρ Þ η ä ∂ψ

∂T ß Ṫ ã q

T
Ú Þ T∇ ß å 0 (F.1)

Les variables εÜ , KÜ , T pouvantêtre imposéeslocalementde manière indépendanteet en
supposantunerégularité suffisante desquantités introduites, nousobtenonsles lois d’état
suivantes(annexe D) :

σÜ Ù ρ
∂ψ
∂εÜ ; SÜ Ù ρ

∂ψ
∂KÜ ; ρ η Ùñã ∂ψ

∂T
(F.2)

Le casdel’élasticité isotropelinéaire,oùla densité d’énergie libredépend dela déformation
et du gradient de la déformation, a été étudié par (Toupin, 1962), (Mindlin, 1965) et le
potentiel s’écrit :

ψ Ù 1
2

λ εii ε j j ä µ εi j εi j ä a1 Kkii K j jk ä a2 K j j i Kkkiä a3 Kkii Kk j j ä a4 Kk ji Kk ji ä a5 Kk ji Ki jk (F.3)

où λ andµ sontlescoefficients deLaméet lesai sontcinq coefficients supplémentairesde
dimension MPa Ú L2.

A partir de cetteexpression noussommescapables de déterminer le tenseur AÜÜÜ (tenseur

d’ordre 6) qui relie leshypercontraintesauxcourburesenutilisant leslois d’état.

SÜ Ù ∂ψ
∂KÜ

Et en utilisant les différentessymétries du tenseur du second gradient KÜ (Murdoch,1979)
sur lesdeux premiers indices,nousobtenonssousformeindicielle :

Si jk Ù 1
2

a1 Þ Kppk δi j ä Kppj δik ä 2 Ki pp δ jk ßä 2 a2 Kppi δ jk ä a3 Þ Kkpp δi j ä K j pp δik ßä 2 a4 Kki j ä a5 Þ Ki jk ä K j ik ß (F.4)

Le tenseur d’élasticité d’ordre 6 qui relie le tenseur deshypercontraintes SÜ au tenseur du
second gradient du déplacementpeut s’écrire sousformematricielle, dans le cas2D, de la
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manièresuivante:òóóóóóóô óóóóóóõ
S111

S112

S221

S222

S121

S122

ö÷óóóóóóøóóóóóóù Ù
úûûûûûûü 2 a 0 a1 ä 2a2 0 0 a1 ä 2a3

0 2 Þ a2 ä a4 ß 0 a1 ä 2a2 a1 ä 2a5 0
a1 ä 2a2 0 2 Þ a2 ä a4 ß 0 0 a1 ä 2a5

0 a1 ä 2a2 0 2a a1 ä 2a3 0
0 1

2a1 ä a5 0 1
2a1 ä a3 a345 0

1
2a1 ä a3 0 1

2a1 ä a5 0 0 a345

ý�þþþþþþÿ
òóóóóóóô óóóóóóõ

K111

K112

K221

K222

K121

K122

ö÷óóóóóóøóóóóóóù
avec a � a1 ä a2 ä a3 ä a4 ä a5 et a345 � a3 ä 2 a4 ä a5.

F.2 Implantation dansle codedecalcul élémentsfinis ZéBuLoN

Pour la programmationdansun codepar élémentsfinis, nous assimileronsle milieu du
second gradient à un milieu micromorpheprésentantuneliaison interne. Un milieu micro-
morpheestdécrit par un vecteur champde déplacementu Þ xß et un champdedéformation
nonnécessairementcompatible χÜ Þ xß . Nousconsidéronsseulementla partie symétriquedu
tenseur χÜ s. Les gradientsassociéssont la déformationεÜ et KÜ � χÜ s. Dansle casbidimen-
sionnel, cinq degrésde liberté U1 æ U2 æ χs

11 æ χs
22 et χs

12 sont attribuésà chaquenoeud. Une
interpolation quadratique a étéretenuepour le champdedéplacementet uneinterpolation
linéaire pour la micro-déformation. Dansla formulation variationnelle du problème,un
termedepénalité estintroduit pourimposer la liaison:

χÜ s � εÜ (F.5)

ce qui a pour effet de faire dégénérerle milieu micromorpheen un milieu du second gra-
dient.Par conséquent, la formevariationnelle à discrétiserest:�

Ω
Þ σÜ : εÜ ä SÜ :̇ Þ χÜ s í ∇ ß6ß dV ã λ

�
Ω � ε�bã χ� s � dV ã �

∂Ω
Þ T � u ä M� : χ� s ß dS � 0 (F.6)

où λ est un facteur de pénalité pris aussi grandquenécessaire. Une autreméthode plus
efficaceseraitdetraiter λ commeun multiplicateur deLagrange (Shuet al., 1999) à déter-
miner au coursdu calcul. La programmationproposéeest similaire à celle utilisée par
(Shuet Fleck, 1998)pour modéliser la théorie de Koiter. Seloncetteformulation, toutes
les composantesdu tenseur de micro-déformation et les réactionsduales peuvent êtreim-
posées commeconditions auxlimites, desortequ’un traitementspécial estnécessairepour
n’imposerquelescomposantesnormalesdugradientdudéplacementet lesforcesassociées
(II.73).

F.3 Deuxexemplessimples

Ayantpourobjectif detester l’implantationdumodèledansuncodedecalcul élémentsfinis,
noustraiteronsdeuxexemplespour lesquelsunesolution analytique estdisponible. Nous
considérons unestructurebi-dimensionnelle dehauteurh et infinie dansla direction 1. Le
chargementconsidérédonneraunchampdedéplacementfonction seulementdela coordon-
néex2.
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F.3.1 Testd’extension

Nousprenonsun champdedéplacement dela forme: u �
úü

0
u Þ x2 ß

0

ýÿ .

A partir de cechampde déplacementu et desrelationsexposéesau paragrapheprécédent
nousdéterminons les grandeurs caractéristiquesnon nulles et l’équation d’équilibre qui
prendla formesuivante : Þ λ ä 2µß uë ë Þ x2 ß ã 2a uë ë ë ë Þ x2 ß � 0 (F.7)

où l’exposantprimeindiqueunedérivée parrapport à la coordonnéex2.

F.3.2 Cisaillement simple

Danscetexemplele champdedéplacementestu �
úü

u Þ x2 ß0
0

ýÿ .

et il doit vérifier l’équationd’équilibre suivante :

µ uë ë Þ x2 ß ã 1
2

a345 uë ë ë ë Þ x2 ß � 0 (F.8)

F.3.3 Comparaisoncalcul analytique / simulation numérique

Danslesdeuxexemples,l’équationdifférentielle à résoudrea la mêmeforme:

ω2 uë ë ã uë ë ë ë � 0 (F.9)

et la solution est
u � x2 � � C1 ä C2 x2 ä C3 eωx2 ä C4 e� ωx2 (F.10)

Les conditions aux limites prises en comptepour déterminerles constantesde la solution
précédentesont lessuivantes:

u � 0 � � 0 ; u � h� � 1 ; uë � 0� � 0 ; uë � h� �{ã 5 (F.11)

Dansun deuxièmetemps,nouseffectuonsun calcul de structureen imposant les mêmes
conditions auxlimites,cargrâceà la théorie du secondgradient,nouspouvonsimposer des
déplacementsmaiségalement lesdérivéesnormales desdéplacements.
Unesimulation pourh � 1 et ω � 1 estdonnéesurla figure(F.1) et comparéeauxrésultats
obtenusanalytiquement.

F.4 Comparaisonavecla théorie despoutresde Bernoulli

La poutre deBernoulli, où “ lessectionsnormalesà la fibre neutre restent droites après dé-
formation”, estunexempleuni-dimensionneld’un milieu dusecond gradient. Lesvariables
cinématiquesessentielles sont le déplacementet la rotation de la fibre moyenne que l’on
peutassocier à la dérivéedu déplacement.
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FigureF.1 : Déplacement(gauche)etdéformation(droite) pour l’extensionoule glissement
simplepour un milieu continu du second gradient dansle casbi-dimensionnel : résultats
analytiqueset numériques.

Partantderelationsconnuesenrésistancedesmatériaux

d2M
dx2 � x�qp f � x� � 0 M � E I ur r;� x�

où M estle momentfléchissant
f � x� la forcevolumique
E le moduledeYoung
et I le momentquadratique,

nousremarquonsquele champdedéplacement d’une poutre rectiligne soumise auxcondi-
tions (F.11) à sesdeux extrémités doit égalementvérifier l’équation différentielle du qua-
trièmeordresuivante:

ur r r r � 0 (F.12)

dont la solution est
u � x2 � � D1 s D2 x2 s D3 x2

2 s D4 x3
2 (F.13)

Leschampsdedéplacement(F.10)et (F.13)sontdifférentsmaiscoïncident numériquement
sur la longueur de la poutrecommenouspouvonsl’observer sur la figure (F.2). Lessolu-
tionsont étédélibérémentextrapoléesendehors de la poutreafin demettreenévidencela
zonepourlaquelle lesdeuxthéoriessontéquivalentes.
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Figure F.2 : Comparaisondu déplacement et dela déformation



Annexe-G-

Calcul descoefficients homogènes
équivalent du secondgradient

Nous avons vu au chapitre II que nous pouvions déterminer les coefficientshomogènes
équivalentsenutil isantlesméthodesasymptotiques.
Danscetteannexe, l’objectif estde proposeruneautre méthode d’identification despro-
priétés effectivesd’un milieu du second gradient, qui soit simplementutilisabledansle cas
decomportementlocal nonlinéaire.

Nousproposonsici uneextension au caspériodiquede la méthode proposéedans(Golo-
ganuet al., 1996; Forest,1999).

Commeauchapitre I, où nousavons déterminé la matricec�� hom dansle casclassique,nous

cherchonsà obtenir la matriceA��� hom (équation II.6) pourle milieu du second gradient.

Les premiers essaisont été réaliséssur unecellule de base en 2 dimensions (Cardonaet
Forest,2000) enappliquant :

Ô desconditions homogènesaucontour (figureG.1)

u � x � � E� : x s 1
2

K� : � x í x� (G.1)

Ô desconditions depériodicité (figureG.2)

u � x � � E� : x s 1
2

K� : � x í x�7s v avec v périodique (G.2)

Ces extensions sont compatibles avec une extension du lemme de Hill-Mandel sousle
forme: ï σ� : ε�ÖÕ×� Σ� : E� s S� : K� (G.3)
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Figure G.1 : Conditionshomogènesaucontour
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Figure G.2 : Conditionsdepériodicité
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Contrairementaucasclassique, lescontraintesnepeuventpasêtreantipériodiquesdansles
casa) et b) enparticulier (figureG.2),puisqu’il existe un gradient decontraintes.
Uneméthode rigoureusen’a pasencore pu êtredéveloppéepour appliquerstrictementces
conditions. Il resterait alors à comparer les valeursdesmodules effectifs trouvésà ceux
issusdel’analyseasymptotiquede(Boutin,1996) pour voir si il s’agit d’unebonneestima-
tion. Cetravail resteà faireainsi quesonapplicationdansle casnonlinéaire.


