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[. . .] L’orchestresecompose d’un percussionniste, d’un frappeur de
cymbales,d’un chanteur-prieur et dedeux souffleurs detrompe. Il est
possible d’évoquerlespercussions, lesheurts decymbales,la
mélopṕeedu chanteur. DepuisStravinsky et apr̀eslesapports du jazz
et dela musiqueconcrète, notre oreille està mêmedesaisir les
timbresmarqúes, lesattaquesabruptesdu son, la pŕevalencedu
rythme, ou dela polyrythmiesur la ligne ḿelodique. Cependant,dans
le concert desinstrumentsbouddhistes, lestrompeséchappentà notre
entendement. Lesbassesqui surgissentn’ont aucuńequivalenten
quelquesmusiquesquel’Occidentait conçuesou adopt́ees.
Le basson, le tuba, le saxophonebaryton, la clarinettebasse.. .rien ne
peutsuggérer detellesvibrations. [. . .]
Le bouquetdesbassestibétaines sebrise aussitôt émis.C’estun son
fractal. Ouplutôt, sescontours sefractionnent ipsofacto. Ils sont
soufflésenpuissance, envolume, entimbre, et cependantsebrisent
dèsl’ émission. Sepulv́erisant, ils gardent néanmoinstouteleur
puissanceet leur ampleur. [. . .]
Cesbassescommedegroscoussinsdeterre cuiteet devent. Un
saxophone baryton,ayant avaĺe au préalable un tuba,explose
amoureusement̀a vospieds,envous, tout autour. [. . .]

Pierre Sterckx,
[107], chap.“Imagesécritesau Tibet”, pp.153-154.
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5.4 Effetsnon-linéaires demembrane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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C.3 Travail virtuel desquantitésd’acćelération . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

D Calcul descoefficients de couplagedanslesplaques 219
D.1 Coefficients �����	��
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
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PARTIE I
Gongset cymbales

Voici le gong, infinimentplusbrutal [. . .]. Bref, le gong, m̂eme
compaŕe enpenśeeou par la mémoire à d’autresgongs, déchire le
syst̀emedel’or chestre, et il faut l’ai mablehospitali t́e du laxisme
contemporain pour jouir decepav́e dansla mare, decetteénorme
faute d’orthographe, et pour orner aussit̂ot cette idole de
guirlandes.. .Cegong nousvient d’aill eurs. Il émerge, objetsonore
solitaire. On n’entendquelui. [. . .]

Pierre Schaeffer,
[104], � 18.7,Diabolus in musica





CHAPITRE 1
Introduction

Le travail dethèseexpośedanscemanuscript s’inscrit dansle cadregéńeral derecherchessurdes
mod̀elesphysiquesd’instruments demusiquedirigéesparAntoine Chaigne; il fait suite autravail de
thèsedeCyril Touźe [122], etcorrespondainsià la deuxièmeétudesurlesinstrumentsdepercussions
dits “non-linéaires” meńeeaudépartementTraitementdu Signalet desImagesde l’ÉcoleNationale
Suṕerieure desTélécommunications. La présente étude a pour objectif decontribuer à l’ élaboration
d’un mod̀ele physiquede comportement,en situation de jeu, desinstrumentsde percussiondu type
cymbaleset gongs.Avanttoute chose, il convient deprésenterbrièvementlesobjets decetteétude.

1.1 Lescymbaleset lesgongs

Dansla classification util iséeusuellementenoccident1, les cymbales et lesgongs font partiede
la famille desinstrumentsde percussion, et plus particulièrementde celle desidiophones (“le son
de l’instrumentestproduit par la matìeremême,sansqu’on ait recours à la tension de membranes
ou de cordes”, [126]). Cesinstrumentssont parfois qualifi és de “non-linéaires” [122], du fait que
lesmécanismesdeproduction de leur sonnepeuvent pasêtreprédits pardesmod̀elemath́ematique
linéarisés. Par abus de langage, les phénomènes particuliers assocíes à desmod̀elesnon-linéaires
seront simplement qualifiés de “non-linéaires” dansla suite. Une photographie repŕesent́ee sur la
figure1.1 repŕesentecertains decesinstruments.

1.1.1 Géométrie, utilisation

Les gongs

Lesgongssontdesinstrumentsoriginaired’Asie du sud-est, lespremiers mod̀elestelsquenous
le connaissont aujourd’hui ayant fait leur apparition en Chineau VIe siècle. Ils sonten géńeral fa-
briquésen bronze(alliagede cuivre et d’étain). Leur géométrie estcelles de coques circulairesaxi-
symétriques,plusou moinsbomb́ees. Ils poss̀edenttousdesbordsrecourbésversl’int érieur, enune
paroi latérale.Selonl’importancedesphénomènesnon-linéairesmis en jeu, on peutclassercesins-
trumentsentrois familles.

1La classificationutilisée ici est celle de Hornbostel/Sachs,qui distingueles idiophones, les membranophones, les
cordophoneset les aérophones, avec les deux premierscourammentregrouṕes dansles instrumentsde percussion. Les
chinoisutilisentuneclassificationen huit classes(métal,pierre,terre,bois,bambou, calebasse,peau,soie),fondéesur la
matìereprincipaledontl’instrumentestfabriqúe [126].
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FIG. 1.1 – Quelques gongs et cymbales. De gaucheà droite : cymbale“cr ash”, cymbale“splash”,
cymbalescharleston,gong viet-namiens(du typedes“k empuls” indońesiens),tam-tamchinois.

– La premìere famille comprendlesgongsdeforte épaisseurpar rapport à leur diamètre (4 mm
environpourundiamètreextérieurede600mm,parexemple).Ils poss̀edentengéńeral unepro-
tubérancearrondie en leur centre, appeléed̂omeou bulbe, sur laquelle l’instrumentiste frappe
avec unemaillocheen feutre. Le dôme,la large paroi latérale et la forte épaisseurconf̀erent
à la structure un forte rigidité en flexion, qui limite l’amplitude desvibrationsen conditions
normales de jeu. Cesinstrumentsprésententdeseffets non-linéaires trèsfaibles, qui semani-
festent parun enrichissementdu spectre auboutdequelquessecondesdeson,tout engardant
unehauteurtonale2 préciseet fixeaucoursdu temps[94]. En Asie du sud-est,et enparticulier
en Indonésie, les gongs sontdéclinésen plusieurstailles, correspondant à desnotesprécises,
et rassemblésen carillons par famillesde profils, formantainsi desinstrumentsmélodiques.
Dansle Gamelanjavanais,lesgongs deplusfort diamètre (et denotes lesplusgraves), de400
mmà1 m dediamètreenviron,sont suspendusverticalementpardescordes(cf. Figure1.2(a)),
formantun carillon nomḿe kempul. Desgongs de plus petit diamètre (de 150 mm à 400 mm
environ) sontdisposéshorizontalementsur descordes tendues,et forment ainsi unesortede
clavier de gongs. Cet ensemble estappelé kenong pour le plus grave et bonang pour le plus
aigu(cf. Figure1.2(b)).

– Ladeuxièmefamilleregroupelesgongsutili séstraditionnellementdansl’opérachinois. Ils sont
d’épaisseurplusfine quelesgongsdela famillepréćedente, nepossèdent pasdedômecentral,
et ont leur paroi latéralepeularges(cf. Figure1.2(c)). Leur taille varie,de l’aigu augrave,de

2La hauteurtonaleestla valeurdela notedemusiqueassocíeeà la fréquencefondamentaleperçueparl’auditeur, si elle
existe.Le musicienparlerade“hauteurs”, le physiciende“fr équences”.
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(b) - Gongs horizontaux
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FIG. 1.2– Profilsdequelquesgongstypiques(lesdimensionssṕecifiéessontdesordresdegrandeur).
Les‘tam-tams’ et lesgongs d’opéra chinois (c) neposs̀edent pasdedôme, sontd’épaisseur plusfine
et n’ont pasde hauteur harmoniquesṕecifique. Lesautres(en particulier en Indońesieet au Viet-
Nam,(a) et (b)) poss̀edentun dôme, sontplus épais et sontaccordésà unehauteur sṕecifique. Des
gongsde ce type, de différentestail les,et donc de différentes hauteurs, sont souvent rassembĺesen
carill ons,constituant ainsi un instrumentḿelodique.

100 mm de diamètre pour les plus petits, jusqu’à 500 mm. Il sontsuspendusen géńeral par
un cordage,soit à l’in térieur d’un cadre, soit tenuspar l’instrumentiste,et sont frapṕesenleur
centreau moyen d’une mailloche de taille adapt́eeau diamètre de l’instrument.Cesgongs, à
diamètreégal,ont unerigidité inférieureacelledesgongsdela premìere famille.Leursontrès
particulier a unehauteur tonaleperceptible, maisqui varie aucours du temps,enun glissando
typique.Deplus,selon leur géoḿetrie plusoumoinsgalb́ee,le glissandopeutêtremontant, ou
descendant[37]. Cephénomènededépendancedela fréquenceenfonction del’amplitudedes
oscillations dela structureesttypiqued’effets denon-linéaritésfaibles.

– La troisièmefamille estconstituéedestam-tams(à ne pasconfondreavec les tambours afri-
cainsdu mêmenom). Ils sont originaires de Chine,et sont les gongs les plus utilisés dans
l’orchestresymphonique occidental.Ils ont en géńeral un profil similaire aux gongs d’opéra
chinois, maissont de taille beaucoupplus importante,de 500 mm de diamètrejusqu’a 1.2 m
parfois (cf. Figure1.2(c)). Il sontsuspendusengéńeral à l’int érieurd’un cadremont́esurpieds,
etsont frapṕesenleurcentreaumoyend’unemailloche.Lestam-tams,̀adiamètreégal,ontune
rigidité inférieureàcelledesgongsdesdeux premìeresfamilles.Leurcaract́eristiqueprincipale
estquepourdesconditions analoguesd’excitation, le timbred’un tam-tam n’a pasdehauteur
tonale précise.Soncontenuspectral estvariable au coursdu temps: lorsque l’in strument est
frapṕe ensoncentre, le support spectral seconfineaubassesfréquencespendant un court ins-
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Cymbale tibétaine

600 mm

Ride
200 mm

460 mm

600 mm

Cymbale chinoise
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FIG. 1.3– Profils dequelquescymbales typiques(lesdimensionssṕecifiéessont desordresdegran-
deur).

tant,pourglisser versleshautesfréquencesensuite; le sondevient alorsplusbrill antet éclatant,
avantdes’éteindrelentement.Ceseffets, onle verra, sonttypiquesdefortesnon-linéarités,me-
nantdanscecasà desoscillationschaotiquesde la structure[56, 123]. Principalementutilisé
commebruitageenmusique occidentale avant le XXe siècle3 ou danslesbandes sondefilms,
il trouve un emploiplus fréquent enmusique contemporaine4.

Les cymbales

Lescymbalesont aussiuneorigineasiatique,et ont ét́e utiliséestraditionnellement sousdiverses
formesen musiquemilitaire et religieusedansde nombreusescultures.Rapportéesd’orient par les
croiśes,ellesoccupentaujourd’hui uneplacedechoix danslesorchestressymphoniques, lesfanfares
et les formations de jazz.Commeles gongs, les cymbalessont fabriquéesgéńeralement en bronze.
Leur géoḿetrie estaussicelle d’unecoque axisyḿetrique, decourbureplus continue quecelle d’un
gong,cequi lui confèreuneformecomparableàcelled’unesoucoupe. Ellespossèdent presquetoutes
undômecentral, etn’ont pasdebordure latérale(cf. Figure1.3).Lescymbalesposs̀edentuntroucen-
tral qui permetde lesfixer horizontalementsurun support, et danscecasd’en jouer en les frappant
avecdiversaccessoires: unebaguette debois,unemailloche,des“balais5” debatteur, unetringle de
triangle.. . La zonedefrappeestchoisieenfonction du timbredésiŕe : directementsur le bord,avec
le plat de la baguette,l’amplitude de vibration de la cymbaleestla plus importante,et le timbre est
le pluschargé enharmoniques; sur le dessusdu plateau,le sonestpluscoloré,et plusversle centre,
sur le dôme,le chocestplusbrillant. L’orifice central peutaussiservir à nouerunelanière aumoyen
de laquelle l’instrumentiste frappe deux cymbalesl’une contre l’autre. Celaestutili sé dans les fan-
farespopulaireset enmusique traditionnelle tibétaine.Enfin,uneutili sationmoinscouranteconsiste
à mettreenvibration la cymbaleenla frottant,soit sur le bordavecun archetdeviolon, soit avecun
bâtonde bois,en un mouvement rotatif, de façon similaire à l’uti lisation d’un bol chantant tibétain.
Les batteurs de jazz utili sentdesonomatopéesissuesde l’anglais pour qualifier les cymbales, dont
les principalessont ride, crashet splash. Deux familles de cymbalespeuvent êtredégaǵees,selon

3“[le tam-tam]nes’emploiequedanslescompositionsfunèbreset lessc̀enesdramatiquesoù l’horreur estport́eeà son
comble”,selonBerlioz ([126], p. 55)

4cf. la citationdeP. Schaeffer, p. 13.
5sortedefagotdefils métalliqueoudenylon, rassembĺesauboutd’unepoigńee,quelesbatteursdejazzutilisentparfois

commebaguettepourproduiredessonsplusdoux.
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l’importancedesphénomènesnon-linéairesmis enjeu,commedansle casdesgongs.

– La premìerefamille correspond à descymbalesdeforte épaisseurparrapport audiamètre(par
exemple2 à 3 mm pourun diamètre extérieur de600mm).Ellessontengéńeral frapṕeessur
le dessus,et un sontintant et précis estobtenu,comparableà celui d’unecloche,sans toutefois
avoir unehauteurtonaledéfinissable.Le contenuspectraleestalorsdiscret,et varietrèspeuau
coursdu temps.Celapermetauxbatteursdelesutiliser pourmarquerle rythme,enparticulier
aveclescymbales“ride” , degrand diamètre (de450à 600mm),et lescymbales “charleston”,
dediamètreplusfaible(de325à350mm),util iséesparpaire : soit enlesheurtant l’unecontre
l’autreaumoyend’unepédale, soit enfrappantla cymbalesuṕerieureaumoyen d’accessoires.
On peutaussiclasserdanscettefamille descymbalesà dômecentral degrand diamètre tenues
enmainset heurt́eesou frottéesl’une contre l’autre lors desrituelsreligieux tibétains.

– La deuxièmefamille regroupedescymbalesd’épaisseurplusfine,qui produisent dessonsplus
bruyants.Leur spectre s’apparente à celui destam-tams,puisqu’il estbruité, à large bande et
continu,avecuncontenu fonctiondela forcedefrappe, etvariableaucoursdutemps.Ellessont
en géńeralesutiliséesponctuellement, commebruitage,pour ponctuerou marquer deschan-
gementdansmusique. Parmi les éléments d’une batterie, on trouve les “crash”, de diamètre
variable (de300à 450mm)et les“splash”,pluspetites (de150à 300mm),deprofil similaire.
Lescymbales “chinoises”, qui peuvent atteindre de trèsgrande taille (de 300 à 800 mm), ont
leursbordslég̀erementrecourbés,et produisentun sontrèscaractéristique.Cescymbalessont
jouées principalement avecdesbaguettes, sur le bord,ou aumoyendemaillochede feutreen
coupuniqueouenroulement.Enparticulier, on retrouve le phénomèned’enrichissementspec-
tral destam-tamsdécrit préćedemmentlorsqueunecymbalecrash, par exemple,est frapṕee
avecunemailloche.

1.1.2 Fabrication

La fabrication descymbalesest majoritairementindustrielle, vue leur utilisation très répandue
en jazz et musique de variété, alors que celle desgongs est principalement artisanale.Elle est la
conjugaisonde laminage, repoussage,martelage et traitementsthermiquesdiverses, dont les détails
précis, parfois ancestraux, sontsouventgard́essecrets par les fabricants/artisans, surtout dansle cas
desgongs.Onpeut trouverdans [111] unedescription assezcompl̀etedela fabricationdescymbales.

1.2 Cadrede la présenteétude

1.2.1 Acoustiqueinstrumentale et modèlesphysiques

Le rôle premierdel’acoustiqueinstrumentale estdecomprendreet d’expliquer endétail desmé-
canismes de production du sondansles instrumentsde musique. Elle ne veut remplacer en aucun
casla connaissancedesfacteurs,qui comprennent mieux quequiconquele fonctionnementdesins-
trumentsqu’ils fabriquent et améliorent.En revanche,elle permetd’offrir denouvellesexplications,
fondéessurlesoutils et le langagedela physiqueet desmath́ematiques.Lesétudes ont porté surune
grandevariét́e d’instruments, essentiellementdepuis cescinquantedernièresanńees.Onpeutciter en
premierlieu lesouvragesdela fin du dix-neuvìemesiècle deJ.W. S.Rayleigh [84, 85], puisceux du
début duvingtièmesiècledeH. Bouasse[14, 15, 17, 16], probablement lespremìerespublicationssur
lesinstrumentsdemusiqueécritespardesphysiciens.Ensuite,lestravaux deÉ. Leipp [57], pionnier
de l’acoustique musicaleen France, et ceuxrecenśespar N. Fletcheret T. Rossing[39] offrent une
vueexhaustive et homog̀ene dela connaissanceactuelle enphysiquedesinstrumentsdemusique.
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Les instrumentsde musique sontconçus dansle but de produire dessonsqui vont être écoutés
par l’oreil le, un “capteur” extrêmement fin et précis. Ils sonten géńeral le fruit de plusieurssiècles
demodificationset d’améliorations.Leur fonctionnementestencesenssouvent subtil et compliqué
et il estimpératif deprendreencompte dansun mod̀ele de comportementdesphénomènessouvent
négligeablesentermed’énergie (commedesnon-linéaritésfaibles,parexemple), maisdont leseffets
sonoressontprépond́erents.Unedesapplicationsprincipalesdecestravauxestla miseaupointd’ou-
tils desimulationnumériquedecesmod̀eles, appliquésà la synthèsesonore.Leurbut premierestbien
évidemment la “synthèsedesonpar mod̀ele physique” pouvantêtreutiliséepardesmusiciens.Elle
peutdonnerdesrésultatsparticulièrementintéressants,toutd’abordentermedetimbresextrêmement
réalistes; maisaussiparce qu’un mod̀ele donńe offre unepalettede sonsde synth̀esetrèsvariés, et
facilementréglablesintuitivement,puisquelesparamètresdusonsontici desparamètres“physiques”
commele diamètre, la courbure,le mat́eriaudela maillocheetc.. .

Cesoutils de simulation peuvent aussiêtred’un grandintérêt pour le physicien, car ils offrent
un moyenpuissantdemiseaupoint et devalidation demod̀eles physiques,enprofitantdesgrandes
capacitésd’analyseet de discernementde l’oreille. Ils peuvent permettre en particulier d’identifier
descorrespondances entre desphénomènesperceptifs et la physique dessyst̀emesétudiés,par la
méthodela plusnaturelle et habituellequi soit : l’ écoute6. La portéedecestechniques dépasseainsi
l’acoustique musicale, carellesoffrent :

– uneconnaissance fine du comportementvibro-acoustique, linéaire et non-linéaire, de consti-
tuantsclassiquesquesont lestuyaux, lesbarres,lescordesetdans la présenteétude lesplaques
et lescoques;

– desmod̀elespouvantêtreappliqués à la synthèsesonore, qui en plus de son intérêt musical
peuts’avérerêtreun outil d’analyseet devalidation particulièrementefficace.

1.2.2 Vibrations non-linéairesde cymbaleset degongs

Parmitouslesinstrumentsprésentésauparagraphe1.1,certainsprésentent enconditionsnormales
dejeu desamplitudesdevibrationgrandesdevant l’ épaisseur moyennedel’instrument.Celaconduit
d’un point devuemath́ematiqueànepluspouvoirnégliger lestermesnon-linéairesdansleséquations
pourobtenir un mod̀eledecomportementvalable.

Lesétudesant́erieures neproposentquedesébauchesd’explications.Lesinstrumentsdepercus-
sion du type gongs et cymbalesont ét́e étudiésprincipalementpar N. Fletcheret T. Rossing ces20
dernìeresanńees.Ils ontproposédifférentsbilansdeleursétudes[93, 36, 38, 39], etsesontintéresśes
auxcomportements:

– desgongsd’opérachinois, faiblementnon-linéaires,dontle timbreprésenteunehauteurtonale
glissanteet dépendantedel’amplitudedevibration dela structure[92, 37] ;

– non-linéaire et chaotiquedetam-tamchinois [91, 56] ;
– non-linéaire et chaotiquedecymbales[95, 105, 124, 123].

Lesphénomènesd’originenon-linéaire misenjeudanscesinstrumentssemanifestentsousdifférentes
formes.Danslesgongsd’opérachinois, le glissando fréquentiel provient du fait queles fréquences
d’oscillations desmodespropres dépendentde l’amplitude de vibrations, lorsque celle-ci devient
non-ńegligeabledevant l’ épaisseur de la structure [74, 37]. Dansles tam-tamset les cymbales, des
structuresmoinsrigidesenflexion, lesamplitudesdevibrationssontplusimportantes, etcessyst̀emes
présententtoutes lescaract́eristiquesdessyst̀emes non-linéaireschaotiques, à savoir :

– dessignaux devibration dont le spectre estcontinu et à large bande,
– un comportementsensible auxconditionsinitiales,
– desbifurcationsmenant à un régimedevibrationchaotique.

Musicalement et auditivement,cescaract́eristiquesse manifestentpar un timbre qui tient du bruit

6Cf. la citationdeH. Bouasse,p. 55.
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coloŕe, dont la hauteur est indéfinissableet dont le contenuspectral estdépendantdu tempset des
conditionsd’excitation.

Notre étudevise à compl̀eternosconnaissancessur lesmécanismesphysiquesnon-linéairesmis
enjeu dans la production dessonsdecymbales et degong. Lesphénomènesrencontrésdans cesins-
trumentssonttypiquesdenon-linéaritésgéoḿetriques, qui semanifestent dèsquelesdéplacements
oulesdéformationsdeviennentimportants,alorsquele comportementdumat́eriau demeureélastique
et linéaire. Une deuxìemesource de non-linéarité pourrait être un comportementnon-linéaire du
mat́eriau. Dansle casdesmétaux, la seule non-linéarité mat́erielle possible se rencontre à la suite
degrandessollicitationslorsquele mat́eriausortdesondomaineélastiquepourentrerdansla zonede
plasticité [1, 32]. Si tel était le casdansle cadredenosinstrumentsdepercussion, desdéformations
rémanentessubsisteraient apr̀esarr̂et dessollicitations, ce qui entrainerait desmodifications et des
dégradations de la structure allant à l’encontredu comportementsouhait́e; en particulier, le sonne
seraitplusreproductible d’une utilisationà l’autre del’instrument.

Unedesdifficultésdel’ étudedecesinstrumentsestque, ensituation normale dejeu, la structure
estfrappéepar unemaillocheou unebaguette,si bien qu’un grand nombrede modesde vibrations
sontexcitéssimultańement. Parle jeudescouplagesnon-linéairesinternesentrecesmodes, lesformes
d’ondes et les spectresobtenus sont complexes,ce qui rend leur étudedifficile. L’id éea donc ét́e
d’étudier cesstructuressoumisesà uneexcitation forcée monofŕequentielle. Les avantagessont les
suivants :

– peudemodesdevibration sontdirectementexcités enrégime permanent,
– lescaract́eristiques(amplitude,fréquence)du signal d’excitation sontfacilementcontrôlables,

et reproductibles,
– la réponsedela structuredevientrapidementpermanente,du fait del’amortissement.

C’estpour cesraisons quela majorité denotretravail a port́e sur l’ étudedestructuresenvibrations
forcées.

Les analysesexpérimentalessur les instrumentsde percussionont ét́e meńees sur un tam-tam
chinois, en régime forcé monofréquentiel, lorsque la fréquence d’excitation est proche d’une des
fréquencespropres.Plusieursrégimesdevibration ont ét́e mis enévidence,selonla valeur de l’am-
plitude desvibrations.

– Pourdesfaiblesamplitudes,on observe desréponsesṕeriodiques, dont l’amplitudeet la phase
dépendentdesconditions initi ales.Desclassiquescourbesderésonancesincurvéessontobte-
nues,caractériśeespardesphénomènesdesautetunehyst́eŕesislorsquela fréquenced’excita-
tion estlentementvariée. Unedistortion harmoniquedont l’importancedépend del’amplitude
desvibrationsestaussiobservée.

– Pourdesamplitudesmoyennes,desrégimesdevibrationsquasi-ṕeriodiquessont obtenus.Ils
proviennentdecombinaison derésonancesqui semanifestentpardeséchangesd’énergieentre
certainsmodesnon-excités directementpar le forçage.Desfréquencesincommensurablesap-
paraissentalorsdans la réponse.

– Desrégimeschaotiquessont obtenusà plusfortes amplitudes.Il présentent unegrande simili-
tude,à l’ écoute,avec le comportementde la structure ensituation de jeu, c’est-à-dire lorsque
l’excitation est impultionnelle. Cela offre une validité supplémentaire aux études en régime
forcé.

Descomportements analoguesont ét́e mis en évidencedans les cymbalespar C. Touźe et al dans
[124, 123, 122]
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1.2.3 Modélisation

L’id éepremìere en termedemod̀ele mécaniqueestde repŕesenter lesgongs et les cymbalespar
unecoqueà symétrie derévolution. Leséquations associéesà cegenredesyst̀emes sontassezcom-
plexes,et ne poss̀edentdessolutions analytiquesquedansles casde géoḿetrie simple,commeles
coques sph́eriques,cylindriquesou coniques.Ainsi, dansle but de construire un mod̀ele physique
de comportementde cymbales et de gongs, l’id ée a consisté à simplifier dansun premier temps
leur géoḿetrie, pour aller le plus loin possible dans l’ étude analytique. Le travail de mod́elisation
a donc ét́e concentŕe sur desplaquescirculaires. Un premier avantageest que les techniques de
résolution sont les mêmesque celles associéesaux coques,mais appliquéesà des équations plus
simples.Le deuxièmeavantageestqu’on observe dansle casdesplaquesdescomportementsvibra-
toirespériodiques,quasi-périodiqueset chaotiquessimilairesà ceux rencontŕes dans lesgongset les
cymbaleset décrits préćedemment.

La deuxièmetâche demod́elisationa consist́e à construire despetitsmod̀elesdecomportement,
fondéssurdessyst̀emesdebarres élastiquesarticuléesengrand déplacement. L’id éeprincipaledece
travail estdereprésenter lesstructuresmincestellesquelescoqueset lesplaquesparun ensemble de
fibressuperpośees,repŕesent́ees chacunesparunebarre.On obtientalors dessyst̀emesdiscrets à un
degré deliberté dont le fonctionnementtrèssimpleenfacilitent l’ étude.Celapermetenpremierlieu
dedégager desinterprétationsphysiquesdesphénomènesnon-linéairesobservésdans les structures
continues.Ensecond lieu, la courburedescoquespeutêtrepriseencomptesansgrandecomplication
du mod̀ele,cequi permetd’en étudier leseffetsprincipaux, cequi était impossibleavecle mod̀elede
plaque.

1.2.4 Organisationdu manuscrit

Cetravail estorganiśeautour detrois parties.La premìereapourobjectif, à la suitedela présente
introduction, d’exposerdifférentesobservationsexpérimentaleseffectúeessurle gong du laboratoire.
Cela permetde se familiariser avec les objetsde cetteétude,les instrumentsde percussion, et de
dégager lesphénomènesnon-linéairesprincipauxobservésdanscesstructures(chap.2).

Lasecondepartieestconsacréeaudéveloppementd’un mod̀eledevibrationsdeplaquesengrands
déplacementset moyennesrotations.Les équations de la mécanique desmilieux continustridimen-
sionnelsnon-linéairessontappliquéesà la géométrieparticulièredela plaque,àpartir deshypothèses
classiquesassociéesaux milieux minces (chap. 3). Une résolution baśee sur un développement de
la solution sur les modespropresde la structure estensuite réaliśee(chap. 4). Le systèmetemporel
obtenu estalorsrésoluenrégimefaiblementnon-linéairedanslescassimplesdevibrationsurunseul
mode,cequi permetd’expliquercertainsdescomportementsdugongexpośesdansla premìerepartie
(chap.5). Enfin, desvalidationsexpérimentales desrésultats théoriques précédents sontpropośees
(chap.6).

La troisièmepartieprésenteet étudie lessyst̀emesdebarres articulées.Leséquationsdu mouve-
mentsontétablies pour différentesconfigurations dessyst̀emes, ce qui permet de dégager certaines
interprétationssurl’ori ginephysiquedesnon-linéaritésgéoḿetriques(chap.7).Ensuite,leséquations
sontrésolues,et certains phénomènes oscillants non-linéaires,commeles effets raidissant et assou-
plissant, sontexpliquéset interprét́es.L’influence dela courbureestaussiabordée(chap.8).

�����
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L’objectif principal decetravail consistait enla compŕehension desphénomènesnon-linéairesmis
enjeudanslesinstrumentsdepercussion du typedescymbalesetdesgongs. Celas’inscrivait dans la
continuité desrecherchesdu laboratoire dansle domainedela synth̀esesonore parmod̀ele physique,
et enparticulier dela thèsedeCyril Touźe [122]. L’id éeétaitdecontribuer aux étudespréliminaires
nécessairesà l’ établissementdu mod̀elepour la synthèsesonore,qui nécessiteuneconnaissanceap-
profondiedesmécanismesdeproduction duson, etdonc ducomportementvibratoiredesinstruments.
Dansle casdescymbalesetdesgongs, lesétudesexistanteśetaient assez ponctuelles,etaucun mod̀ele
global n’avait ét́e construit (On peutsereporter au paragraphe 1.2.2pour plus de détail). Le travail
de thèse de Cyril Touźe, effectué simultańement,a offert une contribution très compl̀ete sur deux
aspects :

– Une analyse de signaux vibratoires mesuŕes sur une cymbaleet sur le gong du laboratoire
par desméthodes de traitement du signal, estpropośee. Celaa permisde mettreen évidence
différentsrégimesdevibrations(périodiques,quasi-périodiqueset chaotiques), et deconjectu-
rer un sćenario detransition du régimepériodique versle chaos.

– Un début demod́elisationdesgongs et descymbalespardesplaquescirculairesenconditions
auxlimites libres,envibrationsfaiblementnon-linéaires,encontribution avecl’auteur.

L’id éeadonc ét́edanscetravail, depoursuivre lestravaux deCyril dansdeuxdirections. La premìere
avait pour objectif d’établir un mod̀ele de comportementen partant de la mécanique desmilieux
continus appliquéeaux coquesde révolution ; la secondeconsistaiten desanalysesexpérimentales
nécessairespour valider le mod̀ele.

Devant la relative complexité desmod̀elesnon-linéaires de coques,deuxdirections pour la mo-
délisation ont ét́e choisies.

– La premìere a consisté à construire et étudier un mod̀ele de comportementde plaquescircu-
laires, en vibrations de grande amplitude et conditions aux limites libres (deuxièmepartiedu
document).

– Commela courburede la géoḿetrie desgongs et descymbalesn’est paspriseen comptepar
un mod̀ele deplaque,et aussi dansl’id ée decomprendreet d’expliquer lesphénomènesnon-
linéairesprincipauxmis enjeu danscesinstruments,despetitsmod̀elesdiscretsà un degré de
liberté ont ét́e déveloṕesensecond lieu (troisièmepartie).

Différentesobservationsexpérimentales,surle gongdulaboratoire(premìerepartie) etsurlesplaques
circulaires(deuxièmepartie, chapitre 6) sontvenuesétayer la démarchedemod́elisation.
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9.1 Non-linéaritésgéométriquesdanslesmilieux minces

Lessyst̀emesdebarresétudíeslors de la troisièmepartie du manuscrit, bienqu’étantdiscretset
ne comportant qu’un degré de liberté, sont riches en enseignements sur les principaux phénomènes
non-linéaires observésdanslescymbaleset lesgongs, et plusgéńeralementdans lescoques.

Sourcedesnon-linéarités

Si on imaginequele milieu continu queconstitue la coque,estconstitué defibressuperpośees1,
lorsque l’amplitude desvibrations estsuffisammentimportante(on préciseracet ordrede grandeur
dansla suite), le comportementglobal dela structureestnon-lińeaire, alors quechacunedesfibresa
un comportementlinéaire. Cela montreque les non-linéarités sont simplement créées par une ro-
tation des fibres (qui est négligée dansun mod̀ele linéaire), qui apparâıt lors du changementde
géoḿetriedumilieu induite parlesdéformations.La direction desfibresestalorsvariableenfonction
du déplacement transverse,et c’est la projectiondesefforts normauxdansles fibres(les efforts de
membrane)sur la direction transversalequi créelesnon-linéarités.Cesconclusionsont ét́e obtenues
à la fois à partir dessyst̀emesdebarres(chap. 7) et du mod̀elecontinu deplaque(chap. 3).

Celaconduit à constater que les effets non-linéairessont directementli ésau chargement de la
surface/ligne moyenne de la structure (c’est unedroite pour unepoutre, unecourbe pour unearche,
un planpour uneplaque).Deuxconśequencesendécoulent :

– Lesconditionsauxlimites longitudinalesontuneinfluencesurl’importancedesnon-linéarités.
Dansle casdesplaques,desconditions aux limites encastŕeescréentun chargement du plan
moyen plus important, à déplacementtransverseégal,quedesconditions aux limites libres.
Celasignifie quepour un déplacement� donńe, lesnon-linéaritéssontplus fortesdansle cas
encastré quedans le caslibre2. Dansle casdespoutres,le mod̀ele équivalent à celui de Von
Kàrmànpour les plaquesdonnedeséquationslinéaires lorsque l’une desextrémitésn’est pas
immobilisée.

– C’est la structurebidimensionelle dela plaque qui créele chargementdesonplanmoyen, à la
source desnon-linéarit́es,lorsquelesconditions auxlimites sontlibres.

Uneétudeintéressantesurcesujet consisterait àcomparer, pourundéplacementtransversemaximum��� donné, l’importancedesnon-linéarités dansplusieursstructuresminces,associéesà plusieurs
conditionsauxlimites (plaquesàbordlibre et encastré,poutre encastrée,encastrée/libre,simplement
supportée...).

Enfin, notons quele paramètreprincipal gouvernant l’importancedesnon-linéaritésestl’ampli-
tudemaximum��� du déplacementtransverse.En effet, c’est cedernier qui créele chargementdela
surface moyenne responsable deseffetsnon-linéaires.

Phénomènesnon-linéaires

Lesoscillationsd’un systèmenon-linéairessontmarqúeespardesphénomènestypiques,qui sont
énuḿeŕes ci-dessous.

1Ce seraitstrictementle casavec un mat́eriau orthotropecommedu bois ou un mat́eriau composite ayantcomme
directionsd’orthotropielesdirectionslongitudinaleet transversedela plaqueou dela coque.

2Entermed’effet sonore,celaneveutpasdirepourautantqu’uneplaqueencastŕeeest“plus non-linéaire”qu’uneplaque
libre : lorsqueelle estfrapṕe parunemailloche,c’estleseffort qui sontimpośes,et nonlesdéplacements.À efforts égaux,
lesdéplacementssontnettemmentplusfaiblesdansle casencastŕequedansle caslibre ; onpeutdoncpenserqueleseffets
non-linéairessontéquivalentsdanslesdeuxcas,à efforts égaux.
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– La fréquencedesoscillations en régimelibre estdépendante de l’amplitude desoscillations.
Deuxcomportements antagonistessedégagent, selonsi la fréquenceestcroissante(comporte-
mentraidissant) ou décroissante(assouplissant) enfonction del’amplitude.

– En régime forcé, plusieursrégimesde vibrationscoexistent pour unevaleurdonńeedespa-
ramètresdecontrôle,cequi conduit à observerdesph́enomènesdesautentresolutionsstables.

– Unedistorsionharmoniquedu signal estobserv́ee,enrégimeforcé ou libre.
Cestrois caractéristiquesont ét́e observ́eesexpérimentalement sur le gongau chapitre 2, lorsquesa
réponsen’est gouverńeequepar un seulmodede vibration. Descomportementsanaloguesont ét́e
misenévidenceà la fois expérimentalementetthéoriquementsurlesplaquescirculaires(chap.5 et6).

L’ étudedessyst̀emesdebarresa permisauchapitre 8 d’étudier l’influencede la courbured’une
coque, nonpriseencomptedansle mod̀eledeplaque,etamontŕeenparticulier lesrésultatssuivants:

– le comportementraidissantou assouplissant du syst̀eme de barres est déterminé par sesca-
ract́eristiquesgéoḿetriques: sonépaisseurestresponsable d’un comportementraidissant,alors
quesacourbureapporteun comportementassouplissant.C’estl’ équilibre entrecesdeuxeffets
qui détermine le comportementdu syst̀eme.

– unsyst̀emeplat (decourburenulle) neposs̀edequedesnon-linéaritéscubiques,cequi entrâıne
unedistorsionharmoniquedu signal constituée qued’harmoniques impaires.La courbureap-
porteuntermequadratiquedansleséquations,qui estresponsable d’unedistorsionharmonique
compl̀ete.

9.2 Versun modèlecontinu decymbaleset de gongs

La deuxìemepartie a permis d’exposerunedémarche compl̀etede résolution du problèmenon-
linéaire deplaques,deséquationsnon-linéairesdela mécaniquedesmilieux continus à unesolution
approchée,donnant le déplacemententout point dela structureenfonction du temps.Reprenonsles
résultatsprincipaux, et voyons quellesen sont les extensionspossiblesvers le casdesgongset des
cymbales.

Le modèlenon-linéairede milieux minces.

LeséquationsdeVon-Kàrmànétabliesauchapitre3constituent unmod̀elenon-linéairedeplaques
permettant dedécrire unegrandevariét́edephénomènesnon-linéaires.Le domainedevaliditédecette
théorieaclairementét́epréciséauchapitre 3 : leséquationsdeVon-Kàrmànsontvalablesjusqu’àdes
amplitudesdudéplacementtransversedel’ordredel’ épaisseur� dela plaque,cequi semblesuffisant
à la vue desamplitudesde vibration observéesexpérimentalementsur le gong. Ce mod̀ele permet
dedécriredesphénomènesnon-linéairesli ésàdescombinaisonsderésonanceset descomportement
quasi-périodiques[46], similairesàceuxrencontŕesavecle gongdulaboratoire, etexpośesauchapitre
2. On peut en outre penser que le domaine de validité de ceséquationsest plus étendu, pour des
amplitudes de l’ordre de plusieurs fois l’ épaisseur � , ce qui est alors intéressantdans le casdes
cymbales. Celanécessiterait toutefois d’être vérifiéexpérimentalement.

Les hypothèsesqui conduisent à l’ établissement du mod̀ele de Von-Kàrmàn peuvent êtresap-
pliquéesà d’autresmilieux minces,commelespoutres,lesarches et lescoques.On obtientalorsdes
théoriesanalogues[74, 117]. La méthodeutiliséeauchapitre 3 pourréduirele problèmedemécanique
tridimensionnel aucasdesmilieux mincesutil isele PrincipedesTravaux Virtuels, associé à desana-
lysesdimensionnellespour justifier les simplifications. Mêmesi dansle cadre de ce travail, seul le
mod̀elecontinu deplaquesa ét́e étudié, l’approcheestgéńerale,et pourrait êtreappliquéeaucasdes
coques derévolution faiblementcourb́ees3, à profil quelconque.Cegenredemod̀eleserait alors tout

3“shallow shells”dansla litt ératureanglo-saxonne.
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a fait adaptépour décrire le comportementensituation dejeu desinstrumentsdepercussion, telsque
les gongs et les cymbales. Un débutd’étudedanscette direction a ét́e effectúe par M. Fontaine au
laboratoire demécaniquedel’ENSTA4, dansle cadre d’un stage deDEA [40].

Uneméthodede résolutiongénérale

La méthodederésolution utili séedanscetravail, expośeeauchapitre 4, permetderemplacer les
équations aux dérivéespartielles de départ (Eq.4.4a,b), qui régissentle mouvement de la structure,
parle probl̀emesuivant :
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constituéd’uneinfinitéd’équationsdifférentiellesordinaires, non-linéairesetcouplées.Cetteméthode
offre plusieursavantages:

– Aucuneapproximationssupplémentairesnesontnécessaires, si bienquele problème(9.1a,b)
a le mêmedomaine devalidité queleséquationsdeVon-Kàrmàn: �UT<� .

– Cetteapprochefait apparâıtre clairementles modesde vibration linéairesde la structure,qui
sontfacilementidentifiablesexpérimentalement, par la mesuredesfréquencespropres V2WYX et
desdéforméesmodales - WYX . Celapermetenparticulier desimplifier le problème(9.1a,b)enun
syst̀emeà nombre fini d’équations et devérifier cesapproximations expérimentalement. C’est
cequi a ét́e fait auxchapitres5 et 6 dans lescassimples devibrations surun seulmode.

Casdescoques Dansle casoù la structureestcourbée,leschapitres7 et8,etdesétudessurdesca-
lottessph́eriques[136] montrent quedesnon-linéaritésquadratiquesapparaissent dansleséquations.
Un traitementanalogueauxdéveloppementsdu chapitre 4 appliqué à deséquationsnon-linéairesde
coquesdonneraitunsystèmeanalogueauxéquations(9.1b),avecdestermesquadratiquesenplus,ce
qui s’écrit :
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(9.2b)

La décomposition définieparl’ équation (9.2a)estvalidée5, dansle casdu gongenrégimeforcé,
par une expérience présentée au chapitre 2, lorsque l’excitation est proche d’une résonanceaxi-
symétrique et qu’il n’y a pasde combinaisonsde résonances(Cf. � 2.4.2 et l’ équation (2.5), p.
37).

4ENSTA-UME, Chemindela hunìere,91761PalaiseauCedex. Responsable : A. Chaigne
5L’analysedu paragraphe 2.4.2estnéanmoinsqualitative. En particulier, les résultatsde la figure 2.14ne permettent

pasdedéterminersi la géoḿetriedela déforméedela structurenedépendpasdel’amplitudedesoscillations,commec’est
engéńeral le casà forte amplitude,parexempledansle casdesplaques (Cf. ^ 6.5.3et [6]). Si tel était le cas,l’utilisation
demodesnon-linéairesseraitintéressantepourdécrirequantitativementcephénomène.
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Réduction du nombre demodesimpliqu és

Lessystèmes(9.1b)ou(9.2b) comportantuneinfinitéd’équations,il estnécessairepourlestraiter
d’étudier expérimentalementla structureen vue de dégager descomportementssimples ne faisant
intervenir qu’un nombrefaible de modespropres. En régime forcé, la dynamiquede la structure
n’est gouverńeequepar les modesdirectementexcités, et ceuxen combinaison de résonances, soit_

modespropres, pourvu quele syst̀emene s’éloigne pastrop de saposition au repos. Il estalors
possible de ne garderdansles syst̀emes(9.1b) ou (9.2b) qu’un nombre

_
réduit d’équations. Le

traitement desproblèmes(9.1a,b) ou (9.2a,b) peutalors êtreeffectúe deplusieursmanìeres:
– L’approche utili sée au chapitre 5 consiste à chercher une solution approchée du probl̀eme

(9.1a,b)pardesméthodesperturbatives,dont la critiquesuit.
– L’avantage primordial decesméthodesestqu’ellesfournissentunesolution approch́eeana-

lytique du probl̀eme.Celapermetdecaract́eriseret d’évaluerefficacementle comportement
du syst̀eme.Un deuxièmeavantage estqueles solutionsobtenuespeuvent servir à valider
d’éventuelles méthodesderésolution numériques’attaquant directementaux équationsaux
dérivéespartielles,cequi pourrait êtreintéressantdans le futur pourvalider desalgorithmes
desynthèsesonore.

– L’utilisation decesméthodesperturbativesvanéanmoinsdepaireavecuneréductiondu do-
mainedevalidité.Dansle cadredesplaques,lescalculssontmath́ematiquementvalablesjus-
qu’àdesamplitudestransverses� del’ordrede � 9`Fa , où a estle rayondela plaque(ouune
dimension transversecaract́eristiquedansle casdeplaquesà géométrienon-circulaire).Les
validations expérimentales du chapitre 6 ont montŕe que la solution analytique, approchée
parla méthodedeséchellesmultiples,était enfait valable jusqu’ àdesamplitudestransverses� plus importantes,del’ordre de � ` I . Celamontrequelesdomainesdevalidité déterminés
math́ematiquementpeuvent êtretrèsrestrictif6, etqu’il estdonc intéressant delesvalider par
desexpériences

– Cesméthodesperturbatives permettent de décrirent dessolutions quasi-périodiques,obte-
nuesparexemplelorsquela vibrationestgouverńeeparunecombinaison derésonancesentre
trois modespropres[46]. À la vuedesrésultatsexpérimentauxdu chapitre 2 surle gong, où
lesvibrations decelui-ci neparaissentêtregouverńees quepar un nombreréduit demodes
propres,l’approcheanalytiqueperturbative,appliquéeaucasdescoquesderévolution,serait
probablementriche d’enseignementspourcomprendrele comportementdesinstrumentsde
percussion.

– L’inconvénient majeur estquelescalculsdeviennenttrèsvite complexes.Eneffet, la méthode
deséchellesmultiplesconduit aupremierordre àdéterminerdeuxquantitéspourchacun des
modespropres - � : l’amplitude b�� et la phase c[� desesoscillations.Le probl̀emeà

_
os-

cillateursnon-linéairesestalorsremplacé parun systèmedynamiquededimension I _ .

– Pouréviterleslimitationssurl’amplitudedesvibrationsassocíeesauxméthodesperturbatives,
unerésolution numériqueestpossible,parexemplepar la méthode deRunge-Kutta.Cetteap-
proche a ét́e util iséeauchapitre 8 ( � 8.4) pour évaluer le comportementdessyst̀emes debarres
en grande amplitudede vibrations. Cetteapprochedevrait permettre de simulerdesrégimes
fortements non-linéaireset chaotiques, impossibleà obtenir parlesméthodesperturbatives.

Lorsquele déplacementtransversedevient del’ordrede2 fois l’ épaisseurdela plaque,onconstate
quela déforméede la structuredevientdépendante de l’amplitude du mouvement. Celaprovient du

6celan’estpasétonnant, carlesdomainesdevalidité dependentdespuissancesde d , si bienquela discŕetisationesttrès
large: avec dHe]f!gAh*i , lesordresdegrandeurspossiblessont d0j�ekj[lAf!g0g , j et j[lmdHe]f!g0gYj . Ainsi, lesordresdegrandeursf	gYj et j[l�f	g , qui sontphysiquementintéressants,nesontpasprévus.Un developpementenpuissancesde n d pourraitêtre
alorsenvisageable dansle futur.
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fait quemêmesi la dynamiquedu syst̀emen’estgouverńeequepar les
_

modesencombinaisonde
résonance,il estnécessairedeconsidérer plusdemodes(unnombreoqp _ ) si onveutdécrirequan-
titativementles vibrations du syst̀eme. Il estalors intéressantd’introduire desmodesnon-lińeaires,
cequi n’a pasét́e abordé dansle présent travail. Uneétude surcesujetestencourt actuellementau
laboratoire,et desréférencesbibliographiquessontpropośees auchapitre 4 ( � 4.1.2)et 6 ( � 6.5.3).

Vers le chaos

Leschapitres 5 et 6 proposent uneétudecompl̀ete du probl̀emede vibration de plaqueslorsque
celle-ci n’estgouverńeequeparunseulmodeaxisymétrique,oupardeux modespropresasyḿetrique
déǵeńeŕes.Ce castrès simple a l’avantage de présenter dessolutions analytiques élégantes,et de
mettreen évidenceun premiercasde couplageentredeux modespropres - + et - 9 , lorsque leurs
fréquencessontprochesl’une de l’autre ( V + TrV 9 ). Ce mod̀ele analytique estvalidé par uneétude
expérimentale,qui permetd’une part d’en effectuer un recalage,et d’autre part d’en évaluer le do-
mainedevalidité (l’importancedecedernier point a ét́e évoquéeplushaut). Le mod̀eleobtenu prédit
alorsquantitativementtrèsprécisémentle comportementdela structure.

Une mêmedémarche peut être appliquée aux instrumentsde percussion, qui, du fait de leur
symétriederévolution, possèdent aussidesmodesasyḿetriquesdéǵeńeŕes(Cf. chapitre 2, � 2.2).

Néanmoins, le caspréćedent d’une combinaisonde résonances simple sut�s n’est qu’un début
d’étude : il esten particulier impossible d’obtenir un comportementchaotique sansfaire intervenir
d’autrescombinaisonsderésonance7. Il permetdeprésenterunedémarchegéńerale(expośeeaucha-
pitre 5 pourla théorie etauchapitre6 pour la validationexpérimentale), qui peut êtreappliquéeàdes
casderésonancesinternesplus compliquées. Un travail deDEA surunecombinaisonde résonance
faisant intervenir 3 modesaxisymétriques,dansle casd’une plaque, a ét́e meńeeau laboratoirede
mécaniquede l’ENSTA8 récemmentparP. Lanchantin [53]. Dansle casdesgongset descymbales,
lesexpériencesdu chapitre 2 et les travaux deCyril Touźe [123, 122] montrent qu’un nombreréduit
demode(entre3 et 10) estprobablement suffisantpourdécrire lescomportements quasi-périodiques
et chaotiquesobservésenrégimeforcé.

Oscillations libr es– oscillations forcées

Enfin,unequestion importantepersiste : commenttraiter le régimedevibrations libre desgongs
et descymbales,qui correspondaucomportementnaturel decesstructuresencondition dejeu? Les
travaux de thèse de Cyril Touźe [122] et les expériencessur le gong (chapitre 2) montrent qu’un
grandnombredemodes,del’ordre de30,sontimpliquésdemanìere non-ńegligeabledansle régime
de vibrations libre. Ils sontsoit directementexcitéspar le choc initial avec la mailloche (ou la ba-
guette), soit indirectement à la suitedescouplagesinternesrésultant desnon-linéarités.Le syst̀eme
(9.1b)estalorscomposé d’un grandnombred’équations, et devient de la sorte impossible à traiter
analytiquement, et probablement difficilement résolvablenumériquement, dansdestempsde calcul
envisageables.

En revanche, l’ étude en régime libre dessyst̀emesréduits (comportant
_

oscillateurs,
_ #v �!w��mxE/y/y/ ) obtenus pour les régimesforcés n’est pas à écarter. Mêmesi celle-ci n’est pas réaliste,

elle permettrait probablementd’expliquer lesmécanismesdecouplageentre modespropresqui sont
observ́esen régimelibre, et en particulier l’enrichissementspectral caractéristique desgongs et des
cymbales.

7Descomportementschaotiques ont ét́e mis en évidences pourdesvaleursparticulìeresdescoefficients z4{	|~}�� , qui ne
sontpascellesassocíeesaucasd’uneplaquecirculaire[125]. Deplusaucuncasdechaosn’estapparuexpérimentalement,
sansqued’autresmodesqueceuxenrésonance fH�Ff n’apparaissent.

8Cf. note4, p. 194
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9.3 Dansle futur ...

Lesmod̀eles fondés sur lessyst̀emesdebarresarticuléesprésent́esdans cetravail necomportant
qu’un seul degré de liberté, leur domaine de description est limit é à un seul desmodesde vibra-
tions d’une structurecontinue.Pours’en approcher, il seraitintéressant de développerdesmod̀eles
analogues,de type treilli s, comportant 2 ou 3 degrés de liberté. Malgré la relative complication des
développements math́ematiques, il serait probablementpossible de mieux comprendreles échanges
d’énergie entremodespropresqui sontà la sourcedu comportementnon-linéaire desinstrumentsde
percussion.

De façon plusanecdotique,la présenced’harmonique 2 danslessignaux demesuresobtenuesau
chapitre 6, dansle casde plaquesen vibration, reste trèsmyst́erieuse: tousles mod̀eles théoriques
prédisentdesnon-linéaritéscubiquesdansleséquations,et ainsiseuledesharmoniquesimpairesde-
vraient êtreobservées.Une descausesintuitives principale est un défaut de plańeité de la plaque.
Lessyst̀emesdebarres,avecuneinclinaison initi aletrèsfaible parrapport à l’ épaisseur, peuventper-
mettred’étudier l’influencedecedéfaut, et fournissent ainsiunepiste derecherche.

La démarche géńeraleexpośee auxchapitres3-6 doit pouvoir êtreétendue aucasdescoquesde
révolution. Pourserapprocherde la géométrieparticulière descymbaleset desgongs,on peut envi-
sagerd’appliquer la méthodedu chapitre 3 à unecoque derévolution faiblementcourbé, engardant
sonprofil quelconquedanslescalculs.DeséquationsanaloguesauxéquationsdeVon-Kàrmànseront
alorsobtenues,qu’il s’agira ensuite deprojeter sur la base desmodespropres - � de la structure,en
vued’obtenir le syst̀eme9.2.Celapermettradecalculer l’expression descoefficientsdecouplage Z ���	�et �G���	��
 , enfonction desdéforméesmodales - �'���." (expressionsanaloguesà l’ équation 4.64,p. 81).
Cesdéforméesétantdifficiles àcalculer analytiquement,uneestimationdecescoefficientspourraêtre
meńeeà partir de déforméesmodales calculéesnumériquement, avec la méthodedeséléments finis
(EF). Il seraalorsaiśe d’obtenir le syst̀eme 9.2 pour n’importe quel profil de cymbaleou de gong,
associéeà desconditions aux limites quelconques. Ensuite, en fonction de la valeur desfréquences
propres V � dechacundesmodes(issues du calcul EF ou demesuressurunestructureréelle), il sera
possible d’étudier desmod̀elesà nombre demodepropresréduits, en fonction descombinaisons de
résonanceśeventuelles.En particulier, lescasderégimesdevibrationsobservéssur le gong aucha-
pitre 2 (tableau 2.5) pourront êtreenvisaǵes théoriquementde façon précise. Enfin, desvalidations
expérimentalespourront êtremeńeessurdesgéoḿetriessimpleset reproductiblescommelescalottes
sph́eriques,ou sur desgongs et descymbales. Un recalage de mod̀ele pourraêtreenvisageable,en
vued’obtenir un mod̀ele decomportementdecesinstruments.

Enfin, l’ étudeenrégimelibre dessyst̀emes (9.1b) ou (9.2b),réduits à
_

équations,peuts’avérer
intéressantepour comprendreles phénomènesde transfert d’énergie desfréquencesgravesvers les
fréquencesaigües misesen évidenceau chapitre 2 (Fig. 2.9, p. 33). En particulier, les études de
syst̀eme à trois oscillateurs en résonances internes,en régime forcé et dans le cas des plaques,
montrent quele transfertd’énergien’estpossiblequedeshautesfréquencesverslesbassesfréquences9

[46, 53], cequi estle comportementoppośe.

�����

9Pluspréciśement, le casétudíe dans[46, 53] estceluid’unecombinaison derésonancesdu type ���E���	� i e��D� , avec������� i ���D� . Si le syst̀emeestexcité auvoisinagede �G� ou � i , aucuntransfertd’énergie n’estpossibleverslesdeux
autresmodes.Seulle casoù le modedepulsationpropre� � estexcité autoriseun transfertd’énergie.
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