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Résumé

L’emploi d’inclusions de renforcement pour la construction d’ouvrages de géotechnique s’est
largement diversifié depuis une trentaine d’années. On s’intéresse principalement dans ce mé-
moire aux tunnels boulonnés (radialement et en front de taille) et aux fondations profondes
(groupes et radiers de pieux, réseaux de micropieux). Si des méthodes de dimensionnement a la
rupture ont été proposées pour ces différents types d’ouvrages, les calculs en déplacement sont
aujourd’hui encore peu abordés. L’approche numérique classique par éléments finis s’avére
en effet inadaptée : le nombre d’inclusions employées et leurs dimensions caractéristiques trés
petites vis & vis de celles de la structure entiére conduisent & des problémes numériques de
taille rédhibitoire.

Le modéle multiphasique de matériau renforcé développé dans ce travail est une approche
alternative de type « milieu équivalent ». Il s’agit d’'un modéle purement macroscopique, dans
lequel on considére superposées en chaque point une particule de matrice (sol ou roche) et

autant de particules de renforcement qu’il y a de directions de renforcement.

Apres une introduction bibliographique, les équations du mouvement du modéle sont construi-
tes dans le deuxiéme chapitre par la méthode des puissances virtuelles (seuls les efforts de
traction-compression sont pris en compte dans les inclusions). Utilisant un cadre thermodyna-
mique, les lois de comportement sont obtenues dans le domaine élasto-plastique. Le lien avec
les méthodes classiques d’homogénéisation permet de donner un contenu mécanique précis aux

différentes variables de description. Le modéle adhérent est introduit comme cas particulier.

Le troisiéme chapitre est consacré a la définition puis a la résolution analytique de problémes
multiphasiques. Le quatriéme décrit la mise en ceuvre par éléments finis. Aprés l'introduction
des outils classiques nécessaires a la résolution numérique en élasto-plasticité, on étend le
formalisme au cas multiphasique adhérent, puis général. Le modéle adhérent est implémenté

dans un code de calcul nouveau baptisé CASTOR.

Le cinquiéme chapitre présente la validation du code CASTOR par comparaison & des solutions
analytiques, & d’autres modéles numériques, a des résultats expérimentaux et & des mesures
sur ouvrage réel. Les analyses montrent a la fois la pertinence du modeéle multiphasique pour

les problémes traités et les gains considérables en temps de calcul permis par CASTOR.

Le dernier chapitre présente enfin deux extensions du modéle adhérent. D’une part, le choix de
cinématiques distinctes par phase (modeéle général) permet de rendre compte d’effets d’échelle
dans la structure. D’autre part, la prise en compte d’efforts de flexion dans les inclusions est
possible. Des comparaisons avec des calculs directs par éléments finis montrent la pertinence
de ces modéles et leur aptitude a rendre compte de phénoménes hors de portée de I'homogé-

néisation classique.



Multiphase Model for Reinforced Materials -

Application to Geotechnical Problems

The use of reinforcement technigques has been widely developed in the domain of geotechnical
engineering in the last three decades. This work mainly concerns rock-bolted tunnels and
deep foundations (pile groups, pile-raft foundations and micropile networks). If failure design
methods are available for these structures, displacement computations have been hardly dealt
with so far. Standard finite element methods actually fail due to the number and slenderness

of the inclusions, which lead to untractable numerical problems.

The multiphase model for reinforced materials is an alternative, « equivalent medium » ap-
proach. This purely macroscopic model considers in each point the superposition of one matrix
particle (for soil or rock) and as many reinforcement particles as given reinforcement direc-

tions.

Chapter 1 draws an introduction to the problem. Chapter 2 presents the construction of
the model using the virtual work method (only tensile-compressive forces are taken into ac-
count for the reinforcement description). Using a thermodynamical framework, elastoplastic
constitutive laws are derived. The whole model is connected to the classical homogenization
methods, allowing a clear interpretation of the variables used. A so-called perfect bonding

model is derived as a particular case.

Chapter 3 is devoted to the definition and the analytical resolution of multiphase problems.
Chapter 4 describes the finite element implementation of the model. Standard procedures for
solving elasto-plastic problems are first introduced. The formalism is then extended to perfect
bonding and general multiphase case. The former is implemented in a new computer code
called CASTOR.

Chapter 5 is devoted to the validation of the code CASTOR by comparing its results with
analytical solutions, other numerical approaches and experimental results. A case history is
also addressed. All these analyses show the relevance of the multiphase model. The computer

processing time is always dramatically reduced.

Chapter 6 finally presents extensions of the model. On the one hand scale effects are shown
to be taken into account by the general model, including different kinematics for each phase.
On the other hand bending effects in the inclusions can be straightforwardly included in the
formulation. Comparisons with standard finite element computations show the ability of these

approaches to describe phenomena unreachable by classical homogenization techniques.



Chapitre 1

Introduction bibliographique

L’usage d’inclusions de renforcement dans les ouvrages de géotechnique s’est di-
versifié au cours des trois derniéres décennies. Cependant, compte tenu de la com-
plexité de ces ouvrages, les méthodes rationnelles de dimensionnement et de calcul
en déplacement relévent encore du domaine de la recherche. Ce travail de thése

constitue une contribution sur le sujet.

Pour situer le contexte, la premiére partie de cette introduction s’attache a décrire
les aspects technologiques du renforcement par inclusions. On s’intéresse particu-
lierement au boulonnage des tunnels, au renforcement des sols et auz fondations

profondes.

On passe ensuite en revue les méthodes de calcul couramment utilisées par les
ingénieurs ou faisant l'objet de recherches actuelles. On montre en particulier les
points d’achoppement de certaines approches. On reléve par ailleurs un certain
nombre de points communs ou notions apparaissant de fagon récurrente dans la

littérature.

On propose en conclusion le développement d’un modéle multiphasique de matériau

renforcé unifiant un certain nombre des résultats présentés.
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1 Introduction

Le métier de I'ingénieur consiste a développer des techniques innovantes permettant de re-
pousser sans cesse la limite du constructible. Dans le passé, celui-ci a cherché a batir plus
haut (gratte-ciels), a franchir des coupures plus larges (pont de Normandie, tunnel sous la
Manche) ou dans des conditions toujours plus difficiles: dans des sols réputés de mauvaise
qualité (tunnel de Toulon), sur des terrains gagnés sur la mer (aéroport de Singapour), dans

des environnements hostiles (grands barrages de montagne).

Le recours a des inclusions de renforcement pour améliorer les matériaux de construction est,
dans cette optique, trés ancien. Ainsi la basilique Saint-Marc & Venise est-elle construite, &
I'instar d’'un grand nombre de batiments situés au bord de la lagune, sur des pieux en bois

destinés & améliorer la capacité portante du sol.

Dans un passé plus récent, on pense bien str a I'invention du béton armé au siécle dernier,
pour lequel la présence des armatures permet de pallier la mauvaise résistance en traction
du matériau initial. Depuis les années 60, le développement spectaculaire des matériauz com-
posites, notamment & fibres n’est rien d’autre que ’application, & une échelle d’espace trés

petite, de la méme idée de renforcement par inclusions.

Dans le domaine de la géotechnique qui nous intéresse ici, et au dela d’exemples historiques,
I'usage industriel de techniques de renforcement est également assez récent. L’innovation tech-
nologique, notamment en France, a surtout été marquée depuis les années 70. Cependant, on
peut constater que la compréhension rationnelle des ouvrages renforcés, et par conséquent
les méthodes de calcul n’ont pas suivi cette évolution. Ici les préoccupations du chercheur

rejoignent celles de I'ingénieur : mieux comprendre pour mieux construire.

Comme nous allons le voir tout au long de ce chapitre introductif, les méthodes de conception
actuelles sont encore trés empreintes de connaissances empiriques. A 'opposé, la formulation
théorique des problémes posés & I'ingénieur touche a des sujets de recherche en mécanique
trés actuels. Un des objectifs de ce travail de thése est de montrer qu’une approche rationnelle
de ces problémes, a travers le développement de modéles mécaniques cohérents, peut apporter

des réponses inaccessibles au seul art de lingénieur.

Ce premier chapitre est organisé de la fagon suivante:

o Afin de familiariser le lecteur avec les ouvrages renforcés par inclusions qui font I'objet
du présent travail de recherche, on présente tout d’abord un apergu des technologies
actuelles dans trois domaines distincts: les tunnels, les ouvrages en sol renforcé et les
fondations profondes. Au dela de 'aspect culturel, cette étude bibliographique nous
permet de dégager un certain nombre de points communs entre ces types d’ouvrages, et

laisse penser qu’une approche unifiée de leur calcul est possible.

¢ On présente ensuite une analyse critique des méthodes de calcul d’utilisation courante

propres a chaque domaine. On montre en particulier leurs limites ou insuffisances. Sans
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dévoiler le développement, il apparait qu’un point d’achoppement récurrent est le nombre
important d’inclusions utilisées, de méme que leurs dimensions en général trés petites

devant la taille de 'ouvrage.

o Le contournement de cette difficulté apparait possible en renoncant & la modélisation
exacte du renforcement, et en adoptant une approche dite de « matériau équivalent ».
L’objet de la section suivante est de passer en revue différents modéles entrant dans
cette catégorie, ayant été proposés pour rendre compte du comportement de 'un ou

I’autre de ces types d’ouvrages.

o L’analyse des points communs ou notions apparaissant de facon récurrente dans ces
modéles nous conduit & proposer la formulation d’un modéle multiphasique de matériau
renforcé général, qui doit permettre de retrouver comme cas particulier une grande partie

des résultats mentionnés.

o A partir de cet objectif, le plan général du mémoire est enfin détaillé.

Du point de vue de la forme, ce chapitre constitue une revue bibliographique du sujet principal
(les ouvrages renforcés), mais aussi d’un certain nombre de thémes parfois adjacents, parfois
plus lointains. La liste des références est donc volontairement loin d’étre exhaustive dans
chaque domaine. Nous espérons cependant donner suffisamment d’éclairages pour expliquer
le cheminement qui nous a conduit & la formulation du modéle multiphasique de matériau

renforcé.
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2 Les techniques actuelles de renforcement par inclusions

2.1 Le boulonnage des tunnels

Historiquement, le souténement dans les ouvrages souterrains était assuré par des structures
en bois (cadres) puis en acier (cintres) et enfin en béton (vottes, voussoirs), disposées a
I'intérieur de la galerie excavée. On peut qualifier ces souténements de passif dans la mesure
ou ils agissent en limitant les mouvements du massif sans chercher & modifier sa capacité
d’autoportance. A 'opposé, on appelle souténement actif ou confinement tout procédé visant

a améliorer les caractéristiques intrinséques du massif (Lunardi, 1997).

Les inclusions de renforcement utilisées a cette fin sont de type varié. Greuell (1993) cite
I’exemple historique des ardoisiéres d’Angers dans lesquelles on peut voir des broches en
chataignier, posées il y a plusieurs siécles pour renforcer les puits d’exploitation. L utilisation
industrielle massive des renforcements (boulons) ne s’est pourtant développée qu’au début des
années 50 dans l'industrie miniére aux Etats-Unis. Rapidement introduit en France dans les
mines de fer de Lorraine, le premier procédé de boulonnage est @ ancrage ponctuel. L’inclusion
n’est solidaire du terrain qu’a ses extrémités, d’'une part au fond du forage (ancrage par
expansion du boulon dans la roche), d’autre part a la paroi par I'intermédiaire d’une plaque

d’appui.

Le manque d’efficacité de cette technique dans certains terrains de mauvaise qualité a conduit
a l'introduction de ’ancrage réparti sur toute la longueur du boulon. Cet ancrage peut étre
obtenu par frottement (boulons Split Set ou Swellex) ou par scellement. Dans le domaine du
génie civil, ce type de disposition constructive s’est développé sous la forme de la Nouwwvelle
Meéthode Autrichienne (Rabcewicz, 1964) introduite en France dans les années 70. Cette mé-
thode combine 'utilisation du boulonnage radial de la paroi et d’'une votite en béton projeté.
Par ailleurs, I'instrumentation de I'ouvrage permet d’adapter le dimensionnement du bou-
lonnage & I'avancement du creusement en fonction de la réponse du massif. Dans ce cadre,
le boulonnage contribue & la diminution des déplacements de la paroi (convergence) et a la

stabilité définitive de l'ouvrage (figure 1.1).

a - Coupe longitudinale b - Coupe transversale

Fi1a. 1.1: Boulonnage de la paroi du tunnel - Tunnel de San Vitale (Italie) - d’aprés Lunardi
(1998)
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C’est la nécessité de creuser dans des massifs difficiles des galeries de grande dimension qui a
conduit les ingénieurs a renforcer également le front de taille du tunnel pour assurer la stabilité
temporaire de 'ouvrage en phase d’excavation. A cet égard, le tunnel du Mont-Blanc creusé
dans les années 60 est précurseur. Depuis le milieu des années 80, le creusement de tunnels
en terrain meuble sous de faibles couvertures de sol a généralisé ’emploi du boulonnage de
front de taille, notamment en milieu urbain ou le contréle des déplacements du massif est
primordial. Les « boulons » sont de grande longueur (de 18 m & 24 m), et sont constitués de
plaquettes en fibre de verre disposées autour d’un tube central servant a l'injection du coulis

de scellement (figures 1.2-1.3).

Boulon constitué @ =100 mm
de 3 plaquettes forage

@ =60 mm

tube d'injection

écarteur

 SOLUTION BASE
(PREDECOUPAGE MECANIGUE + VTR)

.

" SOLUTION ALTERNATIVE
(VTR + VTR)

a - Schéma de boulonnage b - Procédé de mise en place

Fi1G. 1.3: Boulonnage du front de taille - Tunnel de San Vitale (Italie) - d’aprés Lunardi
(1998)

D’autres techniques de renforcement du massif par injection ou jet-grouting sont utilisées pour
réaliser des wottes parapluies sur le pourtour de la section du tunnel & I’avancement. Cette
méthode assure & la fois un confinement du massif en phase de creusement et un souténement
de la paroi en service (Centre d’Etudes des Tunnels (1998)).
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De fagon générale, I’emploi d’inclusions en vue d’améliorer ’ouvrabilité du terrain s’avére étre
une méthode économique et trés efficace, et est donc appelée & étre appliquée de plus en plus

couramment.

2.2 Le renforcement des sols

L’invention de la terre armée par Vidal (1966) a ouvert un nouveau chapitre dans les tech-
niques de construction modernes. L’idée originale consiste a créer, & partir d’un sol donné
et d’éléments de renforcement un véritable matériau composite. Les propriétés mécaniques
ainsi améliorées permettent d’envisager de nouveaux types d’ouvrages (murs de souténements
verticaux, remblais renforcés, etc). A I’échelle de ces ouvrages, la terre armée peut étre consi-
dérée comme un matériau homogéne ayant des propriétés anisotropes du fait de la direction
privilégiée des armatures de renforcement. Depuis 30 ans, les techniques de renforcement des
sols se sont diversifiées, utilisant des matériaux et des formes d’inclusions de plus en plus
variés. Schlosser et Unterreiner (1994) font un récapitulatif des procédés industriels les plus

utilisés actuellement.

2.2.1 Terre armée

Des armatures métalliques sont disposées en lits paralléles entre des couches de sol au fur
et & mesure de la construction du remblai (figure 1.4). Un parement doit étre mis en place
pour éviter la rupture locale du sol entre les armatures. Ce procédé a été largement utilisé
pour réaliser des talus et des plateformes dans le domaine autoroutier (la premiére utilisation
remonte & 1968, pour l'autoroute Roquebrune-Menton). Le procédé Freyssisol est un dérivé
dans lequel le renforcement est une bande continue en synthétique (Paraweb) disposée en
zigzag (figure 1.5). Quelle que soit la technique, le renforcement travaille uniquement en

traction.

2.2.2 Clouage des sols

Contrairement aux précédents, ce procédé est utilisé sur un sol en place, pour réaliser des talus
ou des fouilles de grande hauteur en déblai. La construction s’effectue par phases, comprenant
chacune (CLOUTERRE, 1991):

e 'excavation du terrain sur une hauteur de 1 & 2 m, selon la nature du sol en place,

« la mise en place des clous légérement inclinés en dessous de I'horizontale, soit par battage

(méthode hurpinoise), soit par scellement au coulis dans un forage préalable,

o la réalisation d’'un parement en béton projeté sur un treillis soudé.
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Parement en écailles

Remblal sélectionne

Armoture en acier

Fia. 1.4: Remblai en terre armée - d’aprés Schlosser (1983)

Résistance garantie 30 , 50 ou 100 kN

4 4 6 mm

Polyathyléna noir
Fibres de polyester

85 ou 90 mm

(@) bande en Paraweb

5 Ecaille préfabriquée en béton

Bande continue
en Paraweb

Tige dacier

Barre dacier pour lension

@ vue en plan de la mise en place du souténement

Fi1a. 1.5: Procédé Freyssisol - d’aprés Schlosser et Unterreiner (1994)

Le schéma de principe de la construction est donné sur la figure 1.6. Depuis la réalisation du
premier mur en 1974 & Versailles pour un élargissement des voies SNCF, la technologie (des
parements, des clous, de leur mise en place) et la taille des ouvrages a beaucoup progressé.

Une hauteur de 28 m a été atteinte pour un mur situé sur le trajet de contournement de Lyon

par le TGV en 1990 (figure 1.7).
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E e

'I”otmutmi 2. Mise en ploce des barres

e

3. Béton projeté armé
(ou pose d'édments préfabriqués )

F1G. 1.6: Phases d’exécution d’un mur en sol cloué - d’aprés les recommandations CLOUTERRE
(1991)

Dans tous ces ouvrages, les clous sont sollicités essentiellement en traction, mais les résistances

au cisaillement et & la flexion peuvent étre considérées, notamment vis & vis de la rupture.

2.2.3 Stabilisation des pentes

Il s’agit ici de clouer des masses de sol ou de roche instables sur un substratum de meilleure
qualité. On utilise a cet effet des micropieur de 20 a 40 mm de diamétre, des palplanches,
voire des pieux de plus gros diamétre, disposés en une ou plusieurs rangées (Schlosser et
Unterreiner, 1994). Dans ce type d’ouvrages, les inclusions sont essentiellement sollicitées en

flexion par le mouvement latéral du sol.

2.3 Les fondations profondes

Les ingénieurs du XX™€ siécle ont pris ’habitude de distinguer les fondations profondes
des techniques de renforcement de sols présentées jusqu’ici. Si celles-ci se sont développées
essentiellement depuis 30 ans, celles-1a ont un long passé. L’ile Feydeau, banc de sable situé
sur la Loire, & Nantes, a par exemple été entiérement stabilisée par des pieux en bois dans les

années 1720 pour permettre la construction d’un nouveau quartier.

De facon classique, les fondations profondes consistent en la mise en place de pieux verticaux
transmettant le poids de l'ouvrage qu’ils supportent aux couches profondes du massif de
construction. La longueur des pieux est souvent, mais pas nécessairement, calculée de fagon
a atteindre un substratum rigide. Le poids de 'ouvrage est transmis au sol par frottement

latéral 1e long du fat et par la pointe du pieu. Frank (1995) présente les techniques actuelles
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a - Elargissement des voies SNCF - Versailles

(1974)

Parement en _——
belon prieté~ B e

i -Ltr;-m

e Y
=1 5°
! L,
H:28m 4'5
L'—'Em
=1d- "k'Gn-.

b - Métro de Lyon (1986)

fr15°

Clous scellés
Barres métalliques ¢ 32mm

Sol ¢ Allyvions
orglo - grove leuses

Clous scellés
Barres méialliques ¢b 40mm

c - Téte sud du tunnel de Dombes - ligne TGV Rhéne-Alpes (1990)

Fi1a. 1.7: Ezemples de murs en sol cloué - d’apres les recommandations CLOUTERRE (1991)

de réalisation des pieux. On distingue notamment les pieux métalliques battus ou foncés, des

pieux forés en béton armé coulés en place aprés

excavation. Dans chaque catégorie, nombre

de variantes existent, souvent propres a I’entreprise qui réalise les travaux.

2.3.1 Reéseaux de micropieux

L’utilisation de micropieux disposés en réseau est une technique datant des années 50 (Lizzi

et Carnavale, 1979). Il s’agit de pieux forés de

faible diametre (<250 mm) équipés d'une

armature scellée au coulis ou au mortier. Actuellement, les micropieux sont souvent injectés a
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forte pression par 'intermédiaire d'un tube & manchettes, ce qui permet de créer une adhérence

parfaite avec le massif (figure 1.8).
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a - Ezécution du b - Equipe- c - Injection d - Injection du cou-
forage ment du forage du coulis de lis de scellement (sous
avec  tube @ gaine (quasi- pression,)
manchettes gravitaire)

Fi1a. 1.8: Injection d’un micropieu - d’aprés Amar (1993)

L’utilisation classique des micropieux est la reprise d’ouvrages en sous-ceuvre. Lizzi (1982) fait
une revue de l'utilisation de cette technique depuis les années 60. L’auteur présente notamment
la reprise des fondations de la cathédrale de Nicosie en Sicile (construite en zone sismique) et

la stabilisation de tours de grande hauteur (figure 1.9).

Dans tous les cas, I'objectif est de créer un réseau dense d’inclusions formant de véritables
« racines » sous 'ouvrage (le terme italien utilisé par Lizzi est en effet pali radice). L utili-
sation des micropieux comme principe de fondation d’un ouvrage est encore peu développée.
En France, le peu de réalisations nouvelles tient sans doute au manque de compréhension
des interactions en jeu, et en particulier de modéles mécaniques permettant un dimensionne-
ment rationnel. Le projet national FOREVER engagé en 1993 a pour vocation d’améliorer la

connaissance de ce type de structures et d’en élargir les domaines d’utilisation.

2.3.2 Radiers de pieux

Dans ’approche classique des fondations, le poids d’un ouvrage est transmis au massif, soit
par une semelle superficielle, soit par un ensemble de pieuz solidarisés par un chevétre qui,
n’ayant pas de contact avec le massif, ne participe pas a la reprise des charges. Le choix de
I’'une ou 'autre des solutions est dicté simplement par la qualité du sol, plus précisément sa

capacité portante.

Cependant, dans certaines conditions, il est possible que la capacité portante d’une semelle
soit convenable, mais que les tassements subis en service soient inacceptables. Burland et al.

(1977) ont proposé dans ce cas 'utilisation couplée d'une semelle et de pieux en faible nombre
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R e

b - Eglise de Burano (Venise) c - Schéma du renforcement

Fia. 1.9: Ezemples d’utilisation des réseauz de micropieux - d’aprés Lizzi (1982)

utilisés comme réducteurs de tassement: ce sont les radiers de pieux ou fondations mixtes. Par
rapport & une approche classique, le dimensionnement de I’ouvrage doit permettre de calculer

la répartition des charges entre ses deux composantes structurales.

Cette technique s’avére particuliérement efficace pour fonder des ouvrages de grande taille
sur une couche argileuse molle de grande profondeur. Ceci explique leur emploi systématique
a Londres et a Francfort depuis une vingtaine d’années. Le tableau 1.1 donne les dimensions
caractéristiques de quelques ouvrages typiques construits dans ces deux villes, dont certains

sont représentés sur la figure 1.10.

En France, il n’y a pas d’ouvrages congus précisément comme des radiers de pieux, car la
réglementation ne le prévoit pas. Du fait de nouvelles méthodes de calcul développées depuis
une dizaine d’années spécifiquement pour ce type de fondations (voir section 3.4.3), on peut

espérer que leur emploi se généralise dans le futur.



2. Les techniques actuelles de renforcement par inclusions 15

Epaisseur
. . Hauteur )
Date Désignation du radier .
(m) Pieux
(m)
Tour Cavalry Barracks, 51 pieux
1967 90 1,5
Londres (Hooper, 1979) d=09m, L=25m
Immeuble Stonebridge .
Park. Lond Cook 351 pieux
1975 ark, Londres (Cooke - 0,9 d— 045 m. L =13 m
et al., 1981)
1990 Messeturm, Francfort 056 36 64 pieux
(Sommer et al., 1991) ) d=13m, L=27—-35m
Tour de la Kommerzbank, 111 pieux
1997 | Francfort (Katzenbach, 299 25-45 | d=15-18 m,
1997) L=375-455m

TaB. 1.1: Caractéristiques d’ouvrages sur radiers de pieus

2.4 Les données expérimentales

Les différentes techniques que 'on vient de passer en revue ont pour point commun de créer

des structures renforcées au sein desquelles les interactions mécaniques sont complexes.

Afin de mieux les appréhender, une approche expérimentale a été développée depuis une
quinzaine d’années, soit sur ouvrage en vraie grandeur, soit sur modeéle réduit. Il nous a paru

important d’en donner ici un apercu.

2.4.1 Tunnels

A la fin des années 70, une expérimentation en vraie grandeur a été menée sur le tunnel de
Kielder. Différents types de souténement ont été comparés dans un massif rocheux homogéne
(Freeman, 1978). A cette époque, aucun modéle mécanique ne permettait de rendre compte
du boulonnage. Ces résultats sont réutilisés depuis peu pour valider les nouveaux modéles

(voir section 3.2.3).

Indraratna et Kaiser (1990a.b) reportent des essais sur modéles réduits dans lequel la pres-
sion géostatique dans le massif est imposée de fagon croissante. Le protocole expérimental
ne reproduit donc pas les conditions réelles (contraintes initiales présentes dans le massif)

mais les résultats permettent aux auteurs de valider leur modeéle de calcul (voir également
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Fi1G. 1.10: Ezemples d’ouvrages sur radiers de pieus

section 3.2.3).

Al Hallak (1999) a effectué tout récemment des essais en centrifugeuse sur un tunnel de
surface pour étudier I'influence du boulonnage de front de taille sur sa stabilité. Le creusement,
impossible en vol, a été simulé par une pression fictive décroissante appliquée au front de taille
(voir la méthode convergence-confinement, section 3.2.2). Les résultats ont été comparés a des

calculs tridimensionnels par éléments finis effectués avec le code CESAR-LCPC.

2.4.2 Sols renforcés

Le comportement de la terre armée en tant que matériau composite a été étudié notamment
par Schlosser et Long (1973) et Long et Ursat (1977). Il s’agit d’expériences au triaxial sur

des éprouvettes en sable renforcé par des disques d’inclinaison variable.

En ce qui concerne le clouage des sols, trois murs expérimentaux en vraie grandeur ont été
réalisé par le Centre d’Etudes Techniques du Batiment et des Travaux Publics (CEBTP) dans
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le cadre du Projet National CLOUTERRE. Les résultats ont permis de dégager des conclusions
générales sur le fonctionnement des ouvrages (CLOUTERRE, 1991), mais également de valider
de nouveaux modeles de calcul (Benhamida, 1998; Sellali, 1999).

2.4.3 Réseaux de pieux

Dans le domaine des micropieux, des essais en vrai grandeur ont été réalisé & Saint-Rémy
les Chevreuse (Plumelle, 1984, 1985), reprises récemment dans le cadre du Projet National
FOREVER.

De nombreuses expériences en centrifugeuse ont été menées sur des groupes de pieux, on peut
citer notamment celles de Traher et Jessberger (1991a,b). Celles-ci comprennent en particulier
un modéle réduit du radier de pieux supportant la Messeturm de Francfort, ce qui a permis
des comparaisons concluantes avec les résultats observés en vraie grandeur. Pour le reste,
compte-tenu du petit nombre d’expériences, seules des tendances qualitatives sont dégagées
par les auteurs. Cependant, leurs résultats ont été abondamment utilisés pour la validation

de modéles analytiques.

Horikoshi et Randolph (1996) ont étudié 'influence de la taille réduite d’un ensemble de
pieux regroupés au centre du radier. Les résultats sont exploités ensuite sous forme de régles
simples de conception. Dans le cadre du Projet National FOREVER, Dubreucq (1998) a étudié
le chargement de réseaux verticaux. Cependant, la réalisation de plusieurs essais dans le
méme conteneur, de méme que la non distinction entre fongage des pieux et chargement de la
fondation mixte rend les interprétations délicates. Citons enfin les travaux originaux de Lee

et al. (1997), qui ont étudié 'inclinaison optimale de micropieuz réticulés (voir figure 1.11).

A4
T
%

|
/

(o) plan view

N

¢y 3D view

() side view

Fi1a. 1.11: Micropieuz réticulés - d’aprés Lee et al. (1997)

De fagon générale, les caractéristiques mécaniques du massif et des inclusions de renforcement
& introduire dans un code de calcul pour valider un modéle ne sont pas toujours données, et
doivent souvent étre déterminées par une analyse a rebours toujours discutable. De plus, les

expériences, notamment francaises sont souvent menées pour elles-mémes, c’est a dire pour
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obtenir des conclusions qualitatives, ou parfois quantitatives par des corrélations empiriques.

La validation de modeéles mécaniques & partir de ce type de résultats est alors difficile.

2.5 Premiéres conclusions

Dans tous les types d’ouvrages que 1’on vient de passer en revue, on trouve un certain nombre

de similitudes:

o Les inclusions de renforcement sont en grand nombre. Si les talus en sol cloué comportent

en général une dizaine de lits de clous, les groupes de pieux (associés ou non a un
radier) comprennent facilement de 50 a plusieurs centaines d’éléments. Dans un tunnel
de plusieurs kilométres, 1'utilisation conjointe du boulonnage radial et de front de taille

nécessite des milliers de boulons.

Les inclusions sont souvent disposées périodiquement, sur un plan a maille carrée ou tri-

angulaire pour les clous ou les pieux, & équidistance angulaire pour les boulons radiaux.

Leurs caractéristiques mécaniques sont trés supérieures a celles du massif environnant.

On donne dans le tableau 1.2 quelques ordres de grandeur courants.

Type Module d'Young Résistance (MPa)
(MPa)

Argile 1-10 0,05 - 0,5 (Cohésion)
Sable 20 - 200 -
Roche 100 - 10000 0,1-5
Géotextile (/m) 1-5 0,01-0,5
Béton 10000 - 40000 | 20 - 80 (Compression)
Acier 200 000 400 - 1000 (Traction)

TaB. 1.2: Caractéristiques mécaniques des géomatériauzr courants et des inclusions de renfor-

cement

¢ La proportion volumique des inclusions est trés petite devant 'unité. Une densité d’un

boulon de diamétre 20 mm par m? en front de taille correspond & une valeur de 3.10~%.
Pour un radier de pieux de diameétre d espacés de 5d, la valeur est de 3%. Dans tous les

cas courants, la fraction volumique ne dépasse jamais 10%.
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3 Les méthodes de dimensionnement et de calcul

3.1 Introduction

Si les structures présentées a la section 2 possédent des caractéristiques communes, les mé-
thodes de dimensionnement d’une part, de calcul en déplacement d’autre part, sont encore
aujourd’hui trés spécifiques. En effet, I’art de I'ingénieur a progressé de fagon indépendante
dans le domaine des tunnels, des sols renforcés et des fondations profondes. Des régles de
construction empiriques utilisées jusqu’au milieu du siecle, on est passé a des modéles méca-

niques d’abord simplistes qui se sont petit & petit raffinés!.

Si l'utilisation d’inclusions de renforcement s’est généralisée au cours des trois derniéres dé-
cennies, les recherches visant a améliorer la compréhension du fonctionnement mécanique des
ouvrages et notamment les interactions complexes entre inclusions et milieu environnant res-
tent encore trés cloisonnées. A cet égard, l'invention du terme générique géotechnique il y a

seulement 30 ans est significative.

Dans chaque domaine, la prise en compte des inclusions de renforcement s’est souvent faite par
extension de modéles de calculs préexistants. Seul le recours a la méthode des éléments finis,
qui s’est généralisé dans toutes les branches du génie civil depuis 20 ans semble aujourd’hui
un dénominateur commun. L& encore, 'utilisation de cet outil est plus ou moins courante
selon le type d’ouvrages renforcés considéré (fréquemment pour les tunnels, rarement pour les

fondations profondes).

Dans cette section, on s’intéresse aux méthodes de dimensionnement et de calcul en déplace-
ment relatives aux trois types d’ouvrages considérés. Dans les deux premiers cas, pour lesquels
I'usage du renforcement releve de techniques récentes, on met en lumiére les difficultés qu’ont
les méthodes classiques a s’adapter a la prise en compte des inclusions. Dans le troisiéme, pour
lequel les inclusions font ab initio partie de ’ouvrage, on montre les difficultés qui apparaissent
lorsque le nombre d’inclusions devient important et /ou que I'interaction avec d’autres parties

de 'ouvrage est complexe (radiers de pieux, réseaux de micropieux).

3.2 Les tunnels
3.2.1 Rappel historique

La conception d’un tunnel consistait il y a une cinquantaine d’années en la détermination
du souténement le mieux adapté pour supporter le poids du terrain décomprimé par le creu-
sement. La forme et la taille de la zone décomprimée sont données par des formules empi-
riques tirées de I'observation de Iexistant (Formules de Terzaghi ou Protodiakonov, citées par
Bouvard-Lecoanet et al. (1988)).

1. On verra dans le développement de cette section que le niveau de technicité des modéles utilisés est trés

variable d’un domaine a 'autre.
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Le choix et le dimensionnement du souténement dépendent de ’appréciation qualitative des
caractéristiques du massif et de la taille de la section du tunnel. Il faut attendre les années 70
pour une classification chiffrée plus rationnelle des roches. Bienawski (1973) introduit I'indice
RMR (Rock Mass Rating) dépendant notamment de la résistance a la compression de la
roche saine, de la fracturation, des venues d’eau. Barton (1974) propose l'indice de qualité @

dépendant également de facteurs géologiques, tectoniques et du comportement des joints.

A partir de l'analyse d’ouvrages existants, ces auteurs proposent différents types de sou-
ténement efficaces en fonction de la note attribuée. Ces classifications permettent toujours
aujourd’hui de choisir rapidement un type de souténement et de le dimensionner. Cependant,
I’optimisation du choix, de méme que les estimations des déplacements du massif ne peuvent
étre menée qu’a partir de modéles de calcul analytiques ou numériques, prenant effectivement

en compte l'interaction entre le massif et le(s) souténement(s).

3.2.2 La méthode convergence-confinement

Depuis 25 ans, des modéles mécaniques rationnels se sont développés, qui permettent de
répondre a ces questions. La méthode la plus utilisée aujourd’hui porte le nom de convergence-
confinement. Elle a été développée vers le milieu des années 70. On en trouve une présentation
exhaustive dans Panet (1995).

3.2.2.1 Présentation simplifiée Pour clarifier 'exposé, on se limite tout d’abord au cas
d’un tunnel profond axisymétrique creusé dans un massif soumis a des contraintes initiales
isotropes (pression P,). La méthode consiste a remplacer le probléme tridimensionnel complexe
du creusement par un probléme en déformation plane. Dans une section donnée, I'influence
du front de taille est modélisée par une pression fictive P; appliquée sur la paroi circulaire.
Quand on s’¢loigne du front de taille actuel, cette pression décroit de P, a zéro?. On désigne
par A le tauz de déconfinement vérifiant P; = (1 — \) P,. La relation entre A et la distance de
la section courante au front de taille est une fonction calée & partir de calculs tridimensionnels
(Corbetta, 1990; Panet, 1995).

Dans le cadre axisymétrique, la méthode donne lieu a des calculs analytiques, la seule variable
caractérisant la géométrie étant la distance radiale r. De fagon classique, on établit le lien entre
la pression de déconfinement P; et la convergence u de la paroi, séparément pour le massif et
pour le souténement. Ces relations sont représentées sous la forme d’une courbe de convergence

du massif et d'une courbe de confinement du souténement (Figure 1.12).

Cette derniére a pour origine I'abscisse uq correspondant & la convergence du massif au mo-
ment ou le souténement est mis en place. En effet, pour des raisons techniques, il y a toujours
une certaine distance entre le front de taille actuel et le dernier souténement posé. L’intersec-
tion des courbes donne le point d’équilibre du systéme, et donc les efforts en chaque point.

On peut ainsi rapidement faire un prédimensionnement aisé.

2. Une présentation plus détaillée est donnée au chapitre 3, section 4.
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FiG. 1.12: Méthode convergence-confinement

Panet (1995, Chap. 2) présente successivement le calcul analytique des courbes de confine-
ment pour les souténements par votite en béton, par cintre métallique et boulonnage & ancrage
ponctuel (solution de Hoek et Brown (1980)). En ce qui concerne le massif, un récapitulatif
de solutions utilisant une loi de comportement élasto-plastique parfaite (critéres de Tresca et
Mohr-Coulomb) est donné dans Corbetta (1990, Chap. 2). Le cas de I’écrouissage isotrope li-
néaire est traité par Bernaud (1991). Panet (1995, Chap. 4-6) cite également un certain nombre

de travaux de Nguyen Minh et Berest pour des comportements de massifs radoucissants.

Dans le cas du renforcement par boulonnage & ancrage réparti, la distinction explicite entre
massif et souténement n’est plus possible. Jusqu’au milieu des années 80, aucune méthode ne
permettait d’appliquer proprement la méthode (Bouvard-Lecoanet et al., 1988, Chap. 4). De-
puis une dizaine d’années différents modéles ont été proposés, qui tentent de prendre en compte
I'interaction des boulons sur le massif dans les équations constitutives (voir section 3.2.3). A
la lumiére de la classification de Lunardi, il est clair que le confinement apporté par le bou-
lonnage doit étre traité en considérant les caractéristiques mécaniques équivalentes du massif

renforcé.

3.2.2.2 Cas général Le cas axisymétrique correspond bien en pratique aux excavations
par tunnelier. Pour des galeries de forme quelconque, seuls des calculs numériques utilisant par
exemple les éléments finis permettent d’appliquer la méthode. Le déconfinement est appliqué
sous la forme d'un vecteur contrainte 7' = (1 — \) g, -n,ou g désigne I'état de contraintes
initiales dans le massif (quelconque, il peut étre connu par un premier calcul aux éléments
finis) et n la normale & la paroi au point considéré. Dans le cas de creusement par demi-
section, ou pour des calculs tridimensionnels, le phasage des travaux est simulé par la méthode
d’activation/désactivation : partant d’un maillage complet du massif, la rigidité des éléments

excavés est annulée & chaque pas du processus, tandis que celle du souténement est activée.
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L’application d’une telle méthode au calcul des tunnels boulonnés, pour lesquels les boulons
sont discrétisés séparément est encore plus lourde que dans le cas non renforcé et conduit &
des temps de calcul énormes (Al Hallak, 1999), notamment & cause de la finesse nécessaire
du maillage. Par ailleurs, ’hétérogénéité des caractéristiques mécaniques (les boulons sont
beaucoup plus raides que la roche) conduit & un mauvais conditionnement de la matrice de
rigidité du systéme, qui obére la précision des résultats, notamment dans le cas de calculs
itératifs non linéaires. On peut également citer les travaux de Peila (1994) et Lee et Rowe

(1990) utilisant ce type d’approche.

Des méthodes itératives de résolution adaptées aux systémes comportant & la fois un treés
grand nombre de degrés de liberté, et qui sont a priori mal conditionnés ont été proposées. La
méthode du gradient conjugué avec préconditionnement s’avére trés efficace pour les résoudre
(Shahrour et Mroueh, 1997; Mroueh et Shahrour, 1998).

3.2.3 Approches récentes

Indraratna et Kaiser (1990a,b) prennent en compte l'influence du boulonnage en incluant un
effort volumique radial dans I’équation d’équilibre du massif. Utilisant un critére de plasticité
de Mohr-Coulomb pour la roche, les auteurs résolvent le probléme de convergence en axisy-
métrie. Ils font apparaitre une cohésion et un angle de frottement équivalents pour le massif
renforcé, ce qui permet d’utiliser les solutions analytiques connues (voir section 3.2.2). La
densité d’efforts appliqués par les boulons est évaluée en fonction de la contrainte orthora-
diale dans le massif et d’un coefficient de frottement roche/boulon scellé. De plus, les boulons
n’apparaissent pas dans le comportement élastique. Les auteurs comparent néanmoins avec

succes leur approche avec des résultats d’essais sur modéle réduit.

Oreste et Peila (1996) adoptent une démarche similaire en modifiant le critére de Hoek et
Brown pour la roche pour tenir compte du boulonnage, le comportement élastique de la zone
boulonnée étant supposé inchangé. Des comparaisons avec des mesures effectuées sur le tunnel

expérimental de Kielder (Freeman (1978)) sont données.

Dans ces deux approches, on suppose I’adhérence parfaite entre le boulon scellé et la roche. De
plus I'influence du boulonnage est prise en compte uniquement en phase plastique. Le mode
de calcul des efforts appliqués par les boulons (en fonction de la contrainte orthoradiale) est
discutable: c’est en fait un effort maximal avant glissement qui est pris en compte de cette
fagon. Rien ne dit que cet effort soit effectivement mobilisé. L’introduction d’'une cohésion et
d’un angle de frottement équivalents est également discutable puisque le matériau équivalent

est anisotrope.

Dans une autre optique, Hyett et al. (1996) étudient le comportement d’un boulon scellé
unique sollicité par le mouvement du massif supposé connu. Les auteurs retrouvent par le
calcul des tendances observées dans les tunnels expérimentaux. Cependant, aucun couplage

avec le massif n’est proposé pour obtenir un modéle global.
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3.2.4 Conclusion

La prise en compte du confinement, c’est a dire de I’amélioration des caractériques mécaniques
d’un massif par la mise en place d’inclusions nous conduit de facon incontournable & étudier

les propriétés du matériau « roche renforcée » considéré comme un tout.

3.3 Les sols renforcés
3.3.1 Meéthodes classiques de dimensionnement

Historiquement, ’analyse des pentes, talus et remblais se place sous 'angle de la stabilité.
On se borne a déterminer un coefficient de sécurité vis & vis de la rupture de 'ouvrage. Pour
cela, on étudie I'équilibre limite d’'une partie du massif délimité par une surface de rupture
potentielle (en général un cercle ou une spirale). En décomposant le probléme par « tranches»
verticales, et en introduisant une hypothése supplémentaire sur les efforts intérieurs pour
boucler le calcul (hypothése de Fellenius ou de Bishop), on obtient un coefficient de sécurité
vis & vis de la mobilisation du cisaillement le long de la surface de rupture. L’analyse menée
pour différentes surfaces de rupture potentielles permet de déterminer la plus critiqgue. Quoique
les hypothéses introduites puissent étre discutables du point de vue mécanique, cette méthode
est la plus couramment utilisée actuellement, parce qu’elle a été validée par I'expérience de

nombreux ouvrages réels.

Dans un cadre mécanique plus rigoureux (c’est a dire sans recours a lintroduction d’une
hypothése ad hoc), le calcul a la rupture permet de définir un facteur de confiance vis a vis
de la stabilité. Seve (1998) a mené une comparaison exhaustive des deux méthodes et conclu

a ’équivalence des résultats pour les ouvrages courants.

Les premiers dimensionnements prenant en compte des renforcements ont été effectués pour
la terre armée. On peut citer notamment la méthode de I’équilibre limite (Schlosser, 1972) et
de la spirale (Juran, 1977). Ces méthodes reposent sur des hypotheéses a priori de répartition
des contraintes dans le massif et le long des armatures. Analysant ces méthodes vis & vis du
calcul & la rupture, de Buhan (1986) a montré que les facteurs de stabilité ainsi obtenus ne

sont pas forcément du coté de la sécurité.

Pour les talus en sol cloué, I'extension de la méthode des tranches pour tenir compte des inclu-
sions est implantée dans le programme TALREN, développé par la société Terrasol (Schlosser,
1983; Blondeau et al., 1984). Le calcul de stabilité reléve d'une analyse multicritére prenant

en compte:

¢ la rupture du clou par traction-cisaillement,
e la rupture du sol en cisaillement (critére de Mohr-Coulomb),

o le défaut d’ancrage du clou par mobilisation compléte du frottement sol/clou sur la

longueur située a l'extérieur de la surface de rupture,
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o la plastification du sol due a I'interaction normale sol/clou.

Le programme PROSPER développé au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées par Delmas
et al. (1986) combine le calcul a la rupture avec une approche en déplacement. Cette approche

est plus précisément adaptée au clouage de pentes instables.

Basé sur Iapproche cinématique du calcul & la rupture, le logiciel STARS (Anthoine, 1990;
de Buhan et al., 1993) détermine le facteur de confiance de I'ouvrage en utilisant des spirales

logarithmiques comme surfaces de rupture.

La présentation des méthodes d’analyse de stabilité est loin d’étre exhaustive. En ce qui
concerne la terre armée, Sawicki (1998) donne un état de l'art trés complet, a la fois des
connaissances empiriques acquises au cours d’une trentaine d’années d’observation et d’expé-

rimentation, et de nombreux modéles analytiques développés depuis les années 80.

Méme si la connaissance des sols renforcés est encore trés imparfaite, la validation des mé-
thodes simplifiées de dimensionnement sur de nombreux ouvrages réels permet de penser que

les calculs de stabilité sont aujourd’hui maitrisés de facon assez satisfaisante.

3.3.2 Calculs en déplacement

Dans 'approche moderne réglementaire du dimensionnement, ces calculs de stabilité relévent
d’une justification aux états limites ultimes. Cependant, la réglementation européenne im-
pose aujourd’hui une justification systématique aux états limites de service, qui porte sur les

déplacements admissibles de 'ouvrage.

Pour les ouvrages en sols renforcés, il n’existe pas & ce jour de méthode de calcul en déplace-
ment raisonnable systématiquement employée (Schlosser et Unterreiner, 1994). Au mieux, des
formules empiriques basées sur I’expérimentation et ’observation d’ouvrages réels permettent-
elles une estimation des déplacements maximaux. Pour les sols cloués, on trouve ces régles

dans les recommandations CLOUTERRE (1991).

L’utilisation de la méthode des éléments finis, qui pourrait apporter une réponse, est encore

peu développée dans le domaine. Les difficultés d’application tiennent :

e a la taille des inclusions vis & vis de la taille de 'ouvrage, nécessitant un maillage tres

fin localement,

« au nombre important d’inclusions utilisées conduisant & des systémes linéaires a résoudre
de taille rédhibitoire,

o & la modélisation de I'interface sol/inclusion,

e au contraste des propriétés des matériaux constituant le massif et 'inclusion,
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¢ au caractére non linéaire du sol qui doit forcément étre pris en compte pour des calculs

réalistes,

e & la gestion du phasage des travaux (voir figure 1.6) alourdissant le traitement des

données.

A Toccasion d’une revue bibliographique sur les calculs tridimensionnels par éléments finis
en géotechnique, Mestat (1998) note que I'application aux sols renforcés reste aujourd’hui du
domaine de la recherche. On peut notamment citer les études bidimensionnelles de Chaoui
(1992), Unterreiner (1994) et Benhamida (1998) (voir également Mestat (1998) pour des réfé-
rences complémentaires). Notons enfin que le Projet National CLOUTERRE IT achevé en 1998 a
conduit & la publication d’un rapport de synthése, dont les conclusions sur le calcul en déplace-
ment sont de nature trés générale et laissent une grande place a de nouveaux développements.
La modélisation préconisée pour les clous est une plaque équivalente bidimensionnelle, ce qui

n’est qu’un pis-aller.

Compte tenu des points cités & I'instant, il est clair que l'utilisation actuelle des éléments
finis n’est pas une réponse raisonnable a la question des déplacements des ouvrages en sol
renforcé. En effet, méme si la puissance des ordinateurs continue d’augmenter réguliérement,
les phases de pré- et post-traitement des données, notamment la création des maillages restent

trés lourdes. Une nouvelle approche est donc nécessaire.

3.4 Les fondations profondes
3.4.1 Remarques préalables

Les régles générales de dimensionnement des fondations relévent en France de I'application
du Fascicule n° 62, titre V (1993). Une présentation des méthodes spécifiques aux fondations
profondes est également donnée dans Frank (1995). A la lecture de ces documents, il apparait
que la pratique actuelle du dimensionnement de ces ouvrages est de nature essentiellement

empirique.

Pour comprendre cet état de fait, il faut rappeler l'invention en 1956 du pressiométre par
Ménard, qui a bouleversé les techniques de reconnaissance des sols in situ. Cet appareil permet
en effet de mesurer simplement les caractéristiques de déformation (module pressiométrique
E)) et de résistance (pression limite pg) du sol. Un protocole de mesures strict rend ce procédé
trés fiable, notamment par rapport aux caractéristiques déterminées en laboratoire & partir

d’échantillons de sols, qui sont souvent remaniés du fait du prélévement.

A partir de nombreuses expériences menées dans les années 60, Ménard et ses collaborateurs
ont établi des formules empiriques permettant de dimensionner les ouvrages et de calculer
les tassements directement & partir des quantités Fjps et py. L’utilisation de cette méthode
pressiométrique est toujours d’actualité, car elle a été validée avec succés sur des ouvrages

réels proches de ceux étudiés par Ménard.
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Cependant, ce type d’approche montre ses limites lorsqu’il s’agit de concevoir et développer
de nouveaux types d’ouvrages, tels que les groupes de pieux denses, les réseaux de micropieux,
les radiers de pieux, etc. L’extension des formules semi-empiriques s’avére impossible, sauf a

mener de nouvelles campagnes d’essais exhaustives, donc trés cotiteuses.

Par ailleurs, I'utilisation de la méthode pressiométrique ou des approches empiriques en gé-
néral a occulté la compréhension des phénoménes mécaniques complexes dont ces structures
sont le siége. Ainsi s’explique en partie le décalage systématique que ’on constate entre I'ave-
nement de nouvelles technologies et leur modélisation. Un argument souvent avancé pour
créditer I’emploi des méthodes « de coin de table » est que la connaissance trés imparfaite des
paramétres physiques & rentrer dans les modéles de calcul rend vaine leur utilisation, et par
extension tout développement théorique nouveau. Il faut en effet remarquer que I’obtention
des paramétres mécaniques (module d’Young, cohésion) a partir des essais pressiométriques
est donnée par des corrélations peu précises, ce qui biaise souvent les prédictions faites par

les modéles les utilisant.

Il nous semble pourtant que 'innovation en matiére de procédés de construction ne pourra
se passer du développement de modéles mécaniques cohérents. A cet égard, le peu de réali-
sations frangaises utilisant des radiers de pieux ou des réseaux (par comparaison & la Grande
Bretagne, I’Allemagne ou le Japon) nous parait clairement lié au retard de la recherche et de
la réglementation sur ces sujets. On peut remarquer de méme depuis une dizaine d’années une
sous représentation de la France dans la littérature internationale, qui contraste curieusement

avec le role important qu’elle a tenu dans les années 70 et 80 en terme d’innovation technique.

3.4.2 Meéthodes de dimensionnement

Frank (1995) présente le calcul de charge limite pour un pieu isolé, en distinguant classique-
ment la contribution du frottement latéral et de la pointe. Différentes formules sont données

selon le type de reconnaissances géotechniques effectuées (pressiométre, pénétromeétre, etc).

Le dimensionnement d’un groupe de pieux utilise un coefficient d’efficacité. Celui-ci est défini
comme le rapport de la charge limite du groupe au produit du nombre de pieux par la charge

limite d’un pieu isolé. Il peut étre estimé par différentes formules empiriques.

On peut citer également le modeéle simplifié proposé par Combarieu (1987, 1990) pour le calcul

de la capacité portante de sols renforcés par inclusions rigides verticales.

3.4.3 Meéthodes de calcul de tassement

On passe maintenant en revue quelques méthodes faisant référence pour le calcul en dépla-
cement des groupes de pieux et radiers de pieux. Les articles de Poulos (1989) et Randolph

(1994) présentent un état de ’art sur le sujet.
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De facon générale, on peut distinguer quatre catégories d’approches:

e les méthodes empiriques ou semi-empiriques, pour lesquelles on pourra se reporter a

Maleki (1995), qui les aborde entre autres dans sa bibliographie.

o les méthodes dites rigoureuses de calcul par éléments finis, dont la portée est limitée &
des ouvrages comprenant un petit nombre de pieux compte tenu des temps de calcul.
On peut citer cependant les travaux d’Ottaviani (1975), qui considére un comportement
élastique linéaire, sans déplacement relatif a l'interface sol/pieu et Mugtadir et Desai

(1986) qui prennent en compte le comportement d’interface.

Plus récemment, Smith et Wang (1998) appliquent un algorithme de gradient conjugué
avec pré-conditionnement permettant de traiter la résolution de grands systémes, et
parallélisent 1’algorithme. Ils considérent deux modéles tridimensionnels de radiers de
pieux et étudient notamment la répartition des charges entre les pieux et leur influence
sur le moment fléchissant dans la semelle. Ils arrivent & des temps de calcul raisonnables,

mais en utilisant jusqu’a 512 processeurs en paralléle!

Les radiers de pieux servant de fondation & la Messeturm et a la tour de la Kommerz-
bank construites a Francfort ont fait I’objet de calculs tridimensionnels non linéaires
(Katzenbach et al., 1994; Vetter, 1998).

De facon générale, cette méthode n’est appliquée que pour des ouvrages exceptionnels, et
dans le cas ou les caractéristiques du massif de fondation sont suffisamment homogénes

et bien connues, ce qui est le cas de l'argile de Francfort.

o La méthode des éléments de frontiére, également considérée comme rigoureuse. Elle uti-
lise la solution de Mindlin (1936) donnant le champ de déplacement d’un demi-espace
(élastique homogene isotrope) sous charge ponctuelle. Elle a été mise en ceuvre notam-
ment par Poulos (1968), Butterfield et Banerjee (1971) et Kuwabara (1989). Les résultats
obtenus pour de petits groupes de pieux peuvent étre utilisés sous forme d’abaques. Ils

servent également de tests pour les méthodes approximatives.

¢ les méthodes intermédiaires, qui reposent sur des modéles mécaniques cohérents, mais
qui font usage d’un certain nombre d’hypothéses simplificatrices. On peut en particulier
citer les méthodes dites « hybrides » qui se sont développées depuis 10 ans. Elles com-
binent 'utilisation de courbes de mobilisation du frottement le long des pieux (courbes
t-z, ou load transfer curves en anglais) qui donnent I'effort tangent sur le fat du pieu en
fonction du déplacement vertical. Celles-ci peuvent étre obtenues de facon analytique
approchée (Randolph et Wroth, 1978; Kraft et al., 1981), a partir d’'un calcul « exact »
aux éléments de frontiére (Mandolini et Viggiani, 1997), ou a partir d’essais (Frank,
1982).

La solution de Mindlin est utilisée pour modéliser 'interaction entre les pieux, soit par
une prise en compte directe dans le calcul de la rigidité d’ensemble de la structure
(Chow, 1986), soit par modification itérative des courbes t-z (Maleki, 1995, Programme
GOUPEG).
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La méthode hybride a été étendue au calcul des radiers de pieux par Griffiths et al.
(1991), Clancy et Randolph (1993). Horikoshi et Randolph (1998) I'utilisent pour opti-
miser la répartition des pieux en vue de réduire les tassements différentiels. Récemment,
des raffinements ont été proposés pour traiter efficacement et plus rapidement de grands
groupes de pieux (Hong et al., 1999). On reviendra sur cette méthode plus en détail au

chapitre 5, section 2.1.

3.4.4 Conclusion

Les méthodes hybrides sont basées sur le principe de superposition, donc valables a prior:
seulement dans le domaine élastique linéaire. Certaines prennent cependant en compte des
non linéarités en modifiant les caractéristiques du sol au cours du chargement, ou en faisant
dépendre les termes d’interaction du niveau de chargement des pieux (pourcentage de la
charge limite). Dans le cas d'un massif stratifi¢, d’autres approximations sont nécessaires pour
déterminer la solution fondamentale de Mindlin. Malgré tout, les résultats en déplacement
obtenus par ces méthodes sont cohérents et validés par un certain nombre de comparaisons
(Mandolini et Viggiani, 1997).

Les derniéres tendances montrent un souci d’étendre les méthodes validées pour de petits
groupes de pieux & des groupes plus grands pour des temps de calcul raisonnables. Le calcul
de réseaux de micropieux inclinés est encore trés rare. On peut citer les travaux de Perlo
et al. (1998) qui ont étendu le logiciel GOUPEG présenté plus haut. Cependant, la méthode
utilisée (modification des courbes de mobilisation) est discutable, puisque plusieurs coefficients
empiriques sont introduits jusqu’ad concordance avec des résultats expérimentaux en vraie
grandeur. De plus, ce calage est fait sur des groupes de 3 ou 4 micropieux, ce qui n’est pas

significatif de l'effet de groupe.

3.5 Conclusion

Pour les trois domaines de la géotechnique que nous avons briévement passés en revue, un
constat s’impose : les méthodes de calcul n’ont pas suivi I’évolution foisonnante des techniques

observée depuis une vingtaine d’années en matiére de renforcement par inclusions.

Compte tenu notamment de la méconnaissance partielle des caractéristiques mécaniques des
sols, nombre d’ingénieurs et de chercheurs préférent souvent utiliser des méthodes semi-
empiriques a des modéles mécaniques cohérents relayés par les techniques modernes de calcul
numérique. Cette confusion entre la pertinence d’un modéle et les mauvais résultats qu’il
peut produire si les parameétres introduits ne reflétent pas la réalité est trés préjudiciable au

développement de la compréhension des ouvrages.

Bien que 'objectif du renforcement soit clairement présenté comme la création d’un matériau
composite (Lizzi et Carnavale, 1979; Schlosser et Unterreiner, 1994; Lunardi, 1997), il est

stupéfiant de constater que peu de recherches ont été menées dans cette direction.
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Nous allons maintenant passer en revue quelques modéles de ce type, appelés de facon géné-
rique modéles de matériau équivalent, pour dégager les principes d’élaboration d’un modéle

de matériau renforcé par inclusions.
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4 Les modéles de matériau équivalent

On g’intéresse dans cette section aux travaux ayant pour principe de considérer le matériau
renforcé comme un composite homogéne a I'échelle de I'ouvrage. On aborde successivement
ceux consacrés au comportement élastique, puis ceux dédiés a 1’établissement et 'utilisation
d’un critére de rupture et on présente enfin des modéles non linéaires. Les applications visées

relévent indifféremment des trois catégories d’ouvrages présentées jusqu’ici.

4.1 Modéles élastiques
4.1.1 Terre armée

Sans doute pour des raisons historiques, c’est pour la terre armée qu’on trouve la premiére
modélisation de type matériau équivalent. Harrison et Gerrard (1972) considérent un matériau
multicouche dans lequel les armatures sont rigides tandis que le sol est déformable. Par une

méthode d’homogénéisation, ils obtiennent les modules élastiques du matériau « terre armée ».

Romstad et al. (1976), s’inspirant des travaux de Pagano sur les composites, proposent une
méthode d’homogénéisation sur une cellule de base contenant une armature. A partir d’hy-
pothéses heuristiques simples sur les déformations et contraintes dans chaque constituant,
les auteurs obtiennent un comportement élastique #sotrope transverse autour de la direction
de renforcement. Ils mettent clairement en évidence le fait que seul I'effort normal dans les

armatures est pertinent pour comprendre le comportement de la terre armeée.

Implémentant cette loi de comportement dans un code de calcul aux éléments finis, les auteurs
comparent avec un modeéle dans lequel les armatures sont discrétisées (éléments de poutres)
et trouvent une bonne adéquation des résultats. Shen et al. (1976) poursuivent la validation

en comparant des simulations & des mesures sur ouvrage réel.

Herrmann et Al-Yassin (1978) étendent la modélisation précédente pour tenir compte du
glissement potentiel des armatures par rapport au sol. Pour cela, ils introduisent dans le
modéle aux éléments finis un degré de liberté supplémentaire par nceud, correspondant au
mouvement relatif dans la direction de renforcement des inclusions par rapport au sol. Ce
mouvement est couplé a celui du sol par Uintermédiaire de ressorts non linéaires (de type
élastique parfaitement plastique, la limite élastique correspondant au frottement maximal

mobilisable & I'interface sol/inclusion).

Dans ces deux modéles, la non linéarité du sol est prise en compte par une élasticité non
linéaire (modéle de Duncan), les calculs sont faits pas a pas. Modifiant le modéle de Harrison
et Gerrard (1972), Gerrard (1982) retrouve les résultats de Romstad et al. (1976), et les étend

au renforcement multidirectionnel.

Plus récemment, Jommi et al. (1995) traitent par homogénéisation un multicouche sol/géo-

textile. Négligeant le glissement d’interface, ils établissent en déformation plane des relations



4. Les modéles de matériau équivalent 31

de continuité entre les deux couches pour certaines composantes des tenseurs de contraintes
et de déformations. Identifiant la puissance de déformation macroscopique, ils obtiennent
le comportement élastique tangent du milieu équivalent. Ils comparent numériquement les
résultats obtenus par le modéle avec ceux obtenus par une approche directe dans laquelle les

nappes de géotextile et le sol sont discrétisés séparément, et concluent a un bon accord.

L’ensemble de ces modéles péche par la prise en compte discutable des non linéarités du
sol. Les auteurs font souvent référence & la nécessité d’introduire un comportement élasto-
plastique, pour éviter notamment ’apparition de traction en certains points du massif. Nous
n’avons pas trouvé de références développant cette idée. Il semble par ailleurs que ces modéles

n’aient eu aucune portée en France.

4.1.2 Tunnels boulonnés

Dans le domaine des tunnels, Wullschldger et Natau (1983) déterminent par voie expérimentale
le comportement élastique du matériau « roche boulonnée », de méme que la cohésion et
I’angle de frottement apparent. Ces caractéristiques sont ensuite introduites dans un code de
calcul aux éléments finis en élasto-plasticité. L’analyse de leurs résultats (Greuell, 1993) est

tout & fait concordante, dans le domaine élastique, avec les modéles de terre armée.

De maniére indépendante, des modéles rhéologiques ont été proposés pour les massifs frac-
turés (Gerrard et Pande, 1985) puis étendu a la prise en compte du boulonnage (Sharma
et Pande, 1988; Chen et Egger, 1999). Le matériau « roche-+joints+boulons » est modélisé
par un ensemble de ressorts, patins et amortisseurs. Le tenseur des contraintes se décompose
additivement entre la roche fracturée et les boulons & proportion des fractions volumiques
respectives (systémes rhéologiques en paralléle). La roche et les joints sont modélisés par deux
systémes placés en série, c’est a dire subissant la méme contrainte pour des déformations
différentes. Le comportement de la roche seule est élasto-viscoplastique. Les expressions sca-
laires déduites de I'analyse du modéle rhéologique sont transposées tensoriellement au cas

tridimensionnel. Le modéle est implémenté dans un code de calcul aux éléments finis.

S’il est séduisant par sa généralité, ce modeéle est postulé sans aucune autre justification
que sa maniabilité. De plus, l'identification des parameétres & introduire peut étre délicate.
Cependant, il conduit & une décomposition additive du tenseur des contraintes entre la roche
et les boulons, propriété que l'on retrouve dans les modéles obtenus par homogénéisation

discutés ci-aprés (section 4.3).

4.1.3 Fondations profondes

Les travaux utilisant une approche « matériau composite » pour modéliser la zone d’implan-
tation des pieux sont assez limités. Le concept de pieu équivalent (equivalent pier en anglais) &

I’ensemble du groupe de pieux est cependant assez ancien (Poulos et Davis, 1980). Le module
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d’Young équivalent est simplement donné par la loi des mélanges. La taille de ce pieu est celle

du cylindre équivalent a la zone renforcée.

Deux types d’applications sont alors possibles: on peut utiliser simplement les résultats analy-
tiques concernant un pieu isolé avec ces caractéristiques équivalentes (Randolph, 1994). Dans
cette optique, seule une estimation du tassement moyen du groupe de pieux est accessible
(selon la longueur des pieux, un avatar de cette méthode est la définition d’un radier équi-
valent, en vue d’utiliser les résultats disponibles pour les fondations superficielles). On peut
également utiliser ce raisonnement pour remplacer un grand groupe de pieux par un nombre
plus petit de pieux équivalents avant d’appliquer une méthode hybride (Clancy et Randolph,
1996).

En dehors de ces cas, 'utilisation des propriétés de matériau équivalent dans un calcul aux
éléments finis est extrémement rare. Citons Hooper (1979), qui présente un calcul axisymé-
trique dans lequel il étudie I'influence du nombre de pieux et de la rigidité pieu/sol sur le

tassement.

Borsetto et al. (1991) ont fait des calculs de tassements d’aéroréfrigérants des centrales nu-
cléaires de la vallée du P6. Les pieux sont modélisés soit par des anneaux concentriques
équivalents, soit par un milieu élastique équivalent (module d’Young longitudinal calculé par
la loi des mélanges). Le code de calcul inclue le traitement de la consolidation par la théorie
de Biot.

Blondeau et al. (1987) rapportent la simulation des tassements d’un béatiment de centrale
nucléaire fondé en partie sur une faille. L’objectif est de dimensionner le renforcement de la
faille de sorte que ses caractéristiques équivalentes conduisent a un tassement uniforme de
I'ouvrage. Des calculs aux éléments finis de 'ouvrage dans lequel le « bouchon renforcé » est
modélisé par un matériau anisotrope permettent de déterminer les modules de déformation
nécessaires. Un calcul simple permet de remonter & partir de ces modules a la densité et a la

taille des micropieux.

Ces exemples typiques de D'efficacité de 'utilisation d’un matériau équivalent dans un calcul

numérique restent encore a notre connaissance isolés par rapport aux méthodes simplifiées.

4.1.4 Conclusion

La lecture des travaux précédents permet de dégager les point communs suivants :

o La présence des inclusions n’intervient que sur le module d’Young longitudinal du com-
portement global. De fagon duale, seuls les efforts normaux dans les inclusions sont pris

en compte.

e C’est le produit de la fraction volumique des renforcements par le module d’Young

du matériau renforcant qui intervient dans le comportement global. Celui-ci est trés
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supérieur au module d’Young du sol, alors que celle-1a est trés petite devant 1. Leur

produit est donc en général de I'ordre de grandeur des modules élastiques du sol.

o L’interprétation du modeéle de Jommi et al. (1995) est a souligner: pour les auteurs,
I’homogénéisation correspond & la dilution du renforcement dans tout le volume de
sol. Ainsi coexistent en chaque point deux particules qui interagissent par les équations
d’équilibre et de continuité. Ils soulignent 1’analogie avec I’approche classique des milieux

poreux selon la théorie de Biot.

4.2 Critére de rupture

Dans le cadre de I’homogénéisation des milieuz périodiques, de Buhan (1986) établit le critére
de rupture d’un matériau multicouche, et ’applique au calcul de stabilité d’un talus renforcé
et de la capacité portante d’une fondation sur un demi-espace renforcé. Ces travaux sont
poursuivis sous forme analytique par Siad (1987) et de Buhan et Salencon (1987), et dans un
cadre numeérique par Abdi (1992); Abdi et al. (1994). Verzura (1993) a étendu le calcul du

critére & deux directions de renforcement orthogonales pour modéliser le matériau TexSol.

Dans ces travaux, les auteurs font des comparaisons avec des expériences sur le matériau
terre armée (notamment celles de Schlosser (1972), Long et Ursat (1977)) et sur la rupture de
modeles réduits d’ouvrages (Legeay, 1978). Les valeurs calculées différent de moins de 10%

des résultats expérimentaux.

Dans la méme optique, de Buhan et Talercio (1991) ont déterminé un critére de rupture pour
les composites & fibres longues. Leurs résultats sont similaires a ceux obtenus dans le cadre
de I'analyse limite en contrainte plane par McLaughlin et Batterman (1970); Majumdar et
McLaughlin (1975). Ils font ressortir en particulier la décomposition additive du tenseur des
contraintes macroscopiques en un terme associé a la matrice et un terme uniaxial associé aux

fibres.

La formulation du critére de rupture fait ainsi ressortir les composantes uniaxiales de traction
dans les inclusions (armature ou fil). Compte tenu des diverses validations, ce point apparait

central dans toute modélisation de matériau renforcé.

4.3 Modéles élasto-plastiques
4.3.1 Homogénéisation

Dés le début des années 80, Sawicki (1981, 1983a) propose un modéle élasto-plastique de
matériau multicouche. L’auteur postule la décomposition du tenseur des contraintes macro-
scopiques en somme des contraintes microscopiques associées & chaque constituant, pondérées
par les fractions volumiques respectives. Il détermine le domaine d’élasticité initiale, puis décrit

I’écrouissage du comportement macroscopique en faisant intervenir les contraintes résiduelles.
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Sawicki (1983b) s’intéresse plus particulierement a la terre armée, et particularise le tenseur
des contraintes associé au renforcement a une contribution wuniaziale. Par un modele rigide-
plastique, il obtient une évaluation de la capacité portante d’un massif renforcé. Des extensions
de ce modeéle et de nombreuses applications ont été données par 'auteur dans les années
suivantes, on peut en trouver une revue dans Sawicki (1998). Il est & noter que les résultats
recoupent souvent ceux donnés par I’homogénéisation en calcul & la rupture mentionnés ci-

dessus.

Dans la lignée des travaux de Le Nizerhy (1976), des modeles élasto-plastiques obtenus par
homogénéisation périodique d’un multicouche sont également donnés par El Omri et Sidoroff
(1991); EI Omri (1992); Pruchnicki (1991); Pruchnicki et Shahrour (1994). Ces derniers ap-
pliquent le modéle au renforcement de massifs par colonnes ballastées (voir également Pruch-
nicki et Shahrour (1991)).

Ces modéles multicouches ne traduisent pas correctement 1’aspect uniaxial des inclusions de
renforcement. Par ailleurs, leur formulation compléte n’est possible que pour des critéres de
plasticité simples (Von Mises ou Drucker-Prager), et n’est pas adaptable a des lois plus com-
plexes d’'usage désormais courant en géotechnique (par exemple les modeles de type CamClay).
La prise en compte d’une loi d’écoulement plastique non associée pour le sol est délicate. Enfin,

I’extension & plusieurs directions de renforcement semble inextricable.

Dans le domaine des tunnels, Greuell (1993) reprend le critére de rupture de la roche bou-
lonnée établi par de Buhan (1986) et Siad (1987) en fonction des caractéristiques de la roche
et des boulons. Il construit une loi de comportement élasto-plastique en utilisant 1’élasticité
donnée par Gerrard (1982) et le critére de rupture précédent relu comme critére de plasticité
parfaite avec régle d’écoulement associée. Utilisant ce modéle, Greuell applique la méthode
convergence-confinement analytiquement, et effectue une étude paramétrique poussée de 1'in-
fluence du boulonnage. Bernaud et al. (1995) introduisent le critére de plasticité homogénéisé
dans le code de calcul aux éléments finis GEOMEC (Bernaud, 1991) et corroborent les résultats
obtenus par Greuell. Des calculs axisymétriques avec activation/désactivation des éléments
sont également effectués pour simuler le processus d’excavation. L’approximation principale
de ce modéle est qu’il ne tient pas compte de I’écrouissage dans le matériau renforcé induit
par la plastification non simultanée des inclusions et de la matrice. Une prise en compte de
Pécrouissage a été proposée par Jassionnesse (1998) dans le cas particulier d’'un critére de

Mohr-Coulomb pour le massif.

4.3.2 Modéles rhéologiques

Il est bon de mentionner une approche de type « matériau équivalent » complétement indépen-
dante basée sur des modéles rhéologiques. On a déja noté leur utilisation pour la modélisation
des massifs fracturés boulonnés (voir section 4.1.2). La modélisation du renforcement par co-
lonnes ballastées a été également abordée sous cet angle par Gerrard et al. (1984) and Lee et
Pande (1998).



4. Les modéles de matériau équivalent 35

Ces modeéles mécaniquement cohérents permettent d’incorporer toutes les caractéristiques qui
font défaut aux approches par homogénéisation citées plus haut. Il n’y a notamment aucune
restriction sur les lois de comportement associées & chaque constituant. Cependant, aucun
garde-fou autre que la validation par des expériences ne garantit leur traduction de la réalité,

et les exemples traités sont rares.

4.3.3 Conclusion

L’analyse des méthodes de calcul courantes nous a montré qu’elles étaient soit inadaptées (mé-
thodes semi-empiriques) soit impraticables (éléments finis) dans le cas de structures renforcées
par un grand nombre d’inclusions. Par contre, les approches de type « matériau équivalent »
semblent donner des résultats prometteurs, méme si elles ont été appliquées de fagon treés
parcellaire dans différents domaines. C’est dans cette direction que s’oriente désormais ce

travail.

4.4 Les matériaux composites industriels

Adoptant un point de vue « matériau équivalent », il semble naturel de s’intéresser aux
travaux concernant les composites industriels. Nous abordons ici trés briévement ce domaine,
qui posséde ses techniques propres et n’est pas a proprement parler au coeur de notre sujet.

On y trouve cependant des concepts éclairant la compréhension des géocomposites.

4.4.1 Caractéristiques élastiques

La détermination des propriétés élastiques des matériaux composites a fibres longues a partir
de celles de leurs constituants a fait I’objet de nombreux travaux de recherche dés le début
des années 60, lorsque I’emploi de ceux-ci s’est fortement développé dans l'industrie. Dés cette

époque, on trouve trois types d’approche:

o une approche variationnelle (Hashin et Shtrikman, 1963; Hill, 1964) fournissant un en-

cadrement des propriétés équivalentes du composite (bornes),

o des modeéles simplifiés donnant des estimations de ces propriétés, tels que le modele CCA
(Composite Cylinder Assemblage), (Hashin et Rosen, 1964). Dans ce modéle, en suppo-
sant que les fibres sont de taille variable, mais occupant une fraction volumique constante
dans tout volume élémentaire représentatif, on montre que les propriétés équivalentes

sont celles d’un seul cylindre composite pour lequel on posséde une solution analytique.

o des méthodes d’estimation en micromécanique (Zaoui, 1998). Le schéma autocohérent a
été appliqué d’abord par Hill (1965) (fibre incluse dans le milieu équivalent) puis dans

une version enrichie par Hermans (1967); Christensen et Lo (1979) (cylindre composite
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inclus dans le milieu équivalent). On peut citer également les travaux de Tandon et
Weng (1984).

Ces approches, bien qu’inspirées de considérations mécaniques trés différentes, fournissent
des résultats trés proches, comme le signale Hashin (1983) dans une revue trés compléte de
la littérature. Ainsi a-t-on par exemple identité des expressions des modules obtenus par le

modele CCA avec les bornes inférieures d’Hashin-Shtrikman (Rammerstorfer et B6hm, 1994).

4.4.2 Caractéristiques élasto-plastiques

Les composites a fibres ayant un comportement isotrope transverse, de nombreux travaux ont
pour objet de déterminer un critére de plasticité anisotrope a partir des invariants du tenseur
des contraintes. Spencer (1984, 1992) passe en revue un certain nombre de modéles basés sur

ce principe.

Une autre approche suivie de fagon extensive depuis les années 80 consiste & estimer les
modules sécants du composite par les méthodes d’estimation mentionnées ci-dessus (Zhao
et Weng, 1990). Différents modeéles ont également été proposés par Dvorak et Bahei-El-Din

(1979, 1982, 1987) donnant le domaine d’élasticité initial et son évolution.

4.4.3 Conclusion

De fagon générale, ces modéles considérent toujours un critére de Von Mises pour la matrice,
qui est adapté pour les composites industriels, mais pas pour les géomatériaux. Les fibres
sont souvent supposées élastiques. Enfin, les résultats ne sont jamais présentés sous une forme

analytique, ce qui rend leur implémentation dans un code de calcul délicate.

Ce type d’approche est donc inadapté au sujet qui nous préoccupe. Cependant, il peut étre
intéressant d’effectuer a posteriori des comparaisons d’un nouveau modéle avec les nombreux

résultats expérimentaux disponibles dans cette littérature.

4.5 Les modéles multiphasiques

On appelle classiquement théorie des mélanges les modélisations de milieux continus a plu-
sieurs phases. Ces théories associent en chaque point autant de particules de matiére qu’il y
a de constituants dans le mélange. Le premier modéle général a été proposé par Truesdell et
Toupin (1960). La question des lois de comportement a suscité de nombreux travaux dans
les années 60. Par ailleurs, les auteurs ont enrichi la modélisation en prenant en compte des
modéles microstructuraux pour les différentes particules. Bedford et Drumbheller (1983) font

une revue historique remarquable des différentes théories et de leur domaine d’application.
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Ils constatent que nombre de travaux trés techniques aboutissant a des équations constitu-
tives trés complexes (et requérant en particulier la détermination d’un nombre important de

parameétres) sont restés sans applications.

Cependant, la derniére partie de leur revue est consacrée a 1’élaboration d’'un modéle bipha-
sique pour les matériaux composites (Bedford et Stern, 1971). Les applications visées sont la
propagation des ondes dans les composites a fibres ou stratifiés, qui est trés mal modélisée par
un milieu continu monophasique ayant les propriétés statiques équivalentes (voir section précé-
dente). Les auteurs attribuent & Postma le premier modeéle de matériau composite biphasique,

modéle qui utilise une cinématique unique pour les deux phases.

Fi1G. 1.13: Propagation d’ondes longitudinales dans un stratifié - d’aprés Bedford et Stern
(1972)

Observant un stratifié dans lequel se propage une onde longitudinale, Bedford et Stern (1972)
constatent que, si le déplacement longitudinal est bien continu, la valeur moyenne dans chaque
phase peut étre trés contrastée (voir figure 1.13). Ils introduisent alors un modeéle biphasique
dans lequel les cinématiques sont distinctes. Les équations d’équilibre sont obtenues de fagon
classique, les auteurs utilisent ensuite un cadre thermodynamique pour construire les lois de
comportement. Les hypothéses principales qui distinguent ce modéle de la théorie classique

des mélanges sont les suivantes:

o l'interaction entre les deux phases est limitée aux particules congruentes, c’est & dire
occupant la méme position géométrique dans la configuration initiale (dans la théorie
classique des mélanges, l'interaction relie les particules ayant la méme position dans la
configuration actuelle). Ce point est dicté par 'hypothése d’adhérence parfaite entre les

couches du stratifié (absence de délaminage).

o L’énergie interne dans chaque phase ne dépend que des variables de déformation de cette
phase et de la température. Cette hypothése est liée au fait que les constituants ne sont
pas aléatoirement mélangés comme c’est le cas dans les mélanges de fluides immiscibles

ou dans les théories de fluides & bulles.
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Les résultats pour la propagation des ondes, comparés a une approche exacte, sont remar-
quables. Ils sont d’autant meilleurs que les caractéristiques élastiques des constituants sont
contrastées. Le modeéle initial a été étendu dans les années 70 par les auteurs, mais toujours
dans 'optique d’une application & la propagation des ondes. On peut remarquer cependant
que les travaux de Sawicki cités a la section 4.3 s’appuient de fagon implicite sur une théorie

des mélanges.

La mécanique des milieuzr poreuz présentée par Coussy (1991), basée sur les travaux précur-
seurs de Biot (1941, 1955) s’apparente également & une théorie des mélanges. Il s’agit d'une
approche purement macroscopique, qui suppose la superposition en chaque point matériel de
deux particules, respectivement de squelette et de flurde. Les deux particules sont animées de
cinématiques distinctes, et on adopte de fagcon naturelle une description lagrangienne pour les

mouvements du squelette, eulérienne pour les mouvements du fluide.

Récemment, un modéle multiphasique dit de matériau multicouche (M4) a été proposé par
Caron (1993); Chabot (1997) pour les composites stratifiés. Le nombre de couches du stratifié
détermine le nombre de particules superposées en chaque point. Plusieurs variantes existent

selon la précision de la description des efforts intérieurs dans chaque couche.

La théorie des mélanges conduit aux mémes décompositions additives des contraintes que les
modeéles rhéologiques, et dans une certaine mesure les approches par homogénéisation. Ces
remarques sont a la base de la génése du modéle multiphasique de matériau renforcé présenté

dans ce mémoire.
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5 Conclusion

5.1 Récapitulatif

Les apercus bibliographiques présentés dans les sections précédentes ont permis de tirer dif-

férentes conclusions, que 1’on reprend ici de fagon synthétique.

¢ Du point de vue pratique, 'usage d’inclusions de renforcement s’est développé de facon
considérable dans différents domaines de la géotechnique depuis une vingtaine d’années,

en particulier dans l'ingénierie tunneliére et les travaux de fondations.

o Les méthodes de dimensionnement classiques ont souvent du mal a traiter, soit la pré-
sence méme des inclusions, soit leur utilisation en grand nombre. Malgré les similitudes
dans les caractéristiques du renforcement (voir section 2.5), les méthodes de calcul res-

tent trés spécifiques a chaque domaine.

e Le dimensionnement a la rupture des ouvrages est en général obtenu par des méthodes
semi-empiriques ou des modéles mécaniques simples, utilisant parfois des hypothéses
heuristiques ad hoc. L’expérimentation et 1’observation de 'existant ont permis de va-
lider ces méthodes: c’est le fameux art de l’ingénieur. Ainsi s’explique le fait qu’elles
soient employées aujourd’hui couramment au détriment de modeéles mécaniques plus
rigoureux (calcul a la rupture, homogénéisation), qui bien qu’ayant fait leurs preuves,
restent souvent cantonnées au domaine de la recherche (& la décharge des ingénieurs
doit étre mentionné le fait que le caractére incontournable du Réglement — francais ou

européen — limite l'application immeédiate de méthodes nouvelles).

¢ Si le dimensionnement a la rupture est globalement maitrisé, malgré les réserves évo-
quées & l'instant, il n’en va pas de méme pour les calculs en déplacement: calculs de
convergence, de tassements, d’inclinaisons de parement. La méthode des éléments finis
s’applique en effet assez mal de fagon directe aux ouvrages considérés, pour les raisons

évoqueées a la section 3.3.2.

o Bien que l'objectif de créer par le renforcement un véritable matériau composite soit
affiché, les méthodes de calcul des ouvrages n’ont pas évolué dans ce sens. En particulier,

les liens avec les acquis de la mécanique des composites industriels sont quasi-inexistants.

e Des approches de type « matériau équivalent » ont été utilisées avec succes de fagon
heuristique (en élasticité) ou plus rigoureuse (en calcul & la rupture) pour résoudre un
certain nombre de problémes. Par ailleurs, des exemples de modélisation multiphasique
ont apporté des réponses intéressantes dans des domaines trés variés (milieux poreux,
propagation d’ondes ou calcul des efforts d’interface dans les composites stratifiés). Des
similitudes dans la forme des équations constitutives de différents modeéles ont été rele-

vées.
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5.2 Objectifs du présent travail

Au vu de ces différentes conclusions, il est permis de penser qu’'une formulation unifiée du
comportement des matériaux renforcés par inclusions utilisés dans le génie civil est possible.
Elle doit étre compatible avec les résultats obtenus par les différents modéles de matériau

équivalent présentés jusqu’a présent.

Le premier objectif de ce travail est donc la formulation compléte d’'un modéle multiphasique
de matériau renforcé. Sa construction par la méthode des puissances virtuelles fait 'objet du
chapitre 2. Des lois de comportement sont construites en utilisant le cadre classique de la

thermodynamique, et une premiére validation est donnée.

Au chapitre 3, on s’intéresse a la manipulation analytique du modéle. Aprés avoir posé propre-
ment les problémes aux limites dits multiphasiques, on donne différentes solutions analytiques

pour des géométries simples.

L’utilisation du modéle multiphasique pour des problémes réels intéressant 'ingénieur exige
que celui-ci soit applicable pour des géométries quelconques. Le recours a des méthodes nu-
mériques de résolution est alors indispensable. Le chapitre 4 présente la mise en ceuvre par
éléments finis du modéle dans le cadre élasto-plastique. Un code de calcul entiérement nou-
veau, baptisé CASTOR (CAlcul des STructures et des Ouvrages Renforcés) a été développé

spécifiquement pour exploiter les spécificités du modéle multiphasique.

Le chapitre 5 se compose de deux parties. La premiére traite de la validation du code CASTOR
par des solutions analytiques, pour des problémes classiques de mécanique des milieux continus
et pour des problémes multiphasiques. La deuxiéme présente une série de comparaisons avec

d’autres méthodes publiées dans la littérature pour plusieurs types d’ouvrages.

Le chapitre 6 présente deux pistes de recherche prometteuses permettant d’enrichir le modele
multiphasique. D’une part, une extension du modéle lui-méme est proposée, incluant une
modélisation plus fine des efforts intérieurs dans les inclusions. D’autre part, la capacité du
modéle a rendre compte d’effets d’échelle est justifiée par comparaison a des calculs directs

aux éléments finis de structures renforcées simples.



Chapitre 2

Modéle multiphasique de matériau

renforcé par inclusions linéaires

Ce chapitre est consacré a la présentation exhaustive du modéle multiphasique
de matériau renforcé. Le modéle est purement macroscopique, c’est a dire qu’il
se réfere a une échelle de description ot on ne distingue plus les inclusions de

renforcement de la matrice environnante.

La modélisation est abordée par la méthode des puissances virtuelles. Aprés en
avoir rappelé les principes, et introduit le formalisme multiphasique, on l’applique

pas a pas pour obtenir les équations du mouvement.

On s’intéresse ensuite aux lois de comportement. Se placant dans un cadre thermo-
dynamique, on développe tout d’abord le comportement élastique. On traite ensuite

de l’élasto-plasticité et du critére de rupture du milieu multiphasique.

Dans chaque cas, on particularise le modéle multiphasique dans le cas de [’adhéren-

ce parfaite entre les phases.

Pour finir, on apporte une premiére validation du modéle en le comparant avec les
résultats d’homogénéisation des milieur périodiques, en élasticité d’une part, en

calcul a la rupture d’autre part.
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1 Construction du modéle multiphasique de matériau renforcé
(Sudret et de Buhan, 1999a)

1.1 Meéthode des puissances virtuelles

Les équations du mouvement d’un systéme mécanique sont obtenues de facon classique a partir
du principe fondamental de la dynamique. En référentiel galiléen, celui-ci exprime 1’égalité des
efforts appliqués au systéme et des quantités d’accélération. S’il est d’application immédiate
pour traiter des problémes de corps rigides, il nécessite I'introduction d’efforts intérieurs au
systéme dans le cadre de la mécanique des corps déformables. Cette modélisation des efforts
intérieurs doit refléter la perception heuristique que 'on a du milieu. Elle constitue ’approche

classique de la mécanique des milieuz continus telle que la présente Cauchy dés 1822.

La méthode des puissances virtuelles est une approche alternative qui fait appel a l'intuition
au niveau de la cinématique du systéme étudié. On en trouve une présentation générale, et
son application & la modélisation du milieu continu dans Germain (1986) et Salencon (1996a,

Chap. 4). Elle s’articule en plusieurs étapes que nous allons présenter briévement.

e On définit tout d’abord le systéme mécanique étudié S et ses sous-systémes S’.

e On définit Pespace vectoriel U des mouvements virtuels (m.v) notés U et celui des
mouvements virtuels rigidifiants (m.v.r). Les mouvements réels du systéme doivent étre

contenus dans U.

e On postule les expressions de la puissance virtuelle des efforts intérieurs P’ (i) et ex-
térieurs P’ (e), ainsi que celle des quantités d’accélération A’ pour tout sous-systéme
S'.

Le principe des puissances virtuelles s’énonce alors de la facon suivante :
(2.1-a) v§'cS, YUmvr , P (0)=0

(2.1-b) En référentiel galiléen, VU m.v PG (U) + P ) (U) = A" (1)

L’application successive des deux énoncés permet de préciser la forme des efforts intérieurs,
puis conduit aux équations du mouvement et aux conditions aux limites. Nous allons main-

tenant appliquer la méthode & la modélisation du matériau renforcé.

1.2 Description géométrique du milieu multiphasique

On s’intéresse a un matériau composite constitué d’un milieu continu au sein duquel on vient
disposer des inclusions de renforcement linéaires orientées selon N directions différentes. On

considére un systéme S de volume 2 constitué de ce matériau. Ce systéme est plongé dans
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I'espace euclidien R® et muni d’un repére orthonormé direct (O, e, [oe .). Chaque direction
de renforcement est repérée par le vecteur unitaire e, r = 1,... N, et I'abscisse curviligne le

long de cette direction est notée s,. La figure 2.1 résume ces notations.

matrice

inclusions

de renforcement

Fi1a. 2.1: Description géométrique du matériau renforcé (échelle microscopique)

La modélisation multiphasique se formule alors de la facon suivante : & tout point matériel de
Q, on associe une particule de matrice et N particules de renforcement caractérisées par leur
position géométrique commune z (figure 2.2). Ces (N + 1) particules superposées forment la
particule de milieu multiphasique. On note:

(2.2) dfY(z) = dQ™(z) U dY(z)

r=1,...

particule particule

de matrice de renforcement

F1G. 2.2: Description du milieu multiphasique (une phase de renforcement)

Précisons la terminologie qui va étre utilisée tout au long du mémoire : I’expression matériau
renforcé désigne le matériau hétérogeéne & 1’échelle microscopique, constitué d’une matrice
et d’inclusions de renforcements occupant des domaines géométriques distincts. L’expression
milieu multiphasique correspond au modéle de milieu équivalent devant reproduire le compor-

tement mécanique du matériau réel. On parle, pour désigner ses constituants, de particules
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de matrice et de particules de renforcement. On adopte de plus les définitions suivantes:

e On appelle phase I’ensemble des particules d’'un méme type. On utilisera donc les ex-
pressions « phase matrice » et « phase(s) renforcement ». Toutes les quantités relatives

& une phase seront désignées par une lettre minuscule et 'exposant ™ ou " selon le cas.

« Un sous-systéme S occupant un volume €' est dit monophasique s'il est constitué des

seules particules de la phase j € {m; r = 1,... N} contenues dans ).
o Un sous-systéme &' est dit multiphasique s’il est constitué de toutes les particules de

toutes les phases contenues dans €2'.

Dans le développement qui suit, on se place constamment sur la configuration actuelle du
systéme, & 'instant ¢. Par souci de simplicité, on omet la dépendance en temps des différentes

grandeurs.

1.3 Mouvements virtuels

Pour le milieu multiphasique, un mouvement virtuel est défini par la donnée de (N+1) champs
de vitesse Qm et QT, {r =1,... N} associés respectivement a chaque phase. On les suppose

indépendants, continus et contintiment différentiables sur 2. On note:
(2.3) O = {0"@) + 0@, r=1..N}

L’ensemble de ces mouvements virtuels forment un espace vectoriel U, qui contient notamment

les mouvements réels du systéme.

Les mouvements virtuels rigidifiant un sous-systéme monophasique S sont donnés par:
J

ot U’ () est un champ de vitesse de translation ou de rotation.

Les mouvements virtuels rigidifiant un sous-systéme multiphasique &’ sont donnés par:

(2.5) U(z) = {U(), ., U(z)}

ou U(z) est un champ de vitesse de translation ou de rotation.

1.4 Postulat des expressions des puissances virtuelles

La construction d’'un modéle par la méthode des puissances virtuelles passe par le choix
des différentes quantités intervenant dans I’expression du P.P.V. Ces choix sont dictés par

les caractéristiques mécaniques dont on souhaite rendre compte. Le modéle sera d’autant
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plus riche que les expressions retenues seront complexes et dépendantes de paramétres plus

nombreux.

La description des efforts intérieurs est, de ce point de vue, centrale. Nous détaillons pour
chaque phase du milieu multiphasique les hypothéses retenues et les expressions correspon-

dantes.

1.4.1 Efforts intérieurs

On fait 'hypothése que la puissance virtuelle des efforts intérieurs s’obtient par intégration
d’une densité volumique sur tout sous-systéme occupant un volume Q. Cette densité com-
prend les termes associés & chacune des phases, ainsi que les termes d’interaction entre chaque

phase de renforcement et la matrice.

1.4.1.1 Phase matrice Comme on I’a vu dans le chapitre introductif, les matériaux ren-
forcés utilisés en géotechnique ont la particularité suivante: les inclusions de renforcement

sont en trés faible proportion, leur fraction volumique n’excédant pas quelques pourcents.

La matrice du matériau renforcé est donc clairement un milieu continu. La modélisation de la
phase matrice doit étre celle d’'un milieu continu de Cauchy. On postule donc classiquement
que la densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs dépend linéairement du champ de

vitesse et de ses dérivées premiéres en z, soit:

(2.6) P (0@) = - (4"(2)- 0" (@) + B"(2) : grad U (z))

1.4.1.2 Phase renforcement Les inclusions utilisées usuellement sont linéaires et trés
élancées. Généralement disposées parallélement & la direction principale des sollicitations (ra-
dialement dans les tunnels boulonnés, verticalement pour les sols renforcés), elles vont ex-
primer leur capacité de renforcement essentiellement dans la direction longitudinale. Dans
la premiére partie de ce mémoire, on ne prend donc en compte que les efforts de traction-
compression supposés prépondérants. On néglige ainsi les effets de flexion et de cisaillement.

L’extension & un modéle les prenant en compte sera developpée au chapitre 6, section 2.

Les efforts de traction-compression ne travaillant que dans la déformation axiale, on postule
pour densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs une forme linéaire du champ de vitesse

et de sa dérivée le long de la direction de renforcement e, soit :

2.7) Py(0) = - (AT (z)- U (z) + B (z) - _dsf))

On note que le second terme de (2.7) peut s’écrire (¢" ® B'(z)) : grad U’ (z), ce qui permet

d’avoir une expression de p’ Eﬂi) homologue de celle de p’ E?).
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1.4.1.3 Interaction On suppose enfin que 'interaction entre chaque phase renforcement
et la phase matrice est ponctuelle, c’est & dire qu’elle provient simplement de la superposition

de plusieurs particules au méme point z. On postule donc I'expression :

(2.8) Py = - (l’"(&) U (2)+ ) I'(2) -Qr(g))

On néglige toute interaction entre deux phases renforcement distinctes. Cette hypothése est
cohérente avec la disposition des inclusions dans le matériau renforcé : deux inclusions orientées

selon deux directions distinctes n’ont en effet pas de liaison mécanique.

1.4.1.4 Expression globale L’expression de la puissance virtuelle des efforts intérieurs
pour un sous-systéme S’ va dépendre de son caractére mono- ou multiphasique. Dans le pre-
mier cas, pour un sous-systéme S occupant un volume géométrique ', on intégre simplement

la densité de puissance virtuelle correspondante, soit :
(2.9) Py (0) = / P'(,)(0) deY

Dans le second, on somme les contributions de chaque phase et les termes d’interaction pour

obtenir la forme générale :

Péi) U = - /, {Am@) Qm(z) + B™(z) : grad ﬁm(g)} dsy

N
(2.10) - / S AW U@+ eB W) gadl (@)} s

-/ {_ () O™ +ZI’" Q_)}dfz'

1.4.2 Efforts extérieurs

Pour tout sous-systéme monophasique S occupant un domaine géométrique €', les efforts

extérieurs pris en compte dans le modéle sont de trois types:

e Des forces de volume correspondant & ’action & distance exercée par ’extérieur du
systéme multiphasique complet S, caractérisées par une densité volumique p’ (z)F7 (x)

indépendante du sous-systéme considéré.

e Des efforts de contact définis sur le pourtour 99’ par une densité surfacique TJ (z). 1ls
correspondent aux actions exercées sur S par les particules de la phase j extérieures a

S

o Des efforts d’interaction appliqués par les autres phases Z7 (z):
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La puissance virtuelle des efforts extérieurs a tout sous-systéme monophasique S s’écrit donc :

Pl () = MQMnﬁ@mw/zmgﬁ@w'
(2.11) o , e
ﬁ/f@%ﬁ@mﬂ

Dans le cas d’un sous-systéme multiphasique, les efforts d’interaction mentionnés ci-dessus ont
le statut d’efforts intérieurs, dont l’expression de la puissance virtuelle est donnée par (2.8).
De fagon a étre cohérent avec cette équation, on doit donc faire I'identification suivante :
—I'(z) sij=r

(2.12) (z) =
—I"(z) sij=m

La puissance virtuelle des efforts extérieurs a tout sous-systéme multiphasique se réduit alors

N
%WF/KW@E%Hﬂ@+Zﬂ@E@QEOM’
(2.13) ;:1
+/BQ’ (TQ/ () Qm@) + ;TQ’(x) Qr(z)) ds’

1.4.3 Quantités d’accélération

Il faut enfin définir la puissance virtuelle des quantités d’accélération sur tout sous-systéme.

On l'exprime classiquement comme intégrale de la forme linéaire suivante :

r=1

N
(2.14) A'(U) = / , (pm(g) Y™Mz) T (@) + Y0 ()7 (2) -Qr(g)) a9’

ou f (z) désigne I'accélération de la particule de la phase j située au point z.

1.5 Mise en ceuvre du P.P.V
1.5.1 Premier énoncé

Le premier énoncé du principe des puissances virtuelles exprime la nullité de la puissance
virtuelle des efforts intérieurs dans tout mouvement virtuel rigidifiant un systéme ou un sous-
systéme quelconque (Eq.(2.1-a)). Considérant un sous-systéme monophasique & animé d’un

mouvement de translation:

~ A

(2.15) O(2) = {0, ... U(2) = Uy 0,...}
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on obtient compte-tenu de (2.6) et (2.7):
(2.16) VO cQ,vU,, A™(z)-UydQ = | A™(z)-Uyd =0
o o

Par un argument classique de continuité, il en résulte que:

(2.17) A™(z)=0 , A"(z)=0

= = bl = \= ?

r=1,..N

Considérant maintenant un mouvement virtuel de rotation défini par:

A

(2.18) U(z) = {Q, U (@) ZQO/\LQ,---}

pour lequel grad U= QO est un tenseur antisymétrique du second ordre, on obtient en repor-

tant cette expression dans (2.6) et (2.7):

(€ ®B'(z)): Q,dY =0

QI

]

(2.19) VO CcQ,V8,, B™(z) :QUdQ':/

Il en résulte d'une part la symétrie du tenseur B (z), que nous rebaptisons ¢ (z), d’autre

part celle de (¢" ® B"(z)). Cette condition permet d’écrire:
(2.20)

Considérant finalement un sous-systéme multiphasique &’ animé d’un mouvement virtuel de

translation :

(2.21) U(z) = {Qm ,Qo}

il résulte de (2.10):
~ N ~

(2.22) VO CQ,vT,, / {E”@HZK@)} g d® =0

& r=1
ce qui permet de réécrire (2.8) sous la forme:

N

I = r AT ~m

(2.23) P =-3rw: (0'@-0"@)
ou 'on voit apparaitre les vitesses relatives des phases renforcement par rapport & la phase

matrice. Compte-tenu des équations (2.17), (2.20), (2.23), I’expression (2.10) se simplifie fi-

nalement en:

~ ~ N ~
Pi(U) = _/, {Q’"(z) rgrad U™ (z) + (Z o' (z)e, ®Qr> : grad UT(@)} dsy
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1.5.2 Second énoncé

On applique maintenant le second énoncé du principe des puissances virtuelles & des mou-
vements virtuels quelconques, donnés par (2.3). En reportant (2.13), (2.14) et (2.24) dans

(2.1-b), et en regroupant les cofacteurs des différents champs de vitesse virtuelle U’ (z), il

vient :
(2.25)
~m N ~m
/{@%ﬂwa@HwM@@%mﬂ%m+Zf@ Q@%M'
r=1

N
2 / {rrweoe] gadl' @+ @) (F@ -1 @) -I@)] U@}

+/ T2(2) - 0" ( d5'+2/ 2) U (z)ds' =0
o

oY

L’introduction dans (2.25) de l'identité:

(2.26) —o(z) : grad U (z) = U(z) - div'e(z) - div (o(z) - Uz))

et 'application du théoréme de la divergence (n(z) désignant la normale & 92’ au point z):

oY

(2.27) / , div T (z)dQY = T(z) - n(z)dS’

donnent alors:

(2.28)
vS' csS.vUeu,

N
/ {divgm(g) T p"(2) (F™(z) — 7™ () +Zi’"(z)} 0" (z) sy

+Z/ {div(o" (@) e, ®e,) + 9" (2) (F'(z) =7 (2)) — I'(2)} - U (2) d

+Z/ [Tty (z) — 0" () (n(z) - e,) e,] - U (z)dS' =0

o

Le raisonnement permettant d’obtenir les équations du mouvement et les conditions aux
limites est alors classique. Compte-tenu de 'indépendance des champs de vitesse constituant
un mouvement virtuel [U, on peut annuler séparément les termes associés a chaque phase. Pour
une phase donnée j, en considérant tout d’abord des champs de vitesse nuls sur la frontiére
€Y, on obtient la nullité en tout point de I'intégrande associé a I'intégrale volumique, ce qui
donne I’équation du mouvement de la phase j. La nullité de 'intégrale de surface pour des

champs quelconques fournit ensuite les conditions aux limites.
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On obtient donc les équations du mouvement pour le modéle multiphasique de matériau

renforcé:

vYcQ , Vzed

la=]

N
(2.29-a) dive™(z) + p"(z) (F™(z) —v"(z)) + > _I'(x) =
r=1

(2.29-b) div (o' (z) e, ®¢,) +p"(z) (F'(z) —9"(z)) —I'(2) =0, r=1,..N

ainsi que les conditions aux limites:

V' CcQ , Vzeo
(2.30-a) Té(z) =T (z) = ™ (z) - n(z)
(2.30-b) To(z) =T (z) =0"(z)(n(z) -¢)e, r=1..N

1.6 Interprétation mécanique du modéle. Lien avec 1’échelle microscopique

On constate que chacune des équations du mouvement (2.29) a la forme de celles obtenues
pour un milieu continu classique de Cauchy. Le tenseur g™ représente les efforts intérieurs dans
la phase matrice. Il apparait en particulier sur I'équation (2.30-a) que le vecteur contrainte
appliqué a la frontiere de €' ne dépend que de la normale & 99’ au point considéré. Par

ailleurs, les efforts intérieurs d’interaction entre les phases jouent le réle de forces volumiques.

Les efforts intérieurs dans chaque phase de renforcement sont représentés par un tenseur
uniaxial, argumenté par la contrainte scalaire o”. Pour comprendre la signification mécanique
de cette variable, calculons la résultante des efforts appliqués sur une facette dS de normale

n pour la seule phase de renforcement r (Figure 2.3).

dSy ds dR =T"dS

F1G. 2.3: Interprétation des efforts intérieurs dans une phase renforcement
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D’aprés (2.30-b), cette résultante vaut :
(2.31) dR=T"dS =0"(n-e,)dSe,

Soit dSy = (n - e,)dS la projection de dS sur un plan perpendiculaire a la direction de
renforcement e,. Il vient :
dR

2.32 — =0"¢e

( ) dSO =7

La contrainte scalaire o” s’interpréte donc comme la résultante des efforts de traction-compres-
sion dans la phase r par unité de surface perpendiculaire a e,. Du point de vue du matériau
réel, o" correspond donc & la somme des efforts normaux dans les inclusions traversant dS

rapportée a la surface normale équivalente dSy.

Supposant connu le champ macroscopique o” obtenu par résolution d’un probléme multipha-
sique, on peut réciproquement évaluer pour chaque inclusion prise individuellement 1’effort
normal Ni,. et la contrainte normale moyenne oiy. dans celle-ci. Il suffit de considérer un
volume élémentaire représentatif (VER) du pavage par les inclusions (figure 2.4-a), et de cal-
culer I'effort normal appliqué sur sa face supérieure & l'inclusion. si,. désignant la section de

Iinclusion, on a simplement :

(2.33) Nine = Sinc * Tinc

— G O L T
ch = Sinc * Oinc ch = Over 0

=
B

-~
s
-~
s
-~
s
-~
s
-~
s
-~
s
-~
s
-~
s
-~
s
-~
s

Sinc S AT A

S VER

a - Inclusion dans un VER b - Phase renforcement

FiG. 2.4: Calcul de Ueffort normal dans les inclusions

Considérant maintenant le volume homologue du VER dans la phase renforcement du milieu

multiphasique (figure 2.4-b), on obtient comme résultante sur la face supérieure :

(2-34) Nine = Sver - 0"



1. Construction du modéle multiphasique 99

. . Si . .
ou Sygg désigne la section transverse du VER. Notant que " = —T€ est la fraction volumique
VER
des inclusions dans la direction e, , on déduit :

JVinc o’
2.35 O = .
( ) e Sinc n"

Ainsi la contrainte microscopique normale dans une inclusion (du matériau renforcé) et la
contrainte macroscopique partielle dans la phase r (du milieu multiphasique) sont liées par
la fraction volumique 7". La modélisation multiphasique a en quelque sorte « dilué » les

contraintes des inclusions discrétes dans un continuum.

1.7 Equations globales d’équilibre

Les équations (2.29) et (2.30) décrivent séparément le mouvement de chacune des phases du
milieu considéré. Il est possible d’obtenir un systéme d’équations globales par sommation

terme & terme des précédentes. Définissant successivement pour tout point x :

(2.36) pE=3 pF | T=3"T" | py=) py
j j j

et
N
(2.37) T=0"+) o'e ®e,
r=1
il vient :
. o ) VEE @) (ER) -2@) =0 Vel

On reconnait dans (2.38) les équations du mouvement et conditions aux limites obtenues pour
un milieu continu de Cauchy classique. Le tenseur ¥ défini par (2.37) représente pour le milieu
multiphasique le tenseur des contraintes totales, tandis que ™ et 0" désignent les contraintes
partielles respectivement dans la matrice et dans chaque phase renforcement. On observera

notamment que les termes d’interaction entre phases n’apparaissent plus dans ces équations.

L’intérét de l'agrégation des équations d’équilibre réside pour l'instant seulement dans le
fait de pouvoir retrouver, au moins formellement, les équations régissant un milieu continu
de Cauchy. L'utilité de cette approche apparaitra plus clairement lors de la formulation du

comportement, traité dans la section suivante.

1.8 Neécessité des lois de comportement du matériau renforcé

En appliquant la méthode des puissances virtuelles, nous avons pu déterminer les équations du
mouvement du milieu multiphasique ainsi que les conditions aux limites. Nous avons distingué
Papproche par phase (Eqs.(2.29)- (2.30)) de 'approche globale (Egs.(2.38)).
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Comme dans le cas des milieux continus de Cauchy, les seules équations du mouvement ne
permettent pas de résoudre des problémes aux limites. Il est donc nécessaire de leur adjoindre
des lois de comportement reliant les variables d’efforts aux variables de déformation. Nous

allons nous y attacher dans la section suivante.
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2 Elasticité du milieu multiphasique

2.1 Hypothése des petites perturbations

Les problémes de géotechnique auxquels on souhaite appliquer le modéle multiphasique de
matériau renforcé peuvent étre traités convenablement dans le cadre de I’hypothése des petites
perturbations. Ces hypothéses, regoupées sous le sigle (HPP) sont définies par le fait qu’on
puisse identifier les configurations initiale et actuelle du systéme(Salencon, 1996b, Chap. 8),
ce qui permet de formuler les différentes équations d’équilibre sur la géométrie initiale. Elles

impliquent, pour chaque phase j € {m; r =1,... N}, les conditions suivantes:

o les déplacements sont petits devant une longueur caractéristique L du systéme, ce qui
s'écrit || & (z) ||« L.

o les transformations sont infinitésimales, soit || grad & (z) ||< 1 .

o les déplacements relatifs par rapport & la phase matrice (£"(z)—£™ (z)) sont petits devant
une longueur caractéristique de 1’échelle microscopique de description, par exemple une

dimension du volume élémentaire représentatif dans le cas d’un renforcement périodique.

2.2 Déformations du milieu multiphasique

La cinématique du milieu multiphasique est définie par la donnée d’un champ de déplacement
pour chacune des phases. On note {™(z) (resp. {'(z)) celui de la phase matrice (resp. phase

renforcement ).

Dans le cadre HPP défini plus haut, les variables de déformations pertinentes sont celles qui
apparaissent en dualité des variables décrivant les efforts intérieurs dans ’expression du travail
de déformation du systéme. Celui-ci s’obtient, au signe prés, en substituant dans ’expression

de la puissance virtuelle des efforts intérieurs (2.24) les déplacements §j (z) aux vitesses vir-

tuelles Qj (z), soit ! :

N
Waer (€™, &) = /, {gm cgrad {™ + (Z o'(z)e, ®§1~) 3grad§r} sy’
r=1

S e}

r=1

(2.39)

En définissant :

(2.40-a) "= %(gradfm—i-tgradfm)

9" -e,)
0s™

1. On omet dorénavant la dépendance en z des champs de fagon a alléger les notations.

Il

(2.40-b) e” = (e, ®e,):gradf" =
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et compte-tenu de la symétrie du tenseur g™, il vient :
(241)  Wae(€™, &) = / g™ g™ dQ + / Za’"s’" Q' + / ZI’" —&m) Y

Les variables de déformation du modéle sont donc le tenseur des déformations €™ pour la
phase matrice, la déformation axiale €" pour chaque phase de renforcement, et le déplacement

relatif " — ™ pour l'interaction de chaque phase de renforcement avec la matrice.

2.3 Elasticité des phases

On adopte ici le cadre de la thermodynamique des milieux continus pour obtenir le compor-
tement élastique du milieu multiphasique, dont on peut trouver une présentation compléte

dans Salencon (1996b, Chap. 7). On se limite dans la suite aux problémes isothermes.

2.3.1 Postulats thermodynamiques

Le premier principe de la thermodynamique postule 'existence d’une fonction E de 1’état
du systéme appelée énergie interne, qui vérifie & chaque instant et pour tout sous-systéme
S' C 8, I'équation :

(2.42) E+K =P ,(U)+0Q

ot K désigne I'énergie cinétique totale du sous-systeme, P'()(U) la puissance des efforts
extérieurs exercés sur le sous-systéme dans son mouvement réel, Q) le taur de chaleur regue,

et (7) la dérivation par rapport au temps.

Dans toute cette section, nous considérons uniquement des sous-sytémes ' multiphasiques.
L’énergie cinétique totale, grandeur extensive, se calcule donc comme somme des énergies

cinétiques de chaque phase, soit :

(2.43) K= % () (U™ (2 dQ’+Z/ (2))? Ao

Q/

ott U/(z) désigne le champ de vitesse réelle de la phase j € {m;r = 1,... N}. Sa dérivée

temporelle vaut donc:

QI

N
ea) K= [ @U@ @+ Y [ @U@ @)
r=1

Cette expression n’est autre que la puissance des quantités d’accélération dans le mouvement
réel (voir Eq.(2.14)), soit:

(2.45) K = A'(U)
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D’autre part, sil’on note P’ g4 la puissance de déformation, c’est a dire ’opposé de la puissance
des efforts intérieurs dans le mouvement réel, le principe des puissances virtuelles (2.1-b)

appliqué au mouvement réel donne :

(2.46) P o) (U) = A'(U) + Plagr = K + Plaer
En comparant les équations (2.42) et (2.46), on obtient finalement :
(2.47) E="Pqa+Q

La taux de variation d’énergie interne du systéme s’identifie donc a la puissance de déformation

du systéme augmentée du taux de chaleur recue.

Le second principe de la thermodynamique postule I'existence d’une température absolue du
systéme T', et d’une fonction d’état S appelée entropie vérifiant :

e,
2.48 S>—=
(2.49) > %
Introduisons les densités volumiques lagrangiennes totales d’énergie interne e, d’entropie s, et
d’énergie libre ¥ = e — T s, obtenues par sommation de leur valeur sur chaque phase. Avec

ces notations, I’équation (2.47) se réécrit, pour tout sous-systéme multiphasique occupant un

volume €)' dans le cas isotherme (T = cte):

(2.49) / (0 +T35)dY =Pl + Q
ou encore:
(2.50) P aer — / UdQY =T / $dQ — Q

En utilisant maintenant (2.48), il vient:

(2.51) P’ act —/ TdQ' >0

Cette derniére équation, combinaison des deux principes, constitue 1’inégalité de Clausius-
Duhem et traduit la non-négativité de la dissipation intrinséque définie par le membre de

gauche.

Il convient de préciser maintenant la forme de la densité d’énergie libre et la puissance de
déformation pour le milieu multiphasique. Compte tenu du cadre HPP, celle-ci s’obtient sim-

plement en substituant les vitesses aux déplacements dans (2.41), soit :
N N . ‘
(2.52) Plag = / g™z EmdSY +/ > otedY + / oI —-£Ma
Q- B ! r=1 ! r=1 - B

Remarque Par souci de simplicité, et conformément aux applications visées, on n’a pas
développé le formalisme lié aux échanges de chaleur entre les phases. Pour une présentation
thermodynamique générale de la théorie des mélanges, on pourra se reporter & Truesdell et
Toupin (1960) et Bedford et Stern (1972).
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2.3.2 Ecriture du comportement élastique

Pour expliciter le comportement élastique, on suppose que la densité d’énergie libre est ar-
gumentée par les seules variables de déformations définies plus haut et qu’elle se décompose

additivement sur les différentes phases du systéme, soit :

N N
(2.53) \I/(Qm,er,ér o ém) — ,(/)m(gm) + Z Q[)r(er) + Z ,(/)I,'r(ér o ém)
r=1 r=1

L’inégalité de Clausius-Duhem (2.51), valable pour tout sous-systéme multiphasique occupant

un volume Q' g’écrit alors, compte tenu de (2.52), sous la forme locale:

m N T

(2.54)

Le comportement élastique du milieu multiphasique se traduit par la réversibilité de ses évo-
lutions, c’est a dire la nullité du taux de dissipation intrinséque volumique. Considérant suc-
cessivement des évolutions pour lesquelles les « taux de déformation » (£, ", g — §m) sont

tous nuls sauf un, il vient :

o™
2.55- mo =
(2.55-a) a Je
(2.55-D) o = ‘Zfr r=1,..N
az/)l,r
2.55-c " = ——
( ) I o — M

Se placant maintenant dans le cadre de 1’élasticité linéaire, on adopte une expression qua-
dratique pour chaque densité d’énergie libre. On en déduit alors les lois de comportement

suivantes, pour un état naturel initial de chaque phase:

« phase matrice:

« phase renforcement r:
1
(2.57) P (") = EaT ()2 = o =d"¢

« interaction matrice/renforcement :
1
(258) d)l,r(ér . ém) — E (ér . ém) . g[,r . (ér . ém) . ir — g],r . (ér o ém)

Le comportement élastique linéaire du milieu multiphasique est donc complétement déterminé
par la donnée des comportements élastiques des phases le constituant et de leur interaction,

soit un tenseur des modules élastiques a™ pour la matrice, une raideur scalaire pour chaque

phase de renforcement a”, et des tenseurs d’interaction clr.
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2.3.3 Lien entre matériau renforcé et milieu multiphasique

Il convient d’insister sur la différence de nature entre le comportement d’une phase du milieu
multiphasique, et le comportement des matériaux constitutifs, de la méme facon que 'on a
distingué a la section 1.6 la contrainte normale dans une inclusion de la contrainte partielle

dans la phase renforcement correspondante.

Pour les applications usuelles de géotechnique, la fraction volumique de renforcements 1" étant
tres faible (< 1%), on identifie les propriétés mécaniques de la phase matrice (c’est a dire a™)

a celles de son matériau constitutif noté a™.

Pour chaque phase renforcement, reprenant le schéma de la figure 2.4, il est naturel d’identifier
la déformation axiale € de linclusion (dans un modeéle « barre ») avec celle de la phase

renforcement &”. Les comportements élastiques respectifs s’écrivent alors:

(259—&) Ninc = laincsincéj
(2.59-b) o' = d'¢€

ou E"¢ désigne le module d’Young du matériau constitutif de I’inclusion. En reportant ces

valeurs dans (2.34), il vient :

(2.60) a" =n" - B

Pour conclure, remarquons que la pertinence du modeéle multiphasique pour des fractions volu-
miques 7" intermédiaires (typiquement 10-20%) est mise en cause de deux fagons. D’une part,
la représentation des efforts dans les inclusions par un modéle uniaxial devient trés approxi-
mative. D’autre part, le choix du comportement de la phase matrice devient problématique.
La limite d’application du modeéle ne pourra étre déterminée que par comparaison avec des
approches directes. On donne & la section 4.1 de ce chapitre quelques résultats d’élasticité

précisant ce point.

2.4 Comportement élastique adhérent
2.4.1 Adhérence parfaite et non glissement

Nous avons présenté jusqu’ici le modéle multiphasique dans un cadre général. Dans cette
section, nous particularisons le modéle en introduisant une hypothése cinématique forte, dite
hypothese d’adhérence parfaite. Elle se traduit par I’égalité des champs de déplacements de

toutes les phases du milieu, soit :
(2.61) Ve eQ, Vjie{m;r=1,.N}, &(z)=¢@a)

Le modéle adhérent ainsi constitué va permettre de traiter notamment des problémes de
matériau renforcé pour lesquels on suppose qu’il n’y a pas de glissement a 'interface entre la

matrice et les inclusions.



62 Chapitre 2. Modéle multiphasique de matériau renforcé

Insistons ici encore sur la terminologie: '’hypothése d’adhérence parfaite est de nature ciné-
matique et se référe au milieu multiphasique & I’échelle macroscopique. Le non glissement est
une hypotheése sur le comportement de l'interface matrice/inclusion dans le matériau décrit
a I’échelle microscopique. Il n’y a pas d’équivalence entre ces deux hypothéses : contre toute
attente, on pourra traiter par exemple, en premiére approximation, le cas d’'un matériau su-
bissant des décohésions d’interface avec le modeéle adhérent. A l'inverse, on pourra également
utiliser le modele général dans le cas d'un matériau renforcé sans glissement d’interface pour

rendre compte d’effets d’échelle (voir Chap. 6, section 1).

2.4.2 Condition de compatibilité des déformations

Compte-tenu de 'hypothése d’adhérence (2.61), on introduit sans ambiguité le tenseur des

déformations totales:
1 t
(2.62) €=3 (gradf + gradf)

Les variables de déformations associées & chaque phase sont alors:

(2.63) =€
et

T _ 8(§ ) QT-) — . =
(2.64) €= —ga —Ei(e®g)=6y

L’hypothése d’adhérence parfaite se traduit donc par des relations de dépendance entre les
(N + 6) composantes de la déformation « généralisée » du milieu renforcé (gm s el r=1, ..N),
et correspond donc en ce sens a ’existence de liaisons internes du « matériau multiphasique ».
L’équation (2.64) traduisant en termes de déformations la liaison cinématique (2.61) est ap-

pelée condition de compatibilité des déformations des différentes phases.

2.4.3 Equations de comportement global: état initial naturel

L’hypothése d’adhérence parfaite implique la nullité des déplacements relatifs entre renforce-
ments et matrice. L’équation (2.58) implique alors de facon duale que les tenseurs d’interaction
gl " prennent une valeur infinie, la valeur des efforts d’interaction eux-mémes restant indéter-
minée. Il est alors pertinent de décrire le mouvement du systéme par les équations d’équilibre
global(2.38), qui font intervenir le tenseur des contraintes totales ¥. Pour pouvoir résoudre
des problémes aux limites formulés en contraintes totales, on va donc chercher a exprimer le

comportement du milieu multiphasique adhérent sous forme d’une relation entre X et E.
Les équations (2.56) et (2.57) se réécrivent, compte-tenu de (2.64):

(2.65-a) "= ad":gm=d":¢

|S!

(2.65-b) o' = ad'¢e =(a"¢e®e):€, r=1..N
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Introduisant ces relations dans (2.37), on obtient finalement :

(2.66) r=A4:¢
avec .
(2.67) A=g" +Zae®e ®e, Ve,

A désigne le tenseur des modules élastiques total du milieu multiphasique. Il se décompose
additivement en une contribution de la phase matrice et de chaque phase renforcement. Il
apparait clairement que les directions e, sont privilégiées, ce qui traduit le caractére anisotrope

du comportement.

Connaissant I’é¢tat de contraintes totales X, on peut calculer directement les contraintes par-

tielles par application d’opérateurs de localisation :

(2.68-a) mo—
(2.68-b) o =

S|

|l
3
(4

ﬁ
|[ng!

Les expressions de ces opérateurs s’obtiennent en introduisant le tenseur des complaisances

totales vérifiant :

(2.69)

[Im
Il
[[[l@
It
[[[l@

Il
~~
[FS
~_

\

On a en effet d’apres (2.65) :

IS]

(2.70) m=a": <g§

N——

s

s Lm: m:

e
lllie}

) rmwese): (2:2) = L=Weoe):

lllie}

Ces opérateurs vont notamment nous permettrent d’expliciter simplement le comportement

élasto-plastique dans la section 3.

Du point de vue énergétique, ’absence de mouvement relatif des phases supprime les termes
d’interaction dans l'expression (2.53) de la densité d’énergie libre. D’aprés (2.56) et (2.57),

elle devient simplement :

(2.72) \Ilzlsm'am'em—i-z Lo (e")?
. 5g e 5

ce qui s’écrit également, compte-tenu de (2.64) et (2.67):

(2.73) T = 3

||||Q
%

1
€A €=~

1
2
On retrouve donc ici, exprimée en variables totales, la forme classique de la densité d’énergie

libre d’un milieu continu élastique.
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2.4.4 Cas de déformations anélastiques imposées

L’expression d’une loi de comportement globale de type (2.66) suppose que les constituants

soient pris séparément a ’état initial naturel.

Dans le cas ou des déformations anélastiques (g;’;, ery) (de type thermique, plastique, etc..)
sont imposées indépendamment a chaque phase, il faut, pour les prendre en compte, remplacer
les variables de déformation dans (2.65) par leur homologue élastique, soit :
(2.74-a) m e =a": (Qm - Qm)

=] = = —an

(2.74-b) o' = de,=a" (" —el)

IS
I
ni=

S|

La compatibilité géométrique des déformations totales (2.64) n’impose pas séparément celle
des déformations élastiques et anélastiques. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer par
exemple le réchauffement uniforme d’un matériau renforcé, dont les constituants ont des co-
efficients de dilatation thermique différents. Les déformations thermiques dans chaque phase

seront alors de fagon générale incompatibles.

Pour comprendre plus finement ces mécanismes, nous allons étudier 1’équilibre local d’un
systéme soumis uniquement a des déformations anélastiques (g;’;, er) incompatibles au sens
de (2.64). La compatibilité géométrique des déformations totales implique l'apparition de
contraintes partielles que nous notons (p™,p",r = 1,... N). L’équilibre global (2.37) s’écrit

ici:
N
(2.75) P+ e, ®e =0
- r=1
ce qui permet d’exprimer 1’état de contraintes dans la matrice par:

(2.76) P =

ple, ®e,

N
r=1

-1
En introduisant les complaisances élastiques des matériaux constitutifs, soit ¢™ = <Qm) et

c¢" =1/a", on peut réécrire (2.74-a) sous la forme:

(2.77-a) mo= M:p
(2.77-b) e =

+e™

11ty
A, S

m
r T T
P+ Ean

La substitution des équations précédentes dans la condition de compatibilité géométrique

(2.64) donne pour chaque phase r, compte-tenu de (2.75) et (2.76) :

N
s=1

(2.78) p t+em=(e®e): " =(e, ®e,):

11
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Notant C7§ le produit (e, ®e,) : c™ : (e;®¢;), et drs le symbole de Kroneker, on obtient alors

un systéme linéaire de la forme:

N
(2.79) Vr=1,..N, Y [(Cli+c6rs) Pl = mrr — En
s=1

dont la solution {p", r = 1,... N} fournit I’état de contrainte du systéme.
Nous allons illustrer ce résultat sur 'exemple du réchauffement d’un matériau renforcé dans

une seule direction, modélisé par un milieu biphasique, et ce dans un formalisme unidimen-

sionnel (Figure 2.5).

matrice

a - Etat initial b - Cas non adhérent

Em TP =+
—>

¢ - Cas adhérent

Fi1G. 2.5: Réchauffement d’un milieu biphasique

Partant d’'un état initial non chargé, ’accroissement de température produit une dilatation
thermique différente dans les deux phases. En 'absence d’adhérence, chaque phase reste libre
de contrainte (Figure 2.5-b). Si I'on requiert 'adhérence parfaite, des contraintes autoéqui-
librées p™ = —p" se développent de fagon a rétablir ’égalité des déformations totales. La
solution du systéme (2.79) lorsque N = 1 est triviale et vaut:

em el

(2.80) PT _ Cangr ~ “an

m T
C’I"I"I"I‘ + c
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En particulier, on remarque que p" est non nul si et seulement si les déformations thermiques

sont incompatibles.

Cette étude a permis de mettre en évidence la notion d’état de contraintes autoéquilibrées, qui
apparaissent pour rétablir la compatibilité géométrique des déformations totales lorsque les
déformations anélastiques sont incompatibles. Ces résultats sont valables en particulier pour
les déformations d’origine plastique, et vont étre exploités pour identifier le comportement

élasto-plastique adhérent.
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3 Elasto-plasticité du milieu multiphasique

L’approche thermodynamique nous a permis de réduire I'expression du comportement élas-
tique d’un milieu multiphasique a la donnée successive des comportements de la phase matrice,
des phases renforcement ainsi que des interactions. Ce découplage provient fondamentalement

de I'hypothése de décomposition additivite de la densité d’énergie libre (2.53).

Si nous nous intéressons maintenant a la modélisation d’un comportement non linéaire pour le
milieu multiphasique, la méme approche va conduire au méme découplage des comportements
non linéaires pour chacune des phases. On va donc aborder directement les notions nécessaires
a I’écriture du comportement élasto-plastique pour chaque phase. Cette présentation classique

permet essentiellement de préciser les notations utilisées par la suite.

L’apport principal de cette section se situe dans la formulation d’un comportement élasto-
plastique adhérent au sens de I’hypothése d’adhérence parfaite définie & la section 2.4.1. On

trouve une présentation détaillée de ce résultat dans de Buhan et Sudret (1999c¢).

3.1 Elasto-plasticité de chacune des phases

Le comportement élastique présenté dans la section précédente est intimement lié a la notion
de réversibilité des processus mécaniques. Il est clair que la plupart des matériaux rencontrés
en géotechnique ne vérifient pas cette propriété. Le schéma élasto-plastique permet de rendre
compte des évolutions irréversibles, lorsque celles-ci sont indépendantes du parameétre tem-
porel. Initialement développé pour la modélisation des métaux, il est appliqué aujourd’hui

couramment a la modélisation des géomatériaux.

Nous présentons tout d’abord la théorie tridimensionnelle dans un paragraphe consacré a la
phase matrice, puis le cas unidimensionnel pertinent pour les renforcements, et enfin le cas de
I'interaction matrice/renforcement. Le formalisme adopté reprend celui de Salencon (1994) et
de de Buhan et Dormieux (1996).

3.1.1 Matrice

On définit tout d’abord le domaine d’élasticité C™ comme ’ensemble des états de contrainte
g™ a l'intérieur duquel les évolutions sont réversibles. On introduit pour ce faire une fonction
de charge f™(a™), que I'on supposera convexe de ses arguments et ne présentant pas de points

singuliers, telle que:
f™(@™) <0 <« g™ alintérieur de C™
(2.81) f(@") =0 & g"eadc™

f(@™) >0 <« g™ alextérieur
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On appelle critére de plasticité la condition f™ = 0. Le domaine élastique est supposé ici fixe,
c’est & dire indépendant de 'histoire du chargement du matériau. On parle alors de plasticité

parfaite.

Aprés avoir précisé a quel moment on quitte le domaine élastique, il convient de définir 1’évolu-
tion des déformations irréversibles. On décompose classiquement le tenseur des déformations

en une partie élastique et une partie plastique:

(L)

(2.82) m=gm4em
=e =p

Les déformations élastiques sont reliées aux contraintes par le tenseur des complaisances

élastiques, soit :
(2.83) gt =c":a"

ou inversement :

S|
Il

(2.84) "=a (sm —QZ‘)

Les déformations plastiques se calculent de fagon incrémentale. A partir d’un état de contrainte
g™ situé a la frontiere de C™, et pour un taux d’accroissement 6™, deux situations peuvent

se présenter :

e il y a décharge si:

—af 0™ <0

2. :

Dans ce cas, le taux de déformation associée & ™ est purement élastique et I’on a donc

=0

e il y a charge si:

—af 0™ >0

2. :
(2:86) 5gm "2

Dans le cas de la plasticité parfaite, il ne peut y avoir qu’égalité dans I’équation (2.86)
du fait de 'invariance du domaine d’élasticité. Cette égalité prend le nom de condition

de cohérence. La déformation plastique associée s’écrit alors:

m __ \m
(2.87) & = A o™
Cette équation est dite régle de normalité ou régle d’écoulement associée au sens oul
la direction de la déformation plastique est normale au domaine d’élasticité C™. Le

multiplicateur plastique A doit étre positif ou nul.
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La régle de normalité est une conséquence du principe du travail plastique mazimal énoncé
par Hill (1950). Ce principe n’est pas valable pour certains géomatériaux, en particulier les
sables. On introduit dans ce cas un potentiel plastique g™ (a™) et une régle d’écoulement dite
non associée qui remplace (2.87) et s’écrit :

. Hq™
(2.88) gm = jm 29

\m
£, dgm AT>0

Pour résumer, les équations régissant une évolution élasto-plastique peuvent s’écrire sous

forme condensée :

(2.89-a) g =g (g —gp)
) <m Og™
m __ m
(2.89-b) g, = A dgm
(2.89-¢) Am>0 , f™Me™) <0, AT fM(e™) =0

L’équation (2.89-c), qui apparait dans les problémes d’optimisation convexe, porte le nom de
conditions de Kuhn-Tucker (Faurre, 1991, Chap. 2).

Les fonctions de charge et potentiels plastiques couramment utilisés dépendent du matériau

constitutif de la matrice. On aura ’occasion de revenir sur ce point dans les applications.

3.1.2 Renforcement

Les efforts intérieurs pour une phase renforcement r sont représentés par une contrainte sca-
laire o". Dans le cas ou le comportement des renforcements est parfaitement plastique, le

domaine d’élasticité C™ correspondant est donc de la forme:
(2.90) 0" el & ol <o" <o,

Dans cette expression, o', désigne la résistance a la traction des renforcements, et —o” la

résistance a la compression. On peut définir une fonction de charge associée & C" par:

(2.91) ff(0") = max(—o” — 0", 0" —0')

La déformation totale est décomposée additivement en une partie élastique et une partie
plastique sous la forme:

(2.92) e =¢eqt+eg,

ou l'on a de fagon équivalente :

(2.93) ee=co |, o =d (—¢))
L’évolution des déformations plastiques s’écrit alors trés simplement. Pour un état de contrain-

te vérifiant le critére de plasticité, on a forcément 0" = —o” ou 0" = o',. La dérivée du critere

f7 valant alors +1, il vient :

(2.94) or=0 , & =¢
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3.1.3 Interaction

Les efforts d’interaction appliqués par une phase renforcement r sur la phase matrice sont
représentés par une densité volumique [”. La variable cinématique duale est le déplacement

relatif de la phase renforcement par rapport & la phase matrice, que I’on note pour simplifier :

(2.95) 3" (z) =€ (z) — " (z)

Formellement, l'interaction se traite comme un comportement d’interface entre deux solides.

Pour chaque phase 7, on définit donc le domaine d’élasticité d’interaction par :
(2.96) I'ectm o flrIn <o

Le déplacement relatif est décomposé en une partie réversible 0], et une partie irréversible Q;.

D’apres (2.58), la premiére est reliée linéairement & I" par:
(297) r=civ.g

tandis que la seconde s’obtient par:

oy, OfL
r _ I,
(2.98) =2 i

3.2 Comportement élasto-plastique adhérent

Nous placant dans ’hypothése de 1’adhérence parfaite, nous nous intéressons ici a la formula-
tion d’une loi de comportement élasto-plastique globale pour le milieu multiphasique a partir
de la donnée des lois de chaque phase. Pour simplifier la présentation, on se limite dans cette

section a une seule direction de renforcement e, (N =1).

3.2.1 Décomposition de la déformation totale

Considérons I'évolution élasto-plastique d’un systeme S soumis a un chargement 3, de sorte
que I'état d’équilibre soit caractérisé par les contraintes partielles (gm , o) et les déformations

plastiques (g;” s €p)-

Du point de vue de I’état final, I’évolution du systéme peut étre décomposée en une étape pu-
rement élastique sous chargement X suivie de 'application des seules déformations plastiques
(ggl, ep) (Figure 2.6). Les contraintes partielles dans chaque phase sont donc obtenues par
superposition des résultats d’un calcul élastique & partir d’un état initial naturel, relevant de

la section 2.4.3, et d’un calcul a déformations imposées relevant de la section 2.4.4, soit :

(2.99-a) "= gl +p"
2.99-b o = oy+p"
el

IS
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Calcul Déformations imposées
élastique eMm g’
=’ P

Calcul élastoplastique

>

Etat naturel

Etat final
m T

e ep

cd™=0,0"=0

[[s!

F1G. 2.6: Décomposition locale de ’évolution élasto-plastique

Reprenant le formalisme des opérateurs de localisation, on a d’aprés (2.68):

(2.100-a) o = L™:3
—el = =
(2.100-b) oy = é’" )
La déformation totale € s’écrit alors:
E=g"=c":g" ¢

— m m m m m
(2.101) =¢ é ;Jrg U

=C: X+ p" e

On peut donc décomposer additivement la déformation totale en une partie réversible €, li-
néaire en X et qui s’annule lorsqu’on effectue une décharge (; — 0), et une partie irréversible

gp qui vaut:

o

. m . m m
(2.102) g =" p"+ep

Cette déformation plastique totale est la somme de la déformation plastique dans la matrice
et de la déformation élastique associ¢e a p™. Les efforts intérieurs (p™ , p”) sont par ailleurs

autoéquilibrés (Eq.(2.75)). Ils ont ici le statut de contraintes résiduelles, puisqu’ils représentent

les efforts dans le systéme aprés décharge (ggf =0, 0f; = 0). On peut poser:

(2.103-a) ;o= p
(2.103-b) = e ®e
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ou 'on a d’aprés (2.80):

6m T

(2.104) p=-2" P

m T
c’f"!"!"!‘ + c

— &

Ces contraintes résiduelles permettent d’assurer la compatibilité géométrique des déformations
totales lorsque les déformations plastiques de chaque phase sont incompatibles, notamment

lorsqu’il y a plasticité dans une seule des phases.

Compte tenu de (2.99), (2.100) et (2.103), I'expression de la localisation des contraintes s’écrit

finalement dans le cas élasto-plastique:

(2.105-a) m
(2.105-b) o"

[

4
3

It
|

 p) =
,p) =

Il Tl

it
3
It
_l’_

3.2.2 Critére de plasticité et écrouissage

Forts de ces préliminaires, nous allons pouvoir définir maintenant un critére de plasticité
global. Pour une valeur donnée du paramétre p, qui contréle ’état de contraintes résiduelles, le
domaine d’¢lasticité est défini par I'ensemble des états de contrainte X, tels que les contraintes
partielles associées par (2.105) vérifient respectivement leur critére de plasticité propre (voir
Eqs.(2.81),(2.91)).

On adopte donc la définition suivante pour le critére de plasticité global du matériau renforcé

adhérent :

(2.106) F(Z, p) = Max {f’" <£" 1 X—pe,® gr> P fT (L2 p)}
On voit sur cette expression que le domaine d’élasticité actuel défini par F(;, p) < 0 est
piloté par p, que I'on identifie donc comme paramétre d’écrouissage. La figure 2.7 donne une
représentation du domaine I' associé au critére F' dans l'espace des contraintes généralisées
{Z} x {p} = R® x R Le domaine d’¢lasticité initial (resp. actuel) est la section de I' par
I'hyperplan d’équation p = 0 (resp. p = pg).

3.2.3 Energie bloquée et dissipation plastique

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats liés & 'analyse thermodynamique du
comportement élasto-plastique adhérent. Le lecteur se reportera a I’Annexe B pour le détail

des raisonnements.

On montre que la densité d’énergie libre totale ¥, somme des contributions de la phase matrice

et de la phase renforcement, peut s’exprimer en variables totales sous la forme:

(2.107) UV=_-X:C:X+U(p)

N | —
||[®
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Domaine
d’élasticité
actuel

\socooooo
\ 4
h~

Domaine
d’élasticite  F (X,p=0) <0
initial o

Fi1G. 2.7: Domaine d’élasticité généralisé I' dans l’espace {;} x {p}

Elle est donc la somme d’un terme dépendant uniquement de X, récupérable au cours d’une
décharge, et d'un terme U (p), quadratique en p, appelé énergie bloguée. Ce terme correspond &
I’énergie élastique associée aux contraintes résiduelles dans les phases matrice et renforcement.

Il est non récupérable au cours d’une décharge et traduit 1’écrouissage du matériau.

Reprenant 1'inégalité de Clausius-Duhem, on montre que le taux de dissipation intrinséque

volumique D se met sous la forme:

(2.108) D=

(14
[Im

'—\ilzz:gp—i—pd

ou « s’interpréte comme la wvariable d’écrouissage associée au paramétre p, et vaut:

(2109) a = 6; - ggfrr

c’est & dire la différence entre la déformation plastique de la phase renforcement et celle de la

matrice selon la direction e,..

On établit enfin une équivalence, du point de vue dissipatif, entre 'approche par phase et

I’approche globale du matériau renforcé sous la forme:
(2.110) ’D:gm:é;n—i-aré;:;:gp—i-pd

Le membre de gauche représente la dissipation plastique des deux phases, qui sont séparément
parfaitement plastiques, alors que le membre de droite montre au niveau global un terme

d’écrouissage régi par le couple (p, a) des force et variable d’écrouissage.



74 Chapitre 2. Modéle multiphasique de matériau renforcé

3.2.4 Vers un modéle élasto-plastique standard généralisé

Nous avons jusqu’ici défini le critére global de plasticité pour le milieu multiphasique adhérent
et mis en évidence son caractére écrouissable. Il convient de préciser maintenant la forme de

la régle d’écoulement.

Pour cela, on exprime tout d’abord le principe du travail plastiqgue maximal en contraintes
* %

totales. Etant donnés deux états de contraintes généralisés (X, p) et (X, P) appartenant au

domaine I" et un couple de déformations généralisées ( gp , () associées & un taux de contraintes

;, on montre (Annexe B, section 2):

(2.111) VE, D) ET, (B-2):E +(p-p)a>0

*
Le premier membre s’interpréte comme le produit scalaire des deux vecteurs (X~ X, p — ;))

et (gp, ¢t) dans D'espace vectoriel RS x R de dimension 7.

Yh F(Z,p=po) <0

FiG. 2.8: Représentation schématique du principe du travail plastique mazimal généralisé

La positivité de ce produit scalaire permet alors le raisonnement suivant :

o Si (X, p) est intérieur au domaine I', c’est a dire vérifie F(X, p) < 0, le vecteur

*
E-Z,p— Z) peut avoir une orientation quelconque. Il en résulte que le vecteur (gp, &)

est nul. L’évolution est donc purement élastique, ce qui est cohérent avec la définition

de la fonction de charge F'.

*
« Si (X, p) se situe sur la frontiére JI', les orientations admissibles pour (¥— X, p — Z)
sont situées en dega de I’hyperplan tangent a I' en (X, p), comme le montre la figure 2.8.
Il s’ensuit que le vecteur (gp,d) a pour direction la normale extérieure & OI' au point

considéré.
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Ces deux situations se résument de la fagon suivante:

_ OF(Z, A=0 siF(E,p) <0
(2.112) €. a)=aAFED o) S F(Z, )
=p (X, p) A>0 siF=F=0

Cette régle de normalité généralisée permet & la fois le calcul du taux de déformation plastique
et de la loi d’écrouissage. La loi de comportement globale du milieu multiphasique est donc

de type standard généralisé (Halphen et Nguyen, 1975).

11 est possible de préciser I'expression du multiplicateur plastique A dans le cas ou il est non
nul, c’est a dire lorsqu'’il y a charge. Partant d’un état de contraintes généralisé (X, p) situé
sur la frontiere du domaine I', le critére F'(X, p) = 0 doit étre vérifié contintiment, ce qui

s’exprime par la condition de cohérence:

. 9F . OF
2.11 F=_"_:-Y1"_"/)=
(2.113) 55 Lt 5,7 =0

La loi d’évolution de I’écrouissage s’écrit par ailleurs d’apres (2.112):

. OF
2.114 v =A—
(2.114) ¢=A5

Définissant le module d’écrouissage M = (¢, +¢")~!, on déduit alors de (2.104) et (2.109):

(2.115) p=—Méa= _im%E
dp

Le multiplicateur plastique A s’obtient alors en combinant (2.113) et (2.115):

oF .
2.116 A= ! @é
(2.116) =M orN?
(%)

11 dépend donc linéairement du chargement (taux de contraintes ;) et des dérivées partielles

du critére F.

La détermination du multiplicateur plastique achéve la description du comportement élasto-

plastique adhérent.

3.2.5 Conclusion et généralisation

Partant d’un comportement élastique parfaitement plastique pour les deux phases, nous avons
obtenu une loi de comportement globale de type standard généralisé & un parameétre d’écrouis-

sage.

La loi d’écrouissage est déduite directement du calcul et n’a donc pas & étre introduite ez

nihilo. Comme le montrera 1’étude analytique d’'un exemple (annexe E au chapitre 3), cette
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loi n’est ni de type isotrope, ni de type cinématique. On voit donc tout I'intérét de ’approche

multiphasique.

Les raisonnements ayant permis de définir la loi élasto-plastique adhérente dans le cas d’un
renforcement unidirectionnel se généralisent aisément a un nombre quelconque N de di-
rections. On obtient un comportement standard généralisé & N paramétres d’écrouissage
(pr, 7 = 1,... N). Ceux-ci se calculent a chaque instant en résolvant un systéme linéaire de

type (2.79), ou le second membre contient les déformations plastiques des différentes phases.

3.3 Critére de rupture du milieu multiphasique adhérent

Ayant déterminé le comportement élasto-plastique global, il est naturel de s’intéresser a la
rupture du milieu multiphasique. On définit le critére de rupture global Sy, par 1’ensemble
des états de contrainte X pour lesquels se produit un écoulement plastique libre, c’est a dire

une déformation plastique non nulle sous charge constante, soit :

. . OF .

Se limitant & une seule direction de renforcement, on montre dans I’annexe C que deux mé-
canismes de rupture par écoulement plastique sont possibles. On résume ici les principaux

résultats (figure 2.9).

o Soit la phase matrice seule plastifie, tandis que la phase renforcement reste élastique. Le
sous-ensemble St de Spyp associé a ce mécanisme est, dans I'espace a six dimensions
des contraintes {g}, un cylindre de génératrices paralleles a e, ®e,., de longueur o', +o0”,
s’appuyant sur la courbe C° définie comme suit: C™ désignant le domaine d’élasticité
de la phase matrice, C° est l’ensemble des points de la frontiére dC™ pour lesquels

la normale extérieure est perpendiculaire a la direction e, ® e,, c’est a dire tels que

af™/do™ = 0.

o Soit les deux phases sont plastifiées. La contrainte dans la phase renforcement vaut alors
o', ou —o’ . Les sous-ensembles de Sy associés a ce mécanisme sont respectivement

définis par:

(2.118) St =1Z; [M(E-0le®e)=0 , 8f/do™ >0}

T

si la phase renforcement plastifie en traction, et :

(2.119) Sp=1Z; fMEZ+0"e®e)=0 , 9f"/d0™ <0}

si la phase renforcement plastifie en compression.
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Siap Yl acm acm St

rup

FiG. 2.9: Critére de rupture du milieuw multiphasique dans l’espace des contraintes {;}

On montre qu’il n’est pas possible d’avoir une rupture par écoulement plastique de la phase
renforcement seule. Finalement, le domaine de rupture Sy, représenté sur la figure 2.9 est
donné par la réunion :

(2.120) Sup = Sl USH U S,

rup rup rup

Il peut étre interprété comme la frontiére de ’enveloppe des domaines translatés du domaine

T

C™ le long de la direction e, ® e, d’une quantité o € [—o” , o' ]. Il peut donc étre redéfini,

dans 'espace des contraintes totales & par:

(2.121) Srup = 9 Crup
avec :
(2.122) Cop=1{E/3o€e[-0",0}] , [fME-o0e ®¢,) <0}

On montre alors immédiatement que le critére de rupture F™P(X) défini par:

(2.123) 2 € Crup <= F™MP(Z) <0

peut se mettre sous la forme:

(2.124) F'P(X)= min f"(X-o0e ®c¢,)

= S r =
o’ <o<o’
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4 Validation du modéle en élasticité et calcul & la rupture

Comme on I’a souligné a plusieurs reprises, le modeéle multiphasique est de nature purement
macroscopique. On a fait un premier lien avec I'échelle microscopique en interprétant les
contraintes partielles qui apparaissent naturellement dans le modeéle (section 1.6). On a eu
recours & un raisonnement du méme type pour relier la rigidité de la phase renforcement au

module d’Young de son matériau constitutif (section 2.3.3).

Dans la présente section, on confronte plus précisément le modéle avec les résultats obtenus par
des méthodes de changement d’échelle micro/macro. On s’appuie sur ’exemple de I'élasticité

des composites a fibres, puis sur les travaux d’homogénéisation en calcul a la rupture.

4.1 Validation en élasticité

Les composites a fibres longues, dont I’étude du comportement élastique a fait I'objet de
nombreux travaux, correspondent & une seule direction de renforcement. Ils vont donc étre
représentés dans notre modélisation par un milieu biphasique adhérent. Avant d’effectuer des
comparaisons avec la littérature, on commence par expliciter le comportement élastique de ce

milieu, dans le cas d’'un comportement isotrope de la phase matrice.

4.1.1 Modules élastiques du milieu biphasique adhérent 4 matrice isotrope

4.1.1.1 Généralités On rappelle I'expression du tenseur des modules élastiques global

(2.67) dans le cas général :

(2.125)

JI[E=

S}

N
m+za’"g¢®g,«®gr®g¢
r=1

Le comportement isotrope de la phase matrice est entiérement défini par ses coefficients de
Lamé A™ et G™:

(2.126)

S]

=

Si la direction de renforcement unique est repérée par le vecteur unitaire e, on a donc, en

L

notant £" = a" la rigidité de la phase renforcement :

(2.127)

[l[E=

=A"191+2G"1+E e, ®c, ®e, V¢,

4.1.1.2 Notations matricielles Pour préciser ce comportement global, et suivant Le-
maitre et Chaboche (1985), on adopte une notation matricielle. A tout tenseur symétrique

d’ordre 2, on associe le vecteur de ses composantes dans un repére orthonormé (O, e, €y e,).

Notant 2 les vecteurs colonne et {3 les vecteurs ligne, on pose :

t

(2.128) —

IS

g = {U:L‘:L‘ y Oyy s Ozz 3 Oxy s Oyz Umz}
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Pour le tenseur des déformations, on choisit la représentation :

t

(2.129) —

£ = {Qc:ca Eyy s €2z 25:1:3/7 25y2a 25:1:2}

I

On conserve ainsi 'expression de I’énergie sous la forme du produit matriciel (noté -) suivant :

(2.130) ce=to-g

IS
l1en
Il

Dans ce formalisme matriciel, on associe au tenseur des modules élastiques du quatriéme ordre
A une matrice carrée D symétrique de dimension 6, appelée par abus de langage matrice

délasticité de sorte que:

(2.131) o=D-¢

IS
I

S
Il

4.1.1.3 Identification du comportement élastique La matrice d’élasticité déduite de

I'expression tensorielle (2.127) s’écrit pour le milieu biphasique:

AT 4 2G™ 4 BT A A 0 0 0
A AT 42 GM A 0 0 0
AM AM AT 42G™ 0 0 0
(2.132) D=
0 0 0 Gm 0 0
0 0 0 0o Gm™ 0
0 0 0 0 o agm

Elle ne differe de celle d’'un comportement élastique isotrope que pas la présence du terme
E" en position (1,1). Pour caractériser 'orthotropie du milieu biphasique, il est commode

de calculer le tenseur des complaisances élastiques C = A~ !. Pour écrire sa représentation

matricielle D~!, on introduit le module d’Young E™ et le coefficient de Poisson Vpm de la

phase matrice :

Vm E™ E™
2.133 N = = G"m= ——
( ) (1+vm)(1 —2vm) 2(1+vm)
Il vient alors:
(2.134)
1 m m
Em L ET _E777+ET _ETYILJ+E’I' 0 0 0
v 1+E" (1-v2)/E™ v (14 E"(14v4,) /E™) 0 0 0
Em+E7‘ Em+E7' Em+E7‘
 Um _ Vm (14+E"(14vm)/E™) 1+E" (1-v2)/E™ 0 0 0
D! — Em+E" EmYE" Em kT
2 (1+vm
0 0 0 Utvm) 0
2 (1+vm
0 0 0 0 Utvm)
2 (1+vm)
i 0 0 0 0 0 E,,f
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Il apparait ainsi que le comportement du milieu biphasique & matrice isotrope est #sotrope
transverse autour de l'axe e,. Les cinq coefficients caractérisant classiquement ce compor-
tement ne dépendent ici que des trois parameétres E™, E" et vp,. On identifie les modules

d’Young longitudinal et transverse:

E™+ ET
(2135) E,=E" 4+ E" , BEr= Vol + ;

et un module de cisaillement unique (longitudinal et transverse), qui est celui de la phase

matrice seule:

Em

2.136 G, =Gr=G@"= ———
( ) r g 2(1+Vm)

Le module de compression transverse noté k est également celui de la matrice seule:
(2.137) E=X"+Gm=k™

et les coefficients de Poisson longitudinal et transverse valent :

E™+ (1+vy,) E"

(2.138) PLEVm s T m e (1= 02) B

4.1.2 Confrontation des résultats

4.1.2.1 Rappel des modules élastiques équivalents Comme on I’a noté dans le cha-
pitre introductif, la recherche des propriétés équivalentes des matériaux composites, notam-
ment ceux renforcés par fibres longues a fait I’objet de recherches constantes depuis les an-
nées 60. On s’intéresse ici simplement aux modules élastiques équivalents donnés par le modeéle
CCA (Hashin et Rosen, 1964), voir chapitre 1 section 4.4.1.

Dans la comparaison qui suit, on utilise les expressions sous la forme analytique donnée par
Hashin (1983). On reprend, avec nos notations les formules (3.2.6)-(3.2.9), (3.2.13) et (3.2.18)
de cet article. Pour chaque quantité, on utilise ’exposant ™ (resp. f ) pour se référer au ma-
tériau constitutif de la matrice (resp. de la fibre). On utilise 'exposant * pour désigner le
module « équivalent ». Comme précédemment, on note 7 la fraction volumique de renforce-
ment, (1 —n) celle de la matrice, E les modules d"Young, G. les modules de cisaillement, k

les modules de compression transverse, v, les coefficients de Poisson. Avec ces notations, les
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différents modules s’écrivent :

An(1— — )2
(2.139-a) Ef = (1-mE"+nE + I’(_n n)(;?/f Vin)
& T tom
(2.139-b) G = G"+ - N —
Gi—am “agm
* _ m Ir’
(2.139-c) Gh = G™+ - +1—nkm+2Gm
Gf—Ggm  2G™ km+ G™
x  _m n
(2.139-d) Eo= KT+ — —

W km Ry gm

0= =) (7 77

1—17n 7 1
W T gm T gm

(2.139-¢) v, = (I—=n)vm+nv+

On déduit finalement les expressions du module d’Young transverse E} et du coefficient

de Poisson transverse v par les formules générales valables pour tout matériau isotrope

transverse :
4 1 1 4ur?
(2.140-a) — = —+— + f
E7 GT k* E7
E*
2.140-b x T _
( ) v 2G*T

4.1.2.2 Principe de la comparaison Le modéle multiphasique a été spécialement for-
mulé pour des matériaux composites rencontrés en génie civil, pour lesquels la fraction volu-
mique de renforcement 7 est trés faible tandis que les caractéristiques mécaniques du matériau
renforcant sont trés grandes devant celles de la matrice (par exemple E/ > E™). On se raméne

a ce cas extréme en effectuant sur les formules précédentes le passage a la limite :

(2.141) n—0 , Bl —o , nE =F"

Pour cela, on substitue E” /n a4 E/ dans (2.139) - (2.140), puis on fait un développement limité
a Pordre 1 en 7 des résultats (Tableau 2.1).

En confrontant les valeurs du tableau a celles obtenues & la section précédente, il apparait
que les modules élastiques du milieu biphasique adhérent sont exactement les termes d’ordre

0 du développement limité des formules d’Hashin-Shtrikman 2.

Remarque Les termes d’ordre 1 sont non nuls, sauf éventuellement si vy, = v;. L’erreur
commise en utilisant le modéle multiphasique est donc plus faible dans cette hypothése. Pour
étendre le domaine de validité du modele a des fractions volumiques finies, on peut par ailleurs

adopter la stratégie suivante : ayant estimé par exemple les modules E et G7 par les formules

2. On n’a pas explicité les termes d’ordre 1 pour E} et v; en raison de leur complexité.
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Module Développement limité

By | Bm B g (2l 1) B
: __Bm4ET

B 1+ B0 (1-02) +0()

Gt G™(1+2n)

G G™ (14 §7n—sm)

k* Em(1+2(1—-v™)n

vi v =21 —v™)(wf — ™)y
* E™+(14vm) E”

v U B + O(n)

TAB. 2.1: Modéle CCA (Hashin, 1983) - Modules élastiques a 'ordre 1 en 1

d’Hashin-Shtrikman, on déduit successivement les paramétres & introduire dans le modéle

multiphasique comme suit :

(2.142-a) E" = nE/
(2.142-b) E™ = Ei-E"

Em
2.142- — 1
( C) Um QGZ

4.1.2.3 Résultats complémentaires La comparaison précédente s’appuie sur des ré-
sultats généraux d’élasticité des matériaux composites. Parallelement a ces travaux, dans le
domaine du renforcement des sols, Gerrard (1982) introduit & partir d’hypothéses heuristiques
un comportement macroscopique du matériau « sol renforcé ». Il étudie un sol orthotrope ren-
forcé par des plaques ou des bandes dans une, deux ou trois directions perpendiculaires entre

elles, et confondues avec les directions d’orthotropie du sol.

Les modules d"Young longitudinaux dans chaque direction, ainsi que les différents coefficients
sont explicités (Equation (13) de l'article). Les valeurs sont strictement identiques aux modules
obtenus pour un milieu multiphasique renforcé dans trois directions orthogonales. Notant

K, E™, Ky E™, K, E™ les rigidités de chaque phase de renforcement, on a précisément :

(2.143)
1+ K, +Ky+ K, + (1 —12)(Ky Ky + Ko K, + Ky K) + (1 = 2vp) (1 + vm)? K. K K,

B = Em
1+ (1—v2)(Ky+ K,)+ (1 —2vp)(1+vm)? KK,

ainsi que EY et E* par permutation circulaire des indices x, y, 2.

Il convient également de rappeler les résultats de Greuell (1993). Utilisant une approche
variationnelle sur une cellule de base soumise & une contrainte uniforme, Greuell encadre

rigoureusement le module de cisaillement longitudinal macroscopique et montre que les deux
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bornes tendent vers la méme valeur (celui de la matrice seule) lorsqu’on effectue le passage a
la limite (2.141).

4.1.2.4 Conclusion Les comparaisons que l'on vient de passer en revue montrent que
le comportement élastique du modeéle multiphasique reproduit plusieurs résultats classiques
obtenus par différentes méthodes. Elles montrent également que I'approximation faite est du
premier ordre en la fraction volumique de renforcement 7. Les valeurs habituelles de i étant de
I'ordre du pourcent dans les ouvrages de géotechnique, on valide ainsi le modéle multiphasique

pour ces applications.

Par ailleurs, le caractére tensoriel du tenseur des modules élastiques global (2.67) fournit
un résultat plus général, permettant notamment de traiter de réseaux d’inclusions ayant des
caractéristiques différentes dans chaque direction, ce qui conduit & un comportement global

totalement anisotrope.

4.2 Validation en calcul a la rupture

Comme on I’a vu dans le chapitre introductif, les idées sous-tendant le modeéle multiphasique
proviennent pour partie des résultats d’homogénéisation en calcul & la rupture. Dans cette
section, nous rappelons tout d’abord les principes de cette approche puis, dans le cas des
composites & fibres longues, la forme du critére de rupture homogénéisé. Nous comparons

ensuite ce résultat a celui obtenu pour le milieu multiphasique.

4.2.1 Homogénéisation en calcul a la rupture

L’homogénéisation des milieux & structures périodiques a été initialement abordé dans le
cadre non linéaire par Suquet (1982, 1983) et de Buhan (1986), auxquels on se reportera pour
une présentation détaillée. Ces auteurs montrent que la détermination du critére de rupture
homogénéisé se fait par la résolution d’un probléme de calcul & la rupture sur une cellule
de base représentative de la périodicité de la structure. Dans le cas de composites a fibres,
une cellule de base A typique est schématisée sur la figure 2.10, et on note A™ (resp. Af) le

volume géométrique occupé par la matrice (resp. la fibre).

On désigne par G(z) le domaine de résistance du matériau constitutif au point z € A, supposé
constant et noté G™ (resp. G/) dans la matrice (resp. la fibre). Le critére de résistance de

chaque matériau est une fonction scalaire telle que:
(2.144) c€G = fi(g)<0 , j=m,f
Avec ces notations, le domaine de résistance macroscopique G"™ est défini comme 1’ensemble

des champs de contrainte X qui sont moyenne sur la cellule de base de champs g(g) stati-

quement admissibles et appartenant en tout point au domaine de résistance local, ce que 'on
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Af

Am

|
1
1
|
|
|
1
|
7/

F1a. 2.10: Cellule de base A typique pour les composites a fibres

écrit :

ghom — {E=<g >, , o-nantipériodique, divg =0

(2.145)
a(z) € G(z) Vae A}

4.2.2 Critére de résistance pour les composites a fibres

La détermination exacte de G"™ étant impossible, on peut l'encadrer en utilisant successi-
vement une approche statique et une approche cinématique (Salengon, 1983). Choisissant des
champs de contrainte constants par morceaux dans la cellule (e ¢ désigne un vecteur unitaire

colinéaire a la direction des fibres) :

a™ Ve A™,

a"+Me;@e; Vze A

(2.146)

de Buhan et Talercio (1988) définissent un minorant inm C Ghom par:
(2.147)

gim —{s=<gs=a"+nM e oel . gmegm , "+ M@ gl

Lorsque la fraction volumique de fibre n tend vers 0 et que simultanément le domaine de
résistance de la fibre croit :
r_Yar 5f
(2.148) gl=-G" ., n—0 , G’ constant
n

de Buhan et Talercio (1991) montrent que:

(2.149) lim ghom — 1im ghom

n— n—0
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Cette limite notée g{,wm s’explicite sous la forme:
(2.150) g ={s=g"+ole;oe; . oamegn , o elsl, 5]}

ol 6ﬂ: (resp. &' ) désigne la résistance en traction (resp. compression) par unité de surface
transverse du réseau de fibres. Le critére de résistance associé & ce domaine peut se mettre
sous la forme commode:
(2.151) Flong) = min (fM(E-ol e @e))

— dl<or<s) -

Le domaine de résistance ggwm ainsi obtenu par passage a la limite est a priori valide seulement
pour une trés faible fraction volumique 1. Notant o7, les résistances en traction et compression
simple du matériau constitutif de la phase j = m, f, de Buhan et Talercio (1991) montrent

que le domaine G, défini de facon similaire par:
(2152) Go={E=c"+0lc;0e, , amegm . of ello! —om), o] — o7}
est une borne statique valable quelle que soit la fraction volumique 7.

Il est par ailleurs possible de majorer G"*™ par une approche cinématique. On trouvera le
détail des calculs dans de Buhan et al. (1991) et Taliercio (1992). Exploitant ces résultats
généraux sur ’expérience de traction simple hors axe et pour une sollicitation biaxiale en
déformation plane, Taliercio montre que les bornes obtenues ci-dessus pour G"*™ sont trés
proches quelle que soit la fraction volumique 7, ce qui valide la définition (2.152) comme

domaine de résistance du composite.

4.2.3 Validation du modéle multiphasique

11 suffit de comparer le critére de rupture du milieu multiphasique (2.124) avec le critére
homogénéisé (2.151) pour voir que leurs expressions sont strictement identiques, les paramétres
o', et 0!, ayant la méme interprétation mécanique. Le formalisme multiphasique permet donc
de retrouver tous les résultats obtenus par une approche de type homogénéisation, et on
identifie Cry, avec Ghom  Cette conclusion fondamentale valide le modéle multiphasique en

calcul a la rupture.

Pour illustrer ce résultat, on reporte ci-dessous la validation expérimentale du critére de
rupture (2.151) effectuée par Siad (1987) a partir d’essais triaxiaux réalisés par Long et Ursat
(1977). Les éprouvettes sont constituées de sable de Fontainebleau renforcé par des armatures
en aluminium d’inclinaison variable 8 par rapport & I’horizontale. Le mode de chargement est
schématisé sur la figure 2.11-a. Pour Xy fixé par les conditions expérimentales, on augmente
>:1 et on releve la valeur & la rupture. Le probléme homogénéisé équivalent est représenté sur
la figure 2.11-b.

On représente sur la figure 2.12 la courbe de rupture théorique donnée par I’homogénéisa-

tion (et donc également le modéle multiphasique) dans le plan (X1, X9), sur laquelle sont
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a - Eprouvette en sable renforcé

b - Matériau homogéne associé

Fi1G. 2.11: Essais triaziaus sur des éprouvettes en sable renforcé - Principe de l’expérience

(d’aprés Siad (1987))

superposés les points expérimentaux. On peut constater un trés bon accord entre les résultats

expérimentaux et le calcul.

35

a-[=20°

30

1 [1(I:ars}

i

b __y B: 64°

-

3=z,

I;(bars

1 2 3 a4 5 6

b- 3= 64°

Fi1G. 2.12: Essais triaziauz sur des éprouvettes en sable renforcé - Validation du critére de

rupture (d’aprés Siad (1987))

Comme on peut le voir sur ces deux exemples, les résultats sont excellents. Siad a mené

la comparaison pour toute une gamme d’angles de

renforcement et d’espacement entre les
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armatures, et constate un trés bon accord dans toutes les configurations.

SIS 90 0 15 30 ale! 60 75 90

a - Sollicitation uniaziale d’un composite b - Sollicitation uniaziale d’un composite
verre/epoxy (d’aprés Tsai (1968)) graphite/epozxy (d’aprés Kim (1981))
Fia. 2.13: Validation expérimentale du modéle multiphasique en calcul & la rupture pour les

composites a fibres (d’aprés de Buhan et Talercio (1991))

Le critére de rupture (2.151) a également été validé dans le domaine des composites a fibres par
de Buhan et Talercio (1991). La figure 2.13-a concerne une expérience de traction-compression
réalisée hors axe sur un composite verre/epoxy (Tsai, 1968). La figure 2.13-b concerne le méme
essal sur un composite graphite/epoxy (Kim, 1981). Sont représentées les limites en traction
et compression uniaxiale en fonction de ’angle a compris entre la direction des fibres et celle
de la sollicitation. Le résultat analytique obtenu avec le critere de rupture Cryp = Ghom3 et
représenté par les courbes en trait plein reproduit parfaitement les points expérimentaux en

compression (X (a)).

Remarque On notera que pour obtenir la courbe de traction X% () correcte (traits pleins),
les auteurs sont amenés a introduire un critére d’interface matrice/fibre. Pour arriver a ce
résultat dans une approche multiphasique, il faudrait renoncer & I'hypothése d’adhérence

parfaite et se donner un critére de rupture portant sur la force d’interaction entre les phases.

3. le critére de rupture de la matrice étant celui de Von Mises.
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5 Conclusion

Arrivés au terme de ce chapitre, nous avons construit un modéle mécanique cohérent en
s’appuyant sur la méthode des puissances virtuelles. Utilisant un cadre thermodynamique,
nous ’avons complété des nécessaires lois de comportement, élastique puis élasto-plastique.

Nous avons enfin précisé le critére de rupture du milieu multiphasique naturellement associé.

Pour situer ce corpus de modélisation par rapport aux travaux antérieurs, nous avons comparé
les résultats donnés par le modéle avec ceux fournis par la littérature sur 1'élasticité des

composites a fibres d’'une part, sur leur critére de rupture d’autre part.

Dans le domaine élastique, il semble que la modélisation multiphasique ne donne de bons
résultats que pour des proportions volumiques de renforcement faibles (<10%). En calcul a la
rupture, le formalisme multiphasique reproduit par contre complétement les résultats obtenus
par homogénéisation, qui ont été validés expérimentalement pour des fractions volumiques

quelconques.

Espérant avoir convaincu le lecteur du bien-fondé du modéle multiphasique, nous l'invitons

maintenant a se familiariser avec son formalisme par 1’étude analytique de quelques problémes.



Chapitre 3

Solutions analytiques de problémes

multiphasiques

Ce chapitre est consacré a la résolution analytique de problémes pour lesquels le

matériau renforcé est représenté par le modéle multiphasique.

On précise d’abord la structure de ces problémes dans le cadre de l’élasto-plasticité.
On discute l'unicité des solutions et les méthodes de résolution adaptées au modéle

général d’une part, au modéle adhérent d’autre part.

On résout ensuite successivement trois problémes :

e la compression simple en élasto-plasticité. Traité dans le cadre adhérent, ce
probléeme illustre les phénoménes d’écrouissage associés a la plastification pro-

gressive des phases d’un systeme multiphasique.

e la compression en déformation plane. Il s’agit de mettre en ceuvre le modéle
général en élasticité. On introduit la notion d’effet de bord reliée a la densité

d’interaction entre les phases.

o la convergence d’un tunnel boulonné. On utilise le modéle général en élasti-
cité, et en géométrie cylindrique. On met en évidence notamment la distribu-

tion classique des efforts d’ancrage dans les boulons.
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1 Structure générale des problémes et méthodes de résolution

1.1 Introduction

L’objet de la mécanique des milieux continus est de déduire des sollicitations imposées & un
systéme son évolution en terme de déplacements, déformations et efforts intérieurs. Si I’évolu-
tion est supposée quasi-statique, on se raméne a une succession de problémes d’équilibre dans
lesquels sont négligées les forces d’inertie. Dans ’hypothése des petites perturbations, 1’écri-
ture des équations de champ (équilibre local et comportement du matériau) et des conditions

aux limites définit un probléme bien posé.

Pour les systémes modélisés par un milieu multiphasique, la forme des équations de champ
et des conditions aux limites est différente selon qu’on traite le modéle général ou le modéle

adhérent.

On présente dans cette section la structure de ces deux types de problémes en se limitant a
I’hypothése des petites perturbations qui permet de raisonner sur une configuration géomé-
trique fixe donnée. On discute ensuite, dans chaque cas, 'unicité de la solution et les méthodes

de résolution adaptées.

1.2 Probléme d’élasticité - modéle adhérent

Dans le cadre de I'’hypothése d’adhérence parfaite, toutes les phases ont le méme champ de
déplacement §. On définit alors les variables de déformation totale € et de contrainte totale X,
de fagon & pouvoir se ramener formellement aux équations du milieu continu classique (chap.
2, section 1.7).

1.2.1 Forme des sollicitations

L’évolution étant supposée quasi-statique, les sollicitations appliquées a un systéme S occu-

pant un volume §2 sont de deux types (Salencon, 1996b, chap. 8):

o des forces volumiques p(z) F(z) intervenant dans 1’équation locale d’équilibre (2.38),

o des conditions aux limites, correspondant & la donnée en chaque point de 02 de trois

composantes orthogonales entre elles dans 1’ensemble des six composantes des vecteurs
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contrainte T' et déplacement ¢ :
(

Ti(z) = T (z)sur St,

)

Gilz) = &l(z) sur Sg

avec Se;, UST, =09 ,1=1,2,3

S&' N STl- =0

1.2.2 Champs de contrainte statiquement admissibles et champs de déplacement

cinématiquement admissibles

La distinction entre les conditions aux limites portant sur les efforts et celles portant sur les

déplacements conduit a l'introduction des notions suivantes:

o Un champ de contraintes totales ¥ est dit statiquement admissible (S.A) avec les données

en effort §’il vérifie:
divX(z) + p(z) F(z) =0 Vz e
(3.2) Sij(@)n;(z) = T (z) Vo€ Sy, i=1,23

n(z) vecteur normal extérieur & 02 en z

o Un champ de déplacement £ est dit cinématiquement admissible (C.A) avec les données

en déplacement s’il vérifie :

33) &(x) continu et contintiment différentiable,
3.3

1.2.3 Unicité de la solution

La résolution d’un probléme multiphasique ! adhérent consiste en la détermination d’un couple
(é, ;) tel que:

o X est statiquement admissible au sens de (3.2),

o { est cinématiquement admissible au sens de (3.3),

e X et la déformation € associée a ¢ sont reliées par la loi de comportement globale du

milieu multiphasique:

(3.4)

4
I

ll[E=
[Im

1. On entend par cette expression tout probléme de mécanique comportant une modélisation multiphasique
du matériau constitutif du systéme étudié.
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La réponse de chaque phase s’obtient ensuite comme sous-produit en écrivant d’abord la

compatibilité géométrique des déformations:

Il
s
I

M

(3.5)
6r - g:g'/'@grze’r’r) lr:]""N

puis le comportement propre de la phase considérée:

IS
|
s

(3.6)

En appliquant le principe des puissances virtuelles et en utilisant la convexité de la densité
d’énergie libre 4(€) (Eq.2.73), on montre que le champ £ solution minimise une fonctionnelle,
dite énergie potegtz'elle sur ’espace des champs cinématiquement admissibles. La démons-
tration est formellement identique & celle donnée dans Salencon (1996b, chap. 10) pour le
milieu continu de Cauchy. De cette propriété découle 'unicité de la solution du probléme

multiphasique adhérent en élasticité et en petites perturbations.

1.3 Probléme d’élasticité - modéle général
1.3.1 Forme des sollicitations

Dans le modéle multiphasique général, chaque phase a une cinématique distincte, et est régie
par des équations d’équilibre propres. Les sollicitations appliquées et les conditions aux limites

doivent donc étre explicitées indépendamment pour chaque phase.

Plus précisément, les sollicitations sont classées comme & la section 1.2.1 pour chaque phase

j€{m;r=1,..N}, chaque quantité étant maintenant indicée par j. On distingue donc:

o les forces volumiques p/(z) F’(z) intervenant dans I’équation locale d’équilibre de la

phase 7,

o les conditions aux limites, correspondant a la donnée, pour chaque phase j, et en chaque
point de 99 de trois composantes orthogonales entre elles dans I’ensemble des six com-

posantes des vecteurs contrainte 77 et déplacement §j :

(
T/(2) = T(z) sur Spy
Hz) = &Y(2) sur Sy
37) £
ng U STj = 0N
avec : : i=1,23 , je€{m;r=1,..N}
| ngj_' N ST,E]‘ =
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Exemples Nous allons illustrer ces notations de facon & montrer que la complexité apparente
de spécification des conditions aux limites n’est pas purement formelle. Il suffit d’imaginer le
cas d’une fondation constituée d’un chevétre trés rigide reliant des inclusions de renforcement
placées verticalement dans le sol, de sorte qu’il n’y ait pas de contact entre ce chevétre et
le sol (fondation « sur pilotis » schématisée sur la figure 3.1-a). La zone renforcée étant
modélisée par un milieu multiphasique, le chargement du systéme se fait en imposant d’une
part un déplacement vertical en téte pour la phase renforcement, et d’autre part un vecteur
contrainte nul pour la phase matrice. Si par contre, on considére une semelle rigide reposant
sur un volume de sol renforcé par micropieux, et qui est en contact avec le sol (radier de pieux
schématisé sur la figure 3.1-b), on imposera un déplacement vertical identique pour les deux

phases.

chevétre radier

i,
T

sol mou
7/ /S 777777772777777
substratum rigide substratum rigide
a - Fondation sur pilotis b - Fondation mizte

Fi1G. 3.1: Exemples de fondations sur sol renforcé

1.3.2 Champs de contrainte statiquement admissibles et champs de déplacement

cinématiquement admissibles

Compte tenu de la forme de données, nous généralisons maintenant les concepts introduits en

1.2.2 au cas du modéle multiphasique général.

o Un ensemble de champs d’efforts intérieurs (gm ;o' 1T, r=1,.. N) est dit statique-

ment admissible avec les données en effort s’il vérifie:

. m( oy m( m(oy N T(p) =
(3.8) div g™ (z) + p" (z) F™(z) + >,-, I'(z) = 0

div(o"(z)e, ®e,) +p () F" —1I"=0, r=1,.N
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et?

2

(3.9 Ujk(g)nk(g) = Tz-d’j(g) Vz e STij , 1=1,23 , je{m;r=1,..N}

n(z) vecteur normal extérieur a 92 en =

e Un ensemble de champs de déplacement (§] ,j€{m;r=1,..N}) est dit cinématique-

ment admissible avec les données s’il vérifie:

(3.10) ¢J(z) continu et continiment différentiable,
3.10 -

z)=¢Y (@) Yee Sy, i=1,23 , je{m;r=1,.N}

1.3.3 Unicité de la solution

Ayant défini les déformations de chaque phase par (2.40), la résolution d’un probléme multi-

phasique consiste en la détermination de champs (gj N A | ’") tels que:

e (¢™; o ; I") statiquement admissible au sens de (3.8) et (3.9),
. (§] ,j€{m;r=1,..N}) cinématiquement admissible au sens de (3.10),

e Les champs d’efforts intérieurs soient associés aux champs de déformation par les lois

de comportement :

(3.11) o' = a¢", r=1,.N
L g],?",(ér_ém)’ ’I“Zl,..N
A partir de ce formalisme, il est aisé de montrer que la solution d’un probléme multiphasique

minimise la fonctionnelle d’énergie potentielle sur I’espace des champs C.A (voir plus loin le

chapitre 4, section 4). On en déduit alors I'unicité de la solution.

1.4 Meéthodes de résolution

S’inspirant des méthodes directes applicables au milieu continu de Cauchy (Salencon, 1996b,
chap. 8), on détaille le processus de résolution des problémes multiphasiques dans le cadre

élastique, puis élasto-plastique.

2.0nnoteg" =0"¢, ®e, pourr =1,.. N.
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1.4.1 En élasticité

Que le modéle retenu soit adhérent ou non, la résolution s’articule de la facon suivante:

e On choisit les inconnues principales du probléme: champ(s) de déplacement C.A (resp.
champ(s) de contrainte S.A) avec les données. Ce choix est dicté par 'intuition méca-
nique, les symétries, la forme des données, etc. Selon le cas, on parle de méthode des

déplacements ou de méthode des contraintes.

o Dans la méthode des déplacements, on calcule & partir du (des) champ(s) §j les dé-
formations, puis les contraintes partielles associées par la (les) loi(s) de comportement.
On astreint les champs obtenus & vérifier les équations d’équilibre et les conditions aux

limites en effort.

o Dans la méthode des contraintes, on déduit inversement le(s) champ(s) de déformation
du (des) champ(s) de contrainte, et par intégration le(s) champ(s) de déplacement. On
vérifie les conditions aux limites en déplacement, et dans le modéle général la compati-

bilité géométrique des déformations entre les différentes phases.

Dans tous les cas, le résultat d’unicité assure qu’on a la solution si toutes ces équations sont

vérifiées.

1.4.2 En plasticité

Si le modéle adhérent a conduit & une simplification du formalisme dans le cadre de 1’élas-
ticité, il n’en va pas de méme en élasto-plasticité. Il suffit de se rappeler la forme complexe
du critére (2.106) et des lois d’évolution (2.112) pour s’en convaincre. Si I’étude théorique du
comportement élasto-plastique global permet de mieux comprendre les phénoménes d’écrouis-
sage dans le matériau renforcé, son utilisation directe n’est pas appopriée pour la résolution

de problémes. Aussi va-t-on préférer la stratégie exposée maintenant.

Ayant déterminé les paramétres de chargement du systéme, on commence par écrire la solution
élastique, en utilisant la démarche présentée au paragraphe 1.4.1. On traite ensuite la plasticité
de chaque phase séparément. Connaissant les contraintes partielles gj , on peut évaluer chaque
critére de plasticitée f7 (gj ). On détermine ainsi la limite élastique du systéme, et le point de

la phase qui plastifie en premier au cours du chargement.

On fait ensuite une hypothése sur les phases et les domaines géométriques de ces phases qui
entrent en plasticité. Sur ces domaines, on écrit les lois d’évolution élasto-plastiques, c’est
a dire la régle d’écoulement et la condition de cohérence, et ce dans le formalisme de la
phase considérée. Sur les domaines complémentaires, les lois élastiques sont encore valables.
On obtient ainsi un systéme différentiel sur chaque domaine, que I'on résout & l'aide des

conditions aux limites et de continuité des solutions entre les domaines. On vérifie a posteriori
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la validité des hypothéses, notamment en s’assurant de la positivité du (des) multiplicateur(s)

plastique(s).

1.4.3 Conclusion

Pour résumer, les méthodes de résolution classiques pour les milieux continus se transposent
au milieu multiphasique sur chaque phase. Comme on le verra plus loin, cette remarque
fondamentale est a l'origine de I’algorithme de résolution numérique en plasticité (chapitre 4,
section 3.3.2).

La combinaison des équations conduit ici & des systémes différentiels couplés, au lieu des

équations habituelles de Navier ou Beltrami (Salengon, 1996b, chap. 8).

11 est intéressant de comparer ici une approche par homogénéisation au modeéle multiphasique.
Utilisant la premiére, Bernaud et al. (1995) déterminent un critére de rupture équivalent
pour le matériau renforcé, utilisé ensuite comme critére de plasticité. La difficulté dans la
résolution d’un probléme aux limites se situe au niveau de l'exploitation de ce critére dont
I’expression est en pratique relativement complexe. Par contre, le formalisme et les méthodes
de résolution sont ceux du milieu continu. Dans le cadre multiphasique, la difficulté se retrouve
non dans le comportement, mais dans le couplage des équations. Celles-ci sont par contre plus
simples & écrire séparément, puisqu’elles font intervenir un comportement de phase plus facile

a expliciter.

Apres avoir donné un cadre permettant de bien poser les problémes multiphasiques, nous
allons appliquer les méthodes décrites dans cette section a la résolution analytique de quelques
problémes. La solution de ces problémes servira de référence pour la validation des méthodes
numériques (chapitre 5). De fagon & illustrer les différentes démarches, nous avons retenu des
problémes adhérents ou non, dans le cadre élastique ou élasto-plastique. Chacune des trois

sections suivantes est consacrée a un probléme type.
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2 Comportement élasto-plastique en compression simple d’une

éprouvette renforcée

Comme premiére application du modéle multiphasique, on traite dans cette section le probléme

de la compression simple. On travaille dans le cadre de ’adhérence parfaite en élasto-plasticité.

2.1 Position du probléme
2.1.1 Géométrie et matériau
On considére une éprouvette cylindrique homogéne de hauteur H reposant sans frottement

sur le plan horizontal y = 0 (surface Spy). Sa face supérieure Sy est en contact sans frottement

avec un plateau rigide imposant un déplacement vertical —d(¢), 6(¢) > 0 (figure 3.2).

A
H

| S,

)

FiG. 3.2: Compression simple d’une éprouvette renforcée

Le matériau constitutif de I’éprouvette est un composite renforcé dans une seule direction
¢,, que l'on prendra successivement égale a e, (compression longitudinale) puis e, (compres-
sion transverse). Il est modélisé par un milieu biphasique dont les caractéristiques sont les

suivantes :

« la phase matrice est élastique parfaitement plastique. L’élasticité isotrope est représentée
par le module d’Young E™ et le coefficient de Poisson v. Le critére de plasticité retenu

est celui de Von Mises. Notant s le déviateur du tenseur g™ et J3 le second invariant :

(3.12) st=g"—-trg"l , Jo=-5":5" =2 5" &

1
2

Lol =
N | —
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on écrit le critére sous la forme:

3
(313) e = ViR - =2 g oy
Le parameétre o7 est alors la limite en traction-compression simple de la phase matrice.

o La phase renforcement est élastique parfaitement plastique. Sa rigidité est notée E",
sa limite en traction compression o,. On rappelle que ces quantités sont obtenues en
multipliant la fraction volumique des inclusions respectivement par le module d’Young
et la limite en traction du matériau de renforcement. Le critére de plasticité s’écrit

simplement :

(3.14) fH(o") =o' =g

2.1.2 Chargement et conditions aux limites

Conformément & la description faite en 1.2.1, les sollicitations sont les suivantes :

o les forces volumiques sont nulles: p(z) F'(z) = 0.

o Le contact est sans frottement sur Sg et Sp. T = X - n désignant le vecteur contrainte

sur une facette de normale n, ces conditions s’écrivent :

(3.15) Ty=0)-e,=T(y=0)-e,=T(y=H) e, =T(y=H) e

k=2 =3 S

La normale & Sy et Sy valant respectivement +e,, il vient:

(3.16) Yoy =2y, =0poury=0ety=H

e La surface S, est libre de contrainte:

(3.17) X(z)-n=0pour z € Siet, n € (Ox2)

o Les déplacements imposés s’écrivent :

(3.18) &y =0sur Sy , & =—0surSy

2.2 Renforcement longitudinal
2.2.1 Evolution élastique

Dans cette section, on choisit e, = e,. Compte tenu de 'homogénéité de I'éprouvette et du

choix des conditions aux limites, on recherche la solution du probléme en contrainte totale sous
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la forme d’'un champ uniaxial constant ¥ = —Y e, @ e, qui est bien statiquement admissible

avec (3.16),(3.17). La décomposition sur les phases impose:

(3.19) = (0"+0")e,®e, =Yg, ®e¢,

L’élasticité de la phase matrice donne le tenseur des déformations:

1
(3.20) €=¢"= ,Jm” "~ a1
soit :
-0
(3.21) E= [e,@e,—v(e, ®e, +e,®e¢,)]

Celle de la phase renforcement donne alors:

ET‘

(3.22) of =B & =B €= (-2 0")

De (3.22) et (3.19), on déduit les contraintes partielles de compression :

Em
ET‘
(323—b) O'T = —m by

et de (3.21) le tenseur des déformations:

-3

3.24 = —

[§y®gy_y(ga: ®§x+§z ®Qz)]

Ce champ étant constant, on I'intégre directement, avec les conditions aux limites (3.18) pour
obtenir le champ de déplacement :

{(z)=€-z

(3.25) iy

Sy lye, —v(ze, + z¢,)]

Cette derniére équation permet de relier le déplacement du plateau —d a la contrainte totale
-
by 0

(3.26) Entm  H W

Remarque Les résultats sont similaires & ceux obtenus pour un essai de compression sur
matériau non renforcé. On constate de plus ici que les contraintes partielles sont réparties
proportionnellement a la rigidité de chaque phase. La courbe de chargement (§/H , X) est

linéaire, et on peut identifier le module d’Young longitudinal global du matériau renforcé :

(3.27) Ep=E"+ E
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2.2.2 Evolution élastoplastique

On doit tout d’abord déterminer la limite d’élasticité du systéme et la phase qui plastifie en

premier®. Pour cela, on évalue le critére de plasticité global (2.106) :
F(X) = max {f™(™) . f (")}

(3.28) Em E"
= max {mz—“?” WE—UZ}

La limite d’élasticité est donc:

E™ + E' E™ 4+ E
(3.29) »° = min {a;" EJ; . of ; }

Elle est atteinte pour une déformation axiale:

o . o o}
(3.30) 7 = win {Em , ET}

Selon les valeurs relatives des rapports précédents, c’est la phase renforcement ou la phase

matrice qui plastifie d’abord. Le chargement étant poursuivi de facon monotone (6 > 0), on
suppose que la phase pour laquelle le critére est saturé reste plastique tandis que ’autre reste

élastique. On envisage successivement les deux possibilités de premiére plastification.

2.2.2.1 Phase renforcement plastifiée D’apres (3.30), sa limite en compression est
atteinte pour 6/H = 0" /E". Pour § > 0 on a donc:

(3.31-a) o' = —o
(3.31-b) o" = —-YX+4o,

Par ailleurs, la phase matrice reste élastique, d’ou:

X +o

(332) g: TO [Qy®§y _V(Qa: ®Q:L‘+§z ®§z)]
Se rappelant que €,,= —J/H, cette derniére égalité fournit la courbe de compression sous la
forme:

m 5 T
(3.33) Y=F T + o,
On obtient la déformation plastique en écrivant ensuite le comportement de la phase renfor-
cement :
(3.34) o' =E" (" —¢,) = —0, avec e =€y
soit :

1 1 by
(335) 6; = 02 <E—m + ﬁ) - E—m
. off OfT ‘ by 0

Comme €, = A" 8£T et B(J;" = —1 dans le cas présent, on vérifie que A" = i est bien

positif tant que la compression se poursuit.

3. En toute rigueur, on cherche le premier point z pour lequel le critére de plasticité est saturé. Ici, ’essai
est homogéne, donc tous les points de la phase considérée atteignent simultanément la limite d’élasticité.
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2.2.2.2 Phase matrice plastifiée Elle atteint sa limite en compression pour §/H =

ol'/E™. L’état mécanique du systéme a ce stade du chargement est défini par:

(3.36-a) o™ = —ol
E"
(3.36-b) o’ = —gm ol
E"+ E"
(336-C) N = Zel = U?T
m
(3'36'(1) € = _z_om [Qy ® €y —V (Q:v e, +e,d Qz)]

Cet ensemble constitue I’état initial & partir duquel les équations de la plasticité s’écrivent

sous forme incrémentale :

(3.37) g =" = gem + ggl (Décomposition du taux de déformation)
1
(3.38) e = ;—my om - ELm tra™ 1 (Comportement élastique)
(3.39) Em =\ or =" \/3/2 =4 (Régle d’écoulement)
= dg™ 5™
of"™  m i )
(3.40) 9o L = 0 (Condition de cohérence)
om =

Le caractére uniaxial de ; et donc de ¢™, associée a (3.40) implique::
(3.41) m=0 , N=-4"

La contrainte partielle dans la phase matrice reste constante et égale & o]". Celle de la phase

renforcement vaut donc:
(3.42) o' ==X+
En terme de déformation, on déduit successivement de (3.38) puis (3.37):

(3.43) M= , E=gm | &
—e = D

||

= €py
Compte tenu de la forme (3.13) du critére, la régle d’écoulement (3.39) donne par ailleurs

aprés simplification :

. : 1

On tire alors de I’élasticité de la phase renforcement, et de (3.43), (3.44):
(3.45) Y =—¢"=E\"

On vérifie sur cette équation que le multiplicateur plastique A est toujours positif tant que le
chargement est croissant (X > 0). L’intégration de (3.45) compte tenu des conditions initiales
(3.36-c) donne:

mE™+ E"

(3.46) S=o) =

+ ET )™
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ce qui permet d’exprimer le multiplicateur plastique:

X 1 1
(3.47) A = o Ugn(E_m 4 ﬁ)
L’intégration de (3.44) avec la condition initiale (3.36-d) donne la déformation apres plastifi-

cation de la matrice:

m
(3.48) €= —;‘:n [Qy ®e, —v(e,®e, +e,® e,)l
P ms 1 1 1
+ - (gt |me®etile®e e )
De cette derniére égalité découle ’expression de la courbe de chargement :
0
(349) Z = Erﬁ + Ogn

Remarque  Aprés le début de la plastification de la phase matrice, celle-ci subit une
contrainte uniaxiale constante —o7". Tout incrément de chargement X est repris par la phase
renforcement. On reconnait sur (3.48) la somme de la déformation élastique constante, et de

la déformation plastique fonction affine de X.

2.2.3 Rupture par écoulement plastique libre

Dans chacun des cas que I'on vient de traiter, la solution est valable tant que la phase supposée
élastique le reste effectivement. Si la phase renforcement a plastifié la premiére, la solution
(3.31-b) reste valable tant que f™(g™) < 0, soit:

(3.50) N <ol +o)

Si c’est d’abord la phase matrice, la solution (3.42) reste valable tant que f"(o") < 0, ce qui
conduit au méme résultat. On montre alors dans les deux cas qu’il y a écoulement plastique

libre des deux phases.

2.2.4 Récapitulatif des résultats et interprétation

La figure 3.3 représente la courbe de compression longitudinale du matériau renforcé dans
les deux cas étudiés. Le comportement est d’abord élastique, le module d’Young longitudinal
global valant E™ + E". Pour un écrasement critique 6/H = min {o'/E™ , o, /E"}, une des
deux phases plastifie en tout point. La courbe de compression s’infléchit, le module d”Young
tangent valant celui de la phase restée élastique. Pour 6/H = max {o)'/E™ , 0} /E"}, la
deuxiéme phase plastifie et il y a écoulement plastique libre du composite. La charge limite

vaut X = o))" + o}, c’est & dire la somme des limites en compression des deux phases.

L’état mécanique du systéme étant homogeéne, la courbe de compression peut également s’in-
terpréter comme le comportement élasto-plastique du composite en chaque point. Le phéno-

méne d’écrouissage traité de fagon théorique au chapitre 2, section 3.2 apparait ici clairement.
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Fi1G. 3.3: Courbes de compression longitudinale

On a porté sur la figure 3.4 la courbe de compression précédente, et en traits pointillés la
courbe de compression obtenue par un modéle parfaitement plastique, pour lequel le critére
de rupture global calculé par une méthode d’homogénéisation est ensuite utilisé comme cri-
tére de plasticité (Greuell, 1993; Greuell et al., 1994). L’approximation faite dans ce modéle

se mesure donc a ’étendue de la surface grisée.

by
A

(Greuell)

¥ b=
Y=o+ 0} ---;" = >
, N\
modéle
i

multiphasique

9
H
>

Fi1G. 3.4: Mise en évidence de l’écrouissage - Compression longitudinale

Remarque Les courbes de la figure 3.3 rappellent celle du probléme classique des « trois
barres » en élasto-plasticité (Salencon, 1994, Chap. 2). La plastification successive des barres
sollicitées en traction, séparément élastiques parfaitement plastiques, donne également une
réponse globale avec écrouissage. C’est bien, dans chaque cas, 'apparition progressive des

déformations plastiques géométriquement incompatibles qui explique ce résultat.

Pour visualiser de fagon complémentaire le phénoméne d’écrouissage, on a étudié dans le cas
d’une sollicitation biaxiale les domaines d’élasticité initial D et actuel D? ainsi que I’évolution
du parameétre d’écrouissage p. Les résultats sont présentés dans 'annexe E. Il apparait ainsi
que D’ est obtenu par intersection d’'un domaine £” relatif & la plastification de la phase

matrice, et d’'un domaine B” relatif & la plastification de la phase renforcement. Chacun de ces
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domaines évolue de fagon indépendante en fonction de p. L’écrouissage associé a 1’évolution
de D n’est ainsi ni de type cinématique ni de type isotrope. Pour le cas particulier de la
compression longitudinale traitée dans cette section, on observe clairement que le domaine D*

est « entrainé » par le trajet de chargement (Salencon, 1994).

2.3 Renforcement transverse
2.3.1 Evolution élastique

Dans cette section, on choisit e, = e,. L’état de contrainte global est toujours uniaxial, de

la forme ¥ = —Xe, ®¢,. Le tenseur des contraintes partielles dans la phase matrice s’écrit
donc:
(3.51) g"=-0"¢,®e, —Ye,®e,

On en déduit la déformation associée par (3.20) :

1

52 = —
652 &=

{[—UT—FVZ]QL,@QT—F[VUT—Z]§y®§y+l/[ar+2]gz®ﬁz}

L’élasticité de la phase renforcement s’écrit :
T
Em

(3.53) o' =E" €3,= (—o" +vY)

En résolvant cette équation, puis en reportant dans (3.52), on obtient successivement :

, vE"
(354-&) g = m
ET
(3.54-b) a" = -3 {myiwgm®gx+gy®§y}
et:
(3.55)
-

g:

Em + E"

E" ET
{_Vﬁm®ﬁx+[1+Em(l—Vz)]gy‘g’ﬁy_V[l"‘(l"‘V)E—m]Qz@Qz}

On constate que par « effet Poisson », la phase renforcement est sollicitée en traction (6" > 0)

pour une compression globale —3..

Le champ de déformation étant homogene, il s’intégre trivialement pour donner le champ de

déplacement { = € - z. La condition a la limite (3.18) permet d’écrire ici encore:

9
H
Retenant le terme e, ® ¢, de (3.55), et compte tenu de (3.56), on obtient I’équation de la

courbe de compression transverse sous la forme:

(3.57) S =Br o
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ou le module d’Young transverse global Er vaut :
E™+ E"

E?"
Em(l — 1/2)

(3.58) Br =

1+

2.3.2 Evolution élasto-plastique

Pour connaitre quelle phase plastifie en premier au cours du chargement, on évalue les critéres
de plasticité (3.13), (3.14) sur 'état de contrainte (3.54). Il vient :

@™ = VE + (07 ~ Bo" — oy’

)
(3.59) =TT V(E™+E)2 4+ (VE)?2 —vEr (E™+ E") — o
et:

T T VET T
(360) f (0 ) :Zm—ao

La limite élastique en compression est donc:

(3.61)

s _ i o, (E" + E") oo (E™ + E")
V(E™+E)2 4+ (vE)?2 —vE (E"+E") vE"

Pour caractériser 1’évolution élasto-plastique, on distingue ensuite deux cas selon la phase qui

plastifie en premier.

2.3.2.1 Phase renforcement plastifiée La phase renforcement étant sollicitée en trac-

tion, on a pour ¥ > X¢ .

(3.62-a) o' = o)
(3.62-b) "= —0,e,®e,—Ye,®e¢,

S|

Le tenseur des déformations a la forme (3.52), ou l'on a remplacé o” par o}. On en déduit

I’expression de la courbe de compression aprés plastification de la phase renforcement :
m (5 T
(3.63) Y=F I +vo,

et la déformation plastique dans la phase renforcement :

(3.64) "> U,( 11 >
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2.3.2.2 Phase matrice plastifiée A partir du point de premiére plastification, et pour
une compression ¥ croissante, le critére f™(g™) est constamment saturé. En reportant I'état
de contrainte (3.51) dans (3.13), on voit que le couple (o, X) est astreint a se déplacer sur
une ellipse d’équation :

(3.65) ¥ %o+ (6"~ (6™)?=0

o
On explicite maintenant les équations incrémentales (3.37)-(3.40). Le taux de contrainte

s’écrit :

(3.66) M=—6"¢,®e,—Ye,®e,

Lz

ISQ

Le taux de déformation élastique associée vaut (voir (3.52)):

1 . . .
(3.67) e = ﬁ{[—dr—i-uz]gm@gm—i-[uﬂ —E]gy®gy+u[dr+2]gz®gz}

Pour calculer le taux de déformation plastique (3.39), on commence par évaluer le déviateur

des contraintes :

(3.68) "= g{[Z—2ar]gm®§m+[UT—QE]gy(X)gy—i-[UT—i-E]gz@Qz}

Le critére étant constamment saturé, on a de plus:

m 2 m
(3.69) 5™l = /5 7

Le taux de déformation plastique (3.39) vaut donc:

}\m
(3.70) 2;” = 20T {[2—207]§$®§x+ [0" —2X]e, ®e, + [U’"+Z]gz®§z}

On exploite ensuite 1’élasticité de la phase renforcement, soit successivement :

ST T _ T am __ ppram -m
o =K ESCSC_E 6mm_E [6e,mm+6p,:n:r]

— E
Bm 200

On déduit de cette expression la valeur du multiplicateur plastique:

A 6" (E™ 4+ E) ~vE'Y
20m  EMET (X —20")

(3.72)

On exprime ensuite le taux de déformation dans la direction de compression en additionnant
les contributions élastique (3.67) et plastique (3.70), et en utilisant dans cette derniére la

valeur de A™ précédente. Tous calculs faits, il reste:

vé"—% " (E™+E")—vE"Y

(373) Sw = "Em E"E (S —207)

(0" —23)
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A partir du point de limite d’élasticité caractérisé par $¢ (3.61), I’équation de la courbe
de compression transverse est donc donnée sous la forme différentielle (3.73), dans laquelle
o” est implicitement relié & X par 'équation de lellipse (3.65). Pour résoudre, il faut donc

paramétrer ’ellipse. On retient la forme suivante du paramétrage :

2
3.74-a o' = —o, siné6
( ) V3
2
(3.74-b) S = o™ sin(f+ 1)
V3 3

En substituant (3.74) dans (3.73), on obtient aprés simplification :

2 m
fEm

L’équation explicite de la courbe de chargement en phase élasto-plastique s’obtient donc en

(3.75) Eyy =

E™+ E" 20
{2yc050—cos(0+3)+2 + cos }

E™ /3 sin6—cos 0

intégrant (3.75) a partir de la limite élastique. En ce point, la déformation vaut €,,= el /Er
et on note 6y la valeur correspondante du parameétre. On a finalement en coordonnées para-

métriques :

( 2 ol
Syy = EelET+\/—Em

(3.76) JrEm+ET{3l tan /2 — 2+ /3 \/_—tan0/2}]
o

[2ysin 6 — sin(6 + %)

E" 4" tan 0/2+2+\/_ 1 + tan? 6/2

)

2
Y = —o) sin(@+ 3

L V3

On peut vérifier que la condition de cohérence (3.40), qui s’exprime ici sous la forme:
(3.77) (Z—-20")6"4 (6" —28)2 =0

est trivialement vérifiée pour le paramétrage (3.74). Par ailleurs, le multiplicateur plastique

(3.72) s’exprime en fonction du paramétrage sous la forme:

: 2 ol . E™"+ E" cos 0
(3.78) jm — 2 % <_V N ‘ )
V3 E™ E™  sin(§ —0)
Il est donc toujours positif pour 0>0ete [0; %], qui est 'intervalle dans lequel on se place

puisque X > 0 et ¢" > 0 dans notre essai.

2.3.3 Interprétation des résultats

Pour illustrer les développements analytiques précédents, on représente pour différentes va-
leurs des parameétres la courbe de compression transverse dans l'espace (— €,,= §/H , ¥),
et le trajet de chargement dans 'espace (¢”, X). Reprenant le méme plan qu’a la section

précédente, on considére deux cas selon la phase qui plastifie la premiére.
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a - Courbe de compression b - Trajet de chargement dans le plan (¢”, X)

F1G. 3.5: Compression transverse - Plastification de la phase renforcement en premier

2.3.3.1 Phase renforcement plastifiée On constate sur la figure 3.5-a que I’écrouissage
est peu marqué. En effet, le module d’Young tangent (voir (3.63)) vaut E™, qui est trés proche
du module d’Young transverse initial. Dans 'espace (o” , X), la solution élastique (3.54-a) est
représentée par une droite. La limite d’élasticité correspond & son intersection avec la droite
verticale 0" = o]. Lorsque le trajet de chargement atteint la frontiére de l'ellipse, il y a
écoulement plastique des deux phases. La limite en compression transverse correspond & la

valeur de X en ce point d’intersection.

2.3.3.2 Phase matrice plastifiée On représente les résultats pour deux valeurs de la
résistance en traction de la phase renforcement. Dans les deux cas, la limite élastique en
compression correspond & 'intersection de la droite de chargement élastique avec la frontiére
de Dellipse dans le plan (0", X). L’écrouissage correspond a un trajet de chargement sur la
frontiére de l'ellipse, la courbe de compression ayant pour équation (3.76). Il convient de

distinguer deux situations selon la valeur relative de o), par rapport a o".

Pour o} < o7'/2 (figure 3.6), le trajet de chargement le long de l'ellipse est interrompu pour
o" = o0]. 1l y a alors écoulement plastique des deux phases. On remarque que ’on se trouve
en deca du « sommet » de l’ellipse. La courbe de compression 3.6-a montre un point anguleux

lorsque se produit 1’écoulement plastique libre.

Au contraire, pour o}, > o' /2 (figure 3.7), la courbe de compression tend asymptotiquement

vers la valeur limite. L’abscisse €,, (Eq.(3.76)) tend en effet vers 'infini lorsque 6 tend vers
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Fia. 3.6: Compression transverse - Plastification de la phase matrice en premier (faible résis-

tance des renforcements (o} < ol'/2))

§» qui correspond au sommet de lellipse. Dans Iespace (6", %), le trajet de chargement
ne rencontre jamais la droite ¢ = o]. Il y a asymptotiquement écoulement plastique de la
matrice, tandis que les renforcements restent dans le domaine élastique. On retrouve ainsi sur
cet exemple les différents modes de rupture présentés dans un cadre général au chapitre 2,

section 3.3.
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F1a. 3.7: Compression transverse - Plastification de la phase matrice en premier (forte résis-

tance des renforcements (o}, > o'/2))
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3 Compression en déformation plane (Modéle biphasique gé-

néral)

On s’intéresse dans cette section a la résolution du probléme de compression en déformation
plane d’'une éprouvette constituée d’un matériau renforcé. On met ici en ceuvre la modélisation

biphasique générale, et on se limite au comportement élastique.

3.1 Position du probléme
3.1.1 Géomeétrie et matériau

On considére une éprouvette homogeéne, de forme parallélépipédique, de hauteur H et de
largeur 2 L. Elle repose sans frottement sur le plan horizontal y = 0, et est soumise & une
compression uniaxiale globale de la forme ¥ = —X ¢, ® ¢, par l'intermédiaire d’un plateau

rigide parfaitement lisse imposant un déplacement vertical —d (figure 3.8).

2L
. S —

Y * 5

|
I

FiG. 3.8: Compression en déformation plane d’une éprouvette renforcée

Le matériau constitutif de I’éprouvette est un composite renforcé dans la direction e, modélisé
par un milieu biphasique. Contrairement & la section précédente, on ne suppose pas l’adhérence
parfaite entre les phases. On se restreint ici a la compression transverse (vis a vis de la direction

de renforcement).

Les caractéristiques élastiques de chaque phase sont les mémes qu’a la section précédente (voir

page 100). On note A et y les coefficients de Lamé de la phase matrice?.

On compléte la description du comportement en précisant I'interaction entre les deux phases
(Eq.(2.58)). En l’absence de forces de volume, ’équation d’équilibre de la phase renforcement
(2.29-b) impose que la densité d’interaction I soit colinéaire & la direction de renforcement e,.

En supposant que I ne dépend que du déplacement relatif dans la direction de renforcement,

4. On omet l'exposant ™ pour alléger les notations.
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on peut mettre la loi de comportement d’interaction sous la forme :

(3.79) IT=cr(&—& e,

3.1.2 Chargement et conditions aux limites

Comme on I’a vu & la section 1.3.1, il faut ici préciser les sollicitations par phase:

Il n’y a pas de forces de volume: p"(z) F"(z) = p™(z) ™ (z) = 0.

mo —

o Le contact sans frottement implique Ty

oy =0poury=0ety=H.
o La surface latérale est libre de contrainte, séparément pour chaque phase, d’ou:

(3.80) a"(£L)-e,=0 , o' (£L)=0

Les déplacements imposés a chaque phase s’écrivent :

(3.81) §ly=0=y=0=0 , &'y=H)=¢y=H)=-6

3.2 Résolution

On cherche une solution en déplacement sous la forme:

(3.82-a) & = m(:v)gx—y%gy
(3.82-b) & = r(:v)gx—y%gy

Notant (.)’ la dérivation par rapport a z, les déformations associées s’écrivent :

)

(3.83-a) " = m'(z)e, ®e, — T9®e
(3.83-b) e = 1r'(2)
On en déduit les efforts intérieurs:

) )
(3.84-a) a” = A [m'(m) — ﬁ] 1+2p [m'(m) & ®e — ey ®e
(3.84-b) o' = dr'(2)
(3.84-0) I = Te,=c(r(@)—m@)e,

Les équations d’équilibre par phase (2.29) se simplifient ici en:

(3.85-a) divg™+1 = 0
(3.85-b) div(c"e, ®e,)—1 = 0
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En substituant (3.84)dans (3.85), on aboutit au systéme différentiel :

A+2pu)m” +ecr(r—m) = 0
(3.86)

a'r’"—c(r—m) = 0

Les conditions aux limites (3.80) conduisent a:

0
A+2u H
(3.87-b) (L) = 0

(3.87-a) m/(£L) =

En sommant les équations (3.86) et en intégrant deux fois, on obtient compte tenu de (3.87):

(3.88) a"r(z) + A+ 2u)m(z) = )\% x

On a fixé pour cela la seconde constante d’intégration correspondant & un mouvement rigidi-
fiant de translation horizontale & 0. En exprimant r(x) & partir de cette derniére équation, et
en substituant dans (3.86), on se raméne & une seule équation différentielle portant sur m(z).

On introduit alors la longueur caractéristique:

(3.89) e:\/ @’ (A +2p)

ct(A+2p+a")

et le paramétre adimensionnel :

(3.90) w =

o~

Tous calculs faits, la solution s’écrit finalement :

A ) a"  sinhwz/L
91- = —  — 14
(3.91-a) m(z) )\+2,u—|—aTH{$+ A+2pu  coshw }
by ) sinh wxz/L
91- - - @ -
(39 b) r(m) )\+2M+GT H {.’L‘ ¢ coshw }

Reportant ces valeurs dans (3.84), on déduit les efforts intérieurs. En particulier, il vient :

A ) cosh wz/L
3.92 "z)=d —————— = [1 - ——
(3.92) o'(z) = a >\+2,u+a7"H[ coshw ]
et:

A 0§ sinhwz/L
. I(z) = —ert 9

(3:93) (z) "X +2u H coshw
On vérifie également que o}, () = —o"(z). Ainsi, le tenseur des contraintes globales ¥ cor-

respond bien & une compression selon e, en déformation plane.

Y
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a - Déplacements horizontaux b - Contrainte dans la phase renforcement

Fi1G. 3.9: Compression en déformation plane d’une éprouvette renforcée - Résultats

3.3 Reésultats

On a représenté sur la figure 3.9 les déplacements horizontaux des deux phases {m(z), r(z)}

et la contrainte 0" (z) dans la phase renforcement.

Les déplacements des deux phases sont trés proches dans le noyau central de ’éprouvette.
C’est en effet le terme linéaire en z dans (3.91) qui est prépondérant. Corrélativement, la
contrainte o” est & peu prés constante. Puis les courbes de déplacement s’écartent lorsqu’on
approche des bords latéraux (z = L), et la contrainte o” tend brusquement vers la valeur

nulle imposée par la condition de bord libre.

On met ainsi en évidence un effet de bord dont la dimension caractéristique est la longueur ¢
deéfinie en (3.89), et donc directement liée a la constante d’interaction ¢;. Comme le montre
la formule (3.89), cet effet disparait (£ — 0) lorsque ¢; — 0o, qui correspond a I'hypotheése
d’adhérence parfaite. En prenant la limite des formules (3.91) lorsque £ tend vers 0, on obtient

un champ de déplacement noté §ad, identique pour les deux phases:

fad:_i |: A

3.94 - -
(3:94) H A4+2p+a”

x§m+ygy]

On retrouve donc ainsi la solution correspondant a I'’hypothése d’adhérence parfaite. Les

efforts intérieurs sont dans ce cas:

A 0
~ rad _ _ _m _ T
(3.95-a) o ol =a PNy
0 22
m,ad
. - ) g R 2 ——
(3.95-b) Tuy H <>\+ a >\+2u+a’">
0 A" +2p)
~ m,ad AR S el at
(3.95-c) om S p—

On remarque que si la contrainte totale ¥,, = o7, + 0" est bien nulle sur la surface latérale de
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I’éprouvette, en revanche la condition de bord libre n’est pas vérifiée séparément pour chaque

phase.

Reprenant les expressions (3.91), on voit que la solution générale est exactement la somme
de la solution adhérente (déplacements linéaires, efforts intérieurs constants) et de termes

correcteurs relatifs & 'effet de bord.

Pour conclure, il est intéressant de déterminer le module de compression apparent défini par:

—L

L
. / oy (7) dx
2L —5/H

(3.96) Ep.p

Introduisant son homologue dans le cas de I'adhérence parfaite (voir (3.95-b)):

)\2
3.97 ) D5 W) A —
(3.97) D.P t2p Nt2atar

on obtient aprés simplification :

A

2
m) tanh L/¢

(3.98) Epp=E&p—2¢1¢ (

La prise en compte de I’élasticité d’interaction « assouplit » donc le systéme comme on pouvait

s’y attendre.
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4 Boulonnage des tunnels profonds (Sudret et de Buhan, 1998b)

Comme on l’a montré dans le chapitre introductif, les tunnels boulonnés font partie des
ouvrages de géotechnique pour lesquels une modélisation multiphasique du matériau renforcé
constitutif est pertinente. De fagon & obtenir des résultats analytiques, nous étudions dans
cette section le cas particulier d’un tunnel profond de section circulaire. Nous allons appliquer
la méthode dite de convergence-confinement, qui permet de se ramener & un probléme en
déformations planes. En ce qui concerne la modélisation du matériau renforcé « roche +
boulons », nous utilisons successivement le modéle multiphasique général, puis le modéle

adhérent dans le cadre élastique.

4.1 Position du probléme
4.1.1 Geéomeétrie

On considére un tunnel cylindrique d’axe horizontal, de section circulaire de rayon R, creusé
dans un massif rocheux homogeéne. L’axe du tunnel est situé a une profondeur H trés grande
devant R, de sorte qu’on peut considérer le massif environnant comme infini. L’état de
contrainte initial du massif est supposé isotrope de la forme g, = —Py 1, ce qui revient a
négliger la variation de contrainte géostatique entre le haut et le bas de la section. La pression
P, correspond au poids des terres a la profondeur H. Dans toute cette section, on utilise les

coordonnées cylindriques (7, 6, z), ot (Oz) est I'axe du tunnel.

4.1.2 Schéma de renforcement

a - Schéma de boulonnage b - Cellule représentative ¢ - Modéle multiphasique

F1G. 3.10: Description géométrique du tunnel

Les boulons sont mis en place de fagon périodique dans le massif parallélement & la direction

radiale e, (figure 3.10-a). Notant (3 ’espacement angulaire entre les boulons dans le plan (r, 6)
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et p leur distance mutuelle dans la direction z, on définit la densité de boulons en paroi:
1
PBR

Si l'on considére une cellule de base du pavage périodique (figure 3.10-b), il est clair que la

(3.99) dyp

fraction volumique 7" de boulons varie avec la distance radiale r. Précisément, cette quantité
1" s’obtient comme le rapport de la section des boulons .Sy supposée constante & la section de

la cellule au point considéré, soit :

Sh R
3.100 "(r) = — = dpSp—
( ) n'(r) pBr b9
La densité de renforcement décroit donc en 1/r avec la distance radiale. Cette remarque
justifie approximation simplificatrice suivante : on va supposer dans le calcul que les boulons
s’étendent & 'infini dans le massif. Cela est cohérent avec les résultats analytiques de Greuell
(1993), et ceux numériques de Bernaud et al. (1995), qui ont montré que l'influence de la

longueur [, des boulons est négligeable dés lors que I, > 2R.

Par ailleurs, d’'un point de vue pratique, le boulonnage ne peut pas étre mis en place dans
le massif rocheux instantanément aprés creusement, mais nécessite un certain délai de pose.
On néglige ici ce phénomeéne, ce qui revient & considérer que les boulons sont en place dans

le massif dés avant le creusement.

4.1.3 Méthode convergence-confinement

Le passage du probléme tridimensionnel incluant le front de taille du tunnel au probléme en

déformations planes s’effectue a partir du raisonnement suivant (Panet, 1995).

Ac=10 0< A <1

Ac
P,=Py P=(1-XA)R P.=0
Fi1G. 3.11: Principe de la méthode convergence-confinement
Considérons un état de 'ouvrage en cours de percement, et plagons nous trés en amont du

front de taille actuel (figure 3.11, coupe A). L’état de contraintes du massif n’est pas encore

perturbé par le creusement, de sorte que la contrainte radiale o,,(r = R) vaut —P,. Plagons
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nous ensuite sur une section trés en aval (coupe C): la contrainte radiale & la paroi est nulle.
Pour toute section intermeédiaire (coupe B), leffet du front de taille est pris en compte par

I’application sur la paroi d’une pression de souténement fictive notée P.. On note:
(3.101) P.=(1-X)F

ou A, désigne le taux de déconfinement. Longtemps avant le creusement, on a donc A\, = 0.
Puis A, croit progressivement de 0 & 1 lorsque le front de taille atteint puis dépasse la section

considérée et finalement s’en éloigne.

Différents auteurs ont proposé des expressions analytiques semi-empiriques de A, en fonction
de la distance au front de taille (voir Panet (1995, Chap. 3)), a partir d’'un ensemble de
calculs numériques tridimensionnels en élasticité ou en élasto-plasticité. Ayant la solution du
probléme bidimensionnel pour tout A., on peut ainsi obtenir des informations en tout point

du massif aprés creusement.

4.2 Solution élastique - modéle général

On s’intéresse dans cette section a la modélisation du probléme par un milieu biphasique

général, c’est & dire sans prendre en compte I’hypothése d’adhérence parfaite.

4.2.1 Paramétres du modéle biphasique

Compte tenu de la faible fraction volumique de renforcement, on affecte a la phase matrice
les propriétés élastiques de la roche, repérées par ses coefficients de Lamé A et p. Cette
hypothése est raisonnable, puisqu’une densité d'un boulon par m?

" =10"% < 1.

correspond en moyenne a

Conformément a la section 2.3.3 du chapitre 2, I’élasticité de la phase renforcement est donnée

par:
(3.102) a"(r)=n"(r) - E

ou By, désigne le module d’Young du matériau constitutif des boulons. Reportant (3.100) dans
(3.102), on obtient :

K
(3.103) a"(r) = =2, avec K, = dySyE,R

4.2.2 Equations du probléme

Compte tenu de la symétrie de révolution autour de 'axe (Oz), les champs de déplacement

de chaque phase sont purement radiaux et ne dépendent que de la distance du point courant
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au centre du tunnel. On note:

(3.104-a) §Mz) = M(r)e,
(3.104-b) {'(z) = Blre,
Les déformations associées s’écrivent °:
M
(3.105-a) e = M'(r)e,®e, + (T)Qa ® ey
= r
(3.105-b) e = B'(r)

L’élasticité isotrope de la phase matrice s’écrit, compte tenu de 1’état initial géostatique:

(3.106)

IS]

M= —Pyl+A(tre™) +2ue™
et pour la phase renforcement, supposée initialement a l’état naturel:
(3.107) o' =a'(r)e"

Enfin, la densité des efforts d’interaction entre les phases, linéaire de la différence des champs

de déplacement, est également purement radiale, et 'on note:

(3.108) I=1Ie

=7

=cr [B(r)—M(r)] e

=r

Les équations d’équilibre du systéme biphasique se déduisent des équations générales du mou-

vement (2.29) en annulant les forces volumiques et les accélérations :

(3.109-a) dive™+1 =
(3.109-D) div(o"e, ®e,)—I =

< 1o

ce qui s’explicite en coordonnées cylindriques sous la forme:

m m m
do o Opn

(3.110-a) T+ ; +1 =0
do" o"

3.110-b ——=71 =0

( ) dr + T

En reportant (3.105-a) dans (3.106), il vient:

om = —Pg+()\+2,u)M’(r)+)\M7fr)
(3.111) om = —P0+(,\+2M)@+AM'(70)
= (a0

5. Les dérivées successives par rapport & r sont notées ’,”, etc.
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De méme, en reportant (3.103) et (3.105-b) dans (3.107), il vient :

K
(3.112) o' (r) = —=B'(r)
La substitution de (3.111) et (3.112) dans les équations d’équilibre (3.110) fournit finalement,

compte tenu de (3.108), le systéme d’équations différentielles suivant :

P B1(r) - er [B(r) — M(r)] =0
(3.113) r

(A +2p) <M’(r) + @) +ecr[B(r)—M(r)]=0

4.2.3 Conditions aux limites

De facon naturelle, on impose que les déplacements & 'infini s’annulent pour les deux phases,
soit :

(3.114) lim B(r)= lim M(r)=0

r—-40c r—-+00

Sur la paroi du tunnel (r = R) s’applique la pression P,. Cette pression fictive, sensée modéliser
la décompression progressive du massif, ne s’applique qu’a la phase matrice, qui seule subit le

déconfinement. La condition a la limite s’écrit donc:

M(R
(3.115) o= B) = (A + 2)M(B) + X100 _py =,
Oou encore:
M(R
(3.116) (A + 2u)M'(R) + ,\—](% ) Ry

La phase renforcement est quant & elle supposée libre de contraintes sur la paroi, soit:

K
(3.117) o"(r=R) = foB’(R) =0
On constate que la solution ne dépend linéairement que du paramétre de chargement A.. On

donnera donc les résultats pour la configuration finale, c’est a dire A\, = 1.

4.2.4 Reésolution

Le systéme différentiel (3.113) ne peut pas étre résolu analytiquement. On va donc se donner
un jeu de valeurs pour les parameétres du probléme, et effectuer une résolution numérique par

la méthode des différences finies. Le principe de la méthode est détaillé dans I’annexe D.

Hormis pour ¢y, on a choisi le jeu de paramétres utilisé par Bernaud et al. (1995). Les valeurs

sont reportées dans le tableau ci-dessous. Le rayon du tunnel est R = 3m.
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Module d’Young E™=100 MPa
Coefficient de Poisson v=0,498
Roche Coefficients de Lamé A = 8311 MPa
u = 33,1 MPa
Pression géostatique Py=1,2 MPa
Diamétre d= 20 mm
Boulons | Densité n"=1b./m?
Rigidité ® K,=188,5 MPa
Interaction | Coefficient d’élasticité | c;= 10 MN/m?*

TaB. 3.1: Tunnel boulonné - Valeurs numériques des paramétres

“Le module d’Young de I'acier est pris égal a 200 000 MPa

4.2.5 Interprétation des résultats

Les résultats du calcul numérique sont donnés sur la figure 3.12, o1 I’on a représenté d’une part
les déplacements adimensionnels |B(r)|/R, |M(r)|/R®, et 'effort dans la phase renforcement
o" en fonction de r/R. On a également figuré la différence (|B(r) — M(r)|/R), qui représente,
au facteur c¢; prés, l'intensité de 'interaction entre les phases, c’est & dire du cisaillement

d’interface entre la roche et les boulons a 1’échelle microscopique.

On peut observer trés nettement deux zones dans le massif:

o A proximité de la paroi du tunnel (R < r < 2R), la convergence de la phase matrice est
plus grande que celle de la phase renforcement (|M(r)| > |B(r)|). Les boulons jouent
un réle actif en ce sens qu’ils « retiennent » la masse rocheuse. Leur tension, nulle en
paroi, croit donc progressivement sous l'effet du mouvement centripéte de la roche. Le

cisaillement d’interface est dirigé vers l'intérieur du massif.

o Dans le reste du massif (2R < r < o0), le cisaillement d’interface change de signe:
les boulons sont maintenant ancrés dans la roche, qui les retient. Leur tension décroit

progressivement jusqu’a s’annuler & 'infini.

Le calcul élastique avec le modéle biphasique rend donc compte des observations habituelles
faites pour les tunnels boulonnés (Oreste et Peila, 1996): allure des déplacements en paroi,
répartition de la tension dans les boulons. On retrouve également les résultats de Hyett et al.

(1996) qui modélisent séparément la roche et le boulon.

6. Dans le repére choisi, les déplacements radiaux de chaque phase sont de signe négatif (convergence).
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0.020
715.0
T Phase renforcement |B(r)|/R
0015 I, ~~~ ~ Phase matrice |M(r)|/R
— - — Déplacement relatif |M(r) — B(r)|/R

g Tension o”(r) 1199
= T N
£ 0010 [ kS
<
: =
g 75.0 .5
S 0005 | N\ Vv 5
:{:l ~~~~~~~~~ &
a N T ———

0.000 S~ 00

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

r/R (Distance au centre du tunnel)

Fi1G. 3.12: Tunnels profonds - Déplacements radiaux et effort dans les boulons

L’étendue de la zone active dépend de la valeur de la constante d’interaction ¢;. On représente

sur la figure 3.13 les courbes de déplacement pour différentes valeurs de c¢;.

Plus ¢y augmente, plus la zone active rétrécit. On retouve ici le phénomeéne d’effet de bord
déja constaté a la section 3 pour la compression transverse d’un bloc en déformation plane.
On montrera au chapitre 6 que la constante ¢y peut également étre interprétée en terme de
dimension de la cellule représentative du renforcement, et donc étre estimée simplement en

fonction de la géométrie de cette cellule.

Lorsque ¢c; — oc, on retrouve le modéle adhérent pour lequel les deux champs de déplacement

B(r) et M(r) sont identiques. Ce cas est traité explicitement ci-apres.
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0.018
\ e B(r), ¢ =10 MN/m*
0.015 ’\\ ——-M(r), ¢ =10MN/m' |
\\\\ ............. B(r), c¢; =100 MN/m*
g SO\ —M(r), ¢ =100MN/m*
;_Cg \\\\\ """""" M(?"), C] = 1000 MN/m4
g 0012 | \1;;\ \ ——-M(r), ¢;=1000 MN/m* ]
E e O\
s | ™ e
g AN
g 0009 \\\\\\. 7
= AR
kS RN
a RN RN
\\‘\ Q ~~~~
‘\‘ ‘\.\ ~~~~~~~~
0.006 | T 7
0.003 ‘ | ‘ T
0 50 3.0 4.0 5.0

r/R (Distance au centre du tunnel)

FiG. 3.13: Tunnels profonds - Influence de la constante d’interaction cy

4.3 Solution élastique - modéle adhérent
4.3.1 Equations du probléme

L’adhérence parfaite conduit & introduire un champ de déplacement unique pour les deux

phases, soit £ = u(r)e,. Le tenseur des déformations associées s’écrit :
: u(r)
(3.118) E=u(re®e+——e®¢
Le comportement élastique global donne le tenseur des contraintes totales:
K,
(3119) ;Z—P0l+)\trg+2ﬂg+76m« €. e,

En reportant (3.118) dans (3.119), et en écrivant I'équilibre divY = 0, il vient :

(3.120) <1 + wﬁ) u(r) +

r

ou le paramétre adimensionnel w, qui représente la rigidité relative des renforcements par
rapport a la matrice, vaut :
K,/R

3.121
( ) “ A+2u
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4.3.2 Conditions aux limites

Dans le modéle adhérent, elles doivent étre précisées globalement pour I’ensemble des phases.
On impose donc d’une part la nullité du déplacement & l'infini:
122 li =

et d’autre part la condition de confinement a la paroi du tunnel:

u(R) K, ,

(3.123) Srr(r=R) = (A+2p) v/ (R) + A Rt (R~ P =P
soit :

K R
(3.124) (A+2p+ 7)o (R) +>\—U(R) =Py

4.3.3 Reésolution

Les équations et les conditions aux limites précédentes sont exactement celles données par
Greuell (1993), qui avait postulé la décomposition additive du tenseur des contraintes totales.

On retrouve donc sa solution :

(3.125) w(r) =

—h R r wR
(A +2p) In(1 + @) —2(A + p)(1 — In(1 + @) /w) <1 - g+ 7))

La figure 3.14 représente les courbes de convergence pour les modéles général et adhérent. On
constate que la convergence en paroi calculée par le modéle adhérent est comprise entre celle
des phases matrice et renforcement dans le modéle général. Les trois courbes sont asymptoti-

quement identiques quand r — +oc.

Greuell (1993, Chap. 4) donne également la solution analytique compléte en élasticité dans le
cas ou la longueur des boulons [, est finie. Cette solution sera utilisée au chapitre 5, section 1.3

pour valider le code de calcul numérique.

4.4 Remarques complémentaires

Le modéle multiphasique général permet de rendre compte d’effets de bord observés dans
les tunnels boulonnés. En modifiant légérement les données du probléme, on peut traiter

également :

e le cas du boulonnage & ancrage ponctuel. 11 suffit en effet de choisir ¢; = 0, et d’imposer
des conditions de liaison cinématiques entre les deux phases aux points d’ancrage des
boulons, soit {M(r=R)=B(r=R); M(r=R+1;,) =B(r=R+1;)}.

e le cas de l'utilisation de plaques d’ancrage & la paroi du tunnel en plus de I'ancrage
réparti des boulons. Il suffit d’imposer la condition M(r = R) = B(r = R) a la paroi
du tunnel a la place des conditions de paroi libre (3.115)-(3.117).
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Convergence

0.020

0.015

0.010

0.005

0.000

------------- Phase matrice : |M(r)|/R
— — — Phase renforcement : |B(r)|/R
— Adhérence parfaite : |u(r)|/R 7

3 4 ) 6 7 8 9 10
r/R (Distance au centre du tunnel)

FiG. 3.14: Tunnels profonds - Comparaison du modéle général et adhérent
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5 Conclusion

Ce troisiéme chapitre nous a permis de mettre en ceuvre le modéle multiphasique de matériau
renforcé par la résolution analytique de différents problémes aux limites. A travers quelques
exemples illustratifs, nous avons essayé de balayer ’ensemble des sous-catégories du modéle:
comportement élastique ou élasto-plastique des phases, version « générale » ou & « adhérence

parfaite ».

Les exemples de la compression simple et de la compression en déformation plane nous ont
permis de nous familiariser avec les méthodes de résolution. Malgré leur relative simplicité, ces
problémes mettent en lumiére deux aspects de la richesse du modéle multiphasique : I’écrouis-
sage global intrinséque associé au comportement élasto-plastique adhérent; la prise en compte

d’effets de bord par le modéle général.

Par ailleurs nous avons résolu le probléme plus concret de la convergence d’un tunnel profond
boulonné. Les résultats obtenus sont intéressants & deux points de vue. D’une part la méthode
proposée a été justifiée dans le cadre mécanique cohérent de la modélisation multiphasique.
D’autre part, on a pu déterminer la répartition des efforts dans les boulons et confirmer des

résultats expérimentaux ou théoriques.

Enfin, et ce n’est pas le moindre de ses apports, ce chapitre constitue un ensemble de solutions
analytiques de référence. Elles vont notamment permettre la validation du code de calcul
CASTOR développé spécifiquement pour I'implémentation du modéle multiphasique. Eu égard
& ces différentes remarques, nous espérons que le lecteur nous a déja pardonné le caractére
parfois « technique » du contenu de ce chapitre, et nous I'invitons & pénétrer maintenant avec

nous dans 'univers du numeérique.






Chapitre 4

Mise en ceuvre par éléments finis du

modéle multiphasique

Pour pouvoir étre utilisé en dehors d’un cadre strictement académique, un modéle
mécanique doit étre implémenté dans un code de calcul directement utilisable par
lingénieur. Dans cette optique, le modéle multiphasique, extension de la modéli-
sation du milieu continu, se préte naturellement a une telle implantation. L’objet

de ce chapitre est de décrire plus particuliéerement la mise en ceuvre par éléments

finis.

On commence par rappeler la démarche qui conduit a la modélisation éléments finis
pour le milieu continu en élasticité : principe de minimum de l’énergie potentielle,

puis discrétisation des équations.

On aborde ensuite le traitement numérique de l’élasto-plasticité, en insistant sur

la méthode des contraintes initiales.

On développe ensuite la formulation par éléments finis du modéle multiphasique,
d’abord dans le cadre adhérent en élasto-plasticité, puis dans le cadre général en
élasticité. On est amené a introduire dans le premier cas un algorithme de plas-
ticité modifié, dans le second une famille d’éléments multiphasiques a plusieurs

champs.

L’implémentation du modéle multiphasique adhérent a été faite dans un nouveau
code de calcul baptisé CASTOR. On examine enfin architecture de ce code et ses

potentialités.
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1 La méthode des éléments finis pour le milieu continu élas-

tique monophasique

1.1 Introduction

La formulation d’un probléme aux limites pour le milieu continu élastique requiert 1’écriture
des équations d’équilibre, de la loi de comportement ainsi que des conditions aux limites.
La résolution du systéme d’équations aux dérivées partielles ainsi constitué n’est possible

analytiquement que lorsque la géométrie du probléme est suffisamment simple.

Dans le cas général, seules des solutions approchées par des techniques d’analyse numérique
sont accessibles. La méthode des éléments finis développée depuis le début des années 60 est
aujourd’hui la plus largement utilisée. Nous allons présenter dans cette section le principe de

minimum de [’énergie potentielle sur lequel s’appuie cette méthode, puis sa discrétisation.

11 s’agit ici de définir les notations et résumer les concepts clés, qui seront ensuite étendus au
milieu multiphasique. Certains points relevant des techniques de programmation sont renvoyés
dans ’annexe F. La rédaction de cette section doit beaucoup aux ouvrages désormais classiques
de Dhatt et Touzot (1981), Zienkiewicz et Taylor (1994a,b) et Batoz et Dhatt (1995), auquel

il sera fait plus précisément référence dans le corps du texte.

1.2 Principe de minimum de I’énergie potentielle
1.2.1 Position du probléme élastique

Soit & un systéme mécanique occupant un volume géométrique 2 soumis aux sollicitations

suivantes :

o des forces de volume p(z) F(x) intervenant dans I’équation d’équilibre local :
(4.1) dive(z) + p(z) F(z) =0
o des forces de surface T9 (z) appliquées sur un sous-ensemble Sz de 92 vérifiant !:

(4.2) o(z) n(z) =T%sz) VYze€Sr

o des conditions aux limites en déplacement de la forme:

(4.3) {(z)=¢Y2) Yz eS: , S¢USp=00

1. On suppose pour simplifier les notations que les conditions aux limites en efforts et en déplacement
sont imposées sur les mémes domaines St et S¢ pour toutes les composantes. (L’écriture la plus générale des
conditions aux limites a été donnée au chapitre 3, voir Eq.(3.1)). Il s’agit simplement d’'une facilité d’écriture

et non d’une restriction de la généralité du propos, comme on le verra plus loin.
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Se placant dans le cadre des petites perturbations, on rappelle les définitions suivantes :

o l'espace des champs de contrainte statiquement admissibles est 'ensemble des g véri-
fiant (4.1) et (4.2).

¢ 'espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles, noté (C(Sg,éd), est

I'ensemble des £ continus, contintiment différentiables par morceaux et vérifiant (4.3).

o la densité d’énergie libre 1(g) permet d’exprimer la loi de comportement sous la forme:

_

(4.4) =5

IS

La solution du probléme d’élasticité est ’ensemble des champs (5 g, o) tels que g soit sta-

>
tiquement admissible, §~ soit cinématiquement admissible, et (£, &) vérifient (4.4) .

1.2.2 Dualisation des équations

Reprenant le raisonnement de Salengon (1996b, chap. X), on écrit le principe des travaux

virtuels sous la forme suivante? :

(4.5) V&€ C(Se, &Y, /Qg:gdﬁ—/gpﬂ-édﬁ—/s T4 ¢dS — Sgd-g-ﬂdszo
T 3

Appliquant cette équation au champ solution §~ , et soustrayant membre a membre, il vient :
@o) veeseeh), [aie-gdo= [ pP -fan+ [ 10 ¢-das

- B QT -~ Q - Sy -
D’apres (4.4), on a:

(4.7) 5=

(4.8) V(g, 2), (e - =
Reportant (4.7) et (4.8) dans (4.6), il vient:

VE € C(Se, ), /Q@b(g)dﬁ—/ﬂpz-gda—/s T4 ¢ ds

z/ﬂ¢(§)dﬂ—b£-§dﬂ—/ﬁﬂ-

2. Pour simplifier, on omet dorénavant la dépendance en z des différentes grandeurs intervenant dans les

(4.9)
ds

[yt

intégrales.
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Il en résulte que le champ g solution du probléme d’élasticité minimise sur ’espace des champs
de déplacement cinématiquement admissibles (C(Sg,éd) la fonctionnelle énergie potentielle,
notée £(&) et définie par:

(4.10-a) EE) = W(E) -2

(4.10-b) W) = /Q@/J(g) ds?

(4.10-c) (¢ = /pE-§d9+/ T ¢ dS
Q St

Dans le cas d’un comportement élastique linéaire isotherme, on rappelle que la densité d’éner-

gie libre s’écrit de fagon générale:

(4.11) P(e) =

N | —
|1t

tAetei(g,—Ae )

=0 = =an
ol A,go +Ean désignent respectivement le tenseur des modules élastiques, le tenseur des con-

traintes initiales et le tenseur des déformations d’origine anélastique.

L’espace affine des champs de déplacement cinématiquement admissibles (C(Sg,éd) étant en
général de dimension infinie, le principe de minimum de I’énergie potentielle ne permet pas
d’obtenir directement la solution du probléme élastique. Par contre, en se restreignant & des
sous-espaces de dimension finie n, notés C,, dans la suite, on peut calculer des approximations
de la solution exacte. Naturellement, celles-ci seront d’autant meilleures que la dimension n

sera grande.

Remarque On montre de fagon similaire un principe de minimum en contraintes sur I'espace
des champs de contraintes statiquement admissibles. Par discrétisation de ces principes, on
aboutit dans chaque cas & un modéle éléments finis dit « déplacement » ou « contrainte ».

On développe maintenant le modéle déplacement, le plus classiquement utilisé.

1.3 La technique des éléments finis
1.3.1 Maillage de la géométrie

La construction d’espaces C, appropriés s’appuie sur la discrétisation de la géométrie du
systéme. On appelle maillage le recouvrement du volume 2 par N, éléments polyédriques,
notés V., qui vérifient la propriété suivante: I'intersection de deux éléments adjacents est un
sommet, une aréte ou une face entiére. Si () n’est pas polyédrique, le recouvrement n’est

qu’approché (figure 4.1).

1.3.2 Principe de minimum discrétisé

On définit les champs de déplacement §n a partir de leur valeur aux neuds du maillage.
Les ncoeuds sont les sommets des éléments ainsi qu’éventuellement des points supplémentaires

situés sur les cotés et a l'intérieur (figure 4.1) .
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\ N\
NI
N

a - Maillage ezact (Eléments Q9 quadra- b - Maillage approché (Eléments Q4

\\

tiques) linéaires)

Fi1G. 4.1: Exemples de maillages

On note u, le vecteur des déplacements nodaux de ’élément e. Sa taille est le produit de la
dimension de I’espace dans lequel est plongé ) par le nombre de noeuds de 1’élément. Chaque
composante constitue un degré de liberté de ’élément. La restriction du champ §n a ’élément

s’écrit comme l'interpolation suivante :
(4.12) Vz €Ve, & (2)ye=Ne(z)- u,

ou N, désigne la matrice des fonctions de forme polynémiales en z. Selon le degré des poly-
noémes, on parle d’éléments de type linéaire, quadratique, cubique, etc... Le nombre de nceuds

nécessaire a la définition (4.12) est lié au degré de I'interpolation choisie.

Tout champ de déplacement §n est donc complétement défini par ’ensemble des composantes
de déplacement de tous les noeuds du maillage. Soit U = {u1, ... up} ce vecteur. Le caractére
cinématiquement admissible de §n impose que les composantes associées aux noeuds situés sur
Sg¢ prennent des valeurs fixées (i.e données par §d). Désignant par Z(k) le numéro du k-iéme
degré de liberté ainsi « bloqué » (k =1,... N¢1) , et par u%(k) sa valeur imposée, on explicite

I'espace C,, sous la forme:

(4.13) C, = {Q ER', ugy =y, k= 1,...NC_1}

La restriction de la fonctionnelle £ & C,, devient une fonction définie comme suit :

(4.14)
U— &(U)=EE,U))

La meilleure approximation de la solution du probléme élastique dans C, est la solution du

probléme de minimisation discrétisé suivant :
UeG,

En(U) = min &,(U)
UeC,

(4.15) (P) : Trouver U = {1, s, ..., Ui} tel que
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Dans la pratique, si I'on choisit une densité d’énergie libre quadratique (Eq.(4.11)), la fonction
En est également quadratique de ses arguments, et de plus, strictement convexe. La minimi-
sation d’une telle fonction conduit donc & un systéme d’équations linéaires qui admet une

solution unique sur C,.

1.3.3 Expression discrétisée de I’énergie

Pour exprimer de fagon commode &,(U), on utilise la notation matricielle déja introduite & la
section 4.1.1 du chapitre 2. Rappelons que les tenseurs d’ordre 2 (déformation et contrainte)
sont remplacés par les vecteurs de leurs composantes dans une base orthonormée, tandis que
ceux d’ordre 4 deviennent des matrices carrées. Pour le détail des notations, on se reportera

a la page 78.

Le tenseur des déformations g(z) est calculé par dérivation du champ de déplacement. Notant
L la matrice symbolique de différentiation associée a la partie symétrique de 'opérateur

gradient, on peut écrire:

(4.16) e=L-¢

=N

Substituant (4.12), on exprime ¢ sur chaque élément en fonction des déplacements nodaux

par:
(4.17) VezeV,, £=L-Ng(z) % =B, U

Notant enfin D la matrice d’¢lasticité associée au tenseur des modules élastiques A, la densité

d’énergie libre (4.11) devient :

le.D-e+' [0, -D- &,

N |

(4.18) B(e) =
dont on tire la loi de comportement :

Pour exprimer 'énergie potentielle &£, (U) (Egs.(4.10),(4.14)), on décompose les intégrales sur

les éléments du maillage, soit:
(4.20-a) En(lU) = W, U) = P, (U)

Ne Ne
(4200)  We, @) = > | () d2=)  welw)
e=1""e e=1

Ne

(420c) @, (U) = > [/epE-§n dQ+/veﬂST_d.§n dS] :iée(ue)

e=1
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1.3.4 Formes intégrales élémentaires discrétisées
Reportant (4.12), (4.17) et (4.18) dans (4.20), on montre que:
(4.21-a)we(u,) = = ‘tu- [/ ‘B.-D-B, dQ] -ge—tge-/ ('Be Doy — ‘B - 2,,) d

€

(4.21-D) pe(u,) = tge-/ tNe-pEdQ—l-tﬂe-/ N, - T dS
V.

e eNST

On introduit alors les notations usuelles suivantes pour :

e la matrice de rigidité élémentaire:

(4.22) k. :/ 'B,-D-B, dQ

o le vecteur force élémentaire:

(4.23) fo= L L f

dont la décomposition selon le type de sollicitations s’écrit :

(4.24) izn = / B, -D-£g,, dQ (déformations anélastiques imposées)
(4.25) = / —'B, -, dQ (contraintes initiales)

(4.26) i? = / ‘N, - pF dQ (forces volumiques sur V. )

(4.27) i‘:T = /VeﬂST ‘N, -T9dS (forces surfaciques sur V, N St )

Reportant ces expressions dans (4.20) et (4.21), on peut mettre finalement I’énergie potentielle

En(U) sous la forme:

Ne 1
(428) Sn(Q) = Z <§ t@e ke - Ue — t@e : ie)

Remarque Dans le code implémenté sur ordinateur, le calcul des intégrales se fait numé-
riquement par une méthode de quadrature: on approxime les intégrales par une combinaison
pondérée d’évaluations de l'intégrande en certains points du domaine d’intégration (points de
Gauss ou de Hammer selon la forme de V). Le lecteur se reportera a 'annexe F, section 1
pour les détails. Le formalisme qui y est développé est supposé connu du lecteur dans la suite

du mémoire.
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1.3.5 Assemblage

Le wvecteur global des déplacements U a été défini comme l’ensemble des composantes des
déplacements élémentaires u,. On a ainsi choisi une numérotation globale des degrés de liberté
du systéme. Pour chaque élément, la correspondance entre numérotation locale et globale des

degrés de liberté est définie par une table de localisation.

Ayant calculé les quantités élémentaires (4.22)-(4.27), on procéde ensuite a I’assemblage des
matrices et des vecteurs force. Ce processus consiste en 'injection, pour chaque élément, du
vecteur f_ (resp. de la matrice k) dans le vecteur force global F (resp. la matrice de rigidité
globale K) en utilisant la méme correspondance de numérotation que celle employée pour
ordonner les Y. dans U. Il vient alors:

'W-K-U-'U-F

(4.29) EU) =

DN | =

1l suffit maintenant de minimiser cette fonction quadratique sur C,.

1.3.6 Résolution du probléme de minimisation

Comme on I’a remarqué précédemment, I’espace de minimisation C, n’est qu’'un sous-espace
affine de R" (Eq.(4.13)). Le probléme (P) défini en (4.15) peut s’interpréter comme un pro-

gramme de minimisation sur R” (Chateau et Dormieux, 1998) sous les contraintes linéaires :

11 se résout par la technique des multiplicateurs de Lagrange. On montre que la minimisation

se raméne & la résolution d’un systéme de type:

K-U+£&-A =F

(4.31) N

d

1<
I
IS

Dans cette équation, £ est une matrice associant chaque degré de liberté bloqué a la valeur
qui lui est imposée, A désigne le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés & la prise

en compte des conditions (4.30), et UY est le vecteur des déplacements imposés?.

La minimisation sous contrainte conduit & un systéme linéaire dont la taille est la somme
du nombre de degrés de liberté global n et du nombre de degrés de liberté bloqués Nj.
Cependant, par une résolution partielle de (4.31), on peut se ramener a un systéme linéaire

modifié, (indices ..,) de taille n, qui s’écrit :

(4.32) K. -U=F_

3. La prise en compte des conditions aux limites est donc en pratique effectuée successivement pour chaque
composante de déplacement imposé. La restriction mentionnée dans la note de la page 135 pour la clarté de
Pexposé se 1éve donc d’elle méme.
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Cette équation traduit sous forme discrétisée I’équilibre entre les efforts intérieurs et les efforts
extérieurs appliqués au systéme. Par inversion de la matrice K., on obtient U, dont on peut
déduire le champ de déplacement §n par (4.12) et les champs de déformation et de contrainte
par (4.17) et (4.19).

1.4 Conclusion

La minimisation de 1’énergie potentielle du systéme sur un sous-espace de dimension finie n
conduit & un systéme linéaire, dont les inconnues sont les déplacements nodaux. La résolution
du probléme élastique étant acquise, on peut aborder maintenant le cas de problémes non
linéaires, pour lesquels le comportement du matériau est élasto-plastique. Comme on va le

voir, on effectue en effet dans ce cas une série de calculs élastiques.

Remarque A la discrétisation du principe de minimum de 1’énergie est parfois préférée la
méthode dite de Galerkin (Dhatt et Touzot, 1981; Faurre, 1991). La forme variationnelle des
équations d’équilibre (qui en I'occurence exprime le principe des travaux virtuels) conduit a
exprimer le champ de déplacement §~ solution du probléme élastique comme la solution du

probléme suivant 4:

Trouver §~ € C(S¢ , 0) = {¢ fonctions régulicres sur @ | £(z) =0 Vz eS¢}

(4.33) ~
AE, & =B(E) VEe (S, 0)

ou l'on a posé:
4.34- A, &) =
(4.34-0) €9 = [ =

(4.34-D) BE) = /QpE-édQ—l—/S T9.¢dS

On montre que ce probléme a une solution unique si la forme bilinéaire 2A(.,.) est coercive
(Théoréme de Lax-Milgram). De plus, la restriction de ce probléme a des sous-espaces C, de

C(S¢ , 0) de dimension finie n est équivalente au systéme linéaire (4.32).

Cette approche permet de montrer qu’on peut trouver une suite d’approximations én € G, qui
converge vers la solution 5 en norme dans C(S¢ , 0). Ce résultat important justifie 'utilisation
de la méthode des éléments finis. A 'inverse, le principe de minimum de 1’énergie permet de

« situer » les résultats obtenus (approximation par excés de ’énergie du systéme).

4. On considére ici que les déplacements imposés sur S¢ sont nuls.
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2 Les éléments finis en élasto-plasticité

2.1 Introduction
2.1.1 Position du probléme

Avant d’entrer dans le détail de la résolution numérique, il est bon de se rémémorer les
équations constitutives d’'un probléme aux limites d’évolution élasto-plastique. Considérons
donc un systéme mécanique S de volume 2, modélisé par un milieu continu de Cauchy,
soumis & un chargement Q(t¢) (comprenant par exemple des efforts volumiques, surfaciques,
des déplacements imposés) sur l'intervalle de temps [0, T']. La réponse de ce systéme est

constituée de I'ensemble des champs {g , g, P} définis sur Q x [0, T] vérifiant :

(4.35) dive+pF =0 (Equilibre local)

(4.36) g=A:(£—£") (Comportement élasto-plastique)
o3 0f . |

(4.37) P =X P (Regle d’écoulement plastique)
- g

(4.38) A>0 flg) <0 A flg)=0 (Conditions de Kuhn-Tucker)

et des conditions aux limites de type (4.2)-(4.3).

2.1.2 Démarche générale de résolution

L’observation des équations précédentes fait ressortir deux caractéristiques du probléme :

o d’une part la loi de comportement s’exprime de facon différentielle. 11 va donc falloir
discrétiser le processus de chargement dans le temps pour traiter le probléme de fagon

incrémentale.

o d’autre part, les équations de la plasticité sont non linéaires. Pour un incrément de
chargement, le calcul par éléments finis des déplacements nécessite donc une résolution

itérative. Typiquement on va considérer les étapes suivantes :

1. A partir de I'équation d’équilibre discrétisée (voir section 1.3), on calcule une es-
timation des incréments de déplacements nodaux en fonction de l'incrément de
chargement et des déformations plastiques accumulées. On en déduit I'incrément

de déformation en tout point par (4.17).

2. L’incrément de déformation étant ainsi fixé, on évalue localement la réponse élasto-
plastique en intégrant les équations (4.36)-(4.38), ce qui conduit a une nouvelle
évaluation des déformations plastiques. Si celle-ci différe de celle obtenue précé-

demment, I'équilibre est modifié. On itére alors au point 1.
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3. Le processus est interrompu lorsqu’un critére de convergence, évalué a chaque ité-

ration est satisfait.

Dans la suite, on proceéde tout d’abord a la discrétisation temporelle du probléme (section 2.2).
Puis on s’intéresse a la résolution de ’équation d’équilibre discrétisée. On insiste en particu-
lier sur la méthode des contraintes initiales, qui est implémentée dans le code CASTOR (sec-
tion 2.3), mais on donne également un aper¢u d’autres méthodes (section 2.6). On explicite
ensuite I’algorithme d’intégration local pour un incrément de déformation donné (section 2.4).
On discute les critéres d’arrét du processus itératif & la section 2.5. Finalement, un schéma

récapitulatif est donné a la section 2.7.

2.2 Discrétisation temporelle du probléme d’évolution

On s’intéresse dans ce mémoire a des évolutions quasi-statiques. Dans le cadre de la plasticité
classique considérée ici (et a 'opposé de la viscoplasticité), le temps est fictif et n’intervient

que comme paramétrage du processus de chargement.

Compte tenu de ces remarques, on note (tg = 0, ...ty = T') les différents « instants » d’appli-
cation du chargement, et (Qy,...Qn) les valeurs correspondantes. On note AQ,, l'incrément

de chargement appliqué entre %, et t,41:
(439) AQn = QnJrl - Qn

Le probléme d’évolution est donc ramené & une succession de problémes incrémentauz. On
suppose connus a l'instant ¢, les champs {gn € 92} équilibrant Q,, et vérifiant localement
la loi de comportement. On cherche a trouver I'état d’équilibre {o
de I’application de AQ,,.

nt17 Eng1 0 By ) TESULtADE

Du point de vue des éléments finis, on note U,, le champ des déplacements nodaux a I'instant £,
et Q le vecteur force associée aux efforts extérieurs (voir Eqgs.(4.25)-(4.27) pour les expressions
exactes selon le type de sollicitations). La variation de chacune de ces quantités entre ¢, et

tp4+1 est notée:

(4.40) Asty = sty1 — 2y , 2€{U,Q, 0

, €, €}

Dans toute la suite de ce chapitre, on utilise les notations matricielles « éléments finis » pour
I’écriture des équilibres. Par souci de clarté, on continue d’employer la notation tensorielle

lorsqu’il est question de quantités évaluées localement.

2.3 Algorithme de résolution global

On entend par algorithme de résolution global le processus qui permet d’obtenir le vecteur

des déplacements nodaux a chaque itération. On présente dans cette section la méthode des
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contraintes initiales (Zienkiewicz et al., 1969; Nguyen, 1977), (de Buhan et Dormieux, 1996,
Chap. 3), qui est celle implémentée dans CASTOR .

Pour en comprendre le principe, supposons tout d’abord connu le champ des déformations
plastiques gﬁ(g) engendré dans la structure par l'application de AQ,. Les interprétant
comme des déformations anélastiques imposées sur chaque élément, on peut leur associer
par (4.24) un vecteur force élémentaire. L’assemblage de ces contributions fournit le vecteur
des forces plastiques AFP. On obtient la solution en déplacement en résolvant l’équation

d’équilibre incrémentale :

(4.41) K-AU, = AQ, +AF}

Bien stir, le champ AeP(z) et par suite AF} sont initialement inconnus. En en utilisant
des approximations successives, on obtient par une série de calculs élastiques a déformations

imposées des approximations de AU,,. Plus précisément :

« On initialise le processus en posant AFP? =0 (Itération 1).

o Au début de l'itération 4, on suppose connus le champ gg’i_l(g) et par suite le vecteur

des forces plastiques AFE’i_l. On résout alors:

(4.42) K.-AU;, = AQ +AFN!

o A partir de la solution AUfl, on peut déduire le champ de déformation E’ (z). Celui-
ci étant considéré comme pilotant localement I’évolution élasto-plastique, on applique
I'algorithme d’intégration local de la plasticité (voir section suivante). On obtient ainsi

une nouvelle évaluation gg’i de la déformation plastique, et par assemblage AFE’i.

o Sile critere de convergence est vérifié, la valeur actuelle AUj, est réputée étre la solution

recherchée, sinon on itére au point 2 (Eq.(4.42)) en faisant 7 < i + 1.

La méthode des contraintes initiales ainsi schématisée présente ’avantage de requérir l'inver-
sion d’une seule matrice de rigidité, en 'occurence celle obtenue & partir du comportement
élastique du matériau. Par contre la vitesse de convergence de I'algorithme devient tres faible
lorsqu’on se rapproche de la charge limite du systéme. Depuis une vingtaine d’années, des
algorithmes beaucoup plus performants basés sur la méthode de Newton-Raphson ont été

proposés, et constamment raffinés. Un apercu en est donné a la section 2.6.

Apres cette présentation du schéma global de résolution, on s’intéresse maintenant a l'aspect

local des lois de comportement.
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2.4 Algorithme d’intégration local
2.4.1 Introduction

L’utilisation de techniques d’intégration numérique par quadrature implique I’évaluation des
intégrandes en des points particuliers du domaine d’intégration (points de Gauss). Le calcul
du vecteur des forces plastiques résultant d’une telle intégration (Eq.(4.24)), c’est donc en
chacun de ces points qu’il est nécessaire de calculer les valeurs des champs {g , £, gP}, donc

d’appliquer ’algorithme décrit maintenant.

2.4.2 Ecriture du probléme

Apres résolution de (4.42) a litération 7, on dispose du champ incrément de déformation
gz (z). Pour chaque point de Gauss, partant de I’état d’équilibre {gn, g, gfl}, on applique

sur Uintervalle [t,, , t,41] le taux de déformation constant donné:
(4.43) £ =Ac /AL,

Pour obtenir la réponse, il faut intégrer sur l'intervalle de temps [t , t,11] les équations

différentielles suivantes:

g' constant

(4.44) g = A: (g — g‘p)
L0

h g
avec les conditions de Kuhn-Tucker :
(4.45) A>0 ., f(@<0 , Af(g) =0
les conditions initiales s’écrivant :
(4.46) altn) =g, . eltn)=¢, , (tn)=¢)

2.4.3 Généralités sur l'intégration numérique des équations différentielles

Si I'on oublie pour I'instant (4.45), le systéme (4.44)-(4.46) s’écrit formellement comme suit :

(t) = F(s(t),1)

n(t,) =

(4.47) Vi€ [tn, tny1],

La technique classique d’intégration numérique consiste & approximer la valeur sz,41 en 5,41

& partir d’'une valeur estimée de la dérivée 3¢ sur l'intervalle. Précisément, on pose:

(4.48) Mpi1 = sy + Aty F(%n—i—ﬂ)
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ou l'on a:
(4.49) Hptg =031+ (1 —6) 3,

Selon la valeur de 6 (appelé paramétre de relazation), on reconnait :

o l'algorithme d’Euler explicite pour 6 = 0,
e le schéma de Crank-Nicholson pour 6 = %,

o lalgorithme d’Euler smplicite pour § = 1 (appelé backward Euler dans la littérature

anglo-saxonne)

On montre que le schéma d’intégration est inconditionnellement stable, c’est a dire converge
vers la solution quelle que soit la condition initiale, si 6 > % Dans le cas particulier de la
plasticité, ou il convient de tenir compte des conditions supplémentaires (4.45), il est aujour-
d’hui reconnu que l'algorithme implicite § = 1 permet la meilleure précision (Krieg et Krieg,
1977; Ortiz et Popov, 1985; Ortiz et Simo, 1986). Il va étre maintenant développé.

2.4.4 Application de I’algorithme d’Euler implicite

11 s’agit ici de discrétiser (4.44) en appliquant (4.48)-(4.49). Ayant supposé que le probléme

est localement piloté par I'incrément de déformation, on a successivement® :

(4.50) €,41 — &, T AE,
af
(451) e = HAD A=Ay (z)
- gn«l»l
(4.52) Zoy1 =L T é H(Ag, — Ac))
Les conditions (4.45) prennent la forme discrétisée :

La résolution du systéme précédant constitue ’algorithme de retour sur le critére, en anglais
return mapping dont Porigine remonte & Wilkins (1964), et dont I'historique et les récentes

variantes sont présentées dans Simo et Hughes (1998, Chap. 3).

On introduit a cet effet un état auxiliaire, en anglais #rial state que nous traduirons ici par

prédicteur, tout en I'affectant de 'exposant 12l ;
trial __ .
(4'54) gn-l—l =g, + é ’ gn

5. On abandonne (temporairement) ’exposant 7 relatif a l'itération courante.
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Cet état de contrainte est d'une part directement calculable & partir des données {g_, Ac },

et relie d’autre part les inconnues {o

p i I aDre .
i1 gn}, puisque d’aprés (4.52):

(4.55)

__ trial . P
o1 = Zn1 A7 AL,

On montre que sa connaissance permet de décider si ’application de gﬂ correspond, du point

de vue de la plasticité, a une charge ou une décharge.

Tout d’abord, il est facile de vérifier que:

(4.56) f@) > fle,,,)

En effet, de par la convexité du critére de plasticité f(g), on a:

. 0 .
f(g:lrfll) —fleg, )2 <a_é) : (g:lrfll - gn+1)

(4.57) b
of of
> A\, — A | = >
- gn+1 - gn<|»1
On distingue alors deux cas selon le signe de f(o™al).

=n+1

o S'il est strictement négatif, il en est de méme pour f(gn+1). De (4.53) puis (4.52), on

tire successivement :

(4.58) Adpi1=0 gfl =0 , §Z+1 = sz

Dans ce cas, I'évolution est purement élastique sur U'intervalle [t , t,11], et le prédicteur
trial :

ety est la solution Tt

e« Sif (gfjfll) est positif, le prédicteur viole le critére et n’est donc pas la solution. Alors il

vient successivement, d’apres (4.53):
(4.59) Adns1 >0, flg,.,)=0
Il faut alors résoudre le systéme:

ria af
(4.60) g, = gzﬂri — Adlnt1 é : (£> , flg, ) =0

=n—+1

L’état de contrainte solution o ., est dit plastiguement admissible puisque vérifiant le

+1
critére. L’incrément de déformation plastique correspondant est :

(o) AP = A (3_f)

g'rL+1
Dans le cas général, les équations (4.60) sont non linéaires et nécessitent une résolution itéra-
tive. Pour les critéres usuels tels que ceux de Von Mises et Drucker-Prager, on peut trouver

une solution analytique. Celle-ci est détaillée en annexe F, section 3.
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2.4.5 Interprétation en terme d’optimisation

11 est intéressant de remarquer que la solution de (4.60) est celle d'un probléme d’optimisation
sous contrainte (de Buhan et Dormieux, 1996, Chap. 3), (Simo et Hughes, 1998, pages 118-

119). Définissons a cet effet le produit scalaire « élastique », et sa norme associée (é désigne

le tenseur des modules élastiques) :

1

(4.62) <g,d >:§g:éfl:g' , HO”§*1:< g, g >
Avec cette notation, la solution g, de (4.60) minimise la fonction || g:lrfll -a Héq sur le
domaine d’élasticité convexe C défini par: B
(4.63) C={o. flo)<0}
Pour le montrer, il suffit d’introduire le lagrangien du probléme:

1/ .. B .
(4.64) L. AN =5 (¢ —g): A7 (g - o) + MM f(o)

La stationnarité de cette fonction au voisinage du minimum (o*, AX*) s’écrit :

oL : -1, * trial af _
(4.65) <£> =0 soit é : (g — gnH) + A\ <@) =0
oL ) )
(4.66) <—) =0 soit  f(c*) =0
6A>\ AN* -

En comparant (4.65)-(4.66) a (4.60), on voit que (gn+1 , AXp11) s’identifie & (¢*, AX*), solu-

tion du probléme de minimisation. [ réalise donc le minimum de la fonction « distance »

deocelCa g:l“al selon la norme élastique.

+1

Géométriquement, g1 correspond ainsi a la projection, selon la norme élastique, du pré-
dicteur g'rial
=n+1

schématisé sur la figure 4.2.

sur le domaine d’élasticité (en anglais, closest point projection). Ce résultat est

2.4.6 Utilisation d’un autre prédicteur

Comme on I’a mentionné plus haut, l'indice 4 associé a I'itération courante a été omis dans le
paragraphe précédent. Cela signifie en particulier que le calcul de g dans (4.60) ne dépend
que des quantités connues a t, et pas des résultats de l'itération précédente (i — 1). Or on
dispose pourtant de la déformation plastique gg’ =1

A partir de cette remarque, on peut imaginer I'utilisation d’un autre prédicteur intégrant cette
donnée supplémentaire. On définit & cet effet I'état de contrainte statiquement admissible a

I’itération ¢ par:

=n+1 =n =n =n

(4.67) =g +A: (Asi - Asp’i_l)
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o = {z, (o) = 0}

F1G. 4.2: Retour sur le critére par projection selon la norme élastique

La dénomination provient du fait que c’est précisément 1’état obtenu & partir du vecteur
incrément de déplacement solution de I’équilibre (4.42). La projection de cet état sur le critére

fournit gfl L et Iincrément de déformation plastique 5_sfl’i vérifiant :

(4.68) gjz-l—l - gj{ili - é T f(gjwl) =0
d’ot I'on déduit :
(4.69) APl = AP 4 geb

p— n —n

Dans ce processus, la déformation plastique associée a I'incrément de chargement AQ,, n’est
donc pas déterminée par approzimations successives comme en (4.60) mais obtenue par cumul.

Les deux processus itératifs sont schématisés sur la figure récapitulative 4.4 page 160.

L’utilisation de ce prédicteur est mentionné par Simo et Hughes (1998, page 125). L’auteur at-
tire I'attention sur le fait que le processus de cumul mentionné a ’instant peut poser probléme

notamment lorsque des décharges plastiques interviennent au cours des itérations.

Dans le code CASTOR, les deux types de prédicteur (4.54) et (4.68) ont été implémentés.
Pour les problémes traités, aucune différence n’a été constatée sur les résultats. Cependant,
la convergence est sensiblement plus rapide lorsque le prédicteur statiquement admissible est

utilisé.

2.5 Vérification de la convergence

La section précédente a mis en évidence deux états de contraintes calculés a chaque itération
en tout point, respectivement l'état plastiquement admissible gﬁlﬂ (Eq.(4.60)) et ’état stati-

quement admissible gfjr’li (Eq.(4.67)). En théorie, a la convergence du processus itératif, ces
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deux états sont confondus. Cependant, numériquement la convergence n’est vérifiée qu’a une

précision donnée.

Dés lors, deux stratégies sont possibles pour mesurer 'erreur commise & l'itération 4 :

o Calculer l'erreur & partir de I’état statiquement admissible en évaluant le critére de

plasticité f (gfl'j:li). Ce calcul est local, effectué en tout point de Gauss.

Supposons que le critére de plasticité ait la dimension d’une contrainte et soit défini a
l'aide d’une grandeur caractéristique & (par exemple la limite en traction simple pour
le critére de Von Mises). Se fixant une erreur relative acceptable TOLy, le critére de

convergence locale peut s’écrire alors comme suit :

f(gs.a, 7
4.70 =l < Tow
( ) {Pointrsndzz)éauss} 6 f

Dans le cas ou de fortes non linéarités ne permettent pas de vérifier (4.70), on peut limiter
tout au moins le nombre de points de Gauss ou le critére est violé (points plastiques non

convergés) (PLAXIS, 1993).

o Calculer 'erreur & partir de I’état plastiquement admissible en mesurant 1’écart a 1’équi-
libre (Zienkiewicz et Taylor, 1994b, page 223), (Crisfield, 1991, page 289) . Cette quantité
est par nature globale. Se rappelant la forme des efforts nodaux associés & un champ
de contrainte (Eq.(4.25)), on introduit le vecteur des résidus (en anglais, out-of-balance

forces) :
(4.71) gﬁwl = /QtBe 'sz+1 d§d — Qn+1

Se fixant un déséquilibre relatif acceptable TOLgy, on en déduit un critére global de

convergence :

| % |

4.72 T =n+l Il
4 Q.|

< ToLy

Il est & noter que, si I'on prend soin de conserver & la fin du pas de charge n 1’état
statiquement admissible ¢>%, on a évidemment ¥, = 0, de sorte que v 41 = AT
L’estimation de la convergence peut alors se faire uniquement & partir des quantités
relatives au pas de charge courant. On montre ci-dessous que iﬁl 41 est lié & la variation

du vecteur des forces plastiques entre deux itérations successives (Eq.(4.81) ).

Parallélement, on peut estimer la convergence en déplacement: la variation du vecteur incré-
ment des déplacements nodaux entre deux itérations doit tendre vers 0. Le critére correspon-

dant s’écrit :

| AU — AU |
| AT |

(4.73) < ToLy
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11 est possible d’obtenir une information sur la vitesse de convergence de ’algorithme. Intro-

duisant le tauz de convergence q; défini par:

AU - AU |
NN

(4.74) gi

Mestat (1993, page 129) montre qu’il suffit de vérifier que ¢; < 1 & chaque itération pour

affirmer la convergence en déplacement du processus.

Dans tout ce qui précéde, on utilise une norme euclidienne sur ’espace vectoriel des degrés
de liberté du probléme R” :

(4.75) | X |- VXX
Les valeurs usuelles de TOL varient entre 10~% et 10~2.

Tous les indicateurs de convergence que I’on vient de présenter sont implémentés dans le code
CASTOR . A l'usage, on a remarqué que les critéres (4.72)-(4.73) pouvaient étre vérifiés alors
qu’en certains points, le critére de plasticité était fortement violé. Le critére local est ainsi

plus contraignant, et c’est en général celui qui est décisif pour I'arrét du processus itératif.

2.6 Autres méthodes de résolution numérique des problémes de plasticité

Comme annoncé & la section 2.3, on donne ici un apercu d’autres méthodes de résolution qui
ont vu le jour ces vingt derniéres années. Le but n’est pas de faire un panorama exhaustif,
que l'on peut trouver par ailleurs dans des ouvrages trés complets tels que ceux de Crisfield
(1991) et de Simo et Hughes (1998). Il s’agit de montrer le principe de ces méthodes, pour

voir en quoi elles sont adaptables au modéle multiphasique.

Ces différentes méthodes n’ont pas été introduites dans le code CASTOR . En effet, le trai-
tement numérique n’est pas au coeur de notre sujet, et les développements associés a ces

implémentations ont été jugés hors de propos dans le cadre de ce travail.

2.6.1 Meéthode de Newton-Raphson

Se rappelant la structure des matrices de rigidité (Eq. (4.22)), on peut mettre I'équation

d’équilibre discrétisée (4.32) a U'instant ¢, sous la forme suivante :

(4.76) / 'B.-2,d2=Q
Q ~n

L’objectif est de déterminer le champ 2, équilibrant de la méme facon Qn e Cet équilibre
n’étant vérifié qu’apres convergence d’un processus itératif, on a introduit en (4.71) le vecteur

des résidus a 'itération 7 du pas de charge courant n + 1:

(4.77) v = / 'Be-2),,1dQ-Q, |
Q
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Dans cette équation, g; +1 désigne I'état de contrainte obtenu aprés intégration locale de la
plasticité (Eq.(4.60)), c’est a dire I'état de contrainte plastiquement admissible. Désignant
par u, 41 le vecteur des déplacements nodaux de ’élément contenant le point courant, on a
d’aprés (4.19):

(4.78) 7.1 =D- [Be U1 — 00 | +a,

L’équilibre (4.42) ayant fourni le vecteur U’ ni1 peut d’autre part se mettre sous la forme:

t
(4.79) /Q B, 0 d0-Q | -
ou l'état de contrainte statiquement admissible vaut :
(4'80) Q;j—lz =D- [B Un+1 - §Z+Zl ' + 0o,

Reportant (4.78)-(4.80) dans (4.77), et soustrayant (4.79), on obtient une nouvelle expression

du vecteur des résidus a la fin de 'itération 7:

(4.81) _ZH = _/QtBe . 5_52,i dO = _(5_F2,i , bt i 52;1 _ €p+'1—1

A partir de cette valeur, on cherche une nouvelle évaluation du champ de déplacement Uﬁ;fi_ll
vérifiant :

(4.82) \Iﬂ =0

L’application de la méthode de Newton-Raphson a la résolution de 1’équation W(U) = 0

conduit & remplacer ’équation précédente par un développement limité au premier ordre:

ov ~
T =0~ + <8U> (U - Uhi)
4.83 Unis
( ) ov i1 i
\Iln-l-l + ’ (Mn - Mn)
ou Ui
n+1
Posant :
(4.84) 8U;, = AU — AU,

et introduisant la matrice de rigidité tangente:

(4.85) il = (3;“)

on obtient la nouvelle évaluation du vecteur incrément des déplacements AU%™ en résolvant :

n+1

(4.86-2) UL, = —(Ki) W, = (Khyy) - OFR

La matrice K, 41 joue ainsi, pour la méthode de Newton-Raphson, le role de la matrice K
utilisée dans la méthode des contraintes initiales (Eq.(4.41)). On représente graphiquement

sur la figure 4.3 les approximations successives de ¥ 11 par les deux méthodes.
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AU} = 8U;, + 0U,

a - Méthode des contraintes initiales

AU? = 8U}, + 0U2

b - Méthode de Newton-Raphson
F1G. 4.3: Processus itératif d’annulation du vecteur résidu
2.6.2 Comportement tangent et tangent consistant

Il reste & déterminer la forme de la matrice de rigidité tangente K, 41- Dérivant (4.77) par

rapport au vecteur déplacement, il vient :

4 do
(4.87) K., = /QtBe- (8_§)

ou D!, est la matrice de comportement tangente.

Oe <
| (@) @0~ [ B, D}, B a0

i
§n+1 n+1
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Si localement I'incrément de déformation E’ entraine une décharge du point de vue de la
plasticité, le comportement tangent est bien stir le comportement élastique. Si par contre il y

a charge, il faut introduire les équations de la plasticité pour le déterminer.

Certains auteurs, notamment Hinton et Owen (1980) déduisent cette matrice du tenseur des
modules élasto-plastiques tangent A*P tiré des équations de la plasticité exprimées en taux
de variation : -

(4.88-2) 6 = A:(E-£)
(4.88-b) & = Xg—g
(4.88-c) f = ﬂ:g:o

Reportant (4.88-a) et (4.88-b) dans (4.88-c), on montre aisément que:

(4.89) g=AP:¢
avec :
of of
. (éaz)®(% @)
(4.90) AP =A- o7 .07
0 'E'ag

IS]

En utilisant la matrice de rigidité tangente D®P construite & partir de ce comportement,
il a été constaté que la convergence du processus itératif n’est pas de nature quadratique,

contrairement & ce que ’on attendait de la méthode de Newton-Raphson.

Pour obtenir effectivement cette convergence, Simo et Taylor (1985) ont introduit le compor-
tement tangent consistant avec I'algorithme. Pour Iobtenir, 'opération de dérivation (4.85)

est effectuée & partir de ’expression de g, ., comme pro jection du prédicteur sur le critére:

+1
af
(4.91) Tp1 =L T é F| & T A (@)
- gn«l»l
En différentiant cette expression incrémentale, il vient :
/—’.—
. . c [(Of 0
(4.92) G =4 |& -2 (a—) TN ds (a—>

=n—+1 =n—+1

ou le dernier terme fait intervenir les dérivées secondes du critére de plasticité :

/—’.—

2
- () - ().

=n+1

QD‘QJ
ISHENS
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I1 vient alors:

: Pf | . [of
(1.94) G = [ L+ A 4 f] ENE (@
B B gn«l»l
Cette équation ressemble formellement & (4.88-a), & condition d’y remplacer A par:
-1
A A: >t tA

Résolvant de nouveau les équations (4.88) avec A, on obtient le comportement tangent consis-

tant:

(4.96)

[
o
Il
[
|
N
[
Qv‘ QO
~
N———
®
7N

|
IS

auquel on peut associer la matrice de comportement tangent Df_'f et calculer (4.87).

Remarques Le calcul de (4.96) prend ainsi en compte le fait que la résolution numeérique des
équations se fait en utilisant un incrément de taille finie, alors que les équations constitutives
sont exprimées en taux. Cela explique la dénomination de « consistant avec I’algorithme ».
Le gain réalisé en utilisant cet opérateur par rapport a (4.89) peut étre significatif (Simo et
Taylor, 1985). Cependant, cette approche nécessite le calcul des dérivées secondes du criteére,

qui peuvent s’avérer singuliéres en certains points.

2.6.3 Meéthodes quasi-Newton et accélérateurs de convergence

La méthode de Newton-Raphson nécessite comme on 1’a vu une inversion de la matrice de
rigidité tangente & chaque itération de calcul. Pour des gros systémes, cette étape peut s’avérer
trés cotteuse en temps de calcul. Pour pallier ce probléme, certains auteurs ont proposé de
remplacer (Kfl H)*1 par une approximation calculée & partir des (Kfl _H)*l, j < 4. Les

méthodes les plus couramment utilisées sont :

o La méthode DFP (Davidon, Fletcher, Powell) qui fait une actualisation de rang 1, c’est

a dire évaluant ( ﬁl +1)*1 uniquement & partir de (Kil]_ll)*l.

 la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno) qui est une actualisation de

rang 2.

La premiére est rapportée dans Zienkiewicz et Taylor (1994b, page 218) et Mestat (1993). La
seconde a été appliquée initialement dans le cadre des éléments finis par Matthies et Strang
(1979). On en trouve des variantes dans Crisfield (1991, Chap. 9).
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Un autre type d’optimisation des algorithmes consiste en l'utilisation de schémas d’accé-
lération de convergence. A l'itération 4, & partir d’'une valeur du champ de déplacement
AU = AUE + §UY, on effectue une actualisation de type:

~ i1 . .
(4.97) AT, = AU, +n, 8T,

. o e L. AR |
Le scalaire n; est ajusté de facon & minimiser la norme du vecteur résidu associé¢ a AU,, .

Ce procédé est connu sous le nom de line search dans la littérature, et trés souvent associé
a l'utilisation de la matrice de rigidité initiale élastique. On trouve différentes variantes dans
Nayak et Zienkiewicz (1972); Thomas (1984); Abbo et Sloan (1997) et une discussion détaillée
dans Crisfield (1991, pages 254-265).

2.7 Récapitulatif

Les différents ingrédients permettant de traiter numériquement un probléme de plasticité
ayant été abordés successivement, on propose dans ce pararaphe un récapitulatif de ’ensemble
de la procédure sous forme d’organigrammes. Ceux-ci reprennent précisément 1’enchainement

des taches programmeées dans le code de calcul CASTOR.

Deux versions de I’algorithme sont présentées:

« dans la premiére, le prédicteur « élastique » (4.54) est utilisé au niveau local. L’ensemble
des opérations est résumé dans 'organigramme 4.1. Les évaluations successives de la

déformation plastique sont représentées sur la figure 4.4-a.

o dans la seconde, le prédicteur « statiquement admissible » (4.67) est utilisé. I’ensemble
des opérations est résumé dans 'organigramme 4.2. Les évaluations successives de la
déformation plastique, maintenant obtenue par cumul au cours des itérations, sont re-

présentées sur la figure 4.4-b.

2.8 Conclusion

Nous arrivons au terme de la section la plus technique de ce chapitre. L’ampleur du formalisme
utilisé et les diverses références suffisent & montrer que le traitement de la plasticité dans le
cadre des éléments finis n’est pas un domaine de recherche clos. Nous espérons avoir donné
suffisamment de détails pour montrer la richesse du sujet sans avoir noyé complétement le

lecteur.

Les sections qui suivent présentent le travail théorique original de ce chapitre: la mise en
ceuvre par éléments finis du modeéle multiphasique adhérent en élasto-plasticité, puis celle du

modeéle général en élasticité.
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« Initialisation 7 = 1
A 0=0  AFR°=0
AU, =K' AQ,
o Itération 1
AFP =0
MZ ,  Aeb =1 connus
« Pour chaque élément k
AP ik) =0 Au(k) «— AU,
¢ Pour chaque point de Gauss IPG: Return mapping

. o =g, + DB, - Auj (k)

e Si f(gflrfll’z) <0 alors Ae'=0
sinon  AeP:* donné par (4.60)
s.a,t __ _trial,q p,i—1

o CritMaxz +— max (CritMa:E, f(gii’f))

——— AfPI(k) ¢— AfP (k) + wipg 'Be - D - Ach

Assemblage: AFP>? «— AFP:! —i—ﬂzz(k)

o Calcul élastique: AU =K. (%n + AFP Z)

« Convergence

W41 = AFR 71— AFp

Si (4.70),(4.72),(4.73) verifiés, alors la solution est :
U, =U, + AU

_ i+1
Ent+1 = Enq1 T Be - AU,
p _ b P,
Ent1 = En + Q&)

Op+1 — 9y +D- [Be _ijl _&g,i]

I Sinon 7 +—1+1

TAB. 4.1: Algorithme de plasticité - Utilisation du prédicteur « élastique » (4.54) - Méthode

des contraintes initiales
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« Initialisation 7 = 1
AeL:0=0  AFP =0
AUL=K'-AQ,

o Itération ¢

SFP " =0

AU,

,  AcP 1 connus

« Pour chaque élément k

5P (k) =0 Aul(k) «— AU,

¢ Pour chaque point de Gauss IPG: Return mapping

s.a,1

v o =0, + D [Be - A (k) — Aely ]
e Si f(gfl'i’li) <0 alors 5_62’i =0
sinon deP’ ¢ donné par (4.68)
AeP i = AePo il 4 gepi

o CritMaxz +— max (CritMa:E, f(gii’f))

 0fP (k) «— 0P (k) +wrpg 'Be - D - g

Assemblage 6_F21<—5_F21+ﬂ21(k)
o Calcul élastique UL = K1 .§FP>?
AU = AU, + 80,

« Convergence

Ezﬂ = —5_F2’i

Si (4.70),(4.72),(4.73) verifiés, alors la solution est :
U1 = U, + AU
Ent1 = Ens1 + Be - AU

p _ b p,1
Eny1 = En + Ach’

Opt+1 =9y +D- [Be 'Mijl _&g,i]

I Sinon 72 +—1+1

TAB. 4.2: Algorithme de plasticité - Utilisation du prédicteur « statiquement admissible »
(4.67) Méthode des contraintes initiales
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atrlal =g +A: Ae
=n  ="=n

trial, 2 __ . 2
=n-+1 T =n + é ) gn

trial, 1 _ . 1
8n+1 =n—+1 - gn + é gn

Etats de contrainte
statiquement admissibles
o %
a - Prédicteur « élastique »
s.a,3 __ . 3 _ p,1 p, 2
AP =Pt + PP+ o)t =g, +A: (AL - (0! + i)

8n+1 =n+1

Etats de contrainte
statiquement admissibles

b - Prédicteur « statiquement admissible »

FiG. 4.4: Algorithme de projection sur le critére - Visualisation de la déformation plastique

au cours des itérations
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3 Implémentation du modéle multiphasique adhérent (Sudret
et de Buhan, 1999b; Sudret et al., 1999)

3.1 Introduction

Sous I’hypothese d’adhérence parfaite, le modéle multiphasique se formule a partir d’un champ
de déplacement £ unique pour toutes les phases. Ainsi, son implémentation dans un code aux
éléments finis formulé en déplacement est-elle une extension de la formulation associée au

milieu continu classique.

Comme 3 la section 1, on commence par établir un principe de minimum de I’énergie po-
tentielle en élasticité. La discrétisation de celui-ci fait apparaitre des termes liés a la phase

matrice et & chaque phase renforcement.

Pour traiter le comportement élasto-plastique, on s’appuie sur la définition premiére du critére
de plasticité (2.106). Celui-ci s’obtenant & partir des valeurs des contraintes partielles, on
montre que l'algorithme local d’intégration de la plasticité peut s’appliquer indépendamment

sur chaque phase, ’algorithme itératif global restant quant & lui inchanggé.

3.2 Traitement de 1’élasticité
3.2.1 Principe de minimum de I’énergie potentielle

Soit S un systéme mécanique constitué d’un milieu multiphasique adhérent & N phases ren-
forcement. On a montré & la section 1.7 du chapitre 2 qu’a condition de définir les efforts
extérieurs globaux (2.36) et le tenseur des contraintes totales (2.37), les équations d’équilibre

et conditions aux limites de ce milieu et celles du milieu continu de Cauchy sont identiques.

Reprenant les notations du paragraphe 1.2.2, on note C(S¢, éd) I’espace des champs de déplace-
ment cinématiquement admissibles, et (;, £, g) les champs solutions du probléme d’élasticité

multiphasique adhérent. Le principe des travaux virtuels s’écrit sous la forme® :

(195) vEeCSee). [Sieda- [prcan- [ 1gas— [ ¢ Sonds—
- - Q— = Q - St - SeT T
Le champ de contraintes totales solution du probléme élastique s’écrit :

_ov

(4.99) = 5:0

{[aa

ot ¥(g), densité d’énergie libre du milieu multiphasique (voir Eq.(2.53)) se simplifie dans le

cas présent en:

N
(4.100) V() =y™)+ Y P( =c:¢,0¢,)
r=1

6. Voir note page 135
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La stabilité des matériaux constitutifs de chaque phase implique que chaque fonction 7 (g) est
strictement convexe. Par conséquent leur somme W(g) I'est également, et on peut appliquer
le méme raisonnement qu’en 1.2.2. Le champ de déplacement ¢ solution minimise donc la
fonctionnelle énergie potentielle définie en (4.10), dans laquelle on remplace simplement 1)(g)
par W(g).

3.2.2 Discrétisation du principe de minimum

Le champ de déplacement ¢ étant unique pour toutes les phases, on va procéder a une seule
discrétisation géométrique de la structure, ce qui revient & choisir les mémes degrés de liberté

et interpolations pour chaque phase. Reprenant les notations du paragraphe (1.3.2), on pose:

€

(4.101-a) Ve €Ve, £ (z)ye = Ne(z)-uw
(4.101-b) e = B, U

Sur chaque élément e = 1,... N, le terme ¢¢(u,) (Eq.(4.20-c)) est inchangé pourvu qu’on
utilise les efforts extérieurs globauz dans son calcul (Eq.(4.21-b)). Par contre, le terme we(u,)
(Eq.(4.20-b)) est maintenant I'intégrale d’une somme de termes relatifs respectivement a la

phase matrice et aux différentes phases renforcement. On écrit sans ambiguité :

N
(4.102) we(ue) = wi(u) + Y wh(u,)
r=1

Pour la phase matrice, on reprend simplement 1’expression (4.21-a) en remplagant D par d™,
matrice d’¢lasticité de la phase matrice associ¢e a a¢™. Pour les phases renforcement, il est

nécessaire d’introduire des notations supplémentaires.

L’exploitation de la condition de compatibilité des déformations " = ¢ : e, ® ¢, nécessite la

définition de la représentation matricielle du tenseur e, ® e,. On note:

(4.103) e, Qe < ¢

=t

de sorte que:

(4.104) g =le,ce=Te-¢

T
De fagon similaire a (4.11), on retient la forme suivante de la densité d’énergie libre d’une
phase renforcement :

(4.105) P = 5@ (V4 (o] —a” )

Dans cette équation, a” désigne la raideur scalaire, € la déformation d’origine anélastique,

et o] la contrainte initiale. On montre alors que:

ut(w) = [ 0 a0
(4.106) 1"5
= —lu,. [/ a”Be-gt-tgr-BedQ] -ue—tge-/ (a" el — ") 'Be - ¢, dQ
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On identifie ainsi pour chaque phase renforcement :

e la matrice de rigidité élémentaire:

e

(4.107) k’":/ a"'Be ¢, - le, - Be dQ

o le vecteur force élémentaire associée aux déformations anélastiques:

(4.108) o= / a" €’ "B, - e, d

e le vecteur force élémentaire associée aux contraintes initiales:

(4.109) e :/ —0" B, - ¢, dS)

e

Lors du processus d’assemblage des matrices de rigidité (resp. vecteurs force) élémentaires, on
additionne pour chaque élément les contributions de chaque phase avant d’injecter la somme

dans la matrice de rigidité (resp. le vecteur force) global(e).

Remarque La matrice de rigidité d” d’une phase renforcement s’identifie au produit a” ¢, ’e,.
On donne dans I'annexe F, section 3 la forme explicite de cette matrice dans les cas bi- et

tridimensionnels en fonction des angles définissant la direction de renforcement.

3.3 Traitement de la plasticité

Reprenant la structure de la section 2, nous allons successivement poser le probléme de plas-
ticité multiphasique discrétisé, discuter du processus itératif de résolution, de l'intégration
locale des lois de comportement et des critéres de convergence. Nous donnons enfin un or-
ganigramme récapitulatif. Dans cette section, on se limite pour simplifier la présentation a
une phase renforcement. Cependant les processus mis en ceuvre étant découplés par phase, la

généralisation & N phases est immédiate.

3.3.1 Position du probléme

Soit S un systéme mécanique de volume €2 modélisé par un milieu biphasique adhérent, soumis
a un chargement Q(t) (décrit par les efforts globauz volumiques, surfaciques et les conditions
aux limites en déplacement) sur U'intervalle de temps [0, T']. L’objectif est de déterminer la

réponse du systéme sous la forme des champs suivants définis sur  x [0, T :

(4.110) {g", 0" e, g &}
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Ces champs vérifient le systéme d’équations:

(4.111) divE+pF =0 , Y=0"40"¢e ®e¢,
(4.112) 0" = %m D(E— gg) , 0" =a" (" —¢))
. cm O . i OfT :
4.11 S (L —— T =\ =4\
( 3) gp agm ’ 619 oo’
(4.114) N>0 , f)<o , V=0 j=mr

ainsi que les conditions aux limites de type (4.2).

La discrétisation temporelle s’effectue comme a la section 2.2. Pour toutes les variables (4.110),
on note avec 'indice ,, les valeurs, supposées connues, a l'instant ¢, et A(), Uincrément &

déterminer comme réponse & AQ,,.

3.3.2 Algorithme de plasticité modifié

Le schéma général de résolution alternant 1’écriture d’équilibres globaux et I'intégration locale
des lois de comportement reste inchangé. Dans le cadre de la méthode des contraintes ini-
tiales, la matrice de rigidité du systéme est obtenue par sommation sur toutes les phases des
matrices (4.22) et (4.107) puis assemblage de ces contributions élémentaires. Les évaluations
successives du vecteur incrément des déplacements nodaux AU?, sont obtenues en I'utilisant
dans (4.41).

L’expression du critére de plasticité global (2.106) s’obtient a partir de I’évaluation du critére
propre & chaque phase sur les contraintes partielles correspondantes. Par ailleurs, les lois d’évo-
lution (4.112)-(4.113) sont également exprimées par phase. Ainsi, I’évolution élasto-plastique

pilotée par un incrément de déformation imposé gn est-elle découplée par phase.

Le traitement numérique va donc s’appuyer sur cette remarque importante. A partir d’un
incrément de déplacement AU, calculé & l'itération ¢, on calcule en tout point de Gauss

Iincrément de déformation Ae = Ae™. On considére ensuite séparément chaque phase.

Phase matrice On commence par évaluer le prédicteur (4.54):

ial
(4.115) gialm = g™

s

m:A&?n

On distingue ensuite deux cas selon le signe de f(gzrjfll’ ™.

o S'il est strictement négatif, I’évolution est purement élastique sur Uintervalle [t, , ty41]

et l'on a:

m m o __ m . _m m  __ _trial, m
(4.116) AN =0 &p’n—(] s Eomi1 = Epn t Zoyr = Zugn
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o S’il est positif, on projette le prédicteur sur le critére de la phase matrice selon la norme

élastique associée a a™ en résolvant :

: ofm
m Il 1, m m m . m m
(4.117) Tny1 ™ ——U:Hal Adni % ) ( Ho™m ) S (—gn+1) 0

=—n+1
Si I’on utilise le critére de Drucker-Prager pour la phase matrice, la résolution se fait
analytiquement, et I’expression de I'incrément de déformation plastique associé est donné
par (F.38). Par une intégration de type (4.24), on obtient le vecteur des forces plastiques

élémentaire associé.

Pour la phase matrice, on obtient donc formellement le méme processus que pour le milieu
continu de Cauchy. Par conséquent, la méme zone du code de calcul sera utilisée dans les deux

situations.

Phase renforcement On proceéde formellement de la méme fagon que pour la phase ma-
trice. Les calculs sont cependant plus simples. A partir de I'incrément de déformation gﬂ,

on obtient par la condition d’adhérence parfaite:
(4.118) Aep, =Ace e, ®¢,
d’ou on tire le prédicteur :

(4.119) oA = o7 +a" Ael,

On distingue ensuite les deux cas suivants:

e Si f’"(affjrall’ ") < 0, I'évolution est purement élastique, et donc:

(4.120) AN =0 , Af

p’n

_ T _r T ___trial,r
=0 ’ 6p,n+1_6p,n 3 Un+1_0-n+1’

e Si f’"(affjrall’ ") > 0, on projette le prédicteur sur le critére. Le domaine d’élasticité C” de

la phase renforcement est défini par un intervalle de R de la forme:
(4.121) C"=]-0o" , 0l

ce qui rend 'opération de projection immédiate :

. _trial

o't si Unr_li_al’T > o'}
(4.122) oy =

—ol si U:Lr_li_all’r < —o"

L’incrément de déformation plastique correspondant s’écrit :

trial, r

_ st~ Opyi
(4.123) Ae) i1 = %

Par une intégration de type (4.108), on obtient le vecteur des forces plastiques élémen-

taire associé.
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Les vecteurs des forces plastiques élémentaires sont, pour chaque élément, sommés sur toutes
les phases, puis assemblés en un vecteur global AF, ., qui sert au calcul des déplacements

A l'itération suivante.

Convergence Les critéres de convergence globaux sur le vecteur des résidus (4.72) et sur les
déplacements (4.73) restent inchangés, a condition d’inclure la contribution de chaque phase

dans le calcul de ¥, | = —§FP-"

Au niveau local, on impose pour la phase matrice un critére d’arrét de type (4.70):

fm(gs.a ,m ,i)
(4.124) max ol Lo ToLy

{Points de Gauss} Gm

Si cette relation est trop contraignante, on limite le nombre de points plastiques non convergés.

Pour la phase renforcement, on rajoute un test sur ’écart au critére C" des états de contrainte
partielle statiquement admissibles donnés a l'itération ¢ par:

(4.125) Ui‘i’f A o, +a" (Ae,ﬁ’i — Asg’f;l)

en imposant :

f,«(gs.a,'r ,z')
(4.126) max  —— L L < Tor;
{Points de Gauss} max (Ui ) 0-1;)

ou en limitant la aussi le nombre de points plastiques non convergés.

3.3.3 Autres méthodes de résolution

Apres avoir détaillé les modifications apportées a la méthode des contraintes initiales pour
résoudre les problémes multiphasiques adhérents en plasticité, on fait ici quelques remarques

sur les autres schémas présentés a la section 2.6.

e Pour les méthodes dites quasi-Newton, I'actualisation de la matrice de rigidité ne fait
pas référence & son contenu mécanique (i.e au comportement du matériau dans chaque
éléement). Son utilisation dans le cadre multiphasique adhérent ne devrait donc pas

nécessiter de modifications.

o Pour appliquer la méthode de Newton proprement dite, il est nécessaire de calculer
la matrice de comportement tangent consistant. Le découplage des comportements des
différentes phases permet d'utiliser I’équation (4.96) pour la phase matrice. Pour chaque
phase renforcement, si le comportement est parfaitement plastique, la rigidité tangente
est nulle: les phases renforcement n’interviennent donc pas dans le calcul de la rigidité
tangente. A noter que dans le cas d’'un comportement écrouissable de ces phases, on peut

trouver l'opérateur (scalaire) tangent consistant dans Simo et Hughes (1998, page 53).
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3.3.4 Récapitulatif

On présente pour conclure ’organigramme récapitulatif de I'algorithme modifié pour le modele
multiphasique. Il s’agit ici d’'un schéma de principe. Pour le détail de chaque étape, on se
reportera a 'organigramme 4.1. Il est également possible d’adapter au modéle multiphasique

I’organigramme 4.2 pour lequel le prédicteur est 1’état de contrainte statiquement admissible.

Dans le code CASTOR, on a introduit une loi de comportement parfaitement plastique pour
les phases renforcement, et un critére de Drucker-Prager avec loi d’écoulement non associée
pour la phase matrice. Il va sans dire que le traitement par phase de la plasticité au niveau

local permet ’extension du code a n’importe quel type de comportement.

L’utilisation de lois plus complexes (de type Cam-Clay pour les géomatériaux, Willam-Warnke
pour le béton, ...) dans un cadre multiphasique ne présente alors pas plus de difficultés que
leur utilisation dans un code monophasique. De méme, l'introduction de 1’écrouissage dans
les phases renforcement requiert-elle simplement la résolution du probléme local de projection

dans le cas unidimensionnel (Simo et Hughes, 1998, Chap .1).

De ce point de vue, ’approche multiphasique est beaucoup plus puissante que ’approche de
Greuell (1993); Bernaud et al. (1995) qui dérivent un critére de plasticité par homogénéisation
pour le matériau renforcé, dont I’expression analytique n’est possible que sous des hypothéses

restrictives (Critére de Drucker-Prager pour la matrice, une seule direction de renforcement).

3.4 Conclusion

La mise en ceuvre par éléments finis du modéle multiphasique adhérent est une extension du
cas classique, puisque l'inconnue principale est un champ de déplacement unique pour toutes

les phases.

Dans le domaine élastique, la structure d’un programme classique n’est modifiée qu’au niveau

de I'évaluation des matrices de rigidité et vecteurs force élémentaires.

Dans le domaine élasto-plastique, la formulation multiphasique permet de découpler le trai-
tement des non linéarités par phase. Les techniques numériques applicables pour le milieu
continu restent valables si I’on raisonne sur les contraintes partielles dans la phase matrice.

Le traitement de la plasticité des phases renforcement ne pose pas de problémes particuliers.

La théorie développée dans cette section est implémentée dans le code CASTOR, dont le
fonctionnement est présenté dans la section 5. Auparavant, on présente les principes de la

mise en ceuvre par éléments finis du modéle multiphasique général.
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Initialisation i = 0

AFR° =0 5 AUL=K ' AQ

Y
141+1
. o1 i1
AU, , Ae), , Aep), connus
Y
Pour chaque point de Gauss
Y
< Ae, >
A
Y
trial ,m ,i trial ,r i
041 n+1
v Projection Projection {
Sur C™ Sur C"
. ) : Pour chaque
Acpt] > AR < Aepl, !
phase r
A Y \4
L Y i
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7
. . p
Y AUL =K' (AQ, +AFE) N
Y
Tests de convergence >
non oui
Y
4
Y
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Fi1G. 4.5: Algorithme de plasticité modifié - Modéle multiphasique adhérent
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4 TImplémentation du modéle multiphasique général en élasti-

cité
4.1 Introduction

La construction du modéle multiphasique général repose sur l'existence d’une cinématique
propre pour chaque phase. Dans une formulation par éléments finis en déplacement, les incon-
nues principales vont donc étre les (N 4 1) champs de déplacement associés respectivement &

la phase matrice et aux N phases renforcement.

Suivant le plan des sections 1 et 3, on commence par énoncer, en élasticité, un principe de
mintmum de 1’énergie potentielle sur ’espace des champs de déplacement cinématiquement
admissibles. On procéde ensuite a la discrétisation de la géométrie. On introduit a cet effet
une famille d’éléments finis multiphasiques, dont le nombre de degrés de libertés par noeud
est proportionnel au nombre de phases. Décomposant ’énergie potentielle sur les éléments,

on fait apparaitre les expressions des matrices de rigidité et des vecteurs force élémentaires.

Pour simplifier 'exposé, les calculs sont détaillés dans le cadre d’'un modéle biphasique (une
seule phase renforcement dont la direction est repérée par le vecteur unitaire e, ). On commente
finalement la généralisation & N phases renforcement en attirant l’attention sur les points

critiques de I'implémentation.

4.2 Principe de minimum de I’énergie potentielle
4.2.1 Position du probléme d’élasticité biphasique

Soit S un systéme biphasique occupant un volume géométrique €2, soumis a un ensemble de

sollicitations comprenant :

o des forces de volume p’(z) F/(z) intervenant dans les équations d’équilibre de chaque

phase:

(4.127) VieQ, divg™(z) + p™(z) F™(z) + L(z) = 0

div(o"(z) e, ®e,) +p"(z) ' (z) — I(z) = 0
o des forces surfaciques vérifiant les conditions aux limites:

a™(z)-n = T4 (z) Vi € Spm
(4.128) =

o"(z)(n-e)e, = T (z) Yz € Spr
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o des conditions aux limites en déplacement ” :

(4.129) E(z) =M (z) Vo € Sy = 0NSps, j={m,r}
On rappelle les définitions suivantes:

e 'espace des champs d’efforts intérieurs statiquement admissibles est 1’ensemble des
(g™, 0", I) vérifiant (4.127) et (4.128)

¢ l'espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles est :

C(S¢i ,éd’j ) ={(&™, &) continus, continfiment différentiables,

(4.130)
et vérifiant (4.129) }

On introduit par ailleurs le champ des déplacement relatifs:

(4.131) AL=& "

4.2.2 Principe du minimum en déplacement

Soit {§~m , g LEM,EN, a™, o, I} l'ensemble des champs définissant la solution du probléme

élastique. Le principe des travaux virtuels appliqué a tout élément de (C(ng , §d’j ) s’écrit :
/ [gm :gm—i—&’"s’"—l—jAf} a9
= 2 28
_/ [mem§m+prET§r] d
Q
(4.132)
_/ Id,m_gm ds — Id’T'fT ds
Spm — Sopr —
_/ fd’m.é’m'ﬂds— o’ (ﬂ'gr)fd’T'gr dS =0
m - Sr -
¢ ¢

Appliquant 1’équation précédente aux champs solutions {gm , g } et soustrayant membre a

membre, il vient :

/Q[im:(ém—ém)+5T(5r_gr)+z.(g_A_g)} a0
(4133 _/Q o g =€)+ (g - €] a0

_/ Id’m'(fm—gm)ds— Id,'r_({r_g)dszo
Sqm

ST’V‘ -

7. On a donné au chapitre 2, section 1.3 ces définitions dans le cadre le plus général. Comme a la section 1,
on restreint ici le formalisme pour simplifier la présentation du modéle éléments finis sans diminuer la portée

générale de la méthode (Voir note page 135).
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Les densités d’énergie libre associées a chacune des phases et a I'interaction (Eq.(2.53)) véri-
fient :

(4.134-a) " = ZZZ €")
(4.134-b) & = gf:(?)

- oyl
(4.134-c) I = @(g)

De par la stabilité des matériaux constitutifs des phases, ces densités sont supposées convexes

de leur argument. On en déduit respectivement :

(1135-2) e —umEn > SEm e -2
(4.135-b) P - E) 2 e )

~ I ~ ~
(4.135-c) YA - (a8 > M (ad)- (A¢- A

=26 =26 aAfA'__

Substituant (4.134) et reportant ces inégalités dans (4.133), on montre aisément que les
champs solutions {{™, £"} minimisent sur C(S; ,éd’j ) la fonctionnelle énergie potentielle dé-

finie par:

(4.136-a) EE™, &) = wEm, &) —-oiEm, €

(4.136-b) wEm, ¢ = /Q (™ (£™) + ¢" (") + T (AE)] d
(4.136—C) q)(ém’ §r) — /Q [mem é’m +prE7" é’r] d0

+/ Id,m gm dS+/ Id,’r _67" ds
STm - S -

dans lesquels on a implicitement utilisé les équations cinématiques :

1
(4.137) eh = 3 (gradfm + ltgrad§m> , € =(e,®e,):grad(” , AL=¢ M

Dans la suite, on suppose un comportement élastique linéaire pour chaque phase. On explicite

les densités d’énergie libre sous la forme :

(4.138-a) Pr(E™) = %gm :%m e +em () — %m en)
(4.138-b) V(") = %a’" (€24 e s (o] —a" e
(4.138-¢) P(AL) = %g Ol A AE-CT- A
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4.3 Formulation éléments finis en déformation plane

Pour une présentation concréte, on a choisi de se limiter aux problémes en déformation plane.
On donne dans ce cadre les différentes expressions qui interviennent dans la programmation
du code aux éléments finis. La généralisation aux problémes tridimensionnels est abordée a la

section suivante.

4.3.1 Discrétisation et interpolation des champs de déplacement

Soit (O, e, , €, €,) un repére orthonormé de I'espace dans lequel est plongé le systéme, et
(O, z, y) le plan de déformation. On commence par discrétiser la structure en réalisant un
maillage unique pour les deux phases (comprenant N, éléments de surface V). Du point de
vue géométrique, on considére des éléments de Lagrange a n noeuds (en pratique, 3 ou 4 pour

des éléments linéaires, 6 ou 9 pour des éléments quadratiques).

Compte tenu du caractére biphasique bidimensionnel du probléme, chaque nceud posséde

quatre degrés de liberté, respectivement les deux composantes de déplacement de chacune des

phases (u™, v™, u", v"). Le vecteur des déplacements nodaux est noté u, :
t _ m m r T m m r r
(4.139) we = {ul", 01", Uy, V] Uy Upe s U s Uy}

Notant ((u/, v7) les coordonnées de chaque champ de déplacement §j ,{j = m,r} dans un
repére orthonormé, on regroupe les quatre composantes ainsi obtenues dans le vecteur dépla-

cement généralisé 2 :

(4.140) E(z) =

Comme dans le cas monophasique, on discrétise ce champ de déplacement en le définissant,

sur chaque élément, par interpolation :
(4.141) E(z)py, = Ne -,

La matrice N, est ici définie par n, blocs accolés de la forme:

Ni 0 0 0
0O N, 0 0
(4.142) N, =
0 0 N 0

0 0 0 N;
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Les fonctions de forme N;(z),i = 1, ..n. sont les mémes que celles utilisées dans le cas du

milieu continu classique, ne dépendant que du nombre de noeuds de 1’élément.

On a défini de la sorte une famille d’éléments finis de Lagrange multiphasiques.

4.3.2 Déformations des phases

On introduit le vecteur déformation généralisé ¢ & 5 composantes :

(4143) te = {SZ}E’ 6%’ 6Za 26%7 6T}

On rappelle que la déformation axiale de la phase renforcement s’obtient par:

(4.144) e" =grad{ : (e, ®¢,)

Dans le plan (O, z,y), la direction de renforcement est définie par un seul angle noté «:

(4.145) €, =cosae, +sinae,

Reportant (4.145) dans (4.144), on en déduit:

6 T 6 T 6 T T
(4.146) " = cos’ a aum + cosasina < 8uy + 81; ) + sin® a oy
La matrice de différentiation L donnant ¢ = L - Z s’écrit donc sous la forme:
- -
32 0 0 0
o)
0 0 oy 0
(4.147) L= 0 0 0 0
o) o)
oy 0 3z 0
| 0 cos2a%+cosasinaa% 0 cosasina%+sin2a% |

Pour exprimer le vecteur déformation en fonction des déplacements nodaux, on introduit la

matrice B, :

(4.148) E=B, u B,=L-N,

e 3

Elle est donc de taille (5 x n), composée de n, blocs s’agengant comme suit :

(4.149-a) B, = B;
o 0 0 0
0 0 381\; 0
(4.149-b)B;, = | o 0 0 0
o 0 o 0
0 cos?a aaji" + cos asin « aa];,]i 0 cosasina 8(9];1- + sin® « aajz i
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4.3.3 Contraintes partielles

Soit d™ la matrice d’élasticité de la phase matrice associée au tenseur des modules élastiques

a™ (de taille 4 x 4 en déformation plane), et a” la rigidité scalaire de la phase renforcement. On

introduit la matrice d’élasticité généralisée D de taille 5 x 5 construite de la fagon suivante:

0
0
dm
(4.150) D= 0
0
0000 a

Avec ce formalisme, on vérifie que le vecteur contrainte généralisé o & 5 composantes :

(4.151) to={of, o, o, om0}

s’obtient simplement en effectuant le produit :
(4.152) cg=D-¢€

On peut de méme exprimer la densité d’énergie libre (4.138) associée aux deux phases sous

la forme:

(4.153) P (E™) + YT (€) =<"e-DE+"E [0, — D - £y

N | —

ou encore, en substituant (4.148):

(4.154) T/)m(gm) +9"(e") = tﬂe : tBe -D-Be-u, + tﬂe : tBe : [Qo -D 'Qan]

N | =

4.3.4 Efforts d’interaction

Il convient d’exprimer tout d’abord le vecteur des déplacements relatifs en fonctions des

déplacements nodaux. Introduisant la matrice T :

-1 1 0 0
(4.155) T=
0 0 —1 1
on montre trivialement que:
(4.156) Ae=¢ —¢"=T-E=T N1,

Par ailleurs, on associe au tenseur d’élasticité d’interface C! la matrice carrée C!, symétrique

d’ordre 2 de sorte que:

(w1s7) 1= (a¢-ag, ) =cl (Ac-ag,)
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Substituant (4.156), il vient:

(4.158) I=c!. (T ‘Ne -, — gan)

Ainsi la densité d’énergie libre liée aux efforts d’interaction (4.138-c) se met-elle sous la forme :
1

(4.159) Qpl(g) — 5'@6-tNe-tT-CI-T-Ne-ge—tge-tNe-tT-Cl-gan

4.3.5 Matrice de rigidité et vecteur force élémentaires

L’expression de I'énergie potentielle discrétisée s’obtient en décomposant (4.136) sur chaque

élément du maillage. Reprenant les notations de la section 1.3.3, on a:

(4160-0)  wolu,) — / [ (™) + " (") + 4 (AD)] dD

e

(4.160-b)  gelu,) / [P E™ ™ 4 p" FT -7 dQ

+/ Id,m gm dS+/ Id,'r ‘é'r ds
OVeNSTm - VeNSyr -

Reportant (4.154) et (4.159), il vient :

we(u,) = = 'u, - [/ ('B.-D-B.+'N.-'T-C'.T-N,) dQ] “u,
(4.161) ve
[ B0 N T ag ]

Sur cette derniére expression, on identifie clairement :

e la matrice de rigidité élémentaire:

(4.162) ke:/ ('B.-D-B,+'N,-'T-C'-T-N,) dQ

o le vecteur force élémentaire associé aux déformations anélastiques :

(4.163) o= / [tBe ‘D& + N, 'T.-C! -gan} s

€

o le vecteur force élémentaire associé aux contraintes initiales:
(4.164) / —'B,-D-c,dQ
En ce qui concerne les efforts extérieurs, on associe aux densités volumiques et surfaciques
intervenant dans (4.136) les vecteurs (pF , 7™, T") définis par:
(4.165-a) "wF o= {p"F 0T E P F L 0 Fy )
t d, d,
(4.165-) ™ {Tm m dm 0, 0}

(4.165-c) o {0, 0, 79", T;ﬂ"}
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La contribution élémentaire ¢(u,) & 1’énergie potentielle se met alors sous la forme:

(4.166)  ¢e(u,) = ‘u, - [/ tNe-gdsH/ tNe-7_'mdS+/ 'N,-T" dS
e I}

VeNSpm OVeNSepr

4.3.6 Reésolution

Au vu des expressions (4.161) et (4.166), il est clair que la sommation des contributions
élémentaires va donner par assemblage une expression quadratique de I’énergie potentielle. La

minimisation de celle-ci conduit donc naturellement & un systéme linéaire classique:
(4.167) K-U=F

Les opérations d’assemblage des matrices k., dans K (resp. des vecteurs ie dans F) sont de
méme nature que dans le cas monophasique, & condition de définir correctement les tables de
localisation associant les numérotations locale et globale. La prise en compte des conditions

aux limites en déplacement est formellement identique a ce qui a été présenté en 1.3.6.

4.4 Généralisation et remarques sur I’implémentation

Ayant introduit un formalisme vectoriel adapté au milieu biphasique en déformation plane
(vecteurs déformation et contrainte généralisés & 5 composantes), on a pu retouver la structure
habituelle des matrices et vecteurs élémentaires (Eqgs.(4.162)-(4.164)). La présence d’efforts
d’interaction entre les deux phases introduit cependant un terme de rigidité supplémentaire.
Ces efforts étant linéaires du déplacement relatif, ce terme se calcule & partir de la matrice

N, et non pas de Be.

On doit tenir compte de cette remarque dans le choix du schéma d’intégration numeérique
utilisé pour calculer la matrice de rigidité d’interaction. En effet le degré du produit polyndmial
IN,-'T-C!.T-N, est de 2 plus élévé que celui du produit ‘B, - D - B,. Pour obtenir une
méme précision que dans le cas monophasique, il suffit donc d’utiliser un point de Gauss

supplémentaire pour chaque variable d’intégration.

La généralisation & N directions de renforcement ne pose pas de problémes de principe. Chaque
élément & n, nceuds possede alors 2 (N + 1)n. degrés de liberté. Les vecteurs contenant les
déformations et les contraintes par phase ont (4 + N) composantes. La matrice d’élasticité
généralisée est construite en adjoignant & d™ une diagonale formée des rigidités scalaires a”

de chaque phase renforcement (voir Eq.(4.150)).
Définissant les matrices T" donnant les vecteurs de déplacement relatif { A" =" — ém}, et

......

N
(4168) k., = / (tBe -D-B, + ZtNe Stpr CI,T i L Ne) dQ

r=1
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et des formules similaires pour les vecteurs force.

Il faut enfin faire la remarque importante suivante: I’étude de problémes réels nécessite 1'im-
plémentation dans le méme code d’éléments finis multiphasiques & nombre de phases variables.
En effet, dans les structures intéressant l'ingénieur, on rencontre fréquemment des zones ren-
forcées cotoyant des zones non renforcées, voire un nombre de directions de renforcement
variable (comme dans le cas des fondations sur réseaux de micropieux). Le traitement de ces
problémes introduit alors un nombre de degrés de liberté par nceud wvariable selon la position

dans le maillage (voir figure 4.6).

4d.dl (W™, o™, u", ")

)VVVVVVVVVV
BN
SN
S
)
e
SN
W

|
|
|
/ 2d.dl (u™,v™)

6d.dl (™, o™, u™ v, u™, ™)

a - Géométrie du probléme b - Maillage associé (éléments multi-
phasiques)
F1G. 4.6: Probléme multiphasique a nombre de phases variable : l'ezemple du réseau de micro-

pleus

4.5 Conclusion

On a introduit dans cette section la notion d’éléments finis multiphasiques dérivés des éléments
de Lagrange classiques en augmentant le nombre de degrés de liberté par noeud. On a détaillé
dans le cas biphasique en déformation plane, le calcul de toutes les quantités intéressantes,

puis briévement évoqué le cas général multiphasique.

Pour étre complet, il convient de décrire une variante simplifiée de la présentation précé-
dente. Reprenant une idée de Herrmann et Al-Yassin (1978), on peut considérer que seule la
composante du déplacement relatif entre phases colinéaire a la direction de remforcement est
physiquement pertinente. Les champs de déplacement s’écrivent alors respectivement sous la

forme:

Il
S

(4.169) gm , &=+ A r=1,.N
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Dans la formulation discrétisée, les degrés de liberté sont par conséquent au nombre de (N + 2)

1
/1

de volume dans les phases renforcement, les efforts d’interaction doivent également étre coli-

en chaque nceud. On les note (v, v™, Au . Auf}f) Dans le cas ot 'on néglige les forces
néaires 4 la direction de renforcement. Le tenseur d’élasticité d’interaction se réduit alors a

une composante uniaxiale de la forme cye, @, .

Le détail du formalisme matriciel correspondant & cette approche est donné dans Bennis
(1999). Dans le cadre de son stage de DEA, l'auteur a implémenté 'approche biphasique

compléte et 'approche simplifiée a partir du code CASTOR que nous présentons maintenant.
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5 Le code CASTOR

Nous terminons ce chapitre par la programmation proprement dite du code de calcul CASTOR
dédié au modeéle multiphasique adhérent. Aprés avoir donné les raisons qui nous ont poussé
& développer un nouveau code, nous présentons la structure des trois programmes qui le

constituent.

5.1 Motivation

Le choix d’un cadre de programmation a été source de nombreuses hésitations. En effet, fallait-
il choisir de s’appuyer sur un code de calcul existant pour ’enrichir du modéle multiphasique,

ou au contraire était-il pertinent de développer un code nouveau?

La premiére solution présente des avantages et des inconvénients qu’il convient de passer en

revue:

¢ De nombreux outils sont a la disposition du programmeur: procédures d’intégration

numeérique, manipulation de matrices, solveur de systémes linéaires.

e Les pré- et post-traitement des calculs, notamment ’'interface graphique sont dispo-

nibles.

o A l'opposé, la programmation du modéle multiphasique implique I'introduction de nou-
velles données (les propriétés du ou des matériau(x) renforcé(s)) et de nouvelles variables
(les contraintes partielles et déformations plastiques de chaque phase). De plus, des mo-
difications de toutes les procédures importantes du code sont & prévoir: calculs des
matrices et vecteurs élémentaires, algorithme local d’intégration de la plasticité. Sans
compter les nécessaires adaptations des pré- et post-processeurs pour ’acquisition des

données et le rendu des résultats spécifiques au modéle multiphasique.

¢ De telles transformations nécessitent, soit d’avoir accés a l'intégralité des fichiers source
du code de calcul retenu, soit d’utiliser un code incluant un langage de programmation
externe (comme GIBIANE dans le code CASTEM 2000 (Fleuret, 1996)). Dans ce cas,
I'implémentation du modéle multiphasique est une « surcouche » du code existant, et

devient un exercice délicat, pour une performance numérique forcément médiocre.

Dans tous les cas, le temps d’apprentissage de ’architecture du code existant (structures
de données, enchainement des procédures) est trés important et difficilement chiffrable &
I’avance. De plus, compte tenu de la rigidité inévitable du cadre existant, le programmeur
peut se retrouver a chaque étape du développement dans une impasse I’obligeant & revoir

en amont ses choix d’implémentation.
En ce qui concerne 'autre solution, on peut faire d’emblée les remarques suivantes :

o En partant de rien, il est possible de prévoir ab initio toutes les structures de données
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adaptées au modeéle. Le découpage du programme peut ainsi étre concu de facon a
exploiter complétement le caractére multiphasique, c’est & dire la possibilité de traiter

a différents niveaux chaque phase de facon indépendante.

o La construction de toutes les composantes permet & son auteur de maitriser chaque
ligne de code qu’il écrit. L’assimilation nécessaire de toutes les techniques numeériques
particuliéres aux éléments finis (intégration numérique, stockage de matrices creuses,
résolution des systémes linéaires, intégration des équations locales de la plasticité, etc...)
est une formation treés enrichissante. De plus, la maitrise de I’ensemble du code source

permet d’intégrer trés rapidement toute nouvelle fonctionnalité.

o A lopposé, il est clair qu'une trés grande part du code a écrire ne fait que reprendre
des choses connues et maitrisées ailleurs. Il faut remarquer en particulier que ’ensemble
des potentialités d’'un code aux éléments finis en élasto-plasticité doit préexister & 1’'im-
plémentation du modéle multiphasique, puisque dans la plupart des structures que ’'on

souhaite étudier se cotoient des zones renforcées et des zones non renforcées.

e Méme si 'on retient la solution d’un nouveau programme pour le calcul proprement
dit, il reste encore a décider quel pré- et post-processeur utiliser. Comme on 1’a noté,
I'utilisation de programmes existants ne donne pas accés & des quantités spécifiques du

modéle multiphasique.

Au vu de toutes ces remarques, I'auteur a décidé de s’investir dans le développement d’un
code entiérement nouveau, baptisé CASTOR (Calcul Anélastique des STructures et Ouvrages
Renforcés). L’objectif était d’avoir, & moindre cotit, un code suffisamment général pour pouvoir
traiter des problémes intéressant l'ingénieur. A chaque étape, on a donc essayé de faire la
part des choses entre les fonctionnalités incontournables (par exemple 'implémentation de la
plasticité ou l'affichage des déformées du maillage) et I’accessoire (les méthodes de résolution
élaborées présentées a la section 2.6 ou les visualisations graphiques complexes). On s’est

naturellement restreint aux problémes bidimensionnels et axisymeétriques.

Le code CASTOR comporte trois programmes distincts: prepro, castor et postpro, qui sont
respectivement le pré-processeur, le programme de calcul et le post-processeur. Le langage
de programmation choisi est le FORTRAN 77 (Lignelet, 1991), dans la version disponible sur
stations de travail SUN (Sun Microsystems, 1992). L’interface graphique a été réalisée en
générant des fichiers graphiques au format PostScript (Adobe Systems Incorporated, 1994)

visualisables & I’écran ou directement imprimables.

5.2 Le pré-processeur prepro

Le programme prepro est un interpréteur de commandes. Celles-ci peuvent étre tapées en ligne,

c’est & dire directement a I’écran, ou bien dans un fichier de commandes. Chaque ligne de
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commande comporte un mot-clé et un certain nombre d’arguments séparés par des virgules.

Les commandes disponibles peuvent étre regroupées en plusieurs catégories relatives a:

la définition du type de probléme traité: calcul bidimensionnel en déformation plane,

contrainte plane ou axisymétrie, en élasticité ou élasto-plasticité®.

la définition des matériaux constitutifs du modéle éléments finis. Pour chacun, les carac-
téristiques élastiques et le critére de plasticité sont introduits. En fonction du nombre de
directions de renforcement ( 0, 1, 2 directions, ou bien renforcement radial), la raideur

et la résistance de chaque phase renforcement est précisée.

la définition du maillage. Des commandes permettent de générer les noeuds et les élé-
ments dans le cas de géométries simples : il est alors possible de définir & la main sans trop
d’efforts des maillages structurés ou réguliers (Prat, 1995, page 223). Le code CASTOR
dispose des éléments de Lagrange linéaires T3, Q4, et quadratiques T6, Q9.

La définition des conditions aux limites (déplacements imposés) et du chargement (forces
de volumes, pressions, forces ponctuelles). Pour ce dernier, des commandes spéciales per-

mettent de définir plusieurs cas de charge qui seront cumulés dans un calcul incrémental.

Des commandes graphiques sont également disponibles, permettant de visualiser le

maillage en cours de réalisation.

Le manuel d’utilisation du pré-processeur détaillant la syntaxe des différentes commandes est

donné dans 'annexe G.

Un fichier de commandes typique (permettant le calcul d’une fondation sur réseaux de micro-

pieux) est donné en annexe F, section 4. A la fin de I'exécution de prepro, toutes les données

nécessaires au calcul sont stockées dans des fichiers formatés £ileOx.dat. Ceux-ci peuvent

étre éventuellement édités pour apporter des corrections mineures avant le lancement du calcul

proprement dit.

5.3 Le code de calcul castor

5.3.1 En élasticité

On présente ci-dessous la structure du programme principal de castor. Seules les procédures

importantes sont mentionnées avec leur contenu.

CALCGAUSS Calcule les poids et points d’intégration pour les différents schémas

de Gauss et de Hammer (Batoz et Dhatt, 1995, pages 199-200).

8. L’option contrainte plane ne fonctionne qu’en élasticité. En effet, un algorithme spécifique doit étre utilisé

pour l'intégration locale de la plasticité (Simo et Taylor, 1986).
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LECTURE Lit les fichiers fileOx.dat et stocke les données dans des tableaux
situés dans une zone de mémoire accessible depuis toutes les procé-
dures.

INITSTO Initialise les tableaux de stockage des résultats (champ de déplace-
ment, déformation, contrainte, déformation plastique) permettant le
cumul des cas de charge.

MAKEKLD Evalue la mémoire nécessaire a ’exécution du calcul, notamment la
place prise par la matrice de rigidité. Celle-ci, supposée symétrique,
est stockée en ligne de ciel (en anglais skyline storage) (Dhatt et Tou-
zot, 1981, pages 258-261). Les tableaux nécessaires au repérage de la
structure de la ligne de ciel sont également créés.

ASSEMBLE Assemble la matrice de rigidité et les vecteurs associés aux forces de
volume et aux contraintes initiales. Les étapes de ’assemblage sont
les suivantes:

¢ Pour chaque élément k=1, . .NELT

ELEM K Calcule la matrice de rigidité élémentaire
(Eqgs.(4.22),(4.107)) et le vecteur force associé
aux contraintes initiales et forces de volume
(Eqgs.(4.25),(4.26),(4.109)).

« Pour chaque point de Gauss IPG de I’élément courant
ELEM_ B  Calcule la matrice B, au point courant (4.17).
ELASTI Calcule la matrice d’élasticité D.
PRODUIT Calcule le produit ‘B, - D - B, au point courant.
ADDMAT  Somme sur les points de Gauss pour obtenir
(4.22)

LOCALIZ Calcule la table de localisation établissant la cor-
respondance entre la numérotation locale des
neeuds de I’élément et la numérotation globale
des degrés de liberté.

| ASSEMBELEM Ajoute la matrice de rigidité (resp. le vecteur
force) élémentaire a la matrice de rigidité (resp.
le vecteur force) global(e).
ADDFORCE Calcule le vecteur force associé aux efforts surfaciques (4.27) et forces

ponctuelles et le cumule.
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TERMUNIT Prend en compte les conditions aux limites pour obtenir le sys-
téme (4.32) en utilisant la méthode du terme unité sur la diagonale
(Batoz et Dhatt, 1995, page 264).

LD SKY Effectue la décomposition de Crout K = L-d - 'L dans la ligne de ciel
(Batoz et Dhatt, 1995, page 325).

RESOL SKY Effectue I'inversion du systéme L-§-'L-U = F pour obtenir le vecteur

des déplacements nodaux U.

ECRITURE Ecrit les résultats (déplacement, déformations, contraintes) dans les
fichiers file2x.dat

Lorsque 'on considére plusieurs cas de charge, seules les procédures assurant la lecture des
données (associées au cas de charge courant), le calcul du vecteur force, la résolution du sys-
téme et I’écriture des résultats sont exécutées en boucle, la matrice de rigidité étant assemblée

et inversée une fois pour toutes.

5.3.2 En élasto-plasticité

Dans le cas de calculs non linéaires, on intercale I'appel de la procédure PLASTICITE entre
I'inversion du systéme (RESOL _SKY) et I’écriture des résultats. Le programme reproduit fide-
lement le diagramme représenté sur la figure 3.3.4, en utilisant au choix les organigrammes 4.1

ou 4.2 pour le traitement de la plasticité de la phase matrice.

5.4 Le post-processeur postpro

Le programme postpro a une structure semblable & celle de prepro. C’est en effet également un
interpréteur de commandes en ligne. A son exécution, tous les fichiers de données fileOx.dat
et de résultats file2x.dat sont lus et leur contenu placé en mémoire. Le reste du programme
consiste essentiellement en un module graphique permettant, & partir du choix d’un cas de

charge:

o de représenter le maillage et sa déformée. Des exemples sont donnés dans I'annexe F,

section 4.

o de représenter les valeurs par élément d'une composante d'un champ résultat (déforma-

tion, contrainte partielle ou totale, déformation plastique).

o de représenter la déformation plastique équivalente accumulée dans chaque phase. On

visualise ainsi les « zones plastiques » dans la structure.
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o de faire éventuellement un zoom sur une zone intéressante du maillage avant d’afficher

un résultat.

o d’extraire d’'un champ scalaire les valeurs relatives a un ensemble de noeuds ou d’élé-

ments de fagon a pouvoir exploiter les résultats sous forme de courbes.
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6 Conclusion

Aprés avoir présenté la technique classique des éléments finis pour les problémes d’élasto-

plasticité, nous avons étendu les différents concepts utilisés au modéle multiphasique.

Se placant tout d’abord dans le cadre adhérent, nous avons montré qu’il est possible d’adapter
la structure classique d’un code de facon a exploiter le caractére multiphasique du modéle. Le

traitement numérique local de la plasticité se décompose en particulier par phase.

Se plagant dans le cadre général, nous avons introduit le concept d’éléments finis multipha-
siques formulés a partir de plusieurs champs de déplacement, et développé le formalisme

nécessaire & leur implémentation.
Nous avons enfin présenté le code CASTOR dédié aux problémes multiphasiques adhérents.

Le chapitre qui vient est consacré a la validation de ce code a partir de solutions analytiques
dont celles présentées au chapitre 3, et a son utilisation pour la résolution numérique de

quelques problémes de géotechnique.






Chapitre 5

Validation et Utilisation de CASTOR

Le code de calcul CASTOR a été implémenté pour traiter les problémes multipha-
siques adhérents en élasto-plasticité, dans le cadre axisymétrique et en déformation

plane.

La validation du code est tout d’abord menée a travers une série d’exemples d’ap-
plication pour lesquels une solution analytique est connue. Des problémes mono-

phasiques puis multiphasiques sont successivement abordés.

Le code est ensuite utilisé pour traiter trois types d’ouvrages remforcés par inclu-

s10ns :

e les radiers de pieux. L’approche multiphasique est comparée au modéle hy-
bride, a des calculs par éléments finis tridimensionnels et des mesures effec-

tuées sur ouvrage réel (Messeturm de Francfort, Allemagne).

o les tunnels boulonnés. Le code est utilisé pour simuler des essais sur modéle
rédust.
o les réseaux de micropieux. Une étude paramétrique sur linclinaison des in-

clusions permet d’apporter des résultats quantitatifs inaccessibles jusqu’ici.

Pour toutes les comparaisons, les écarts par rapport a la solution de référence sont
en général inférieurs a 10%, ce qui qualifie a la fois le modéle multiphasique adhé-
rent et son implémentation. Par ailleurs, les temps de calcul sont trés nettement

améliorés.
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1 Validation de CASTOR par comparaison a des solutions ana-

lytiques

1.1 Introduction

Le code de calcul CASTOR a été développé pour mettre en ceuvre le modéle multiphasique
adhérent de matériau renforcé. Cependant, dans les ouvrages réels intéressant 1'ingénieur, les
zones dans lesquelles on met en place les inclusions de renforcement sont d’étendue limitée.
La modélisation compléte de I'ouvrage par éléments finis impose donc au code de calcul de

pouvoir traiter sur le méme maillage des zones renforcées et des zones non renforcées.

Le code CASTOR a donc été développé en premier lieu pour résoudre les problémes d’élasto-
plasticité monophasique, et c’est sur des problémes monophasiques qu’ont ainsi porté les pre-
miéres validations que ’on présente succinctement ci-apreés. La validation de I'implémentation
du modéle multiphasique s’est faite ensuite a partir de quelques solutions analytiques, dont

celles présentées au chapitre 3.

1.2 Problémes monophasiques

1.2.1 Principe

Le programme castor est construit a partir d’un ensemble de procédures dont ’enchainement
a été décrit au chapitre 4, section 5.3. Chacune a fait I'objet d’une premiére validation séparée
au cours du développement, notamment celles permettant le calcul des fonctions de formes,
matrices de rigidité et vecteurs force élémentaires (forces de volume, pression, contraintes
initiales), 'assemblage, la prise en compte des conditions aux limites, la résolution du systéme

linéaire, 1’algorithme de projection en plasticité, etc.

Pour chaque probléme traité, les différents types d’éléments T3, T6, Q4, Q9 ont été utilisés
dans des maillages différents, de facon & vérifier la cohérence des résultats. Au vu de la
précision de ces résultats, seuls les éléments quadratiques T6 et Q9 ont été utilisés dans les

calculs ultérieurs.

Au total, on a traité avec CASTOR une large palette de problémes dont la solution analytique
est connue. Les reporter de facon exhaustive dans ce mémoire nous a paru hors de propos.
On se contente donc de lister les différentes catégories d’exemples traités, en mentionnant les

éventuelles difficultés rencontrées au cours de leur étude.
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1.2.2 Calculs élastiques

1.2.2.1 Solutions homogénes Les premiers exemples traités correspondent & des pro-
blémes dont la solution est homogéne en effort et déformation: compression simple, essai
cedométrique (modélisé en déformation plane et axisymeétrie). Le calcul par éléments finis
donne une solution exacte pour ces exemples. Par extension, on a également traité un essai
oedométrique « généralisé », sous poids propre d’une part, dans le cas d’'un module d’Young
dépendant linéairement de la profondeur d’autre part. On a également étudié le glissement

simple.

1.2.2.2 Tube sous pression Le probléme du tube épais sous pression, dont la solution
est donnée dans Salencon (1996b, chap. 9) a été traité d’une part avec les extrémités libres
(en contrainte plane en coupe, et en axisymétrie), d’autre part avec les extrémités bloquées

(en déformation plane et axisymétrie).

1.2.2.3 Poingonnement d’un massif L’étude du poingonnement d’une couche de sol
en déformation plane a permis de mettre le doigt sur une difficulté concernant le calcul des
réactions. En effet, pour ce probleme, la variation de la contrainte verticale oy, sous le poingon
(de largeur 2 B) est (Timoshenko, 1936) :

(5.1) Ty = s

ou @ est la réaction du sol sous le poingon pour un déplacement vertical § donné. Cette
contrainte est donc singuliére au coin du poingon (Figure 5.1, point A). En raffinant le maillage
au voisinage de ce point, on arrive & obtenir la répartition (5.1) sur la quasi-totalité de la lon-
gueur du poin¢on. Cependant, les valeurs calculées aux points de Gauss des derniers éléments
avant le coin A sont systématiquement entachées d’erreur. Par interpolation, les valeurs calcu-
lées sous le poincon pour ces éléments, et par suite la réaction résultante, peuvent également

étre assez fausses.

FiG. 5.1: Poingonnement d’une couche de sol

On a été conduit & mettre au point une autre évaluation de la réaction sous le poingon basée
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sur l'utilisation du principe des travaux virtuels, qui s’écrit pour tout § 1,

(5.2) /Qg:ng—/ﬂpg-ng—/mg-g-ﬂdS:o

Soit P la portion de la frontiére du systéme sur laquelle s’appuie le poingon, et {i, ..., i}
les degrés de liberté associés au mouvement vertical du poingon. On définit le champ de

déplacement virtuel § par interpolation du vecteur de déplacements nodaux 4§ donné par:

(53) 31 :3 sl € {’il, . ’ig]g}

0; =0 sinon

On remarque que, pour le probléme posé, les efforts surfaciques donnés sont nuls (surface
libre de la couche de sol), de méme que les déplacements hors 3. Prenant de plus p F' = 0,

I'équation (5.2) se réduit a:

(5.4) /g:édﬁ—é/ayde:O
Q- B

Notant R l'intégrale de oy, sous le poingon (réaction verticale), il vient :

(5.5) Ré = /Q

Dans le formalisme des éléments finis, le membre de droite de ’équation précédente s’écrit :

ds?

IS)
[0

B
(5.6) /a:gdgztﬁ-K-Q:tﬁ-Ezé F;
gy

Pour § = 1, on a donc finalement :

(5.7) R = i F;

=1

ce qui signifie simplement que la réaction totale s’identifie & la somme des réactions nodales
sous le poingon. Il est aisé de voir que cette formule est également vérifiée si p F # 0, et quelle
que soit la loi de comportement. La réaction nodale F}; correspondant au degré de liberté
bloqué j se calcule simplement par le produit sommé K;; U;, ot K est la matrice de rigidité

globale du systéme avant prise en compte des conditions aux limites.

L’évaluation (5.7) donne un résultat plus précis que 'intégration directe des contraintes sur
P car elle n’est pas sensible au fait qu’il y ait des points singuliers en contrainte dans le
maillage. Par ailleurs, la proximité ou non des valeurs calculées par les deux méthodes permet

de qualifier la qualité du calcul.

1. Le lecteur pourra si nécessaire se reporter a la page 93 pour se remémorer les notations.
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1.2.3 Calculs élasto-plastiques

1.2.3.1 Solutions homogénes Les calculs ont été menés en prenant un critére de von Mi-
ses ou de Drucker-Prager. Les problémes de compression simple et de glissement simple, pilotés
en déplacement, ont permis de vérifier la stabilité de ’algorithme de plasticité lorsque la charge
limite est atteinte. On s’est d’autre part assuré du calcul correct de 1’écoulement plastique

libre. On a étudié également l’essai cedométrique.

1.2.3.2 Poingonnement d’un massif Afin de valider le module de plasticité sur des
problémes non triviaux, on s’est intéressé au poinconnement d’un demi-espace non pesant
en élasto-plasticité. En utilisant une loi parfaitement plastique associée, on peut retrouver la
charge limite donnée par le mécanisme de Prandtl en calcul a la rupture. Désignant respec-
tivement par C et ¢ la cohésion et 'angle de frottement du massif, la capacité portante @),

d’une fondation de largeur B vaut:

(5.8) Qu=BCN, , N,=cotanyp |e™ ¢ taHQ(Z + g) -1

Par symétrie, seule la moitié de la géométrie est discrétisée. Le maillage utilisé comporte
2601 noeuds et 625 éléments quadratiques Q9. 11 est représenté sur la figure 5.2. Le coefficient
N, a été calculé pour différentes valeurs des parameétres et comparé a la valeur théorique. Les
résultats sont portés dans le tableau 5.1. Les temps de calcul sont importants (de 30 minutes
a quelques heures selon la valeur de ¢). Cela est di au fait que la méthode des contraintes
initiales est trés lente & converger au voisinage de la charge limite. Pour obtenir la charge limite
en un temps raisonnable, il serait nécessaire d’implémenter un algorithme plus performant

(voir chapitre 4, section 2.6).

Les courbes de chargement donnant la réaction sous le poincon ) en fonction du tassement

normalisé §/B sont données sur la figure 5.3.

¢ Erreur (%)

(%) (5.8)

0 5,14 5,21 1.4
10 8,34 8,47 1,5
20 14,84 14,99 1,1
30 30,14 30,57 1,4

TAB. 5.1: Charge limite d’un poingon sur un demi-espace homogéne

Les résultats obtenus en terme de charge limite sont excellents, ’erreur commise étant in-

férieure & 2%. 1l faut remarquer que la finesse du maillage au voisinage de I'angle vif joue
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beaucoup sur le résultat, notamment parce que c’est dans cette zone que se développe la

plasticité initiale.

1.2.3.3 Tunnel profond non renforcé Le probléme de la convergence d’un tunnel pro-

fond axisymétrique dans un milieu élasto-plastique a été abordé analytiquement par Corbetta

(1990). L’auteur fournit au chapitre 2 les solutions en déplacement et contrainte pour les
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critéres de Tresca et Mohr-Coulomb (plasticité parfaite, écoulement associé ou non).

Dans le cas d’un massif élastiquement incompressible en déformation plane, on peut traiter
de fagon équivalente le probléme en utilisant respectivement les critéres de Von Mises et
Drucker-Prager (voir Annexe F, section 2), les paramétres étant définis par la formule (F.24).
On valide ainsi CASTOR pour deux jeux de parameétres, dont les valeurs sont résumées dans

le tableau 5.2. Le rayon du tunnel vaut 1 m.

Module d’Young E =100 MPa

Coefficient de Poisson v =0,498

Contraintes initiales (isotropes) | Pp= 1,2 MPa

Cohésion C =0,4 MPa

Angle de frottement @ = 0% ou 15°

TAB. 5.2: Tunnel profond non renforcé - Parameétres de calcul

Compte tenu de la double symétrie, seul un quart de la géométrie est discrétisé. Le maillage
utilisé comporte 1261 nceuds et 350 éléments quadratiques Q9 pour une taille de 50 m x50 m.

11 est représenté sur la figure 5.4

FiG. 5.4: Tunnel profond - Maillage

Les résultats de la comparaison sont résumés dans le tableau 5.3. La zone plastique déterminée
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par CASTOR correspond & la couronne pour laquelle la norme de la déformation plastique
cumulée est non nulle. Le résultat est donc obtenu a un élément preés, ce qui explique 'intervalle
donné pour le rayon plastique. La valeur de la convergence en paroi est obtenue avec moins
de 1% d’erreur.

Cas Quantité Corbetta CASTOR

@ =0° | Convergence paroi (cm) 4,43 4,41
Rayon plastique (m) 2,71 R, €[2,6; 3,1]

¢ = 15% | Convergence paroi(cm) 2,71 2,69
Rayon plastique (m) 1,51 R, €[1,4; 1,6]

TAB. 5.3: Tunnel profond non renforcé - Résultats

Les courbes de déplacement radial du massif sont données sur la figure 5.5. Les composantes
du tenseur des contraintes sont représentées sur la figure 5.6. Dans les deux cas, on a superposé
les points du calcul CASTOR a la courbe analytique en trait continu. Les résultats au voisinage
de la paroi du tunnel sont excellents. Par contre, le champ de déplacement calculé par éléments
finis ne décroit pas correctement au voisinage de la frontiére du maillage. Ceci s’explique par
le fait que I'on a imposé la pression géostatique Py sur le contour du maillage qui est situé
a une distance finie du centre du tunnel, alors que cette valeur n’est rigoureusement atteinte
qu’a l'infini. Cet « effet de bord » n’influe cependant pas, comme on I’a vu, sur les résultats

a la paroi du tunnel.

1.2.4 Conclusion

Le travail de validation du code sur des problémes monophasiques a permis d’appréhender un
certain nombre de difficultés liées a la pratique du calcul numérique : raffinement des maillages,

choix des tolérances pour les calculs en plasticité, calcul des réactions, etc.

Ce travail aurait pu étre évité si I'on avait décidé d’implémenter le modéle multiphasique a
partir d’'un code existant parfaitement validé pour les problémes courants d’élasto-plasticité.
A posteriori le savoir-faire acquis au cours de cette phase de validation nous semble valoir

largement le temps passé & la mener.
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1.3 Problémes multiphasiques adhérents
1.3.1 Introduction
On s’intéresse maintenant & la confrontation des résultats obtenus par CASTOR aux solutions

analytiques présentées au chapitre 3. On traite successivement le probléme de compression

simple en élasto-plasticité puis celui de la convergence du tunnel profond.

1.3.2 Compression simple

On a reproduit ’essai de compression simple résolu analytiquement en élasto-plasticité au

chapitre 3, section 2 pour les cas de renforcement transverse et longitudinal. Les valeurs

numériques des parameétres sont données dans le tableau 5.4 ci-dessous

R Compression Compression
Phase Parameétre S
longitudinale transverse

Matrice Module d’Young E™ (MPa) 50 100

Coeflicient de Poisson v™ 0,3 0

Limite en traction o' (MPa) 1 1
Renforcement | Rigidité scalaire a” (MPa) 200 500

Limite en traction o], (MPa) 1 1

TAB. 5.4: Compression simple - Valeurs des paramétres de calcul

Les courbes de chargement sont données sur la figure 5.7. Comme on peut le constater, les
points de calcul sont exactement superposés a la solution analytique. Les charges limites
atteintes valent respectivement o + o7 = 2 MPa et 2/v/3 07 = 1,15 MPa.

Remarque On a traité analytiquement et numériquement d’autres problémes multipha-
siques correspondant & des essais courants: compression simple, en déformation plane ou
cedométrique d’une éprouvette renforcée dans deux directions symétriques. Cependant, ces
résultats n’ont d’intérét que pour valider le code de calcul et ne sont donc pas reportés dans

le présent mémoire.

1.3.3 Tunnel profond boulonné en élasticité

Greuell (1993, Chap. 4) a donné dans le cadre élastique, une solution exacte du probléme de

convergence d’un tunnel profond boulonné, pour lequel les inclusions sont de longueur finie. Le

2. Les valeurs ont été choisies de facon a obtenir des courbes d’allure équilibrée.
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Fi1G. 5.7: Compression simple d’un bloc renforcé

comportement élastique adopté par auteur pour le matériau renforcé étant identique a celui

donné par le modéle multiphasique, ces résultats analytiques sont exploitables directement.

Comme exemple illustratif, on a choisi d’étudier I'incidence de la densité de boulons en paroi
sur la convergence du tunnel. Les paramétres utilisés dans le calcul sont résumés dans le

tableau 5.5 ci-dessous. Le rayon du tunnel vaut 1 m.

On représente sur la figure 5.8 le déplacement radial pour différentes densités de boulonnage.
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Module d"Young E™=100 MPa
Roche | Coefficient de Poisson v=0,25
Pression géostatique FPy=1,2 MPa
Diamétre d =20 mm
Longueur Ihb=1,2m
Boulons | Module d’Young Ey=200000 MPa
Densité dy=0/1/2 b./m?
Rigidité (pour dp= 1) K,=62.8 MPa

TAB. 5.5: Tunnel profond renforcé en élasticité - Valeurs des paramétres de calcul

2 |
——dy = 0 b/m?
z ——mmdy = 1 b/m?
g 1 —-—dy =2 b/m’
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Fi1c. 5.8: Tunnel profond renforcé en élasticité - Convergence en fonction de la densité de

boulonnage ( —— Analytique, x CASTOR )

Les courbes en trait plein correspondent & la solution analytique, a laquelle on a superposé
les points de calcul obtenus par CASTOR. L’accord entre les deux approches est excellent. On
vérifie également que les déformations et contraintes données par CASTOR correspondent a la

solution analytique.

Greuell (1993) effectue une étude paramétrique en élasticité de 'influence du boulonnage,
incluant en particulier un délai de pose entre le creusement et la mise en place des boulons.

Il va de soi que ces résultats sont applicables sans restrictions dans le cadre multiphasique,
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puisque le comportement élastique adopté est identique dans les deux approches.

1.3.4 Tunnel profond boulonné en plasticité

1.3.4.1 Introduction Greuell (1993) a construit une loi de comportement élasto-plastique
pour la roche boulonnée a partir du critére de rupture homogénéisé utilisé de fagon heuris-
tique comme critére de plasticité parfaite, avec régle d’écoulement associée. L’auteur a ainsi
pu résoudre analytiquement la probléme de la convergence du tunnel profond en supposant le

boulonnage étendu & I'ensemble du massif? et en utilisant le critére de Tresca pour la roche.

Cette démarche est reprise de fagon numérique par Bernaud et al. (1995), qui ont implémenté
le critére de plasticité obtenu par homogénéisation dans le code de calcul GEOMEC91. Dans
cette approche, le critére de rupture de la roche est celui de Von Mises. Le calcul numérique

permet de prendre la longueur finie des boulons et le délai de pose.

Enfin, Schmitt (1997) a étendu le calcul analytique de Greuell en utilisant le critére de Mohr-
Coulomb pour la roche. La longueur des boulons est supposée infinie, et on ne tient pas compte

du délai de pose.

Comme on I’a vu au chapitre 3 page 106, cette approche revient a supposer que la plasticité
est atteinte en méme temps dans la phase matrice et dans la phase renforcement, ou encore
a négliger I’écrouissage macroscopique da a la plastification progressive des constituants au

niveau microscopique.

On peut donc prévoir un léger écart entre les résultats analytiques et ceux de CASTOR, ces

derniers correspondant & un comportement plus “souple”.

1.3.4.2 Comparaison des approches Les résultats de Greuell et Schmitt se rapportent
a un tunnel de rayon R = 3 m. On a donc considéré un maillage obtenu par une homothétie de
rapport 3 du maillage de la figure 5.4. Les paramétres de calcul sont ceux du tableau 5.2 pour
la roche, ceux du tableau 5.6 pour les boulons. On a étudié I'influence de ’angle de frottement

de la roche sur la convergence du tunnel, pour une cohésion constante C' = 0,4 MPa.

Dans le cadre élasto-plastique, le calcul de la convergence du tunnel se fait en imposant
une pression de confinement en paroi P,, initialement égale & la pression géostatique Py, et
décroissant jusqu’a 0 (voir chapitre 3, section 4.1). On rappelle que le tauz de déconfinement A,
vérifie P, = (1—\.) Py. On représente sur la figure 5.9 les courbes analytiques de déconfinement

obtenues par Schmitt en trait plein, et les points de calcul de CASTOR.

L’accord entre les deux approches est excellent pour ¢ = 0°. Cela montre que 1’écrouissage du
matériau renforcé est négligeable dans ce cas, et justifie pleinement "approche par homogénéi-

sation de Greuell et Bernaud. Les résultats des études paramétriques menées par ces auteurs

3. Greuell montre que cette hypothése est peu restrictive, puisque la longueur des boulons n’influe plus sur
le résultat dés que I, > 2R.
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Diameétre d =20 mm

Longueur Iy = 0

Module d’Young | Ep=200000 MPa

Résistance =650 MPa

Densité en paroi 0/1/2 b./m?

TAB. 5.6: Tunnel profond renforcé - Parameétres définissant le boulonnage

1 ‘ ‘ [ ———
— ¢ = 0° (Schmitt)
............. = 10° (Schmitt)
0.8 === ¢ =20° (Schmitt) [
—-— ¢ = 30° (Schmitt)
® = (° (Castor)
0.6 ¢ 4o =10° (Castor)  —
~ ¥ o = 20° (Castor)
| | \\ +¢ = 30° (Castor)
— O 4 ke
0.2 N\
) AN
I N \w:\ \\
AY I N

Déplacement radial (cm)

F1G. 5.9: Tunnel profond renforcé en élasto-plasticité - Convergence en fonction de l’angle de

frottement du massif (— Analytique, x CASTOR)

(influence de la cohésion, de la longueur des boulons, du délai de pose) sont donc valables

dans le cadre multiphasique.

Par contre, I’écart entre les résultats analytiques et numériques augmente avec (. Une nou-
velle étude serait nécessaire pour confirmer ou infirmer dans le cas des roches frottantes les

tendances détectées par Greuell et Bernaud.

1.3.5 Charge limite d’un demi-espace renforcé

Pour clore la section consacrée & la validation de CASTOR par comparaison a des solutions
analytiques, on considére ici le poinconnement d’un demi-espace obéissant & un critére de
Tresca uniformément renforcé par des inclusions horizontales. La charge limite de ce probléme

a été déterminée analytiquement par de Buhan (1986) dans le cadre de I'homogénéisation en
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calcul a la rupture. Reprenant les notations de la section 1.2.3.2, le facteur de capacité portante
N, vaut ici:
20]

C

(5.9) Ne=nm+2+
ot C désigne la cohésion du massif et o}, la limite en traction de la phase renforcement.

Le calcul aux éléments finis a été mené en utilisant le critére de Von Mises pour la phase
matrice, avec les valeurs C' = 50 kPa et o] = 0,50,100 kPa. Le maillage utilisé est donné
sur la figure 5.2. Les courbes de chargement correspondantes sont données sur la figure 5.10.

Dans tous les cas, la charge limite est obtenue avec une précision inférieure a 2%.

10
o _m+6_
8
o N I S T+4_
L N
// ,””’
6 S
17 m+2
NC I// /

4 / 7
/ ----- o4 =50 kPa
9 / —-—- 04 =100 kPa ||

0 1 2 3 4 5
Tassement §/B(%)

F1G. 5.10: Poingonnement d’un demi-espace renforcé - Courbes de chargement

1.3.6 Conclusion

La validation du code CASTOR sur des problémes multiphasiques adhérents est tout a fait
concluante. D’une part on retrouve parfaitement les solutions analytiques ezactes, aux éven-
tuels effets de bord prés. D’autre part, en comparant avec 'approche de Greuell et Bernaud,
on montre les limites de I’hypothése d’absence d’écrouissage pour le matériau renforcé, no-

tamment dans le cas d’'une matrice de type frottant.

La fiabilité du code ayant été démontrée, on peut maintenant 1’utiliser pour résoudre différents

problémes plus concrets intéressant 1'ingénieur.
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2 Calculs en déplacement des radiers de pieux

Comme on l'avait noté dans le chapitre introductif, le calcul des tassements des groupes de
pieux ou des radiers de pieux est un sujet de recherche tres actuel. On présente dans cette
section deux modeles de calcul classiques pris dans la littérature. On compare sur un exemple

ces approches avec le modéle multiphasique.

2.1 Approches de référence
2.1.1 Mod¢éle hybride (Griffiths et al., 1991)

La méthode développée par Griffiths et al. (1991); Clancy et Randolph (1993) pour le calcul
des radiers de pieux est une extension de la méthode « hybride » proposée par Chow (1986)

pour ’analyse des groupes de pieuz. On en résume la démarche en s’appuyant sur la figure 5.11.

1. Elément de barre 1D

2. Reéaction du sol en chaque nceud - ressort

R
SR P R T A
ARITRINERN 2 -0

non linéaires t-z

3. Elément fini de plaque en flexion
4. Réaction du sol en chaque nceud du radier

- ressort équivalent

5. Interaction pieu-sol-pieu calculée par paire
de nceuds (Solution de Mindlin)

6. Interaction pieu-sol-radier

7. Interaction radier-sol-radier

F1G. 5.11: Modéle « hybride » de radier de pieuz (d’aprés Clancy et Randolph (1993))

o Par hypothése, seuls les déplacements verticaux sont pris en compte, en réponse a un

chargement vertical de la structure.

o Les pieux sont modélisés par des éléments finis de barre ne travaillant qu’en traction-

compression.

o En chaque noeud, l'interaction avec le massif de sol est prise en compte par 'intermé-
diaire de ressorts modélisant les efforts de cisaillement de celui-ci (courbes de transfert
de charge (1-2), éventuellement non linéaires (Randolph et Wroth, 1978; Kraft et al.,
1981)).

o Le radier est modélisé par des éléments finis de plaque mince en flexion.
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¢ La réaction du sol sous le radier est modélisée par des ressorts. Leur raideur est calculée
a partir de la solution de Giroud (1968) donnant le déplacement moyen d’un domaine

rectangulaire soumis & une pression uniforme a la surface d’un demi-espace.

o Le massif de sol n’étant pas modélisé explicitement, les différents éléments structurels
présentés jusqu’ici sont indépendants. En réalité, les pieux et le radier interagissent de
facon complexe du fait du caractére continu tridimensionnel du sol dans et sur lequel ils
sont disposés. Ces interactions sont prises en compte en utilisant la solution de Mindlin
qui donne le champ de déplacement en tout point du massif sous 'action d’une charge

ponctuelle.

e Les sous-structures « radier » et « groupe de pieux » sont connectées en identifiant
leurs degrés de liberté communs. La matrice de rigidité totale du systéme peut ainsi

étre calculée.

2.1.2 Modz¢éle simplifié - (Randolph, 1983)

La méthode hybride décrite précédemment permet une évaluation rigoureuse de la rigidité ky,
d’un radier de pieux implanté dans un demi-espace élastique, définie comme le rapport de la

résultante P des efforts appliqués au tassement moyen :

P

Wmoyen

(5.10) kpr =

Cependant, compte tenu du volume de calculs nécessaire, elle n’est pas applicable en pratique

au dela de 50 pieux?.

Constatant que des solutions analytiques approchées sont disponibles dans la littérature pour
les problémes de fondation superficielle ou de groupes de pieux pris isolément, Randolph (1983)
propose une méthode d’évaluation de la rigidité ky, a partir de celle de chaque composante

et de leur interaction.

Pour ce faire, 'auteur définit la rigidité k, du radier seul par une formule similaire & (5.10).
La rigidité k, du groupe de pieux seul est définie de la méme facon en appliquant une pression

uniforme en téte des pieux.

11 définit ensuite les coefficients d’interaction pieux/radier o, et radier/pieux a,,, qui carac-
térisent le tassement moyen d’une des composantes lorsque ’autre est chargée. Supposant que
la charge totale P appliquée & la structure compléte se répartit en P, sur les pieux et P, sur

le radier, et notant wy, et w, les tassements moyens de la téte des pieux et du radier, on peut

4. Des raffinements de la méthode hybride ont été proposés par Hong et al. (1999), permettant de diminuer
le temps de calcul pour des groupes de pieux de grande dimension, en utilisant un calcul itératif des termes

d’interaction.
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écrire par superposition :

1 Qe
k, ke | (P wy
A1 P T _
(5.11) arp 1 <P1"> <w1")
k,  kr

La matrice précédente qualifie la souplesse du systéme. Le théoréme de réciprocité impose sa

symétrie :

Apr Qrp
(5.12) o

Ky k,
Par ailleurs, si le radier est suffisamment rigide, on a de facon approchée w, = w, = w. Avec
ces deux propriétés, on peut déduire la répartition de la charge totale en reportant (5.12) dans

(5.11) et résolvant le systéme:

1 — by [k
5.13-a P rp Br/Fp w
( ) g l/kp — ky, (a’l‘p/kp)2
(5.13-b) p = _—om)k/k

1/ky — ky (crp/kp)?

d’ou l'on tire la rigidité du radier de pieux:

P+ P ky ke (1-204)
w1 —ad kR

(5.14) Fopr

Réciproquement, si 'on connait la répartition des charges, le coefficient d’interaction vaut :

P ky — Pk
5.15 py = ———2-
( ) P kr(Pr_Pp)

L’avantage de cette approche simplifiée est de pouvoir utiliser directement les résultats publiés
dans la littérature pour estimer k, (Fleming et al., 1992) et k, (Poulos et Davis, 1974) (cités
par Randolph (1994)), a condition de connaitre la valeur du coefficient d’interaction op.
Randolph (1983) propose une expression analytique pour «,, dans le cas d’un seul pieu sous
une semelle circulaire, puis I’étend & des groupes de pieux. Utilisant le modéle hybride, Clancy
et Randolph (1993) tabulent les valeurs de «,, pour un grand nombre de configurations,

confirmant approximativement la formule de Randolph.

On s’intéresse maintenant & la comparaison du modéle hybride et du modéle multiphasique sur
un exemple traité par Clancy et Randolph (1993). Les résultats de la simulation permettent

a posteriori d’évaluer la pertinence de la méthode simplifiée.

2.2 Position du probléme

On considére un radier carré de coté B, d’épaisseur ¢ surmontant un réseau de 9 x 9 pieux de

diameétre d, de longueur L, d’espacement entre centres s (voir figure 5.12).
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a - Vue en plan de la fondation b - Vue en coupe de la fondation

F1G. 5.12: Radier de 9x 9 pieuz

Le massif de fondation est un demi-espace homogéne élastique caractérisé par son module
d’Young FEj; et son coefficient de Poisson v;. Les pieux et le radier sont en béton, de module
d’Young respectif E, et E, ®. On définit par ailleurs le rapport de rigidité des pieux par rapport
au sol K, (resp. du radier par rapport au sol Ky,) :

E

(5.16-a) Ky, =

Lp

E;s

4 1=v)E, [(t)°
5.16-b K, = —“"V)or (1
( ) 3r B, B

Les valeurs numériques utilisées dans la simulation sont données dans le tableau 5.7.

Massif de sol Pieux Radier Ratios
E, = 280 MPa E, =35000 MPa | E, =35000 MPa | s/d=15
vs =0,4 L=20m v, =10,3 L/d=25
d=0,8m t=5m Kps =125
s=4m B=36m K., =0,119

TAB. 5.7: Caractéristiques du radier de pieuz (d’aprés Clancy et Randolph (1993))

Pour la simulation réalisée avec CASTOR, on représente la fondation précédente par un modeéle

aux éléments finis azisymétrique. Le rayon Req du radier équivalent (figure 5.12-a) vérifie:

(5.17) TR, = B’

5. On reprend dans cette section les notations de 'article de Clancy auquel on se référe. Celles-ci différent
légérement de celles adoptées dans le reste du mémoire.
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soit ici Req=20,31 m. La zone renforcée est donc un rectangle de taille Req X L dans le
maillage. Compte tenu de la valeur relativement élevée du coefficient de Poisson, on a choisi
de mailler une zone de massif assez grande pour éviter les effets de bord. On retient une taille

de 30 L x 30 L, représentant la moitié¢ du probléme compte tenu de la symétrie.

Le maillage est composé de 7581 noeuds et 1850 éléments isoparamétriques quadratiques Q9, il
est représenté sur la figure 5.13. Les conditions aux limites en déplacement sont les suivantes:
déplacement horizontal bloqué sur I’axe de symétrie et le coté droit du maillage, déplacement

vertical bloqué sur le coté inférieur (frontiéres « lisses »).

Fi1G. 5.13: Radier 9 x 9 pieux - Zoom du maillage utilisé par CASTOR

Compte tenu de la régularité du schéma d’implantation des pieux, la fraction volumique de

renforcement s’écrit :

s T (d 2
(5.18) =713 =0,0314

La raideur de la phase renforcement a” = n" E, vaut donc a” =1100 MPa.

Une pression uniforme de 1 MPa est appliquée sur la fondation, pour un chargement total de
1296 MN.
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2.3 Résultats
2.3.1 Tassement moyen et rigidité de 'ouvrage

A partir de la simulation par éléments finis, on obtient le tassement moyen de la fondation

directement.

Utilisant le méme maillage, le calcul de la rigidité k, s’effectue en affectant des caractéristiques
de sol homogene (non renforcé) a tout le maillage. Le calcul de k), se fait en supprimant la
rigidité du radier (F, = 0), et en appliquant la pression uniforme directement sur le massif.
Dans chaque cas, la valeur est obtenue en divisant la charge totale (1296 MN) par le tassement

moyen.

On présente dans le tableau 5.8 les résultats obtenus par Clancy avec le modéle hybride, et

par CASTOR.
Clancy CASTOR Feart CA?;())R/ Clancy
w 84 mm 77 mm —8.,3
P, 868 MN 839 MN -3.5
P, 428 MN 427 MN —0.2
k, 14,33 MN | 15,53 MN +8,5
k, 13,08 MN | 13,85 MN +95,8
kpr 15,42 MN | 16,83 MN +9,1
Qrp 0,85 0,856 +0,7
Temps de calcul 15 h 1 min 30 s —

TaB. 5.8: Comparaison des résultats numériques

% Sur station de travail SUN ULTRA 1.

L’accord entre les deux approches est satisfaisant puisque les écarts calculés sont inférieurs a
10% pour les différentes quantités. Le modeéle multiphasique apparait légérement plus raide.
Cela est notamment da au fait que le modele aux éléments finis contient des frontiéres rigides
a une distance finie (ici 30 L) alors que le modeéle hybride prend en compte implicitement le

caractére semi-infini du massif.

Cette difficulté est purement académique. En effet, dans les cas réels intéressant I'ingénieur,
le massif de sol est souvent stratifié et repose sur un substratum rigide a une profondeur finie.

Dans ce cas de figure, le calcul par éléments finis ne pose pas de difficultés supplémentaires,
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alors que le modéle hybride doit avoir recours aux approximations de Steinbrenner pour
évaluer la solution fondamentale de Mindlin d’un massif stratifié d’épaisseur finie sous charge

concentrée.

Le coefficient d’interaction évalué a posteriori par (5.15) vaut 0,856. Ce résultat confirme
précisément celui de Clancy et Randolph (1996), qui ont montré numériquement grace au
modele hybride que «;, tend vers 0,85 pour les groupes de pieux de grande dimension, quelle

que soit la configuration géométrique.

2.3.2 Répartition des efforts

Pour déterminer la proportion de la charge reprise respectivement par les pieux et le radier,
on calcule avec CASTOR la résultante du vecteur contrainte sous le radier par phase, soit, en

notant y la coordonnée verticale :
EF _
(5.19-a) P, = —/ . Ty dS
Radier

(5.19-b) P o= - / 0" dS
Radier

La part de la charge reprise par les pieux est évaluée a 66% dans les deux approches.

Le lecteur a pu remarquer dans le tableau 5.8, deuxiéme colonne, que la somme (PFF + PEF)
ne vaut pas identiquement 1296 MN. Cela s’explique par le fait que, dans tout calcul aux
¢éléments finis utilisant un modéle déplacement, le champ de contraintes obtenu n’est pas
statiquement admissible avec les données (sauf si la solution est exacte). Ici en particulier,
la contrainte verticale prend des valeurs trés grandes & ’angle du radier. L’intégration de
cette quantité sur la surface du radier est donc systématiquement entachée d’erreur, malgré

le raffinement du maillage autour du point singulier (voir les remarques de la section 1.2.2.3).

Le profil de contraintes verticales sous la fondation est donné sur la figure 5.14-a. On peut

remarquer que la proportion de charge reprise localement par chaque phase est quasiment

constante (fluctuation inférieure & 10%). Divisant ¢” par la fraction volumique des pieux
T

1", et connaissant précisément la distance de chaque pieu par rapport & l'origine, on peut

déterminer pour chacun son effort normal en téte (figure 5.14-b).

2.3.3 Tassements différentiels

Clancy définit le déplacement normalisé sous la fondation par :

_ W — Wmoyen
Wmax — Wmin
De plus, il introduit une coordonnée normalisée A valant 0 au coin du radier, croissant linéai-
rement jusqu'a 0,5 en suivant le coté, puis croissant jusqu’a 1 en direction du centre (voir

figure 5.15).
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De fagon & pouvoir comparer au profil obtenu par CASTOR, on a effectué une transformation
affine par morceaux sur les abscisses des nceuds du maillage pour se ramener a cette coordonnée

normalisée (voir tableau 5.9).

CASTOR Clancy Transformation

R
re[o;ﬁ] AEL;0,5] | A=1

-
V2 V2 Beg

Req ] 1 —7/Req
e 2. Rl [ref0,5;0 | A=/
T |:\/§ eq [ ] 2_\/§

TAB. 5.9: Coordonnée normalisée pour le profil de tassement

Les profils de tassement normalisés sont reportés sur la figure 5.16. On remarque que les
valeurs extrémes obtenues par les deux approches sont quasiment identiques. Par contre, les
profils different quelque peu pour A € [0; 0,5], ’écart ne dépassant cependant pas 15%. Il
s’explique simplement par la substitution d’un radier circulaire au radier carré initial. Dans
un modéle multiphasique tridimensionnel prenant en compte exactement la forme carrée du

radier, I’écart serait sans doute beaucoup plus faible.

2.4 Conclusion

Sur ’exemple d’un radier de 9 x 9 pieux, le modéle multiphasique et le modéle hybride donnent
des résultats remarquablement comparables. Une analyse inverse permet de confirmer la valeur
asymptotique du coefficient d’interaction oy, = 0,85 mentionné par Clancy et Randolph
(1996).

Les résultats étant similaires, on peut souligner plusieurs avantages du modéle multiphasique.
Tout d’abord, le temps de calcul est trés réduit dans le cadre élastique (de 'ordre de 600 fois
plus faible que dans approche hybride). Les comportements non linéaires difficiles a intégrer
dans le modele hybride (qui repose sur le principe de superposition) peuvent étre inclus sans
problémes dans le calcul CASTOR.

D’autre part, le méme maillage permet, avec des modifications mineures, de traiter de fagon
unifiée le probléme du radier ou du groupe de pieux pris séparément, ou de varier la densité
du réseau de pieux, puisque seule cette densité (et non la position exacte des pieux) intervient

dans le calcul.

Le concepteur dispose ainsi d’'un moyen efficace et peu cotiteux pour décider rapidement de
la pertinence du radier de pieux par rapport a d’autres solutions, ou pour fixer la densité
de pieux nécessaires vis a vis d’un tassement maximal prescrit. Ce point est crucial, car la
littérature mentionne plusieurs exemples de fondations pour lesquelles la quantité de pieux

utilisée s’avére largement surdimensionnée (Hooper, 1979).
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F1G. 5.14: Répartition des efforts - radier 9x 9 pieuz
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Fia. 5.15: Coordonnée normalisée (d’aprés Clancy et Randolph (1993))

1 ‘ : : ‘ ‘
= Clancy (1993)
=——= Castor

205 %
Z 0 M.
% mx
#—0.5
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B
-1 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Coordonnée normalisée \

Fi1G. 5.16: Tassement différentiel - radier 9x 9 pieux
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3 La Messeturm de Francfort

3.1 Introduction

La Messeturm, construite a Francfort-sur-le-Main (Allemagne) entre 1988 et 1991 comporte
60 étages surmontés d’une pyramide d’acier et de verre de 40 m. Avec ses 256 m de hauteur
totale, elle fait partie des plus grands immeubles de bureaux d’Europe, détenant le record

jusqu’en 1997, ou elle a été détronée par la tour voisine de la Kommerzbank (299 m).

Le sous-sol de Francfort est constitué d’une couche argileuse épaisse relativement compressible.
La construction d’immeubles de grande hauteur sur une simple semelle de fondation s’avére dés
lors impossible. En effet, le tassement d’ensemble et par suite les tassements différentiels dus
entre autres & I’hétérogénéité du massif de fondation peuvent prendre des valeurs inacceptables

vis & vis de la verticalité du batiment (Franke, 1991; Sommer et al., 1991).

Les concepteurs ont donc retenu un radier de pieux comme modéle de fondation, les objectifs
visés étant & la fois la réduction des tassements & des valeurs acceptables, et la diminution

des efforts de flexion dans le radier.

La complexité de U'interaction sol-structure impose réglementairement (Eurocode 7) une ins-
trumentation de 'ouvrage permettant le suivi dans le temps de son comportement. En I'occur-
rence, sans doute & cause de la taille inhabituelle de la Messeturm, le dispositif de monitoring
est trés complet: extensométres dans le massif, capteurs de pression sous le radier, pieux

instrumentés, etc.

Les données et mesures ayant servi de base aux comparaisons présentées dans cette section
proviennent du projet de fin d’études de Vetter (1998) effectué a I'Université Technique de
Darmstadt. Ce travail mené a I'Institut de Géotechnique présente également une modélisation
tridimensionnelle par éléments finis de la fondation. Notre comparaison porte donc d’une part
sur les résultats d’une étude paramétrique numérique, d’autre part sur des résultats de mesure

in situ®.

3.2 Description de la simulation réalisée avec CASTOR

3.2.1 Geéométrie de la fondation réelle et du modéle CASTOR

Le radier de pieux formant la fondation de la Messeturm est composé d’une semelle carrée sur-
montant un ensemble de pieux répartis approximativement sur des couronnes concentriques,
de hauteur variable (voir coupe de la structure, figure 5.17-a). Compte-tenu des potentialités

de CASTOR, c’est naturellement un modéle azisymétrique qui a été réalisé.

6. L’auteur remercie au passage Serge Borel, du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, grace auquel
il a eu accés au rapport de Vetter.
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3.2.1.1 Radier La semelle est une dalle carrée en béton de 58,8 m de coté, dont I'épaisseur
varie de 3 m au bord & 6 m au centre. La face inférieure est un carré de 31,6 m de coté. Les
dimensions de la semelle circulaire équivalente sont telles que les aires des faces inférieure et
supérieure soient conservées. Dans le modéle CASTOR, la semelle est donc représentée par un
tronc de cone de hauteur 3 m, de rayon supérieur (resp. inférieur) 33,17 m (resp. 17,86 m),

surmonté d'un cylindre de hauteur 3 m (voir figure 5.17-b).

58,8 m

Mo T
|

A, 17m
17,86 m
31,6 m 7

a - Vue en coupe de la fondation (d’aprés Vetter b - Dimensions de la semelle

(1998)) circulaire équivalente

Fi1Gg. 5.17: Messeturm - Représentation du radier de pieux

3.2.1.2 Pieux La dalle repose sur un ensemble de 64 pieux en béton de diameétre 1,3 m,
disposés sur trois couronnes concentriques. La figure 5.18 présente une vue en plan de la dispo-
sition exacte des pieux, et en surimpression le découpage des couronnes. Celles-ci comportent

respectivement :

e 16 pieux de longueur 34,9 m pour la couronne intérieure,
¢ 20 pieux de longueur 30,9 m pour la couronne intermédiaire,

¢ 28 pieux de longueur 26,9 m pour la couronne extérieure.

Chaque groupe de pieux est modélisé par un milieu biphasique. Les dimensions respectives
ainsi que les fractions volumiques 1" de renforcement correspondantes sont reportées dans le
tableau 5.10.

3.2.1.3 Maillage Les simulations numeériques effectuées par Vetter (1998) portent sur 1/8
d’un massif de base carrée de 90 m de demi-coté et de 150 m de profondeur (figure 5.19). Le

maillage comporte 8700 noeuds et 7859 éléments.
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F1G. 5.18: Messeturm - Disposition en plan des pieux

Nombre Surface Rayon Rayon Surface Fraction
Couronne de pieux des pieux intérieur extérieur couronne volumique
(m?) (m) (m) (m?) U
intérieure 16 21,23 8 13 329,86 6,43 %
intermédiaire 20 26,54 18 25,44 ¢ 1016,10 2,61 %
extérieure 28 37,16 95,44 33,17 142255 | 2,61 %

TAB. 5.10: Messeturm - Description du modéle axisymétrique

“On a ajusté exactement la frontiére entre les couronnes intermédiaire et extérieure de fagon a obtenir
strictement la méme fraction volumique, ce qui simplifie la gestion des données dans le pré-processeur de

CASTOR.

On retient pour le modele axisymétrique CASTOR les mémes dimensions. Le maillage cor-
respondant comporte 3111 noeuds et 750 éléments isoparamétriques quadratiques Q9. Il est

représenté sur la figure 5.20.
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F1G. 5.19: Messeturm - Maillage tridimensionnel (d’aprés (Vetter, 1998))

3.2.2 Propriétés mécaniques des matériaux

3.2.2.1 Massif L’argile de Francfort constituant le massif de fondation posséde les carac-

téristiques résumeées dans le tableau 5.117.

Notation Valeur
Module d’Young E™ 5,81(1+0,352) (MPa)
Coefficient de Poisson v 0,498
Poids propre ~y 19 kN/m?
Poids déjaugé v 9 kN/m?
Coefficient de pression des terres au repos K, 0,667
Cohésion d 20 kPa
Angle de frottement 4 20°

TAB. 5.11: Messeturm - Paramétres constitutifs de l’argile de Francfort

Les simulations de Vetter ont été effectuées avec le code de calcul ABAQUS. Le modéle de

sol retenu est élasto-plastique, de type Drucker-Prager modifié ( critére de type cap-cone,

dépendant du troisiéme invariant, avec écrouissage du cap). Dans le modéle CASTOR, on

7. La variation affine du module d’Young en fonction de la profondeur a conduit & introduire cette fonc-

tionnalité dans CASTOR.
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FiG. 5.20: Messeturm - Maillage utilisé avec CASTOR

s’est contenté d’utiliser le modéle de Drucker-Prager standard, sans écrouissage, dont les
parametres ont été identifiés a partir de la cohésion ¢’ et de angle de frottement ¢’ mesurés, en
utilisant les formules (F.24) de 'annexe F. Celles-ci donnent une équivalence avec le critére de
Mohr-Coulomb en déformation plane. En axisymétrie, le cone de Drucker-Prager est tangent

intérieurement a la pyramide de Mohr-Coulomb.

Le niveau de la nappe étant, au plus bas, situé juste sous la face inférieure du radier, on a

introduit dans le calcul le poids déjaugé «' et les contraintes géostatiques correspondantes.

3.2.2.2 Radier Le béton du radier est supposé avoir un comportement linéaire élastique,
de module d’Young E, = 34000 MPa, de coefficient de Poisson 0,2. On introduit un poids
volumique apparent calculé de sorte que le poids total de la semelle réelle, soit 425 MN, et
celle du modéle axisymétrique soient identiques. Avec les dimensions présentées au paragraphe
précédent, on trouve 'yspp = 28,3 kN/m?. Pour I'¢tude paramétrique, des calculs simulant une

fondation parfaitement rigide ont également été effectués en prenant Ej = 107 MPa.

3.2.2.3 Pieux Le module d’Young du béton constituant les pieux vaut selon les calculs
30000 MPa (valeur nominale), 22000 MPa (valeur moyenne mesurée in situ) ou 10000 MPa.
Sa limite en compression vaut g, = 35 MPa. Les paramétres introduits pour la phase renfor-

cement dans le modéle CASTOR sont donnés dans le tableau 5.12.
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C Fraction Rigidité Résistance
ouronne . ) . .
n a"=Ey-n" | 0g =017
intérieure 6.43% 1931 2,25
intermédiaire
. 2,61 % 783 0,91
extérieure

TAB. 5.12: Messeturm - Paramétres constitutifs de la phase renforcement (valeurs en MPa
pour Ey = 30000 MPa)

3.2.3 Chargement

Les calculs de Vetter suivent pas & pas le phasage de la construction : excavation, creusement
des pieux, bétonnage du radier, activation de sa rigidité (cas de charge 1 a 9), application
en quatre pas du poids du batiment (cas de charge 11 a 14). Par ailleurs, trois cas de charge
liés aux variations de niveau de la nappe phréatique sont envisagés (cas 10, 15 et 16). Les
résultats des calculs et les mesures sont donnés par référence au cas 9 (fin du bétonnage du
radier). C’est cette configuration qui est retenue comme état initial dans le modeéle CASTOR.
Les cas de charge envisagés ensuite suivent fidélement le processus de chargement retenu par
Vetter. On les a détaillés dans le tableau 5.13.

3.2.4 Description de I’étude paramétrique

Afin d’effectuer des comparaisons avec les simulations numériques tridimensionnelles, on a
repris les mémes parameétres que ceux utilisés par Vetter (simulations m8 a m11). On a par
ailleurs utilisé un jeu de parameétres supplémentaire (simulation m1), et effectué une simulation

sans pieux (m0). Le tableau 5.14 résume ces choix.

3.3 Résultats
3.3.1 Etude paramétrique des courbes de tassement

Pour chaque choix des parameétres (tableau 5.14), on a relevé, pour chaque cas de charge, le
tassement au centre de la fondation. Reprenant la présentation de Vetter, on donne les courbes
de tassement en fonction du niveau global de chargement (colonne 4 du tableau 5.13) sur les
figures 5.21-a & 5.21-f.

On donne d’autre part dans le tableau 5.15 les valeurs du tassement final obtenues respecti-

vement par Vetter et par notre approche, ainsi que les temps de calcul correspondants®.

8. Le type de machine utilisé par Vetter n’est pas précisé. Nous avons utilisé une station de travail SuN
ULTRA 1.
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e Charge totale
Cas Description Valeurs
(MN)
7 =9 kN/m?
Contraintes initiales géostatiques | 02, = —'z , 2>0
1 . o o p 425
poids propre de la semelle opr =009 = —Ko7'z
7,PP = 28,3 kN/m?
) Sous-pression de 78,1 kPa sous le
2 Elévation de la nappe +9 m radier (Résultante -270 MN ) 155
516,25
2.6 Application en 4 pas du poids du | 4x104,5 kPa sur le radier 877,5
] batiment (1445 MN) (Résultante 4x361,25 MN ) 1238,75
1600
Sous-pression de -78,1 kPa sous
7 Abaissement de la nappe -9 m . 1870
le radier
Sous-pression de 78,1 kPa sous le
8 Elévation de la nappe +9 m cadier 1600

TAB. 5.13: Messeturm - Description des cas de charge

Ces résultats appellent les commentaires suivants:

Si ’on considére les premiers cas de charge, pour lesquels le comportement est globa-
lement élastique, il y quasi-superposition des courbes obtenues par Vetter et par I'au-
teur. Le modéle aux éléments finis multiphasique azisymétrique rend donc parfaitement

compte du comportement global de I’ouvrage en élasticité.

Au fur et & mesure du chargement, les courbes s’éloignent 1'une de ’autre. L’écrouissage
de la courbe de tassement est plus prononcé pour les calculs ABAQUS. Ceci s’explique
par la présence du cap sur le critére de Drucker-Prager modifié, qui limite la contrainte
moyenne tr g /3 au sein du massif. Ce cap n’existe pas dans le calcul CASTOR, qui donne

par conséquent une réponse plus raide.

Sauf pour m11, ’écart sur le tassement final calculé par les deux approches est inférieur

a 15%. De plus, les tendances évoluent dans le méme sens lorsqu’on varie les parameétres.

Les mesures in situ donnent une valeur moyenne de 22 000 MPa pour le module d’Young

des pieux. Cette remarque justifie le choix des paramétres du calcul m1. On constate
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Angle de Cohésion Rigidite Module d’Young
Dénomination frottement c du radier des pieux

¢'(°) (kPa) (MPa) (MPa)
m8 20 20 10? 30000
m9 20 20 10° 10000
m10 22 4.4 10° 30000
mll 20 20 34000 30000
m0 20 20 34000 0
ml 20 20 34000 22000

TAB. 5.14: Messeturm - Choix des parameétres pour les différentes simulations

Tassement (cm) Temps de calcul
Dénomination | ABAQUS | CASTOR ABAQUS | CASTOR®
(heures) | (minutes)

ms 12,7 11,1 28 341

m9 13,5 12,9 28 3’39

m10 12.8 11,5 75 456

mll 14,1 11,7 28 397

m0 - 38,9 - 3'19

ml - 12,0 - 509

TAB. 5.15: Messeturm - Tassement final et temps de calcul

% Sur station de travail Sun ULTRA 1.

que le tassement final obtenu est & 8% prés celui mesuré. De plus, a la fin du cas de
charge 6, qui correspond & la fin de la construction, le tassement calculé vaut 11,0 cm, a
comparer aux 11,1 cm mesurés & cette date. En conséquence, il nous semble que ce jeu

de parameétres est celui qui rend le mieux compte du comportement de la Messeturm .

e Le calcul m0 avec le radier seul conduit & un tassement de 38,9 cm, en accord avec les
35 & 40 cm mentionnés par Sommer et al. (1991). Ainsi la présence des pieux permet de

diviser le tassement final par 3,5, ce qui justifie pleinement le choix de conception.
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F1G. 5.21: Messeturm - Etude paramétrique des courbes de tassements

3.3.2 Répartition du tassement en fonction de la profondeur

Des extensomeétres ont été mis en place au centre du radier, au milieu d’un coté et sous un
angle. Ils mesurent le tassement absolu du massif a différentes profondeurs. On compare dans
ce paragraphe les valeurs mesurées & la verticale du centre du radier avec celles obtenues
numériquement. Les résultats sont donnés sur la figure 5.22.
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F1G. 5.22: Messeturm - Répartition du tassement au centre du radier en fonction de la pro-

fondeur

Si le tassement en surface est bien prévu par les différents modéles, sa diminution en fonction
de la profondeur est moins marquée pour les valeurs numériques que pour les valeurs mesurées.
Cela donne a penser que les caractéristiques de déformabilité des couches superficielles (et/ou
des pieux) introduites dans les modeéles sont trop fortes. Les résultats d’ABAQUS sont & peine
meilleurs que ceux donnés par CASTOR, traduisant également une décroissance trop lente avec

la profondeur.

3.3.3 Effort normal dans les pieux

Afin d’illustrer plus avant I’exploitation de modéle multiphasique, on s’intéresse maintenant
a Deffort normal dans le pieu instrumenté DFG2 n° 2 (voir figure 5.18) en fonction de la

profondeur, et & son évolution au cours du chargement de la fondation.

Le pieu DFG2 se situe a une distance de 11,1 m du centre du radier. Cette abscisse correspond
approximativement au centre de la quatriéme colonne d’éléments dans le maillage CASTOR
(figure 5.20). On a donc relevé la valeur de la contrainte partielle dans la phase renforcement
o" pour ces éléments. En la divisant par la fraction volumique de renforcement (en 'occurence

6,43%), on obtient I’effort normal dans le pieu.

On peut ainsi représenter sa valeur en fonction de la profondeur pour différents cas de charge

et confronter les résultats aux mesures in situ. On a représenté sur la figure 5.23 en trait
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épais la distribution d’effort calculée par CASTOR en fonction de la profondeur pour les cas de

charge 3, 4, 5 et 8 (tableau 5.13). On a superposé les points de mesures reportés par Vetter.

T — T T T

------------ Cas3 (%) ||t % 1
=5 [ | —-— Cas 4 (50%) Poe ¥ + |
——= Cas5 (5%) | | |

(

—— Cas8(100%) || * Mt

) |
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5 0 5 10 15

Effort normal (MN)

F1a. 5.23: Messeturm - Effort normal dans le pieu instrumenté DFG2 (— CASTOR, e Me-

sures in situ)

L’accord est trés bon en téte de pieu, I’écart entre valeurs mesurées et calculées variant entre
5 et 20%. Par contre la décroissance de la valeur en fonction de la profondeur n’est pas
correctement rendue. En particulier, on ne retrouve pas un effort nul en pied. On a ici affaire
a un effet de bord lié au modéle multiphasique adhérent, du méme type que celui observé sur
la paroi d'un tunnel profond aprés convergence (contraintes partielles radiales de somme nulle
dans ce cas, mais non nulles séparément). Le recours au modeéle multiphasique général pourra

permettre d’obtenir de meilleurs résultats sur les contraintes.

Remarques Une telle concordance des résultats est en fait surprenante. En effet, rappelons
tout d’abord que I’on a effectué un calcul axisymétrique équivalent de la fondation carrée. Si
cette approximation est trés bonne pour évaluer des quantités globales telles que les tassements
d’ensemble ou différentiels, elle est plus sujette a caution dans le cas de quantités ponctuelles.
L’identification de ’abscisse 7 du modéle axisymétrique avec la distance au centre du radier
du pieu considéré est en particulier discutable (On a pu vérifier que, pour des pieux plus

excentrés, la concordance des mesures et des valeurs calculées est légérement moins bonne).

Dés lors, nous n’avons pas cherché a estimer trés précisément o”(r), nous contentant de la
valeur au centre de 1’élément le plus proche au lieu de celle interpolée au point d’abscisse r &

partir des valeurs aux points de Gauss de 1’élément. Pour exploiter rigoureusement un calcul
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tridimensionnel multiphasique, il conviendrait de rajouter cette fonctionnalité dans CASTOR.

Enfin, les dates de mesures ne correspondent qu’approximativement aux niveaux de charge
(25, 50, 75 et 100% de la charge totale) retenus dans le calcul.

Au vu de ces remarques, il apparait que la précision des résultats est excellente. Le mode de

calcul des efforts dans les pieux est ainsi validé.

3.3.4 Résultats complémentaires

On s’est intéressé aux tassements différentiels de la semelle & différentes phases de la construc-
tion. Ayant retenu les paramétres de la simulation m1, on a observé que ces tassements étaient
sous-estimés par le calcul. Cela peut s’expliquer en partie par la modélisation axisymétrique
du radier carré. D’autre part, 'estimation de la charge appliquée réellement sur la fondation
aux dates pour lesquelles des mesures sont disponibles s’est avérée délicate. En conséquence,

ces résultats ne sont pas reportés ici.

On a également estimé la répartition de la charge totale entre les pieux et le radier par la
méthode exposée a la section 2.3.2. Quels que soient les parameétres de calcul, la part des
charges reprises par le radier varie entre 13 et 15%. Les calculs ABAQUS menés par Vetter
conduisent plutot & une valeur moyenne de 30 & 35%. L’estimation obtenue & partir des
mesures est de 38%, mais "auteur précise qu’elle est peu fiable, compte tenu du peu de pieux

instrumentés.

La mauvaise estimation fournie ici par CASTOR (en comparaison avec la trés bonne concor-
dance obtenue a la section précédente sur le probléme traité par Clancy) peut s’expliquer en
partie par le fait que les pieux sont disposés dans trois zones non continues dans le maillage,
et que la semelle d’épaisseur variable est maillée de facon approximative par des marches. La
multiplication des points anguleux et des frontiéres entre zones renforcées et non renforcées
conduit & des gradients de contraintes assez forts en ces points, et donc une erreur consé-
quente dans le calcul des résultantes par intégration des contraintes (voir les remarques de la
section 1.2.2.3).

3.4 Conclusion

La modélisation multiphasique de la fondation de la Messeturm de Francfort nous a permis
de tester le code CASTOR sur un exemple « en vraie grandeur ». Les résultats obtenus sont
trés satisfaisants. Les écarts constatés par rapport & la modélisation tridimensionnelle et par
rapport aux mesures sont en grande partie justifiables par les approximations utilisées pour
se ramener & un probléme axisymétrique et ne sont donc pas directement imputables au mo-
dele multiphasique lui-méme. En particulier, une simulation multiphasique tridimenstonnelle

devrait réduire ces écarts.
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Pour le comportement global (courbe de tassement), I'idéalisation axisymétrique et le choix
des zones renforcées (couronnes concentriques) est justifié. L'utilisation du critére de Drucker-
Prager standard rend le systéme légérement trop rigide. I1 faudrait implémenter le critére

modifié cap-cone pour avoir une comparaison plus rigoureuse avec les simulations ABAQUS.

Les efforts dans les pieux sont prédits avec une bonne précision. Toutefois la répartition des

charges donnée par CASTOR semble surestimer I'effet des pieux.

Enfin, les temps de calculs répertoriés dans le tableau 5.15 sont sans commune mesure avec
ceux des calculs tridimensionnels réalisés avec ABAQUS. Le modélisation multiphasique ap-
parait donc étre une méthode fiable et trés avantageuse pour le traitement des fondations
sur radiers de pieux. Elle permet d’accéder aux mémes informations que celles disponibles
aprés un calcul aux éléments finis classique dans lequel les pieux et le massif sont discrétisés

séparément.
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4 Les tunnels boulonnés

On s’intéresse dans cette section a la validation du modéle multiphasique pour les problémes
de tunnels boulonnés. On modélise avec le code CASTOR des expériences sur modéle réduit

menées par Indraratna et Kaiser (1990a,b).

4.1 Description du dispositif expérimental
4.1.1 Principe

L’objectif des essais est de simuler la convergence d’'un tunnel profond de section circulaire
renforcé par boulonnage radial pour différentes valeurs de la pression géostatique. A I'inverse
de la méthode convergence-confinement, pour laquelle la pression & la paroi du tunnel est
progressivement diminuée alors que ’état de contrainte & l'infini est constant, le dispositif

expérimental utilisé par Indraratna fonctionne de la facon suivante:

o Par symeétrie, seul 1/8 du massif est modélisé (figure 5.24-a). Des plaques en téflon sont
disposées entre ’échantillon et le support pour limiter le frottement et reproduire au

mieux les conditions de symétrie (figure 5.24-b).

e L’essai reproduit des conditions de déformation plane dans une section transverse du
tunnel. A cet effet, la contrainte axiale o, est adaptée a chaque pas de charge (figure 5.24-
b).

o L’échantillon est au départ & I’état naturel. La paroi du tunnel restant constamment libre

de contrainte, une pression oy est appliquée sur le bord extérieur par pas de 1 MPa.

4.1.2 Dimensions du modéle

Le massif est constitué de gypstone?, qui est une roche tendre fabriquée de facon synthétique.

Le rayon du tunnel est de 130 mm, la taille de I’échantillon 715 mm (voir figure 5.24-a).

Les boulons sont des tiges en laiton de diamétre 2,5 mm, solidarisées a 1’échantillon de roche
par de la résine (épaisseur négligeable). Leur longueur est 50 mm. Ils sont placés périodique-
ment (voir figure 5.24-c), les intervalles longitudinaux et transversaux valant respectivement
S, =25 mm et S = 50 mm.

4.2 Simulation numérique

L’essai est simulé par un calcul en déformation plane sur un tube épais, dont les dimensions

correspondent & celles de ’échantillon. Le maillage utilisé est représenté sur la figure 5.25.

9. On garde ici le terme anglais faute de traduction appropriée.



230 Chapitre 5. Validation et Utilisation de CASTOR

hv—]
585 mm

[ £=130mm

605 mm

a - Probléeme de référence et probléme modélisé

Ul

1 J o, l l l Loading Head
—n/ ’Iii:I "
— T /\' :I 74 — Test Frame
Teflon —/ / ":i__ /17—
— L 'rurIn-l
Sample Loading Wedge
=7 == [ te Block
B /__ oncrete .OC)
e
— Z e ERERRE
A _“ A Reaction Head

b - Dispositif de mise en charge

100 mm

p—
¥
.
ISL
.
]
2 St
L —
L -
* Bolt positions
& Convergence
measuring points
£ = 0,145

¢ - Daisposition des boulons et

des capteurs de déplacement
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Les caractéristiques des matériaux sont pour la plupart explicitement données dans les deux
articles mentionnés précédemment. Pour compléter, on a déduit la cohésion a partir de la
limite en compression (o, = 3,5 MPa) et de I'angle de frottement, en supposant que le
gypstone obéit & un critére de Mohr-Coulomb. La valeur du module d’Young du laiton, ainsi
que sa limite en traction sont tirées de Askeland (1996). On reporte les différentes valeurs
dans le tableau 5.16.

Une pression uniforme est appliquée a 'extérieur du tube épais, par pas de 1 MPa. Le calcul

¢lasto-plastique prend 3 minutes. Pour chaque pas de charge, la convergence de la paroi est
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F1G. 5.25: Maillage utilisé

Module d’Young FE 1500 MPa
Coefficient de Poisson v 0,25
Gypstone | Cohésion C 0,97 MPa
Angle de frottement ¢ 32°
Angle de dilatance 1 20°
Diameétre d 2,5 mm
Espacement longitudinal Sp, 25 mm
Espacement transversal St 50 mm
Boulons | Densité en paroi n" 3,93.1073
Rigidité (Laiton 120 000 MPa) a"(r) = % K, =61,3 MN/m
Résistance (Laiton 325 MPa) 6" = % g, = 0,165 MPa

TAB. 5.16: Caractéristiques des matériauz

relevée.

On a représenté sur la figure 5.26 la courbe de convergence donnée par CASTOR et les points

de mesures donnés dans Indraratna et Kaiser (1990a) 0.

10. En fait, Indraratna dispose de deux séries de mesures pour deux capteurs disposés sur la paroi du tunnel.

Les deux résultats sont trés proches, nous en avons pris ici la valeur moyenne.
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F1G. 5.26: Courbe de convergence du massif boulonné - Confrontation des mesures d’Indraratna

et Kaiser (1990a) et du calcul CASTOR

La pente initiale de la courbe n’est pas trés bien reproduite par CASTOR. La raideur équi-
valente est sous-estimée d’environ 20%. Par contre, la plastification progressive du massif est
trés bien reproduite, et la courbe obtenue est globalement trés satisfaisante. Remarquons que
les résultats du modeéle proposé par Indraratna et Kaiser (1990a) sont également satisfaisants
(malgré les réserves que l'on peut émettre a 1’égard de certaines hypothéses, voir chapitre 1,
section 3.2.3). Cependant, ce modele requiert le choix d'un paramétre assimilable a un angle

de frottement entre la roche et le boulon, dont les auteurs ne précisent pas comment il est

obtenu.
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5 Etude paramétrique des réseaux de micropieux

5.1 Introduction

On aborde dans cette section ’étude des réseaux de micropieux. Comme on I’a noté dans le
premier chapitre, cette technique est appliquée depuis plusieurs décennies au confortement
des ouvrages existants. Par contre, elle est encore trés peu utilisée pour fonder des ouvrages
neufs. Ceci s’explique sans doute en partie par le fait qu’il n’existe aucune méthode de di-
mensionnement ou de calcul en déplacement rationnelle de ce type de fondation. Personne ne

s’est par ailleurs risqué a les modéliser directement par éléments finis.

Des travaux expérimentaux (Plumelle, 1984, 1985; Lee et al., 1997) ont montré qu’une incli-
naison des pieux de 10 a 15° symétriquement par rapport a la verticale permet d’augmenter
de facon conséquente la capacité portante. Cependant, seuls de petits groupes de pieux ont
été étudiés, et les expériences sont trop peu nombreuses pour tirer des conclusions générales

sur les réseaux.

Au contraire des approches habituelles, le modéle multiphasique s’applique avec la méme
facilité pour des micropieux inclinés que pour des micropieux verticaux, puisque seule la zone

renforcée est maillée, et non pas les inclusions prises une a une.

Une étude paramétrique sur 'inclinaison du réseau a été menée avec CASTOR dans le cadre du
Projet National FOREVER. Les résultats présentés ci-aprés reprennent une partie du rapport
de recherche correspondant (Sudret et de Buhan, 1998a) (voir également Sudret et al. (1999)).

5.2 Géométrie du probléme

On étudie le probléme d’une semelle filante rigide de largeur B posée sur une couche de sol
d’épaisseur H, qui repose elle-méme sur un substratum rigide. Le sol situé immédiatement
en dessous de la fondation est renforcé par un réseau de micropieux disposés symétriquement
par rapport a la verticale, faisant avec celle-ci un angle « (figure 5.27). Les caractéristiques
mécaniques du sol sont son module d’Young FE, son coefficient de Poisson v, son angle de
frottement interne ¢, sa cohésion C' (C, pour un sol purement cohérent), et éventuellement

son angle de dilatance 1.

5.3 Maillage

Par raison de symétrie, seule une moitié de la structure est maillée. On a utilisé ici des éléments
quadratiques a 6 nceuds (T6) et 9 nceuds (Q9). La densité du maillage est beaucoup plus fine
sous la fondation, et notamment a son extrémité. Par contre, cette densité est identique
dans les zones non renforcées, ou renforcées dans une ou deux directions. Les dimensions

caractéristiques des maillages sont B/2 = 1 m, H = 4 m, la largeur totale valant 8 m. Un
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exemple de maillage est donné sur la figure 5.28. Les déplacements sont bloquées dans les deux

directions au niveau du substratum, uniquement horizontalement au niveau des frontiéres
verticales.

Vad .
s s s s
/// Yavs [ s e s

FiG. 5.27: Semelle filante sur sol renforcé par réseau de micropieux

Fi1G. 5.28: Réseau de micropieur - Maillage utilisé par CASTOR

On charge progressivement la semelle en imposant un déplacement vertical §, les déplacements
horizontaux sous la semelle étant libres (poingon « lisse »). On calcule & chaque pas de charge

la réaction @ sous le poincon. Les courbes de chargement normalisées {§/B, Q/(B.C)} sont
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représentées pour différentes inclinaisons des pieux.

Sur les courbes de chargement, on a relevé la pente initiale (module élastique équivalent) et
la charge limite (capacité portante). Ces deux résultats sont représentés en fonction de I'angle

d’inclinaison des micropieux.

5.4 Sol purement cohérent

Les valeurs numériques des paramétres utilisés dans le calcul sont données dans le tableau 5.17.

Module d’Young E 15 MPa
Massif Coefficient de Poisson v 0,49
purement Cohésion C, 55 kPa
cohérent Poids volumique vy 20 kN /m?
Etat initial isotrope g’f vzl , 2<0
Diameétre extérieur d 89 mm
Epaisseur e 9,52 mm
Micropieux Densité n" 1 m.p/m?
Rigidité (Acier 210 000 MPa) a” 499.2 MPa
Resistance (Acier 500 MPa) o, 1,188 MPa

TAB. 5.17: Réseau de micropieus - Propriétés des matériaur - Massif purement cohérent

Le sol est supposé élastique parfaitement plastique. On utilise le critére de Von Mises de

paramétre C,, (limite en cission).

Les dimensions de la section des micropieux sont tirées de Maleki et al. (1995) et correspondent

aux inclusions utilisées sur le chantier de la tranchée couverte de Rueil-Malmaison.

2 correspond aux deux directions de renforcement. La rigidité

La densité d’'un micropieu par m
a” et la résistance o) de chaque phase de renforcement s’obtiennent simplement en multipliant
les caractéristiques de 'acier par la proportion volumique de renforcements. Les valeurs don-
nées dans le tableau 5.17 correspondent a des micropieux verticaux. Dans le cas de micropieux
inclinés d’un angle « par rapport a la verticale, la proportion volumique est divisée par cos a,

de sorte que les rigidité et résistance dans chaque direction sont a” /(2 cos a) et o} /(2 cos ).

Les courbes de chargement normalisées sont données sur la figure 5.29-a. Elles sont toutes tres
réguliéres et la charge limite est obtenue pour un tassement relatif de 'ordre de 4 %. Dans le
cas non renforcé, on retrouve le facteur de capacité portante N, = m 4+ 2 avec une trés bonne

précision.
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Le module élastique équivalent de la couche de sol renforcé est donné en fonction de « sur
la figure 5.29-b. L’amélioration par rapport au cas non renforcé est de 17 % a 57 % selon a.

L’angle optimal se situe aux alentours de 15°.

Le facteur de capacité portante N, est donné en fonction de « sur la figure 5.29-c. L’amélio-
ration par rapport au cas non renforcé est ici de 23 % a 74 % selon «. L’angle optimal se situe

également aux alentours de 15°.

5.5 Sol frottant

Les valeurs numériques des paramétres utilisés dans le calcul par éléments finis sont données
dans le tableau 5.18.

Module d’Young E 50 MPa
Coefficient de Poisson v 0,3
Cohésion C' 10 kPa
Angle de frottement ¢ 30°
Angle de dilatance 0°

Poids volumique 16 kN/m?
Etat initial isotrope gg” vzl , 2<0

TAB. 5.18: Réseau de micropieux - Propriétés du massif frottant

La loi de comportement du massif est élasto-plastique non associée. Les parameétres du critére
de Drucker-Prager sont obtenus par les formules (F.24) de 'annexe F. Dans le cas particulier

ou I'angle de dilatance est pris égal a zéro, celles-ci se simplifient en :

1
(5.21) oz:gsingb , k=ccos¢p , pB=0

Les courbes de chargement normalisées sont données sur la figure 5.30-a. Elles sont assez régu-
liéres, la charge maximale (ou pic) est atteinte pour des déformations légérement supérieures
a 5%. Pour le cas non renforcé, on observe un léger radoucissement suivi d'une oscillation. Le
facteur de portance correspondant vaut 46,86. Il est en deca du facteur théorique habituelle-

ment retenu:

Q

vB
= =N — N
B-C et

5.22 N
( ) 20 v

qui vaut en l'occurence 53,7. On voit donc la une influence non négligeable du caractére non
associé de la plasticité (un calcul « associé » sur le méme maillage donne un facteur de 57,7,

ce qui est plus proche de la valeur théorique).
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Le module élastique équivalent de la couche de sol renforcé est donné en fonction de « sur
la figure 5.30-b. L’amélioration par rapport au cas non renforcé est de 26 % a 39 % selon a.

L’angle optimal se situe aux alentours de 15°.

Le facteur de capacité portante est donné en fonction de « sur la figure 5.30-c. L’amélioration
par rapport au cas non renforcé est ici trés nette, allant de 55 % a 118 % selon «a. L’angle

optimal se situe également aux alentours de 15°.

5.6 Conclusion

Les calculs effectués montrent une nette amélioration du module élastique équivalent et surtout
de la capacité portante du sol renforcé par un réseau de micropieux. Dans tous les cas de
figures, I’angle d’utilisation optimale d’une quantité donnée de renforcement se situe autour

de 15°. On retrouve ainsi parfaitement les résultats expérimentaux annoncés en introduction.

Il faut noter que les calculs sur sols frottants convergent beaucoup plus lentement que ceux
sur sols purement cohérents. Cependant, cette difficulté, inhérente aux calculs numériques en

plasticité, n’est pas aggravée par la présence des renforcements.

Remarque Trois autres applications concernant les radiers de pieux et réseaux de micro-
pieux, qui ont été faites au cours du travail de thése, n’ont pas été reportées dans le présent

mémoire :

e Une étude paramétrique de l'influence de la longueur des pieux sur le tassement d’'un
radier de pieux axisymétrique est présentée dans Sudret et de Buhan (1998a). Pour la
géométrie retenue, le module élastique équivalent ainsi que la capacité portante varient

de facon quasi-linéaire avec la longueur des pieux.

¢ En déformation plane, 'influence de la largeur D du groupe de pieux centré sous une
fondation de largeur B constante a été étudiée par de Buhan et Sudret (1999c). On
montre que le module élastique équivalent et la capacité portante varient de facon quasi-
linéaire avec D/B tant que D/B < 1, puis restent a peu prés constant pour D/B > 1.
Toutes choses égales par ailleurs, une telle analyse permet de dimensionner la largeur D

vis & vis d’un tassement en service prescrit.

o Généralisant les travaux de Greuell (1993), un critére de résistance homogénéisé a été
déterminé pour un matériau composite constitué d’une matrice de Von Mises renforcé
par inclusions dans deux directions. Ce critére a été implémenté pour permettre le
calcul de la courbe de chargement d’un réseau tel que celui représenté sur la figure 5.27.
La comparaison avec la courbe de chargement obtenue par le modéle multiphasique
montre un écart inférieur a 5%. Les résultats sont donnés dans Sudret et al. (1998).
Comme dans le cas de la convergence d’un tunnel profond (voir section 1.3.4), cet
écart augmente sans doute dans le cas d’une matrice de type frottant. Cependant, il
n’est pas possible d’obtenir analytiquement le critére homogénéisé dans ce cas. Aucune

comparaison directe n’a donc pu étre menée.
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6 Conclusion

Les nombreux exemples d’application présentés dans ce chapitre nous permettent de tirer les

conclusions suivantes :

e Le code de calcul CASTOR est fiable. Les simulations de différents problémes dont la

solution analytique est connue sont trés concluantes.

e Le modéle multiphasique est parfaitement adapté au traitement des radiers de pieux,
des tunnels boulonnés et des réseaux de micropieux. Les comparaisons avec d’autres
codes de calcul ou avec des mesures donnent de fagon générale des écarts inférieurs a
10%.

o Cette précision est d’autant plus remarquable que des hypothéses simplificatrices indé-
pendantes du modéle multiphasique ont été nécessaires pour pouvoir mener & bien ces
comparaisons (radier circulaire équivalent, critére de plasticité approché). Une extension
tridimensionnelle du code et 'implémentation de nouveaux critéres devrait permettre

de diminuer encore les écarts avec les autres approches.

e Du point de vue du calcul numérique, I’extension aux problémes tridimensionnels ne
pose pas de probléme de principe, le formalisme développé au chapitre 4 étant facile-
ment adaptable. Elle n’a pas été développée dans le cadre de ce travail pour la simple
raison que la gestion des données et ’exploitation des résultats requiérent des pré- et
post-processeurs performants, qui auraient, eux, demandé un travail d’implémentation

considérable.

o Pour les exemples faisant I'objet de comparaisons, les temps de calcul des simulations
CASTOR sont trés nettement inférieurs & ceux des simulations de référence. Ce code
permet donc de mener sur un ordinateur personnel des études paramétriques donnant

des résultats quantitatifs précieux & I'ingénieur en un temps trés raisonnable.

Les résultats trés satisfaisants exposés dans ce chapitre ne doivent pas masquer deux limites
du code CASTOR dans son état actuel :

o les effets de bord ne sont pas correctement pris en compte. On I’a constaté en calculant
les efforts dans les pieux supportant la Messeturm (efforts ne tendant pas vers zéro a

lextrémité).

e Les effets de flexion dans les inclusions de renforcement sont négligés dans la formulation.
Nous n’avons traité dans ce chapitre que des exemples pour lesquels ces effets sont a
priori négligeables. Cependant, le traitement des radiers de pieux sollicités latéralement,

ou des talus renforcés, nécessite la prise en compte de ces efforts.

Ces deux aspects font ’'objet du prochain chapitre.



Chapitre 6

Extensions du modéle multiphasique

Le modéle multiphasique a été exploité jusqu’ici dans sa version adhérente, d’abord

analytiguement puis numériquement.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on revient sur le modéle général qui permet
des cinématiques différentes pour chaque phase. On s’intéresse en particulier & la
signification et a la détermination de la loi de comportement d’interaction qui relie

la densité d’efforts d’interaction entre phases a leur mouvement relatif.

Dans la deuziéme partie, on développe un modéle multiphasique enrichi qui permet
de prendre en compte les efforts de flexion dans la phase renforcement. Le milieu

micropolaire de Cosserat apparait naturellement dans la formulation.

Dans chaque cas, un exemple est traité analytiquement. Les résultats sont ensuite
comparés ¢ un calcul direct par éléments finis dans lequel la matrice et les inclu-

stons sont discrétisées séparément.
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1 Prise en compte des effets d’échelle par le modéle multipha-

sique général
1.1 Introduction

Dans la méthode classique d’homogénéisation, I’unique champ de déplacement macroscopique
correspond a la moyenne sur un volume élémentaire représentatif (VER), du champ de dépla-
cement microscopique. Dans le modeéle multiphasique général présenté au chapitre 2, chaque
phase a une cinématique propre. Le champ de déplacement de la phase {j = m, r} s’interpréte
ainsi comme la moyenne du champ de déplacement microscopique, sur le volume A’ occupé

par le matériau 5 dans le VER.

On rappelle que le modéle général conduit & des équations d’équilibre par phase, qui sont
couplées par U'intermeédiaire de densités d’efforts d’interaction I" (voir Eq.(2.29) page 53). Se
limitant au cas biphasique, et & un comportement linéaire de l'interface, on a montré que
I'interaction I est linéaire en fonction du déplacement relatif entre les phases (voir Eqs.(2.58)

page 60).

Dans le cas quasi-statique, en ’absence de forces de volume, I’équation d’équilibre de la phase
renforcement impose que [ soit colinéaire & la direction de renforcement e, (Eq.(2.29-b)). En
ne considérant que le déplacement relatif dans cette direction pour exprimer le comportement,

on aboutit & la forme simplifiée :

(6.1) I=c; (=& e e

Pour résumer, dans les cas qui nous préoccupent, l'identification de la loi de comportement
d’interaction se limite & la détermination d’un seul coefficient d’interaction c¢;. Comme on I'a

vu dans les deux applications du chapitre 3, ce paramétre est 1ié & un effet d’échelle.

L’objectif de cette section est d’une part de donner une estimation de ce paramétre en fonction
de la structure a I’échelle microscopique du matériau renforcé, d’autre part de valider le modéle
général en le comparant sur un exemple & une approche « directe », en ’occurence un calcul

aux éléments finis pour lequel la matrice et les inclusions sont discrétisées séparément.

1.2 Modélisation des effets d’échelle
1.2.1 Principe de la détermination de c;

La densité d’interaction I désigne par définition la résultante, par unité de volume, des ef-
forts appliqués a la phase matrice par la phase renforcement. Revenant a une description &
I’échelle microscopique du matériau renforcé, il est clair que le siége de ces efforts est localisé
a interface inclusion /matrice. Dans le cas ou I = I ¢, est orienté dans la direction de renfor-
cement, cette densité s’interpréte plus précisément comme la résultante par unité de volume

des efforts de cisaillement d’interface.
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Deés lors, la détermination pour un probléme donné du paramétre ¢; peut s’effectuer en résol-

vant le probléme d’arrachement suivant :

e On choisit une cellule de base représentative de la périodicité du renforcement (fi-

gure 6.1), de volume Vygg.

Slat
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Fi1G. 6.1: Probléme d’arrachement de lUinclusion dans une cellule de base

o La surface latérale de la cellule étant supposée fixe, on impose & 'inclusion un dépla-
cement longitudinal® §. Les surfaces inférieure et supérieure sont libres de contraintes.
On calcule le déplacement longitudinal moyen 6™ induit dans la matrice, ainsi que la

résultante des efforts de cisaillement 7 a I'interface inclusion/matrice.

e On identifie ’expression des efforts volumiques d’interaction aux deux échelles de des-

cription :

f St T dS

6.2 I = d— oM =
(6.2) i ) WER

d’ou 'on tire le paramétre cj.

Le calcul que I'on vient de présenter peut étre effectué numériquement par éléments finis.
Cependant, il est possible d’obtenir une estimation analytique de ¢y en introduisant des hy-

potheéses simplificatrices supplémentaires.

o Dans les cas courants, le matériau constitutif de I'inclusion est beaucoup plus raide que
celui de la matrice. On peut en premiére approximation le considérer comme parfai-
tement rigide. Le probléme précédent se réduit a imposer un déplacement uniforme §
sur la surface Sy, et & déterminer sur le volume A™ de la cellule sans U'inclusion (voir
figure 2.10 page 84) le champ de déplacement, dont on déduit les déformations et par

suite le cisaillement d’interface.

1. C’est & dire paralléle a la direction de renforcement.
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¢ Dans le cas d’un renforcement par nappes, le probléme précédent se résout analytique-
ment. Dans le cas d’un renforcement par fibres de section circulaire de rayon d, on peut
étudier un modele simplifié axisymétrique, dans lequel la géométrie de la cellule a été

remplacée par un cylindre de surface de base égale, c’est a dire de rayon s = /Svgr/7.

Ces deux cas particuliers sont développés ci-aprés.

1.2.2 Cas du renforcement par nappes

Le probléme & résoudre sur la cellule de base est schématisé sur la figure 6.2.

6m

L

F1G. 6.2: Probléme d’arrachement simplifié - renforcement par nappes

Se placant en déformation plane, la cellule de longueur L, de hauteur s est encastrée sur ses
faces inférieure et supérieure, et soumise a un déplacement horizontal J le long de I'inclusion
d’épaisseur t située dans sa partie centrale. La longueur L est prise suffisamment grande
devant s pour pouvoir négliger les « effets d’extrémité ». La matrice est donc sollicitée en
cisaillement simple (on note y le module de cisaillement). Dans le repére (O, ¢, , ¢,) choisi,

les conditions aux limites s’explicitent sous la forme:

(6.3-a) (=, yzi%) = de
(6.3-b) &(x, y:j:%) _—

Le champ de déplacement solution est alors trivialement de la forme:

s—2y
e

s—t °

(6.4) é(x, y) =290

pour y > t/2, et obtenu par symeétrie pour y < —t/2. On en tire le cisaillement constant &

I'interface:

(6.5) T =
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Par ailleurs, la moyenne de la composante horizontale du déplacement vaut 0™ = §/2. L’ex-
plicitation de (6.2) donne, en introduisant la fraction volumique de renforcement n" = t/s:

(6.6) cr = %

1.2.3 Cas du renforcement par inclusions linéaires

Le probléme d’arrachement se raméne sous les hypothéses énoncées précédemment 4 la déter-
mination du champ de déplacement dans un cylindre creux, de rayon intérieur a et extérieur
b, fixe a Iextérieur, soumis sur sa face intérieure & un déplacement longitudinal ¢ (figure 6.3).

C’est le pendant axisymétrique du probléme traité au paragraphe précédent, avec L >> b.
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F1G. 6.3: Probléme d’arrachement simplifié - renforcement par fibres cylindriques

L’écriture de I’équilibre selon e, d’une couronne comprise entre les rayons a et r donne pour

le cisaillement 7 = —o,, :

(6.7) 7(r) = 10—
r

ou 7, est la valeur du cisaillement & l'interface inclusion/matrice. Intégrant I’équation ciné-

matique :
9¢,
6.8 =_9 - _
(69 () = 2pners = 0
avec la condition a la limite &,(r = b) = 0, il vient:
0, b
(6.9) & (r) =am?”
poor
On détermine finalement 7, en imposant &,(r = a) = 4, soit:
Inr/b
10- 2 )
(6 0 a’) 6 (lr) lna/b
)
6.10-b = -
( ) To ™ b/a

Le déplacement longitudinal moyen de la matrice vaut alors:

m 1 ’
(611) ) =< fz >= m/ﬂ 27’(”]“62(’]“) dr
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Introduisant la fraction volumique 5" = a?/b?, on obtient tous calculs faits :

nrlnnr+1_nr

6.12 oM —
(6.12) (n" = 1) Ingp"

L’explicitation de (6.2) donne finalement :

(6.13) Ccr =

1.2.4 Interprétation

On peut remarquer la similitude des expressions (6.6) et (6.13), qui dépendent toutes les deux
du module de cisaillement de la phase matrice, de la fraction volumique de renforcement et
d’une longueur caractéristique de la taille de la cellule de base (s ou b), qui est également la

distance entre deux inclusions voisines.

Lorsque cette longueur caractéristique, c’est & dire la taille de la cellule de base, tend vers 0, le
parameétre d’interaction ¢y tend vers 'infini. On retrouve alors le modéle multiphasique adhé-
rent, puisque le caractére fini de la densité d’efforts d’interaction I impose que le déplacement

relatif entre les phases soit nul.

On peut donc tirer les deux conclusions suivantes :

o Le paramétre d’interaction c¢; permet de rendre compte d’un effet d’échelle dans la
structure. A fraction volumique de renforcement constante, ¢y est d’autant plus grand
que la cellule de base est de faible section et permet donc de distinguer le cas « peu

d’inclusions de forte section » du cas « beaucoup d’inclusions de faible section ».

o Le modéle adhérent correspond au cas limite ou la taille de la cellule de base tend vers 0,
ou de fagon équivalente, au cas ou ’ouvrage comporte un grand nombre d’inclusions.
Le modé¢le général permet réciproquement de traiter correctement les problémes pour
lesquels le nombre d’inclusions n’est pas si important. En ce sens, le paramétre ¢; permet
de prendre en compte la morphologie de la microstructure de fagon plus détaillée que la

seule fraction volumique 7".

o Comme on I’a vu au chapitre 2, section 4, ’approche par homogénéisation conduit au
formalisme du modéle multiphasique adhérent dans le cas ou la fraction volumique de
renforcement tend vers (. Ces deux derniers résultats sont parfaitement compatibles si
I’on se rappelle que I’homogénéisation correspond également au cas limite ou la taille
de la cellule de base tend vers zéro. Lorsque cette hypothése n’est pas respectée, les
résultats d’homogénéisation ne sont pas pertinents alors que le modéle multiphasique

général reste applicable & condition de choisir correctement la constante c;.
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1.3 Validation: compression d’un multicouche en déformation plane (de Bu-
han et Sudret, 1999d)

Pour valider le calcul de ¢; et les conclusions de la section précédente, on confronte ici I’ap-

proche multiphasique générale & un calcul direct aux éléments finis.

On reprend le probléme de la compression en déformation plane traité analytiquement au

chapitre 3, section 3.

1.3.1 Position du probléme

Soit S une éprouvette de forme rectangulaire de hauteur H = 1, de largeur 2 L = 1, constituée
d’un matériau multicouche. Soit (O, e, , ¢,) le plan de déformation, (O, ¢, , ¢,) le plan des
couches. Compte tenu de la périodicité de la structure, on peut isoler une cellule de base
bicouche représentative de I’ensemble de la structure. On appelle N le nombre de telles cellules
constituant S (figure 6.4).

inclusion FEs, vy

matrice Ei,n

=/~

.4
2N

|
I
| Quart de cellule
|

Multicouche

(N cellules)

Fi1G. 6.4: Compression d’un multicouche en déformation plane - Cellule représentative

Le multicouche est soumis & un déplacement vertical § sur sa face supérieure par I'intermédiaire
d’un plateau lisse. Les propriétés élastiques des deux matériaux constitutifs sont résumées dans
le tableau 6.1.

1.3.2 Modélisation directe par éléments finis

La réponse de I’éprouvette peut étre entierement déduite de celle de la cellule de base bicouche.
Prenant en compte la double symétrie de celle-ci, on n’en modélise quun quart (figure 6.4).
Pour une structure comprenant N cellules, le domaine maillé est donc un rectangle de taille
% X ﬁ Il comprend 10 lignes de 80 éléments quadratiques rectangulaires Q9. Le code de

calcul utilisé est CASTOR dans sa version monophasique. Les calculs sont menés pour les
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Matrice Renforcement
Fraction volumique 1—7"=90% n" =10%
Module d’Young E; =10 MPa | E5 = 1000 MPa
Coeflicient de Poisson 1 =0,45 vy =0,3

TaB. 6.1: Compression d’un multicouche en déformation plane - Caractéristiques des maté-

riaux pour le calcul direct.

valeurs N = 4, 8,16 et 32, ce qui donne pour chaque élément un ratio hauteur/largeur variant
de 2 a 1/4.

Les conditions aux limites sont explicitées de la fagon suivante:

o le déplacement horizontal est nul sur I’axe de symétrie vertical (face gauche du maillage),

o le déplacement vertical est nul sur 'axe de symétrie horizontal (face inférieure du

maillage),

1)
¢ le déplacement vertical vaut N sur la face supérieure du maillage, le déplacement

horizontal étant libre.

Le calcul par éléments finis donne le vecteur des déplacements nodaux ainsi que les défor-
mations et contraintes au centre de chaque élément. Pour pouvoir comparer ces résultats a

I’approche multiphasique, on proceéde de la fagon suivante (voir figure 6.5) :

o Considérant une ligne de nceuds verticale située a I’abscisse z, on calcule la moyenne des

déplacements horizontaux dans la matrice et dans I'inclusion, soit m®(z) et r*F(z).

o Considérant une colonne d’éléments rectangulaires dont le centre est situé & 1’abscisse
x, on calcule de méme la contrainte 0., moyenne dans chaque phase, qui, pondérée par

les fractions volumiques, donne respectivement 0" (z) et o™FF (x).

1.3.3 Modélisation multiphasique

Pour utiliser la solution analytique développée au chapitre 3, section 3, il est nécessaire d’iden-

tifier les paramétres du modéle multiphasique.

On rappelle tout d’abord les formules essentielles de la solution analytique pour le déplacement
horizontal de la phase matrice m(z), de la phase renforcement r(x) et pour la contrainte dans

la phase renforcement o” (x). A et u désignant les constantes de Lamé de la phase matrice, a” la



252 Chapitre 6. Extensions du modéle multiphasique

rF (:17) =< U >inclusion oTEF (117) — nr Oua
) Eﬁ

P ke

mEF(m) =< U >matrice U'm’EF (-'E) = (]- - ,’71-) < Ozz >matrice

a - Déplacement par phase b - Contrainte par phase

Fi1G. 6.5: Compression d’un multicouche en déformation plane - Exploitation du calcul direct

aux éléments finis

raideur de la phase renforcement, ¢y le paramétre d’interaction, £ une longueur caractéristique

définie par:

B a” (A +2p)
(6.14) £= \/cl A+2p+am)

et w le parameétre adimensionnel vérifiant :

(6.15) = %

on a:

e = e e )
(6.16-b) r(z) = H%M%{w_esiﬁ;;m}
G0 ) = gy [

Ces parameétres sont déterminés de la fagon suivante:

e On choisit pour la phase matrice ceux du matériau constitutif de la matrice, soit E™ =

FEqy =10 MPa, v™ = vy = 0,45. Les coefficients de Lamé correspondant valent alors:

v E™
(6.17-a) A5 o)1 —20m) 31,03 a
Em
(6.17-b) u = —— =3,45 MPa

2(1+ovm)
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¢ La raideur de la phase renforcement est obtenue en multipliant le module d’Young du

matériau par la fraction volumique, soit " = 100 MPa.

o La hauteur de la cellule de base vaut ici s = 1/N. D’aprés (6.6), le paramétre d’inter-
action vaut donc ¢; = 30,65 N2 (MPa).

« La longueur caractéristique donnée par (6.14) vaut alors £ = 0,947 s = 0,947/N (m).

1.3.4 Confrontation des résultats

On représente sur la figure 6.6 les courbes de déplacement horizontal et de contrainte dans la
phase renforcement. La solution multiphasique est figurée en trait continu, et on superpose

les points de calcul par éléments finis.
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o

] - o (z) V
0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T z
a - Déplacement horizontal b - Contrainte dans la phase renforcement

F1G. 6.6: Compression d’un multicouche en déformation plane - Comparaison des approches

avec l'estimation (6.6) de cy (calcul pour N=16 cellules)

Les résultats analytiques de ’approche multiphasique apparaissent en trés bon accord avec
les calculs par éléments finis. Les écarts relatifs maximaux par rapport au calcul direct valent

4% pour les déplacements et 10% pour la contrainte.

On peut remarquer que la courbe de déplacement m(x) a la méme allure globale que son
homologue obtenue par éléments finis, méme si elle s’en écarte légérement pres du bord de
Iéprouvette. Comme on 1’a vu au chapitre 3 (voir figure 3.9), c’est le paramétre ¢y qui pilote

I’écart entre cette courbe et la droite qui lui est tangente a 1’origine.

Par ailleurs, notre estimation de c¢; a été obtenue avec un modéle trés simple. Cela nous
ameéne a penser qu’une autre estimation de cy pourrait encore améliorer les résultats du modéle
multiphasique. On propose de caler ce paramétre de sorte que le déplacement horizontal relatif

entre les deux phases au bord de I’éprouvette (z = L) soit exactement celui donné par le calcul
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aux éléments finis. D’aprés (6.16-a,b), cette condition donne I’équation en £ suivante :

(6.18)

Cette équation peut étre résolue numériquement. Le tableau 6.2 donne les valeurs obtenues en

fonction du nombre N de cellules dans la structure, ainsi que I'estimation (6.6) correspondante.

Nombre de cellules

Estimation (6.18)

Estimation (6.6)

Ecart relatif

N (m) (m) (%)
4 0,2066 0,2368 14,6
8 0,1028 0,1184 15,1
16 0,0512 0,0592 15,6
32 0,0255 0,0296 16,0

TAB. 6.2: Compression d’un multicouche en déformation plane - Longueur caractéristique

L’écart entre les deux estimations est constant quel que soit le nombre de cellules, ce qui

signifie en particulier que l'estimation (6.18) est également proportionnelle a 1/N.

On représente sur la figure 6.7 les courbes de déplacement horizontal pour différents N. La
solution multiphasique, pour laquelle £ est évalué par (6.18) est figurée en trait continu, et on

superpose les points de calcul par éléments finis.

Comme on ’avait pressenti, les courbes sont maintenant presque parfaitement superposées.
Notre estimation par un modéle simple d’arrachement d’inclusion de la cellule de base considé-
rée encastrée sur le bord est donc sans doute perfectible. Les contraintes obtenues par ailleurs
par la loi de comportement sont également trés proches de celles données par le calcul aux
éléments finis. Il est remarquable enfin de constater que les contraintes déduites du calcul aux

éléments finis vérifient rigoureusement o™ ¥ (z) + o™FF (z) = 0.

1.4 Conclusion

On a montré dans cette section que le modéle multiphasique général qui permet des ciné-
matiques différentes pour chaque phase, rend compte d’effets d’échelle dans le comportement
d’une structure renforcée. La taille caractéristique de I'hétérogénéité (ici une des dimensions
de la cellule de base) peut étre prise en compte par l'intermeédiaire du paramétre d’interaction

¢y, qui définit le couplage entre le mouvement des phases.

Par un raisonnement simple d’arrachement d’une inclusion rigide dans une cellule de base,
on peut donner une estimation de ce parameétre. Celle-ci a été utilisée pour modéliser la com-
pression en déformation plane d’un multicouche, et la comparaison des résultats par rapport

a une approche directe est probante.
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F1G. 6.7: Compression d’un multicouche en déformation plane - Comparaison des approches

aprés calage du paramétre cy sur le déplacement relatif des phases au bord de l’éprouvette

Par ailleurs, sur le méme probléme, on a montré que de meilleures estimations de c; étaient
possibles, qui conduisent & une solution multiphasique quasiment identique & la solution
« exacte ». Le développement de modeéles micromécaniques plus élaborés pour calculer ¢y

est donc nécessaire.
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2 Modéle multiphasique avec flexion (de Buhan et Sudret, 1999a,b)

2.1 Introduction

Le modéle multiphasique de matériau renforcé développé au chapitre 2 repose sur I’hypothése
que les inclusions de renforcement sont souples, c’est a dire qu’elles ne supportent que des

efforts de traction-compression.

Dans certains ouvrages, cette hypothése peut ne pas étre acceptable. Citons deux exemples:
dans un talus en sol cloué, on observe des ruptures d’armatures par effort tranchant. Dans les
fondations mixtes, les efforts latéraux (choc horizontal sur les superstructures, séisme, etc...)

sollicitent les renforcements (en I'occurrence des pieux verticaux) en flexion.

L’objet de cette section est de présenter une extension du modéle multiphasique prenant en
compte la capacité de flexion des inclusions. Comme au chapitre 2, le modéle est construit par
la méthode des puissances virtuelles. On reprend les notations de la section 1 dudit chapitre,

en les enrichissant au fur et & mesure des besoins.

2.2 Equations d’équilibre
2.2.1 Description géométrique

Soit § un systéme mécanique constitué d’un matériau renforcé par inclusions linéaires raides,
c’est a dire susceptibles de supporter simultanément des efforts de traction et de flexion, occu-
pant un volume géométrique €2. On suppose que les inclusions sont disposées périodiquement,

et orientées parallélement & une direction unique repérée par le vecteur unitaire e, 2.

Reprenant la description du chapitre 2, on attache & chaque point matériel z une particule de
matrice et une particule de renforcement. On retrouve naturellement les concepts de phase,

sous-systéme monophasique S et sous-systeme multiphasique S’ (en Uoccurrence biphasique).

2.2.2 Mouvements virtuels

Dans la théorie classique des poutres, les effets de flexion sont liés a D'existence d’une mi-
crostructure, la section de la poutre, possédant un degré de liberté en rotation. Pour rendre
compte de la flexion dans la phase renforcement, on introduit ici par analogie les mouvements
virtuels du milieu sous la forme:

A ~

(6.19) U@ ={0"@: U@, Y@}, ze9

ou Qm désigne le champ de vitesse virtuelle de la phase matrice, U (resp. QT) le champ de

vitesse (resp. de rotation?) virtuelle de la phase renforcement (Figure 6.8).

2. La généralisation a N directions est abordée ci-aprés.
3.1l n’y a donc pas de confusion possible avec le symbole €2 désignant le volume du systéme.
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Q

particule particule
de matrice de renforcement

F1G. 6.8: Description géométrique du milieu multiphasique avec flexion

Les champs sont supposés indépendants, continus et continiment différentiables. On note
U l'espace vectoriel des mouvements virtuels U. 11 contient le sous-espace des mouvements

virtuels rigidifiant les sous-systémes monophasiques et multiphasiques.

2.2.3 Postulat des expressions des puissances virtuelles

2.2.3.1 Efforts intérieurs On fait I'hypothése que la puissance virtuelle des efforts in-
térieurs s’obtient par intégration d’une densité volumique contenant des termes associés a

chacune des phases et de termes d’interaction.

La phase matrice est modélisée comme un milieu continu classique, pour lequel on retient la

forme (2.16) introduite au chapitre 2%:

(6.20) p’z?) o =— (Am U+ B™ : grad Um)

Compte tenu de l'orientation privilégiée des inclusions, on postule que la densité de puis-
sance virtuelle des efforts intérieurs dépend linéairement des champs de vitesse et de rotation

virtuelle, ainsi que de leur dérivée le long de la direction de renforcement e, :

croar o au’ o7 g’
(6:21) i@, &) = - (4’" U+ X7+ B 4T d;)
Exprimant les dérivées selon e, en fonction du gradient :
d
(6.22) ds% =grad s - e,

on peut mettre (6.21) sous la forme:

623) Py Q)= (40" +(¢, 0 X) : grad 0" + B0 + (e, ®I") : grad O

Considérant comme ponctuelle l'interaction résultant de la superposition en chaque point de

deux particules, on introduit la densité de puissance virtuelle associée sous la forme:

(6.24) Pip@", U Q) = (yﬂ L L Q)

4. On omet la dépendance en z pour alléger les notations.
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Avec ces notations, la puissance virtuelle des efforts intérieurs pour un sous-systéme mono-

phasique 87 | {j = m, r} s’obtient simplement par intégration de la densité correspondante :
(6.25) Plo@ = [ ply@a . j=m.r

Pour un sous-systéme biphasique, on doit sommer les contributions de chaque phase et de

I’interaction, soit :

(6.26) Ply(0) = /, [Pl?f) O™+ 9T, Q") + ' (U

2.2.3.2 Efforts extérieurs Pour tout sous-systéme biphasique S occupant un volume

géométrique €2, les efforts extérieurs pris en compte sont :

e des forces de volume p? FY correspondant aux actions & distance exercées par I'extérieur

du systéme (par exemple le poids propre),

o des efforts de surface appliqués sur 9€', correspondant pour chaque phase j aux actions
de contact exercées par les particules situées a 'extérieur de §’”7. On note T, T4, les
densités d’efforts appliqués aux différentes phases, Cf, la densité de couple appliqué a

la phase renforcement.

La puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit alors:

(6.27)

2.2.4 Mise en ceuvre du principe des puissances virtuelles

2.2.4.1 Premier énoncé Pour tout systéme ou sous-systéme, la puissance virtuelle des

efforts intérieurs dans tout mouvement virtuel rigidifiant est nulle:
(6.28) VUimvr, V8 cs, P,M0)=0

Considérant un sous-systéme S , et un mouvement virtuel de translation U= {QO, 0, 0}

(resp. U = {0, U,, 0}) , on obtient d’apres (6.20),(6.21) :

(6.29) vU,, vQ cQ, /Am-QOdQ’:/A’"-QOdQ’zo
/ Q/
Il en résulte que:

(6.30) AM=A" =0



2. Modéle multiphasique avec flexion 259

Considérant 8™ et un mouvement virtuel de rotation défini par U= {QO ANz, 0, 0}, pour

lequel grad U= Qo est un tenseur antisymétrique du second ordre, on obtient :

B™:Q dY =0

U

(6.31) VQO antisymétrique, VQ' C Q, /

Cela prouve que le tenseur B™ est symétrique, nous le rebaptisons ¢". La densité de puissance

virtuelle des efforts intérieurs pour la phase matrice se simplifie donc en:

(6.32) p'Z-l) (U")=—g™:grad u"

Considérant 8'" et un mouvement virtuel rigidifiant défini par U = {0, Qo ANz, QO}, on
obtient en reportant (6.23) dans (6.28):

(6.33) V@, antisymétrique, VQ' CQ, // [(gr ®X"): Qo + B" 'Qo} dQ' =0
Utilisant la propriété suivante du produit mixte:

~

(6.34) (€, ®X"):Q =X"Q e =X (QAe)= (e, NX") -
on obtient finalement :

(6.35) v, VQ’CQ,//[ETJrgT/\XT]-QO QY =0

d’ou l'identité :

(6.36) B +e AX" =0

La densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs pour la phase renforcement s’écrit donc

compte tenu de ces simplifications:

637  poI Q) =—[¢, ©X"): (gradl0 — Q) + (e, ©I") : grad O

Le couple (X", I'") décrit les efforts intérieurs dans la phase renforcement. Son interprétation

mécanique est donnée ci-aprés.

Considérant enfin un sous-systéme multiphasique animé d’un mouvement virtuel rigidifiant
de la forme U = {QO + QO ANz, QO + QO ANz, Qo}, on montre en calculant (6.32) et (6.37),
et en les reportant dans (6.26) :

(6.38) Pl (0) = / Pp@". T, Q)

En effet, les termes associés & chaque phase s’annulent compte tenu de ce qui précéde. Il vient
alors, d’apres (6.24):

(6.39) V(Uy, Q), UM+ -Ug+Im+I)-(QoAz)+J Q=0



260 Chapitre 6. Extensions du modéle multiphasique

Compte tenu de I'indépendance des champs QO et QO, on en déduit :

(6.40) Im+1"=0 , J =0
Posant I" = —I"™ = I, la densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs d’interaction se
réduit &:
T ~T ~m
(6.41) piy(0)=—L-(U -T")

Finalement, I’équation (6.26) prend la forme simplifiée :

PEZ-) ([U) = —/ [Qm : grad o

T

(6.42) + (e, ® X") : (grad U — Qr> + (e, ®IL") : grad Q

T A

+I-U -0 )} Q)

2.2.4.2 Second énoncé En l'absence de forces d’inertie, le principe des puissances vir-

tuelles stipule que pour tout sous-systéme S’ et tout mouvement virtuel de U, on a ’égalité :
(6.43) Play(0) + Py () = 0
Reportant (6.27), (6.32), (6.37),(6.41) dans cette équation, il vient:

VUeUu v cQ,

(6.44) i /_

-
=,
|
%
3
QU
3
+
—

Les champs définissant le mouvement virtuel U étant contintiment différentiables, on peut
appliquer 'identité (2.26), puis le théoréme de la divergence. L’équation (6.44) se réécrit alors

sous la forme:
VUeU v cQ,

+ [ [div(X"®¢,)+p" FT—1-U dfY
QI

(6.45) o
+ [ [div(I"®e,) +e, AX"]-Q d
Q/

[ {mh g n] 0 [T - (@) ) T
oY

+ [QT/—(ET@JQT)'Q]-QT}CZQ’:O

ol n désigne la normale extérieure a 0 au point courant.
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Utilisant un argument classique (voir chapitre 2, page 52), on déduit successivement les équa-

tions d’équilibre du modéle multiphasique avec flexion:

(6.46-a) divg™ +p" F" +1=0
(6.46-b) div(X"®e,)+p " F'—1=0
(6.46-c) div(I" ®¢,) +e, A X" =0
et les conditions aux limites:

(6.47-a) o™ n="Tgy =T"(n)
(6.47-b) X" - (e, -m) = Ty = I"()
(6.47-c) " (e, -n)=Co =C"(n)

2.2.5 Interprétation mécanique - lien avec ’échelle microscopique

L’équation (6.46-a) décrit 1’équilibre de la phase matrice. Elle s’apparente a celle obtenue
pour un milieu continu de Cauchy. Le tenseur g™ désigne les contraintes partielles dans la
phase matrice. Le vecteur contrainte appliqué sur la frontiere 9Q' est donné classiquement

par (6.47-a) et ne dépend que de la normale au point considéré et pas du sous-systéme.

Comme dans le modeéle multiphasique sans flexion, les efforts d’interaction apparaissent dans
I’équilibre sous la forme de forces volumiques, traduisant I'action de la phase renforcement

sur la phase matrice.

dR = X" d¥

dSo

F1G. 6.9: Interprétation des efforts intérieurs dans la phase renforcement - modéle multipha-

sique avec flexion

Les efforts intérieurs dans la phase renforcement sont décrits par le couple (X", I'"). Pour

comprendre la signification de ces variables, on calcule la résultante des efforts sur une facette
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dS de normale n (Figure 6.9):

(6.48-a) dR = T"dS=X"(e, -n)dS
(6.48-b) AM = C"dS=T"(e, n)dS

Introduisant la projection de dS sur un plan perpendiculaire a la direction de renforcement
dSp = (n-e,)dS, il vient:

dR aM

(6.49) X'=— , ' =—7F
dSg dSy

X" et I'" g’interprétent donc comme les densités de résultante d’efforts et de moment par unité

de surface perpendiculaire a e,. Ces quantités sont les homologues des concepts de résultante

et moment fléchissant dans une section introduits dans la théorie des poutres (Bamberger,

1999).

La forme des équations (6.46-b)-(6.46-c) montre que la phase renforcement est modélisée
comme un milieu micropolaire de Cosserat (voir Cosserat, E. et F. (1909), ou Salengon (1996a,
pages 229-232) pour une présentation par les puissances virtuelles). Dans ce cadre, on identifie
le tenseur des contraintes partielles 0" = X" ® e, (non symétrique) et le tenseur des couples-
contraintes b = I'" ® ¢,. On montre que le vecteur associé a la partie antisymétrique de g”
est 3 X" Ae,.

2.3 Loi de comportement élastique

Pour pouvoir résoudre des problémes aux limites sur des milieux multiphasiques avec flexion, il
est nécessaire d’introduire des lois de comportement. On les explicite maintenant en reprenant

le cadre de la thermodynamique utilisé au chapitre 2, section 2.

2.3.1 Variables de déformation

Se placant dans I’hypothése des petites perturbations (H.P.P), on peut écrire les équations
constitutives sur la géométrie initiale du systéme. Soient {™ le champ de déplacement de la

phase matrice, ({", w") les champs de déplacement et de rotation de la phase renforcement.

Dans le cadre H.P.P, les variables de déformation pertinentes sont celles qui apparaissent en
dualité des efforts intérieurs, dans ’expression du travail de déformation du systéme dans son

mouvement réel. Observant 1’équation (6.42), on en déduit:

o pour la phase matrice, le tenseur des déformations linéarisé:

(6.50) em =

(grad &M + grad §m>

N | =
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e pour la phase renforcement, les variables:

(6.51) (gradfr—g’"> et gradw”

ou w" est le tenseur antisymeétrique associé a w".

¢ pour 'interaction le vecteur déplacement relatif:

(6.52) =8 -&"

2.3.2 Comportement élastique

Reprenant les résultats du paragraphe 2.3.1 du chapitre 2, on rappelle 'inégalité de Clausius-

Duhem reliant la puissance de déformation d’un systéme et son énergie libre:
(6.53) P a6t — / T dY >0

On suppose que la densité d’énergie libre se décompose additivement en une contribution de

chaque phase et un terme d’interaction :

(6.54) U=y (€M) + o (grad € — o grad )

Par ailleurs, la puissance de déformation s’obtient, au signe prés, en substituant les vitesses

réelles (ém, g , w") aux vitesses virtuelles dans 'expression (6.42):

:m

Plae(€ €07 = /,(gm :g’m)dV'Jr/ I-(§ —£&")de
(6.55)

iT

+ [ [ oxn): (gadd - o)+ (e o) gadar] asy

Reportant (6.54) et (6.55) dans (6.53), on obtient la forme locale de I'inégalité de Clausius-

Duhem (positivité de la dissipation intrinséque volumique) :

m O™\ o’ v m
(g a) (1= g em) € -6
(6.56)
+

r ad)r . e
(QT oL - 0 (grad &” —u:ﬂ)) ' (gradf £ )

+ (Q,«@FT - %) :gradu')r > 0

Le comportement élastique du milieu correspond & I’hypothése de nullité de la dissipation
volumique précédente pour toute évolution. Compte tenu de 'indépendance des champs de
vitesse, cela revient & annuler chaque cofacteur dans (6.56). On déduit alors successivement

les lois de comportement suivantes :
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Phase matrice Supposant pour simplifier que I’élasticité de la phase est linéaire isotherme,

on adopte une expression quadratique pour ¥™. Il vient :

1
(6.57) Yt = Gt g "
d’ou, d’aprés (6.56) :
(6.59) 0" = G ="

llli}

™ est le tenseur des modules élastiques de la phase matrice.

Phase renforcement Pour poursuivre le raisonnement, on se limite désormais au cas de
la déformation plane. On se donne un repére orthonormé (O, e, , ¢, , ¢,) tel que (Oz) soit
paralléle a la direction de renforcement (e, = e,), et que (O z y) soit le plan de déformation

(Figure 6.10). On peut alors adopter pour les variables de déplacement les notations suivantes :

(6.59-a) = &Glzye, +§(zy)e,
(6.59-D) T= W(ny)e,

1€

et pour les efforts:

(6.60-a) X" = N'(z,y)e, +V'(z,9)e,
(6.60-D) I" = M'(z,y)e,
VT )
: w’r‘ 1 (\
— \/./r —
A
€y

F1G. 6.10: Phase renforcement en déformation plane dans le plan (O zvy)

Reprenant la terminologie classique de la théorie des poutres, (N", V", M") représentent
respectivement pour la phase renforcement les densités d’effort normal, d’effort tranchant et

de moment fléchissant par unité de surface transverse a la direction de renforcement.
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Ces notations permettent de simplifier la forme des expressions intervenant dans (6.56). On

a ainsi:
(e, ®X"): (grad €’ — &) = X" - (grad £’ — o) -,
:(Nrex+VTgy) 3 (éggx+§yey) w'e, Ne,
(6.61) . ¢
oEr v
= NT" T T Yy _ .7
ox (am )
g’ or
et:
T - T ad)r T ad)r
(6.62) (e, ®T") : gradw” = M Qz'EQzZM 5
. T
X

ce qui montre que les variables de déformation bidimensionnelles pertinentes pour la phase

renforcement sont (€7, 6", x").

De fagon a étre cohérent avec ce qui précéde, on adopte pour la densité d’énergie libre une

expression quadratique de ces variables :

1
(6.63) Y07, x7) = 5 [ (") + A7(07) + 97 (x7)’]
On en déduit les lois de comportement suivantes:
T a/li[)r T T
(6.64-a) N" = 5 &€
oY
.64-b To= =p3"0"
(6.64-b) v 507 I}
a T
(664—(3) M" = ari?" :fyTXT

Introduisant ces relations dans (6.63), on obtient la densité d’énergie complémentaire exprimée

en fonction des efforts:

)2 )2 r\2
(6.65) grov vy = 3 [ (‘;r) + %)

Se rattachant a la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli, on suppose dorénavant que la contri-

bution de l'effort tranchant est négligeable, ce qui s’écrit :

"

6.66 =0
(6.66) Sy
Cette égalité implique les relations cinématiques :

vr 3
(6.67) Hr:ﬁ:() = W= P
et:

o0&
(6.68) X' =——=

Oz 0z2
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On retouve dans (6.68) ’homologue continu tridimensionnel de la condition de Navier-Ber-
noulli classiquement introduite dans la théorie des poutres. Finalement, les variables de dé-
formation pertinentes pour la phase renforcement sous ’hypothése (6.66) sont la déformation

aziale € et la courbure x" donnée par (6.68).

Interaction Choisissant une forme quadratique pour la densité d’énergie libre:

1
(6.69) PHE =g =5 —¢M)-C (€ €M)
on retrouve la méme loi d’interaction que celle introduite au chapitre 2:
P!

(6.70) I= 5E — M

=0 -

Par contre, on ne particularise pas ici ¢, 4 un tenseur uniaxial, puisque la prise en compte des

I
effets de flexion peut conduire & des déplacements relatifs entre phases de direction quelconque,

et non plus paralléles a e,.

2.3.3 Récapitulatif et généralisation

Dans le cadre restreint de la déformation plane, on a développé un modéle multiphasique pour
les matériaux renforcés unidirectionnellement par des inclusions raides. La phase renforcement
peut s’interpréter comme la dilution de poutres d’Euler-Bernoulli en un continuum, qui est par
conséquent un milieu de Cosserat. Les efforts intérieurs pertinents dans cette phase sont des
densités d’effort normal, tranchant et de moment fléchissant par unité de surface transverse

3 la direction de renforcement.

Le modele multiphasique général permet de prendre en compte une cinématique distincte

pour chaque phase. Le couplage est introduit par les efforts d’interaction.

Comme au chapitre 2, on peut introduire une hypothése d’adhérence parfaite en imposant
I’égalité des champs de déplacement dans les deux phases. Le milieu biphasique est alors un
cas particulier de continuum de Cosserat orienté, dont les équations d’équilibre global sont :

div (@™ + X" @ ¢,) + pF =

0
(6.71)
0

div(l" ®e,) +e, N X" =

Le tenseur non symétrique ¥ = g™ + X" ® ¢, est le tenseur des contraintes totales, tandis

que b =" ® ¢, est celui des couples-contraintes.

La généralisation au cas tridimensionnel nécessiterait 'introduction de toutes les composantes
d’effort tranchant et de moment fléchissant telles qu’elles interviennent dans la théorie des
poutres dans R3. On peut également imaginer de s’affranchir de I’hypothése (6.66) si les
effets de cisaillement sont non négligeables. On obtient alors pour la phase renforcement une

modélisation de type « poutre de Timoshenko ».
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La généralisation & N directions de renforcement conduit & N équations d’équilibre distinctes

de type (6.46-b)-(6.46-c), ainsi qu’aux conditions aux limites correspondantes.

Enfin, on s’est limité ici & un comportement élastique pour chaque phase. Il est bien str pos-
sible de formuler également un comportement élasto-plastique. Pour les phases renforcement,
on pourra utiliser un critére de plasticité portant sur les efforts généralisés (M"™, N", V")
(Halphen et Salencon, 1987, Chap .1).

Pour résumer, le cadre théorique de la modélisation multiphasique permet de développer un
ensemble de modéles, dont le plus général est celui présenté dans cette section. Pour chaque
probléme, il conviendra de déterminer les points-clé: adhérence parfaite entre les phases ou
non, prise en compte ou non de la flexion, sollicitations bi- ou tridimensionnelles pour les

inclusions, poutres de Timoshenko ou d’Euler-Bernoulli.

Pour montrer la mise en ceuvre du modéle multiphasique avec flexion, on traite maintenant,
dans le cadre de ’adhérence parfaite, 'exemple académique du cisaillement d’un milieu mul-

ticouche renforcé en déformation plane.

2.4 Exemple d’application

2.4.1 Position du probléme

Soit & une bande constituée d’un matériau homogéne renforcé par un réseau de poutres
orientées parallélement a e, sollicitée en déformation plane dans le plan (O z y). La bande est
supposée infinie le long de (O y) et de largeur L le long de (O x) (Figure 6.11). On suppose

I’adhérence parfaite entre les poutres et la matrice.

Ny,
)

e e e T R e

f(z)

\4

=T

|
<
gt T e e e e e
A
@
h

Fi1G. 6.11: Cisaillement d’une bande infinie renforcée en déformation plane

Le chargement et les conditions aux limites suivants sont appliqués:

e Il n’y a pas de forces de volume, i.e F™ = F" = Q.
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o Les deux phases sont encastrées dans le plan (O z z) soit:

(672) §m(m = anaz) = §r($ = anaz) =0 , wr(;p = anaz) =0

o On impose dans le plan (z = L) un déplacement vertical de la forme:
(673) §m(m :L,y,Z) :ér(m :L,y,Z) = 6§y
et une rotation nulle:

(6.74) Ww(x=Ly,z2)=0

La phase matrice est supposée constituée d’un matériau élastique homogéne isotrope (constan-

tes de Lamé X et u), de sorte que sa loi de comportement s’écrit :

(6.75) a" = Atre™1+2pe™

D’apres (6.64), le comportement de la phase renforcement s’écrit :

T

(6.76-a) N" = aeT:a%
ox
2 ¢r
(6.76-b) M" = X" :7&
0r?

Dans cette équation, « et v désignent respectivement la raideur aziale et la raideur flexionnelle
par unité de surface transverse. Si les caractéristiques élastiques de chaque poutre du réseau
sont leur module d’Young E, leur section A et leur inertie I autour de l'axe (O z), et si
Avygr désigne la section d’un volume élémentaire représentatif dans la direction transverse &

la direction de renforcement, on a simplement :

(6.77-a) a = EA/Aver

Ayant supposé I'adhérence parfaite entre les phases (™ = £"), on n’a pas besoin d’introduire

de comportement d’interaction.

2.4.2 Solution en déplacement

Compte tenu des données du probléme, on cherche une solution en déplacement de la forme:
(6.78) "=¢ =fr)e, , o =we, =f(r)e,
Les conditions aux limites (6.72)-(6.74) donnent :

(6.79) fO)=0 , f(L)=4s , fO)=0 , f(L)=0
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D’apres (6.75)-(6.76), les efforts intérieurs dans chaque phase s’écrivent :

(6.80-a) " = 2ue" =pfl(z)(e, ®e, +e,®e,)
oEr
N r 98z _
(6.80-b) N a3
82§T
(6.80-c) M" Y52 =M@

Reportant ces expressions dans les équations d’équilibre du milieu adhérent (6.71), il vient :

(6.81-a) pf"(z)+Vi(z) = 0
(6.81-b) M"(z)+V" = 0

soit, en dérivant (6.81-b), en soustrayant membre & membre puis en reportant (6.80-c):

(6.82) v (@) = p " (z) =0

Introduisant la longueur caractéristique:

(6.83) = \/g

on peut écrire la solution générale de (6.82) sous la forme:

X X
2Y+C= 4D
€)+C€+

T
(6.84) f(z) = Asinh(z) + B cosh(
Les quatre constantes d’intégration se calculent a partir des quatre conditions aux limites
cinématiques (6.79). Introduisant alors le parameétre adimensionnel :

(6.85) w =

L ulL?
¢ Y

qui rend compte de I'influence relative du module de cisaillement de la phase matrice et de la

raideur flexionnelle de la phase renforcement, on obtient tous calculs faits:

(6.86)

0 sinhw x z 1—coshw T
= 1 h I - h ¥ ) 1
1) = S cosh(@) = 1) — wsinh @ {Sm @) "Lt e [COS (=7) ]}

On représente sur la figure 6.12 les courbes de déplacement normalisé f(z)/d en fonction de
I’abscisse normalisée x /L pour différentes valeurs de w. On peut mettre en évidence deux cas

particuliers :

o La limite w — oo correspond au cas ou il n’y a pas de renforcement (v = 0). On
retrouve un profil de déplacement linéaire f(z) = § /L, qui est la solution du probléme
de cisaillement d’une bande élastique homogéne isotrope. C’est également la solution

que donnerait le modeéle multiphasique adhérent sans flexion.
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Fia. 6.12: Cisaillement d’une bande infinie renforcée - Déformée analytique (modéle multi-

phasique)

o Au contraire, la limite @ — 0 correspond au cas ot le module de cisaillement de la phase
matrice joue un role négligeable. Dans ce cas, ’équation (6.82) se réduit a f/V(z) =0,

et la solution est:

(6.87) fz) =46 [3 (%)2 —9 (%)3]

Comme on pouvait s’y attendre, cette expression est identique & celle de la déformée

d’une poutre élastique bi-encastrée soumise a un déplacement d’extrémité vertical 4.

2.4.3 Reéaction du support et module de cisaillement apparent

A partir de la solution (6.86), on peut calculer les efforts dans chaque phase dans le plan
x = L. D’aprés (6.79) et (6.80-a), le cisaillement dans la phase matrice est nul. Dans la phase

renforcement, la densité d’effort tranchant vaut :

i @
_NLw—Qtanhw/Q

(6.88) V'(z=L)=—yf"(x=1L)

On définit ainsi naturellement un module de cisaillement apparent pu* pour le matériau ren-

forcé, qui vérifie :

w

6.89 *lu =

(6.89) Wk w — 2 tanh w /2

On représente ce module apparent en fonction de Kk = % = 1/w2 sur la figure 6.13.
I

La valeur x = 0 correspond au cas non renforcé, ou au cas ou les inclusions n’ont pas de

rigidité en flexion, et 1’on retrouve alors pu* = u. Pour des valeurs non nulles de , la rigidité
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1.4 /
1.3
w
m 1.2
1.1
1
0 0.005 0.01 0.015 0.02
s

F1G. 6.13: Module de cisaillement apparent (modéle multiphasique)

des inclusions donne un module de cisaillement apparent qui peut étre nettement supérieur a

celui de la matrice seule.

2.5 Validation du modéle adhérent avec flexion

De la méme fagon qu’a la section 1, on se propose d’évaluer la pertinence du modéle en

comparant les résultats précédents a ceux donnés par un calcul direct aux éléments finis.

2.5.1 Modélisation directe par éléments finis

Pour pouvoir faire un calcul numérique en déformation plane, on s’intéresse & une variante du
probléme précédent, dans laquelle les renforcements sont des plagques d’épaisseur t disposées
périodiquement dans la matrice. On note s la distance entre deux plaques successives (voir

figure 6.14). La fraction volumique de renforcement vaut donc 1" = t/s.
Les caractéristiques élastiques des constituants sont résumées dans le tableau 6.3.

Du fait de la périodicité de la structure, on ne maille qu'une cellule représentative (longueur
L = 0,2 m, hauteur s = 0,1 m). Le calcul est effectué avec le logiciel CASTEM 2000. Le
maillage utilisé est donné sur la figure 6.15. Il est composé de 5001 noeuds et 1600 éléments
quadratiques Q8 ( Les deux lignes supérieures d’éléments correspondent a la plaque de ren-

forcement, les suivantes a la matrice).

Les conditions aux limites en déplacement (6.79) sont imposées de la fagon suivante:

o La composante horizontale est nulle sur les cotés gauche et droit du maillage.
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FiG. 6.14: Cisaillement d’une bande infinie renforcée - Schéma du renforcement par plaques

Matrice Renforcement

Fraction volumique 1—n"=95% n" = 5%

Module de cisaillement | 3 =1 a 50000 MPa | po = 76923 MPa

Coefficient de Poisson v = 0,49 v =0,3

TaB. 6.3: Cisaillement d’une bande infinie - Caractéristiques des matériauzr pour le calcul

direct.

“ Cette valeur correspond & un module d’Young E> = 200 000 MPa.

« La composante verticale est nulle a gauche et vaut d a droite.

e Les conditions de périodicité sont prises en compte en imposant 1’égalité des dépla-
cements des nceuds de méme abscisse situés sur les faces inférieure et supérieure du

maillage®.

Pour chaque simulation, on calcule la somme des réactions verticales sur le coté droit du

modele, soit Viip. On en déduit le module de cisaillement équivalent :

(6.90)

MEF_d/L

2.5.2 Modélisation multiphasique

Pour appliquer les résultats de la section 2.4, il faut identifier la densité de raideur flexionnelle

pour le renforcement par plaques. Dans le cas bidimensionnel qui nous préoccupe, on I’obtient

5. Cette fonctionnalité n’est pas implémentée dans CASTOR, ce qui explique l'utilisation de CAsTEM 2000.
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FiG. 6.15: Cisaillement d’une bande infinie - Maillage

en divisant le module de flexion d’'une plaque par la hauteur de la cellule de base, soit :

By t?
6.91 - e
(6.91) T 120 - 1)s
Avec Ey = 2 pa(1 + 1), il vient :

pa t3
6.92 - e
(6.92) 7 6(l—19)s

Compte tenu de la faible proportion volumique de renforcement, on identifie les propriétés
de la phase matrice avec celles de son constituant, soit g = p1. On en déduit finalement le

paramétre adimensionnel du probléme:

1 v " TAVAAS
6.93 = = = [ I
(6:93) PTE T WT 6(1- ) <M1> <L)

2.5.3 Comparaisons des approches

On a représenté sur la figure 6.16 la déformeée de la bande f(z)/é en fonction de l’abscisse
normalisée x/L pour les deux approches. Les courbes sont quasiment superposées, 1’écart

relatif étant inférieur & 1073,

Le module de cisaillement équivalent de la bande (rapporté & p1) est représenté sur la fi-
gure 6.17 en fonction du rapport des modules de cisaillement des constituants pg/u1. L’accord

entre le calcul « exact » par éléments finis et le modele multiphasique est également excellent.

Il est intéressant de confronter ces résultats & une approche classique par homogénéisation
d’un multicouche. On peut montrer dans ce cadre que le module de cisaillement homogénéisé

est donné par:

6.94 =< =
(6.94) phom =y pio 2
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— Modéle multiphasique //A/A/
0.8 &—ACalcul éléments finis
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x/L

Fi1G. 6.16: Cisaillement d’une bande infinie renforcée - Déformée

soit encore:

hom

phom p2/
p 0"+ (1 =n") pa/m

Cette expression est également représentée sur la figure 6.17. Il apparait que pour de forts

(6.95)

contrastes de propriétés, et pour la géométrie considérée, I’homogénéisation donne un résultat
trés éloigné de 'approche directe. Un zoom de la courbe précédente pour les faibles ratios
o/ p1 est donné sur la figure 6.18. On remarque qu’a la limite po/pu; — 1, ’homogénéisation

donne un résultat correct.

2.5.4 Interprétation

De fagon plus générale, c’est le parameétre adimensionnel x donné par (6.93) qui conditionne

la solution du probléme. A fraction volumique de renforcement constante, ce paramétre fait
2

intervenir & la fois le rapport des modules de cisaillement et un facteur d’échelle € = 7

qui caractérise précisément la taille de la cellule de base par rapport a celle de la structure.

Aux faibles valeurs de k (propriétés mécaniques peu contrastées ou grand nombre de cellules
de base dans la structure), les résultats de 'homogénéisation sont trés proches des résul-
tats obtenus par le calcul aux éléments finis. Par contre, dans le cas contraire, les résultats
d’homogénéisation ne sont pas pertinents. Cette conclusion ne doit pas surprendre. En effet,
les théorémes de I’homogénéisation (Sanchez-Palencia, 1980; Suquet, 1982) montrent l'iden-
tité du comportement d’un milieu & structure périodique et du milieu équivalent déduit de

I’homogénéisation uniquement dans la limite ou le facteur d’échelle e tend vers 0.
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Modéle multiphasique
© Calcul Eléments finis
— — - Homoggénéisation périodique
*
B9
1

1 Mw4P4@&Tf%Tﬁ‘%:::;;___TTﬁ__
1 10 100 1000 10000
K2
M1

Fi1G. 6.17: Cisaillement d’une bande infinie renforcée - Module de cisaillement équivalent

1.1

Mode¢le multiphasique
< Calcul Eléments finis

— — - Homogénéisation périodique

1 10 100

H2
21

Fia. 6.18: Cisaillement d’une bande infinie - Module de cisaillement équivalent (Zoom auz
faibles valeurs de pa/ 1)

Pour résumer, le modéle multiphasique avec flexion permet d’obtenir des résultats analytiques
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pour les matériaux renforcés par inclusions hors de portée de I’homogénéisation classique.
Ce modéle est valable notamment dans le cas ou les propriétés des constituants sont trés
contrastées, ce qui est bien sir toujours le cas dans les applications géotechniques qui nous

intéressent.

Par ailleurs, le modéle rend compte de facon intrinséque d’un effet d’échelle puisqu’une lon-

gueur caractéristique £ (Eq.(6.83)) apparait naturellement dans sa formulation.

Remarque Des modeéles d’homogénéisation de milieux stratifiés (roches fracturées) en terme
de continuum équivalent de Cosserat ont été proposés par Dai et al. (1993); Miithlhaus (1995)
et Adhikary et Dyskin (1997). Des résultats numériques similaires a ceux obtenus dans cette

section sont donnés par Forest et Sab (1998) pour une poutre multicouche encastrée en flexion.
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3 Conclusion

Deux aspects de la modélisation multiphasique ont été abordés dans ce chapitre.

e On a montré tout d’abord que le modéle général sans flexion permet de rendre compte

d’effets d’échelle par I'introduction d’'un paramétre de couplage entre les phases.

¢ On a ensuite développé un modéle tenant compte de la capacité de flexion des inclusions.

Dans les deux cas, la comparaison avec une approche directe par éléments finis s’est avérée
concluante, alors que ’approche classique par homogénéisation des milieux périodiques est

mise en défaut.

Pour la compression d’un bloc en déformation plane, celle-ci ne rend pas compte des effets
de bord, puisqu’un seul champ de déplacement macroscopique est accessible. A contrario, les
deux champs de déplacement du modéle biphasique permettent de retrouver parfaitement les

résultats d’un calcul direct.

Pour le cisaillement d’une bande infinie, c’est le contraste des propriétés des matériaux et
la taille de la cellule de base qui pilotent 1’écart entre la solution réelle et ’approche par

homogénéisation.

Ces deux exemples caractéristiques n’offrent qu’un petit apercu de la richesse de I'approche
multiphasique, déclinable en de nombreuses variantes. Il convient maintenant d’approfondir
leur étude, en introduisant un comportement d’interaction non linéaire et en appliquant le

modéle général avec flexion.






Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Récapitulatif des travaux présentés

La description des techniques de renforcement par inclusions utilisées dans le domaine de la
géotechnique nous a conduit & proposer une approche de type « matériau équivalent » pour
le calcul en déplacement des ouvrages. Nous avons ainsi développé & I’échelle macroscopique
un modéle multiphasique de matériau renforcé. Certains parameétres et variables apparaissant
dans le modéle sont reliées & une description mécanique a 1’échelle microscopique par un

raisonnement d’homogénéisation.

Les équations d’équilibre du modéle sont obtenues par la méthode des puissances virtuelles,
tandis que les lois de comportement sont formulées dans un cadre thermodynamique. L’en-

semble permet de poser et résoudre des problémes aux limites dans un cadre approprié.

Le modéle a été implémenté dans un nouveau code aux éléments finis CASTOR, spécialement
concu pour tenir compte du caractére multiphasique de la formulation. Différents exemples
numériques ont été traités, qui valident I'implémentation du code d’une part, la pertinence

du modéle multiphasique pour les problémes de géotechnique d’autre part.

Points-clé du modéle multiphasique

Tout au long du présent mémoire, nous avons fait ressortir les avantages du modéle multipha-

sique sur d’autres approches. Résumons-les briévement.

o Le modéle multiphasique est construit de facon rigoureuse, et permet de bien poser des
problémes de mécanique et de les résoudre sans avoir a introduire & aucun moment

d’hypothéses ad hoc.

o Les paramétres constitutifs du modéle ont une signification mécanique claire. Pour les



280 Chapitre 7. Conclusions et perspectives

problémes de géotechnique pour lesquels la fraction volumique des inclusions est faible,

ils découlent directement du comportement de chaque constituant pris séparément.

o Le modéle donne lieu & une implémentation aisée dans un code de calcul aux éléments
finis. Bien que la formulation soit macroscopique, le caractére multiphasique permet un
traitement par phase de la plasticité. L’ensemble est ainsi beaucoup plus maniable que
les techniques d’homogénéisation périodique qui nécessitent des aller-retours entre les
échelles de description microscopique (cellule de base) et macroscopique (ouvrage) pour

obtenir ’état mécanique du systéme en tout point.

¢ Pour l'utilisateur du code de calcul, le travail de préparation des données est consi-
dérablement allégé, puisque seules les zones renforcées ou non doivent étre maillées
séparément (a 'opposé d’une approche directe, dans laquelle les inclusions et le massif
environnant sont discrétisés séparément). Le post-traitement permet ensuite d’obtenir

les mémes informations qu’une approche directe.

o Les versions enrichies du modéle permettent de prendre en compte des effets hors de
portée de 'homogénéisation classique. Ainsi, le modéle général & plusieurs champs de dé-
placement rend compte d’effets de bord par 'intermédiaire d’un paramétre d’interaction
que l'on évalue simplement & partir des caractéristiques mécaniques des constituants et
de la géométrie de la cellule de base. Par ailleurs, la prise en compte d’effets de flexion
dans les inclusions est possible. Ces effets peuvent étre importants lorsque la taille de

la cellule de base n’est pas petite devant celle de 'ouvrage.

Développements théoriques et numériques

Différents modeéles ont été développés et appliqués tout au long de ce mémoire, qui ne sont
finalement que des cas particuliers du modéle général avec flexion présenté au chapitre 6,
section 2. Selon la nature du probléme & traiter, on a supposé ou non 'adhérence parfaite
entre les phases, la présence ou l’absence d’efforts de flexion. Cependant, le modéle le plus

général n’a donné lieu jusqu’ici & aucune application analytique compléte.

Au travers de ce type de calcul, il conviendra de préciser le couplage entre les effets de flexion
et les effets d’échelle modélisés par l'interaction entre phases. Dans le méme ordre d’idées,
I’exploitation du comportement non linéaire de l'interaction entre phases doit étre étudié,
notamment vis & vis de la prise en compte de glissements et décollements irréversibles & I'in-
terface matrice /inclusion a ’échelle microscopique. A ce titre, ’analyse d’essais d’arrachement
d’inclusions (pieux ou boulons) effectués en laboratoire (voir par exemple Hyett et al. (1996))

ou sur chantier devrait étre profitable.

Le modéle général sans flexion a été implémenté numériquement par Bennis (1999), et validé
sur les solutions analytiques disponibles dans le présent mémoire. Il convient maintenant de

généraliser ce code pour traiter des problémes mixtes dans lesquels se cotoient zones renforcées
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et zones non renforcées et de le tester sur des problémes de référence disponibles dans la
littérature. Le calcul du tassement d’un radier supporté par un petit nombre de pieux, qui a fait
lobjet de modélisations par éléments de frontiere (Butterfield et Banerjee, 1971; Kuwabara,
1989) devrait permettre de valider a la fois le calcul du paramétre d’interaction pour la prise

en compte des effets d’échelle (voir chapitre 6, section 1) et I'implémentation.

Enfin, I'implémentation du modéle général avec flexion reste & faire. Elle nécessite le traitement
numérique des milieux de Cosserat, qui dans le domaine élasto-plastique, est encore peu abordé

dans la littérature.

Pour revenir au modéle adhérent sans flexion, les fonctionnalités du code CASTOR doivent
étre étendues, principalement par 'introduction de lois de comportement non linéaires plus
complexes (modeéles CamClay et de type cap-cone pour la phase matrice, écrouissage des
phases renforcement). A terme, le modele multiphasique devrait bien str étre intégré a un
code permettant de traiter des problémes tridimensionnels, notamment les radiers de pieux
de forme quelconque et les tunnels boulonnés peu profonds, dont I'analyse par CASTOR est

actuellement impossible.

Domaines d’applications futurs

On a traité principalement dans ce mémoire les problémes de tunnels boulonnés, groupes et
radiers de pieux et réseaux de micropieux. Dans les deux premiers cas, le modéle multiphasique
adhérent a permis de retrouver & moindre cott des résultats obtenus de facon fastidieuse par
d’autres approches. La généralité du modele permet par ailleurs de traiter sans difficultés
supplémentaires des comportements non linéaires complexes. La rapidité d’exécution du code
de calcul permet des études paramétriques faciles de ce type de fondations. Le calcul en
déplacement peut dorénavant faire partie de la phase de conception et non plus seulement
d’une vérification exceptionnelle a posteriori de 'ouvrage. Dans le troisiéme, le modéle a

conduit & des résultats originaux inaccessibles aux techniques classiques de calcul.

Le calcul en déplacement des remblais en terre armée et des talus en sol cloué n’a volon-
tairement pas été abordé dans ce mémoire. Les travaux de Lenz (1998) visant a reproduire
numériquement avec CASTOR des essais modéle réduit de poingonnement de massif renforcé
par des bandes d’aluminium (Samtani et Sonpal, 1989) ou par des géogrilles en fibres de verre
(Takemura et al., 1992) n’ont pas été complétement concluants. Les essais étant mal docu-
mentés, certains paramétres ont di étre déterminés par une analyse & rebours des courbes

expérimentales, ce qui limite la portée de la validation du modéle.

Par ailleurs, pour des ouvrages réels de ce type, le phasage des travaux est déterminant vis
a vis de la réponse finale. Comme on ’a vu dans le premier chapitre, section 2, un seul lit
d’armatures ou de clous est mis en ceuvre au cours d’une phase de réalisation. Il apparait

intuitivement nécessaire de prendre en compte les effets d’échelles et de bord au travers du
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modéle général. Ces deux exemples pourront étre utilisés pour tester et valider I'implémenta-

tion numérique du modeéle général sans flexion.

Le calcul des groupes ou radiers de pieux sous sollicitation latérale n’a pas non plus été abordé,
car il nécessite manifestement la prise en compte des efforts de flexion dans les inclusions. La
littérature abondante sur ce sujet devrait permettre d’évaluer facilement la pertinence du

modéle avec flexion, une fois celui-ci implémenté dans le code de calcul.

La modélisation du boulonnage des tunnels pourra étre enrichie par la prise en compte de la
fracturation du massif. Des travaux récents (Bekaert et Maghous, 1996; de Buhan et Maghous,
1997; Maghous et al., 1998) basés sur ’homogénéisation devraient pouvoir étre couplés a terme

a I’approche multiphasique.

En dehors du domaine de la géotechnique, I’approche multiphasique nous parait adaptée a la
modélisation du béton armé, notamment pour le calcul des voiles et des radiers, dans lesquels
les armatures en trés grand nombre sont disposées en général en grillage régulier. Pour aborder
ce type d’applications, il suffit d’introduire dans le code CASTOR un comportement élasto-
plastique adéquat pour le matériau béton (par un exemple un critére de type Willam-Warnke),
et éventuellement de modifier 'algorithme de résolution en plasticité pour tenir compte des
conditions de contrainte plane (Aouameur-Mesbah, 1998). La encore, de nombreux essais de
poutres en flexion ou de dalles cisaillées dans leur plan devraient permettre de valider le

modele (voir par exemple Maier et Thiirlimann (1985)).

Signalons au passage un autre axe de développement de ’approche multiphasique, adapté a
la modélisation des bétons de fibres. Dans ce matériau, qui fait I’'objet de recherches intensives
depuis quelques années, des fibres courtes sont distribuées aléatoirement dans le volume, créant
un renforcement isotrope a 1’échelle macroscopique. La généralisation du modeéle adhérent sans
flexion & une infinité continue de directions de renforcement a été abordée par Lenz (1998)
dans le domaine élastique. Cependant, pour reproduire le comportement complexe du béton
de fibres, il faudra surmonter plusieurs difficultés, notamment le caractére fragile de la matrice

et les effets d’extrémité liés & la longueur finie des fibres.

Dans le domaine des matériaux composites industriels, ’applicabilité du modéle multipha-
sique reste a évaluer. Comme on ’a vu sur 'exemple des modules élastiques au chapitre 2,
section 4.1, Papproche multiphasique n’est a priori précise que pour de faibles valeurs de la
fraction volumique de renforcement. Il conviendra de définir plus précisément cette limite de
validité, par exemple par une comparaison exhaustive avec des calculs numériques tridimen-
sionnels sur une cellule de base. D’ores et déja, les résultats présentés a la section 4.2 du méme
chapitre en terme de charge limite indiquent qu’un choix adéquat des paramétres du modéle
permet de reproduire le comportement a la rupture de composites & fibres, et ce méme dans

le cas ou la fraction volumique des fibres n’est pas faible.

De facon plus fondamentale, la pertinence du modéle multiphasique est évidemment liée au
choix des lois de comportement des phases. On a tout au long du mémoire identifié les modules

¢lastiques de la phase matrice avec ceux de son matériau constitutif, ce qui est une approche
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simpliste. Un cadre rigoureux d’identification du comportement multiphasique général reste
& définir, soit sous la forme de protocoles expérimentaux, soit par des approches théoriques

de type changement d’échelle.

Pour pouvoir modéliser d’autres types de structures renforcées telles que les appuis élasto-
meéres (Simo et Kelly, 1984; Mori et al., 1997), constitués de multicouches caoutchouc/acier,
il sera nécessaire de formuler le modéle multiphasique en transformation finie. Si les équa-
tions d’équilibre, exprimées sur la configuration actuelle, restent inchangées, il n’en est pas de
méme de la description de la cinématique. La formulation du comportement, notamment non
linéaire, pourra s’avérer plus délicate, comme c’est le cas pour les milieux poreux en trans-
formation finie (Bourgeois, 1997). Il est par ailleurs possible d’envisager explicitement un
modele bidimensionnel de plague pour la phase renforcement (& la place d’'un modéle uniaxial

de poutre), pour traiter par exemple des problémes de torsion d’appuis.

Enfin, et bien que ce domaine nous soit parfaitement inconnu, il est probable que certains
tissus organiques fibreuz rencontrés en biomécanique relévent également d’une approche mul-
tiphasique. Le caractére poreuz de ce type de biomatériaux pourra conduire & la formulation
d’un modéle de matériau poreux renforcé par fibres dans lequel chaque point matériel se verra

associer une particule de squelette, une particule de fluide et une particule de fibre.

Pour résumer, I’approche multiphasique dont les fondements remontent a plus de trente ans,
nous parait digne d’un renouveau d’intérét, et son développement trés prometteur, tant du

point de vue théorique que pratique.

Valorisation du travail de recherche

Ce sont des problémes trés concrets de géotechnique qui nous ont conduit & la formulation
du modeéle multiphasique et aux développements parfois assez théoriques présentés dans ce
mémoire. Cependant, la mise en ceuvre numérique fournit au final un outil de calcul parfaite-
ment accessible & 'ingénieur comme tout autre code aux éléments finis, et utilisable en « boite

noire », c’est & dire sans avoir & maitriser le contenu théorique sous-jacent.

A condition de développer maintenant une interface ergonomique et adaptée aux préoccu-
pations des praticiens, il est possible de diffuser le modéle multiphasique dans les bureaux

d’études sans se heurter a des barriéres « culturelles » trop importantes.

L’implémentation du modeéle multiphasique adhérent dans le code de calcul CESAR-LCPC
(Mestat, 1994) est actuellement en cours et devrait marquer une premiére étape de sa diffusion

a grande échelle.
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Annexe A

Notations

Cette annexe regroupe les principales notations apparaissant dans le mémoire. De fagon gé-

nérale, les conventions suivantes sont utilisées :
o Les exposants ™ et " se référent respectivement aux phases matrice et remforcement.
L’exposant 7 est utilisé de facon générique pour m ou r.

o Les indices ¢, an et , correspondent aux vocables élastique, anélastique et plastique.

L’indice ijnc correspond & inclusion.

o Les quantités relatives a une phase (contraintes partielles, déformations, caractéristiques
mécaniques) sont désignées par des lettres minuscules, celles relatives & un systéme

multiphasique par des lettres majuscules.
o La notation 3¢ désigne le taux de variation de la quantité s.
Les symboles utilisés sont classés en deux catégories : les lettres latines puis les lettres grecques,

chacunes par ordre alphabétique, indépendamment du chapitre ou elles apparaissent. Les

symboles pouvant avoir plusieurs significations sont répétés.

Lettres latines

0, cas de charge courant (éléments finis)

()" itération courante (éléments finis)

%m tenseur des modules élastiques de la phase matrice
a’ raideur scalaire de la phase renforcement

A tenseur des modules élastiques total
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ée'p tenseur des modules élasto-plastiques

AP tenseur des modules élasto-plastiques tangent consistant

e

A cellule de base

A™ Af domaine d’une cellule de base occupé par la matrice, par ’inclusion
A’ puissance virtuelle des quantités d’accélération

B largeur d’une fondation

B(r) déplacement radial de la phase renforcement (boulonnage de tunnel)
B. matrice donnant les déformations en fonction des déplacements no-

daux (éléments finis)

c,C,C, cohésion

gl " tenseur d’élasticité d’interaction

gm tenseur des complaisances élastiques de la phase matrice

" complaisance élastique d’une phase renforcement

cr paramétre d’interaction définissant gl T lorsque celui-ci est uniaxial

g tenseur des complaisances élastiques total

cl domaine d’élasticité actuel

C(S¢, §d) espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles

Cn espace de minimisation de I’énergie (éléments finis)

d diamétre d’une inclusion

dy densité de boulonnage

ds facette

dSy projection de la facette dS sur le plan perpendiculaire a e,

d"., d",D matrice d’élasticité associée & la phase matrice, & la phase renforce-
ment, totale

D dissipation volumique intrinséque

e densité volumique d’énergie interne

€11 €y €, vecteurs unitaires d’une base orthonormée

e, vecteur unitaire repérant une direction de renforcement



303

&

E

EmaEra EfaEb

E17E2

ELaET

fm(@™), fr(o")
by ST
F(X, p)

représentation vectorielle de ¢, ® e,
énergie interne

module d’Young de la phase matrice, de la phase renforcement (= a"),

de l’inclusion, du boulon

modules d’Young des constituants d’un multicouche

module d"Young longitudinal, transverse

énergie potentielle

énergie potentielle discrétisée

critére de plasticité de la phase matrice, d’'une phase renforcement
vecteur force élémentaire (éléments finis)

critére de plasticité global

critére de rupture global

vecteur force global (éléments finis)

vecteur des forces plastiques global (éléments finis)

potentiel plastique

domaines de résistance des constituants, homogénéisé

hauteur de la structure

densité volumique d’efforts d’interaction

second invariant du déviateur des contraintes

matrice jacobienne, son inverse, son déterminant (éléments finis)
module de compression transverse

raideur élastique d’une fondation (groupe de pieux, semelle, radier de

pieux)

matrice de rigidité élémentaire
matrice de rigidité globale

matrice de rigidité globale aprés prise en compte des conditions aux
limites

énergie cinétique

paramétre définissant 1’élasticité du boulonnage radial
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Sinc

longueur caractéristique d’un effet de bord ou d’échelle

largeur de la structure

longueur des pieux

opérateurs de localisation des contraintes

matrice de dérivation (éléments finis)

module d’écrouissage

déplacement radial de la phase matrice (boulonnage de tunnel)

densités de moment fléchissant, d’effort normal et d’effort tranchant

dans une phase renforcement (par unité de surface transverse)

nombre de degrés de liberté du systéme (éléments finis)

normale extérieure au point z

nombre de directions de renforcement

nombre de conditions aux limites en déplacement (éléments finis)
facteur de capacité portante d’une fondation

effort normal dans une inclusion

nombre de points d’intégration (points de Gauss) d'un élément fini
matrice des fonctions de forme d’un élément fini

densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs associée a la phase

matrice, & une phase renforcement, a l'interaction

puissance virtuelle des efforts intérieurs du sous-systéme, de la phase j
puissance virtuelle des efforts extérieurs du sous-systéme, de la phase j
puissance de déformation dans le mouvement réel

pression géostatique initiale

taux de chaleur recue

chargement appliqué au systéme

rayon équivalent d’une fondation

espace vectoriel euclidien a 1 (3) dimension(s)

espacement entre deux inclusions (radier de pieux)

section d’une inclusion
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Il »
- 3
I

W

Sp

Sver

S, S

S

Sitip s Srup »
ST, STij

Se:+ S

IS

W, Wmoyen

abscisse curviligne le long de e,

déviateur du tenseur des contraintes

entropie

section d’un boulon

section d’'un VER (perpendiculaire a la direction de I'inclusion)
systéme mécanique (sous-systéme), systéme multiphasique
sous-systéme monophasique

surface de rupture par écoulement plastique

domaine sur lequel la composante d’effort T; est donnée
domaine sur lequel la composante de déplacement &; est donnée
épaisseur du radier

température

densité surfacique d’efforts extérieurs

conditions aux limites en efforts

vecteur des déplacement nodaux d’un élément fini

énergie bloquée

vecteur global des déplacements nodaux

champ de vitesse virtuel

champ de vitesse virtuel de translation

espace vectoriel des mouvements virtuels

mouvement virtuel

volume élémentaire représentatif

volume d’un élément fini

élément fini de référence

déplacement vertical d’un radier de pieux, déplacement moyen
travail de déformation dans le mouvement réel

position du point courant

vecteur des coordonnées nodales (éléments finis)
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X" densité de résultante d’efforts par unité de surface transverse dans

une phase renforcement (modéle avec flexion)

Lettres grecques

« variable d’écrouissage

o, [ paramétres élastiques d’une phase renforcement (modeéle avec flexion)

15} angle entre deux inclusions successives (boulonnage radial de tunnel)

0 déplacement imposé (poingonnement)

6" déplacement relatif de la phase renforcement par rapport a la phase
matrice

em tenseur des déformations de la phase matrice

e’ déformation axiale d’une phase renforcement

E ,E _,E déformation élastique, anélastique, plastique

=e’ =an’ =p

€ représentation vectorielle de g

€ tenseur des déformations totales

® angle de frottement interne

f accélération de la phase j

r domaine d’élasticité généralisé dans Iespace {X} x {p}

I densité de résultante de moment par unité de surface transverse dans
une phase renforcement (modéle avec flexion)

n,n" fraction volumique d’une phase renforcement

A taux de déconfinement

A, p, A ™ coefficients de Lamé

}\m, )\’", A multiplicateur plastique

W1, 2 modules de cisaillement des constituants d’un multicouche
v, v, v, coefficient de Poisson

vy, Ur coefficient de Poisson longitudinal, transverse

Q,Q volume du systéme, d’un sous-systéme

o, o8 frontiere du systéme 2, d’'un sous-systéme Q'
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P

st

.

£, ¢

¢, e
¢=1(&n)

N

(G
W,y gl

champ de rotation virtuel
champ de rotation virtuel constant, tenseur antisymétrique associé

parameétre adimensionnel (rapport de longueurs ou de modules élas-
tiques)

glissement d’une phase renforcement (modeéle avec flexion)
paramétre d’écrouissage

densité volumique d’efforts extérieurs

contrainte axiale dans une inclusion

état de contrainte initial

contraintes partielles dans les phases matrice et renforcement
prédicteur élastique

état de contrainte statiquement admissible (vérifiant 1’équilibre)

limite d’élasticité d’une phase renforcement en traction ou compres-

sion, de la phase matrice

tenseur des contraintes totales

limite élastique en compression simple

cisaillement & l'interface inclusion/matrice

champ de déplacement

conditions aux limites en déplacement

vecteur déplacement généralisé (éléments finis)
coordonnées réduites (éléments finis)

courbure d'une phase renforcement (modéle avec flexion)
angle de dilatance

densité d’énergie libre






309

Annexe B

Aspects thermodynamiques du modéle

élasto-plastique adhérent

1 Energie bloquée et dissipation

Cette section regroupe le détail des développements associés a la thermodynamique du modéle

élasto-plastique adhérent (Chapitre 2, section 3.2).

Dans le cadre de l'élasto-plasticité, la densité d’énergie libre totale définie en (2.56),(2.57)
devient ! :

(B.1)

En utilisant la décomposition (2.99) ainsi que le paramétrage (2.103), on peut mettre (B.1)

sous la forme d’une somme de trois termes:

1
(B.2) + 5 (@ ) 0
+all " (—peg ®e) +pog

Le troisiéme terme vaut:

(B.3) all " (—pey@e) +cpog =€l (—pe; ®ey) +peg = pleg — €

=el

e

Il est donc nul compte-tenu de la compatibilité géométrique des déformations (gg, er;) is-

sues d’une évolution purement élastique a partir d'un état naturel. Introduisant (2.73) dans

1. On se limite & une direction de renforcement.
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I’équation précédente, on obtient I’expression de la densité d’énergie libre en variables totales:

(B.4) ZégigingU(ﬂ)
(B.5) Ulp) = 5 (¢rr + ) 7

En I'absence de mouvement relatif entre les phases, et en vertu de la condition de compatibilité
géométrique (2.64), la densité de puissance de déformation dans le mouvement réel (2.52) se

simplifie en :

(B.6) Pas(U) = g™ 1 £" +0"e" =

(1
[Im

de sorte que I'inégalité de Clausius-Duhem locale devient d’apres (2.51):

(B.7) D=X:E—4>0

ou D est le taux de dissipation intrinséque volumique. Reportant (B.4) dans (B.7), il vient :
(B.8) D=3:¢—(Z:€+U)=2:¢ -U>0

La forme quadratique (B.5) de U(p) permet d’écrire :

(B.9) U=p(cfp+)p=—pé

définissant ainsi la variable d’écrouissage v associée au parameétre p. D’aprés (2.104), on a:
(B.10) a=—(h + ) p=ep—el,

ce qui montre que I’écrouissage est effectivement 1ié & 'incompatibilité des déformations plas-

tiques des phases.
En reportant (B.9) dans (B.8), on obtient finalement :
(B.11) ’D:;:gpﬂ)a

Compte tenu de (B.6) et de la forme (B.1) de ’énergie libre, le taux de dissipation plastique
D (Eq. B.7) se met sous la forme:

D m:g'm—i-arér—gm:(ém—ém)—(f (ér—ér)
= = =p p

Il
S|

(B.12)

T
p

Il
IS]

:g';n—i—aré

La comparaison des approches énergétiques en variables partielles et totales conduit & 'iden-

tification :

_ LS o m ., m roer
(B.13) D—Z.gp+pa—g rg, to gy

La dissipation est ainsi purement plastique au niveau de chaque phase alors qu’elle fait appa-

raitre un terme lié¢ a 1’écrouissage au niveau global.
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2 Démonstration de ’'inégalité (2.111)

Cette équation permet de prouver le caracteére standard généralisé de la plasticité du milieu

multiphasique adhérent. La démonstration repose sur 1’égalité suivante :

(B.14) V(Z,p) el, X:€ +pa :ém:gpmérs‘;

En effet, les contraintes partielles associées a (X, Z) sont, d’apres (2.105):

: E—ZQT@)QT > é-T:LT: 24_;

(B.15)

[1Q *
3
Il

e
3

Pour un taux de déformation plastique quelconque gp, on a d’aprés (2.102),(2.103) :

(B16) =M — ,0 " (gr ®§'r)

€ =&
=p =p

1Ine

et d’apres (2.104):

p,rT P

1S

(B.17) o= 8= b |l 0) i e )+

En additionnant et retranchant le terme adéquat, le second membre de (B.14) peut étre réécrit

sous la forme:

(B.18)

Se référant a (B.16), on reconnait dans le premier terme le produit o™ . En ce qui concerne

=
* .

le second, en utilisant (B.17), on montre qu’il vaut o” €, (e, ®e,). La somme des deux vaut

donc:

*

(B.19) e+ 5“% e, ®e =(cM+0"e, ®e,) € =L €

[1Q

Enfin, en utilisant (B.15) et en se rappelant la définition de la variable d’écrouissage «

(Eq.(B.10)), on décompose le troisiéme terme de (B.18) de la fagon suivante:

(B.20) plc™: " (e, ®e,)— ') =
pl—ple®e): " (e, ®e) —pd) + plL™: B):c":(e,®e)—cL': &
Dy 0

ce qui compléte la preuve de (B.14).
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Ayant établi une équivalence énergétique entre la description en variables totales et en variables

partielles?, il suffit maintenant d’utiliser la parfaite plasticité des constituants de chaque
*
phase pour obtenir le résultat. En effet, si (X, ;) appartiennent au domaine I', les contraintes

partielles associées vérifient séparément leur critére de plasticité. On peut alors leur appliquer

séparément le principe du travail plastique maximum :

(@n=cm):igm > 0 vaem 5 frEm <0
(B.21) = =)= = =
(07"—;7") >0 Yo ;o f1(6T) <0

Additionnant les équations précédentes, et utilisant (B.14), on montre finalement 'inégalité

recherchée :

(B.22) V(Z. ) el (Z-2):€ +(p—p)a=0

2. L’équation (A.14) s’apparente & un lemme de Hill généralisé, en référence aux méthodes de changement

d’échelle micro-macro.
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Annexe C

Critére de rupture du milieu

multiphasique adhérent

Le critere de rupture global Sy, du milieu multiphasique élasto-plastique adhérent est défini
par 'ensemble des états de contrainte X pour lesquels se produit un écoulement plastique libre,

c’est & dire une déformation plastique non nulle sous charge constante, soit :

(C.1)

. OF )
=A——=#0etX=0

g, =hgpAoes

Les notations utilisées ci-aprés sont celles du chapitre 2, section 3.2. On s’y reportera si né-

cessaire. Ayant déterminé dans le cas général la régle de normalité (2.112) et le multiplicateur

plastique (2.116), on peut les préciser ici dans le cas de I’écoulement plastique libre défini par

(C.1). Trois situations sont envisageables.

1 Plastification de la phase matrice seule

Dans ce cas, le critére de plasticité de la matrice est saturé, tandis que la phase renforcement

reste dans le domaine élastique:

(C.2) e 0] =0 L PN, )] <0

La valeur prise par le critére de plasticité global (2.106) est alors:

(C3) F(Z, p) = ™ (g” :;—pg,«@gr) 0
Les dérivées partielles du critére par rapport a ses arguments se calculent alors de la fagon
suivante :
(C.4-a) g—g = gé—: - ém
oF afm
(C.4b) % = _a%;z
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On tire alors de (2.112):

Qfm

5- = =A™
(C.5-a) g, o ‘L
. L Of™

L’expression (2.116) du multiplicateur plastique se simplifie alors en :

ofm .
—— L™ ¥
agm

(o)
dor:

La solution non triviale A # 0 avec § = 0 implique que f™/do™ = 0. A est alors indéterminé.

(C.6) A= (. +¢c)

L’équation (C.5-b) montre de plus que I’écrouissage du matériau s’arréte (& = p = 0), de sorte
que le taux de déformation plastique totale déduit de (2.102) devient :

. ) < Of™
7 g —em—md”

\m
>
=p =p 8gm ? >\ - 0
Le taux de déformation plastique totale s’identifie bien & celui de la matrice seule, et il se

produit un écoulement plastique libre de la matrice seule.

On peut préciser la forme du domaine de rupture en reprenant la décomposition (2.37) qui
implique ¢ = X —0" ¢, ®e¢,, et en se rappelant que le domaine d’¢lasticité des phases renfor-
cement est donné par (2.90). La portion de Syyp correspondant a la rupture par écoulement

plastique de la matrice seule, noté S

rups €st par conséquent définie par les trois conditions:

(C.8) fME—-0"e ®e,)=0 ort _ ol <o <o
. = =r =r ’ 80;”: 9 — +

Soit C° ’ensemble des points de la frontiére C™ du domaine d’¢lasticité de la matrice, pour
lesquels la normale extérieure est perpendiculaire & la direction e, ® e,, c’est & dire tels que

af™/dc™ = 0. Pour tout o”, on définit par translation 1’ensemble:

(C.9) {C+o"e0e}={c +0"¢e®¢; o€’}
Avec ces notations, le sous-ensemble STl de Syyp s’exprime sous la forme:
(C.10) Sio= U {C+0" ¢ 0e}

ol <o" <ol

Dans 'espace & six dimensions des contraintes {Z}, il s’agit d'un cylindre de génératrices

paralléles a e, ® e,, de longueur o', + 0" (Figure C.1).
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2 Plastification de la phase renforcement seule

Dans ce cas, le critére de plasticité de la phase renforcement est saturé, tandis que la phase

matrice reste dans le domaine élastique:

(C.11) e 0] <0 . f 0N p)] =0
Le critére global vaut donc:

(C.12) FE,p)=f(L':Z+p)=0

Ses dérivées partielles ont pour expression :

OF _oft . OF _of

Nl —— = - =
(C.13) 9 90" =  Bp 0o

Le multiplicateur plastique (2.116) vaut alors :

C.14 ho(en, 4oy ZE
(C.14) _(crrrr_'_c)W

0 . .
D’apres (2.91), on obtient par dérivation af = #1. Puisque ¥ = 0, on en déduit A = 0. Il

- =
n’y a donc pas de rupture possible par écoulement plastique libre de la phase de renforcement

seule.

3 Plastification des deux phases

Dans ce dernier cas, on suppose que les critéres respectifs des deux phases sont saturés. La

parfaite plasticité de la phase renforcement donne alors:
8 T

= / =0 = ¢ =0
do”

Cette condition signifie que la contrainte o” reste constante et égale & la limite d’élasticité,

(C.15) (")

c’est a dire soit o', en traction, soit —o” en compression.
Reprenant 1’expression (2.105-b) de localisation de la contrainte o”, on a:

(C.16) s"=L" X +p=0

Par ailleurs, le taux déformation plastique totale résultant de la combinaison de (2.102),
(2.103-b) et (2.87) s’écrit :

e @e) + AL
g™

(C.17) g, =P

ey

Comme par hypothése ; = 0, on tire des deux équations précédentes:

(C.18) p=0
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et

(C.19) ¢ —im9” 5msy

=p agm ’ —

Il faut remarquer que les contraintes partielles des deuz phases restent constantes. En effet
6" =0 et ; = 0 impliquent que ™ = 0. Les taux de déformation élastiques associés sont
donc nuls. La compatibilité géométrique des déformations totales implique alors celle des
déformations plastiques. Elle s’écrit :

i gfr S
g

af”

m
Oo™

(C.20)

S’il y a écoulement plastique, les deux multiplicateurs A et A" sont positifs. La relation
précédente impose alors que les termes Jf"/do" et Of™ /o™ soient de méme signe. Les
zones du critére de rupture associées & ce type d’écoulement plastique sont donc définies

respectivement par :
(C.21) Sr"[lp: {Z; fmME—-ole ®e)=0 , 0f"/00 >0}
si la phase renforcement plastifie en traction, et :

(C.22) Srp=12Z; [ME+0 e ®e)=0 , 9f"/907 <0}
si la phase renforcement plastifie en compression.

Pour visualiser ces surfaces, il est utile de partitionner la frontiére du domaine d’élasticité

OC™ de la matrice selon le signe de df™/0o™. On note sans confusion possible :

(C.23) ac™ = ac™ U aC™

On peut remarquer que la courbe C° définie plus haut est exactement I'intersection de ces deux

domaines. Avec ces notations, la surface S;'l'lp (resp. Srjlp) n’est rien d’autre que le translaté

de OCT (resp. OC™) de la quantité o’ (resp. —o” ) le long de la direction e, ®e,.

Finalement, la figure C.1 représente la surface de rupture Sy, du milieu multiphasique obtenu

par la réunion des trois morceaux :

(C.24) Sup = S U S U Sy

rup rup rup
Chacun de ces morceaux est lié & un mode de rupture ductile particulier du milieu multipha-

sique :

o X € Siyyp ¢ plastification de la matrice seule,

: plastification de la matrice et de la phase renforcement en traction,

: plastification de la matrice et de la phase renforcement en compression.
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Siap DI ac™ acr Stp

FiGg. C.1: Critére de rupture du milieu multiphasique dans Uespace des contraintes {;}
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Annexe D

Différences finies

1 Discrétisation et approximation des dérivées

La méthode des différences finies permet une résolution numérique approchée d’un systéme
d’équations différentielles. On commence par discrétiser U'intervalle d’intégration [a, b] en
(N + 1) points d’abscisse {z;, i =0,..N} tels que 29 = a, zy = b. On note §; = z;+1 — z;
pour s =0,..N — 1.

En chaque point, les approximations des dérivées successives d’une fonction f s’obtiennent
par combinaison linéaire des valeurs de f au point courant et aux points adjacents. En effet,

effectuant un développement de Taylor & l'ordre 1 au voisinage de z;, il vient:

(D.1-a) f@iv1) = f(@) +6 f'(zi) + O)
(D.1-b) flwic) = f(@i) = 6 f'(zi) + O(67)

Une approximation de la dérivée premiére de f en z; est donc donnée par:

f(@ip1) = f(@iz1)
di—1 +6;

(D.2) fi(zi) =

De méme, en poussant le développement a ’ordre 2, on obtient :

2
(D.3-a) f@iv1) = f(z)+ 6 fl(xi)+%fll($i)+0(5?)
2
(D.3-b) flziq) = f(xi)—éuf'(mz-)ﬂ; (i) + O(67)

L’¢limination de f’(z;) entre ces deux équations donne:

(D.4) f(wi) = o f(zi1) = (@ + ) f(2) + Bf (wit1)
ou l'on a posé:
(D.5-a) a= 2 , pB= 2

0i—1(6i—1 + 6;) 0;(8;—1 + 0;)



320 Annexe D. Différences finies

2 Application au cas du tunnel renforcé

On rappelle les équations différentielles liant les champs de déplacement pour le cas du tunnel

profond boulonné dans le modeéle multiphasique général (chap. 3, section 4.2) :

. o B(a) — e [Ba) ~ M()] =0
(A+2p) <M’(m) + @) +cr[B(z) —M(z)] =0

et les conditions aux limites:

(D.7-a) mgglmB(x) = mgglmM(x) =0
(D.7-b) B'(R) =0
(D.7-¢) (A +2u)M'(R) + A@ =D

Posant B; = B(xz;) et M; = M(=;), la substitution de (D.2), (D.4) dans (D.6) fournit le

systéme linéaire :

(D.8)
&

Ty

(@Bj 1 — (a+ ) B; + fBiy1) —cr (Bi — M;) =0
Miyy—M; 1 M;

m—m—;>+cl(3i—Mi):0

(A +2p) (a Miy — (o + B) M; + B Mt +
)

Soit X le vecteur a 2(N + 1) composantes des inconnues:

(D.9) X ={By, My, B:,..By, My}

Le systéme précédent s’écrit formellement [A] - X = P. Les conditions aux limites (D.7)

ajoutent des relations linéaires entre certaines composantes de X :

D.7-a : BN+1 = MN+1 =0
(D.10) D.7b : By=B
M, — M, M,
D7¢c : (A+2u) 421 =A R
5 R

Ces conditions sont prises en compte en modifiant la matrice [A] et le second membre P. Le

systéme est ensuite résolu par inversion de la matrice [A].

Compte tenu de la condition & I'infini, il est nécessaire de choisir un intervalle d’intégration
suffisamment grand. D’autre part, pour les faibles valeurs de z, les solutions sont rapidement
variables. La discrétisation doit donc étre localement assez fine. On surmonte ces difficultés

en choisissant une discrétisation a pas variable définie par la récurrence:

(D.ll) ro=R 6i:50qi , T+ 1=06+z;

Les résultats présentés au chapitre 3, section 4.2 ont été obtenus avec les valeurs R = 3m,

dp =3mm, ¢ =1,1.
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Annexe E

Ecrouissage du milieu biphasique

adhérent en contrainte plane

1 Introduction

Lors de I'établissement du comportement élasto-plastique adhérent (chap. 2, section 3.2), on
a montré que, dans le cas d’'une seule direction de renforcement, ’écrouissage est régi par
une seule variable scalaire p. Cette variable s’interpréte mécaniquement comme la contrainte
résiduelle dans la phase renforcement. Pour visualiser la loi d’écrouissage, on se propose dans
cette annexe de représenter différents domaines d’élasticité (initial et actuels) sur un probléme

particulier.

2 Position du probléme

Se placant dans I’hypothése de contrainte plane, on suppose ici le milieu biphasique adhérent

soumis & un état de contrainte biaxial de la forme:

(E.1) L=XY1e,Q¢, +22¢,Q¢,

La phase renforcement est orientée dans la direction e, (figure E.1). Ainsi la compression
longitudinale correspond dans cette annexe & (31 = —X, ¥y = 0). La phase matrice est
isotrope, élastique parfaitement plastique obéissant a un critére de Von Mises. On reprend les

notations de la page 100.

Le comportement élastique global du milieu biphasique a été présenté au chapitre 2, sec-
tion 4.1.1. Utilisant la matrice des complaisances élastiques (2.134), on peut calculer la défor-

mation associée a I’état de contrainte (E.1). Puis injectant le comportement de chaque phase,
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b))

v

FiG. E.1: Milieu biphasique élasto-plastique sollicité en contrainte plane

on déduit les contraintes partielles:

EM¥y +vE" Y,

(E.2-a) a” = i @@t Yoe, e,
E" (21 — UV 22)
(E-2-b) = TEarE

3 Domaine d’élasticité initial

Tant que l'on se situe dans le domaine élastique, le paramétre d’écrouissage p vaut zéro.
L’évaluation du critére de plasticité de la phase matrice sur les contraintes partielles o™

précédentes donne:

(E3) f™(¢™(S1,%2,p=0)) = f"[1,52; p=0]
B E™  \? vE"(E™ 4+ E"(1 —v))
() e (1 ey
E™(E"(1 - 2v) + E™)
B (Em + E?")2

2122 - (0'31)2 S 0

La représentation de ce critére dans le plan (X1, X9) est une ellipse £° déduite de Dellipse
représentative du critére de von Mises de la matrice seule par une transformation linéaire.
Pour la phase renforcement, on a de méme:

BT

(B4 [0 (BT p=0) = [1[51,%0 5 p= 0] = g

|21—I/22|—06§0

Cette inégalité est représentée par une bande B® comprise entre les droites d’équation :
E™+ ET

(E.5) D iy

Le critére global de plasticité (2.106) s’écrit, pour une valeur p = 0 du parameétre d’écrouis-

sage:

(E.6) F[21,%5 ; p=0] = max {fm[21,22; p=0], f[%1,%s; PZO]} <0
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f1(51,52; 0)=0

a - Faible renforcement (o} /oy < k)

2

f1(51,52; 0)=0

b - Fort renforcement (o) /ay" > k)

Fic. E.2: Domaine d’élasticité initiale - milieu biphasique en contrainte plane

Le domaine d’élasticité initiale D est donc représenté par l'intersection de la bande B et de

lellipse £ comme le montre la figure E.2.

Deux situations sont envisageables selon la taille relative de B% et de £°, qui dépendent

notamment des valeurs des paramétres 00, , o0. On montre quil y a effectivement intersection
Si:
o E"
(E.7) 0 <k E— —V1—v+v?
a5’ V3E
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I'égalité dans cette derniére équation correspondant a B? extérieurement tangente a £°. Si
(E.7) est vérifiée (cas de « faible renforcement »), la premiére plastification peut apparaitre,
selon le trajet de chargement, soit dans la phase matrice, soit dans la phase renforcement
(figure E.2-a). Si (E.7) n’est pas vérifice (figure E.2-b), lellipse £ est entiérement contenue

dans la bande BY, et la premiére plastification apparait forcément dans la phase matrice.

4 Domaine d’élasticité actuel

Pour une valeur donnée du parameétre d’écrouissage p, le critére global de plasticité (2.106)

est évalué a partir des états de contraintes partielles:

EMYy +vE" Y,

(E.8-a) a" = i g P @®et g @
(E.8-b) o" %_:;}12)

On peut donc poser :

(E.9-a) 51525 0 = T[S, 525 p=0]
(E.9-b) 20,525 00 = fI=f%2; p=0]

ou les fonctions f™[-; p=0] et f'[-; p = 0] sont respectivement données par (E.3) et (E.4),
tandis que:
E"+ ET

(E.10) ST =% —p -

—Egm S =%14p

Le critére associé¢ a (E.9-a) définit dans le plan (31, X3) une ellipse £ déduite de £° par

Em A
translation de P—Fm le long de 'axe des ¥;. De méme, (E.9-b) définit une bande B?,
) E™+ E" 0 . _ g
obtenue par translation de B de B* le long du méme axe. Le domaine d’élasticité

actuel DP est alors 'intersection de £ avec BP, comme le montre la figure E.3. Comme les
domaines £° et BP évoluent en sens inverse pour p croissant, il est clair qu’il existe une valeur

limite p, telle que leur intersection soit vide.

5 Analyse d’un trajet de chargement

Pour compléter la présentation précédente, on étudie, sur I'exemple de la compression simple
longitudinale traitée a la section 2.2.2 du chapitre 3 I’évolution du domaine D”. Considérant ici
un trajet de chargement de la forme ¥; = =X, ¥y = 0), on rappelle que la limite d’élasticité

est obtenue pour une valeur :

(E.11) > = min {oJ* (1 + E"/JE™); o} (1 + E™/E")}
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L, (EEEEY 5,
P\

/ E™ 4+ E"
P\ —Fm

B? B
/

P)

domaine d’élasticité domaine d’élasticité
actuel initial

FiGg. E.3: Domaine d’élasticité actuel - milieu biphasique adhérent en contrainte plane

On distingue ensuite deux cas:

o La phase renforcement plastifie en premier pour ¢ = o7 (1 + E™/E"). La contrainte
partielle reste alors & la valeur o” = of pour X croissant, tandis que le parameétre
d’écrouissage vaut d’aprés (2.104) et (3.35):

5; ET E"

(E.12) p=— :—gE+ZEm+Er:Em+Er

(2 — %)

cm r
TTTT + c

et est donc positif. On représente sur la figure E.4 différents domaines d’élasticité actuels,
ainsi que le domaine de rupture dans le plan (X1, X9). Conformément & ce qui a été vu
plus haut, pour p > 0, le domaine B* se déplace vers les X1 négatifs, tandis que £” se
déplace vers les 3 positifs. On constate effectivement que le trajet de charge « entraine »
avec lui le domaine d’élasticité actuel, ce qui traduit le caractére écrouissable du matériau
(Salencon, 1994).

Le raisonnement qui vient d’étre développé est valable tant que la matrice reste élastique,

c’est a dire tant que:

A

(E13) F151,05 51 <0

soit d’apres (E.9-a), (E.10):

E" + E'

(E14) -5 -t

7050) <0

Utilisant l'expression (E.3) de f™(.), on montre que cette condition implique ¥ < o{* +

0g, qui est bien la charge limite que 'on a déterminé a la section 2.2.3 du chapitre 3.
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Le paramétre d’écrouissage limite vaut :

T +M m LT

E.1 .=

Graphiquement, cette valeur correspond & la situation ou l'intersection de B” avec £

se trouve sur ’axe des Xq. Il y a alors écoulement plastique libre des deux phases.

La phase matrice plastifie en premier pour %¢ = o7*(1 + E"/E™). Le paramétre
d’écrouissage vaut d’aprés (2.104) et (3.48):

m
6p7mm Em Em

(E'16) pP= :U(T)n—EEm_FEr:Em_FEr

(X -%)
cm r
TTIxTT + c

et est donc négatif. Le domaine £ se déplace donc vers les ¥; négatifs.

Cette solution est valable tant que:

A

(E17) 150,05 51 <0

soit d’apres (E.9-b), (E.10):

E"+ E"
Utilisant (E.4), on montre que cette condition implique comme précédemment ¥ <
oy + op. On retouve ainsi la méme charge limite en compression, qui ne dépend pas de

I’ordre de plastification des matériaux. La valeur limite du paramétre d’écrouissage est
donnée par (E.15).
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2 T
"""""""" p =
“““ p=0,125
T p=p"=0,20
T+ oI :
---- - /
L /o
£l - ‘ /
7. /’f ,/ //
7~ /o
22 / /' ,'
o i
/)
A
Dol
-1 r ~ e o __/— ----- B
Domaine de rupture
_2 L | L L | L
—2 -1 0 1 2
m
¥1/0§
a - Faible renforcement
2
1k i
Y
oy’
S
~1 .
Domaine de rupture
_2 L | L L | L
—4 —2 0 2 4
m
¥1/0f

b - Fort renforcement

Fic. E.4: Evolution du domaine d’élasticité actuel - compression longitudinale
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Annexe F

Quelques aspects du développement
de CASTOR

Le développement d’un code de calcul nécessite la mise en commun de nombreuses techniques
numériques liées au stockage des données, a 'intégration, au calcul matriciel, etc. Il est inutile,
dans le cadre de ce mémoire, d’en détailler tous les aspects, qui sont aujourd’hui parfaitement
maitrisés. On pourra se reporter aux ouvrages de Dhatt et Touzot (1981) et Batoz et Dhatt

(1995), qui nous ont été d’une grande utilité tout au long de notre travail de programmation.

Nous avons choisi d’éclairer simplement quelques points jugés centraux dans la programma-
tion de castor. La section 1 présente de facon détaillée 'obtention pratique des matrices de
rigidité élémentaires, en traitant notamment de l'intégration numérique. La section 3 aborde
le calcul pratique du comportement élastique d’une phase renforcement. La section 2 présente
la solution analytique du probléme de projection sur le critére lié a l'intégration locale de
la plasticité, dans le cas d’une fonction de charge de Drucker-Prager. Enfin, on donne & la
section 4 un exemple de fichier de commandes lu par le pré-processeur prepro, qui correspond

au chargement d’une fondation sur réseau de micropieux.

1 Calcul des matrices de rigidité

On détaille dans cette section les aspects techniques du calcul numérique dans le code CASTOR.

......

(F.1) k. :/ ‘B, DB, dQ

Se placant dans le cadre des déformations planes, on introduit les différentes notions sur le

cas particulier de I’élément de Lagrange triangulaire quadratique & 6 noeuds, désigné par T6.
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1.1 Notations

Soit (O, e, , €, , €,) un repére orthonormé direct, et (O xy) le plan de déformation. Dans ce
plan, chaque nceud posséde deux degrés de liberté, i.e les composantes de déplacement notées
(u, v). L’élément T6 possede ainsi 12 degrés de liberté, regroupés dans le vecteur :

(F.2) fup = {ur, vi, ..., ug, v6}

Le champ de déplacement est obtenu par interpolation :

(F.3) £y, (@) = Ne(z) - ue

ce qui s’écrit de fagon développée:

(F.4) <u(£)) Ni(z) 0 .. Ng(z) O
0 M@ . 0 Ngz)

1.2 Elément de référence

Les fonctions de forme N;(z) (polynémiales en général) dépendent explicitement de la géo-
métrie de I’élément courant, c’est a dire des coordonnées de ses noeuds regroupées dans le

vecteur :

(F5) Lo = {xla Yi,---5 Te, yﬁ}

Les coefficients de ces polynémes sont obtenus en résolvant un systéme linéaire. Pour éviter
de faire cette opération sur chaque élément, on définit un élément de référence noté Vi dont
chaque V, se déduit par une transformation géométrique simple. Vz est défini dans un espace
de référence. Dans le cas particulier des éléments T6, cet espace est un plan muni d’un systéme

de coordonnées (O, £, 1), et 'élément de référence (voir figure F.1) est défini par :

(F.6) Vr=A(,n)el0,1] {+n<1}

Les fonctions de forme sont alors calculées une fois pour toutes pour cet élément de référence.
On note par ailleurs 7, la transformation géométrique associant Vg a V, par le changement

de variable:
Te : VR — Ve

(F.7)
¢=(&,n) —z(Q) ==& n), vy, n)

La transformation étant supposée linéaire par rapport aux coordonnées des noeuds de 1’élé-

ment, on 'exprime en introduisant les fonctions de transformation géométrique N :

(F'S) Te Q — E(Q = Ne(g) * T,

1. On reprend ici la notation standard utilisée pour les coordonnées réduites de ’élément de référence, sans

confusion possible avec le champ de déplacement noté de fagon générique &.
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FiG. F.1: Définition de l’élément de Lagrange T6

On dit alors que I’élément T6 est isoparamétrique si les fonctions N, sont identiques aux
fonctions de forme N, (Eq.(F.3)). On se reportera a Dhatt et Touzot (1981, pages 43-50)
pour une présentation générale, et a la page 110 pour leur construction explicite dans le cas
de T6.

On note J la matrice jacobienne de la transformation 7 :

gr oy
(F.9) J=| % *
or Oy
on  0On

Son déterminant est noté J.

Pour les problémes bidimensionnels dans le plan (O zy), les composantes 4, et ,, des tenseurs
de contrainte et déformation sont nulles. On introduit donc une représentation vectorielle

réduite a 4 composantes :

(FlO—a) tg = {0-3:327 O'yya Ozz Umy}

(F.10-b) ¢

)

= {Emm bl 5yy ? 622 bl 2 6:1:y}
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1.3 Expression de la matrice B,

La matrice B, permet d’exprimer les composantes du tenseur de déformation dans chaque

élément en fonction des déplacements nodaux u,. On a en effet :

EII

E
(F.11) yy

EZZ

2y

Notant la dérivation partielle en indice, on déduit de (F.4):

Nl,:v 0
0 Nl,y
(F.12) B, =
0 0
Niy Nig

Ng ;. 0 -
0  Ngy
0 0

Ney Neyg ]

Exprimant ces dérivées en fonction des variables réduites par les formules de composition :

ON; _ON; 0¢  ON; on
91 Of Ozo = On Ora

(F.13)

et introduisant la jacobienne inverse j = J~!, il vient finalement :

Ju 83—]? + J12 83—]? 0

0 gor B+ oy AVs

(F.14) B, = s o
0 0

7, [é) i y 0 i y jé) i

J21 35 + J22 BJZ Jin éz + J12 5:]7

1.4 Intégration par quadrature

En effectuant le changement de variable (F.7) dans (F.1), et compte tenu de (F.6), il vient :

k_/ /5

ou 'expression de B, en fonction de (£, 1) est donnée en (F.14).

(F.15) B.(¢) [T d&dn

L’intégration par quadrature consiste en Papproximation de 'intégrale (F.15) par une somme

pondérée :
NPG
(F.16) [ s mazans Y wio fno: o)
Vr PG=1
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ou ~ea désigne le nombre de points d’intégration, de coordonnées réduites (&ipg s Mipa, €6 Wipg

les poids associés.

Lorsque ’élément de référence est triangulaire (T3, T6), on utilise les points de Hammer.
Lorsque c’est un carré (Q4, Q9), on utilise les points de Gauss (Batoz et Dhatt, 1995,
pages 199-200). Par abus de langage, c’est par cette expression qu’on désigne systématique-

ment tous les points du maillage ot sont évaluées les quantités a intégrer.

2 Critére de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager

Le code de calcul CASTOR étant destiné & des applications en géotechnique, on y a implémenté
un critére de plasticité couramment utilisé dans ce domaine, celui de Drucker-Prager. Ce
critére comprend comme cas particulier celui de Von Mises. On donne dans cette section les

raisons de ce choix, et le détail des formules analytiques nécessaires & I'implémentation.

2.1 Définitions

Le critére de plasticité le plus anciennement utilisé en mécanique des sols est sans doute
celui de Mohr-Coulomb. Il s’exprime simplement par une relation limitant la composante de
cisaillement 7 du vecteur contrainte sur toute facette en fonction de la composante normale

on (courbe intrinséque représentée sur la figure F.2-a):
(F.17) |7| < C — o, tang

Les paramétres constitutifs sont la cohésion C et I'angle de frottement interne ¢. Lorsqu’on
exprime ce critére dans ’espace des contraintes principales, il vient :

(F.18) flo) = (o1 —orrr) + (o1 + o111) sing —2C cos ¢

ou les contraintes principales ont été ordonnées dans le sens:

(F.19) or > o > oqnn

Dans cet espace, le critére prend I'allure d’une pyramide hexagonale non réguliére (figure F.2-
b) et présente des points singuliers (arétes). Du point de vue de la plasticité, il peut étre

interprété comme critére & surfaces de charge multiples, délicat a traiter numériquement.

L’idée d’approximer la pyramide de Mohr-Coulomb par une surface réguliére est introduite
par Drucker et Prager (1952): c’est le fameux critére de Drucker-Prager. Dans ce mémoire,

on 'exprime sous la forme:

1

_ 2
=5 lsl

Il

]

(F.20) f(g):atrg—i-\/j—k , JQZ%
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a - Courbe intrinséque b - Espace des contraintes principales

Fia. F.2: Critere de Mohr-Coulomb (d’aprés Salengon (1994, Chap. 1))

ou s désigne le déviateur de o. Dans l’espace des contraintes principales, le critére est repré-
k k k )

senté par un coéone de révolution d’axe (1, 1, 1), de sommet (3%, 3%, 35

En choisissant convenablement les paramétres « et k, on peut définir le cone inscrit, le cone
circonscrit en compression et le cone circonscrit en traction & la pyramide de Mohr-Coulomb
(Figure F.3).

Coulomb

1. Cone inscrit

2. Cone circonscrit en compression

3. Cone circonscrit en traction

Fia. F.3: Critéres de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager dans le plan déviatorique (d’aprés
Panet (1995, Chap. 4))

2.2 Plasticité non associée

L’hypothése de la régle d’écoulement associée (ou régle de normalité) n’est en général pas

vérifiée expérimentalement pour les géomatériaux. On est ainsi amené & introduire un potentiel
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plastique g(g) a partir duquel se formule la régle d’écoulement :
(F.21) ==

Dans le cas des sols frottants, g est choisi de la méme forme que f. On définit ainsi les potentiels

plastiques de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager par:

(F.22) g9(g) = (or —o111) + (o1 + 0117) sing
et:
(F.23) glo) = Btra+ /]

Le parameétre v est appelé angle de dilatance.

2.3 Equivalence des critéres en déformation plane

L’allure de la restriction des deux critéres aux problémes de déformation plane est identique.
Dans ce cadre, on peut donc remplacer de facon exacte le critére non régulier de Mohr-coulomb
par celui de Drucker-Prager. Mestat (1997) montre qu’il suffit d’ajuster les paramétres consti-
tutifs (a, B, k) en fonction de (¢, 9, C) de la fagon suivante :

sin ¢p/3 + sin? 1)

e “ T VBB +singsiny)
(F.24-) L o_ s ¢V9+3sin®y
| B 3 + sin ¢sin ¢

(F.24-c) g = tan ¢

V9 + 12sin’ ¢

Le code CASTOR définit les parameétres de Drucker-Prager grace a ces formules, & partir des
données de l'utilisateur rentrées sous la forme C', ¢, 9. Pour les problémes de déformation
plane, I'équivalence est stricte. Pour les problémes axisymétriques, ces paramétres corres-

pondent au cone inscrit (figure F.3).

2.4 Algorithme d’Euler implicite

On s’intéresse maintenant a la résolution des équations (4.60) dans le cas particulier du critére

de Drucker-Prager, ce qui revient & déterminer la projection selon la norme élastique du

trial

prédicteur o sur ce critére (voir section 2.4.5 du chapitre 4). Rappelons que, dans le cas
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non associé, la projection notée g vérifie? (Eq.(4.60)) :

(F.25—a) g = :trlal é
9
) P _ halz
(F.25-b) Ae (82
1

(F.25-c) fl@) = atrg+—= |5l k=0

V2

Utilisant les formules de dérivation usuelles :
otrg sl s
dg =7 9o sl

(F.26)

on peut, d’apres (F.23), exprimer 'incrément de déformation plastique (F.25-b) sous la forme :

1 S
(F.27) AP = AN | —=——+ (1
= V2lisl =
Dans le cas d'un comportement isotrope, le tenseur des modules élastiques A se met sous la
forme: -
(F.28) A=21®1+2ul

ol A et u sont les coefficients de Lamé. Reportant (F.27) et (F.28) dans (F.25-a), il vient:

. s
(F.29) gtrlal—g:A)\{ﬁ(3)\+2M)l+\/§u ”=”}
- - S
Prenant successivement la trace et le déviateur de I’expression précédente, on obtient :
(F.30) s = VRAN T sl
(F.31) trgtrial—trg = 3BAXNBA+2p)

dont on déduit aisément :

(F.32) Isl = 18" —Arxv2u
(F.33) trag = tra™a — 38 AX(3N+2p)

Reportant (F.31) et (F.32) dans (F.25-c), on obtient :

(F.34) 0 = a[rgd™ -38ANGA+2p)| + = || 8| +AN -~k

1
Vi
(F.35) = fd™™) —AXN[u+3aB(3A+2pu)]

d’out 'on tire:

f(gtrial)
p+3aB(3N+2p)

(F.36) AN =

2. On a laissé tomber I'indice ,41 relatif au pas de charge courant.
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Par ailleurs, on montre & partir de (F.30) que:

(F 37) é B ét1rial
' sl | g™
On en déduit finalement :
f(gtrial) 1 §trial
F.38 AeP = = — =+ (1
(F.38) = ¥ sapatzm | Valsmy L

L’incrément de déformation plastique associée au retour sur le critére s’exprime donc ainsi

trial

de fagon analytique en fonction du prédicteur g"™*. L’expression (F.38) est implémentée telle

qu’elle dans le module de plasticité de castor.

3 Matrice d’élasticité d’une phase renforcement

On précise dans cette section la forme de la matrice d’élasticité d” d’une phase renforcement
dans le cas d'un calcul bidimensionnel, et dans le cas tridimensionnel. D’aprés (4.107), on a:
(F.39) d" =a"¢ e

ol e, désigne le vecteur des composantes du tenseur e, ® e, dans une base orthonormée,

vérifiant l'identité:

(F.40) e'=c:(e,®e) = te . €

(Y
Problémes bidimensionnels Dans le plan (O,z,y), la direction de renforcement e, est
repérée par un seul angle a:

(F.41) e, =cosae, +sinae,
On en déduit alors simplement :

(F.42) te, = {cos® a, sin’ a, 0, sinacosa}
Introduisant la notation allégée:

(F.43) Cqa =COSQ , Sq =sina

on déduit de (F.39) et (F.42):

4 2 2 3
o €585 0 csa
2 2 4 3
. .| G%sa  sa 0 s, ca
(F.44) d =a
0 0 0 0
S sa 83cq 0 s
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Problémes tridimensionnels Dans le repére (O, ¢, , €y e, ), la direction de renforcement

est maintenant repérée par la longitude ¢ et la colatitude 6:
(F.45) e, =cos¢ sinfe, +sing sinfe, +cosbe,

Utilisant & nouveau une notation de type (F.43), et les composantes étant ordonnées comme
en (2.128), on a:

(F.46) le, = {ci s, si S5y Cgy C 5856y S50 Cos Cp30Co )

D’ou on tire la matrice d’élasticité:

4 4 2 4 .2 2 o2 .2 3 4 2 3 3 o3

C¢89 C¢398¢ C¢3009 C¢893¢ C¢398¢C9 C¢8909

2 4.2 4 4 2 2,2 3 4 3 3 2 .3
C¢$98¢ S¢80 S¢89C9 S¢89C¢ $¢$900 $¢SGC¢CQ

2 o2 .2 2 2.2 4 2 2 3 3

3 4 3 4 2 2 2 4 .2 2 .3 2 .3
C¢$98¢ S¢89C¢ CGC¢808¢ C¢$98¢ $¢$90¢C0 C¢$98¢Ca

cé sg 54Co 52’5 sg cy cg 5450 sé sg Co Co si sg cg cg Ch sg 54
3 o3 2 .3 3 2 o3 2 2 2 2.2

4 Exemple de fichier de commandes pour prepro

Le fichier de commandes suivant contient toutes les données nécessaires a la définition d’un
probléme de tassement d’une fondation rigide (poingon) sur une couche de sol élasto-plastique
renforcée sous la fondation par un réseau de micropieux disposés symétriquement & 30° par

rapport a la verticale.

Le maillage correspondant est représenté sur la figure F.4, la déformée aprés poingonnement
sur la figure F.5, 'é¢tendue des zones plastiques pour un tassement relatif de 0,5% sur la
figure F.6.

COM Fondation sur reseau de micropieux

CoM Inclinaison : 30 degres

CcoM Calcul elastoplastique

CoM Critere de Drucker-Prager

COM C = 10 kPa, phi = 30 degres, psi =0

CcoM DEFINITION PROPRIETES

iplas,1,1.e-02,500 ! Calcul en plasticite, tol =1.e-02,

COM ! 500 iter. max
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typde,1 ! Deformation plane
acel,0.,-1. ! Champ de pesanteur
CoM PROPRIETES DES MATERIAUX

com *** Sol seul
matel,1,0,50.,0.3,0.016
mapla,1,2,0.01,30.

manas,1,0.

com *** S0l renforce 1 direction
matel,2,1,50.,0.3,0.016
mapla,2,2,0.01,30.
maren,2,288.2,120.
mapre,2,0.68620,1.

manas,?2,0.

com Sol renforce 2 directiomns
matel,3,2,50.,0.3,0.016
mapla,3,2,0.01,30.

maren, 3, 288.2,120.,288.2,60.
mapre,3,0.68620,1.,0.68620,1.

manas,3,0.

com contrainte initiales
sigin,1,0.,0.,0.016
sigin,2,0.,0.,0.016
sigin,3,0.,0.,0.016

CoM DEFINITION DES NCEUDS
ndroi,0.,0.,0.41666666,0.,1,5,1
ndroi,0.5,0.,1.,0.,7,14,1,0.848993
ndroi,1.01,0.,1.5,0.,22,13,1,1.177865
ndroi,1.6,0.,8.,0.,36,15,1,1.185836
ngen,1,51,1,2,714,0.,-0.8660254
nlin,1,715,14,51,1,1.177865
ndroi,0.,-4.,8.,-4.,2041,50,1,1.
nlin,715,2041,26,51,1,1.014577765

CcoM DEFINITION DES ELEMENTS
typco,3 ! Triangles T6
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matco,3
e,1,52,103,53,3,2

e,3,563,103,104,105,54

egen,1,2,1,10,2

e,21,72,123,124,125,73
e,21,73,125,74,23,22

egen,21,22,1,15,2
egen,1,50,1,7,102

chmat,20,2,2,1
chmat,22,1,29,1
chmat,68,2,6,1
chmat,74,1,27
chmat, 116,2,10,1
chmat,126,1,25
chmat,164,2,14,1
chmat,178,1,23,1
chmat,212,2,18,1
chmat,230,1,21,1
chmat,260,2,22,1
chmat,282,1,19,1
chmat,308,2,26,1
chmat,334,1,17,1

typco,4

matco,1

! Quadrangles Q9

e,715,766,817,818,819,768,717,716,767

egen,351,351,1,25,2
egen,351,375,1,13,102

CoM CONDITIONS AUX LIMITES
ddroi,1,1,0.,1.,4.,
ddroi,1,0,1.,0.,0.,
ddroi,1,0,1.,0.,-8.,

COM CHARGEMENT (deplacement impose sur un poincon)
poin,1,3,0,1,0.,0.002,10,2

endk,50

EPLOT

! 50 pas de charge
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MAILLAGE : Representation deselements

PROGRAMME CASTOR

Fi1G. F.4: Fondation sur réseau de micropieuzr - Maillage

341
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CASDECHARGE: 2 DEFORMEE

Uxmax: 0.29181E-02 aunoeud 748
Uymax : 0.10024E-01 aunoeud 460

Homothetie : 0.79806E+02

PROGRAMME CASTOR

Fia. F.5: Fondation sur réseau de micropieuz - Déformée (/B = 0,5%)
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CASDECHARGE: 2

Phase matrice

DEFORMATION PLASTIQUE CUMULEE

LEGENDE
I 0514501
B o0
I o 603sE01
I s
I ooss6cor
B o6
S o=
I o 0000=-04

Valeur min: 0.10000E-04

Vaeur max : 0.22903E-01

PROGRAMME CASTOR

F1G. F.6: Fondation sur réseau de micropieuz - Zones plastiques dans le massif (6/B = 0,5%)
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Annexe G

Manuel d’utilisation des pré- et

post-processeur de CASTOR

1 Introduction

Comme on I’a vu au chapitre 4, section 5, le code CASTOR se compose de trois programmes
indépendants baptisés prepro, castor, postpro. Le programme castor se lance simplement en
tapant & I’écran castor. Les deux autres sont des interpréteurs en ligne de commandes. On

décrit dans cette annexe la syntaxe de ces commandes.

Une commande est une chaine de caractéres composée d’'un mot-clé suivis de paramétres. Les
paramétres sont des chaines de caractéres, des entiers ou des réels séparés par des virgules.
Les espaces et les lignes vides sont ignorés, de méme que la casse des caractéres. Le format
des réels doit impérativement étre spécifié par un point (par exemple 12.3, 5.) méme s'’il n’y

a pas de décimales.

Dans le descriptif des commandes, les paramétres optionnels sont écrits entre crochets [.].

2 Commandes générales

AFRES i

Définit les cas de charge pour lesquels les résultats (déplacements, déformations,
contraintes) sont sauvegardés dans les fichiers file2x.dat.
o 1 = 0:seuls les résultats des premier et dernier cas de charge sont sauvegardés.
e 7 = 1: les résultats de tous les cas de charge sont sauvegardés.

e © > 1: les résultats sont sauvegardés tous les n cas de charge, en plus du

premier et du dernier.
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Valeur par défaut: 7 = 0.

COM
Toute ligne de commande commencgant par ces trois caractéres est ignorée.
CYLIN

Entraine I'impression des résultats en coordonnées cylindriques dans les fichiers
file2x.dat.

EFDEF,a,b

L’utilisation de la commande POIN entraine le calcul de la courbe de charge-
ment (réaction sous le poingon wvs. déplacement imposé). Cette commande permet
de faire un changement d’échelle pour cette courbe. La valeur de l'abscisse est

multipliée par a, celle de I'ordonnée par b.
IPLAS,i[,TOL,ITMAX]

Définit le type de comportement utilisé

e 7 = 0: calcul élastique

e 4 = 1: calcul élasto-plastique. Le calcul itératif s’arréte si le nombre d’itéra-
tions atteint ITMAX ou si 'erreur relative pour les différents tests de conver-
gence est inférieure & TOL.
Valeurs par défaut: TOL = 10~*, ITMAX = 500.

Termine la saisie des lignes de commandes. Entraine la création des fichiers de

données formatés fileOx.dat et la sortie du programme prepro.
R,input
Lit et interpréte les lignes de commandes contenues dans le fichier input.

TYPDE,i

Définit le type du calcul.

¢ ¢ = 0: contrainte plane
e 4 = 1: déformation plane
e i = 2: axisymétrie

Valeur par défaut: 7 = 0.




3. Génération des nceuds 347

3 Génération des noeuds

Les nceuds sont définis par un numéro (entier) et deux coordonnées (réelles). Ils peuvent étre
définis dans n’importe quel ordre. Cependant, & la fin de leur création, la numérotation doit

étre continue de 1 au nombre total.

N,N(],ZE,y

Crée le nceud numéro Ny de coordonnées (z , y)

NC'RC,xC,yC,TU,Ho,Gl, NU,NINT, NINCRl, NC, NINCRQ, (57‘0, q

Crée des neeuds sur N, arcs de cercles concentriques de centre (z., y.), de rayon
r=ry+6rgq", i = 1,.., N.. Chaque arc compris entre les angles 0y et 6; est
divisé en NINT intervalles égaux. Le premier nceud du premier cercle porte le
numéro Ny, les numéros sont décalés de NINCR; sur chaque cercle, NINCR,

entre deux cercles consécutifs.

NDROI;xlayhm?ay?aNOa NINTa NINCR [a q]

Crée (NINT + 1) noeuds sur le segment d’extrémités (z1, y1) et (z2, y2). Le
premier nceud porte le numéro Ny, les suivants sont décalés de NINCR. Les

longueurs des segments consécutifs sont en progression géométrique de raison q.

Valeurs par défaut: ¢=1.

NGEN,Ny, N;, NPAS, NITER, NINCR, 6z, 5y

Génére NITER lignes de neeuds & partir de la ligne définie au préalable par
les noeuds compris entre Ny et Ny tous les NPAS, en décalant les numéros de
NINCR et la position de dz et Jy. La ligne originale est comptée, de sorte que

des nceuds sont effectivement créés uniquement si NITER > 1.

NLIN,N,, N1, NINT, NITER, NINCR|, q|

Crée une ligne de nceuds entre Ny et Ny définis au préalable (NINT-1 nceuds
intermédiaires). Les intervalles entre deux nceuds consécutifs de cette ligne sont
en progression géométrique de raison q. Reproduit NITFER fois 'opération en
décalant les numéros extrémes (au départ Ng et N;) de NINCR.

Valeurs par défaut: ¢=1.
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4 Propriétés des matériaux

Chaque matériau est repéré par un numéro de groupe de propriétés. Les propriétés élastiques,
élasto-plastiques de la phase matrice et celles de la (des) phase(s) renforcement sont introduites

a ’aide de différentes commandes.

MATEL,i, NBDR, E,v |, o]

Fixe les propriétés élastiques de la phase matrice du matériau numéro . NBDR
désigne le nombre de directions de renforcement.

e NBDR = (0: matériau non renforcé,

e« NBDR =1, 2: matériau renforcé dans une (deux) direction(s),

e NBDR = —1: matériau renforcé radialement (en déformation plane).
Les parameétres qui suivent sont le module d’Young FE, le coefficient de Poisson v
et la masse volumique p.

Valeurs par défaut: p = 0.

MAPLA i, NCRIT, X; [, Xo]

Fixe les propriétés plastiques de la phase matrice du matériau numéro . NCRIT

désigne le numéro du critére de plasticité.

e NCRIT = 1: critére de Von Mises, X7 est le parameétre du critére (limite en
cission).

e NCRIT = 2: critére de Drucker-Prager dont les propriétés sont déduites par
les équations (F.24) de la cohésion X1 = C et de I'angle de frottement en
degrés Xo = ¢.

e NCRIT = 3: critére de Drucker-Prager sous la forme (F.20), avec X; = a,
X9 =k.

MAVAR i, AE,, AE, [, AC,, AC,)]

Permet de prendre en compte un module d’Young et une cohésion variables en
fonction du point courant pour le matériau 7. En un point de coordonnées (z, y),
le module pris en compte est calculé par E(z,y) = E+ 2 AE, + yAE,, ou E a

été défini précédemment par la commande MATEL. De méme pour la cohésion.

Valeurs par défaut: AC,, ACy, = 0.
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MAREN;/La a7{a 91 [7 aga 02]

Fixe les propriétés élastiques de la phase renforcement du matériau numéro 7.
o Si NBDR > 0, les a] sont les raideurs élastiques des phases renforcement, les
0; les angles en degrés que font les directions de renforcement avec I’ horizontale.

e Si NBDR = —1. aj et 6; ont la signification précédente, les deux parameétres
suivants sont les coordonnées du point vers ot convergent les inclusions ra-

diales.

MAPRE,:, o], w1, 05, w2

Fixe les propriétés plastiques des phases renforcement du matériau numéro 7. Les
o; désignent les limites en traction des phases renforcement, les limites en com-

3 T
pression sont —w; o; .

MANAS i, )

Fixe la valeur de I’angle de dilatance 1) pour le matériau numéro 7. Doit étre utilisé

aprés la commande MAPLA,i,2,...

5 Génération des éléments

Un élément est caractérisé par un type, un matériau et la liste de ses nceuds. Le type et le
matériau courant sont précisés avant la définition du premier élément, et peuvent étre modifiés

a tout moment.

TYPCO,i

Fixe le type d’élément courant, c’est & dire qui sera utilisé jusqu’a une nouvelle
commande TYPCO.

e 1 = 1: définit des triangles T3

e = 2: définit des quadrangles Q4

e 1 = J3: définit des triangles T6

e 7 =4: définit des quadrangles Q9

e 7 =5: définit des triangles T6 en axisymétrie (nécessite TYPDE,2).

o i = 6: définit des quadrangles Q9 en axisymétrie (nécessite TYPDE,2).

Valeurs par défaut: 1 = 1.
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MATCO,;

Fixe le matériau courant, c’est a dire qui sera utilisé jusqu’a une nouvelle com-

mande MATCO.

Valeurs par défaut: 1 = 1.

CHMAT,NEL, NM AT, NITER, NINCR

Permet de changer le numéro du matériau affecté pour des éléments déja définis.
NEL est le numéro du premier élément a modifier, NM AT le nouveau numéro
de matériau, NITER le nombre d’éléments & modifier, NINCR 1’écart de numé-

rotation entre deux éléments successifs.
E7N07 Nla Nk

Définit un élément dont les nceuds sont Ny, N1, ..Ng. Le type et le matériau doivent
avoir été précisés auparavant par MATCO et TYPCO. Pour chaque type d’élé-
ments, les nceuds sont définis dans le sens trigonométrique de fagon continue (pour

Q9, le neeud situé au centre de I’élément est défini en dernier).
EGEN,Ny, N\, NPAS,NITER,NINCR

Génére NITER — 1 groupes d’éléments a partir de ceux compris entre Ng et Ny
tous les NPAS. L’écart de numérotation entre les groupes successifs est NINCR.

Tous les neeuds doivent avoir été définis au préalable.

6 Conditions aux limites

Il est possible d’introduire des efforts volumiques, surfaciques ou ponctuels et des déplacements
imposés. Plusieurs cas de charge peuvent étre définis successivement. Le calcul est incrémental :
les résultats pour chaque cas de charge sont cumulés au fur et & mesure. Chaque incrément
de chargement peut comprendre indifféremment tous les types d’efforts. Par contre, pour un
calcul piloté en déplacement, les degrés de liberté bloqués sont définis une fois pour toutes
dans le premier cas de charge, et seules les valeurs des déplacements imposés sont modifiés

pour les cas de charge suivants (chargement proportionnel).
ENDK], 1]
Cette commande entraine la sauvegarde sur fichier du cas de charge courant, c’est a

dire des efforts et déplacements imposés jusqu’ici, et les remet & zéro. Le paramétre

optionnel permet de définir 4 fois le méme cas de charge.



6. Conditions aux limites

351

6.1 Données en efforts

AC E L;’Y:c 7’71/

Définit les composantes horizontale <y, et verticale 7, de l'accélération pour le
calcul des forces de volume. Celles-ci sont obtenues a partir de la masse volumique

p introduite par la commande MATEL.
SIGIN,i,a,b,c

Définit le champ des contraintes initiales. ¢ désigne la composante dans le vec-
teur des contraintes ‘o = {044, 0yy, 02z, Ogy, 0], 05 }. En chaque point, cette

composante est linéaire des coordonnées, soit o(i1) =a+bx + cy
P,NEL,Np, P, P,, NITER,NINCR

Définit un effort surfacique constant sur la face Np de I’élément N EL, de compo-
santes tangentielle P; et normale P,. Reproduit sur NITER éléments décalés de
NINCR cet effort.

Le numéro de face correspond & ’ordre de numeérotation des noeuds, il peut valoir
1 & 3 pour les T3 et T6, 1 & 4 pour les Q4 et Q9. Les valeurs de P, et P, sont
algébriques, le vecteur tangent t étant orienté dans le sens de la numérotation des
nceuds (sens trigonométrique), le vecteur normal n pointant vers l'extérieur de
I’élément.

F;NUa Fma Fy
Définit une force ponctuelle sur le nceud Ny, de composantes F et F,.

FGEN,No, NITER, NINCR

Duplique effort appliqué sur le nceud Ny (commande F) NITER fois en décalant
les numéros des noeuds de NINCR.

6.2 Données en déplacement
D7N07 kma kya Uma Uy

Bloque le(s) degré(s) de liberté du noeud No. &/,

tal/vertical est libre (la valeur correspondante de U, /y doit étre impérativement

vaut 0 si le déplacement horizon-

nulle), 1 8'il est imposé (La valeur correspondante est Uy, ).
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DGEN,N,, NITER, NINCR

Reproduit les conditions aux limites fixées au nceud Ny (commande D) NITER

fois en décalant les numéros des noeuds de NINCR.
DDRO\ k., ky,a,b,¢c,Uz, U,

Bloque le(s) degré(s) de liberté des noeuds situés sur la droite d’équation az +
by + ¢ = 0. Les parametres k;,, , U/, ont la méme signification que ceux de la

commande D.
DCIRC,fEc; YesT0, 007 017 UT‘

Bloque les degrés de liberté des nceuds situés sur le cercle de centre (z., y.), de

rayon rg, entre les angles 6y et 61 en imposant un déplacement radial U,.
POIN,NEL,Np, ki, ky, Uy, U,, NITER,NINCR

Permet de définir une action de poingonnement sur un ensemble d’éléments. Sur
la facette Np de I’élément N EL, les déplacements sont imposés selon la valeur 0/1
de ky/p, (voir commande D), les valeurs correspondantes sont Uy ,,. Cette condition
est reproduite NITER fois en décalant les numéros des éléments de NINCR.

Un poin¢on rugueux est donc défini par (k; = 1, U; = 0.), un poin¢on lisse par
(kt = 0, Uy = 0.). L'utilisation de la commande POIN a la place de D facilite
le post-traitement des résultats. La réaction sous le poingon est en effet calculée
automatiquement, et stockée pour chaque cas de charge de facon & tracer aisément

la courbe de chargement.

7 Commandes graphiques

NPLOT], 4]

Crée un fichier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre zz étant in-
crémenté automatiquement.
e ¢ = 1: seuls les nceuds sont représentés par un point.

e 4= 2: les numéros des nceuds sont également représentés.

Valeur par défaut: ¢ = 2.

Cette commande entraine également la visualisation & I’écran du fichier par le

programme ghostview.
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EPLOT], ]

Crée un fichier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre zz étant in-
crémenté automatiquement.
e © = 1: seuls les éléments sont représentés par un point.

e 7 = 2: les numéros des éléments sont également représentés.

Valeur par défaut: 1 = 2.

Cette commande entraine également la visualisation & I’écran du fichier par le

programme ghostview.
ZOOM,zg, yo, 21, Y1

Sélectionne les noeuds et les éléments situés dans le rectangle défini par les quatre

coordonnées.
NALL
Sélectionne tous les noeuds du maillage

EALL

Sélectionne tous les éléments du maillage

8 Commandes du post-processeur postpro
CASFO,i

Permet de définir le cas de charge pour lequel les résultats vont étre représen-
tés. (Celui-ci doit étre effectivement sauvegardé dans les fichiers file2x.dat, voir
commande AFRES).

EPLOT], ]

Crée un fichier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre zz étant in-

crémenté automatiquement.

e © =1, 2: méme action que dans le pré-processeur.

e 4 = 3: seule la déformée est représentée.
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e 7 =4: le maillage initial et la déformée sont représentés.

Valeur par défaut: 7 = 4.

Les déplacements sont amplifiés automatiquement d’un facteur Z de sorte que le
déplacement maximal corresponde & un dixiéme de la taille du maillage. Le facteur

Z peut étre introduit manuellement (commande HOMO).
EXTRN,output, Ny, N1, MOT} [, MOTy, MOTs, MOT4]

Permet d’extraire des fichiers de résultats des informations nodales concernant les
nceuds situés sur le segment d’extrémités les nceuds Ny et Ny (et non pas les infor-
mations relatives a tous les neeuds de numéro compris entre Ny et N1). Le résultat
de Pextraction est écrit dans le fichier output. Les informations disponibles sont
repérés par 1 & 4 mots-clés: X,Y,UX,UY, correspondant respectivement a 1’abscisse

et I'ordonnée du noeud, son déplacement horizontal et vertical.
TRACE,output, Ny, U, U,

Permet d’extraire du fichier résultat file21.dat I'historique des déplacements du
neeud Ny au cours des différents cas de charge. Le résultat de ’extraction est

sauvegardé dans le fichier output.
CPLOT,MOT

Crée un fichier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre zz étant in-

crémenté automatiquement.
Cette commande permet de représenter les valeurs d’'un champ défini sur les élé-
ments (valeur moyenne) par une couleur. Les mots-clés disponibles sont :

« pour les composantes de contrainte totale X : SXX, SYY, SZZ, SXY,

« pour les composantes de contrainte partielle (¢™, 0”): SOXX, SOYY, S0ZZ,
SOXY, S1, S2,

e pour les composantes de déformation EXX, EYY, EZZ, EXY, El, E2,

e pour les composantes de déformation plastique: EPXX, EPYY, EPZZ, EPXY,
EP1,EP2,

e pour la déformation plastique équivalente cumulée dans la matrice: FSOL,

dans chaque phase renforcement : F1,F2 et leur somme : FTOT.

Cette commande entraine également la visualisation & I’écran du fichier par le

programme ghostview.
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HOMO,Z

Définit le facteur Z d’amplification des déplacements pour la représentation de la

déformée du maillage.

FBORN;fmzna fma:L‘

Permet de préciser les bornes entre lesquelles les valeurs d’un champ sont repré-
sentées par la commande CPLOT. Les valeurs situées a l'extérieur de ces bornes

sont représentées par la couleur blanche.
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