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Introduction

INTRODUCTION

Les matériaux granulaires sont des assemblées de particules solides macroscopiques
plongées dans un fluide interstitiel (poudres, sable, granulats, graines...). Ces matériaux
peuvent se comporter comme des solides ou comme des fluides, selon la fagon dont ils sont
sollicités, al'image du sablier [Brown70, Duran97, Jaeger96, de Gennes98, Pdgm98, L cpc00,
PGO1, Cras02]. Sujet dimportance a la fois dans de nombreux processus industriels
(transport, stockage en silo) et en géophysique (écoulements gravitaires rapides, mouvement
des dunes de sable...), les écoulements granulaires sont I'objet de recherches actives, ala
frontiére entre la mécanique et la physique [TUzln82, Savage89, Hutter94, Rajchenbach0Q].
Ils sont tres sensibles a de nombreux parameétres : géométrie de I'écoulement, rugosité des

parois, débit, forme des grains, granulomeétrie et couplage avec le fluide interstitiel.

Nous alons donc d'emblée limiter notre champ dinvestigation, en considérant des
assemblées de grains secs, sans cohésion. Ceci signifie que nous négligeons l'influence
éventuelle du fluide intergtitiel, et que les grains n'interagissent que par contact direct
(collisions, frottement). Nous excluons par ailleurs les forces de cohésion (van der Waals pour
les poudres, ou ponts capillaires dans les matériaux granulaires humides [Bocquet98,
Halsey98, Fraysse99, Restagno00]) ou encore les effets électrostatiques [Wolf02]. Ceci nous
limite donc a des écoulements de grains assez gros (diamétre supérieur a quelques centaines
de microns), dans un fluide peu visqueux tel que I'air. Par ailleurs, nous alons considérer des
assemblées de grains relativement monodisperses (une trop forte distribution de taille
engendre des problemes de ségrégation, qui sont I'objet d'études spécifiques), et relativement
sphériques.

Alors larhéologie n'est commandée que par les transferts de quantité de mouvement et
la dissipation d'énergie intervenant dans les contacts directs entre grains et avec les parois.
Mais en dépit de I'apparente simplicité de ce systéme, le comportement des matériaux
granulaires savere trés riche, et présente des analogies avec les différents états de la matiere

(solide, verre, liquide, gaz), selon les sollicitations.

Dans le cas d'une forte agitation et/ou d'une faible dissipation, le milieu est plutét dilué

et les grains interagissent par des collisions binaires. On peut aors faire I'analogie avec un
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gaz, les grains jouant le réle des molécules. On peut définir une "température granulaire" qui
mesure les fluctuations de vitesse. Pendant les vingt derniéres années, les outils statistiques de
la théorie cinétique ont été mis en aavre et ont permis un traitement quasi-hydrodynamique

de ce régime collisionnel [Campbel190].

Cependant, du fait de la dissipation qui favorise la formation d'amas [Hopkins90,
Goldhirsch93, McNamara94, Kadanoff99] et/ou du confinement, les écoulements sont le plus
souvent denses, avec une compacité proche de celle de I'empilement désordonné compact.
C'est le cas par exemple dans le cas des avalanches de sable ala surface d'un tas. Alors, le
mouvement des grains est fortement contraint, les forces se transmettent atravers un réseau
de contact maintenu percolant atravers le systéme et les deux hypothéses de base de la théorie
cinétique (collisions binaires et chaos moléculaire) ne sont plus valables. Dans ce régime, le

comportement du matériau évoque celui des liquides.

Quant ala limite quasi-statique des écoulements denses (déformations lentes), elle a
été éudiée en détail par les mécaniciens des sols [Nedderman92, Vermeer98]. Les
observations macroscopiques (essai triaxial) ont motivé des modeles phénoménologiques,
dont I'origine microscopique commence a étre comprise en détail gréce aux simulations
numeériques [Roux02]. Dans ce régime, la résistance du matériau est essentiellement
caractérisée par un angle de frottement interne, et le critere de Mohr-Coulomb distingue la
stabilité de la rupture, laquelle intervient par glissement selon des plans (aussi appelés bande
de cisaillement [Desrues96]), quand le rapport des contraintes tangentielle et normale atteint
le frottement interne. Pour les grandes déformations, le changement de volume doit étre pris
en compte. En effet, on observe que sous cisaillement continu, un empilement initialement
l&che se compacte alors qu'un empilement initialement dense se dilate. Cette dilatance de
Reynolds est liée au désenchevétrement des grains. Le matériau évolue vers un état critique,
ou les contraintes et la compacité ont des valeurs d'équilibre, indépendantes des conditions
initiales [Jackson83].

Les écoulements denses non quasi-statiques restent la situation la moins bien
comprise. Et méme s la recherche sur ce sujet a éé particulierement active ces toutes
dernieres années, combinant simulations numériques discrétes et expériences fines sur des

systémes modeles, la compréhension compléte n'est pas encore en vue.
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Les recherches présentées dans ce document ont eu pour objectif de recueillir des
informations précises sur les écoulements denses de grains secs, soit par |'expérience soit par
simulations numeériques, et de les comparer avec les prédictions de plusieurs modéles. Nous
nous sommes restreints al'étude de deux géométries d'écoulement gravitaire, I'une a surface
libre, le plan incling, dans la suite des travaux dé§jamenés au laboratoire [Azanza98], et |'autre
confinée, la conduite verticale. La différence essentielle est la possibilité ou non qua le
matériau de se dilater et ains de sadapter aux cisaillement imposé, ce qui conduit a des
comportements variés : localisation du cisaillement, fluctuations des forces, intermittences...
Dans ces deux géométries, non considérons le cas ou les parois sont rugueuses (échelle de
rugosité comparable a celle des grains). Ceci conduit alimiter la vitesse de glissement ala
paroi, a générer une agitation al'intérieur du milieu en écoulement, et acréer une zone de
cisaillement dont I'épaisseur est de I'ordre de la dizaine de grains. Nous verrons gue les effets

de parois sont tres importants dans ces écoulements granulaires.

Pour les simulations numériques, nous avons utilisé la méthode de dynamique des
contacts, adaptée ala gestion de systéme denses. D'autre part, nous avons eu la chance de
pouvoir utiliser un imageur par résonance magnétique nucléaire (IRM), qui venait darriver
dans notre laboratoire. Ainsi notre expérience de vélocimétrie en conduite verticae a
congtitué ala fois la premiere expérience de rhéométrie en IRM du laboratoire et une premiére

mondiae.



Plan du document

PLAN DU DOCUMENT

Le document est organise de la fagon suivante. Le chapitre | est dédié a un certain
nombre de généraités relatives al'éude des matériaux granulaires (nature des interactions,
méthodes expérimentales et de simulations numériques, principes d'une modélisation). Le
chapitre Il dresse un tableau des connaissances sur les écoulements denses de grains secs dans
différentes géométries, tant al'échelle macroscopique qu'al'échelle microscopique des grains.
Le chapitre 111 décrit notre étude, essentiellement par simulation numérique, des écoulements
sur plan incliné. Le chapitre IV est consacré a nos travaux, cette fois-ci essentiellement
expérimentaux, sur les écoulements en conduite verticale. Enfin le chapitre V discute les
résultats obtenus dans le cadre de différents modél es rhéol ogiques ou micromeécaniques. Nous
avons fait le choix de renvoyer en annexe les aspects les plus techniques, soit relatifs aux
méthodes expérimentales (gammadensimétrie, imagerie, IRM), soit relatifs aux simulations
numeriques (dynamique des contacts), au traitement des données (prise de moyenne) et ala

micromécanique (texture).

Certains résultats exposés dans ce document ont été |'objet de communications, au
collogue "Physique et Mécanique des Matériaux Granulaires' al'ENPC (septembre 2000), au
congrés international de rhéologie (Cambridge, aolt 2000) et au congrés "Powders and
Grains' (Japon, mai 2001).
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CHAPITRE |
GENERALITES SUR LES

ECOULEMENTS GRANULAIRES

Ce chapitre a pour objet de donner quelques informations générales utiles pour I’ éude
des écoulements granulaires. Ainsi on commence par décrire le systéme étudié al’échelle
microscopique, a travers les interactions entre les grains. On décrit ensuite les techniques
d éude des écoulements, soit expérimentales, soit par simulation numérique discrete. Enfin,
on donne les ééments d’ une description théorique de tels écoulements, sans entrer dans le

détail des modeles eux-mémes, qui feront I'objet du 8 V.

|. Interactionsentregrains secs

Le comportement du matériau en écoulement est intimement i€ aux interactions entre
grains. Dans le cas des grains secs, hon cohésifs, ces interactions se résument ades contacts
directs, qui constituent les mécanismes élémentaires de transfert de quantité de mouvement et

de dissipation de |'énergie.

Au niveau microscopique, le contact a lieu entre deux surfaces rugueuses, qui vont se
déformer de facon éastique, plastique ou visqueuse. |l n'y a pas lieu d'entrer dans une étude
détaill ée de ces phénomenes, qui reléve de la physique du contact [Johnson85], et nous allons
nous contenter de résumer les lois qui relient les forces et les vitesses dans la zone de contact
al'échelle mésoscopique des grains, en adoptant des lois ssimplifiées. Pour plus de détail, on

renvoie a[Azanzad8].

Dans la suite, on considere le cas de spheres en dimension 3 (3D) et de disques en

dimension 2 (2D), de diamétre d (rayon R), masse m et moment d'inertie |.
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Figurel - 1: Zoom sur la zone de contact entre deux grains::

a: déformation et force normale, b : vitesse tangentielle et force tangentielle.

|.LA. Contacts maintenus et collisions

Pendant la phase ou le contact est maintenu, on peut en premiéere analyse adopter un
modele de déformation élastique du contact, suivant en cela le modele proposeé par Hertz en

1881, ce qui fournit une relation simple entre la force normale N au point de contact et la

déformation d du contact :

d pour des disques
d*2  pour des sphéres

n= K [1.1]
=1, _

k est lié au module d'Y oung du matériau, ason coefficient de Poisson et au rayon du grain.

Dans certains cas, le contact reste actif pendant une durée significative, et I'on parlera
de contact maintenu. En écoulement, on sattend ace que les contacts souvrent et se ferment
fréguemment. Le cas éémentaire est la collison binaire, mais il peut auss y avoir des
situations de contact multiple. De fagon générale, on parlera de collision lorsquil y a une

variation brutale de la vitesse relative au point de contact. Dans un écoulement dense, la

12
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distinction entre contact maintenu et collision n'est pas toujours évidente. On y reviendra aux

Chap Il 81V et Ann 1.

Dans le cadre du contact élastique de Hertz, il est possible de décrire le choc éastique
entre deux objets, en intégrant les équations fondamentales de la dynamique. On calcule ainsi

ladurée de lacallision t. et I'interpénétration maximale dn, en fonction de la vitesse d'impact

A"/

i .

ite=p m et dm=t°V' pour des disgques

i 2k p

i > [1.2]
Tt =204 & d — LV pour des sphéres

I " 2,94

Cependant, ce modele ne prend pas en compte de dissipation d'énergie (qui intervient
par viscosité, plasticité dans la région du contact, ou encore génération d'ondes éastiques
dans les grains). C'est la notion de coefficient de restitution, introduite par Newton en 1687,

qui retiendra notre attention pour décrire les collisions inélastiques. Ce paramétre empirique

relie les vitesses relatives normales au point de contact avant et aprés le choc (Vg eV, ) :

+

e, =- Ve avec ev1[0] [1.3]

CN

Une telle formulation est cohérente avec I'idée qu'al'échelle du mouvement des grains,
la collision aune durée extrémement courte, et que les déformations restent localisées dans la
zone de contact. En conséguence, nous décrivons les grains comme des corps rigides
[Goldsmith60, Brach9l, Walton93b, Moreau94]. Les collisions sont aors des phénomenes
instantanés et localisés au point de contact.

Laforce de contact  trés intense est intégrée pendant |a durée trés courte du choc te,

ce qui définit une percussion :

P=¢of (t)dt [1.4]

A cette percussion sont associ ées des discontinuités de vitesse de trandation et de rotation :
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i : [1.5)

V™, W, V et W sont respectivement les vitesses de trandation et de rotation avant et aprés le

choc du grain subissant la percussion. R désigne le vecteur allant du centre du grain au point
de contact. Les forces extérieures (gravité) sont négligeables devant I'action de la percussion.
Sagissant de grains circulaires pour lesquels la vitesse normale au point de contact est égale a

lavitesse normale de trandation, laloi de restitution de Newton permet d'écrire :
P, =- %(1+eN) V;, [1.6]

|.B. Frottement sec

On doit aussi tenir compte des déformations tangentielles dans la zone de contact.
Apres les travaux de Leonard De Vinci puis dAmontons (1699), c'est en 1785 que Coulomb
proposa une loi macroscopique, exprimant une inégalité entre la force tangentielle T et la

force normale N ala surface de contact, atravers un coefficient de frottement m:

| T/IN|Em [1.7]

Il'y ainégalité si la vitesse tangentielle au point de contact (Vcr) est nulle (contact "roulant”),
égalité sinon (contact "glissant").

On sapercoit en fait que I'on doit distinguer le coefficient de frottement statique ms,
qui décrit la résistance avaincre pour la mise au mouvement apartir du repos, du coefficient

de frottement dynamique nb, qui décrit la force qu'il faut appliquer pour maintenir une vitesse

de glissement constante. On a généralement ms> .

Les mécanismes physiques du frottement solide, en particulier son évolution dans le

temps, ont été récemment éudiés [Bureau02]. Sans rentrer dans le détail, indiquons que ce
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coefficient de frottement peut étre estimé par le rapport entre la résistance moyenne au
cisaillement des aspérités de surface, et le seuil de plasticité de ces mémes aspérités. |l est
généralement comprisentre 0,1 et 1.

Figurel - 2 : Collision oblique entre deux sphéres.

Revenons alors au probléme de la collision entre deux spheres, dans le cas ou I'on peut
sattendre aun effet du frottement. C'est le cas des collisions obliques, ou la vitesse d'impact
fait un anglea avec la direction normale au point de contact (voir figure 1-2). Ce probleme a
été étudié d'un point de vue microscopique par [Maw76 et 81]. Il faut aors introduire un

coefficient de restitution tangentielle er, défini par :

Var
Ver

e, =- avece;1 [- 1] [1.8]

La percussion tangentielle (et donc la discontinuité de vitesse tangentielle au point de
contact) dépend du caractére glissant ou non-glissant du contact, selon que I'angle d'impact a

est supérieur ou inférieur aune valeur critique a telle que::
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i3 1+e,
1 —m—= pour des disques
[2 1l+e;
tana, =
7 1+ ey

; 5 m1+— pour des sphéres

[1.9]

Un choc plutét frontal (|a|£ a.) est non-glissant et I'on adlors:

: m(1+ e;)V ¢ pour des disgues
p= 3 [1.10]
1[ g(1+ er)Vgr pour des spheres
Un choc plutét rasant ([a|® a,) est glissant et I'on adlors:
P, = -msigne(V,) Py [1.11]

Ceslois ont été testés sur des collisions de sphéres [Foerster94] et de disques [Chol et98].
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II. Technigques expérimentales

I1.LA. Ecoulements tridimensionnels

La mesure de grandeurs cinématiques au sein d' écoulements tridimensionnels opaques
est délicate. On ne peut pas introduire de sondes qui viendraient perturber I'écoulement. Dans
un premier temps, on sest contenté de mesures au niveau des parois transparentes ou ala
surface libre. Les mesures ont porté sur la hauteur, la compacité et le débit. La compacité était
déterminée en prélevant directement le matériau ou en le récupérant dans des caissons
compartimentés. La vitesse était souvent déduite du mouvement des particules en sortie de
canal. Ces mesures présentaient une grande dispersion. Le début des années 80 voit le
développement de nouvelles techniques comme les fibres optiques et les techniques
d’ imagerie rapide qui donnent également acces aux fluctuations de vitesse. L’analyse de la
microstructure se limite, dans la plupart des cas, ala compacité moyenne. Les efforts sont
mesurés gréce a des capteurs de pression situés au niveau des parois. Cependant, ces
écoulements sont trés sensibles ala présence de parois [Courrech02]. Une solution a alors
consisté areeter ces parois auss loin que possible, et ase contenter de mesures ala surface

libre.
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(d)

Figurel - 3: (a) Schéma d'une cellule de cisaillement de type Couette. (b) Imagerie RMN du cisaillement. (c)
Imagerierapide atravers un socle transparent. (d) Coupe horizontale par tomographie X [ Mueth00] .

Les nouvelles techniques d'investigation non-invasive et non destructive ont
commencé a étre utilisées récemment (voir figure 1-3). Cest le cas de I'imagerie par
résonance magnétique nucléaire qui permet d'avoir accés au champ de vitesse au sein d'un
écoulement granulaire (voir Annexe 2). Le chapitre IV sera consacré ala mesure du profil de
vitesse par IRM dans une conduite verticale. Citons aussi la tomographie par émission de
positrons [Wildman00]. On peut également utiliser des techniques de tomographie aux rayons
X [Mueth0Q] ou bien encore la gamma-densimétrie pour accéder au profil de compacité (voir
Annexe 1). Il existe également des techniques utilisant des traceurs magnétiques [Dave9d8] ou
bien des techniques optiques utilisant la diffusion multiple de la lumiere [Menon97, Pitois0Q].
Ces techniques sont efficaces, mais sont lourdes a mettre en cavre. De plus, il faut espérer

des progres quant au temps de mesure et ala résolution spatiale.
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11.B. Ecoulements bidimensionnels

En confinant le matériau sur une seule couche entre deux parois transparentes, on peut
espérer gagner dans la compréhension fine de I'écoulement, puisque I’ ensemble des grains est
alors visible. Par imagerie rapide et traitement d'image, on accede trés facilement a la
cinématique et a la structure des écoulements. Naturellement, on peut craindre qu'un tel
confinement n'affecte notablement les caractéristiques de I'écoulement, et I'on devra prendre
en compte les perturbations introduites par les parois. Cependant, un certain nombre de
mécanismes élémentaires vont rester actifs (nature des contacts, réseau des contacts,
dilatance, trandation, rotation des grains...),. La géométrie bidimensionnelle a permis
d'éudier avec succes les comportements sous vibration [Clément92, Warr94], la ségrégation
[Clément95], les écoulements confinés en cellule de cisaillement [Howell99], ou a surface
libre sur plan incliné [Drake88, Azanza98], ou en tambour tournant [RajchenbachO0,
Bonamy02a).

[1l. Simulationsnumériques

Les simulations numériques discrétes permettent d'étudier |'écoulement d'une
assemblée de quelques milliers de grains, et d accéder avec toute la précision souhaitée (a
chague pas de temps de calcul) a un grand nombre dinformations inaccessibles
expérimentalement, en particulier I'évolution temporelle des forces de contact. D'autre part,
elles permettent de faire varier les paramétres mécaniques des grains (coefficient de
frottement, de restitution normale et tangentielle), mais également de multiplier les

"expériences numeriques’.

La modélisation des interactions de contact, ingrédient majeur de ces méthodes,
sinspire naturellement des modéles qui ont éé décrits au Chap | § 1. On peut distinguer trois
grandes méthodes de simulation numériques : la dynamique moléculaire, la méthode
collisonnelle et la dynamique des contacts, dont nous allons présenter trés succinctement les
idées générales. La méthode de dynamique des contacts, que nous avons utilisée, est détaillée
en Annexe 4. Des revues bibliographiques complétes des techniques de simulation, incluant
les automates cellulaires et la méthode de Monte Carlo, ont été récemment publiées [Wolf96,
Schéfer96, Herrman9g].
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Les smulations numériques discrétes de milieux granulaires ont été initialement
développées pour les évolutions quas statiques dempilements granulaires denses
[Cundall79]. Elles ont ensuite été adaptées ades situations dynamiques (cisaillement simple,
grains vibrés, tambour tournant, écoulements en conduite et sur un plan incliné). Suivant que
I'échelle microscopique liée aux déformations locales des particules est négligée ou pas, on

parle de sphéres duresou molles.

[11.A. Les méthodes de sphéres molles

Ces méthodes, dont les algorithmes de dynamique moléculaires sont |'archétype, ont
été historiquement développées pour simuler les liquides [Allen87]. Elles ont ensuite été
adaptées aux milieux granulaires [Cundall79] et demeurent encore de nos jours les plus
répandues [Herrman98]. Le qualificatif de spheres molles est lié ala déformabilité des grains.
Ces méthodes prennent en compte une déformation éastique et un amortissement visqueux
pour la partie normale et une loi de frottement tangentielle. La déformation et le temps de

contact jouent un réle crucia.

Une fois les forces de contact déterminées, les positions et les vitesses des particules
sont calculées par intégration pas apas de la relation fondamentale de la dynamique suivant
un algorithme prédicteur-correcteur. Le pas dintégration doit étre suffisamment petit devant

la durée d'un choc pour pouvoir calculer les forces de contact (environ 100 fois plus petit).

La dynamique moléculaire possede ses limites de validité hors desquelles les
prédictions numeériques ne sont plus valables. Il existe essentiellement deux artefacts qui ont
€été mis en évidence récemment. D'une part I'effet de « détachement » [Luding94c, Schafer9s]
et d'autre part la « rupture de frein ». L'effet de détachement apparait lorsgque la distance entre
les particules devient du méme ordre de grandeur que la longueur de pénétration. La méthode
sous-estime alors la dissipation d'énergie au cours des chocs, ce qui provoque une séparation
artificielle des particules. De méme, s au cours d'un choc oblique, le temps de collision
devient supérieur au temps que mettraient les particules a se traverser en |'absence de toute

interaction, le freinage des particules est sous estimé : c'est I'effet de rupture de frein.
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Aing, les échelles de longueur et de temps microscopiques, a savoir la longueur de
pénétration et la durée d'une collision, doivent rester inférieures aux échelles macroscopiques
(libre parcours moyen et temps moyen entre deux collisions). Pour des écoulements dilués,
ces deux conditions sont toujours vérifiées. Cependant ce n'est plus le cas pour les
écoulements denses ou le libre parcours moyen et le temps moyen entre deux collisions

divergent quand la compacité est proche de la compacité d'un empilement compact aléatoire.

[11.B. Les méthodes de sphéres dures

Une simplification naturelle consiste a considérer les grains comme des solides
rigides, dont les interactions sont régies par les trois parametres mécaniques introduits au
Chap | 8 1.A: le coefficient de restitution normal e, , le coefficient de restitution tangentiel e,
et le coefficient de frottement m. Dans les méthodes collisionnelles (Event Driven) [Allen87,

Limon96, Luding94a], ce sont les chocs qui gérent le processus de simulation.

L'écoulement est considéré comme une succession de collisions binaires. A I'oppose
de la dynamique moléculaire, le pas de temps des méthodes collisionnelles est variable : il et
dautant plus petit que la frequence de collisions est élevée ou la compacité forte. C'est
pourquoi leur efficacité est plus grande pour ssimuler des écoulements dilués. Dans le cas des
écoulements denses, l'augmentation brutale de la fréguence de collisions entraine une
divergence du pas de temps qui peut se traduire par un nombre infini de collisions dans un
intervalle de temps fini. Cet effet a éé décrit par [McNamara92 et 94] et porte le nom de
«catastrophe inélastique». Il peut étre corrigé dans certaines situations [Luding94al, mais il

reste toutefois inhérent acette méthode de simulation.

Ces deux méthodes de simulation numérique font appel a des modéles d'interaction
entre particules qui sont fondamentalement différents. Il n'est donc pas surprenant qu'elles
aient chacune un domaine d'application de prédilection. La dynamique moléculaire possede le
grand avantage de pouvoir ére implémentée avec une grande gamme dinteraction entre
particules. Elle est en outre capable de traiter des situations dynamiques variées en terme de
compacité et de dissipation d'énergie. Cette grande adaptabilité se fait au détriment du temps

de calcul qui est élevé. Dans le cas des écoulements dilués, les méthodes collisionnelles
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présentent des performances nettement supérieures. Ces deux méthodes rencontrent
néanmoins des difficultés pour traiter des situations ou plus de deux particules rentrent en
contact simultanément. Or ces situations de "multicontact” maintenu sont fréguentes, dés que
la dissipation au sein du matériau devient importante [MacNamara92 et 94, Goldhirsh93].
Une méthode de simulation numérique est particulierement adaptée ace type de probléme : il

sagit de la dynamique des contacts.

[11.C. La dynamique des contacts

Si I'on souhaite maintenir I'nypothése de solides rigides, mais dépasser la description
de I'écoulement comme une succession de collisions binaires, il faut utiliser une méthode
dével oppée par Moreau et Jean [Moreau94], appelée dynamique des contacts. L’ originalité de
cette méthode réside dans I’ écriture de lois de contact généralisées qui permettent de décrire
les contacts maintenus et les collisions de la méme facon, et de traiter ains correctement les
situations de contact multiple, sans recourir a une régularisation quelconque des lois de
contacts. C'est cette méthode que nous avons utilisée dans les simulations numériques. Elle

est décrite en détail en Annexe 4.

V. Principes d'une modélisation

Dans cette partie, nous décrivons les grandes lignes d une description théorique des
écoulements granulaires. |l sagit donc ici dintroduire les notations et didentifier les
grandeurs étudiées dans les chapitres suivants. Nous n'entrons pas dans la discussion des lois

de comportement elles-mémes qui feront I’ objet du chapitre V.

IV.A. Systéme étudié

On considere I'écoulement gravitaire (gravité g) d'une assemblée de grains secs, de
diametre moyen d et de masse volumique r,. On considéere le cas de milieux denses. La

compacitén, ou fraction solide (c'est-&dire la fraction de volume en 3D ou de surface en 2D
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occupée par les grains) est donc généralement comprise entre les valeurs de |’empilement
désordonné l&che (notée ny,) et de I’ empilement désordonné compact (notée ny) - voir Chap 11

8§ | pour plus de détail.

On considere deux géométries de cisaillement bidimensionnd : le plan incliné et la
conduite verticale, tous deux aparoi rugueuse. Dans le cas du plan incling, les paramétres de
contréle sont I'inclinaison q et le débit Q (ou I'épaisseur H de I'écoulement). Dans le cas de la

conduite verticale, on contréle le débit Q (on notera H la largeur de la conduite).

|
)
et

1 0

] —
1

1

2

Figurel - 4 : Schéma de I'écoul ement.
On note x la direction paraléle ala paroi, orientée dans le sens de I’ écoulement, et y la
direction perpendiculaire ala paroi, l'origine étant située ala paroi (plus précisément le zéro
est pris au centre des grains constituant la rugosité). Les écoulements considérés sont

stationnaires uniformes, de sorte que toutes les grandeurs ne dépendent que de y. Le champ de

vitesse moyenne se réduit ala composante u(y) selon x. Le débit est alors défini par :

Q= ¢, N(y) u(y) dy [1.12]

Par ailleurs, on utilisera en général I'approximation des petites inclinaisons :

sing» q et cosq»1 [1.13]
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|V.B. Difficultés du passage micro-macro

Les observations les plus immeédiates du comportement d’ un matériau granulaire en
écoulement sont faites a I'échelle macroscopique (débit, frottement,...), c'est a dire a des
echelles spatiale et temporelle d'observation assez grandes devant les échelles microscopiques

(taille des grains, temps de cisaillement).

Dans certains cas, ces grandeurs macroscopiques peuvent suffire a décrire le
comportement du matériau granulaire. Citons ains les lois d'échelle exprimant le débit en
fonction du diametre de I'orifice pour un silo (loi de Beverloo [Brown70]) ou en fonction de

I'inclinaison et de I'épaisseur sur un plan incliné [Pouliquen99a].

Une description plus fine de I'écoulement (profils de vitesse, de compecité, de
contrainte) est cependant utile si I'on veut tester avec précision les modeles rhéologiques.
Mais deux questions se posent si I'on veut décrire le matériau granulaire comme un milieu

continu, et donc construire des grandeurs moyennes.

D'une part, les écoulements se produisent souvent sur une longueur de l'ordre de
guelques diametres de grain, sur laquelle les grandeurs moyennes peuvent varier notablement.
Cette mauvaise séparation d'échelle nous conduira aprocéder ades moyennes dans |'espace et
le temps, et nous chercherons alors une description continue qui prenne en compte les
variations des grandeurs moyenne a une échelle mésoscopique. L'Annexe 5 a pour objet de

discuter avec soin la procédure de prise de moyenne.
Par ailleurs, nous verrons (au Chap Il 8 IV) que ces systémes savérent tres fluctuants
dans I'espace et le temps, et qu'il peut exister de fortes corréations dans les mouvements des

grains, qui peuvent nécessiter une description non locale.

Une autre difficulté importante concerne les conditions aux limites (paroi solide ou

surface libre), qui peuvent requérir un traitement particulier.
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IVV.C. Equations de conservation

Nous introduisons I'opérateur de dérivation matérielle :
D=9, +UN [1.14]
qui pour un écoulement stationnaire et uniforme est identiquement nul. Les dérivées selon y

seront notées avec un « prime ».
L'équation de conservation de la masse :

Dn+nN.u =Tn+N.(hu)=0 [1.15]
se réduit a:
Nu=o0 [1.16]
qui est automatiquement veérifiée.
L'équation de conservation de la quantité de mouvement :
nDu=ng- N.S [1.17]
se réduit a:
ng=N.S [1.18]

ou S est |e tenseur des contraintes. Dans la suite, on notera N et S les contraintes normale Syy

et de cisaillement Sy, comptées positivement. On adonc :

i N'=-r_ngcosq»- r,rg [1.19]
1';8':- rngsing»-r ,ngq |

La composante Sy reste quant aelle indéterminée.
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|VV.D. Adimensionnement

Dans la suite, nous choisissons d'adimensionner les différentes grandeurs, la longueur
par d, le temps par (d/g)¥?, la vitesse par (gd)V?, et les contraintes par r pgd. Les équations de

conservation de la quantité de mouvement sécrivent alors ssimplement :

pour la conduite verticale i

1.20
iN'=-ncosq=-n {20

our le plan incliné | .
P P 1S'=-nsing=-nq

|V.E. Fluctuations du mouvement

Remarquons que dans les matériaux granulaires, I'agitation thermique est
complétement inopérante (kgT << rpgd4). On ne peut donc pas utiliser les outils de la
thermodynamique comme pour les autres états de la matiere (gaz, liquide ou solide).
Cependant, lorsque le milieu sécoule, il existe des fluctuations du mouvement des grains
autour du mouvement moyen, que certains modeles prennent en compte. On introduit aors
une grandeur qui mesure |'amplitude de ces fluctuations, appelée "température granulaire”, et

qui prolonge la notion introduite en théorie cinétique. Elle est donc définie par :

1) = {a0) =3 (w00} +{(v.)- u)’)) {121

Dans le cas d'un écoulement granulaire dense, il est important de bien préciser la
procédure de prise de moyenne. En effet, a une échelle de temps inférieure au temps de
cisaillement, un grain se trouve "coincé" al'intérieur de la cage formé par ses proches voisins.
On peut observer des fluctuations du mouvement de ce grain al'intérieur de cette cage, qui
définissent une température "micro”. A une échelle de temps supérieure au temps de
cisallement, le grain a le temps de s échapper de sa cage et de sauter par dessus le grain
voisin. Les fluctuations de mouvement associés a ce sauts définissent une deuxieme
température "méso” [Radjal 02].
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De plus, il faut gouter une éguation déecrivant I'évolution des fluctuations au sein de
I'écoulement. Il s'agit d'une équation de conservation pour I'énergie associée aces fluctuations
de mouvement. Elle sécrit en 2D :

~— e —>

nDT =- SNu- N.Q- | [1.22]

ou Q désigne le flux d'énergie associée aces mouvements fluctuants, et | désigne le taux de
dissipation de I'énergie. Pour un écoulement stationnaire et uniforme, cette équation se réduit

a:

SuU-Q-1=0 [1.23]

|V.F. Conditions aux limites

En plus d'une condition sur I'épaisseur de la couche en écoulement ou le débit, il faut
préciser les conditions aux limites, ala paroi et ala surface libre. Celles-ci constituent des lois
de comportement aux frontieres sur lesquelles nous reviendrons au chapitre V. Ains une
condition assez naturelle a la surface libre est I'annulation des contraintes, ains que
['annulation de la compacité. Au niveau d'une paroi rugueuse, on peut étre tenté d'écrire une
condition de non-glissement. Enfin, dans le cas d'une conduite verticale, on recherchera des
solutions symétriques par rapport au centre de la conduite. En utilisant simplement

I'hypothése d'annulation des contraintes ala surface libre, on obtient pour le plan incliné :

i

i

i y [1.24]
i

|

IV.G. Lol de comportement

S I'on néglige le transfert des fluctuations a l'intérieur de I'écoulement, la loi de
comportement se réduit a une relation entre la contrainte de cisaillement et le taux de
cisaillement, atravers une viscosité qui peut faire intervenir la compacité. Dans le cas ou I'on

prend en compte les fluctuations du mouvement, la température interviendra dans la viscosité,
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et I'on devra par ailleurs preciser les expressions du flux d'énergie fluctuante (ce qui conduira
a construire une conductivité thermique du matériau) et du taux de dissipation de I'énergie.

Nous aborderons en détail cette question des lois de comportement au chapitre V.

En conséquence, pour caractériser laloi de comportement du matériau en écoulement,
il faudra mesurer les champs de compacité, de vitesse, de contrainte, éventuellement auss les

fluctuations de ces grandeurs.

V. Modédeséémentaires

Nous alons maintenant considérer deux situations extrémes d'écoulements granulaires
pour lesquelles des lois de comportement ont été proposées dans la littérature. La premiére
situation est celle des écoulements tres lents ou le milieu reste dense et ou les grains
interagissent a travers des contacts maintenus frottants. C'est le régime de déformation
plastique. La deuxiéme situation est celle des écoulements rapides, plutot dilués ou les grains

interagissent uniquement a travers des collisions binaires, et ou la théorie cinétique a été

appliquée.

V.A. Régime "frictionngl"

Nous considérons d'abord le cas des écoulements trés lents ou le milieu reste dense et
ou les grains interagissent atravers des contacts maintenus frottants. Pour la distinguer de la
situation ou les collisions dominent, nous avons baptisé cette situation régime "frictionnel”,
méme si une dénomination plus adaptée serait sans doute celle de régime de déformations
gQuasi-statiques, au sens ou le matériau évolue selon une succession d'états d'équilibre
[Combe01]. On cherche alors une loi de comportement reliant contraintes et déformations (et
non taux de déformation) [Jackson 83]. C'est le régime étudié par les mécaniciens des sols, a
la fois pour des problemes de stabilité (talus...) et pour des problémes de tassement

(fondations...) [Nedderman92]. Nous nous bornerons aindiquer quelques résultats essentiels.

Le test classique pour étudier les faibles déformations d'un matériau granulaire, mis au

point par les mécaniciens des sols, est I'essai triaxial. L'échantillon est placé dans une cellule
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cylindrique soumise aune contrainte normale axisymeétrique sur le cylindre (équivalente aune
pression) et aune contrainte verticale selon I'axe du cylindre. Le matériau est soumis a une
différence de contraintes normales et se déforme. On mesure la déformation axiale et la
déformation volumique . En pratique, c'est le taux de déformation axiale qui est contrélé.
Lorsque la déformation axiale augmente, on observe une augmentation du déviateur des
contraintes, puis un palier correspondant a une déformation plastique. L'état initial (dense ou
l&che) introduit quelques nuances, particulierement pour ce qui est de la déformation
volumigue (contractance ou dilatance respectivement). En grande déformation, les états de
contrainte et de volume tendent vers un état d'équilibre indépendant des conditions initiales,
appelé état critique ou de plasticité parfaite [Schofield68], caractérise par sa densité qui ne
dépend que de la contrainte moyenne. Dans la mesure ou les déformations éastiques sont tres
faibles devant les déformations plastiques, on peut utiliser un modéle rigide-plastique (plutot
gu'un modéle élasto-plastique).

Avant d'atteindre I'état critique, on peut auss observer la rupture du matériau par
localisation de la déformation. Le critére de rupture (F(s ) = 0) définit I'état de contrainte ou
I'on atteint le régime plastique. Si ce critére n'évolue pas, on parle de plasticité parfaite. Le
critére de rupture de Mohr-Coulomb peut étre utilisé en premiere approximation. Ce critere

énonce qu'un point d'un matériau granulaire est stable si pour tout couple d'orientation (n,t),

les contraintes normales et tangentielles vérifient I'inégalité stricte :

|si|<s,tanf [1.25]

Lorsgue I'égalité est atteinte(|st| =s, tanf ), le matériau Sappréte aglisser dans ladirection t.
Le critére sécrit donc F(s)=|t|- s, tanf . f est appelé angle de frottement interne du

matériau (d'ordre 30° dans les sols). Ce critére est analogue ala loi de Coulomb locale, mais
I’angle de frottement interne f dépend non seulement du coefficient de frottement m entre
grains, mais auss de la forme des grains et de la géométrie de I'empilement (granulométrie,

compacité).

A travers la donnée d'un potentiel plastique G(s ), la regle d'écoulement permet de

calculer le taux de déformationé au seuil de rupture : é=I 1G/fs . Cette regle donne la
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direction de I'écoulement, mais non son amplitude. S G = F(c'est le cas des métaux), on parle
de pladticité associée, et l'on a coaxialité des contraintes et des déformations :

é=-| tanf =- gtanf . Mais, dans les matériaux granulaires, G* F, et I'on parle de plasticité

non-associée. On introduit alors un angle de dilatance b différent de I'angle de frottement. Il
n'y a pas coaxialité des contraintes et des déformations : €=- gtanb. Un modéle tenant

compte du frottement et de la dilatance a été proposé pour décrire I'effet de la densité sur

I'angle d'avalanche [Evesque9l].

L'analyse de la rupture dun massif granulaire retenu par un mur permet de définir
deux états extrémes, correspondant ala situation ou le mur pousse ("état actif") et ou le mur
retient ("état passif'). La contrainte principale est alors respectivement verticale et
horizontale. Cette analyse fournit une expression du rapport entre la pression verticale et la

pression horizontale, appelé coefficient de Rankine :

.

Ce régime de faible déformation a auss fait I'objet d'études micromécaniques [Oda99],
al'échelle du réseau de contacts entre les grains, grace ades simulations numériques discrétes,
des expériences sur matériaux modeles, et des modélisations fondées sur des hypotheses quant
ala digtribution des forces de contact ("texture"). Ces études ont permis de mesurer cette
distribution [RadjaiOld] (statistique de I'intensité des forces, de la mobilisation du frottement,
anisotropies), de discuter |'origine microscopique du comportement élasto-plastique observé
dans l'essai triaxial [Combe0l, Roux02] (déformation des grains versus enrichissement du
réseau de contact), de tester des modéles de distribution des contraintes en géométrie confinée
[Ovarlez02], de mesurer la répartition des forces sous une contrainte locaisée ala surface
d'un tas [Reydellet02], ou encore de proposer une interprétation géométrique de |'écrouissage
[Radjaiolb].
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V.B. Régime"collisionngl"

Dans cette situation d'écoulements dilués et rapides, les collisions sont prédominantes
et sont responsables des transfert de quantité de mouvement et d'énergie au sein de

|'écoulement.

C'est Bagnold qui en 1954 [Bagnod54], a partir d'une expéience de cisaillement
rapide d'une suspension concentrée, met en évidence ce qu'il a appelé le régime d'inertie des
grains. Dans ce régime, il observe que les deux composantes du tenseur des contraintes
(normale N et de cisaillement S) sont proportionnelles au carré du taux de cisaillement,
qu'elles présentent une forte dépendance en compacité, et enfin que leur rapport est une

constante baptisée angle de frottement dynamique (environ 20° dans I'expérience de Bagnold)

aNo ,as0sf, 0
~=f(n)¢e. . °=
€Sy gsinf, 5

[1.27]

Cette loi de comportement est différente de celle d'un fluide newtonien, et la pression

normale, qualifiée de pression dispersive, introduit un effet de dilatance.

Il interpréte ce résultat apartir d'une image de I'écoulement structuré en couches qui glissent

les unes sur les autres, avec une vitesse relative moyenne entre deux couches V =¢d. Le
transfert de quantité de mouvement moyen Dplors de la collision entre deux grains de deux

couches voisines (intervenant avec un angle dimpact f ; par rapport ala direction orthogonale

al'écoulement) vaut :

iDp, =2mVsin?j .
% P S [1.28]
t Dp, =2mVsinj; cosj

Le tenseur des contraintes est alors égal acet échange de quantité de mouvement par
unité de surface et par unité de temps. Dans un milieu dense, I'unité de surface est de I'ordre
de d?. L'unité de temps est |a fréquence des chocs, égale aV/s en notant s |a distance moyenne

entre grains. Enfin, il est facile de voir gu'en dimension D, dans un milieu dense (C'est adire s
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< d), sest relié al'écart ala compacité maximale de I'empilement ny (voir chapitre Il § 1.A)

par :

(Ny - n) [1.29]

Au total, ce scénario prédit donc les différentes observations, en interprétant I'angle de

frottement dynamique comme I'angle d'impact:

aNo , o aeosf, o

I d"— = .30
§sy ¢ n, - n&sinf, 5 [1-30)
Un tel modéle prédit que le tenseur des contraintes dépend de la compacité et du taux

de cisaillement.

Cependant, ce modele savere incapable de décrire les écoulements collisionnels dans
lesquels le taux de cisaillement sannule en certains points (par exemple au centre d'une
conduite verticale). Il a fallu attendre une vingtaine d'années pour que soit prises en compte
dans la loi de comportement les fluctuations de vitesse, introduite la notion de "température
granulaire” (définie par I'Eq. (1-21)) [OgawaB0], et que soit ains faite I'analogie entre un
écoulement granulaire et un gaz dense [Savage81]. Au cours des années 80, les chercheurs se
sont aors inspirés de la théorie cinétique des gaz [Chapman70] pour tenter de fournir une
modélisation continue des écoulements granulaires collisionnels [Campbell90]. 1l faut
attendre 1983 pour voir les trois lois de conservation (masse, impulsion et énergie) formulées
de maniére définitive par [Jenkins33].

L es hypothéses fondamentales de la théorie cinétique des milieux granulaires sont que
les grains interagissent par des collisions binaires non corréées (chaos moléculaire), que ces
interactions sont faiblement dissipatives (coefficient de restitution voisin de l'unité, faible
coefficient de frottement). Les collisions sont supposées instantanées, plus précisément le

temps de libre parcours moyen est supposé grand devant le temps du contact. Enfin, il est

supposé que la vitesse de cisaillement est petite devant les fluctuations de vitesse (dg << /T ).
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A la différence des gaz, les écoulements granulaires seffectuent sur une petite
épaisseur (quelques dizaines de grains) ou existent de fortes inhomogénéités (profil de
compacité, vitesse moyenne, fluctuations de vitesse). De ce fait, les conditions aux limites ont
un réle important sur I'écoulement. Surtout, les collisions sont inélastiques (coefficient de
restitution et de frottement), en conséquence de quoi, il faut fournir de I'énergie au milieu
granulaire (gravité, vibration, cisaillement) pour gue |'écoulement puisse se maintenir. Notons

d'emblée que les fluctuations de vitesse sont, par nature, du méme ordre de grandeur que la

vitesse de cisaillement : dv ~ ¢d, aladifférence d'un gaz oli dv>> (V).

Nous ne rentrons pas ici dans le détail des modeles (pour cela nous renvoyons ala

revue de [Azanza98]) mais nous indiquons les conclusions en terme de loi de comportement.

L'analyse heuristique de [Haff83] permet d'identifier les deux coefficients de transport
intervenant dans la réponse linéaire du systéme au taux de cisaillement gpar la contrainte de
cisaillement S et au gradient de température T' par le flux de chaleur Q. Il sagit de la viscosité

h et de la conductivité thermique k :

iS=hg

i [1.31]
1Q=-KT'

De plus, cette analyse permet de comprendre les dépendances en compacité et température de
la pression et des deux coefficients de transport. On retrouve les dépendances connues dans

les gaz (dilués ou denses) :

i nT milieu dilue

_rd!
N rpdll' T il denge [1.32]
i Mv-N
i TY2  milieu dilué
hk~r,df T2 [1.33]

milieu dense

{nM_n
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On trouve de plus l'expression du taux de dissipation de I'énergie associée a

I'inélasticité des collisions, qui n'existe pas dans les gaz moléculaires :

i T milieudilué

r
I~L2@-e)f 132 [1.34]
d T milieu dense

%nM'n

On retrouve ains la divergence des différentes grandeurs au voisinage de la compacité
maximale. Dans la suite, on raisonnera en grandeurs adimensionnées (i.e, les préfacteurs
r,d,r /ddisparaissent).

Cependant, I'approche précédente ne donne que les comportements qualitatifs, et ne
fournit pas les préfacteurs. L'utilisation du formalisme de I'équation de Boltzmann, qui prend
en compte la distribution des vitesses et les corrélations spatiales, fournit une description
quantitative des lois de comportement, valable pour toute compacité (régime collisionnel et
cinétigue) [Jenkins83, Lun84, Jenkins85, Lun9l, Goldstein95]. On obtient alors les

dépendances suivantes en compacité et température :

iN=F, (T

is= RT3
£Q=-F, (T
=R

[1.35]

Les fonctions de la compacité sécrivent comme la somme de deux contributions

correspondant aux régimes cinétique et collisionnels (i.e. libre parcours moyen petit ou grand
devant lataille des grains) :

R(n) =F""(n)+ F (n) [1.36]

Dans la limite dense (n® 0,2en 2D), seule la contribution collisionnelle subsiste, et
I'on peut alors écrire :
IN=A Fn)T
= s FO) TV .
1Q=-Aq F(n) T2T '
fi=a, Foy 72
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La dépendance en compacité est la méme pour toutes les grandeurs. Elle sexprime en

fonction de la fonction de corrélation de paire (ou de distribution radiale lorsque le milieu est

homogéne, isotrope et al’ équilibre) g, (n):

F(n) =n°g, () [1.38]

L'expression de la fonction de corrélation de paire a éé déterminé par [Carnahan69]

en dimension 3 et par [Verlet82] en dimension 2 :

i 20, _ (2-n)

'tl'go (n)= 2(1- n)® .39
1 g3D (n) — (16_ 7n)

§7° 16(1- n)?

Remarquons en particulier que dans cette limite du régime collisionnel, le rapport du
taux de cisaillement sur les fluctuations de vitesse est égal aune simple fonction du rapport
des contraintes S et N (appelé coefficient de frottement effectif, par analogie avec la loi de

Coulomb) :

%:AA_NE [1.40]
S

Il ne reste plus qu'a connaitre les préfacteurs A.. Ceux-ci dépendent uniquement du

coefficient de restitution. En posant r = (1+€)/2, ils prennent |'expression suivante :

TAY =2r

|

A= " (352 2p+6)r+20

| = e (3pr2 - 2(p+6)r +20)

: AD = Jpr %rz-@+£2r+%g [1.41]
i r(17-15N&  &p 43 p g

[ 16r(1- 1)

I A2D =__\" 7

T Jp
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LAY =4r

|

i D _ L ] -

I:ZAS I5dman & 2pr122-n)

I s Apr 4 5 [1.42]
i Ao —Mgérw- 9+ (41-330):

: A?D :M

|

i Jo

Pour pouvoir traiter un probleme d'écoulement, il faut de plus disposer de conditions
aux limites, ala fois aux parois et ala surface libre. Au niveau d'une paroi, on devra écrire
comment se font les transferts de quantité de mouvement et d'énergie. Ceci fournit aors deux
relations ala paroi, I'une entre la vitesse de glissement et la température, I'autre entre le flux
de chaleur et la dissipation d'énergie. Dans le cas d'une paroi rugueuse constituée de grains
collés, une analyse quantitative compléete est possible. A la surface libre, on peut écrire
['annulation des contraintes. Cependant, on doit remarquer gu'en toute rigueur, la théorie
cinétique cesse d'étre valable lorsque les grains adoptent des trajectoires balistiques. Dans la
partie supérieure de I'écoulement, la situation est celle d'une atmosphere isotherme
[Azanza99] : la température reste constante, et la compacité décroit exponentiellement. On
pourra donc choisir de n'utiliser la théorie cinétique que jusqu'ala valeur de la compacité

correspondant acette transition.

Plusieurs études expérimentales et par simulations numériques discretes ont été
menées pour tester les prédictions de la théorie cinétique des milieux granulaires, dans
diverses géométries : cisalllement simple [Savage84, Hanes85, Hopkins90, Walton93a],
grains vibrés [Rachenbach00, Warr94, Rouyer0l, McNamara94], conduite verticale
[Reydellet02, Vaanced8], plan incliné [Azanza99]. Nous renvoyons a[Azanzad8 et 99] pour

une revue assez compléte de ces travaux.

Nous voudrions conclure sur les limites de la théorie cinétique des milieux granulaires
lorsgue les grains deviennent plus dissipatifs (soit du fait d'une plus faible restitution, soit du
fait du frottement). L'introduction du frottement dans la théorie cinétique conduit aprendre en
compte la rotation des grains. Il faut alors gouter aux trois lois de conservation habituelles
deux autres relations exprimant la conservation du moment cinétique et de I'énergie de

rotation [Lun91]. Pour ce qui concerne la restitution normale dans les chocs, il apparait que la
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théorie cinétique peut étre utilisée tant que le coefficient de restitution e est supérieur a
environ 0,7. Pour des valeurs inférieures, il faut prendre en compte des moments d'ordre
supérieur des vitesses fluctuantes, de sorte que la température et les contraintes normales
deviennent anisotropes. Par ailleurs, les particules tendent a former des amas [Hopkins90,
Goldhirsch93, McNamara94, Kadanoff99]. On passe donc aun régime de contacts multiples
corrélés.

37



CHAPITRE I

ECOULEMENTS DENSES DE GRAINS SECS

ETAT DE L'ART




Chapitre Il - Milieux granulaires denses

CHAPITRE I
ECOULEMENTS DENSES DE GRAINS SECS

ETAT DE L'ART

Dans ce chapitre, inspiré de la revue de [Pouliquen02a], nous dressons un tableau des
connaissances sur les écoulements denses de grains secs, qui ont récemment été I'objet de
nombreux travaux expé&imentaux ou numeérique, en généra sur systémes modéles
(assemblées assez  monodisperses de disques ou de sphéeres). Nous nous restreignons aux
géométries de cisaillement simple (confiné ou asurface libre) autorisant I'étude d'écoulements
stationnaires et uniformes. Nous insistons sur la mesure des grandeurs permettant de discuter
la loi de comportement : profils de vitesse, de compacité, des contraintes... Nous
comparerons ces résultats avec nos résultats expérimentaux ou numériques dans les deux
chapitres suivants. La discussion des lois de comportement elles-mémes n'interviendra qu'au

chapitre V.

. Milieux granulaires denses

|.LA. Compacité

Nous allons commencer par situer la gamme de compacité n qui nous intéressera dans
la suite. Pour cela, nous proposons une discussion de I'évolution de la structure d'un milieu

granulaire en fonction de sa compacité.

L'étude des gaz de sphéres dures non dissipatives sur toute la gamme de compacité
indique une situation assez compliquée, avec plusieurs transitions de phase pour des valeurs
particuliéres de la compacité [Poon95, Richard99]. Aux faibles compacités (milieu dilué), les
grains sont séparés les uns des autres (mais entrent en contact lors des collisions). 1l sagit
d'une fluide désordonné. Lorsgue la compacité augmente, une premiere transition de phase
dite de "gel" a lieu pour une compacité ni, au-dela de laguelle existent deux branches. Sur

I'une d'entre elles, il y a coexistence entre une phase désordonnée et une phase cristalline, la

phase désordonnée disparaissant aune compacité no, et le milieu peut se compacter jusqu'ala

41



Chapitre Il - Milieux granulaires denses

compacité maximale de I'&at cristallin nc (structure cubique face centrée). Sur |'autre branche,
métastable, le milieu reste fluide jusqu'a une compacité ny, au-delade laquelle il est dans un
état vitreux (transition vitreuse). Le milieu peut alors se compacter jusgu'a une compacité
maximale ny, dite d'empilement désordonné compact. Pour les spheres dures, les valeurs
respectives de ces compacités sont : N1 » 0,49, ny» 0,54, nC:pIS\/E» 0,74, ny» 0,58 et ny »
0,64.

Pour les disques durs, la Situation est un peu contrastée : il existe toujours une
transition de gel [Torquato95] (n1 » 0,67), mais il n'y a pas de trangition vitreuse. Les

compacités maximales d'empilements ordonnés ou désordonnés valent respectivement nc

=p/23» 0,91 et ny » 0,82 [Gervois3].

m

0.45 0.57 0.64 0.74 0
L 3D
L ] {
] . @ m i
L i S
¥ 0

067 0.78 0.82 0.91 1.0

DILUE
L
L

2D

Figurell - 1 : Structure et compacité des milieux granulaires (2D et 3D).

Cependant, contrairement al'analyse précédente, nous allons dans la suite considérer
des grains dénués d'agitation thermique. Pour des questions d'encombrement stérique, il
sétablit un réseau de contacts entre grains, dont la densité peut ére mesurée par la
coordinance z (c'est-adire le nombre moyen de contacts par grain). Notons par ailleurs que le
caractére dissipatif des contacts favorisera la formation d'amas [Goldhirsch93]. En terme de
connexité de ce réseau, on peut ainsi définir une compacité np, apartir de laguelle le réseau
sétend a travers tout I'échantillon, ce qui évoque un seuil de percolation. On parle aors
d'empilement désordonné |&che. Dans un écoulement, il faut plut6t retenir I'image d'une
percolation dynamique ou "brassée', dans la mesure ou ce réseau est en constante
réorganisation. Des mesures de cette compacite critique réalisées par simulation numérique du
cisaillement simple dassemblées de disques ou de spheres monodisperses [Lun94,
Aharonov99] ont donné n, =p/4 » 0,78 pour des disques, et nm = p/6 » 0,52 pour des spheres

(structure cubique simple). D’autres expériences numériques [Onoda90], concernant la
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stabilité d'empilements de spheres, montrent plutot que ny, » 0,57. En terme de coordinance,

on aurait pour les cas des disques z = 3 any, et z = 4 any [Hinrichsen90].
Une polydispersité suffisante (supérieure a 15% selon [Luding00]) empéche la

cristalisation. Des valeurs des compacités critiques pour des milieux polydisperses ont été

mesurées par [ Troadec93].

|.B. Dilatance

Lorsgue I'on cisaille un milieu granulaire, celui-ci devra se dilater s la compacité est
assez élevée. Ceci définit une autre vaeur critique de la compacité qui semble étre la méme
gue celle de I'empilement désordonné Iache.

Aingi, s I'on considére la déformation quasi-statique d'un empilement dense de grains,
comme dans un triaxial, on observe une évolution de la compacité. Selon que la
compacité initiale est supérieure ou inférieure a une compacité critique (milieu granulaire
"lache" ou "dense"), I'échantillon va se contracter ou se dilater jusqu'a atteindre cette valeur
critiqgue de la compacité. Cet effet de dilatance, correspondant au désenchevétrement des
grains imbriqués les uns dans les autres a éé mis en évidence par Reynolds en 1885
[Reynolds85]. On peut alors définir un angle de dilatance b qui mesure la propension du

milieu ase dilater sous cisaillement [Rowe62].

Lorsgue la vitesse de cisaillement augmente, on peut sattendre aune intensification de
la dilatation du milieu granulaire, car il sgoute a l'effet géométrique précédent un effet
dynamique associé aux collisions entre grains, qui engendre une pression interne. C'est un

effet sur lequel on reviendra au chapitre V.

—-

Lo.—— ]

Figurell - 2 : Dilatance sous cisaillement.
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Au total, les milieux granulaires denses que nous considérerons dans la suite auront en
général une compacité Iégérement inférieure a ny, 1ls seront plutét désordonnés et sujets a

dilatance.

Notons enfin qu'Azanza avait proposé une classification des régimes d'écoulement de
disques monodisperses (cinétique, collisionnel, dense, bloc) en fonction de leur compacité
[Azanza98]. Dans cette étude, les écoulements étaient qualifiées de denses pour une
compacité entre 0,6 et 0,82.

[I. Géométriesd’ éude

(@) (b) (c)

Figurell - 3: Principales géométries d’ étude des écoulements granulaires.
a Couette - b: Conduite verticale—c: Plan incliné sur socle fixe ou meuble

(d'aprés[Bonamy01]).
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Quatre géométries d écoulement granulaire sont habituellement étudiées (figure 11-3).
Ces géométries simples permettent dimposer un cisaillement uniforme, et de mesurer
simultanément la contrainte de cisaillement et le taux de cisallement, autorisant la

comparaison avec les modéles rhéologiques (écoulement "viscosimétrique'”).

I1.A. Ecoulements confinés

Une premiere situation dintérét est celle ou le matériau granulaire sécoule tout en
restant confiné entre des parois (généralement rugueuses), ce qui contrarie la dilatance sous

cisaillement du matériau.

Dans la premiere configuration (cellule de cisaillement), I'écoulement est imposeé par
le mouvement d'une paroi. La géométrie des cylindres coaxiaux (Couette) est classique en
rhéométrie (en général c'est le cylindre intérieur qui tourne, et I'entrefer est de quelques
dizaines de grains) [Miller96, Tardos98, Schwarz98, Howell99, Veged9, Schdllman9g,
Latzel00, Losert00, Mueth00, MuethO1, daCruz02a]. Des études numériques ont aussi été
menées dans la géométrie plan-paralléle [Babic90, Thompson9l, Zhang92, Aharonov99,
Aharonov02, daCruz02b]. En dehors de la pression de confinement, on peut imposer soit la

vitesse de cisaillement, soit la contrainte de cisaillement.
Dans la deuxieme configuration, la conduite verticale, le moteur de I’ écoulement est 1a

gravité. On contr6le aors le débit soit par |I’ouverture de I’ orifice, soit par la descente d'un

piston.

I1.B. Ecoulements asurfacelibre

Une deuxieme situation d'intérét est celle ou il existe une surface libre. Dans une
premiere configuration, appelée plan incling le matériau Sécoule sur un socle fixe,
généralement rugueux (voir revue plus loin). Les paramétres de controle sont aors
I'inclinaison et le débit.

Il peut sagir auss d'un écoulement sur un socle meuble, a la surface d'un tas

[Lemieux00, KhakharO1, AndreottiOlb, KomatsuO1l]. Il n'existe alors qu'un seul paramétre de
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contréle, le débit, I'inclinaison de la pente sgustant d’ elle-méme. Les écoulements dans un
tambour tournant font partie de cette catégorie, le débit étant contrélé par la vitesse de rotation
du cylindre [Nakagawa93, Rajchenbach00, Bonamy02a, Gray0l]. On distingue aors une
zone solide ou statique (ou les grains conservent leurs voisins) dune zone fluide en

écoulement.

Dans chacune de ces quatre situations d'écoulements, on observe, dans une certaine
gamme des paramétres de contréle, des écoulements stationnaires et uniformes. C'est aceux-
ci que pour I'essentiel, nous restreindrons notre analyse des points communs et des différences
entre geométries, afin didentifier les mécanismes de base qui gouvernent les écoulements
granulaires denses. Nous commencerons par décrire ces quatre configurations en terme de
cinématique et de structure. Nous discuterons ensuite les propriétés de ces écoulements a

I'échelle des grains.

[11. Structure et cinématique

[11.A. Cellule de cisaillement

La cellule de cisaillement est un outil expérimental classique en rhéologie, qui permet
de mesurer les contraintes de cisaillement et éventuellement d'observer le profil de vitesse
(par IRM ou ala paroi). Une premiere observation est qu’un écoulement stationnaire n’est
possible qu'au-dela d'un certain taux de cisaillement [Thompson9l, Nasuno98] ou d une
certaine contrainte de cisaillement [daCruz02a]. En dessous, on observe des instabilités de
stick-dip. En régime stationnaire, le profil de vitesse reste localisé prés de la paroi en
mouvement, sur une couche de cisaillement de I'ordre de cinq adix grains. La décroissance
est exponentielle pour des particules sphériques monodisperses et devient gaussienne lorsque
['angularité ou la polydispersité augmente [MuethOO]. On observe par ailleurs une dilatation
du matériau dans la couche de cisaillement [Vge99, Schdllmann99, Létzel00]. La forme de

ces profils de vitesse et de compacité semble indépendante de la vitesse de cisaillement.

Cette localisation du cisaillement au voisinage des parois en mouvement, en géométrie

confinée, est connue de longue date pour les faibles déformations [Corfdir0l]. De telles
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bandes de cisaillement apparaissent aussi dans les essais triaxiaux, pres de la rupture du
matériau granulaire sous contrainte [Mokni92, Desrues96], cette fois-ci avec des orientations
particulieres au sein de I'échantillon, liées & un critere de bifurcation [Vardoulakis95].
L'épaisseur de ces bandes de cisaillement est de l'ordre d'une dizaine de grains. Leurs
caractéristiques dépendent du taux de cisaillement, du niveau de confinement, et des
caractéristiques du matériau (granulométrie). Elles sont le siege d'une dilatation assez

marquée du matériau.

Des mesures des composantes du tenseur des contraintes a la paroi, expérimentales
[SavageB84, Hanes85, Tardos98, daCruz02a] et numeériques [Babic90, Thompson9l, Zhang92,
Aharonov99, Aharonov02, daCruz02b], ont été réalisées pour différents taux de cisaillement,
compacité et pression de confinement. A compacité constante, elles mettent en évidence une
trangition entre un régime indépendant du taux de cisaillement et un régime quadratique
[Babic90, Aharonov99]. A presson de confinement constante, elles montrent une
augmentation de la contrainte de cisaillement avec le taux de cisaillement [Thompson9l,
Tardos98, daCruzO2b]. Par ailleurs, la contrainte de cisaillement augmente lorsque la

compacité augmente [L osert00].

[11.B. Conduite verticale

Le cas des écoulements en conduite verticale sera I'objet de I'éude du chapitre V.
Nous excluons de notre discussion la zone de convergence de I'écoulement & proximité de
I'orifice, appelée trémie, qui selon I'angle d'ouverture permet d'obtenir soit un écoulement en
masse (angle faible), soit un écoulement en cheminée, avec des zones stagnantes pres des

parois (angle plus important).

Nous excluons auss les effets du fluide interstitiel, qui peut étre responsable d'une
dépendance du débit en fonction de la longueur de la conduite, si la conduite est alimentée en

amont, mais auss d'ondes de densité [Wu93, Bertho02].

Nous considérons le cas d'un écoulement dense dans une conduite verticale, dont le
débit est contrdlé par I'orifice en aval. L’ écoulement n’est pas possible pour des orifices trop

petits du fait de la formation de voltes [ToO1]. Le débit de vidange Q est indépendant de la
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hauteur de matériau contenu en amont de la trémie, et ne dépend que du diamétre D de

I'orifice, suivant laloi de Beverloo [Brown70, Langon96] :

} Q~rg(D- kd)"* en2D

1.1
%Q~rJ§(D-kd)3’2 en 3D -

our =ryn est lacompacité du matériau, d lataille des grains, g la gravité et k un nombre sans

dimension voisin de 1 associé ala zone d'exclusion pour les grains au périmetre de l'orifice.

Assez loin au-dessus de I'orifice, on observe un régime régulier et uniforme
[Nedderman80, Natargjan95, Pouliquen96a, Menon97, Denniston99]. L'écoulement est de
type bouchon : le cisaillement est localise sur des zones trés fines au voisinage des parois
(quelques couches de grains). L'épaisseur des zones de cisaillement (cing adix grains) change
trés peu avec la largeur de la conduite mais peut varier s la conduite est inclinée

[Pouliquen96a]. On observe une dilatation du matériau pres des parois.

Cependant, |'écoulement peut devenir intermittent pour une certaine gamme de taux de
cisaillement [Baxter89]. L'apparition d'ondes de densité plus ou moins périodiques, en
I'absence de fluide interstitiel, a été observée expérimentalement [LePennec96, Vaance98,
Horltick01, Tsai02] et associée ala dilatance du milieu granulaire. Ces intermittences de
I'écoulement sont connues pour engendrer des vibrations dans les silos ("musique des silos")
[Tejchman93].
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[11.C.Planincliné

Les écoulements sur plan incliné feront I'objet de I'étude détaillée décrite au chapitre

[11. Nous nous limitons donc ici aux principales tendances.

[1.C.1. Seuil d écoulement

La premiére observation, valable ala fois pour le plan incliné et le socle meuble, est
I’ existence d’ un seuil d'écoulement. En effet, un empilement de grains ne peut étre incliné que
jusgu'aun angle ggat dit angle de stabilité maximale ou encore angle statique (C'est-adire
correspondant a une transition statique-dynamique), au-dela duquel se déclenche une
avalanche. L'inclinaison est alors réduite a une valeur inférieure Osop, angle de repos ou
encore angle dynamique (C est-adire correspondant a une transition dynamique-statique).
L'écart entre ces deux angles est de quelques degrés. Les valeurs typiques vont de 25° (billes
de verre) a40° (sable anguleux). En plus de certaines caractéristiques des grains (coefficient
de frottement, forme), ces angles dépendent de la densité [Daerr99b] et du confinement
[Courrech02]. La premiére interprétation de la différence entre ces deux angles a été proposée
par [Bagnold54] apartir de la notion de dilatance. De fait, on observe expérimentalement une

dilatation de la couche superficielle avant une avalanche granulaire [Thompson91, Zhang92].

Vitesse E &
N
Veg
> _
Osiop Ogat Angleq 'V

Figurell -4 : Modéles de Quartier et de Jaeger.
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Dans le cas d'un plan incliné rugueux, une simplification extréme du probleme
consiste a étudier le mouvement dun grain unique [Quartier00]. Diverses études
expérimentales et numeériques ont éé menées en fonction de I’inclinaison et du rapport entre
les tailles du grain mobile et des grains constituant la rugosité. On observe une plage
d’ écoulement stationnaire limitée par les mémes angles de démarrage Qgat € d arrét ggop. Les
observations et le modéle de [Quartier00] attribuent des origines respectivement géométrique
et dynamique aces deux angles. Ainsi, I’angle gg¢at correspond ala limite de stabilité d'un
grain piégé dans la rugosité, alors que I'angle qsop correspond au moment ou la vitesse
équilibrant gravité et dissipation dans les chocs devient inférieure ala vitesse de libération
nécessaire pour échapper d’un piege (figure I1-4). Ces deux angles dépendent essentiellement
delarugosité du socle.

Dans le cas d'une couche de grains, on observe que ces angles seuil dépendent
fortement de I'épaisseur de la couche. On peut ainsi mesurer deux courbes ggop(H) €t gstart (H)
délimitant 'arrét et le démarrage d'un écoulement [Pouliquen99a, Daerr99a]. Partant des
valeurs asymptotiques observées sur des socles meubles, ces angles augmentent lorsque
I'épaisseur diminue, jusqu'ades valeurs limites associées ala rugosité du socle fixe. Ces deux
courbes frontieres résultent des conditions aux limites imposées par le fond rugueux. Elles
peuvent ains sinterpréter comme un effet de dilatance [Pouliquen96b], ce qui consiste a

écrire, en premiére approximation g(H) =m+b(H), ou mest le coefficient de frottement

intergrain et ou b mesure |'effet de la géométrie de la rugosité (cf. angle de dilatance défini au
§11.1) [Rowe62, Oda99)].

Une explication de I’hystérésis entre ces deux angles au sein de I’ écoulement a été
proposée par [Jaeger90], dans le méme esprit que [Quartier00]. Elle consiste a analyser la
contrainte de cisaillement agissant sur un grain en fonction de sa vitesse. Celle-ci est
considérée comme congtituée d'un terme augmentant quadratiquement avec la vitesse
(argument de [Bagnold54]), et d'un terme de piégeage, fonction décroissante de la vitesse, a
valeur finie avitesse nulle (frottement de Coulomb). Le minimum de cette courbe résultant de
ces deux termes conduit naturellement al’ hystérésis (figure 11-4).
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[11.C.2. FEtudes de |’ écoulement

Nous abordons maintenant |’ écoulement dense lui-méme, dont une revue détaillée des
études expérimentales et numériques pourra étre consultée dans [Azanza98]. En dehors des
caractéristiques mécaniques des grains, |’écoulement est gouverné par trois parametres:
I'inclinaison, le débit (et le mode d'aimentation) et la rugosité du socle. Sur un socle lisse,
I’écoulement et localise a la paroi, et nN'est ni stationnaire ni uniforme [Takahashi37,
Roberts69, Ridgway70, Augenstein78, Patton87, Johnson90, Drake9l, Louge0l]. Par contre,
sur un socle rugueux, I'écoulement est stationnaire et uniforme dans une plage d'inclinaison et
d’ épaisseur limitée inférieurement par la courbe gsop(H) [Azanza98, Pouliquen99a, Daerr99a]
(de méme I’ écoulement accélére pour une inclinaison ou une épaisseur trop éevées). A la
différence des écoulements confinés, le matériau est cisaillé sur toute sa hauteur. Des
observations contradictoires sur la forme du profil de vitesse (convexe ou concave, avec ou
sans vitesse de glissement) ont été rapportées [Savage79, Ishida79, Johnson90, Ancey96 et
01]. L'étude de I'influence du mode d'alimentation (avec ou sans énergie cinétique initiale)
[Johnson90] a montré que I’ écoulement est dense en |'absence d'énergie cinétique initiale. Ces
différentes études ont identifié un régime d'écoulement dense avec une surface libre bien
définie.

Les études par simulations numériques discretes [Walton93b, Draked5, Zheng96,
Dippel 99, Hanes00, Zhang00] ont été menées au moyen de conditions aux limites périodiques
(sauf [Draked5]), en géométrie bidimensionnelle (sauf [Walton93b]) et par la méthode de
dynamique moléculaire. Une étude tres compl éte (systémes de I’ ordre de 10 000 sphéres assez
élastiques en 2D ou 3D) a éé menée paralléement ala notre [ErtasOl, Silbert01,02a,b,c].
Nousy reviendrons en détail au chapitre I11.
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Figurell -5: Image de I'écoulement dense de billes d'aluminium (d'aprés [ Azanza98]).

Nous donnons maintenant quelques détails sur I'étude menée par [Azanza98] qui, pour
nous avoir précédé au LMSGC, a constitué une source dinspiration importante pour notre
propre étude. Dans I'esprit de I'étude de [Drake88, 90 et 91], Azanza a mené une éude
bidimensionnelle des écoulements denses de grains secs sur plan inclingé, en confrontant
expérience physique et ssimulation numérique discrete. L'étude expérimentale a consisté a
faire sécouler des billes d'aluminium monodisperses (d =3 mm - e =0,5- m= 0,4) sur un
plan incliné dont la rugosité est constituée de billes collées, apartir d'une trémie qui permet de
controler le débit (figure I1-5). Dans le plan (g,H), une large plage d'écoulements stationnaires
et uniformes est identifiée, pour laquelle les profils de compacité et de vitesse sont mesurés.
En pardléle, des smulations numériques par la méhode de dynamique des contacts,
fournissent les mémes informations (plage d'écoulement stationnaire uniforme, profils de
compacité et de vitesse). Un excellent accord entre expérience et simulations a été obtenu
(figure11-6).
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Figurell - 6 : Profils de compacité (a) et de vitesse (b).

Comparaison entre expériences (en rouge) et simulations numériques (en bleu) [ Azanza98] .

Différentes observations ont ains éé obtenues (structuration du milieu pres de la
paroi, dilatance, influence de la rugosité...) sur lesquelles nous reviendrons au chapitre Il1.
Nous retiendrons I’ indication importante, fournie par les simulations numériques, que le profil
de vitesse est peu sensible ala valeur du coefficient de restitution entre les grains, s ce
dernier reste inférieur a0,7 [Azanza98, Dippel99].

I.C.3. Loi d'échelle

Des mesures systématiques de la vitesse moyenne U, définie par :

i (y)dy [1.2]

en fonction de l'inclinaison et de I'épaisseur ont été effectuées [Vallance94, Ancey96 et 01,

Azanza98, Pouliquen99a). [Azanza98] a montré qu'a H fixée, U est une fonction linéaire

croissante de g, avec un angle seuil gs (16°) pour lequel la vitesse s annule indépendamment

de la hauteur (des écarts ont cependant été observés pour des inclinaisons élevées, lorsque la

structuration en couches disparait). A q fixé, U augmente comme H* avec a = 1,4 + 0,1. Au
total :

U (- q) H™ [11.3]
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Notons que des dépendance en (g-gs et en H*2

[Takahashi37, Ancey96] et [Vallanced4] respectivement. Mais [Ancey96 et 01] aauss misen

évidence un régime ou U est indépendant de H. A partir dune éude expérimentale

ont auss été observées par

d'écoulements de grains monodisperses en géométrie tridimensionnelle, [Pouliquen99a] a
cherché une relation simple entre deux nombres adimensionnels caractérisant |'écoulement.
L'un, relatif ala vitesse, est le nombre de Froude, bien connu en hydrodynamique. L'autre,
relatif a I'épaisseur de I'écoulement, integre les dépendances en inclinaison, a travers
I'épaisseur d'arrét Hyop(Q), corollaire de gsop(H). La loi d'échelle empirique mise en évidence
par [Pouliquen99a)] est :

r=_9 —p_H [11.4]

JOH  Hyg(a)

ce qui correspond donc aune dépendance en H¥2, mais aune dépendance en inclinaison plus
compliquée que celle mise en évidence par Azanza. [Azanza98] a auss mis en évidence la

dépendance suivante en fonction du coefficient de frottement :

1%%" s m< 0,45

m
[11.5]
m* s m>0,45

u-|
)

[11.D.Socle meuble

Dans ce cas, seul le débit (ou la vitesse de rotation dans le cas des tambours tournants)
est imposé. L’inclinaison de la surface libre est choise par le systéme lui-méme.
L’ écoulement est stationnaire uniforme pour un débit suffisamment élevé. En-dessous d'un
certain débit critique, I'écoulement est intermittent, ce qui se traduit par des avalanches. Dans
ce régime oscillant, la pente oscille entre gsop €t Osat [Evesque88, Jaeger89, Rachjenbach00,
Lemieux00]. Dans le régime découlement permanent, la pente de la surface libre est
constante et certaines expériences rapportent une |égere augmentation de celle-ci avec le débit
[Rajchenbach00, Dury98], mais qui pourrait étre due a des effets de confinement
[Courrech02].
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L'écoulement est localisé pres de la surface libre sur une couche d'une dizaine de
grains dépaisseur, avec un profil de vitesse linéaire et une queue exponentielle
[Rachjenbach00, Khakhar01, Bonamy02a, Komatsu01]. Le taux de cisaillement dans la partie
linéaire, d'ordre (g/d)?, est indépendant du débit, ce qui signifie que lorsqu’ on augmente le
débit, on augmente I'épaisseur de la couche en écoulement. Il est aussi indépendant des
parameétres mécaniques des grains. La compacité décroit prés de la surface libre dans la région

correspondant au profil linéaire de la vitesse.

[11.E. Discussion

Nous alons tenter une premiere discussion des points communs et des différences
entre ces quatre géomeétries. Les conditions aux limites et la distribution des contraintes étant
différents, il n'est pas surprenant que certaines caractéristiques de I'écoulement changent
d'une configuration al'autre.

Un premier point commun concerne les deux géomeétries d’ écoulement confiné. Dans
les deux cas, le cisaillement est localisé pres d'une paroi, bien que les distributions des

contraintes ne soient pas identiques.

Les différences entre les deux écoulements a surface libre sont également
intéressantes. Les distributions de contrainte sont cette fois-ci identiques, alors que les profils
de vitesse ne le sont pas. Na vement on pourrait penser que |'écoulement localisé ala surface
libre d'un socle meuble est équivalent acelui rencontré sur un socle fixe rugueux, la premiere
couche de grains immobiles sur socle meuble jouant le réle de la rugosité du socle fixe.
Cependant, les observations montrent une situation plus compliquée. En effet, les profils de
vitesse et de compacité sont différents et bien spécifiques achacune de ces deux géométries,
bien que les distributions des contraintes soient semblables. Ceci prouve le réle crucia de la
condition aux limites : une frontiere rigide n'est pas équivalente aune frontiére érodable. On
observe par ailleurs que les écoulements sur un socle meuble n'existent que pour des
inclinaisons |égerement plus grandes que I'angle de repos, tandis que les écoulements sur plan
incliné rugueux sont observés bien au-dessus de cet angle critique. L'observation du

fluage semble indiquer I'absence de transition nette entre solide et liquide.
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Une derniere constatation concerne les profils de compacité, dont les variations ne sont
pas toujours corrélées avec celles de la vitesse. Dans les écoulements confinés ou sur socle
meuble, les régions fortement cisaillées sont aussi les plus dilatées. En revanche, pour des
écoulements le long de plans inclinés, une variation du cisaillement ninduit pas une variation

de la compecité.

Dans le cas des écoulements asurface libre, les dépendances de la vitesse en fonction
de I'inclinaison et/ou de I'épaisseur, identifiées dans une configuration d'écoulement simple,
ont permis de préciser comment le coefficient de frottement effectif du matériau granulaire en
écoulement sur la rugosité ou ala surface d'un tas dépend de la vitesse et/ou de I'épaisseur.
Ceci permet alors de décrire des phénomeénes non stationnaire-uniforme dans des géométries
plus compliquées (étalement, pente variable, fronts...), dans le cadre d'une description de type
Saint-Venant (moyennée dans |'épaisseur) [Pouliquen99a, 99b et 02b, Douady99,
AndreottiO1b].

V. Micromécanique

Dans cette partie, nous alons approfondir notre analyse aune échelle plus fine, celle
des grains et du réseau de contact. Ces propriétés micromécaniques peuvent étre mesurées
grace aux simulations numériques discrétes, et aussi par certaines techniques d'imagerie. De
facon générale, on constate que dans ces écoulements denses, les différentes grandeurs
(vitesse, forces.) sont trés fluctuantes, et donc que la valeur moyenne risque détre
insuffisante. Nous discutons d'abord les informations relatives au mouvement des grains. Puis

nous abordons le réseau de contact et les forces.

I\VV.A. Fluctuations et corrélations du mouvement des grains

Dans le régime collisiondl, les collisions incessantes entre grains sont responsables de
larges fluctuationsdv de la vitesse, e du méme ordre de grandeur que la vitesse de

cisaillement elle-méme ( ¢d). Ces fluctuations sont proportionnelles au taux de cisaillement :

dv ~ ¢d [Azanza98]. Dans les écoulements denses, chaque grain est encage par ses voisins les
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plus proches, et doit Séchapper de cette cage pour permettre le cisaillement du systéme. Ces
réarrangements continuels lors d'un écoulement, sont responsables de fluctuations de la
vitesse, cette fois-ci plus petites en comparaison de la vitesse de cisaillement. Dans les
configurations d'écoulement confing, les fluctuations de vitesse saverent étre maximum prés
des parois rugueuses et diminuer exponentiellement loin de ces derniéres [Menon97, Veje99,
Mueth00, Schéllmann99, Denniston99]. Dans ces géométries, on observe une proportionnalité
des fluctuations de vitesse avec la racine carrée du taux de cisaillement: dv ~ ¢*?[Losert00,
Mueth01]. Toutefois, ces fluctuations ne semblent pas concerner les particules individuelles,
mais ont plutdét un caractere collectif [Radjai02, daCruz02b]. En raison de I'encombrement
stérique, les mouvements des grains sont fortement corrélés. Des amas ou bien des colonnes
de grains peuvent exister transitoirement, mais ils sont rapidement cassés par le cisaillement
[Drake90, Azanza98, Bonamy02b]. Le réle de ces mouvements collectifs semble étre trés
important pour comprendre la dynamique des écoulements granulaires denses. Cependant,
jusgu'ici il n'existe que peu d'études des corrélations spatio-temporelles de ces mouvements
collectifs [Denniston99, Mueth01, Debregeas0?].

D'autres corrélations sont également induites par la présence des parois, prés

desquelles le milieu a tendance a se structurer en couches [Denniston99, Schoéllmann99,
MuethOO, Ertas01].
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|V.B. Réseau de contact

Figurell - 7 : Mise en évidence du réseau de contact par photoélasticimétrie [Howell99].

Les corrélations observées pour les mouvements fluctuants des grains dans les
écoulements denses sont dues al'existence d'un réseau de contact percolant, qui a été mis en
évidence expérimentalement par photoélasticité dans des expériences de cisallement
annulaire rapide [Howell99] (voir figure 11-7) et par simulations numériques discretes
[Babic90, Denniston99]. Les premieres expériences permettant de visualiser ce réseau de
contact ont été réalisées par Dantu, dans les années cinquante, au Laboratoire Central des
Ponts et Chaussées [Dantu68], sur des assemblées bidimensionnelles de cylindres. Elles
avaient révélé que, dans un empilement, le moindre désordre (distribution de taille des grains
en particulier) introduit une distribution treés hétérogene des forces de contact. Les expériences
de compression oedométrique ont été reprises de maniere plus quantitative par [Traverssg].
Des expériences ont aussi été réalisées en géomeétrie tridimensionnelle par [Allersma87]. Les
faibles déformations de ce réseau de contact ont été éudiées par [Dresher72]. Enfin, cette
technique a permis de mesurer la distribution spatiale des chaines de force en réponse aune

force localisée [Geng01].
Dans les écoulements denses, ce réseau de contact est constitué de particules qui
restent en contact prolongé, c'est a dire qui n'interagissent pas par des collisons quasi-

instantanées. La proportion relative des contacts maintenus et des collisions a été discutée
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dans des expériences [Menon97] et des ssimulations numériques [Babic90, Denniston99].
L'analyse quantitative a montré que pour un taux de cisaillement assez élevé, le nombre de
contacts maintenus est relié de facon non-triviale ala compacité, au taux de cisaillement et a
la pression de confinement [Babic90, Denniston99, Schollmann99, Lé&tzel00]. Par ailleurs,
sous cisaillement, ce réseau de contact est fortement anisotrope avec des orientations
préférentielles dans la direction du cisaillement et de la pesanteur. Des expériences récentes
semblent avoir mis en évidence I'existence d'agrégats rigides transitoires, de taille largement
distribuée [Bonamy02b].

Ce réseau porte les forces de contact, dont la distribution peut étre analysée dans le
méme esprit que ce qui a été fait pour des assemblées statiques [RadjaiOla et b, Staron02].
Aing, dans la limite quasistatique, on observe une distribution trés large des forces, avec une
décroissance exponentielle de la probabilité pour les forces élevées. Ceci a été mis en
évidence expérimentalement par [Liu95, Mueth98]. On peut décomposer ce réseau en deux
réseaux fort et faible, correspondant aux forces respectivement plus grandes et plus petites
que la force moyenne. En échelle logarithmique, les forces fortes sont distribuées sur la moitié
d'une décade, tandis que les forces faibles sétaent sur plusieurs décades. Les contacts faibles
représentent environ 60% des contacts. L'orientation des contacts faibles est a peu pres
isotrope, contrairement acelle des contacts forts. || apparait que les contacts forts permettent
au matériau de supporter les contraintes de cisaillement, alors que le reste des grains se
comporte comme un fluide interstitiel. La prise en compte de ces chaines de force dans le

comportement mécanique d'un empilement granulaire a été proposée par [ Edwards89].

Ceréseau de contact est extrémement sensible au cisaillement, et ses fluctuations
spatio-temporelles ont été mesurées expérimentalement au niveau des parois de confinement
[Miller96, Ngadi98, Veje99, Schwarz98, Aharonov99, daCruz02b]. Au repos, les voltes, en
reportant les forces vers les parois, sont responsables de la saturation de la pression au sein
d'une colonne de grains [Roberts1884, Janssen1895]. La dynamique de ces voltes [Duran98]
(formation et rupture des chaines de force) est tres importante pour comprendre comment
I'orifice de sortie régule le débit dans les silos (voir le modéle de la volte libre [Brown70]). Il
existe également un couplage entre le réseau de contact et les petites variations de la
compacité induite par le cisaillement. On peut observer des transitions structurelles (analogue
ala transition vitreuse) [Schwarz98, Vee99, Aharonov99], qui pourraient étre responsables

de brusques changements des composantes du tenseur des contrainte [Lun94]. Par exemple,
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une densification du réseau de contact ains qu'une augmentation conjointe du nombre moyen
de coordination conduit a des situations de blocage [Babic90, Aharonov99, O'Hern01,
daCruz020b].

Un enjeu important est de comprendre comment ce réseau de contact évolue avec le
cisaillement. Une premiére quantité intéressante est la proportion de contact ou le frottement
est entiérement mobilisé, c'est adire ou les grains glissent les uns par rapport aux autres. La
mobilisation du frottement (et son anisotropie) a été étudiée dans les déformations
quasistatiques [Radjai96], lors de l'initiation d'écoulement [Staron02], et sous cisaillement
simple [daCruz02b]. La proportion de contacts roulants, ou le frottement n'est pas entierement
mobilisé et qui ne contribuent pas ala dissipation d'énergie, augmente avec le coefficient de
frottement et l'intensité de la force normale. Cette question est reliée al'organisation de la
rotation des grains [Wolf98, Schéllmann99, RadjaiOla et b, Duran9g].

Une derniere remarque importante concerne les transferts de quantité de mouvement et
la dissipation d'énergie au sein de ces écoulements denses, ol existe un réseau de contacts.
Aing, les transfert de percussion sont non-locaux : un choc entre deux particules "diffuse’
dans I'ensemble du réseau de contact vers les parois, de sorte que la collision peut devenir
completement inélastique. Dit autrement, la dissipation augmente avec le nombre de contact
[Bernu9Q] (ainsi, si une hille isolée rebondit, un sac de ces mémes hilles lui ne rebondit pas).
Ceci pourrait étre la raison pour laquelle le profil de vitesse ne dépend pas du coefficient de
restitution dans les écoulements denses [Rajchenbach00, Azanza98]. Un mode de transfert
cohérent de la quantité de mouvement associé a des réarrangements collectifs tres lents des

grains a également été discuté par [Denniston99].

|V.C. Discussion

Ainsi de nombreuses informations fines sont désormais disponibles a I'échelle des
grains. Toutefois le lien entre la dynamique des grains pris individuellement et celle
moyennée a l'échelle de I'écoulement macroscopique (profil de vitesse, de compacité) n'est
pas encore claire. Une des idées importantes qui émerge de cette analyse micromécanique est

I'existence de mouvements collectifs et de corréations entre le mouvement des particules et
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les forces qui en sont al'origine. Cependant, le role et la dynamique de ces corrélations restent

encore tres flous.

V. Conclusion

Au terme de ce chapitre, nous disposons d'informations tant al'échelle macroscopique
(seuil d'écoulement, localisation du cisaillement, dilatance) que microscopique (fluctuations,
corrélations, texture du réseau de contacts, mouvements collectifs). Ces observations vont
motiver les modeles rhéologiques et les analyses micromécaniques qui seront présentés au

chapitre V.

Cependant, avant d'aborder cette étude théorique, nous alons commencer dans les
deux chapitres suivants par apporter notre contribution aces observations sur les écoulements
denses. Nous nous sommes restreints a deux géométries d'écoulement gravitaire, le plan
incliné et la conduite verticale, et nous avons utilisé deux outils dinvestigation, la ssmulation
numérique discrete (en deux dimensions), et I'imagerie ala paroi, ou par IRM (cette fois ci en
trois dimensions). Nous mesurerons ainsi en fonction des parametres (rugosité, polydispersite,
inclinaison...) des grandeurs moyennes relatives a la structure (profil de compacité), ala

cinématique (profils de vitesse de trandation et de rotation) et au réseau de contact.
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CHAPITRE I11

ECOULEMENTSSUR PLAN INCLINE

Ce chapitre est consacré aux écoulements denses de grains secs sur un plan incliné
rugueux. L'essentiel du chapitre décrit une éude par simulation numérique discréte, en
géométrie bidimensionnelle, par la méthode de dynamique des contacts, décrite en Annexe 4.
Aprés avoir déecrit le systéme simulé, on présente les résultats relatifs a la structure, la
cinématique et le réseau de contact, en les comparant aux résultats de la littérature. La
discussion de ces résultats fera I'objet du chapitre V. En fin de chapitre, on évoque auss une
étude préliminaire, ala fois expérimentale et numérique, d'écoulements de grains polygonaux.

. Systemesimulé

Figurelll -1: Systéme simulé (N = 1000).

Les systémes simulés sont constitués d'une assemblée de disques de masse volumique
r o, de diamétre moyen d, de masse m = rpp:i2/4 et de moment dinertie | =md*/8, qui
seécoulent sous l'effet de la gravité g sur un plan incliné dun angle q avec I'horizontale,
recouvert de billes jointives de diamétre d (I'indice s fait référence au socle).

Les écoulements sont parfaitement bidimensionnels, c'est-adire que les centres de

gravité de tous les disgues appartiennent a un méme plan. On note x la direction de
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I”écoulement et y la direction orthogonale (hauteur). En général, le zéro est pris au centre des

grains du socle.

Afin de limiter le temps de calcul, des conditions aux limites périodiques (CLP) sont
appliquées selon la direction x de I’écoulement. Les écoulements, constitués de N disgues,
sont donc simulés al'intérieur d'une fenétre de longueur L = Ns d, et chague particule qui sort
de la fenétre d'étude est réinjectée du coté opposé ala méme hauteur et avec les mémes
caractéristiques cinématiques. Pour N < 1000, Ns = 40, et pour N = 5000, Ns = 120. Le choix
de conditions aux limites périodiques n’est pas anodin. Dans |’ expérience, on impose le débit,
alors que dans la simulation numérique on impose le nombre N de particules dans une fenétre
de taille L, ce qui revient approximativement aimposer |’ épaisseur H de la couche granulaire
dense qui sécoule, puisque lI'on verra que la compacité est a peu pres constante. La
combinaison de la géométrie bidimensionnelle et des conditions aux limites périodiques

permet d'éviter les problémes de paroi |atérales.

En utilisant les échelles naturelles de longueur, de temps et de masse du systéme
smulé, les résultats sont dans la suite systématiquement présentés en grandeurs
adimensionnées. Ainsi une distance y, un temps t, une vitesse v, ou une contrainte s sont

adimensionnées de la facon suivante (et I'on omettra |'astérisque dans la suite) :

iy
R

|
ip-_t
! d/g
i v [111.1]
lV = —
! gd
F s
S =—
o ryod

Dans ces unités, le pas de temps de calcul choisi dans les simulations vaut 5.10°3,
Par rapport al'éude de [Azanza98], limitée aH < 20, nous avons cherché aétendre la

gamme des épaisseurs, en alant jusqu'a une épaisseur de I'ordre de 40 grains. Par ailleurs,

I’ étude d’ Azanza (aussi bien expérimentale que numérique) était restreinte ades écoulements
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de spheres monodisperses. Le milieu avait alors tendance a former des arrangements
cristallins, cependant partiellement détruits par le cisaillement. On observait donc des
mouvements cohérents de blocs, de colonnes de grains, des disocations... Afin de
s affranchir de ces effets, nous avons choisi dintroduire une certaine polydispersité p, en
considérant des assemblées de disques de diamétre uniformément distribué entre (1-p) et
(1+p). Un tel milieu est réputé pouvoir segréger sous cisaillement. On a donc controlé
I'nomogénéité en mesurant I'évolution du profil de distribution des tailles dans la couche en
écoulement. Ce dernier sest avéré stationnaire tant que la polydispersité est inférieure 220 %.

C'est donc dans cette gamme que nous avons travaillé.

En plus de I'angle d'inclinaison du plan et du nombre de disques, les autres paramétres
des simulations sont les caractéristiques mécaniques des disques, asavoir les coefficients de
restitution normal ey, tangentiel er et de frottement m Afin de limiter le nombre de
parametres, les valeurs de ces coefficients pour les grains du socle ont été prises égales a
celles des grains en écoulement. La valeur du coefficient de frottement généralement utilisée
est 1 = 0,4 (ce qui correspond ala valeur estimée pour I’aluminium, matériau ayant donné lieu
aux écoulements denses lors de I'étude d'Azanza). Enfin nous choisissons de décrire le cas
d'un matériau tres dissipatif, en prenant des coefficients de restitution égaux a zéro. Dans
ce choix, nous avons al'esprit le résultat établi par [Azanza98, Dippel99] (cf. Chapitre Il 8§
[11.C), asavoir l'invariance de I'écoulement en fonction des coefficients de restitution lorsque

Ceux-Ci sont assez petits.

Les disques sont initialement disposés sans contact de maniere aléatoire au-dessus du
plan avec des vitesses de trandation et rotation nulles. IIs tombent alors en chute libre sous
I'effet de la gravité avant de rencontrer le fond rugueux, et commencent ainteragir entre eux.
L'énergie cinétique moyenne commence donc par augmenter, puis décroit brusgquement lors
des premiers chocs inélastiques. L'évolution ultérieure de I'énergie cinétique permet de
distinguer trois situations (figure 111-2) : I'écoulement S arréte, accélere, ou bien devient
stationnaire. De fagon arbitraire, I'écoulement est considéré comme dstationnaire s les
fluctuations de I'énergie cinétique totale (trandation plus rotation), n'‘excedent pas 10 % de sa
valeur moyenne. Lorsqu'un état stationnaire est atteint, la simulation numérique se poursuit
sur une durée de quelques dizaines d' unités de temps, soit quelques 10* pas de temps. Cedi,

nous le verrons plus loin, correspond aun déplacement relatif de deux couches adjacentes de
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quelques dizaines de grains. Sur la figure I11-2, les énergies cinétiques sont adimensionnées

selon :

Bmchosq

mgLcosq éant I'énergie potentielle perdue par un grain de masse m pendant la traversée de
la fenétre de taille L. La procédure d'initiation de I'écoulement assure qu'il n'y a pas d'effet de

I'histoire sur les caractéristiques de I'écoulement.

27°

26°
25°
24°
23°
22°

21°

[ sp 20°

4 1 1 L L L 1 1

10
0 57 115 172 230 287 345 402 460 0 57 115 172 230 287 345

Temps Temps

Figurelll - 2 : Evolution de I'énergie cinétique total e du systeme

pour différentesinclinaisons (p = 0,15 - N = 500) agauche (p = 0 - N = 500) adroite.

Dans I'é&at stationnaire, on considére que les grandeurs dintérét (positions, vitesses,
forces) ont un comportement moyen indépendant du temps et de la direction de I'écoulement.
On fera la méme hypothése sur leurs fluctuations. En revanche, elles peuvent dépendre
fortement de la hauteur au sein de la couche en écoulement. On doit donc procéder a une
double moyenne, dans I'espace et dans le temps, décrite en Annexe 5. La moyenne spatiae,
selon X, est réalisée en introduisant une fonction de pondération. La moyenne temporelle est

obtenue en considérant 100 instants successifs, séparés entre eux de 100 pas de temps.

Dans la suite, nous comparerons nos résultats avec ceux d'une équipe américaine qui a
mené une étude tres similaire ala nétre, et dont les résultats viennent trés récemment d'étre
publiés [Ertas01, Silbert01,02a,b,c]. Dans I'étude américaine, il Sagit d'écoulements de
grandes assemblées de sphéres monodisperses en deux ou trois dimensions sur un socle
rugueux (N d'ordre 10 000). La méthode de ssmulation numérique utilisée est la dynamique
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moléculaire. Les grains sont plus éastiques (exy = 0,9 mais m= 0,5), et la rugosité est
congtituée de spheres collées plus grosses que les sphéres en écoulement (facteur 2 en 2D et
1,2 en 3D).

II. Diagramme d'écoulement

L’évolution de I'écoulement (arrét, accélération, régime stationnaire) dépend de
I'inclinaison g et du nombre de particules N, ou encore de I'épaisseur H de la couche en
écoulement. Ceci est résumé dans un diagramme hauteur-inclinaison (figure 111-3). Le régime
stationnaire domine dans une large plage d'inclinaison et de hauteur limitée par deux courbes
Hsop(Q) (déterminée avec précision, et sur laquelle on reviendra) et Hee(q) (indiquée ici de

maniere approximative). On retrouve ici la courbe Hsop(q) décrite au Chapitre Il 8 111.C.

50_...,...,...,..,...,...,...
40 : a w =a °® o o _-
Accéléré .
. H, (@)
: p
30 i _
H r? L) * * *
20 "‘-.,' Stationnaire ]
10 -_ u.\‘..i » 8 = : : : : : : : i
P : : w 5 s o a & *
Stops ie. st f 3 I 3 3 »
0 -l L ; 1 |= 1 ; 1 ; 1 F...:l:-.l-.;-.:--;"l“;--l- ;"i";--r“l =p==
14 16 18 20 22 24 26 28
o]
a®)

Figurelll - 3: Régimes d'écoulement en fonction del'inclinaison et de I'épaisseur (p = 0,15). La courbe en trait
discontinu est |'approximation de Hgqy(0) proposée dans le texte. Chaque point de cette figure correspond aune

simulation.

Cette courbe met en évidence deux angles caractéristiques : celui pour lequel H
diverge, c'est adire I'angle en-dessous duquel I'écoulement est toujours impossible, appelé f

dans la suite, et I'angle pour lequel H sannule, c'est-adire I'angle maximum de piégeage d'un
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grain dans larugosité, appelé gm dans la suite. On Sapercoit que la courbe Hyop(Q) est gustée

de maniere satisfaisante par |'expression suivante :

Hyop () = B—q(;“_'fq [11.3]

ou B définit une échelle de longueur caractéristique de piégeage par la rugosité. On mesure
ans B=12f =135° et gy, = 35°.

[Azanza98] avait mis en évidence un angle seuil gs (voir Chap 1l § [11.C.1), et son
augmentation avec le coefficient de frottement (environ 2° lorsque mvarie de 0,1 40,7), effet

aussi observeé par [Dippel98].

Dans |'étude américaine, le méme type de diagramme est observé avec f 2° » 18° et f 30
» 20°. Pour q > gm, le développement d'une couche limite au niveau de la rugosité du fond
provoque |'apparition dun régime accéléré instable. Une trés grande sensibilité aux
parameétres micromécaniques a été mise en évidence. Aing, en 2D, lorsque le coefficient de
restitution normale varie de 0,9 a0,8, I'angle maximum ¢, augmente de 23° a26°. De méme
une réduction du coefficient de frottement réduit la plage d'écoulement stationnaire. Un
comportement hystérétique prés de I'angle d'arrét a aussi été observé dans les simulations 3D
pour les faibles épaisseurs, qui pourrait sexpliquer par la cristallisation du systéme
monodisperse. Une étude détaillée de l'influence de la rugosité indique en particulier une

localisation du cisaillement prés du socle lorsque la rugosité devient plus réguliere.
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[11. Structure

[11.A. Dilatance

Le premier indicateur structurel est la compacité moyenne dans la couche granulaire
en écoulement, notée <n>. Cette grandeur a un sens car on constate que le milieu est
raisonnablement homogene, et a une surface libre assez bien marquée. De fagon plus précise,

on commence par calculer le profil de compacité linéique n(y) (figure111-4).

On définit arbitrairement I'épaisseur H comme I'dtitude a laquellei = 0,3. La

compacité moyenne est définie par :

'
<n>:%g‘j1(z)dz [111.4]
14 4 50 A
12- ]
40 4
10
8 30
y
6 y

20 1
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figurelll - 4 : Profil de compacité

a:N=500,q = 20°, p= 0,15- b: N= 5000, q = 18°, p = 0,15.

On constate que cette compacité moyenne est de I’ ordre de 0,7 40,8, C'est-adire trés
proche de celle de I'empilement désordonné compact de disques monodisperses (1, = 0,82).
Elle décroit de fagon significative (15 %) avec I'inclinaison, avec une dépendance faible en
épaisseur (figure 111-5). Cet effet avait dgjaété mis en évidence par [Azanza9g].
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Figurelll - 5: Influence del'inclinaison et de I’ épaisseur sur la compacité moyenne (p = 0,15).

L'équipe américaine observe aussi un profil de compacité moyen indépendant de la
hauteur, et une décroissance de la compacité moyenne avec I'inclinaison, plutt linéaire en 3D
et un peu plus rapide en 2D. Elle observe aussi une certaine dilatation dans les premieres

couches prés du socle.

[11.B. Structuration en couches

D’un point de vue qualitatif, la figure I11-4 montre une forte structuration pres du
socle, les grains se disposant en couches paralléles au fond (effet bien connu dans les liquides
[Henderson84]), effet dgjamis en évidence par [Azanza98]. On observe que cet effet diminue
lorsgue I'inclinaison augmente (figures 111-6). Cette structuration en couches sestompe
progressivement vers la surface libre et est fortement réduite par la polydispersité. La distance
entre les pics successifs du profil de compacité renseigne sur la séparation moyenne entre

deux couches successives.
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Figurelll - 6 : Profil de compacité

a:q=20°-N =500 -p=0,15-b:q =27°-N=500-p=0,15.
Des mesures du profil de compacité par gamma-dersitométrie ont été réalisées pour

des écoulements en canal 3D. Les résultats, présentés en Annexe 1, indiquent un profil de

compacité apeu pres constant sur |'épaisseur avec une décroissance pres de la surface libre.

I11.C. Trajectoires

Dans son étude d'écoulements monodisperses, Azanza avait mis en évidence des
trajectoires des grains quasi-paralléles au socle, avec des oscillations marquées pour les grains
proches de la rugosité, sestompant progressivement vers la surface libre. Azanza a constaté
gue les hilles de la premiére couche sont en fait piégées pendant un certain temps dans les
interstices de la rugosité, puis soudainement délogées sous |'effet d'une collision, de sorte que
la géométrie précise de cette rugosité (taille des pieges et donc temps de résidence) a une
influence trés notable sur le profil de vitesse. La situation semble moins simple dans les
écoulements polydisperses. Dans la premiere couche, on retrouve un mouvement qui épouse
le contour de la rugosité (figure 111-7). Dans les couches supérieures, un tel mouvement

oscillant est plus difficile a percevoir car la notion méme de couche satténue
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progressivement. La figure 111-8 montre I'évolution typique de l'atitude des particules en
fonction de leur distance par rapport au socle. A proximité du socle, le milieu reste assez
structuré en couches, mais I'on observe cependant des sauts brusques entre couches. Plus haut,
le milieu n'est plus structuré en couches, et I'on observe que les grains ont un mouvement
diffusif au sein de I'écoulement. Cette diffusion transverse, dintérét par exemple pour les
problémes de ségrégation, a été aussi observée par [Dippel98, Silbert01], et des mesures du
coefficient de diffusion transverse ont été meneées. Il serait intéressant d'étudier la corréation
des mouvements de grains voisins, afin de mettre en évidence d'éventuels mouvements

d'amas, évoqués au Chapitre Il § 1V .A.
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Figurelll - 7: Trajectoire d'un grain de la premieére couche au-dessus du socle
(q =23°-N =1000 - p=0.15).
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Figurelll -8: Trajectoires de grains proches (agauche) ou distants du socle (adroite).

(q = 23°- N = 1000 - p = 0.15).
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V. Cinématique

I\VV.A. Vitesse de translation

Figurelll - 9: Champ de vitesse instantané (N = 1000 - g = 20° - p = 0,15).

IVALl  Vitesse moyenne

La figure 111-9 montre un champ de vitesse instantané. Les écoulements sont cisaillés
sur toute leur hauteur, et non seulement en surface comme sur socle meuble. La figure 111-10
montre des profils de la vitesse moyenne longitudinale u (le long de I'écoulement), pour des
écoulements plus ou moins épais. Les ondulations pres du socle sont liées al’ organisation en
couches. La vitesse est une fonction monotone croissante de la hauteur, plut6t linéaire lorsgue
la hauteur H est faible (H £ 10) et pour des inclinaisons faibles (sauf peut-étre prés du socle)
et manifestant une concavité plus marquée pour des inclinaisons plus éevées. Pour des
hauteurs d' écoulement ( H > 10 ) cette concavité se manifeste surtout au niveau du socle. La

vitesse moyenne transversale est trés faible, de I'ordre de 1% de la composante longitudinale.
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Figurelll - 10 : Profils de vitesse de translation
(agauche: N=500-p= 0,15 et adroite: N= 5000 - p = 0,15).

Nous avons observé, sans pour autant en avoir une explication a ce stade, que ces
profils de vitesse étaient systématiquement bien représentés par une fonction du type (ce qui

évogue une couche limite turbulente ) :
u(y)=axog(1+y/b) [111.5]

ou a et b sont deux parametres d'gjustement qui dépendent de I'inclinaison et de |'épaisseur
(figure 111-118). Nous avons par ailleurs testé la prédiction du modéle de Bagnold (cf. chapitre
| 8V.B), c'est a dire une contrainte de cisaillement proportionnelle au carré du taux de
cisaillement, de sorte que le profil de vitesse est une fonction linéaire de (H-y)¥2. La figure
[11-11b montre un accord remarquable avec cette prédiction, tant que I’ on reste adistance du
socle, ce qui est conforme aux résultats de I'équipe américaine. Ceci suggere |’ approximation

suivante pour le taux de cisaillement (avec ys de I’ ordre de 10).:

) du a
oy) =—=—— poury £y, [111.6]

dy b+y
g(y)~\/H- y poury 3y, [11.7]

* Nous remercions Patrick Richard de I’ Université de Rennes pour avoir mis en évidence de point.
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Le taux de cisaillement est maximum au voisinage du socle, décroit fortement dans les
premiéeres couches (zone structurée), puis plus doucement vers la surface libre (figure I11-
12a). b apparait comme une longueur d'influence du socle rugueux. Nous reviendrons un peu
plus loin sur I'analyse des paramétres a et b. Les écoulements peu épais (H d'ordre b) sont
ains les plus linéaires. Cependant, la figure 111-12b (qui compare les données brutes avec les
deux formules précédentes) montre une déviation du régime de Bagnold dans les dix couches
superficielles (contrairement ace que suggéere I’ analyse du profil de vitesse !). Au total, il faut
distinguer trois zones, une zone d'influence du socle, une zone «de Bagnold », et une zone

superficielle.

50 18

I- —a—15°

—e— Valeurs numériques

aor —— Valeurs ajustées

30

@ (b)

Figurelll - 11 : Formedu profil de vitesse.
A gauche, courbe d’ ajustement (111.5) pour (N=5000-qg = 18°- p= 0,15).
A droite, analyse de Bagnold pour (N = 5000 - p = 0,15).

—=—15°
—o— 16°
17°
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21°
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0.75 1,00 1,25 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50
g

Figurelll-12: a-Profil detaux de cisaillement ajusté selon (111-6 et 111-7) pour différentesinclinaisons
(N=5000-p= 0.15).
b — Profil de taux cisaillement brut comparé aux ajustements (111-6 (en rouge) et 111-7 (en vert))
(N=5000-q= 18°-p= 0.15).
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La polydispersité p (dans une plage 0 a20 %) a une influence notable sur le profil de
vitesse (figure 111-13). L'augmentation de p conduit aune diminution de la vitesse moyenne
de plusieurs dizaines de pourcents et augmente la concavité du profil.

Polydispersité :
a5 _.y_é?%
20 2
—r— 1%
15 15%
—a— %%

—s— Mono O
—— Paoly 5%
DB r —=— Py i0%
—— POy 15%
o Poly 20%

0.6}
yiH

0.4t

0.2} P

0 = T 15 20 0 02 0.4 068 08 1
uiy) U

Figurelll - 13 : Effet dela polydispersité sur le profil de vitesse
Agauche (N= 1000- q = 22°). Adroite(N = 500- q = 22°).

IVA2.  Loi déchelle

On amontré au chapitre Il que plusieurs éudes avaient permis d'identifier une relation
entre la vitesse moyenne U (définie par I'équation 11.2) et les paramétres de contrdle de
I'écoulement, c'est adire la hauteur moyenne H de I’ écoulement et I'inclinaison g du plan.
Plusieurs lois d'échelle ont été proposées, en particulier par [Azanza98] et [Pouliquen99al.
Nous avons pour notre part étudié le cas d'un matériau polydisperse (p = 0,15), dans une large
gamme d'épaisseur large (2 < H < 42), et pour une inclinaison variant de 17° a 27°. Les

dépendances sont alors moins évidentes aétablir (pour plus de détail voir [Albertelli99]).

Une premiere démarche consiste achercher séparément les dépendances en inclinaison
et en épaisseur. On trouve alors :

jq =10,5°+1,0°
i
] =32,0°+1,5°
UsbH "% e | ® [111.8]
g,-q ja=1,25%+0,05
{b=0,17+0,04
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Le test de ces dépendances est représenté sur lafigure 111-14.

10

Figurelll - 14 : Test delarelation (111-8). y=U etx = Ha_g 'q;
-

Cette loi d'échelle évoque celle mise en évidence par Pouliquen, mais I'exposant de H
est différent et la dépendance en inclinaison est différente de celle identifiée via Hsop(]). Nous
avons cherche aidentifier une dépendance en Hyop(Q), en tragant le nombre de Froude en
fonction du rapport H/Hsop(0). On obtient aors la figure 111-15, qui fait apparaitre un

comportement du méme type que celui mis en évidence par Pouliquen, avec cependant des

nuances (voir lafigure I11-16 pour une comparaison entre nos résultats et ceux de Pouliquen) :

ia=01
%’b:0,0S [111.9]

Il apparait une constante a au second membre. Elle peut ére considérée comme
I'indicateur d'une vitesse de glissement au socle.

Le préfacteur b est bien plus petit que celui mesuré par Pouliquen (0,136). Cependant,
il y atout lieu de penser que ce coefficient doit dépendre du couple matériau-rugosité et de la
dimension du probléme: larugosité est ici tres réguliére et la dimension est deux.

On note un écart acette courbe (annulation plus rapide du nombre de Froude) lorsque
H tend vers Hgop(0), ce qui est logique par définition méme de I'épaisseur d'arrét (voir I'éude

expérimentale de [Rognon02)).
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Les points sécartent de la courbe maitresse pour les épaisseurs élevées (H = 40).

L 'équipe américaine [Silbert02c] met elle-auss en évidence cette loi d'échelle avec un
préfacteur b qui semble étre la moitié de celui mesuré par Pouliquen. Au total, il apparait que
cette loi d'échelle est assez robuste, mais il serait intéressant de la tester plus completement en

fonction de la rugosité, de la polydispersité ou encore de |'épaisseur.

18 20 22 24

0.0
8 10 12 14 16

Figurelll - 15 Loi d échelle faisant intervenir Hgop(0). La zone jaune correspond aux points H = 40

POULIGUEN

0.8
[

<U=/(gH)"*
0.6 :fé‘

H-"H. I”[ a)

Figurelll-16 : Comparaison avec les résultats de Pouliquen.
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Nous proposons maintenant de discuter cette loi d'échelle apartir de laloi d'gjustement

mise en évidence pour le profil de vitesse. Celle-ci conduit en effet aune expression simple de
la vitesse moyenne en fonction des parametresaet b :

_a +ﬂé|og§éi+ﬂ9-a [111.10]
H bg bg
En conséquence :

iu»% pour H <<b

i & Ao 0 [111.11]

. 0

U »aaogec—-=- 1 our H>>b

S T

L a connaissance des dépendances de a et de b en fonction de H et de g permet donc de
remonter alaloi d'échelle. Celles-ci sont représentées sur la figure I11-17.

incliraiman (degni

Figurell1-17 : Dépendances de a en fonction de H et q

(points issus des simulations numériques et ajustement (111-12)).

On observe ains que b est de I'ordre de 5 pour les inclinaisons proches du seuil
d'écoulement et diminue vers 1 pour des inclinaisons plus importantes. Par ailleurs b n'a pas
de dépendance marquée en H (b = 8 a10 pour H = 40!). Ceci signifierait que I'influence du
socle se manifeste sur environ 5 couches prés du seuil d'écoulement et diminue pour les
inclinaisons plus élevées ou le milieu devient plus dilué. Les dépendances de a sont moins
triviales et semblent pouvoir étre approximées de la fagon suivante :
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+a(@-q) pour H < H,

[111.12]
+az©'q1)+%©'q2)(H'Ho) pOUI‘H>HO

I
o o

avec (h=12°, p=14° , Hh=12, 4 =1, & = 0,2 et & = 0,03 (pour des inclinaisons en
degres). Nous tragons aors le nombre de Froude en fonction de H/Hsiop compte-tenu de ces
dépendances pour a et b (figure 111-18). La partie H/Hsop petit est mal représentée (il faudrait
affiner I"analyse des dependances de a et de b). Par contre H/Hgo, grand donne une loi

approximativement linéaire avec une pente proche de 0,136.

23°

20°
17°

05p A

V1ae

0 5 10 15 20 25 30
H/Hstop

Figurelll-18: Loi d'échelle apartir des paramétresa et b.

IV.A.3. Fluctuations

Au-dela de la vitesse moyenne, il semble intéressant de mesurer les fluctuations du
mouvement. DEg |'analyse sommaire des tragjectoires avait révélé des mouvements
compliqués (oscillations dans les couches proches du socle, diffusion aune certaine distance
du socle), et I'on peut se demander quel est I'ordre de grandeur de ces fluctuations, comment
elles dépendent de la distance au socle, ou encore quelle est leur amplitude relative selon x et
y.
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r(v/<v>)

Vv /<v >
X X

Figurelll - 19: Distribution de la vitesse v, normalisée par sa valeur moyenne dans les couches proches du
socle(y=0,1et2) (gq=20°-N=500-p=0,15).
On constate d'abord gu'a I'exception des toutes premieres couches (figure 111-19), la

fonction de distribution des vitesses est raisonnablement gaussienne :

2
2>$r

[111.13]

1
r(Vr) —We

ou l'indice r indique x ou y. Dans un écoulement donné, la vitesse moyenne et I'écart type
dépendent de I'atitude y, mais on représente sur la figure I11-20 I'histogramme des vitesses

centrées-réduites.
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vV =(v -<v >)/s
SV R2) v, v=(v-<v>)s
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Figurelll - 20 : Distribution normalisée des composantes vy et vy

et comparaison avec une distribution gaussienne (-).

(N=500-q=20°- p=0,15)
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Par analogie avec la théorie cinétique (voir chapitre V), on définit les "températures
granulaires’ T, =s? et T, = sj, et on en trace les profils sur la figure 111-21. La tendance

générale est une forte décroissance du socle vers la surface libre, avec une certaine saturation,
et peut-étre méme une certaine remontée pres de la surface libre. En terme imagé,
I'écoulement est "chauffé" par le socle et se refroidit vers la surface libre. Dans les toutes
premieres couches on observe des oscillations associées ala structuration et une tendance a
une augmentation, particuliérement pour Ty. On note par ailleurs une augmentation des
fluctuations avec I'inclinaison : le milieu est aors plus dilué et plus agité. Enfin, la figure I11-
22 mesure |'anisotropie des fluctuations. Ty et Ty restent voisins, sauf aproximité du socle ou
lorsgue l'inclinaison commence a augmenter, les fluctuations selon x étant alors plus

marquées que les fluctuations selon y. Dans la suite, T = (Tx+Ty) / 2.

e 150 40

—— 160

—— 1o

—— g 2}

——o1e
y 20t

y
w0}
" 1 "
030 035 0 - - -
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
T T
XX

Yy
Figurelll - 21 : Profils de température T, et T, (N = 5000 - p = 0,15).
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Y% 20 -

10

Figurelll - 22 : Anisotropie des fluctuations de vitesse (N = 5000 - p = 0,15).
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La forme des profils de température est tres voisine de celle des profils de taux de
cisaillement, et nous avons donc tenté de comparer les deux. Cette comparaison est attendue

au vu de ce que nous avons expliqué au chapitre I1.4.A : en régime collisionnel, on sattend a

une proportionnalité entre T et ¢, mais en régime dense, certaines observations récentes
indiqueraient plutét une proportionnalité entre T et §. Le résultat (figure 111-23) penche

clairement en faveur de la deuxieme hypothese.

0.30

— 15°

35

| 025 F

30
r 0.20

25

2

15 -

10

Figurel11-23 : Proportionnalité entre température et taux de cisaillement
(N=5000-p=0,15)

Le facteur de proportionnalité (g/T) est de I'ordre de 3 a 4. Il ne dépend que trés
faiblement de l'inclinaison. On note toutefois des déviations a cette loi dans les couches
proches du socle et celles proches de la surface libre.

La forme des profils de température mesurés par I'équipe américaine est tout a fait

comparable (décroissance depuis le socle). En revanche, ils observent une proportionnalité

entre T & ¢, signe d'un écoulement collisionnel (mais pour e = 0,9).
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|V.B. Vitesse de rotation

IV.B.1. a. Vitesse moyenne

La vitesse de rotation moyenne des grains est systématiquement égale au demi-
gradient de vitesse (figure 111-24) :

g [111.14]

Des déviations existent cependant dans les toutes premiéres couches prés du socle.
Cette relation est analogue a celle obtenue en hydrodynamique pour un fluide. Elle a é&é
observée dans de nombreuses simulations numériques d'écoulement, tant en 2D qu'en 3D
[Campbell85a et b, Lun94, Dippel98, Azanza98, Veed9, Latzel00, daCruz02b], et dans les
déformations quasi-statiques (rotation moyenne égale ala demi-distorsion) [Calvetti97]. On
expliquera ce résultat au chapitre V, mais il nous faudra préalablement décrire comment le

frottement est mobilisé dans I'écoulement granulaire (voir Chap 111 § V.B.1.c).

40

30

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
<w>

Figurelll - 24 : Vitesse de rotation moyenne (en noir) comparée au demi-gradient de vitesse (en rouge).
Profilsbruts. (N= 5000 - g = 18° - p = 0,15).
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IV.B.2. Fluctuations

1.5 T T T T T T

1.3

1.1F

1.0F

0.9

. 1 . 1 . 1 . 1 . 6
200 202 204 206 208 210

Figurell1-25 : Evolution dans |’ espace de la vitesse de rotation d'un grain normalisée par la valeur moyenne

(enbleu) et de sa trajectoire (en noir)

La vitesse de rotation des grains est cependant trés fluctuante (figure [11-25). On
mesure la distribution de cette vitesse de rotation (figure 111-26), et I'on observe quelle est

plutét lorentzienne que gaussienne :

(W)=
pDN1+aav- (w)o
< Dw 4 [111.15]
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Figurelll -26 : Distribution normalisée de la vitesse de rotation et comparaison avec une distribution
lorentzienne (-) (N = 500- g = 20° - p = 0,15).

On constate que cette distribution est tres large : Dw/<w> est dordre 5, et ce
indépendamment de z (figure 111-28) (bien que Dw et <w> dépendent chacun de z) et
indépendamment de g. Ceci est un résultat éonnant au vu de la relation (I11-14) qui reste
valide en moyenne. Ce résultat est observé dans des études expérimentales, soit des
déformations quasi-statiques (Dw/<w> > 5) [Calvetti97], soit d'écoulements de polygones, qui
seront décrits dans la derniére partie de ce chapitre (Dw/<w> » 10) [Moucheront00, Paris00],
soit encore en cisallement simple [daCruzO2b]. La figure 111-27 montre les profils de
fluctuations de vitesse de rotation : al'exception du comportement sur les toutes premiéres
couches, les fluctuations de vitesse de rotation sont maximales prés du socle et décroissent
ensuite rapidement vers la surface libre. Par ailleurs, elles augmentent avec I'inclinaison. On
retrouve le méme comportement que pour le taux de cisaillement, la vitesse de rotation
moyenne et les températures de trandation. En effet, il existe une relation du type

Dw=a)’ aveca=2,2etb=0,75. On atracé sur lafigure 111-28 le profil de Dw/<w>, ains

gue laloi d échelle reliant le taux cisaillement aux fluctuations de vitesse de rotation.
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Figurelll - 27 : Profils des fluctuations de vitesse de rotation(N = 5000 - p = 0,15).
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Figurelll - 28 : Comparaison entre fluctuations et moyenne pour la vitesse de rotation(N = 5000 - p = 0,15).

V. Reéseau de contact - Texture

A chague pas de temps, la méthode de dynamique des contacts indique ke réseau des
contacts actifs et fournit la liste des percussions sur ce réseau. Ces percussions peuvent étre
transformées en force moyenne, en les divisant par le pas de temps. La figure [11-29 montre
un instantané du réseau des forces de contact normales. L'orientation des forces est
représentée par le segment joignant les centres des particules en contact, et I'intensité est
représentée par |'épaisseur (en échelle logarithmique). On observe un réseau de "chaines de

force" plus ou moins discontinu, hétérogéne spatialement et tres fluctuant temporellement.
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Nous allons maintenant nous attacher ale décrire quantitativement, d'abord géométriquement,
puis en terme de forces. Pour cela, nous utiliserons les grandeurs précisées sur la figure 111-30:
un contact C est repéré par un angle j et il lui est associé une base (n,t). A chague pas de
temps du calcul, on dispose d'une famille de contacts repérés par la cote y et I'orientation |
par rapport ala pente, sur laguelle on procede a une analyse statistique. L'écoulement étant
stationnaire et uniforme, tous les instants et toutes les positions x sont équivalents. Les
grandeurs mesurées vont donc dépendre dey et de j . Nous renvoyons al'Annexe 5 pour plus
de détail sur les techniques de prise de moyenne (intensité et orientation des forces de
contact).

: e i, e 1-.;.‘
Reilg %‘\;“-Fﬁﬁ‘ﬁr % "“A‘.ﬁ 0
%-" 1"!‘-'1%\-!- g“ ﬂ‘i“-"-_ml"" J-.'-'-' “i'..."

: "“i:t"" 1r .-1'. £ o e R
pas % ;:.a! ARSIy
-‘i:uhu 3 Fé-ﬁr‘lﬁ-‘r#ﬁ-ﬁ- Evecan
Figurelll - 29 : Image instantanée du réseau des forces normales - échelle logarithmique
(N=1000-qg= 19°-p= 0,15).

.-

£

-

Figurelll - 30 : Orientation du contact entre deux grainsrepérée par un anglej

par rapport ala direction d’ écoulement (X'0x).
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V.A. Géométrie du réseau de contact

Nous allons commencer par décrire la géométrie de ce réseau de contact,

indépendamment du module de la force.

VAL Anisotropie

Ceci peut étre fait au moyen de la distribution r (j )d&s orientations de contact, de

période p par symétrie (un contact compté dansladirection j doit I'ére aussi dans la direction

j +p, avec laméme percussion) et normalisée :

2p

& G)d =1 [111.16]

La figure 111-31 montre que, malgré sa structure trés complexe, le réseau de contact présente
deux orientations préférentielles tres marquées, I'une dans la direction de |'écoulement au sein
d'une méme couche, I'autre dans la direction de la compression de I'écoulement entre deux
couches. On observe par ailleurs que les directions entre 30° et 60° sont trés peu fréguentes, et

ce d'autant plus que |'écoulement est proche de |'arrét.
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Figurelll - 31: Distribution angulaire des orientations de contact dans toute |a couche
(N=500-gq=20°-p=0,1).

Lafigure 111-32 montre cette distribution angulaire dans les premiéeres couches pres du
socle ou le milieu est assez structuré, de sorte que la trgjectoire des particules épouse le relief
impose par leurs voisines, et la distribution trés piquée peut se comprendre apartir de I'image
du glissement de deux couches I'une sur l'autre. A plus grande distance du socle, le milieu est
moins structuré et la distribution devient plus uniforme et indépendante de la distance au
socle.
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Figurelll - 32 : Distribution des orientations de contacts dans différentes couches.

(N=500-q=25°-p=0,1).
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Cette distribution peut-étre gjustée par un dével oppement en série de Fourier :

r(j ):i{e +a A,cos2n(j - j )

1.1
2pg 17

e g i

Les coefficients A, mesurent I'intensité et les angles | ,, les directions de I'anisotropie. La
figure 111-33 montre qu'il faut un développement al'ordre 3, adopté dans la suite, pour obtenir

un gjustement satisfaisant. Notons que ce développement donne un meilleur ajustement que le
dével oppement :

) 1é ..
r(j ):2_p§L+é‘ A, cos2(j -j,)

n

[111.18]

[l =y end

rg) o ra)

Figurelll - 33: Distribution des orientations de contact (N=500- q= 17°-p= 0,1).

Comparaison avec | es dével oppements en série de Fourier d'ordre 2 (agauche) et 3 (adroite).

Lorsque que I'on augmente l'inclinaison, et donc lorsque le milieu se dilate, cette
anisotropie tend as estomper (figure I11-34).
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Figurelll - 34 : Distribution des orientations de contact selon I'inclinaison (série de Fourier d'ordre 3)

(N=500-p=0,1). L'échelle est identique alafigure I11-33.

Une deuxiéme grandeur pouvant renseigner sur les anisotropies est le tenseur de texture (cf.
Annexe 6). On représente sur la figure 111-35 I’ orientation de I'axe principal majeur par
rapport ala direction de I'écoulement. Elle vaut environ 140°, quelque soit la distance au

socle (sauf dans les toutes premieres couches).
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100° 120°

Figurelll - 35: Direction del'axe principal (N=1000 - p= 0,15).

V.A2. Coordinance

La figure 111-36 montre le profil de la coordinance z au sein de I'écoulement, pour
différentes inclinaisons. On note quelle est notablement plus faible dans les premieres
couches prés du socle et pres de la surface libre. Par ailleurs, elle diminue lorsgue
I"inclinaison augmente (dilatance). La figure 111-37 montre la variation de la coordinance
moyenne sur toute I’ épaisseur en fonction de I'inclinaison. Cette variation est particuliérement
marquée au voisinage de l'arrét. La coordinance atteint une valeur de 3,5 prées de l'arrét (a

comparer ala valeur entre 3 et 4 mesurée pour les déformations quasi-statique de systemes
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polydisperses [Calvettio7]). L'équipe américaine observe une coordinance plus faible, ce qui

est logique sagissant d'écoulements plus collisionnels.
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Figurelll - 36 : Profilsde coordinance (N = 1000 - p = 0,15). L' écoulement a23° est accéléré.
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Figurelll - 37 : Coordinance moyenne en fonction de |’ inclinaison
(N=1000-p=0.15)

V.B. Forces de contact

Apres avoir discuté la géométrie du réseau de contact, nous analysons la distribution
des forces de contact elles mémes. Chaque force F se décompose en deux parties, normale et
tangentielle:

F=N+T=Nx+Tx [111.19]
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ou (n,t) représente la base associée au point de contact (cf. figure 111-30). Nous nous

intéressons d'abord ala distribution r (F) de l'intensité de la force, indépendamment de son

orientation. F peut-étre le module d'une force de contact ou de |'une de ses composantes
(normale ou tangentielle) (voir Annexe 5).

Au sein d' une couche homogeéne de grains soumise ala gravité, la force moyenne (F)

est essentiellement proportionnelle ala profondeur. La Figure I11-38 montre le profil de la
force normale moyenne <N> (y). Ceci est bien cohérent avec I'observation d'une compacité
constante, sauf pres de la surface libre et prés du socle (structuration). De ce fait, toute analyse
de la distribution des forces doit tenir compte du niveau de force moyen a I’atitude
considérée.

30

25
20
y 15

10

0.00 0.25 050 0.75 1.00 125 150 175 2.00
<N>

Figurelll - 38 : Profil dela force normale moyenne (N = 1000 - p = 0,15).

V.B.1. Distribution

V.B.la Forces normaes

Plutdt que I'histogramme des forces normaes, on cacule I'histogramme de

X, = N/{N), la force normale normalisée par |a force normale moyenne (N)(y) al’altitude
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considérée. Dans la statistique, chaque classe de est constituée de 100 éléments. La fonction

de distribution vérifie :

t— —

OQ"’K Oo('K

(xy) dxy =1
[111.20]
(Xy) Xy dx, =1

—— — —

On choisit de représenter cet histogramme en échelle logarithmique. On observe une
distribution trés large de force couvrant jusqu'a8 décades (figure 111-40). On a procédé aune
telle analyse couche par couche, et I'on a observeé que les distributions sont indépendantes de
I'dltitude - sauf peut-étre au niveau du socle et de la surface libre qui sont le siége de
comportements atypiques (figure 111-39). Ces distributions normalisées sont également

indépendantes de I’ angle d'inclinaison du plan comme le montre la figure 111-40.
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10" 1 10 ;

Ll e il el el N 10
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Figurelll - 39 : Distribution des forces normal es dans différentes couches en échelle logarithmique. A gauche:

couches éloignées du socle. A droite, deux premieres couches (N = 1000 - q = 19° - p = 0,15).
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Figurelll - 40 : Distribution des forces normales a différentes inclinaisons en échelle logarithmique

(N=1000 - p= 0,15). Les écoulements 226° et 27° sont accélérés.

On a vu au chapitre Il § IV.B que I'on pouvait définir les réseaux faible et fort

correspondant aux forces respectivement inférieures et supérieures a la valeur moyenne

(XN:1). La figure I11-41 représente I'intégrale cumulée de la fonction de distribution des

forces normales. On constate que dans les écoulements granulaires denses les contacts faibles

sont dominants (jusqu'a 78% du total des contacts, au lieu de 60% en statique). On remarque

que I(xN) est une fonction linéaire de logx, pour 3X07° £ X, £ 2. Dans cette plage des

C a
forces moyennes, correspondant apres de 70% des contacts, r (xN ) =,
XN

1.0

09

0.8k
o7}
06 |
1(X,) 05
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03}
02|
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X
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Figurelll - 41 : Intégrale cumulée de la distribution des forces normales (N = 500 - g = 20° - p = 0,15).
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Sinspirant de I'analyse de [Radjai95] pour les déformations quasi-statiques, on analyse

les forces faibles en échelle log-log, et les forces fortes en échelle semi-log. L'échelle log-log

(figure 111-40) montre que la distribution des forces tres faibles (XN < 0,01, soit environ 10%

des contacts) est en loi de puissance. L'échelle semi-log (figures 111-42) montre que la

distribution des forces fortes (xN >5, soit environ 10% des contacts) est exponentielle. En

résumé, la distribution des forces normales sécrit :

r.x% s X, <<1
[111.21]
S| XN >>1

aveca =-0,29+ 0,05,b =0,24+ 0,05, r¢=244 etr .= 0,04.

On retrouve donc les comportements asymptotiques observés pour des déformations
quasi-statiques, mais avec des exposants a et b différents (pour Radjai a =-0.3 et b = 1.4).
Par ailleurs, la transition entre les deux modes de la distribution est moins nette. On note auss
prés de l'arrét I'apparition d'un plateau aux faibles forces, auss observée par [Silbert02a] et

qui serait I'indicateur de la transition liquide-solide ("jamming").

r) e
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Figurelll - 42 : a: Distribution des forces normales en échelle semi-logarithmique (N =1000 - g = 17°, 20° et

23° - p=0,15) b : Comportements asymptotiques des forcesnormales (N=1000-q = 18°-p=0,1).

V.B.1b. Forces tangentielles

La force tangentielle, associée au frottement entre grains secs, vérifie le critere de
Coulomb : - N < T < N, I’ égalité correspondant au cas du glissement (vitesse tangentielle
relative au point de contact non nulle). La méme inégalité est obtenue pour les composantes
tangentielles et normales de la percussion (c’est aors la vitesse tangentielle formelle relative
au point de contact qui intervient). La figure I11-43 représente I’ ensemble des couples (force
normale, force tangentielle) au sein d un écoulement. Ces forces se trouvent al'intérieur du
cbne de Coulomb [T| < mN. Les points situés sur la frontiere représentent les contacts ou la

force de frottement est complétement mobilisée.
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Figurelll - 43 : Cdne de Coulomb des forces de contacts.

Une premiére analyse statistique, analogue a celle menée pour les forces normales,
concerne la variable xr = [T|/<[T]>, c’est-adire I'intensité de la force tangentielle normalisée
par sa valeur moyenne (on doit ici raisonner sur le module, car T peut étre positive ou

négative). La distribution vérifie :

— —

(x,) dx; =1
[11.22]

— ——

(XT) XT dXT :1

OQ’K OQ’K

—_—

On observe exactement la méme forme de distribution que pour les forces normales (figure
[11-44).
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Figurelll - 44: Distribution des forces tangentielles en échelle logarithmique (N = 1000 - p = 0,15). Les

écoulements a26° et 27° sont accélérés.

V.B.1.c. Mobilisation du frottement

Nous étudions ensuite statistiguement comment le frottement est mobilisé. On
considere le frottement effectif my, =T /nN, compris entre -1 et 1. Le contact est glissant
pour mys = £1, roulant sinon. L'alure générale de la distribution est montrée sur la figure I11-
45 : une distribution uniformément décroissante pour les contacts roulants, et un pic pour les
contacts glissants, ce qui a d§a été mis en évidence par [Radjai95] pour les déformations
lentes. La statistique est indépendante de I'angle d'inclinaison, mais également de la distance

au socle.
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Figurelll - 46 : Proportion de contacts glissants en fonction
a. du coefficient de frottement (N = 500 - p = 0)

b. del'inclinaison (N= 1000- m= 0,4 - p = 0,15),

c. del'intensitédelaforcenormale (N = 500- m= 0,4-p = 0).

La proportion de contacts glissants (figure 111-46) dépend peu de I'inclinaison Elle décroit
fortement avec le coefficient de frottement: de 80% a m=0,1 &420% pour m=0,7. Pour
m= 0,4, cette proportion est d'environ 45 %. Elle décroit fartement avec l'intensité de la force
normale, de 80% pour les faibles forces (N < <N>) a30 % pour les forces fortes (N >10

<N>). Ces résultats sont acomparer avec ceux mesurés par [Radjai95] en quasi-statique.
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V.B.2. Anisotropie

Des expériences [Calvetti97] et des simulations numériques [Campbell85a] montrent des
anistropies lors du cisaillement. Les distributions des forces normales et tangentielles
présentent une anisotropie marquée, associée aux directions privilégiées des contacts, qui est
quantifiée par les distributions angulaires des forces moyennes (normale ou tangentielle) en

fonction de I’ orientation j du contact xn(j ) € X7(j ), normalisée selon:

0<NT( JrG)d =1 [111.23]

Lafigure I11-47 montre les distributions brutes xn(j ) et X7(j ) €t leurs approximations en série
de Fourier trongquées al'ordre 3, pour trois inclinaisons. La distribution xn(j ) a une forme de
cacahuete dans la "direction de compression” de I'écoulement. Cette forme n'évolue
pratiquement pas lorsque l'inclinaison du plan augmente. La distribution xt(j ) évolue avec
I'inclinaison du plan d'une forme de trefle a six feuilles & une forme de cacahuéte lorsque
I'inclinaison augmente. Sa direction principale est toujours celle correspondant ala direction

de compression de I'écoulement.
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Figurelll - 47 : Anisotropie des forces normale (agauche) et tangentielle (adroite)
(N=500-q=17°,22° et 26° - p= 0,1)

On s'intéresse enfin al’ anisotropie de la mobilisation du frottement m, (j ) (figures
[11-48 et 49). Cette mobilisation est maximale (positive) perpendiculairement al’ écoulement
et minimale (négative) dans la direction de I’ écoulement. On remarque également que cette
distribution est asymétrique pres de I'angle seuil, avec une mobilisation plus importante du
frottement entre couches, mais devient symétrique pour des inclinaisons plus élevées. On
remarque aussi que le frottement n'est jamais complétement mobilise. Le coefficient de
frottement effectif est de I’ ordre de 30 240 % du coefficient de frottement entre grains.

Lafigure 111-50 rassemble les informations sur les anisotropies du réseau de contact.
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Figurelll - 48 : Mobilisation du frottement (N = 500 - q =17°, 22° et 26° - p= 0,1).

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
i
Figurel11-49 : Anisotropie de la mobilisation du frottement

(N=500-q = 19°-p=0- m= 0,4).
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Figurelll - 50 : Comparaison des distributions angulaires d’ intensité des forces normales et tangentielle et de la

mobilisation du frottement (N = 500, p= 0,1, q=17°, 22° et 26°) .

107



Chapitre |1l - Réseau de contact - Texture

V.C. Calcul dutenseur des contraintes

On rappelle en Annexe 6 un résultat établi par [Moreau96] concernant le tenseur des

contraintes. Celui-ci est la somme de trois contributions :

§:

wn

“+s'+8 [111.24]

Le premier terme ("contact") est le terme usuel en statique, associé aux efforts de
contact entre grains. Le deuxieme terme ("fluctuations") est le tenseur de Reynolds usuel en
mécanique des fluides, associé aux fluctuations de vitesse des grains. Le troiséme terme
("rotation") est nouveau. Il est lié alarotation propre des grains. Ainsi, pour une assemblée de

N grains (masses m, moment d'inertie l;, vitesse de rotation w, et fluctuations de vitesse av, ),

occupant une surface S, entre lesquels sexercent des forces de contact f,aux points T, les

trois termes ont les expressions suivantes :

Y N
S ‘§§lczl$’m(f Ar) [111.25]
f 1(’;‘ .
=—q mav, Adv, [111.26]
o S
151
s =121 24 1.2
2 "5 271

On doit noter en particulier que ce tenseur est symétrique. En utilisant la technique de
prise de moyenne décrite en Annexe 5, on calcule dors le profil des composantes du tenseur
des contraintes au sein de I’ écoulement. Les contraintes sont systématiquement normalisées

par r pgd.
Nous commencons par tracer (figure 111-51) le profil des composantes du tenseur des

contraintes total. Une telle mesure directe a été faite sur plan incliné par [SilbertOl1] (sans le

terme de rotation) et en cellule de cisaillement par [L&tzel 00] (restreinte au terme de contact).
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Pour deux des composantes, une comparaison de ce calcul direct (a partir des
percussions de contact) avec la conservation de la quantité de mouvement est possible. Le

calcul est fait apartir des égquations (1.20), ce qui donne:

i
i S, (y) = QnD)dt
i d] [111.28]
Ig
1 Sy(y) =snqgS,,(y)
La compacité étant apeu pres constante, ces termes sapproximent assez bien par :

iSy()=nH-y)
i 7 [111.29]
iSy()=an (H-y)

a5l —Sxydirect | _— Sxy direct

—Syydirect —_— Syy direct
20 | Syy= Sxx 20 | Syy - S
\\ —S,=S, —sS, = s
15} N\ 15
y | \.\\ y
10F \ 10 |
| \ N
5| . 5F k‘\
-Z(L)0,00 I -5,00 0,00 . 5,00 - 10,00 15,00 I 50:00 I 25,00 -25,00 -lOI,OO -5,00 O,E)O . 5,(IJO -lOI,OO 15=,00 ”20I,OOI 25,00
Contraintes Contraintes

Figurelll - 51 : Profil des composantes du tenseur des contraintes total. Comparaison avec la conservation de

la quantité de mouvement (a: N=1000-p=0.15-q= 18°,eth: N= 1000- p= 0,15- q = 23°).

L’accord entre le calcul direct et la prédiction de la conservation de la quantité de
mouvement est excellent. On observe des oscillations importantes prés du socle, associées ala
structuration en couches.

Par contre, |a troisiéme composante (S,, ) n'est pas fournie par la conservation de la
guantité de mouvement, mais est liée ala loi de comportement du matériau. Le calcul direct
mesure la composante Syx et I'on observe de maniére systématique I'égalité des deux

composantes normales (figure 111-52), c'est adire I'isotropie de la pression :

S, »S [111.30]

Xx 1%
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Figurelll - 52 : Rapport des contraintes normales (N = 1000 - p= 0,15 - g = 20°).

Cette derniére information (aussi observée par [L&tzel0O, SilbertOl]) est précieuse
pour les modélisations de type Saint-Venant d'écoulements non-uniformes (front, étalement)
gue nous avions évoquées au Chapitre Il § I11.E [Pouliquen99a, 99b et 02b]. Cette fois-ci, du
fait de la courbure de la surface libre, le frottement effectif du matériau sur le socle n(H,V)
n'est pas smplement équilibré par la gravité. 1l faut en plus prendre en compte un terme de

gradient de lapression S, . En faisant I'nypothese que la pression  S,, est proportionnelle a
lapresson S (S,, =K S, ), on obtient pour un écoulement acompacité constante (comme
c'est le cas pour ces écoulements denses) :

rn*(H,V)-tgq:KE [111.31]
Ix

La connaissance de K est donc cruciale pour prévoir comment sétale une masse granulaire.
Deux hypotheses ont ains été testées par [Pouliquen99b] : K = 1 ou bien la valeur donnée par
Rankine en mécanique des sols (coefficient de poussee des terres). |l apparait que la valeur K

= 1 est en meilleur accord avec les résultats expérimentaux.

Nous discutons maintenant I'importance relative des différents termes. La figure 111-53
montre le poids croissant des contributions associées aux fluctuations de vitesse et a la

rotation lorsque I’ inclinaison augmente, ¢’ est-adire que le systeme se dilue. Les composantes
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du tenseur de rotation sont négligeables (inférieures a 1%) devant celles du tenseur des
contraintes totales, sauf dans les derniéres couches prés de la surface libre, et sur la toute
premiére couche prés du socle. De méme, les composantes du tenseur de Reynolds

(fluctuations de vitesses) peuvent atteindre 3%, mais restent encore négligeable.
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Figurelll - 53 : Parties normales destenseurs de rotation et de Reynolds (N = 1000 - p = 0,15).

Il est possible de faire une estimation a priori des composantes de rotation et de
fluctuation, compte-tenu des mesures qui ont été faites concernant la vitesse de rotation et la
vitesse de trandation. En effet :

[111.32]

. [111.33]
(W) =et(aw?) »bef

[111.34]
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Pour cette estimation, nous nous contenterons d'utiliser |'expression suivante du taux de
cisaillement :

6(0)

aly) = m

[111.35]

Connaissant I'expression de la contrainte totale (éguation (111-29)), on dispose finalement
d'une estimation des rapports des contributions :

i s ag(0)

iat”

[S' (@+y/b)(H-y) [111.36]
iS b q0°

fS' 16(1+y/b)*(H- )

que I'on a tracé sur la figure (111-54). On retrouve la forme I'ordre de grandeur des courbes de
lafigure I11-53.
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Figurelll-54 : Prédiction des contributions associées aux fluctuations de vitesse dans | e tenseur des contraintes
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VI. Ecoulements de polygones

Afin déudier l'influence de la forme des grains sur les caractéristiques de
I'écoulement et de se rapprocher de situations réelles (par exemple, un éboulement rocheux),
nous avons abordé I'éude d écoulements de grains polygonaux sur un plan incling, en
géométrie bidimensionnelle Cette éude préliminaire a é&é menée a la fois sur le plan
expérimental et numérique, ce qui a conduit al'adaptation d'outils dimagerie (voir Annexe 3
et [Moucheront00]) et de simulation numérique (voir Annexe 4 et [Albertelli99]). On résume

ici les principaux résultats. Pour plus de détail, on consultera [MoucherontOO0, Paris00].

VI.A. Etude expérimentale

Nous avons utilisé le dispositif expérimental mis au point par [Azanza98] (voir
Annexe 3). Il sagit d'un plan incliné bidimensionnel, alimenté par un réservoir a débit
contrélé. Les particules s écoulent ensuite sur un fond lisse d’ environ 60 cm de long avant de
rencontrer un fond rugueux. La rugosité est composee de demi-cylindres jointifs en acier de
1,5 mm de diamétre. Les billes sont ici remplacées par des pentagones en aluminium abords

plats réguliers d environ 5 mm de diamétre et 2 mm d épaisseur (Figure 111-55).

R=1.5mm

VYA Y Y

Rugosités

R=2.5mm

2,00mm

Figurelll - 55; Schéma de la rugosité et du pentagone modéle.
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Figurelll - 56 : Image d'un écoulement a31° (gauche) - Image fournie par e programme de traitement des

données pour la détection des sommets et dela rotation (droite).

Par traitement d’images, nous opérons une détection des centres des pentagones ainsi
que de leurs sommets (information utile pour connaitre la rotation) (figure 111-56). Par
moyennage, on mesure ains les grandeurs cinématiques (vitesses de trangation et de rotation)

et structurelles (compacité).

On a dabord déterminé la plage angulaire entre l'arrét (29°) et l'accélération de
I'écoulement (35°). Dans cette plage, I’ analyse des grandeurs telles que |’ énergie cinétique, le
nombre moyen de particules par image ou bien encore I’ évolution du débit au cours du temps,
permet de déterminer si un écoulement est stationnaire ou non (figure 111-57). En effet, s
I’ énergie cinétique par particule est constante pendant que le débit diminue, nous ne sommes
pas en régime stationnaire. Ainsi, une fois la plage temporelle de stationnarité déterminée, on
peut calculer les profils de vitesse et de compacité. A la différence des hilles, les écoulements
de pentagones sont assez fluctuants: le flux de particules a tendance a s arréter, puis a
redémarrer, puis de nouveau a s arréter, etc... Ce phénomeéne peut étre expliqué par la
formation de contacts stables (face-face) entre deux, voire une colonne, de pentagones, ce qui
tend a bloquer I'écoulement. Nous avons choisi de n'expliciter, atitre d exemple, que les
résultats issus de I'écoulement a 31°, qui reste sensiblement stationnaire. Pour les autres
inclinaisons, soit le débit varie au cours du temps, soit |’ épaisseur est assez faible (environ 6 a

8 grains).
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Figurelll-57 : Evolutions respectives de |’ énergie cinétique par particule, du nombre moyen de particules par

image et du débit (g = 31°).

La figure 111-58 montre un exemple de profils de compacité et de vitesse.
L’ écoulement a une hauteur d’environ 14 particules et est structuré dans les premiéres
couches proches du socle. On peut penser que dans les couches supérieures, plus diluées,
I'écoulement est plutdt collisionnel. Toute la couche est cisaillée. La concavité du profil de

vitesse est différente de celle qui est mesurée avec des disques ou des spheres.

z*
Z*

0 L L L L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Compacite

Figurelll - 58 : Profils de vitesse et de compacité pour q = 31°.

VI.B. Smulations numériques

Nous avons également réalisé des simulations d’ écoulement bidimensionnels d’'une
assemblée de polygones irréguliers ayant 5 a8 sommets sur un plan incliné rugueux (figure
[11-59). Pour cela nous avons adapté un programme de dynamique des contacts, mis a

disposition par Jean-Jacques Moreau.
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Figurell1-59 : llustration de la simulation d’ un écoulement d’ une assembl ée de grains polygonaux
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Figurell1-60: Profil de vitesse et évolution de |’ énergie cinétique pour la simulation d'un écoulement a33°.

Comme pour les disgues, nous nous sommes placés dans la plage d'écoulement
stationnaire, déterminée apartir de la courbe montrant I'évolution de I'énergie cinétique totale.
On a alors mesuré le profil de vitesse moyen (figure 111-60). On retrouve les bons ordres de
grandeur, avec une concavité différente de celle des billes, pres du socle (comme observé

expérimental ement).

Cependant, faute de temps, cette étude est restée préliminaire et qualitative. L'étude
expérimentale des écoulements de polygones sest révélée plus délicate que prévu, du fait du
caractére intermittent de I'écoulement. Il faudrait, par conséguent, changer le mode
d aimentation de la trémie ou bien la forme de la rugosité. Les simulations numériques
necessiteraient quant aelle de faire varier des parametres comme le coefficient de frottement

et I’angle d’inclinaison, afin de permettre une comparaison directe entre I’ expérience et la
simulation.
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VIl.Conclusion

Au terme de ce chapitre, nous pouvons dresser quelques conclusions sur ces
écoulements denses de grains parfaitement inélastiques (e = 0). Nous avons mis en évidence
une plage d'écoulements stationnaires et uniformes limitée par une courbe Hsop(q). Ces
écoulements présentent un profil de compacité constante, mais la compacité moyenne décroit
avec l'inclinaison. Le profil de vitesse montre que |'analyse de Bagnold convient dans la
région centrale de I’ écoulement. Une déviation est observée ala fois dans la zone structurée
prés du socle (une dizaine de couches), et dans la zone superficielle. La vitesse de rotation
moyenne est égale au demi-gradient de vitesse. On confirme la loi d'échelle pour la vitesse
moyenne mise en évidence par Pouliquen. On met en évidence des lois d'échelle entre
fluctuations de vitesse de trandation et de rotation et taux de cisaillement. L'éude du réseau
de contact met en évidence des anisotropies importantes et une statistique large des forces,
analogue aux situations guastistatiques. On observe une réduction notable du coefficient de
frottement effectif. Enfin , le tenseur des contraintes se restreint essentiellement a la
contribution associée aux forces de contact, et I'on observe que la pression est isotrope.
Notons qu'un certain nombre de ces résultats ont été confirmés par une étude en dynamique
moléculaire [BennisO1], ce qui indiquerait que ces résultats sont peu sensibles au modele de
contact et ont plutdt une origine géométrique. La polydispersité a une influence quantitative
notable sur la vitesse. L'influence des caractéristiques mécaniques des grains n'a pas été
étudiée ici. [SilbertO1l] a montré que le coefficient de frottement (entre 0,15 et 1) a une
influence sur la vitesse mais non sur la compacité et que le coefficient de restitution (entre 0,6
et 0,98) n'a pas deffet en 3D et un effet faible en 2D. Ces mémes travaux indiquent par
ailleurs une influence notable de la rugosité, aspect que nous n‘avons pas du tout éudié ici.
Rappelons toutefois la structuration du milieu pres du socle, et le fait que la plupart des

grandeurs étudiées ont un comportement singulier sur les toutes premiéres couches.

L 'ensemble de ces observations constituera la base de notre discussion des modéles au

chapitre V.
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CHAPITRE IV

ECOULEMENTS EN CONDUITE VERTICALE

Apres le plan incling, la conduite verticale est une deuxieme géométrie simple pour
étudier I'écoulement dense de milieux granulaires. Nous avons cette fois-ci privilégié I'éude

expérimentale, que nous alons présenter dans la suite.

En utilisant le dispositif et les moyens d'imagerie mis au point au laboratoire pour
I'étude des écoulements sur plan incliné [Azanza98], nous avons commencé par une série
d'expériences dans une conduite bidimensionnelle (8§ 1), dans laquelle I'écoulement est confiné
sur une monocouche entre deux parois verticales transparentes. Il est alors possible de
mesurer par imagerie rapide les positions et vitesses de |'ensemble des grains, et ains

d'obtenir une information détaillée sur la structure et la cinématique du milieu.

On sest ensuite orienté vers des conduites tridimensionnelles, pour lesquelles des
mesures sont possibles aux parois (8 11), mais beaucoup plus délicates al'intérieur méme de
I'écoulement, sinon par des méthodes physiques spécifiques. L'arrivée au laboratoire d'un
imageur par résonance magnétique nucléaire (IRM), appareil susceptible de mesurer des
profils de vitesse al'intérieur d'un écoulement, nous a conduit aconcevoir I'expérience décrite
au 8 111. Le principe en est extrémement simple, mais il faut noter qu'elle constitue alafois la
premiére mesure non invasive du champ de vitesse dans un écoulement granulaire en conduite

verticale, et pour le laboratoire la premiére expérience de vélocimétrie RMN.

De facon générale, la géométrie d'étude est précisée sur la figure 1V-1. Le matériau
granulaire sécoule dans la direction verticale z dans une conduite de largeur ou diametre L
(mesuré sans la rugosité), aparois rugueuses. Le débit est contrdlé par I'ouverture en aval. La
direction horizontale est notée x ou r. L'origine dans cette direction est soit le centre de la
conduite, soit la position du centre de la particule la plus proche de la rugosité (figure 1V-2).

Les grandeurs seront souvent normalisées par lataille d des grains.
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OQuverture
~ réglable

FigurelV - 1: Ecoulement en conduite verticale.

Origine

FigurelV - 2: Choix del'originelors de I'étude des zones de cisaillement.
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|. Géométriebidimensionndle

Les résultats présentés dans cette partie ont été obtenus dans le cadre du stage de

Virginie Leroy, et I'on renvoie ason rapport de stage pour plus de détail [Leroy98].

|.LA. Dispositif expérimental

On aindiqué au Chap | 8 I1.B l'intérét de la géométrie bidimensionnelle pour I'étude
expé&rimentale des écoulements granulaires. La conduite est constituée de deux plaques de
verre de 2 m de hauteur, 20 cm de largeur et 1 cm d épaisseur. L'écartement est gjusté al’ aide
de cales de précision alataille des grains en écoulement (épaisseur des grains + 0,1 mm). Un
telle configuration préserve le caractére bidimensionnel de |’ écoulement et permet d éviter
tout blocage. Les grains sécoulent entre deux barres d’acier distantes de L, dans lesquelles
une rugosité constituée de demi-cylindres jointifs de diamétre 3 mm a été découpée au laser
(voir figure 1V-3). Le débit est contrélé par une ouverture de largeur D, au centre d'un fond
plat. On fait varier L entre 15 et 30 d, et D entre 8 et 15 d (pour une ouverture inférieure a5 d,
on observe un blocage de I'écoulement lié ala formation de vodtes au niveau de I’ orifice de
sortie). Les expériences sont menées avec des billes d’aluminium ou d'acier de diamétred = 3
mm, et avec des pentagones réguliers d’ acier, d'épaisseur 2 mm et de diagonale de longueur 5
mm, afin de vé&ifier que les phénoménes observés avec des sphéres ne sont pas liés a
I’organisation quasi-cristalline, les pentagones ne formant pas de réseau structuré. lls
permettent en outre de visualiser d’ éventuelles rotations des particules. Il est anoter que pour
quelques expériences, le géométrie du fond a éé modifiée : le canal est aors prolongé par une
trémie de demi-angle au sommet b = 30° ou 45°. Par ailleurs, comme dans |'expérience de
[Pouliquen96a], on peut incliner I'ensemble du dispositif d'un angle q par rapport a la
verticale. Cependant la majorité des expériences correspond a q = 0°, comme cela est

représenté sur lafigure 1V-3.
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A
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D

FigurelV - 3: Conduite bidimensionnelle.

Les expériences consistent a remplir la conduite de particules, l'orifice étant
initialement fermé par une languette, aouvrir rapidement la trappe et aobserver |'écoulement
par imagerie rapide (voir Annexe 3). La figure V-4 montre une image d'écoulements de billes

d'aluminium et de pentagones.
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FigurelV - 4 : Image de I'écoulement en conduite verticale 2D (L = 15, D = 10)

Billes d'aluminium et pentagones.

|.B. Reésultats

Nous avons commencé par mesurer les profils moyens de compacité et de vitesse
(figure 1V-5). Ceux-ci mettent en évidence une localisation du cisaillement prés des parois, les
grains sécoulant "en bloc" dans la région centrae. Il existe aussi une légere dilatation du
milieu granulaire dans cette zone de cisaillement. La largeur de la zone de cisaillement est de
guelques tailles de grains. On note sur la figure V-5 une légere influence de la nature des

particules sur la forme des profils.

125



Chapitre |V - Géométrie bidimensionnelle

Profils de vitesse moyens
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FigureIV-5: Profils de compacité et vitesse (L = 20, D = 12).

Comme cela a été mis en évidence par [Pouliquen96al, il est possible d'augmenter la
taille des zones de cisaillement et de dilatance en inclinant le cana d'écoulement. Les profils
moyens de vitesse et de compacité deviennent alors asymeétriques et la zone de cisaillement
est plus épaisse sur la paroi inférieure (cf. figure 1V-6). Notons aussi que la forme de la trémie
a une influence notable sur le débit. Les profils de vitesse de la figure 1V-7 montrent que
I'écoulement le plus rapide est obtenu avec une trémie a30° et e plus lent avec un silo afond
plat.
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Profil de vitasse moysn
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Figure1V-6: Influence del'inclinaison de la conduite (q = 30°, L = 15, D = 10).

En outre I'observation des variations du débit au cours du temps ou encore des
trajectoires (figure IV-8) montre que ces écoulements sont systématiquement instationnaires.
Les particules sont soumises, en bloc, ades accélérations suivies de brutales décélérations. Ce
phénoméne dinstationnarité ne semble lié ni a la méthode de remplissage, ni a la
monodispersité du milieu granulaire modéle, ni ala géométrie du fond du canal, ni ala nature
des particules. |l apparait pour toutes les valeurs de L et D balayées. Mais il parait sensible a
I'inclinaison q du dispositif. On constate une diminution de I'écart-type de la distribution de
vitesse quand q augmente. Le phénomeéne apparait amplifié pour les écoulements lents. La
figure V-9 représente I'évolution de la vitesse moyenne mesurée dans une bande paralléle ala
paroi, située dans la région d'écoulement en bloc, pour un écoulement de pentagones avec L
= 20 et D = 8. La transformée de Fourier ne fait pas apparaitre de temps caractéristique. La
figure met en évidence des phases de durée notable ou I'accélération est |égerement inférieure
ala pesanteur, suivies de phase de décélérations brutales. On peut interpréter le mouvement
des particules comme une succession de phases de chute quasi-libre suivies de chocs les

freinant brutalement.
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FigurelV -7: Influence deI'orifice de vidange (L = 20, D = 10).
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Figure IV-8 : Evolution du débit et trajectoires des particules (pentagones, L = 15, D = 8).
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I.C. Smulations numériques

On a simulé |'écoulement de grains secs en conduite verticale bidimensionnelle par la
méthode de dynamique des contacts (voir figure 1V-10). On fait sécouler N = 4500 disques
polydisperses (p = 0,15) de taille moyenne d dans une conduite aparois rugueuse. La rugosité
est constituée de disques jointifs identiques de taille Rd (on considére trois rugosités R = 0,5 -
1 et 4). Le coefficient de restitution entre grains en écoulement ou avec les grains de la paroi
vaut zéro. Le coefficient de frottement entre grains en écoulement ou avec les grains de la
paroi vaut 0,4. Lalargeur de la conduite est L = 45 d. Le débit est contrdlé par I'ouverture en
aval qui vaut D = 15 d. Les grains qui sortent de I'ouverture en aval sont réinjectés en amont.
Compte-tenu du nombre de grains, la longueur verticale du systéme est de I'ordre de 100d. Il
sétablit un écoulement stationnaire et uniforme au centre de la conduite, et c'est dans cette
zone centrale gque I'on mesure les différents profils (compacité, vitesse, température) selon la

méme procédure que pour les écoulements sur plan incliné. Le zéro est choisi ici au centre des

grains fixés ala paroi.

FigurelV - 10 : Schéma du systéme simulé - Orifice de sortie (agauche) — Illustration des conditions

aux limites périodiques (adroite).

La figure 1V-11 montrent les profils de vitesse et température pour |es trois rugosités.
Le profil de compacité n'est montré que pour R = 1. La vitesse est normalisée par la vitesse

maximale au centre de la conduite. La vitesse est normalisée par la vitesse maximae. La
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température est normalisée par la température moyenne (en unité (gd)’?, elles valent 0,038 -
0,045 et 0,093 pour R = 0,5 - 1 et 4 respectivement).

Le profil de compacité montre qu'il sagit d'écoulements tres denses : la compacité au
centre de la conduite est supérieure a0,8. Le milieu est structuré sur une dizaine de couches
prés de la paroi. Il sagit d'écoulements bouchons. Le cisaillement est localisé sur une dizaine
de couches. Il y a peu de différences sur les profils de vitesse pour R = 1 et 0,5, hormis une
vitesse de glissement plus importante pour R = 0,5, ce qui correspond aune paroi plus lisse.
Par contre pour R = 4, les grains les plus proches de la paroi sont piégés, et la vitesse de
glissement est nulle. Le cisaillement sétend alors sur une zone un peu plus grande. Les
fluctuations de vitesse sont du méme ordre de grandeur, et faibles devant la vitesse de
cisaillement moyenne. Elles sont d'autant plus importante que la rugosité est plus importante.
Le profil a la méme alure générale pour les trois rugosités, a savoir une température plus
importante prés de la paroi (paroi chaude) et une décroissance vers le centre de la conduite, en
conservant cependant une valeur significative. Dans le cas R = 4, on observe cependant que le
milieu est plus "froid" au voisinage de la paroi, laou les grains sont piégés. Le maximum de
température intervient a une distance de I'ordre de cing grains, c'est adire al'intérieur de la

zone de cisaillement.
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FigurelV-11: Profils de compacité, vitesse et température. R= 0,5 (rouge) — R= 1 (bleu) — R = 4 (vert)

Cette étude donne un apercu des grandeurs qui peuvent étre étudiées par simulation
numeérique discréte. C'est sans doute une étude qui mériterait d'étre poursuivie. Cependant,

nous en sommes restés acette éude de faisabilité.
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II. Conduite asection rectangulaire

Ces résultats ont été obtenus dans le cadre du stage de Frédéric da Cruz et I'on renvoie

ason rapport de stage pour plus de détail [daCruz99].

I1.LA. Dispositif expérimental

Lesilo est un silo afond plat de largeur L de forme parallélipédique. Il est constitué de
deux plagues de verre lisses de 160 cm de hauteur, 50 cm de largeur et de 1 cm d épaissevur.
Ces deux plaques de verre, distantes de 10 cm, sont les fenétres qui permettent de visualiser le
milieu granulaire en écoulement. Les deux autres parois du silo sont en aluminium, et sont
rendues rugueuses en y collant, al’aide d'un adhésif double face, des billes identiques acelles
qui composent le milieu granulaire. La compacité linéique mesurée ala paroi est de I’ ordre de
0,9, ce qui correspond a des billes quasiment jointives. On peut varier la largeur L de la
conduite et I'ouverture D de l'orifice de vidange. Le silo est dimenté par une trémie d'une
contenance de 0,25 nT, ce qui permet d'avoir des écoulements de durée significative (avec une
ouverture de 5 mm, I'écoulement peut durer plus de 30 minutes). Cette caractéristique est
importante pour la future éude en IRM. Le matériau granulaire est congtitué de billes de verre

monodisperses de diamétre d = 1,5 mm et de masse volumiquer , = 2,7 kg/dnt.
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FigurelV - 12 : Vue d’ ensemble de la conduite asection rectangulaire.

Les écoulements sont filmés par une caméra numérique rapide (voir Annexe 3). On
filme une zone de I'écoulement de 45 ~ 45 mn? située aenviron 90 cm de I'ouverture. La
zone choisie est toujours proche d'une paroi afin de visualiser la zone de cisalllement. A la
différence des écoulements bidimensionnels étudiés par ombroscopie, c'est ici le reflet du
flash stroboscopique sur les billes de verre qui permet de les suivre individuellement. La

figure 1V-13 montre une image typique.

FigurelV - 13: Reflets du flash stroboscopique sur les billes de verre observé atraversla paroi en verre.
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|.B. Reésultats
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FigurelV - 14 : Profil de compacité mesuré par gamma-densitométrie (L = 40, D = 6,7).

La figure IV-14 présente un profil de compacité au voisinage de la paroi mesuré par
gamma-densitométrie (voir Annexe 1). On constate que la compacité moyenne dans
I’ écoulement en bloc est de I’ ordre de 0,6. Des oscillations dans la zone de cisaillement sont
visibles ains qu'une chute de la compacité prés de la paroi jusqu’'a une vaeur de 0,55. La

partie de la courbe qui passe de 0,55 a0,9 est située dans la rugosité.

Le profil de vitesse mesuré par corrélation dimage apartir des reflets, met en évidence

une localisation du cisaillement pres des parois (figure 1V-15).
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FigurelV-15: Profil devitesse (L = 40, D = 6,7).

En utilisant I'gjustement linéaire propose par [Nedderman80], on peut estimer la taille
de la zone de cisaillement. Les mesures, résumées dans le tableau V-1, ont |'ordre de

grandeur habituel de lalittérature, mais restent cependant assez dispersées (entre 2 et 6,5 d).

0.16 | { ) { ]
012
>
0.08
0.04
0 . S
0 2 4 6

FigurelV - 16 : Estimation dela taille de la zone de cisaillement par ajustement linéaire (L = 13,33 - D = 3,33).
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L\D Sk ) 6,7 7o) 12
13,3 2 3,2 3,3 3,7
20 59 3,6
40 6,5

Tableau IV - 1: Largeur de la zone de cisaillement en fonction de L et de D.

On retrouve le caractére non-stationnaire mis en évidence en géométrie
bidimensionnelle, mais ala différence des écoulements 2D cet effet n'est pas perceptible pour
tous les écoulements. Il semble qu'il soit li€ aun taux de cisaillement élevé. Plus précisément,

)1/2

on aestimé le taux de cisaillement adimensionné par |a fréguence caractéristique (g/d)™“, noté

0* . Les intermittences de |'écoulement sont perceptibles pour @3 0,08. La figure 1V-17
montre I'évolution de la vitesse moyenne mesurée dans une bande paraléle aux parois
rugueuses dans la zone d'écoulement en bloc. Les grains subissent une succession de phases
d'accélération et de décéération brutales autour de la vitesse moyenne. L'accélération
caractéristique est comparable ala gravité. Elle suggere une périodicité dans les accélérations
et les décélérations. La transformée de Fourier de la moyenne glissante de |'accélération
(figure IV-18) met en évidence une période qui vaut environ 60 ms (pour L = 20 et D = 12),
65 ms (pour L =133 et D =7,3) et 43 ms (pour L = 13,3 et D = 12). Durant cette période, les
particules au centre de la conduite ont parcouru une distance moyenne de 9, 5 ou 9 grains
respectivement. Pour les écoulements atres fort débit (lorsque L = D) on observe toujours une
variation importante de la vitesse au cours du temps, mais la transformée de Fourier ne permet
pas de mettre en évidence une période. Enfin pour d'autres valeurs des paramétres L et D, les
écoulements ne sont pas intermittents. Au total, il apparait que la caractére intermittent

intervient lorsgue le taux de cisaillement est assez élevé.
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FigurelV - 17 : Variation de |a vitesse en fonction du temps pour (L = 20, D = 12- {* » 0,28).
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FigurelV - 18: Transformée de Fourier del'accélération (L = 20, D = 12).
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[11. Conduitecirculaire

[11.A. Dispositif expérimental

v

FigurelV - 19 : Coupe schématique de la conduite insérée au centre de I'imageur.

Nous décrivons maintenant le dispositif d'écoulement en conduite verticale insérable
dans I'imageur RMN, schématisé sur la figure 1V-19.

Le LCPC dispose d'un imageur par résonance magnétique (IRM) Bruker, dédié ades
recherches sur les matériaux du génie civil et en particulier sur les matériaux granulaires et
poreux. De part ses caractéristiques, cet IRM est un prototype (proche des imageurs
hospitaliers) unique au monde. |l a une géométrie verticale et un tunnel, d'un diamétre de 40
cm, assez grand, pour pouvoir contenir l'antenne réceptrice-émettrice et des échantillons
pouvant avoir un diamétre maximum de 20 cm. La zone d'observation est restreinte a une

zone ou le champ magnétique principal By est uniforme, c'est adire aune sphere d'environ 18
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cm de diamétre, placée au centre de I'imageur. Ce champ primaire peut varier entre 0,5 et 2,4

T. Dans I'expérience, sa valeur est fixée a0,5 T.

FigureV-20: Trémie-réservoir, parties hautes et basses de |a conduite.
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La conduite verticale (3 m de long) est réalisée dans un matériau amagnétique et
isolant (PMMA). Elle est constituée de trongons de diamétre intérieur de 15,6 cm pour la
partie haute (cf. figure 1V-19) et 5,4 cm pour la partie basse. Seule la partie basse est située au
caar de I'imageur, c'est adire dans la zone d'observation. La trémie-réservoir d'alimentation
(cf. figure IV-20) est fabriquée dans un matériau de faible susceptibilité magnétique
(@uminium), de facon ane pas perturber le champ magnétique dans I'imageur. La contenance
de cette trémie est de I'ordre de 0,25 ni. Elle est fixée sur une plate-forme également en
aluminium qui sert de jonction avec la conduite verticale. Dans la partie de la conduite située
dans la zone d'observation, nous avons collé une rugosité grace aun adhésif double face tres
résistant. On obtient une fraction surfacique de |'ordre de 0,9 (estimation visuelle). Le débit de
I'écoulement est contrdlé au niveau de la sortie par des bagues d'ouverture variable (1 cm a3

cm, par pas de 0,25 cm, correspondant ades débits volumiques alant de 8 2200 cm?/s).

Le matériau granulaire doit contenir une proportion importante de protons. Les graines
de certains oléagineux, tels que moutarde, colza ou bien encore pavot, possédent cette
propriété. Pour des raisons de co(t et de géométrie des grains, nous avons choisi de travailler
avec des graines de moutarde grossiérement sphériques de diamétre moyen 1,3 mm, et de

masse volumique 1200 kg/nT.
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[11.B. Revue des travaux sur les matériaux granulaires par |RM

Nous résumons ces travaux dans le tableau suivant.

Référence Matériau | Sollicitation Technique IRM Mesure Conclusions
[Nakagawa moutarde | Tambour tournant Tagging Profil devitesse Variation de I'épaisseur de
93, 97] Encodage spatial | Profil decompacité la zone cisallée en
delaphase19T fonction de la vitesse de
rotation
[Ehrichs95] pavot Vibrationverticale Tagging Profil devitesse Convection
Echodespin2 T
[Kuperman pavot Vibrationverticale Tagging Déplacements moyens | Collisions plus fréguentes
95, 96, 97] Echodespin2T Fluctuations sur lesparoisqu'au centre
Distribution  gaussienne
des déplacements
Diffusion
[Cheng97] moutarde | Tambour tournant Encodage spatial | Profil devitesse Puissance dissipée
delaphase1,9T
[Hill97a,b,c] sphéres Tambour tournant Encodage spatial | Angle de repos en | Ségrégation axiale
2 et 4mm delaphase1,9T fonction de la
polydispersité
['Y amane9sg] Moutarde | Tambour tournant Taggingal9T Profil devitesse Mesure quantitative de la
vitesse et desfluctuations
[Caprihan97] Pilules Vibrationverticale Gradient de champ | Imagerie rapide Bifurcation de période
pulsealoT
[Mueth00] Couette Profil devitesse Localisation
du cisaillement
[Porion00] Pilules Mélangeur Position Méange
[Metcalfe96] Moutarde | Tambour tournant 2T Profil deconcentration | Ségrégation
[Ristow 99] Pilules Tambour tournant 19T Position interfaciale Coefficient dediffusion
Dynamique interfaciale
[Caprihan00, Spheres Tambour tournant Gradient de champ | Autocorréationde Coefficient dediffusion
Seymour00] remplies pulsé vitesse
d'huile
[Yang0Oet 02] | Moutarde | Vibrationverticale Gradient de champ | Position Diffusion

pulséalT

Profil detempérature, et de

déplacement

Tableau I V-2 : Synthése destravaux IRM sur les milieux granulaires secs.
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[11.C.Vélocimétrie IRM

Le principe tomographique de I''RM permet non seulement une mesure de la
concentration des protons (cf. figure 1V.21), mais auss de leur mouvement (voir Annexe 2).
La séquence de base utilisee dans nos expériences d'écoulement est la sequence d'écho de
spin. Parmi les différentes techniques de vélocimétrie IRM ("tagging”, temps de val...), la
méthode de phase exploite le fait que, lorsque les protons se déplacent dans un gradient de
champ magnétique, la phase de leur aimantation transverse (la grandeur mesurée en IRM) est
affectée par ce mouvement : le déphasage est ssimplement proportionnel ala composante de la
vitesse située dans la plan de coupe, selon la direction du gradient de champ magnétique. En
variant le plan de coupe et la direction d’encodage, on peut aors reconstruire le champ de

vitesse tridimensionndl.
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FigurelV - 21 : Densité de proton dans une coupe transversale de la conduite.

Les graines de moutarde ont un temps de relaxation T, = 345 ms, ce qui est
suffisamment long pour pouvoir réaliser des séquence d'imagerie de base telle que I'écho de
spin (Te = 10 ms). Le temps de répétition entre échos est fixé a Tr = 150 ms. Le nombre
d'excitations Ne est éga a4 (au-dela nous n'avons pas remarqué de nette amélioration du

rapport signal sur bruit et donc de la quaité de I'image). Ceci conduit & une durée

d'acquisition de séquence Tac de I'ordre de 12 minutes.
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Les mesures sont effectuées sur des coupes longitudinales d’ une longueur d environ
15 cm et d' épaisseur 8 mm, au centre de la conduite. La résolution de cette méthode est celle

de I'image, soit 256 x 256 pixels, chaque pixel correspondant a1,2 mm.

On mesure la composante verticale de la vitesse. Les figures IV-22 et V-23 montrent
les images de phase au repos et en écoulement. Le niveau de gris est proportionnel ala phase,

et un motif périodique de frange est superposé en goutant un gradient de phase constant avant

la transformée de Fourier pour améliorer lalisibilité (technique dimagerie "zébrée").

FigurelV - 22 : Images de phase au repos et en écoulement (D = 13,4).

FigurelV - 23 : Images de phase au repos et en écoulement (D = 9,6).
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[11.D. Traitement des images

Il faut maintenant analyser les images de phase pour extraire un profil de vitesse. La
vitesse est proportionnelle au déphasage, lequel est mesuré par corréation entre les images de
phase al'arrét et en écoulement, c'est adire une technique analogue acelle mise au point pour
la détermination des profils de vitesse en conduite a section rectangulaire. On renvoie a
I'Annexe 3 pour des détails sur cette technique. Ceci fournit un profil de vitesse exprimé en
pixels (figure 1V-24).
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FigurelV - 24 : Profils de vitesse bruts pour D = 13,4 (croix) et D = 9,6 (carré).

Il faut ensuite calibrer la vitesse. Une méthode élémentaire a consisté a estimer la
vitesse moyenne a partir du débit, pour différentes ouvertures, en faisant I'nypothése d'un
écoulement en bloc de fraction solide constante et valant 0,6. Une deuxiéme méthode, plus
précise, a consisté atrandater verticalement a vitesse constante connue (entre -2 cm/s et 2
cm/s) un tube rempli de graines dans la zone dimagerie, ce qui a fourni une droite de
calibration (figure 1V-25).

146



ChapitrelV - Conduitecirculaire

@
[J]
x
g
()
()]
<
[
(8]
8]
)

2 I 0 ) 2

Vitesse [cm/s]
FigurelV - 25: Droite de calibration.

[11.E. Résultats

Les écoulements étudiés sont généralement instationnaires. Ceci a pu étre constaté a
travers la vibration du tube et de I'air, et a constitué une perturbation sérieuse pour les mesures
IRM puisque ces vibrations viennent tuer la cohérence de phase du signal RMN. Ces

problémes ont pu étre contournés en moyennant le signal sur un durée d'environ 15 minutes.

La mesure du profil de vitesse est répétée pour une série de plan de coupe verticaux
passant par |'axe du cylindre tous les 15°. Une reconstruction des plans de coupe fournit une

visualisation tridimensionnelle du champ de vitesse (figure IV-26).

FigurelV - 26 : Reconstruction 3D du champ de vitesse (D = 9,6).
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La figure 1V-27 présente alors une moyenne du profil de vitesse sur les 12 plans de
coupe pour trois ouvertures (les taux de cisaillement adimensionnés correspondants sont entre
0,03 et 0,1). On a fait figurer en grisé les barres d erreur. La précision de la mesure est de
I'ordre de 4%. Il sagit bien d'un écoulement en bloc au centre de la conduite avec des zones

de cisaillement au voisinage de la paroi.

35
30

D =134

P DN DN
o o O
— T T T

5t

O " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " " 1 " 1 " 1 M S
-25-20 -15-10 -5 O 10 15 20 25
X [mm

FigurelV - 27 : Profils de vitesse pour trois ouvertures.

La figure 1V-28 compare ces mémes profils normalisés par la vitesse au centre de la
conduite. On observe que la zone de cisaillement a une largeur d'environ 6 grains. On a
également superposé un profil de vitesse adimensionné mesuré dans la conduite a section
rectangulaire avec des billes de verre (voir figure 1V-12), dans la méme gamme de taux de
cisalllement (g » 0,03). L'accord est remarquable. Le fait que les profils de vitesse se
superposent plaident en faveur d’'un comportement quasi-statique, indépendant du taux de

cisaillement.
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FigurelV - 28 : Profils de vitesse normalisée.

On a ensuite étudié I'influence de la rugosité sur la zone de cisaillement. On fait
toujours sécouler des graines de moutarde, mais on modifie la rugosité en collant des billes en
verre de diamétre respectif d = 0,8 mm et 3 mm, ala place des graines de moutarde. On
définit la rugosité R comme le rapport entre le diamétre des billes collées et |le diametre des
graines de moutardes. On peut donc comparer trois rugosités R = 0,6 - 1 ou 2,3. Lafigure V-
29 montre aors qu'une vitesse de glissement existe pour une faible rugosité (R = 0,6), mais
disparait pour une rugosité supérieure al'unité, ce qui est en accord avec les résultats de la

simulation numérique.
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FigurelV - 29 : Influence de la rugosité des parois sur la zone de cisaillement (D = 9,6).
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[11.F. Perspectives

Ces résultats permettent d'envisager une étude plus compléte des écoulements
granulaires confinés. On a ainsi commencé a étudier des géomeétries d'écoulement ou le
champ de vitesse est plus compliqué : convergent, voisinage de l'orifice... (voir figure IV-30).
Il faut alors déterminer une deuxiéme composante de la vitesse, ce qui nécessite certains
dével oppements dans I'analyse du signal RMN. |l serait aussi intéressant de pouvoir mesurer

d'autres grandeurs (compacité, fluctuations de vitesse).

Figure IV -30 : Champ de déformation dans un rétrécissement de section.

V. Conclusion

Ces différents travaux ont permis déudier quantitativement les écoulements
granulaires denses en conduite verticale, et plus particulierement la zone de cisaillement au
voisinage des parois. On a comparé les écoulements en dimension 2 et 3. On a éudié
I'influence de la rugosité de la paroi, et du débit. On a montré que la mesure ala paroi est trés
voisine de la mesure al'intérieur de I'écoulement. On a auss remarqué que |'écoulement est le

plus souvent intermittent.
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CHAPITRE V
MODELISATION ET

DISCUSSION DES RESULTATS

Dans ce chapitre, nous alons présenter quelques ééments de modélisation des
écoulements denses de grains secs. Une premiére partie va concerner la loi de comportement
du matériau en écoulement : nous allons discuter les hypotheses et les prédictions de plusieurs
modeles rhéologiques. La deuxieme partie concernera la micromécanique de ces écoulements,
et proposera quelques éléments sur le passage entre I'échelle microscopique et celle des
grandeurs moyennées (frottement, rotation et tenseur des contraintes). La comparaison avec
nos résultats se limitera au cas des écoulements sur plan incling, c’est adire aux résultats des

simulations numeériques du chapitre I11.

|. Etude compareéede modéeesrhéologiques

A coté des travaux expé&imentaux et numériques présentés au chapitre Il, un grand
effort a éé consacré ala description théorique des écoulements denses de grains secs. Un bon
modele doit étre capable de reproduire les observations du chapitre 111, et plus généralement
dans les différentes géométries d écoulement présentées au chapitre Il. 1l s'agit donc de
déterminer quelles sont les bonnes variables d'une description macroscopique, quelle est la
validité d'approches hydrodynamiques... Plusieurs types de modéles ont été proposés, mais
aucune théorie unifiée n'existe ace jour. Nous allons faire une revue de ces modéles (inspirée

de celle de [Pouliquen02a]), en discutant plus en détail certains d’ entre eux.

Compte-tenu de la sensibilité (non pas qualitative, mais quantitative) des profils de
vitesse a la polydispersité (voir Fig. 111-13) ou encore au coefficient de frottement (voir
Eq.l1.5), il nous semble difficile d’ espérer un accord quantitatif précis (amieux qu’un facteur

2 par exemple). Par contre, il est important de retrouver les tendances qualitatives. Une fois
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trouvé un modéle satisfaisant de ce point de vue, il sera temps de le raffiner pour ce qui

concerne I’ aspect quantitatif.

Nous commengons donc par rappeler certaines caractéristiques des écoulements sur
plan incliné, mises en évidence au chapitre Ill, que nous chercherons a confronter aux
prédictions des modéles. Nous retiendrons les informations suivantes :

I'existence d'une plage d'écoulement stationnaire uniforme, limitée par une courbe Hyop(Q)
(figure111-3),

la compacité constante a distance du socle, avec une dilatance notable en fonction de
I'inclinaison (figure I11-4 et 5),

I’gjustement du profil de vitesse par une loi de la forme alog(1+z/b), I’accord avec la
prédiction de Bagnold au caar de I'écoulement, avec des déviations prés du socle et pres
de la surface libre (figures 111-11 et 12),

laloi d'échelle pour la vitesse moyenne (figure 111-15),

larelation entre fluctuations de vitesse et taux de cisaillement (figure 111-23),

le comportement singulier de I’ écoulement dans les 5 a 10 premiéres couches prés du

socle ou le milieu est structuré (figure 111-4).

Nous rappelons aussi quelques notations que nous utiliserons dans la suite (figure V-
1). On considére une assembl ée de grains de diamétre moyen d (on ne cherchera pas aprendre
en compte I'effet de la polydispersité, sinon atravers la valeur de la compacité maximale,
l&che de I'empilement), de masse volumique r ,, s écoulant sous |’ effet de la gravité g. Ces
grains sont caractérisés par un coefficient de restitution e (égal a 0), et un coefficient de
frottement m On Sintéresse a des écoulements stationnaires et uniformes, de sorte que les
grandeurs moyennes ne dépendent que de la cote y perpendiculaire al’écoulement (y = 0 au
socle, on note aussi z=H -y ou H est I’épaisseur de la couche en écoulement). On note n(y)
la compacité, u(y) la vitesse moyenne (et g(y) le taux de cisallement), T(y) la
« température » (carré des fluctuations de vitesse w(y)), N(y) la contrainte normale ( > 0), et

S(y) lacontrainte de cisaillement ( > 0).
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Figure V-1: Schéma del’ écoulement.

La compacité nest normaisée par la compacité maximale possible pendant
I'écoulement, c'est adire la compacité de I'empilement désordonné lache ny, (n v n /ny) - cf.

figure 111-5. On considére le cas de milieux denses, ¢’ est adire n voisin de 1.

Par ailleurs, longueur, temps, vitesse et contrainte sont adimensionnés respectivement
par d, (d/g)*?, (gd)”* et r pnmgd.

Sur un plan incliné d'un angle g (avec I'approximation des petits angles), la
conservation de la quantité de mouvement donne pour un écoulement stationnaire uniforme
(cf. EQ. 1-20) :

iN'=-ncosg=-n
|

V.1
1S'=- nsinqg=-nq V.1l

A la surface libre (y = H), on écrit I’annulation des contraintes. En tenant compte du

fait expérimental et numérique que la compacité est constante (n(y) = n), on peut alors écrire :

iN(y) =n(H-y)=nz

i B B B [V.2]
1 S(y) =aN(y) =nq (H- y) =nqz
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Par ailleurs, on utilisera |’ observation gque la vitesse de glissement ala paroi est nulle:

u(0)=0 [V.3]

|.LA. Modélesfrictionnels

Nous évoquons trés succinctement les modeles purement frictionnels (notés avec un
exposant «F »), qui ont déa été décrits au chapitre | 8V.A. Il sagit de modéles décrivant
I’ évolution quasi-statique d’ assembl ées de grains interagissant atravers un réseau de contacts
maintenus frottants. En écoulement, on peut écrire que le critére de rupture de Mohr-Coulomb

est atteint, de sorte que :

S =fN* [V.4]

ouf est I'angle de frottement interne du matériau (on afait I’ appproximation tan f »f ). Dans
ce cas, la loi de comportement ne dépend pas du taux de cisaillement. Un modéle rigide-
plastique, incluant des dépendances avec la compacité, a pu étre appliqué aux écoulements en
conduite verticde (silos et trémies) [TUzin82, Tardos97]. Des théories de plasticité
"micropolaires’, de type Cosserat, prenant en compte un degré de liberté supplémentaire
associé ala rotation des grains [Limat98], ont aussi été utilisées pour décrire les profils de
vitesse dans un silo [Mohan99] et dans une cellule de cisaillement [Mohan01]. On peut penser
gue de tels modéles peuvent étre suffisants pour décrire les écoulements en conduite verticale,
dans la plage de débit ou nous nous sommes placés, et ou nous avons observe toujours la

méme forme du profil de vitesse.

|.B. Modéles collisionnels

On considére maintenant les modeles prenant en compte la contribution des chocs
(notés avec un exposant «c»). Comme dans I’ analyse de Bagnold décrite au chapitre | 8 V.B,
on peut chercher adéterminer les composantes du tenseur des contraintes (N, S%) apartir des
transferts de quantité de mouvement dans les chocs, calculés par unité de temps (la fréquence
des chocs) et par unité de surface (ou de longueur en 2D, soit d dans un milieu dense). En

considérant les différentes échelles de fréquence ( §,(g/d)¥2 et w/d) et de vitesse (gd, (gd)¥?,

w) intervenant dans I'écoulement, on trouve différentes contributions possibles aux
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composantes du tenseur des contraintes : , ou les dépendances en compacité F (n) expriment

la divergence de la fréquence des chocs lorsque I'interstice entre grains se réduit (n® 1,

compte-tenu de la normalisation de la compacité par n,.). Rappelons que selon |'analyse de
Bagnold, F(n) u 1/(1- n). La contrainte de cisaillement doit étre proportionnelle au taux de
cisailllement §, avec un facteur de proportionnalité qui définit laviscosité h :

S =hg avec h=FR(n)(A+Bg+CT"?) [V.5]

Nous allons dans la suite distinguer les modéles avec ou sans fluctuations de vitesse.

|.B.1. Sans fluctuations de vitesse

On écriradors plus smplement :

€ =R (n)el+2 2 [V.6]
e gcﬂ

Nous allons donner une interprétation qualitative de ce résultat. Nous repartons de I’image de
Bagnold d'un écoulement structuré en couches (image plus pertinente aproximité du socle ou
pour un milieu monodisperse) et du scénario simplifié de chocs binaires entre deux grains
situés dans deux couches adjacentes. Par rapport al’analyse du chapitre | 8V.B, on va cette
fois-ci tenir compte de | effet de la gravité. On note toujours f; I’angle d'impact compté par
rapport al’axe y (et supposé petit). La vitesse d'impact est la somme de la vitesse de

cisalllement g selon x et de la vitesse de chute ve, selon y, dans I'interstice h entre deux

grains (ven = (2h)Y?) (voir Figure V-2).

Figure V-2 : Transfert de quantité de mouvement entre deux couches sous gravité.
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Dans | hypothese d’'un choc compléetement inélastique et glissant (avec coefficient de
frottement ), la discontinuité de vitesse selon X, qui Sidentifie essentiellement ala viscosité

h, vaut :
h » <Dux>» (m+f ) xg+ v,,) [V.7]

Ceci permet d'identifier :

Ve, [V.8]

S I'on prend I'image la plus simple de disques jointifs dans une couche, on ah » 1-

J3/ 2t i = p/6, soit ven » 0,5 et f; »0,5. En conséguence :

}F »m+1
i° 2 4 [V.9]
1g.»1

Naturellement, ceci reste indicatif du point de vue quantitatif. Par ailleurs, une telle
analyse ne prédit pas de divergence de la viscosité au voisinage de la compacité maximale.
On peut retenir par contre la prédiction de I’ évolution d’un régime linéaire au faible taux de
cisaillement vers un régime quadratique (de Bagnold) au fort taux de cisaillement. Le régime
linéaire correspond aun transfert de quantité de mouvement dominé par la chute des grains
sous gravité (régime «gravitaire ») alors que le régime quadratique correspond au régime
«inertiel ». La transition entre les deux régimes a lieu pour un taux de cisaillement
adimensionné d’ordre 1. Notons que les taux de cisaillement mesurés dans nos écoulements
sont en général au plus de I’ ordre de 1 pres du socle, puis décroissent d’ un facteur 2 ou 3 dans

les 5 a10 premieres couches, enfin décroissent plus doucement jusgu’ ala surface libre.

Le schéma précédent peut constituer une premiére explication du comportement
singulier du matériau pres de la paroi. La structuration du milieu permettrait aux couches de
facilement glisser les unes sur les autres (contact rasants donnant de plus faibles transferts de
guantité de mouvement). Loin de la paroi, les mouvements sont plus enchevétrés, ce qui

augmenterait la viscosité. En somme, on aurait une transition d’un régime linéaire prés de la
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paroi vers un régime quadratique a distance. Ceci pourrait qualitativement étre décrit en

introduisant une dépendance du taux de cisaillement critique ¢, avec la distance ala paroi.

|.B.2. Avec fluctuations de vitesse

Naturellement, on doit tout d'abord se poser la question de la signification des
fluctuations de vitesse dans un écoulement dense. Les théories cinétiques, ou cette grandeur
joue un réle fondamental, traitent des situations ou les grains interagissent par des collisions
binaires non corrélées. Comme dans les gaz de sphéres dures, on peut espérer que les
collisions restent binaires (adéfaut d’ étre non corrélées) jusgu’ ades compacités élevées, tant
gue les collisions sont peut dissipatives. En revanche, lorsque le coefficient de restitution est
assez faible et le coefficient de frottement assez élevé, ce qui est précisément le type de
situation que I’on considere, il s établit un réseau de contact atravers le systeme (cf. chapitre
1l 8V). Dans ce cas, les fluctuations de vitesse mesurées correspondent non pas aux
fluctuations des mouvements des grains dans leur cage, mais ades contraintes géomeétriques.
En conséquence, I'équation d'énergie, qui décrit les transferts d’ énergie dans le systeme sous
I’effet des chocs, doit étre complétement reconsidérée. De plus, on peut penser que
['amplitude de ces fluctuations du mouvement, étant d'origine géomeétrique, doit vérifier une
loi d'échelle géométrique, ' est adire que w/gest une fonction de la compacité (mesurée par

[daCruz02b]. Dans un milieu de compacité constante, ce rapport doit donc étre une constante.

.B.2a Limite dense de la théorie cinétique

On va cependant examiner les prédictions de la théorie cinétique dans la limite dense.
On rappelle les résultats exposes au chapitre | 8V.B, asavoir les dépendances en compacité et
en température des contraintes normale et de cisaillement, du flux de chaleur Q et du taux de
dissipation de I’ énergie | :
IN® = A F(NT
(S = ALF0) T g
1Q =-AFMTYT
L= A, Fny 192

[V.10]

L es dépendances en compacité sont données par :
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in®(16- 7n) en 2D
1 16(1- n)>
F(n) =i [V.11]
in2-n g5
t 2(1- ny?

Attention, dans ces derniéres expressions, la compacité n'est pas normalisée par la
compacité maximale. Pour un milieu de polydispersité p, la correction a la fonction de
distribution radiale serait en 2D [Luding00] :

i 1+A)- n(1- A/8

:::go(n)%( . )1n(2 )

% d-n [V.12]
in=_ 1

' 1+p?/3

Pour une polydispersité de 20%, la correction reste limitée a1% seulement.

Cependant, lorsque la compacité dépasse la compacité n; dite de « gel » (0,49 en 3D et
0,67 en 2D), il semble qu'il falle adopter une autre expression pour la divergence en
compacité [Torquato95, Luding00]. La fonction F(n) (Eq. V.11) doit ére remplacée par la

fonction G(n) (cette fois ci avec la convention de normalisation pour la compacité) :

G(n) :% pour M ocn< [V.13]
- n

m

L es dépendances en compacité des différentes fonctions s écrivent alors :

INC = B, G() T

i =B, Gn) T ¢
{Q = - B, G(N) T2 T
L1 = B, 6(n) T2

[V.14]

Les préfacteurs By sont définis par continuité avec les valeurs des Eq. V.10 et 11 pour n = ny,

soit apartir des préfacteurs A; donnés par les Eq.1.41 et 42 :

160



Chapitre V — Etude compar ée de modéeles rhéologiques

.i. n12(16 - 7n1)(n m” nl)
|

B % 16n_(1- n,)?
|

o in’(2- )0, n)
* an(l' n1)3

»05 en2D

[V.15]

» 0,3 en 3D

Le calcul des profils de compacité, vitesse et température se fait de la fagon suivante.
On commence par résoudre I’ équation d’ énergie (I-23) - ce qui va étre explique juste apres -
ce qui fournit le profil w(y). Ensuite, on calcule le profil de vitesse en écrivant le rapport des

contraintes normales et tangentielles :

y

B By s
u':B—qub u(y):B—NqON(t)dt [V.16]

S S o

Par ailleurs, on calcule le profil de compacité a partir de I’expression de la contrainte

normale :

n(y)(2- n(y)) =B(NHWfS;) b n(y) »1- B(NHWf)(/))/) [V.17]

Pour que I'ensemble soit cohérent, il faut vérifier que la compacité reste élevée
(supérieure ala compacité de gel).

L’ équation en énergie s écrit simplement, car on arrive a éiminer la dépendance

explicite en compacité, en utilisant lavariablew = T2 [Jenkins94] :

w"+%w'+ C(gw = 0 v.18]

®B. ? 0
avec C(0) = =gt~ 2L 2= a(e)q’ - ble) [V.19]

SEQ Qg

2§B.B, = B, .

Les fonctions a e b dépendent du coefficient de redtitution e, a travers les
dépendances des préfacteurs A exprimeées par les EQ. 1.41 et 42. Les solutions de I'Eq.V-17
sont connues, ce sont des fonctions de Bessel modifiées. La solution dépend du signe de C, et

donc de lavaeur de I’inclinaison par rapport aune inclinaison critique :
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_ (b _ |A(e)As(E)
qc(e) - \/a(e) - \/ A Nz (e) [V.ZO]

S g>(q., lasolution est lafonction de Bessel du premier type :

J(\[C(H- y))

J,(\/CH) .

w(y) = w(0)

Compte-tenu du caractére oscillant de J, cette solution ne vaut que pour des

épaisseurs inférieures a H(q) = 24 / ,/C(q). On observe aors une augmentation des

fluctuations du socle vers la surface libre, et une décroissance rapide de la compacité

[Ancey01]. Cette solution ne peut donc étre retenue.

S g<gq,, lasolution est lafonction de Bessel modifiée du premier type :

)|0<\ﬁ(H- ) V.22

1,(|ICH)

On observe cette fois-ci une décroissance des fluctuations du socle vers la surface

w(y) =w(0

libre, et la compacité reste élevée, sauf tout pres de la surface libre [Ancey01]. Cette solution
semble donc plus raisonnable. Notons par ailleurs que le flux de chaleur s annule ala surface
libre (y = H). Le seul paramétre libre est la valeur des fluctuations de vitesse au socle w(0). Il
doit pouvoir étre déterminé par un bilan d énergie au socle. 1l vient en facteur de la vitesse et
donc du débit.

Rappelons que le seul paramétre de ce modéle est le coefficient de regtitution e.
L’ observation, citée au chapitre 11, que les profils de compacité et vitesse ne dépendent pas de
e, pour e assez petit (e < 0,7) incite achercher les solutions dans toute la gamme de e, et en
particulier dans la limite complétement dissipative e = 0. C'est ce que nous avons fait sur la

Figure V-3, dans le cas 2D (on trouve alors une inclinaison critique g, =43°). D’autres

profils typiques de compacité, vitesse et taux de cisaillement ont été tracés par [Anderson92,
Jenkins94, Ancey01].
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FigureV-3: Profils de compacité, vitesse et température

dansle cadre de la limite dense de la théorie cinétique (e= 0, H = 10, g = 20°, w(0) = 1).

Un tel nodéle prédit une localisation du cisaillement prés de la paroi, d autant plus
marquée gue |’ on descend en dessous de I’ inclinaison critique, ce qui N’ a pas été observe dans
les simulations numériques. En revanche, il est possible qu'un seuil d'écoulement (sous la
forme d'une courbe H(Q) ?) puisse étre predit, a partir d’un bilan d énergie ala paroi. On

renvoit pour cela aux analyses de [Richman90, Sadjadpour99]

La solution précédente ne vaut que dans les régions ou la compacité est supérieure ala
compacité de gel. Sinon, il faut prendre en compte les dépendances en compacité présentées
au chapitre | § V.B, éventuellement en ne se limitant pas au régime collisionnel, mais en
prenant aussi la contribution du régime cinétique (Eq.1.35 et 36). Ceci est le cas des que I’on
s approche de la surface libre. 1l faut alors avoir recours a une résolution numérique. On
présente sur la figure V-4 le résultat d’ une telle résolution numérique menée par Jenkins pour
e=04,q=12° H = 30 (en trois dimensions). Les conditions aux limites sont les suivantes :
flux d' énergie nul et vitesse nulle ala paroi, arrét de la ssimulation ala surface libre lorsgue la
compacité correspond au régime balistique. On constate que le profil de compacité est
réaliste. Le profil de vitesse est trop linéaire. En revanche, le profil de température n’a pas le
bon sens de variation. C’est une étude qui mériterait d’ étre poursuivie pour étudier I’influence

des paramétres et des conditions aux limites.

@7 o3 &3 @4 o3 0B of o 3 i E [ : de o 0= O® 04 041 o0 043

Figure V-4 : Profils de compacité, vitesse et température prédits par la théorie cinétique.
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En marge de cette discussion, signalons I’ é&ude d’ écoulements collisionnels denses en
géométrie confinée [Denniston99], ou I’ anisotropie des directions d'impact est explicitement
prise en compte dans I’ estimation du tenseur des contraintes. Des chaines de collision se

forment spontanément et conduisent aune résistance au cisaillement.

1.B.2.b. Modéles inspirés de la transition vitreuse

Par analogie avec les résultats sur la dynamique des systémes vitreux, Bocquet a
récemment conjecturé une divergence plus rapide de la viscosité prées de la compacité
maximale (n3 n*) [Losert00, BocquetOl et 02] :

£ =B,'GMn)"” Ty avec2>b>15 [V.23]

oll BS se déduit de Bs par continuité: B.'/B; =G(r¥)"". Ceci serait la conséquence des
réarrangements coopératifs pour les grains emprisonnés dans des cages. Par contre, les
dépendances en compacité de la pression, de la conductivité thermique et du taux de

dissipation de I’ énergie restent inchangées. L’ équation d’ énergie devient :

1 & 2 6
w1 2By et - B ow=0 [V.24]
2 2§B.B, B 5

oue =1-n. En conséquence, s le milieu est tres dense, cette équation peut étre approximée

par I’ éguation suivante, indépendante de I’inclinaison:

w+ Y +cw = 0 [V.25]
Z

avec C=-B,/2B,. On retrouve la solution (V-22) pour w(y) (pour g=0). La compacité

reste donnée par I'Eq.V.17, mais la relation entre taux de cisaillement et fluctuations de

vitesse est cette fois-ci donnée par :

= 24 gG(n)*? [V.26]

S

EB
w B
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Dans le cas du cisaillement annulaire, la résolution du probléme prédit une loi
d échelle entre taux de cisaillement et fluctuations de vitesse faisant intervenir cet exposant b.

Ce point semble bien avoir été mis en évidence dans |’ étude expérimentale de [Losert0Q].

Moyennant des hypothéses de flux de chaleur nul ala paroi et ala surface libre, la
résolution numérique sur plan incliné effectuée par [BocquetO2] indique un bon accord avec
les simulations numériques, et prédit la courbe d'arrét Hsep(q). Il S'agit d’ une transition

dynamique vers |'arrét, lorsgue les fluctuations (crées par I'écoulement) ne sont pas

suffisantes pour maintenir I’ écoulement.

Ce dernier modele mortre que les dépendances en compacité pres de la compacité
maximale jouent un role crucid. 1l est fondamental de les mesurer avec précision (voir par
exemple [DaCruz02b]).

Notons que dans les modeles collisionnels précédents, le coefficient de frottement ne

joue pas de réle. Des modéles plus élaborés ont été développés pour prendre en compte |’ effet
du frottement intergrain [Abu-Zaid90, Jenkins02].

|.C. Modéles "frictionnel-collisionngl”

Nous avons rapidement évoqué les modéles frictionnels, dont le parametre essentiel
est I’angle de frottement interne (et la notion associée de seuil d écoulement), et qui peuvent
auss décrire un effet de dilatance, mais pour lesquels la loi de comportement est
indépendante du taux de cisaillement. Ensuite, nous avons développé les modées
collisonnels, qui décrivent une viscosité associée aux chocs, laguelle peut dépendre de la
compacité et des fluctuations de vitesse, mais ou les raisonnements sont généralement fondés

sur des collisions binaires.

Nous alons maintenant décrire des approches mixtes, dans lesquelles le tenseur des
contraintes s écrit comme la somme d'une contribution frictionnelle, associée aux contacts
maintenus (exposant «F»), et d'une contribution collisionnelle, associée aux chocs (exposant
«C»). Les premiéres propositions dans ce sens ont été faites par [ Savage83, Johnson87], et ont
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été appliquées aux écoulements sur plan incliné [Johnson90, Anderson92, Ancey0l1] et en
conduite verticale [Mohan97].

Au chapitre Il 8111.C.1, nous avons aussi déecrit deux modéles susceptibles de rendre
compte de I'hystérésis du seuil d’'écoulement [Quartier00, Jaeger90]. Ces deux modeles
proposent une expression de la contrainte de cisaillement (ou de la force de frottement) en
fonction du taux de cisaillement, sous la forme de la somme de deux termes : un terme
guadratique (de type Bagnold), et un terme dominant afaible taux de cisaillement associé aun
mécanisme de piégeage (dissipation d'énergie lors de la chute dans un puits de potentiel).
Dans le modele de [Jaeger90], la force de frottement subie par un grain (et normalisée par son
poids) sécrit :

: . f
F(g) =ag’ + W [V.27]
ou f est I'angle de frottement interne du matériau. Un tel modéle prévoit donc un
comportement essentiellement dicté par les chocs aux forts taux de cisaillement, et

essentiellement dicté par le frottement interne aux faibles taux de cisaillement.

[.C.1. Modél e diphasique

De fagcon générale, on va écrire :

PN =NF+N°
I

1S=5 +<° V29

Le reproche généraement fait a ce type de modéle est qu'il est difficile (sinon
impossible) d associer achacune de ces deux contributions des mécanismes élémentaires bien
identifiés (un choc, un contact glissant...), ou méme des populations de grains. Ceci constitue
une différence importante avec la théorie cinétique pour laguelle il existe un passage
« propre » de |’échelle microscopique des collisions binaires a I’ échelle macroscopique du
tenseur des contraintes. Nous sommes conscients de cette difficulté, mais nous voyons cette
décomposition comme une maniére de décrire des mécanismes complexes au sein de

I’ écoulement, difficilement réductibles ades événements éémentaires simples.
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Nous avons donc al’ esprit I'image floue de populations non pas de grains, mais plutét

de contacts, pour lesquelles les expressions des composantes du tenseur des contraintes
relevent de chacune des deux descriptions (frictionnelle ou collisionnelle). On peut donc

parler de modéle « diphasique ».

Les contraintes totales, sommes des deux contributions, sont fixées par I’ éguation de
conservation de la quantité de mouvement (EqQ.V-1). Pour pouvoir progresser, nous avons
besoin d’une hypothése sur la fagon dont se répartissent les deux populations, ou encore les
deux contributions aux contraintes. Diverses hypothéses ont été formulées dans la littérature
[Johnson87, Coussot00, AransonOla et 01b, Lemaitre02], et nous reviendrons ala fin de cette

partie sur certains de ces modéles.

Pour notre part, nous voulons défendre I'idée que cette répartition dépend
essentiellement de la compacité. Lorsque le milieu est trés dense, c'est la contribution
frictionnelle qui va dominer, et lorsque le milieu est de plus en plus dilué, ¢’ est la contribution
collisionnelle qui va I’emporter. Elle pourrait aussi dépendre de caractéristiques propres au
matériau granulaire (coefficients de restitution et de frottement), mais en tout cas elle ne
dépendrait pas explicitement du taux de cisaillement ou de la pression. La valeur de la
compacité elle-méme doit étre prédite par le modéle. On introduit donc une fonction g(n) qui
décrit cette répartition :

=g(n) ou —=1-g(n) [V.29]

Cette fonction n'est pas connue (mais pourrait étre déterminée a travers des
expériences ou des simulations numériques sur des systemes simples, voir [daCruz02b]). Elle
doit tendre vers 1 lorsque n tend vers 1, et vers O lorsgue n tend vers 0. Dans la suite, afin de
pouvoir mener les calculs, nous adopterons une forme simple pour g(n), compatible avec les

arguments précédents (voir Figure V-5) :

i
T < our n>n
b1, P ¢ [V.30]

1
1o pour n<n,
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Nne est une compacité caractéristique sous laquelle le comportement du milieu est purement

g(v)A

collisionndl.

A%

Figure V-5 : Schéma pour |a fonction de répartition g(n).

Enfin, pour la cortribution frictionnelle, on écrit le critere d’ écoulement :

S =fFNF [V.31]

avec f F I’angle de frottement interne du matériau.

|.C.2. Dilatance

Sur un plan incliné ou S = gN, les éguations précédentes prédisent la valeur suivante

pour la compacité :

®S 0

¢ne 9=
n:g-lgs'\cl_+ [V.32]

S _fFz

N 2

L’ écoulement ne peut se produire que pour q3 f©, avec une dilatation du matériau lorsque

I"inclinaison augmente. Dans |le cadre du modele simple pour g(n), on prédit que :

(1- n,) -

=1-—=2(qg-f V.

n - fFQ(q ) [V.33]
N® g
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Par ailleurs, le milieu étant de compacité constante, on peut écrire :

S(y)=A@(H-y) [V.34]
avec A (q) :(q- ng(n))n [V.35]
[.C.3. Contribution collisionnelle

Pour poursuivre, il faut adopter un nodele pour les contraintes collisionnelles. Nous
alons successivement examiner les deux modéles que nous avions passes en revue au 81.B :

sans fluctuations de vitesse, puis avec fluctuations de vitesse.

I.C.3.a Sans fluctuations de vitesse

Compte-tenu de la discussion du 8l.B.a, on adopte |’expression suivante pour la

contrainte de cisaillement :

.2 0

V.36
9.(Y) g V-39

€)= Fs<n)§3+

ou Fsest lié au coefficient de frottement du matériau (Eq.V.9), et g.(y) est d' ordre 1 loin de

la paroi, et augmente aproximité de la paroi.

Il faut par ailleurs une expression pour la contrainte normale. Comme pour la partie
frictionnelle, on propose d’ écrire qu’ elle est proportionnelle ala contrainte de cisaillement, a

travers un angle de frottement, cette fois-ci associé aux collisions, que I’on note f ¢ :
S =f°N° [V.37]

On peut le voir comme |’ angle de frottement dynamique du modele de Bagnold, que
nous avions décrit au chapitre | 8V.B, et qui s interprétait comme I’ angle d’impact moyen. Ce

deuxieme angle de frottement n’a pas de raison d étre égal al’ angle de frottement interne f .
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Nous faisons I’hypothése que f.>f _, et nous posons Df =f“- fF. Pour une inclinaison

supérieure af ., le modéle ne s applique plus. La dilatance al’ expression simple suivante :

—1_ (1- nc) _§F
n=1- =—=l(qg- fF) [V.38]
Par ailleurs :
N A
A(Q)—Df(q fo)n Df(q f") [V.39]

car lavariation de la compacité reste faible.

1.C.3.b. Avec fluctuations de vitesse

On adopte I'expression de la théorie cinétique, dans la limite dense (Eq.V.14) :

iN(n,T) =B, G(n)T

[ [V.40]
1S°(n,T)=BG(N)T %y
Il est alors possible d'éliminer latempérature de sorte que :
oy)=K(n)(g- frg(n)yH-y [V.41]
By | n
K(n) = [ V.42
e k) \/ B\ G(n)a- g(n) 42

Dans la limite e = 0, le préfacteur vaut environ 6. Par ailleurs, si I'on utilise la forme simple

pour g(n), on sapergoit que la dépendance en compacité disparait : K » 6 (1- n ) "2,

Cependant, la compacité reste indéterminée dans cette anayse. Comme en théorie
cinétique, il faudrait résoudre I'équation d'énergie, modifiée pour prendre en compte la
contribution frictionnelle.
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|.CA4. Profil de vitesse et loi d’ échelle

I.C4.a Sans fluctuations de vitesse
On pose:
A(9)
C{Q)=——+= [V.43]
R(n)

On distinguera dans la suite deux cas :

CasA:
R »mb C(g)» e (a- 1) [V.44]
m Df
CasB:
_ B (1- n )fc 2
I:S(n)_l_S b C(q) »B—[C)fz(q- £F) [V.45]

S

On remarquera que I’ ordre de grandeur maximal de C(q) est f “/mou (1- n )f “/B..

Le calcul, apartir des Eq.V.34-36 donne I’ expression suivante pour le taux de cisaillement :

[V.46]

& C -v)/¢ 0
o) =800 LryLrd (q)z(H LLE
%)

La prise en compte d’une dépendance en y du taux de cisaillement critique n’admet pas de

solution analytique. Nous donnons simplement une solution numérique sur la Figure V-6.
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Tau de cisaillement

Figure V-6 : Profil detaux de cisaillement (g, (y) =1+e*'®, C= 0,1, H = 40).

Nous nous restreignons dans la suite au cas d’un taux de cisaillement constant égal al. Dans
ce cas, en posant :

1
I (=H+ [V.47]
4C(a)
On obtient I’ expression suivante du profil de vitesse :
ge - 63/26
2 -
uy) = £ 1 @%?c@? cl- gl e [V.48]
g (q) [} -
e 7]
et pour la vitesse moyenne :
é ® 2150
V= P2 L@ 2c@t2E H +39-1+g[-i2 0 [v.49)
4 3 H &) 5 @p

Nous tracons sur la figure V.7 la dépendance de cette vitesse moyenne en fonction de

I'inclinaison réduite(q-fF)/Df, ¢ de H, dans les deux  modées

pour f©/m=1et (1-n,)f/Bg =1. Les deux modéles donnent une dépendance en H. Seul

le modéle B donne une dépendance linéaire en inclinaison.
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Figure V.7 : Loi d'échelle dans e modéle frictionnel-collisionnel.Cas A en rouge Cas
B en vert. En bleulaloi d échelle en H¥?

Lalimite ou 4C(g)H >1 correspond au cas ou la contrainte de cisaillement est dominée par

le terme quadratique. On est alors dans un régime que I'’on peut qualifier de « Bagnold-

Coulomb » . Le profil de vitesse peut alors étre approximé par :

2 3/2
u - = 1/2 3/2 : V,50
¥) = 3 cw gl ae [V.50

On trouve donc la dépendance observée dans nos simulations numériques ou celles de
[Silbert01], lorsque I'on n'est pas trop proche du socle. La vitesse moyenne peut étre

approximée par :

2
V(aH)= < c(g)?H>" [V.51]

Dans les deux modéles « A » et « B », ceci donne:

1/2 12
VA@QH)= 2 8"_9 -0 |3 [V.52]
5&my & Of 4
sq iy = 2 [n)fT am-f76 50
VE(q,H) = faH [V.53]

On remarque que dans le modéele «B », la loi d’'échelle est conforme ace qui est

observé.
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1.C.4.b. Avec fluctuations de vitesse

A partir des EQq.V.34, 35, 41et 42, on obtient I'expression suivante du profil de vitesse

et de la vitesse moyenne (la compacité restant adéterminer) :

_2 ) 3/2$_ _l('_jslzé
u(y) =2K (- fg(m) H 21 gi i [V.54]
V(q.H) :éK (q- fg(n) H*" [V.55]

La loi d'échelle discutée au chapitre Il fait intervenir I'épaisseur d'arrét. Cependant,
lorsgue I'inclinaison reste proche de l'inclinaison f pour laguelle I'épaisseur d'arrét diverge, la

loi d'échelle prend laforme plus simple (observée par [Azanza9g)) :

V(gH) =a (q- f) H*? [V.56]

Le préfacteur est de I'ordre de 0,2 a 0,5 dans les divers systemes étudiés. C'est ce
préfacteur qui doit étre comparé avec celui qui intervient dans les expressions V.53 et V.55.

La comparaison reste difficile dans la mesure ou certains parameétres restent indéterminés.

|.C5. Conclusion et autres modeles

En conclusion, un modéle frictionnel-collisionnel est susceptible de rendre compte au
moins qualitativement de plusieurs observations: une plage d écoulement stationnaire
uniforme, la dilatance du matériau lorsque I’ inclinaison augmente, un profil de vitesse de type
Bagnold, avec une augmentation du taux de cisaillement pres de la paroi, une loi d’ échelle en
inclinaison et épaisseur. Cependant, un certain nombre d hypothéses (réalistes) ont di étre
faites: répartition des contributions frictionnelle et collisionnelle, angle de frottement

collisionnel... et le modéle dépend d'un certain nombre de paramétres qui ne sont pas

prédits: f7,f ©,Bg,0.(y) . Par contre, un tel modéle ne décrit pas la courbe Hsop(0).
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Avant de conclure cette partie sur les modéles frictionnel-collisionnel, nous voulons

citer d'autres approches proposées dans un esprit voisin.

Le modéle de [Coussot00] est un modele ou la compacité joue un rdle dominant. La
trangition entre |'écoulement et I'arrét a pour conséquence un saut de compacité. Un bilan
dénergie permet de prédire une épaisseur d'arrét, de calculer le profil de vitesse et de
retrouver une loi d'échelle pour la vitesse moyenne analogue a celle mise en évidence par
Pouliquen.

Dans le modele de [AransonOla et 01b], le matériau est décrit comme un mélange de
grains dans un éat solide et de grains dans un état fluide. La concentration relative de ces
deux populations est décrite par un parametre d'ordre local égal a 1 lorsgue I'ensemble du
matériau est dans I'état solide et par O lorsguiil est dans un état entierement fluidisé. Le
parameétre d'ordre est régi par une équation de type Landau, par analogie avec la description
des transitions de phase. Les contraintes sont la somme d'une partie newtonienne (liquide
visgueux) et d'une partie proportionnelle au paramétre d'ordre (phase solide). Cette approche
permet de rendre compte de I'hystérésis du seuil d'écoulement. Elle donne également de
bonnes prévisions quant aux profils de vitesse dans les expériences de cellules de cisaillement

et en tambour tournant.

Le modéle de [Lemaitre 2001] est fondé sur la décomposition en deux populations de
grains (agrégats de grains cisaillés vers la droite ou vers la gauche). Le taux de transition d'un
état al'autre est gouverné par les fluctuations du mouvement. Appliqué aux écoulements sur

plan incliné ce modéle prédit correctement I'épaisseur d'arrét.

Dans le modéle frictionnel-collisionnel originellement propose par [Savage83] puis
repris par [Johnson87], la contrainte frictionnelle normale est décrite comme une fonction

intrinségque de la compacité :

_ ':'Alogaé_ n°95i n>n,
NF(n) =1 €1-ng [V.57]

fosin<n,

Ce choix conduit, pour un tas au repos sous gravité, au profil de compacité suivant:
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1
n=

= [V.58]
y-H
l+exp(——
P
Remarquons que I'on retrouve 13 de fagon inattendue, une solution de type distribution de

Fermi-Dirac : H et A jouent respectivement le réle de niveau de Fermi et de température.

Enfin, le modéle récemment proposé par [Savage98] est un modéle de plasticité avec
de grandes fluctuations du taux de cisaillement (considérées comme |'analogue de la
température granulaire). Quand ces fluctuations sont plus grandes que la moyenne, un
comportement visgueux est obtenu. Ceci conduit aun ensemble d'équations hydrodynamiques
semblables a celles de la théorie cinétique mais avec une viscosité qui diminue avec la

température. Les Eq.V-10 et 11 de la théorie cinétique deviennent :

}N =N (n)+A, F(n) T

| — s ¢

S = — g

: . T1/2

i o A, N _, [V.59]
i = ._Q

i

Il = ﬂ N TV2

| AN

avec la contrainte normale frictionnelle (V-57). On sapercoit que I'équation d'énergie est tout
afait semblable acelle du modéle purement collisionnel (Eqg.V.18,19), ainsi que la relation
entre taux de cisaillement et fluctuations de vitesse (Eq.V.16). Seule I'équation pour la
compacité est affectée. Ce modéle a été utilisé pour décrire les écoulements en conduite

verticale.

I.D. Modéles non-locaux

Dans les modeles précédents, la loi de comportement est locale, c'est a dire que la
contrainte de cisaillement en un point ne dépend que du taux de cisaillement en ce méme
point via une viscosité qui ne dépend que des grandeurs (compacité, fluctuations de vitesse)

en ce point. Cependant, dans un milieu dense, il existe un réseau de contact qui peut propager
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les forces. On ne peut retenir |’ approximation simple de chocs binaires. |l faut tenir compte
des mouvements corrélés des grains. Certains modeles ont donc proposé une loi de
comportement non locale. Dga cette idée de propagation des impulsions dans un milieu
dense, et donc de dissipation non-locale, a permis d’ expliquer |’ observation d’'un coefficient
de restitution effectif tres faible pour un milieu dense [Bernu90, McNamara94], et cette idée a
été utilisée par [Rajchenbach02] pour décrire les écoulements asurface libre : en écrivant que
I’ énergie cinétique gagnée par un grain lorsgu’il roule sur un grain de la couche inférieure est
perdue lors du prochain choc qui est complétement inélastique par |’argument précédent, il
apparait que le taux de cisaillement doit étre constant dans la couche, d’ ordre (g-f) ou f est

I"angle de frottement interne.

.D.1. Mouvement de colonnes

0
81@
C )

o0

Figure V-8 : Mouvement de colonne de grains frottant au sein de |'écoul ement.

Une premiere idée, formulée par Jenkins et Chevoir [Jenkins01], part de I’ observation
expérimentale de [Azanza98] de mouvements corrélés de colonnes de grains. Le matériau est
considéré comme structuré en couches qui glissent les unes sur les autres, comme dans
I’analyse de Bagnold. Les grains interagissent par des contacts maintenus et des chocs
frottants. Le mouvement élémentaire se décompose en trois phases : un grain commence par
« escalader » le grain de la couche inférieure, atravers un contact glissant, puis il tombe sous
I’effet de la gravité dans I'interstice entre les deux grains de la couche inférieure, et heurte
alors le grain suivant. En accord avec le constat de [Azanza98, Dippel99] et ce qui vient
d étre dit sur la dissipation non locale, on considére que le coefficient de restitution effectif
dans le choc est nul. Par ailleurs, en accord avec les observations du chapitre 111 8V.B, on
utilisera un coefficient de frottement effectif pour décrire la mobilisation du frottement
moyenne dans les contacts. Les composantes normales et tangentielles de la force exercée sur

un grain du fait de I'interaction avec la couche inférieure se décomposent en deux
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contributions associées a la phase de contact maintenu et au choc. Comme dans le modéle

frictionnel-collisionnel, on pourra donc écrire :

}N=NF+N°

fog s [V.60]
=S +

Mais il Sagit 1a de forces et non de contraintes. On utilisera deux coefficients de

frottement effectifs pour le rapport entre les contributions tangentielles et normales:

S=f"NTetS =f°N° [V.61]

Enfin, dans un écoulement stationnaire uniforme sur un plan incliné, le rapport des

deux composantes totales est égale al’inclinaison g. Ceci fournit donc larelation suivante :

F
N© =% N [V.62]

Laforce normale totale est égale au poids d'une colonne de grains, soit en normalisant
les forces par le poids d'un grain mg, et les distances par la taille dun grain d, N = H-y. Pour
poursuivre, il faut exprimer la force normale associée aux chocs. Celle-ci est égale au produit

de la fréquence des chocs, égale au taux de cisaillement, par |a percussion normale P :

NC =Py [V.63]

Quant ala percussion normale, elle est égale ala discontinuité de vitesse normale dans
le choc. Celui-ci étant considéré comme complétement inélastique, elle est égale ala quantité
de mouvement normale lors de I'impact. Le grain de masse m tombe sous I’ effet de la gravité
g dans I’interstice h entre les deux grains de la couche inférieure, soit en fonction de la vitesse

de chute ven, = (2h)Y2 » 1/2 (Cf. § 1.B.a) P=v,. Ceci correspond a la limite du régime

gravitaire décrit au 8l.B.a. On obtient donc finalement :

oY) = zq;)ff (H-y) [V.64]

L'hypothese qui est introduite ace stade est qu'il faut considérer non pas la chute d'un grain

isolé, mais la chute de toute la colonne située au dessus du grain. Ceci ne change pas la
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discontinuité de vitesse dans le choc, mais la masse et donc la percussion sont multipliées par

un facteur H-y. En conséquence, le taux de cisaillement devient :

NN S
aly) =2 o [V.65]

Cette fois-ci, le taux de cisaillement est constant dans toute la couche, comme dans le modéle
de dissipation non-locale de [Rajchenbach02]. Le profil de vitesse est linéaire ce qui est une
prédiction raisonnable pour les écoulements peu épais. La dépendance en inclinaison est
correcte, mais non la dépendance en épaisseur. C'est ce qui conduit aprendre en compte un
effet de freinage de la colonne lors de sa chute. Sans rentrer dans le détail du modéle, on
)1/2

indique que ceci conduit a un facteur correctif en (1-(H-y)/I )%, ou | est une longueur de

freinage, d ou le profil de vitesse :

4f geae H 8 @ H &/ZQ
_ -y +
u(y) = q-f7) cgl- + -d-—x L. [V.66]
Df ( ) gg I 5 g s -
e 7]

B (1em/21 )(2- 1 P22
¢
&

H/I N [v.67]
@

Cette fois-ci, le profil de vitesse présente une légére concavité comparable aux observations,
et la vitesse moyenne est proportionnelle & H' pour H compris entre 0,3 | et 0,8 | ( voir
figureV - 9).
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FigureV —9 : Dépendance en H de la vitesse moyenne. On a tracé la dépendance du facteur entre parenthése de

la formule V-67 en fonction dex = H/I . En vert, la dépendance en (H/1 )¥2,

[.D.2. Transition de connexité

Dans le modéle proposé par [Mills99 et 00, Bonamy0O2c], le milieu granulaire en
écoulement est décrit comme un fluide visgueux dans lequel est plongé un réseau transitoire
de grains en contact, propageant les contraintes au travers de la couche d'une maniere non-
locale. La contrainte collisionelle sécrit alors comme la somme d'un terme local s, associé

aux chocs entre grains et d'un terme non-local s™:, correspondant & la transmission des
contraintes atravers le réseau de contacts, et écrit dans le modéle initia sous la forme :

H
sNL(y) =% o ()t [V.68]
y

ou x désigne la densité des chaines de force . Plus précisement, 1/x la distance moyenne entre
chaines de force.
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OQ%

JE

FigureV - 10 : Schéma du réseau de contact.

Ayant al'esprit un modéle de percolation pour décrire la transmission des forces a
travers le réseau des contacts, nous proposons avec Pierre Mills une version amendée de ce
modéle, en introduisant une deuxieme longueur caractéristique, z, associée ala connexité du
réseau (voir figure V-10). Nous avons ains deux longueurs caractéristiques d'un probléme de
percolation. La deuxiéme longueur est aussi une longueur de corrélation. Cette longueur est
petite pour un milieu dilué et diverge pour un milieu dense. On suppose gue I'on peut décrire

la probabilité de connexion par une fonction exponentielle exp(- y/z) . On écrit donc le terme

non loca souslaforme:

sM(y)== Q s(t) expg =y Odt [V.69]
de sorte que la contrainte collisionnelle totale sécrit :

®t- yo

_ 1
S (y) —s(y)+;Q s(t) expg [V.70]

Les deux longueurs ne dépendent que de la compacité. En milieu infini, le seuil de percolation
(n*) correspond ala compacité de I'empilement désordonné lache (soit n = 1). Par contre,
dans une couche d'épaisseur H, il seraimportant de prendre en compte des effets de taille finie
[Mills02], mais ceci ne sera pas fait ici. En conséguence, on reste toujours en dessous du seuiil

de percolation et :

[V.71]
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ou b est un exposant de percolation ("brassée"), dont la valeur serait comprise entre 0,5 et 1.
En prenant en compte toutes les forces (quelle que soit leur intensité, on pourrait auss
imaginer de se restreindre au réseau des forces fortes). x peut étre estimé simplement a partir

de la coordinance z et de la compacité. On trouve alors :

x=—P [V.72]
2zn

Ains x tend vers 0,5(z = 4) au seuil de percolation, et augmente comme l'inverse de la
coordinance lorsgue la compacité diminue (cf. figure 111-37). Des considérations de géométrie

statistique, permettent aussi d'écrire :

X=—— +— [V.73]

Au voisinage du seuil de percolation, on écriradonc :

X =L (1- )P +x, [V.74]

ZO
avec Xg entre 0,5 et 1.

Ces deux longueurs varient notablement au voisinage de la transition de percolation. Dans la
limitedense: x ->Xo, z-> ¥, et dans lalimite diluée: x -> ¥, z-> 0.

On fait I'hypothése d'un milieu homogéne (compacité constante) de sorte que les deux
longueurs de percolation sont constantes dans la couche. Par contre, la compacité, et atravers
elle les longueurs de percolation, dépend de I'inclinaison. Pour poursuivre le calcul, nous
adoptons les mémes hypotheses qu'aux 8 I.C.a et b. On écrit toujours une décomposition entre
contributions frictionnelle et collisionnelle (Eq.V.28) avec une fonction de répartition g(n)
(Eq.V.29), pour laguelle nous choisirons la forme smple (Eq.V.30). Alors la contrainte
collisionnelle sécrit (cf. Eq.V.34-45) :

Sy =A@(H-y) [V.75]
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avec A (q) :(q- ng(n))n [V.76]

On conserve par ailleurs I'nypothése de I'angle de frottement collisionnel pour décrire le
rapport entre contrainte collisionnelle tangentielle et normale, ce qui conduit ala prédiction
suivante pour la dilatance (cf. Eq.V.38 et 39) :

(1' n ) F
n=1-—=4(q-f V.7
——(a-17) [V.77]
AQ@ =20 19> q- 179 [v.78)
Df Df '
Dans la suite, on pose :
1:l+1 [V.79]
I x z

La limite dense correspond al = Xo, €t lalimite diluée correspond al =z.
En dérivant I'Eq. (V.70), on obtient I'équation vérifiée par s :

s- liz-A(q) (1+

H-y

) [V.80]

dont la solution générale est :

- y+I_ai_ expae/- Hgo0

S = A | —_— e V81
(Y)=A() 8 x& ST o [V.81]
Les solutions dans les limites diluée et dense sont:
s(y)» A@)(H-y) [V.82]
Fo ] - HooO
s(y)= A(Q)Xogl- e><|ogEy i [V.83]
e X @
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La limite dense correspond au modéle initial de Pierre Mills. Sur la figure V-11, on atracé le

profil de contrainte locale s (normalisé par A) en fonction de (q- fF)/Df . On a choisi

X, =1,2,=1,b=1,f° =30° et H=40.

0 5 10 5 20
confrainta locale

FigureV —11: Profil de contraintelocal.

Pour pouvoir prédire le profil de vitesse, il faut se donner une expression de la
contrainte de cisaillement locale, en fonction du taux de cisaillement. On choisit I’ expression

suivante (type Bagnold) :

>
n

g [V.84]

ce qui conduit al’ expression suivante pour le taux de cisaillement :

oy 29 f7) [fn,) [y gy~ H 00
oy) = Df A, |g . +;§i- engl—B& [V.85]

Le profil de vitesse puis la vitesse moyenne sont ensuite obtenus numériquement. On a tracé

sur la figure V-12 le profil de taux de cisaillement en fonction de (q- fF)/Df , au préfacteur

f©(1- n,)/ A prés.Onachoisi xo=1,20=1,b = 1,f ©=30° et H = 40. Sur lafigure V-13,
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on a tracé les dépendances de la vitesse moyenne en fonction de I'inclinaison et de

I” épai sseur.

40 re— ! . : ,
& al 1

30F 1

=201 :

15} :

0 1 2 3 4 5 6
taux de cisaillement

FigureV-12 : Profil du taux de cisaillement
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Figure V-13 : Dépendance de la vitesse moyenne avec la hauteur et I’ inclinaison.

La prise en compte d'effets de taille finie (épaisseur de la couche) dans ce modéle de
percolation a été étudiée par P. Mills et F. Chevoir [Mills02]. Ceci permet de délimiter la
gamme des régimes dominés par le terme non-local et d' analyser le comportement pres de
l'arrét. Elle décrit bien l'arrét du matériau pour une épaisseur critique, fonction de

I'inclinaison, qui Sinterpréte comme lalongueur de corrélation du réseau de contact.
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Citons enfin une autre approche non-locale proposée par [AndreottiOla]. Partant de
['analyse du mouvement d'un grain isolé [Quartier00] (voir chapitre Il § 11.C.1), |'écoulement
d'une couche granulaire est décrit comme un empilement de couches roulant sans glisser les
unes sur les autres. Ce modele integre la notion de dissipation non-locale lors des chocs et de

piégeage. I permet de décrire le fluage observée sur socle meuble.

|.E. Processus activés

Une autre approche consiste a considérer les écoulements granulaires comme des
"processus activés'. Le concept de processus thermiquement activé a été appliqué avec succes
pour expliquer de nombreux phénomenes physiques, en particulier la viscosité des liquides
(Eyring). L'idée est que les fluctuations thermiques aident les particules emprisonnées dans un
puits de potentiel énergétique a sen échapper. Toutefois, les fluctuations thermiques sont
négligeables dans les matériaux granulaires. [Pouliquen96] a proposé de considérer les
fluctuations de contraintes comme source d'activation. Ce modée a fournit une prédiction
réaiste de la localisation du cisaillement prés des parois d'une conduite verticale. Une idée
analogue a été utilisée pour décrire la localisation du cisaillement dans une mousse liquide
(les bulles jouant le role des grains) placée dans une cellule de Couette [Debregeas02].
[Pouliguen01] a proposé une version non-locale de ce modde activé, en considérant que le

cisaillement en un point peut activer le cisaillement en un autre point.

|.F. Conclusion

On constate donc une floraison de modéles dans les toutes derniéres années, fondés sur
des idées originales pour décrire les écoulements denses : divergence anormale de la viscosité,
caractére non-local de la propagation des forces dans le milieu, processus activés... Nous
avons tenté de les classer (frictionnel, collisionnel, avec ou sans fluctuations de vitesse, local
ou non local), mais I’ensemble peut sembler encore assez touffus. De nombreuses pistes
donnent des prédictions intéressantes, au moins d’un point de vue qualitatif. On commence a
trouver des modeles qui prédisent la gamme des écoulements, en particulier |’ épaisseur
d arrét, ou bien laloi d échelle, ou encore la dilatance. Il n’existe pas encore de modéele qui

prédise ala fois tous les effets observés, ou qui le fasse de fagon quantitative. 1l faut donc
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encore un peu de temps pour mesurer les parametres introduits dans certains de ces modéles
et pour confronter les prédictions de ces modéles a des expériences et/ou a des simulations
numeériques dans plusieurs géométries (au moins les quatre configurations présentées sur la
figure I1-1). Des données expérimentales et numériques sont maintenant disponibles dans les
guatre configurations pour les profils de vitesse et de compacité, de sorte que des

comparai sons précises soient possibles.

II. Micromécanique

Dans cette seconde partie, nous alons montrer comment il est possible d'interpréter
certaines informations micromécaniques mesurées dans les simulations numériques et décrites
au chapitre I11. Le premier point concerne le frottement et la rotation qui sont deux problémes

couplés. Le deuxieme point concerne le tenseur des contraintes.

I1.A. Frottement et rotation

Nous commencons par rappeler certaines observations faites au chapitre I11 :
la vitesse de rotation moyenne est égale au demi-gradient de vitesse (figure I11-24),
les fluctuations de vitesse de rotation sont importantes en comparaison de la vitesse de
rotation moyenne (figure 111-28),
la mobilisation moyenne du frottement est tres anisotrope, et I'on observe que le
coefficient de frottement effectif est notablement réduit par rapport au coefficient de
frottement entre grains (figure 111-48 et 49).

A1 Vitesse de rotation moyenne et demi-gradient de vitesse
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FigureV - 14 : schéma du mouvement de rotation d'un grain au sein de la couche cisaill ée.

On commence par une description moyenne, sans fluctuation, dans une image de
champ moyen. On considere donc un grain (disgue de rayon R) dont la vitesse de rotation est
constante, notée w (comptée positivement dans le sens des aiguilles d'une montre). On décrit
|'assemblée granulaire dans laquelle ce grain est plongé par un milieu continu ou regne un
taux de cisaillement §. Ce qui va nous intéresser dans la suite, c'est la vitesse relative
tangente ala surface du grain, car c'est elle qui va déterminer la mobilisation du frottement.
Elle est estimée a partir des vitesses de trandation relative et de rotation relative du grain
fictif du milieu continu et du grain considéré. Sa dépendance en fonction de I'orientation j ,
vaut :

V() =2R sinj x.{ +2Rw=- 2(Rsin’ ] +2Rw=2w?-sin2j 0 v
g %)

On fait aors I'hypothése que les contacts sont tous glissants. En conséquence :

T=+mN selonlesignedeV, [V.87]

En conséquence, la force tangentielle totale alaguelle est soumis ce grain vaut :

2p

T =moydj r(j )N(Rsinj ,j )signe(V/(j )) [V.88]

0

r(j ) désigne la distribution des orientations de contact définie par I'Eq.I11-16. N(y,j ) est la
force normale moyenne ala cote y, pour un contact dans la direction j . On a utilisé le fait que
la distribution des contacts ne dépend pas de la cote y, contrairement ala force normale

moyenne. On écrit ensuite (voir les définitions du chapitre Il 8 V.A, I'annexe 5, et la figure
111-38) :
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P N(Rsinj ,j)=x,( )(N(Rsinj))

V.89
1(N(Rsinj ))= a+bRsinj [V.89]
En conséquence :
2p W
T =meyd r( )%y (] )[a+bRsinj ]signe (_—g- sin?j) [V.90]
0
Par périodicité et normalisation, on a :
. : 1 .
MGG ) =g & a,cos2p(i - ,)) [v.91]
p
Il est alors facile de voir que :
ma >} w
T™ =— ¢&yj signe (—- sin?j) [V.92]
2p ?j g

L'hypothése d'une vitesse de rotation constante dans le temps équivaut & un moment des

forces nul ou encore une force tangente totale est nulle, ce qui conduit alors a:

w==g [V.93]

Onadoncalors: V,(j ) =gRcos(2j ).

[1.A2. Fluctuation de la vitesse de rotation et frottement effectif

On cherche maintenant aexpliquer I'ordre de grandeur et la distribution angulaire du
frottement effectif. Pour cela nous allons raffiner le modéle précédent, en prenant en compte

les fluctuations de la vitesse de rotation :

: w=(w) +dw
fw :g [V.94]
|

Fows [fov)
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Les simulations numériques semblent indiquer que la fonction de distribution des vitesses de

rotation est plutdt lorentzienne. Dans la suite, on comparera les cas gaussien et lorentzien :

L (W) - 2
i pDW gy {(w) 8
] T ow

La vitesse relative devient :

V. () =2R sinj x.f, +R(2(w) +dw, +dw,) = gRcos(2] HZR(M) [V.96]

Faisant I'hypothése que dw; et dw, sont deux variables aléatoires indépendantes, la variable

aléatoire X = @wi+dw,)/2 vérifie une loi de distribution, gaussienne ou lorentzienne, de

moyenne nulle et de variance Dw / J2

i: ° JDw T § DWWy

i ,\/E 1 [V.97]
ir(X)= 0 2

| 1+ Z&AQ

t &Dwo

On aadors:

My ):%0 ) = - (signe(cos(2] ) +2X))

» [V.98]
= - dXr (X)signe(X +(w)cos(2j ))

- (w)cos(2j )
P m()=2 § dxXr(x) V-]

Dans le cas gaussien :
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() =-erf & W cogz ) [V.100]
f g Dw g .
avec erf(A) :%pg‘jaxp(-xz)dx
Dans le cas lorentzien :
2 /2 (w) .\ 0
My ()= ) arctg g—DN cos(2j )3 [V.101]

0.3
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-0.1f

-0.2 ¢

-0.3

0 20 40 60 80, 100 120 140 160 180

J

Figure V-15: Prédiction pour my(j ), pour Dw/<w> =5

(distribution gaussienne (bleu) et lorentzienne (rouge)).
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Figure V-16: Prédiction pour my(j ), pour Dw/<w>= 10-5-2-1-1/10

(distribution gaussienne).

Lesfigures V-15 et V-16 montrent les prédictions de ce modéle. Le frottement effectif
est négatif dans la direction de I'écoulement : les contacts "au sein d'une méme couche"
tendent a freiner la rotation des grains. Il est postif dans la direction orthogonale a
I'écoulement : les contacts "entre deux couches' tendent alors a augmenter la rotation des
grains. On retrouve bien I'allure de la distribution angulaire du frottement effectif, et son ordre
de grandeur (voir figures 111-48,49 et 50). La prédiction peut étre considérée comme correcte
au vu de la simplicité des hypotheses. En particulier, tous les contacts ont éé considérés

comme glissants, alors que ce n'est le cas que d'environ la moitié d'entre eux (pour p =0.4).

I1.A.3. I nfluence du coefficient de frottement intergrain

A titre dillustration du modéle précédent, nous discutons maintenant I'influence du

coefficient de frottement intergrain sur les fluctuations de rotation et sur le frottement effectif.

En plus de lavaleur 0,4 utilisée dans I'éude du chapitre 11, les valeurs m= 0,2, 0,6 et 0,8 ont
€té ici éudiées pour un systéme de 1000 particules. Les distributions sont mesurées sur
I'ensemble de la couche (sachant qu'elles ne dépendant pas de la cote, sauf prés du socle et de
lasurface libre). On observe que I'intensité des fluctuations de vitesse de rotation, mesurée par
la valeur relative Dw/w, augmente avec le coefficient de frottement (figure V-17), de 4 pour

m=0,2 a 8 pour m=0,8. Par ailleurs, la distribution des orientations de contact et
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['anisotropie de la mobilisation du frottement ont été mesurées et sont indiquées sur la figure

V-18. La forme de la dépendance reste la méme, mais on constate une augmentation du

produit r (j ) m¢:(j ) avec le coefficient de frottement.

Dw/w

Figure V-17 : Influence du coefficient de frottement sur I'intensité des fluctuations de vitesse de rotation

(N=1000- q= 23° - p= 0,15).
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Figure V-18 : Influence du frottement sur la distribution des orientations de contact, et |'anisotropie dela

mobilisation du frottement (N = 1000 - g = 23°- p = 0,15).

I[1.A4. Estimation des fluctuations de vitesse de rotation

La modélisation précédente permet de comprendre pourquoi la vitesse de rotation
moyenne est égale au demi-gradient de vitesse de trandation, ainsi que la distribution
angulaire et I'ordre de grandeur du frottement effectif. Tout est lié, d'une part au fait que le
moment des forces sur un grain est nul en moyenne, dautre part a l'importance des
fluctuations de la vitesse de rotation. Reste alors a comprendre pourquoi ces fluctuations de
vitesse sont aussi importantes, et éventuellement a déterminer leur ordre de grandeur, et leur
dépendance en fonction du coefficient de frottement. Nos tentatives d'un modéle prédictif
complet sont restées infructueuses ace jour. Nous nous bornerons aproposer une explication

simple de I'ordre de grandeur des fluctuations de vitesse.

Notre argument est le suivant : lors des contacts entre grains, il y a redistribution de
I'énergie cinétique de trandation en énergie cinétique de rotation. C'est en somme une idée
d'équipartition de I'énergie. Cependant, I'énergie cinétique de trandation qui intervient est
essentiellement dominé par le cisaillement des couches granulaires (i.e. les fluctuations de

vitesse de trandation joue un réle faible), soit pour un grain :

(E.™™)= % m(&H)? [V.102]

Par contre, compte-tenu de I'ordre de grandeur des fluctuations de vitesse, I'énergie cinétique

de rotation est dominée par les fluctuations :
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(E")» % IDW? [V.103]

En introduisant le rayon de gyration K (I = KmR?), et en égalant les deux expression

précédantes, il vient :

Dw» 2 9 [V.104]

JK

En utilisant alors I'égalité de la vitesse de rotation moyenne au demi-gradient de vitesse, il
vient :
Dw 4

W»W

[V.105]

En conséquence, |'ordre de grandeur des fluctuations de vitesse de rotation serait lié au rayon
de gyration, c'est adire ala forme des grains. Pour des disques, K = 1/2 donne une prédiction
entre 5 et 6, ce qui est raisonnable. Pour des pentagones, le calcul donne K = 0,354, soit une
valeur plus proche de 7. De fait les fluctuations de vitesse de rotation sont semblent-il plus
importantes dans le cas des pentagones [Moucheront00]. En revanche, cet argument simple

n'est pas capable d'expliquer les dépendances en fonction du coefficient de frottement.

11.B. Calcul dutenseur des contraintes

Dans cette partie, nous souhaitons montrer I'intérét des grandeurs statistiques décrivant
le réseau de contact, mesurées au chapitre 111 8V, pour le calcul du tenseur des contraintes.
C'est une question qui a été abordée par plusieurs auteurs, dans la situation quasi-statique
[Kanatani81, Cambou95, Calvetti97] ou plus succinctement en écoulement [Babic90,
Zhang92]. Notre approche est trés nai ve, puisquelle va complétement négliger les
corrélations spatiales entre contacts auxquels un grain est soumis, mais peut donner une
premiére idée. Nous partons du constat fait au chapitre 111 8V.C que le tenseur des contrainte
est dominé dans les écoulements denses que nous avons étudiés par le terme de contact. |l
peut donc étre calculé comme une moyenne des moments internes définis par Moreau (voir

Annexe 5 - EQq.5.17 et Annexe 6), en se restreignant au terme associé aux forces de contact :
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S(y)= %é s1,) [V.106]

ou la somme est effectuée sur tous les grains, avec la fonction de pondération définie en
Annexe 5 (Eq.V .4). L est lalargeur de la fenétre. Pour un disque de rayon R (et de surface S

= p R?), soumis aux forces de contact f© aux points r° :

s' :ié feATe [V.107]
= S| s
Dans la suite, on pose :
)=t 9 (y)dy =1 V.108
g'(y) = S tel que (' (y)dy = [V.108]
Le tenseur des contraintes sécrit alors::
l a} _’C n 0 i
Sy =ragd AT g(y) [V.109]

Pour poursuivre le calcul, on fait une hypothese de type champ moyen sur le moment interne,
C'est adire que I'on calcule le moment interne moyen apartir des distributions statistiques des
forces, sans tenir compte des corrélations qui existent forcément entre les différentes forces
auxquelles un grain est soumis de la part de ses voisins (voir la these de Troadec a
Montpellier).

Pour un grain dont le centre est ala cote y, on intégre tout autour du grain § de O a
2p) la force moyenne qui existe ala cotey =y + R sinj , pour un contact orienté dans la
directionj :

2p

(M(y,, R)) :<é’1 fe A?°> =R'd r(y,j) (N(y.j)m +T(y,j )t )An [v.110]

On écrit ensuite :
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FN(Y,i ) =(NY)) xy(y.i)

0 _ _ [V.111]
1T, ) =(N)) m*(y.j)
en faisant I'hypothése que :
m*(y.j) =mt(y.j) X (y.j) [V.112]
On utilise  ensuite  I'observation du  chapitre I, a savoir que

Xy(@ ), m*( ), r( ) sontindépendantsdey . En conséquence :

(MY, R) =R &di (NW)rG) (xG)m +m*(G) T )AR, [V.113]

Puis, on prend en compte la variation linéaire de <N(y)> dans le milieu de compacité

constante (voir figure 111-38) :
(N)(y) =N, +ay [V.114]

On définit dorslestenseurs A, B, C,D telsque:

(A)= ()dJ rG) % G)n AR

(B)= Ojj rG)ym<G)t An

i
i
i
i
i
!
i
i
i
i
i
i
1

2 [V.115]
()= & 1) xG)sini 1 An
0
2p bnd .
(D)=od rG)mG)sini T AR
0
En utilisant |es notations condensees du type :
2p
CSxy = d cosj sinj r(j)x(j) [V.116]
0
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Par raison de symétrie :
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A _a&,C* x,CSo
<—>_§x cs xS 4

N N @
B>_aem*CS -m*S*0
=TS mrc? mrcsy,
o) &C'S x,CS'0
©O=¢'cs xe 3
eXy XN (%]
<D>_a@m*CS2 -m*S*6
=/T{m*CS m*CS,

irg +p)=r()
PG +P) =% ()

im*( +p)=m*()
: cos(j +p)=- cos(j )
fsin( +p) =-sin(j )

En conséquence, certaines intégrales sont nulles. On montre ainsi que :

Hg)=c
H(2)=0

!
|
T

o 10

De sorte que le moment interne moyen sécrit :

(M., R))=R (N, +ay,)(A+B)

et que le tenseur des contraintes moyen vali :
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S) =18 Ra(y)f (N, +ay,) (A +B)

i adlo ... 0 oo ., . .0
=(A+B)iN.~—q R'd(y)—-+a~—q R! Y
(A :)% ogLai. g(y)!.Zj 8L"’} g(y)y%

On définit aors les fonctions de structure :

N

:i: f,(y) =

|
i f _

aRroly)
a rRgly)y

el S o

Moyennant I'hypothese d'une faible polydispersité :

i 1 lociny L
-1I':f1(y) “TRL 6il f'(y) R n(y)
i -y
sz(Y)— OR n(y)

et donc :

_1 i Ny, +ayi
g(y)—pn(y)(é@)% = %

[V.121]

[V.122]

[V.123]

[V.124]

Dans cette analyse simple, les oscillations des composantes du tenseur des contraintes dans

une zone structurée sont directement reliées acelles de la compacité.

Si I'on écrit maintenant I'équation de conservation de la quantité de mouvement

divS+rg=0, il vient pour une compacite constante :

la (XN CS- m* 82) =pRr,gq
I
fa (xS +m*CS) =pRr g
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Les deux observations faites au chapitre |11, asavoir la symétrie du tenseur et |'égalité de ces

composantes diagonal es apparai ssent alors comme reliées aux relations suivantes :

1S, =5, 0 (x,CS- m*$?)=(x,CS- m*C?)U m*=0 Y106
%SXX:SWU (%S’ +m*C8) =(x,C*- m*CS) U (x, cos(3 )= Gm*sin(2j )[ 120

N—

1. Conclusion

La méme étude (modeles rhéologiques, micromécanique) n'a pu étre mené, faute de
temps, pour la conduite verticale. Plus largement, il faudrait aborder les autres géométries
d'écoulement : écoulement sur un socle meuble (tambour tournant), cisaillement plan ou

annulaire.
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CONCLUSIONS

Voici le moment d'apporter une conclusion ace document. Notre étude a démarré il y
acing ans au moment des premiers résultats de Pouliquen et Azanza sur les lois d'échelle dans
les écoulements sur plan incliné, qui semblaient difficile a comprendre. Depuis, la
communauté scientifique sest fortement investi sur la problématique des écoulements denses
de grains secs, comme I'a montré notre revue du chapitre Il. Plusieurs géomeétries ont fait
I'objets d'études expérimentales et par simulations numériques, de sorte que I'on dispose
désormais d'un ensemble d'observations assez complet, qui doit dailleurs faire I'objet d'un
article de synthese de la part des chercheurs du Groupement de Recherche du CNRS sur les
milieux divisés. Ces résultats vont constituer une référence incontournable pour la discussion
des modéles. Sur le front de la modélisation, on a montré au chapitre V I'effort important de la
communauté scientifigue. De nombreuses pistes tres intéressantes ont été proposées pour
décrire les mouvements corrélés dans ces systémes denses (réle critique de la compacité et de
la connexité du milieu, analogie avec la transition vitreuse pour la divergence de la viscosité,
propagation non-locale des forces, processus actives), et il n'existe pas encore une description
unifiée. Il est aujourd'hui délicat de faire un tri parmi ces modeles. Cela sera possible lorsgue
des comparaisons systématiques auront été faites, dans une gamme de géométrie et de
parameétres aussi large que possible.

Dans cet ensemble, nous espérons avoir apporté une contribution utile pour ce qui est
des écoulements sur plan incliné. Avec I'éude américaine de Silbert, notre éude nous semble
la plus compléte ace jour. Dans le cas de la conduite verticale, notre apport est plus modeste.
Notre motivation sest plutét située au niveau de la mise en cavre d'une nouvelle technique
expérimentale pour sonder les milieux granulaires, et les travaux se poursuivent sur cette

|lancée dans notre laboratoire.

Nous voudrions maintenant lister quelques conclusions que notre travail nous semble
avoir contribué a bien établir. Tout d'abord, il faut distinguer écoulements confinés et
écoulements a surface libre. Dans le premier cas, la compacité est tres élevée, et le milieu a

peu de facilité pour se dilater. On peut raisonnablement penser que I'on est au-dessus du seuil
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de connexité discuté au chapitre V, de sorte que le caractére non-local est important. Ceci
conduit aune localisation de la déformation prés des parois, ou la viscosité décroit du fait de
la structuration du milieu. Les observations que nous avons faites en conduite verticale
semblent indiquer des profils de vitesse indépendant du taux de déformation, c'est adire un
régime d'écoulement quasi-statique. Nous n‘avons malheureusement pas eu le temps de
confronter nos mesures aux prédictions des modéles. Dans le cas des écoulements a surface
libre, le milieu alafaculté de se dilater, et de fait, les variations de la compacité sont notables.
Il en résulte une rhéologie plus compliquée, avec des effets de seuil en fonction de
I'inclinaison, des comportements d'interface différents des comportement a distance de la
paroi, ou encore un couplage entre frottement et rotation conduisant a une réduction

significative du frottement effectif.

Sur plan incling la simulation numérique doit permettre une exploration plus
systématique : écoulements tridimensionnels, effets de la rugosité (en variant la taille et
I'écartement des grains collés) ou encore de la polydispersité. Une confrontation semi-
guantitative avec les modéles est possible a condition de faire certains choix sur les
hypotheses. La mesure des parametres intervenant dans les modéles, et des dépendances en
compacité, taux de cisaillement ou fluctuations de vitesse, est essentielle pour apporter une
conclusion définitive. Un tel travail est actuellement en cours au laboratoire, dans le cadre de
lathése de da Cruz.

De nombreuses questions restent ouvertes : nous nous sommes en effet limités aux
écoulements stationnaires uniformes, en sapprochant éventuellement de I'épaisseur d'arrét.
Nous n'avons pas du tout étudié les écoulements non stationnaires. Une question importante
est celle de la compréhension des seuils d'écoulement (arrét mais auss démarrage de
I'écoulement). ceci nécessite sans doute d'étudier la dynamique du réseau de contact lors de
cette transition liquide-solide. Laencore, c'est un aspect étudié dans le cadre de la thése de da
Cruz. Si I'on veut introduire en plus le caractére non uniforme de I'écoulement, par exemple la
variation de I'épaisseur lors d'une avalanche de grains sur un plan incliné, les approches les
plus prometteuses sont les approches macroscopigques moyennées sur |'épaisseur développées
avec succes par les chercheurs francais (Pouliquen, Douady, Andreotti, de Gennes...). La

mise en cavre de ces méthodes ne nécessite pas une connaissance précise de ce qui passe a
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I"intérieur de I’ écoulement, En revanche, il faut connaitre le rapport des pressions verticales et
horizontales, et les dépendances du frottement effectif du matériau sur le socle en fonction de
son épaisseur et du taux de cisaillement. Nos résultats apportent des informations précises sur

ces deux derniers points.

Enfin, au-dela des écoulements denses de grains secs, il serait important de pouvoir
étudier l'influence de la cohésion qui intervient dans de nombreuses situations pratiques
(poudres, granulats humides, neige dense, troisiéme corps en tribologie...). Naturellement, on
peut sattendre dans ce cas ala formation d'agrégats, ades phénomenes de fracturation... et la
rhéologie risque détre assez différente. Quels sont les aspects de la description des
écoulements de grains secs qui se maintiendront, quels sont ceux qui seront modifiés dans le

cas de grains cohésifs ? C'est sur cette perspective ouverte que nous conclurons ce document.
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ANNEXE 1

GAMMA-DENSITOMETRIE

|. Introduction

La compacité est une grandeur importante pour qualifier un matériau granulaire, dans la
mesure ou elle rend compte, de maniére moyenne, de I’ arrangement des grains. En particulier
dans un écoulement, les interactions entre grains vont dépendre de la compacité : il sagira
plutdt de collisions dans un milieu dilué, et plutét de frottement dans un milieu dense. Le
profil de compacité au sein d’ une couche en écoulement est donc une information importante

pour la modéisation.

Des mesures ont été faites en géométrie bidimensionnelle [Drake88, Azanza98]. La
mesure est beaucoup plus délicate dans un écoulement tridimensionnel. Les outils
d’investigation vont des fibres optiques a la paroi [Ahn91], a d autres plus rudimentaires
[Augenstein78, Ridgway70]. Aucune ne fournit de mesure interne ala structure ; elles restent
souvent tres invasives et/ou perturbatives. Ces mesures sont donc sujettes a caution. On doit
signaler cependant I'utilisation récente doutils d'investigation non invasifs : rayons X
[Mueth0Q], IRM (voir chapitre V).

La gamma-densimétrie constitue une aternative intéressante, car son principe
d utilisation est assez simple et son encombrement spatial reste modéré. Cette technique a été
utilisée depuis plus de quatre décennies pour mesurer la densité de certains matériaux. Son
utilisation est cependant restée limitée surtout au domaine du génie civil ou €le reste une des
mieux connues et des plus utilisées pour la mesure de la densité et de I’humidité des sols et
des chaussées, et pour le contrble de qualité des ouvrages de construction. Elle a été utilisée
pour mesurer la compacité d empilements granulaires statiques [Tan91], ainsi que pour des
écoulements granulaires [Bodey69, van Zuilichem74, Nikitidis 98]. Apres avoir décrit le
principe de la mesure, nous exposons les mesures de profil de compacité réalisées pour des

écoulements granulaires sur plan incliné.
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II. Principeet caractéristiquesdu dispositif de

meaure

I
CLT ‘@W

Figure 1- 1 : Schéma du dispositif expérimental.

Le dispositif utilise le principe de I'atténuation par le matériau du rayonnement
gamma émis par une source radioactive. Cette absorption est une fonction exponentielle de
I’ épaisseur de matériau traversé. L’ utilisation de la loi d’ absorption n’est valable que lorsque
I’on capte le rayonnement direct issu de la source, sans déviation, et non le rayonnement
diffusé. Pour réaliser cette condition, on canaise le faisceau émetteur et place sur le trajet
source-détecteur du rayonnement, de part et d autre de I’ échantillon, des disques en plomb
comportant des fenétres rectangulaires ou des diaphragmes pour focaliser le faisceau . Dans
notre cas nous avons utilisé une fente rectangulaire de 2 x 50 mn. Ce dispositif arréte une
partie du rayonnement diffusé qui est ains éiminée du comptage. Une autre partie du
rayonnement diffusé est éliminée éectroniqguement grace au dispositif de détection utilisée

(scintillateur associé aun photomultiplicateur).

On réalise donc I’ absorption d’'un faisceau étroit de photons gamma d’ énergie donnée

et d'intensité |, par un échantillon de masse volumique r = r pn et d' épaisseur e. Certains de

ces photons émis par la source radioactive traversent le matériau granulaire en écoulement
sans étre diffusés, ni absorbés.

Leur flux d’intensité | est directement lié ala masse surfacique r e du matériau par la
relation :

| =% <™ [1.1]
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ou m est le coefficient d’ absorption massique théorique du matériau. Pour le verre, il vaut
0,0771 cnf.g'. K est un coefficient qui caractérise |'appareillage, et qui rend compte de
I’écart d'idéalité entre le coefficient d’absorption massique mesuré expérimentalement et

celui proposé théoriquement.

On utilise une source émettrice de Césium 137 (*’Cs), dont I’ activité est de I’ ordre de
7 millicuries (7 mCi). La source radioactive est logée dans un container, dont le systéme de

sécurité et |’ épaisseur de plomb assurent une protection efficace des utilisateurs.

On aveillé au fait que les blocs émetteur et détecteur soient en alignement au niveau
de leurs diaphragmes, gréce au dispositif de soutien de ces deux blocs. Cela permet une bonne
collimation du faisceau de rayons gamma. L’échantillon en écoulement est placé entre

I’ émetteur et le détecteur, dont la distance de séparation est choisie de maniéere optimale.

Le détecteur est une sonde scintillométrique composée d’'un cristal a scintillation
(iodure de sodium activé au Thallium) associé aun photomultiplicateur. Lorsgu’il est excité
par les photo-éectrons du rayonnement absorbé, le cristal émet par scintillation des photons

lumineux dont I’ énergie totale est proportionnelle al’ énergie incidente du rayonnement.

Ces photons lumineux, en frappant la photocathode, provoquent I’émission de photo-
électrons. Ces derniers arrivent sur les dynodes ou ils liberent chacun plusieurs éectrons
secondaires qui sont collectés en fin de parcours sur I’ anode du phototube. Cette sonde permet
une discrimination d’'énergie qui consiste a capter tous les photons qui ont une énergie

supérieure aune valeur choisie appelée seuil de discrimination énergétique.

D’autre part dans la chaine de mesure éectronique située en amont du détecteur, il est
possible de discriminer les impulsions correspondant ala diffusion Compton par I’ application
d'un seuil dont la valeur est affichée sur un potentiométre. La chaine de comptage ne va

récupérer que le signa dont les impulsions ont une amplitude supérieure acelle du seuil.
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IIl. Mesureet préecision dela mesure

A partir de ce qui a été écrit précédemment, le phénomene d’ absorption se traduit par la

relation® entre les comptages moyens par unité de temps CetCo (gﬁﬂ =coup>s 1) :

C=Coe e [1.2]
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Figure 1 - 2: Exemple de statistique de comptage : Histogramme expérimental du comptage avide et courbe de
distribution normale théorique obtenue apartir des valeurs dela moyenne et de I’ écart-type expérimental .

occupé

r R
=— correspond donc a:
total r p

La mesure de la compacité n=

1 &, 0
Y | c=+ 1.3
K><n$<rp>€ neC@ [ ]

n
Pour connaitre I’ erreur sur u on doit, entre autre, calculer I’erreur sur le rapport des

taux de comptage moyen Co/C. Le rayonnement gamma est par essence aléatoire, et donc
lesvaleurs Cet C, le sont auss. Leurs distributions suivent des lois normales de moyennes

1 L’électronique de comptage ne pouvant pas suivre exactement le flux entrant de photons au niveau du
photomultiplicateur, il faut tenir compte o’ un délai de réponsed = 3X.0"%s de ce dernier. On doit, en conséquence, corriger le

comptage. Cette correction est assurée par larelation suivante:C. = C/(1- d xC). Il faut noter que dans notre cas cette

. . . —= 1
relation n’ apporte quetréspeu de correction car C << 3
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respectives C e G et d'écarts-types respectifs \/E et \/6—0 . Le rapport des taux de

2
>
comptage suit également une distribution normale d’ écart-type Sc, \/?C 0 CCO . Ceci
2} e 0

implique que I’ ordre de grandeur de I’ erreur relative sur la compa(:|te n, en supposant K et ni
parfaitement connus est :

Dn De Dr 1 1
—@—+t—+ [ [1.4]

n e r t>C t,xCo

p

out et to représentent les temps de mesure respectifs des comptages, qui sont dans notre

étude identiques et de I’ ordre de 60 s.

La précision des mesures est de I’ordre de 3,5%. L'incertitude a deux origines, I'une

Dr ,
d ordre expérimental (— +—L @3,3 %) et I'autre d’ ordre statistique ( i+ @0,2
Mo txC t >(:o

%). On note que I'incertitude la plus importante est celle qui est systématique, directement

reliée al’ expérience. L’incertitude de comptage ne dépend que du temps de comptage et de
I’activité de la source radioactive. Ces deux derniéres grandeurs ont éé choisies pour

s affranchir de |’ erreur statistique.

V. Canaux d’ écoulement

Les premiéres expériences ont été réalisées au Cemagref de Grenoble, sur le cana
d écoulement tridimensionnel mis au point par Christophe Ancey [Ancey96]. Ce cana
d écoulement de grande taille permet d’ acquérir des données sur une assez grande plage de
débit massique. Le canal, entierement réalisé en P.V.C., a une longueur de 2 m, une largeur
utile L = 4,8 cm (compte tenu des films P.V.C. antistatiques) et une hauteur de 15 cm. Le
fond du canal est constitué d' une rugosité réalisée par I’ apposition sur un film Scotch double-
face de billes de verre de 2 mm. Un systéme d’ entretoise permet de rigidifier le canal sur toute
sa longueur. Un systéme de recirculation al’ aide de deux pompes permet un débit continu du
matériau granulaire. Une trémie avis, en amont du cana permet de contr6ler al’aide d’une
vanne pointeau le débit massique Q,. Un autre parametre de contréle expérimental de ce

dispositif est I’angle d’inclinaison g. Le matériau granulaire utilisé est constitué d’un mélange
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de billes de verre de diamétre d = 800 nm et 1 mm et de masse volumique r , = 2700 kg.m®.
Deux débits (430 g.s* et 780 g.s1) et quatre inclinaisons (27°, 30°, 33° et 37°) ont été étudiés.
Nous avons choisi cette gamme de parametre car ils permettent d obtenir un régime
d’ écoulement stationnaire uniforme stable. Aux angles d'inclinaison et aux débits choisis, il
existe une relation linéaire entre la hauteur d’ écoulement asurface libre H et le débit massique

Qm. Les résultats obtenus sur le canal du Cemagref ont été publiés dans [Ancey02].

Une autre expérience sur plan incliné a éé réalisee dans les locaux du LMSGC, en
utilisant un canal en aluminum. Ce cana aune longueur totale de 5 m et une largeur utile de L
=5 cm pour une hauteur de H = 6 cm. Le fond du cana est constitué d’ une rugosité réalisée
par |’ apposition sur un film Scotch double-face de billes de verre de 1,5 mm. A la différence
du cana du Cemagref, il n’existe pas de systeme de recirculation, mais une trémie réservoir
de grande contenance (la méme que celle utilisée dans les expériences d'1RM) assure un débit
constant dans le canal. Le matériau granulaire utilisé est constitué de billes de verre d = 1,5
mm et de masse volumique r , = 2700 kg.m*. Seuls deux angles d'inclinaison du plan (14,7°
et 23,2°) et deux débits massiques (130 g.s* et 1250 g.s*) ont &té étudiés.

De facon apouvoir comparer les résultats de ces expériences, nous exprimons le débit sous

forme adimensionné ;

Q=—-0_» n V*H* [1.5]
r LdJ <
V* e H* désignent la vitesse moyenne et I'épaisseur de I|'écoulement, toutes deux

adimensionnées. Les débits adimensionnés valent 32 et 58 dans I'expérience du Cemagref et
2,5 et 24 dans I'expérience du LM SGC.

V. Profilsde compacité

Une mesure a I'arrét pour une inclinaison proche de I'angle d'avalanche sert de
référence (figure 1-3). Lafigure 1-4 montre I’influence de I'inclinaison du canal q et du débit
Q sur le profil de compacité. On observe de fagon générale une décroissance de la compacité

depuis le socle. Cette décroissance est en général assez lente jusqu'ala surface libre ou la
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chute est brutale. On constate également qu’il n’existe pas de forme générale du profil de
compacité. Lorsque I'inclinaison augmente adébit constant, I'écoulement accélére, samaincit,
devient plus dilué et plus agité. Par ailleurs, lorsque le débit augmente ainclinaison fixée,

I'écoulement sépaissit, se densifie et freine.

20

15

10 -

Figure 1-3: Profil de compacité al'arrét. Ordonnée en millimétre

0.7 0.8

Figurel- 4 : Profils de compacité. Ordonnée en millimétre.

a: Influence del’inclinaison (Q* = 32),

b : Influence du débit (q = 23,2°). Enrouge Q" = 24. Ennoir Q = 2,5
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De fagon générale, on observe que la compacité décroit avec la hauteur. Cette
décroissance reste assez faible pour certains écoulements (faible inclinaison et/ou fort débit),
mais plus rapide pour d'autres (forte inclinaison et/ou faible débit). On distingue ains des
écoul ements denses d'écoulements plus dilués. Les valeurs de compacité sont comprises entre

0,5 et 0,6 pour la partie la plus dense, inférieure 40,4 pour la partie diluée.

Ces profils peuvent étre comparés avec ceux mesurés par des techniques différentes
par [Augenstein78, Ridgway70, Ahn9l]. Les premiers observent une augmentation de la
compacité avec I’ épaisseur du matériau granulaire en écoulement. Les seconds indiquent que
la compacité croit fortement jusqu'aun maximum, pour diminuer ensuite vers la surface libre.
Seuls les résultats de [Ahn91] semblent étre en accord avec les nbtres, du moins d’un point de
vue qualitatif. Les études expé&rimentales 2D [Azanza98] ou numériques en 2D ou 3D
discutées au chapitre Ill indiquent plutét un profil de compacité constant qui semble
compatible avec celui mesuré pour les écoulements les plusdense (q=23,2°- Q* =240u q =
27° - Q* = 32).

VI. Conclusions

D'autres mesures ont été réalisées en conduite verticale. Les résultats sont présentés au
chapitre 1V. Nous avons montré la faisabilité de la mesure du profil de compacité par gamma-
densitométrie dans un écoulement granulaire stationnaire. Cependant, notre étude reste une
étude de faisabilité. 1l y aurait lieu de faire des mesures plus systématiques. Notons aussi que
les temps d'acquisition sont trop longs (plusieurs dizaines de secondes) pour I'étude de

phénomenes instationnaires.

Récemment plusieurs auteurs ont utilisé des techniques de diffusion multiple de la
lumiére pour sonder des milieux granulaires constitués de billes de verre. Il est en particulier
possible de mesurer la compacité moyenne, avec une trés bonne résolution temporelle. La
comparaison des mesures de compacité par les deux techniques a été récemment menée par
Olivier Pitois, sur des empilements de billes de verre [PitoisO0]. L'application de cette
technique a des écoulements pourrait permettre de mettre en évidence des ondes de densité

dans les écoulements en conduite verticale (cf. chapitre V).
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ANNEXE 2

VELOCIMETRIE IRM

Dans cette annexe, on introduit les notions utiles pour comprendre les méthodes de
vélocimétrie par résonance magnétique nucléaire (RMN). Nous commencerons par décrire le
principe de la RMN, dans le cadre de la physique classique (non quantique), avant d'aborder
I'imagerie par résonance magnétique (IRM), et enfin les techniques de vélocimétrie. Pour une
description détaillée, on renvoie aux ouvrages spécialisés [Kastler00, Callaghan93,
Callaghan99, Fukushima99]. Les figures sont extraites de [Kastler00].

|. Principedelarésonance magnétique nucléaire

.LA.  Magnétisme nucléaire

Certains noyaux atomiques sont dotés d'un moment cinétique ou « spin » S (multiple
de 7) auquel est associé un moment magnétique M =g S, ol gest le rapport gyromagnétique
caractéristique de chaque noyau. Ainsi, pour le noyau d hydrogéne, réduit aun proton, qui

joue un role particulier en RMN de part son abondance, g= 2,675 10° rad s* T (figure 2-1).

Dans le cas d'une assemblée de N moments magnétiques occupant un volume V, on

définit l'aimantation macroscopique M comme la moyenne volumique des moments

magnétiques: M =—§ m .

<|r

|.B. Equations de Bloch

En I’absence de champ magnétique externe, et compte-tenu du caractere négligeable
du couplage entre les noyaux, les moments magnétiques sont orientés aléatoirement du fait de

I" agitation thermique, de sorte que |’ aimantation macroscopigue est nulle.

219



Annexe 2 —Vélocimétrie | RM

Lorsgu'ils sont plongés dans un champ magnétique externe EO appelé statique ou
principal (qui définit I'axe z), I'évolution temporelle des moments magnétiques éémentaires,

caractérisée macroscopiquement par I’aimantation M, est régie quantitativement, dans le
référentiel du laboratoire, par I'éguation de Bloch dont I’ expression la plus générale s écrit :

dM (t)
dt

=gV (t) UB, [2.1]

Ils sont donc animés d'un mouvement de précession autour de éo, ala fréguence de
Larmor w, =gB, qui vaut 21 MHZz/T pour I'nydrogene. Dans cette situation I’ aimantation ne
fait apparaitre qu’ une composante longitudinale M, (aimantation longitudinale) ; al’ équilibre
on I'appelle M?. De plus, divers mécanismes (échanges d'énergie entre spins et avec
I'environnement moléculaire) dispersent les composantes transversales élémentaires des

moments magnétiques dans différentes direction (les protons sont déphasés) : il n'y a donc

pas de composante transversale M , résultante.

=
Mz: 20

Figure 2-1 : En I'absence de champ magnétique exter ne, les spins protoniques sont orientés de facon aléatoire.
Soumis aun champ, ils s'orientent suivant ce dernier avec I'apparition d'une aimantation macroscopique.
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Il n"est pas donc pas possible de mesurer directement le vecteur d aimantation
macroscopique a Iéquilibre car il est infiniment petit par rapport & B,. Pour pouvoir le
mesurer, il faut le basculer dans le plan xOy par un deuxieme champ magnétique (ou onde

radiofréquence) avec une condition de résonance.

|.C. Lephénomene de résonance magnétique nucléaire

Le phénoméne de résonance magnétique nucléaire a été décrit en 1946 par Bloch a
Stanford et Purcell a Harvard (prix Nobel de Physique en 1952). Ce phénomene apparait

lorsque I'on superpose au champ magnétique externe EO un champ é ectromagnétique tournant

B, appliqué dans le plan xOy pendant une durée t  (figure 2-2). La perturbation introduite
est d'autant plus efficace que la fréquence de rotation w; du champ magnétique tournant est
proche de la fréquence de Larmor wy (condition de résonance w; = wp). La fréquence de
Larmor éant située dans le domaine des ondes radiophoniques, le champ B, est une onde

électromagnétique radiofréguence (onde RF).

Figure 2-2 : Basculement de |'aimantation sous I'effet d'une onde RF, dans le référentiel tournant.

Tout en continuant & précesser autour de B, a la fréquence wp, l'aimantation
macroscopique va également précesser autour de B, ala fréquence w; = gB;. L’ extrémité du
vecteur M s abaisse d' un angle de basculement a = ép w, (t)dt= Q:p B, (t) dt, en décrivant

une spirale sur une calotte sphérique du pble Nord al’ équateur (figure 2-4). Ceci entraine une
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disparition de la composante longitudinale et I'apparition de la composante transversale, avec
une mise en phase des spins les uns par rapport aux autres. L'origine de ce rephasage trouve
son explication dans un modéle quantique et énergétique, qu'il serait trop compliqué

d'expliquer dans le cadre de cette annexe.

Afin de saffranchir du mouvement de précession autour de B, , il est commode de se

placer dans le référentiel (x’Oy’) tournant ala fréquence wp par rapport au référentiel fixe

X0y (Figure 2-2). Le phénoméne de résonance est alors décrit comme un mouvement de

basculement ou de rotation de M autour de B, (autour de Ox’ dans le plan zOy’). Cependant,

cet état est instable et, des lafin de I'excitation, il y arelaxation vers I'équilibre.

L'aimantation longitudinale M, repousse alors progressivement (relaxation dite T)
(figure 3 - bas), alors que l'aimantation transversale M, décroit rapidement avec un

déphasage des spins (relaxation dite T, ) (figure 2-3 - haut).
Ces processus de relaxation spin-réseau T; et spin-spin T, sont liés aux interactions

microscopiques. En effet, lors de la relaxation longitudinae il y a émission d'énergie (échange

thermique) par interaction avec le milieu moléculaire environnant (réseau). On a de fagon

AT,
F,m-mme i

N ST
|

générale T, >To.

{a)

M40}

T - — - —_——— - |

Figure 2-3 : Relaxation longitudinale (bas) et transversale (haut).

L'évolution de l'aimantation macroscopique reste tout de méme décrite par les

équations de Bloch qui s écrivent dans le référentiel tournant :
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Figure 2-4 : Mouvement du vecteur aimantation lors du processus de relaxation.
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[2.2]

[2.3]

Par exemple, suite a une impulsion radiofréquence 90° (angle de basculement a =

90°), I'aimantation transversale My (F) de I'échantillon va relaxer avec la constante de temps

T,. Dans le plan transverse au champ éo va aors apparaitre un faible signal éectrique S(t)

appelé signal de précession libre Free Induction Decay - FID), qui va étre recueilli par

['antenne de réception.

Une forme générique de ce signal peut-étre écrite sous laforme :

t

S(t)= GMige(7.07)e e ar

Objet

avec
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Mo7.07) =20 F) S g, 25

our (F) représente le nombre de protons par unité de volume.

Anienne
récaplrice

Figure 2-5: Réception du signal (t).

Dans la pratique, ce signa est représenté sous la forme d'une sinusol de amortie par
une exponentielle de temps caractéristique T, (figure 2-5), lié ala fois aux inhomogénéités du
champ d'origine moléculaire, caractéristique de I'échantillon éudié, et aux inhomogénéités

propres de B, , liées aux qualités de I'appareil RMN et indépendantes du temps. Ce temps de

relaxation T, est beaucoup plus court que le temps de relaxation To.

|.D. Echode Spin

On décrit maintenant une séquence couramment utilisée, dite d'écho de spin, destinée a
se débarrasser de ces inhomogénéités du champ principal externe. Son principe a été publié
par Hahn dés 1955.

Suite a une impulsion radiofréquence 90°, 'aimantation transversale de I'échantillon

objet va relaxer avec un constante de temps caractéristique T, en faisant apparaitre un faible

signal éectrique mesurable S(t) appelé signal de précession libre.
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Si au bout d'un temps T./2 (demi-temps d'écho) aprés I'impulsion RF, une seconde
impulsion RF de 180° est appliquée, celle-ci va inverser les déphasages sans modifier le sens
de rotation des spins élémentaires. Les spins qui précessaient plus rapidement vont se trouver
aprésent en retard par rapport aux plus lents et comme les vitesses de précession (et les sens

de rotation) restent identiques, au bout d'un temps T. (temps d'écho), les spins seront de

nouveau en phase engendrant ainsi un signal d'amplitude maximale, dit d'écho de spin. Il est a

noter que l'impulsion de 180° ne permet de saffranchir que des déphasages dus aux

inhomogénéités propres de Bo gui sont constantes et non pas au déphasages aléatoires dus au

inhomogénéités du champ d'origine moléculaire qui sont irréversibles.
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Figure 2-6 : Formation d'un signal d'écho de spin par
une séquence d'impulsion 90°-T/2-180°. L'application
d'une impulsion induit une FID qui disparait
rapidement lorsque les spins se déphasent.
L'application d'une impulsion RF de 180° aprés une
durée Tg/2 produit un écho au temps Tg apres
I'impulsion de 90°.
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Figure 2-7 : Chronologie des impulsions RF et

paramétres de la séquence d'écho de spin. Un cycle
d'impulsions de 90° et 180° ne permet d'obtenir qu'une
ligne de la matrice image. Pour obtenir les autres
lignes, il va falloir répéter pour chaque ligne ce cycle
élémentaire.
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II. Principedel'lmagerie par Résonance

Magnétique Nucléaire

La technigue de RMN fournit une information globale sur I'échantillon. On peut
cependant espérer mesurer la dépendance spatidle du signal RMN, et donc la densité
d'aimantation. En 1973, Lauterburg et Mansfield proposerent d'utiliser des gradients de champ
magnétique pour localiser spatiadlement le signa RMN. Les premiéres images furent des
coupes de capillaires remplis d'eau et d'un poivron, mais dés 1976, Moor et Hinsaw
obtiennent les premieres images du corps humain. La résolution typiquement accessible est de
I'ordre de (Imm)®.

Ainsi, comme n'importe quel autre outil dimagerie tomographique, |'lmagerie par
Résonance Magnétique Nucléaire (IRM) fournit une cartographie spatiale de I'information
issue du signal RMN. Mais I''RM a l'avantage de générer des images bidimensionnelles
suivant n'importe quelle direction de coupe, ou bien encore des images volumétriques. De
plus, le signal RMN provient directement de I'objet imagé (il n'est pas nécessaire dinjecter
des isotopes radioactifs comme en tomographie aémission de positron). Enfin, il est possible
d'imager spécifiqguement différentes grandeurs (densité de spins, temps de relaxation Tp et Ty)
au moyen de parameétres directement contrélables par I'opérateur. Ainsi, chague image dépend

fortement du protocole expérimental utilisé.

I[I.LA. Tomographie RMN

La localisation spatiale du signal (ou codage spatial) fait appel a I'utilisation de
gradients linéaires de champ magnétique G, créés par des bobines de gradient et qui se
superposent au champ magnétique principal I§0. Les spins situés en r vont aors précesser

avec une fréquence de Larmor généralisée :

W(F):g(BO+G >;):V\6+ gGor [2.6]
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Chague éément de volume dr contenant une densité volumique de spins r (F) contribue au

signal RMN d'une quantité :

dS(F,t) =r (r)e' W vy [2.7]

Dans la suite, on fait abstraction de la dépendance temporelle commune a I'ensemble de

I'échantillon :

-E%N +%Et
Stypes " e [2.8]
et I'on ne retient que le déphasage associé au gradient de champ magnétique :
f(F,t)=gGx % [2.9]

En somme, la densité volumique de spin est codée par la phase f (F,t) dans le signa RMN :

s(t)= or (r)e"ar [2.10]

Objet

Par analogie avec la notion d'espace conjugué en transformation de Fourier, on définit le

vecteur K :

k=%t [2.11]
2p
De sorte que |'on peut écrire :
S(E) = o (F) g [2.12]
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Latransformée de Fourier inverse de ce signal fournit alors la densité de spin :

r (F) = (‘)S(E ) 2Pk gl [2.13]

11.B. Mise en place des évenements d'une séguence |RM

La fréguence de I'onde RF sélectionne ainsi un plan de coupe perpendiculairement au
gradient de sélection de coupe G ("slice selection"). L'épaisseur du plan de coupe est

fonction de la largeur de fenétre Dw de I'impulsion sélective RF, et de I'intensité du gradient
selon larelation :

Dz=— [2.14]

Lorsque la fenétre est large, la coupe est épaisse et inversement. A largeur de fenétre
égale, I'épaisseur est fonction de I'intensité du gradient. Si le gradient est élevé les coupes sont

fines et inversement (figures 2-8 et 2-9).

Figure 2-8 : Gradient de sélection de coupe.
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Dans I'image d'un plan de coupe d'épaisseur Dz centréeen z,, l'intensité I(x,y) de

chague pixel est tel que:

zp+Dz[2
I(x,y)= ¢ r(x.y.z)dz [2.15]
z9- Dz/2

A 5 {1} i

Figure 2-9: Principe de la sélection de coupe au travers d'une impulsion sélective RF.
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Figure 2-10: lllustration des notions de champ de vue, plan de coupe, voxel et pixel.

Ayant sdlectionné le plan de coupe au moyen dun premier gradient G, on va
mesurer la densité de spin dans ce plan de coupe, dans une zone appelée champ de vue,
divisée en L, lignes et G colonnes (figure 2-10). La densité de spin est donc mesurée sur un
voxel cubique. Chacun des pixels est localisé par |'application successive de deux gradients

supplémentaires qui modifient la fréguence de précession et les déphasages des spins.
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Le gradient de codage de phase G, (figure 2-11), appliqué avant la réception du
signal, augmente la fréguence de précession dans chacune des lignes ainsi que le déphasage
de ces lignes entre elles. A l'arrét de I'application de G, , les moments magnétiques
élémentaires précessent tous de nouveau ala fréguence angulaire w,, mais leur décalage en

phase subsiste.

Figure 2-11 : Gradient de codage de phase.

Le gradient de codage de fréequence G, (dénommeé également gradient de lecture)

(figure 2-12), appliqué pendant la lecture du signal, augmente la fréquence de précession des
spins dans chacune des colonnes de I'image. Dés |'arrét du gradient, les protons vont précesser

de nouveau ala fréquence w,.
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ff i

Figure 2-12 : Gradient de codage de fréguence.

Par contre, il faut appliquer G, lors de la lecture du signal RMN S(t) pour avoir un

codage en fréquence, car des l'arrét du gradient les protons vont précesser de nouveau ala
fréquence w,.

Les gradients de phase et de fréguence agissent exactement de la méme maniere sur
les spins : tous les deux modifient la fréquence de précession des spins, mais également leurs
déphasages. La différence des modes d'action provient du moment de leur application :

- Le gradient de codage de phase est appliqué avant la réception du signal, il ne fait
que déphaser les protons des lignes entre-elles.

- Le gradient de codage de frégquence est mis en place pendant la lecture du signal, seul

le codage en fréquence est utile pour la réception du signal.
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o SR

Progression
verticale

Progression horizontale

Figure 2-13: Illustration du principe d'acquisition d'un plan de coupe.

Cette reconstruction d'image suivant la sequence de gradients de champ expliquée ci-
dessus ne permet dobtenir I'information que pour une ligne. Notre matrice image est
constituée de L, lignes, il faut donc Ly, étapes d'incrémentation du gradient de codage de phase
(en modifiant incrémentalement l'intensité de celui-ci) pour avoir I'ensemble de I'image
(figure 2-13). Par contre, les C; colonnes de la matrice correspondent chacune aune bande de
fréguence déterminée. Il n'y a donc aucune nécessité d'incrémenter pour chaque colonne le
gradient de codage de fréquence.
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Figure 2-14 : Mise en place desimpulsions RF et des trois gradients qui vont se succéder

-#— Gradients —=
(%)
_G_

233



Annexe 2 —Vélocimétrie | RM

au cours d'une méme excitation.

11.C. S&guence d'imagerie d'écho de spin

RF _‘*?0 +180 20 ) ) Spin = dchi
Béa o
G: I M M - L 1 . - "
G — i . e e
Gf—l | I ] I HE -r.__..._ : ; »
Echo B9 — / J.l_.nﬁ"-

S e A ‘ ‘ R . T T X |
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Figure 2-15 : Séquence d'imagerie détaillée de type Echo de Spin.

Le cycle gue nous venons de décrire, dans le paragraphe précédent ne permet d'obtenir

gu'une ligne de la matrice image. Pour obtenir les autres lignes, il va faloir répéter, pour
chague ligne, la séquence dimpulsion 90°- T, /2-180°. Dans cette séquence, le temps d'écho
correspond au temps de mesure et le temps de répétition T, al'intervale de deux cycles
éémentaires (figure 2-15). Le temps T, correspond ainsi au temps de passage d'une ligne a
['autre mais également au temps de repousse stabilisé de I'aimantation longitudinale de la

tranche sélectionnée.

La séquence d'écho de spin est tres utilisée en imagerie. Elle permet d'obtenir des
images d'excellente qualité. Son principal inconvénient est qu'elle est relativement longue car
on doit répéter la séquence d'impulsion pour chagque ligne de I'image. De plus, il est également
difficile d'obtenir des images avec un temps d'écho T_ court, ce qui peut-&re un facteur

limitant si I'on doit étudier des écoulements rapides.

I1.D. Temps d'acquisition

Pour améliorer la qualité de I'image, il est nécessaire de repasser plusieurs fois sur
chague ligne. Ainsi le temps d'acquisition d'une image T,. dépend du temps de répétition T,

du nombre de ligne L de la matrice associé au champ de vue et du nombre d'excitations N, :
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Tae = T XL o XNy [2.16]

Pour réduire ce temps d'acquisition, on ne peut intervenir essentiellement qu'au niveau

du nombre d'excitations. Celui-ci est directement dépendant du rapport signal/bruit qui est
proportionnel a B]'*. Aind, il faut augmenter l'intensité du champ primaire pour augmenter le

rapport signal/bruit.

[1l. VéocimétrieRMN

La RMN est également capable de distinguer des particules en écoulement par rapport
acelles qui sont immobiles

La vélocimétrie RMN requiert un certaine durée. Elle est donc plus appropriée pour
des phénomenes stationnaires ou bien dont le comportement est lentement variable dans le
temps.

On peut distinguer deux méthodes de vélocimétrie. Celles qui reposent sur le temps de
vol fournissent une estimation de la vitesse. Celles qui reposent sur le déphasage des spins

permettent une mesure précise de la vitesse.

[11.A. Imagerie de flux

Le mouvement des spins modifie le signal IRM (au niveau de la phase), et peut donc
perturber la mesure. En retour, ces artefacts correctement analysés permettent de mesurer ce

mouvement.

Dans un premier temps nos recherches se sont orientées vers des techniques de
contraste de phase. Cependant ceci n'a pas été concluant du fait de I'échec de la calibration de
cette séguence. En effet, le temps minimum nécessaire ala réalisation de cette séquence était
trop long par rapport au temps imparti ala calibration (2 minutes). Nous nous sommes donc

orientés vers une situation ou le plan de coupe est chois paralléle au flux.
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[11.B. Flux perpendiculaire au plan de coupe : Vélocimétrie par

temps de vol.

Les flux de spins entrant et sortant ala vitesse V de la tranche d'épaisseur dzentre
deux impulsions modifient l'intensité du signal. D'une part, le signal peut augmenter du fait
que le flux renouvelle les spins saturés par des spins non saturés (phénomene d'entrée de
coupe). Cet effet sera maximal s le temps de transit est égal au temps de répétition Tg, soit

V:E. En revanche, il faut auss que les spins ayant subi I'impulsion de 90° n'aient pas

R
encore quitté la tranche au moment de I'impulsion de 180° (phénomeéne de sortie de coupe),
c'est adire que le temps de transit soit inférieur au temps de la séquence d'écho de spin, soit

2dz R . , " :
V=——. Au fur et a mesure que la vitesse augmente, on observe que l'intensité du signa

E

commence par augmenter jusgu'aun maximum, puis se met a décroitre vers zéro.
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Figure 2-16 : Phénoméne d'entrée et de sortie de coupe (gauche). Technique du temps de vol (droite).

Etant donné que les modifications de cortraste entrainées par les phénomenes d'entrée
et de sortie de coupe dépendent de la vitesse d'écoulement, certains auteurs ont proposé de
calculer la vitesse apartir de I'intensité du signal des écoulements perpendiculaires ala coupe.
Ces méthodes sont actuellement abandonnées car elle présentent deux inconvénients : d'une
part, la courbe donnant I'intensité du signal en fonction de la vitesse n'étant pas monotone, une
méme intensité peut représenter deux vitesses différentes; d'autre part, le contraste dépendant
auss des temps de relaxation, il serait nécessaire de le mesurer pour en déduire la vitesse, ce

qui aboutirait ades séquences dimagerie trés longues.
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Par contre, des méthodes dites de temps de vol ont été décrites pour suivre le fluide
entrant ou sortant : on peut, par une bande de signa intense, distinguer les parties
stationnaires du fluide car ce dernier, éant en mouvement entre I'impulsion sélective et la
mesure, est sorti du plan de coupe entrainant avec lui son signal jusqu'aun certaine distance
perpendiculaire a la direction de sélection de coupe. La mesure de la distance parcourue
pendant le temps d'écho permet de connditre la vitesse moyenne d'écoulement sur cette

période.

[11.C. Flux paralléle au plan de coupe : Imagerie de phase

[11.C.1. Principe de vélocimétrie par codage de phase

On avu qu'un ssimple gradient induisait un déphasage méme pour des spins immobiles.
L'idée consiste alors a appliquer un deuxiéme gradient de méme intensité mais de polarité
inverse qui, pour des spins immobiles va induire un deuxiéme déphasage complémentaire du
premier, de sorte que le déphasage total soit nul (figure 2-17). Pour des spins en mouvement,
il Ny a plus compensation des deux déphasages, de sorte que I'application de ce gradient

bipolaire G / G* (inclus dans le gradient de lecture) permet de sélectionner le déphasage lié

au mouvement.

Aing, I'expression :

f(r.t) = agf3 (t)or (t ) [2.17]

montre que le déphasage permet une mesure de la composante de la vitesse dans la direction
du gradient de lecture.

Considérons, comme exemple démongtratif, le cas simple dun mouvement de

translation uniforme selon la direction z2 v=v,e, soit z(t)=z(0)+vzt. Le choix d'un

gradient de lecture dans la direction du mouvement a(t) =G, (t)e. permet la mesure de la

composante ; :
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t

f,(t) :goc‘pz (t){z(0)+v,%)at

[2.18]

t

= 2(0) &5, (1)t + v, 4G, (1)t

0

Le premier terme représente le déphasage spatial induit par le gradient de lecture lié au
codage de phase usuel. Le deuxieme terme correspond au déphasage induit, cette fois-ci, par

le mouvement des spins le long du gradient de champ. On pose par la suite.

Df,(t) =- ov, }G, (t) ot [2.19]
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Figure 2-17 : Séguence bipolaire.
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Comme exemple d'application, on peut considérer la sequence bipolaire classique de
gradient de lecture illustrée alafigure 2-17 apartir de laguelle on montre aisément gque durant

la période de déphasage O£t £T. /2 :

t
1
Df (t) =- g¢y,tG, (t)dt =- =G v, t* 2.20
()7 901G, (t)dt =- 3., [2.20]
et durant la période d'acquisition du signal RMN T./2£ tE T :

[2.21]

Ains al'instant t=T_ ou le signa recueilli est maximum, le déphasage lié au mouvement des

spins est :
DF ,(Te) = B.V.T¢ 222

Au bout du temps T, le premier terme sannule, et le déphasage associé au
mouvement est proportionnel ala vitesse d'écoulement, et au carré du temps d'application du
gradient bipolaire. L'éude du déphasage pour une ségquence écho de spin, comme l'ont établi

Carr et Purcell redonne une dépendance identique.
D'autre part, il est possible, avec I'utilisation d'un double gradient bipolaire de coder

également I'accélération, la phase éant aors nulle pour les spins se déplacant a vitesse

constante.

[11.C.2. Imagerie par contraste de phase

Ces méthodes sont basées sur I'expression de la phase lorsque les spins sont animeés
d'un mouvement. On vient de voir que la phase de I'aimantation lors de I'écho est directement
proportionnelle ala vitesse, et I'on peut donc admettre que la mesure de cette phase donnera la
vitesse. La méthode la plus simple consiste autiliser la transformation de Fourier : on sait que

celleci permet de caculer non seulement le module, mais égaement la phase de
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I’ aimantation. En représentant une cartographie de phase (sur laquelle le contraste dépend de

la phase de I'aimantation), on génere en fait une véritable cartographie des vitesses.

GFG © .- CBAMER cpet || LCPG
EFEED) (] Dete: BN 001 | B D G s e 200
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Figure 2-18 : Exemple de cartographie des vitesses par une imagerie de phase. L'image de gauche représente un
rhéomeétre de type Couette en mouvement, celle de droite le systéme au repos] Raynaud01] .

C'est donc la phase du signal qui contient I'information sur la vitesse, ce qui nous

conduit donc a travailler sur le signal complexe, c'est a dire la partie réelle %( t) ou

imaginaire S (t) du signal, ou encore sur quantité arctan($4,) (mais I'erreur numérique
introduite par le calcul de la fonction arctangente ne permet pas d'avoir des qualités dimages
suffisantes). [Moran82] propose également de travailler sur l'image imaginaire plutét que
I'image de phase. L'image imaginaire a un contraste proportionnel ala phase pour les faibles
valeurs de celle-ci et permet ainsi de saffranchir des erreurs liées al'utilisation de la fonction
arctangente. D'autre part, pour pouvoir utiliser quantitativement ces images, il est nécessaire
que la variation de phase correspondant a la vitesse maximae soit inférieure a p. Cette
technique a été proposee par [Van Dijk83]. Par le choix de la direction du gradient de lecture,
toutes les composantes du mouvement dans un plan de coupe donné peuvent étre mesurées
[Moran82].

I11.C.3. Imagerie de flux zébrée
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Cette méthode développée par [Van Wedeen85] utilise les images de type rédl, €,
pour visualiser les lignes de flux, I'auteur introduit un battement dans I'image. Le battement
est obtenu en introduisant un décalage au niveau des signaux temporels. Le battement se
manifeste sur I'image par des zébrures qui sont rectilignes en absence de mouvement. Elles
prennent la forme disopotentielles perpendiculaires aux lignes de flux en présence d'un

écoulement. On prend donc par la suite systématiquement les parties réelles S, (t) de nos

signaux.

L'image de flux zébrée mise au point par Van Wedeen présente un grand intérét pour
la détermination de la forme des isopotentielles des lignes de courant. Le principe d'obtention
est le suivant.

En I'absence de mouvement, la phase du signa RMN est nulle au moment de I'écho

d'une séquence écho de spin. Si par contre, un décalage temporel Da est introduit sur le signal
d'écho acquis par le gradient de lecture, nous obtenons alors dans |'espace conjugué une

tranglation globale du plan de Fourier d'une quantité :

DKa=—L(t- (T, +Da))G [2.23

Le nouveau signal conjugué S(k79 est donc tel que:

Sficd =k - DK.)

— ézpFDEas(R’) [2.24]

La nouvelle fonction image associée par la transformée de Fourier inverse se trouve donc

modul ée spatialement sous la forme :

1{r) = A" 65(k - Dka )Y(r)

2prpk. 2 ok [225]
= U ORCARIU
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2p _ 4p°

avec | =——=
HDka gGDa

la périodicité des zébrures.

Cette technique introduit donc une modulation. Les images réelles présentent alors des
raies alternativement sombres et brillantes dans la direction du gradient de lecture,
correspondant a la périodicité | imposée par le décalage du signa RMN introduit en
présence du gradient de lecture.

Figure 2-19 : Exemple d'imagerie zébrée appliquée aux écoulements en conduite verticale

(gauche: repos - droite : écoulement)

En l'absence de tout autre déphasage (absence de mouvement), les raies sont
parfaitement paralléles entre-elles. Sil existe maintenant un terme de phase supplémentaire,
lié aun mouvement dans la direction du gradient de lecture, ces lignes prennent la forme du
profil de vitesse de |'écoulement. La phase étant proportionnelle ala vitesse, il est possible de
mesurer la vitesse apartir de ces images. La largeur d'une raie sombre ou d'une raie brillante

correspond aun déphasage de p. On note bien que un temps d'écho T. court est un facteur

limitant pour les écoulements rapides.
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11.C.4. |Imagerie par marquage magnétique : "Tagging"
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Figure 2-20 : Marquage d'une grille magnétique. Suivi de |'évolution de cette derniére par déformation.

Le tagging consiste a appliquer une succession de bandes de saturation sélectives
avant le module d'imagerie afin d obtenir un quadrillage déformable. La déformation du
quadrillage est liée a un mouvement des spins supérieur a la fréquence d’encodage spatial

d' un pixel (application principale : artéere du coeur).

V. Conclusions

Cela fait plus de cinquante ans que le principe de la résonance magnétique nucléaire
(RMN) a été découvert. C'est désormais une technigue importante en physique et en biologie
dont on peut lister les avantages et limitations. Ses avantages (en dehors de la possibilité de
vélocimétrie) sont :

- le caractére non-invasif, c'est a dire quaucun contact direct avec |'échantillon n'est
nécessaire pour retirer I'information

- |'absence de rayonnement ionisant (contrairement ala tomographie arayon X),
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le grand nombre de pixels ou de voxels de mesure en une seule expérience,

la possibilité de faire des projections ou des coupes dans toutes les directions (par rapport
ades techniques de diffusion qui nécessitent de diriger un faisceau dans la direction de
I'échantillon).

Ses limitations sont :

la sensibilité restreinte a certains noyaux atomiques (surtout les noyaux dhydrogéne),
mais la gamme des matériaux qui peuvent étre étudiés par RMN est trés vaste,

son inadaptation pour les matériaux magnétiques ou conducteurs (probleme pour les
matériaux géologiques qui contiennent des particules ferromagnétiques),

le temps d'accumulation du signal, mais cela semble de moins en moins étre un facteur

limitant de part I'émergence d'imageurs achamp fort et de nouveaux types de séquences.
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ANNEXE 3

IMAGERIE

Deux types d'écoulement ont été étudiés par imagerie : en géométrie bidimensionnelle
(sur plan incliné Chap 111 et en conduite verticale Chap 1V ) et en géométrie tridimensionnelle
(en conduite verticale - Chap V). Dans le premier cas, on a utilisé les méthodes mises au
point dans le cadre de la these dEmmanuel Azanza [Azanza98], que nous résumerons
rapidement au § |. Pour les écoulements tridimensionnels, les mesures sont faites ala paroi, et
I'on a utilisé une technique, mise au point par Pascal Moucheront [Moucheront00], fondée sur
des techniques de corrdation dimage. Cette méme méthode a aussi éé utilisée pour le
traitement des images issues de I'é&ude de vélocimétrie IRM (cf. Chap 1V § I11.C). Cette

deuxiéme méthode fera I'objet du § I1.

|. Ecoulementsbidimensionnels

Le cana d écoulement (figure 3-1) est constitué de deux plaques de verre de 2 m de
longueur, 60 cm de hauteur et de 1 cm d épaisseur. L’ écartement entre les parois est gjusté
gréce ades cales de précision. Cet écartement doit étre supérieur alataille des particules pour
éviter d éventuels blocages, mais également pas trop important pour conserver un caractere
bidimensionnel al’ expérience. Les plaques de verres sont serrées en plusieurs points répartis
sur toute la longueur du canal pour minimiser leur flexion. L’ ensemble repose sur une table en
granite pour assurer une bonne verticaité du canal et amortir les éventuelles vibrations dues
aux écoulements. Laplage d’inclinaison g du canal est comprise entre 0° et 90° par rapport a
I"horizontale. L’alimentation se fait par une trémie bidimensionnelle. Les particules

s écoulent sur un fond rugueux.

Le caractere bidimensionnel de I'écoulement permet d'accéder au mouvement de
I'ensemble des grains. On procéde par ombroscopie. La caméra numérique rapide a une
vitesse d'acquisition de 230 images par seconde. Un stroboscope, synchronisé et placé en
arriere du dispositif, permet, avec ces flashs d'une durée moyenne de 10 ns, d'obtenir des

images nettes et tres contrastées en déepit du mouvement rapide des particules. Un diffuseur de

247



Annexe 3 - Imagerie

lumiére placé sur la paroi du canal accroit la qualité des images en uniformisant I'intensité
lumineuse de ces derniéres. On peut ainsi enregistrer des films de quel ques centaines d'images
(6 s). Grace aune carte d'acquisition rapide, ces images sont stockées dans la mémoire vive
d'un PC en 256 niveaux de gris et avec une résolution de 256 ~ 256 pixels, puis sauvegardées

sur le disgue dur.

Un traitement dimage permet d'extraire la position de I'ensemble des grains, et ains
de mesurer certaines grandeurs moyennes relatives a la structure (compacité) ou a la
cinématique (vitesse de trandation et de rotation, dans le cas des pentagones), voire les

fluctuations de vitesse.

Trémie réservoir \

Ouverture contrélant le débit

s

Parois de verre

Socle rugueux

Zone observée

Angle réglable

Figure 3-1 : Canal d’écoulement bidimensionnel.
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Stroboscope synchronisé
alacaméra

éclairs 10ps/ 0,1J

Milieu granulaire en écoulement
confiné entre deux parois de verre

Caméra numérique rapide
230 images/s
256x256 pixels

8 bits Stockage des images

(6,5s - 1500 images)

Traitement automatisé
Archivage

Figure 3-2 : Dispositif d’imagerie.

1. Ecoulementstridimensonnels

On utilise la méme caméra numérique rapide pour filmer I'écoulement ala paroi. Cette
fois-ci, on doit éclairer par devant, et I'on peut dans certaines conditions, suivre les reflets sur

les grains.

L'écoulement est supposé uniforme selon la direction y paraléle ala paroi. On cherche
en revanche adéterminer le profil de vitesse y(x) selon la direction x perpendiculaire a cette
paroi.

Autour de chague position x, on considere une bande de largeur quelques pixels,
paraléle ala paroi, pour laguelle on détermine le profil dintensité moyenne a l'instant n

(image n) I(y,n) (voir figure 3-4).
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Exemple de ligne (épaisse de 5
pixel), sur laguelle est calculée la
Fonction de corrélation

Reflet d'une bille

Paroi rugueuse

Figure 3-3: Principe du traitement d'image.

150 200 2!

50 100 50 25
Position y sur la ligne en pixel den pixel

intensité
E88883
f(d)

o

o

Figure 3-4: Intensite I(y,n) et fonction de corrélation.

Lafonction de corréation :

F(dn) =Ql(y,n) Iy +dn+1)dy [3.]

présente un maximum D(n) (figure 3-4) qui indique la vitesse ala position x et al'instant n, a

partir de lataille du pixel et de la durée entre deux images.

Cette méme technique a été utilisée pour les analyser les images issues des mesures

par IRM. Compte-tenu de la méthode d'imagerie zébrée, les profils dintensité ont I'allure
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périodique de la figure 3-4 (image au repos et en écoulement), et la fonction de corrélation de

est indiquée sur la figure 3-4.

300 16

14
12 F
10

08 |

Intensité
f(d)

0 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 -0.2 . L
-0.010 -0.005 0.000 D 0.005 0.010

X en pixels d

Figure 6-4 : Profil d'intensité dans une bande au repos (O) et en écoulement (M) et fonction de corrélation.
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ANNEXE 4

DYNAMIQUE DES CONTACTS

Les deux méthodes décrites au Chap | § I11.C (dynamique noléculaire et méthode
collisonnelle) rencontrent des difficultés pour traiter les régimes d’écoulement dense, de

multi-contact, ou existent des amas de plus de deux particules en contact.

Contrairement ala loi de Newton qui prévoit que deux solides en contact avant un
choc le restent a I'issue, I'expérience montre que certains contacts s ouvrent lorsgu’ une
particule vient heurter un empilement de particules ("berceau de Newton"). En effet
I'impulsion de la particule incidente se propage atravers le réseau de contacts sous forme
d onde [Falcon98]. Une telle collision doit donc étre traitée en considérant I’ensemble du
réseau des contacts car ses effets ne sont pas localisés. C'est un processus collectif qui ne peut
étre réduit aux chocs binaires. Il est donc nécessaire de formuler les lois de contact de maniere
plus générale afin de traiter de la méme fagon les contacts maintenus et les collisons, mais

également pour prendre en compte |'ensemble du réseau.

Une méthode de simulation numérique est particulierement adaptée a ce type de
probléme. Il sagit de la dynamique des contacts. Cette méthode a été mise au point par
Moreau et Jean dans les années 1980 [Moreau88a-93-94-96, Jean92-93-95, Radjai95], et
appliqguée avec succes a différents problemes, statiques [Radjai96], quasi-statiques
[Moreau97], ou dynamiques [Moreau93-95, Azanza98].

L’ originalité de cette méthode réside dans I’ écriture de lois de contact généralisees qui
permettent de décrire les contacts maintenus et les collisions de la méme fagon, de traiter ains
correctement les collisions multiples, et sans recourir aune régularisation des lois de contact.
Cette méthode se réduit ala méthode collisionnelle dans la limite d'un systéme dilué. Une
généralisation de ces idées a des interactions plus générales a été proposée par Frémond
[Cholet98, Dimnet02].
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|. Loisdecontact géneralisees

Les éguations de la dynamique pour un ensemble de corps rigides avec contact frottant
sont reformulées au sens des mesures, c'est adire intégrées sur un pas de temps infinitésimal .
Les forces de contact et les forces développées au cours des chocs sont toutes deux

remplacées par des percussions. Il n'y aplus de différence entre elles.

Moreau a reformulé la condition de non-interpénétration de Signorini en diant la

percussion normale Py, de non-interpénétration non plus ala distance mais ala vitesse des

particules. Afin de pouvoir traiter les collisions, Moreau a introduit une vitesse formelle v,

moyenne des vitesses avant et apres le choc pondérée par un coefficient r, qui modéise

I'inélasticité des collisions :

* 4 -
AL RARLE] [4.1]
1+r

Considérons d'abord le cas d'une assemblée de grains identiques (disques ou spheres)
de rayon R, masse m, et moment d'inertie | = k¥ mR? (k2 = 1/2 pour un disque, 2/5 pour une
sphere).

En injectant cette relation dans la conservation de la quantité de mouvement (Eq. (I-
5)), il vient :

%=gﬁ+mﬂﬂ-%) [4.2]

ce qui est exprimé sur le graphe de Signorini généralisé, figure 4-1a.

En considérant le cas d'une collision binaire ou I’on souhaite v, =0, on S apercoit
que le coefficient r, Sidentifie au coefficient de restitution normal e, qui mesure la perte

d énergie cinétique locale. Dans une situation de choc multiple, le coefficient r caractérise

plutt la dissipation globale d énergie. Il n'y a alors aucune raison pour que la vitesse
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formelle soit nulle car sa valeur dépend de I’ état des contacts de I’ ensemble des particules du

systeme, ce qui autorise I’ ouverture du contact (V'N =0etvy? 0) .

Les collisons multiples avec frottement se traitent dans le méme esprit. Le graphe de

Coulomb généralisé (figure 4-1b) relie la percussion tangentielle P, aune vitesse tangentielle

formelle V;, moyenne des vitesses avant et apres un choc pondérée par un coefficient r ;. La

percussion tangentielle Py s exprime::

IlPT :%(1+rT)(VT - ;) dansle cas de disques
I m [4.3]
’IFPT =7(1+rT)(VT - v}) dans le cas de sphéres

En considérant le cas d’'une collision binaire avec frottement, on s apercoit que le
coefficient r ; Sidentifie au coefficient de restitution tangentiel e, . Les particules en contact
avant le choc peuvent acquérir une vitesse tangentielle relative pour les mémes raisons que
précédemment. En outre, un contact initialement glissant peut se transformer en contact non

glissant. Le statut des contacts peut donc étre modifié. Ce formalisme permet de décrire auss
bien des collisions binaires que des contacts multiples.
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Figure 4-1: Graphesde Signorini (a) et de Coulomb (b) généralisés (pour des disques de méme diameétre).

|I. Presentation rapide del’algorithme

On utilise la méthode "saute-mouton” [Allen87] qui consiste a calculer les forces et les

vitesses de maniére décalée. Partant d'un instant initial t,, ou les positions rnet les vitesses

Vn des particules sont connues, les positions Fnﬂ/z , au demi-pas de temps suivant ?n +72
/4]

. - - Dt- : - - s
sont alors calculées : rna2 =rn +7Vn. La vitesse Vnaz =Va €st connu et on cherche a

déterminer V;+1/z = Vnu . Les particules qui ont pu se recouvrir partiellement pendant le demi-
pas de temps sont repérées. Ces interpénétrations N’ ont pas de signification physiqgue comme
en dynamique moléculaire, et sont d autant plus faibles que le pas de temps est petit. Une fois

les contacts repérés, les percussions et les vitesses des particules sont calculées suivant une
procédure qui sera détaillée ci-dessous. Les positions o1 AU demi-pas de temps suivant

(t,..=t, +Dt) sont alorscalculées:

258



Annexe 4 — Dynamique des Contacts

Mn+1 = Inay2 +3Vn+1/2

s ) [4.4]

(Vn+1/2 + Vna/2

:Fn‘l'u >

- - At ~
Fnil2 = ¥n + — Vg
2

Dénombrement des contacts

et des percussions pour chaque grain i Nouvelle position
— r, et vp, connus Discontinuité de vitesse : - - At ~i >
I'nil =Tn4)2 + 7Vn+1
. 1 -~ 1 -
|[Vn]] =—P+ —Zpki
m; My ez
tn+1
t -1 -1 -1
n alors Vo = vn + an]]

tn+1/2
Figure 4-2 : Schéma de I’ algorithme "saute-mouton”.
Considérons deux grains i et j en contact au sein d'un réseau de contacts multiples

(figure 4-3). Les grains i et j ont auss des contacts avec d'autres grains (notés | pour i et k

pour j). On note mj les masses, lij les moments d'inertie, G les centres d'inertie, G le point

de contact entre les grains k et | et (ﬁ,f) le repere local au point de contact Gj = C. Enfin, on

note Pu =Pxeila percussion exercée par le grain k sur le grain I. On cherche a déterminer

I'ensemble des percussions dans le réseau de contact, et I'on raisonne sur la percussion

|3=|3ji ZPNH+PTE.

Figure 4-3: Assemblée de grains
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On définit les discontinuités de vitesse de trandation et de rotation par :

] Vi :_’i+' Vi =Vi O] -V ty
= v = () () (4.5

] =W - Wi = (1)~ W (1,)

L'équation de conservation de la quantité de mouvement sécrit alors:

[4.6]

ir=7_ les <= 1o -

v ] |. Gicijup+|—_§jeicikupk.

I I I

| Di

| [4.7]
I [[Vw]] - C—S—J—CE U|3+£é GC Uqu

i Tt !

i ’ N

|

ce qui définit les vecteurs D; et D, .

Pour établir une équation sur les percussions, nous introduisons la discontinuité de
vitesse [[\7(:]] au point de contact C :

[[\7(:]] :|I9|]]- [[QJ]]+{[VV|]] l‘J_,—E- HW]] UT:
2L 1 0pE- BJ+iGCUP+D.uuﬁ: S
m.  m; g e|| Q 8
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i1 fed Jledq e mcace GeAGLYL
ﬂwﬂflﬁ{ mo ] ?='§ | ] a;
|

2

M-l

- [4.9]
+ Bi- Ej +Di UCTC- Bj UG—JC

K

—_—

=M P+K

Dans labase (ﬁ,f) :

! J

(GIC ?(G i) (Gen)(Gex) 1 1 (GCa) (Gom)

- — 4+ — 4 +
g I, m m I

M s appelle lamatrice de Delassus, matrice d'inertie au point de contact.

Le vecteur K représente |es contributions des autres contacts :
. .=4u
-Cj UPiji( [4.11]
¢!
Si on introduit les vitesses formelles relatives V_ au point de contact, on obtient :

[[—— H ?4‘(; N1+OrTZ(§C VC) [4.12]

T

ce qui définit une matrice €.
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P=M(e(Ve- Vc)- K) [4.13]

Dans le cas de grains circulaires, la matrice M devient diagonale. Les parties

normales et tangentielles sont alors découplées, ce qui représente une simplification majeure.

Dans le cas de deux grains circulaires de rayons R; et R;, I'inverse de la matrice de

Delassus devient :

1+K% - [4.14]

k2
My (=Myy) =m* etMZZ(:MTT):(1+k2)m* [4.15]
Les équations de la dynamique s écrivent alors :
P = NN((1+rN)(vCN_VCN)' KN) (4.16]

Il faut alors résoudre simultanément pour tous les contacts les équations de la dynamique (4-

16) associées aux graphes genéralisés de Signorini et de Coulomb.
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<

Figure 4-4 : Graphes de Signorini et de Coulomb généralisés.

Les conditions de Signorini et de Coulomb étant non-régulieres (non-
interpénétrabilité, discontinuité de la vitesse, non-régularité des forces) une résolution
matricielle du probléme n’'est pas envisageable. La prise en compte des non-régularités fait

appel aux techniques de I’ analyse convexe [Moreau88h].

La solution est approchée par une méthode itérative. A un pas de temps donné, on
connait la valeur de la vitesse relative pour chague contact Vv, . Lors la premiere itération (0),
on attribue une certaine valeur aux impulsions PS et P? (nulle dans un cas dilué, ou celle du
pas de temps précédent dans le cas dense). A une itération quelconque (n) la connaissance des
impulsions Py et ' sur tous les contacts permet de calculer K, et K. Les intersections des
droites de la dynamique définies en (4-15) avec les graphes de Signorini et de Coulomb

donnent ala fois une nouvelle estimation des impulsions P{™ et P'** et des vitesses formelles

V.., (voir figure 4-4).

Cette procédure est complétée par une méthode de relaxation de type Gauss-Seidel :

| V

I R :P,k\ll—wxl\/lNNxﬁ

i vk-lN [4.17]
LR = B — WM =

t 1+r,
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w étant un paramétre de relaxation dont la valeur est comprise entre 1 et 2 suivant le probleme
considéré.

Lorsgue le contact est multiple, tous les contacts sont examinés successivement dans
un ordre quelconque. A chaque fois, les valeurs des contributions K, et K, sont actualisees
ce qui a pour effet de trandater la droite de la dynamique. Quand tous les contacts ont été
passes en revue, le premier contact est de nouveau examingé. L’itération s arréte lorsqu’un

critére de convergence est vérifié. La pente des droites étant positive, la solution trouvée est

unique.

Lorsque I'intersection se produit avec les branches horizontales des graphes, les
vitesses formelles sont non nulles. Cette situation correspond a une ouverture des contacts
sous | effet de la propagation instantanée des impulsions atravers le réseau des contacts. D’un
point de vue tangentiel, il y a changement de statut des contacts, c’'est adire que I’on passe

d’un contact non-glissant aun contact glissant.
Lorsque plusieurs collisions surviennent en un pas de temps, |’ordre dans lequel
I’ algorithme les traite ne correspond pas acelui de la réaité physique. Cette approximation

n'est cependant pas déraisonnable, car le réseau des contacts dans un écoulement granulaire

est en constante évolution.
[11. Casdespolygones

Si les grains sont anguleux, on doit distinguer plusieurs types de contact: pointe-face,

face-face et pointe-pointe. Ce dernier type de contact est rare et on le négligera.
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Figure 4-5: Contacts face-face et face-pointe.

Contrairement aux disques et sphéres, la matrice de Delassus n’'est plus diagonale. Elle
prend en compte le couplage existant entre les parties normales et tangentielles, ce qui rend la
recherche des solutions plus compliquée. Nous n'indiquons ici que la fagon dont I'équation de
la dynamique (4-15) est modifiée compte-tenu de ce couplage, et pour plus de détail, nous

renvoyons a[Albertelli99]. On doit donc distinguer trois statuts de contact :
1. Soitil yacontact: B, >0, doncVv,, =0, aors:

A. S |PT| >nPR,, le contact est glissant (frottement completement mobilisé). On impose :

i
!
P T e TV K 419
I 1 12
B. Soit |R|<nR, le contact est non-glissant. Alors Vg, =0et
1R =(M(-eve- K|n
" (- gre- ) [4.19]

2. Soit il n'y apas contact : P, =0etdonc P, =0 aussi .

Le schéma de résolution itératif reste le méme.
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V. Conclusion

En plus des avantages décrits précédemment par rapport aux autres technigues de
simulations, la méhode de dynamique des contacts est performante d'un point de vue
numeérique. Le pas de temps est en effet supérieur a celui utilisé par les méthodes de
dynamique moléculaire car plusieurs contacts peuvent étre traités simultanément et il ne
dépend pas du temps entre les collisons comme dans les méthodes collisionelles. La

détermination des percussions nécessite néanmoins un processus d’ itération interne.

Cependant, la convergence est rapide, de I’ordre de 3000 itérations pour un milieu
dense. Ce qui nous ameéne ades temps de calcul typiques de I’ ordre de une seconde CPU par
pas de temps pour simuler une assemblée de 1000 particules dissipatives sur un PC de bureau
cadencé 4400 MHz.
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ANNEXE 5

TECHNIQUES DE PRISE DE MOYENNE

On ne discute pas ici de la vdidité de la prise de moyenne (voir Chap | § 1V.B), mais
on décrit plutét les procédures statistiques qui permettent de calculer des grandeurs moyennes
(compacité et vitesse moyenne, tenseur des contraintes) a partir des grandeurs locales
(positions, vitesses, "moment interne”). Cette annexe est donc complémentaire de I'Annexe 6
gui explique comment on construit une grandeur macroscopique comme le tenseur des
contraintes a partir de grandeurs microscopiques que sont les forces de contact. Sur cette

guestion, on pourra consulter [Zhang97, Luding01].

On considére gue notre systeme est dans un état stationnaire, et, compte-tenu des
conditions aux limites périodiques, qu'il est homogéne selon la direction x de I'écoulement.
On va donc réaliser des moyennes spatiales selon la direction x. Par ailleurs, dans le cadre
d'une hypothéese d'ergodicité, on compléte par une moyenne dans le temps, en considérant une
série de 100 éats du systeme échelonnés tous les 100 pas de temps. En revanche, aucune
moyenne n'est effectuée selon la direction y perpendiculaire a I'écoulement. Ce sont

précisément ces dépendances selon la hauteur de I'écoulement que I'on veut mesurer.

a

0!
L
Figure 5-1: Calcul des grandeurs moyennes dans des bandes horizontal es d'épaisseur Dy.
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.  Moyennes pondérées

Soit un ensemble de grains il [[l N]]de diamétre d; appartenant a une cellule
périodique bidimensionnelle de longueur L, dont les centres de masses E et les vitesses de
trandation V, sont exprimés dans le repere (Oxy) lié au plan incliné (figure 5-1). Les

écoulements éant uniformes dans la direction X, on découpe la celule en bandes

longitudinales de longueur L et de hauteur Dy . A chacun de ces grains sont associées des

grandeurs scalaires, vectorielles ou bien tensorielles G, (position ., vitesse v, , rotation w,

texture c, ...) dont on va construire la valeur moyenne (G} sur chague tranche de

[y.y+Dy]

hauteur Dy . Les valeurs moyennes sont définies par la quantité :

é. Gk (y1y + DY)
<G>[y’y+w] = 1 [5.1]
a F(y.y+Dy)

iy

ou F est une fonction de pondération.

Le choix le plus smple correspond a compter le nombre N de grains dont le

[v.y+Dy
centre de masse appartient ala bande d'épaisseur Dy :
PF(y.y+Dy)=1sy,1 [y.y+Dy 52
1|1Fi(y,y+ Dy)=0sinon '
Danscecas:
G =13g (5.3
[yy+Dv] N = :

Si on souhaite avoir une meilleure précision, on choisit pour F la surface de grain
interceptée par la bande. Définissons tout d'abord | ; la longueur de la corde d'un cercle centré

en y; de diametre d, alacotet (voir figure 5-2) :

‘ d? 2 " d?
il(t)=2 e (t-y,)" desorteque ¢ i(t)dt:pj:sI

|

i ( [5.4]
|

i
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ou S désigne la surface du grain i.

y+r

Figure5-2: "Longueur d’ une corde.

Onaadors:

y+Dy
F(y.y+Dy)= Ol (t)dt

y

> ) Ry
=(y+Dy) dZI (y+Dy-y, )2 +%Arcsin§%w-+y')g [5.5]
e i 2

[d? o a2 . a(y-y,)0
Sy (y- v )2 SLA 2\ i)
WS (y-v) 2 rcsmg I

Danslalimite ot Dy ® O (bande d'épaisseur infiniment fine) :

F(y.y+Dy)»1(y)Dy [5.6]
En conséquence :
a. Gl i(Y)
(G)(y) = E—— 5.7
al i(Y)

Cependant, le dénominateur fait apparaitre la compacité moyenne linéique :
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(m(y)=+ali(y) [5.8]

L es autres grandeurs moyennes linéiques deviennent :

%% Gil i(Y)
(G)(y) RO 5.9]

La valeur moyenne de G sur une bande [y, Yy2] doit ére pondérée par cette compcité
linéique:

S Aoy
<G>[ylyzl == y2
on(y)dy [5.10]
etsi (n)=Cste, dors <G>[ -1 y&G)(y)dy

ylyZ] B yZ- yl y1

On en déduit également |'expression des écarts-types des grandeurs moyennes :

<DGZ>(y) === ()
[5.11]
=(G*)(v)- GY'(v)
On aura ains pour la vitesse moyenne :
) B %iéZ1\7il i (Y)
(V)(y) EECIOE [5.12]
et pour la "température granulaire” :
L& (v~ () 1.0
xx _Lig
I =0
[5.13]
={(v))0)- (V')
et de méme pour TY. Enfin :
(M) =54T) )+ () )3 524
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II. Application au tenseur des contraintes

Suivant les travaux de [Moreau97], le tenseur des contraintes dans un milieu
granulaire peut sexprimer comme une moyenne des "moments internes' des grains (voir
Annexe 6). Aingi, le tenseur des contraintes dans une surface S englobant N grains vauit :

N N
S(9=28 M =<8 5§ vecM, =58, [5.15]
= SaT SaT
ou le "moment interne" vaut :
o601
M, :s/mgé*ach oot =X, wld [5.16]
= & =1 2 2 =

Compte-tenu de ce qui précede, on propose |'expression suivante pour la moyenne
linéigue du tenseur des contraintes :

(S)()= & 54, (v [5.17)

Par ailleurs, le tenseur de Reynolds (partie "fluctutante") se déduit de la température T par :

() =ru (M) [5.18]
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[11. Statistiquessur leréseau de contact

On suppose connue la distribution des orientations de contact r (j ), telle que :

2p

& G)d =1 [5.19]

Si I'on considere une grandeur X quelconque associée au contact (N, T, T/N,...), la moyenne

angulaire de cette grandeur doit étre calculée selon :

2
OXG)rG)d =(X) [5.20]

ou X(j ) est lamoyenne des réalisations de X sur laplage dj .
On peut plus précisement sintéresser ala distribution de X dans cette plage dj , soitr (X,j ),
telle que :
P dx =1
t [5.21]
;o< r(X,§) dX =X ()

On peut donc écrire :

2p

0 OX r(X,j) r(j)dx dj =(X) [5.22]

On peut auss sintéresser ala distribution de X, indépendamment de I'orientation, ce qui

conduit aconsidérer r (X) :

2p

rX)=QrX.j)rG) d [5.23]
0

telle que :
LAr(X)dx =1
%Or( ) [5.24]
§OX rX) dx =(X)
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ANNEXE 6
TENSEUR DE TEXTURE

TENSEUR DES CONTRAINTES

Comme le montre la figure 6-1, le réseau des contacts joue un réle maeur dans les
écoulements granulaires denses. 1l est important de le caractériser tant du point de vue
géomeétrique (densité et orientation des contacts), que du point de vue des forces de contact
(intensité et orientation). Deux grandeurs tensorielles sont naturellement introduites pour
caractériser la géométrie et les efforts : le tenseur de texture et le tenseur des contraintes.

Ry
T o iy

el eI
pEA s A &d-iﬁﬁi&#?;‘!r‘:{." .

S e TN e e O Pl i N N

Figure 6 - 1: Réseau de contact.
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|. Tenseur detexture

Considérons un grain i soumis aun instant donné a plusieurs forces de contact (voir
figure 6-2). En chacun des points de contact ¢, on définit n°le vecteur normal au point de

contact. On peut alors définir le tenseur de texture (ou encore de "fabrique™) du graini par :

p=anAn° [6.1]

Figure 6 - 2 : Schéma montrant quelques grains en contact.

Le tenseur de texture d'une assemblée de grains est alors défini par [Onoda90,
Radjai Ola, Latzel00]:

Irc
1

= QJOZ
Irc

[6.2]

Z|H

Il renseigne sur la distribution des orientations de contact. Le tenseur de texture est
symétrique par définition, et est ainsi décrit par trois quantités scalaires indépendantes (en

deux dimensions). La diagonalisation du tenseur fournit en effet les directions des deux états
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Propres | min € j max, aNS que les valeurs propres associées Pmn € Pmax. Latrace py, égde a

Prmin + Pmax, €t reliée ala coordinance z par larelation suivante :

p.={n)xz [6.3]

ou (n) est la compacité moyenne. Le déviateur pg = Pmax - Pmin rend compte de I'anisotropie

du réseau de contact au premier ordre. Les directions j min € | max (8Xes maeur et mineur)
correspondent aux directions le long desquelles les grains ont, en moyenne, le plus grand ou
le plus petit nombre de contacts. La fonction de distribution des orientations de contacts peut

donc étre approximée par:

r(j ) » Py + Pyq COSZ(j - J max) [64]
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[I. Tenseur descontraintes

Dans le cas des assemblées de grains en équilibre statique, on trouve dans la littérature
plusieurs expressions, plus ou moins équivalentes, du tenseur des contraintes en fonction des
forces de contact entre les grains [Love27, Weber66, Dresher72, Christoffersen81, Kruyt96,

Bourada99]. Ainsi, pour une assemblée de grains occupant un volume V, interagissant par des

forces de contact f, caux points X, le tenseur des contraintes (c pour "contact") sécrit :

X, Af, [6.5]

),
1

<|lr
nmo

Nous voulons ici examiner la situation d'un écoulement dans lequel les grains, animeés
de vitesse de trandation et de rotation, transportent de la quantité de mouvement, et par
ailleurs interagissent par contact maintenu ou collisions. Dans le cas tres dilué, on dispose du
tenseur des contraintes de Reynolds qui décrit le transport de quantité de mouvement associé
aux mouvements fluctuants. Ains pour une assemblée de N grains (masse m;, vitesses

fluctuantes dv; ), occupant un volume V, le tenseur des contraintes (f pour "fluctuant") secrit:

gzéémWAmi [6.6]

- [
Dans le cas d'un écoulement modérement dilué ou les grains interagissent par
collisions binaires, on dispose des résultats de la théorie cinétique, qui exprime le tenseur des
contraintes a partir des transferts de quantité de mouvement dans les collisions (voir chapitre

V), de sorte que, par exemple:

$S. = (T

Sy = Fo (VTG o

ou f,, sont des fonctions de lacompacité n, T est latempérature et gle taux de cisaillement.
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Dans le cas d'un écoulement plus dense, on a des situations de contact multiple, ou se
mélent contacts maintenus et collisions, de sorte que I'on doit dépasser |'expression fournie
par lathéorie cinétique. Il faut trouver une expression plus générale, compatible avec la limite

de la statique des empilements et avec la limite des écoulements dilués, collisionnel.

On reprend le résultat de [Batchelor70] qui, partant de la définition primitive de la
contrainte en mécanique, c'est a dire la résultante des forces exercées sur une surface
élémentaire et le flux de la quantité de mouvement a travers cette surface, aboutit a la
décomposition du tenseur des contraintes moyennes macroscopique, au sein d'un volume V,
entre un terme associé aux efforts intérieurs, et un terme associé aux fluctuations du

mouvement (le tenseur de Reynolds), défini ci-dessus :

§:

% S‘ig +1 (1)o7 A dv) df [6.8]

Dans cette expression s représente le tenseur local des contraintes, dont la définition sera

donnée précisement dans les paragraphes suivants. Cette définition n'est pas unique, mais elle
reste la définition la plus simple qui soit compatible avec les concepts de la mécanique des
milieux continus et que |'on puisse étendre aux écoulements granulaires en régime permanent.
Notons gue |'analyse de Batchelor a souvent été utilisée dans la modélisation d'écoulement de

suspensions concentrées.

Pour décrire les efforts intérieurs dans un milieu granulaire, on peut considérer chacun
des grains comme un milieu continu, mais on peut auss ne déecrire que les efforts de contact
entre les grains. Cette deuxiéme approche est naturelle si I'on considere les grains comme des

corpsrigides.

L'analyse qui suit reprend le travail mené par [Moreau97]. Dans le cadre de la
mécanique des milieux continus, n'importe quel effort subi par un systeme matériel peut-étre
défini par la puissance qui serait développée par cet effort si les éléments du systéme étaient
soumis a un champ de vitesse virtuelle. C'est dans cet esprit que Moreau, en écrivant le
principe des puissances virtuelles, a introduit la notion de moment interne associé a chaque

grain. Nous raisonnons dans un systeme adeux dimensions.
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II.LA. Moment interned'un grain

Considérons un grain i homogene (de masse volumique r ) de centre de gravité T,

occupant une surface S, et soumis ades forces de contactﬂ de lapart de sesvoisins(c=1a

N;). Le mouvement réel du grain, considéré comme un solide rigide, est décrit par :

v, (T)=v, +w UF [6.9]

ou V, est la vitesse de son centre de gravité et W, la vitesse de rotation. Son accelération sécrit

donc :

g () =g+ wUr+w Uvw U [6.10]

V(T) =v(F) +wxi [6.11]

ou w est |e tenseur du second ordre antisymétrique associé au vecteur rotation virtuel w du

systeme.

On appligue alors le principe des puissances virtuelles : pour tout champ de vitesse

virtudle :

P (V) + Re (Y= R (V) [6.12]

avec

[6.13]
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P

Int

(V) étant une forme linéaire du champ de vitesse virtuelle, il existe R et M tel que:

P (V) =R (F) +

<
s

[6.14]

Cependant, pour un mouvement rigidifiant, la puissance des efforts intérieures est nulle. Ceci
implique que R = 0 et que le tenseur M est symétrique dans une base orthonormée. Ce

tenseur est appelé moment interne du graini. On le notera M, .

Si on considere le grain comme un milieu continu, on peut lui associer un tenseur de

contrainte de Cauchy s , de sorte que pour tout champ de vitesse virtuelle :

Pr (V) =- Cp:grad(v)dr [6.15]
ol

En prenant le méme champ de vecteur vitesse affine défini précédemment, on obtient :

<

.= Cp.(F)dr [6.16]
§

C'est-adire que I'on peut définir un tenseur des contraintes moyen dans le grain par :

11
I
Iz

[6.17]

N

Le principe des puissances virtuelles donne alors une partie statique et une partie dynamique

pour le tenseur de moment interne (avec I'accélération réelle) :

<

NC - . -
=af°Arc- G (r)Ardr [6.18]
c=1 S
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Le terme dynamique s écrit sous laforme :
(ﬁ(f)"? dr = Oj AT dr+w, Ur)AT dr+ w, U(w, UF))ATdr  [6.19]
S

Le premier terme est nul pour un grain asymétrie de révolution.

A deux dimensions, le vecteur vitesse de rotation W, est normal au plan et :

. a® -106
W Ur=wexXx avec e= S [6.20]
= =& 0g
de sorte que le deuxiéme terme
W UT)ATdr=we: Gy Ardr [6.21]
S S
est un tenseur antisymetrique. Par ailleurs
W O(W, UT))A T df =- w*f AT dr [6.22]
S S
Or
P |
¢ () rAT dr :EXIi Xd [6.23]
S

Au total, le moment interne étant symétrique, on obtient en symétrisant I’ expression initiale :

M =Sym af AT —+ >4 W ld [6.24]
c=1 g 2
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[1.B. Casd'une assemblée de N grains

Dans le cas ou le systéme S est composé d’'une assemblée de N sous-systemes S
(grains i) qui interagissent entre eux uniquement au travers de contacts, pour lesquels on a le

principe de |'action et de la réaction (on néglige tout type d’interaction mutuelle adistance), le

moment interne de S est égal ala somme des moments internes des sous-systemes :
J
M(S)=4M(S) [6:25]

Le tenseur des contraintes moyen dans une surface S contenant N grains est aors la

moyenne surfacique des moments internes individuels :

[6.26]

1%
11
.moz
1<
11
'QJOZ
m
It

nler
i
nlr
i
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[11. Conclusion

Le tenseur des contraintes est la somme de trois contributions :

§:

n

c+§f +§r [627]
Le premier terme ("contact") est le terme usuel en statique, associé aux efforts de
contact entre grains. Le deuxieme terme ("fluctuations") est le tenseur de Reynolds usuel en

meécanique des fluides, associé aux fluctuations de vitesse des grains. Le troiséme terme
("rotation") est nouveau. 1l est lié ala rotation propre des grains :

<-133 sym(feAre)
= Shia [6.28]
N
s =Eé m,dv, A dv, [6.29]
= Sia
N
s :ié Elivvfld [6.30]
= Si:l 2 =
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RESUME

Cette thése est consacrée aux écoulements de grains secs en régime dense. Nous nous restreignons aux
géométries de cisaillement simple, sur plan incliné ou en conduite verticale, autorisant I'étude d'écoulement
stationnaires et uniformes. Nous mesurons les grandeurs permettant de discuter laloi de comportement : profils
de vitesse, de compacité, et distribution des forces de contact.

En conduite verticale, le profil de vitesse est mesuré ala paroi par imagerie rapide, et al'intérieur de
|'écoulement par imagerie par résonance magnétique nucléaire. On met en évidence la localisation du
cisaillement prés des parois, et I'invariance de la forme du profil de vitesse avec le débit, signe d'un régime
d'écoulement quasi-statique. On a aussi étudié I'influence de la rugosité sur le profil des vitesses, et montré le
caractére intermittent de ce type d'écoulement.

Sur plan incliné, la simulation numérique discrete (méthode de dynamique des contacts) permet
d'étudier des écoulements d'assemblées de disques polydisperses frottants et complétement inélastiques. Nous
avons mis en évidence la plage des écoulements stationnaires et uniformes, limité par une épaisseur d'arrét
dépendant de I'inclinaison. Nous avons observé un profil de compacité constante, avec une décroissance de la
compacité moyenne lorsque l'inclinaison augmente. Le profil de vitesse est convexe, et montre une zone
d'influence du socle sur les dix premiéres couches et une zone centrale en accord avec la prédiction du modéle de
Bagnold. La vitesse moyenne suit une loi d'échelle en accord avec I'observation de Pouliquen. L'étude du réseau
de contact met en évidence des anisotropies importantes ainsi qu'une statistique étalée des forces de contacts.
Enfin, nous avons montré que le tenseur des contraintes se restreint essentiellement ala contribution des forces
de contacts, et que la pression est isotrope.

Ces observations conduisent & une discussion du réle relatif des collisions, du frottement, de la
compacité, du socle et du réseau de contacts, et une comparaison qualitative des prédictions de plusieurs modéles
rhéol ogiques est proposée. L 'analyse micromécanique des problémes couplés de frottement et rotation permet de
comprendre larotation moyenne des grains, et laréduction notable du frottement effectif entre grains.

ABSTRACT

This thesis is devoted to non-cohesive dense granular flows. We limit our geometries to the case of
gravity flow down inclined planes and in vertical channels, which allow to study steady and uniform flows. In
order to understand the rheology, we measure basics quantities like velocity and solid fraction profiles and
normal force distributions.

In the vertical chute, magnetic resonance imaging, with a vertica magnet and a large area of
observation, is used to measure the velocity profile inside the flow. This provides an estimation of the width of
the shear layer and of the sliding velocity at the rough wall. We observe the invariance of the velocity shape on
the flow rate, which indicates a quasi-static regime. This geometry reveals that the flows are intermittent rather
than steady, with quasi-periodic succession of acceleration and jamming.

We have used the contact dynamics to study the flow down a rough inclined plane of polydispersed
assembly of totally inelastic frictional and rigid discs. A dense steady flow is observed in a wide range of
inclination and height, limited by a critical heigh. The solid fraction is nearly constant along the height, and
significant dilatancy occurs when the shear rates increases. The whole layer is sheared, with no sliding velocity
at the bed. It shows a strong influence of the bed in the first layers, and well inside the flow a pseudo-Bagnold
rheology. The average velocity verifies a simple scaling law with inclination and height, involving the previous
critical height, confirming the experimental observation of Pouliquen. A statistical analysis of the very
fluctuating contact forces network's reveals a very large distribution and a strong anisotropy. Using the
micromechanical data, we have calculated the components of the average stress tensor, which is dominated by
direct interactions between grains.

These observations led us to dicuss the relative role played by collisions, friction, solid fraction, rough
wall and contact network. We have reviewed some ideas for modelling dense granular flows and compared the
predictions of these models with the numerical results.

Mots-Clefs : Ecoulements gravitaires - Plan incliné - Conduite - Grains secs - Dense - Simulations numériques
discrétes - IRM - Gammadensitométrie - Rhéologie - Loi de comportement - Micromécanique - Frottement -
Rotation.

Keywords : Gravity driven flows - Inclined Plane - Channel - Dry grains - Dense - Discret numerical simulation
- RMI - Gammadensitometry - Rheology - Micromechanic - Friction - Rotation.



