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R�esum�e

L'objectif de cette th�ese est d'�etudier num�eriquement la contrôlabilit�e exacte
et la stabilisation rapide de multistructures 
exibles compos�ees de poutres d'Euler-
Navier-Bernoulli.
On utilise la m�ethode HUM de J.-L. Lions [83] (resp. une variante de la m�ethode
HUM propos�ee par V. Komornik [59]) qui s'exprime directement au niveau continu
et qui fournit un algorithme constructif de lois de contrôle fronti�ere en boucle ou-
verte (resp. ferm�ee) permettant de contrôler exactement (resp. de stabiliser de
fa�con arbitrairement rapide) ces multistructures.
On applique une m�ethode de superposition modale pour calculer le contrôle ap-
proch�e et on propose di��erentes m�ethodes pour calculer la r�eponse approch�ee de
la poutre. L'�etape fondamentale de notre m�ethode de discr�etisation consiste �a
calculer avec une grande pr�ecision le grammien de contrôlabilit�e (resp. de stabili-
sabilit�e), terme clef de la m�ethode, en d�e�nissant une forme tr�es faible des termes
de bords discrets qu'ils contiennent.
En boucle ferm�ee. une formulation dite semi-tr�es faible a �et�e introduite; elle per-
met de d�e�nir une m�ethode d'approximation stable pour le contrôle en d�eplacement.
Le taux de d�ecroissance exponentielle est ind�ependant de la discr�etisation rete-
nue s'av�ere toujours deux fois plus grand que celui pr�edit par Komornik [59]. Des
r�esultats th�eoriques en cours d'�etablissement [105] semblent d'ailleurs montrer
que, sous certaines hypoth�eses, on peut e�ectivement d�emontrer cette propri�et�e.
�Etant donn�e que nous voulons construire des lois r�ealistes du point de vue m�ecani-
que, on applique la m�ethode HUM pour construire des contrôles r�eguliers et on
propose une r�egularisation de la loi de Komornik.
Apr�es une �etude num�erique approfondie de ces deux lois, on les appliquera aux
treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli en utilisant les mêmes algorithmes
constructifs ainsi que les mêmes techniques d'approximations, tout en �elargissant
la classe des actionneurs applicables.
Une condition su�sante sur l'horizon de contrôlabilit�e et la disposition des action-
neurs pour que de telles multistructures soient contrôlables exactement, et qu'a
fortiori elles soient stabilisables, est que le grammien de contrôlabilit�e v�eri�e une
in�egalit�e d'observabilit�e. Cela revient �a obtenir une estimation de la constante de
coercivit�e du grammien de contrôlabilit�e (resp. de stabilisabilit�e) qui permet de
mesurer l'e�cacit�e du contrôle exerc�e. C'est �a partir de cette observation que F.
Bourquin [14] a propos�e un test num�erique discriminant qui donne une informa-
tion sur la contrôlabilit�e exacte (ou la non-contrôlabilit�e exacte) des multistruc-
tures sur lesquelles s'exercent les contrôles HUM. On v�eri�era la validit�e de ce test
en comparant les conclusions qu'il donne, quand on l'applique �a di��erents treillis
de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli, aux r�esultats th�eoriques de J. Lagnese, G.
Leugering et E.J.P.G. Schmidt [67].
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Abstract

This thesis deals with the numerical study of exact controllability and fast
stabilizability for Euler-Navier-Bernoulli frames.
We used HUM [83] (resp. V. Komornik's variant [59]) written directly at the conti-
nuous level which gives a constructive algorithm for boundary control laws achie-
ving exact controllability (resp. arbitrarily fast stabilization) for Euler-Navier-
Bernoulli beams. We built both regular control laws with HUM's method and
regularized Komornik's law. We compute the approched law by modal superposi-
tion and we propose two di�erents methods in order to get the controlled beam
response.
The key step of our discretization method is the accurate calculation of the
controllability grammian using a very weak form for boundary discretized terms.
After a detailed numerical study, we apply this laws to beam trusses using our
previous approach, in increasing the class of applying actuators.
We proposed with F. Bourquin [14, 15] a discriminant numerical test which gives
information about the exact controllability of structures submitted to HUM's
controls using exact computation of the grammian coercivity constant involved
in the observability inequality. Finally, we check the numerical relevance of our
test regarding theoretical results of J.E. Lagnese, G. Leugering and E.J.P.G.
Schmidt [67].
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Chapitre 1

�Etude num�erique de contrôles
r�eguliers appliqu�es �a une poutre
d'Euler-Navier-Bernoulli

1.1 Introduction

1.1.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est l'�etude num�erique de la contrôlabilit�e exacte de
l'�el�ement structurant pour de nombreuses multistructures 
exibles (voir chapitre
6 pour des exemples de treillis de poutres), la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli.

Remarque 1.1 L'�etude, que nous allons e�ectuer, se g�en�eralise au mod�ele de
plaque correspondant �a cette poutre, mais n�ecessite un calcul plus complexe des
termes de bord en raison de la dimension sup�erieure (voir F. Bourquin, J. Urquiza
et R. Namar [30] pour les plaques minces ainsi que F. Bourquin, J.-S. Bri�aut et
J. Urquiza [18, 19] pour la membrane).

Di��erentes th�eories existent pour d�e�nir des lois pour contrôler exactement de
tels syst�emes, parmi celles-ci, la m�ethode d'unicit�e hilbertienne (ou encore Hilbert
Uniqueness Method, soit en abr�eg�e HUM) introduite par J.-L. Lions [80, 81, 83, 84]
�a la �n des ann�ees 80, s'exprime directement au niveau continu et de part sa na-
ture constructive permet, pour un temps de contrôlabilit�e �x�e, de construire le
contrôle pour des donn�ees initiales appartenant �a un espace donn�e.
Ce contrôle est celui qui, parmi tous les contrôles solutions du probl�eme de con-
trôlabilit�e exacte, a la norme la plus faible.
Par exemple, dans le cas du contrôle Dirichlet de l'�equation des ondes (mais
�egalement pour d'autres �equations), le contrôle donn�e par la m�ethode HUM est
celui qui minimise la fonctionnelle:

J(v) = (1=2)
Z
�
jvj2 d�;
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sur Uad = fv 2 L2(�); y solution du syst�eme contrôl�e telle que y(T; v) = y0(T; v)g.
C'est donc la solution d'un probl�eme de contrôle optimal, autrement dit, on doit
minimiser une fonctionnelle d'�energie, associ�ee au syst�eme �a contrôler, a�n de
calculer le contrôle. Cette propri�et�e fondamentale, et tr�es classique, a �et�e utilis�ee
pour les premi�eres approximations des probl�emes de contrôlabilit�e exacte, notam-
ment parce qu'elle permet d'employer des techniques traditionnelles de gradient
conjugu�e (voir paragraphe 1.1.2 A). Malheureusement ces m�ethodes entrâ�nent
de nombreuses di�cult�es techniques, car les probl�emes discrets obtenus sont mal
pos�es si on ne prend pas garde �a la discr�etisation.

Pour la compr�ehension du d�eroulement des m�ethodes num�eriques que nous allons
inventorier, rappelons les di��erentes �etapes de l'algorithme r�esultant de l'appli-
cation de la m�ethode HUM :

1. R�esolution d'un syst�eme lin�eaire qui fournit, �a partir des donn�ees initiales
du probl�eme initial, les donn�ees d'un probl�eme adjoint interm�ediaire.

2. Calcul du contrôle �a partir de la solution du probl�eme adjoint.

On peut alors appliquer di��erentes techniques pour calculer la r�eponse contrôl�ee.

1.1.2 M�ethodes num�eriques

Nous allons faire l'inventaire des m�ethodes num�eriques utilis�ees pour discr�etiser
cet algorithme.

A. M�ethodes de type gradient conjugu�e

De même que les articles de J.-L. Lions, cit�es ci-dessus, font r�ef�erence pour
les aspects th�eoriques de la m�ethode HUM, l'article de R. Glowinski, C.H. Li et
J.-L. Lions [39] (voir �egalement les versions actualis�ees de R. Glowinski et J.-L.
Lions [40], [41]) est le premier exemple de l'impl�ementation de cette m�ethode et
d'une analyse tr�es d�etaill�ee des probl�emes num�eriques que l'on peut rencontrer
dans ce type d'approximation.
De plus, bien que l'�etude concerne le probl�eme du contrôle fronti�ere Dirichlet de
l'�equation des ondes, les remarques qui y sont faites se g�en�eralisent �a d'autres
types d'�equations et de contrôles, comme l'�equation de la chaleur (C. Carthel,
R. Glowinski et J.-L. Lions [21]), le probl�eme de Stokes (R. Glowinski [38], R.
Glowinski et J.-L. Lions [41]) ou les probl�emes de di�raction d'ondes planes par
des obstacles (R. Glowinski et al. [86]).

Les auteurs ont tout d'abord adapt�e l'algorithme de gradient conjugu�e, utilis�e ha-
bituellement pour la r�esolution de probl�emes elliptiques lin�eaires, pour r�esoudre
le probl�eme de contrôle, puis ils ont e�ectu�e une discr�etisation en espace et en
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temps, en combinant un sch�ema explicite pour la discr�etisation en temps et une
formulation variationnelle pour les termes de d�eriv�ees en espace. En�n ils ont uti-
lis�e une m�ethode d'�el�ements �nis de type P1�Lagrange pour construire l'espace
d'approximation en espace.
Comme il a �et�e bien soulign�e dans cet article, le caract�ere sym�etrique d�e�ni positif
de la forme bilin�eaire obtenue apr�es mise sous forme variationnelle du syst�eme
lin�eaire provenant de la premi�ere �etape de l'algorithme de la m�ethode HUM, est
non seulement n�ecessaire pour l'utilisation d'algorithmes de gradient conjugu�e
mais plus fondamentalement pour la conservation de la contrôlabilit�e exacte lors
du passage au niveau discret.
Le terme de bord, c'est-�a-dire le contrôle, a �et�e d�ecompos�e sur cet espace d'ap-
proximation, en le transformant par application d'une formule de Green, en une
expression variationnelle faible calcul�ee sur le domaine tout entier.
On verra ult�erieurement, dans la discr�etisation que nous avons adopt�ee, l'utili-
sation que nous avons faite de cette transformation d'un terme de bord en une
expression int�egrale.
Les auteurs ont alors observ�e que le probl�eme approch�e ne convergait pas vers la
solution exacte (dont ils avaient une expression explicite dans un cas particulier)
quand �t (le pas de discr�etisation en temps) et h (le pas de discr�etisation en
espace) tendaient vers 0.
Apr�es une analyse pr�ecise des perturbations num�eriques cr�e�ees par les di��erentes
approximations, ils en ont d�eduit que le d�efaut de convergence �etait dû �a une
mauvaise approximation du terme de bord.

Parmi les di��erents rem�edes applicables (�el�ements �nis de plus haut degr�es,
m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes (voir R. Glowinski et M.F. Wheeler [42]), m�etho-
des spectrales, approximation de haut degr�e du seul terme de bord), ils ont utilis�e
une technique de r�egularisation, dite de Tychono�, classique pour rendre bien
pos�es des probl�emes mal pos�es (se r�ef�erer par exemple �a R. Latt�es et J.-L. Lions
[73]).
Ils ont fait la remarque essentielle suivante:

le terme de bord, avec le type d'�el�ements �nis utilis�es, ne peut converger
dans l'espace appropri�e (L2(�) pour leur contrôle),

en concluant, "de nombreuses tentatives peuvent être faites pour rem�edier �a cette
situation, mais aucune d'entre elles ne semble être simple".
C'est �a partir de cette observation, qu'a �et�e propos�ee une expression di��erente
du terme de bord approch�e par C. Bardos, F. Bourquin et G. Lebeau [6] (voir
�egalement F. Bourquin [13], F. Bourquin, J.-S. Bri�aut et J. Urquiza [18] et F.
Bourquin et J. Urquiza en pr�eparation).
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B. M�ethodes de Galerkin

L'autre grande classe de m�ethodes d'approximation consiste dans l'applica-
tion de m�ethodes de superposition modale pour la r�esolution du probl�eme de
contrôle optimal que l'on obtient �a partir de la m�ethode HUM.
En e�et, comme on l'a d�eja remarqu�e, la r�esolution du syst�eme initial, dans l'al-
gorithme g�en�eral, peut s'�ecrire comme un probl�eme de minimisation.
On r�esout l'�equation d'Euler permettant d'obtenir la solution, en projetant la
fonctionnelle �a minimiser sur les modes propres de l'op�erateur associ�e au type de
syst�eme �a contrôler, par exemple le Laplacien Dirichlet dans le cas de l'�equation
des ondes avec conditions de Dirichlet. Cette d�emarche a l'avantage de trans-
former une des �etapes fondamentales du calcul du contrôle en un probl�eme de
r�esolution de valeurs propres.
Une fois les solutions obtenues, on r�esout le syst�eme d'�evolution non homog�ene
par �ecriture sous une forme analogue du probl�eme initial, via l'introduction de
nouvelles conditions de bord de type Newton-Robin (voir J.-L. Lions [82] et M.
K�r���zek et P. Neittaanm�aki [64]), puis discr�etisation en temps en utilisant une
approximation de Galerkin comme A. Eljendy [29] pour l'�equation des ondes.

C. M�ethodes de Galerkin et gradient conjugu�e

Une autre fa�con de proc�eder consiste �a combiner approximation de Galerkin
(modes propres de l'op�erateur de Lax-Milgram associ�e au mod�ele consid�er�e) et
m�ethode de gradient conjugu�e pour r�esoudre la fonctionnelle minimisante, comme
l'ont fait G. Geymonat, P. Loreti et V. Valente [35, 36] pour les coques minces,
ou R. Luce [85] grosso modo pour un probl�eme parabolique lin�eaire.

D. M�ethodes de di��erences �nies

Une m�ethode totalement di��erente des pr�ec�edentes, puisque n'utilisant pas de
fonctionnelle minimisante, est la suivante : par utilisation de sch�emas de di��erences
�nis implicites en temps et en espace, on trouve une relation r�ecurrente entre la
solution du probl�eme adjoint et ses donn�ees initiales, ce qui permet en utilisant le
contrôle donn�e par la m�ethode HUM de trouver les donn�ees initiales du probl�eme
adjoint telles qu'avec le contrôle, calcul�e �a partir de la solution du probl�eme ad-
joint, on ait contrôlabilit�e exacte par r�esolution d'un syst�eme lin�eaire. Il s'agit
en fait d'un probl�eme de moment (voir par exemple W. Krabs [62]) r�esolu sous
forme discr�ete.
On peut citer comme exemple d'une telle approche M. A. Rincon [99] qui a ap-
pliqu�e cette m�ethode pour le contrôle fronti�ere Dirichlet de l'�equation des ondes
dans le cas unidimensionnel.
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E. M�ethodes de Galerkin avec terme de bord tr�es faible

L'approche adopt�ee dans le cas de l'�equation des ondes par C. Bardos, F.
Bourquin et G. Lebeau [6] pr�econise l'algorithme de r�esolution suivant :

projection sur les modes correspondant au probl�eme consid�er�e de la for-
mulation variationnelle obtenue �a partir du syst�eme donnant les donn�ees
du probl�eme adjoint, avec d�ecomposition des d�eriv�ees normales des modes
(intervenant dans cette expression) sur la base des modes propres d'un
op�erateur capacit�e,

tandis que celle de F. Bourquin [13], que nous allons �etudier, applique la même
m�ethode de discr�etisation que ci-dessus, mais transforme le terme de bord en une
expression variationnelle tr�es faible par application d'un rel�evement ad hoc.

En conclusion de cette r�etrospective des techniques num�eriques employ�ees pour
la r�esolution du probl�eme de contrôlabilit�e exacte fronti�ere, on peut dire que la
transformation du terme de bord en une expression variationnelle est la clef de
ce type de r�esolution.

1.1.3 Plan du chapitre

Puisque notre �etude de la contrôlabilit�e exacte a pour but d'être un premier
pas vers une construction de lois r�ealistes du point de vue m�ecanique, et donc ap-
plicables �a des structures r�eelles, nous avons �egalement utilis�e la m�ethode HUM
a�n de construire des contrôles plus r�eguliers. En e�et, dans la version usuelle on
n'a pas de compatibilit�e entre les donn�ees initiales du probl�eme et la condition de
bord sur laquelle agit le contrôle. Aussi grâce �a la libert�e que donne la m�ethode
HUM quant au choix du contrôle et de l'espace auquel il appartient, nous allons
�etudier des contrôles v 2 Hp

0 (0; T ) avec p � 1 au lieu de L2(0; T ).

1: On commence par appliquer dans le cas standard la m�ethode HUM a�n de
d�emontrer que la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli est contrôlable exactement.
Ceci nous permet de mettre en exergue les di��erentes �etapes de la construction du
contrôle et en particulier la d�e�nition d'un grammien de contrôlabilit�e (propri�et�e
1.1) qui est le point clef de cette m�ethode. En e�et, c'est en montrant qu'il v�eri�e
une in�egalit�e d'observabilit�e (propri�et�e 1.2) que l'on d�emontre la contrôlabilit�e
exacte pour un choix appropri�e de contrôle (d�e�nition 1.4).
Apr�es ces rappels, on g�en�eralise la m�ethode HUM a�n de construire des contrôles
de r�egularit�es Hp

0 (0; T ). On d�emontre en particulier un th�eor�eme d'existence et
d'unicit�e (th�eor�eme 1.4).

2: On rappelle au paragraphe 1.4 les di��erentes �etapes de l'algorithme.
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3: Au paragraphe suivant, on applique la m�ethode de superposition modale pour
calculer un contrôle approch�e. On obtient pour les donn�ees initiales du probl�eme
adjoint des estimations d'erreurs fonctions du nombre de modes N du contrôle
(th�eor�eme 1.5).

4: Au paragraphe 1.6, on e�ectue l'int�egration num�erique du probl�eme semi-
discret que l'on vient d'obtenir. On calcule ainsi les modes propres de la poutre
encastr�ee avec des �el�ements �nis de degr�es su�sants (P3-Hermite). Une �etape fon-
damentale de notre m�ethode de discr�etisation consiste �a calculer avec une grande
pr�ecision le grammien de contrôlabilit�e. Ainsi, tout en rappelant les d�e�nitions de
moments discrets utilis�es de fa�con standard (d�e�nitions 1.12 et 1.13), on d�e�nit
une forme tr�es faible de moment discret (d�e�nition 1.15) qui a les propri�et�es de
convergence ad hoc (propri�et�e 1.6). On compare les vitesses de convergence des
di��erents types de moments (nos termes de bord), a�n de justi�er l'utilisation
de cette expression tr�es faible du moment. On exprime la forme bilin�eaire sous
forme matricielle dont on sait calculer les termes explicitement (voir l'Annexe C).
En�n le th�eor�eme 1.6 fournit des estimations d'erreurs fonctions de N et h.

5: On pr�esente en�n au dernier paragraphe, essentiellement deux m�ethodes pour
calculer la r�eponse approch�ee : une m�ethode de calcul explicite de la r�eponse
(m�ethode par rel�evement) et une m�ethode de r�esolution de type Faedo-Galerkin
dont on ne connait pas a priori de solution explicite.
Cependant, on montre que la solution semi-tr�es faible de la seconde m�ethode est
identique �a la r�eponse calcul�ee par rel�evement projet�ee sur les modes.
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1.2 Contrôle usuel

1.2.1 Position du probl�eme

On consid�ere les mouvements de 
exion dans un plan d'une poutre d'Euler-
Navier-Bernoulli encastr�ee �a son extr�emit�e gauche et dont on impose l'angle de
rotation �a l'extr�emit�e droite, le d�eplacement transverse y �etant bloqu�e �a cette
même extr�emit�e (�gure 1.1).

v(t)
x

y

(x=0) (x=L)

Fig. 1.1 - Poutre d'Euler-Navier-Bernoulli contrôl�ee en rotation �a son extr�emit�e
droite.

Les �equations d�ecrivant l'�evolution d'un tel syst�eme sont :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�A y00(x; t) + EI
@4y

@x4
(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

y(0; t) = y(L; t) = 0 8t 2 (0; T );

@y

@x
(0; t) = 0;

@y

@x
(L; t) = v(t) 8t 2 (0; T );

y(x; 0) = y0(x); y0(x; 0) = y1(x) 8x 2 (0; L);

(1.2.1)

o�u T > 0 repr�esente l'horizon de contrôlabilit�e, L la longueur de la poutre, � la
densit�e, A la section, E le module d'Young et I le moment d'inertie de 
exion
de la poutre. En�n fy0; y1g sont des donn�ees initiales assez r�eguli�eres, et v(t)
repr�esente le contrôle agissant sur le syst�eme via l'angle de rotation de la poutre.

Le probl�eme de la contrôlabilit�e exacte s'�enonce ainsi :

�Etant donn�e T > 0, fy1;�y0g des donn�ees initiales dans un espace ad hoc,
trouver un contrôle v dans un espace convenable tel que la solution y(x; t; v)
de ( 1.2.1) v�eri�e :

y(x; T ; v) = y0(x; T ; v) = 0 8x 2 (0; L): (1.2.2)

On aura alors y(x; t; v) = 0 pour tout t > T si v(t) = 0 pour t > T .

La m�ethode HUM s'applique �a la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli.
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1.2.2 M�ethode HUM

On rappelle dans ce paragraphe les �etapes essentielles de la m�ethode HUM,
�a l'aide de la d�emonstration du th�eor�eme 1.1, en particulier la construction d'un
grammien de contrôlabilit�e (1.1) dont on montre qu'il v�eri�e l'in�egalit�e d'obser-
vabilit�e (1.2).

Th�eor�eme 1.1 9T0 > 0 tel que pour tout T � T0 et pour tout couple fy1;�y0g
de H�2(0; L)� L2(0; L) il existe un contrôle v 2 L2(0; T ) tel que la solution y de
(1.2.1) v�eri�e (1.2.2).

D�EMONSTRATION :

Pour f'0; '1g2 D(0; L)�D(0; L); soit ' l'unique solution du probl�eme adjoint :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�A'00(x; t) + EI
@4'

@x4
(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

'(0; t) = '(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@'

@x
(0; t) =

@'

@x
(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

'(x; 0) = '0(x); '0(x; 0) = '1(x) 8 x 2 (0; L);

(1.2.3)

et  l'unique solution du probl�eme r�etrograde :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�A 00(x; t) + EI
@4 

@x4
(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

 (0; t) =  (L; t) = 0 8t 2 (0; T );

@ 

@x
(0; t) = 0;

@ 

@x
(L; t) = EI

@2'

@x2
(L; t) 8t 2 (0; T );

 (x; T ) =  0(x; T ) = 0 8x 2 (0; L);

(1.2.4)

associ�e au ' du probl�eme (1.2.3).

On d�e�nit alors l'op�erateur � par :

D�e�nition 1.1

8
n
'0; '1

o
2 D(0; L)�D(0; L); �

n
'0; '1

o
= f 0(0);� (0)g : (1.2.5)

Remarque 1.2 L'op�erateur � est bien d�e�ni si on consid�ere  comme l'unique
solution du probl�eme (1.2.4) au sens de la transposition (voir J. Lagnese et J.-L.
Lions [68]).

Grâce �a cette d�e�nition, l'op�erateur v�eri�e la propri�et�e fondamentale suivante :
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Propri�et�e 1.1 8
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
2 (D(0; L)�D(0; L))2,

< �
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
>=

Z T

0
EI

@2'

@x2
(t; L)EI

@2�

@x2
(t; L) d~t; (1.2.6)

pour � solution unique de (1.2.3) associ�ee �a f�0; �1g, d~t = dt

�A
et o�u < :; : >

d�esigne le produit de dualit�e entre H2
0 (0; L)� L2(0; L) et H�2(0; L)� L2(0; L).

Remarque 1.3 L'int�egrale que nous venons d'obtenir est ce que l'on appelle se-
lon la terminologie de la th�eorie du contrôle un grammien de contrôlabilit�e. Ce
grammien joue un rôle fondamental dans la d�emonstration de la contrôlabilit�e
exacte d'un syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles. En e�et, c'est grâce �a la
v�eri�cation de son caract�ere d�e�ni positif, via une in�egalit�e d'observabilit�e (voir
ci-dessous l'in�egalit�e inverse), que l'on d�emontre cette contrôlabilit�e exacte.

Remarque 1.4 Remarquons d'autre part que ce grammien n'a pas d'interpr�eta-
tion �energ�etique claire puisqu'il s'agit du travail d'un moment par un moment, ce
qui sugg�ere qu'il est n�ecessaire d'employer des m�ethodes num�eriques �nes pour
calculer ces moments.

D�EMONSTRATION :

On multiplie la solution  de (1.2.4) par � solution de (1.2.3) et on int�egre par
parties sur (0; L)� (0; T ) :

Z L

0

Z T

0
(�A 00 + EI

@4 

@x4
)� dxdt =

Z L

0

Z T

0
 

 
�A � 00 + EI

@4�

@x4

!
dxdt

+ �A
Z L

0

�
 (0)�1 �  0(0)�0

�
dx + EI

Z T

0

"
@ 

@x

@2�

@x2

#L
x=0

dt; (1.2.7)

d'o�u :

< �
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
> =

Z L

0

�
 0(0)�0 �  (0)�1

�
dx

=
Z T

0
EI

@2'

@x2
(L; t)EI

@2�

@x2
(L; t) d~t: (1.2.8)

2

D'apr�es cette propri�et�e, on peut donc associer �a l'op�erateur � la forme bilin�eaire
sym�etrique :

D�e�nition 1.2 8
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
2 (D(0; L)�D(0; L))2,

a
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
=
Z T

0
EI

@2'

@x2
(L; t)EI

@2�

@x2
(L; t) d~t: (1.2.9)
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On d�e�nit alors la semi-norme sur D(0; L)�D(0; L) :

D�e�nition 1.3




n'0; '1
o




F
=
�
< �

n
'0; '1

o
;
n
'0; '1

o
>
� 1

2 (1.2.10)

qui d'apr�es la propri�et�e 1.1 est telle que :




n'0; '1
o




F
=

0
@Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!2

d~t

1
A

1

2

: (1.2.11)

On montre que cette semi-norme v�eri�e les in�egalit�es directe et inverse :

Propri�et�e 1.2 8T > T0, 9C1(T; L); C2(T; L) > 0 telles que :

C1(T; L)



n'0; '1

o


2
H2
0
(0;L)�L2(0;L) �

Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(L; t)

!2

d~t (1.2.12)

et

Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(L; t)

!2

d~t � C2(T; L)



n'0; '1

o


2
H2
0
(0;L)�L2(0;L) (1.2.13)

D�EMONSTRATION : Pour la d�emonstration de ces deux in�egalit�es, on se r�ef�erera
�a l'Annexe A. 2

Faisons quelques remarques sur leurs signi�cations :

L'in�egalit�e (1.2.12), appel�ee in�egalit�e inverse, est une in�egalit�e d'observabilit�e.
En e�et, grâce �a elle, on peut savoir pour un temps T d'observation donn�e quelle
information (ou observation) sur le bord (sur lequel on exercera le contrôle) il est
su�sant d'avoir pour connâ�tre la solution sur tout le reste du domaine et ainsi
pouvoir la contrôler.
C'est elle qui permet essentiellement de montrer que la m�ethode HUM fonctionne.
D'un point de vue technique, cette in�egalit�e est �equivalente �a la coercivit�e de la
forme bilin�eaire construite �a partir de l'op�erateur � et permet de montrer un
th�eor�eme d'unicit�e, d'o�u le nom de la m�ethode, qui implique que la semi-norme
que l'on vient de d�e�nir est une norme.
C'est donc le point essentiel de cette m�ethode, mais plus g�en�eralement de la
d�emonstration de la contrôlabilit�e exacte dans la th�eorie du contrôle, que ce soit
en dimension �nie ou in�nie. Il y a essentiellement deux m�ethodes th�eoriques
pour la d�emontrer :

{ la m�ethode des multiplicateurs, qui comme son nom l'indique, consiste �a
multiplier par une fonction judicieusement choisie l'�equation du probl�eme
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adjoint et apr�es int�egrations par parties �a utiliser diverses majorations
a�n d'obtenir l'in�egalit�e. C'est cette m�ethode que nous utilisons pour la
d�emontration.

{ l'autre m�ethode consiste �a utiliser l'analyse microlocale qui n�ecessite des ou-
tils math�ematiques beaucoup plus complexes mais donne des informations
beaucoup plus g�en�erales (voir l'introduction du chapitre 5).

La seconde in�egalit�e (1.2.13) est moins fondamentale que l'in�egalit�e d'observabi-
lit�e (1.2.12). Elle permet de montrer que le terme de bord du probl�eme adjoint
qui intervient dans le grammien appartient �a L2(0; T ) et donc �a une r�egularit�e
plus grande que celle que l'on obtient directement �a l'aide de la r�egularit�e des
solutions du probl�eme adjoint. On parle de r�egularit�e cach�ee.

Les constantes C1 et C2 intervenant dans l'in�egalit�e d�ependent du temps d'ob-
servation T et �egalement du bord qui correspondra au support de l'actionneur.
Comme nous sommes en dimension un, le bord est g�eom�etriquement trivial et
donc n'entraine pas de consid�erations complexes comme pour les dimensions
sup�erieures. En fait, le seul probl�eme est de savoir si pour des conditions de
bord de type Dirichlet, il est su�sant d'agir sur une seule des extr�emit�es de la
poutre. Pour d'autres conditions limites, par exemple de type Neumann, c'est un
peu moins simple (voir en particulier J.-L. Lions [83], L. Triggiani [70]).

On obtiendra une estimation de ces constantes �a l'Annexe A par la m�ethode des
multiplicateurs et on d�emontrera �a l'Annexe J qu'elles d�ependent lin�eairement du
temps.

On a donc montr�e grâce �a la propri�et�e 1.2 que la semi-norme F est une norme
�equivalente �a la norme usuelle sur H2

0 (0; L)� L2(0; L), ce qui implique que :

� est un isomorphisme de H2
0 (0; L)� L2(0; L) sur H�2(0; L)� L2(0; L).

Par cons�equent, on a :

Propri�et�e 1.3 8
n
y1;�y0

o
2 H�2(0; L) � L2(0; L); 9!

n
'0; '1

o
2 H2

0 (0; L) �
L2(0; L) tels que

8
n
�0; �1

o
2 H2

0 (0; L)� L2(0; L);

< �
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
> = <

n
y1;�y0

o
;
n
�0; �1

o
> :

(1.2.14)

Si on choisit comme loi de contrôle :

D�e�nition 1.4

8 t 2 [0; T ]; v(t) = EI
@2'

@x2
(L; t); (1.2.15)
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avec ' l'unique solution du probl�eme adjoint (1.2.3) pour les donn�ees initiales
f'0; '1g obtenues par r�esolution de (1.2.14),

alors l'unique solution de (1.2.1) v�eri�e :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�A 00(x; t) + EI
@4 

@x4
(x; t) = 0 8 (x; t) 2 (0; L)� (0; T );

 (0; t) =  (L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@ 

@x
(0; t) = 0;

@ 

@x
(L; t) = EI

@2'

@x2
(L; t) 8 t 2 (0; T );

 (x; T ) =  0(x; T ) = 0 8 x 2 (0; L):

(1.2.16)

On a donc bien obtenu un contrôle v tel que la solution y de (1.2.1), qui n'est
autre que la solution  du probl�eme (1.2.16), v�eri�e (1.2.2).

Fin de la d�emonstration du th�eor�eme 1.1
2

Remarque 1.5 En r�ealit�e, on peut choisir T aussi petit que l'on veut (voir W.
Krabs [61], E. Zuazua [108] et V. Komornik [54]).

Remarque 1.6 Le contrôle v donn�e par la m�ethode HUM est solution d'un
probl�eme de contrôle optimale dont il minimise la fonctionnelle de coût suivante :

J(u) =
1

2

Z T

0
juj2 dt; (1.2.17)

sur l'ensemble Uad = fw 2 L2(0; T ) = y(T; w) = y0(T; w) = 0g.
Donnons en conclusion de ces rappels concernant la m�ethode HUM dans le cas
usuel, le th�eor�eme indiquant la r�egularit�e des solutions ainsi que leurs continuit�es
vis-�a-vis des donn�ees initiales et du contrôle.

Th�eor�eme 1.2 Pour tout
n
y1;�y0; v

o
2 H�2(0; L) � L2(0; L) � L2(0; T ) , il

existe une unique solution y de (1.2.1) telle que :

y 2 C0(0; T; L2(0; L)) \ C1(0; T;H�2(0; L)); (1.2.18)

et une constante C > 0 telle que :

kykL1(0;T;L2(0;L)) + ky0kL1(0;T;H�2(0;L))

� C
�


ny1; y0o




H�2(0;L)�L2(0;L) + kvkL2(0;T )
�
:
(1.2.19)

D�EMONSTRATION : Voir J.-L. Lions [83].2
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1.3 Contrôles r�eguliers

1.3.1 Introduction

On peut remarquer dans la m�ethode HUM la correspondance entre l'espace
des donn�ees initiales et l'espace du contrôle.
En e�et, comme l'a soulign�e J.-L. Lions (voir par exemple [83] p. 72 pour le cas

des ondes), on a �equivalence entre les normes kf'0; '1gkFG et






@
2'

@x2
(L; t)







G

o�u

G = L2(0; T ) et FG = H2
0 (0; L) � L2(0; L) dans la version de base. Ce que l'on

peut �ecrire formellement :

@2'

@x2
(L; t) 2 G ()

n
'0; '1

o
2 FG: (1.3.1)

Comme par ailleurs, on a contrôlabilit�e exacte pour
n
y1;�y0

o
2 [FG]

0, on a les
inclusions suivantes :

G1 � G2 () FG2 � FG1 () [FG1]
0 � [FG2]

0: (1.3.2)

Nous allons �etudier le cas o�u v 2 Hp
0 (0; T ) avec p un entier naturel sup�erieur o�u

�egal �a un.

Notations : Soit l'op�erateur A =

 
d4

dx4
;D (A) ; [0; L]

!
avec D(A) = H2

0 (0; L).

On note :

8p � 1; Ep = D
�
Ap�1��D (Ap) (1.3.3)

et E�p son dual.

1.3.2 M�ethode HUM r�eguli�ere

Pour d�emontrer le th�eor�eme qui va suivre et d�e�nir le contrôle r�egulier donn�e
par la m�ethode HUM, il est n�ecessaire d'introduire l'op�erateur suivant :

D�e�nition 1.5 8p � 1, Bp est tel que :

8f 2 H�p(0; T ); w = Bp(f)()

8>><
>>:
(�1)p d

2p

dt2p
(w) = f; 8t 2 [0; T ]

w(r)(0) = w(r)(T ) = 0; 8 r 2 [0; : : : ; p� 1]:

D'apr�es le th�eor�eme de Riesz, Bp est un isomorphisme isom�etrique de H�p(0; T )
dans Hp

0 (0; T ).

Th�eor�eme 1.3 8 T > T0; 8
n
y1;�y0

o
2 Ep, 9 v 2 Hp

0 (0; T ) tel que la solution y

de (1.2.1) v�eri�e (1.2.2).
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D�EMONSTRATION :

Pour f'0; '1g 2 D(0; L)�D(0; L); soit ' l'unique solution du probl�eme adjoint :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�A'00(x; t) + EI
@4'

@x4
(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

'(0; t) = '(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@'

@x
(0; t) =

@'

@x
(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

'(x; 0) = '0(x); '0(x; 0) = '1(x) 8 x 2 (0; L);

(1.3.4)

et  l'unique solution du probl�eme r�etrograde :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�A 00(x; t) + EI
@4 

@x4
(x; t) = 0 8 (x; t) 2 (0; L)� (0; T );

 (0; t) =  (L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@ 

@x
(0; t) = 0;

@ 

@x
(L; t) = Bp

 
EI

@2'

@x2
(L; t)

!
8 t 2 (0; T );

 (x; T ) =  0(x; T ) = 0 8 x 2 (0; L);

(1.3.5)

associ�ee �a la solution ' du probl�eme pr�ec�edent.

On d�e�nit l'op�erateur �p par :

D�e�nition 1.6

8
n
'0; '1

o
2 D(0; L)�D(0; L);

�p
n
'0; '1

o
= f 0(0);� (0)g :

(1.3.6)

On montre qu'il peut s'exprimer, comme dans le cas usuel, sous la forme d'un
grammien de contrôlabilit�e :

Propri�et�e 1.4

8 (f'0; '1g ; f�0; �1g) 2 (D(0; L)�D(0; L))2;

< �p f'0; '1g ; f�0; �1g >=
Z T

0
Bp

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!
EI

@2�

@x2
(t; L) d~t ;

(1.3.7)

pour � solution unique de (1.3.4) associ�ee �a f�0; �1g.
D�EMONSTRATION :

On reprend la d�emonstration faite dans le cas usuel et on remplace dans la
premi�ere �egalit�e de cette d�emonstration le terme de bord de  o�u intervient
' par celui correspondant �a notre nouveau probl�eme, d'o�u la propri�et�e. 2
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De la même fa�con que pour le contrôle usuel, on peut grâce �a cette propri�et�e
associer �a l'op�erateur �p une forme bilin�eaire sym�etrique :

D�e�nition 1.7 8
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
2 (D(0; L)�D(0; L))2,

ap
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
=
Z T

0
Bp

 
EI

@2'

@x2
(L; t)

!
EI

@2�

@x2
(L; t) d~t: (1.3.8)

On consid�ere la semi-norme :

8 (f'0; '1g ; f�0; �1g) 2 (D(0; L)�D(0; L))2;

kf'0; '1gkFp =
 Z T

0
Bp

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!
EI

@2'

@x2
(t; L) d~t

! 1

2

:
(1.3.9)

De la même fa�con que pour le contrôle usuel, on peut montrer qu'elle v�eri�e les
in�egalit�es directes et inverses :

Propri�et�e 1.5 8T > T0, 9C1(T; L); C2(T; L) > 0 tels que :

C1(T; L)



n'0; '1

o


2
E�p

�



n'0; '1

o


2
Fp
� C2(T; L)




n'0; '1
o


2

E�p
:(1.3.10)

D�EMONSTRATION : On se r�ef�erera �a C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] pour
une d�emonstration �a l'aide de l'analyse microlocale de ces in�egalit�es dans le cas
de l'�equation des ondes qui devrait se g�en�eraliser au cas de la poutre d'Euler-
Navier-Bernoulli. 2

D'apr�es cette propri�et�e, la semi-norme Fp est donc une norme �equivalente �a la
norme usuelle sur E�p. On en d�eduit que, pour tout p � 1 :

�p est un isomorphisme de E�p sur Ep.

Par cons�equent : 8 fy1;�y0g 2 Ep, 9 f'0; '1g 2 E�p solution unique de l'�equation
variationnelle :

8
n
�0; �1

o
2 E�p;

< �p
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
> = <

n
y1;�y0

o
;
n
�0; �1

o
> : (1.3.11)

avec < :; : > le produit de dualit�e entre Ep et E�p.

Si on choisit le contrôle suivant :

D�e�nition 1.8

8t 2 (0; T ); v(t) = Bp

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!
; (1.3.12)
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o�u ' est l'unique solution de (1.3.4) qui correspond aux donn�ees initiales f'0; '1g
solutions de (1.3.11),

alors l'unique solution de (1.2.1) v�eri�e :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�A 00(x; t) + EI
@4 

@x4
(x; t) = 0 8 (x; t) 2 (0; L)� (0; T );

 (0; t) =  (L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@ 

@x
(0; t) = 0;

@ 

@x
(L; t) = Bp

 
EI

@2'

@x2
(L; t)

!
8 t 2 (0; T );

 (x; 0) = y0(x);  0(x; 0) = y1(x) 8 x 2 (0; L);

 (x; T ) =  0(x; T ) = 0; 8 x 2 (0; L):

(1.3.13)

On a donc bien obtenu un contrôle v tel que la solution y de (1.2.1), qui n'est
autre que la solution  du probl�eme (1.3.13), v�eri�e (1.2.2). 2

1.3.3 Existence et unicit�e

Dans ce paragraphe, on d�emontre l'�equivalent du th�eor�eme 1.2 dans le cas
r�egulier p = 1.

Th�eor�eme 1.4 8 fy0; y1; vg 2 H2
0 (0; L) � L2(0; L) � H1

0 (0; T ), il existe une so-
lution unique y de (1.2.1) qui v�eri�e :

y 2 C0(0; T;H2(0; L)) \ C1(0; T; L2(0; L)): (1.3.14)

De plus, il existe une constante C > 0 telle que pour tout fy0; y1; vg 2 H2
0 (0; L)�

L2(0; L)�H1
0 (0; T ) :

kykL1(0;T;H2(0;L)) + ky0kL1(0;T;L2(0;L))

� C
�
ky0kH2

0
(0;L) + ky1kL2(0;L) + kvkH1

0
(0;T )

�
:

(1.3.15)

D�EMONSTRATION :

Posons w = y0, qui est donc solution du probl�eme :8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

�Aw00(x; t) + EI
@4w

@x4
(x; t) = 0 8 (x; t) 2 (0; L)� (0; T );

w(0; t) = w(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@w

@x
(0; t) = 0;

@w

@x
(L; t) = v0(t) 8 t 2 (0; T );

w(x; 0) = w0(x) = y1(x) 8 x 2 (0; L);

w0(x; 0) = w1(x) = �� @
4y0

@x4
(x) 8 x 2 (0; L);

(1.3.16)
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avec � = (EI)=(�A).

Puisque fw0; w1; v0g 2 fL2(0; L)�H�2(0; L)� L2(0; T )g, d'apr�es le th�eor�eme
1.2, il vient :

kwkL1(0;T;L2(0;L)) + kw0kL1(0;T;H�2(0;L))

�
�
kw0kL2(0;L) + kw1kH�2(0;L) + kv0kL2(0;T )

�
;

(1.3.17)

autrement dit :

y0 2 C0(0; T; L2(0; L)) (1.3.18)

et il existe une constante C > 0 telle que :

ky0kL1(0;T;L2(0;L)) � C
�


y0




L2(0;L)
+



y1




H�2(0;L)
+ kvkH1

0
(0;T )

�
: (1.3.19)

Par hypoth�ese v = v(L; t) est �el�ement de H1
0 (0; T ). Pour tout t 2 (0; T ), notons

le repr�esentant continu de v encore v, et toujours par abus de notation w0 la
valeur de w0 pour t �x�e, ce qui a un sens puisque w0 2 C(0; T;H�2(0; L)). Par
cons�equent, pour t 2 (0; T ), y est solution du syst�eme non homog�ene :

8>><
>>:

d4y

dx4
= ��w0; 8 x 2 (0; L);

y(0) = y(L) =
dy

dx
(0) = 0;

dy

dx
(L) = v:

(1.3.20)

On r�esout ce syst�eme �a l'aide d'un rel�evement adapt�e.

Soit z la fonction rel�evement biharmonique de l'unit�e d�e�nie par

8>><
>>:

d4z

dx4
(x) = 0; 8 x 2 (0; L);

z(0) = z(L) =
dz

dx
(0) = 0;

dz

dx
(L) = 1

(1.3.21)

qui appartient donc �a C1([0; L]). Par cons�equent, �y = y� vz est solution unique
de : 8>><

>>:
d4�y

dx4
= ��w0; 8 x 2 (0; L);

�y(0) = �y(L) =
d4�y

dx4
(0) =

d4�y

dx4
(L) = 0;

(1.3.22)

appartient �a H2
0 (0; L) et v�eri�e :

9C > 0; k�ykH2
0
(0;L) � C kw0kH�2(0;L) : (1.3.23)
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En combinant les r�esultats concernant z et �y, on a pour tout t 2 [0; T ] :

y(t) 2 H2(0; L) (1.3.24)

et plus pr�ecis�ement

9C > 0 = ky(t)kH2(0;L) � C
�
kw0(t)kH�2(0;L) + jv(t)j

�
: (1.3.25)

On en d�eduit d'apr�es l'estimation (1.3.17) et la continuit�e de l'injection deH1
0 (0; T )

dans L1(0; T ) :

9C > 0; kykL1(0;T;H2(0;L)) � C
�


w0





L2(0;L)

+



w1





H�2(0;L)

+ kvkH1
0
(0;T )

�
(1.3.26)

et on obtient l'in�egalit�e (1.3.15) en appliquant les d�e�nitions de w0 et w1. 2

1.4 Algorithme HUM

La m�ethode HUM nous fournit l'algorithme de construction du contrôle sui-
vant :

1. Soit fy0; y1g les donn�ees initiales du probl�eme, on r�esout le syst�eme
lin�eaire associ�e �a la formulation variationnelle :
8
n
�0; �1

o
2 E�p,

< �p
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
> = <

n
y1;�y0

o
;
n
�0; �1

o
>; (1.4.1)

a�n d'obtenir f'0; '1g 2 E�p.

2. �A l'aide de ' solution unique du probl�eme adjoint (1.3.4) pour les
donn�ees initiales f'0; '1g calcul�ees �a l'�etape pr�ec�edente, on calcule le
contrôle :

v(t) = Bp

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!
: (1.4.2)

La r�eponse peut être alors obtenue de di��erentes fa�cons (voir paragraphe 1.7).

1.5 Approximation par superposition modale

Nous allons r�esoudre l'algorithme HUM par superposition modale, nous choi-
sissons pour cette approximation les modes encastr�es de la structure consid�er�ee,
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c'est-�a-dire les modes propres (�i; �i)
+1
i=1 d�e�nis de la fa�con suivante :

D�e�nition 1.9 8>><
>>:
EI

d4�i
dx4

(x) = �i�A �i(x); 8x 2 [0; L];

�i(0) = �i(L) =
d�i
dx

(0) =
d�i
dx

(L) = 0;
(1.5.1)

rang�es de telle sorte que les valeurs propres forment une suite croissante et dont
les fonctions propres sont normalis�ees dans L2(0; L).

Pour tout entier N > 0, on choisit comme espace d'approximation :

VN = V ect f�1; : : : ; �Ng : (1.5.2)

On se propose de r�esoudre le probl�eme variationnel (1.3.11) par une m�ethode de
Galerkin sur VN � VN .

Remarque 1.7 On trouve cette id�ee naturelle chez C. Bardos, F. Bourquin et
G. Lebeau [6], F. Bourquin [12], [14] et A. Eljendy [29].

On cherche f'0
N ; '

1
Ng 2 VN � VN tel que :

8
n
�0N ; �

1
N

o
2 VN � VN ,

a
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
�0N ; �

1
N

o�
=

Z T

0
Bp

 
EI

@2'N
@x2

(t; L)

!
EI

@2�N
@x2

(t; L) d~t

= <
n
y1;�y0

o
;
n
�0N ; �

1
N

o
> (1.5.3)

o�u 'N(x; t) (resp. �N(x; t)) est la solution exacte du même probl�eme adjoint qu'au
niveau continu, soit :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�A'00N(x; t) + EI
@4'N
@x4

(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

'N(0; t) = 'N(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@'N
@x

(0; t) =
@'N
@x

(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

'N (x; 0) = '0
N(x); '

0
N(x; 0) = '1

N (x) 8 x 2 (0; L);

(1.5.4)

avec pour conditions initiales f'0
N ; '

1
Ng (resp. f�0N ; �1Ng).

Remarque 1.8 Le fait que 'N v�eri�e la conservation de la quantit�e de mouve-
ment est fondamental pour la r�esolution par la m�ethode de superposition modale
de l'algorithme HUM.
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Soient :

'N (x; t) =
NX
i=1

�i(t)�i(x)

 
resp: �N(x; t) =

NX
i=1

�̂i(t)�i(x)

!
; (1.5.5)

avec 8>>>>><
>>>>>:

'0
N(x) =

NX
i=1


i�i(x)

 
resp: �0N(x) =

NX
i=1


̂i�i(x)

!
;

'1
N(x) =

NX
i=1

�i�i(x)

 
resp: �1N(x) =

NX
i=1

�̂i�i(x)

!
:

(1.5.6)

On note �N (resp. �̂N) le vecteur coordonn�ee f'0
N ; '

1
Ng (resp. f�0N ; �1Ng) dans la

base canonique de VN � VN .

Le terme fondamental de la forme bilin�eaire a(:; :) est le moment suivant :

D�e�nition 1.10

mi = EI
@2�i
@x2

(L): (1.5.7)

Comme nous allons le voir au paragraphe suivant, ce moment peut être �ecrit sous
forme variationnelle, ce qui nous sera tr�es utile pour la d�e�nition d'un moment
discret ayant les bonnes propri�et�es de convergence.

Le grammien de contrôlabilit�e est alors calculable explicitement, en e�et :

a
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
�0N ; �

1
N

o�
=

Z T

0
Bp

 
NX
i=1

�i(t)mi

!
NX
j=1

�̂j(t)mj d~t

=
Z T

0

NX
i=1

Bp(�i(t))mi

NX
j=1

�̂j(t)mj d~t

=
NX
i=1

NX
j=1

 Z T

0
Bp(�i(t)) �̂j(t) d~t

!
mimj

=
X

1�i;j�N
fij
�
�i; �j; T; �N ; �̂N

�
mimj: (1.5.8)

Remarque 1.9 On se r�ef�erera �a l'Annexe C pour l'expression exacte de la forme
quadratique du second membre de droite de (1.5.8).

'N(x; t) est solution de (1.5.4); donc ses composantes v�eri�ent pour tout i =
1; : : : ; N :

(
�00i (t) + �i�i(t) = 0; 8t 2 [0; T ];

�i(0) = 
i; �
0
i(0) = �i;

(1.5.9)



Chapitre 1. 29

qui admet pour solution unique :

8t 2 [0; T ]; �i(t) = 
i cos
�
t
q
�i

�
+

�iq
�i

sin
�
t
q
�i

�
: (1.5.10)

On choisit comme contrôle approch�e :

D�e�nition 1.11

8t 2 [0; T ]; vN (t) = Bp

 
EI

@2'N
@x2

(t; L)

!
; (1.5.11)

qui par lin�earit�e de l'op�erateur Bp a pour expression explicite sur [0; T ] :

vN(t) =
NX
i=1

0
@
iBp

�
cos

�
t
q
�i

��
+

�iq
�i
Bp

�
sin

�
t
q
�i

��1Ami: (1.5.12)

Remarque 1.10 On se r�ef�erera �a l'Annexe B pour les expressions explicites des
termes trigonom�etriques r�egularis�es.

Remarque 1.11 Avec ce choix de contrôle approch�e, qui est le plus naturel, on
obtient une fonction qui appartient �a C1(0; T )\Hp

0 (0; T ), et donc en particulier
pour tout p � 1 :

vN(0) = 0: (1.5.13)

Cette propri�et�e, en dehors du fait qu'elle permet la compatibilit�e des donn�ees
initiales avec le contrôle impos�e, va être tr�es utile lors du calcul de la r�eponse
(voir paragraphe 1.7).

Puisque pour tout p � 1,[
N2 N

VN � VN est dense dans E�p; (1.5.14)

d'apr�es le lemme de C�ea, il vient :n
'0
N ; '

1
N

o
�!

n
'0; '1

o
dans E�p (1.5.15)

et d'apr�es la propri�et�e de r�egularit�e cach�ee (voir l'in�egalit�e directe de la propri�et�e
1.5) de ' :

vN �! v dans Hp
0 (0; T ): (1.5.16)

Nous avons le th�eor�eme suivant qui nous donne une estimation de la vitesse de
convergence.

Th�eor�eme 1.5 8p � 1; 8 fy1; y0g 2 H2p
0 (0; L)�H2p+2

0 (0; L),

9C > 0;



n'0

N ; '
1
N

o
�
n
'0; '1

o



E�p

� C

N2
: (1.5.17)
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Remarque 1.12 La d�emonstration reprend point par point celle de F. Bourquin
[12] dans le cas de l'�equation des ondes avec un contrôle HUM usuel.

Remarque 1.13 On a �evidemment la même estimation dans le cas usuel (voir
r�ef�erence pr�ec�edente).

D�EMONSTRATION : D'apr�es le lemme de C�ea, on a l'in�egalit�e suivante :


n'0
N ; '

1
N

o
�
n
'0; '1

o



E�p

� C



�I � PN

� n
'0; '1

o



E�p

; (1.5.18)

o�u PN d�esigne la projection orthogonale sur l'espace VN .
Supposons que f'0; '1g 2 E1�p. Le membre de droite de l'in�egalit�e (1.5.18) est
donc born�e par :

Cq
�N




n'0; '1
o




E1�p
(1.5.19)

et l'estimation du th�eor�eme 1.5 se d�eduit alors de la formule de Weyl (voir par
exemple S. Agmon [1]). 2

La d�emonstration repose donc sur le r�esultat de r�egularit�e suivant :

Lemme 1.1 8p � 1; 8 fy1; y0g 2 H2p
0 (0; L)� H2p+2

0 (0; L), f'0; '1g solution de
(1.3.11) appartient �a E1�p.

D�EMONSTRATION :

Dans un souci de clart�e, nous allons faire la d�emonstration dans le cas r�egulier
p = 1. Pour p � 2, la d�emonstration est identique.

Soit  la solution tr�es faible du probl�eme r�etrograde (1.3.5). L'op�erateur lin�eaire
continu �p : Ep �! E�p d�e�nit en (1.3.6) pour p quelconque, en particulier pour
p = 1, et qui v�eri�e (1.3.7).

On note :8>>>>><
>>>>>:

~' = '0; ~ =  0;

Sfv; wg =
(
w;��@

4v

@x4

)
; �Sfv; wg =

(
�
@4w

@x4
;�v

)
;

Z = �
�
H2

0 (0; L)� L2(0; L)
�
;

(1.5.20)

avec � = (EI)=(�A).

�Etape 1 : S��1 = ��1 �S sur Z.
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Supposons f'0; '1g 2 H2
0 (0; L) � L2(0; L) et soit ~' la solution de (1.3.4) avec

pour conditions initiales f ~'0; ~'1g = S f'0; '1g 2 L2(0; L) � H�2(0; L). De plus
soit ~ la solution de (1.3.5) en un sens "tr�es faible" o�u ' est remplac�e par ~'; on
peut donc d�e�nir :

n
~ 0(0);� ~ (0)

o
=

(
��@

4 

@x4
;� 0(0)

)

= �S f 0(0);� (0)g 2 H2
0 (0; L)� L2(0; L); (1.5.21)

que l'on peut aussi �ecrire :

�S
n
'0; '1

o
= �

n
~'0; ~'1

o
=
n
~ 0(0);� ~ (0)

o
= �S�

n
'0; '1

o
; (1.5.22)

soit �S��1 = �S sur Z, ou encore S��1 = ��1 �S sur Z.

�Etape 2 : S��1 = ��1 �S sur H2
0 (0; L)�H4

2 (0; L).

H2
0 (0; L)�L2(0; L) est dense dans L2(0; L)�H�2(0; L) et � est un isomorphisme

de L2(0; L)�H�2(0; L) dans L2(0; L)�H2
0 (0; L), donc Z = � (H2

0 (0; L)� L2(0; L))
est un sous-espace dense de L2(0; L)�H2

0 (0; L).
Par ailleurs, S��1 est un op�erateur continu sur H2

0 (0; L)�L2(0; L) donc, d'apr�es
l'�etape 1 et un argument de densit�e, ��1 �S est continu sur L2(0; L) � H2

0 (0; L)
avec ��1 �S = S��1 sur L2(0; L)�H2

0 (0; L) et a fortiori sur H
2
0 (0; L)�H4

0 (0; L).

�Etape 3 : Conclusion

Par cons�equent, si fy1;�y0g 2 H2(0; L)�H4
0 (0; L), on a par d�e�nition de l'op�e-

rateur �, f'0; '1g 2 L2(0; L)�H�2(0; L), et d'apr�es l'�etape 2 :

S f'0; '1g = S��1 fy1;�y0g
= ��1 �S fy1;�y0g 2 L2(0; L)�H�2(0; L) :

(1.5.23)

Donc '1 2 L2(0; L) et
@4'0

@x4
2H�2(0; L), ce qui implique que f'0; '1g 2 H2

0 (0; L)�
L2(0; L). 2

1.6 Int�egration num�erique

1.6.1 Introduction

Nous allons tout d'abord d�e�nir l'espace Vh d'�el�ements �nis qui va nous per-
mettre de calculer les modes propres que nous avons introduit au paragraphe
pr�ec�edent.
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En partant de la forme usuelle du moment discret, on d�e�nit tout d'abord un
moment faible discret puis le terme clef de notre approximation, le moment tr�es
faible discret. Nous comparerons ces di��erents moments et nous obtiendrons des
estimations d'erreurs les concernants �a la propri�et�e 1.6 que nous v�eri�erons en�n
�a l'aide de quelques tests num�eriques. Ceci permettra de montrer la pertinence
du choix d'une forme tr�es faible pour le moment discret.
En�n �a l'aide de ces di��erentes d�e�nitions, nous appliquerons la m�ethode d'int�egra-
tion num�erique �a l'algorithme HUM.

1.6.2 D�e�nition des �el�ements �nis

Soit Nh un entier > 0 et h = L=(Nh + 1) le pas de maillage, auquel on associe
les points xk et les intervalles Ik :

8k 2 [0; : : : ; Nh]; xk = kh; Ik = [xk; xk+1] : (1.6.1)

On d�e�nit alors l'espace d'approximation Vh par :

Vh =
(
vh 2 C1([0; L]); vh(0) = vh(L) =

dvh

dx
(0) =

dvh

dx
(L) = 0;

et 8k 2 [0; : : : ; Nh]; vhjIk 2 P3(Ik)
o
; (1.6.2)

ce qui donne classiquement :

[0; L] =
Nh[
k=0

Ik; H2
0 (0; L) =

[
h>0

Vh: (1.6.3)

On note
�
�hi ; �

h
i

�
2 R

+ � Vh les modes propres du bilaplacien Dirichlet calcul�es

sur Vh et VN;h = V ect
n
�h1 ; : : : ; �

h
N

o
.

1.6.3 Moments discrets

A. D�e�nitions du moment discret

On peut d�e�nir di��erentes formes de moments discrets.

Tout d'abord la forme directe ou usuelle.

D�e�nition 1.12 On note muhi le i�eme moment usuel discret d�e�ni par

muhi = EI
d2�hi
dx2

(L): (1.6.4)
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Remarque 1.14 On peut calculer l'expression explicite de ce moment (voir An-
nexe F).

Malheureusement la m�ethode de Galerkin assure seulement que la convergence
des modes propres a lieu dans H2(0; L) ce qui n'est pas su�sant pour approcher
le moment usuel discret dans L2(�0). Aussi la forme suivante consiste �a exprimer
le moment discret sous une forme faible, d'o�u son nom.

Revenons au niveau continu et d�e�nissons l'espace de fonctions tests suivant :

W =

(
v 2 H2(0; L) \H1

0 (0; L);
dv

dx
(0) = 0;

dv

dx
(L) = 1

)
: (1.6.5)

Si on multiplie les deux membres de l'�equation (1.5.1) dont �i est solution par une
fonction w deW et qu'on l'int�egre deux fois par parties, on obtient la formulation
variationnelle faible suivante :

EI
d2�i
dx2

(L) = EI
Z L

0

d2�i
dx2

d2v

dx2
dx� �i�A

Z L

0
�iv dx; 8v 2 W: (1.6.6)

Insistons sur le fait que cette �egalit�e n'est vraie que si v 2 W. Si l'on prend par
exemple v 2 H2

0 (0; L), alors �evidemment le second membre de l'�egalit�e est nul.

Pour construire l'analogue discret du moment faible continu, on d�e�nit l'espace
d'approximation suivant :

Wh =

(
vh 2 C1([0; L]); vh(0) = vh(L) =

dvh

dx
(0) = 0;

8k 2 [0; : : : ; Nh]; vhjIk 2 P3(Ik)
o
: (1.6.7)

On peut maintenant d�e�nir le moment faible discret :

D�e�nition 1.13 On note mfhi le i-�eme moment faible discret d�e�ni par

mfhi = EI
Z L

0

d2�hi
dx2

d2vh

dx2
dx� �hi �A

Z L

0
�hi v

h dx; 8vh 2 Wh: (1.6.8)

Naturellement on peut faire la même remarque que pour le cas continu, si l'on
prend vh 2 Vh, le second membre de l'�egalit�e ci-dessus est identiquement nul.

Remarque 1.15 Cette forme faible est celle utilis�ee le plus souvent dans les
codes pour calculer le moment discret. L'inconv�enient majeur est qu'en r�egle
g�en�erale on ne connait pas toujours de fa�con pr�ecise comment le calcul est ef-
fectu�e, et en particulier quelle fonction vh particuli�ere on prend.
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On propose une derni�ere �ecriture du moment discret.

Si l'on reprend l'�egalit�e (1.6.6) et que l'on int�egre deux fois par parties, on obtient
la formulation variationnelle tr�es faible suivante :

EI
d2�i
dx2

(L) = EI
Z L

0
�i
d4v

dx4
dx� �i�A

Z L

0
�iv dx; 8v 2 W: (1.6.9)

Nous voulons �eliminer la premi�ere int�egrale du second membre de cette �egalit�e
a�n d'obtenir une expression du moment ne faisant pas intervenir la d�eriv�ee se-
conde en espace.
L'id�ee la plus simple consiste �a construire une fonction de W biharmonique, que
nous avons d'ailleurs d�eja utilis�ee dans la d�emonstration du th�eor�eme 1.4 et que
nous utiliserons �egalement au paragraphe 1.7 dans les di��erentes m�ethodes de
calculs de la r�eponse.

D�e�nition 1.14 Soit z le rel�evement biharmonique solution de8>><
>>:

d4z

dx4
(x) = 0; 8x 2 [0; L];

z(0) = z(L) =
dz

dx
(0) = 0;

dz

dx
(L) = 1:

(1.6.10)

Grâce �a cette d�e�nition, on a construit un �el�ement de W.

Remarque 1.16 On peut remarquer que le fait que l'on sache r�esoudre explici-
tement le syst�eme (1.6.10) n'est pas une n�ecessit�e. En e�et, la notion de forme
"tr�es faible" du moment peut être appliqu�ee �a des syst�emes o�u l'on n'a pas de
forme explicite (voir le chapitre 5 pour des exemples).

Remarque 1.17 En fait cette id�ee de forme "tr�es faible" est un exemple d'ap-
plication d'un th�eor�eme de r�esistance des mat�eriaux bien connu, le th�eor�eme de
Maxwell-Betti.

D'apr�es la premi�ere remarque, on peut donc prendre z comme fonction test dans
l'�egalit�e (1.6.6) et on obtient :

EI
d2�i
dx2

(L) = ��i�A
Z L

0
�iz dx: (1.6.11)

On d�e�nit alors le moment discret tr�es faible comme :

D�e�nition 1.15

mtfhi = ��hi �A
Z L

0
�hi z dx: (1.6.12)

Grâce �a cette derni�ere d�e�nition, on a un moment discret qui peut être calcul�e
par �el�ements �nis avec une pr�ecision meilleure que celle obtenue avec le moment
usuel.
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B. Estimations d'erreurs des moments discrets

Propri�et�e 1.6

1) 9C > 0;
���mtfhi �mtfi

��� � Ch4: (1.6.13)

2) vh = zh =) mfhi = mtfhi : (1.6.14)

D�EMONSTRATION :

1) La premi�ere estimation est imm�ediate, en utilisant les deux estimations sui-
vantes :

1) 9C1 > 0;
����hi � �i

��� � C1h
4 (1.6.15)

2) 9C2 > 0;



�hi � �i





0;(0;L)

� C2h
4 (1.6.16)

qui sont des r�esultats bien connus (voir par exemple F. Chatelin [25]).
Grâce �a l'in�egalit�e triangulaire, on a alors :

���mtfhi �mtfi
��� =

�����
�
�hi � �i

�
�A

Z L

0
�hi z dx+ �i�A

Z L

0

�
�hi � �i

�
z dx

�����
� kzk0;(0;L)

� 


�hi 


0;(0;L)
����hi � �i

���+ j�ij 


�hi � �i




0;(0;L)

�
:

(1.6.17)

2) Pour d�emontrer la seconde propri�et�e, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.2

z = zh: (1.6.18)

D�EMONSTRATION :

En e�et, zh
���
Ik
2 P3(Ik), pour tout k 2 [1; : : : ; Nh � 1] et z 2 P3(0; L) donc a

fortiori sur Ik, v�eri�ent :8>>><
>>>:
zh(xk) = z(xk);

dzh

dx
(xk) =

dz

dx
(xk)

zh(xk+1) = z(xk+1);
dzh

dx
(xk+1) =

dz

dx
(xk+1)

(1.6.19)

Par unicit�e, on a donc z = zh sur Ik pour k 2 [1; : : : ; Nh � 1]. Mais zh 2 Wh

v�eri�e les mêmes conditions de bord que z, donc par le même argument z = zh

sur [0; x1] et [xNh
; L], par cons�equent les deux fonctions sont identiques sur [0; L].

2

Maintenant calculons le moment faible discret, avec vh = z. D�ecomposons la
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premi�ere int�egrale du moment faible a�n de montrer qu'elle est nulle pour vh = z,
ce qui entrainera que le moment faible et le moment tr�es faible sont identiques.
On a :

Z L

0

d2�hi
dx2

d2z

dx2
dx =

NhX
k=0

Z xk+1

xk

d2�hi
dx2

d2z

dx2
dx: (1.6.20)

Or pour tout k 2 [0; : : : ; Nh], on a par simple int�egration par parties :

Z xk+1

xk

d2�hi
dx2

d2z

dx2
dx = �

Z xk+1

xk

�hi
d4z

dx4
dx+

"
d�hi
dx

d2z

dx2
� �hi

d3z

dx3

#xk+1
x=xk

: (1.6.21)

L'int�egrale du second membre de l'�egalit�e pr�ec�edente est nulle, aussi en sommant
sur tous les k, il ne reste plus que les termes de bord, soit :

Z L

0

d2�hi
dx2

d2z

dx2
dx =

"
d�hi
dx

d2z

dx2
� �hi

d3z

dx3

#L
x=0

; (1.6.22)

qui sont par d�e�nition nuls. 2

C. Illustrations num�eriques

La �gure 1.2 de gauche montre les estimations concernant les taux de conver-
gence de l'erreur relative du quatri�eme mode des di��erents moments.
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Fig. 1.2 - Estimations d'erreurs des moments pour i = 4 et h = 1=50, 1/100,
1/150 et 1/200 par rapport �a h = 1=1000 (�a gauche). Erreurs relatives des mo-
ments usuel et tr�es faible.

On v�eri�e ainsi que les moments discrets faible et tr�es faible convergent en O(h4:3)
et qu'ils sont identiques quant on prend vh = z pour calculer le moment faible
discret et, ce qui est plus important, que non seulement le moment usuel discret
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converge moins vite que les deux autres moments (en O(h3:85) au lieu de O(h4:3)),
mais que l'erreur commise est plus grande.

Remarque 1.18 Comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, la pr�ecision
avec laquelle on calcule le moment est cruciale pour le calcul du grammien de
contrôlabilit�e et plus g�en�eralement pour v�eri�er la contrôlabilit�e exacte des mul-
tistructures (voir chapitre 6).

On calcule ensuite les erreurs relatives des moments usuel et tr�es faible pour les
50 premiers modes (�gure 1.2 de droite). On observe bien que le moment discret
usuel est di��erent du moment tr�es faible et que leurs erreurs relatives augmentent
en O(i4).
Autrement dit, plus les modes sont �elev�es et plus on a int�erêt �a prendre un mo-
ment sous une forme tr�es faible.

1.6.4 Int�egration num�erique de l'algorithme HUM

Avec la construction que nous venons de faire du moment tr�es faible discret,
on d�e�nit l'analogue discret de la forme bilin�eaire a(:; :) (1.5.8), que l'on note ah,
comme la forme bilin�eaire sur VN;h � VN;h qui v�eri�e :

ah
�n
'0
N;h; '

1
N;h

o
;
n
�0N;h; �

1
N;h

o�
=

X
1�i;j�N

fij
�
�hi ; �

h
j ; T; �N;h; �̂N;h

�
mtfhi mtf

h
j ;

(1.6.23)

o�u �N;h (resp. �̂N;h) est le vecteur coordonn�ee de
n
'0
N;h; '

1
N;h

o
(resp. f�0N;h; �1N;hg)

dans la base canonique de VN;h � VN;h, soit :

8>>>><
>>>>:

'0
N;h(x) =

NX
i=1


hi �
h
i (x)

 
resp: �0N;h(x) =

NX
i=1


̂hi �
h
i (x)

!
;

'1
N;h(x) =

NX
i=1

�hi �
h
i (x)

 
resp: �1N;h(x) =

NX
i=1

�̂hi �
h
i (x)

!
:

(1.6.24)

Le probl�eme variationnel (1.5.3) s'�ecrit matriciellement :

KN;h�N;h = FN;h; (1.6.25)

o�u FN;h =
n
F V;N;h;FD;N;h

o
avec

F V;N;h
i =

Z L

0
y1�hi dx; FD;N;h

i = �
Z L

0
y0�hi dx: (1.6.26)
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La matrice KN;h se d�ecompose par blocs de la fa�con suivante :

KN;h =

2
64 KDD;N;h KV D;N;h

KV D;N;h KV V;N;h

3
75 ; (1.6.27)

avec pour tout 1 � i; j � N :

KDD;N;h
ij = ah

�n
�hi ; 0

o
;
n
�hj ; 0

o�
=

 Z T

0
Bp

�
cos

�
t
q
�hi

��
cos

�
t
q
�hj

�
d~t

!
mtfhi mtf

h
j (1.6.28)

KDV;N;h
ij = ah

�n
�hi ; 0

o
;
n
0; �hj

o�
=

 Z T

0
Bp

�
cos

�
t
q
�hi

��
sin

�
t
q
�hj

�
d~t

!
mtfhi

mtfhjq
�hj

KV D;N;h
ij = KDV;N;h

ji (1.6.29)

KV V;N;h
ij = ah

�n
0; �hi

o
;
n
0; �hj

o�
=

 Z T

0
Bp

�
sin

�
t
q
�hi

��
sin

�
t
q
�hj

�
d~t

!
mtfhiq
�hi

mtfhjq
�hj

(1.6.30)

Remarque 1.19 On se reportera �a l'Annexe B pour les expressions explicites
pour p � 2 des termes trigonom�etriques r�egularis�es, et �a l'Annexe C pour celles
des di��erentes matrices.

Un candidat raisonnable pour le probl�eme adjoint (1.3.4) avec les conditions ini-

tiales
n
'0
N;h; '

1
N;h

o
est :

'N;h(x; t) =
NX
j=1

0
@
hj cos

�
t
q
�hj

�
+

�hjq
�hj

sin
�
t
q
�hj

�1A �hi (x): (1.6.31)

On choisit comme contrôle discret :

D�e�nition 1.16

vN;h(t) = Bp

 
EI

@2'N;h
@x2

(t; L)

!
: (1.6.32)
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Comme dans le cas continu, on a l'expression d�evelopp�ee suivante :

vN;h(t) =
NX
j=1

0
@
hjBp

�
cos

�
t
q
�hj

��
+

�hjq
�hj
Bp

�
sin

�
t
q
�hj

��1Amtfhj : (1.6.33)

En utilisant l'estimation du th�eor�eme 1.5 et des r�esultats classiques des �el�ements
�nis, on obtient les estimations suivantes :

Th�eor�eme 1.6 Pour h > 0 assez petit, KN;h est d�e�nie positive et

1) Il existe une unique solution
n
'0
N;h; '

1
N;h

o
2 VN;h � VN;h de la formulation

variationnelle :

8
n
�0N;h; �

1
N;h

o
2 VN;h � VN;h,

ah
�n
'0
N;h; '

1
N;h

o
;
n
�0N;h; �

1
N;h

o�
= <

n
y1;�y0

o
;
n
�0N;h; �

1
N;h

o
>; (1.6.34)

qui v�eri�e : n
'0
N;h; '

1
N;h

o
�!

n
'0; '1

o
dans E�p; (1.6.35)

avec :

9C > 0;



 n'0

N;h; '
1
N;h

o
�
n
'0; '1

o



E�p

� C

N2
+ C(N)h2: (1.6.36)

2) On a �egalement l'estimation suivante :

9 ~C > 0; k vN;h � vN kHp
0
(0;T ) � ~Ch2: (1.6.37)

D�EMONSTRATION :

Dans la suite de la d�emonstration nous supposons que h est assez petit pour
que KN;h soit d�e�nie positive.

1) Premi�ere estimation : �Etant donn�e l'estimation du th�eor�eme 1.5, cela revient
�a d�emontrer l'in�egalit�e suivante :


n'0

N;h; '
1
N;h

o
�
n
'0
N ; '

1
N

o



H2
0
(0;L)�L2(0;L) � C(N)h2: (1.6.38)

Mais avec les notations pr�ec�edentes :

KN;hxN;h = FN;h et KNxN = FN ; (1.6.39)
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on a la majoration classique (voir par exemple P. G. Ciarlet [27]) :

kxN;h � xNk
kxNk � cond(KN)

0
@



KN;h �KN





kKNk +




FN;h � FN





kFNk

1
A ; (1.6.40)

avec cond(KN) = kKk kK�1k.

Pour obtenir l'estimation recherch�ee, il su�t donc de montrer la propri�et�e sui-
vante :

Propri�et�e 1.7

8N 2 N
? ; 9C; Ĉ > 0; 8h > 0;




FN;h � FN



 � Ch2: (1.6.41)




KN;h �KN



 � Ĉh4: (1.6.42)

D�EMONSTRATION :

1) En appliquant la d�e�nition de FN;h et l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz, on
obtient :




FN;h � FN



 =







Z L

0
y1
n
�hj � �j

o
;
Z L

0
y0
n
�hj � �j

o





� C (




�hj � �j




2;(0;L)

+



�hj � �j





0;(0;L)

);

(1.6.43)

ce qui permet d'obtenir l'estimation (1.6.41) en utilisant les estimations suivantes :

8 k = f0; 1g ;



�hj � �j





2k;(0;L)

� C h2(k+1): (1.6.44)

2) Nous allons tout d'abord d�emontrer l'estimation (1.6.42) pour p = 0.

�Etant donn�e la d�ecomposition par blocs de la matrice K, cela revient �a obte-
nir l'estimation pour chacunes de ses sous-matrices.
Faisons la d�emonstration pour KDD (la d�emonstration est semblable pour les
matrices KDV et KV V ). Par lin�earit�e de l'int�egrale, il vient :




KDD;N;h
ij �KDD;N

ij




 =
�����
Z T

0

�
cos

�
t
q
�hi

�
mtfhi cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj

� cos
�
t
q
�i

�
mtfi cos

�
t
q
�j
�
mtfj

�
dt
���� ;
(1.6.45)
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soit en redistribuant les termes :


KDD;N;h
ij �KDD;N

ij




 =�����
Z T

0

�
cos

�
t
q
�hi

�
mtfhi � cos

�
t
q
�i

�
mtfi

�
cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj

+
�
cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj � cos

�
t
q
�j
�
mtfj

�
cos

�
t
q
�i

�
mtfi dt

����
(1.6.46)

Il su�t donc de montrer le lemme suivant :

Lemme 1.3

9C > 0; 8h > 0; sup
t2[0;T ]

���� cos
�
t
q
�hi

�
mtfhi � cos

�
t
q
�i

�
mtfi

���� � Ch4: (1.6.47)

D�EMONSTRATION :

En redistribuant de fa�con standard les di��erents termes de la quantit�e �a esti-
mer, on obtient :

cos
�
t
q
�hi

�
mtfhi � cos

�
t
q
�i

�
mtfi =

�
cos

�
t
q
�hi

�
� cos

�
t
q
�i

��
mtfhi

+ cos
�
t
q
�i

� �
mtfhi �mtfi

�
: (1.6.48)

L'estimation du second terme de cette �egalit�e d�ecoule imm�ediatement de l'esti-
mation (1.6.13) de la propri�et�e 1.6 du paragraphe 1.6.3, c'est-�a-dire :

8h > 0; 9C > 0;
���mtfhi �mtfi

��� � Ch4: (1.6.49)

Il reste donc �a majorer le premier terme, or

cos
�
t
q
�hi

�
� cos

�
t
q
�i

�

= �2 sin
�
t

2

�q
�hi +

q
�i

��
sin

�
t

2

�q
�hi �

q
�i

��
(1.6.50)

et comme
����hi � �i

��� � Ch4 implique �evidemment que
����
q
�hi �

q
�i

���� � Ch4, il

vient :

8t 2 [0; T ];
���� cos

�
t
q
�hi

�
� cos

�
t
q
�i

����� � Ct
����
q
�hi �

q
�i

���� � Ch4: (1.6.51)

La d�emonstration est termin�ee. 2

Pour p � 1, d'apr�es l'�equation (1.6.46) et par lin�earit�e de Bp, il su�t de montrer
la g�en�eralisation du lemme 1.3 suivante :

Lemme 1.4

9C > 0;
����Bp

�
cos

�
t
q
�hi

��
mtfhi � Bp

�
cos

�
t
q
�i

��
mtfi

���� � Ch4: (1.6.52)



42 1.6. Int�egration num�erique

D�EMONSTRATION :

Par lin�earit�e de l'op�erateur, on a naturellement :

Bp

�
cos

�
t
q
�hi

��
mtfhi �Bp

�
cos

�
t
q
�i

��
mtfi

= Bp

�
cos

�
t
q
�hi

�
mtfhi � cos

�
t
q
�i

�
mtfi

�
: (1.6.53)

et comme d'autre part Bp est un op�erateur lin�eaire continu, l'estimation (1.6.47)
du lemme 1.3 permet de conclure. 2

On a donc �egalement les mêmes estimations pour p � 1.

2) Deuxi�eme estimation : 8t � 0 et p = 0,

vN;h(t)� vN(t) =
NX
j=1

0
@
hj cos

�
t
q
�hj

�
+

�hjq
�hj

sin
�
t
q
�hj

�1Amtfhj
�

NX
j=1

0
@
j cos �tq�j�+ �jq

�j
sin

�
t
q
�j
�1Amtfj

=
NX
j=1

�

hj cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj � 
j cos

�
t
q
�j
�
mtfj

�

+
NX
j=1

0
@ �hjq

�hj
sin

�
t
q
�hj

�
mtfhj �

�jq
�j

sin
�
t
q
�j
�
mtfj

1
A :

(1.6.54)

En redistribuant les termes en cosinus de l'�egalit�e pr�ec�edente, on obtient :

NX
j=1

�

hj cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj � 
j cos

�
t
q
�j
�
mtfj

�

=
NX
j=1

�

hj � 
j

�
cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj

+
NX
j=1


j cos
�
t
q
�j
� �
mtfhj �mtfj

�

+
NX
j=1


j

�
cos

�
t
q
�hj

�
� cos

�
t
q
�j
��

mtfhj

et donc, il vient :






NX
j=1

�

hj cos

�
t
q
�hj

�
mtfhj � 
j cos

�
t
q
�j
�
mtfj

�


2
L2(0;T )

�
NX
j=1

���
hj � 
j
���2 ���mtfhj ���2 +

NX
j=1


2j
���mtfhj �mtfj

���2



Chapitre 1. 43

+
NX
j=1


2j
���mtfhj ���2





cos
�
t
q
�hj

�
� cos

�
t
q
�j
�



2

L2(0;T )
:

Mais on a
���mtfhi �mtfi

��� � Ch4, avec jmtfij = O
�p

�i
�
(voir Annexe F), et

puisque d'apr�es la premi�ere estimation de la d�emonstration, on a :

�hj
���
hj � 
j

���2 � C1h
4; (1.6.55)

il vient :

NX
j=1

���
hj � 
j
���2 ���mtfhj ���2 � C

NX
j=1

�hj
���
hj � 
j

���2 � Ch4: (1.6.56)

On proc�ede de la même fa�con pour les termes en sinus en utilisant en particulier :

NX
j=1

����hj � �j
���2 � Ch4; (1.6.57)

d'o�u l'estimation recherch�ee.

La g�en�eralisation de ces estimations �a p quelconque se fait de la même fa�con
que pour la premi�ere estimation. 2

1.7 Calcul de la r�eponse approch�ee

Nous proposons deux m�ethodes pour calculer une solution approch�ee de la
r�eponse y :

1. On trouve �a l'aide d'un rel�evement ad hoc une fonction r(x; t) qui v�eri�e
les mêmes conditions limites que y(x; t) et on r�esout ensuite le syst�eme
homog�ene dont y(x; t)� r(x; t) est solution par une m�ethode de Fourier.

2. On obtient au niveau continu une formulation variationnelle "semi-tr�es
faible" de la r�eponse que l'on r�esout par une m�ethode de semi-discr�etisation,
dite de Faedo-Galerkin, qui est l'�equivalent pour les probl�emes d'�evolutions
de la m�ethode de Galerkin utilis�ee en statique. Soit M un entier > 0, on
projette alors sur les modes f�igMi=1 cette formulation ce qui nous donne
une EDO que l'on r�esout par exemple �a l'aide d'un sch�ema de Newmark
avec une impl�ementation de type a-form inconditionnellement stable. Nous
allons montrer que cette r�eponse est identique �a la r�eponse pr�ec�edente avec
un rel�evement projet�e sur les modes.

Remarque 1.20 Pour un rappel sur les propri�et�es des sch�emas de Newmark, on
se reportera au paragraphe 4.9 du chapitre 4.
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1.7.1 Calcul explicite de la r�eponse par rel�evement

Nous allons calculer la r�eponse en ramenant la r�esolution du syst�eme (1.2.1),
dont y est solution, �a la r�esolution d'un syst�eme homog�ene, ceci en utilisant le
rel�evement z d�e�ni au paragraphe 1.6.

A. Calcul explicite de la r�eponse homog�ene

Soit z le rel�evement dont on rappelle qu'il est solution de :

8>><
>>:
d4z

dx4
(x) = 0; 8x 2 [0; L];

z(0) = z(L) =
dz

dx
(0) = 0;

dz

dx
(L) = 1

(1.7.1)

et pour tous N et 1=h entiers > 0, vN;h le contrôle �el�ement de VN;h.

Grâce �a ce rel�evement, la fonction d�e�nie par :

D�e�nition 1.17

r(x; t) = z(x)v(t) (1.7.2)

v�eri�e les mêmes conditions limites que y et par cons�equent la fonction :

D�e�nition 1.18

�y(x; t) = y(x; t)� r(x; t) (1.7.3)

est solution du syst�eme homog�ene :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�A�y00(x; t) + EI
@4�y

@x4
(x; t) = ��A r00(x; t) 8 (x; t) 2 (0; L)� (0; T );

�y(0; t) = �y(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@�y

@x
(0; t) =

@�y

@x
(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

�y0(x) = �y(x; 0) = y0(x)� r(x; 0) 8 x 2 (0; L);

�y1(x) = �y0(x; 0) = y1(x)� r0(x; 0) 8 x 2 (0; L):

(1.7.4)

Remarque 1.21 On note que les donn�ees initiales de �y sont identiques �a celles
de y pour p � 2.

Nous allons r�esoudre ce syst�eme par une m�ethode de Fourier de la même fa�con
que le probl�eme adjoint dans le paragraphe 1.5.
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Soit le rel�evement d�ecompos�e sur la base canonique de VM :

rM;N(x; t) = vN(t)
MX
i=1

zi�i(x) (1.7.5)

et

�yM;N(x; t) =
MX
i=1

�i(t)�i(x) (1.7.6)

la solution exacte du même probl�eme homog�ene que �y (en remplacant v par vN ) :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�A�y00M;N(x; t) + EI
@4�yM;N

@x4
(x; t) = ��Ar00M;N (t) 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

�yM;N(0; t) = �yM;N(L; t) = 0 8t 2 (0; T );

@�yM;N

@x
(0; t) =

@�yM;N

@x
(L; t) = 0 8t 2 (0; T );

�y0M;N(x) = �yM;N(x; 0) = y0M;N(x)� rM;N(x; 0) 8x 2 (0; L);

�y1M;N(x) = �y0M;N(x; 0) = y1M;N(x)� r0M;N(x; 0) 8x 2 (0; L)

(1.7.7)

et dont les composantes �i sont donc solutions pour tout i = 1; : : : ;M de :8><
>:
�00i (t) + �i�i(t) = �ziv00N (t);

�0i = �i(0) = �i � vN(0)zi; �1i = �0i(0) = �i � v0N (0)zi:
(1.7.8)

Soient (�hi ; �
h
i ) (resp. z

h
i ) les composantes de fy0; y1g (resp. z) dans la base ca-

nonique de VM;h. On note �yM;N;h la solution dont les composantes
n
�hi
oM
i=1

dans

la base canonique de VM;h v�eri�ent l'�equation di��erentielle lin�eaire homog�ene du
second ordre avec second membre, pour tout i = 1; : : : ;M :8>><

>>:
�hi
00
(t) + �hi �

h
i (t) = �zhi v00N;h(t);

�0;hi = �hi (0) = �hi � vN;h(0)z
h
i ; �1;hi = �hi

0
(0) = �hi � v0N;h(0)z

h
i :

(1.7.9)

Les composantes de �yM;N;h sont donn�ees explicitement par la relation :

Propri�et�e 1.8

8i 2 [1; : : : ;M ]; �hi (t) = �hi cos
�
t
q
�hi

�
+

�hiq
�hi

sin
�
t
q
�hi

�
� zhi vN;h(t)

+zhi

q
�hi

NX
j=1

0
@
hjCh

ij(t) +
�hjq
�hj
Shij(t)

1
Amtfhj ;(1.7.10)
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avec pour tout 1 � i � M et 1 � j � N , les fonctions

8>><
>>:
Ch
ij(t) =

Z t

0
sin

�q
�hi (t� s)

�
Bp

�
cos

�
s
q
�hj

��
ds

Shij(t) =
Z t

0
sin

�q
�hi (t� s)

�
Bp

�
sin

�
s
q
�hj

��
ds

(1.7.11)

qui sont calcul�ees explicitement �a l'Annexe D.

D�EMONSTRATION :

Le syst�eme (1.7.9) admet pour solution unique :

�hi (t) = �0;hi cos
�
t
q
�hi

�
+
�1;hiq
�hi

sin
�
t
q
�hi

�

� zhiq
�hi

Z t

0
sin

�q
�hi (t� s)

�
v00N;h(s) ds: (1.7.12)

Si on int�egre deux fois par parties le terme de Duhamel et on en d�eveloppe l'ex-
pression du contrôle discret qui intervient dans l'int�egrale, on obtient :

�hi (t) = �hi cos
�
t
q
�hi

�
+

�hiq
�hi

sin
�
t
q
�hi

�
� zhi vN;h(t)

+ zhi

q
�hi

NX
j=1

0
@
hjCh

ij(t) +
�hjq
�hj
Shij(t)

1
Amtfhj : (1.7.13)

2

Remarque 1.22 Si p = 1, on peut calculer directement la solution �a l'aide de
l'�egalit�e (1.7.12) en utilisant la d�e�nition de l'op�erateur Bp, soit :

v00N;h(t) = �
@2'N;h
@x2

(t; L): (1.7.14)

B. D�e�nition de deux r�eponses explicites

Avec cette premi�ere m�ethode, on peut d�e�nir deux r�eponses approch�ees.
La premi�ere r�eponse est calcul�ee �a l'aide de la d�ecomposition explicite de �y sur
les modes donn�es par la formule (1.7.10) et du rel�evement exact :

D�e�nition 1.19 (r�eponse avec rel�evement exact)

y1M;N;h = �yM;N;h + rN;h: (1.7.15)
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La seconde r�eponse est la projet�ee de la pr�ec�edente sur VM;h :

D�e�nition 1.20 (r�eponse avec rel�evement projet�e)

y2M;N;h = �yM;N;h + PM;h (rN;h) : (1.7.16)

o�u PM;h est la projection orthogonale sur VM;h.

Du fait de la projection sur VM;h du rel�evement et de la formule v�eri��ee par �y,
est donn�ee �egalement explicitement par la formule suivante :

Propri�et�e 1.9

y2M;N;h;i(t) = �hi cos
�
t
q
�hi

�
+

�hiq
�hi

sin
�
t
q
�hi

�

+ zhi

q
�hi

NX
j=1

0
@
hjCh

ij(t) +
�hjq
�hj
Shij(t)

1
Amtfhj : (1.7.17)

En fait, la seconde r�eponse peut être calcul�ee autrement en remarquant qu'elle
v�eri�e la propri�et�e int�eressante suivante :

Propri�et�e 1.10

y2M;N;h;i
00
(t) + �hi y

2
M;N;h;i(t) = �vN;h(t)mtfhi : (1.7.18)

D�EMONSTRATION :

Puisque �yM;N;h est solution de l'�equation di��erentielle ordinaire (1.7.9) et que
rM;N;h = PM;h (rN;h) v�eri�e de son côt�e pour tout i = 1; : : : ;M :

r00M;N;h;i(t) + �hi rM;N;h;i(t) = zhi v
00
N;h(t)�mtfhi vN;h(t); (1.7.19)

on en d�eduit par sommation des �equations (1.7.9) et (1.7.19) que y2M;N;h est so-
lution de l'�equation di��erentielle ordinaire recherch�ee. 2

Autrement dit, on peut r�esoudre �egalement cette r�eponse avec un sch�ema de
Newmark.

On se reportera aux tests num�eriques du paragraphe 2 pour l'�etude compara-
tive de ces deux r�eponses. On montrera en particulier que, selon le choix de l'une
ou de l'autre des m�ethodes, on obtient une r�eponse dont les propri�et�es num�eriques
peuvent être tr�es di��erentes, notamment en ce qui concerne la v�eri�cation de la
contrôlabilit�e exacte (voir en particulier la propri�et�e 1.12 du paragraphe 1.7.3).
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1.7.2 M�ethode de Faedo-Galerkin

La m�ethode de Faedo-Galerkin consiste �a projeter une formulation faible sur
un sous-espace de dimension �nie a�n d'obtenir une �equation di��erentielle ordi-
naire dont les solutions approchent la solution du probl�eme original. Dans notre
cas, on part non pas d'une formulation faible mais d'une formulation variation-
nelle "semi-tr�es faible" en raison du terme de bord correspondant au contrôle.

On multiplie l'�equation di��erentielle (1.2.1) dont y est solution par une fonc-
tion test w assez r�eguli�ere, par exemple w 2 H4(0; L) �H2

0 (0; L) et on l'int�egre
quatre fois par parties en espace, ce qui donne pour tout w 2 H4(0; L)�H2

0 (0; L) :

�A
Z L

0
y00(x; t)w(x) dx+ EI

Z L

0
y(x; t)

d4w

dx4
(x) dx = �v(t)EI d

2w

dx2
(L): (1.7.20)

Remarque 1.23 Cette m�ethode qui consiste �a faire apparâ�tre le terme de bord
dans une formulation variationnelle dite "tr�es faible" est tr�es utile pour les probl�e-
mes de stabilisation (voir le chapitre 3 pour son application aux calculs de lois
de r�etroactions en boucle ferm�ee) o�u le calcul explicite de la r�eponse par une
m�ethode de rel�evement n'est pas applicable, puisqu'il est n�ecessaire de recalculer
le terme de bord �a chaque pas de temps.

Construisons maintenant la solution semi-discr�ete. Pour tout entier M > 0, on
d�e�nit yM;N(x; t) comme la solution de la formulation variationnelle analogue �a
celle que l'on vient d'obtenir au niveau continu :

�A
Z L

0
y00M;N(x; t)wM(x) dx+ EI

Z L

0
yM;N(x; t)

d4wM
dx4

(x) dx

= �vN;M(t)EI d
2wM
dx2

(L); 8wM 2 VM :
(1.7.21)

Par cons�equent, si l'on note, pour tout t �x�e positif ou nul, �(t) = f�i(t)gMi=1 le
vecteur composante de yM;N(x; t) sur la base VM , on a :

CM �00(t) +AM �(t) = fM(t); (1.7.22)

avec pour tout 1 � i; j �M :( CM;ij = �ij; AM;ij = �i�ij;

fM;i(t) = �vN;M (t)mi:
(1.7.23)

On choisit comme r�eponse discr�ete, que l'on note yFGM;N;h, la solution de l'�equation
di��erentielle ordinaire :

CM �00(t) +AM;h �(t) = fM;h(t); (1.7.24)
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avec les donn�ees initiales :

yFGM;N;h(t = 0) = PM;h(y0); yFGM;N;h

0
(t = 0) = PM;h(y1); (1.7.25)

o�u PM;h est la projection orthogonale sur VM;h et avec pour tout 1 � i; j �M :

( CM;ij = �ij; AM;h;ij = �hi �ij;

fM;h;i(t) = �vN;h(t)mtfhi :
(1.7.26)

Remarque 1.24 Ce type d'�equation di��erentielle ordinaire est tr�es classique
dans la communaut�e des ing�enieurs pour la r�esolution de probl�eme discret sur
lesquels s'exercent une force ext�erieure. La di��erence essentielle avec notre cas
est que la construction de leur contrôle est e�ectu�ee directement �a partir d'un
syst�eme discret et non d'un syst�eme continu.

Cette �equation di��erentielle ordinaire lin�eaire �a coe�cients constants admet une
solution unique dont a une solution explicite, en e�et :

Propri�et�e 1.11

yFGM;N;h = y2M;N;h: (1.7.27)

D�EMONSTRATION :

La r�eponse calcul�ee par la m�ethode "semi-tr�es faible" est solution de l'�equation
di��erentielle ordinaire (1.7.24), autrement dit ses composantes sont solutions,
pour tout i = 1; : : : ;M , de :

yFGM;N;h;i

00
(t) + �hi y

FG
M;N;h;i(t) = �vN;h(t)mtfhi ; (1.7.28)

c'est-�a-dire de la même �equation di��erentielle ordinaire (1.7.18) que celle v�eri��ee
par les composantes de y2M;N;h. Puisque les donn�ees initiales sont les mêmes pour
yFGM;N;h et y

2
M;N;h, par unicit�e de la solution c'est qu'elles sont identiques. 2

Autrement dit, la r�eponse y2 n'est autre que la r�eponse calcul�ee par la m�ethode
de Faedo-Galerkin.
Par cons�equent, la derni�ere r�eponse que nous nous proposions de r�esoudre �a
l'aide d'un sch�ema de Newmark a une expression explicite donn�ee par la for-
mule (1.7.18), et il est donc super
u d'utiliser une autre m�ethode pour la calculer.

Plus fondamentalement, il n'�etait pas �evident de savoir que la r�eponse obtenue �a
partir d'une formulation semi-tr�es faible puisse être obtenue de fa�con explicite.
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1.7.3 Propri�et�es �energ�etiques des r�eponses approch�ees

On a une propri�et�e �energ�etique int�eressante dans le cas o�u la r�eponse est cal-
cul�ee avec un nombre de modes inf�erieur ou �egal au nombre de modes utilis�es
pour calculer le contrôle. L'�energie de la r�eponse projet�ee y2M;N est identiquement
nulle �a t = T . Autrement dit, y2M;N est contrôlable exactement spectralement.

On note �EM;N(t), l'�energie de la r�eponse avec rel�evement projet�ee, qui v�eri�e :

�EM;N(t) =

8>>>><
>>>>:

MX
i=1

�
�2
i (t) + ��1i �0i

2
(t)
�
(p = 0)

MX
i=1

�
�i�

2
i (t) + �0i

2
(t)
�
(p = 1)

(1.7.29)

et EM;N(t) celle de la r�eponse calcul�ee avec un rel�evement exact dont le calcul
ainsi que l'expression est l�eg�erement plus compliqu�ee en raison du terme non
projet�ee sur VM (voir Annexe E).

Propri�et�e 1.12 (p = 0) 8T > 0; 8fy0; y1g; 8M � N ,

�EM;N(T ) = 0 (1.7.30)

EM;N(T ) = jvN(T )j2
X

i�M+1

z2i + jv0N(T )j2
X

i�M+1

z2i
�i

(1.7.31)

D�EMONSTRATION :

Nous allons en premier lieu d�emontrer la premi�ere �egalit�e, la seconde en d�ecoulant
imm�ediatement.

1. �Etant donn�e la d�e�nition de �EM(t), montrer que cette �energie est nulle re-
vient �a v�eri�er que :

y2M;N (t = T ) = y2M;N
0
(t = T ) = 0: (1.7.32)

Nous avons besoin pour cela d'utiliser la d�ecomposition de la r�eponse donn�ee par
le lemme suivant :

Lemme 1.5

y2M;N(x; t) =
MX
i=1

NX
j=1

(�ij(t) + �ij(t)) �i(x) (1.7.33)
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avec pour tout 1 � i � M et 1 � j � N :

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

�ij(t) =

0
BB@�KV D

ij cos
�
t
q
�i

�
+KDD

ij

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA 
j

+

0
BB@�KV V

ij cos
�
t
q
�i

�
+KDV

ij

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA �j

�ij(t) = �Cij(t)mtfiq
�i
mtfj
j � Sij(t)

mtfiq
�i

mtfjq
�j

�j

(1.7.34)

D�EMONSTRATION :

D'apr�es l'�egalit�e (1.7.17) du paragraphe 1.7 dans sa version semi-discr�ete, on
a :

y2M;N(x; t) =
MX
i=1

0
BB@�i cos

�
t
q
�i

�
+ �i

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA �i(x)

+
MX
i=1

zi
q
�i

NX
j=1

0
@
jmtfjCij(t) + �jq

�j
mtfjSij(t)

1
A �i(x):

(1.7.35)

Or d'apr�es la relation (1.6.25) et la d�ecomposition par blocs (1.6.27) de la matrice
KN , on a pour tout f�j; �jgMj=1, il existe f
j; �jgNj=1 solution du syst�eme matriciel :

8i 2 [1; : : : ;M ];

8>>>>><
>>>>>:

�i = �
NX
j=1

KV D
ij 
j �

NX
j=1

KV V
ij �j

�i =
NX
j=1

KDD
ij 
j +

NX
j=1

KDV
ij �j

(1.7.36)

On a donc en regroupant les termes qui d�ependent respectivement de 
j et de �j

y2M;N(x; t) =
MX
i=1

NX
j=1

8>><
>>:

0
BB@�KV D

ij cos
�
t
q
�i

�
+KDD

ij

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA 
j

+

0
BB@�KV V

ij cos
�
t
q
�i

�
+KDV

ij

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA �j

9>>=
>>; �i(x)

+
MX
i=1

zi
q
�i

NX
j=1

8<
:
jmtfjCij(t) + �jq

�j
mtfjSij(t)

9=
; �i(x):

(1.7.37)
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On peut donc d�ecomposer cette r�eponse sous la forme :

y2M;N(x; t) =
MX
i=1

NX
j=1

(�ij(t) + �ij(t)) �i(x); (1.7.38)

avec pour tout 1 � i �M et 1 � j � N :

�ij(t) =

0
BB@�KV D

ij cos
�
t
q
�i

�
+KDD

ij

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA 
j

+

0
BB@�KV V

ij cos
�
t
q
�i

�
+KDV

ij

sin
�
t
q
�i

�
q
�i

1
CCA �j (1.7.39)

�ij(t) = �Cij(t)mtfiq
�i
mtfj
j � Sij(t)

mtfiq
�i

mtfjq
�j

�j: (1.7.40)

2

Si l'on d�eveloppe les expressions de Cij(t) et Sij(t), et que l'on utilise les ex-
pressions explicites des matrices KDD, KDV et KV V (voir Annexe C), il est facile
de v�eri�er que :

�ij(t = T ) = ��ij(t = T ): (1.7.41)

D'apr�es le lemme 1.5, il s'ensuit que y2M;N (t = T ) = 0. Il est facile de v�eri�er que

l'on a les mêmes types de relations pour y2M;N
0
.

2. On a par d�e�nition,

y1M;N(t) =

 
MX
i=1

�i(t)�i(x)

!
+ vN (t)z(x); (1.7.42)

et

y2M;N(t) = PM(y1M;N(t)); (1.7.43)

par cons�equent :

y1M;N(t) = y2M;N(t) + vN(t)
X

i�M+1

zi�i(x): (1.7.44)

De même pour la vitesse, on obtient :

y1M;N
0
(t) = y2M;N

0
(t) + v0N (t)

X
i�M+1

zi�i(x): (1.7.45)
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On applique la d�e�nition de l'�energie de la r�eponse exprim�ee sur les modes, ce
qui donne pour tout t 2 [0; T ] :

EM;N(t) = �EM;N(t) + jvN(t)j2
X

i�M+1

z2i + jv0N(t)j2
X

i�M+1

z2i
�i

(1.7.46)

et donc a fortiori pout t = T , d'o�u l'�egalit�e recherch�ee. 2

On peut trouver ce type de d�emonstrations chez W. Krabs ([62, 63]) qui �etudie
la contrôlabilit�e exacte comme des probl�emes de moment.
R�esoudre un probl�eme de moment consiste �a calculer les donn�ees initiales du
probl�eme adjoint de la m�ethode HUM �a partir des coe�cients de la r�eponse cal-
cul�ee par superposition modale qui sont contrôlable exactement, c'est-�a-dire telles
que y(x; T ) = y0(x; T ) = 0.
Comme pour la m�ethode HUM, on calcule ensuite le contrôle n�ecessaire pour
contrôler exactement cette r�eponse �a partir de ces mêmes donn�ees initiales.

Remarque 1.25 Ce proc�ed�e est assez couramment utilis�e pour calculer le contrô-
le dans les cas unidimensionnels (voir par exemple R.L.V. Gonzalez et G.F.
Reyero [43]).
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Chapitre 2

Tests num�eriques

2.1 Introduction

2.1.1 Objectifs

L'objectif majeur de ce chapitre est de v�eri�er avec quelle pr�ecision nous
contrôlons le syst�eme approch�e.
Naturellement, nous allons v�eri�er que les estimations obtenues au th�eor�eme 1.6
sont exactes (voir paragraphe 2.4) et donc que notre m�ethode d'approximation
donne les r�esultats de convergence que nous voulons; mais nous allons essentielle-
ment chercher �a obtenir des informations sur la fa�con dont la r�eponse approch�ee
est contrôl�ee.
Si l'on fait abstraction du pas de maillage h avec lequel on calcule les modes, nous
avons �a notre disposition essentiellement deux param�etres d'approximation : N le
nombre de modes que l'on utilise pour calculer le contrôle etM celui de la r�eponse.

Rappelons bri�evement l'algorithme HUM de calcul de la r�eponse. Tout d'abord,
nous calculons un contrôle surN modes �a partir des donn�ees initiales de la r�eponse
projet�ee sur ces mêmes modes. On a donc une premi�ere erreur commise sur le
nombre de modes utilis�e pour le calcul du contrôle et celui de la r�eponse excit�ee
initialement, not�e ~N , qui peut être �egalement di��erent de celui utilis�e pour cal-
culer la r�eponse. �A l'aide du contrôle, nous pouvons alors calculer une r�eponse
approch�ee essentiellement de deux fa�cons di��erentes :

{ soit on consid�ere une r�eponse calcul�ee �a l'aide d'un rel�evement exact :

y1M;N(t) =
MX
i=1

�i(t)�i(x) + vN(t)z(x) (2.1.1)

{ soit la r�eponse pr�ec�edente projet�ee sur les modes :

y2M;N(t) = PM(y1M;N(t)): (2.1.2)
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Ces deux r�eponses sont donn�ees explicitement �a l'aide des formules (1.7.10) et
(1.7.17) (voir paragraphe 1.7 du chapitre 1).
Selon le nombre de modes, a priori di��erents, que l'on prend pour calculer le
contrôle et la r�eponse, la qualit�e du contrôle varie �evidemment.

2.1.2 Plan du chapitre

A�n de bien cerner les di��erentes approximations e�ectu�ees, nous allons �etudier
dans un premier temps, au paragraphe 2.2, la r�eponse sur laquelle s'exerce un
contrôle usuel.

Nous regarderons au paragraphe 2.2.1 l'e�et du contrôle approch�e sur la r�eponse
exacte (calcul�ee avec un nombre �elev�e de modes par rapport �a celui du contrôle).
Nous estimerons en particulier la vitesse de convergence de l'�energie �nale en
fonction de N (paragraphe 2.2.2).
La paragraphe 2.3 suivant sera d�evolu �a l'�etude du contrôle r�egulier.
Bien que l'�energie associ�ee �a ce contrôle soit plus contraignante que celle pour
le contrôle usuel, il s'agit pour le contrôle H1

0 (0; T ) de l'�energie m�ecanique de
la poutre, on pourra v�eri�er que la r�eponse est contrôl�ee encore plus e�cace-
ment qu'avec le contrôle standard, en particulier en comparant la d�ecroissance de
leurs �energies. De plus, dans le cas d'une observation incompl�ete du spectre de la
r�eponse par le contrôle, les modes hautes fr�equences sont beaucoup moins excit�es
que dans le cas standard, ce qui entraine une d�ecroissance meilleure de l'�energie.

Dans tous les tests ant�erieurs, nous n'avons pas �etudi�e un param�etre important,
l'horizon de contrôlabilit�e T . Selon la th�eorie, celui-ci peut-être choisi aussi petit
que l'on veut; dans le cas du contrôle discret, il ne peut-être pris arbitrairement
si l'on veut au moins obtenir une d�ecroissance de l'�energie. En e�et, au niveau
discret ce temps d�epend intimement du pas de maillage h utilis�e pour calculer
les modes. Nous proposerons au paragraphe 2.5 une proc�edure permettant de
calculer ce temps minimal num�erique, not�e T h, en fonction de h.

Pour conclure ces di��erents tests, nous montrerons en�n au paragraphe 2.6 que
la r�eponse solution d'une formulation semi-tr�es faible, que nous calculons �a l'aide
d'un sch�ema de Newmark, converge vers la r�eponse avec un rel�evement approch�e
quand le nombre d'it�erations du sch�ema de Newmark tend vers l'in�ni.

2.1.3 Interpr�etation des tests num�eriques

�A ce stade, un probl�eme important est de savoir comment on mesure l'e�ca-
cit�e du contrôle e�ectu�e.
On pourrait de fa�con simpliste regarder l'�evolution au cours du temps de la
d�eform�ee et de la vitesse de la poutre pour v�eri�er l'e�cacit�e avec laquelle elle
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est contrôl�ee et en particulier si elle est contrôl�ee exactement, autrement dit si :

y(x; T ; v) = y0(x; T ; v) = 0; 8x 2 (0; L); (2.1.3)

mais ce "regard" n'est pas assez pr�ecis.
De plus, il se pose la question de choisir quelle r�eponse approch�ee donne l'in-
formation la plus pr�ecise. La r�eponse approch�ee qui permet de visualiser le plus
�d�element la poutre contrôl�ee et en particulier d'observer l'action du contrôle,
c'est-�a-dire de v�eri�er la condition de bord :

@yM;N

@x
(L; t) = vN(t); 8t 2 (0; T ); (2.1.4)

est naturellement la r�eponse calcul�ee avec un rel�evement exact.
L'autre r�eponse �etant la projet�ee sur les modes de la r�eponse pr�ec�edente ne v�eri�e
pas cette condition puisque par d�e�nition on a :

8i 2 [1; : : : ;M ];
d�i
dx

(L) = 0: (2.1.5)

Il s'av�ere que la m�ethode HUM nous fournit l'outil de comparaison ad hoc. En ef-
fet, on rappelle que l'�energie associ�ee �a la poutre, sur laquelle s'exerce un contrôle
"HUM" �el�ement de Hp

0 (0; T ), est :

{ pour p = 0, la norme L2(0; L)�H�2(0; L)

{ et pour p = 1, la norme H2
0 (0; L)� L2(0; L).

C'est cette "�energie" que l'on utilisera comme instrument de mesure de l'e�cacit�e
du contrôle.

2.1.4 Notations

On rappelle les notations introduites au paragraphe 1.7.3 du chapitre 1.
On note �EM;N(t), l'�energie de la r�eponse avec rel�evement projet�ee, qui v�eri�e :

�EM;N(t) =

8>>>><
>>>>:

MX
i=1

�
�2
i (t) + ��1i �2

i
0
(t)
�

(p = 0)

MX
i=1

�
�i�

2
i (t) + �2

i
0
(t)
�

(p = 1)

(2.1.6)

et EM;N(t) celle de la r�eponse calcul�ee avec un rel�evement exact dont l'expression
est l�eg�erement plus compliqu�ee en raison du terme non projet�ee sur VM (voir
Annexe E).
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2.2 Contrôle usuel

2.2.1 Premier test

Tout d'abord pr�ecisons que dans ce paragraphe nous prenons un pas de
maillage "assez petit" :

h = 1=750: (2.2.7)

Nous avons vu dans le chapitre pr�ec�edent que l'horizon de contrôle T peut être
choisi arbitrairement petit, mais comme nous l'avons d�eja remarqu�e, du fait de la
discr�etisation il existe un temps minimal num�erique de contrôlabilit�e exacte qui
d�epend du pas de maillage (voir paragraphe 2.5), aussi nous allons prendre un
temps T "assez grand" pour le h que l'on vient de �xer :

T = 1: (2.2.8)

En�n la contrôlabilit�e exacte est v�erif�ee pour un contrôle de L2(0; T ) pour toutes
donn�ees initiales appartenant �a l'espace L2(0; L) � H�2(0; L). Ces donn�ees ini-
tiales vont être ensuite projet�ees sur VM , c'est-�a-dire d�ecompos�ees sur la base des
M premiers modes propres de la poutre encastr�ee.

Donn�ees :

�Etant donn�e qu'un de nos soucis est de v�eri�er s'il y a ou non de la pollution
modale, nous allons seulement consid�erer les N premiers modes de ces donn�ees
initiales.
Aussi un choix de donn�ees initiales v�eri�ant ces di��erentes conditions et en parti-
culier appartenant, si on prend un nombre in�ni de modes, �a L2(0; L)�H�2(0; L)
est dans notre exemple :

�i(t = 0) =
0:1

iq
; �0i(t = 0) = 0; 8i 2 [1; : : : ; N ]; (2.2.9)

avec q = 2:6 (q > 5
2
su�t).

Nous consid�erons dans ce test une poutre calcul�ee avec M modes et contrôl�ee
avec un contrôle calcul�e avec N modes tels que :

M = 50; N = 20: (2.2.10)

Historiques de la r�eponse et de la vitesse :

On commence par v�eri�er de fa�con purement visuelle (�gure 2.1) si l'on
contrôle exactement la poutre en comparant son �evolution (en trait continu) au
cours du temps �a celle de la r�eponse libre (en trait pointill�e).
On peut ainsi observer que l'amplitude de la r�eponse diminue peu �a peu au cours
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Fig. 2.1 - Historiques de la r�eponse contrôl�ee y1M;N (en trait continu) et de la
r�eponse libre (en trait pointill�e).

du temps, jusqu'�a être nulle �a l'instant T . On a utilis�e la r�eponse approch�ee
y1M;N au lieu de la r�eponse projet�ee y2M;N parce que l'on peut visualiser avec cette
r�eponse la rotation impos�ee �a l'extr�emit�e droite contrôl�ee et voir que dans notre
cas, et pour les instants consid�er�es, cette rotation n'est pas trop abrupte (l'angle
est strictement inf�erieur �a 90 degr�es).
C'est ce que l'on peut observer plus directement �a la �gure 2.2 de droite o�u l'on
a repr�esent�e la loi de contrôle appliqu�ee �a la r�eponse.
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-0.15

-0.1
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0.15

temps en s.

V
(t

)

Controle usuel (p=0)

Fig. 2.2 - Loi de contrôle (N = 20 et M = 50).

On voit �egalement qu'�etant donn�e sa r�egularit�e, la loi de contrôle a un contenu
fr�equentiel essentiellement basses fr�equences. De plus on observe qu'aussi bien �a
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l'instant initial qu'�a l'instant �nal, la loi de contrôle est non nulle.
On regarde �egalement �a la �gure 2.3 l'historique de la vitesse de y1M;N (en trait
continu) par rapport �a celui de la vitesse libre (en trait pointill�e).
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Fig. 2.3 - Historiques de la vitesse contrôl�ee de y1 (en trait continu) et de la
vitesse libre (en trait pointill�e).

On peut ainsi v�eri�er que la vitesse est �egalement tr�es faible �a l'instant �nal.

Les historiques de la r�eponse et de la vitesse de la poutre nous permettent seule-
ment d'estimer qualitativement la contrôlabilit�e exacte, aussi il est n�ecessaire pour
avoir une information sur la quantit�e d'�energie dissip�ee par le contrôle de regar-
der l'�evolution de la norme HUM de la r�eponse correspondant �a notre contrôle,
c'est-�a-dire la norme L2(0; L)�H2

0 (0; L).

Norme L2(0; L)�H�2(0; L) :

Comme annonc�e, on regarde maintenant l'historique de la norme L2(0; L) �
H�2(0; L) de la poutre (�gure 2.4 de gauche) pour les deux r�eponses.
Tout d'abord, on observe que la norme de la r�eponse d�ecrô�t bien vers une va-
leur tr�es petite, environ 10�8, ce qui donne une id�ee quantitative de l'action du
contrôle.
Comme on pouvait s'y attendre du fait du grand nombre de modes utilis�es pour
calculer les r�eponses approch�ees, les normes de y1M;N et y2M;N se superposent.
Il est �egalement instructif de calculer l'�energie de modes bien pr�ecis de la r�eponse
projet�ee, notamment a�n d'estimer leurs contributions pour l'�energie de la r�eponse
calcul�ee avec tous ses modes.
On a repr�esent�e �a la �gure 2.4 de droite l'�evolution de l'�energie des modes 1, 20,
21 et 50 de la r�eponse y2M;N .
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Fig. 2.4 - �Energie totale des r�eponses y1M;N et y2M;N (�a gauche) et contributions
�energ�etiques des modes respectivement 1, 20, 21 et 50 de la r�eponse y2M;N (N = 20
et M = 50) (�a droite).

On observe tout d'abord que les modes 1 et 20, excit�es �a l'instant initial, sont
compl�etement dissip�es par le contrôle. De plus, on voit que l'�energie des modes
21 et 50, qui ne sont pas contrôl�es et bien que n'�etant pas excit�es initialement,
oscillent autour d'une valeur de l'ordre de 10�8. Nous donnerons ult�erieurement
une explication de ce ph�enom�ene (voir paragraphe 2.2.1).

�A l'aide de la �gure 2.5 o�u l'on repr�esente la norme L2(0; L) � H�2(0; L) de la
r�eponse y2M;N projet�ee sur les N premiers modes, on peut voir que la contrôlabilit�e
spectrale des modes 1 et 20 de la r�eponse est v�eri��ee par tous les modes inf�erieurs
�a N de y2M;N .
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Fig. 2.5 - �Energie des vingt premiers modes de la r�eponse y2M;N (N = 20 et
M = 50).
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On v�eri�e la propri�et�e 1.12 du paragraphe 1.7.3, soit :

8 T > 0; 8fy0; y1g; 8M � N; �EM;N(T ) = 0: (2.2.11)

Autrement dit, il y a controlabilit�e spectrale de la r�eponse projet�ee.

Spectrogrammes de la r�eponse et de la vitesse :

Avec les donn�ees initiales consid�er�ees, les modes sup�erieurs �a N ne sont pas
excit�es initialement, il est alors fondamental de savoir si ces modes sont excit�es
ult�erieurement par le contrôle, autrement dit s'il y a du spill-over.
Ce ph�enom�ene, qui apparait naturellement d�es qu'on ne veut ou ne peut contrôler
qu'un petit nombre de modes d'une r�eponse, consiste en un transfert �energ�etique
des basses fr�equences vers les hautes fr�equences.

Avant de v�eri�er si de la pollution modale se produit, on regarde le spectro-
gramme des N premiers modes de la r�eponse y2M;N (�gure 2.6 de gauche).
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Fig. 2.6 - Spectrogramme des N premiers modes de la r�eponse y2M;N (�a gauche)
et pour les modes 10 �a 15 (�a droite).

On a ainsi une vue globale de l'historique des N premiers modes de la r�eponse
y2M;N . On peut voir en particulier la d�ecroissance r�eguli�ere du premier mode de
la r�eponse. Malheureusement du fait de l'e�et d'�echelle, on ne peut observer en
d�etails des modes plus �elev�es aussi on montre �a la �gure 2.6 de droite le même
spectrogramme, mais seulement pour les modes 10 �a 15. On peut ainsi observer
qu'ils sont fortement excit�es par le contrôle tout en �etant contrôl�es exactement
du fait de la propri�et�e 1.12.

Regardons maintenant le spectrogramme des modes non contrôl�es (�gure 2.7).
On voit que les modes non observ�es par le contrôle sont cependant excit�es par
celui-ci (voir la d�e�nition de cette r�eponse). Cependant on peut noter que cette
pollution modale est assez faible (de l'ordre de 10�5).
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Fig. 2.7 - Spectrogramme de la r�eponse y2M;N pour les modes strictement
sup�erieurs �a N .

2.2.2 Convergence de l'�energie �a t = T en fonction de N

Plutôt que de multiplier les tests en faisant varier le nombre N de modes du
contrôle et d'observer les r�esultats obtenus, nous �etudions dans ce paragraphe
la variation de l'�energie de nos deux r�eponses �a t = T en fonction de N ce qui
permet en particulier d'obtenir une estimation de son taux de convergence.

On conserve les mêmes donn�ees que dans le premier test num�erique, �a l'exception
des donn�ees initiales qui valent :

�i(t = 0) = �i1; �0i(t = 0) = �i1; 8i 2 [1; : : : ;M ]: (2.2.12)

On se place donc dans un cas o�u seul le premier mode de la r�eponse (resp. de la
vitesse) est excit�e initialement.
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Fig. 2.8 - Convergence de l'�energie de y1 et y2 en fonction de N .
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On repr�esente les variations de �EM;N(t) et EM;N(t) en fonction de N �a la �gure
2.8. On a naturellement d�ecroissance de chacunes des �energies en fonction de N .
De plus, on voit que cette d�ecroissance est en O(N�3).
�A l'aide de ce calcul, on ainsi peut d�eduire le nombre exact de modes n�ecessaire
pour obtenir une valeur pr�ecise de l'�energie �a t = T . On remarque en particulier
que prendre N = ~N su�t pour obtenir une valeur �nale de l'�energie de l'ordre
de 10�4.

2.3 Contrôle r�egulier (p = 1)

Nous allons �etudier dans ce paragraphe, le contrôle r�egulier p = 1. A�n de
comparer son e�cacit�e par rapport �a celle du contrôle usuel, nous conservons les
mêmes donn�ees que dans le paragraphe 2.2.1, c'est-�a-dire :

T = 1; h = 1=750; M = 50; N = 20 (2.3.13)

et

�i(t = 0) =
0:1

i2:6
; �0i(t = 0) = 0; 8i 2 [1; : : : ; N ]: (2.3.14)

Nous contrôlons la poutre avec un contrôle appartenant �aH1
0 (0; T ), par cons�equent

la norme HUM avec laquelle nous devons v�eri�er la contrôlabilit�e exacte est
l'�energie m�ecanique, autrement dit la norme H2

0 (0; L)� L2(0; L).
Cette norme, au lieu d'�ecraser les hautes fr�equences comme la norme L2(0; L)�
H�2(0; L) pour le contrôle usuel, les ampli�e. Par cons�equent, on devrait s'at-
tendre �a ce que la l�eg�ere pollution modale observ�ee dans le cas du contrôle usuel
augmente, or il n'en est rien; la pollution modale reste tr�es faible.

Nous allons suivre la même proc�edure de tests qu'au paragraphe 2.2.1 :

{ historiques de la r�eponse (resp. vitesse) de la poutre contrôl�ee et libre

{ historique de la loi de contrôle

{ �etude du comportement �energ�etique du syst�eme contrôl�e

{ analyse du spectrogramme de la r�eponse contrôl�ee et en particulier du
comportement vibratoire hautes fr�equences de la r�eponse

2.3.1 Historiques de la r�eponse et de la vitesse

Pour les mêmes raisons que pour le contrôle usuel, on regarde �a la �gure 2.9
l'historique de la r�eponse de la poutre contrôl�ee y1M;N calcul�ee avec un rel�evement
exact (en trait continu), entre l'instant initial et l'instant �nal, comparativement
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Fig. 2.9 - Historiques de la r�eponse contrôl�ee y1M;N (en trait continu) et de la
r�eponse libre (en trait pointill�e).

�a celui de la r�eponse libre (en trait pointill�e).
On voit clairement que la poutre est bien contrôl�ee exactement en un temps T .
On remarque qu'il est tr�es di�cile de voir une di��erence entre son �evolution et
celle de la r�eponse contrôl�ee avec un contrôle L2(0; T ) (voir �gure 2.1). Cela s'ex-
plique facilement, par le fait que l'analyse purement visuelle de ces historiques ne
permet de voir que la norme L2(0; L).

On repr�esente �a la �gure 2.10 la loi de contrôle r�eguli�ere qui asservit la poutre.
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Fig. 2.10 - Loi de contrôle r�eguli�ere (p = 1).

On voit que le fait d'imposer �a cette loi d'être nulle, �a l'instant initial et �a l'instant
�nal, ne modi�e pas son comportement global par rapport �a la loi de contrôle
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usuelle (voir �gure 2.2).
On regarde en�n �a la �gure 2.11 l'historique de la vitesse de y1M;N (en trait
continu) par rapport �a celui de la vitesse libre (en trait pointill�e).

0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

t=0
0 0.5 1

−4

−2

0

2

4

t=T*0.20
0 0.5 1

−2

0

2

4

6

t=T*0.40

0 0.5 1
−4

−3

−2

−1

0

t=T*0.60
0 0.5 1

−2

0

2

4

6

t=T*0.80
0 0.5 1

−4

−2

0

2

4

t=T

Fig. 2.11 - Historiques de la vitesse de la r�eponse y1 contrôl�ee (en trait continu)
et de la vitesse libre (en trait pointill�e).

On peut ainsi v�eri�er que la vitesse est �egalement tr�es faible �a l'instant �nal.

Comme nous venons de le voir, ces premiers tests ne nous permettent pas de
di��erentier de fa�con 
agrante le gain apport�e par l'application du contrôleH1

0 (0; T )
par rapport au contrôle usuel, aussi il est n�ecessaire d'utiliser des outils de me-
sure plus pr�ecis pour les comparer. C'est ce que nous nous proposons de faire au
paragraphe suivant.

2.3.2 Norme H2
0(0; L)� L2(0; L)

Comme annonc�e, on regarde maintenant l'historique de la norme L2(0; L) �
H�2(0; L) des deux r�eponses y1M;N et y2M;N (�gure 2.12 de gauche).
Tout d'abord, on v�eri�e que, quelque soit la r�eponse approch�ee que l'on consid�ere,
leurs �energies d�ecrô�ssent jusqu'�a une valeur identique tr�es petite de l'ordre de
10�6; mais �a la di��erence du contrôle usuel, les normes des deux r�eponses sont
di��erentes.
Si l'on regarde la norme H2

0 (0; L) des deux r�eponses (�gure 2.13 de gauche) et la
norme L2(0; L) de leurs vitesses (�gure 2.13 de droite), on voit que c'est la norme
H2

0 (0; L) qui est responsable de cette di��erence; par contre les normes des deux
vitesses sont identiques.
L'explication la plus plausible de cette di��erence vient du terme zivN(t), corres-
pondant au rel�evement projet�e de la r�eponse y2M;N (voir le paragraphe 1.7.1 du
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chapitre 1), qui ne converge pas vers le rel�evement exact pour la norme H2
0 (0; L).

Si l'on regarde la norme L2(0; L) � H�2(0; L) des deux r�eponses (�gure 2.12 de
droite, au lieu de la norme HUM (l'�energie m�ecanique), on voit clairement que
cette fois-ci, comme pour le contrôle usuel, les normes des deux r�eponses sont
identiques.

2.3.3 Spectrogrammes de la r�eponse et de la vitesse

Rappelons tout d'abord que nous contrôlons avec N modes une r�eponse cal-
cul�ee avec M modes dont N modes sont excit�es �a l'instant initial. Or nous ve-
nons de voir que l'on ne v�eri�e pas la contrôlabilit�e spectrale comme dans le
cas usuel, autrement dit que l'�energie des N premiers modes de la r�eponse n'est
pas totalement dissip�ee �a l'instant T . Nous avons vu que pour le contrôle usuel
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ce ph�enom�ene s'explique par une l�eg�ere pollution modale des modes incontrôl�es
(sup�erieurs �a N + 1) par les modes contrôl�es (inf�erieurs �a N); v�eri�ons si c'est
�egalement le cas pour le contrôle r�egulier.
On regarde �a la �gure 2.14 de gauche, le spectrogramme des N premiers modes
de la r�eponse y2M;N calcul�ee avec un rel�evement projet�e.
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Fig. 2.14 - Spectrogramme des N premiers modes de la r�eponse y2M;N (�a gauche)
et pour les modes 10 �a 15 (�a droite).

On voit que les premiers modes de la r�eponse d�ecrô�ssent, mais �etant donn�e les
donn�ees initiales que nous avons choisies, au-del�a de ces tous premiers modes il
est di�cile de conclure �a une d�ecroissance. Aussi, on repr�esente �a la �gure 2.14
de droite, le spectrogramme des modes 10 �a 15 de y2M;N . On peut ainsi v�eri�er
que comme pour le contrôle usuel, ces modes sont bien contrôl�es; cependant leur
d�ecroissance est beaucoup plus r�eguli�ere que dans le cas usuel (voir �gure 2.6 de
droite).
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Fig. 2.15 - Spectrogramme de la r�eponse y2M;N pour les modes M > N .

En�n, a�n d'estimer la pollution modale, on regarde �a la �gure 2.15 le spectro-
gramme des modes non contrôl�es de la r�eponse y2M;N . On voit que ces modes
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sont bien excit�es par le contrôle, mais toujours de fa�con aussi faible que pour le
contrôle L2(0; T ).

2.4 Estimations d'erreurs des normes FG et G

Nous allons v�eri�er dans ce paragraphe les estimations d'erreurs du th�eor�eme
1.6 pour le contrôle usuel et le contrôle r�egulier p = 1. Or ce th�eor�eme n'est valide
que si h est assez petit pour que l'on puisse inverser la matrice Kh

N . Nous allons
donc �etudier en premier lieu le conditionnement de cette matrice avant de v�eri�er
ces estimations.

2.4.1 �Etude du conditionnement de Kh
N

Le th�eor�eme n'est valide que si la matrice Kh
N est inversible et par cons�equent

si �2
�
Kh
N

�
, c'est-�a-dire le rapport de la plus grande valeur propre de Kh

N sur la
plus petite, n'est pas trop grand.

Remarque 2.1 Le choix de ce conditionnement est purement arbitraire.

Commen�cons par estimer la vitesse de convergence de ce conditionnement en
fonction du nombre de modes N (�gure 2.16) dans le cas o�u h est pris tr�es petit.
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Fig. 2.16 - �2(KN ) en fonction de N pour h = 1=400.

On v�eri�e ainsi num�eriquement que �2(KN) augmente en O(N4) (avec h =
1=400).

Calculons maintenant le taux de convergence de l'erreur relative du conditionne-



Chapitre 2. 69

ment en fonction de h, c'est-�a-dire :

8h > 0; 8N 2 N
? ; �(h) =

j �2(Kh
N)� �2(KN) j
�2(KN )

: (2.4.15)

On voit �a la �gure 2.17 de gauche que l'on obtient une convergence en O(h4)
(avec N = 10).
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Fig. 2.17 - �(h) en fonction de 1=h pour N = 10 (�a gauche) et N = 60 (�a
droite).

En fait, le choix de N = 10 pour le dernier test n'�etait pas compl�etement neutre,
en e�et pour N plus grand, on obtient pour le cas r�egulier p = 1 toujours une
erreur plus faible que celle du cas usuel p = 0, mais sans un taux de conver-
gence qui soit constant. Par exemple pour N = 60, on obtient une sorte de
super-convergence (�gure 2.17 de droite).

2.4.2 Estimations d'erreurs de la norme FG

V�eri�er l'estimation (1.6.36) du th�eor�eme 1.6 pour le contrôle usuel (p = 0)
et le contrôle r�egulier (p = 1) revient �a montrer que :

8 h > 0; 8N > 0; 9C > 0,




 n'0
N ; '

1
N

o
�
n
'0; '1

o



E�p

� C

N2
: (2.4.16)


 n'0

N;h; '
1
N;h

o
�
n
'0
N ; '

1
N

o



E�p

� C(N)h2: (2.4.17)

pour p = 0 et p = 1 (E0 = H2
0 (0; L)� L2(0; L) et E�1 = L2(0; L)�H�2(0; L)).
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1: O(N2) :

V�eri�ons l'in�egalit�e (2.4.16), �a cette �n, sachant que :




n'0
N ; '

1
N

o
�
n
'0
M ; '

1
M

o


2
FG

=
NX
i=1

�
�i

1�p j
i � �
ij2 + ��pi �2i
�

+
MX

i=N+1

�
�1�pi �
2i + ��pi ��2i

�
(2.4.18)

avec f
i; �igNi=1 (resp.
n
�
i; ��i

oM
i=1

) les composantes sur VN (resp. de VM) de f'0
N ; '

1
Ng

(resp. f'0
M ; '

1
Mg), on calcule l'erreur relative :

R(N) =
kf'0

N ; '
1
Ng � f'0

M ; '
1
MgkFG

kf'0
M ; '

1
MgkFG

(2.4.19)

avec

h = 1=750; N 2 f20; 30; 40; 50g ; M = 100: (2.4.20)

La �gure 2.18 de gauche montre la convergence de R(N).
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Fig. 2.18 - R(N) (�a gauche) et ~R(h) (�a droite).

On obtient bien une convergence en O(N�2) pour les deux contrôles comme l'an-
non�cait le th�eor�eme 1.6.

2: O(h2) :

Pour v�eri�er l'in�egalit�e (2.4.17), on calcule l'erreur relative :

~R(h) =




 n'0
N;h; '

1
N;h

o
�
n
'0
N;~h
; '1

N;~h

o



E�p


 n'0

N;~h
; '1

N;~h

o



E�p

(2.4.21)
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avec

N = 5; ~h = 1=750; 1=h 2 f10; 20; 30; 40; 50g : (2.4.22)

La �gure 2.18 de droite montre la convergence pour les deux contrôles de la norme
FG en fonction de h. On obtient un taux de convergence (O(h2)) identique �a celui
donn�e par le th�eor�eme 1.6.

2.4.3 Estimations d'erreurs de la norme G

L'estimation que l'on doit v�eri�er est la suivante :

8h > 0; 8N > 0; 9 ~C > 0; k vN;h � vN kHp
0
(0;T ) � ~Ch2: (2.4.23)

Par d�e�nition du contrôle, on a :

8p � 0; kvN;pkHp
0
(0;T ) =

0
@Z T

0

 
dp

dtp

 
Bp

 
EI

@2'N
@x2

(t; L)

!!!2

d~t

1
A

1

2

: (2.4.24)

On peut obtenir une expression beaucoup plus simple de cette norme.
En e�et, si on int�egre p fois par parties le second membre, en appliquant la
d�e�nition de l'op�erateur Bp ainsi que celle des donn�ees initiales du probl�eme
adjoint, et en�n la propri�et�e 1.1 que v�eri�e l'op�erateur �p, il vient :

8p � 0; kvN;pkHp
0
(0;T ) =

 Z T

0
Bp

 
EI

@2'N
@x2

(t; L)

!
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1
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o
>

1

2 :

On conserve les mêmes donn�ees que pour le test pr�ec�edent.

La �gure 2.19 de gauche (resp. de droite) montre la convergence de la norme
G en fonction de N (resp. h).
Comme pour la norme FG on a bien des taux quasiment identiques en N et en
h pour les deux contrôles. De plus, les taux num�eriques et th�eoriques en fonction
du nombre de modes N (resp. du pas de maillage h) co��ncident.

2.5 Temps critique de contrôle

L'�equation que l'on r�esout pour calculer la r�eponse de la poutre d'Euler-
Navier-Bernoulli est de type Schr�odinger aussi l'horizon de contrôlabilit�e peut-
être choisi arbitrairement petit.
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Fig. 2.19 - Erreurs relatives de la norme G en fonction de N (�a gauche) et de
h (�a droite).

Au niveau discret, du fait du calcul des modes par �el�ements �nis, l'e�cacit�e
du contrôle d�epend fortement du pas de maillage. Ainsi, plus T diminue et plus
l'�energie de la r�eponse contrôl�ee augmente, comme le montre l'exemple ci-dessous
(�gure 2.20).
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Fig. 2.20 - Variation de �EM;N(t) en fonction de T (N = 20;M = 30, h = 1=400).

On peut voir la variation de l'�energie de la r�eponse y2M;N en fonction de T
(T = 0:08; 0:1; 0:12 et 0.14), pour N = 20;M = 30 et h = 1=400, pour les
donn�ees initiales :

�i(t = 0) =
0:1

i2:6
; �0i(t = 0) = 0; 8i 2 [1; : : : ;M ]: (2.5.25)

Pour savoir comment le contrôle se d�egrade avec la diminution de T , on compare
les spectrogrammes des vingt premiers modes des r�eponses pr�ec�edentes corres-
pondants �a T = 0:14 et T = 0:1 successivement (�gure 2.21).



Chapitre 2. 73

0
0.05

0.1
0.15

2
4

6
8

-0.05

0

0.05

0.1

 temps frequences

 c
on

te
nu

 fr
eq

ue
nt

ie
l

0

0.05

0.1

2
4

6
8

-0.05

0

0.05

 temps frequences

 c
on

te
nu

 fr
eq

ue
nt

ie
l

Fig. 2.21 - Spectrogramme des r�eponses y2M;N pour T = :14 (�a gauche) et T = :1
(�a droite).

On peut ainsi observer qu'au fur et �a mesure que T diminue les modes de la
r�eponse sont contrôl�es pour des fr�equences de plus en plus faibles.

Il existe donc un temps de contrôlabilit�e exacte minimal purement num�erique
qui d�epend de h.

Intuitivement, on con�coit bien que plus le temps d'action du contrôle sera petit
et plus le contrôle aura besoin de modes de fr�equences �elev�ees et par cons�equent
plus il faudra utiliser un pas de maillage h �n; c'est ce que l'on va maintenant
v�eri�er.

L'objectif est donc de trouver le h qui donne pour un temps de contrôlabilit�e T
une erreur " (" > 0) sur un crit�ere caract�erisant la contrôlabilit�e exacte, comme
par exemple l'erreur relative commise lors du calcul approch�e du contrôle pour
la norme qui lui est associ�ee.

{ en premier lieu, on calculera donc pour un pas de maillage le plus �n pos-
sible le nombre de modes n�ecessaire pour que l'erreur relative de la norme
du contrôle soit inf�erieure �a ". Alors, pour un " �x�e strictement positif, on
obtient le nombre de modes N correspondant �a un T donn�e, que l'on note
N(T ); ce qui peut s'�ecrire :

8 " > 0; 8T > 0; 9N(T ) tel que �N(T ) =
kvN � vk
kvk � ": (2.5.26)

{ la seconde �etape consiste �a v�eri�er le même crit�ere, mais cette fois-ci en
faisant varier h et en prenant N(T ). On d�etermine ainsi le pas de maillage
n�ecessaire pour obtenir la pr�ecision voulue pour un T �x�e, soit :

8 " > 0; 8 h > 0; 8T > 0; �h(T ) =




vN(T );h � vN(T )







vN(T )




 � 2": (2.5.27)
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On calcule donc tout d'abord l'erreur �N(T ) en fonction de N et ceci pour
di��erents T (�gure 2.22 de gauche).
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On v�eri�e bien que pour un T �x�e, plus le nombre de modes utilis�es est �elev�e
et plus l'erreur commise est faible. De plus, pour un N �x�e, on voit que plus
T augmente et plus l'erreur diminue, ce que l'on repr�esente �a la �gure 2.22 de
droite o�u l'on a calcul�e la variation de �N(T ) en fonction de T pour un " donn�e,
en l'occurence " = 1; 5:10�7.
Cette information est conforme �a l'intuition, plus le temps avec lequel on contrôle
la r�eponse est grand et plus il est facile de la contrôler, ou encore plus l'in�egalit�e
d'observabilit�e est minor�ee par une constante C1 grande.

On ex�ecute ensuite la seconde et derni�ere �etape de la proc�edure de calcul de T h.
On calcule donc la variation de �h(T ) en fonction de h ou ce qui est �equivalent
en 1=h comme �a la �gure 2.23 de gauche.
Une nouvelle fois, l'erreur diminue naturellement quand h diminue (ou quand 1=h
augmente) ceci quelque soit T donn�e et en�n cette erreur est �egalement plus faible
quand T augmente pour un h �x�e. On remarquera que par rapport �a l'exemple
pr�ec�edent, cette diminution de l'erreur en fonction de T est beaucoup plus faible.

En�n, on obtient la courbe d�esir�ee qui repr�esente la variation de h(T ) (1=h(T ) �a
la �gure 2.23 de droite) en fonction de T pour un " �x�e (" = 1; 5:10�7), et ainsi
on peut v�eri�er que plus T est faible et plus h(T ) doit être petit, autrement dit,
plus il faut calculer avec une pr�ecision plus grande les modes si l'on diminue le
temps de contrôle.
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2.6 Comparaison entre y2 et yFG

Rappelons tout d'abord la propri�et�e 1.11 du paragraphe 1.7.2 :

la r�eponse y2 et la r�eponse calcul�ee �a l'aide de la formulation variationnelle
semi-tr�es faible, not�ee yFG, sont identiques.

On calcule la r�eponse yFG �a l'aide d'un sch�ema de Newmark avec une impl�ementation
de type a-form inconditionnellement stable. Pour les caract�eristiques des sch�emas
que l'on utilise, on se reportera au paragraphe 4.9 du chapitre 4 dans lequel on
rappelle quelques unes de leurs propri�et�es.

On prend les donn�ees suivantes :

T = 1; N = 5; M = 10; h = 1=400 (2.6.28)

et

�i(t = 0) =
0:1

i2:6
; �0i(t = 0) = 0; 8i 2 [1; : : : ;M ]: (2.6.29)

Remarque 2.2 On a choisi un nombre de modes di��erents pour le calcul du
contrôle et de la r�eponse en raison de la propri�et�e 1.12 v�eri��ee par y2 dans le cas
du contrôle usuel.

Tout d'abord on compare visuellement les �energies de y2 et de yFG calcul�e avec
Nt = 103; 2:103 et 3:103 it�erations pour le contrôle usuel �a la �gure 2.24 de
gauche.
On voit que c'est seulement au voisinage de t = T que leurs �energies �evoluent
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di��eremment.

On refait le même calcul mais avec la version r�eguli�ere p = 1 (�gure 2.24 de
droite) et yFG calcul�e avec Nt = 103 et Nt = 3:103.
On observe le même type de comportement des deux r�eponses. On remarque ce-
pendant que la convergence semble être plus rapide.

Si l'on veut �etudier la contrôlabilit�e exacte avec une r�eponse calcul�ee �a l'aide d'un
sch�ema de Newmark, il est n�ecessaire de connâ�tre la vitesse �a laquelle converge
son �energie �a t = T (�gure 2.25 de gauche).
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On voit que selon le type de contrôle, le taux est l�eg�erement di��erent. On re-
marque de plus que le contrôle r�egulier a une erreur plus faible que le contrôle
usuel.
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Une autre estimation importante concerne l'erreur relative entre l'�energie �a t = T
de y2 et celle de yFG en fonction de Nt. On voit �a la �gure 2.25 de droite que les
taux obtenus sont les mêmes que pour le test pr�ec�edent et que de même l'erreur
commise est toujours plus faible pour le contrôle r�egulier que pour le contrôle
usuel.

On a obtenu des r�esultats coh�erents, que ce soit pour le contrôle usuel ou le
contrôle r�egulier p = 1, avec la propri�et�e 1.11 et on a une estimation indirecte de
la convergence de yFG vers y2 en fonction du nombre d'it�erations Nt utilis�e pour
calculer yFG.
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Chapitre 3

Stabilisation arbitrairement
rapide de la poutre
d'Euler-Navier-Bernoulli

3.1 Introduction

3.1.1 G�en�eralit�es

La construction de lois de r�etroactions qui stabilisent des syst�emes d'�evolutions
est d'un int�erêt pratique �evident. On peut remarquer que les premiers syst�emes
d'asservissement ont �et�e �elabor�es �a partir de telles lois (voir par exemple P. Faurre
et M. Robin [31] pour quelques rappels historiques et des exemples vari�es de lois
de commandes en boucle ferm�ee).
Pour dire les choses tr�es simplement, la di��erence essentielle entre les lois de
contrôles en boucle ferm�ee et celles en boucle ouverte est que les premi�eres,
comme le terme de "boucle ferm�ee" l'indique d'ailleurs, tiennent compte dans
leur m�ecanisme de l'�etat du syst�eme �a chaque instant et non pas uniquement
de l'�etat initial comme pour les secondes. Par cons�equent, toute perturbation
ext�erieure non pr�evisible qui change l'�etat du syst�eme �a un instant donn�e modi�e
a fortiori l'action exerc�ee par le feedback, ce qui n'est �evidemment jamais le cas
des contrôles en boucle ouverte.

Il y a di��erentes m�ethodes permettant d'obtenir la stabilisation d'un syst�eme
m�ecanique. On peut imposer une loi particuli�ere si possible assez simple et v�eri�er
ensuite qu'avec cette loi on obtient une d�ecroissance de l'�energie associ�ee au
syst�eme. On peut �egalement mod�eliser un m�ecanisme dissipatif en l'introduisant
directement dans l'�equation d'�evolution du syst�eme. En�n, une autre m�ethode,
que nous reverrons plus loin dans ce paragraphe, consiste �a obtenir un feedback
de mani�ere implicite comme solution d'un probl�eme de contrôle optimal.



80 3.1. Introduction

En ce qui concerne les r�esultats de stabilisation uniforme qui consiste �a obte-
nir l'estimation suivante : 8 fy0; y1g des donn�ees initiales dans les "bons espaces",
il existe C et � deux constantes strictements positives telles que :

E(t) � CE(0)e��t; 8t � 0: (3.1.1)

Les techniques pour v�eri�er cette estimation sont nombreuses, mais on peut ce-
pendant les diviser en deux classes bien distinctes :

{ on obtient explicitement l'estimation

{ on obtient l'estimation implicitement en faisant intervenir des concepts plus
abstraits que nous allons rappeler maintenant

3.1.2 Estimations explicites

Le cas le plus simple est celui o�u l'on a appliqu�e le feedback qu'il faut, par
exemple en calculant une d�eriv�ee de l'�energie qui fait intervenir directement le
terme de bord o�u l'on veut exercer le feedback.
Une autre m�ethode consiste �a obtenir une estimation des fr�equences du syst�eme,
c'est-�a-dire �a relier l'abscisse spectrale du probl�eme au taux de d�ecroissance � de
l'�energie (voir par exemple H. Wang and G. Chen [106]).
Pour les syst�emes en dimension �nie, le taux de d�ecroissance de la solution
d'un probl�eme de stabilisation est l'abscisse spectrale. Malheureusement pour
les syst�emes lin�eaires de dimension in�nie, il n'y a pas de r�esultats analogues qui
soient g�en�eraux. N�eanmoins, on peut obtenir une estimation du taux de conver-
gence � en fonction de di��erentes quantit�es li�ees soit directement aux param�etres
m�ecaniques, soit indirectement �a des normes li�ees aux calculs du feedback. Dans le
calcul du feedback comme solution d'un probl�eme de contrôle optimal n�ecessitant
la r�esolution d'�equations de Riccati alg�ebriques, on peut �egalement relier � �a la
norme de l'op�erateur de Riccati (voir A. Benabdallah et M. Lenczner [10]). En�n
par l'utilisation de l'analyse microlocale, on peut aussi montrer que � est fonction
de l'abscisse spectrale de l'�equation stabilis�ee et d'un temps li�e �a la propagation
de rayons dans le domaine (voir G. Lebeau et L. Robbiano [76]).
Des outils plus complexes sont �egalement utilis�es comme la m�ethode de pertur-
bations de l'�energie (voir V. Komornik et E. Zuazua [60]) qui permet d'obtenir
l'estimation par utilisation d'in�egalit�es di��erentielles complexes (voir �egalement
V. Komornik [55], B. Rao [94, 96], S. Cox et E. Zuazua [28]).
En�n, par utilisation d'une repr�esentation abstraite du syst�eme, on peut montrer
qu'il existe un semi-groupe de contractions v�eri�ant une in�egalit�e particuli�ere et
en d�eduire l'estimation par �equivalence de normes ou par des techniques de mul-
tiplicateurs ou en�n par utilisation de fonctionnelles de Liapunov ad hoc (voir
I. Lasiecka [69], B. Rao [94, 93, 96, 95, 97] pour les syst�emes hybrides (poutre
d'Euler-Navier-Bernoulli (ou plaque) et corps rigide ou masse), A. Benabdallah
et al [51, 11] pour les syst�emes thermo�elastiques).
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3.1.3 Contrôlabilit�e et stabilisabilit�e

Malgr�e la di��erence intrins�eque aux deux types de contrôles (boucle ouverte
ou ferm�ee), il se trouve que les concepts de contrôlabilit�e exacte qui concernent
a priori les lois en boucle ouverte et de stabilisabilit�e qui est li�e aux feedbacks,
peuvent être d�eduits l'un de l'autre.

En ce qui concerne les syst�emes lin�eaires en dimension �nie l'�equivalence des
deux propri�et�es est bien connue, par contre pour les syst�emes en dimension in-
�nie leur �equivalence est soumise �a des conditions suppl�ementaires, du moins
lorqu'il s'agit de d�eduire la contrôlabilit�e exacte �a partir de la stabilisabilit�e.
En e�et, on a une propri�et�e plus forte pour l'implication inverse, soit :

Propri�et�e 3.1 : Les syst�emes lin�eaires contrôlables exactement sont stabilisables
exponentiellement.

Pour d�emontrer la r�eciproque, on a le choix entre deux conditions suppl�ementaires
�a v�eri�er :

- on peut d�e�nir une notion plus forte que la stabilisabilit�e exponentielle :

on dit qu'un syst�eme est compl�etement stabilisable si pour tout ! 2 R ar-
bitraire, il existe un op�erateur lin�eaire continu K dans les bons espaces et
une constanteM > 0 telle que, le semi-groupe SK(t) engendr�e par K v�eri�e
SK(t) �Me!t, pour tout t � 0.

Sous ces hypoth�eses, si le syst�eme est compl�etement stabilisable et l'op�erateur
A g�en�ere un groupe d'op�erateur S(t), alors il est contrôlable exactement en un
temps T > 0 (voir J. Zabczyk p. 229 [107]).

- l'autre condition est que le syst�eme soit r�eversible en temps (voir D.L. Russell
[103]). On voit que cette derni�ere condition, aussi appel�ee principe de Russell, est
plus faible que la pr�ec�edente.

Remarque 3.1 �a titre d'informations compl�ementaires, on peut pr�eciser que
des r�esultats r�ecents de R. Rebarber and G. Weiss [98] permettent de d�eduire la
contrôlabilit�e exacte, non plus �a l'aide de la stabilisabilit�e (avec les hypoth�eses
suppl�ementaires que l'on vient d'�enum�erer), mais �a l'aide d'une propri�et�e moins
forte qu'ils nomment optimilisabilit�e.

Il est donc clair, d'apr�es le chapitre 1, que la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli est
stabilisable exponentiellement.



82 3.1. Introduction

3.1.4 M�ethodes constructives

La question cruciale est d'avoir une m�ethode qui permette de construire une
telle loi. Une premi�ere m�ethode est une r�eponse �a la question suivante :

{ les feedbacks de stabilisation usuels sont-ils optimaux par rapport �a quelques
performances?

Autrement dit, existe-t-il un probl�eme de contrôle optimal dont le minimum est
atteint par ce feedback?
Cette m�ethode consiste donc �a construire le feedback par r�esolution d'un probl�eme
de contrôle optimal (voir J.-L. Lions [84]) : on d�ecouple le syst�eme d'optimalit�e
qui caract�erise la solution unique du probl�eme de contrôle optimal ce qui permet
de calculer les op�erateurs de stabilisation qui d�e�nissent le feedback par r�esolution
d'�equations de Riccati alg�ebriques in�nies dimensionnelles.

Remarque 3.2 On v�eri�e que l'on a stabilisation exponentielle en appliquant
un th�eor�eme de R. Datko [101].

On peut remarquer (voir par exemple J.E. Lagnese [65]) qu'une fois que la fonc-
tionnelle de coût (associ�ee au probl�eme de contrôle optimal) est donn�ee, les
op�erateurs de stabilisation sont d�e�nis de fa�con unique. Mais il y a une in�nit�e
de choix possible pour cette fonctionnelle. De plus, les op�erateurs de stabilisation
ne peuvent être trouv�es explicitement. En�n, last but not least on n'a pas d'esti-
mation du taux de d�ecroissance exponentiel.

C'est �a partir de ces deux observations que V. Komornik [57, 58, 59] a pro-
pos�e une m�ethode similaire dans l'esprit �a la m�ethode HUM, aussi g�en�erale et qui
donne des r�esultats plus forts.
L'avantage fondamental de cette nouvelle technique est que les op�erateurs qui
permettent de calculer le feedback sont connus explicitement et surtout que l'on
peut imposer un taux de d�ecroissance exponentiel arbitrairement �elev�e.
Cette derni�ere caract�eristique est remarquable car on sait certes construire des
feedbacks plus simples que celui propos�e par Komornik, mais ceux-ci ont un taux
de d�ecroissance qui est born�e.

3.1.5 Plan du chapitre

Tout d'abord, on introduit au paragraphe 3.2.2 la m�ethode de construction
propos�ee par V. Komornik pour obtenir une loi de r�etroaction permettant d'im-
poser un taux de d�ecroissance arbitrairement �elev�e d'une norme associ�ee �a la
poutre d'Euler-Navier-Bernoulli.

Remarque 3.3 Comme pour la m�ethode HUM, cette norme est impos�ee par
l'espace auquel appartiennent les donn�ees initiales. Il est important de noter qu'il
ne s'agit pas de l'�energie m�ecanique du syst�eme.
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On indique une l�eg�ere modi�cation propos�ee par F. Bourquin [59] de la d�e�nition
du grammien de stabilisabilit�e qui permet de construire le feedback. On donne
ensuite une d�emonstration formelle, exacte en dimension �nie, de l'estimation
recherch�ee (th�eor�eme 3.1) qui donne la d�ecroissance exponentielle �a taux arbi-
trairement �elev�e d'une norme associ�ee �a la solution du syst�eme.
On obtient en particulier une estimation de la constante de majoration de cette
estimation en fonction des constantes des in�egalit�es inverse et directe du gram-
mien de contrôlabilit�e analogue �a notre grammien de stabilisabilit�e.

Au paragraphe 3.3 on applique la m�ethode de superposition modale pour cal-
culer une loi de r�etroaction approch�ee ainsi que la m�ethode de Faedo-Galerkin
qui permet de calculer une r�eponse approch�ee.
On donne au paragraphe 3.3.7 une propri�et�e importante v�eri��ee par la fonction de
Liapunov approch�ee, ainsi que deux expressions de sa d�eriv�ee, ce qui nous permet-
tra d'expliquer pourquoi le taux de d�ecroissance de la norme L2(0; L)�H�2(0; L)
de la r�eponse est deux fois plus �elev�e que celui impos�e (voir tests num�eriques du
chapitre 4.1).

Nous proposons au paragraphe 3.4 une double r�egularisation de la loi originale
qui permet de r�eduire l'augmentation de la norme de la r�eponse pour des taux
�elev�es, tout en conservant le même taux de d�ecroissance.
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3.2 Formulation du probl�eme exact

3.2.1 Introduction

L'algorithme de construction d'une loi de r�etroaction permettant d'imposer
une stabilisation exponentielle �a taux arbitraire de la poutre d'Euler-Navier-
Bernoulli est tout d'abord pr�esent�e dans la version originale de V. Komornik
[58] puis dans la version modi��ee de F. Bourquin [59].
Comme nous l'avons rappel�e dans l'introduction, cette m�ethode constructive est
l'analogue pour la contrôlabilit�e exacte de la m�ethode HUM, aussi nous allons
retrouver les mêmes �etapes que dans la m�ethode HUM, c'est-�a-dire :

{ construction d'un grammien de stabilisabilit�e �a l'aide du probl�eme adjoint
associ�e

{ calcul de la loi de contrôle �a l'aide d'un op�erateur particulier d�e�ni �a partir
du grammien

Nous donnerons ensuite l'estimation principale que l'on obtient avec cette loi de
r�etroaction au th�eor�eme 3.1 dont nous ferons une d�emonstration formelle qui est
exacte en dimension �nie.
Avec cette d�emonstration, la constante de majoration de cette estimation est cal-
cul�ee en fonction des constantes des in�egalit�es inverse et directe de la m�ethode
HUM. On remarquera alors qu'en calculant directement la constante en encadrant
non plus le grammien de contrôlabilit�e comme dans la d�emonstration pr�ec�edente,
mais le grammien de stabilisabilit�e, on obtient ainsi une autre expression qui
d�epend plus directement du probl�eme consid�er�e.

3.2.2 Pr�esentation de la m�ethode

A. Version originale

Comme dans le chapitre 1, on consid�ere les mouvements de 
exion dans un
plan d'une poutre d'Euler-Navier-Bernoulli encastr�ee �a son extr�emit�e gauche et
dont on impose l'angle de rotation �a l'autre extr�emit�e, le d�eplacement transverse
de y �etant bloqu�e �a cette même extr�emit�e.

Remarque 3.4 La grande g�en�eralit�e de la m�ethode constructive propos�ee par
V. Komornik (qui d�ecoule de la m�ethode HUM de J.-L. Lions) permet d'exer-
cer d'autres types d'actions, en particulier de contrôler en d�eplacement la poutre
(voir F. Bourquin, J.-S. Bri�aut et M. Collet [16] �a l'Annexe H).

On note T (T > 0) l'horizon de stabilisation, L la longueur de la poutre, � la
densit�e, A la section, E le module d'Young et I le moment d'inertie de 
exion de
la poutre.
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Pour fy0; y1g des donn�ees initiales su�samment r�eguli�eres, on cherche y(x; t)
solution de :8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

�A
@2y

@t2
(x; t) + EI

@4y

@x4
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T );

y(0; t) = y(L; t) =
@y

@x
(0; t) = 0 sur (0; T );

@y

@x
(L; t) = v(t) sur (0; T );

y(x; 0) = y0(x);
@y

@t
(x; 0) = y1(x) sur (0; L):

(3.2.2)

A�n de d�e�nir la loi de r�etroaction v(t) = F
 
y(t);

@y

@t
(t)

!
, on introduit le

probl�eme d'observabilit�e suivant, �a chaque instant t � 0 :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�A
@2'

@s2
(x; s; t) + EI

@4'

@x4
(x; s; t) = 0 dans (0; L)� (0; S);

'(0; s; t) = '(L; s; t) =
@'

@x
(0; s; t) =

@'

@x
(L; s; t) = 0 sur (0; S);

'(x; 0) = '0(x);
@'

@s
(x; 0) = '1(x) dans (0; L);

(3.2.3)

o�u s joue le rôle d'un temps �ctif, et S un horizon �ctif.

Remarque 3.5 A priori, S est di��erent de T .

Soit le probl�eme r�etrograde que l'on r�esout avec ' solution de (3.2.3) :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�A
@2 

@s2
(x; s; t) + EI

@4 

@x4
(x; s; t) = 0 dans (0; L)� (0; S);

 (0; s; t) =  (L; s; t) =
@ 

@x
(0; s; t) = 0 sur (0; S);

@ 

@x
(L; s; t) = e�2!sEI

@2'

@x2
(L; s; t) sur (0; S);

 (x; S) =
@ 

@s
(x; S) = 0 dans (0; L):

(3.2.4)

On d�e�nit alors l'op�erateur

�!;S :
n
'0(t); '1(t)

o
7�!

(
@ 

@s
(0; t);� (0; t)

)
: (3.2.5)

Avec ces notations, l'op�erateur �!;S v�eri�e la propri�et�e suivante :
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Propri�et�e 3.2 8t � 0; 8
n
'̂0; '̂1

o
2 H2

0 (0; L)� L2(0; L);

< �!;S
n
'0(t); '1(t)

o
;
n
'̂0; '̂1

o
> =Z S

0
e�2!sEI

@2'

@x2
(L; t; s)EI

@2�

@x2
(L; s)d~s;

(3.2.6)

o�u '(t) (resp. �) est la solution du probl�eme adjoint (3.2.3) pour les donn�ees

initiales f'0(t); '1(t)g (resp.
n
'̂0; '̂1

o
) solutions de (3.2.5), et d~s = ds=�A.

D�EMONSTRATION :

On applique la même technique, �a chaque instant t � 0, que pour le calcul
de l'op�erateur � de la contrôlabilit�e exacte (voir au chapitre 1 la d�emonstration
de la propri�et�e 1.1 du paragraphe 1.2 ). 2

D'apr�es cette propri�et�e, l'op�erateur �!;S est donc associ�e �a la forme bilin�eaire
suivante :

D�e�nition 3.1 Pour tout t � 0; et pour tout
n
'̂0; '̂1

o
2 H2

0 (0; L)� L2(0; L),

a!;S
�
f'0(t); '1(t)g ;

n
'̂0; '̂1

o�

=
Z S

0
e�2!sEI

@2'

@x2
(L; t; s)EI

@2�

@x2
(L; s)d~s;

(3.2.7)

o�u '(t) (resp. �) est la solution du probl�eme adjoint (3.2.3) pour les donn�ees

initiales f'0(t); '1(t)g (resp.
n
'̂0; '̂1

o
) solutions de (3.2.5), et d~s = (ds=�A).

Nous admettrons les propri�et�es d�emontr�ees dans le cas g�en�eral par V. Komor-
nik [59] concernant l'op�erateur �!;S et la forme bilin�eaire a!;S, en particulier la
continuit�e et la coercivit�e de la forme bilin�eaire.

Pour des donn�ees initiales fz0; z1g assez r�eguli�eres, il existe une unique solution
f'0; '1g de l'�equation variationnelle :

8
n
'̂0; '̂1

o
2 H2

0 (0; L)� L2(0; L);

a!;S
�n
'0; '1

o
;
n
'̂0; '̂1

o�
=
Z L

0

�
z1�0 � z0�1

�
dx: (3.2.8)

On d�e�nit alors l'op�erateur L de la fa�con suivante:

D�e�nition 3.2

n
'0; '1

o
= L

n
z0; z1

o
: (3.2.9)
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On choisit comme loi de r�etroaction :

D�e�nition 3.3

v(t) = EI
@2

@x2
P1L (fy0(t);�y(t)g) (x = L) (3.2.10)

avec P1 : IR
2 �! IR la projection sur la premi�ere composante.

B. Version modi��ee

En r�ealit�e, comme l'a remarqu�e F. Bourquin, il est n�ecessaire de l�eg�erement
modi�er la d�e�nition du grammien pour obtenir les r�esultats d'existence ad hoc
(voir V. Komornik [59]).

On reprend les mêmes �equations que dans le paragraphe 3.2.2 pr�ec�edent mais
avec S = T! = T + 1=(2!), et �a la place de la fonction e�2!s la fonction e!(s)
que l'on d�e�nit de la fa�con suivante :

D�e�nition 3.4

e!(s) =

(
e�2!s 0 � s � T;

2!e�2!T (T! � s) T � s � T!:
(3.2.11)

On a alors un nouvel op�erateur, que l'on note �!;T , au lieu de �!;S :

Propri�et�e 3.3 8t � 0; 8
n
'̂0; '̂1

o
2 H2

0 (0; L)� L2(0; L);

< �!;T
n
'0(t); '1(t)

o
;
n
'̂0; '̂1

o
> =Z T!

0
e!(s)EI

@2'

@x2
(L; t; s)EI

@2�

@x2
(L; t; s)d~s;

(3.2.12)

et la forme bilin�eaire associ�ee :

D�e�nition 3.5 Pour tout t � 0; et pour tout
n
'̂0; '̂1

o
2 H2

0 (0; L)� L2(0; L),

a!;T (f'0(t); '1(t)g ;
n
'̂0; '̂1

o
) =

Z T!

0
e!(s)EI

@2'

@x2
(L; t; s)EI

@2�

@x2
(L; t; s)d~s:

(3.2.13)

3.2.3 �Etude de la stabilisation uniforme

Puisqu'il y a contrôlabilit�e exacte du probl�eme �etudi�e, on sait qu'il y a par
cons�equent stabilisation uniforme et même exponentielle (voir l'introduction de
ce chapitre et D.L. Russel [102]).
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La loi de r�etroaction propos�ee par V. Komornik permet de choisir de fa�con arbi-
traire le taux que l'on veut imposer.

A�n d'all�eger la pr�esentation, on adopte les notations suivantes :

x(t) = fy0(t);�y(t)g ; 8t � 0; (3.2.14)

et H = H�2(0; L)� L2(0; L).

Th�eor�eme 3.1 8! > 0; 8T > 0, 8 fy1; y0g 2 H, 9 C(!; T ) > 0 tels que la
solution du probl�eme (3.2.2) v�eri�e :

kx(t)kH � C(!; T )kx(0)kHe�!t; 8t � 0: (3.2.15)

A. D�emonstration formelle de l'estimation

Le th�eor�eme 3.1 a �et�e d�emontr�e dans un cadre plus g�en�eral par V. Komornik
[56], [57] et [59], nous allons en faire une d�emonstration formelle pour la version
modi��ee de la loi de r�etroaction.
Lorsque ce sera n�ecessaire, on donnera les r�esultats di��erents obtenus avec la
premi�ere version. Il su�t de remplacer T! par S pour obtenir le th�eor�eme dans
sa version originale.

Avant de commencer la d�emonstration nous avons besoin de d�e�nir la fonction
de Liapunov suivante :

D�e�nition 3.6

~E(t) = �A < ��1! x(t); x(t) >; 8t � 0: (3.2.16)

Nous allons montrer dans la d�emonstration du th�eor�eme qu'il s'agit bien d'une
fonction de Liapunov, autrement dit qu'appliqu�ee �a la solution x(t) elle v�eri�e
une in�egalit�e de Gronwall avec le taux voulu.

Remarque 3.6 Nous reviendrons ult�erieurement sur cette fonction au para-
graphe 3.3.7.

D�EMONSTRATION :

La d�emonstration se d�eroule en deux �etapes :

1. Tout d'abord on v�eri�e la d�ecroissance exponentielle de la fonctionnelle de
Liapunov :

~E(t) � ~E(0)e�2!t; 8t � 0: (3.2.17)
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2. Puis on montre l'�equivalence des normes : x(t) 7! kx(t)kH et x(t) 7! �A <
��1! x(t); x(t) > , 8t � 0:

1) Pour montrer l'in�egalit�e (3.2.17) on v�eri�e l'in�egalit�e de Gronwall suivante :

Propri�et�e 3.4

d

dt
~E(t) � �2! ~E(t); 8t � 0: (3.2.18)

Formellement, on a :

d

dt
~E(t) = 2�A < ��1! x(t); x0(t) >

= 2�A <
n
'0(t); '1(t)

o
; fy00(t);�y0(t)g > : (3.2.19)

On d�eveloppe ce produit scalaire, en tenant compte de l'�equation (3.2.2) dont y
est solution, ce qui donne :

d

dt
~E(t) = �2

"
EI

Z L

0
'0(t)

@4y

@x4
(t)dx+ �A

Z L

0
'1(t)

@y

@t
(t)dx

#
: (3.2.20)

On int�egre par parties l'expression pr�ec�edente :

d

dt
~E(t) = �2

2
4 EI @2'0

@x2
(L; t)

!2

+ EI
Z L

0

@4'0

@x4
(t)y(t)dx

+�A
Z L

0
'1(t)

@y

@t
(t)dx

#
: (3.2.21)

Remarque 3.7 L'id�ee de faire apparâ�tre le terme de bord, autrement dit la
loi de r�etroaction, par int�egration par parties de la formulation variationnelle
obtenue �a partir de l'�equation (3.2.2), sera utilis�ee pour calculer la r�eponse du
syst�eme.

On note �(t; s) =
@'

@s
(t; s), qui est par cons�equent solution de :

8>>>>><
>>>>>:

�A�00(x; s) + EI
@4�

@x4
(x; s) = 0 dans (0; L)� (0; T!);

�(0; s) = �(L; s) =
@�

@x
(0; s) =

@�

@x
(L; s) = 0 sur (0; T!);

�(x; 0) = �0(x); �0(x; 0) = �1(x) dans (0; L);

(3.2.22)

avec les donn�ees initiales suivantes :

�0(x) = '1(x); �1(x) = �
 
EI

�A

!
@4'0

@x4
(x) dans (0; L): (3.2.23)
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Dans ces conditions,

d

dt
~E(t) = �2

2
4 EI @2'0

@x2
(L; t)

!2

+ �A <
n
�0(t);�1(t)

o
; x(t) >

3
5 : (3.2.24)

Mais, d'apr�es la propri�et�e 3.2, on a :

�A <
n
�0(t);�1(t)

o
; x(t) >

=
Z T!

0
e!(s)EI

@2'

@x2
(L; t; s)EI

@2�

@x2
(L; t; s)ds (3.2.25)

et par d�e�nition de l'int�egrale :

�
Z T!

0

d

ds

 
e!(s)(EI

@2'

@x2
(L; t; s))2

!
ds = �

Z T!

0

de!
ds

(s)

 
EI

@2'

@x2
(L; t; s)

!2

�2�A <
n
�0(t);�1(t)

o
; x(t) >;

=

 
EI

@2'

@x2
(L; t; 0)

!2

: (3.2.26)

Remarque 3.8 Pour la version originale, on a dans le dernier terme de droite
de l'�egalit�e ci-dessus le terme suppl�ementaire :

e�2!S
 
EI

@2'

@x2
(L; t; S)

!2

: (3.2.27)

Sachant que :

d

ds
e!(s) � �2!e!(s); 8s 2 [0; T!]; (3.2.28)

on en d�eduit ais�ement, en appliquant (3.2.26) �a (3.2.24), que :

d

dt
~E(t) � �2! ~E(t)�

 
EI

@2'

@x2
(L; t; 0)

!2

: (3.2.29)

Remarque 3.9 D'apr�es la remarque pr�ec�edente, on a donc pour la version ori-
ginale :

d

dt
~E(t) � �2! ~E(t)�

 
EI

@2'

@x2
(L; t; 0)

!2

� e�2!S
 
EI

@2'

@x2
(L; t; S)

!2

:(3.2.30)

Le dernier terme de droite de l'�egalit�e �etant n�egatif, on a �nalement :

d

dt
~E(t) � �2! ~E(t); 8t � 0: (3.2.31)
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On conclut cette premi�ere �etape en appliquant le lemme de Gronwall.

2) Montrons, pour tout t � 0, l'�equivalence des normes :

x(t) 7�! kx(t)kH et x(t) 7�! �A < ��1! x(t); x(t) > : (3.2.32)

De la même fa�con que l'on a not�e x(t) = fy0(t);�y(t)g, on pose a�n d'all�eger la
pr�esentation :

z(t) =
n
'0(t); '1(t)

o
; 8t � 0: (3.2.33)

La contrôlabilit�e exacte du syst�eme implique que, pour les donn�ees initiales choi-
sies, les in�egalit�es dites directe et inverse sont v�eri��ees (propri�et�e 1.2), c'est-�a-dire :

8t > 0; 8T > 0; 9�1(T; L); �2(T; L) > 0, 8 z(t) 2 H�,

�1(T; L)kz(t)k2H� �
Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s � �2(T; L)kz(t)k2H� : (3.2.34)

A�n de simpli�er les notations, on ne note pas d�esormais la d�ependance en L et
T des constantes �1 et �2.

Remarque 3.10 Rappelons que cette in�egalit�e est vraie pour tout T arbitraire-
ment petit (voir E. Zuazua [108]).

Pour tout s 2 [0; T!], e!(s) � e�2!s, on a donc :

Z T!

0
e!(s)

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s �
Z T

0
e!(s)

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s;

� e�2!T
Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s: (3.2.35)

et par d�e�nition de e!(s) :

Z T!

0
e!(s)

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s =
Z T

0
e�2!s

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s

+
Z T!

T
e!(s)

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s: (3.2.36)

Or pour tout s 2 [T; T!], e!(s) � e�2!T , on a donc :

Z T!

0
e!(s)

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s �
Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s
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+e�2!T
Z T!

T

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s

�
 
1 +

e�2!T

2!T

! Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(L; s; t)

!2

d~s: (3:2:37)

Remarque 3.11 On a la même majoration avec la version originale. En prenant
S au lieu de T dans les in�egalit�es inverses et directes, et donc �egalement dans le
terme exponentiel qui apparâ�t dans le premier membre de l'in�egalit�e pr�ec�edente.

D'apr�es les in�egalit�es inverses et directes, il vient :

�1kz(t)k2H� � < �!z(t); z(t) > � �2kz(t)k2H�; 8z(t) 2 H? (3.2.38)

avec :

�1 = �1e
�2!T ; �2 = �2

 
1 +

e�2!T

2!T

!
; (3.2.39)

ce qui peut s'�ecrire aussi :

�1



��1! x(t)




2H� � < ��1! x(t); x(t) >� �2



��1! x(t)




2H� ; 8x(t) 2 H: (3.2.40)

Or par continuit�e de ��1! , on a :

< ��1! x(t); x(t) > �



��1! x(t)




 kx(t)kH; 8x(t) 2 H; (3.2.41)

donc d'apr�es l'encadrement (3.2.40) :




��1! x(t)



H� � 1

�1
kx(t)kH; 8x(t) 2 H: (3.2.42)

Comme d'autre part, on a par d�e�nition de la norme et d'apr�es l'in�egalit�e (3.2.38) :

k�!k = sup
z(t)2H�

< �!z(t); z(t) >

kz(t)k2H�
= �2; (3.2.43)

on en d�eduit :

kx(t)kH =



�!��1! x(t)




H � �2



��1! x(t)




H� ; 8x(t) 2 H: (3.2.44)

En appliquant �a (3.2.40), les in�egalit�es (3.2.42) et (3.2.44), on obtient l'�equivalence
recherch�ee :  

�1
�2
2

!
kx(t)k2H � < ��1! x(t); x(t) > �

 
�2
�2
1

!
kx(t)k2H: (3.2.45)
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Conclusion : On applique cette �equivalence de normes �a la d�ecroissance expo-
nentielle de la fonctionnelle de Liapunov et on obtient �nalement l'estimation
recherch�ee, soit :

kx(t)kH � C(!; T )kx(0)kHe�!t; 8t � 0 (3.2.46)

avec

C(!; T ) =

 
�2
�1

!3=2

=
�
�2

�1

�3=2 �
e2!T +

1

2!T

�3=2

: (3.2.47)

2

B. Remarques sur l'estimation de C(!; T )

Au lieu de majorer brutalement :

Z T!

0
e�2!s

 
EI

@2'

@x2
(L; t; s)

!2

ds (3.2.48)

comme en (3.2.38), on pourrait trouver deux constantes C1(!; T!) et C2(!; T!)
strictement positives telles que, pour tout z(t) 2 H�, on v�eri�e :

C1(!; T!)kz(t)k2H� �
Z T!

0
e�2!s

 
EI

@2'

@x2
(L; t; s)

!2

ds

� C2(!; T!)kz(t)k2H� : (3.2.49)

En reprenant la d�emonstration de l'�etape 2, on obtiendrait alors :

kx(t)kH � C(!; T!)kx(0)kHe�!t; 8t � 0 (3.2.50)

avec

C(!; T!) = (C2=C1)
3

2 : (3.2.51)

On d�eterminera num�eriquement, dans le paragraphe 4.3, la d�ependance en ! et T
de ces deux constantes. On montrera en particulier que, sous certaines conditions,
elles sont ind�ependantes de T .

On v�eri�era num�eriquement au paragraphe 4.2 que l'on a une d�ecroissance avec
un taux deux fois plus �elev�e. Cela est dû au dernier calcul de la premi�ere �etape o�u
l'on n�eglige le second terme de droite de l'in�egalit�e (3.2.29). Or il s'av�ere que ce
terme est �equivalent �a la fonctionnelle de Liapunov, ce qui modi�e donc le taux
de d�ecroissance obtenu.

Remarque 3.12 Dans la version originale, on obtient le th�eor�eme 3.1 pour tout
S > 0 au lieu de T > 0. On a donc une constante qui d�epend non de T mais de
S.
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On insiste sur le fait qu'a priori, on peut choisir un S totalement di��erent de
T . Les r�esultats num�eriques peuvent être tr�es di��erents selon les valeurs de ce
param�etre (voir paragraphe 4.11).

3.3 Approximation par superposition modale

3.3.1 Introduction

De la même fa�con que pour le contrôle HUM, on r�esout le probl�eme par une
m�ethode de Galerkin avec (�i; 'i)

+1
i=1 les modes propres solution de :

8>><
>>:
EI

d4�i
dx4

(x) = �i�A�i(x); 8x 2 [0; L]

�i(0) = �i(L) =
d�i
dx

(0) =
d�i
dx

(L) = 0
(3.3.52)

rang�es de telle sorte que les valeurs propres forment une suite croissante et dont
les fonctions propres sont normalis�ees dans L2(0; L). Pour tout entier N > 0, on
pose VN = V ect f�1; : : : ; �Ng.

3.3.2 Calcul du grammien de stabilisabilit�e

Pour tout couple fz0; z1g, on d�e�nit f'0
N ; '

1
Ng 2 VN � VN comme l'unique

solution de l'�equation variationnelle : 8 f�0N ; �1Ng 2 VN � VN ,

a!;S
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
�0N ; �

1
N

o�
=

Z S

0
e�2!sEI

@2'N
@x2

(L; s)EI
@2�N
@x2

(L; s)d~s;

=
Z L

0

�
z1�0N � z0�1N

�
dx (3.3.53)

o�u 'N(x; s) (resp. �N) est la solution du même probl�eme adjoint qu'au niveau
continu, soit :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�A
@2'N
@s2

(x; s) + EI
@4'N
@x4

(x; s) = 0 dans (0; L)� (0; S);

'N(0; s) = 'N (L; s) =
@'N
@x

(0; s) =
@'N
@x

(L; s) = 0 sur (0; S);

'N(x; 0) = '0
N(x);

@'N
@s

(x; 0) = '1
N(x) dans (0; L)

(3.3.54)

pour les donn�ees initiales f'0
N ; '

1
Ng (resp. f�0N ; �1Ng) solutions de (3.3.53).

Remarque 3.13 Comme dans le cas du contrôle HUM, il est important de re-
marquer que la v�eri�cation de la conservation de la quantit�e de mouvement par
'N est fondamentale pour l'application de la m�ethode de superposition modale.
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Soient :

'N(x; s) =
NX
i=1

�i(s)�i(x)

 
resp: �N(x; s) =

NX
i=1

�̂i(s)�i(x)

!
(3.3.55)

avec 8>>>>><
>>>>>:

'0
N(x) =

NX
i=1


i�i(x)

 
resp: �0N(x) =

NX
i=1


̂i�i(x)

!
;

'1
N(x) =

NX
i=1

�i�i(x)

 
resp: �1N(x) =

NX
i=1

�̂i�i(x)

! (3.3.56)

dont les composantes v�eri�ent pour tout i = 1; : : : ; N :

(
�00i (s) + �i�i(s) = 0;

�i(0) = 
i; �
0
i(0) = �i

(3.3.57)

et par cons�equent

�i(s) = 
i cos
�
s
q
�i

�
+

�iq
�i

sin
�
s
q
�i

�
; 8s 2 [0; S]: (3.3.58)

En conservant la même notation pour le moment projet�e que dans le chapitre 1,
c'est-�a-dire :

mi = EI
@2�i
@x2

(L); (3.3.59)

on a alors l'expression explicite du grammien de stabilisabilit�e, en e�et :

a!;S
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
�0N ; �

1
N

o�
=

Z S

0
e�2!s

NX
i=1

�i(s)mi

NX
j=1

�̂j(s)mj d~s

=
NX
i=1

NX
j=1

 Z S

0
e�2!s�i(s) �̂j(s) d~s

!
mimj

=
X

1�i;j�N
gij
�
�i; �j; !; S; �N ; �̂N

�
mimj:(3.3.60)

Remarque 3.14 On se r�ef�erera �a l'Annexe G pour l'expression exacte de la
forme quadratique du second membre de droite de (3.3.60).

On peut ainsi d�e�nir l'analogue discret de l'op�erateur L :

D�e�nition 3.7 n
'0
N ; '

1
N

o
= LN

n
z0; z1

o
: (3.3.61)
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3.3.3 Formulation de Faedo-Galerkin

Comme pour le calcul de la r�eponse contrôl�ee en boucle ouverte, on cherche
�a obtenir une formulation semi-tr�es faible dans laquelle on ait le terme de bord
qui correspond au contrôle, ceci a�n de pouvoir appliquer la m�ethode de Faedo-
Galerkin.

On multiplie l'�equation di��erentielle (3.2.2) par une fonction test w 2 H4(0; L)\
H2

0 (0; L), puis on int�egre cette expression par parties sur [0; L], autant de fois
que n�ecessaire, a�n de faire apparâ�tre le terme de bord correspondant �a la loi de
r�etroaction. On obtient :

�A
Z L

0
y00(t)w dx+ EI

Z L

0
y(t)

d4w

dx4
dx

= �v(t)EI d
2w

dx2
(L); 8w 2 H4(0; L) \H2

0 (0; L):

(3.3.62)

Pour tout entier M > 0 di��erent a priori de N , on prend comme approximation
de la r�eponse de la poutre contrôl�ee yM;N(t) solution de :

�A
Z L

0
y00M;N(t)wM dx+ EI

Z L

0
yM;N(t)

d4wM
dx4

dx

= �vN;M (t)EI
d2wM
dx2

(L); 8wM 2 VM
(3.3.63)

avec comme choix de contrôle approch�e :

D�e�nition 3.8

vN;M(t) = EI
@2

@x2
P1LN

�n
yN;M(t); y

0
N;M(t)

o�
(x = L) (3.3.64)

et pour donn�ees initiales :

yM;N(0) = PM(y0); y0M;N(0) = PM(y1): (3.3.65)

On note �M;N(t) (resp.
n
�0
N;M(t); �

1
N;M(t)

o
) le vecteur composante de yM;N(t)

(resp.
n
'0
N;M(t); '

1
N;M(t)

o
) dans la base de VM (resp. VN).

3.3.4 Calcul du contrôle approch�e

On d�e�nit le couple
n
'0
N;M(t); '

1
N;M(t)

o
comme la solution, �a tout instant

t � 0, de : n
'0
N;M(t); '

1
N;M(t)

o
= LN

n
�M;N(t); �

0
M;N(t)

o
(3.3.66)

et d'apr�es la d�e�nition de l'op�erateur LN , il est par cons�equent �egalement solution
du syst�eme matriciel :
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K!;2N

n
�0
N;M(t); �

1
N;M(t)

o
=
n
�0M;N(t);��M;N(t)

o
; 8t � 0 (3.3.67)

avec K!;2N qui est d�e�nie par la relation (3.3.60).

On adopte les notations abusives suivantes pour les blocs de la matrice inverse :�
K�1
!;2N

�
ij

=
�
KDD
!;N

�
ij

1 � i; j � N;

=
�
KDV
!;N

�
ij

1 � i � N; N + 1 � j � 2N;

=
�
KV V
!;N

�
ij

N + 1 � i; j � 2N:

(3.3.68)

A�n de calculer les composantes de
n
'0
N;M(t); '

1
N;M(t)

o
, on d�e�nit la matrice

~KDD
!;N;M :

{ pour N < M :�
~KDD
!;N;M

�
ij

=
�
KDD
!;N

�
ij

1 � i; j � N;

= 0 1 � i � N; N + 1 � j �M
(3.3.69)

{ pour N > M :

�
~KDD
!;N;M

�
ij
=
�
KDD
!;N

�
ij

1 � i � N; 1 � j �M: (3.3.70)

De même on d�e�nit la matrice ~KDV
!;N;M (resp. ~KV V

!;N;M) en rempla�cant dans la
d�e�nition KDD

!;N par KDV
!;N (resp. KV V

!;N).

Alors, pour tout t � 0, on v�eri�e :

8><
>:

�0
N;M(t) = ~KDD

!;N;M �0M;N(t)� ~KDV
!;N;M �M;N(t);

�1
N;M(t) = ~KV D

!;N;M �0M;N(t)� ~KV V
!;N;M �M;N(t)

(3.3.71)

et donc puisque

'0
N;M(t) =

NX
k=1

�
�0
N;M(t)

�
k
�k(x); (3.3.72)

il vient :

vN;M(t) =
NX
k=1

�
�0
N;M(t)

�
k
mk

=
NX
k=1

0
@ MX
j=1

�
~KDD
!;N;M

�
kj
�0j(t)�

MX
j=1

�
~KDV
!;N;M

�
kj
�j(t)

1
Amk(3.3.73)
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soit �nalement, en intervertissant les sommations :

vN;M(t) =
MX
j=1

pj�
0
j(t)� qj�j(t); (3.3.74)

avec, pour tout 1 � j �M :

8>>>><
>>>>:

pj =
NX
k=1

�
~KDD
!;N;M

�
kj
mk

qj =
NX
k=1

�
~KDV
!;N;M

�
kj
mk

(3.3.75)

Remarque 3.15 On peut d�e�nir une variation de cette approximation, en cal-
culant �0

N;M(t) �a l'aide d'un nombre de modesMfi de la r�eponse di��erent de celui
utilis�e pour son calcul, c'est-�a-dire M . Si PM d�esigne la projection sur VM , on
d�e�nit la nouvelle loi de r�etroaction approch�ee de la fa�con suivante:

vN;M;Mfi
(t) =

NX
k=1

�
�0
N;M;Mfi

(t)
�
k
mk; (3.3.76)

avec

�0
N;M;Mfi

(t) = ~KDD
!;N;M PMfi(�0M;N(t))� ~KDV

!;N;M PMfi(�M;N(t)): (3.3.77)

3.3.5 D�e�nition de l'EDO

Nous pouvons maintenant calculer explicitement les matrices de l'�equation
di��erentielle ordinairehomog�ene lin�eaire �a coe�cients constants du second ordre
associ�ee �a la formulation de Faedo-Galerkin (3.3.63).

Pour tout i = 1 : : :M , on prend wM = 'i comme fonction test dans (3.3.63)
et on d�eveloppe les di��erents termes int�egraux, d'o�u :

Z L

0

 
�Ay00M;N(t)'i + EIyM;N(t)

d4'i
dx4

!
dx =

MX
j=1

�
�00j (t) + �i�j(t)

�
�ij (3.3.78)

vN;M(t)EI
d2'i
dx2

(L) = mi

MX
j=1

�0j(t)

 
NX
k=1

�
~KDD
!;N;M

�
kj
mk

!

� mi

MX
j=1

�j(t)

 
NX
k=1

�
~KDV
!;N;M

�
kj
mk

!
; (3.3.79)

et donc la formulation de Faedo-Galerkin (3.3.63) s'�ecrit :
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M�00M;N(t) +D�0M;N(t) +K�M;N(t) = 0; (3.3.80)

avec pour 1 � i; j �M :

: Mij = �ij:

: Dij = mi

NX
k=1

�
~KDD
!;N;M

�
kj
mk:

: Kij = �i�ij �mi

NX
k=1

�
~KDV
!;N;M

�
kj
mk: (3.3.81)

3.3.6 Algorithme de calcul de la r�eponse

L'algorithme de r�esolution est le suivant :

1. Calcul du grammien K!;2N puis des matrices D et K.
2. On peut alors r�esoudre l'EDO (3.3.80), par exemple �a l'aide d'un sch�ema

de Newmark, ce qui donne la r�eponse stabilis�ee.

3.3.7 Propri�et�e de la fonctionnelle de Liapunov

Approximation

On a d�emontr�e lors de la premi�ere �etape de la d�emonstration du th�eor�eme 3.1
du paragraphe 3.2.2, que la fonctionnelle de Liapunov :

~E(t) = �A < ��1! x(t); x(t) >; 8t � 0 (3.3.82)

o�u x(t) = fy0(t);�y(t)g, v�eri�e l'in�egalit�e (3.2.17) d�emontr�ee au paragraphe 3.2.3,
c'est-�a-dire :

~E(t) � ~E(0) e�2!t; 8t � 0: (3.3.83)

Par cons�equent, la fonctionnelle de Liapunov d�ecrô�t exponentiellement avec un
taux au moins �egal �a 2!.
Sa version discr�ete est d'apr�es les d�e�nitions du paragraphe 3.3 :

~EN;M(t) = a!
�n
'0
N;M(t); '

1
N;M(t)

o
;
n
'0
N;M(t); '

1
N;M(t)

o�

=
n
�0
N;M(t); �

1
N;M(t)

o
K!;2N

n
�0
N;M(t); �

1
N;M(t)

o
(3.3.84)

avec : 8><
>:

�0
N;M(t) = ~KDD

!;N;M�
0
M;N(t)� ~KDV

!;N;M�M;N(t);

�1
N;M(t) = ~KV D

!;N;M�
0
M;N(t)� ~KV V

!;N;M�M;N(t):
(3.3.85)



100 3.3. Approximation par superposition modale

Propri�et�e

On a la propri�et�e remarquable suivante :

Propri�et�e 3.5 8 t � 0; 8 N;M entiers > 0 tels que M � N;

~EN;M(t) = ~EN;N (t): (3.3.86)

D�EMONSTRATION :

Soit PN l'op�erateur de projection sur les N premiers modes. Supposons que l'on
ait d�emontr�e le lemme suivant :

Lemme 3.1 8 t > 0; 8 N;M entiers > 0 tels que M � N;

(
PN(�M;N(t)) = �N;N(t);

PN(�0M;N(t)) = �0N;N(t):
(3.3.87)

On a, comme on l'a rappel�e en introduction de ce paragraphe, pour tout t � 0,
et pour tous N;M entiers > 0 :

~EN;M(t) =
n
�0
N;M(t); �

1
N;M(t)

o
K!;2N

n
�0
N;M(t); �

1
N;M(t)

o
; (3.3.88)

avec : 8><
>:
�0
N;M(t) =

~KDD
!;N;M�

0
M;N(t)� ~KDV

!;N;M�M;N(t):

�1
N;M(t) = ~KV D

!;N;M�
0
M;N(t)� ~KV V

!;N;M�M;N(t):
(3.3.89)

On peut r�e�ecrire les expressions pr�ec�edentes sous la forme suivante :

8><
>:
�0
N;M(t) = KDD

!;NP
N
�
�0M;N(t)

�
�KDV

!;NP
N (�M;N(t)) :

�1
N;M(t) = KDV

!;NP
N
�
�0M;N(t)

�
�KV V

!;NP
N (�M;N(t)) :

(3.3.90)

On a donc : 8><
>:
�0
N;M(t) = KDD

!;N �0N;N(t)�KDV
!;N �N;N(t):

�1
N;M(t) = KDV

!;N �0N;N(t)�KV V
!;N �N;N(t):

(3.3.91)

Ce qui conclut la d�emonstration. 2

D�EMONSTRATION (lemme 3.1) :
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On remarque que les matrices de l'�equation di��erentielle ordinaire(3.3.80) dont
�M;N(t) est solution v�eri�ent pour tout i 2 [1; : : : ; N ] :

Dij =

8><
>:
mi

NX
k=1

�
~KDD
!;N;M

�
kj
mk pour 1 � j � N

0 pour N + 1 � j � M

(3.3.92)

et

Kij =
8><
>:
�i�ij �mi

NX
k=1

�
~KDV
!;N;M

�
kj
mk pour 1 � j � N

0 pour N + 1 � j �M

(3.3.93)

Puisque �M;N(t) est solution de (3.3.80), on a donc PN (�M;N(t)) qui est solution
de :

MN;NP
N
�
�00M;N(t)

�
+DN;NP

N
�
�0M;N(t)

�
+KN;NPN (�M;N(t)) = 0: (3.3.94)

Or �N;N(t) est �evidemment solution de la même �equation qui admet une solution
unique. 2

Calcul de la d�eriv�ee de la fonctionnelle de Liapunov

Nous avons �a notre disposition deux formes di��erentes de cette d�eriv�ee. En
e�et, on a obtenu, lors de la d�emonstration du th�eor�eme 3.1, les expressions
suivantes :

{ la premi�ere est une cons�equence directe de l'application de la formulation
semi-tr�es faible :

8t � 0;
d

dt
~EN;M(t) = � 2

2
4 EI @2'N;M

@x2
(L; t; s = 0)

!2

+ EI
Z L

0

@4'0
N;M

@x4
(t) yM;N(t)dx

+ �A
Z L

0
'1
N;M(t)y

0
M;N(t)dx

#
; (3.3.95)

{ tandis que la seconde se d�eduit de la pr�ec�edente (voir paragraphe 3.2.3) :

8t � 0;
d

dt
~EN;M(t) = �2! ~EN;M(t)� EN;M;k(t); (3.3.96)

o�u EN;M;k d�esigne le terme r�esiduel ainsi d�e�ni :

D�e�nition 3.9

8t � 0; EN;M;k(t) = ke�2!S
 
EI

@2'N;M
@x2

(L; t; S)

!2
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+

 
EI

@2'N;M
@x2

(L; t; 0)

!2

; (3.3.97)

avec pour k = 1 la version usuelle et pour k = 0 la version modi��ee.

C'est cette deuxi�eme d�eriv�ee qui permet de d�eduire l'in�egalit�e (3.2.17).
En�n, on peut remarquer que chacune de ces d�eriv�ees contient le carr�e de la loi
de r�etroaction (voir paragraphe 4.6).

3.4 R�egularisation de la loi de r�etroaction

La loi de r�etroaction est le terme math�ematique le plus facile �a comprendre
d'un point de vue physique �a la di��erence de la fonctionnelle de Liapunov ou de
la norme H. Rappelons qu'elle correspond �a l'angle de rotation que l'on impose
�a l'une des extr�emit�es de la poutre. Par contre, son analyse num�erique est loin
d'être simple comme on pourra le v�eri�er au paragraphe 4.6.

�Etant donn�e que l'on veut que cette loi soit applicable �a des structures r�eelles,
on doit v�eri�er qu'elle ne prend pas des valeurs irr�ealistes. Il y a essentiellement
deux propri�et�es que doit v�eri�er une telle loi :

{ a�n de ne pas provoquer de chocs, sa valeur �a l'instant initial ne doit pas
être trop di��erente de z�ero. Malheureusement, ce n'est en g�en�eral pas le
cas, comme d'ailleurs pour la version standard du contrôle de la m�ethode
HUM.

{ la loi de r�etroaction doit avoir une certaine r�egularit�e.

Il serait donc tr�es utile, a�n de v�eri�er ces deux propri�et�es, de construire un
�equivalent du contrôle r�egulier pour la loi de r�etroaction.

On propose une variante de la loi de r�etroaction de Komornik qui garde l'�energie
du syst�eme inf�erieure �a sa valeur initiale et qui diminue le spill-over tout en
pr�eservant l'e�cacit�e globale de la version originale.

Puisque le probl�eme se trouve être moins aigu pour des valeurs de ! petites,
une premi�ere id�ee consiste �a faire varier ! en fonction du temps. On d�emarre
avec une valeur de ! nulle, puis l'on augmente ! jusqu'�a une valeur nominale !0

correspondant au taux recherch�e.
On peut �egalement appliquer la loi de r�etroaction graduellement en la multipliant
par une fonction cut-o�. Dans ce cas, on obtient exactement v(0) = 0 et donc on
�elimine le choc initial.
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Pour construire notre nouvelle loi, nous avons besoin d'une fonction r�egularisante.

D�e�nition 3.10 Soit f telle que : f(t) = p(t) pour t 2 [0; 1] et f(t) = 1 pour
t � 1, o�u p 2 P2d+1(0; 1) est solution de :

�
p(i)(0) = 0 pour 0 � i � d;
p(1) = 1; p(j)(1) = 0 pour 1 � j � d:

(3.4.98)

On a ainsi construit une fonction f qui est d-continûment di��erentiable sur [0;1[.

D�e�nition 3.11 Soient !0 le taux de d�ecroissance que l'on veut impos�e, T ! et
T ! les dur�ees de r�egularisation, on pose :

: !(t) =

8<
:!0 f(

t

T !
) pour t 2 [0; T !];

!0 pour t � T !:

: �(t) = f(
t

T �
) pour tout t � 0:

(3.4.99)

On peut remarquer que !(t) et �(t) ont la même r�egularit�e que f . Nous notons
d! (resp. d�) la r�egularit�e de !(t) (resp. �(t)). De fa�con assez surprenante le degr�e
de r�egularit�e de f va jouer des rôles di��erents selon les lois r�egularisantes (cut-o�,
taux variable ou les deux).

Remarque 3.16 �(t) simule les proc�edures exp�erimentales usuelles de stabili-
sation.

On d�e�nit l'op�erateur Lt comme en (5.2.4), o�u a!;S est maintenant remplac�e par
a!(t);S .
La loi de r�etroaction que l'on propose est la suivante :

v(t) = �(t)EI
@2

@x2
(P1Lt fy(t); y0(t)g) (x = L): (3.4.100)

La loi originale est ainsi r�egularis�ee deux fois.

Remarque 3.17 On peut �evidemment, comme pour la loi non-r�egularis�ee, ap-
pliquer d'autres conditions de bord et par exemple contrôler en d�eplacement (voir
F. Bourquin, J.-S. Bri�aut et M. Collet [17] �a l'Annexe I).
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Chapitre 4

Exp�eriences num�eriques avec le
feedback de Komornik

4.1 Introduction

L'�etude num�erique se d�eroule en trois �etapes. On va tout d'abord �etudier la
premi�ere version de la loi de r�etroaction de Komornik. On montrera qu'elle n'est
e�cace que pour des valeurs de ! et S bien pr�ecises.
On va �eliminer une partie de ces probl�emes d'ordre param�etrique en appliquant
une version l�eg�erement di��erente de la loi originale, dont l'id�ee revient �a F. Bour-
quin [59].
Finalement, une derni�ere modi�cation de celle-ci va permettre de l'appliquer de
fa�con convenable pour toutes les valeurs possibles des param�etres.

4.1.1 Version originale

On doit v�eri�er essentiellement l'in�egalit�e (3.2.15) que l'on rappelle ci-dessous :

kx(t)kH � C(!; S)kx(0)kHe�!t; 8t � 0: (4.1.1)

Un premier hiatus, qui n'est pas li�e �a la construction de la loi de r�etroaction,
mais �a la d�emonstration dans le cas discret de l'in�egalit�e (3.2.15), tient au fait
que l'on obtient une d�ecroissance avec un taux deux fois plus �elev�e que voulu.

{ a�n d'expliquer ce ph�enom�ene, on va �etudier au paragraphe 3.2.3 la fonc-
tionnelle de Liapunov qui correspond �a la norme intervenant dans la premi�ere
�etape de la d�emonstration de l'in�egalit�e (3.2.15) et qui a la propri�et�e re-
marquable d'être �equivalente �a la norme H.
On calculera sa d�eriv�ee, dont on a deux expressions di��erentes, et on mon-
trera que le terme que l'on �elimine pour obtenir l'in�egalit�e de Gronwall
(3.2.18), n'est n�egligeable qu'�a certains instants.
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{ au paragraphe 4.3 on va donner trois m�ethodes de calcul d'estimation de
de la constante C(!; S). Notamment, on calculera num�eriquement cette
constante �a l'aide d'une variante du test de contrôlabilit�e (voir paragraphe
5.5 du chapitre 5). Bien que tr�es di��erentes, elles donnent toutes la même
information capitale :

C ne d�epend pas de S et d�ecrô�t exponentiellement en !.

{ au paragraphe 4.4, on �etudie l'"�energie" du syst�eme stabilis�e, c'est-�a-dire la
norme H�2(0; L)� L2(0; L) de fy0(t);�y(t)g dont on n'a pas a priori d'es-
timation de la d�ecroissance. En particulier, on observe qu'elle augmente au
voisinage de l'origine pour des taux de d�ecroissance impos�es trop grand.
Ce ph�enom�ene gênant justi�e en particulier la r�egularisation de la loi de
r�etroaction que nous avons propos�e.

{ au paragraphe 4.5, on analyse l'abscisse spectrale de notre syst�eme approch�e
qui correspond exactement au taux de d�ecroissance que nous imposons.
Pour cela, on calcule les pôles de l'�equation di��erentielle ordinairequi nous
sert �a calculer la r�eponse stabilis�ee. Ce spectre nous permettra de mesu-
rer pr�ecis�ement l'in
uence des di��erents param�etres de notre probl�eme de
stabilisation approch�e : !, T , S, N , M et h.

{ on fera ensuite au paragraphe 4.6 une �etude d�etaill�ee de la loi de r�etroaction.

{ au paragraphe 4.7, nous analyserons l'e�et d'un contrôle incomplet de la
r�eponse par la loi de r�etroaction. Autrement dit, nous v�eri�erons s'il y a de
la pollution modale.

{ d'un point de vue purement num�erique, on v�eri�era au paragraphe 4.8
que la m�ethode de discr�etisation adopt�ee est bien convergente dans le cas
th�eoriquement r�esolu, c'est-�a-dire o�u N = M . Pour cela, comme dans le
cas de la contrôlabilit�e exacte, on �etudiera la convergence en fonction du
nombre de modes des �elements essentiels du probl�eme de stabilisation : la
fonctionnelle de Liapunov, la norme H et la loi de r�etroaction.

{ au paragraphe 4.9, apr�es quelques rappels sur les sch�emas de Newmark,
nous analyserons l'in
uence des param�etres � et 
 de ce type de sch�ema
sur le calcul de la r�eponse et plus g�en�eralement sur la stabilisation. On re-
gardera �egalement la convergence de la norme H et de la fonctionnelle de
Liapunov en fonction du nombre d'it�erations du sch�ema.

{ en�n, au paragraphe 4.10 nous calculerons la variation de la fonctionnelle de
coût du probl�eme de contrôle optimal que l'on peut associer �a la construc-
tion de la loi de r�etroaction de V. Komornik en fonction du taux !.
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4.1.2 Version modi��ee

Comme indiqu�e en d�ebut d'introduction, on consid�erera ensuite la seconde
version de la loi de r�etroaction. On comparera ces r�esultats avec ceux de la
premi�ere version, ce qui permettra de montrer qu'elle s'applique pour un plus
large spectre de param�etres, mais malheureusement pas pour des valeurs de !
trop importantes. En e�et, on va v�eri�er num�eriquement que la norme H aug-
mente au voisinage de l'origine pendant un certain temps avant de d�ecrô�tre au
taux voulu. De plus, on observe que la valeur de la loi de r�etroaction �a l'origine
augmente avec ! de fa�con importante.

4.1.3 Version r�egularis�ee

Aussi, on proposera comme rem�ede une double r�egularisation de la loi de
r�etroaction. Plus pr�ecis�ement, on multiplie par une fonction cutt-o� la loi de
r�etroaction tout en lui appliquant un taux de d�ecroissance variable en fonction
du temps. On v�eri�era qu'on r�esout ainsi le probl�eme de l'explosion au voisinage
de l'origine des temps.

4.2 Fonctionnelle de Liapunov

4.2.1 Introduction

On va v�eri�er num�eriquement l'in�egalit�e (3.3.83) et expliquer pourquoi, apr�es
discr�etisation, on a une d�ecroissance exponentielle deux fois plus grande, de la
forme :

~EN;M(t) � D(!; S) ~EN;M(0) e
�4!t; 8t � 0: (4.2.2)

Remarque 4.1 A�n d'all�eger les commentaires des tests, on appelle fonction-
nelle de Liapunov la fonction ~EN;M(t) normalis�ee par ~EN;M(0).

4.2.2 V�eri�cation de la d�ecroissance exponentielle

Dans les tests num�eriques on se �xe les param�etres suivants :

h = 2:10�3; Nt = 103; S = T = 1; N =M = 5; (4.2.3)

ainsi que les donn�ees initiales :

�i(t = 0) = �0i(t = 0) = �i1; 8i = [1; : : : ;M ]: (4.2.4)

Remarque 4.2 Le pas de maillage ainsi que le nombre d'it�erations du sch�ema
de Newmark sont su�sants pour les calculs e�ectu�es. Le paragraphe 4.9 indiquera
quelle pr�ecision des calculs on obtient selon le Nt choisit.
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Tout d'abord, on v�eri�e que la fonctionnelle de Liapunov d�ecrô�t exponentielle-
ment, quelque soit le taux impos�e !.

Exemple 1 On calcule donc la fonctionnelle de Liapunov pour di��erents ! et
on la compare avec les fonctions e�2!t et e�4!t (en pointill�es �a la �gure 4.1).
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Fig. 4.1 - Fonctionnelle de Liapunov pour ! = 10�1; 1; 10 et 102 (de haut en bas
et de droite �a gauche).

On v�eri�e bien l'in�egalit�e 3.3.83 pour tous ces taux. N�eanmoins on remarque que
le taux de d�ecroissance de la fonctionnelle de Liapunov est beaucoup plus �elev�e
que pr�evu pour ! tr�es petit, en l'occurence ! = 10�1 dans notre exemple.

Remarque 4.3 On se r�ef�erera au paragraphe 4.11 pour l'explication de cette
d�ecroissance excessive.

Par contre pour ! assez grand, on voit que ~EN;M(t) est inf�erieure �a e
�2!t pour

tout t > 0, et même qu'elle d�ecrô�t exponentiellement avec un taux deux fois plus
�elev�e que celui impos�e. Autrement dit, cette �energie v�eri�e l'in�egalit�e (4.2.2).

A�n de comprendre l'origine de cette d�ecroissance plus �elev�e que pr�evu de la
fonctionnelle de Liapunov, nous allons maintenant �etudier sa d�eriv�ee.
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4.2.3 Explication du taux deux fois sup�erieur

Comme on l'a vu au paragraphe 5.2.4, on a deux expressions di��erentes de
la d�eriv�ee de la fonctionelle de Liapunov. Tout d'abord rappelons la seconde
expression de la d�eriv�ee :

d

dt
~EN;M(t) = �2! ~EN;M(t)� EN;M;k(t); (4.2.5)

o�u

EN;M;k(t) = k e�2!S
 
EI

@2'N;M
@x2

(L; t; S)

!2

+

 
EI

@2'N;M
@x2

(L; t; 0)

!2

; (4.2.6)

avec pour k = 1 la version usuelle et pour k = 0 la version modi��ee.
C'est cette d�eriv�ee que nous allons �etudier num�eriquement car elle permet de
d�eduire l'in�egalit�e importante :

d

dt
~EN;M(t) � �2! ~EN;M(t); 8t � 0; (4.2.7)

qui, par application du lemme de Gronwall, donne la d�ecroissance exponentielle
de la fonctionnelle de Liapunov au taux de �! au lieu de �2! comme le montre
les premiers tests. Nous devons au pr�ealable nous assurer que cette d�eriv�ee est
bien identique �a la premi�ere (voir paragraphe 5.2.4).

Exemple 2 On repr�esente �a la �gure 4.2 leur erreur relative pour ! = 20.
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Fig. 4.2 - Erreur relative des deux d�eriv�ees de la fonctionnelle de Liapunov pour
! = 20.

Cette erreur relative est tr�es faible (environ 10�15). Les deux calculs de la d�eriv�ee
donnent donc des r�esultats identiques, aussi on appelle d�esormais d�eriv�ee de la
fonctionnelle de Liapunov la seconde expression de la d�eriv�ee.
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Puisque l'on a v�eri��e, dans les tests pr�ec�edents, que l'on a d�ecroissance avec
un taux deux fois plus �elev�e que pr�evu, c'est que les termes que l'on �elimine
dans la d�eriv�ee de la fonctionnelle de Liapunov sont du même ordre que le terme
principal 2! ~EN;M(t).

Exemple 3 En premier lieu, on compare en �echelle logarithmique, � d

dt
~EN;M(t)

et 2! ~EN;M(t) �a la �gure 4.3 de gauche auquelles on superpose e�4!t en pointill�e.
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Fig. 4.3 - � d

dt
~EN;M(t), 2! ~EN;M(t) et en pointill�e e�4!t (�a gauche) et comparai-

son entre le terme n�eglig�e et 2! ~EN;M(t) (�a droite).

On voit ainsi que l'in�egalit�e (4.2.7) est bien v�eri��ee et que� d

dt
~EN;M(t) et 2! ~EN;M(t)

ont un taux de d�ecroissance tr�es proche de e�4!t et même l�eg�erement sup�erieur.

Exemple 4 Ensuite, on observe �a la �gure 4.3 de droite l'�evolution au cours du
temps du terme n�eglig�e par rapport �a celle du terme principal de la d�eriv�ee.

On peut noter que ces deux termes diminuent globalement de la même fa�con.

Le terme n�eglig�e correspondant �a la di��erence entre la d�eriv�ee de la fonction-
nelle de Liapunov et �2! ~EN;M(t), les pics que l'on observe �a la �gure 4.3 de
droite indiquent donc les instants o�u ces deux fonctions sont les plus proches, ou
encore ceux o�u l'�energie d�ecrô�t au taux recherch�e :

8t 2 [0; T ];
d

dt
~EN;M(t) = �4! ~EN;M(t) p:p: (4.2.8)

Remarque 4.4 Au paragraphe 4.6 qui concerne l'�etude de la loi de r�etroaction
on obtiendra un encadrement exponentiel de la loi de r�etroaction qui permet
d'obtenir le rapport avec 2! ~EN;M(t).
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Conclusion : l'explication de la d�ecroissance avec un taux deux fois plus �elev�e
que voulu est claire :

en �eliminant le terme r�esiduel de la deuxi�eme expression de la d�eriv�ee de
la fonctionnelle de Liapunov on obtient une expression incompl�ete de cette
d�eriv�ee et par cons�equent une estimation tronqu�ee de la d�ecroissance de la
fonctionnelle de Liapunov.

4.3 M�ethodes de calcul de C(!; S)

Tout d'abord rappelons que sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1, on a :

kx(t)kH � C(!; S)kx(0)kHe�!t; 8t � 0: (4.3.9)

Nous voulons obtenir une estimation de la constante C(!; S).

En e�et, celle-ci donne une information cruciale sur la d�ecroissance de l'�energie du
syst�eme. En particulier, lorsque le taux de d�ecroissance impos�e ! est trop �elev�e,
cette constante est sup�erieure �a un de plusieurs ordres de grandeur. Dans ce cas,
l'�energie augmente pendant un certain temps avant de d�ecrô�tre au taux impos�e
ce qui est clairement g�enant pour les applications.

Remarque 4.5 On se reportera au paragraphe 4.4 pour une illustration de l'aug-
mentation de l'�energie au voisinage de l'instant initial.

On peut calculer cette constante de di��erentes fa�cons :

{ une premi�ere m�ethode, que l'on peut quali�er de directe, consiste �a calculer,
pour des donn�ees initiales quelconques, la quantit�e suivante :

sup
t2[0;T ]

�
kx(t)kH=kx(0)kHe!t

�
: (4.3.10)

{ la seconde m�ethode est bas�ee sur la technique utilis�ee lors de la d�emonstra-
tion du th�eor�eme 3.1 (voir paragraphe 3.2.3) pour calculer cette constante.
�Etant donn�e que les tests num�eriques ult�erieurs vont montrer qu'en r�ealit�e
l'estimation que l'on obtient alors est loin d'être optimale, on propose une
m�ethode de d�eduction de C(!; S), toujours �a partir des constantes �1(S)
et �2(S), plus ra�n�ee faisant intervenir le temps minimal de contrôlabilit�e
exacte num�erique.

{ avec la derni�ere m�ethode, on calcule directement les constantes C1(!; S)
et C2(!; S) �a l'aide d'une version adapt�ee �a la stabilisation du test de
contrôlabilit�e exacte. On en d�eduit alors la constante C(!; S) �a l'aide de la
relation (3.2.51).
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4.3.1 M�ethode directe

Dans cette m�ethode, on calcule la constante suivante :

D�e�nition 4.1 8! > 0, 8 S; T > 0, 8 fy1; y0g 2 H :

C
�
!; S;

n
y1;�y0

o�
= sup

t2[0;T ]

�
kx(t)kH=kx(0)kHe!t

�
: (4.3.11)

Par construction, elle v�eri�e donc l'in�egalit�e suivante :

C
�
!; S;

n
y1;�y0

o�
� C(!; S); 8

n
y1; y0

o
2 H: (4.3.12)

Ce n'est �evidemment pas satisfaisant, car on n'a pas exactement C(!; S). N�ean-
moins, les tests num�eriques obtenus �a l'aide de cette expression vont nous fournir
l'information principale recherch�ee, c'est-�a-dire la variation en fonction de ! et S
de cette constante.

Tout d'abord, pr�ecisons qu'�etant donn�e que l'on a vu au paragraphe pr�ec�edent
que l'on a une d�ecroissance avec un taux deux fois plus �elev�e, on va �evidemment
calculer cette constante en remplacant dans sa d�e�nition ! par 2!.

Exemple 5 Dans le premier test, on prend ! = 1 et on fait varier S de 10�1 �a
10.

On observe clairement, �a la �gure 4.4 de gauche, que C(!; S) est ind�ependante
de S.
Inversement, dans le second test, on prend S = 1 et on fait varier !.

On distingue trois r�egions pour lesquelles la constante d�epend de ! avec un taux
exponentiel di��erent :

{ les ! petits : ! � 1

{ les ! moyens : 1 � ! � 10

{ et les ! grands : ! � 10

comme on peut le voir �a la �gure 4.4 de droite et �a la �gure 4.5.

Remarque 4.6 L'explication des taux di��erents selon les r�egions sera donn�ee
au paragraphe 4.11 traitant de la deuxi�eme version de la loi de r�etroaction de
Komornik. En anticipant les r�esultats de ce paragraphe, on peut dire que le choix
de S d�epend de !; plus pr�ecis�ement, plus ! est grand et plus le S �x�e est proche
de la valeur optimale.
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Fig. 4.4 - C(!; S) fonction de S et avec ! �x�e (! = 1) (�a gauche). C(!; S)
fonction de ! et avec S �x�e (S = 1) (�a droite).

D'apr�es la remarque que nous venons de faire, le taux le plus proche de la valeur
exacte est donc celui de la �gure 4.5 de droite correspondant aux ! grands :

k = 0; 1575: (4.3.13)

Conclusion : �a l'aide de cette premi�ere m�ethode, on a d�eja deux informations
importantes concernant cette constante :

C est ind�ependant de S et varie exponentiellement en k!, o�u k est une
constante strictement positive.

�Etant donn�e que l'on a la relation (4.3.12), on ne peut �evidemment commenter
les valeurs num�eriques obtenues d'un point de vue quantitatif. On peut seule-
ment dire qu'elles sont inf�erieures aux valeurs exactes (voir les deux m�ethodes
suivantes).

Du fait de cette croissance exponentielle en !, il est maintenant clair que pour
des ! grands, la norme H va crô�tre pendant un certain temps (voir 4.4).

4.3.2 Estimation de C(!; S) faisant intervenir le temps mi-

nimal de contrôlabilit�e T h

On part de la propri�et�e fondamentale suivante :

"la m�ethode de construction de la loi de r�etroaction propos�ee par Komornik
repose sur la contrôlabilit�e exacte".

Par cons�equent, on v�eri�e les in�egalit�es dites directe et inverse, soit dans notre
cas particulier :
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Fig. 4.5 - Pour S �x�e (S = 1), C(!; :) avec 1 � ! � 10 (�a gauche) et
10 � ! � 100 (�a droite).

Th�eor�eme 4.1 8 t � 0, 8 T > 0, 8 f'0(t); '1(t)g 2 H�, 9 �1(T; L), �2(T; L) >
0 tels que :

�1(T; L) � QT

�n
'0(t); '1(t)

o�
� �2(T; L); (4.3.14)

avec

QT

�n
'0(t); '1(t)

o�
=

Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(s; t; L)

!2

d~s

kf'0(t); '1(t)gk2H�
: (4.3.15)

Remarque 4.7 On se r�ef�erera au paragraphe 6.2 du chapitre 6 pour un calcul
num�erique de ces constantes �a l'aide du test de contrôlabilit�e.

Par la suite, a�n d'am�eliorer la lisibilit�e des r�esultats on ne notera pas la d�ependance
en L des constantes �1 et �2.

Connaissant les bornes de QT

�n
'0(t); '1(t)

o�
, on peut en d�eduire, en utilisant

les bornes inf�erieure et sup�erieure de e�2!s, celles de :

Q!;S

�n
'0(t); '1(t)

o�
=

Z S

0
e�2!s

 
EI

@2'

@x2
(s; t; L)

!2

d~s

kf'0(t); '1(t)gk2H�
; (4.3.16)

soient d'apr�es les notations du paragraphe 3.2.3 :

C1(!; S) = e�2!S �1(S); C2(!; S) = �2(S): (4.3.17)

Mais la fonctionnelle de Liapunov v�eri�e :

~E(t) � ~E(0) e�2!t; 8t � 0: (4.3.18)
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L'�equivalence entre la norme H et la fonctionnelle de Liapunov, qui n'est autre
que le d�enominateur de Q!;S (:; :), nous donne la constante, soit :

C(!; S) =

 
C2(!;M)

C1(!;M)

!
=

 
�2
2

�1

!3

2

e3!S: (4.3.19)

Or on d�emontre �a l'Annexe J que les constantes �1 et �2 d�ependent lin�eairement
du temps (voir �egalement le paragraphe 6.2 du chapitre 6 pour une v�erication
num�erique). Par cons�equent, C(!; S) est de l'ordre de e3!S, et donc d�epend for-
tement de S, ce qui contredit les r�esultats des tests de la premi�ere m�ethode. La
technique de minoration et majoration du quotient (4.3.16) �a partir de (4.3.14)
est donc trop grossi�ere, aussi nous proposons une autre strat�egie de calcul.

Tout d'abord, rappelons la propri�et�e remarquable v�eri��ee par l'�equation d'Euler-
Navier-Bernoulli, et de fa�con g�en�erale par les �equations de Schr�odinger :

"le syst�eme stabilis�e est contrôlable exactement en un temps arbitrairement
petit".

Autrement dit l'encadrement (4.3.14) a lieu pour tout T > 0 aussi petit que l'on
veut (voir par exemple E. Zuazua [108]).
Ce r�esultat n'est plus vrai au niveau discret :

"pour un h donn�e, il existe un temps minimal num�erique de contrôlabilit�e
exacte que l'on note T h".

Remarque 4.8 On se r�ef�erera au paragraphe 2.5 du chapitre 2 pour une �etude
num�erique ce T h.

L'in�egalit�e (4.3.14) est donc v�eri��ee pour T � T h, et en particulier pour T = T h,
soit pour tout t > 0,

�1(T
h) �

Z Th

0

 
EI

@2'N;h
@x2

(s; t; L)

!2

d~s




n'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o


2H�
� �2(T

h): (4.3.20)

On note p =
S

T h
, et on r�e�ecrit le num�erateur de (4.3.16) comme une somme de p

int�egrales d�e�nies, pour tout n 2 [0; : : : ; p�1], sur les intervalles
h
nT h; (n+ 1)T h

i
:

D�e�nition 4.2

8 0 � n � p� 1; Qn =

Z (n+1)Th

nTh
e�2!s

 
EI

@2'N;h
@x2

(s; t; L)

!2

d~s




n'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o


2H�
(4.3.21)
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On a donc :

Q!;S

�n
'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o�
=

p�1X
n=0

Qn: (4.3.22)

Or

8 0 � n � p� 1; Qn � e�2!(n+1)Th

Z (n+1)Th

nTh

 
EI

@2'N;h
@x2

(s; t; L)

!2

d~s




n'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o


2H�
:(4.3.23)

Or, par d�e�nition de T h, on a contrôlabilit�e exacte sur
h
0; T h

i
et a fortiori pour

tout n 2 N
? sur

h
nT h; (n+ 1)T h

i
. Par cons�equent, l'in�egalit�e (4.3.14) est v�eri��ee

sur chacun de ces intervalles. En sommant les p in�egalit�es (4.3.23), on obtient :

Q!;S

�n
'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o�
� �1(T

h)
p�1X
n=0

e�2!(n+1)Th

� �1(T
h)e�2!T

h

 
1� e�2!S

1� e�2!Th

!
;

(4.3.24)

ce qui peut s'�ecrire :

Q!;S

�n
'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o�
� �1(T

h)e�2!T
h

	Th (!; S) ; (4.3.25)

avec 	Th d�e�nie de la fa�con suivante

D�e�nition 4.3 8S > 0; 8! > 0; 8T h > 0,

	Th : (!; S) 7�!
 
1� e�2!S

e2!Th � 1

!
: (4.3.26)

�Etant donn�e les notations adopt�ees dans le paragraphe 3.2.3, on a donc :

C1(!; S) = �1(T
h)e�2!T

h

	Th (!; S) : (4.3.27)

On proc�ede de la même fa�con pour d�eterminer la constante C2. �A partir de
l'in�egalit�e (4.3.21), on obtient :

Qn � e�2!nT
h

Z (n+1)Th

nTh

 
EI

@2'N;h
@x2

(s; t; L)

!2

d~s




n'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o


2H�
; 8 0 � n � p� 1; (4.3.28)

donc :

Q!;S

�n
'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o�
� �2(T

h)	Th (!; S) ; (4.3.29)
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soit :

C2(!; S) = �2(T
h)	Th (!; S) : (4.3.30)

Finalement, on applique l'�egalit�e (3.2.51) avec (4.3.27) et (4.3.30), ce qui donne :

C(!; S) = C2=C1 =
�
�2(T

h)=�1(T
h)
�3

2 e3!T
h

: (4.3.31)

Conclusion

{ dans l'�evaluation des constantes, il est crucial de connâ�tre T h et par cons�equent
h.
Les tests suivants que l'on va e�ectuer vont illustrer ce propos (voir la �gure
4.8). On se reportera au paragraphe 2.5 du chapitre 2 pour le calcul de T h.

{ la relation (4.3.31) nous permet d'obtenir une conclusion identique �a celle
de la premi�ere m�ethode :

C(!; S) est ind�ependante de S et crô�t exponentiellement en k! o�u k est
une constante strictement positive.

�Etude de la fonction 	Th

On veut v�eri�er que, pour des valeurs de ! assez grandes, le minorant de Q!;S

est ind�ependant de S. Cela revient �a montrer, d'apr�es l'in�egalit�e (4.3.25), que la
fonction 	Th est �egalement invariante selon S.

Exemple 6 On regarde donc le graphe de S 7�! 	Th (:; S) (avec T
h = 10�1), et

on superpose les courbes obtenues pour di��erentes valeurs du param�etre !.
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Fig. 4.6 - S 7�! 	Th (:; S) avec ! comme param�etre.
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Tout d'abord, on observe �a la �gure 4.6, que la fonction d�ecrô�t quant ! aug-
mente, ce qui est conforme �a l'intuition.
En e�et, plus ! est grand et plus Q!;S

�n
'0
N;h(t); '

1
N;h(t)

o�
est petit. Mais sur-

tout, on peut voir que la fonction est constante par rapport �a S, sauf pour des
valeurs de ! petites. De plus, on remarque que, quelques soient les valeurs de !, la
fonction est constante en S pour des valeurs de S approximativement sup�erieures
�a deux.

Exemple 7 Maintenant, on repr�esente �a la �gure 4.7 le comportement de 	Th

lorsque les deux variables varient.
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Fig. 4.7 - (!; S) 7�! 	Th (!; S) avec T
h �x�e (�a gauche) et avec un \zoom" sur

1 � !; S � 5 (�a driote).

On en d�eduit le même type de conclusion, en e�et si l'on e�ectue un zoom sur
la r�egion des 1 � !; S � 5, on observe clairement �a la �gure 4.7 de droite que la
fonction ne d�epend pas de S.

Pour terminer l'�etude de la fonction 	Th, il reste �a d�eterminer sa variation en
fonction du temps minimal de contrôlabilit�e T h.

Le param�etre T h se comporte comme un O
�
1=T h

�
dans la fonction 	Th, par

cons�equent il translate les courbes de la �gure 4.6, en premi�ere approximation,
d'un facteur 1=T h; autrement dit, plus T h est petit et plus le minimum de Q!;S

est grand.

On illustre cette propri�et�e �a la �gure 4.8 o�u l'on peut voir pour di��erentes valeurs
de T h, l'�evolution de la fonction 	Th (:; :) en fonction de S pour ! = 1.
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Fig. 4.8 - 	Th (:; S) avec T
h variable et ! = 1.

4.3.3 Estimation de C(!; S) �a partir du calcul num�erique

de C1(!; S) et C2(!; S)

La derni�ere m�ethode consiste �a calculer les constantes C1(!; S) et C2(!; S)
�a l'aide d'une variante du test de contrôlabilit�e (voir chapitre 5) adapt�ee �a la
stabilisation.
La proc�edure de calcul est rigoureusement la même, mais on remplace l'op�erateur
� de la contrôlabilit�e exacte par l'op�erateur �!;S.
On peut alors en d�eduire C(!; S) �a l'aide de la relation (3.2.51), que l'on rappelle :

C(!; S) = ((C2=C1)(!; S))
3

2 : (4.3.32)

A. Convergence en fonction du nombre de modes

�Etant donn�e que l'on calcule la constante �a l'aide d'un nombre �nis de modes
M , il est n�ecessaire de connâ�tre la pr�ecision obtenue sur cette constante pour un
nombre de modes donn�e.

Exemple 8 C'est ce que l'on repr�esente �a la �gure 4.9.

�A droite, on voit la convergence de C(!; S) en fonction de M pour ! = 10 et �a
gauche la convergence de son erreur relative (M1 = 200). On obtient une conver-
gence en O(M�3) et ceci quelque soit !. Les constantes C1 et C2 ont le même
taux de convergence que C(!; S).

Conclusion On prend 40 modes pour calculer les constantes C1(!; S) et C2(!; S)
dans les tests suivants. Ceci nous fournit une pr�ecision su�sante d'apr�es les
r�esultats que l'on vient d'obtenir.
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Fig. 4.9 - Convergence en fonction de M de la constante C(!; S) pour ! �x�e (�a
gauche) et erreur relative (�a droite).

B. Variation de C(!; S) en fonction de S

�Etant donn�e les r�esultats obtenus �a l'aide de la m�ethode pr�ec�edente, on doit
s'attendre �a ce que la constante ne d�epende pas de S et que C1(!; S) et C2(!; S)
en d�ependent seulement pour des S petits.

Exemple 9 C'est ce que l'on v�eri�e �a la �gure 4.10 o�u l'on a pris ! = 1 et on a
fait varier S de 1 �a 10.
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1.38

1.39

1.4

S

Fig. 4.10 - C1(:; S); C2(:; S) (�a gauche) et C(:; S) (�a droite) pour ! �x�e (! = 1)
et S variable.

En e�et, on observe (�a la �gure de gauche) que pour ! = 1 les constantes C1 et
C2 croissent de fa�con homoth�etique quant S augmente vers une valeur constante.
La �gure de droite montre que C d�ecrô�t asymptotiquement vers une valeur
constante.
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C. Variation de C(!; S) en fonction de !

Maintenant, on veut v�eri�er la croissance exponentielle en fonction de ! (pour
S �x�e) de C(!; :) ainsi que la d�ecroissance exponentielle de C1(!; :) et C2(!; :).

Exemple 10 La �gure 4.11 montre la variation en fonction de :1 � ! � 1, pour
S = 1, des constantes C1 et C2 sur la �gure de gauche, et de C(!; S) sur la �gure
de droite.
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taux exponentiel: 0.1716

Fig. 4.11 - C1(!; :); C2(!; :) (�a gauche) et C(!; :) (�a droite) pour S �x�e.

�A la �gure 4.12 : 1 � ! � 10 et �a la �gure 4.13 : 10 � ! � 100.
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Fig. 4.12 - C1(!; :); C2(!; :) (�a gauche) et C(!; :) (�a droite) pour S �x�e.

On observe (�gures 4.11, 4.12 et 4.13), comme pour la premi�ere m�ethode, que le
taux de convergence est di��erent selon les r�egions auxquelles appartient !.
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Fig. 4.13 - C1(!; :); C2(!; :) (�a gauche) et C(!; :) (�a droite) pour S �x�e et !
tr�es grand.

Observations :

{ l'avantage de cette technique tient �a ce que l'on a pas besoin de connâ�tre les
constantes �1 et �2, et donc d'utiliser des r�esultats th�eoriques interm�ediaires,
comme dans la seconde m�ethode.

{ le fait que les taux soient di��erents selon les r�egions de ! sera �elucid�e au
paragraphe 4.11 traitant de la loi de r�etroaction modi��ee. L'explication
principale r�eside dans le choix d'un S trop petit pour un ! donn�e.

{ on a des r�esultats coh�erents avec les deux autres m�ethodes de calculs des
constantes :

{ en e�et, on a bien des valeurs de C(!; S) sup�erieures �a celles obte-
nues par la premi�ere m�ethode, ce qui est en conformit�e avec l'in�egalit�e
(4.3.12) v�eri��ee par les deux constantes.

{ la constante C1(!; S) d�ecrô�t bien de fa�con exponentielle en fonction de
!, comme l'annon�cait l'�egalit�e (4.3.27) donn�ee par la seconde m�ethode.

4.3.4 Conclusion

�A la lumi�ere des di��erents tests, on peut donc dire qu'une bonne estimation
de la constante est donn�ee par la seconde m�ethode, soit :

C(!; S) = C(!) =
�
�2(T

h)=�1(T
h)
�3

2 e3!T
h

; (4.3.33)

avec �1(T
h) et �2(T

h) les constantes de coercivit�e et de continuit�e des in�egalit�es
inverses et directes (v�eri��ees du fait de la contrôlabilit�e exacte du probl�eme) et T h
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le temps minimal de contrôlabilit�e exacte qui ne d�epend que du pas de maillage.
Or, comme on l'a remarqu�e le rapport des constantes �1(T

h) et �2(T
h) est

ind�ependant de T h, on a donc :

C(!; S) = C(!) = O
�
e3!T

h
�
: (4.3.34)

4.4 Norme H

On adopte la terminologie de la contrôlabilit�e exacte, on appelle �energie du
syst�eme la norme H, o�u H d�esigne l'espace des donn�ees initiales ad hoc pour le
probl�eme de stabilisation exponentielle consid�er�e. Dans notre cas particulier, on
rappelle que H = H�2(0; L)� L2(0; L).

La norme H de x(t), �a la di��erence de la fonctionnelle de Liapunov n'est pas
une fonction n�ecessairement d�ecroissante sur l'intervalle [0; T ]. On sait seulement
grâce au th�eor�eme 3.1, qu'elle est major�ee par une fonction qui d�ecrô�t exponen-
tiellement en fonction de !. Par cons�equent, rien ne dit qu'elle ne peut augmenter
apr�es l'instant initial, pendant un certain temps que l'on note Tc.
On a une con�rmation de cette propri�et�e par les r�esultats du paragraphe 4.3
pr�ec�edent. En e�et, on a montr�e que C(!; S) = Kek! o�u K et k sont deux
constantes strictements positives. Par cons�equent, on peut r�e�ecrire l'estimation
du th�eor�eme 3.1 sous la forme :

kx(t)kH
kx(0)kH � Ke(k�2t)!; 8t � 0: (4.4.35)

Ce r�esultat ne contredit pas le fait que la norme H peut augmenter sur [0; Tc].
Avec cette derniere estimation, on peut seulement majorer cette croissance.
Plus pr�ecisement, si l'on note :

� = sup
t2[0;T ]

 kx(t)kH
kx(0)kH

!
; (4.4.36)

on a

� � Kek!: (4.4.37)

De plus, si � � 1, c'est-�a-dire si la norme H a une valeur valeur sup�erieure �a celle
de l'instant initial, on a d'apr�es (4.4.36) :

Tc � 1

2

 
k +

log(K)

!

!
: (4.4.38)

Nous allons calculer � en fonction de ! ainsi que le temps Tc pendant lequel
� � 1.

Exemple 11 La �gure 4.14 de gauche montre la variation de � en fonction de
! successivement pour T = 1 et T = 2, en �echelle semi-logarithmique.
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Fig. 4.14 - � en fonction de ! (T = 1 et 2) (�a gauche) et Tc en fonction de !
(�a droite).

On voit qu'il y a explosion aux environs de ! = 50, puisque le maximum vaut
1.366 pour ! = 40 et 2.788 pour ! = 50.
La �gure 4.14 de droite montre la variation de Tc en fonction de !.

Cette singularit�e n'a pour origine, ni le choix du nombre d'it�erations du sch�ema
de Newmark Nt, ni le choix du nombre de modes de la r�eponseM . En e�et si l'on
prend une valeur de Nt dix fois plus grande, on a toujours le même comporte-
ment; de même si l'on augmente M , en prenant soin naturellement d'augmenter
aussi Nt.

L'explication de ce ph�enom�ene tient au fait que plus le taux est �elev�e et plus
les modes de hautes fr�equences sont excit�es au voisinage de t = 0.

Exemple 12 On repr�esente �a la �gure 4.15 gauche (resp. �a droite) l'�evolution
du premier (resp. quatri�eme) mode de la r�eponse pour ! = 1 et ! = 50.

On voit qu'alors que pour le premier mode il n'y a pas de di��erence d'amplitude
entre les deux r�eponses, au voisinage de z�ero les deux courbes se superposent, pour
le quatri�eme mode on a d�eja une di��erence d'amplitude d'au moins un facteur 10.

Ce ph�enom�ene est d'autant plus grand que les modes sont �elev�es.

Exemple 13 C'est ce que l'on illustre �a la �gure 4.16 o�u l'on montre l'historique
du quaranti�eme mode pour ! = 1 �a gauche et ! = 50 �a droite.

La di��erence d'amplitude est de l'ordre de 103.
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Fig. 4.15 - Premier mode (�a gauche) et quatri�eme mode (�a droite) de la r�eponse
pour ! = 1 et ! = 50.
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Fig. 4.16 - Quaranti�eme mode de la r�eponse pour ! = 1 (�a gauche) et ! = 50
(�a droite).

4.5 Fr�equences vibratoires

4.5.1 Rappels sur le calcul des pôles

On d�esire analyser le spectre associ�e �a notre probl�eme. La raison principale
est qu'en dimension �nie le taux de d�ecroissance exponentielle de l'�energie du
syst�eme est �egale �a l'abscisse spectrale.

Commen�cons par rappeler la m�ethode de calcul des pôles. On transforme l'�equation
di��erentielle ordinairedu second ordre (3.3.80) dont la r�eponse approch�ee �M;N(t)
est solution :

M�00M;N(t) +D�0M;N(t) +K�M;N(t) = 0; (4.5.39)
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en une �equation du premier ordre :

�̂0M;N(t) = R �̂M;N(t); �̂M;N(t) =
�
�0M;N(t)
�M;N(t)

�
(4.5.40)

avec :

R =
� �D �K
Id 0

�
: (4.5.41)

On cherche alors des solutions de la forme :

�̂M;N(t) = e�t�̂M;N(0); (4.5.42)

ce qui revient �a r�esoudre le probl�eme aux valeurs propres :

RX = �X; X = �̂M;N(0); (4.5.43)

avec (�; �̂(0)) les inconnues.

Remarque 4.9 Les matrices D, K sont non sym�etriques et de plus D a la pro-
pri�et�e remarquable de n'avoir qu'une seule valeur propre non nulle. En�n la ma-
trice R est bien conditionn�ee relativement au calcul de ses valeurs propres.

On va montrer qu'en calculant ce spectre, on peut retrouver et expliquer de nom-
breuses propri�et�es li�ees au choix de ! et S qui ont �et�e d�eja observ�ees lors de
l'�etude de la fonctionnelle de Liapunov.

Tout d'abord on rappelle la propri�et�e classique qui relie � �a ! :

Propri�et�e 4.1 Si les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1 sont v�eri��ees alors

Re(�) � �!; 8� 2 �(R); (4.5.44)

o�u �(R) d�esigne le spectre de R.

Cette in�egalit�e est une cons�equence directe du th�eor�eme 3.1. Inversement, si on
v�eri�e cette propri�et�e, on a d�ecroissance exponentielle en �! de l'�energie.

Autrement dit, si � d�esigne l'abscisse spectrale de R, on a :

� = sup fRe(�); 8� 2 �(R)g = �!: (4.5.45)

Remarque 4.10 Comme on a vu pr�ec�edemment, le taux obtenu est en r�ealit�e
de �2! , on v�eri�era donc l'in�egalit�e (4.5.44) de la propri�et�e 4.1 en remplacant
! par 2!.

Les param�etres d'approximation de � sont donc !; S; M et N puisque par
construction les matrices D et K en d�ependent (voir le paragraphe 3.3.4).



Chapitre 4. 127

-50 -40 -30 -20 -10 0
-5000

0

5000

Fig. 4.17 - � pour ! = 1 et S = 10�1.

4.5.2 Variation de � en fonction de S

Exemple 14 La �gure 4.17 de gauche montre le spectre pour ! = 1 et S = 10�1.

On v�eri�e bien la propri�et�e 4.1, mais on a un taux beancoup plus �elev�e que celui
impos�e. De plus, on observe que les trois premi�eres fr�equences sont stabilis�ees
avec un taux beaucoup plus important que les autres. En fait, quelque soit le
nombre de modes utilis�es pour le calcul du spectre, ce sont toujours toujours les
trois premi�eres fr�equences qui ont leurs taux compris entre -25 et -45.

N�eanmoins il faut nuancer cette remarque par le r�esultat surprenant suivant :

Exemple 15 si l'on regarde la fonctionnelle de Liapunov et la norme H pour les
mêmes donn�ees, on voit �a la �gure 4.18 que l'on a bien une d�ecroissance avec un
taux beaucoup plus �elev�e que pr�evu.

Fixons maintenant ! et regardons pour quelles valeurs de S, � est proche de
�2!g.

Exemple 16 �A la �gure 4.19 de gauche, on prend ! = 10�1, et �a celle de droite
! = 10 .

On observe qu'il faut prendre un S inversement proportionnel �a ! pour obtenir
une valeur de l'abscisse spectrale proche du taux impos�e.
En e�et, plus ! est grand et plus il su�t de prendre un S petit pour obtenir la
valeur recherch�ee.
On peut �egalement chercher, pour un ! �x�e, le S le plus petit pour lequel � a
une partie r�eelle n�egative.

Exemple 17 On obtient la valeur critique S = 4:10�2 ind�ependamment de !
(�gure 4.20).
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Fig. 4.18 - Fonctionnelle de Liapunov (resp. norme H) pour S = 10�1 �a gauche
(resp. �a droite).
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Fig. 4.19 - � pour ! = 10�1 �a gauche (! = 10 �a droite) avec S variable.

Insistons sur le fait que si l'on augmente le nombre de modes utilis�es pour calculer
le spectre, cela ne change pas la valeur critique obtenue. Par exemple, on obtient
la même valeur avec 20 modes ou avec 100 modes, et ceci quelque soit le pas de
maillage.

4.5.3 Variation de � en fonction de !

On proc�ede de fa�con inverse par rapport �a l'�etude pr�ec�edente. On se �xe une
valeur de S et on regarde la variation de l'abscisse spectrale en fonction de ! .

Exemple 18 On voit �a la �gure 4.21 que pour S = 1 on a une valeur tr�es proche
de �2!, alors que pour S = 10�1, � est tr�es inf�erieur.

On observe �egalement que plus ! est grand et plus les abscisses spectrales cal-
cul�ees pour des S di��erents sont proches.
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Fig. 4.20 - Variation de � en fonction de S pour ! = 1 (�a gauche) et � pour le
S le plus petit tel que Re (�) < 0 (�a droite).
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Fig. 4.21 - Variation de � avec ! pour S = 10�1 et S = 1 .

4.5.4 Spectre pour N < M

Il est int�eressant de v�eri�er que lorsqu'on calcule la r�eponse avec un nombre
de modes sup�erieur �a celui de la loi de r�etroaction, on n'agit pas sur les modes
sup�erieurs de la r�eponse.

Exemple 19 C'est bien ce que l'on observe �a la �gure 4.22 de gauche, o�u l'on
montre le spectre calcul�e avec N = 15, M = 20 et ! = 1.

Les cinq valeurs propres les plus �elev�ees ont une partie r�eelle de l'ordre de �10�14,
or la pr�ecision machine de MATLAB est d'environ 10�16, elles sont donc nulles.
Les autres � ont une partie r�eelle tr�es proche du taux impos�e.

Exemple 20 On peut faire le même calcul en prenant un S trop petit (S =
10�1).
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Fig. 4.22 - � pour N < M et ! = 1 : �a gauche S = 1 et �a droite S = 10�1.

On observe �a la �gure 4.22 de droite le même ph�enom�ene que lorsque l'on avait
N =M . Les Re(�) sont tr�es inf�erieures �a �2! et ce sont celles qui ont les parties
imaginaires les plus petites.

4.5.5 Convergence de � en fonction de M

Pour un pas de maillage h = 1=400, on �etudie la convergence de l'abscisse
spectrale en fonction du nombre de modesM de la r�eponse vers sa valeur exacte.
On calcule donc l'erreur relative :

"M = j�M � �1j=j�1j: (4.5.46)

Comme on ne sait pas calculer l'abscisse spectrale, on prend comme valeur exacte
�1 = �200. On se �xe un temps d'observation assez grand pour les valeurs de !
que l'on va consid�erer. Par exemple S = 1 est su�sant d'apr�es les tests pr�ec�edents.

Exemple 21 La �gure 4.23 de gauche montre en coordonn�ees logarithmiques la
variation de "M en fonction de M pour ! = 1, 5 et 10.

On observe que plus ! est grand et plus on est proche de la valeur exacte pour un
nombre de modes faible. Plus le taux impos�e est �elev�e et plus l'erreur est faible
pour un même nombre de modes.
N�eanmoins il existe un ! critique �a partir duquel l'erreur obtenue r�eaugmente.

Exemple 22 La �gure 4.23 de droite, o�u l'on repr�esente la variation de "100 en
fonction de ! montre que c'est ! = 10.

4.5.6 Conclusion

{ il existe une valeur critique de S au dessous de laquelle, quelques soient les
valeurs de !, on obtient des fr�equences trop grandes, c'est-�a-dire un taux
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Fig. 4.23 - Variation de "M en fonction de M pour ! = 1, 5, 10 et 20 (�a gauche)
et "100 en fonction de !(�a driote).

plus �elev�e que celui voulu. Au-del�a de cette valeur critique, plus S et ! sont
�elev�es et plus on est proche de 2!.

{ le S critique est le même que celui que l'on a calcul�e dans l'�etude de la
fonctionnelle de Liapunov.

{ en fait, le paragraphe 4.11 va con�rmer ces r�esultats puisqu'il va nous don-
ner une relation entre ! et S semblable :

S est inversement proportionnelle �a ! .

{ l'�etude du spectre permet de fa�con simple d'exhiber le S critique. Elle per-
met de connâ�tre la vitesse de d�ecroissance de la fonctionnelle de Liapunov
ainsi que celle de la norme H quant le S est assez grand.

{ de même, on peut pr�evoir l'augmentation de la normeH, pendant un certain
temps, quant ! est trop grand.

En e�et, on observe alors que tous les modes, sans exception, sont stabilis�es
exactement au taux exact impos�e; or on sait que c'est la raison principale
de ce comportement, comme le montre en particulier dans le paragraphe
4.7 traitant du spill-over.

{ pour une comparaison du spectre avec des valeurs petites de !, on se r�ef�erera
au paragraphe 4.5.

On observe la propri�et�e caract�eristique suivante : �a la di��erence des cas o�u ! est
petit, tous les modes sont stabilis�es avec le même taux,

Exemple 23 comme on peut le v�eri�er �a la �gure 4.24.
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Fig. 4.24 - Fr�equences vibratoires pour ! = 50.

Une fa�con de rendre encore plus visible cette caract�eristique consiste �a norma-
liser le spectre par la valeur absolue de la fr�equence maximum. Par ce proc�ed�e,
on �elimine l'e�et d'�echelle ce qui permet de comparer plus facilement la variation
des fr�equences mesur�ees pour des valeurs de ! tr�es di��erentes.

Exemple 24 �A la �gure 4.25, on peut ainsi observer que le spectre pour ! = 1
est bien plus irr�eguli�erement distribu�e autour de -1 que celui pour ! = 50.
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Fig. 4.25 - Fr�equences vibratoires normalis�ees pour ! = 1 (�a gauche) et pour
! = 50 (�a droite).

4.6 Loi de r�etroaction

Le plan de ce paragraphe est le suivant :

{ on indiquera quel est le nombre de modes n�ecessaire et su�sant pour cal-
culer le contrôle pour un nombre de modes donn�e de la r�eponse.
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{ on comparera �a l'aide d'un exemple tr�es simple la di��erence essentielle qu'il
y a entre les deux versions de la loi de r�etroaction. Pour une �etude plus
approfondie de la version nouvelle, on se reportera au paragraphe 4.11.

{ en ce qui concerne l'augmentation de la loi de r�etroaction �a l'instant initial,
on se r�ef�erera au paragraphe 4.4 pour les valeurs de ! �elev�ees. Par contre,
on va �etudier le sup sur [0; T ] de la loi de r�etroaction en fonction du taux de
convergence impos�e. On montrera en particulier que pour des valeurs assez
grandes de !, il est atteint �a l'instant initial.
Il y a donc un lien qui n'�etait pas a priori �evident, entre cette valeur et
l'�etude de la loi de r�etroaction pour des taux �elev�es.

{ on �etudiera ensuite la d�ependance de ce sup vis-�a-vis de S.

{ en�n, on v�eri�era que la valeur absolue de la loi de r�etroaction a le même
taux de d�ecroissance exponentiel que la fonctionnelle de Liapunov. On
calculera la constante intervenant dans la majoration exponentielle. Ces
r�esultats sont tr�es utiles pour la compr�ehension de la d�ecroissance expo-
nentielle de la fonctionnelle de Liapunov (voir le paragraphe 4.2).

4.6.1 Choix du nombre de modes

1. N < ~N

Une premi�ere contrainte �evidente est que l'on doit avoir, comme pour le
contrôle N � ~N (voir le paragraphe 2 du chapitre 1).
Donnons un exemple frappant de cette propri�et�e.

Exemple 25 On se �xe les valeurs suivantes des param�etres :

! = 1; T = S = 1; M = 5; Nt = 103 (4.6.47)

avec pour donn�ees initiales:

�i(t = 0) = �i4; �0i(t = 0) = 0; 8i 2 [1; : : : ;M ]: (4.6.48)

En�n, on utilise trois modes seulement pour le calcul de la loi de r�etroaction. On
a donc N < ~N .

Comme on le voit de fa�con spectaculaire �a la �gure 4.26 de gauche, c'est catas-
trophique.
Par contre, le r�esultat est tr�es di��erent pour N = ~N (�gure 4.26 de droite).
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Fig. 4.26 - Loi de r�etroaction pour N < ~N (�a gauche) et pour N = ~N (�a droite).

N �M

Exemple 26 On conserve les mêmes donn�ees que pr�ec�edemment, except�e N qui
vaut M .

Le graphe obtenu �a la �gure 4.27 est sensiblement di��erent de celui obtenu pour
N = 4.
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Fig. 4.27 - Loi de r�etroaction pour N �M .

Il faut donc prendre au moins un même nombre de modes pour le calcul de la loi
de r�etroaction que pour celui de la r�eponse. Mais on a la propri�et�e fondamentale
suivante:

Propri�et�e 4.2

8 t > 0; 8 N;M entiers > 0; vN;M(t) = vN;N(t): (4.6.49)

D�EMONSTRATION : . 2
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Par cons�equent, il est inutile de prendre N > M , N =M est su�sant.

D'apr�es cette derni�ere propri�et�e, on peut donc en d�eduire que le spill-over n'est
pas cr�e�e par une approximation trop faible de la loi de r�etroaction mais par le
calcul de la r�eponse �a l'aide de la formulation semi-tr�es faible.
Par contre il est clair, comme on l'a montr�e lors de l'�etude de la norme H, qu'il
faut prendre exactement N = M si l'on veut stabiliser tous les modes de la
r�eponse.

4.6.2 Comparaison des di��erentes versions de la loi de

r�etroaction

On fera une �etude plus compl�ete de la loi de r�etroaction modi��ee dans le
paragraphe 4.11.

Exemple 27 Puisque la di��erence entre les deux versions est d'autant plus
grande que le taux impos�e est petit, nous allons prendre ! = 10�1 a�n de mieux
les distinguer.

On les compare �a la �gure 4.28 de gauche o�u l'on prend S = T = 1 pour la
premi�ere version; tandis qu'�a celle de droite, S = T + 1=(2!).
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Fig. 4.28 - Di��erence entre la version primitive et la version modi��ee pour
S = T = 1 (�a gauche) et S = T + 1=(2!) (�a droite).

Ceci illustre bien que la di��erence essentielle entre les deux versions r�esident dans
la valeur de S qui est fonction de ! dans la seconde loi.

4.6.3 �Etude de kvN;MkL1(0;T ) en fonction de !

On �etudie la variation de kvN;MkL1(0;T ) en fonction de ! (�gure 4.29 de
gauche), ainsi que le temps tsup pour
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Fig. 4.29 - Variation de kvN;MkL1(0;T ) en fonction de ! (�a gauche) et tsup(!) (�a
droite).

On a superpos�e les r�esultats pour la version usuelle (avec S = T = 1) et la version
modi��ee.
Les r�esultats sont identiques dans les deux cas, sauf pour le maximum avec les
! petits. Pour la version modi��ee, plus ! est petit et plus le maximum atteint
est faible, alors que pour la version usuelle, la d�ecroissance vers z�ero est moins
importante.

Le ph�enom�ene remarquable, observ�e pour les deux versions, est l'existence d'une
valeur critique de !, que l'on note !sup (et qui vaut dans notre exemple 18),
pour laquelle tsup passe d'une valeur strictement positive (7:10�2 pour les deux
versions) pour ! < !sup, �a z�ero pour ! � !sup.
On remarque en�n que c'est pour cette même valeur que la kvN;MkL1(0;T ) explose
(voir �gure 4.29 de gauche).

Remarque 4.11 L'existence de !sup et tsup est ind�ependante des donn�ees ini-
tiales du probl�eme, par contre les valeurs de ces deux quantit�es sont di��erentes
selon les donn�ees initiales, mais restent du même ordre de grandeur.

Exemple 28 Ces propri�et�es sont �egalement v�eri��ees pour la version de la loi de
r�etroaction de Komornik en d�eplacement transverse, comme on peut le voir �a la
�gure 4.30.

On donne les r�esultats uniquement pour la version modi��ee. On a cette fois-ci
!sup = 5 et tsup = 0:16.
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Fig. 4.30 - Idem �gure pr�ec�edente mais pour un actionneur en d�eplacement et
seulement pour la version modi��ee.

4.6.4 Variation de la loi de r�etroaction en fonction de S

Dans la version usuelle, comme on l'a d�eja remarqu�e, le choix de S est crucial.
On va conserver les param�etres pr�ec�edents �a l'exception des donn�ees initiales que
l'on �xe ainsi :

�i(t = 0) =
0:1

i2:6
; �0i(t = 0) = 0; 8i = [1; : : : ;M ]: (4.6.50)

et �evidemment de S que l'on fait varier.

On observe un ph�enom�ene important compte tenu des r�e
exions faites dans l'in-
troduction :

on a augmentation de la valeur en z�ero de la loi de r�etroaction de fa�con
inversement proportionnelle �a S.

Remarque 4.12 Ces r�esultats sont coh�erents avec la valeur de S qui est impos�ee
dans la version modi��ee.

Exemple 29 C'est ce que l'on peut voir �a la �gure 4.31 o�u l'on repr�esente
l'�evolution de la loi de r�etroaction pour S = 10�1.

On �etudie maintenant l'�evolution de la valeur �a l'instant initial de la loi de
r�etroaction en fonction de S.

Exemple 30 On a trac�e en coordonn�ees logarithmiques, �a la �gure 4.32, sa va-
leur absolue, pour ! = 1 (en pointill�e) et pour ! = 10 (en trait plein), en
indiquant par un rond les valeurs correspondants �a S = 1 + 1=(2!).
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Fig. 4.31 - Contrôle pour S = 10�1.
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Fig. 4.32 - Variation de la valeur initiale de la valeur absolue de la loi de
r�etroaction en fonction de S pour ! = 1 (en pointill�e) et 10 (en trait plein).

On peut faire quelques observations :

{ pour S trop petit, il y a explosion de la valeur initiale. Le S minimum
critique est identique pour les deux taux et vaut 2:10�1.

{ la valeur initiale de la loi de r�etroaction converge en fonction de S vers
�2; 6:10�4 pour ! = 1, et vers �7; 8:10�2 pour ! = 10.

{ la valeur du S utilis�ee par la version modi��ee est tr�es proche de la valeur
asymptotique.

{ pour ! = 10 , cette valeur correspond �a la valeur asymptotique, ce qui n'est
pas exactement le cas pour ! = 1.
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4.6.5 Encadrement exponentiel

�Etant donn�e le r�esultat du paragraphe 4.2 qui montre que le carr�e de la loi
de r�etroaction d�ecrô�t exponentiellement en 4! (voir �gure 4.3 de droite), il est
clair que l'on peut majorer la valeur absolue de la loi exponentiellement avec
un taux de 2!. Cette majoration va nous permettre d'estimer plus pr�ecis�ement
l'�equivalence entre le terme n�eglig�e (le carr�e de la loi de r�etroaction plus un terme
suppl�ementaire dont nous discuterons plus tard) et �2! ~EN;M(t).

On veut donc calculer la constante B d�e�nie par la propri�et�e suivante:

Propri�et�e 4.3 8! > 0, 8S > 0, 8 fy1; y0g 2 H, 9 B(!; S; fy1; y0g) > 0 tels que:

jvN;M(t)j � B(!; S;
n
y1; y0

o
)e�2!t; t � 0: (4.6.51)

Remarque 4.13 On e�ectue le calcul de B par un proc�ed�e it�eratif qui converge
vers la constante avec une pr�ecision su�sante.

Exemple 31 On utilise les param�etres pr�ec�edents, soit:

! = 1; T = S = 1; M = 5; Nt = 103; (4.6.52)

et avec les donn�ees initiales (4.6.50).

La �gure 4.33 de gauche montre la variation de B en fonction de ! en coordonn�ees
semi-logarithmiques.
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Fig. 4.33 - Variation de C en fonction de ! (�a gauche) et lois de r�etroactions
calcul�ees avec des donn�ees initiales de r�egularit�es di��erentes (�a driote).

On observe qu'elle augmente tr�es vite au voisinage de 1 avant de se stabiliser aux
environs de ! = 5.
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Ces r�esultats sont coh�erents avec ceux obtenus pr�ec�edemment; notamment avec
le fait que kvN;MkL1(0;T ) atteint son sup en z�ero pour des ! grands. En e�et, cela
explique que la pente de B est constante pour ! assez grand.
De mani�ere intuitive, on peut dire que plus le sup est atteint en un point �eloign�e
de z�ero et plus B est grand.

On v�eri�e ensuite que B d�epend des donn�ees initiales �a la �gure 4.33 de gauche
o�u l'on a superpos�e les historiques de deux lois de r�etroactions calcul�ees avec des
donn�ees initiales de r�egularit�es di��erentes.
La plus r�eguli�ere correspond aux donn�ees initiales d�e�nies en (4.6.50) et la plus
irr�eguli�ere aux donn�ees initiales suivantes :

�i(t = 0) = �0i(t = 0) = 1; 8i = [1; : : : ;M ]: (4.6.53)

On voit que pour les donn�ees initiales les plus irr�eguli�eres la constante est beau-
coup plus grande.

Exemple 32 On repr�esente, �a la �gure 4.34 de gauche, l'�evolution de la loi de
r�etroaction sur l'intervalle de temps [0; 0:15].

On observe qu'�a la di��erence des ! petits l'amplitude �a l'instant initial de la loi
de r�etroaction est tr�es importante.

Remarque 4.14 On se reportera au paragraphe 4.12 pour une premi�ere solution
de ce type de probl�eme.

Exemple 33 On montre, �a la �gure 4.34 de droite, l'augmentation en fonction
de ! de la valeur �a t = 0 de la loi de r�etroaction.

Comme on prend des valeurs de ! grandes il n'y a pas de di��erence entre les
deux versions de la loi de r�etroaction, sauf pour la valeur la plus petite ! = 1.
On observe qu'il y a une augmentation d'un facteur deux entre la valeur mesur�ee
pour ! = 1 et celle pour ! = 10 .
Ces r�esultats sont coh�erents avec la propri�et�e remarquable concernant les va-
leurs de ! grandes, c'est-�a-dire l'augmentation avec ! des valeurs des modes de
fr�equences �elev�ees de la r�eponse et de la vitesse au voisinage de t = 0.
En e�et, rappelons que l'on a pour expression projet�ee sur VN de la loi de
r�etroaction :

vN;M(t) =
NX
k=1

�
�0
N;M(t)

�
k
mk (4.6.54)

avec

�0
N;M(t) = KDD

!;N PN;M
�
�0M;N(t)

�
+KDV

!;N PN;M (��M;N(t)) : (4.6.55)
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Fig. 4.34 - Historique de la loi de r�etroaction sur [0; 0:15] (�a gauche) et v(t = 0)
en fonction de ! (�a droite).

Or on a la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 4.4

8M > 0; 8 1 � k �M; mk = O(k2): (4.6.56)

D�EMONSTRATION :

On obtient �a l'Annexe F, l'expression du moment mk en fonction des modes
et des fr�equences de la poutre, d'o�u il d�ecoule que :

jmtfkj = O
�q

�k

�
; (4.6.57)

or on peut montrer que les fr�equences de la poutre encastr�ee v�eri�ent :q
�k = O(k2); (4.6.58)

ce qui permet de conclure.2

Donc d'apr�es la remarque pr�ec�edente, on a bien augmentation de vN;M �a l'origine

si la valeur des
n
�M;N(t); �

0
M;N(t)

o
augmente en z�ero pour les modes �elev�es.

4.7 Spill-over

On d�esire v�eri�er dans ce paragraphe qu'il est bien n�ecessaire de prendre un
nombre de modes du contrôle N au moins �egal au nombre de modes M utilis�es
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pour le calcul de la r�eponse.
On note, comme dans le chapitre 1, ~N le nombre de modes excit�es de la r�eponse
�a l'instant initial. Ce nombre ~N peut �evidemment être di��erent de M .

Rappelons en�n que l'on a montr�e que l'on obtient la même valeur de la fonction-
nelle de Liapunov pour N 6=M que pour N =M . On �etudiera donc uniquement
la norme H et l'�energie m�ecanique associ�ees au probl�eme de stabilisation ainsi
que la r�eponse de la poutre. La loi de r�etroaction �etant calcul�ee avec N modes,
elle agit donc seulement sur les N modes de la r�eponse (voir paragraphe 4.2).

�Etant donn�e la m�ethode de calcul de la r�eponse, les modes plus �elev�es sont ex-
cit�es mais non stabilis�es. Nous allons donc �etudier une r�eponse calcul�ee avec un
nombre de modes plus �elev�es que celui utilis�e pour le calcul de la loi de r�etroaction.

On va distinguer deux cas :

{ soit la r�eponse est excit�ee �a l'instant initial pour un nombre de modes plus
faible que celui de la loi de r�etroaction,

{ soit la r�eponse �a tous ses modes excit�es initialement.

Pour le premier type de r�eponse, on calculera la variation du spill-over en fonction
du nombre de modes de la r�eponse.
On va �etudier en particulier l'in
uence des modes non observ�es sur le taux impos�e.

Exemple 34 V�eri�ons tout d'abord que la loi de r�etroaction n'agit pas sur le
sixi�eme mode en regardant le spectre correspondant �a notre probl�eme.

On voit �a la �gure 4.35 que les valeurs propres ont toutes leurs parties r�eelles
proches du taux impos�e, en r�ealit�e deux fois le taux, comme on l'a d�eja soulign�e,
�a l'exception d'une seule qui a une partie r�eelle nulle et qui correspond au mode
non observ�e.

4.7.1 Cas o�u ~N < N

Dans ce paragraphe, la r�eponse est excit�ee �a l'instant initial pour un nombre
de modes plus faible que celui de la loi de r�etroaction.

Les N premiers modes de la r�eponse seront donc excit�es �a l'instant t = 1=(Nt+ 1)
et stabilis�es au taux voulu. Par contre, les modes sup�erieurs n'�etant eux pas sta-
bilis�es vont être excit�es. L'apport �energ�etique le plus important des modes non
stabilis�es provenant du (N + 1) i�eme mode, c'est lui qui va contribuer essentiel-
lement �a ce que l'�energie ne d�ecrô�sse plus au bout d'un certain temps.
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Fig. 4.35 - Spectre pour ! = 2.

On prend les param�etres suivants :

N = 5; M = 20; T = S = 2; Nt = 2:103; (4.7.59)

et les donn�ees initiales :

�i(t = 0) = �0i(t = 0) = �i1; 8i = [1; : : : ;M ]: (4.7.60)

On a donc ~N = 1 < N .

Exemple 35 On repr�esente �a la �gure 4.36 de gauche (resp. de droite) l'histo-
rique de la norme H (resp. de l'�energie m�ecanique) pour ! valant successivement
2, 5 et 10.
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Fig. 4.36 - Pour ! = 2; 5 et 10, norme H (�a gauche) et �energie m�ecanique (�a
driote).
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Au premier abord, il peut parâ�tre paradoxal que l'on ait une �energie d'autant
plus grande que le taux de d�ecroissance impos�e soit grand.

Remarque 4.15 Pour l'�energie m�ecanique, cette augmentation est encore plus
importante. Ce n'est pas surprenant, �etant donn�e que cette norme agit sur les
modes de la r�eponse et de la vitesse avec un facteur multiplicatif�i suppl�ementaire
par rapport �a la norme H.

L'explication r�eside dans la propri�et�e remarquable observ�ee pr�ec�edemment sui-
vante : plus ! est �elev�e et plus les modes de la r�eponse sont excit�es au voisinage
de l'origine, même ceux qui ne le sont pas initialement (voir propri�et�e 4.4). Par
cons�equent, la loi de r�etroaction n'ayant pas d'action sur ces modes, l'apport
�energ�etique est d'autant plus grand.

Exemple 36 C'est bien ce que l'on observe comparativement �a la �gure 4.37 o�u
l'on repr�esente l'�evolution du mode non stabilis�e de la r�eponse pour ! = 2 (�a
gauche) et ! = 10 (�a droite).

0 0.5 1 1.5 2
-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

 temps en s.
0 0.5 1 1.5 2

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

 temps en s.

Fig. 4.37 - Sixi�eme mode de la r�eponse pour ! = 2 (�a gauche) et pour ! = 10
(�a droite).

Exemple 37 C'est encore plus 
agrant si l'on regarde l'historique de la r�eponse.

�A la �gure 4.38, on voit que la pollution provoqu�ee par le sixi�eme mode est beau-
coup moins importante pour ! = 2 (�gures du haut) que pour ! = 10 (�gures
du bas), o�u d�ej�a �a t = 0:5 seconde, la r�eponse a l'allure du sixi�eme mode.
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Fig. 4.38 - Historique de la r�eponse pour ! = 2 (en haut) et ! = 10 (en bas).

On �etudie maintenant une r�eponse exacte, c'est-�a-dire calcul�ee avec un nombre
in�ni de modes (M1 = 100 dans notre exemple.

Exemple 38 La �gure 4.39 de gauche montre la norme H d'une r�eponse cal-
cul�ee avec successivement 6, 10 et 100 modes �a laquelle on impose un taux de
d�ecroissance exponentielle de 10.

On observe que, quelque soit le taux impos�e !, la valeur minimale de la norme
H augmente peu.
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Fig. 4.39 - �A gauche (resp. droite) Norme H (resp. spectrogramme de la r�eponse)
pour ! = 10 avec une r�eponse calcul�ee successivement avec 6, 10 et 100 modes.

Si l'on prend N = 10 on voit que l'on est d�eja tr�es proche de la norme H de la
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r�eponse exacte calcul�ee pour N = 100 modes.

Exemple 39 �A la �gure 4.39 de droite, on repr�esente le spectrogramme de la
r�eponse pour les modes 4 �a 10.

On peut ainsi v�eri�er que les modes non contrôl�es sont tous excit�es et ont tous
une amplitude de l'ordre de 10�2. L'�ecrasement des hautes fr�equences par la
norme du probl�eme fait que leurs contributions �a l'augmentation de la norme est
n�egligeable.
�A la lumi�ere de ces premiers r�esultats on peut donc conclure qu'il n'y a pas de
transfert �energ�etique des basses fr�equences vers les hautes fr�equences.

4.7.2 Cas o�u ~N =M

On a les mêmes param�etres que ci-dessus, sauf les donn�ees initiales qui valent
cette fois-ci : 8>><

>>:
�i(t = 0) = 1; 8i = [1; : : : ;M ]

�0i(t = 0) =
�
1; 8i 2 f1; 3; 5g
0; 8i 2 f2; 4; 6g

(4.7.61)

Puisque ~N = M = 6 et que N < M , il est pr�evisible que les r�esultats vont être
encore moins bons que dans le cas o�u ~N < N < M .

Exemple 40 C'est bien ce que l'on observe �a la �gure 4.40 de gauche (resp.
de droite) o�u l'on a repr�esent�e l'�evolution de la norme H (resp. de l'�energie
m�ecanique) sur l'intervalle de temps (0; 1), pour les mêmes valeurs de ! crois-
santes que dans la �gure 4.36.
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Fig. 4.40 - Norme H pour ! = 2; 5 et 10 (�a gauche) et 'energie m�ecanique pour
! = 2 et 10 (�a driote).
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Tout d'abord, ces r�esultats nous montrent, ce qui �etait pr�evisible, que la norme
H ainsi que l'�energie m�ecanique, converge vers une valeur plus grande que celle
obtenue avec ~N < N . On remarque de plus que ind�ependamment du taux im-
pos�e, elles convergent vers la même valeur. A contrario du cas pr�ec�edent, leurs
d�ecroissances augmentent avec !.
L'explication en est simple. Dans le cas pr�ec�edent, le sixi�eme mode n'�etait pas
excit�e �a l'�etat initial, il �etait donc d'autant plus excit�e que le taux �etait �elev�e
pour la raison que l'on a d�eja donn�ee.
Dans notre exemple, ce mode �etant excit�e �a l'origine et non stabilis�e par la suite,
il vibre donc de fa�con constante par la suite et ceci quelque soit la valeur de !,
comme on peut le v�eri�er �a la �gure 4.41 o�u l'on a le repr�esent�e le sixi�eme mode
de la r�eponse pour ! = 2 et ! = 10.
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Fig. 4.41 - Sixi�eme mode de la r�eponse pour ! = 2 (�a gauche) et pour ! = 10
(�a droite).

Exemple 41 On regarde maintenant l'�evolution de la r�eponse pour ! = 2 et
pour ! = 10.

�A la di��erence du cas o�u ~N < N , la pollution modale touche autant, et même
l�eg�erement plus, ! = 2, que ! = 10, comme on peut le voir �a la �gure 4.42, o�u
l'on observe que les deux r�eponses sont contamin�ees par le sixi�eme mode.

Exemple 42 Finalement, comme pour ~N < N , on calcule la norme H d'une
r�eponse calcul�ee avec successivement 6, 20 et 200 modes, �a laquelle on impose un
taux de d�ecroissance exponentielle de 10.

Ce test montre clairement (�gure 4.43) qu'il n'y a pas de spill-over avec le nombre
M de modes de la r�eponse.
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Fig. 4.42 - Historique de la r�eponse pour ! = 2 (en haut) et ! = 10 (en bas).
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Fig. 4.43 - Norme H pour ! = 10 avec une r�eponse calcul�ee successivement avec
6,20 et 200 modes.

4.8 Convergence des �energies �a t = T en fonc-

tion de M = N

On �etudie la convergence en fonction du nombre de modes de la norme H et
de la fonctionnelle de Liapunov. On se �xe les param�etres suivants :

! = 1; T = S = 1; h = 2; 5:10�3; Nt = 103; M1 = 2:102 (4.8.62)

et les donn�ees initiales :

�i(t = 0) =
0:1

i2:6
; �0i(t = 0) = 0; 8i = [1; : : : ;M ]: (4.8.63)

Rappelons les notations standards :

x(t) = fy0(t);�y(t)g ; z(t) =
n
'0(t); '1(t)

o
; 8t � 0: (4.8.64)
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A priori, on n'a pas de r�esultats de convergence avec N 6= M , aussi on prend
N = M et on note xM (resp. zM) pour xM;M (resp. zM;M). On d�e�nit alors les
erreurs relatives suivantes :

D�e�nition 4.4

�(t) =
kxM(t)� x(t)kHkx(t)kH :

	(t) =
a! (fzM(t)� z(t)g ; fzM(t)� z(t)g)

a! (z(t); z(t))
:

(4.8.65)

Exemple 43 On repr�esente la convergence en fonction de M de �(t) et 	(t) �a
l'instant t = T en �echelle logarithmique �a la �gure 4.44.
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Fig. 4.44 - Convergence en fonction de M de �(t) (�a gauche) et 	(t) (�a droite)
�a t = T .

On a superpos�e �a chacunes des courbes la fonction
1

N2
. On observe une bonne

concordance entre les erreurs et cette fonction.

4.9 Sch�ema de Newmark

4.9.1 Introduction

Les sch�emas de Newmark constituent la famille de m�ethodes directes la plus
largement utilis�ee pour r�esoudre des probl�emes semi-discrets du type

M �d+ C _d+Kd = F: (4.9.66)

�A partir de ce probl�eme semi-discret, obtenu en g�en�eral apr�es discr�etisation par
�el�ements �nis de la formulation variationnelle d�eduite de l'�equation �a r�esoudre,
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on applique des formules de di��erences �nies d�ecrivant l'�evolution de la solution
approch�ee, ce qui nous permet de calculer par r�ecurrence, �a partir des donn�ees
initiales approch�ees, les termes approch�es suivants.

4.9.2 Algorithme de Newmark

On part de l'�equation du mouvement semi-discr�ete (4.9.66) o�u M est la ma-
trice de masse, C la matrice d'amortissement visqueux, K la matrice de raideur, F
est le vecteur des forces appliqu�ees, et d, _d et �d sont les vecteurs d�eplacement, vi-
tesse et acc�el�eration respectivement. On suppose queM , C etK sont sym�etriques,
M est d�e�nie positive et C et K sont semi-d�e�nies positives.
Le probl�eme de Cauchy pour (4.9.66) consiste �a trouver le d�eplacement d = d(t)
satisfaisant (4.9.66) et les donn�ees initiales :

d(0) = d0; _d(0) = v0 (4.9.67)

La famille de Newmark consiste en les �equations suivantes :

Man+1 + Cvn+1 +Kdn+1 = Fn+1 (4.9.68)

et

dn+1 = dn +�tvn +
�t2

2
[(1� 2�)an + 2�an+1] (4.9.69)

vn+1 = vn +�t [(1� 
)an + 
an+1] (4.9.70)

o�u dn, vn et an sont les approximations de d(tn), _d(tn) et �d(tn) respectivement.

L'�equation (4.9.68) est simplement l'�equation du mouvement exprim�ee en fonc-
tion des solutions approch�ees, et (4.9.68) et (4.9.70) sont des formules de di��erences
�nies d�ecrivant l'�evolution des solutions approch�ees.

Les param�etres � et 
 d�eterminent les propri�et�es de stabilit�e et de pr�ecision de
l'algorithme consid�er�e. Les �equations peuvent être vues comme trois �equations
qui d�eterminent les trois inconnues dn+1, vn+1 et an+1 sachant que dn, vn et an
sont d�etermin�ees par l'�etape de calcul pr�ec�edent.

4.9.3 Impl�ementation a-form

Il existe de nombreuses impl�ementations possibles, nous consid�erons celle ap-
pel�ee a-form.

D�e�nissons les pr�edicteurs :

~dn+1 = dn +�tvn +
�t2

2
(1� 2�)an (4.9.71)

~vn+1 = vn + (1� 
)�tan (4.9.72)
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Les �equations (4.9.68) et (4.9.70) peuvent alors être r�e�ecrites sous la forme :

dn+1 = ~dn+1 + ��t2an+1 (4.9.73)

vn+1 = ~vn+1 + 
�tan+1 (4.9.74)

(4.9.75)

Pour initier le calcul, a0 peut-être calcul�e comme

Ma0 = F � Cv0 �Kd0; (4.9.76)

ou sp�eci��e directement. La relation r�ecursive qui d�etermine an+1 est :

(M + 
�tC + ��t2K)an+1 = Fn+1 � C~vn+1 �K ~dn+1: (4.9.77)

Les �equations (4.9.73) et (4.9.74) sont alors utilis�ees pour calculer dn+1 et vn+1

respectivement.

4.9.4 Propri�et�es

Le sch�ema est implicite puisqu'�a chaque pas de temps on doit r�esoudre un
syst�eme d'�equations pour calculer le pas de temps suivant, mais en r�ealit�e une
seule factorisation est n�ecessaire tant que le pas de temps du sch�ema est constant.

Montrer qu'un tel algorithme est convergeant revient �a v�eri�er la stabilit�e et
la consistence du sch�ema. En e�et si ces deux propri�et�es sont v�eri��ees alors la
convergence du sch�ema est automatique.

Apr�es avoir rappel�e pour quelles valeurs des param�etres � et 
 du sch�ema ces pro-
pri�et�es sont v�eri��ees, et montrer par quelques exemples, ce qui peut se passer si
on les choisit de fa�con arbitraire, on �etudiera la pr�ecision du sch�ema, c'est-�a-dire
sa vitesse de convergence vis-�a-vis du pas de temps impos�e.

4.9.5 Conditions de stabilit�e

On rappelle que le sch�ema est conditionnellement stable si :


 � 1

2
et � <




2
: (4.9.78)

Dans ce cas, il existe une condition de stabilit�e :

�t � 
crit(
; �)

�hM
(4.9.79)

o�u �hM est la plus grande valeur propre du probl�eme aux valeurs propres associ�e �a
la structure stabilis�ee et 
crit(
; �) est une fonction qui n'est pas d�e�nie si � = 


2
.



152 4.9. Sch�ema de Newmark

Cette condition s'av�ere vite une contrainte s�ev�ere d�es que l'on consid�ere des
syst�emes de grandes tailles, aussi nous nous placerons dans le cas inconditionnel-
lement stable, c'est-�a-dire :

2� � 
 � 1

2
: (4.9.80)

Dans ce cas, il n'y a pas de restriction sur le pas de temps, et il n'y a pas d'amor-
tissement visqueux, ce qui n'est pas le cas si 
 > 1

2
. Pour plus de d�etails sur ces

points techniques on pourra regarder le T.J.R. Hughes [47].

Nous avons choisi la m�ethode inconditionnellement stable, dite �a acc�el�eration
moyenne, pour laquelle :

� =



2
et 
 =

1

2
: (4.9.81)

Cette m�ethode est la plus utilis�ee pour les applications de la dynamique structu-
relle. Par ailleurs, du fait que l'on ne v�eri�e pas la condition 
 > 1

2
, on n'introduit

pas d'amortissement algorithmique des hautes fr�equences.
Cette condition est n�ecessaire dans notre cas, puisque nous souhaitons avoir une
repr�esentation �d�ele des hautes fr�equences, ce qui n'est pas en g�en�eral le cas de
ceux qui pensent que :

"les modes �elev�es des �equations structurelles semi-discr�etes sont des art�efacts
du processus de discr�etisation et ne sont pas repr�esentatifs du comporte-
ment des Edp qui gouvernent le syst�eme"

dixit T.J.R. Hughes [47] p. 498. En�n la pr�ecision de cette m�ethode est d'ordre
2, comme d'ailleurs les autres m�ethodes de la famille des sch�emas de Newmark
pour lesquelles 
 = 1

2
.

4.9.6 In
uence des param�etres du sch�ema sur la stabili-

sation

Tout d'abord pr�ecisons que l'on se �xe un �t identique pour les calculs qui
vont suivre (�t = 10�3).

Si l'on prend des valeurs de 
 � 2 de plus en plus grandes, tout en conser-
vant la relation � = 


2
, il n'y a pas de d�et�erioration notable des r�esultats.

Par contre, pour 
 < 2, plus 
 est petit et plus l'�energie de la r�eponse augmente
jusqu'�a ne plus d�ecrô�tre.

Exemple 44 Ces deux remarques sont illustr�ees �a la �gure 4.45 o�u l'on a pris
successivement pour 
 les valeurs 2, 1

2
et 1

40
, avec � = 


2
.
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Fig. 4.45 - Normes H calcul�ees avec 
 = 2, 1/2 et 1/40 (� = 

2
).

Pour 
 = 2 la d�ecroissance de la norme H est quasiment identique �a celle obtenue
pour le 
 ad hoc; alors que pour 
 = 1

40
�a partir de t � 1

2
le taux de d�ecroissance

correspond �a celui recherch�e, on a en quelque sorte une diminution de l'amor-
tissement. L'explication de ce ph�enom�ene vient de ce que dans le dernier cas les
modes �elev�es de la r�eponse sont mal calcul�es.

Exemple 45 C'est ce qu'on illustre �a la �gure 4.46 en comparant les premiers
(resp. les cinqui�emes) modes des r�eponses calcul�ees pour 
 = 1

2
et 
 = 1

40
.
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Fig. 4.46 - �A gauche (resp. �a droite) premiers modes (resp. cinqui�emes modes)
de la r�eponse calcul�ee avec des � et 
 di��erents.

En conclusion, on peut dire que si l'on fait un choix de � et de 
 tel que le sch�ema
ne soit pas inconditionnellement stable, on peut obtenir une r�eponse (et une vi-
tesse) fausse qui entraine une interpr�etation erron�ee des r�esultats de convergence
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de la norme H ou de la fonctionnelle de Liapunov, comme l'a illustr�e l'exemple
de la �gure 4.45.

4.9.7 Convergence en fonction du nombre d'it�erations

On �etudie la convergence de la r�eponse en fonction du nombre d'it�erations Nt
du sch�ema de Newmark.

Exemple 46 La �gure 4.47 de gauche (resp. de droite) montre l'�evolution de la
norme H (resp. la fonctionnelle de Liapunov) en fonction de Nt.
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Fig. 4.47 - ENt(t) (�a gauche) et ~ENt(t) (�a droite) �a t = T en fonction de Nt
(M = N = 20).

Exemple 47 La �gure 4.48 nous montre l'erreur relative par rapport �a la valeur
asymptotique Nt = 2:103.

Pour la �gure de gauche (resp. de droite) correspondant �a la norme H (resp. la
fonctionnelle de Liapunov), on a un taux de o(Nt�9=4) (resp. o(Nt�2)).

4.10 Fonctionnelle de coût

4.10.1 Rappels :

Dans la construction d'une loi de r�etroaction comme solution d'un probl�eme
de contrôle optimal on a le choix entre une in�nit�e de fonctionnelle de coût.
La m�ethode propos�ee par J.-L. Lions [84] est bas�ee sur la d�emonstration de la
contrôlabilit�e exacte �a l'aide de l'algorithme HUM aussi la fonctionnelle choisie
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Fig. 4.48 - �(t) (�a gauche) et 	(t) (�a droite) �a t = T en fonction de Nt
(M = N = 20).

est celle correspondant �a cet algorithme. Par exemple dans le cas de l'�equation
des ondes unidimensionnelle, on prend :

J(z; u) =
Z T

0
y(x; t)dt+

Z T

0
u2 dt: (4.10.82)

Cette fonctionnelle est particuli�erement simple mais les op�erateurs de stabili-
sation qui d�e�nissent le feedback obtenus par r�esolution d'�equations de Riccati
alg�ebriques in�nidimensionnelles ne sont pas donn�es explicitement.

A contrario, la m�ethode de Komornik n'est pas bas�ee sur la d�eduction de la
loi de r�etroaction �a partir de l'algorithme HUM mais sur une modi�cation de
l'op�erateur � de HUM qui permet de construire explicitement les op�erateurs de
stabilisation. La fonctionnelle de coût associ�ee (voir V. Komornik [59] p.1600) est
plus complexe :

J(z; u) =
Z 1

0
2! ~E(t)dt+

Z 1

0
u2 dt: (4.10.83)

Exemple 48 On a fait varier ! de 1 �a 100 et on superpose les fonctionnelles de
coûts correspondants �a S = 1 et S = 10 �a la �gure 4.49.

On remarque qu'il y a une valeur critique de ! d'environ 20, au-dessus de laquelle
J(y; v) explose.
On v�eri�e bien que la fonctionnelle de coût est une fonction d�ecroissante de S
puisqu'elle diminue environ d'un facteur 10 pour les di��erents taux impos�e.
On a e�ectu�e un zoom sur les ! �a la �gure de droite, ce qui permet d'observer
que la croissance en fonction de ! est plus importante pour les ! faibles, pour
S = 10 que pour S = 1, et inversement pour les ! grands.
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Fig. 4.49 - Variation de la fonctionnelle coût en fonction de ! pour S = 1 et
S = 10 (�a gauche) et \zoom" sur les ! petits (�a droite).

4.11 Deuxi�eme version

La di��erence fondamentale par rapport �a la premi�ere version de la loi de
r�etroaction de Komornik vient de ce que l'on n'est plus libre dans le choix du
temps d'observation S.
En e�et, on a par d�e�nition :

S = T! = T + 1=(2!): (4.11.84)

On a donc, puisque T et ! sont strictements positifs,

S > T et S > 1=(2!): (4.11.85)

Par cons�equent, si l'on �xe T comme dans les tests num�eriques pr�ec�edents valant
1, on doit prendre S = 1 + 1=(2!). On ne peut donc plus prendre S = 1.
Pour des ! plus petit que 1, T est de l'ordre de S; par contre, pour des ! petits,
S est de l'ordre de 1=!. Tout cela exclut les cas �etudi�es avec pour T = 1, S
inf�erieure �a 1. De même, les cas o�u ! est tr�es petit et S �x�e valant 1.

Ces remarques �el�ementaires permettent de dire par avance qu'avec cette condi-
tion sur le temps d'observation, on �elimine tous les cas o�u les ! et les S sont petits.

Observations :

{ les cas o�u les ! sont tr�es grands, c'est-�a-dire o�u S est donc de l'ordre de T ,
d'apr�es la d�e�nition de T!, sont �a exclure de cette �etude et seront trait�es
dans le paragraphe suivant.

{ les tests num�eriques ant�erieurs con�rment la d�ependance de S en fonction
de T et !�1 qui est impos�ee par la d�e�nition de T!.
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4.11.1 Fonctionnelle de Liapunov

Nous allons v�eri�er que l'utilisation de la version modi��ee de l'op�erateur de
Komornik est n�ecessaire pour des ! petits en �etudiant la convergence de l'�energie
�a l'instant t = T en fonction de !.

Remarque 4.16 �Etant donn�e que la fonctionnelle de Liapunov d�ecrô�t exponen-
tiellement en �!, on en d�eduit ais�ement que la fonctionnelle de Liapunov �nale
aussi. Mais, comme on a observ�e pr�ec�edemment que la fonctionnelle de Liapunov
d�ecrô�t deux fois plus vite que la valeur th�eorique, on doit donc s'attendre �a une
d�ecroissance avec un taux deux fois plus �elev�e.

On e�ectue tout d'abord cette �etude avec la loi de r�etroaction primitive pour
S = T = 1, a�n de comparer ces r�esultats avec ceux obtenus avec la nouvelle loi
de r�etroaction.

Exemple 49 �A la �gure 4.50 de gauche, on fait varier ! de 10�3 �a 10�1.
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Fig. 4.50 - Variation de l'�energie �nale en fonction de ! (premi�ere version de
la loi de r�etroaction).

On obtient un taux de d�ecroissance de �!, c'est-�a-dire le taux th�eorique, mais
pas celui attendu d'apr�es les remarques introductives.
A contrario, pour ! compris entre 1 et 10, on obtient une d�ecroissance expo-
nentielle en �2! (�gure 4.50 de droite). Cet exemple mais bien en �evidence le
probl�eme li�e aux taux petits.

Exemple 50 Par contre, si l'on utilise la loi de r�etroaction modi��ee, on n'a plus
ce ph�enom�ene pour les ! petits, comme le montre la �gure 4.51 de gauche.

Pour �nir, la �gure 4.51 de droite, o�u ! est compris entre 10�3 et 2, illustre le
comportement divergent des deux calculs �a partir de ! plus petit que 1.
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Fig. 4.51 - Variation de l'�energie �nale en fonction de ! (seconde version) (�a
gauche) et comparaison pour ! plus petit que 1 des deux versions (�a droite).

Par contre, le choix de S n'est pas indi��erent comme on va le montrer de fa�con
rigoureuse lors de l'�etude du rapport de Eq(t) et de la norme H.
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Fig. 4.52 - Fonctionnelle de Liapunov pour S = 2:10�1 (�a gauche) et 10�1 (�a
droite).

En e�et, on observe �a la �gure 4.52 que plus S est petit et plus Eq(t) �a un taux de
d�ecroissance �elev�e, jusqu'�a avoir un comportement assez irr�egulier au voisinage
de t = S, puis d�ecrô�tre de nouveau r�eguli�erement, mais avec un taux encore plus
important.

Il existe donc un temps d'observation S au-dessous duquel l'�energie diminue �a
une vitesse arbitrairement grande.
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Une explication simple de ce comportement r�eside dans le tr�es mauvais condi-
tionnement de K!;2N pour des valeurs de S trop petites.
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Fig. 4.53 - Variation du conditionnement de K!;2N en fonction de S.

Pour des valeurs de S inf�erieures �a 10�1, on a explosion du conditionnement et
ceci quelque soit !, comme le montre la �gure 4.53 o�u l'on voit l'�evolution du
conditionnement en fonction de S, S variant de 2:10�2 �a 0:5 avec un pas de 10�2.
On observe par contre que pour des valeurs de S assez grandes, le conditionne-
ment est constant en S (en ! c'est toujours le cas).

Maintenant on consid�ere le cas particulier o�u S est tr�es petit, par exemple
S = 10�1. Et �nalement, on conclut l'�etude de ~E(t) en consid�erant le cas o�u
! est petit.

Exemple 51 Tout d'abord, on compare �a la �gure 4.54 les r�esultats obtenus
avec les deux versions.

La fonctionnelle de Liapunov, calcul�ee avec la version modi��e, a un taux de
d�ecroissance plus conforme �a celui que l'on veut imposer, alors que l'autre d�ecrô�t
trop vite.

4.11.2 �Etude de C(!; S)

On reprend les calculs e�ectu�es avec la loi de r�etroaction usuelle.

Premi�ere m�ethode De mani�ere surprenante, on a des r�esultats identiques; même
pour des ! qui sont petits.

Troisi�eme m�ethode On a observ�e avec la loi de r�etroaction primitive que le taux
exponentiel de C(!; S) �etait di��erent selon que ! �etait compris entre 10�1 et 1
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Fig. 4.54 - Fonctionnelle de Liapunov (�a gauche) et les termes n�eglig�es pour
! = 10�1 (Komornik usuel et modi��e) (�a droite).

ou 1 et 10. On refait le calcul avec l'op�erateur modi��e pour des ! appartenant �a
la fois �a ces deux intervalles.
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Fig. 4.55 - C1(!; :); C2(!; :) et C(!; :) pour S �x�e.

Cette fois-ci on obtient un taux de convergence identique pour tous les ! (�gure
4.55).

4.11.3 Fr�equences vibratoires

Reprenons dans l'ordre les tests e�ectu�es au paragraphe 4.5.

Le premier test est irr�ealisable avec la nouvelle version, en e�et si ! = 1, on



Chapitre 4. 161

a n�ecessairement S > 1=2. Si l'on veut �a tout prix prendre S = 10�1, on doit
avoir ! > 5.

Exemple 52 Dans le premier exemple, on calcule le spectre associ�e �a notre
probl�eme avec ! = 6 et donc T = 1=60 pour avoir S = 10�1.
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5000

Fig. 4.56 - � pour ! = 6 et T = 1=60 (donc S = 10�1) (�a gauche) et pour ! = 1
et T = 10�1 (donc S = 0:6) (�a droite).

Le r�esultat n'est gu�ere meilleur que celui obtenu avec la loi de r�etroaction primi-
tive (�gure 4.17), comme on peut le voir �a la �gure 4.56 de gauche.

Exemple 53 Consid�erons maintenant le cas plus r�ealiste o�u l'on ne s'obstine pas
�a prendre S = 10�1, mais o�u l'on conserve ! = 1; par exemple, avec T = 10�1.

Dans ce cas, le r�esultat est meilleur (�gure 4.56 de droite), mais on obtient
une valeur qui est encore assez �eloign�ee de celle voulue puisque l'on obtient
Re(�) < �3:38.

Comme dans le deuxi�eme test avec l'op�erateur usuel, on fait donc varier T et
donc !, simplement la di��erence r�eside dans la translation de 1=(2!) op�er�ee par
la d�e�nition de S.

Maintenant, consid�erons le cas o�u ! = 10�1 et S sont variables. Comme pr�ec�edemment,
on ne peut prendre S � 1=(2!), c'est-�a-dire S � 1=2.

Exemple 54 On prend ! = 10 et on fait varier S de la même fa�con que
dans le cas usuel o�u S = 3:10�1; 3; 5:10�1; 5:10�1, il faut donc prendre T =
1=4; 33=140; 9=20 pour obtenir les mêmes valeurs de S.

On voit �a la �gure 4.57 de droite que les r�esultats sont meilleurs.
On peut donc dire, vu ces derniers r�esultats, que la di��erence r�eside essentielle-
ment dans le fait que, grâce au nouvel op�erateur, on ne peut prendre des valeurs
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Fig. 4.57 - � pour ! = 1 et T variable (�a gauche) et pour ! = 10 et S variable
(�a droite).

de S ind�ependamment du choix de !, et donc en particulier des S trop petits.
N�eanmoins, on ne peut prendre un T trop petit comme l'on montrait les tests
des paragraphes pr�ec�edents.

4.11.4 Conclusion

Il faut donc dans ce cas adopter une autre strat�egie de stabilisation. De plus,
quelque soit la valeur prise de ! grande, on ne peut d�ecider d'allonger le temps
d'observation proportionnellement. Notamment du point de vue des applications,
il est clair que l'on peut avoir besoin de stabiliser avec un taux �elev�e en un laps
de temps court. C'est pourquoi, une id�ee assez naturelle consiste �a appliquer une
loi de r�etroaction avec un taux variable.
C'est ce que l'on va �etudier dans le paragraphe suivant.

4.12 Loi r�egularis�ee

4.12.1 Introduction

On a observ�e dans les paragraphes pr�ec�edents que plus le taux de d�ecroissance
! �etait grand et plus la norme H augmentait apr�es l'instant initial avant de
d�ecrô�tre au taux impos�e. Plus pr�ecis�ement, on a v�eri��e num�eriquement, que pour
tout ! sup�erieur �a 1, le sup sur [0; T ] de la norme H est strictement sup�erieur �a
1. Ce ph�enom�ene est du �a une absence de r�egularit�e �a l'instant initial. La valeur
de la loi de r�etroaction �a l'instant z�ero n'est pas compatible avec l'�etat initial, en
e�et, on a le plus souvent :

@y

@x
(L; 0) 6= v(0): (4.12.86)
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Exemple 55 C'est bien ce que l'on a observ�e num�eriquement, plus ! est grand
et plus il y a incompatibilit�e (voir paragraphe 4.6, �gure 4.34 de droite ou �gure
4.58 de gauche ci-dessous).
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Fig. 4.58 - Loi de r�etroaction sans r�egularisation (�a gauche) et contenu
fr�equentiel correspondant (�a droite).

Remarquons en�n que cela ampli�e le spill-over (�gure 4.58 de droite).

On va �etudier ind�ependamment chacune des r�egularisations avant d'analyser la
loi g�en�erale.

Pour les tests qui vont suivre, on prend les param�etres suivants :

!0 = 40; (4.12.87)

T = S = 1; N =M = 5; h = 1=400; Nt = 104 (4.12.88)

et les donn�ees initiales :

�i(t = 0) =
0:1

i2:6
; �0i(t = 0) = 0; 8i = [1; : : : ;M ]: (4.12.89)

4.12.2 R�egularisation avec cut-o�

Tout d'abord, on se �xe arbitrairement un temps de r�egularisation :

T � = 1=10: (4.12.90)

Exemple 56 On repr�esente �a la �gure 4.59 de gauche la loi de r�etroaction
r�egularis�ee.
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Fig. 4.59 - Loi de r�etroaction avec cut-o� (�a gauche), cinqui�eme mode de la
r�eponse pour la version originale et pour celle avec cut-o� (�a droite).

Comme on l'a d�eja remarqu�e dans l'introduction, grâce �a l'application de �(t) on
�elimine le choc initial (v(0) = �28; 263 pour la version non r�egularis�ee), puisque
�(0) = 0 =) v(0) = 0. De plus, on diminue l'amplitude maximum de la loi de
r�etroaction par 100. La nouvelle loi a par contre un nombre d'oscillations plus
important sur l'intervalle [0; T �].
Si l'on regarde �a la �gure 4.59 de droite la contribution du cinqui�eme mode de la
r�eponse, on voit que le choc a �et�e d�ecal�e en temps, tout en �etant diminu�e.

Exemple 57 On compare maintenant les normes H calcul�ees avec la version
originale et avec celle r�egularis�ee. On voit qu'avec la nouvelle loi on conserve la
même d�ecroissance exponentielle globale (�gure 4.60 de gauche).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
10

-30

10
-25

10
-20

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

temps en s.

no
rm

e 
H

norme H

 __ : version originale

 .... : cut-off

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

temps en s.

no
rm

e 
H

norme H

 __ : version originale

 .... : cut-off

Fig. 4.60 - Comparaison entre la norme H calcul�ee avec la loi de r�etroaction
originale et celle avec cut-o� (�a gauche) et \zoom" sur l'instant initial (�a droite).
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En faisant un \zoom" sur l'instant initial (�gure 4.60 de droite), on observe que
la norme H n'augmente plus autant apr�es l'instant initial, on n'a plus d' "ex-
plosion"; mais cependant on a encore une l�eg�ere augmentation par rapport �a sa
valeur d'origine, dans notre exemple de l'ordre du %.

Le maximum de la norme H est �evidemment fonction de T � et de d� la r�egularit�e
de �(t).

Exemple 58 On repr�esente �a la �gure 4.61, le pourcentage d'augmentation de
ce sup par rapport �a l'�etat initial.
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Fig. 4.61 - Pourcentage d'augmentation par rapport �a l'�etat initial du maximum
de la norme H en fonction de T � et pour di��erents d�.

Par exemple, si l'on prend d� = 0, c'est-�a-dire �(t) a�ne, on a une valeur maxi-
mum qui est au minimum de l'ordre du %, même pour T � = 1. Par contre si
d� = 1, comme pour les calculs pr�ec�edents, il su�t de prendre T � = 1=10 pour
n'avoir qu'une augmentation de l'ordre du %.
Le r�esultat fondamental est le suivant :

quelque soit la valeur de T � on a toujours augmentation de la norme H.

En e�et, pour la valeur de T � la plus grande possible, c'est-�a-dire, T � = 1,
on a une augmentation de l'ordre de 10�5 pour d� = 2.
D'autre part plus la r�egularit�e est �elev�ee et plus l'augmentation est faible comme
le montre clairement les r�esultats. Par exemple pour d� = 6 et T � = 1, on obtient
10�11.
On remarque de plus que l'importance de la r�egularit�e augmente avec T �.

On choisira donc la r�egularit�e de �(t) et le temps de r�egularisation T � selon
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la valeur de l'augmentation que l'on veut atteindre. �Etudions maintenant l'e�et
du spill-over.

Exemple 59 On prend un nombre de mode de la r�eponse plus �elev�e que celui
utilis�e pour calculer la loi de r�etroaction, par exemple M = 10.

On commence par comparer les normes H �a la �gure 4.62 de gauche.
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Fig. 4.62 - Comparaison entre la norme H calcul�ee avec la loi de r�etroaction
originale et celle avec cut-o� (�a gauche) et contenu fr�equentiel de la r�eponse avec
cut-o� (�a droite), pour N < M .

On voit que la pollution a fortement diminu�ee puisque l'on a même obtenu une
d�ecroissance de cette norme jusqu'�a une valeur de l'ordre de 10�2.
Si l'on regarde maintenant le contenu fr�equentiel de la r�eponse, on voit qu'avec
la nouvelle version les modes non contrôl�es ont une amplitude beaucoup plus
faible, tout en �etant beaucoup moins oscillants (voir �gure 4.58 de droite pour
la version originale). Seul le sixi�eme mode de la r�eponse semble encore fortement
excit�e comme on le voit �a la �gure 4.62 de droite.

On peut remarquer comme conclusion de l'�etude du spill-over que la valeur mini-
male de la norme H not�ee Er, ainsi que le temps de stabilisation Ts, c'est-�a-dire
le temps que met la solution �a atteindre cette valeur plafond nous fournissent
un crit�ere de choix du temps de r�egularisation T � ainsi que de d� le degr�e de
r�egularit�e de �(t). Nous allons donc calculer la variation de Er et Ts en fonction
de T � et de d�.

D'apr�es la concavit�e de la surface de la �gure 4.63 de gauche, on peut dire que
l'�energie r�esiduelle d�ecrô�t en fonction de T � jusqu'�a une valeur plafond de l'ordre
de 10�3, et ensuite oscille autour de cette valeur, ceci quelque soit la r�egularit�e
de �(t).
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Fig. 4.63 - L'�energie r�esiduelle Er (�a gauche) et le temps de stabilisation Ts (�a
droite), en fonction de T �.

Par contre, le minimum de Er d�epend de d� et est atteint pour le couple [T
�; d�] =

[1=4; 2].
L'interpr�etation de la �gure 4.63 de droite, et donc de la variation du temps de
stabilisation en fonction de T � et d�, est encore plus ais�ee. Plus T� est petit et
plus Ts est grand, ceci quasiment quelque soit la r�egularit�e de �(t). Le minimum
est donc atteint pour le T � le plus grand, qui n'est autre que le cas o�u l'on n'ap-
plique pas de r�egularisation. Le d� optimal correspond �a �(t) a�ne.

Er et Ts ont donc un comportement inverse vis-�a-vis de T �. Mais, �etant donn�e
que la variation de l'�energie r�esiduelle en fonction de T� est beaucoup plus rapide
que celle de Ts, le minimum selon ces deux crit�eres est celui obtenu �a l'aide du
premier, soit pour [T �; d�] = [1=4; 2].

4.12.3 R�egularisation avec taux variable

De même que pour la loi pr�ec�edente, on se �xe un temps de r�egularisation
arbitraire. On prend a�n de faciliter la comparaison avec la loi avec cut-o� le
même temps :

T ! = 1=10: (4.12.91)

Tout d'abord remarquons qu'�a la di��erence de la loi en �(t), celle-ci n'impose pas
une valeur nulle en z�ero de loi de r�etroaction. En e�et, puisque !(t = 0) = 0, on
applique l'op�erateur � de la m�ethode HUM pour calculer la loi de r�etroaction �a
l'instant initial. Or on sait que la valeur en z�ero du contrôle obtenu �a l'aide de
cet op�erateur, du moins dans sa version usuelle, est non nulle (voir le chapitre
pr�ec�edent).
Ainsi dans l'exemple de la �gure 4.64 de gauche, la valeur en z�ero est d'environ
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Fig. 4.64 - Loi de r�etroaction avec taux variable (�a gauche) et cinqui�eme mode
de la r�eponse pour les versions originale et avec taux variable (�a droite ).

1:10�3. On remarque la loi de r�etroaction est plus r�eguli�ere que celle avec cut-o�
et d'amplitude l�eg�erement plus faible. Si l'on regarde le cinqui�eme mode de la
r�eponse, on voit (�gure 4.64 de gauche) que celui-ci a �et�e fortement r�egularis�e,
en particulier son amplitude a encore �et�e diminu�e par rapport �a la loi avec cut-o�.

De même que pour la loi avec cut-o�, la norme H avec taux variable d�ecrô�t
globalement comme la norme H originale, mais avec un l�eger retard (�gure 4.65
de gauche).
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Fig. 4.65 - Comparaison entre la norme H calcul�ee avec la loi de r�etroaction
originale et celle avec taux variable (�a gauche) et \zoom" sur l'instant initial (�a
droite).

Par exemple, �a t = 0:15, la norme vaut de l'ordre de 10�2 au lieu de 10�7 pour la
loi originale. Par contre, la norme n'augmente pas pour le T ! choisit (�gure 4.65
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de droite).

L'action du cut-o� sur la diminution de l'augmentation de la norme H est tr�es
di��erent de celui de la loi avec taux variable sur deux points essentiels :

1. Plus !(t) est r�eguli�ere et plus le maximum est important. En e�et, comme
on peut le voir �a la �gure 4.66, c'est pour d! = 1 que le maximum est le
plus faible.
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Fig. 4.66 - Pourcentage d'augmentation par rapport �a l'�etat initial du maximum
de la norme H en fonction de T !.

2. Pour un T ! assez grand il n'y a plus d'augmentation de la norme H.

La loi en !(t) est �egalement plus e�cace pour faire diminuer le spill-over. En
e�et, la valeur r�esiduelle de la norme H est beaucoup plus faible, de l'ordre de
10�4, que pour la loi avec cut-o� (�gure 4.67).
La comparaison du contenu fr�equentiel des deux lois r�egularis�ees est frappante.
En particulier, on voit �a la �gure 4.67 de droite que le sixi�eme mode de la r�eponse
a une amplitude beaucoup plus faible que pour celui obtenu avec la loi avec cut-
o� (�gure 4.62 de droite).

Comme pour �(t), on �etudie la variation de l'�energie r�esiduelle en fonction de
T ! et d!.
On observe �a la �gure 4.68 de gauche que, comme pour T � celle-ci d�ecrô�t en
fonction du temps de r�egularisation.
Mais avec le taux variable cette d�ecroissance est beaucoup plus rapide. En e�et,
la valeur plafond de l'�energie r�esiduelle est atteinte pour un temps deux fois plus
court, de plus cette valeur est, elle-aussi, deux fois plus faible. Le choix de T ! est
donc d�eterminant, mais celui de la r�egularit�e aussi.
En e�et, de fa�con surprenante, plus la fonction r�egularisante !(t) est r�eguli�ere et
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Fig. 4.67 - Comparaison entre la norme H calcul�ee avec la loi de r�etroaction
originale et celle avec taux variable (�a gauche) et contenu fr�equentiel calcul�e avec
!(t) (�a droite), pour N < M .

plus l'�energie r�esiduelle est grande. Qui plus est, ce choix est important puisque
la variation de Er est encore plus grande pour le T

! optimal. Le couple optimal
est donc, selon ce premier crit�ere, [T !; d!] = [1=25; 0].

La variation du temps de stabilisation pour le taux variable est �egalement la
même que pour le cut-o� : Ts est une fonction croissante de T !. De plus, Ts ne
varie quasiment pas en fonction de d!; sauf pour le T

! optimal pour le crit�ere
pr�ec�edent et dans ce cas la r�egularit�e de !(t) la meilleure est celle la plus �elev�ee.
Mais comme la croissance de Ts est beaucoup plus lente que ne l'est la d�ecroissance
de l'�energie r�esiduelle, le minimum pour ces deux crit�eres est donc encore celui
de Er, soit [T

!; d!] = [1=25; 0].

4.12.4 R�egularisation avec cut-o� et taux variable

Dans ce paragraphe on applique les deux r�egularisations simultan�ement. On
se �xe les mêmes temps de r�egularisations, ainsi que les mêmes r�egularit�es, que
pour le cut-o� et le taux variable pris s�epar�ement, c'est-�a-dire :

T ! = T � = 1=10; d! = d� = 1: (4.12.92)

On regarde en premier lieu l'historique de la loi de r�etroaction (�gure 4.69 de
gauche).
On voit que son comportement est quasiment identique �a celui de la loi de
r�etroaction avec taux variable seul. On peut faire la même remarque en ce qui
concerne le cinqui�eme mode de la r�eponse (�gure 4.69 de droite).
Pour le comportement, aussi bien global que local (au voisinage de l'origine) de
la norme H (voir �gure 4.70), on a encore le même type de similitude avec le taux
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Fig. 4.69 - Loi de r�etroaction avec cut-o� et taux variable (�a gauche) et 5 �eme
mode de la r�eponse pour la version originale et pour celle r�egularis�ee (�a droite).

variable; en particulier on n'a plus d'augmentation de la norme H apr�es l'instant
initial.
D'apr�es ces premi�eres remarques, il est clair que pour les param�etres choisis la
loi de r�etroaction se comporte comme si le cut-o� n'agissait pas.
Selon le choix des param�etres, on peut favoriser l'une ou l'autre des r�egularisa-
tions. Dans notre exemple, il est clair d'apr�es les deux paragraphes pr�ec�edents
que T � est trop faible pour que le cut-o� agisse aussi bien que le taux variable.

Comme pour les r�egularisations appliqu�ees individuellement, il existe un choix
optimal des param�etres.

On va tout d'abord chercher les param�etres qui minimisent l'augmentation de
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Fig. 4.70 - Comparaison entre la norme H calcul�ee avec la loi de r�etroaction
originale et celle r�egularis�ee (�a gauche) et zoom sur l'instant initial (�a droite).

la norme H au voisinage de l'instant initial.

On pr�esente aux �gures 4.71 �a 4.75 le pourcentage d'augmentation de la norme H
pour une r�egularit�e donn�ee fd!; d�g 2 ff0; 1; 2g ; f0; 1; 2gg en fonction du couple
fT !; T �g.
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Fig. 4.71 - Pourcentage d'augmentation de la norme H pour fd!; d�g = f0; 0g
(�a gauche) et fd!; d�g = f0; 1g (�a droite)

Plus T ! et T � sont grands et plus l'augmentation diminue.
Pour T ! > T0(d!), il n'y a plus d'augmentation, la borne obtenue d�epend tou-
jours de la r�egularisation (voir �gure 4.75). Par contre, pour T � il n'y a pas de
borne inf�erieure.
En ce qui concerne la r�egularit�e, plus !(t) est r�eguli�ere et plus il y a d'aug-
mentation, et inversement pour �(t) comme on l'a vu pr�ec�edemment. Il su�t de
comparer les r�esultats obtenus pour fd!; d�g = f0; 0g (�gure 4.71 de gauche) et
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Fig. 4.72 - Pourcentage d'augmentation de la norme H pour fd!; d�g = f0; 2g
(�a gauche) et fd!; d�g = f1; 0g (�a droite)

fd!; d�g = f2; 0g (�gure 4.74 de gauche).
Par contre, d�es qu'on augmente en r�egularit�e sur �(t), la d�ecroissance est tr�es
importante : comparer par exemple fd!; d�g = f0; 0g avec fd!; d�g = f0; 2g (�-
gure 4.72 de droite).

En conclusion on peut dire que les param�etres optimaux pour ce crit�ere sont
ceux obtenus pour chacune des r�egularisations appliqu�ees ind�ependamment, soit
T � le plus grand possible et T ! > T0(d!).
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Fig. 4.73 - Pourcentage d'augmentation de la norme H pour fd!; d�g = f1; 1g
(�a gauche) et fd!; d�g = f1; 2g (�a droite)
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Fig. 4.75 - Pourcentage d'augmentation de la norme H pour fd!; d�g = f2; 2g
(�a gauche) et r�egularit�ees optimales (�a driote).
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Chapitre 5

Treillis : contrôlabilit�e exacte

5.1 Introduction

L'�etude du contrôle et de la stabilisation des grandes structures 
exibles, ou
plus g�en�eralement des multistructures, a connu ces derni�eres ann�ees un int�erêt
croissant pour des raisons tant pratiques que th�eoriques. En e�et, le d�eveloppement
de nouveaux outils en th�eorie du contrôle a permis d'a�ner la compr�ehension du
comportement dynamique de structures de plus en plus complexes.

5.1.1 G�en�eralit�es sur les multistructures

On peut d�e�nir une multistructure comme le couplage d'�el�ements structuraux.
Plus pr�ecis�ement, on peut caract�eriser essentiellement une multistructure �a l'aide
des quatre donn�ees suivantes :

{ le nombre de ses composantes

{ le type d'�el�ements structuraux qui la compose

{ la nature des jonctions entre ses �el�ements structuraux

{ sa g�eom�etrie

Nous allons faire rapidement quelques commentaires sur le rôle de ces di��erents
param�etres dans l'�etude de la contrôlabilit�e exacte d'une multistructure.

On pourrait penser que l'analyse du comportement vibratoire et plus pr�ecis�ement
de la contrôlabilit�e exacte des multistructures d�epend fortement du nombre de
ces composantes or il s'av�ere que c'est certainement la moins importante des pro-
pri�et�es caract�erisant une multistructure que nous venons d'�enum�erer.
Par exemple, une multistructure compos�ee uniquement de poutres d'Euler-Navier-
Bernoulli reli�ees rigidement bout-�a-bout et contrôl�ee en 
exion �a l'une de ces
extr�emit�es est l'un des exemples les plus simple de multistructures, et ceci quelque
soit le nombre de ses composantes (voir G. Chen, M.C. Delfour, A.M. Krall et
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G. Payre [33] pour l'�etude de la contrôlabilit�e exacte et de la stabilisation).

Le type d'�el�ement structurant est �evidemment d'importance et les premi�eres
�etudes ont consid�er�e les �el�ements structuraux les plus simples possibles : les cordes
ou les poutres d'Euler-Navier-Bernoulli. En fait, comme le montre la majorit�e des
travaux e�ectu�es dans ce domaine, le comportement des multistructures d�epend,
certes du type de syst�emes d'�equations consid�er�ees, mais de mani�ere plus essen-
tielle de la fa�con dont les �el�ements structuraux sont coupl�es, autrement dit des
jonctions.
Par exemple, le simple fait de rajouter des masses aux points de jonctions modi�e
compl�etement le comportement vibratoire de la structure et par la même l'e�-
cacit�e des lois de commandes qui sont appliqu�ees (voir E.B. Lee et Y. You [77],
B.B. King [52], S. Hansen et E. Zuazua [45], C. Castro et E. Zuazua [23, 24] et
C. Castro [22]). On peut �egalement citer l'�etude vibratoire de syst�emes coupl�es
�a l'aide de jonctions non-lin�eaires de type oscillateur de Van der Pol (voir G.
Chen, J. Zhou et S. Hsu [34]). En�n, notons que les jonctions ne servent pas uni-
quement �a connecter entre eux les �el�ements structuraux mais peuvent �egalement
servir d'actionneurs.

En�n, last but not least, comme l'ont montr�e th�eoriquement les travaux de J.E.
Lagnese, G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt (voir [67], [49] et [50] pour ne citer
que quelques articles), la g�eom�etrie des multistructures est cruciale par la fa�con
dont les �el�ements structuraux sont assembl�es. Nous pr�eciserons plus loin dans
l'introduction les propri�et�es qu'ils ont exhib�ees.

5.1.2 Mod�elisation de la dynamique des multistructures

Apr�es ces quelques remarques tr�es g�en�erales concernant la contrôlabilit�e exacte
d'une multistructure, revenons �a l'�etude proprement dite de leur dynamique et
des types de mod�elisations qui sont utilis�es pour l'�etudier.

L'approche usuelle que l'on rencontre dans la litt�erature en contrôle des structures
consiste �a d�e�nir un mod�ele discret de la multistructure via l'analyse modale, les
�el�ements �nis (voir L. Meirovitch [87] pour une pr�esentation exhaustive de ces
deux approches) ou d'autres techniques (voir par exemple E. Balm�es [5]). Or
cette technique qui a montr�e son e�cacit�e dans l'�etude de la statique, et dans
la plupart des cas dans celle de la dynamique, est insu�sante pour �etudier la
contrôlabilit�e exacte puisque une fois d�e�ni un probl�eme en dimension �nie, les
outils th�eoriques qui permettent de v�eri�er la contrôlabilit�e exacte ne tiennent
pas compte des propri�et�es essentielles des syst�emes continus originaux.
En e�et, la contrôlabilit�e exacte ou selon la terminologie des automaticiens la
commandabilit�e compl�ete des syst�emes lin�eaires en dimension �nie de la forme :
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(
_x = F (t)x+G(t)u; x(0) = x0

y = H(t)x
(5.1.1)

se d�emontre grâce au crit�ere de rang de Kalman :

rang(G;FG; : : : ; F n�1G) = n (5.1.2)

o�u n d�esigne la dimension du syst�eme. Remarquons que v�eri�er l'�egalit�e (5.1.2)
revient �a montrer que le grammien de contrôlabilit�e du syst�eme est d�e�ni positif
et donc inversible (voir par exemple J. Zabczyk [107]).
L'inconv�enient de ce crit�ere est qu'il ne fait pas intervenir l'horizon de contrôlabili-
t�e, or on sait que celui-ci ne peut être, en r�egle g�en�erale, choisi arbitrairement
comme par exemple dans le cas du contrôle fronti�ere Dirichlet de l'�equation des
ondes o�u, du fait du principe de Huyghens sur la vitesse �nie de propagation des
ondes, il existe un temps minimal de contrôlabilit�e exacte.

Aussi ces derni�eres ann�ees, l'�etude de la contrôlabilit�e exacte et de la stabilisation
des multistructures est bas�ee sur des mod�eles continus des �el�ements structuraux;
autrement dit on construit le contrôle non plus �a partir d'EDO mais �a l'aide de
syst�emes d'EDP. L'avantage de telles m�ethodes, outre le fait qu'elles d�ecrivent
plus �nement le comportement vibratoire, est qu'elles permettent d'utiliser de
nombreux outils th�eoriques, plus ou moins nouveaux, pour la construction et
l'�etude de lois de commande (contrôle ou feedback). On peut distinguer trois ap-
proches distinctes.
La premi�ere consiste �a d�emontrer la contrôlabilit�e exacte ou la stabilisation ex-
ponentielle (si elles ont lieu) par les m�ethodes classiques de la th�eorie du contrôle
et de la stabilisation.

{ En ce qui concerne la stabilisation, on construit explicitement une fonction-
nelle de Liapunov (voir par exemple G. Chen, M.C. Delfour, A.M. Krall et
G. Payre [33]), on peut �egalement appliquer le principe du maximum de
Pontryagin (I. Sadek et V.H. Melvin [104]) ou le principe d'invariance de
Lasalle (B. d'Andr�ea-Novel, F. Boustany, F. Conrad and B.P. Rao [3]), ou
en�n on se ram�ene �a un syst�eme discret par des m�ethodes de superposition
modale a�n de v�eri�er le crit�ere de Routh (G. Chen et H.-K. Wang [26])
ou tout autre outil de l'automatique.

{ Quant au contrôle, on applique des m�ethodes LQG (J.S. Gibson et A. Ada-
mian [37]) pour construire des contrôles par r�esolution d'�equations de Ric-
cati alg�ebriques, ou comme pour la stabilisation par �ecriture du syst�eme
sous une forme discr�ete a�n de v�eri�er des crit�eres de commandabilit�e :
noyau nul d'op�erateur mis sous forme matricielle (B.Z. Guo et W.D. Zhu
[44], E.B. Lee et Y. You [77]).

La seconde �ecole, plus r�ecente, consiste �a v�eri�er une in�egalit�e d'observabilit�e a�n
obtenir une condition su�sante quant �a la contrôlabilit�e exacte en fonction de
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l'horizon de contrôlabilit�e et du support de l'actionneur.
On d�emontre cette in�egalit�e �a l'aide de la technique des multiplicateurs combin�ee,
soit �a la m�ethode HUM, soit aux s�eries de Fourier non-harmoniques.
En ce qui concerne l'utilisation des s�eries de fourier non-harmoniques, on peut
citer par exemple L.F. Ho [46] pour l'�etude d'un syst�eme coupl�e compos�e de N
cordes mises bout-�a-bout et contrôl�e aux points de jonctions, ainsi que E. Zuazua
et S. Hansen [45] qui ont �etudi�e un syst�eme compos�e de deux cordes reli�ees par
une masse.
L'autre technique, bas�ee sur l'utilisation de la m�ethode HUM, a �et�e appliqu�ee
par J.-P. Puel et E. Zuazua [90, 91, 92] pour l'�etude de la contrôlabilit�e exacte
fronti�ere d'un corps multidimensionnel vibrant reli�e �a une corde, �egalement par
E. Zuazua et S. Hansen [45] (voir commentaires pr�ec�edents), et par J.E. Lagnese
[66] pour n'en citer que quelques-uns.

Cependant l'application la plus exhaustive de la m�ethode HUM aux multistruc-
tures (r�eseaux de cordes, de poutres de Timoshenko; plaques minces, ...) est due
aux travaux conjoints de J.E. Lagnese, G. Leugering et E.P.J.G. Schmidt [67].
Ces auteurs ont pu exhiber des conditions n�ecessaires pour qu'il y ait ou non
contrôlabilit�e exacte.
Par exemple dans le cas d'une multistructure constitu�ee de cordes ou de poutres
et contrôl�ee par des actionneurs localis�es �a ses extr�emit�es, la pr�esence de circuits
(voir �gure 5.1) est une condition su�sante pour qu'il soit impossible de contrôler
exactement le treillis, même avec des actionneurs plac�es �a toutes ses extr�emit�es
(voir J.E. Lagnese, G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt [67]).

Fig. 5.1 - Exemple de multistructure contenant un circuit qui entraine l'exis-
tence de modes invisibles (ici on repr�esente le 8 �eme mode) pour des contrôles
fronti�eres.

Remarquons que ces r�esultats con�rment les conditions n�ecessaires et su�santes
quant �a la contrôlabilit�e exacte donn�ees par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch
dans le cas d'un syst�eme �a une seule composante (voir les travaux r�ecents de
N. Burq [20] pour leurs applications �a des syst�emes coupl�es) qui constituent la
derni�ere m�ethode de v�eri�cation de la contrôlabilit�e exacte.
Cette �ecole utilise les outils math�ematiques pointus de l'analyse microlocale et
donne des conditions n�ecessaires et su�santes pour la contrôlabilit�e exacte de
l'�equation des ondes, de l'�elastodynamique, ainsi que d'autres syst�emes physiques.



Chapitre 5. 181

Malheureusement, ces conditions sont bas�ees essentiellement sur l'analyse de
la propagation des singularit�es et la v�eri�cation de propri�et�es particuli�eres des
rayons de l'optique g�eom�etrique (rayons di�ractifs, captifs (voir �gure 5.2), glis-
sants, ...) sur la r�egion de contrôle, qui sont di�cilement v�eri�ables.

Γ
0 Ωrayon captif

Fig. 5.2 - Rayon captif, invisible pour un actionneur de support �0.

Grosso modo, il faut v�eri�er que :

"tous les rayons qui se propagent dans la structure selon les lois de l'optique
g�eom�etrique atteignent le bord de contrôle en un point non-di�ractif et en
un temps inf�erieur au temps de contrôlabilit�e"

On peut cependant noter une tentative de v�eri�cation num�erique de cette condi-
tion, dans le cas du contrôle fronti�ere de l'�equation des ondes, �a l'aide d'un crit�ere
�energ�etique qui permet de mesurer l'e�et de tels rayons sur la contrôlabilit�e exacte
(voir M. Asch et G. Lebeau [2]).

Aussi nous proposons, une m�ethode alternative bas�ee sur la v�eri�cation de l'in�ega-
lit�e d'observabilit�e dans le cas du contrôle issu de la m�ethode HUM (voir F. Bour-
quin [14], K.-D. Phung [89] et F. Bourquin et J.-S. Bri�aut [15]).
Plus pr�ecis�ement, on construit un test num�erique qui nous donne le minimum du
grammien comme limite d'une suite �n. On v�eri�e alors qu'il y a contrôlabilit�e
exacte si et seulement si la suite �n converge quand n! +1 vers une constante
strictement positive (cas 1) et qu'il n'y a pas contrôlabilit�e exacte si et seulement
si elle d�ecrô�t vers z�ero (cas 2). Cela nous fournit ainsi une alternative discrimi-
nante.
Dans le cas 2, l'objectif est alors d'identi�er les ondes invisibles pour le syst�eme
d'actionneurs, appel�ees aussi ondes inobservables, autrement dit, les ondes qui
�echappent aux e�orts des m�ecanismes de contrôle.
Remarquons en�n pour conclure que, d'un point de vue pratique, il est important
de savoir si ces ondes inobservables sont n�egligeables, par exemple si elles sont
localis�ees dans une r�egion qui n'est pas cruciale pour la s�ecurit�e.
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5.1.3 Plan du chapitre

Nous allons tout d'abord appliquer au paragraphe 5.2 la m�ethode HUM �a
un treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli particulier dont les poutres sont
reli�e�es par des jonctions rigides �a angles droits.
Apr�es avoir pos�e les �equations d�ecrivant la dynamique du treillis pris en exemple,
on calcule son grammien de contrôlabilit�e (voir propri�et�e 5.1).
Nous �etendrons au paragraphe 5.2.4 les r�esultats obtenus pour notre treillis aux
treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli avec des angles de jonction entre les
poutres quelconques et sur lesquels s'exercent des actionneurs en 
exion, d�epla-
cement et force.
Au paragraphe 5.3, nous utiliserons la m�ethode de superposition modale pour
calculer le grammien approch�e.
Nous e�ectuerons ensuite au paragraphe 5.4 l'int�egration num�erique du probl�eme
approch�e d�e�ni au paragraphe pr�ec�edent. Comme pour le contrôle de la poutre
d'Euler-Navier-Bernoulli (voir le paragraphe 1.6.3 du chapitre 1), l'�etape fonda-
mentale de notre m�ethode de discr�etisation consiste �a d�e�nir les formes tr�es faibles
des e�orts discrets a�n de calculer avec une pr�ecision plus grande le grammien
de contrôlabilit�e discret.
En�n, nous d�e�nirons au paragraphe 5.5 un test num�erique de contrôlabilit�e
exacte qui consiste �a calculer, �a partir du grammien de contrôlabilit�e approch�e,
une suite qui converge vers la constante de coercivit�e de l'in�egalit�e d'observabilit�e
v�eri��ee par ce même grammien.
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5.2 Application de la m�ethode HUM au treillis

de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli

5.2.1 Introduction

Nous allons �etudier la contrôlabilit�e exacte d'un treillis plan de poutres d'Euler-
Navier-Bernoulli reli�ees bout-�a-bout rigidement avec des angles droits dont on
contrôle la rotation de l'une de ses extr�emit�es (voir �gure 5.4).
Apr�es avoir pos�e les �equations d�ecrivant la dynamique du treillis consid�er�e nous
lui appliquerons la m�ethode HUM a�n de d�e�nir le contrôle et calculer le gram-
mien de contrôlabilit�e exacte.

Les r�esultats obtenus pour ce treillis particulier se g�en�eralisent aux treillis de
poutres reli�ees avec des angles quelconques, que l'on contrôle �a l'aide d'action-
neurs agissant en 
exion, en d�eplacement et en force aux extr�emit�es du treillis,
les extr�emit�es non contrôl�ees �etant encastr�ees.
On peut utiliser en particulier le même grammien que les angles aux jonctions
entre les poutres des treillis soient droits ou non et par cons�equent e�ectuer des
tests num�eriques pour de tels treillis.

Exemple 60 on �etudiera notamment au paragraphe 6.4 du chapitre 6 la contrô-
labilit�e exacte du treillis repr�esent�e �a la �gure 5.3

(1)

(2)(3)

Fig. 5.3 - Treillis de poutres reli�ees rigidement avec des angles di��erents de 90
degr�es.

qui est contrôl�e en rotation �a l'une de ses extr�emit�es et dont les angles aux jonc-
tions entre les poutres sont identiques et de 120 degr�es.

5.2.2 Position du probleme

On consid�ere un treillis plan compos�e de quatre poutres d'Euler-Navier-Bernoulli
(voir �gure 5.4) reli�ees bout-�a-bout rigidement �a angles droits sur lequel s'exerce
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un actionneur qui contrôle la rotation de l'extr�emit�e gauche du treillis, le d�epla-
cement transverse �etant bloqu�e �a cette même extr�emit�e. Les extr�emit�es du treillis
non contrôl�ees sont encastr�ees.

(1)

(2)

(3)

(4)

Fig. 5.4 - Treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli contrôl�e en rotation �a
l'une de ses extr�emit�es, le d�eplacement transverse �etant bloqu�e �a cette même ex-
tr�emit�e.

On associe �a chaque poutre un rep�ere local (Ox) dirig�e vers la droite pour les
poutres horizontales et vers le haut pour les poutres verticales.

Hypoth�ese : pour la clart�e de la pr�esentation, on suppose que toutes les poutres
ont la même longueur L.

On note T l'horizon de contrôlabilit�e et pour chaque poutre (k) : �(x) la masse
lin�eique, E(x) le module d'Young, S(x) la section, I(x) l'inertie de section.

Soit, pour fy0
k
; y1

k
g =

nn
y0k; ~y

0
k

o
;
n
y1k; ~y

1
k

oo
des donn�ees initiales assez r�eguli�eres,

y
k
(x; t) = fyk(x; t); ~yk(x; t)g la solution de :

8>>><
>>>:
�A

@2yk
@t2

(x; t) +
@2

@x2

 
EI

@2yk
@x2

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

yk(x; 0) = y0k(x);
@yk
@t

(x; 0) = y1k(x) sur (0; L)

(5.2.3)

et 8>>><
>>>:
�A

@2~yk
@t2

(x; t)� @

@x

 
EA

@~yk
@x

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

~yk(x; 0) = ~y0k(x);
@~yk
@t

(x; 0) = ~yk1(x) sur (0; L)

(5.2.4)

o�u yk(x; t) (resp. ~yk(x; t)) est le d�eplacement transverse (resp. longitudinal) de la
k-i�eme poutre dans le rep�ere local qui lui est associ�e; de plus, pour tout t 2 [0; T ],
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y
k
(x; t) v�eri�e les conditions de bords suivantes :

{ encastrement en x = 0 des poutres (2) et (4) :

yk(0; t) =
@yk
@x

(0; t) = ~yk(0; t) = 0; k = 2; 4 (5.2.5)

{ un actionneur v(t) contrôle l'angle de rotation de l'extr�emit�e gauche de la
poutre (1), le d�eplacement transverse �etant bloqu�e :8><

>:
y1(0; t) = 0;

@y1
@x

(0; t) = v(t)

~y1(0; t) = 0
(5.2.6)

et en�n les poutres du treillis sont reli�ees par des jonctions rigides, on a donc
continuit�e des d�eplacements et des e�orts entre les poutres horizontales ainsi que
continuit�e de la rotation avec la poutre verticale, pour les poutres (1), (2) et (3) :

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

y1(L; t) = ~y2(L; t) = y3(0; t); ~y1(L; t) = y2(L; t) = ~y3(0; t)

@y1
@x

(L; t) =
@y2
@x

(L; t) =
@y3
@x

(0; t); EI
@2y1
@x2

(L; t) = EI
@2y3
@x2

(0; t)

EA
@~y1
@x

(L; t)� @

@x

 
EI

@2y2
@x2

!
(L; t) = EA

@~y3
@x

(0; t)

@

@x

 
EI

@2y1
@x2

!
(L; t)� EA

@y2
@x

(L; t) =
@

@x

 
EI

@2y3
@x2

!
(0; t)

(5.2.7)

et pour les poutres (3) et (4) :8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

y3(L; t) = ~y4(L; t); ~y3(L; t) = y4(L; t);
@y3
@x

(L; t) =
@y4
@x

(L; t)

EA
@~y3
@x

(L; t)� @

@x

 
EI

@2y4
@x2

!
(L; t) = 0

@

@x

 
EI

@2y3
@x2

!
(L; t)� EA

@y4
@x

(L; t) = 0

(5.2.8)

On note y = fykg4k=1 (resp. ~y = f~ykg4k=1) le vecteur d�eplacement transverse (resp.
longitudinal) de la poutre.

5.2.3 Grammien de contrôlabilit�e exacte

On applique la m�ethode HUM a�n de d�e�nir le grammien de contrôlabilit�e
exacte.
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Soit, pour f'0
k
; '1

k
g =

nn
'0
k; ~'

1
k

o
;
n
'1
k; ~'

1
k

oo
des donn�ees initiales su�samment

r�eguli�eres, '
k
(x; t) = f'k(x; t); ~'k(x; t)g l'unique solution du probl�eme adjoint :

8>>><
>>>:
�A

@2'k
@t2

(x; t) +
@2

@x2

 
EI

@2'k
@x2

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

'k(x; 0) = '0
k(x);

@'k
@t

(x; 0) = '1
k(x) sur (0; L)

(5.2.9)

et 8>>><
>>>:
�A

@2 ~'k
@t2

(x; t)� @

@x

 
EA

@ ~'k
@x

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

~'k(x; 0) = ~'0
k(x);

@ ~'k
@t

(x; 0) = ~'1
k(x) sur (0; L)

(5.2.10)

Pour tout t 2 [0; T ], on a des conditions d'encastrement �a toutes les extr�emit�es
du treillis :

'k(0; t) =
@'k
@x

(0; t) = ~'k(0; t) = 0; k = 1; 2; 4 (5.2.11)

en�n on a continuit�e des d�eplacements et des e�orts entre les poutres horizontales
ainsi que continuit�e de la rotation avec la poutre verticale pour les poutres (1),
(2) et (3) :

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

'1(L; t) = ~'2(L; t) = '3(0; t); ~'1(L; t) = '2(L; t) = ~'3(0; t)
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EI
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(L; t) = EA

@ ~'3
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(0; t)

(5.2.12)

et pour les poutres (3) et (4) :

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

'3(L; t) = ~'4(L; t); ~'3(L; t) = '4(L; t);
@'3

@x
(L; t) =

@'4

@x
(L; t)

@

@x

 
EI

@2'3

@x2
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(L; t)� EA

@'4

@x
(L; t) = 0

EA
@ ~'3

@x
(L; t)� @

@x

 
EI

@2'4

@x2

!
(L; t) = 0

(5.2.13)
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Notations : ' = f'kg4k=1 et ~' = f ~'kg4k=1.

Soit, pour f 0
k
;  1

k
g = ff 0

k;
~ 0
kg; f 1

k;
~ 1
kgg des donn�ees initiales su�samment r�e-

guli�eres,  
k
(x; t) =

n
 k(x; t); ~ k(x; t)

o
l'unique solution du probl�eme r�etrograde :

8>>><
>>>:
�A

@2 k
@t2

(x; t) +
@2

@x2

 
EI

@2 k
@x2

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

 k(x; T ) =
@ k
@t

(x; T ) = 0 sur (0; L)

(5.2.14)

et 8>>>><
>>>>:
�A

@2 ~ k
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(x; t)� @

@x

 
EA

@ ~ k
@x

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

~ k(x; T ) =
@ ~ k
@t

(x; T ) = 0 sur (0; L)

(5.2.15)

Pour tout t 2 [0; T ], on a des conditions d'encastrement aux extr�emit�es inf�erieures
des poutres (2) et (4) :

 k(0; t) = ~ k(0; t) =
@ k
@x

(0; t) = 0; k = 2; 4 (5.2.16)

et le syst�eme de contrôle impose l'angle de rotation sur l'extr�emit�e gauche de la
poutre (1) : 8><

>:
 1(0; t) = 0;

@ 1

@x
(0; t) = EI

@2'1

@x2
(0; t)

~ 1(0; t) = 0
(5.2.17)

en�n on a continuit�e des d�eplacements et des e�orts entre les poutres horizontales
ainsi que la continuit�e de la rotation avec la poutre verticale pour les poutres (1),
(2) et (3) :

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

 1(L; t) = ~ 2(L; t) =  3(0; t); ~ 1(L; t) =  2(L; t) = ~ 3(0; t)

@ 1

@x
(L; t) =

@ 2

@x
(L; t) =

@ 3

@x
(0; t); EI

@2 1

@x2
(L; t) = EI

@2 3

@x2
(0; t)

EA
@ ~ 1

@x
(L; t)� @

@x

 
EI

@2 2

@x2

!
(L; t) = EA

@ ~ 3

@x
(0; t)

@

@x

 
EI

@2 1

@x2

!
(L; t)� EA

@ 2

@x
(L; t) =

@

@x

 
EI

@2 3

@x2

!
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(5.2.18)

et pour les poutres (3) et (4) :
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8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

 3(L; t) = ~ 4(L; t); ~ 3(L; t) =  4(L; t);
@ 3
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(L; t) = 0

(5.2.19)

Notations :  = f kg4k=1 et
~ = f ~ kg4k=1.

A�n de d�e�nir l'op�erateur de la m�ethode HUM nous avons besoin du produit
scalaire suivant :

D�e�nition 5.1 Soit u = fukg4k=1 (resp. v = fvkg4k=1) et ~u = f~ukg4k=1 (resp.
~v = f~vkg4k=1) et u = fu; ~ug (resp. v = fv; ~vg),

< u; v > = < fu; ~ug ; fv; ~vg > =
4X
k=1

Z L

0
(ukvk + ~uk~vk) �A dx: (5.2.20)

D�e�nition 5.2 8
n
'0; '1

o
des donn�ees assez r�eguli�eres,

�
n
'0; '1

o
=

(
@ 

@t
(0);� (0)

)
(5.2.21)

avec '0 = f'0; ~'0g (resp. '1 = f'1; ~'1g) et  (0) = f (0); ~ (0)g (resp.
@ 

@t
(0) =n

@ 
@t
(0); @

~ 
@t
(0)
o
).

L'op�erateur � v�eri�e la propri�et�e essentielle suivante :

Propri�et�e 5.1 8
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
des donn�ees assez r�eguli�eres,

< �
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
> =

Z T

0
EI

@2'1

@x2
(0; t)EI

@2�1
@x2

(0; t) dt: (5.2.22)

D�EMONSTRATION :

Multiplions l'�equation (5.2.14) (resp. (5.2.15)) dont  k (resp. ~ k) est solution
par �k (resp. ~�k) solution de (5.3.46) (resp. (5.3.47)), int�egrons sur (0; L)� (0; T )
et en�n sommons sur tous les k ce qui donne :

4X
k=1

Z L

0

Z T

0

 
�A

@2 k
@t2

(x; t) +
@2

@x2

 
EI

@2 k
@x2

!
(x; t)

!
�k(x; t)

+

 
�A

@2 ~ k
@t2

(x; t)� @

@x

 
EA

@ ~ k
@x

!
(x; t)

!
~�k(x; t) dxdt = 0:

(5.2.23)
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On int�egre par parties en temps et en espace, d'o�u :

4X
k=1

Z L

0

Z T

0

 
�A

@2�k
@t2

(x; t) +
@2

@x2

 
EI

@2�k
@x2

!
(x; t)

!
 k(x; t)

+

 
�A

@2~�k
@t2

(x; t)� @

@x

 
EA

@~�k
@x

!
(x; t)

!
~ k(x; t) dxdt

+
4X

k=1

Z L

0

 
�0k
@ k
@t

(0)� �1k k(0) +
~�0k
@ ~ k
@t

(0)� ~�1k
~ k(0)

!
�A dx

=
Z T

0

4X
k=1

"
�k(x; t)

#L
x=0

dt (5.2.24)

avec pour tout k :

�k(x; t) =
@

@x

 
EI

@2 k
@x2

!
(x; t)�k(x; t)� EI

@2 k
@x2

(x; t)
@�k
@x

(x; t)

+EI
@ k
@x

(x; t)
@2�k
@x2

(x; t)�  k(x; t)
@

@x

 
EI

@2�k
@x2

!
(x; t)

�EA@
~ k
@x

(x; t)~�k(x; t) + EA ~ k(x; t)
@~�k
@x

(x; t): (5.2.25)

Les deux premiers termes de gauche de l'�egalit�e (5.2.24) sont nuls, on a donc
d'apr�es la d�e�nition du produit scalaire < :; : > et de l'op�erateur � :

< �
n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o
> =

Z T

0

4X
k=1

"
�k(x; t)

#L
x=0

dt: (5.2.26)

Calculons les �k(x; t) aux extr�emit�es du treillis.

On a tout d'abord �a l'extr�emit�e gauche du treillis :

�1(0; t) = EI
@ 1

@x
(0; t)

@2�1
@x2

(0; t) = EI
@2'1

@x2
(0; t)EI

@2�1
@x2

(0; t) (5.2.27)

les autres termes de �1(0; t) �etant nuls.
De fa�con encore plus simple, on a aux extr�emit�es encastr�ees des poutres (2) et
(4) :

�2(0; t) = �4(0; t) = 0: (5.2.28)

Pour d�emontrer la propri�et�e, il su�t donc que la somme des �k(x; t) soit nulle
aux jonctions rigides des poutres du treillis.

On a pour k = 3 et k = 4 (apr�es �elimination des termes nuls) :

�k(L; t) =
@

@x

 
EI

@2 k
@x2

!
(L; t)�k(L; t)�  k(L; t)

@

@x

 
EI

@2�k
@x2

!
(L; t)
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�EA@
~ k
@x

(L; t)~�k(L; t) + EA ~ k(L; t)
@~�k
@x

(L; t) (5.2.29)

donc en regroupant les termes de leur somme judicieusement, il vient :

�3(L; t) + �4(L; t) = 
@

@x

 
EI

@2 3

@x2

!
(L; t)�3(L; t)� EA

@ ~ 4

@x
(L; t)~�4(L; t)

!

�
 
 3(L; t)

@

@x

 
EI

@2�3
@x2

!
(L; t)� EA ~ 3(L; t)

@~�3
@x

(L; t)

!

+

 
EA ~ 3(L; t)

@~�3
@x

(L; t)�  4(L; t)
@

@x

 
EI

@2�4
@x2

!
(L; t)

!

�
 
EA

@ ~ 3

@x
(L; t)~�3(L; t) +

@

@x

 
EI

@2 4

@x2

!
(L; t)�4(L; t)

!
: (5:2:30)

La jonction rigide reliant les poutres (3) et (4) entraine que les quatre expressions
entre parenth�ese du membre de droite sont nulles, soit :

�3(L; t) + �4(L; t) = 0: (5.2.31)

De même, la jonction rigide des poutres (1), (2) et (3) implique que :

�1(L; t) + �2(L; t) + �3(0; t) = 0: (5.2.32)

2

On associe �a l'op�erateur � la forme bilin�eaire sym�etrique :

D�e�nition 5.3 8
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
des donn�ees assez r�eguli�eres,

a
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
=

Z T

0
EI

@2'1

@x2
(0; t)EI

@2�1
@x2

(0; t) dt (5.2.33)

et on d�e�nit le grammien de contrôlabilit�e :

D�e�nition 5.4 8
n
'0; '1

o
des donn�ees assez r�eguli�eres,

G
�n
'0; '1

o�
= a

�n
'0; '1

o
;
n
'0; '1

o�

=
Z T

0

 
EI

@2'1

@x2
(0; t)

!2

dt: (5:2:34)
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5.2.4 G�en�eralisation

Comme annonc�e en introduction, nous allons �etendre la d�e�nition (5.4) du
grammien de contrôlabilit�e du treillis particulier pris en exemple, �a l'ensemble
des treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli, reli�ees par des jonctions rigides �a
angles quelconques, contrôl�es en d�eplacement, 
exion et force sur une partie du
bord du treillis.

Tout d'abord, on d�e�nit les e�orts qui s'exercent sur chaque poutre (k) :

D�e�nition 5.5 8(x; t) 2 [0; L]� [0; T ],8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

Nk(x; t) = EA
@ ~'k
@x

(x; t) (e�ort normal) (5:2:35)

Mk(x; t) = EI
@2'k
@x2

(x; t) (moment de 
exion) (5:2:36)

Tk(x; t) = � @

@x
(Mk(x; t)) (e�ort tranchant) (5:2:37)

et on noteN(x; t) = fNk(x; t)g4k=1; M(x; t) = fMk(x; t)g4k=1 et T (x; t) = fT (x; t)g4k=1.

Remarque 5.1 Les e�orts sont d�e�nis sur l'intervalle [0; L] mais �etant donn�e
que nos actionneurs agissent au bord du treillis, nous n'aurons besoin que des
valeurs de ces e�orts en x = 0 ou en x = L (selon la poutre sur laquelle s'exerce
l'e�ort).

D�e�nition 5.6 Soit "(') le tenseur des d�eformations lin�earis�e, �(') le ten-
seur des contraintes lin�earis�e repr�esent�e dans la base des contraintes principales
fN; M; Tg avec A le tenseur des modules d'�elasticit�e :

�
�
'
�
= A : "

�
'
�
=

0
B@N 0 0
0 M 0
0 0 T

1
CA (5.2.38)

On note �0 la partie du bord du treillis sur lequel agit les actionneurs et ~n le
vecteur ext�erieur unitaire au domaine 
 du treillis.

On d�e�nit la forme bilin�eaire a(:; :) telle que :

D�e�nition 5.7 8
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
des donn�ees assez r�eguli�eres,

a
�n
'0; '1

o
;
n
�0; �1

o�
=

Z T

0

Z
�0

�
N(x; t)N̂ (x; t) +M(x; t)M̂ (x; t)

+ T (x; t)T̂ (x; t)
�
dt

=
Z T

0

Z
�0

�
�('):~n

� �
�(�):~n

�
d�dt: (5.2.39)
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avec N̂(x; t), M̂(x; t) et T̂ (x; t) les e�orts associ�es �a � solution pour des donn�ees
initiales f�0; �1g assez r�eguli�eres du probl�eme adjoint.

D�e�nition 5.8 8
n
'0; '1

o
des donn�ees assez r�eguli�eres,

G
�n
'0; '1

o�
=

Z T

0

Z
�0

�
N2(x; t) +M2(x; t) + T 2(x; t)

�
d�dt:

=
Z T

0

Z
�0

�
�('):~n

� �
�('):~n

�
d�dt: (5.2.40)

Exemple 61 on consid�ere le treillis repr�esent�e �a la �gure 5.5 dont la g�eom�etrie
est identique �a celle de notre premier exemple mais soumis �a un syst�eme d'action-
neurs di��erent. En e�et, le treillis est contrôl�e en d�eplacement et en 
exion �a son
extr�emit�e gauche et �egalement contrôl�e en 
exion �a l'extr�emit�e libre de jonction
de la poutre (2) :

(1)

(2)

(3)

(4)

Fig. 5.5 - Treillis de poutres contrôl�e en d�eplacement et en rotation.

Son grammien de contrôlabilit�e est d'apr�es (5.2.40) :

G
�n
'0; '1

o�
=
Z T

0

 
EA

@ ~'1

@x2
(0; t)

!2

+
2X

k=1

 
EI

@2'k
@x2

(0; t)

!2

dt (5.2.41)

5.3 Approximation par superposition modale du

grammien

5.3.1 Modes de 
exion-compression du treillis

Nous allons calculer le grammien par superposition modale.

Pour les treillis que nous consid�erons les d�eplacements transversaux sont d�ecrits
par les �equations d'Euler-Navier-Bernoulli et les d�eplacements longitudinaux par
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les �equations des ondes, aussi nous allons utiliser pour cette approximation les
modes de 
exion-compression de la structure encastr�ee.

D�e�nition 5.9

Uad =

8<
:u = fu; ~ug 2

4Y
k=1

H2(0; L)�
4Y

k=1

H1(0; L); u = fukg4k=1;

~u = f~ukg4k=1; uk(0) =
duk
dx

(0) = ~uk(0); 8k 2 f1; 2; 4g;
u1(L) = ~u2(L) = u3(0); ~u1(L) = u2(L) = ~u3(0);

u3(L) = ~u4(L); ~u3(L) = u4(L);
du1
dx

(L) =
du3
dx

(0)

)
:

On d�e�nit la forme bilin�eaire sym�etrique b(:; :) :

D�e�nition 5.10 8(u; v) 2 Uad � Uad,

b(u; v) =
4X
k=1

Z L

0

 
EI

d2uk
dx2

EI
d2vk
dx2

+ EA
d~uk
dx

EA
d~vk
dx

!
dx: (5.3.42)

D�e�nition 5.11 Les modes (�i; �i)
+1
i=1 sont solutions du probl�eme variationnel :

8u 2 Uad; b
�
�i; u

�
= �i < �i; u > : (5.3.43)

Les modes sont rang�es de telle sorte que leurs valeurs propres forment une suite
croissante et leurs fonctions propres sont normalis�ees dans L2(
)=(�A).

Pour tout entier N > 0, on choisit comme espace d'approximation :

VN = V ect f�1; : : : ; �Ng : (5.3.44)

5.3.2 Approximation par superposition modale du gram-

mien

On calcule le grammien �a l'aide d'une m�ethode de Galerkin sur VN � VN .
Par d�e�nition de la forme bilin�eaire a(:; :) (voir paragraphe 5.2), il vient :

8
�
f'0

N
; '1

N
g; f�0

N
; �1

N
g
�
2 VN � VN ;

a
�
f'0

N
; '1

N
g; f�0

N
; �1

N
g
�
=
Z T

0
EI

@2'N;1
@x2

(0; t)EI
@2�N;1
@x2

(0; t) dt (5.3.45)

avec '
N
= f'N ; ~'Ng (resp. �N = f�N ; ~�Ng) la solution exacte du même probl�eme

adjoint qu'au niveau continu, soit pour tout k :8>>><
>>>:
�A

@2'N;k
@t2

(x; t) +
@2

@x2

 
EI

@2'N;k
@x2

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

'N;k(x; 0) = '0
N;k(x);

@'N;k
@t

(x; 0) = '1
N;k(x) sur (0; L)

(5.3.46)
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et 8>>><
>>>:
�A

@2 ~'N;k
@t2

(x; t)� @

@x

 
EA

@ ~'N;k
@x

!
(x; t) = 0 dans (0; L)� (0; T )

~'N;k(x; 0) = ~'0
N;k(x);

@ ~'N;k
@t

(x; 0) = ~'1
N;k(x) sur (0; L)

(5.3.47)

avec des conditions de bords encastr�ees :

'N;k(0; t) =
@'N;k
@x

(0; t) = ~'N;k(0; t) = 0; k = 1; 2; 4 (5.3.48)

et en�n on a continuit�e des d�eplacements et des e�orts entre les poutres hori-
zontales ainsi que la continuit�e de la rotation avec la poutre verticale pour les
poutres (1), (2) et (3) :

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

~'N;1(L; t) = 'N;2(L; t) = ~'N;3(0; t); 'N;1(L; t) = ~'N;2(L; t) = 'N;3(0; t)

@'N;1
@x

(L; t) =
@'N;2
@x

(L; t) =
@'N;3
@x

(0; t); EI
@2'N;1
@x2

(L; t) = EI
@2'N;3
@x2

(0; t)

@

@x

 
EI

@2'N;1
@x2

!
(L; t)� EA

@'N;2
@x

(L; t) =
@

@x

 
EI

@2'N;3
@x2

!
(0; t)

EA
@ ~'N;1
@x

(L; t)� @

@x

 
EI

@2'N;2
@x2

!
(L; t) = EA

@ ~'N;3
@x

(0; t)

(5.3.49)

et pour les poutres (3) et (4) :

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

'N;3(L; t) = ~'N;4(L; t); ~'N;3(L; t) = 'N;4(L; t);
@'N;3
@x

(L; t) =
@'N;4
@x

(L; t)

@

@x

 
EI

@2'N;3
@x2

!
(L; t)� EA

@'N;4
@x

(L; t) = 0

EA
@ ~'N;3
@x

(L; t)� @

@x

 
EI

@2'N;4
@x2

!
(L; t) = 0

(5.3.50)

Soient

'
N
(x; t) =

NX
i=1

�i(t)�i(x); �
N
(x; t) =

NX
i=1

�i(t)�i(x) (5.3.51)

avec 8>>>>><
>>>>>:

'0
N
(x) =

NX
i=1


i�i(x); �0
N
(x) =

NX
i=1


̂i�i(x)

'1
N
(x) =

NX
i=1

�i�i(x); �1
N
(x) =

NX
i=1

�̂i�i(x)

(5.3.52)
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On note pour tout x 2 [0; L], mi(x) = fmi;k(x)g4k=1 le vecteur d�e�nit par :

D�e�nition 5.12

8i 2 [1; : : : ; N ]; mi;k(x) = EI
d2�i;k
dx2

(x): (5.3.53)

Le grammien est calculable explicitement, on a en e�et pour tout (x; t) 2 [0; L]�
[0; T ] :

EI
@2'N
@x2

(x; t) =
NX
i=1

�i(t)mi(x) (5.3.54)

et donc en particulier pour tout t 2 [0; T ] :

EI
@2'N;1
@x2

(0; t) =
NX
i=1

�i(t)mi;1(0): (5.3.55)

Par cons�equent, par d�e�nition de la forme bilin�eaire a(:; :), il vient :

a
�n
'0
N
; '1

N

o
;
n
�0
N
; �1

N

o�
=
Z T

0
EI

@2'N;1
@x2

(0; t)EI
@2�N;1
@x2

(0; t) dt

=
X

1�i;j�N

 Z T

0
�i(t) �̂j(t) dt

!
mi;1(0)mj;1(0): (5.3.56)

On en d�eduit que le grammien de contrôlabilit�e approch�e a pour expression :

G
�n
'0
N
; '1

N

o�
= a

�n
'0
N
; '1

N

o
;
n
'0
N
; '1

N

o�
=

X
1�i;j�N

 Z T

0
�i(t) �j(t) dt

!
mi;1(0)mj;1(0): (5.3.57)

5.3.3 G�en�eralisation

Naturellement, comme dans le cas continu on peut �etendre les r�esultats d�e-
montr�es pour le treillis particulier que nous avons pris en exemple, �a l'ensemble
des treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli, reli�ees par des jonctions rigides
avec des angles quelconques, contrôl�es en d�eplacement, 
exion et force sur une
partie du bord du treillis.

On note pour tout x 2 [0; L], ni(x) = fni;k(x)g4k=1 et ti(x) = fti;k(x)g4k=1 les
vecteurs d�e�nis par :

D�e�nition 5.13 Pour tout i 2 [1; : : : ; N ] et pour tout k :

ni;k(x) = EA
d~�i;k
dx

(x); ti;k(x) = �EI d
3�i;k
dx3

(x): (5.3.58)
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Le grammien est calculable explicitement, on a en e�et pour tout (x; t) 2 [0; L]�
[0; T ] :

8>>>><
>>>>:

EA
@ ~'N
@x

(x; t) =
NX
i=1

�i(t)ni(x)

�EI @
3'N
@x3

(x; t) =
NX
i=1

�i(t)ti(x)

(5.3.59)

Par cons�equent, par d�e�nition de la forme bilin�eaire a(:; :), il vient :

a
�n
'0
N
; '1

N

o
;
n
�0
N
; �1

N

o�
=
Z T

0

Z
�0

�
�('

N
):~n
� �
�(�

N
):~n
�
d�dt

=
X

1�i;j�N

 Z T

0
�i(t) �̂j(t) dt

Z
�0
Qij(x)d�

!
(5.3.60)

avec pour tout 1 � i; j � N et pour tout x 2 �0 :

Qij(x) = ni(x)n̂j(x) +mi(x)m̂j(x) + ti(x)t̂j(x): (5.3.61)

On en d�eduit que le grammien de contrôlabilit�e approch�e a pour expression :

G
�n
'0
N
; '1

N

o�
= a

�n
'0
N
; '1

N

o
;
n
'0
N
; '1

N

o�
=

X
1�i;j�N

 Z T

0
�i(t) �j(t) dt

Z
�0
qij(x)d�

!
(5.3.62)

avec pour tout 1 � i; j � N et pour tout x 2 �0 :

qij(x) = ni(x)nj(x) +mi(x)mj(x) + ti(x)tj(x): (5.3.63)

Exemple 62 le grammien du treillis de l'exemple 61 est :

G
�n
'0
N
; '1

N

o�
=

X
1�i;j�N

 Z T

0
�i(t) �j(t) dt

!
gij (5.3.64)

avec pour tout 1 � i; j � N :

gij = ni;1(0)nj;1(0) +mi;1(0)mj;1(0) +mi;2(0)mj;2(0): (5.3.65)

5.4 Int�egration num�erique

5.4.1 Introduction

Nous allons tout d'abord indiquer bri�evement quels types d'�el�ements �nis nous
allons utiliser pour le calcul discret du grammien.
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Comme dans le paragraphe 1.6.3 du chapitre 1, nous allons d�e�nir la forme tr�es
faible de notre e�ort ce qui n�ecessitera l'introduction d'un rel�evement adapt�e �a
son calcul.
Nous donnerons alors la m�ethode de calcul des e�orts tr�es faibles discrets �a l'aide
des rel�evements discrets. En�n, nous d�e�nirons l'expression discr�ete du grammien
de contrôlabilit�e.

5.4.2 Types d'�el�ements �nis

Les treillis que nous consid�erons sont discr�etis�es �a l'aide de la Structural Dy-
namics Toolbox de MATLAB (voir E. Balm�es [4]) qui utilise des �el�ements �nis
de type P1-Lagrange pour les d�eplacements longitudinaux et des �el�ements �nis
de type P3-Hermite pour les d�eplacements transversaux (voir A.K. Noor et M.P.
Nemeth [88]).

Soit Nh un entier > 0, on discr�etise chaque poutre du treillis avec le même pas
de maillage h = L=(Nh + 1) et on note xl les points (resp. Il les intervalles) tels
que :

8 l 2 [0; : : : ; Nh]; xl = lh; Il = [xl; xl+1]: (5.4.1)

On d�e�nit Vh = Vh � ~Vh l'espace d'approximation avec :

D�e�nition 5.14

Vh =
n
vh 2 C1([0; L]); 8l 2 [0; : : : ; Nh]; vhjIl 2 P3(Il)

o
(5.4.2)

~Vh =
n
vh 2 C0([0; L]); 8l 2 [0; : : : ; Nh]; vhjIl 2 P1(Il)

o
(5.4.3)

On note
�
�hi ; �

h
i

�
2 R

+ � Vh les modes propres de 
exion-compression (voir pa-

ragraphe 5.3.1) calcul�es sur Vh et VN;h = V ect
n
�h1 ; : : : ; �

h
N

o
.

De plus on note fwhmgNh
m=1 les fonctions de bases de Vh, on a :

D�e�nition 5.15

8 1 � i; j � Nh; Kh
ij = b(whi ; w

h
j ); Mh

ij =< whi ; w
h
j > (5.4.4)

5.4.3 Forme tr�es faible du moment

Comme nous allons le voir, la d�e�nition du rel�evement n�ecessaire au calcul du
moment tr�es faible pour un treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli est une
simple g�en�eralisation du rel�evement utilis�e pour calculer le moment tr�es faible
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dans le cas de la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli contrôl�ee en 
exion (se reporter
au chapitre 1).

Remarque 5.2 Pour toute r�esolution de l'algorithme HUM par application de la
m�ethode de Galerkin, le terme de bord apparâ�ssant dans l'expression du contrôle
projet�e sur VN , peut toujours s'�ecrire sous une forme tr�es faible.

A. D�e�nition du rel�evement

Tout d'abord d�e�nissons le rel�evement z(x) = fzm(x); ~zm(x)g n�ecessaire au
calcul de l'expression tr�es faible de mi;1(0).

D�e�nition 5.16 Soit zm(x) = fzm(x); ~zm(x)g avec zm = fzmk g4k=1 et ~zm =
f~zmk g4k=1 solution pour tout k de :

d2~zmk
dx2

(x) =
d4zmk
dx4

(x) = 0 dans (0; L) (5.4.5)

tels que

zm1 (0) = ~zm1 (0) = 0;
dzm1
dx

(0) = 1 (5.4.6)

et v�eri�ant les conditions d'encastrement :

zmk (0) = ~zmk (0) =
dzmk
dx

(0) = 0; k = 2; 4 (5.4.7)

et en�n les conditions de jonctions rigides entre les poutres (1), (2) et (3) :8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

zm1 (L) = ~zm2 (L) = zm3 (0); ~zm1 (L) = zm2 (L) = ~zm3 (0)

dzm1
dx

(L) =
dzm2
dx

(L) =
dzm3
dx

(0); EI
d2zm1
dx2

(L) = EI
d2zm3
dx2

(0)

EA
d~zm1
dx

(L)� d

dx

 
EI

d2zm2
dx2

!
(L) = EA

d~zm3
dx

(0)

d

dx

 
EI

d2zm1
dx2

!
(L)� EA

dzm2
dx

(L) =
d

dx

 
EI

d2zm3
dx2

!
(0)

(5.4.8)

et entre les poutres (3) et (4) :8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

zm3 (L) = ~zm4 (L); ~zm3 (L) = zm4 (L);
dzm3
dx

(L) =
dzm4
dx

(L)

d

dx

 
EI

d2zm3
dx2

!
(L)� EA

dzm4
dx

(L) = 0

EA
d~zm3
dx

(L)� d

dx

 
EI

d2zm4
dx2

!
(L) = 0

(5.4.9)
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Le syst�eme d'�equations dont zm est solution est bien pos�e et admet donc une
solution unique.

Remarque 5.3 Dans le cas de la poutre seule, le rel�evement est connu explici-
tement; c'est �egalement le cas pour les treillis de mani�ere g�en�erale et en parti-
culier pour celui que nous consid�erons. N�eanmoins, �a l'exception de treillis par-
ticuli�erement simples, la r�esolution de tels syst�emes est loin d'être triviale, aussi
nous calculerons le rel�evement �a l'aide d'�el�ements �nis.

B. Forme tr�es faible du moment

Le terme de bord mi;1(0) = EI
d2�i;1
dx2

(0) peut s'�ecrire sous la forme tr�es faible

suivante :

Propri�et�e 5.2

8i 2 [1; : : : ; N ] ; mi;1(0) = �i < �i; z
m > : (5.4.10)

D�EMONSTRATION :

Les modes �i =
n
�i; ~�i

o
sont solutions sur chaque poutre (k) de :

EI
d4�i;k
dx4

(x) = �i�A�i;k(x) dans (0; L) (5.4.11)

et

�EAd
2~�i;k
dx2

(x) = �i�A~�i;k(x) dans (0; L) : (5.4.12)

En multipliant par zmk (resp. ~zmk ) l'�egalit�e (5.4.11) (resp. (5.4.12)) et en int�egrant
sur [0; L] la somme des deux nouvelles �egalit�es ainsi obtenues, on a par d�e�nition
du produit scalaire < :; : > pour tout k :

Z L

0

 
EI

d4�i;k
dx4

zmk + EA
d2~�i;k
dx2

~zmk

!
dx = �i < �i; z

m > : (5.4.13)

On int�egre quatre fois par parties le membre de gauche de l'�egalit�e (5.4.13) et on
somme sur tous les k, ce qui donne :

4X
k=1

"
EI

d3�i;k
dx3

zmk � EI
d2�i;k
dx2

dzmk
dx

+ EI
d�i;k
dx

d2zmk
dx2

� EI�i;k
d3zmk
dx3

+EA
d~�i;k
dx

~zmk � EA~�i;k
d~zmk
dx

#L
x=0

= �i < �i; z
m > : (5.4.14)
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En tenant compte des conditions de bord d'encastrement et des conditions de
jonctions rigides v�eri��ees par zm, tous les termes de du membre de gauche de

l'�egalit�e (5.4.14) s'annulent �a l'exception de celui correspondant �a
dzm1
dx

(0) qui

vaut 1, d'o�u l'�egalit�e recherch�ee :

8i 2 [1; : : : ; N ] ; EI
d2�i;1
dx2

(0) = �i < �i; z
m > : (5.4.15)

2

5.4.4 Moment tr�es faible discret

On d�e�nit le moment discret tr�es faible :

D�e�nition 5.17

8h > 0; 8 i 2 [1; : : : ; N ]; mtfhi;1(0) = �hi < �hi ; z
m;h > (5.4.16)

que l'on calcule explicitement.

L'ensemble des indices des noeuds du maillage du treillis, not�e I, peut se d�e-
composer sous la forme :

I = Iint [ Iext (5.4.17)

avec Iext l'ensemble des indices des noeuds du maillage des bords du treillis et
Iint = I=Iext.
On note Ienc l'ensemble des indices de Iext des bords encastr�es et Iact leur com-
pl�ementaire dans Iext.
Soit xh le vecteur composante de zm;h dans Vh, on num�erote ses composantes de
telle fa�con que :

xh =

0
B@x

hjIint
xhjIenc
xhjIIact

1
CA (5.4.18)

et on d�ecompose les matrices Kh et Mh en suivant cette num�erotation, soit :

Kh =

2
664
Kh
IintIint

Kh
IintIenc

Kh
IintIact

Kh
IintIint

Kh
IintIenc

Kh
IintIact

Kh
IintIint

Kh
IintIenc

Kh
IintIact

3
775 ; (5.4.19)

Mh =

2
664
Mh

IintIint
Mh

IintIenc
Mh

IintIact

Mh
IintIint

Mh
IintIenc

Mh
IintIact

Mh
IintIint

Mh
IintIenc

Mh
IintIact

3
775 : (5.4.20)
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On peut calculer xh, grâce �a la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 5.3

xh
�����
Iint

= �
�
Kh
IintIint

��1
Kh
IintIact

xh
�����
Iact

(5.4.21)

avec xh
�����
Iact

donn�e.

D�emonstration : Par d�e�nition, xh est solution de :

Khxh = 0: (5.4.22)

Par cons�equent sachant que xh
�����
Ienc

~E(t)0, la propri�et�e d�ecoule imm�ediatement de

la d�ecomposition (5.4.19) de Kh. 2

On peut alors calculer le moment tr�es faible mtfhi;1 d�e�nie par (5.4.16) �a l'aide
de la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 5.4

8 i 2 [1; : : : ; N ]; mtfhi;1(0) = �hi (u
h
i )
TMhxh (5.4.23)

avec uhi (resp. xh) le vecteur composante de �hi (resp. de zm;h) dans Vh.

5.4.5 E�orts tr�es faibles discrets

Nous allons g�en�eraliser la mise sous forme variationnelle tr�es faible du moment
aux autres e�orts (e�orts normal et tranchant). Il su�t de d�e�nir les rel�evements
ad hoc pour chaque e�ort.

Remarque 5.4 a�n de simpli�er la pr�esentation, on consid�ere le treillis mod�ele
et non pas un treillis quelconque comme dans les cas continu et semi-discret.

A. D�e�nitions des rel�evements

A�n de d�e�nir la forme tr�es faible de l'e�ort normal, on consid�ere :

D�e�nition 5.18 Soit zn(x) = fzn(x); ~zn(x)g avec zn = fznkg4k=1 et ~z
n = f~znkg4k=1

solution pour tout k de :

d2~znk
dx2

(x) =
d4znk
dx4

(x) = 0 dans (0; L) (5.4.24)
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tels que

zn1 (0) =
dzn1
dx

(0) = 0; ~zn1 (0) = 1 (5.4.25)

et v�eri�ant les conditions d'encastrement :

znk (0) = ~znk (0) =
dznk
dx

(0) = 0; k = 2; 4 (5.4.26)

et en�n les mêmes conditions de jonctions rigides entre les poutres (1), (2) et (3)
(resp. (3) et (4)) que le rel�evement zm.

Le syst�eme d'�equations dont zn est solution est bien pos�e et admet donc une
solution unique.

De même pour l'e�ort tranchant, on d�e�nit le rel�evement suivant :

D�e�nition 5.19 Soit zt(x) = fzt(x); ~zt(x)g avec zt = fztkg4k=1 et ~zt = f~ztkg4k=1

solution pour tout k de :

d2~ztk
dx2

(x) =
d4ztk
dx4

(x) = 0 dans (0; L) (5.4.27)

tels que

zt1(0) = 1; zt1(0) =
dzt1
dx

(0) = 0 (5.4.28)

et v�eri�ant les conditions d'encastrement :

ztk(0) = ~ztk(0) =
dztk
dx

(0) = 0; k = 2; 4 (5.4.29)

et en�n les mêmes conditions de jonctions rigides entre les poutres (1), (2) et (3)
(resp. (3) et (4)) que les rel�evements zm.

B. Formes tr�es faibles de l'e�ort normal et de l'e�ort tranchant

Grâce aux rel�evements zn et zt que nous venons de d�e�nir, on peut �ecrire les
e�orts normaux et tranchants sous une forme tr�es faible.

Propri�et�e 5.5

8i 2 [1; : : : ; N ] ; ni;1(0) = ��i < �i; z
n >; (5.4.30)

ti;1(0) = �i < �i; z
t > : (5.4.31)

D�EMONSTRATION : on reprend la d�emonstration de la propri�et�e 5.2.4 en rem-
pla�cant zm par zn (resp. zt). Par d�e�nition des rel�evements zn (resp. zt), on
obtient les �egalit�es (A.2.16) et (5.4.31).
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5.5 Test num�erique de contrôlabilit�e exacte

5.5.1 Introduction

�Etant donn�e que nous voulons v�eri�er la contrôlabilit�e exacte de treillis sou-
mis �a des actionneurs construits �a l'aide de la m�ethode HUM (voir le paragraphe
5.2.4), il su�t de v�eri�er l'in�egalit�e d'observabilit�e, encore appel�ee in�egalit�e in-
verse (voir le paragraphe 1.2.2 du chapitre 1), suivante :

8T > 0; 9C > 0; 8 f'0; '1g 2 H,Z
�0�(0;T )

(�('):~n) : (�('):~n) d�dt � C



n'0; '1

o


2H : (5.5.32)

Remarquons qu'�etant donn�e l'application formelle que nous avons faites au pa-
ragraphe 5.2.4 de la m�ethode HUM nous ne connaissons pas a priori l'espace H
des donn�ees initiales f'0; '1g.

La remarque concernant cette in�egalit�e que nous avons faites au paragraphe
1.2.2 du chapitre 1, dans le cas particulier du contrôle en 
exion de la poutre
d'Euler-Navier-Bernoulli, est tr�es g�en�erale et peut-être r�eit�erer :

" pour un temps T d'observation donn�e, l'in�egalit�e d'observabilit�e permet
de savoir quelle information sur le bord �0 est su�sante pour connâ�tre la
solution sur tout le reste du domaine "

La constante d'observabilit�e C est donc primordiale pour connâ�tre le temps T
ainsi que la partie du bord �0 su�sants a�n de contrôler exactement la structure.
Il est donc important d'avoir une estimation pr�ecise de cette constante.
Th�eoriquement, on peut obtenir une estimation de cette constante �a l'aide de la
technique des multiplicateurs mais seulement pour des treillis �etoil�es.

Aussi nous nous proposons de calculer num�eriquement cette constante comme
limite d'une suite �n et selon la d�ecroissance de cette suite d'en d�eduire s'il y a
ou non contrôlabilit�e exacte.

5.5.2 Version principale

Soit (�i; �i)
+1
i=1 la famille des modes propres de la structure encastr�ee sur la

r�egion de contrôle, rang�es par ordre croissant de valeurs propres.

On pose

D�e�nition 5.20

Q
�
'0; '1

�
=

Z
�0�(0;T )

(�('):~n) : (�('):~n) d�dt

E ('0; '1)
; (5.5.33)
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o�u ' est solution de (5.2.4).

Soit Vn = V ect f�1; : : : ; �ng et Wn = Vn � Vn. On d�e�nit la suite �n de la fa�con
suivante :

D�e�nition 5.21
�n = min

('0n;'
1
n)2Wn

Q
�
'0
n; '

1
n

�
: (5.5.34)

On a ainsi construit une suite d�ecroissante qui converge vers un � � 0.

On distingue deux cas :

Cas 1 : l'observabilit�e forte a lieu.

Dans ce cas, (�n)
+1
n=1 est born�ee inf�erieurement par une constante C > 0 et

donc � > 0.

Cas 2 : l'observabilit�e forte n'a pas lieu.

Alors � = 0 et �n �! 0 exponentiellement vite.

La d�ecroissance de la suite �n vers z�ero fait donc l'objet d'une alternative r�eellement
discriminante.

Il est clair que �n est la plus petite valeur propre du probl�eme de valeurs propres
g�en�eralis�e suivant :

Knx = �Mnx; (5.5.35)

avec

Kn =

0
B@ K00 K01

K10 K11

1
CA (5.5.36)

o�u les sous-matrices apparaissant dans Kn sont de la forme, pour tout 0 � l; s �
1 :

K ls
ij = f ls(�i; �j; T )

Z
�0
(�('i):~n) : (�('j):~n) d�; 1 � i; j � n; (5.5.37)

f ls ayant �et�e d�e�nie au chapitre 1; et

Mn =

0
B@ diag(�i) 0

0 Id

1
CA : (5.5.38)
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A�n de v�eri�er la contrôlabilit�e exacte, on propose l'algorithme suivant d'�etude
num�erique de la contrôlabilit�e exacte :

1: Calculer un nombre de modes N "su�sant".

2: Chercher la plus petite valeur propre �n du couple (K
n;Mn); 1 � n � N

par une m�ethode adapt�ee (voir paragraphe 5.5.4).

3: Dessiner la suite (�n)
N
n=1 et conclure de cette fa�con :

{ si (�n) est born�ee inf�erieurement par une constante strictement po-
sitive, alors il y a contrôlabilit�e exacte (cas 1).

{ si (�n) d�ecrô�t rapidement vers z�ero, il n'y a pas contrôlabilit�e exacte
et les vecteurs propres associ�es donnent une information sur la dy-
namique incontrôl�ee (voir paragraphe 5.6) (cas 2).

Remarquons que la conclusion du test num�erique que nous proposons n'a pas
valeur de th�eor�eme puisque le nombre maximal de modes N calcul�es reste �ni.
Nous verrons au paragraphe 6.1 du chapitre 6 que cette remarque qui semble
de prime abord anodine est n�eanmoins tr�es importante pour l'interpr�etation du
test.
De même, il est important de d�ecrire encore plus pr�ecisement la nature de la
d�ecroissance de la suite (�n) dans les deux cas. Dans le cas 2, on a une estima-
tion sur la vitesse de convergence de la suite (�n) :

8
n
'0
n; '

1
n

o
2 Wn; Q

�
'0
n; '

1
n

�
� C e��n ; (5.5.39)

obtenue �a partir de r�esultats de L. Robbiano [100] pour les syst�emes hyperboliques
qui ne v�eri�ent pas l'in�egalit�e d'observabilit�e.

Remarque 5.5 Des estimations �a la Weyl, qu'il faudrait d�emontrer pour les
treillis de poutres, devraient montrer que �n crô�t comme un polynôme en n.

En�n, comme pour la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli seule, on doit particuli�ere-
ment soigner la m�ethode de discr�etisation des contraintes sur le bord. En e�et une
pr�ecision insu�sante sur les e�orts entrâ�ne un calcul erron�e de la suite (�n) et
peut �eventuellement biaiser l'interpr�etation du test (voir l'application du test �a
des treillis de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli au chapitre 6).
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5.5.3 Version avec une matrice de masse adapt�ee

Dans le cas o�u une in�egalit�e d'observabilit�e du type :

8T > 0; 9C > 0; 8 f'0; '1g 2 H0,

Z
�0�(0;T )

(�('):~n) : (�('):~n) d�dt � C



n'0; '1

o


2H0 (5.5.40)

doit être test�ee, on propose la variante suivante du test num�erique :

{ siH0 est connu, on remplace la matrice de masseM dans (5.5.35) par l'ex-
pression qui correspond au produit scalaire associ�e �a la norme k f:; :g kH0 .

{ si cette norme n'est pas connue explicitement, on remplace M par la
matrice diagonale

Mn;� =

0
B@ diag(��i ) 0

0 diag(���1i )

1
CA (5.5.41)

o�u � est un nombre r�eel arbitraire, et on cherche � tel que ��n d�e�nie
comme pr�ec�edemment, en changeant ce qui doit être chang�e, soit born�ee
inf�erieurement.

En fait, si l'in�egalit�e (5.5.40) est v�eri��ee pour une norme "raisonnable" k f:; :g kH0 ,
alors il existe un � tel que la matrice de masse associ�ee Mn;� v�eri�e Mn �Mn;�,
et ��n est born�e inf�erieurement. Par "raisonnable", nous entendons que l'espace
H0 associ�e �a cette norme devrait co��ncider avec un espace de Sobolev d'ordre
peut-être n�egatif, et par cons�equent soit stable pour des perturbations r�eguli�eres.
Autrement dit, nous sommes conduit �a chercher :

le plus grand � pour lequel la propri�et�e (5.5.40) a lieu.

Si l'observabilit�e n'est pas v�eri��ee pour aucun � la suite ��n devrait tendre arbi-
trairement vite vers z�ero.

Le test num�erique consiste �a dessiner la suite ��mn pour une suite de nombres
r�eels �m.
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5.5.4 R�esolution du probl�eme de valeurs propres

Pour calculer la suite (�n), on doit r�esoudre le probl�eme de valeurs propres
g�en�eralis�e :

Knx = �Mnx; (5.5.42)

que l'on r�e�ecrit au pr�ealable sous la forme sym�etrique �equivalente :

(Mn)�
1

2 Kn (Mn)�
1

2 x = �x: (5.5.43)

Or on a :

Kn =

0
B@ K00 K01

K10 K11

1
CA (5.5.44)

avec

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

K00
ij =

 Z T

0
cos

�
t
q
�i

�
cos

�
t
q
�j
�
d~t

!
mimj (5:5:45)

K01
ij =

 Z T

0
cos

�
t
q
�i

�
sin

�
t
q
�j
�
d~t

!
mi

mjq
�j

(5:5:46)

K11
ij =

 Z T

0
sin

�
t
q
�i

�
sin

�
t
q
�j
�
d~t

!
miq
�i

mjq
�j

(5:5:47)

On observe que les di��erents blocs de Kn contiennent tous mi pond�er�e plus ou

moins par
q
�i, or on a montr�e (voir la propri�et�e F.0.1 de l'Annexe F) que :

������
mjq
�j

������ = O(1); (5.5.48)

par cons�equent il semble int�eressant d'homog�ene��ser les blocs de Kn �a l'aide de
cette relation. Aussi on d�ecompose la matrice Kn sous la forme :

Kn =

0
B@ diag(

q
�i) 0

0 Id

1
CA ~Kn

0
B@ diag(

q
�i) 0

0 Id

1
CA (5.5.49)

avec

~Kn =

0
B@

~K00 ~K01

~K10 ~K11

1
CA (5.5.50)
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qui a les sous-matrices de la forme recherch�ee :

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

~K00
ij =

 Z T

0
cos

�
t
q
�i

�
cos

�
t
q
�j
�
d~t

!
miq
�i

mjq
�j

(5:5:51)

~K01
ij =

 Z T

0
cos

�
t
q
�i

�
sin

�
t
q
�j
�
d~t

!
miq
�i

mjq
�j

(5:5:52)

~K11
ij =

 Z T

0
sin

�
t
q
�i

�
sin

�
t
q
�j
�
d~t

!
miq
�i

mjq
�j

(5:5:53)

Avec cette factorisation de la matrice Kn, il vient :

Kn = (Mn)
1

2 ~Kn (Mn)
1

2 x = �x; (5.5.54)

et donc il su�t de r�esoudre le probl�eme de valeurs propres :

~Knx = �x: (5.5.55)

En�n, le probl�eme spectral avec une matrice de masse "adapt�ee" qui s'�ecrit sous
forme sym�etrique :

�
Mn;�

�� 1

2 Kn
�
Mn;�

�� 1

2 x = �x; (5.5.56)

ou encore d'apr�es la d�e�nition de Mn;� :

(Mn)�
�
2 Kn (Mn)�

�
2 x = �x; (5.5.57)

est �equivalent �a :

(Mn)
1��
2 ~Kn (Mn)

1��
2 x = �x: (5.5.58)

Pour les tests num�eriques du chapitre 6, nous calculerons ��n comme la plus petite
valeur propre du probl�eme aux valeurs propres (5.5.58).
Cette factorisation se justi�e pleinement pour des valeurs de � grandes. En e�et,
si on utilisait la forme standard (5.5.42) pour r�esoudre ce type de probl�emes de
valeurs propres, les r�esultats que l'on obtiendrait seraient absurdes.

5.6 Identi�cation des modes inobservables

Comme on pourra le v�eri�er dans les tests num�eriques du chapitre 6, dans
le cas o�u la structure est non contrôlable exactement, la suite �n d�ecrô�t bruta-
lement pour certaines valeurs de n. Cette propri�et�e semble être caract�eristique
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des treillis poss�edant des ondes inobservables. En e�et les indices, pour lesquels
la suite �n d�ecrô�t de plusieurs ordres de grandeurs, correspondent exactement �a
des modes invisibles pour les actionneurs exerc�es.

On note nk l'indice de �n tel que

�nk�1 � �nk < 10��; (5.6.59)

o�u � est assez grand, typiquement � > 2.

D�e�nition 5.22 Le nk-�eme mode de la structure est appel�e mode inobservable
de la structure.

On peut donner une premi�ere justi�cation simple de cette terminologie. En e�et,
on a par d�e�nition de �nk et du minimum :

8n 2 [1; : : : ; nk]; �nk = minn
'0
n; '

1
n

o
2 V n

Q
�
'0
n; '

1
n

�

= Q
�
'0
nk
; '1

nk

�
:

(5.6.60)

Autrement dit, puisque le minimum de Q(:; :) diminue pour nk, c'est que le mode
correspondant �a cet indice n'est pas observable par le syst�eme d'actionneur.

D'autre part, on conjecture la propri�et�e remarquable suivante :

Propri�et�e 5.6 8n 2 [nk; nk+1] et (�nk ; xnk) solution de

Knxnk = �nkM
nxnk ; (5.6.61)

alors (xnk) =
�
x0nk ; x

1
nk

�
v�eri�e :

�
x0nk

�
i
= �ink ;

�
x1nk

�
i
= " �ink ; (5.6.62)

avec "� 1.

Par cons�equent, les ondes inobservables ne sont autres que les modes propres
correspondant aux indices pour lequels la propri�et�e 5.6 est v�eri��ee.

Remarque 5.6 Nous v�eri�erons au chapitre 6 la propri�et�e 5.6 pour des treillis
de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli dont la suite �n se comporte comme dans le
cas 2 du test num�erique de contrôlabilit�e exacte.
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5.7 Suite de Weyl

Dans le cas o�u le test rend un r�esultat n�egatif vis-�a-vis de la contrôlabilit�e
exacte (cas 2) et que par cons�equent :

lim
n�!+1�n = 0; (5.7.63)

nous voulons reconstruire les donn�ees initiales du probl�eme correspondant aux
donn�ees initiales du probl�eme dual pour lesquelles la suite ne converge pas vers
une constante strictement positive.
En e�et, on peut alors appliquer l'algorithme HUM et ainsi v�eri�er qu'il n'y a
pas contrôlabilit�e exacte, par exemple en calculant la r�eponse de la structure
consid�er�ee (voir K.-D. Phung [89] pour une application au contrôle fronti�ere de
l'�equation des ondes).

Si on se �xe les donn�ees initiales suivantes :

8>>>><
>>>>:

n
'0
N ; '

1
N

o
=

(
NX
i=1


i�i;
NX
i=1

�i�i

)
;

fPN (y0) ; PN (y1)g =
(

NX
i=1

�i�i;
NX
i=1

�i�i

)
;

(5.7.64)

et que l'on note xN et yN les vecteurs suivants :

xN =

0
BBBBBBBBB@


1
...

N
�1
...
�N

1
CCCCCCCCCA
; yN =

0
BBBBBBBBB@

�1
...
�N
��1
...

��N

1
CCCCCCCCCA

(5.7.65)

on a d'apr�es la m�ethode HUM :

8yN ; 9! xN= 1

�N
KxN = yN : (5.7.66)

Choisissons par exemple :


i = ��̂i; �i = �̂i; 81 � i � N (5.7.67)

et notons

zN =

0
BBBBBBBBB@

�̂1
...
�̂N
��̂1
...

��̂N

1
CCCCCCCCCA

(5.7.68)
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on a alors :

KxN = �NzN = KzN ; (5.7.69)

et donc xN = zN .

Par cons�equent :

9 C > 0; a
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
'0
N ; '

1
N

o�
� C �N ; (5.7.70)

avec 


n'0
N ; '

1
N

o


 = 


n�̂i; �̂io


 = 1: (5.7.71)

On a donc construit une donn�ee de Cauchy fPN (y0) ; PN (y1)g telle que :
8><
>:

lim
N�!+1

a
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
'0
N ; '

1
N

o�
= 0;


n'0

N ; '
1
N

o


 = 1
(5.7.72)

c'est-�a-dire une suite de Weyl.
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Chapitre 6

�Etude num�erique de la
contrôlabilit�e exacte de treillis de
poutres d'Euler-Navier-Bernoulli

6.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de comparer les r�esultats obtenus �a l'aide du
test num�erique de contrôlabilit�e exacte, appliqu�e �a di��erents types de treillis de
poutres d'Euler-Navier-Bernoulli, aux r�esultats th�eoriques existants concernant
leurs �eventuelles contrôlabilit�e exacte.

6.1.1 Rappels concernant le test num�erique

Soit un temps T de contrôlabilit�e exacte et un ensemble d'actionneurs, on veut
d�eterminer si le treillis sur lequel s'exercent les actionneurs est contrôlable exac-
tement en un temps T . Pour cela, on applique le test num�erique de contrôlabilit�e
exacte d�e�ni au paragraphe 5.5 du chapitre pr�ec�edent. Nous allons maintenant
en rappeler l'algorithme.

�Etant donn�e un pas de maillage h assez �n et un nombre N de modes assez
grand, on calcule pour 1 � n � N la suite �hn qui est la plus petite valeur propre
de

Kn;hx = �hMn;hx: (6.1.1)

On dessine la suite �hn et on dispose de l'alternative discrimante suivante :

{ soit la suite �n d�ecrô�t vers une constante positive (cas 1)

{ soit elle d�ecrô�t exponentiellement vite vers z�ero (cas 2)

Dans le premier cas, on en d�eduit que la multistructure est contrôlable exacte-
ment, dans le second cas qu'elle ne l'ait pas.
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6.1.2 Application et interpr�etation du test

Comme nous l'avons d�eja remarqu�e au paragraphe 5.5 le choix des di��erents
param�etres du test est loin d'être ais�e.
Primo, du fait du couplage des �equations d'Euler-Navier-Bernoulli avec les �equa-
tions des ondes, pour lesquelles on sait qu'il existe un temps minimal de contrôlabi-
lit�e exacte, il est n�ecessaire de faire un choix judicieux du temps T d'observation
pour appliquer le test.
Secundo, le choix du nombre de modes N su�sant pour que l'on puisse claire-
ment conclure que l'on se trouve dans l'un ou l'autre des cas que nous venons
de distinguer est loin d'être �evident. Il sera en particulier n�ecessaire de pr�eciser
la nature de la d�ecroissance de la suite �n dans chacun des cas de mani�ere plus
pr�ecise. En e�et, �etant donn�e que N est �ni, on obtient même pour des treillis
que la th�eorie (voir J.E. Lagnese, G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt [67]) d�esigne
comme �etant non contrôlable exactement, une valeur limite de la suite �n stricte-
ment positive. N�eanmoins, comme on l'a d�eja remarqu�e au paragraphe 5.5, dans
le cas 2 on sait d'apr�es un r�esultat de L. Robbiano [100] que la suite �n d�ecrô�t
exponentiellement.
Nous utiliserons la d�emarche d'analyse suivante :

1. Calcul de la suite �hn avec le pas de maillage le plus �n possible et un
temps d'observation T assez grand. Conclusion quant �a la contrôlabilit�e
exacte de la multistructure. D�etermination de la vitesse de convergence
de �n en fonction de n.

2. �Etude de �n(T ) comme fonction de T .

3. Analyse de la convergence de la suite pour di��erents pas de maillage et
estimation de son taux de convergence en fonction de h.

4. Dans le cas o�u la structure ne semble pas être contrôlable exactement,
par application de la matrice de masse modi��eeMn;�, v�eri�cation qu'elle
ne l'ait pas pour d'autres espaces de donn�ees initiales.

5. D�etermination par application du test du choix optimal du syst�eme d'ac-
tionneurs pour une multistructure donn�ee.

On repr�esentera le r�esultat du test, c'est-�a-dire la suite �n, calcul�ee pour n =
1; : : : ; N , en coordonn�ees semi-logarithmiques, sauf cas exceptionnel.
En�n, on d�e�nit pour tout 1 � n � N , les erreurs relatives suivantes :

D�e�nition 6.1

8n 2 N
? ; Ern(n) =

j�n � �N j
j�N j (6.1.2)
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D�e�nition 6.2

8 h > 0; 8n 2 N
? ; Erh(h) =

����n � �hn
���

j�nj (6.1.3)

6.1.3 Plan

Tout d'abord au paragraphe 6.2, nous appliquerons le test �a l'�el�ement struc-
turant pour nos multistructures, la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli. Cet �el�ement
structurant nous fournira des informations importantes quant �a un choix judi-
cieux des param�etres du test et nous permettra de v�eri�er que les conclusions
du test sont en accord avec la th�eorie, c'est-�a-dire que la poutre est contrôlable
exactement avec un actionneur agissant �a l'une ou l'autre de ses extr�emit�es (a
fortiori �a chacune d'entre elles).

Treillis contrôlables exactement

Nous �etudierons ensuite au paragraphe 6.3 la contrôlabilit�e exacte du treillis
le plus simple possible, deux poutres reli�ees rigidement en angle droit (�gure 6.1
de gauche).

A

CB

(1)

(2)

A

B

D C

(1)

(3) (2)

Fig. 6.1 - Treillis contrôlables exactement avec un nombre su�sant d'action-
neurs.

Ce treillis est di��erent d'un treillis compos�e de deux poutres reli�ees rigidement
en ligne, en raison du couplage des ondes de 
exion et de compression. Nous
v�eri�erons �a l'aide du test qu'il est contrôlable exactement avec des actionneurs
agissant �a l'une ou l'autre de ses extr�emit�es.

Le deuxi�eme exemple de treillis contrôlable exactement que nous allons consid�erer
au paragraphe 6.4 est compos�e de trois poutres reli�ees rigidement en �etoile (�gure
6.1 de droite). Ce treillis n'a pas de circuit, par cons�equent, d'apr�es la th�eorie, il
est contrôlable exactement si des actionneurs s'exercent �a au moins deux de ses
extr�emit�es.
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Treillis objet de conjectures

En�n, au paragraphe 6.5 nous appliquerons le test �a un treillis (�gure 6.2)
pour lequel il n'existe pas de r�esultat th�eorique ce qui nous permettra de proposer
des conjectures.

B

C

D

E

F
(1) (2) (3)

(4) (5)

A

Fig. 6.2 - Treillis source de conjectures.

Remarque 6.1 Pour une application du test �a d'autres treillis de poutres d'Euler-
Navier-Bernoulli on pourra se r�ef�erer �a F. Bourquin et J.-S. Bri�aut [15].

6.2 La poutre d'Euler-Navier-Bernoulli

La poutre d'Euler-Navier-Bernoulli est l'�el�ement structurant des multistruc-
tures auxquelles nous allons appliquer le test et de plus c'est la seule structure
dont nous avons d�emontr�e la contrôlabilit�e exacte (voir le chapitre 1). Il est donc
naturel de lui appliquer en premier le test num�erique, notamment a�n d'en v�eri�er
l'e�cacit�e.

On consid�ere une poutre d'Euler-Navier-Bernoulli encastr�ee �a son extr�emit�e gau-
che et dont on impose l'angle de rotation �a l'extr�emit�e droite, le d�eplacement
transverse y �etant bloqu�e �a cette même extr�emit�e (voir �gure 6.3).

v(t)

Fig. 6.3 - Poutre contrôl�ee en rotation �a son extr�emit�e droite.

La poutre est de longueur 1 m�etre et a pour param�etres m�ecaniques :

I = 1 m4; A = 1 m2; E = 1 N:m�2; � = 1 kg:m�3: (6.2.4)

Remarque 6.2 Bien que la poutre correspondant au choix de ces param�etres ne
soit pas tr�es r�ealiste, cela n'in
uence pas l'interpr�etation des r�esultats du test.

Conventions : Lorsque l'on ne pr�ecise pas le pas de maillage ou l'horizon de
contrôla-bilit�e, c'est que l'on a pris h = 1=400 et T = 2.



Chapitre 6. 217

6.2.1 V�eri�cation de la contrôlabilit�e exacte

On a vu au paragraphe 2.5 du chapitre 2 que si l'on veut, pour un pas de
maillage h �x�e, une pr�ecision assez grande de la norme L2(0; T ) du contrôle, au-
trement dit du grammien de contrôlabilit�e exacte, il faut prendre un horizon de
contrôlabilit�e T assez grand. Le choix suivant est su�sant :

h = 1=400; T = 2: (6.2.5)

En�n on se �xe N = 300 et on calcule donc (�n)
N
n=1, que l'on repr�esente en coor-

donn�ees cart�esiennes �a la �gure 6.4 de gauche.

0 50 100 150 200 250 300
3.8

3.85

3.9

3.95

modes n

al
ph

a(
n)

poutre (3,rotation)

h = 1/400

T = 2

Er(n)   
O(1/n^4)

100 200
10

-9

10
-8

10
-7

10
-6

n

E
r(

n)

poutre (3,rotation)

h = 1/400

T = 2

Fig. 6.4 - (�n)
3
n=1 00 (�a gauche) et Ern(n) pour n = 100; : : : ; 200 (�a droite).

On peut ainsi observer que la suite (�n) d�ecrô�t tr�es vite vers une valeur stricte-
ment positive d'environ 3.84; en e�et avec un seul mode on a d�eja une pr�ecision
de l'ordre du %.

Le r�esultat du test est donc en accord avec la th�eorie :

la poutre est contrôlable exactement en un temps T = 2 par un actionneur
en 
exion agissant �a l'une de ses extr�emit�es.

�A l'Annexe K.1, on d�emontre que la suite �n converge vers sa limite � en
O (1=n4), c'est ce que l'on v�eri�e �a la �gure 6.4 de droite o�u l'on a superpos�e,
pour n = 100; : : : ; 200 et N = 300, �a Ern(n) une fonction en 1=n4 (en pointill�e).

6.2.2 �n(T ) fonction de T

De mani�ere intuitive, on con�coit bien que :

plus T est grand et plus il est facile de contrôler la structure
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et donc plus la constante C de l'in�egalit�e d'observabilit�e (5.5.32), vers laquelle la
suite �n converge, augmente.
On a un r�esultat plus pr�ecis donn�e par la propri�et�e J.1 suivante :

8T 0

; T > 0; 8n 2 N
? ; �n(T ) =

T

T 0
�n(T

0

) (6.2.6)

d�emontr�ee �a l'Annexe J. Autrement dit, la suite �n(T ) varie lin�eairement en fonc-
tion de T .

C'est ce que l'on v�eri�e �a la �gure 6.5 de gauche o�u l'on a superpos�e, pour
di��erents T , les suites �n(T ) calcul�ees avec 1 � n � 50.

0 10 20 30 40 50
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modes n
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poutre (3,rotation)

h = 1/400

1
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1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

T

   
   

   

alpha(1) en fonction de T

h = 1/400

Fig. 6.5 - Pour T = 1; : : : ; 5, (�n)
50
n=1 (�a gauche) et �1(T ) (�a droite).

On observe que la suite �n(T ) augmente lin�eairement avec T . Pour con�rmer ce
fait, on repr�esente �a la �gure 6.5 la variation de �1(T ) en fonction de T �a laquelle
on a superpos�e en trait continu la fonction lin�eaire T 7! �1(1)T .

Remarque 6.3 On se reportera au paragraphe 2.5 du chapitre 2 pour une �etude
du temps minimal num�erique de contrôlabilit�e exacte T h.

6.2.3 In
uence du pas de maillage h

Nous allons v�eri�er la propri�et�e K.2 d�emontr�ee �a l'Annexe K.2, c'est-�a-dire :

8n 2 N
? ; 9C > 0; 8h > 0;

����hn � �n
��� � Ch4: (6.2.7)

On montre �a la �gure 6.6 l'erreur relative Erh(h) pour 1=h = f30; 40; 50; 60; 70g
avec n = 10 et h1 = 1=400.
On lui a superpos�e une fonction variant en O(h4) (en pointill�e) ce qui permet de
voir que l'on v�eri�e asymptotiquement l'estimation recherch�ee.
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Er(h) 
O(h^4)

10
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-5
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h

E
r(

h)

poutre (3,rotation)

Fig. 6.6 - Erh(h) pour 1=h = f30; 40; 50; 60; 70g et n = 10.

6.2.4 Calcul de �n avec les moments usuels et tr�es faibles

Le pas de maillage avec lequel on a calcul�e les fr�equences et les modes est
d�eterminant, ne serait-ce que pour avoir la pr�ecision n�ecessaire sur ces di��erents
termes; mais pour le calcul de la suite �hn il est surtout crucial de calculer avec
pr�ecision les moments. En particulier, un pas de maillage su�sant pour le calcul
des fr�equences peut ne pas l'être pour celui des moments et entrâ�ner un calcul
incorrecte de �hn et par cons�equent une interpr�etation erron�ee du test.

Dans ce paragraphe, T est �x�e et vaut 1.

Exemple 1 Maillage grossier : h = 1=20

Tout d'abord, on prend un maillage grossier h = 1=20.
On calcule �hn pour n = 1; : : : ; 15 avec un moment usuel et un moment tr�es faible.
�A la �gure 6.7 de gauche, on remarque que l'on obtient un comportement di��erent
pour les modes �elev�es.
Alors qu'avec le moment tr�es faible on obtient une valeur quasiment constante,
avec le moment usuel, la suite �n se met �a d�ecrô�tre rapidement �a partir de n = 9,
comme on peut mieux l'observer �a la �gure 6.7 de droite o�u l'on a dessin�e l'erreur
relative de ces deux suites. Dans le cas du moment usuel, on serait donc tent�e
de conclure �a la non-contrôlabilit�e exacte et donc on aboutirait �a une conclusion
fausse d'apr�es la th�eorie et les exp�eriences num�eriques.

Il est int�eressant d'observer �egalement le spectre complet du grammien pour
N = 15, calcul�e avec les deux moments (�gure 6.8).
On obtient une information qui a priori n'�etait pas �evidente :
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Fig. 6.7 - (�n)
15
n=1 calcul�e pour les moments usuel et tr�es faible (h = 1=20) (�a

gauche) et leurs erreurs relatives (�a droite).
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Fig. 6.8 - Spectre du grammien pour n = 19 (h = 1=20; T = 1) (�a gauche) et
leurs erreurs relatives (�a droite).

la di��erence, entre les calculs obtenus avec les deux moments, est d'autant
plus grande que la valeur propre �N est petite.

Donc l'erreur la plus importante est celle commise sur la plus petite des valeurs
propres, c'est-�a-dire �n. Par ailleurs, le test pr�ec�edent nous dit que cette erreur est
d'autant plus grande que le nombre de modes utilis�es pour calculer le grammien
est �elev�e.

Exemple 2 Maillage �n : h = 1=100

On refait les mêmes tests que pour h = 1=20, mais avec un maillage plus �n
h = 1=100 et on prend N = 90.



Chapitre 6. 221

On obtient des propri�et�es identiques:

{ le moment usuel donne une approximation des �n d'autant moins bonne
que les modes sont �elev�es (�gure 6.9).
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Fig. 6.9 - �hn calcul�e pour les moments usuel et tr�es faible (h = 1=100 et T = 1)
(�a gauche) et leurs erreurs relatives (�a droite).

{ le grammien de contrôlabilit�e calcul�e pour n = N avec le moment usuel
a des valeurs propres d'autant plus mal calcul�ees que celles-ci sont petites
(�gure 6.10).
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Fig. 6.10 - Spectre du grammien pour n = 90 (�a gauche) et leurs erreurs relatives
(h = 1=100 et T = 1) (�a driote).

{ l'erreur la plus grande des grammien calcul�es pour des n quelconques est
donc commise pour �hN .
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Du fait du plus grand nombre de termes de la suite �hn calcul�es pour ce pas de
maillage (N = 100), on peut observer un ph�enom�ene qu'il n'�etait pas �evident de
remarquer dans l'exemple avec un maillage grossier :

{ l'erreur entre la suite �n calcul�ee avec le moment tr�es faible et celle calcul�ee
avec le moment usuel est constante pour n < 46 et augmente (de l'ordre de
103) brusquement pour n � 46 (voir �gure 6.9).

6.2.5 Tests avec une matrice Mn;�

On cherche le plus grand � pour lequel la suite ��n converge vers une constante
C strictement positive.
Dans le cas de la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli, on sait exactement pour quel
espace X 0 l'in�egalit�e d'observabilit�e (5.5.40) est v�eri��ee, c'est donc un bon test
pour savoir si l'on identi�e correctement l'espace d'observation.

Puisque th�eoriquement l'espace ad hoc est H2
0 (0; L) � L2(0; L), la valeur de �

exacte est � = 1, et on peut donc s'attendre aux ph�enom�enes suivants :

{ pour � < 1, la suite ��n doit encore être major�ee strictement par une
constante C > 0 et d'apr�es ce que l'on a vu pr�ec�edemment converger tr�es
rapidement vers C.

{ pour � > 1, puisque � = 1 est la valeur la plus grande possible pour laquelle
l'in�egalit�e est v�eri��ee, la suite ne doit plus être major�ee par une constante
strictement positive et d�ecrô�tre vers z�ero exponentiellement.

On commence par v�eri�er la premi�ere propri�et�e : on calcule donc la suite ��n avec
� < 1.
On prend dans notre exemple �m = f:5; 0;�:5;�1g et on calcule les suites ��mn
(voir �gure 6.11 de gauche).
On observe bien que plus �m est petit et plus la suite ��mn a une valeur minimum
grande.
Illustrons maintenant la seconde remarque : on calcule ��mn avec �m = 1 + 0:1m
et m = f0; : : : ; 5g.
La �gure 6.11 de droite montre, pour �m > 1, la suite ��mn en coordonn�ees loga-
rithmiques selon les deux axes.
On a bien une d�ecroissance de plus en plus rapide de la suite ��mn vers z�ero en
fonction de �m.

Conclusion : on peut donc conclure de cette �etude que l'espace X 0 le plus
petit pour lequel on v�eri�e la contrôlabilit�e exacte est bien H2

0 (0; L) � L2(0; L)
et que l'on peut prendre des espaces plus grands correspondants �a des valeurs de
� plus petites que un.
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Fig. 6.11 - ��mn pour n = 1; : : : ; 100 avec �m � 1 (�a gauche) et �m � 1 (�a droite).

6.3 Premier exemple de treillis contrôlable exac-

tement

6.3.1 D�e�nition du treillis

Soit le treillis compos�e de 2 poutres reli�ees rigidement en angle droit :

A

C v(t)B

(1)

(2)

Fig. 6.12 - Treillis de poutres reli�ees rigidement, encastr�ee en A et contrôl�e en
rotation tout en ayant son d�eplacement de bloqu�e en B.

avec pour param�etres m�ecaniques et g�eom�etriques :

I1 = I2 = 2:10�10 m4; A1 = A2 = 10�4 m2;

E1 = E2 = 2:1011 N:m�2; �1 = �2 = 7:8 103 kg:m�3;

l1 = l2 = 70 m:

(6.3.8)
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6.3.2 Remarques sur le caract�ere contrôlable

Du point de vue de la contrôlabilit�e exacte un tel treillis est di��erent d'un
treillis compos�e de deux poutres mises bout �a bout horizontalement en raison
du couplage des modes de 
exion et de compression. En particulier, il n'est pas
certain que l'on puisse prendre un temps d'observation aussi petit que l'on veut,
comme pour un treillis en s�eries.
Cependant, ce treillis est �etoil�e donc, d'apr�es des r�esultats de G. Leugering et
E.J.P.G. Schmidt [79] et de G. Leugering [78], il est contrôlable exactement avec
un actionneur contrôlant la rotation d'une de ses extr�emit�es (A ou C).

De mani�ere purement arbitraire, nous choisissons pour les premiers tests un ac-
tionneur contrôlant la rotation en C; par cons�equent en C le d�eplacement est
bloqu�e tandis qu'en A le treillis est encastr�e.

Nous �etudierons l'e�et d'autres structures d'actionneurs au paragraphe 6.3.7.

Convention : Pour les tests num�eriques qui vont suivre, lorsque l'on ne pr�ecise
pas le pas de maillage ou l'horizon de contrôlabilit�e, c'est que l'on a pris h = 1=500
et T = 2.

6.3.3 V�eri�cation de la contrôlabilit�e exacte

On prend les donn�ees suivantes :

h = 1=500; T = 2; N = 200: (6.3.9)

�A la di��erence de la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli seule, la suite �n ne reste
pas quasiment constante apr�es avoir d�ecrû sur les premiers modes (�gure 6.13).
En e�et, on observe �a la �gure 6.13 une l�eg�ere d�ecroissance de celle-ci pour n = 46,
mais de fa�con plus g�enante une chute tr�es importante pour n = 110.
On ne peut donc, au vu de ce test, conclure imm�ediatement �a la contrôlabilit�e
exacte.
Cependant, on peut esp�erer que la d�ecroissance pour n = 110 est la cons�equence
d'un pas de maillage qui ne serait pas assez �n pour les modes sup�erieurs �a 110.

Un premier test pour v�eri�er que l'origine de cette chute est un pas de maillage
trop grossier et de calculer le taux de convergence de la suite �n en fonction de
n.
Puisque dans notre cas il y a deux paliers, un pour n = 46 et un pour n = 110,
on calcule donc Ern(n), premi�erement pour n = 50; : : : ; 80 avec N = 100 (�gure
6.14 de gauche) et deuxi�emement pour n = 120; : : : ; 150 avec N = 200 (�gure
6.14 de droite).
Dans les deux r�egions, on obtient un même taux de convergence : O(1=n5).
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Fig. 6.14 - Ern(n) pour n = 50; : : : ; 80 (N = 100) (�a gauche) et pour
n = 110; : : : ; 150 (N = 200) (�a droite).

Cependant pour n = 110; : : : ; 150, on observe que l'on n'a pas une d�ecroissance
uniforme de l'erreur. Ceci semble con�rmer que la chute pour n = 110 ne corres-
pond pas �a un mode inobservable de la structure mais plutôt �a une discr�etisation
trop grossi�ere.

Conclusion : La d�ecroissance de �hn pour n = 110 est arti�cielle et est dû uni-
quement �a un pas de maillage trop grossier, donc le test n'est valide pour une
�nesse h � 1=500 que pour n < 110 et indique que :

le treillis est contrôlable exactement avec un actionneur en rotation en C
et un temps T assez grand.

Les tests suivants vont con�rmer cette analyse.
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6.3.4 �n(T ) fonction de T

V�eri�ons maintenant si la suite �n d�epend lin�eairement du temps T comme
c'est le cas pour la poutre seule (voir le paragraphe 6.2 et l'Annexe J).
On calcule �n(T ) pour n = 1; : : : ; 50 avec di��erents T (�gure 6.15).
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Fig. 6.15 - �n(T ) pour n = 1; : : : ; 50 et T = 1; : : : ; 5 (h = 1=500).

On a bien encore les mêmes relations homoth�etiques entre les �n(T ) calcul�es pour
di��erents T .
En�n, comme pour la poutre seule, il doit exister un temps minimal de contrôlabi-
lit�e exacte Tmin. La question est de savoir si ce temps minimal est purement
num�erique comme pour la poutre seule ou s'il est dû au couplage des modes de

exion et de traction dans notre treillis.

Le crit�ere qui permet d'identi�er ce temps minimal est a priori simple :

la suite �n doit être, pour tout n � 0, d�ecroissante et strictement positive.

Avant de v�eri�er ce crit�ere, faisons quelques remarques sur son domaine de vali-
dit�e :

{ du fait que la suite �n est �nie, on ne peut v�eri�er cette condition que pour
un nombre de modes �nis, et donc il se peut que pour n � 200, elle ne
v�eri�e plus ce crit�ere. Comme pour le test num�erique, ce crit�ere n'est donc
vrai que pour un N �x�e.

{ de plus, plus n est grand et moins les valeurs de la suite sont calcul�ees avec
pr�ecision et donc plus une d�ecroissance �eventuelle peut-être due �a un mau-
vais calcul de �n et non �a un temps d'observation trop faible. Autrement
dit, le Tmin que l'on obtient d�epend non seulement du pas de maillage h
mais aussi du choix de N .
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{ en fait pour le calcul avec T = 2 et �egalement pour des temps sup�erieurs, on
n'a fait une v�eri�cation purement visuelle de la d�ecroissance de la suite �n.
On v�eri�e que pour tout T (on prend un temps T tr�es grand, par exemple
T = 103), la suite crô�t pour des n superieurs �a 110. Le premier mode �a
partir duquel la suite ne d�ecrô�t plus converge vers n = 110 quand T aug-
mente. C'est une nouvelle con�rmation du fait que la d�ecroissance brutale
de notre suite pour n = 110 est purement num�erique et n'a pas de lien avec
le fait que la structure soit contrôlable ou non exactement. Pour v�eri�er
la non d�ecroissance de la suite, et ainsi identi�er le temps minimal, il faut
donc bien prendre N < 110.

Remarque 6.4 Pour v�eri�er le crit�ere, il su�t donc d'apr�es la premi�ere des re-
marques que nous venons d'�enum�erer ci-dessus, de calculer �n pour N et non
pour tous les termes de la suite. Par contre, il faut calculer la suite pour tous les
n � N , pour v�eri�er la deuxi�eme condition. En e�et, la suite peut d�ecrô�tre par
exemple entre n = 199 et n = 200, et être croissante entre n = 198 et n = 199.

Avec la poutre consid�er�ee et le pas de maillage utilis�e, on trouve Tmin = 0:31
(avec une pr�ecision de 1 %).
�A la �gure 6.16, on dessine (�n)

109
n=1 avec le temps d'observation le plus �elev�e pour

lequel la suite d�ecrô�t encore vers une valeur strictement positive.
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109
n=1 pour T = 0:3 �a gauche et pour T = 0:27 �a droite.

On remarquera n�eanmoins que pour cette valeur de T le rapport entre le maxi-
mum et le minimum de la suite �n est tr�es �elev�e (de l'ordre de 1012) (avec un
minimum de l'ordre de 10�2. En�n si l'on prend T < Tmin assez petit, par exemple
T = 0:27 (�gure 6.16 de droite) on voit que la suite �n, apr�es une d�ecroissance
vertigineuse d�es les 10 premiers modes, prend des valeurs nulles ou mêmes n�ega-
tives.
Pour T encore plus petit, la suite n'est non seulement plus d�ecroissante mais elle
prend des valeurs imaginaires pour n assez grand.
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Les valeurs n�egatives et imaginaires de la suite sont clairement imputables �a la
limite de pr�ecision de Matlab.

Conclusion : �A l'aide du test, on v�eri�e bien que le couplage des modes de

exion et de compression implique l'existence d'un temps minimal d'observation
et on peut de plus obtenir une estimation pr�ecise de ce temps.

6.3.5 In
uence du pas de maillage

V�eri�ons que le pas de maillage peut biaiser radicalement l'interpr�etation du
test, comme on l'a d�eja pu le remarquer pour l'�el�ement structurant (voir en par-
ticulier le paragraphe 6.2.4).
On dessine la suite �hn pour des pas de maillages de moins en moins �ns �a la
�gure 6.17.
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Cet exemple illustre particuli�erement bien le fait qu'il soit n�ecessaire de prendre
un pas de maillage assez �n pour interpr�eter correctement le test.
En e�et, non seulement la suite ne converge plus de fa�con constante pour des
maillages plus grossiers que h = 1=200 mais de plus, plus le pas de maillage h est
grossier et plus la suite �hn d�ecrô�t de fa�con brutale pour des valeurs de n petites.
Par exemple pour h = 1=20, elle d�ecrô�t fortement pour n = 12, ce qui n'est pas
le cas pour les autres maillages plus �ns. Autrement dit :

plus le pas est grossier et plus le test semble indiquer que la structure est
non contrôlable.

Cette d�ecroissance variable selon le pas de maillage est donc clairement impu-
table �a la pr�ecision avec laquelle on calcule les modes et a fortiori les moments
tr�es faibles.
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Pour conclure, calculons le taux de convergence de �hN en fonction de h.
On repr�esente Erh(h) �a la �gure 6.18 pour 1=h = f20; 50; 100; 200g (N = 199 et
h1=1=500) �a laquelle on a superpos�e une fonction en O(h9=2).
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Fig. 6.18 - Erh(h) pour 1=h = f20; 50; 100; 200g (N = 199 et h1 = 1=500).

On obtient une convergence en O(h9=2).

6.3.6 Tests avec une matrice Mn;�

Les tests pr�ec�edents ont con�rm�e la th�eorie, le treillis consid�er�e est contrôlable
exactement en un temps T avec un actionneur en C agissant en rotation.
V�eri�ons maintenant que H2

0 (
)� L2(
) est bien l'espace X 0 ad hoc.
Si c'est bien le cas, on doit avoir le même comportement en fonction de � que
pour la poutre seule, soit :

{ pour � < 1, la suite ��n doit être major�ee par une constante positive de plus
en plus grande au fur et �a mesure que � diminue

{ pour � > 1, la suite ��n doit d�ecrô�tre de plus en plus vite au fur et �a mesure
que � augmente

On calcule d'abord
�
��mn

�50
n=1

avec � � 1 (�m = f1; 0:895; 0; �1g) (�gure 6.19 de
gauche).
On v�eri�e bien que la suite est toujours major�ee par une constante strictement
positive qui augmente quand � diminue.
On a repr�esent�e la suite ��mn pour la valeur � = 0:895, car il s'agit du � le plus
petit pour lequel la suite ��mn ne d�ecrô�t pas de fa�con brutale. En�n, on observe
que pour � assez petit, typiquement � = 0, la suite ne d�ecrô�t plus que pour n = 4.
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Prenons maintenant � strictement sup�erieur �a 1 (�m = f1; 1:5; 3; 5; 10g) . On
v�eri�e bien �a la �gure 6.19 de droite que plus � augmente et plus ��n d�ecrô�t
rapidement vers z�ero. On peut conclure que l'espace X 0 ad hoc est exactement
H2�

0 (
)�H2(��1)(
) avec � = 0:895.

6.3.7 Choix des actionneurs

Actionneurs en rotation

Tout d'abord, inversons la position de l'actionneur tout en conservant un ac-
tionneur en rotation.
On voit �a la �gure 6.20 que l'on obtient une suite �n semblable �a celle obtenue
avec l'actionneur agissant en A au lieu de C.
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N�eanmoins si on calcule leurs di��erences, on peut v�eri�er qu'elles sont bien
di��erentes (l'erreur commise est de l'ordre d'une dizaine de %).

Remarque 6.5 On a pris N = 200 et non pas N < 110 pour con�rmer, s'il �etait
n�ecessaire, que la chute en n = 110 est bien dû �a un pas de maillage trop grossier.
En fait, pour d'autres types d'actionneurs on obtient �egalement une d�ecroissance
pour n = 110.

Appliquons maintenant un actionneur en rotation aux deux extr�emit�es du treillis.
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On v�eri�e bien �a la �gure 6.21 de gauche que le fait d'agir sur les deux extr�emit�es
est plus e�cace que d'agir sur une seule puisque la suite (�n)

100
n=1 �a une borne

inf�erieure bien plus grande que dans les tests pr�ec�edents o�u un seul action-
neur contrôlait la structure. Par contre, la suite est moins "r�eguli�ere" puisqu'elle
d�ecrô�t pour de nombreuses valeurs de n au lieu d'être quasiment constante
comme pour un seul actionneur en rotation.
Une explication de ce ph�enom�ene semble r�esider dans l'approximation plus ou
moins bonne de �n selon l'actionneur consid�er�e. Comme on l'a vu au paragraphe
6.3.5 pr�ec�edent, pour cette multistructure, la constante �n est particuli�erement
sensible au pas de maillage.
On observe que plus le pas de maillage est grossier et moins la suite est irr�eguli�ere
(�gure 6.21 de droite).

Remarque 6.6 Il serait int�eressant de regarder la r�eponse de la structure contrô-
l�ee avec cet ensemble d'actionneurs.



232 6.3. Premier exemple de treillis contrôlable exactement

Actionneurs en compression

Consid�erons le cas o�u l'on agit en compression en A et en C respectivement.

On adopte dans la suite de tous les tests de chapitre, la terminologie suivante :

on parle d'actionneur en compression quant il s'agit d'un actionneur qui
asservit les d�eplacements longitudinaux.

Lorsque l'on agit en compression �a l'une ou l'autre extr�emit�e, la valeur limite de
la suite �n est plus faible mais par contre la d�ecroissance globale (entre �1 et �N)
est moins importante (�gure 6.22).
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Fig. 6.22 - Actionneur en compression en A (�a gauche) et en C (�a droite):
(�n)

100
n=1.

C'est particuli�erement 
agrant dans le cas de l'actionneur localis�e en C (voir �-
gure 6.22 de driote). On v�eri�e en�n �a la �gure 6.23 qu'en raison de cette e�cacit�e
plus grande de l'actionneur C, l'action simultan�ee des actionneurs est moins e�-
cace que celle de l'actionneur C seul, mais plus e�cace que celle de l'actionneur
A.

6.3.8 Conclusion

En conclusion de cette �etude, on peut dire que quelque soit le type d'action-
neur appliqu�e pour contrôler la structure, elle est contrôlable exactement pour
un temps T assez grand.
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6.4 Deuxi�eme exemple de treillis contrôlable exac-

tement

6.4.1 D�e�nition du treillis

Soit un treillis compos�e de trois poutres reli�ees rigidement en �etoile

A

B

D C

(1)

(3) (2)

Fig. 6.24 - Treillis de poutres reli�ees rigidement en B, contrôl�e en rotation tout
en ayant son d�eplacement de bloqu�e en A et encastr�e en C et D.

avec les param�etres m�ecaniques suivants :

I1 = I2 = I3 = 50 m4; A1 = A2 = A3 = 10 m2;

E1 = E2 = E3 = 4:1010 N:m�2; �1 = �2 = �3 = 7:8 103 kg:m�3;

l1 = 70 m; l2 = l3 =
p
5
2
l1 m:

(6.4.10)

Nous allons commencer par agir sur la structure avec un actionneur contrôlant
la rotation de l'extr�emit�e A (�gure 6.24). L'extr�emit�e A a donc son d�eplacement



234 6.4. Deuxi�eme exemple de treillis contrôlable exactement

de bloqu�e, tandis que les extr�emit�es C et D sont encastr�ees.

6.4.2 Remarques sur le caract�ere contrôlable

Le treillis est �etoil�e donc, d'apr�es des r�esultats de G. Leugering et E.J.P.G.
Schmidt [79] et de G. Leugering [78], il est contrôlable exactement avec un nombre
su�sant d'actionneurs.
En e�et, du fait du choix de l'actionneur, qui entrâ�ne que les extr�emit�es C et D
sont encastr�ees, il existe des modes inobservables pour cet actionneur, qui sont
localis�es sur les poutres (2) et (3).
Par cons�equent un seul actionneur, n'agissant donc qu'�a une seule extr�emit�e du
treillis, ne su�t pas �a le contrôler.
Par contre, il est contrôlable exactement avec deux ou trois actionneurs.

Convention : Si on ne pr�ecise pas le pas de maillage ou l'horizon de contrôlabi-
lit�e dans les tests, c'est que l'on a pris h = 1=700 et T = 500.

6.4.3 V�eri�cation de la non contrôlabilit�e exacte avec un

seul actionneur

On se �xe les param�etres suivants :

h = 1=700; T = 500; N = 100: (6.4.11)

La �gure 6.25 de gauche montre clairement que :

le treillis n'est pas contrôlable exactement en un temps T (T = 500) par un
seul actionneur asservissant la rotation de l'extr�emit�e A.

En e�et, la suite �n d�ecrô�t brutalement (d'un facteur 1010) pour n = 2. Le fait
que la suite reste quasiment constante pour n > 2 n'indique pas ici que la struc-
ture est contrôlable exactement, en raison de la tr�es forte d�ecroissance, de l'ordre
de 1010, de la suite �n pour n = 2.
Comme pour le treillis pr�ec�edent on veut estimer la vitesse de convergence de �n
en fonction de n. On calcule donc l'erreur relative Ern(n) pour n = 10; : : : ; 50
avec N = 100 (voir �gure 6.25 de droite).
Alors que pour le treillis pr�ec�edent Ern(n) d�ecrô�t avec n, dans notre cas on
obtient une erreur qui oscille en fonction de n autour de 10�5.

Il semble naturel de conjecturer que dans le cas o�u la structure n'est pas contrôlable
exactement, on observe ce type d'oscillations autour d'une valeur constante.
En quelque sorte, pour un pas de maillage donn�e, cette oscillation autour d'une
valeur constante strictement positive est �equivalente �a une oscillation autour de
z�ero, et donc �a un cas de non contrôlabilit�e exacte.
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6.4.4 �n(T ) fonction de T

Comme pour tous les treillis �etudi�es, nous allons v�eri�er que plus T est grand
et plus �N (T ) est grand, avec si possible une variation lin�eaire en fonction de T
comme pour la poutre seule.
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Fig. 6.26 - �n(T ) pour n = 1; : : : ; 50 et T = 5; 50 et 500.

C'est bien ce que l'on observe �a la �gure 6.26 o�u l'on a pris successivement
T = 5; 50 et 500 pour calculer (�n)

50
n=1. Les suites �n(T ) pour les di��erents temps

T sont quasiment homoth�etiques, et donc on a bien une relation de lin�earit�e entre
les suites calcul�ees avec des temps di��erents.
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6.4.5 In
uence du pas de maillage h

On se �xe un horizon de contrôle T = 500 et on calcule
�
�hn
�100
n=1

pour

1=h = f50; 200; 400; 500; 700g.
On observe �a la �gure 6.27 de gauche, a contrario de la structure pr�ec�edente, que
plus le maillage est �n et plus la suite �hn d�ecrô�t vite vers z�ero.
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Fig. 6.27 - Pour 1=h = f50; 200; 400; 500; 700g,
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�hn
�100
n=1

(�a gauche) et Erh(h)

pour n = 10 (�a droite).

En particulier, plus le pas de maillage est �n et plus la valeur plafond de �hn est
petite, ce qui est typique d'un treillis non contrôlable exactement.

Calculons le taux de convergence de la suite �hn en fonction de h pour un mode
�x�e.
On repr�esente Erh(h) pour 1=h = f50; 200; 400; 500; 700g avec n = 10 �a la �gure
6.27 de droite. On obtient une convergence en O(h4).

6.4.6 Identi�cation du mode inobservable du treillis

D'apr�es le premier test e�ectu�e, nous avons un mode inobservable (pour 1 �
n � 100) : le 2 �eme mode. En e�et, comme on l'a vu �a la �gure 6.25 de gauche,
c'est pour cette valeur de n que la suite �n d�ecrô�t fortement (de l'ordre de 1010).
On a donc pour ce treillis, d'apr�es les notations du paragraphe 5.6 du chapitre
5 : n1 = 2.
Ce mode est particulier, comme on peut le voir �a la �gure 6.28.
En e�et, on remarque qu'il n'y a pas de 
exion (uniquement de la traction-
compression) sur la poutre (1), ce qui explique que ce mode soit invisible pour
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Fig. 6.28 - 2 �eme mode du treillis (invisible pour un actionneur en rotation en
A).

l'actionneur en rotation appliqu�e �a l'extr�emit�e A de la poutre (1).

Remarque 6.7 On se reportera au paragraphe 6.4.8 traitant de l'application
d'autres syst�emes d'actionneurs au treillis, pour une v�eri�cation de cette a�rma-
tion.

V�eri�ons maintenant si, dans le cas de notre structure, la propri�et�e 5.6 conjec-
tur�ee au paragraphe 5.6 est exacte.

�A la �gure 6.29 de gauche (resp. de droite), on a repr�esent�e x0n1 (resp. x
1
n1) pour

n = 40.
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Fig. 6.29 - Pour n = 10 et n1 = 2, x0n1 (�a gauche) et x1n1 (�a droite).

On v�eri�e bien que la propri�et�e 5.6 pour n1 = 2. En e�et, seul la seconde com-
posante de x0n1 (resp. x

1
n1
) est non nulle.
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6.4.7 Version avec une matrice de masse adapt�ee

On calcule ��n avec des � de plus en plus petit jusqu'�a ce que la suite ne semble
plus d�ecrô�tre vers z�ero.
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pour �m = f4; 2; 1; 0; �1; �2g.

On observe bien �a la �gure 6.30 que plus � est petit et plus le minimum de la
suite est grand. Cependant même pour des � petits, la suite �n d�ecrô�t toujours
pour n = 2. Par contre, pour � > 1, �n d�ecrô�t fortement pour de nouveaux n.
Autrement dit, on vient de v�eri�er que le treillis est bien incontrôlable avec un
actionneur en 
exion en A.

6.4.8 Tests avec di��erents actionneurs

Du fait de la sym�etrie du treillis, appliquer un actionneur en C ou en D est
rigoureusement �equivalent.
Par cons�equent, nous allons �etudier successivement les syst�emes d'actionneurs
suivants :

{ actionneur en rotation en C

{ actionneurs en rotation en A et C

{ actionneur en compression en A (resp. C) et en compression en A et C.

On conserve les mêmes param�etres que pour le premier test :

h = 1=700; T = 500: (6.4.12)
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Actionneur en rotation en C

Tout d'abord on remarque (�gure 6.31) que comme pour l'actionneur localis�e
en A, le test indique que la structure est non contrôlable exactement.
Par contre, �n ne d�ecrô�t plus pour n = 2 comme pour l'actionneur en A.
Par contre, la suite d�ecrô�t pour d'autres n (n = 3; 10; 12; 30) , mais cette
d�ecroissance est moins brutale. Ces valeurs de n correspondent �a des modes dif-
�cilement observables par l'actionneur en C, comme on peut le voir �a la �gure
6.32 o�u l'on a repr�esent�e les modes 12 et 30 du treillis.

Fig. 6.32 - Modes invisibles pour l'actionneur en rotation en C : 12 �eme mode
(�a gauche) et 30 �eme mode (�a droite).

En e�et, ces deux modes ne travaillent qu'en traction-compression sur les poutres
(2) et (3) et par cons�equent sont invisibles pour des actionneurs situ�es �a l'une ou
l'autre des extr�emit�es C et D de ces poutres, donc en particulier pour l'actionneur
qui nous concerne.
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Actionneurs en rotation en A et en C

Si l'on consid�ere maintenant la structure sur laquelle on applique simul-
tan�ement les deux actionneurs en 
exion, on peut s'attendre �a ce que le treillis
soit contrôlable exactement.
En e�et, comme on l'a d�eja remarqu�e le deuxi�eme mode est invisible pour l'ac-
tionneur localis�e en A, mais pas pour celui en C. Inversement, les modes invisibles
pour l'actionneur C ne le sont pas pour l'actionneur A.
C'est ce que l'on peut v�eri�er �a la �gure 6.33.
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Fig. 6.33 - (�n)
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n=1 pour les actionneurs en rotation en A et C.

La suite d�ecroit pour n = 3 et n = 10 mais tr�es faiblement en comparaison des
cas pr�ec�edents et elle reste ensuite constante :

le treillis est contrôlable exactement par deux actionneurs en rotation qui
s'exercent simultan�ement en A et en C.

Actionneurs en compression en A (resp. en C)

On peut observer �a la �gure 6.34 de gauche, la suite �n correspondant �a l'ac-
tionneur en compression en A.
On remarque que la suite �n d�ecrô�t quasiment comme pour l'actionneur en

exion agissant �a la même extr�emit�e. En e�et, la suite d�ecrô�t brutalement (et du
même ordre) pour n = 2, puis reste �egalement quasiment constante pour n > 2.
On conclut donc de la même fa�con, le treillis n'est pas contrôlable exactement
avec cet actionneur.
Si l'on applique ensuite un contrôle non plus en A mais en C, la suite �n d�ecrô�t
(�gure 6.34 de droite) encore pour n = 2 mais seulement d'un facteur 10. Par
contre, elle d�ecrô�t ensuite pour n = 9 et n = 35. On notera que le 35 �eme mode
du treillis est un mode invible pour l'actionneur en compression en C (voir �gure
6.35).
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Fig. 6.35 - 35 �eme mode du treillis : invisible pour l'actionneur en compression
en C.

En e�et, le 35 �eme mode du treillis ne travaille qu'en 
exion sur la poutre (2).

La d�ecroissance entre �1 et �35 est de l'ordre de 102, par cons�equent on peut
conclure une nouvelles fois que le treillis n'est pas contrôlable exactement avec
cette actionneur.

Si l'on agit aux extr�emit�es A et C en compression, on obtient la suite �n (�-
gure 6.36) suivante :

Pour ce syst�eme d'actionneur, la suite �n d�ecrô�t pour n = 2 et n = 35 (d'un
facteur 10). Le treillis est donc non contrôlable exactement avec ces deux action-
neurs.
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Fig. 6.36 - Actionneurs en compression en A et C : (�n)
100
n=1.

6.4.9 Conclusion

Grâce au test nous avons pu ainsi v�eri�er que la structure est contrôlable exac-
tement pour un nombre su�sant d'actionneurs et comparer de fa�con quantitative
l'e�cacit�e de di��erents syst�emes d'actionneurs.

6.5 Treillis objet de conjectures

Soit le treillis repr�esent�e �a la �gure 6.38, compos�e de poutres reli�ees rigide-
ment, dont l'extr�emit�e A est contrôl�ee en rotation tout en ayant son d�eplacement
de bloqu�e, tandis que les autres extr�emit�es sont encastr�ees;

B

C

D

E

F
(1) (2) (3)

(4) (5)

A

Fig. 6.37 - Treillis de poutres reli�ees rigidement, encastr�e en C, E, F et contrôl�e
en rotation tout en ayant son d�eplacement de bloqu�e en A.

avec les param�etres m�ecaniques :

I1 = I2 = I3 = 50 m4; A1 = A2 = A3 = 10 m2;
I4 = I5 = 22 m4; A4 = A5 = 6:5 m2;

E = 4:1010 N:m�2; � = 7:8 103 kg:m�3;

l1 = l3 = 70 m; l2 = 250 m; l4 = l5 = 50 m:

(6.5.13)
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6.5.1 Remarques sur le caract�ere contrôlable

Le treillis que nous consid�erons n'est pas �etoil�e par cons�equent les r�esultats
th�eoriques de G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt [79] (voir �egalement G. Leugering
[78]) ne permettent pas de conclure quant �a sa contrôlabilit�e exacte �eventuelle.
Le test num�erique est donc ici tr�es utile. En e�et, selon les r�esultats que le test
fournira, on pourra �emettre des conjectures pour ce treillis.

6.5.2 V�eri�cation de la contrôlabilit�e exacte

Comme pour les tests pr�ec�edents, on prend un pas de maillage h assez �n et
un horizon de contrôle assez grand :

h = 1=300; T = 100; N = 100: (6.5.14)

On donne le r�esultat du test �a la �gure 6.38.

0 5 20 38 56 80 100
10

7

10
8

10
9

10
10

10
11

modes n

al
ph

a(
n)

Pont (1, rot)

h = 1/300

T = 100

Fig. 6.38 - Convergence de (�n)
100
n=1 pour h = 1=300 et T = 100.

On peut voir que la suite (�n) converge vers une valeur strictement positive
de l'ordre de 107 en �etant parti d'une valeur de l'ordre de 1011, la d�ecroissance
est donc importante. Mais surtout, on note que la suite (�n) d�ecrô�t de l'ordre
de 102 pour n = 5 et de l'ordre de 101 pour n = 38.
On peut donc conjecturer que ce treillis n'est pas contrôlable exactement avec un
actionneur en rotation en A.

6.5.3 �n(T ) fonction de T

V�eri�ons maintenant si la suite �n d�epend lin�eairement du temps T , comme
c'est le cas pour la poutre seule et pour les treillis de poutres pr�ec�edents. On
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calcule �n(T ) pour T = 20; 50; 100 et 1000 (�gure 6.39).
Les suites �N(T ) calcul�ees pour di��erents T sont homoth�etiques, par cons�equent
on v�eri�e encore cette propri�et�e.

6.5.4 In
uence du pas de maillage h

Comme nous avons pu le remarquer pour les autres treillis, la variation de �hn
en fonction de h permet de v�eri�er si la conclusion du test est exacte.
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pour 1=h = f100; 300; 1000g.

On repr�esente �hn (�gure 6.40) pour 1=h = f100; 300; 1000g.
On observe que plus le maillage est �n et moins la suite �hn d�ecrô�t rapidement.
Plus pr�ecis�ement, on remarque que la suite d�ecrô�t toujours pour n = 5 et n = 38,
avec notamment une amplitude de d�ecroissance beaucoup plus faible pour n = 38.
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Cette �evolution de �hn est typique d'un treillis contrôlable exactement.
L'interpr�etation du test du paragraphe 6.5.2 n'est donc pas exacte.

Remarque 6.8 La raison principale de cette mauvaise interpr�etation est dû �a
un calcul trop grossier des modes les plus �elev�es.

C'est d'ailleurs ce que nous allons pouvoir v�eri�er dans le paragraphe suivant, en
faisant varier l'espace X 0 des donn�ees initiales du probl�eme adjoint.

6.5.5 Tests avec une matrice Mn;�

V�eri�ons s'il existe un espace X 0 pour lequel il y a contrôlabilit�e exacte.
A cette �n, on calcule ��n avec � < 1 de plus en plus petit (�gure 6.41 de gauche).
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pour �m = f1; 0:5; 0; �0:5; �1g (�a gauche)
et �m = f1; 2; 3g (�a droite).

On trouve un � (� = 1) pour lequel la suite est constant. Il existe donc un espace
X 0 pour lequel l'in�egalit�e d'observabilit�e forte est v�eri��ee, autrement dit le treillis
est contrôlable exactement dans H�2(
)�H�4(
).
Inversement, on calcule ��n pour � de plus en plus grand et on observe bien, �a
la �gure 6.41 de droite, que plus � augmente et plus ��n d�ecrô�t rapidement vers
z�ero.

6.5.6 Identi�cation d'un mode inobservable

Les tests pr�ec�edents indiquent que le premier mode inobservable (pour 1 �
n � 100) est le 5 �eme mode. En e�et, comme on l'a vu �a la �gure 6.38, c'est le
plus petit n pour lequel la suite �n d�ecrô�t rapidement (de l'ordre de 102). On
a donc pour ce treillis, d'apr�es les notations du paragraphe 5.6 du chapitre 5 :
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n1 = 5.
Ce mode est particulier, comme on peut le voir �a la �gure 6.42.

Fig. 6.42 - 5 �eme mode du treillis : invisible pour l'actionneur en rotation en A.

En e�et, on remarque qu'il n'y a quasiment pas de 
exion (uniquement de la
traction-compression) sur la poutre (1) (ainsi d'ailleurs que sur les poutres (2)
et (3)), ce qui explique que ce mode soit invisible pour l'actionneur en rotation
appliqu�e �a l'extr�emit�e A de la poutre (1).

V�eri�ons maintenant si, dans le cas de notre structure, la propri�et�e 5.6 conjec-
tur�ee au paragraphe 5.6 est exacte.
�A la �gure 6.43 de gauche (resp. de droite), on repr�esente x0n1 (resp. x1n1) pour
n = 20.
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Fig. 6.43 - x0n1 �a gauche et x1n1 �a droite (n = 20 et n1 = 5).

On v�eri�e bien que la propri�et�e 5.6 pour n1 = 5. En e�et, seule la cinqui�eme
composante de x0n1 (resp. x

1
n1
) est non nulle.

6.5.7 Tests avec di��erents actionneurs

�Etant donn�e le nombre de combinaisons d'actionneurs possibles pour ce treillis
nous n'allons pas traiter tous les cas. En e�et, on consid�erera les syst�emes sui-
vants :

{ actionneur(s) en rotation uniquement
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{ actionneur(s) en compression uniquement

{ actionneurs en compression et en 
exion

mais on ne donnera qu'un seul exemple d'application du test pour le dernier type
de syst�eme d'actionneurs, .

On conserve les mêmes param�etres que pour le premier test, soit :

h = 1=300; T = 100; N = 100: (6.5.15)

Actionneur(s) en rotation

On asservit le treillis avec un actionneur en rotation en C et on calcule la
suite �n pour n = 1; : : : ; 100 (�gure 6.44).
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Fig. 6.44 - Actionneurs en rotation en C : (�n)
100
n=1.

Si on compare ce r�esultat avec celui obtenu avec le même type d'actionneur, mais
en A (voir �gure 6.38), on observe tout d'abord que la suite ne d�ecrô�t plus pour
n = 5. On pouvait s'attendre �a ce r�esultat car le 5 �eme mode (voir �gure 6.42)
est observable par l'actionneur en C. Par contre, l'amplitude de la d�ecroissance
entre le maximum de la suite �n et son minimum est du même ordre que pour
l'actionneur en rotation en A (de l'ordre de 104).
On conjecture donc que le treillis n'est pas contrôlable exactement par un action-
neur en rotation en C.

Appliquons maintenant deux actionneurs en rotation au treillis : en A et en C
(resp. en A et en E).
On observe �a la �gure 6.45 que pour ces deux syst�emes d'actionneurs l'amplitude
de la d�ecroissance de la suite �n, entre n = 1 et n = 100, est de l'ordre de 10,
c'est-�a-dire faible.
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Fig. 6.45 - Actionneurs en rotation en A et C (�a gauche); en A et E (�a droite) :
(�n)

100
n=1.

On �emet donc l'hypoth�ese que le treillis est contrôlable exactement par des ac-
tionneurs en A et en C (resp. en A et en E).

On consid�ere maintenant des actionneurs en rotation s'exercant simultan�ement
en A, C et E (resp. �a toutes les extr�emit�es du treillis).
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Fig. 6.46 - Actionneurs en rotation en A, C et E (�a gauche); �a toutes les
extr�emit�es (�a droite) : (�n)

100
n=1.

On observe �a la �gure 6.46 que le test donne, comme on peut s'y attendre, de
meilleurs r�esultats qu'avec un syst�eme compos�e de seulement 2 actionneurs, mais
le gain obtenu par l'ajout d'un (ou deux) actionneur(s) suppl�ementaire(s) n'est
pas notable (voir �gure 6.46 de droite). En e�et, �1 est toujours de l'ordre de
1011 et le rapport entre �1 et �100 de l'ordre de 10.
En conclusion de l'asservissement du treillis par des syst�emes d'actionneurs en
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rotation, on peut conjecturer que :

le syst�eme d'actionneurs en rotation le plus e�cace est celui compos�e d'un
actionneur en A et en E.

Actionneurs en compression

On consid�ere dans ce paragraphe des syst�emes d'actionneurs ne s'exercant
qu'en compression.

Tout d'abord, on applique un seul actionneur en compression sur le treillis, res-
pectivement en A et en C et on calcule donc la suite �n pour n = 1 jusqu'�a 100
(�gure 6.47).
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Fig. 6.47 - Actionneurs en compression en A (�a gauche) et en C (�a droite) :
(�n)

100
n=1.

On observe dans les deux cas, une d�ecroissance globale de la suite de l'ordre de
103. On remarque que pour l'actionneur en A, la suite d�ecrô�t pour n = 6; 7 et 8.
Cela peut s'expliquer par le fait que les modes 6,7 et 8 travaillent essentiellement
en 
exion sur la poutre (1) et donc sont di�cilement observable par un action-
neur localis�e �a l'extr�emit�e A de la poutre (1).
On �emet la conjecture suivante :

le treillis n'est pas contrôlable exactement avec un seul actionneur en com-
pression.

Consid�erons maintenant un treillis soumis �a deux actionneurs en compression, en
A et en C (resp. en A et en E). Naturellement, l'action de 2 actionneurs permet
de mieux contrôler le treillis qu'avec un seul et c'est bien ce que l'on observe �a la
�gure 6.48.
En e�et, la suite �n d�ecrô�t seulement d'un facteur 10 entre n = 1 et n = 100, au
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Fig. 6.48 - Actionneurs en compression en A et C (�a gauche); en A et E (�a
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100
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lieu d'un facteur 103 pour un seul actionneur, le gain est donc notable. On peut
donc conclure par la conjecture suivante :

le treillis est contrôlable exactement avec deux actionneurs en compression
en A et en C (resp. en A et en E).

En�n, pour conclure avec les tests avec des actionneurs en compression, on as-
servit le treillis avec des actionneurs en A, C et E (�gure 6.49 de gauche), puis �a
toutes les extr�emit�es (�gure 6.49 de droite).
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Fig. 6.49 - Actionneurs en compression en A, C et E (�a gauche); �a toutes les
extr�emit�es (�a droite) : (�n)

100
n=1.

Comme pour les actionneurs en rotation, on observe que l'ajout d'un (ou deux)
actionneur(s) suppl�ementaire(s) ne permet pas un gain notable, par rapport au
syst�eme compos�e de deux actionneurs, puisque la d�ecroissance globale est du
même ordre (environ 10).
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Actionneurs en rotation et en compression

�Etant donn�e que, comme nous l'avons annonc�e dans l'introduction, nous
n'avons pas l'intention d'être exhaustif, on consid�ere uniquement le syst�eme d'ac-
tionneurs en 
exion et en compression dont le test num�erique donne le r�esultat
le plus int�eressant. Soit un treillis asservit en rotation et en compression par un
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Fig. 6.50 - Actionneurs en 
exion et en compression en A : (�n)
100
n=1.

actionneur en A, dont on repr�esente la suite �n pour n variant de 1 �a 100 �a la
�gure 6.50.
On observe que la conjugaison des deux types d'actionneurs donne un r�esultat
tr�es nettement meilleur que pour un seul de ces deux actionneurs agissant �a la
même extr�emit�e (voir les �gures 6.38 et 6.47 de gauche).
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6.6 Conclusion

6.6.1 Accord du test num�erique avec la th�eorie

Nous avons appliqu�e le test num�erique �a des treillis de poutres d'Euler-Navier-
Bernoulli de g�eom�etries et de propri�et�es m�ecaniques vari�ees.
Les conclusions que le test nous permet d'�emettre quant �a la contrôlabilit�e exacte
de ces multistructures sont en accord, avec le r�esultat th�eorique de G. Leugering
et E.J.P.G Schmidt [79] pour les treillis d'Euler-Navier-Bernoulli que nous rap-
pelons maintenant :

\ un treillis �etoil�e est contrôlable exactement avec des actionneurs �a tous
les noeuds ext�erieurs du treillis. " (CS1)

Les mêmes auteurs [78] avec J.E. Lagnese ont obtenu une condition su�sante pour
la contrôlabilit�e exacte moins restrictive pour les treillis compos�es de poutres de
Timoshenko :

\ si un treillis ne contient pas de boucles ferm�ees et si au plus un des noeuds
ext�erieurs est encastr�e, il est contrôlable exactement avec des actionneurs
plac�es �a tous les noeuds ext�erieurs libres du treillis. \ (CS2)

On voit que la condition (CS1) pour les treillis d'Euler-Navier-Bernoulli est non
seulement moins g�en�erale que la condition (CS2) pour les treillis de Timoshenko
puisqu'elle ne s'applique qu'aux treillis �etoil�es, mais �egalement plus restrictive en
ce qui concerne le nombre su�sant d'actionneurs pour v�eri�er la contrôlabilit�e
exacte.
Comme G. Leugering l'a remarqu�e dans [78], c'est assez surprenant :

\While we have been able in [67] to show exact controllability of Timoshenko-
tree-like networks, we have not succeeded so far in passing to Euler-Bernoulli
or Rayleigh-beam networks. As a result the controllability-theory and hence
also the theory of uniform stabilization of such networks is widely open. \

C'est un int�erêt suppl�ementaire du test num�erique de sugg�erer que l'on devrait ob-
tenir des conditions su�santes de contrôlabilit�e exacte identiques pour les treillis
d'Euler-Navier-Bernoulli et de Timoshenko.

C'est ce que nous allons maintenant montrer en regroupant les treillis �etudi�es se-
lon qu'ils sont contrôlables exactement ou qu'il n'existe pas de r�esultats th�eoriques
applicables, du moins pour les treillis d'Euler-Navier-Bernoulli.

Cas 1 : Treillis contrôlables exactement

Le test appliqu�e au treillis repr�esent�e �a la �gure 6.51 de gauche permet de
conclure (voir paragraphe 6.3) qu'il est contrôlable exactement avec un seul ac-
tionneur, plac�e �a l'une ou l'autre de ses extr�emit�es.
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Fig. 6.51 - Deux exemples de treillis contrôlables exactement.

Ce r�esultat n'est pas en contradiction avec la condition su�sante (CS1) (pour
les treillis d'Euler-Navier-Bernoulli) et correspond exactement avec la condition
su�sante (CS2) (pour les treillis de Timoshenko).
Autrement dit, cela �etaye bien l'hypoth�ese selon laquelle on devrait avoir les
mêmes conditions sur les actionneurs pour les treillis d'Euler-Navier-Bernoulli
que pour les treillis de Timoshenko.

Les r�esultats num�eriques obtenus au paragraphe 6.4 pour le second treillis, repr�esent�e
�a la �gure 6.51 de droite, permettent de faire les mêmes observations que pour le
premier treillis. En particulier, le test permet bien de v�eri�er qu'il faut au moins
deux actionneurs pour contrôler exactement ce treillis.

Cas 2 : Treillis objet de conjectures

Le dernier exemple de treillis que nous avons �etudi�e est tr�es instructif car il
n'existe pas �a notre connaissance de r�esultats th�eoriques permettant de savoir
sous quelles conditions il est contrôlable exactement.
En e�et, comme on peut le voir �a la �gure 6.52, ce treillis n'est pas �etoil�e ce qui
implique que l'on ne peut appliquer la condition (CS1). Par contre, si le treillis
�etait compos�e de poutres de Timoshenko, la condition (CS2) serait naturellement
applicable.
Les conclusions obtenues au paragraphe 6.5 par l'application du test peuvent être
r�esum�ees de la fa�con suivante :

le treillis est contrôlable exactement si on lui applique au moins un action-
neur �a deux de ses extr�emit�es, par exemple les extr�emit�es A et C.

On obtient ainsi une information importante puisque selon la condition (CS2) il
faut un actionneur de plus pour contrôler exactement le même treillis compos�e
de poutres de Timoshenko au lieu de poutres d'Euler-Navier-Bernoulli.
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Fig. 6.52 - Exemple d'un treillis objet de conjectures.

6.6.2 Propri�et�es utiles pour conclure �a la contrôlabilit�e

exacte �a l'aide du test

Nous avons pu d�egager, �a l'aide du test num�erique, des propri�et�es caract�eristi-
ques selon que le treillis est contrôlable exactement ou ne l'est pas.

Existence de modes invisibles

On distingue nettement les treillis qui v�eri�ent l'in�egalit�e d'observabilit�e forte
de ceux qui ne la v�eri�ent pas �a l'aide de la propri�et�e 5.6 que nous avons conjec-
tur�ee au paragraphe 5.6. En e�et, dans le cas d'un treillis contrôlable exactement,
la propri�et�e 5.6 n'est jamais v�eri��ee et la suite �n d�ecrô�t vers une constante
strictement positive en O(n��) (dans nos exemples � � 4).
Si le treillis est non contrôlable exactement, il existe au moins un mode pour le-
quel la propri�et�e 5.6 est v�eri��ee, que l'on identi�e comme �etant un mode invisible
pour le syst�eme d'actionneurs qui asservit le treillis. Pour ce mode, la suite �n
d�ecrô�t de plusieurs ordres de grandeurs par rapport �a la valeur pr�ec�edemment
obtenue.
Remarquons de plus que les modes invisibles, identi��es grâce �a cette propri�et�e,
se distinguent ais�ement des autres modes de la structure encastr�ee par leurs
propri�et�es m�ecaniques vis-�a-vis du syst�eme d'actionneurs qui s'exerce sur la mul-
tistructure.

Identi�cation de l'espace des donn�ees initiales

Comme nous l'avons remarqu�e au paragraphe 5.5.3 du chapitre 5, on peut
pour les treillis contrôlables exactement identi�er l'espace X 0 des donn�ees ini-
tiales du probl�eme adjoint pour lequel l'in�egalit�e d'observabilit�e est v�eri��ee et,
pour les treillis non-contrôlables exactement, montrer qu'il n'existe pas d'espace
X 0 ad hoc.

On peut �egalement distinguer nettement les cas contrôlables des cas non-contrôla-
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bles en calculant la suite �hn pour di��erents pas de maillage; on a :

{ si l'observabilit�e forte est v�eri��ee, plus le pas de maillage h est �n et plus
�hn augmente

{ si l'observabilit�e forte n'est pas v�eri��ee, plus h est �n et plus �hn diminue

En�n �a l'aide des tests num�eriques e�ectu�es dans ce chapitre on a pu v�eri�er que :

{ si l'observabilit�e forte est v�eri��ee, pour tout h > 0 assez petit, la suite �hn
converge en O(n��) avec � � 4.

{ si l'observabilit�e forte n'est pas v�eri��ee, pour tout h > 0, la suite �hn converge
vers 0 de fa�con exponentielle (voir Lebeau [74] et Bourquin [14]).

Remarque 6.9 On d�emontre �a l'Annexe K que �hn converge en O(n��) avec
� = 4 dans le cas de la poutre seule.

�Etude comparative de di��erents syst�emes d'actionneurs

On peut de plus, grâce au test, mesurer l'e�cacit�e relative de di��erents
syst�emes d'actionneurs et identi�er le temps minimal d'observation n�ecessaire
�a la contrôlabilit�e exacte qui existe dans nos treillis du fait du couplage de la

exion et de la compression.

On regroupe les propri�et�es que nous venons d'�enum�erer, permettant de distinguer
les treillis contrôlables exactement de ceux qui ne le sont pas, dans le tableau sui-
vant :

Treillis modes invisibles taux de convergence h& X 0

CE aucun O(n��) (� � 4) �hn % identi�able

non CE au moins un exponentiel �hn & non identi�able
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Annexe A

In�egalit�es inverses et directes
(p = 0)

A.1 Rappels

Soit ' la solution pour des donn�ees initiales f'0; '1g su�samment r�eguli�eres
de

8>>>>><
>>>>>:

�A'00(x; t) + EI
@4'

@x4
(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

'(0; t) = '(L; t) =
@'

@x
(0; t) =

@'

@x
(L; t) = 0 8t 2 (0; T );

'(x; 0) = '0(x); '0(x; 0) = '1(x) 8x 2 (0; L):

(A.1.1)

Pour tout t 2 (0; T ), on note :

(';  ) =
Z L

0
'(x; t) (x; t)dx; (A.1.2)

j'j2 =
Z L

0
'(x; t)2dx: (A.1.3)

On rappelle que l'�energie m�ecanique, que nous notons Emec(t), associ�ee au syst�eme
(A.1.1) d�e�nie par :

Emec(t) =
1

2

 
�Aj'0j2 + EIj@

2'

@x2
j2
!
; 8t 2 (0; T ) (A.1.4)

est conservative :

8t 2 (0; T ); Emec(t) = Emec(0) = E1 =
1

2

 
�Aj'1j2 + EIj@

2'0

@x2
j2
!
: (A.1.5)
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En�n, on d�e�nit �20 comme la plus petite valeur propre de

8>><
>>:

d4w

dx4
= ��2d

2w

dx2
; dans (0; L);

w(0) = w(L) =
dw

dx
(0) =

dw

dx
(L) = 0:

(A.1.6)

qui v�eri�e en particulier :

�20 = min
w 2 H2

0 (0; L)=f0g

0
@
�����d

2w

dx2

�����
2

=

�����dwdx
�����
2
1
A ; (A.1.7)

et donc �����dwdx
����� � 1

�0

�����d
2w

dx2

����� ; 8w 2 H2
0 (0; L): (A.1.8)

A.2 In�egalit�e inverse

Pour d�emontrer le th�eor�eme d'unicit�e, il su�t de montrer l'in�egalit�e inverse,
soit :

Propri�et�e A.1 (in�egalit�e inverse) 9T0 > 0 tel que 8T � T0, 9C1(T; L) > 0 :

C1(T; L)E1 �
Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!2

d~t (A.2.9)

o�u d~t =
dt

�A
.

En fait, on va montrer l'in�egalit�e plus pr�ecise suivante :

Corollaire A.1 Pour x0 2 IR et pour tout T > T (x0) =
R(x0)

3�0
sup

�
1;
�A

EI

�
,

EI

�A
(T � T (x0))E1 � R (x0)

6

Z T

0

Z
�(x0)

 
EI

@2'

@x2

!2

d~t; (A.2.10)

avec 8><
>:
R (x0) = 2k x� x0 kL1(0;L)

� (x0) = fx 2 ff0g [ fLgg; (x� x0) :�(x) > 0g
(A.2.11)

o�u �(x) est la normale unitaire ext�erieure �a (0; L).
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L'in�egalit�e inverse se d�eduit alors de celle-ci, en e�et8><
>:
� (x0) = f0g [ fLg si x0 2 (0; L)

= f0g si x0 � L
= fLg si x0 � 0

(A.2.12)

Par cons�equent, si l'on choisit x0 � 0, alors � (x0) = fLg, et on a donc l'in�egalit�e
inverse.

Remarque A.1 Comme il a �et�e rappel�e au paragraphe 1.2, l'in�egalit�e inverse
peut être obtenue pour un temps T aussi petit que l'on veut (voir entre autre E.
Zuazua [108]).

Remarque A.2 La d�emonstration n'a rien d'originale, elle reprend point par
point la d�emonstration de J.-L. Lions ([83], p.244) pour un ouvert 
 born�e de IRn

de fronti�ere � de classe C3(0; 1), mais cette fois-ci avec les constantes m�ecaniques
et comme ouvert (0; L).

Remarque A.3 Si l'on adimensionnalise le probl�eme, on retrouve la même in�egalit�e
que J.-L. Lions ([83] Th�eor�eme 3.3, p.256).

D�EMONSTRATION :

1) Une premi�ere �etape consiste �a d�emontrer le lemme suivant :

Lemme A.1 Soit ' solution pour des donn�ees initiales f'0; '1g su�samment
r�eguli�eres de (A.1.1) et q = q(x) su�samment r�eguli�ere sur (0; L), alors :

EI

2

Z T

0

2
4q
 
@2'

@x2

!2
3
5
L

x=0

dt = �A

 
'0; q

@'

@x

!�����
T

t=0

+
EI

2

Z L

0

Z T

0

d2q

dx2
@

@x

0
@ @'

@x

!2
1
A dxdt

+
1

2

Z L

0

Z T

0

dq

dx

0
@�A'02 + 3EI

 
@2'

@x2

!2
1
A dxdt:

(A.2.13)

D�EMONSTRATION (lemme A.1) :

Tout d'abord, pour ' solution de (A.1.1) avec des donn�ees initiales su�samment
r�eguli�eres, on a les relations int�egrales suivantes :

�A
Z L

0

Z T

0
'00q

@'

@x
dxdt = ��A

Z L

0

Z T

0
'0q

@'0

@x
dxdt+ �A

 
'0; q

@'

@x

!�����
T

t=0
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=
�A

2

Z L

0

Z T

0

dq

dx
'02dxdt+ �A

 
'0; q

@'

@x

!�����
T

t=0

(A.2.14)

et

EI
Z L

0

Z T

0

@4'

@x4
q
@'

@x
dxdt = �EI

Z L

0

Z T

0

 
dq

dx

@'

@x

@3'

@x3
+ q

@2'

@x2
@3'

@x3

!
dxdt

=
EI

2

0
B@Z L

0

Z T

0

dq

dx

 
@2'

@x2

!2

dxdt�
Z T

0

2
4q
 
@2'

@x2

!2
3
5
L

x=0

dt

1
CA

+EI
Z L

0

Z T

0

0
@d2q
dx2

@'

@x

@2'

@x2
+
Z L

0

Z T

0

dq

dx

 
@2'

@x2

!2
1
A dxdt

= �EI
2

Z T

0

2
4q
 
@2'

@x2

!2
3
5
L

x=0

dt+
3

2
EI
Z L

0

Z T

0

dq

dx

 
@2'

@x2

!2

dxdt

+
EI

2

Z L

0

Z T

0

d2q

dx2
@

@x

0
@ @'

@x

!2
1
A dxdt: (A.2.15)

En sommant les deux �egalit�es membres �a membres et en tenant compte de
l'�equation (A.1.1) dont ' est solution, on obtient l'in�egalit�e du lemme. 2

2) On applique l'�egalit�e du lemme A.1 avec q(x) = m(x) = x� x0, d'o�u

EI

2

Z T

0

2
4m

 
@2'

@x2

!2
3
5
L

x=0

dt = �A

 
'0; m

@'

@x

!�����
T

t=0

+
1

2

Z L

0

Z T

0

0
@�A'02 + 3EI

 
@2'

@x2

!2
1
A dxdt:

(A.2.16)

Or la derni�ere int�egrale est major�ee par 3TE1. De plus, en utilisant l'in�egalit�e :

8�; � > 0; uv � 1

2
sup

 
1

�
;
1

�

!�
�u2 + �v2

�
; (A.2.17)

on obtient :  
'0; m

@'

@x

!
� R (x0) j'0j

�����@'@x
�����

� R (x0)

�0
j'0j

�����@
2'

@x2

�����
� R (x0)

�0
sup

 
1

�A
;
1

EI

!
E1

(A.2.18)

et donc

�A

�����
 
'0; m

@'

@x

!�����
T

t=0

� R (x0)

�0
sup

�
1;
�A

EI

�
E1: (A.2.19)
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Sachant que par ailleurs :

EI

2

Z T

0

2
4m

 
@2'

@x2

!2
3
5
L

x=0

dt � EI

2

Z T

0

Z
�(x0)

m

 
@2'

@x2

!2

dt

� R (x0)

2
EI

Z T

0

Z
�(x0)

 
@2'

@x2

!2

dt

(A.2.20)

en appliquant cette in�egalit�e avec l'in�egalit�e (A.2.19) �a l'�egalit�e (A.2.16), on ob-

tient en les multipliant par
EI

�A
:

EI

�A

 
T � R (x0)

3�0
sup

�
1;
�A

EI

�!
E1 � R (x0)

6

Z T

0

Z
�(x0)

 
EI

@2'

@x2

!2

d~t:

2

A.3 In�egalit�e directe

Propri�et�e A.2 in�egalit�e directe 9C2(T; L) > 0 telle que :

Z T

0

 
EI

@2'

@x2
(t; L)

!2

d~t � C2(T; L)E1 (A.3.21)

o�u d~t =
dt

�A
:

D�EMONSTRATION : L'in�egalit�e directe s'obtient directement �a partir du lemme
A.2.13 en appliquant les mêmes techniques de majorations que dans l'in�egalit�e
inverse.2
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Annexe B

Calcul des cosinus et sinus
r�egularis�es (p = 1 et p = 2) :

�Etant donn�e que les contrôles s'�ecrivent comme combinaison lin�eaire de co-
sinus et sinus, il su�t de calculer les expressions r�eguli�eres de ces termes trigo-
nom�etriques.
On rappelle que pour tout entier p � 1, Bp est tel que pour tout f 2 H�p(0; T ),

w = Bp(f)()

8>><
>>:
(�1)pd

2pw

dt2p
= f dans [0; T ];

w(r)(0) = w(r)(T ) = 0; 8r 2 [0; : : : ; p� 1]:

Pour tout � > 0, on obtient ais�ement :

Bp(cos(�t)) =

8>>><
>>>:

1

�2

�
cos(�t)� 1 +

t

T
(1� cos(�T ))

�
(p = 1)

1

�4

 
cos(�t)� 1 + a1

�
t

T

�2

+ b1

�
t

T

�3
!

(p = 2)
(B.0.1)

et

Bp(sin(�t)) =

8>>><
>>>:

1

�2

�
sin(�t)� t

T
sin(�T )

�
(p = 1)

1

�4

 
sin(�t)� �t+ a2

�
t

T

�2

+ b2

�
t

T

�3
!

(p = 2)
(B.0.2)

avec 8>>>>>><
>>>>>>:

a1 = 3 (1� cos(�T ))� �T sin(�T )

b1 = �T sin(�T )� 2(1� cos(�T ))

a2 = 3(�T � sin(�T ))� �T (1� cos(�T ))

b2 = �T (1� cos(�T ))� 2(�T � sin(�T ))

(B.0.3)
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Annexe C

Expressions matricielles de
l'op�erateur �p

C.1 Notations

Tout d'abord, on pr�ecise que tous les indices consid�er�es sont, sauf mention
contraire, des entiers naturels compris entre 1 et N .
A�n d'all�eger les expressions matricielles, on adopte dans la suite de cette ann-
nexe les notations simpli�catrices suivantes :

li =
q
�i; mi = mtfi (C.1.1)

et

aij = li + lj; bij = li � lj: (C.1.2)

De plus, pour les matrices de r�egularit�e p = 2, nous utiliserons �egalement :

ui = liT sin (liT ) ; vi = 1� cos (liT ) ; (C.1.3)

wi = liT (1� cos (liT )) ; xi = liT � sin (liT ) : (C.1.4)

En�n, toujours avec le soucis d'all�eger les calculs, on peut e�ectuer la factorisation
de la matrice K suivante :

K =M ~KM (C.1.5)

avec

~K =

0
B@

~KDD ~KDV

~KV D ~KV V

1
CA (C.1.6)
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compos�ee, pour tout p 2 N , des sous-matrices suivantes :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

~KDD
ij =

Z T

0
Bp (cos (tli)) cos (tlj) d~t

~KDV
ij =

Z T

0
Bp (cos (tli)) sin (tlj) d~t

~KV V
ij =

Z T

0
Bp (sin (tli)) sin (tlj) d~t

(C.1.7)

et M d�e�nie par :

M =

0
B@ M11 0

0 M12

1
CA ; (C.1.8)

avec M11
ij = li�ij et M

12
ij =

mi

li
�ij.

Dans la suite de cette annexe, on notera de fa�con abusive K au lieu de ~K.

C.2 Contrôle usuel (p = 0)

C.2.1 KDD

Par d�e�nition :

KDD
ij =

Z T

0
cos (tli) cos (tlj) d~t; (C.2.9)

ce qui donne en appliquant les formules trigonom�etriques standards de transfor-
mation de produit en somme :

KDD
ij =

8>>>>>><
>>>>>>:

1

2

 
sin (aijT )

aij
+
sin (bijT )

bij

!
si i 6= j

1

2

 
sin (2liT )

2li
+ T

!
si i = j

(C.2.10)

C.2.2 KDV

Par d�e�nition

KDV
ij =

Z T

0
cos (tli) sin (tlj) d~t: (C.2.11)
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On proc�ede alors comme pour la sous-matrice pr�ec�edente, ce qui donne ais�ement :

KDV
ij =

8>>>>>><
>>>>>>:

1

2

 
1� cos (aijT )

aij
� 1� cos (bijT )

bij

!
si i 6= j

1

2

 
1� cos (2liT )

2li

!
si i = j

(C.2.12)

C.2.3 KV V

Par d�e�nition

KV V
ij =

Z T

0
sin (tli) sin (tlj) d~t (C.2.13)

et donc :

KV V
ij =

8>>>>>><
>>>>>>:

1

2

 
sin (bijT )

bij
� sin (aijT )

aij

!
si i 6= j

1

2

 
T � sin (2liT )

2li

!
si i = j

(C.2.14)

C.3 Contrôle r�egulier (p = 1)

C.3.1 KDD

Par d�e�nition du cosinus r�egularis�e (voir Annexe B), on a :

KDD
ij =

Z T

0

1

l2i

�
cos (tli)� 1 +

t

T
(1� cos (liT ))

�
cos (tlj) d~t; (C.3.15)

et donc en int�egrant les di��erents termes tout en utilisant la formule (C.2.10), il
vient :

KDD
ij =

1

2

 
sin (aijT )

aij
+
sin (bijT )

bij

!
1

l2i

� 1

T

 
1� cos (liT )

l2i

! 
1� cos (ljT )

l2j

!
� cos (liT )

l2i

sin (ljT )

lj
;(C.3.16)
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ce qui donne apr�es les derni�eres simpli�cations d'usage :

KDD
ij =

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1

2

 
sin (bijT )

bij
� sin (aijT )

aij

!
1

lilj

� 1

T

 
1� cos (liT )

l2i

! 
1� cos (ljT )

l2j

!
si i 6= j

1

2

 
T � sin (2liT )

2li

!
� 1

T

 
1� cos (liT )

l2i

!2

si i = j

(C.3.17)

C.3.2 KDV

Par d�e�nition, on a :

KDV
ij =

Z T

0

1

l2i

�
cos (tli)� 1 +

t

T
(1� cos (liT ))

�
sin (tlj) d~t; (C.3.18)

d'o�u en d�eveloppant les di��erents termes de l'int�egrale :

KDV
ij =

1

2

 
1� cos (aijT )

aij
� 1� cos (bijT )

bij

!
1

l2i
+

1

T

 
1� cos (liT )

l2i

!
sin (ljT )

l2j

+
cos (liT )

l2i

cos (ljT )

lj
� 1

l2i

1

lj
; (C.3.19)

soit

KDV
ij =

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

�1

2

 
1� cos (aijT )

aij
+
1� cos (bijT )

bij

!
1

li

1

lj

+
1

T

 
1� cos (liT )

l2i

!
sin (ljT )

l2j
si i 6= j

�1

2

 
1� cos (2liT )

2li

!
1

l2i
+

1

T

 
1� cos (liT )

l2i

!
sin (liT )

l2i
si i = j

(C.3.20)

C.3.3 KV V

En appliquant la d�e�nition du sinus r�egularis�e, il vient :

KV V
ij =

Z T

0

1

l2i

�
sin (tli)� t

T
sin (liT )

�
sin (tlj) d~t: (C.3.21)

On d�eveloppe :

KV V
ij =

1

2

 
sin (bijT )

bij
� sin (aijT )

aij

!
1

l2i
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� 1

T

sin (liT )

l2i

sin (ljT )

l2j
+
sin (liT )

l2i

cos (ljT )

lj
(C.3.22)

et en regroupant les termes, on obtient en d�e�nitive :

KV V
ij =

8>>>>>><
>>>>>>:

1

2

 
sin (aijT )

aij
+
sin (bijT )

bij

!
1

li

1

lj
� 1

T

sin (liT )

l2i

sin (ljT )

l2j
si i 6= j

1

2

 
sin (2liT )

2liT
+ T

!
1

l2i
� 1

T

 
sin (liT )

l2i

!2

si i = j

(C.3.23)

C.4 Contrôle r�egulier (p = 2)

C.4.1 KDD

En appliquant l'expression du cosinus r�egularis�e, il vient :

KDD
ij =

Z T

0
(cos (tli)� 1 +

�
t

T

�2

(3vi � ui)

+
�
t

T

�3

(ui � 2vi)

!
cos(tlj)

l4i
d~t: (C.4.24)

En int�egrant quatre fois par parties, on obtient :

KDD
ij =

1

2

 
sin (aijT )

aij
+
sin (bijT )

bij

!
1

l4i
+

6

T 3

(ui � 2vi)

l4i

vj
l4j

� 2

T 2

(2ui � 3vi)

l4i

sin (ljT )

l3j
+
sin (liT )

l3i

cos (ljT )

l2j

�cos (liT )

l4i

sin (ljT )

lj
: (C.4.25)

On peut e�ectuer une simpli�cation de l'expression obtenue ci-dessus, ce qui
donne :

KDD
ij =

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

1

2

 
sin (aijT )

aij
+
sin (bijT )

bij

!
1

l2i

1

l2j
+

6

T 3

(ui � 2vi)

l4i

vj
l4j

� 2

T 2

(2ui � 3vi)

l4i

sin (ljT )

l3j
: si i 6= j

1

2

 
sin (2liT )

2li
+ T

!
1

l4i
+

6

T 3

(ui � 2vi)

l4i

vi
l4i

� 2

T 2

(2ui � 3vi)

l4i

sin (liT )

l3i
: si i 6= j

(C.4.26)
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C.4.2 KDV

Par d�e�nition :

KDV
ij =

Z T

0

 
cos(tli)� 1 +

�
t

T

�2

(3vi � ui) +
�
t

T

�3

(ui � 2vi)

!
sin(tlj)

l4i
d~t(C.4.27)

et donc en d�eveloppant :

KDV
ij =

1

2

 
1� cos (aijT )

aij
� 1� cos (bijT )

bij

!
1

l4i
� 6

T 3

(ui � 2vi)

l4i

sin (ljT )

l4j

+
2

T 2
((2ui � 3vi) cos (ljT )� (3vi � ui))

1

l4i l
3
j

+
sin (liT )

l3i

sin (ljT )

l2j
+
cos (liT )

l4i

cos (ljT )

lj
� 1

l4i

1

lj
; (C.4.28)

On e�ectue les simpli�cations habituelles, d'o�u :

KDV
ij =

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2

 
1� cos (aijT )

aij
� 1� cos (bijT )

bij

!
1

l2i

1

l2j
� 6

T 3

(ui � 2vi)

l4i

sin (ljT )

l4j

+
2

T 2
((2ui � 3vi) cos (ljT )� (3vi � ui))

1

l4i l
3
j

: (i 6= j)

1

2

 
1� cos (2liT )

2li

!
1

l4i
� 6

T 3

(ui � 2vi)

l8i
sin (liT )

+
2

T 2
((2ui � 3vi) cos (liT )� (3vi � ui))

1

l7i
: (i = j)

(C.4.29)

C.4.3 KV V

Par d�e�nition, on a:

KV V
ij =

Z T

0

 
sin (tli)� tli +

�
t

T

�2

(3xi � wi) +
�
t

T

�3

(wi � 2xi)

!
sin(tlj)

l4i
d~t:(C.4.30)

On d�eveloppe l'int�egrale :

KV V
ij =

1

2

 
sin (bijT )

bij
� sin (aijT )

aij

!
1

l4i
� 6

T 3

(wi � 2xi)

l4i

sin (ljT )

l4j

+
2

T 2
((2wi � 3xi) cos (ljT )� (3xi � wi))

1

l4i l
3
j

�cos (liT )

l3i

sin (ljT )

l2j
+
sin (liT )

l4i

cos (ljT )

lj
; (C.4.31)
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d'o�u en regroupant de fa�con standard :

KV V
ij =

8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2

 
sin (bijT )

bij
� sin (aijT )

aij

!
1

l2i

1

l2j
� 6

T 3

(wi � 2xi)

l4i

sin (ljT )

l4j

+
2

T 2
((2wi � 3xi) cos (ljT )� (3xi � wi))

1

l4i l
3
j

: (i 6= j)

1

2

 
T � sin (2liT )

2li

!
1

l4i
� 6

T 3

(wi � 2xi)

l4i

sin (liT )

l4i

+
2

T 2
((2wi � 3xi) cos (liT )� (3xi � wi))

1

l7i
: (i = j)

(C.4.32)



270

Annexe D

Coe�cients du terme de
Duhamel

Par d�e�nition, on a :8>><
>>:
Cij(t) =

Z t

0
sin

�q
�i(t� s)

�
Bp

�
cos

�
s
q
�j
��
ds

Sij(t) =
Z t

0
sin

�q
�i(t� s)

�
Bp

�
sin

�
s
q
�j
��
ds

(D.0.1)

D.1 p = 0

D.1.1 Cij(t)

Cij(t) est telle que :

Cij(t) =
Z t

0
sin

�q
�i(t� s)

�
cos

�q
�js

�
ds (D.1.2)

Si i = j :

Cij(t) =
1

2

Z t

0

�
sin

�q
�it
�
+ sin

�q
�i(t� 2s)

��
ds

=
t

2
sin

�q
�it
�
+

1

4
q
�i

�
cos

�q
�i(t� 2s)

��t
s=0

=
t

2
sin

�q
�it
�
: (D.1.3)

Si i 6= j :

Cij(t) =
1

2

Z t

0
sin

�q
�it +

�q
�j �

q
�i

�
s
�
ds

+
1

2

Z t

0
sin

�q
�it�

�q
�j +

q
�i

�
s
�
ds
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= �
q
�i

cos
�q

�jt
�
� cos

�q
�it
�

�j � �i
: (D.1.4)

En conclusion :

Cij(t) =

8>>><
>>>:
�

q
�i

�j � �i

�
cos

�q
�jt
�
� cos

�q
�it
��

pour i 6= j

t

2
sin

�q
�it
�

pour i = j

(D.1.5)

D.1.2 Sij(t)

Sij(t) est d�e�nie par :

Sij(t) =
Z t

0
sin

�q
�i(t� s)

�
sin

�q
�js

�
ds (D.1.6)

Si i = j :

Sii(t) =
1

2

Z t

0

�
cos

�q
�i(t� 2s)

�
� cos

�q
�it
��

ds

= � t
2
cos

�q
�it
�
+

1

2
q
�i

sin
�q

�it
�
: (D.1.7)

Si i 6= j :

Sij(t) =
1

2

Z t

0
cos

�q
�it� (

q
�j +

q
�i)s

�
ds

�1

2

Z t

0
cos

�q
�it+ (

q
�j �

q
�i)s

�
ds

=

q
�i sin

�q
�jt
�
�
q
�j sin

�q
�it
�

�i � �j
: (D.1.8)

En conclusion :

Sij(t) =

8>>><
>>>:

1

�i � �j

�q
�i sin

�q
�jt
�
�
q
�j sin

�q
�it
��

pour i 6= j

� t
2
cos

�q
�it
�
+

1

2
q
�i

sin
�q

�it
�

pour i = j
(D.1.9)

D.1.3 D�eriv�ees de Cij(t) et Sij(t)

On obtient en d�erivant simplement les fonctions Cij(t) et Sij(t) calcul�ees ci-
dessus :
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C 0ij(t) =

8>>>><
>>>>:

q
�i

�i � �j

�q
�i sin

�q
�it
�
�
q
�j sin

�q
�jt
��

pour i 6= j

t
q
�i

2
cos

�q
�it
�
+
1

2
sin

�q
�it
�

pour i = j

(D.1.10)

S 0ij(t) =

8>>>><
>>>>:

q
�i
q
�j

�i � �j

�
cos

�q
�jt
�
� cos

�q
�it
��

pour i 6= j

t
q
�i

2
sin

�q
�it
�

pour i = j

(D.1.11)

D.2 p = 1

D.2.1 Cij(t)

Cij(t) est telle que :

Cij(t) =
Z t

0

sin
�q

�i(t� s)
�

�j

�
cos

�q
�js

�
+
t

T
(1� cos(

q
�jT ))

�
ds:(D.2.12)

En int�egrant deux fois par parties, il vient :

Cij(t) =
1

�i
fCijgp=0 (t) +

1q
�i
B1

�
cos

�q
�jt
��

�sin(
q
�it)

�i�j

0
@1� cos(

q
�jT )

T

1
A : (D.2.13)

Par cons�equent, si i = j :

Cij(t) =
1

�i

t

2
sin

�q
�it
�
+

1q
�i�i

�
cos(

q
�it)� 1 +

t

T
(1� cos(

q
�iT ))

�

�sin(
q
�it)

�2i

0
@1� cos(

q
�iT )

T

1
A

(D:2:14)

et si i 6= j :

Cij(t) = � 1

�i

0
BB@
cos

�q
�jt
�
� cos

�q
�it
�

�j � �i

1
CCA
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+
1q
�i�j

�
cos(

q
�jt)� 1 +

t

T
(1� cos(

q
�jT ))

�

� sin(
q
�it)

�i�j

0
@1� cos(

q
�jT )

T

1
A : (D.2.15)

D.2.2 Sij(t)

Sij(t) est telle que :

Sij(t) =
Z t

0
sin

�q
�i(t� s)

�
1

�j

0
@sin �q�js�� sin(

q
�jT )

T

1
A ds: (D.2.16)

En int�egrant deux fois par parties, il vient :

Sij(t) =
1

�i
fSijgp=0 (t) +

1q
�i
B1

�
sin

�q
�jt
��

�sin(
q
�it)

�i�j

0
@q�j � sin(

q
�jT )

T

1
A : (D.2.17)

Par cons�equent, si i = j :

Sij(t) =
1

�i

0
@ t
2
cos

�q
�it
�
� 1

2
q
�i

sin
�q

�it
�1A

+
1q
�i�i

�
sin

�q
�it
�
� t

T
sin(

q
�iT )

�

�sin(
q
�it)

�2i

�q
�i � 1

T
sin(

q
�iT )

�
; (D.2.18)

soit apr�es simpli�cation :

Sij(t) =
1

�i

0
@ t
2
cos

�q
�it
�
� 1

2
q
�i

sin
�q

�it
�1A

+
1q
�i�i

sin(
q
�iT )

T

0
@sin(

q
�it)q
�i

� t

1
A : (D.2.19)

Pour i 6= j :

Sij(t) = � 1

�i

q
�i sin

�q
�jt
�
�
q
�j sin

�q
�it
�

�i � �j
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+
1q
�i�j

�
sin

�q
�jt
�
� t

T
sin(

q
�jT )

�

�sin(
q
�it)

�i�j

�q
�j � 1

T
sin(

q
�jT )

�
; (D.2.20)

que l'on peut r�e�ecrire

Sij(t) = � 1

�i

q
�i sin

�q
�jt
�
�
q
�j sin

�q
�it
�

�i � �j

+
1q

�i
q
�j

0
BB@sin

�q
�jt
�

q
�j

�
sin

�q
�it
�

q
�i

1
CCA

� 1q
�i�j

sin(
q
�jT )

T

0
@sin(

q
�it)q
�i

� t

1
A ; (D.2.21)

et en�n :

Sij(t) =
1

�j

q
�i sin

�q
�jt
�
�
q
�j sin

�q
�it
�

�i � �j

� 1q
�i�j

sin(
q
�jT )

T

0
@sin(

q
�it)q
�i

� t

1
A ; (D.2.22)
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Annexe E

�Energies de la r�eponse calcul�ee
avec un rel�evement exact

Tout d'abord rappellons que l'�energie associ�ee �a la poutre, sur laquelle s'exerce
un contrôle "HUM" �el�ement de Hp

0 (0; T ), est :

{ pour p = 0, la norme L2(0; L)�H�2(0; L)

{ et pour tout p � 1, la norme H2p
0 (0; L)�H2p�2

0 (0; L).

Soient (�i; �i)
+1
i=1 les modes propres solutions de :8>><

>>:
EI

d4�i
dx4

(x) = �A�i�i(x); 8x 2 (0; L):

�i(0) = �i(L) =
d�i
dx

(0) =
d�i
dx

(L) = 0;
(E.0.1)

normalis�es pour la norme L2(0; L)=(�A) et z le rel�evement biharmonique de
l'unit�e solution de8>><

>>:
d4z

dx4
(x) = 0; 8x 2 (0; L):

z(0) =
dz

dx
(0) = z(L) = 0;

dz

dx
(L) = 1;

(E.0.2)

qui a pour forme explicite

z(x) =
�
x

L

�2

(x� L); 8x 2 (0; L): (E.0.3)

On d�e�nit alors la r�eponse et la vitesse calcul�ees avec un rel�evement exact :

y(x; t) =
1X
i=1

�i(t)�i(x) + z(x)v(t) (E.0.4)

et sa d�eriv�ee en temps :

y0(x; t) =
1X
i=1

�0i(t)�i(x) + z(x)v0(t) (E.0.5)
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E.1 Contrôle usuel

On va calculer successivement la norme L2(0; L) de la r�eponse et la norme
H�2(0; L) de la vitesse.

E.1.1 Norme L2(0; L) de la r�eponse

On obtient, �a partir de la d�e�nition (E.0.4), l'expression d�evelopp�ee du carr�e
de la norme L2(0; L) de la r�eponse :

ky(:; t)k20;[0;L] =
1X
i=1

�2
i (t) k'ik20;[0;L] + jv(t)j2kzk20;[0;L]

+ 2v(t)
1X
i=1

�i(t) (z; 'i) :
(E.1.6)

La normalisation des modes adopt�ee implique :

(z; �i) =
Z L

0
�iz dx =

zi
�A

(E.1.7)

et par d�e�nition du rel�evement on a :

kzk20;[0;L] =
L3

105
: (E.1.8)

En remplacant ces deux expressions dans (E.1.6), il vient :

ky(:; t)k20;[0;L] =
1

�A

1X
i=1

�i(t) (�i(t) + 2v(t)zi) +
L3

105
jv(t)j2: (E.1.9)

E.1.2 Norme H�2(0; L) de la vitesse

Soit l'op�erateur

 
A =

 
d4

dx4
;D(A); [0; L]

!
;D(A) = H2

0 (0; L)

!
qui v�eri�e donc :

8>><
>>:

Au = d4u

dx4
; 8x 2 [0; L]:

u(0) =
du

dx
(0) = u(L) =

du

dx
(L) = 0

(E.1.10)

D'apr�es le th�eor�eme de Riesz, c'est un isomorphisme isom�etrique deH2
0 (0; L) dans

H�2(0; L), par cons�equent :

ky0(:; t)k�2;[0;L] =
���A�1(y0(:; t))���

2;[0;L]
: (E.1.11)

D'autre part, par d�e�nition des modes et par lin�earit�e de l'op�erateur A, on a :

A�1�i =
 
EI

�A

!
�i
�i
: (E.1.12)
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On d�e�nit l'inverse du rel�evement z au sens de l'op�erateur A :

D�e�nition E.1 La fonction �z est la solution unique de :

A(�z) = z; (E.1.13)

dont nous avons naturellement une expression explicite :

�z(x) =
L5

7!

�
x

L

�2
 
6
�
x

L

�5

� 14
�
x

L

�4

+ 26
�
x

L

�
� 18

!
: (E.1.14)

Par cons�equent, d'apr�es la d�e�nition (E.0.5) de y0(:; t), l'expression d�evelopp�ee de
A�1(y0(:; t)) est la suivante :

A�1(y0(:; t)) = EI

�A

1X
i=1

�0i
�i
�i + v0(t)�z(x): (E.1.15)

Soit a(:; :) la forme bilin�eaire sym�etrique associ�ee �a l'op�erateur (A;D(A)) :

D�e�nition E.2

8(u; v) 2 H2
0 (0; L)�H2

0 (0; L); a(u; v) =
Z L

0

d2u

dx2
d2v

dx2
dx: (E.1.16)

Si l'on note < :; : > le produit de dualit�e de H�2(0; L) � H2
0 (0; L), d'apr�es le

th�eor�eme de Riesz, on a :

8(u; v) 2 H2
0 (0; L)�H2

0 (0; L); a(u; v) = < Au; v > : (E.1.17)

Ainsi on peut d�evelopper le carr�e de la norme H2
0 (0; L) de (E.1.15), et il vient :

jA�1(y0(:; t))j22;[0;L] =

 
EI

�A

!2 1X
i=1

�0i
2(t)

�2i
j�ij22;[0;L] + jv0(t)j2 j�zj22;[0;L]

+ 2v0(t)
EI

�A

1X
i=1

�0i(t)
�i

a(�i; �z):

(E.1.18)

De plus, en utilisant les propri�et�es de l'op�erateur (A;D(A)), la d�e�nition de a(:; :)
ainsi que celle de �z, on obtient :

a(�i; �z) = a(�i;A�1(z)) = (�i; z) =
zi
�A

(E.1.19)

et

j�zj22;[0;L] = a(�z;A�1(z)) = < A�z;A�1z >
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=
Z L

0
�zz dx =

L7

7!

284

3465
(E.1.20)

et en�n par d�e�nition des modes :

j�ij22;[0;L] =
�A

EI
�i k�ik20;[0;L] =

�i
EI

: (E.1.21)

En rempla�cant ces expressions dans (E.1.18), on a en d�e�nitive :

���A�1(y0(:; t))���2
2;[0;L]

=
EI

(�A)2

1X
i=1

�0i(t)
�i

(�0i(t) + 2v0(t)zi) +
L7

7!

284

3465
jv0(t)j2:(E.1.22)

E.2 Contrôle r�egulier p = 1

Il faut calculer la norme H2
0 (0; L) de la r�eponse et la norme L2(0; L) de la

vitesse.
En remarquant que les modes �i sont orthogonaux aux fonctions biharmoniques
pour le produit scalaire associ�e �a la norme H2

0 (0; L), donc en particulier au
rel�evement z, on a :

jy(:; t)j22;[0;L] =
1X
i=1

�2
i (t) j�ij22;[0;L] + jv(t)j2jzj22;[0;L]

=
1

EI

1X
i=1

�i�
2
i (t) + 4Ljv(t)j2

(E.2.23)

En�n en appliquant, la formule (E.1.9) �a y0(:; t), on obtient :

ky0(:; t)k20;[0;L] =
1

�A

1X
i=1

�0i(t) (�
0
i(t) + 2v0(t)zi) +

L3

105
jv0(t)j2: (E.2.24)

E.3 �Energies

En conclusion, on donne les expressions de l'�energie :

: E(t) = �A ky(:; t)k20;[0;L] +
(�A)2

EI
ky0(:; t)k2�2;[0;L]

=
1X
i=1

 
�i(t) (�i(t) + 2v(t)zi) +

�0i(t)
�i

(�0i(t) + 2v0(t)zi)

!

+�A
L3

105
jv(t)j2 + (�A)2

EI

L7

7!

284

3465
jv0(t)j2: (p = 0)

: E(t) = EIjy(:; t)j22;[0;L] + �A ky0(:; t)k20;[0;L]
=

1X
i=1

�
�i�

2
i (t) + �0i(t) (�

0
i(t) + 2v0(t)zi)

�

+4EILjv(t)j2 + �A
L3

105
jv0(t)j2: (p = 1)

(E.3.25)
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Annexe F

Suite de weyl du moment

Nous allons d�emontrer l'estimation de la vitesse de convergence du moment
cruciale �a plus d'un titre suivante :

Propri�et�e F.1

9 
 > 0; 8i 2 N
? ; jmtfij � 


q
�i: (F.0.1)

Remarque F.1 Il est �evident que cette propri�et�e est �egalement vraie pour les
moments faibles et usuels.

D�EMONSTRATION : Nous donnons deux d�emonstrations totalement di��erentes.

1. Pour simpli�er les calculs, on adimensionnalise le moment vis-�a-vis des constantes
m�ecaniques et de la g�eom�etrie, et donc �egalement les modes propres (�i; �i)

+1
i=1 .

On rappelle que dans le cas adimensionnel ces modes propres solutions de :

8>><
>>:

d4�i
dx4

(x) = �i�i(x); 8x 2 [0; 1];

�i(0) = �i(1) =
d�i
dx

(0) =
d�i
dx

(1) = 0;
(F.0.2)

sont rang�es de telle sorte que les valeurs propres forment une suite croissante et
les fonctions propres sont normalis�ees dans L2(0; L)= (�A).

Si l'on note !i = �1=4i , alors le i��eme mode propre solution de (F.0.2) est de
la forme :

�i(x) = Ai cos(!ix) +Bi sin(!ix) + Ci cosh(!ix) +Di sinh(!ix): (F.0.3)

avec les constantes Ai; Bi; Ci et Di qui sont d�etermin�ees de fa�con unique par les
conditions limites et la condition de normalisation. Les conditions limites donnent
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le syst�eme suivant :

8>>>>><
>>>>>:

Ai + Ci = 0 (F:0:4)

Bi +Di = 0 (F:0:5)

Ai cos(!i) +Bi sin(!i) + Ci cosh(!i) +Di sinh(!i) = 0 (F:0:6)

�Ai sin(!i) +Bi cos(!i) + Ci sinh(!i) +Di cosh(!i) = 0 (F:0:7)

qui admet une in�nit�e de solutions pour les !i v�eri�ant l'�equation transcendante :

cos(!i) cosh(!i) = 1: (F.0.8)

On peut exprimer les constantes Bi, Ci et Di en fonction de la constante Ai. En
e�et, si l'on note :

~�i =
cos(!i)� cosh(!i)

sin(!i)� sinh(!i)
(F.0.9)

on a :

Bi = �Ai ~�i; Ci = �Ai; Di = �Bi: (F.0.10)

En utilisant ces relations, la condition de normalisation s'�ecrit :

A2
i

Z 1

0

�
(cos(!ix)� cosh(!ix))� ~�i (sin(!ix)� sinh(!ix))

�2
dx = 1: (F.0.11)

Si l'on note f(x) = sin(!ix)� sinh(!ix), elle se r�e�ecrit :

A2
i

Z 1

0

 
f 0(x)
!i

� 1

!i

f 0(1)
f(1)

f(x)

!2

dx = 1; (F.0.12)

ou encore :

~Ai =
�
!i
Ai

�2

=
Z 1

0

 
f 0(x)� f 0(1)

f(1)
f(x)

!2

dx: (F.0.13)

Si on d�eveloppe l'expression de ~Ai, on obtient :

~Ai =
Z 1

0
(f 0(x))2 dx+

 
f 0(1)
f(1)

!2 Z 1

0
f 2(x)dx� f 0(1)

f(1)

Z 1

0
2f(x)f 0(x)dx:(F.0.14)

Or Z 1

0
(f 0(x))2 dx = �

Z 1

0
f 0(x)f

00

(x)dx + [f 0(x)f(x)]1x=0

= !2
i

Z 1

0

�
sin2(!ix)� sinh2(!ix)

�
dx+ f 0(1)f(1)(F.0.15)
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et

2
Z 1

0
f(x)f 0(x)dx = [f 2(x)f(x)]1x=0 = f 2(1): (F.0.16)

Par cons�equent, en �eliminant ce qui doit être �elimin�e, on obtient :

~Ai = !2
i

Z 1

0

�
sin2(!ix)� sinh2(!ix)

�
dx+

 
f 0(1)
f(1)

!2 Z 1

0
f 2(x)dx; (F.0.17)

ou encore si l'on note :

Âi =
1

A2
i

; ~�i =
1

!2
i

 
f 0(1)
f(1)

!2

; (F.0.18)

il vient :

Âi =
Z 1

0

�
sin2(!ix)� sinh2(!ix)

�
dx

+~�i

Z 1

0
(sin(!ix)� sinh(!ix))

2 dx: (F.0.19)

On d�eveloppe le carr�e de la deuxi�eme int�egrale du second membre de cette �egalit�e,
d'o�u :

Âi = (~�i + 1)
Z 1

0
sin2(!ix)dx + (~�i � 1)

Z 1

0
sinh2(!ix)dx

�2~�i
Z 1

0
sin(!i) sinh(!ix)dx (F.0.20)

Or on a :

Z 1

0
sin2(!ix)dx =

1

2

 
1� sin(2!i)

2!i

!
;

Z 1

0
sinh2(!ix)dx =

1

2

 
sinh(2!i)

2!i
� 1

!
; (F.0.21)

et Z 1

0
sin(!i) sinh(!ix)dx =

1

2!i
(sin(!i) cosh(!i)� cos(!i) sinh(!i)) (F.0.22)

et en�n

~�i =

 
cos(!i)� cosh(!i)

sin(!i)� sinh(!i)

!2

=
cos2(!i) + cosh2(!i)� 2

(sin(!i)� sinh(!i))
2

=
sinh2(!i)� sin2(!i)

(sin(!i)� sinh(!i))
2 =

sin(!i) + sinh(!i)

sin(!i)� sinh(!i)

(F.0.23)
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avec par cons�equent :

~�i + 1

2
=

sinh(!i)

sin(!i)� sinh(!i)
;

~�i � 1

2
=

sin(!i)

sin(!i)� sinh(!i)
(F.0.24)

On obtient �nalement apr�es d�eveloppement et mise en facteur :

Âi = 1 +
1

!i

 
sinh2(!i) cos(!i)� sin2(!i) cosh(!i)

sinh(!i)� sin(!i)

!
: (F.0.25)

Mais

sinh(!i)
2 cos(!i) � sin2(!i) cosh(!i) =

�
cosh2(!i)� 1

�
cos(!i)

�
�
1� cos2(!i)

�
cosh(!i) = 0 (F.0.26)

donc Âi = 1, autrement dit :

Ai = 1: (F.0.27)

Sachant que l'on a, du moins en dimension un, l'expression exacte du rel�evement,
soit z(x) = x3 � x2, on peut calculer explicitement le moment tr�es faible :

mtfi = �!4
i

Z 1

0
z(x)�i(x) dx; (F.0.28)

�a l'aide de l'expression (F.0.3) de �i que l'on vient d'obtenir et des formules
suivantes :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

!4
i

Z 1

0
cos(!ix)z(x) dx = !2

i cos(!i)� 4!i sin(!i) + 6 (1� cos(!i))

!4
i

Z 1

0
sin(!ix)z(x) dx = !2

i sin(!i) + !i (4 cos(!i) + 2)� 6 sin(!i)

!4
i

Z 1

0
cosh(!ix)z(x) dx = �!2

i cosh(!i) + 4!i sinh(!i) + 6 (1� cosh(!i))

!4
i

Z 1

0
sinh(!ix)z(x) dx = �!2

i sinh(!i) + !i (4 cosh(!i) + 2)� 6 sinh(!i)

(F.0.29)

En e�et, en utilisant les �egalit�es ci-dessus, il vient :

!4
i zi = !2

i (Ai cos(!i) +Bi sin(!i)� Ci cosh(!i)�Di sinh(!i))

+4!i (�Ai sin(!i) +Bi cos(!i) + Ci sinh(!i) +Di cosh(!i))

�6 (Ai cos(!i) +Bi sin(!i) + Ci cosh(!i) +Di sinh(!i))

+2!i (Bi +Di) + 6 (Ai + Ci) : (F.0.30)
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et en appliquant les relations v�eri��ees par les constantes Ai, Bi, Ci et Di, on a
donc :

mtfi = �2!2
i (Ai cos(!i) +Bi sin(!i)) : (F.0.31)

Remarque F.2 On aurait �evidemment trouv�e la même �egalit�e avec le moment
usuel :

mui =
d2�i
dx2

(1); (F.0.32)

en utilisant la relation (F.0.3) v�eri��ee par �i et l'�egalit�e (F.0.29).

On peut donc conclure sachant que !2
i =

q
�i et que :

Ai = 1

Bi = �
 
cos(!i)� cosh(!i)

sin(!i)� sinh(!i)

!
; (F.0.33)

et par cons�equent

Ai cos(!i) +Bi sin(!i) = cos(!i)� sin(!i)

 
cos(!i)� cosh(!i)

sin(!i)� sinh(!i)

!

=

 
cosh(!i) sin(!i)� sinh(!i) cos(!i)

sin(!i)� sinh(!i)

!
;(F.0.34)

ce qui donne :

mtfi = �2!2
i

 
cosh(!i) sin(!i)� sinh(!i) cos(!i)

sin(!i)� sinh(!i)

!
: (F.0.35)

Remarque F.3 On peut �ecrire plus simplement cette expression, en e�et :

(cosh(!i) sin(!i)� sinh(!i) cos(!i))
sin(!i) + sinh(!i)
sin2(!i)� sinh2(!i)

=
cos(!i)� cosh(!i)
sin(!i) sinh(!i)

=
1� cosh2(!i)

sin(!i) cosh(!i) sinh(!i)

= � sinh(!i)
sin(!i) cosh(!i)

= �tanh(!i)
sin(!i)

;

donc on a �egalement :

mtfi = 2!2
i

tanh(!i)

sin(!i)
: (F.0.36)
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Bien que l'expression que l'on vient d'exhiber �a cette remarque soit plus simple,
elle n'est pas pratique pour une interpr�etation asymptotique, aussi nous utilisons
son expression d�evelopp�ee.
En e�et, on a la majoration suivante :

9 x0 > 0; 8x � x0;

�����
 
cosh(x) sin(x)� sinh(x) cos(x)

sin(x)� sinh(x)

!����� �
p
2; (F.0.37)

avec x0 que l'on peut calculer num�eriquement : x0 = 2:703 �a 10�4 pr�es. Or pour
tout entier i strictement positif, on a !i > �, donc cette majoration est v�eri��ee
quelque soit !i, on a donc :

8i 2 N
? ; jmtfij � 2

p
2
q
�i: (F.0.38)

2. Puisque l'on v�eri�e l'in�egalit�e directe dans le cas usuel, on a :

8T > 0; 9 C(T ) > 0 = 8
n
'0
N ; '

1
N

o
2 VN � VN ;

a
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
'0
N ; '

1
N

o�
� C(T )




n'0
N ; '

1
N

o


2
E1
: (F.0.39)

Avec les notations du paragraphe 1.5 du chapitre 1 et en particulier :

'0
N(x) =

NX
i=1


i�i(x); '1
N(x) =

NX
i=1

�i�i(x); (F.0.40)

l'in�egalit�e pr�ec�edente se r�e�ecrit :

8 f
i; �ig ;
X

1�i;j�N

�

iK

DD
ij 
j + 2
iK

DV
ij �j + �iK

V V
ij �j

�

� C(T )

 
NX
i=1

�i

2
i + �2i

!
: (F.0.41)

Cette in�egalit�e est v�eri��ee pour des f
i; �ig quelconques, donc en particulier pour :
8i 2 [1; : : : ; N ]; 
i = �iN ; �i = 0: (F.0.42)

Avec ces donn�ees initiales, sachant que par ailleurs :

8i 2 [1; : : : ; N ]; KDD
ii =

1

2

0
BB@
sin

�
2
q
�iT

�

2
q
�i

+ T

1
CCAm2

i ; (F.0.43)

on a donc pour tout N > 0 :

8T > 0; 9 C(T ) > 0;
1

2

0
@T +

sin(2
q
�N )T

2
q
�N

1
Am2

N � C(T )�N : (F.0.44)
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L'indice N �etant muet, on a encore :

8i 2 [1; : : : ; N ]; jmij �
q
(2)

s
C(T )

T

q
�i: (F.0.45)

Remarque F.4 Cette d�emonstration est plus g�en�erale que la premi�ere. En e�et,
il est inutile de connâ�tre la forme exacte des modes ni d'utiliser l'expression du
moment tr�es faible et donc a fortiori d'avoir la forme explicite du rel�evement qui
lui est associ�e. En�n, elle permet d'obtenir des estimations pour d'autres types
de moments.

Remarque F.5 On remarquera que la constante qui majore la valeur absolue
du moment est en C(T )=T et donc ne d�epend pas du temps puisque C(T ) d�epend
lin�eairement du temps (voir Annexe J).

2
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Annexe G

Expressions matricielles de
l'op�erateur �!

�Etant donn�e que les d�emonstrations suivantes reprennent les mêmes types de
d�eveloppements trigonom�etriques que pour le calcul de la matrice K du contrôle
(voir Annexe C), on ne d�etaille pas les calculs.

Pour tout 1 � i; j � N , on note :

li =
q
�i; mi = mtfi

aij = li + lj; bij = li � lj
(G.0.1)

et

rij =
�
1� e�2!T cos(uijT )

�
; sij = e�2!T sin(uijT ): (G.0.2)

Soient, pour tout !; T constantes strictements positives et uij = aij (ou bij), on
pose pour tout 1 � i; j � N :

Tij(uij) =
1

(2!)2 + u2ij
(2! rij + uijsij) (G.0.3)

~T ij(uij) =
1

(2!)2 + u2ij
(uijrij � 2! sij) (G.0.4)

Dans ces conditions, pour tout 1 � i; j � N , on a :

(KDD
! )ij =

�
Tij(aij) + ~Tij(bij)

�
mimj (G:0:5)

(KDV
! )ij =

�
Tij(bij)� ~Tij(bij)

�
mi
mj

lj
(G:0:6)

(KV V
! )ij =

�
~Tij(aij)� ~Tij(aij)

� mi

li

mj

lj
(G:0:7)
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Annexe H

ON THE FEEDBACK STABILIZATION : KOMORNIK'S METHOD

F. Bourquin 1, J-S. Bri�aut 1 et M. Collet 2

1 Laboratoire des mat�eriaux et des structures du g�enie civil
UMR113 LCPC/CNRS, Champs-sur-Marne,

2 Pôle Universitaire L�eonard de Vinci, Paris La D�efense, France

Abstract : a new active control strategy, due to Komornik, is presented. It
is designed so as to achieve arbitrarily large decay rate of the energy of the sys-
tem. A complete ad hoc computational scheme to put the new closed loop state
feedback to work is developed. Numerical tests are presented. The new strategy
compares favourably with the Integral Force Feedback in terms of e�ciency.

H.1 Introduction

Most active control strategies applied in mechanical engineering resort to col-
located active damping like Direct Velocity Feedback (DVF) or Integral Force
Feedback (IFF) [1] that take advantage of up-to-date technical developments of
transducer design. Insuring a global stability and avoiding spill-over in the ab-
sence of time delay between sensing and actuating, this method may be prone
to large-scale implementation but in general lacks e�ciency due to spatial locali-
zation of the damping e�ect, especially when exact controllability of the system
does not hold. In this case, arbitrarily slowly decaying waves can travel along the
structure [75], [76], [107] even if approximate controllability holds.

In the same way, the possible lack of exact controllability of the mechani-
cal system under consideration underlies the extreme di�culty to apply real, i.e.



288 H.1. Introduction

non-collocated, optimal active control feedback on a 
exible structure like a plate
or a shell. As a matter of fact, the in�nite number of degrees of freedom puts for-
ward the intrinsic properties of exact controllability and observability that must
be satis�ed in order to insure the reliability of the optimal control strategy. To
be short, exact controllability is a necessary condition for the existence of a feed-
back law yielding uniform exponential decay of the response [107]. On the other
hand, this property is also su�cient, when supplemented with other continuity
properties that are usually easier to establish (see e.g. [71], [107]). In particular,
it implies the existence of at least one control such that the in�nite horizon LQ
functional is �nite. This so-called �nite cost condition leads to a well-posed mini-
mization problem, the solution of which is given in state feedback form through
the unique positive solution of the standard algebraic Riccati equation [71].

Based on the initial work of J-L. Lions [23, 83], many mathematical develop-
ments have addressed the controllability of a wide set of typical systems. To quote
a few of them, Bardos, Lebeau and Rauch [7] have derived explicit necessary and
su�cient conditions for the exact controllability of the wave equation to hold.
Extensions of this work have focussed on elastic structures [8] or Kirchho�-Love
plates [8]. Although the current use of defect measures has simpli�ed some of
the mathematical proofs, it turns out that establishing the exact controllability
of a given structure can prove extremely di�cult, especially when only a limited
number of actuators is available. In this direction, the lack of controllability and
corresponding uncontrollable waves can be tracked in a purely numerical way [6].
This de�ciency underlies the observation spill-over and the lack of e�ciency of
many experimental devices.

In the case when this property holds, standard active damping will generally
yield a uniform exponential decay of the energy of the system provided that a
su�ciently large number of actuators is used. The decay rate can be estimated
from below in many instances (see e.g. [14] [9] [13] and included references), but
upper bounds do exist [13] [53]. Therefore, the rate at which the energy decays
cannot be larger than some constant that depends on the equation, on the do-
main and on the material properties and that is usually refered to as the critical
damping in the engineering litterature.

In order to achieve an arbitrarily large decay rate of the energy of the control-
led structure, Komornik [57, 58, 13] has introduced a strategy which depends on
two parameters ! and S that one can choose freely. Since the uniform decay rate
of the total energy is not smaller than !; you may prescribe as fast a stabilization
of the system as you want. This strategy can be implemented on line on standard
experimental devices, just as any optimal control, and, from the computational
point of view, does not require the solution of any Riccati equation. Therefore, it
might be of interest to mechanical engineers and paves the ground to a new class
of strategies dedicated to the control of 
exible structures.

This paper is organized as follows : section 2 is devoted to a brief presentation
of Komornik's law applied to an Euler-Bernoulli-Navier beam controlled at one
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end point. The computational aspects of the theory are detailed in section 3.
Section 4 describes various numerical tests. Finally, concluding remarks can be
found in section 5.

H.2 Komornik's feedback law

Let us consider a simply supported Euler-Navier-Bermoulli beam of length
L. Let �; E; A; I denote its mass density, Young's modulus, cross-sectional
area and inertia respectively. For the sake of simplicity, the mass density per unit
length �A and the sti�ness EI are supposed to be constant along the beam.
Then the transverse displacement y(x; t) satis�es

8>>><
>>>:

�A@tty + EI@xxxxy = 0 [0; L]� [0; T ]
y(0; t) = v(t) [0; T ]

y(L; t) = @xxy(0; t) = @xxy(L; t) = 0 [0; T ]
y(x; 0) = y0(x); @ty(x; 0) = y1(x) [0; L]:

(H.2.1)

Here the beam is controlled through the imposed transverse displacement of the
left end point, and the horizon T can be arbitrarily large. In order to design the
state feedback law v(t) = F (y(t); @ty(t)) ; an auxiliary observability problem is
introduced : let '(x; s) denote the unique solution of the beam equation

8><
>:

�A@ss'+ EI@xxxx' = 0 [0; L]� [0; S]
'(0; s) = '(L; s) = @xx'(0; s) = @xx'(L; s) = 0 [0; S]

'(x; 0) = '0(x); @s'(x; 0) = '1(x) [0; L];
(H.2.2)

where s denotes a �ctitious time, and S a �ctitious time horizon. The displace-
ment �eld ' depends linearly on the initial conditions f'0; '1g : Hence, for any
value of !; one can de�ne the bilinear observability grammian

a!;S
�n
'0; '1

o
;
n
'̂0; '̂1

o�
=
Z S

0
e�2!sEI@xxx'(0; s)EI@xxx'̂(0; s)ds; (H.2.3)

where '̂ denotes the solution of (2.2) with initial conditions f'̂0; '̂1g : The
continuity and coerciveness properties of this grammian do not depend on !:
For ! = 0; and for the two-dimensional simply supported plate, Lebeau [18] pro-
ved them over suitable in�nite-dimensional spaces of smooth enough functions.
Essentially, '0 (resp. '1) should possess a third (resp. �rst) square summable
derivative along the beam axis. Hence, for any smooth enough displacement and
velocity �elds z0 and z1; there exists a unique solution f'0; '1g of the variational
equation

a!;S
�n
'0; '1

o
;
n
'̂0; '̂1

o�
=
Z L

0

�
z1'̂0 � z0'̂1

�
8
n
'̂0; '̂1

o
: (H.2.4)
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De�ne the operator L by just writing f'0; '1g = Lfz0; z1g and denote by
P1 : IR

2 ! IR the projection on the �rst component, i.e. P1(fa; bg) = a. In this
setting, the proposed feedback reads v(t) = EI@xxx (P1Lfy(t); y0(t)g) (x = 0): It
is not obvious that the resulting system of equations is well-posed. Nevertheless,
provided the function e�2!s is slightly altered, Komornik proved [13] for related
equations that kfy(t); y0(t)gk � Ce�!t kfy0; y1gk for some constant C, where k:k
stands for a suitable norm of the state, namely the L2 � H�2 -norm, that will
be called the w-norm in the sequel.

H.3 Computational aspects

H.3.1 Semi very weak Faedo-Galerkin approximation

In view of developing a computational scheme for this feedback, and in order
to give an alternative proof of Komornik's result, but this is not our concern
here, a "semi very weak" formulation of the beam equation and a suitable mode
superposition method are introduced. Let (�i; 'i)

+1
i=1 denote the family of eigen-

values and normal modes of the simply supported beam (when v(t) = 0), and
VN = Span

i = 1; N
f'ig : The modes are assumed to be normalized so as to have a

unit mass. For every pair of functions fz0; z1g ; de�ne f'0
N ; '

1
Ng 2 VN � VN as

the unique solution of the variational equation

a!;S
�n
'0
N ; '

1
N

o
;
n
'̂0
N ; '̂

1
N

o�
=
Z L

0

�
z1'̂0

N � z0'̂1
N

�
8
n
'̂0
N ; '̂

1
N

o
2 VN � VN(H.3.1)

and set f'0
N ; '

1
Ng = LN fz0; z1g : Then an approximation yN(t) 2 C2 (0; T ;VN)

of the displacement of the controlled beam satis�es the equation

8>>>>><
>>>>>:

R L
0 �Ay

00
N (t)wN +

R L
0 EIyN(t)@xxxxwN = vN(t)EI@xxxwN(x = 0) 8wN 2 VN

vN(t) = EI@xxxP
1 (LN fyN(t); y0N(t)g) (x = 0)

yN(0) = PNy0 ; y0N(0) = PNy1 ;

(H.3.2)

where PN stands for the projection over the �rst N modes of the beam.
This variational equation is derived from the strong (or classical) formula-

tion (2.1) that is integrated by parts four times (instead of twice for the weak
formulation) after multiplication by smooth enough displacement �elds.

The approximate displacement �eld yN(t) satis�es a uniform (with respect to
both N and the initial state) exponential decay of the form kfyN(t); y0N(t)gk �
Ce�!t [8] and converges when N �! +1 towards a displacement �eld satisfying
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the beam equation controlled at the left end point and the same decay rate as
yN :

Remark 1 : it follows from above de�nition that yN vanishes at both ends of
the beam. Therefore the imposed boundary control vN(t) cannot be viewed in a
classical way. Of course, by adding to the space VN of trial and test displacement
�elds a static mode that does not vanish at the point of actuation, and applying
the same procedure as above, the new displacement will not identically vanish at
that point. But it is not obvious that the new boundary control will be better
computed with this new space. Moreover, in this case we would solve (3.1) with a
non-conforming method that in addition may be di�cult to implement. Further-
more, uniform exponential decay of the energy of the resulting closed-loop system
(3.2) remains to be established. Therefore, the introduction of a static mode may
heavily perturb the whole theory. This point will not be addressed here.

Remark 2 : the linear di�erential system (3.2) can be put in matrix form and
any suitable algorithm, e.g. of the Newmark family, can be put to work.

H.3.2 Approximation of the control law

The practical computation of the approximate control law vN (t) is now brie-

y explained. Several methods can be used (see e.g. [13, 29, 11, 13]). By just
proceeding as in [13], set '0

N(x) =
PN
i=1 �

0
i'i(x); '

1
N(x) =

PN
i=1 �

1
i'i(x) and also

'̂0
N(x) =

PN
i=1 �̂

0
i'i(x); '̂1

N(x) =
PN
i=1 �̂

1
i'i(x): Then the sti�ness matrix cor-

responding to the controllability grammian which is at the left-hand side of (3.1)

is de�ned by a (f'0
N ; '

1
Ng ; f'̂0

N ; '̂
1
Ng) = f�̂gtKf�g; with f�g =

� f�0g
f�1g

�
: It is

a purely computational matter to show that

K =
�
K00 K01

K10 K11

�
; K`m

ij = f `m (�i; �j; S)TiTj; Ti = EI@xxx'i(x = 0)(H.3.3)

where f `m stands for a smooth explicit function. In view of the discretization of
the sti�ness matrixK, deriving an accurate approximation of the end shear forces
Ti is of paramount importance. In fact, there are several ways of performing such
an approximation. We assume that the eigenpairs of the beam are computed with
a Galerkin method, e.g. a Finite Element Method. Thus we end up with a family�
�hi ; '

h
i

�Nh

i=1
of approximate eigenpairs.

The naivest way to de�ne an approximate shear force is to set T c;hi = EI@xxx'
h
i (x =

0): However, the convergence of this quantity to the continuous shear force may
prove slow and it is possible to derive a much more accurate alternative expres-
sion. To this end, let z denote the static mode de�ned by

�
@xxxxz = 0 in [0; L]

@xxz(0) = @xxz(L) = z(L) = 0 and z(0) = 1 :
(H.3.4)
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Of course, z = 1� x
L
; but this expression will not be used. As a matter of fact,

a similar de�nition as above would be introduced for a beam with non constant
sti�ness, for which no close-form solution is available. When z is known explici-
tely,

T vw;hi = ��hi
Z L

0
�S'hi (x)z(x)dx (H.3.5)

de�nes a very good approximation of the end shear force of the i-th mode. Of
course, in the case when no close-form is available for the displacement z; the
latter should be replaced with its �nite element approximation zh in (3.5). The
corresponding approximation error is small in energy norm with standard ele-
ments. The expression (3.5) can be viewed as an application of Maxwell-Betti
reciprocity theorem. It is obtained from the classical formulation of the eigenva-
lue problem at the continuous level by just multiplying the governing equation by
z and integrating by parts four times. The resulting equation is then discretized.
The advantage of this expression lies in the absence of derivative. As a matter
of fact, a third order derivative has been replaced with an integral. Moreover,
eigenvalues are easier to approximate than the eigenshapes in energy norm. But
this energy norm is not involved here, only the L2(0; L) norm comes into play.
And for this norm, the �nite element approximations of the eigenshapes and of
the static mode z prove very accurate. Numerical tests showing the superiority
of this very weak expression over the classical expression for the computation of
the end moment of a clamped beam are reported in [7]. Therefore, the entries of

the sti�ness matrix are replaced with K`m;h
ij = f `m

�
�hi ; �

h
j ; S

�
T vw;hi T vw;hj :

Remark 3 : the discretization of the right-hand side of equation (3.2) appeals
to the same very weak expression of the shear force, as far as the test functions
wN and the control vN are concerned.

H.3.3 Postprocessing the control power

Since a displacement is imposed, the control force is not readily available.
Moreover, the velocity of the beam at the actuator location is poorly represented
by its very weak approximation (3.2) since by construction yN(x = 0; t) = 0
8t � 0; therefore @tyN(x = 0; t) = 0; and the associated power should be zero!

As for the control force, the Theorem of Virtual Work applied to the conti-
nuous system yields F =

R L
0 (y00z + EI@xxy@xxz) : This expression suggests to

de�ne the approximate control force

FN =
Z L

0
(y00Nz) ; (H.3.6)

since the second term of the integrand of F vanishes when y is replaced by yN
due to the construction of the static mode z: Since yN 2 VN ; then y00N 2 VN ;
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and its components on the basis of eigenshapes can be computed by just setting
wN = 'i in (3.2) for the successive modes. Recall that this is a postproces-
sing step where yN(t) is supposed to be available. There no need here to derive
numerically the state of the system.

As for the actuator velocity, which again vanishes in a classical sense at the
discrete level, the time derivative of the approximate imposed displacement is
suggested : VN = @tvN(t): By just using (3.2), we end up with the de�nition

VN = EI@xxxP
1LN fy0N(t); y00N(t)g (x = 0) : (H.3.7)

Of course, we use the same de�nition of y00N(t) as previously and recall that y0N(t)
has been computed before. Furthermore, the right-hand side of above equation
is nothing but a superposition of shear forces, computed as in (3.5), once the
control problem (3.1) has been solved for the new source term.

The control power is now approximated by PN(t) = FNVN :

H.4 Numerical tests

According to the previous developments, Komornik's method can be imple-
mented in a real time process. Indeed, the feedback operator is linear and, after
discretization, reduces to a feedback matrix. Di�erent values for the order of the
modal reduction N can be introduced in the projection of the observability gram-
mian, of its right-hand side, and the modal reduction of the law of conservation
of linear momentum. Thus this method can be used to deal with the spill-over
problem by optimizing these di�erent parameters. This question will not be ad-
dressed here.

In this �rst study, the basic e�ciency of Komornik's method will be asses-
sed and compared with the one of the integral force feedback (IFF). Indeed,
both control strategies impose a displacement on the boundary of the structu-
ral domain. Therefore, numerical implementations are quite similar. The basic
advantage of using Komornik's feedback is to ensure an arbitrarily large decay
rate in w-norm whereas the decay rate of IFF is limited by the critical dam-
ping value. In order to analyse comparable results, tests are chosen within this
limit. This is why the gain is choosen equal to 0; 04 for IFF. In order to achieve
a similar e�ciency, the following parameters of Komornik's feedback are used :
! = 2; S = 2.

Among various outputs of the simulation, the w-norm for which a uniform
decay rate is proved to hold can be expressed as

kfzN ; @tzNgk2 = 1
3
v2N (t) +

1
5!

16
63
(v0N(t))

2 +
PN
i=1

�

2i (t) +

1
�i
(
0i)

2
�
+

+
PN
i=1

p
2
i�

�
vN (t)
i(t) +

1
�i
v0N (t)


0
i(t)

� (H.4.1)
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if zN (t) =
PN
i=1 
i(t)'i + vNz: Note that this w-norm is not equivalent to the

total energy norm except, of course, for a given number of modes.
All numerical results presented hereafter have been achieved using Matlab-

Simulink software.
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Theoritical bound of energy

Simulated results          

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−180

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

times in s

E
ne

rg
y 

in
 J

Mechanical Energy: Komornik

Theoritical bound of energy

Simulated results          

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−180

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

times in s

E
ne

rg
y 

in
 J

Mechanical Energy: IFF

Fig. H.2 - The mechanical energy with Komornik's law (left) and IFF (right)

H.4.1 Stabilization of initial conditions

We �rst study the decay of the controlled vibration of the beam starting
from the initial conditions y0 =

PN
i=1

0:1
i2:6
'i(x) and y

1 = 0. In this case, the initial
conditions are of �nite energy, even if N tends to in�nity. In what follows, N = 5.

The �gures (H.1), (H.2), (H.3), (H.4) show respectively the w-norm , the total
mechanical energy, the controlling displacement and the control power associated
to Komornik's feedback and to IFF.
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In both cases, the w-norm decay rate is better than the theoretical ones at
least away from initial time. As a matter of fact, some terms neglected in the
mathematical proof of the main inequality for Komornik's feedback are not so
small and e�ectively contribute to the decay of the energy [7].

However, Komornik's feedback has not been designed to be very smooth in
time. This is why we observe on �gure(H.3) that the imposed initial displacement
at x = 0 is not equal to zero thus violating the compatibility between initial and
boundary conditions. This feature is allowed by the theory. The generated im-
pulse induces an increase of the mechanical energy for small time (�gure(H.2)),
and of course of the w-norm. There is no theoretical contradiction here. For the
IFF, the mechanical energy decreases at any time, and this problem does not
show up.

The controlling displacements shown on �gure(H.3) are comparable. With
the IFF, we should emphasize that this signal contains �rst high frequency com-
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Fig. H.6 - The mechanical energy of the beam subjected to a white noise and
stabilized with Komornik's law (left) and IFF (right)

ponents and, after a short period of time, only the �rst mode is controlled. In
Komornik's approach, the controlling signal always contains the whole frequency
band covered by the modal discretization. So after initial impact, Komornik's
feedback induces a fast decay of mechanical energy by imposing hard control on
the �rst modes. Thus we observe on �gure(H.2) a more oscillating mechanical
energy than for IFF, the state still containing a large part of high frequency
components.

Analysis of the control power shows that Komornik's feedback and Integral
Force Feedback dissipate more or less the same energy, even if Komornik's feed-
back supplies energy to the system at some time steps. In fact, Komornik's feed-
back is a real active-control, IFF is active damping.

As a conclusion we can say that IFF and Komornik's feedback are equivalent
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Fig. H.7 - The controlling displacement of the beam subjected to a white noise
and stabilized with Komornik's law (left) and IFF (right)

to control the system for this kind of vibration. However, by keeping in mind that
active damping is here less than the critical one, Komornik's feedback appears as
a generalization of IFF (or DVF) for any value of imposed decay rate, as far as
e�ciency is concerned. Extensive testing is performed in [7] for various systems.

H.4.2 Control of the beam subjected to external loadings

In a second step of the testing procedure, the same di�erent curves as before
are presented in the case when the system is shaked at x = �

10
with a white Gaus-

sian noise. Figures (H.5), (H.6), and (H.7) show respectively the w-norm, the
mechanical energy and the controlling displacement under this external loading
and Komornik's control (left) or IFF (right) simultaneously.

The controlling signals plotted on �gure (H.7) are now di�erent from one
another. The controlling displacement for IFF is almost ten times larger than
the one induced by Komornik's feedback. Furthermore, the IFF signal contains
a large part of low frequency modulated displacement. Thus, to implement this
control, we will need an activator with a very large amplitude capability. This
very important low frequency content of the controlling displacement induces a
hard perturbation in the w-norm (�gure(H.5) right). In view of this particular
norm, there is no any control at all. In fact, IFF induces an important contri-
bution of the static mode which is a rigid body motion. This is why this low
frequency modulation has no particular eigenfrequency.

For the w-norm, the very good e�ciency of Komornik's feedback compared
to this of IFF is noteworthy.
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H.5 Concluding remarks

{ Above numerical tests show that the new feedback law competes with the
IFF strategy in the subcritical regime, as far as e�ciency is concerned. Of
course, it outperfoms IFF in the supercritical regime since it is proved that
it yields arbitrarily large e�ective damping. Notice that the one-dimensional
case is a hard test for new algorithms since, at least for beams under
traction-compression, the IFF or DVF strategy achieves exact controlla-
bility in a �nite time and therefore proves somehow optimal. This property
may not hold for the pure bending problem but IFF is still a fairly se-
vere benchmark. Comparison between IFF and Komornik's law may lead
to di�erent conclusions for two-dimensional test problems.

{ It turns out that Komornik's feedback in its original version induces an
initial shock due to a lack of compatibility between initial and boundary
conditions. This is not the case with the version of IFF that has been im-
plemented. Clearly, a smooth variant of Komornik's law needs be designed.

{ The question of stability or spill-over of Komornik's law has not been ad-
dressed. Choosing properly the various modal truncation levels involved in
its de�nition may limit or even suppress instabilities.

{ Experimental implementation of the new feedback is possible because of
its standard structure. In fact, Komornik's law is nothing but a particular
optimal control strategy except that no Riccati equation needs be solved.
Moreover, the amplitude of imposed displacement remains very small.
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Annexe I

Smoothed Fast Control Algorithms
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ABSTRACT

A modi�cation of Komornik's active control strategy is presented. The original
version of the control law is designed so as to achieve an arbitrarily large decay
rate of the energy of the system. However, a lack of smoothness at time zero
leads to short transient states the energy of which increases. To avoid this phe-
nomenon, the parameters of the law are smoothly tuned to their nominal value.
Numerical tests are presented and show the relevance of the new approach. The
new strategy compares favourably with the Integral Force Feedback in terms of
e�ciency.

I.1 INTRODUCTION

Many active control strategies applied in mechanical engineering resort to
collocated active damping like Direct Velocity Feedback (DVF) or Integral Force
Feedback (IFF) [1] that insure a global stability and avoid spill-over in the ab-
sence of time delay between sensing and actuating, but may lack e�ciency due to
spatial localization of the damping e�ect, especially when exact controllability of
the system does not hold. In this case, arbitrarily slowly decaying waves can travel
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along the structure [76]. In the same way, the possible lack of exact controllability
of the mechanical system under consideration underlies the extreme di�culty to
apply non-collocated optimal active control on 
exible plate-like structures. In
particular, it may lead to a dramatic control spill-over. As a matter of fact, the
in�nite number of degrees of freedom puts forward the intrinsic properties of
exact controllability and observability that must be satis�ed in order to insure
the reliability of the optimal control strategy. To be short, exact controllability is
a necessary and su�cient condition for the existence of a feedback law yielding
uniform exponential decay of the response. It implies the existence of at least
one control such that the in�nite horizon LQ functional is �nite. This �nite cost
condition leads to a well-posed minimization problem, the solution of which is
given in state feedback form through the unique positive solution of the standard
algebraic Riccati equation [71].

Based on, or following, the initial work of J-L. Lions [83], many mathemati-
cal developments have addressed the controllability of a wide set of mechanical
systems. To quote a few of them, see e.g. [14], [21], [72], [48], [18], [32] for plates,
[10, 11] for shells, [67] for trusses and frames ... Moreover, necessary and suf-
�cient conditions for the exact controllability of the wave equation have been
derived in [7]. Extensions of this work have focussed on elastic structures [8] or
Kirchho�-Love plates [8].

In the case when this property holds, standard active damping will generally
yield a uniform exponential decay of the energy of the system provided that a
su�ciently large number of actuators is used. The decay rate can be estimated
from below in many instances [14], [9], [13] (and included references), but upper
bounds do also exist [13]. Therefore, the rate at which the energy decays cannot
be larger than some critical damping that depends on the structure.

In order to achieve an arbitrarily large decay rate of the energy of an exactly
controllable structure, Komornik has introduced a strategy which depends on two
parameters ! and S that one can choose freely [13]. Since the uniform decay
rate of the total energy is not smaller than !; an arbitrarily fast stabilization
of the system can be prescribed. This strategy can be implemented on line and
does not require the solution of any Riccati equation. Therefore, it might pave
the ground to a new class of control strategies for 
exible structures. The �rst
numerical implementation of this feedback law has been detailed in [16] where a
displacement was imposed. Numerical tests on a single beam controlled at one
endpoint showed comparable e�ciency for this feedback and for the IFF for small
values of !; i.e. below the critical damping of the IFF. Since Komornik's feedback
is not limited by any such critical damping, it truely extends the IFF.

However, for large values of !; the total energy of the beam experiences a
large jump at initial time (�g I.2). This is due to the following facts : �rst, the
feedback imposes a displacement which is not compatible with the initial state
(�g I.1), and, second, the actuator forces must be large in order to stabilize the
structure in a very short time. Of course, shortly after the initial shock, a very
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fast decay of the energy of the system can be observed. On the other hand, control
spill-over will show up as soon as a �nite number of modes is kept to carry out
the computation of the control. It turns out that this e�ect is largely ampli�ed
for large values of ! (�g I.2).
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Fig. I.1 - The control law of the original Komornik's law with ! = 20 (left) and

! = 2 (right). The �rst 5 modes are controlled and simulated.
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Fig. I.2 - The w-energy with the original Komornik's law with ! = 20 (left) and

! = 2 (right) : the �rst 5 modes are controlled and simulated.

The purpose of our contribution is therefore to propose a variant of Komor-
nik's law that keeps the energy of the system below the initial level and decreases
the control spill-over while preserving the global e�ciency of the original version.
The basic idea is to let ! vary in time.

This paper is organized as follows : section 2 is devoted to a brief presentation
of Komornik's law applied to a beam. The variant is explained in Section 3. The
computational framework is brie
y explained in section 4. Section 5 describes
various numerical tests. Finally, concluding remarks can be found in section 6.
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control spill-over due to the original Komornik's law with ! = 20 (left) and ! = 2

(right) : the �rst 5 modes are controlled, the response is expanded on the �rst 10 modes.

I.2 KOMORNIK'S FEEDBACK LAW

Let us consider a simply supported Euler-Navier-Bernoulli beam of length L.
Let �; E; A; I denote its mass density, Young's modulus, cross-sectional area
and inertia respectively. For the sake of simplicity, the mass density per unit
length �A and the sti�ness EI are supposed to be constant. The transverse
displacement y(x; t) satis�es

8>>><
>>>:

�A@tty + EI@xxxxy = 0 [0; L]� [0; T ]
y(0; t) = v(t) [0; T ]

y(L; t) = @xxy(0; t) = @xxy(L; t) = 0 [0; T ]
y(x; 0) = y0(x); @ty(x; 0) = y1(x) [0; L]:

(I.2.1)

Here the beam is controlled through the imposed transverse displacement of the
left end point, and the horizon T can be arbitrarily large. In order to design the
state feedback law v(t) = F (y(t); @ty(t)) ; the adjoint state is introduced : let
'(x; s) denote the unique solution of the beam equation8><

>:
�A@ss'+ EI@xxxx' = 0 [0; L]� [0; S]

'(0; s) = '(L; s) = @xx'(0; s) = @xx'(L; s) = 0 [0; S]
'(x; 0) = '0(x); @s'(x; 0) = '1(x) [0; L];

(I.2.2)

where s denotes a �ctitious time, and S a �ctitious time horizon. The displace-
ment �eld ' depends linearly on the initial conditions f'0; '1g : Hence, for any
value of !; one can de�ne the bilinear controllability grammian

a!;S
�n
'0; '1

o
;
n
'̂0; '̂1

o�
=
Z S

0
e�2!sEI@xxx'(0; s)EI@xxx'̂(0; s)

ds

�A
; (I.2.3)

where '̂ denotes the solution of (2.2) with initial conditions f'̂0; '̂1g : The
continuity and coerciveness properties of this grammian do not depend on !:
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For ! = 0; and for the two-dimensional simply supported plate, Lebeau [18] pro-
ved them over suitable in�nite-dimensional spaces of smooth enough functions.
Essentially, '0 (resp. '1) should possess a third (resp. �rst) square summable
derivative along the beam axis. Hence, for any smooth enough displacement and
velocity �elds z0 and z1; there exists a unique solution f'0; '1g of the variational
equation

a!;S
�n
'0; '1

o
;
n
'̂0; '̂1

o�
=
Z L

0

�
z1'̂0 � z0'̂1

�
8
n
'̂0; '̂1

o
: (I.2.4)

De�ne the operator L by just writing f'0; '1g = Lfz0; z1g and denote by
P1 : IR

2 ! IR the projection on the �rst component, i.e. P1(fa; bg) = a. In this
setting, the proposed feedback reads

v(t) = �EI@xxx (P1Lfy(t); @ty(t)g) (x = 0): (I.2.5)

Provided the function e�2!s is slightly modi�ed, Komornik proved [13] well-
posedness for related equations as well as the estimate kfy(t); @ty(t)gk2! � Ce�2!t

kfy0; y1gk2! for some constant C, where k:k2! stands for a suitable energy of the
state, that will be called the w-energy in the sequel. The constant C depends
exponentially on ! [7].

Of course, there is no reason why y0(x = 0) = v(t = 0) although this condition
would be requested for compatibility. Numerical tests show that this condition is
almost never satis�ed. The w-energy allows for this incompatibility and the res-
ponse of the structure is de�ned in a "very weak" sense. But locally very strong
stresses may develop and deteriorate the structure or propagate through it.

I.3 SMOOTHING PROCEDURES

However, this problem proves much less serious for small values of ! (�g
I.1, I.2). Hence, the idea is to start with a small value of ! in order to avoid
the initial shock and to increase ! up to its nominal value !0 corresponding
to the expected decay rate. Let T ! stands for the start-up time. Then set
! = !(t), where !(0) = 0; and !(t) = !0 for t � T !. For example, take
!(t) = �2!0

t3

(T!)3
+ 3!0

t2

(T!)2
for t 2 [0; T !]. Then !(t) has a continuous deri-

vative. This feature is of importance. Furthermore, a cut-o� function �(t) of the
same form as !(t) is introduced such that �(0) = 0; and �(t) = 1 if t � T �

for some start-up time T �: Let the operator Lt be de�ned as L in (2.4), where
a!;S is replaced by a!(t);S : Now the proposed control reads

v(t) = ��(t)EI@xxx (P1Lt fy(t); @ty(t)g) (x = 0): (I.3.1)

The original control is smoothed twice. The function �(t) mimicks a usual ex-
perimental control procedure. Of course, above smoothing tricks can be put to
work independently.
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I.4 COMPUTATIONAL ASPECTS

In view of computing this feedback, an ad hoc formulation of the beam equa-
tion and a suitable mode superposition method are introduced, as in [16]. Let
(�i;  i)

+1
i=1 denote the family of eigenvalues and normal modes of the simply sup-

ported beam (when v(t) = 0), and VN = Span
i = 1; N

f ig : The modes are assumed

to be normalized so as to have a unit mass. For every pair of functions fz0; z1g ;
de�ne f'0

N ; '
1
Ng (t) 2 VN � VN as the solution of the variational equation

a!(t);S
�n
'0
N ; '

1
N

o
(t);

n
'̂0
N ; '̂

1
N

o�
=
Z L

0

�
z1'̂0

N � z0'̂1
N

�
8
n
'̂0
N ; '̂

1
N

o
2 VN � VN(I.4.1)

and set f'0
N ; '

1
Ng (t) = Lt;N fz0; z1g : Then, similarly to [16], for any pair of

integers M and N; an approximation yM;N(t) =
PM
i=1 �i(t) i; (with smooth

�i ) of the displacement of the controlled beam satis�es the equation

8>>><
>>>:

R L
0 �A@ttyM;N(t)wM +

R L
0 EIyM;N(t)@xxxxwM = �vM;N(t)EI@xxxwM(x = 0)

8wM 2 VM
vM;N(t) = ��(t)EI@xxxP 1

�
Lt;N

n
yM;N(t); @tyM;N(t)

o�
(x = 0)

yM;N(0) = PMy0 ; @tyM;N(0) = PMy1 ;

(I.4.2)

where PM stands for the projection over the �rstM modes of the beam. We are
not able to prove mathematically anything so far about the approximate displa-
cement �eld yM;N(t) for this variant, except for M = N . The approximation of
the control law, i.e. the resolution of (4.1) is detailed in [16] and [13] for a related
problem.

I.5 NUMERICAL TESTS

Since the variant presented here cares about initial time, white-noise excita-
tion over a long period of time will not be considered. As a matter of fact, it
behaves in the same way as the original control law that has been investigated
at length in [16]. Therefore the decay of the controlled vibration of the beam
starting from the initial conditions y0 =

PN
i=1

0:1
i2:6
 i(x) and y1 = 0 is studied.

In this case, the initial conditions are of �nite energy, even if N tends to in�-
nity. Among various outputs of the simulation, the w-energy can be expressed
as kfzM(t); @tzM(t)gk2w =

PM
i=1

1
(i�)2

�

2i +

1
(i�)4

(@t
i)
2
�
if zM (t) =

PM
i=1 
i(t) i:

Note that this w-energy is not equivalent to the usual mechanical energy except,
of course, for a given number of modes. All the physical constants are set equal
to one.

First, the e�ect of increasing the expected decay rate ! in the original version
of Komornik's law is presented : �gure I.1 shows that the lack of compatibility
between the initial state of the system and the imposed boundary control may
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energy. Here, !0 = 20 , T� = 0:1; and the �rst 5 modes are controlled, the response is

expanded on the �rst 10 modes

dramatically increase with !: Recall that the initial state vanishes at both ends
of the beam. Figure I.2 shows that the initial increase of the w-energy is more
serious when ! is large. Furthermore, �gure I.3 shows that the control spill-over
e�ect increases with ! . By control spill-over, we mean as usual the amount of
energy transfered to the uncontrolled modes because of the imposed displacement
that generically excites all the modes of the system.

Let us now investigate the e�ect of both smoothing tricks : �rst, the e�ect of
the cut-o� function �(t) is shown on �g I.4. Then the e�ect of variable ! is
displayed on �g I.6. Of course, combining both tricks may enhance each one of
them (�g I.7). It turns out that above strategies prove almost equally e�cient
but absolutely mandatory in view of suppressing the control spill-over. However,
tuning !(t) seems to enforce the energy to decrease, whereas introducing the
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Fig. I.7 - The combined e�ect of control cut-o� and variable ! : w-energy decrease

(left) and spill-over (right). Here, !0 = 20 , T! = T� = 0:1; and the �rst 5 modes are

controlled, the response is expanded on the �rst 5 or 10 modes

cut-o� function �(t) does not enable to achieve this goal (�g I.5). Again this
observation is not based on any mathematical basis so far. On �g I.8 left, the
residual energy due to control spill-over is shown to be insensitive to the parame-
ters T ! and T � provided they are large enough (0.1 in this case but this value
may strongly depend on the initial conditions and on !0). In this situation, the
smoothing procedures prove highly e�cient since the residual energy is several
orders of magnitude smaller than the initial one. This residual energy cannot be
removed since the amplitude of the control becomes much to small.

On the other hand, the time Ts at which the residual energy is reached in-
creases smoothly with T ! and T � (�g I.8 right). One therefore should choose the
minimal start-up times yielding the minimum residual energy.

Finally, a comparison of the IFF (or DVF) and Komornik's version is carried
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out. The DVF is tuned so as to develop its critical damping. The results on �gure
I.9 show that for this value of !0 the proposed variant enables the w-energy
of the beam to reach -50dB almost twice as fast as the DVF (�g I.9 left). Of
course, there is no spill-over for the DVF by de�nition and after a while the DVF
enables to remove more energy than the proposed variant. Moreover, the norms
involved are not exactly the same, therefore further investigations are needed,
especially experimental ones. In the case when a given number of modes is really
of interest, the other ones beeing strongly damped or uninteresting, the proposed
variant proves extremely e�cient(�g I.9 right).
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I.6 CONCLUDING REMARKS

i) Above numerical tests show that the new feedback law outperforms the
DVF in the supercritical regime, as far as e�ciency is concerned. Moreover, the
smoothing procedure annihilates the control spill-over. Observation spill-over,
which depends on the sensors, is not addressed here. Therefore stability is not
guarantied especially in the absence of damping.
ii) It is not clear so far how to choose the optimal values of T � and T ! a priori.
iii) A parameter free variant with build-in smoothness is under construction.
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Annexe J

�N (T ) est lin�eaire en T

Comme nous l'avons plusieurs fois soulign�e, plus le temps de contrôla-bilit�e
T est grand et plus il est facile de contrôler la poutre et donc plus la constante
C1(T ) de l'in�egalit�e directe est grande et a fortiori plus la suite �N , qui d�epend
par d�e�nition elle aussi de T , est grande.
En fait, nous allons montrer que pour tout entier naturel N strictement positif, la
suite �N (T ) d�epend lin�eairement du temps, ce qui revient �a montrer la propri�et�e
suivante :

Propri�et�e J.1

8T 0

; T > 0; 8N > 0; �N(T ) =
T

T 0
�N(T

0

): (J.0.1)

Preuve Soient f'0
N ; '

1
Ng telles que :

'0
N(x) =

NX
i=1


i�i(x); '
1
N(x) =

NX
i=1

�i�i(x); (J.0.2)

les donn�ees initiales du probl�eme adjoint :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�A'00N (x; t) + EI
@4'N
@x4

(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

'N(0; t) = 'N(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@'N
@x

(0; t) =
@'N
@x

(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

'N (x; 0) = '0
N(x); '

0
N(x; 0) = '1

N (x) 8 x 2 (0; L);

(J.0.3)

qui admet pour solution unique :

'N(x; t) =
NX
i=1

0
@
i cos

�
t
q
�i

�
+

�iq
�i
sin

�
t
q
�i

�1A �i(x): (J.0.4)
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On choisit alors comme contrôle HUM approch�e :

vN (t) = EI
@2'N
@x2

(t; L); (J.0.5)

qui s'exprime en fonction des donn�ees initiales du probl�eme adjoint de la fa�con
suivante :

vN(t) =
NX
i=1

0
@
i cos

�
t
q
�i

�
+

�iq
�i
sin

�
t
q
�i

�1Ami: (J.0.6)

Si l'on note
n

̂i; �̂i

o
avec :


̂i = 
i; �̂i;=
T
0

T
�̂i; 8i 2 [1; : : : ; N ]; (J.0.7)

les composantes de f'̂0
N ; '̂

1
Ng dans la base canonique de VN�VN sont les donn�ees

initiales du probl�eme adjoint :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�A'̂00N (x; t) + EI
@4'̂N
@x4

(x; t) = 0 8(x; t) 2 (0; L)� (0; T );

'̂N(0; t) = '̂N(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

@'̂N
@x

(0; t) =
@'̂N
@x

(L; t) = 0 8 t 2 (0; T );

'̂N (x; 0) = '̂0
N(x); '̂

0
N(x; 0) = '̂1

N (x) 8 x 2 (0; L);

(J.0.8)

qui admet pour solution unique :

'̂N (x; t) =
NX
i=1

0
@
i cos

 
t
T
0

T

q
�i

!
+

�iq
�i
sin

 
t
T
0

T

q
�i

!1A �i(x): (J.0.9)

Le contrôle HUM qui lui correspond est alors :

v̂N(t) =
NX
i=1

0
@
i cos

 
t
T
0

T

q
�i

!
+

�iq
�i
sin

 
t
T
0

T

q
�i

!1Ami: (J.0.10)

On a donc par d�e�nition de vN , l'�egalit�e :

v̂N(t) = vN(t
T
0

T
); 8t 2 [0; T ]; (J.0.11)

et par cons�equent :

Z T

0
v̂2N(t)dt =

Z T

0
v2N(t

T
0

T
)dt =

T

T 0

Z T
0

0
v2N(t)dt: (J.0.12)
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En utilisant cette derni�ere �egalit�e, il vient :

�N(T ) = min
('̂0N ;'̂1N)2V N

0
BB@
Z T

0
v̂2N(t)dt

k'0
N ; '

1
Nk2

1
CCA =

T

T 0
min

('0N ;'1N)2V N

0
BBBB@
Z T

0

0
v2N (t)dt

k'0
N ; '

1
Nk2

1
CCCCA

=
T

T 0
�N (T

0

): (J.0.13)

2

Remarque J.1 On v�eri�e num�eriquement cette propri�et�e pour la poutre d'Euler-
Navier-Bernoulli, mais �egalement pour les exemples de treillis de poutres d'Euler-
Navier-Bernoulli auxquels nous avons appliqu�es le test num�erique de contrôlabi-
lit�e exacte (voir chapitre 6).
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Annexe K

Estimations d'erreurs pour
l'�el�ement structurant

On peut �evidemment appliquer le test de contrôlabilit�e exacte �a l'�el�ement
structurant pour nos multistructures. Pour la poutre d'Euler-Navier-Bernoulli,
on a contrôlabilit�e exacte par cons�equent selon le test la suite �n v�eri�e le cas 1.
Grâce aux estimations des th�eor�emes 1.5 et 1.6 (voir paragraphes 1.6.4 et 1.5 du
chapitre 1), nous allons pouvoir obtenir :

{ une estimation de la vitesse de convergence de la suite �n vers � (propri�et�e
K.1)

{ une estimation sur la convergence de �n;h vers �n (propri�et�e K.2)

K.1 Estimation de la vitesse de convergence de

�n

Propri�et�e K.1

9C > 0; 8n 2 N
? ; j�n � �j � C

n4
: (K.1.1)

D�EMONSTRATION :

On rappelle tout d'abord que par d�e�nition, on a :

8
n
'0; '1

o
2 E1; Q

�n
'0; '1

o�
=

kvk2L2(0;T )
kf'0; '1gk2E1

(K.1.2)

et pour tout n 2 N
? :

8
n
'0
n; '

1
n

o
2 V n; Q

�n
'0
n; '

1
n

o�
=

kvnk2L2(0;T )
kf'0

n; '
1
ngk2E1

: (K.1.3)
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En�n, pour all�eger les calculs on note dans cette d�emonstration :

Rn = Q
�n
'0
n; '

1
n

o�
�Q

�n
'0; '1

o�
: (K.1.4)

Nous allons tout d'abord d�emontrer le lemme suivant :

Lemme K.1

9C > 0; 8n 2 N
? ; jRnj � C

n4
: (K.1.5)

D�EMONSTRATION :

On a :

Rn =
kvnk2L2(0;T )
kf'0

n; '
1
ngk2E1

� kvk2L2(0;T )
kf'0; '1gk2E1

; (K.1.6)

qui se d�ecompose en

Rn = kvk2L2(0;T )
0
@ 1

kf'0
n; '

1
ngk2E1

� 1

kf'0; '1gk2E1

1
A

+
kvnk2L2(0;T ) � kvk2L2(0;T )

kf'0
n; '

1
ngk2E1

; (K.1.7)

soit en�n :

Rn =
kvk2L2(0;T )

kf'0
n; '

1
ngk2E1

�n (K.1.8)

avec

�n =

0
@kvnk2L2(0;T ) � kvk2L2(0;T )

kvk2L2(0;T )
+
kf'0; '1gk2E1 � kf'0

n; '
1
ngk2E1

kf'0; '1gk2E1

1
A : (K.1.9)

Or on a d�emontr�e les estimations suivantes (th�eor�eme 1.5 du paragraphe 1.5 du
chapitre 1) pour tout n 2 N

? :

9C > 0;



 n'0

n; '
1
n

o
�
n
'0; '1

o



E1
� C

n2
; (K.1.10)

9 ~C > 0; k vn � v kL2(0;T ) �
~C

n2
: (K.1.11)

on a donc a fortiori :

9C > 0;



 n'0

n; '
1
n

o


2
E1
�



n'0; '1

o


2
E1
� C

n4
; (K.1.12)

9 ~C > 0; kvnk2L2(0;T ) � kv k2L2(0;T ) �
~C

n4
: (K.1.13)
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On obtient l'estimation recherch�ee en appliquant ces deux estimations �a l'�egalit�e
(K.1.8). 2

On a trivialement :

8
n
'0; '1

o
2 E1; min

f'0n;'1ng2V n
(Rn) = �n �Q

�n
'0
n; '

1
n

o�
; (K.1.14)

donc

�n � � = min
f'0;'1g2E1

 
min

f'0n;'1ng2V n
Rn

!
: (K.1.15)

Mais pour tout f'0
n; '

1
ng 2 V n et f'0; '1g 2 E1 :

Rn = Q
�n
'0
n; '

1
n

o�
�Q

�n
'0; '1

o�
� 0; (K.1.16)

par cons�equent, il vient d'apr�es l'�egalit�e (K.1.15) et l'estimation (K.1.5) du lemme
K.1 :

8n 2 N
? ; �n � � = min

f'0;'1g2E1

 
min

f'0n;'1ng2V n
jRnj

!
� C

n4
: (K.1.17)

2

K.2 Estimation d'erreur de �n;h en fonction de

h

Propri�et�e K.2

8n 2 N
? ; 9C > 0; 8h > 0; j�n;h � �nj � Ch4: (K.2.18)

D�EMONSTRATION :

On rappelle tout d'abord que par d�e�nition :
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1
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: (K.2.19)

En�n, pour all�eger les calculs on note dans cette d�emonstration :

Rn;h = Q
�n
'0
n;h; '
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n;h
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�Q

�n
'0
n; '

1
n

o�
: (K.2.20)
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Nous allons tout d'abord d�emontrer le lemme suivant :

Lemme K.2

8n 2 N
? ; 9C > 0; 8h > 0; jRn;hj � Ch4: (K.2.21)

D�EMONSTRATION :

On a :

Rn;h =
kvn;hk2L2(0;T )


n'0
n;h; '

1
n;h

o


2
E1

� kvnk2L2(0;T )
kf'0

n; '
1
ngk2E1

; (K.2.22)

qui se d�ecompose en :

Rn;h =
kvn;hk2L2(0;T ) � kvnk2L2(0;T )
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soit
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Or on a d�emontr�e au th�eor�eme 1.6 (au paragraphe 1.6 du chapitre 1) les estima-
tions suivantes :

9C > 0;
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n; '
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n

o
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� Ch2; (K.2.25)

9 ~C > 0;



 vn;h � vn





L2(0;T )

� ~Ch2: (K.2.26)

on a donc a fortiori :

9C > 0;



 n'0

n;h; '
1
n;h

o


2
E1
�



n'0

n; '
1
n

o


2
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9 ~C > 0; kvn;hk2L2(0;T ) � kvn k2L2(0;T ) � ~Ch4: (K.2.28)

Par cons�equent, il su�t pour conclure d'appliquer ces deux derni�eres estimations
�a l'�egalit�e (K.2.24). 2
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On a trivialement, pour tout f'0
n; '

1
ng 2 V n,

min
f'0n;h;'1n;hg2V n;h

Rn;h = �n;h �Q
�n
'0
n; '

1
n

o�
; (K.2.29)

donc :

�n;h � �n = min
f'0n;'1ng2V n

 
min

f'0n;h;'1n;hg2V n;h

Rn;h

!
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Mais on a de plus :
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et pour tout
n
'0
n;h; '
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o
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Par cons�equent, il vient d'apr�es l'�egalit�e (K.2.30) et l'estimation (K.2.21) du
lemme K.2 :

�n;h � �n = min
f'0n;'1ng2V n

 
min

f'0n;h;'1n;hg2V n;h

jRn;hj
!
� Ch4: (K.2.33)

2
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