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Résumé

L’objectif de cette these est d’étudier numériquement la controlabilité exacte
et la stabilisation rapide de multistructures flexibles composées de poutres d’Euler-
Navier-Bernoulli.

On utilise la méthode HUM de J.-L. Lions [83] (resp. une variante de la méthode
HUM proposée par V. Komornik [59]) qui s’exprime directement au niveau continu
et qui fournit un algorithme constructif de lois de controle frontiere en boucle ou-
verte (resp. fermée) permettant de controler exactement (resp. de stabiliser de
fagon arbitrairement rapide) ces multistructures.

On applique une méthode de superposition modale pour calculer le controle ap-
proché et on propose différentes méthodes pour calculer la réponse approchée de
la poutre. L’étape fondamentale de notre méthode de discrétisation consiste a
calculer avec une grande précision le grammien de controlabilité (resp. de stabili-
sabilité), terme clef de la méthode, en définissant une forme trés faible des termes
de bords discrets qu’ils contiennent.

En boucle fermée. une formulation dite semi-tres faible a été introduite; elle per-
met de définir une méthode d’approximation stable pour le controle en déplacement.
Le taux de décroissance exponentielle est indépendant de la discrétisation rete-
nue s’avere toujours deuz fois plus grand que celui prédit par Komornik [59]. Des
résultats théoriques en cours d’établissement [105] semblent d’ailleurs montrer
que, sous certaines hypotheses, on peut effectivement démontrer cette propriété.
Etant donné que nous voulons construire des lois réalistes du point de vue mécani-
que, on applique la méthode HUM pour construire des controles réguliers et on
propose une régularisation de la loi de Komornik.

Apres une étude numérique approfondie de ces deux lois, on les appliquera aux
treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli en utilisant les mémes algorithmes
constructifs ainsi que les mémes techniques d’approximations, tout en élargissant
la classe des actionneurs applicables.

Une condition suffisante sur I’horizon de controlabilité et la disposition des action-
neurs pour que de telles multistructures soient controlables exactement, et qu’a
fortiori elles soient stabilisables, est que le grammien de controlabilité vérifie une
inégalité d’observabilité. Cela revient a obtenir une estimation de la constante de
coercivité du grammien de controlabilité (resp. de stabilisabilité) qui permet de
mesurer 'efficacité du controle exercé. C’est a partir de cette observation que F.
Bourquin [14] a proposé un test numérique discriminant qui donne une informa-
tion sur la contrdlabilité exacte (ou la non-controlabilité exacte) des multistruc-
tures sur lesquelles s’exercent les controles HUM. On vérifiera la validité de ce test
en comparant les conclusions qu’il donne, quand on I'applique a différents treillis
de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli, aux résultats théoriques de J. Lagnese, G.
Leugering et E.J.P.G. Schmidt [67].






Abstract

This thesis deals with the numerical study of exact controllability and fast
stabilizability for Euler-Navier-Bernoulli frames.
We used HUM [83] (resp. V. Komornik’s variant [59]) written directly at the conti-
nuous level which gives a constructive algorithm for boundary control laws achie-
ving exact controllability (resp. arbitrarily fast stabilization) for Euler-Navier-
Bernoulli beams. We built both regular control laws with HUM’s method and
regularized Komornik’s law. We compute the approched law by modal superposi-
tion and we propose two differents methods in order to get the controlled beam
response.
The key step of our discretization method is the accurate calculation of the
controllability grammian using a very weak form for boundary discretized terms.
After a detailed numerical study, we apply this laws to beam trusses using our
previous approach, in increasing the class of applying actuators.
We proposed with F. Bourquin [14, 15] a discriminant numerical test which gives
information about the exact controllability of structures submitted to HUM’s
controls using exact computation of the grammian coercivity constant involved
in the observability inequality. Finally, we check the numerical relevance of our
test regarding theoretical results of J.E. Lagnese, G. Leugering and E.J.P.G.
Schmidt [67].
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Chapitre 1. 9

Chapitre 1

Etude numérique de controles
réguliers appliqués a une poutre
d’Euler-Navier-Bernoulli

1.1 Introduction

1.1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est ’étude numérique de la controlabilité exacte de
I’élément structurant pour de nombreuses multistructures flexibles (voir chapitre
6 pour des exemples de treillis de poutres), la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli.

Remarque 1.1 L’étude, que nous allons effectuer, se généralise au modele de
plaque correspondant a cette poutre, mais nécessite un calcul plus complexe des
termes de bord en raison de la dimension supérieure (voir F. Bourquin, J. Urquiza
et R. Namar [30] pour les plaques minces ainsi que F. Bourquin, J.-S. Briffaut et
J. Urquiza [18, 19] pour la membrane).

Différentes théories existent pour définir des lois pour controler exactement de
tels systemes, parmi celles-ci, la méthode d’unicité hilbertienne (ou encore Hilbert
Uniqueness Method, soit en abrégé HUM) introduite par J.-L. Lions [80, 81, 83, 84|
a la fin des années 80, s’exprime directement au niveau continu et de part sa na-
ture constructive permet, pour un temps de controlabilité fixé, de construire le
controle pour des données initiales appartenant a un espace donné.

Ce controle est celui qui, parmi tous les controles solutions du probleme de con-
trolabilité exacte, a la norme la plus faible.

Par exemple, dans le cas du contréle Dirichlet de 1’équation des ondes (mais
également pour d’autres équations), le controle donné par la méthode HUM est
celui qui minimise la fonctionnelle:

J(0) = (1/2) [ Jof dx,
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sur Uyg = {v € L*(2), y solution du systéeme controlé telle que y(T',v) = y'(T,v)}.
C’est donc la solution d’un probleme de controle optimal, autrement dit, on doit
minimiser une fonctionnelle d’énergie, associée au systeme a controler, afin de
calculer le controle. Cette propriété fondamentale, et tres classique, a été utilisée
pour les premieres approximations des problemes de controlabilité exacte, notam-
ment parce qu’elle permet d’employer des techniques traditionnelles de gradient
conjugué (voir paragraphe 1.1.2 A). Malheureusement ces méthodes entrainent
de nombreuses difficultés techniques, car les problemes discrets obtenus sont mal
posés st on ne prend pas garde a la discrétisation.

Pour la compréhension du déroulement des méthodes numériques que nous allons
inventorier, rappelons les différentes étapes de I'algorithme résultant de I'appli-
cation de la méthode HUM :

1. Résolution d’un systeme linéaire qui fournit, a partir des données initiales
du probleme initial, les données d'un probleme adjoint intermédiaire.

2. Calcul du controle a partir de la solution du probleme adjoint.

On peut alors appliquer différentes techniques pour calculer la réponse controlée.

1.1.2 Meéthodes numériques

Nous allons faire I'inventaire des méthodes numériques utilisées pour discrétiser
cet algorithme.

A. Méthodes de type gradient conjugué

De méme que les articles de J.-L. Lions, cités ci-dessus, font référence pour

les aspects théoriques de la méthode HUM, l'article de R. Glowinski, C.H. Li et
J.-L. Lions [39] (voir également les versions actualisées de R. Glowinski et J.-L.
Lions [40], [41]) est le premier exemple de I'implémentation de cette méthode et
d’une analyse tres détaillée des problemes numériques que 'on peut rencontrer
dans ce type d’approximation.
De plus, bien que I'étude concerne le probleme du controle frontiere Dirichlet de
I’équation des ondes, les remarques qui y sont faites se généralisent a d’autres
types d’équations et de controles, comme 1'équation de la chaleur (C. Carthel,
R. Glowinski et J.-L. Lions [21]), le probleme de Stokes (R. Glowinski [38], R.
Glowinski et J.-L. Lions [41]) ou les problemes de diffraction d’ondes planes par
des obstacles (R. Glowinski et al. [86]).

Les auteurs ont tout d’abord adapté 'algorithme de gradient conjugué, utilisé ha-
bituellement pour la résolution de problemes elliptiques linéaires, pour résoudre
le probleme de controle, puis ils ont effectué une discrétisation en espace et en
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temps, en combinant un schéma explicite pour la discrétisation en temps et une
formulation variationnelle pour les termes de dérivées en espace. Enfin ils ont uti-
lisé une méthode d’éléments finis de type P,—Lagrange pour construire ’espace
d’approximation en espace.

Comme il a été bien souligné dans cet article, le caractere symétrique défini positif
de la forme bilinéaire obtenue apres mise sous forme variationnelle du systeme
linéaire provenant de la premiere étape de ’algorithme de la méthode HUM, est
non seulement nécessaire pour 'utilisation d’algorithmes de gradient conjugué
mais plus fondamentalement pour la conservation de la controlabilité exacte lors
du passage au niveau discret.

Le terme de bord, c’est-a-dire le controle, a été décomposé sur cet espace d’ap-
proximation, en le transformant par application d'une formule de Green, en une
expression variationnelle faible calculée sur le domaine tout entier.

On verra ultérieurement, dans la discrétisation que nous avons adoptée, 1'utili-
sation que nous avons faite de cette transformation d’un terme de bord en une
expression intégrale.

Les auteurs ont alors observé que le probleme approché ne convergait pas vers la
solution exacte (dont ils avaient une expression explicite dans un cas particulier)
quand At (le pas de discrétisation en temps) et h (le pas de discrétisation en
espace) tendaient vers 0.

Apres une analyse précise des perturbations numériques créées par les différentes
approximations, ils en ont déduit que le défaut de convergence était du a une
mauvaise approximation du terme de bord.

Parmi les différents remedes applicables (éléments finis de plus haut degrés,
méthodes d’éléments finis mixtes (voir R. Glowinski et M.F. Wheeler [42]), métho-
des spectrales, approximation de haut degré du seul terme de bord), ils ont utilisé
une technique de régularisation, dite de Tychonoff, classique pour rendre bien
posés des problemes mal posés (se référer par exemple a R. Lattes et J.-L. Lions
[73]).

Ils ont fait la remarque essentielle suivante:

le terme de bord, avec le type d’éléments finis utilisés, ne peut converger
dans l'espace approprié (L*(X) pour leur controle),

en concluant, ”de nombreuses tentatives peuvent étre faites pour remédier a cette
situation, mais aucune d’entre elles ne semble étre simple”.

C’est a partir de cette observation, qu’a été proposée une expression différente
du terme de bord approché par C. Bardos, F. Bourquin et G. Lebeau [6] (voir
également F. Bourquin [13], F. Bourquin, J.-S. Briffaut et J. Urquiza [18] et F.
Bourquin et J. Urquiza en préparation).
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B. Méthodes de Galerkin

L’autre grande classe de méthodes d’approximation consiste dans 'applica-
tion de méthodes de superposition modale pour la résolution du probleme de
controle optimal que ’on obtient a partir de la méthode HUM.

En effet, comme on I’a déja remarqué, la résolution du systeme initial, dans I’al-
gorithme général, peut s’écrire comme un probléeme de minimisation.

On résout I’équation d’Euler permettant d’obtenir la solution, en projetant la
fonctionnelle a minimiser sur les modes propres de I’opérateur associé au type de
systeme a controler, par exemple le Laplacien Dirichlet dans le cas de I’équation
des ondes avec conditions de Dirichlet. Cette démarche a l'avantage de trans-
former une des étapes fondamentales du calcul du controle en un probleme de
résolution de valeurs propres.

Une fois les solutions obtenues, on résout le systeme d’évolution non homogene
par écriture sous une forme analogue du probleme initial, via I'introduction de
nouvelles conditions de bord de type Newton-Robin (voir J.-L. Lions [82] et M.
Kiizek et P. Neittaanmiki [64]), puis discrétisation en temps en utilisant une
approximation de Galerkin comme A. Eljendy [29] pour I’équation des ondes.

C. Méthodes de Galerkin et gradient conjugué

Une autre fagon de procéder consiste a combiner approximation de Galerkin
(modes propres de l'opérateur de Lax-Milgram associé au modele considéré) et
méthode de gradient conjugué pour résoudre la fonctionnelle minimisante, comme
l'ont fait G. Geymonat, P. Loreti et V. Valente [35, 36] pour les coques minces,
ou R. Luce [85] grosso modo pour un probléme parabolique linéaire.

D. Méthodes de différences finies

Une méthode totalement différente des précédentes, puisque n’utilisant pas de
fonctionnelle minimisante, est la suivante : par utilisation de schémas de différences
finis implicites en temps et en espace, on trouve une relation récurrente entre la
solution du probléeme adjoint et ses données initiales, ce qui permet en utilisant le
controle donné par la méthode HUM de trouver les données initiales du probleme
adjoint telles qu’avec le controle, calculé a partir de la solution du probleme ad-
joint, on ait controlabilité exacte par résolution d'un systeme linéaire. Il s’agit
en fait d’un probléme de moment (voir par exemple W. Krabs [62]) résolu sous
forme discrete.

On peut citer comme exemple d’une telle approche M. A. Rincon [99] qui a ap-
pliqué cette méthode pour le controle frontiere Dirichlet de I’équation des ondes
dans le cas unidimensionnel.
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E. Méthodes de Galerkin avec terme de bord trés faible

L’approche adoptée dans le cas de I’équation des ondes par C. Bardos, F.
Bourquin et G. Lebeau [6] préconise I’algorithme de résolution suivant :

projection sur les modes correspondant au probleme considéré de la for-
mulation variationnelle obtenue a partir du systeme donnant les données
du probleme adjoint, avec décomposition des dérivées normales des modes
(intervenant dans cette expression) sur la base des modes propres d’un
opérateur capacité,

tandis que celle de F. Bourquin [13], que nous allons étudier, applique la méme
méthode de discrétisation que ci-dessus, mais transforme le terme de bord en une
expression variationnelle tres faible par application d’un relevement ad hoc.

En conclusion de cette rétrospective des techniques numériques employées pour
la résolution du probleme de controlabilité exacte frontiere, on peut dire que la
transformation du terme de bord en une expression variationnelle est la clef de
ce type de résolution.

1.1.3 Plan du chapitre

Puisque notre étude de la controlabilité exacte a pour but d’étre un premier
pas vers une construction de lois réalistes du point de vue mécanique, et donc ap-
plicables a des structures réelles, nous avons également utilisé la méthode HUM
afin de construire des controles plus réguliers. En effet, dans la version usuelle on
n’a pas de compatibilité entre les données initiales du probleme et la condition de
bord sur laquelle agit le controle. Aussi grace a la liberté que donne la méthode
HUM quant au choix du controle et de I’espace auquel il appartient, nous allons
étudier des controles v € HY(0,T) avec p > 1 au lieu de L*(0,T).

1. On commence par appliquer dans le cas standard la méthode HUM afin de
démontrer que la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli est controlable exactement.
Ceci nous permet de mettre en exergue les différentes étapes de la construction du
controle et en particulier la définition d’un grammien de controlabilité (propriété
1.1) qui est le point clef de cette méthode. En effet, c’est en montrant qu’il vérifie
une inégalité d’observabilité (propriété 1.2) que 'on démontre la controlabilité
exacte pour un choix approprié de controle (définition 1.4).

Apres ces rappels, on généralise la méthode HUM afin de construire des controles
de régularités H}(0,7"). On démontre en particulier un théoréme d’existence et
d’unicité (théoreme 1.4).

2. On rappelle au paragraphe 1.4 les différentes étapes de ’algorithme.
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3. Au paragraphe suivant, on applique la méthode de superposition modale pour
calculer un contréle approché. On obtient pour les données initiales du probleme
adjoint des estimations d’erreurs fonctions du nombre de modes N du controle
(théoreme 1.5).

4. Au paragraphe 1.6, on effectue 'intégration numérique du probléeme semi-
discret que 1'on vient d’obtenir. On calcule ainsi les modes propres de la poutre
encastrée avec des éléments finis de degrés suffisants (Ps-Hermite). Une étape fon-
damentale de notre méthode de discrétisation consiste a calculer avec une grande
précision le grammien de controlabilité. Ainsi, tout en rappelant les définitions de
moments discrets utilisés de facon standard (définitions 1.12 et 1.13), on définit
une forme trés faible de moment discret (définition 1.15) qui a les propriétés de
convergence ad hoc (propriété 1.6). On compare les vitesses de convergence des
différents types de moments (nos termes de bord), afin de justifier I'utilisation
de cette expression tres faible du moment. On exprime la forme bilinéaire sous
forme matricielle dont on sait calculer les termes explicitement (voir I’Annexe C).
Enfin le théoreéme 1.6 fournit des estimations d’erreurs fonctions de N et h.

5. On présente enfin au dernier paragraphe, essentiellement deux méthodes pour
calculer la réponse approchée: une méthode de calcul explicite de la réponse
(méthode par relevement) et une méthode de résolution de type Faedo-Galerkin
dont on ne connait pas a priori de solution explicite.

Cependant, on montre que la solution semi-tres faible de la seconde méthode est
identique a la réponse calculée par relevement projetée sur les modes.
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1.2 Controle usuel

1.2.1 Position du probleme

On considere les mouvements de flexion dans un plan d’une poutre d’Euler-
Navier-Bernoulli encastrée a son extrémité gauche et dont on impose angle de
rotation a l'extrémité droite, le déplacement transverse y étant bloqué a cette
méme extrémité (figure 1.1).

y

2 DRC

(x=0) (x=L)

Fic. 1.1 - Poutre d’Euler-Navier-Bernoulli controlée en rotation a son extrémité
droite.

Les équations décrivant ’évolution d’un tel systeme sont :

pAy"(z,t) + EI%(m,t) =0 V(z,t) € (0,L)x (0,7),
y(0,t) =y(L,t) =0 vVt € (0,7),
y y (1.2.1)
0,0 =0, SL(L0) =00t vt € (0,T),
L y(x,O) = y0($)7 yl(CU,O) = yl(‘r) Va € (O,L),

ou T > 0 représente 1’horizon de controlabilité, L la longueur de la poutre, p la
densité, A la section, F le module d’Young et I le moment d’inertie de flexion
de la poutre. Enfin {y° y'} sont des données initiales assez régulieres, et v(t)
représente le controle agissant sur le systeme via I’angle de rotation de la poutre.

Le probleme de la controlabilité exacte s’énonce ainsi:

Etant donné T > 0, {y', —y°} des données initiales dans un espace ad hoc,
trouver un contréle v dans un espace convenable tel que la solution y(x,t;v)

de (1.2.1) vérifie:
y(z, T;v) =y'(x,T;v) =0 Vx e (0,L). (1.2.2)

On aura alors y(z,t;v) = 0 pour tout ¢t > T si v(t) =0 pour t > T.

La méthode HUM s’applique a la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli.
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1.2.2 Méthode HUM

On rappelle dans ce paragraphe les étapes essentielles de la méthode HUM,
a 'aide de la démonstration du théoreme 1.1, en particulier la construction d’un
grammien de controlabilité (1.1) dont on montre qu’il vérifie I'inégalité d’obser-
vabilité (1.2).

Théoreme 1.1 3Ty > 0 tel que pour tout T > Ty et pour tout couple {y', —y°}
de H=2(0, L) x L*(0, L) il existe un controle v € L*(0,T) tel que la solution y de
(1.2.1) vérifie (1.2.2).

DEMONSTRATION :

Pour {¢°, ¢'}e D(0, L) x D(0, L), soit ¢ 'unique solution du probléeme adjoint :

[ pAY (@) + EI%(J:, =0 V(xt) e (0,L)x (0,T),
gonsibose - veon
or "’ oz’ Y
L(@,0) = ¢(2), ¢(2,0) = ' () Ve (0,L),
et 1 I'unique solution du probléme rétrograde :
pAY" (z,t) + EI%(:}:, £) =0 V(x,t) € (0,L) x (0,T),
$(0,8) = (L, t) =0 vt € (0,7),
g—f(o, t) =0, g—f(L,t) = EI%(L, t) vVt € (0,7T), 24
\ Wz, T) ='(z,T) =0 vz € (0, L),

associé au ¢ du probleme (1.2.3).

On définit alors 'opérateur A par:

Définition 1.1

¥{e% ¢} €D(0,L) x DO, L), A{e" '} ={0/(0),—¥(0)}. (1.25)

Remarque 1.2 L’opérateur A est bien défini si on considere ) comme 'unique
solution du probleme (1.2.4) au sens de la transposition (voir J. Lagnese et J.-L.
Lions [68]).

Grace a cette définition, I'opérateur vérifie la propriété fondamentale suivante :
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Propriété 1.1 V ({gpo,cpl} , {CO,CI}) € (D(0,L) x D(0, L))?,

82
<A {0}, {¢ / EI— t,L Ela—g(t L) di, (1.2.6)

~ dt
pour ¢ solution unique de (1.2.3) associée a {C° C'}, dt = I et ou < .,. >
p

désigne le produit de dualité entre H2(0, L) x L*(0,L) et H=2(0, L) x L?(0,L).

Remarque 1.3 L’intégrale que nous venons d’obtenir est ce que ’on appelle se-
lon la terminologie de la théorie du controle un grammien de controlabilité. Ce
grammien joue un role fondamental dans la démonstration de la controlabilité
exacte d’'un systeme d’équations aux dérivées partielles. En effet, c’est grace a la
vérification de son caracteére défini positif, via une inégalité d’observabilité (voir
ci-dessous l'inégalité inverse), que 'on démontre cette controlabilité exacte.

Remarque 1.4 Remarquons d’autre part que ce grammien n’a pas d’interpréta-
tion énergétique claire puisqu’il s’agit du travail d’un moment par un moment, ce
qui suggere qu’il est nécessaire d’employer des méthodes numériques fines pour
calculer ces moments.

DEMONSTRATION :

On multiplie la solution ¢ de (1.2.4) par ¢ solution de (1.2.3) et on intégre par
parties sur (0,L) x (0,7):

/OL/OT (pAY" + El_w)g dxdt = /L/Tz/) (pA " + EI%) dadt

+pA /OL (£ ()¢ —'(0)¢°) da + EI/ B‘ﬁg;] -, (1.2.7)
doi .
<a{et e} o) > = /L(w()co $(0)¢") da
- / Efw (L tEI%(L 1) di. (1.2.8)
O

D’apres cette propriété, on peut donc associer a 'opérateur A la forme bilinéaire
symétrique :

Définition 1.2 V({gpo,gol} : {g“,gl}) € (D(0,L) x D(0, L))?,

0 1 0%¢
a ({0}, {¢ / EI— LAEI (L) di. (1.2.9)
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On définit alors la semi-norme sur D(0, L) x D(0, L):
Définition 1.3
[{* o], = (< A{e e} fot'} >)° (1.2.10)

qui d’apres la propriété 1.1 est telle que:

‘|{§007<p1}HF - (/OT (EI%(@ L))Qdf) 5. (1.2.11)

On montre que cette semi-norme vérifie les inégalités directe et inverse:

Propriété 1.2 VT > Ty, 3C,(T,L),Co(T, L) > 0 telles que:

2

2
o 1|? r %p ;
T L {0 M 010 g/o (E[w(L,t)> di  (1.2.12)

et

2

/OT (E[%(L,t)) di < Co(T, L) [{°, o'} (1.2.13)

HZ(0,L)xL2(0,L)
DEMONSTRATION : Pour la démonstration de ces deux inégalités, on se référera
a I’Annexe A. O

Faisons quelques remarques sur leurs significations:

L’inégalité (1.2.12), appelée inégalité inverse, est une inégalité d’observabilité.
En effet, grace a elle, on peut savoir pour un temps 7" d’observation donné quelle
information (ou observation) sur le bord (sur lequel on exercera le controle) il est
suffisant d’avoir pour connaitre la solution sur tout le reste du domaine et ainsi
pouvoir la controler.

C’est elle qui permet essentiellement de montrer que la méthode HUM fonctionne.
D’un point de vue technique, cette inégalité est équivalente a la coercivité de la
forme bilinéaire construite a partir de 'opérateur A et permet de montrer un
théoreme d’unicité, d’ou le nom de la méthode, qui implique que la semi-norme
que ’on vient de définir est une norme.

C’est donc le point essentiel de cette méthode, mais plus généralement de la
démonstration de la controlabilité exacte dans la théorie du controle, que ce soit
en dimension finie ou infinie. Il y a essentiellement deux méthodes théoriques
pour la démontrer :

— la méthode des multiplicateurs, qui comme son nom l'indique, consiste a
multiplier par une fonction judicieusement choisie I’équation du probleme
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adjoint et apres intégrations par parties a utiliser diverses majorations
afin d’obtenir l'inégalité. C’est cette méthode que nous utilisons pour la
démontration.

— lautre méthode consiste a utiliser 1I’analyse microlocale qui nécessite des ou-
tils mathématiques beaucoup plus complexes mais donne des informations
beaucoup plus générales (voir l'introduction du chapitre 5).

La seconde inégalité (1.2.13) est moins fondamentale que I’inégalité d’observabi-
lité (1.2.12). Elle permet de montrer que le terme de bord du probleme adjoint
qui intervient dans le grammien appartient & L?(0,7') et donc & une régularité
plus grande que celle que I'on obtient directement a 1’aide de la régularité des
solutions du probleme adjoint. On parle de régqularité cachée.

Les constantes C et (5 intervenant dans l'inégalité dépendent du temps d’ob-
servation 1" et également du bord qui correspondra au support de ’actionneur.
Comme nous sommes en dimension un, le bord est géométriquement trivial et
donc n’entraine pas de considérations complexes comme pour les dimensions
supérieures. En fait, le seul probleme est de savoir si pour des conditions de
bord de type Dirichlet, il est suffisant d’agir sur une seule des extrémités de la
poutre. Pour d’autres conditions limites, par exemple de type Neumann, c’est un
peu moins simple (voir en particulier J.-L. Lions [83], L. Triggiani [70]).

On obtiendra une estimation de ces constantes a ’Annexe A par la méthode des
multiplicateurs et on démontrera a I’Annexe J qu’elles dépendent linéairement du
temps.

On a donc montré grace a la propriété 1.2 que la semi-norme F' est une norme
équivalente & la norme usuelle sur HZ(0, L) x L*(0, L), ce qui implique que:

A est un isomorphisme de HZ(0, L) x L*(0, L) sur H *(0,L) x L*(0, L).

Par conséquent, on a:
Propriété 1.3 V{yl,—yo} € H™%(0,L) x L*(0,L), EI!{ch,gol} € HF(0,L) x
L*(0, L) tels que

v{¢° ¢} € H3(0,L) x L2(0, L),

(1.2.14)
< A {3007 (101} ) {Coa Cl} > =< {yla _yO} ) {Coacl} >
Si on choisit comme loi de controle:
Définition 1.4
0%
Vtel0,T], wv(t)=FEI—(L,t), (1.2.15)

02
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avec p unique solution du probléeme adjoint (1.2.3) pour les données initiales
{°, @'} obtenues par résolution de (1.2.14),

alors I'unique solution de (1.2.1) vérifie:

[ Ay, )+E[%( =0 V() e(0,L)x(0,T),
¥(0,t) = (L, t) =0 Vte (0,7),
” ” " (1.2.16)
So(0,8) =0, So(Lyt) = EIW(L 1) Vite(0,7),
\ Y(z, T) =9 (x,T) =0 Ve (0,L).

On a donc bien obtenu un controle v tel que la solution y de (1.2.1), qui n’est
autre que la solution ¢ du probleme (1.2.16), vérifie (1.2.2).

Fin de la démonstration du théoréme 1.1
O

Remarque 1.5 En réalité, on peut choisir 7" aussi petit que 'on veut (voir W.
Krabs [61], E. Zuazua [108] et V. Komornik [54]).

Remarque 1.6 Le controle v donné par la méthode HUM est solution d’un
probleme de controle optimale dont il minimise la fonctionnelle de cott suivante :

1T,
J(u):§/0 lul dt, (1.2.17)

sur l'ensemble U,y = {w € LQ(O; T) /) y(T,w) =y (T,w) = 0}.

Donnons en conclusion de ces rappels concernant la méthode HUM dans le cas
usuel, le théoreme indiquant la régularité des solutions ainsi que leurs continuités
vis-a-vis des données initiales et du controle.

Théoréme 1.2 Pour tout {yl,—yo,v} € H™2(0,L) x L*(0,L) x L*(0,T) , il
eriste une unique solution y de (1.2.1) telle que:

y € C°(0,T,L*(0,L))NC*0,T,H 20, L)), (1.2.18)
et une constante C > 0 telle que:
1yll oo (0,7,22(0,L)) T 1y ||L°° 0,7,H~2(0,L))
S RT3 | P L

DEMONSTRATION : Voir J.-L. Lions [83].00

(1.2.19)
)
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1.3 Controles réguliers

1.3.1 Introduction

On peut remarquer dans la méthode HUM la correspondance entre ’espace

des données initiales et ’espace du controle.
En effet, comme I’a souligné J.-L. Lions (voir par exemple [83] p. 72 pour le cas
0%
—(L,t
7 (10|
G = L*(0,T) et Fg = HZ(0,L) x L*(0,L) dans la version de base. Ce que 1'on
peut écrire formellement :

0% 0 1

@(L,t) cl(@ = {go , P } € Fg. (1.3.1)
Comme par ailleurs, on a controlabilité exacte pour {yl, —yo} € [Fg]', on a les
inclusions suivantes :

G, C Gy <= Fgy C Fg <= [Fa1] C [Fel'. (1.3.2)

ou

des ondes), on a équivalence entre les normes [|{y’, '}/, et

Nous allons étudier le cas ou v € H{(0,7") avec p un entier naturel supérieur ol
égal a un.
d4

Notations: Soit I'opérateur A = [ —,
dzt

D(A), [0,L]> avec D(A) = H3(0,L).
On note:
Vp>1, E,=D(A"!) xD(A) (1.3.3)

et £/_, son dual.

1.3.2 Meéthode HUM réguliere

Pour démontrer le théoreme qui va suivre et définir le controle régulier donné
par la méthode HUM, il est nécessaire d’introduire I’opérateur suivant :

Définition 1.5 Vp > 1, B, est tel que:
d*
(1o
Vfe H?0,T), w=B,(f) < dt*r
w™(0) =w™(T)=0, VYrelo,...,p—1].

D’apres le théoreme de Riesz, B, est un isomorphisme isométrique de H~7(0,7")
dans H{(0,T).

(w)=f, Vtel0,1]

Théoréme 1.3 VT > TO,V{yl, —yo} € E,, v e H{(0,T) tel que la solution y
de (1.2.1) vérifie (1.2.2).
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DEMONSTRATION :

Pour {¢%, '} € D(0,L) x D(0, L), soit ¢ I'unique solution du probléme adjoint :

( . 0ty
pA " (z,1) —i—EIW(a: t)=0 V(z,t) € (0,L) x (0,7,
2(0,8) = @(L,t) = 0 vt e (0,7),
D Do (1.3.4)
—(0,¢ L,t)=0 Vite (0, T
20,0 = (L0 = €(0.7),
( p(2,0) = ¢"(2), ¢'(2,0) = ¢'(2) Ve (0,L),
et ¢ 'unique solution du probléme rétrograde :
( 4
pAW (o 1) + IS (2, 1) = 0 Y (1,) € (0, 1) x (0,7),
$(0,) = (L, £) = 0 vte(0,T),
— = L B, | EI L T
% 0.0 ~0, i~ ( Ay ,t)> Vie 1),
{ Yz, T) =" (x, T) =0 Ve (0,L),
associée a la solution ¢ du probleme précédent.
On définit 'opérateur A, par:
Définition 1.6
v{e" ¢'} € D(0,L) x D(0, L),
(1.3.6)

Ap {0} = {0/(0), —(0)} .

On montre qu’il peut s’exprimer, comme dans le cas usuel, sous la forme d’un
grammien de controlabilité :

Propriété 1.4

V({e" @'}, {C ¢ € (D(0,L) x D(0, L))?,

62

’ 2 . (137
<A e} {0 >= B (Efm(’%”)ﬂac (13.7)

w(t, L) dt,

pour ¢ solution unique de (1.3.4) associée a {C°, C'}.

DEMONSTRATION :

On reprend la démonstration faite dans le cas usuel et on remplace dans la

premiere égalité de cette démonstration le terme de bord de v ou intervient
@ par celui correspondant a notre nouveau probleme, d’ou la propriété. O
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De la méme facon que pour le controle usuel, on peut grace a cette propriété
associer a l'opérateur A, une forme bilinéaire symétrique:

Définition 1.7 V ({¢°,¢'},{¢".¢'}) € (D(0, L) x D(0, L))?,

a, ({%¢'} . {¢°.¢"}) = /OTB (Elg f(L,t)) EI%(L tdi. (1.3.8)

On considere la semi-norme:

Y ({¢° ¢}, {0 ¢'Y) € (D(0, L) x D(0, L))?, l
I i, = ([ (1250 1)) 2800y )

De la méme facon que pour le controle usuel, on peut montrer qu’elle vérifie les
inégalités directes et inverses:

Propriété 1.5 VT > Ty, 3C,(T,L),Co(T, L) > 0 tels que:

crnlfe ., < el < canffeel, oo

DEMONSTRATION : On se référera & C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] pour
une démonstration a ’aide de I’analyse microlocale de ces inégalités dans le cas
de I'équation des ondes qui devrait se généraliser au cas de la poutre d’Euler-
Navier-Bernoulli. O

D’apres cette propriété, la semi-norme F, est donc une norme équivalente a la
norme usuelle sur £_,. On en déduit que, pour tout p > 1:

A, est un isomorphisme de E_, sur Ej,.

Par conséquent : V{y', —y°} € E,, 3{¢°, p'} € E_, solution unique de I'équation
variationnelle :

v{c’. ¢t} e B,
< Ap {9007 ()01} ) {Coa Cl} > =< {yla _yO} ) {Coa Cl} > . (]-3]-]-)
avec < .,. > le produit de dualité entre E, et E_,,.
Si on choisit le controle suivant :
Définition 1.8

vt e (0,T), v(t)=B, (E[?f(t,L)), (1.3.12)
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ou ¢ est l'unique solution de (1.3.4) qui correspond auz données initiales {©°, p*}
solutions de (1.3.11),

alors I'unique solution de (1.2.1) vérifie:

( pAY" (x,t) + EI%(:}:J) =0 V (z,t) € (0,L) x (0,7),
$(0,0) = b(L.1) = 0 Vie 1),
oL N o) B >’y (1.3.13)
o=, S, (Er3tn)  vee@
w(xvo) = yo(x)v W(ffao) = yl(‘r) Vae (O,L),
{ Y(x, T) =9 (x,T) =0, Ve (0,L)

On a donc bien obtenu un controle v tel que la solution y de (1.2.1), qui n’est
autre que la solution ¢ du probléme (1.3.13), vérifie (1.2.2). O

1.3.3 Existence et unicité

Dans ce paragraphe, on démontre 1’équivalent du théoreme 1.2 dans le cas
régulier p = 1.

Théoreme 1.4 V{y°, y' v} € HZ(0,L) x L?(0, L) x H}(0,T), il existe une so-
lution unique y de (1.2.1) qui vérifie:

y € C°(0, T, H*(0,L)) N C*(0,T, L*(0, L)). (1.3.14)

De plus, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout {y°,y*, v} € HZ(0, L) x
L2(0, L) x HL(0,T) :

||?J||Loo(o,T,H2(o,L)) + ||?/||L°°(0,T,L2(0,L))

. ) (1.3.15)
<C (||?J ||H§(0,L) + |y 220,y + ||U||H3(0,T)) .
DEMONSTRATION :
Posons w = 4/, qui est donc solution du probleme:
( ; 0w
pAw (x,t)+EIw(x,t):O V (z,t) € (0,L) x (0,7),
w(0,t) = w(L,t) =0 Vite (0,71,
ow ow
—(0,t) =0, —(L,t)=2'(t Vte (0, T 1.3.16
200, =0, SULH) =) c0,7) (1.3.16)
w(z,0) = w’(z) = y'(z) Ve (0,L),
84y0
| w'(2,0) = w'(z) = —a o (z) Ve (0,L),
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avec a = (EI)/(pA).

Puisque {w’, w',v'} € {L?(0,L) x H2(0,L) x L*(0,T)}, d’apres le théoreme
1.2, il vient :

||w||L°°(0,T,L2(0,L)) + ||w,||L°°(O,T,H—2(O,L))

) 1 , (1.3.17)
< (11wl oo,y + 1t 20,0 + 10" 20y) -
autrement dit :

y' € C°0,T,L*(0,L)) (1.3.18)

et il existe une constante C' > 0 telle que:

/ 0 1
1"l 02,220,00 < € (Hy vom 1 o * ||v||H5(0,T)) - (1.3.19)
Par hypothese v = v(L, t) est élément de H}(0,T). Pour tout ¢ € (0,7'), notons
le représentant continu de v encore v, et toujours par abus de notation w' la
valeur de w' pour ¢ fixé, ce qui a un sens puisque w' € C(0, 7, H 2(0,L)). Par
conséquent, pour t € (0,7, y est solution du systeme non homogene:

d4
—‘Z =—aw', Vze(0,L),
dx dy dy (1.3.20)
0)=y(L)=-—-(0)=0, —(L)=w.
y(0) =y(1) = ) =0, L) =0
On résout ce systeme a l'aide d’un relevement adapté.
Soit z la fonction relevement biharmonique de I'unité définie par
d4
“Z(2)=0, Vae(0,L),
dx s s (1.3.21)
0)=2(L)=—(0)=0, —(L)=1
A0) = =(1) = L) =0, (1)

qui appartient donc a C*([0, L]). Par conséquent, § = y — vz est solution unique
de:

d*y
—‘Z:—aw', Vze (0,L),
© ] _ 1.3.22)
- - d4y d4y L (
y(0) = gy(L) = @(0) = @( ) =0,

appartient & HZ(0, L) et vérifie:

3C >0, ||?7||H§(0,L) <C ||w,||H*2(0,L) . (1.3.23)
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En combinant les résultats concernant z et g, on a pour tout ¢t € [0,7]:
y(t) € H*(0, L) (1.3.24)
et plus précisément
3C >0/ ly®)ll.n) < C (10 @)l =200y + 10(0)]) - (1.3.25)

On en déduit d’apres I'estimation (1.3.17) et la continuité de I'injection de H} (0, T)
dans L*>(0,7):

30 >0, Wlimozmemy < C ([0 g+ [0, 2 + I0llmoxs)-320

L2(0,L H=2(0,L

et on obtient I'inégalité (1.3.15) en appliquant les définitions de w® et w!. O

1.4 Algorithme HUM

La méthode HUM nous fournit ’algorithme de construction du controle sui-
vant :

1. Soit {y°,y'} les données initiales du probléme, on résout le systéme
linéaire associé a la formulation variationnelle :

v{¢’ ¢t e B,
<M {0 {0 s = <yt =) {0 >
afin d’obtenir {¢°, '} € E_,.

2. A laide de ¢ solution unique du probléme adjoint (1.3.4) pour les
données initiales {°, o'} calculées & Pétape précédente, on calcule le
controle :

0x?

o(t) = B, (EI@@, L)) . (1.4.2)

La réponse peut étre alors obtenue de différentes fagons (voir paragraphe 1.7).

1.5 Approximation par superposition modale

Nous allons résoudre 1’algorithme HUM par superposition modale, nous choi-
sissons pour cette approximation les modes encastrés de la structure considérée,
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c’est-a-dire les modes propres (\;, ; )+ définis de la fagon suivante:

Définition 1.9

L (1) = ApAti(x), Ve € [0, L),

dx*
0u(0) = (1) = 710 = Ty =0,

(1.5.1)

rangés de telle sorte que les valeurs propres forment une suite croissante et dont
les fonctions propres sont normalisées dans L*(0, L).

Pour tout entier N > 0, on choisit comme espace d’approximation :
VN =Vect {917---;9N}- (152)

On se propose de résoudre le probléme variationnel (1.3.11) par une méthode de
Galerkin sur Vy x Vy.

Remarque 1.7 On trouve cette idée naturelle chez C. Bardos, F. Bourquin et
G. Lebeau [6], F. Bourquin [12], [14] et A. Eljendy [29].

On cherche {¢%, ¢k} € Vv x Vy tel que:

V{Czov:Czlv} € Vy x V,

o({eeid s a)) = [ B (B en) e e @
= < {y 7Y }7{<N7C]1V} (153)

ol py(z,t) (resp. (n(x,t)) est la solution exacte du méme probléeme adjoint qu’au
niveau continu, soit :

(At + B ) =0 (et € (0.0) x (0.1),
BZ]]VV(O,t) 8SOJ(V t)=0 Vite (0,7), (1.5.4)
N (0,) = (L1 =0 Vie(0,T),

Lo (2,0) = o) (z), ©ly(z,0) =@y (2) Ve (L),

avec pour conditions initiales {%, &} (resp. {C%, A D).

Remarque 1.8 Le fait que ¢y vérifie la conservation de la quantité de mouve-
ment est fondamental pour la résolution par la méthode de superposition modale
de l'algorithme HUM.
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Soient :

avec

_ é%@i(x) (resp- (h(@) = i%gi(‘”)> ’
— éfsiei(x) (resp- Cv(z) = fi&@'(@) '

(1.5.6)

On note [y (resp. fy) le vecteur coordonnée {©%, o4} (resp. {¢%,¢k}) dans la
base canonique de Vy X Vy.

Le terme fondamental de la forme bilinéaire a(.,.) est le moment suivant :

Définition 1.10
0°0;
Oz’

Comme nous allons le voir au paragraphe suivant, ce moment peut étre écrit sous
forme variationnelle, ce qui nous sera tres utile pour la définition d’'un moment
discret ayant les bonnes propriétés de convergence.

(L), (1.5.7)

Le grammien de controlabilité est alors calculable explicitement, en effet :

(b () = [ B (Saom) Saom

=1 j=1
N
= / ZB as(0))mi Sy (ym, di
Jj=1
i=1j=1
= D fi ()‘ia)‘jaTaﬂN;BN) m;m;. (1.5.8)
1<3,j<N

Remarque 1.9 On se référera a I’Annexe C pour I'expression exacte de la forme
quadratique du second membre de droite de (1.5.8).

on(x,t) est solution de (1.5.4); donc ses composantes vérifient pour tout i =
1 N:

{ oz;'(t) + )\lal(t) =0, Vte [O,T],
Q;

(0) =, al(0) =4, (1.5.9)
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qui admet pour solution unique :

Vi € [0, 7], «;(t) =;cos <t\/)\7> + % sin (t\/)\j) : (1.5.10)

On choisit comme controle approché:

Définition 1.11

92
Vit € [0,T], on(t) = B, (EI 8f2N (t, L)) , (1.5.11)
qui par linéarité de 'opérateur B, a pour expression explicite sur [0,7]:
N 5
on(t) =3 | B, (Cos (tﬁ)) + TlB,, <sin (tﬁ)) mi.  (1.5.12)
1=1 )\z

Remarque 1.10 On se réferera a I’Annexe B pour les expressions explicites des
termes trigonométriques régularisés.

Remarque 1.11 Avec ce choix de controle approché, qui est le plus naturel, on
obtient une fonction qui appartient a C*(0,7) N H{(0,T), et donc en particulier
pour tout p > 1:

un (0) = 0. (1.5.13)

Cette propriété, en dehors du fait qu’elle permet la compatibilité des données
initiales avec le controle imposé, va étre tres utile lors du calcul de la réponse
(voir paragraphe 1.7).

Puisque pour tout p > 1,

U Vn x Vi est dense dans E_,, (1.5.14)
Ne N
d’apres le lemme de Céa, il vient :
{cp?v, go}v} — {cpo, 301} dans E_, (1.5.15)

et d’apres la propriété de régularité cachée (voir I'inégalité directe de la propriété
1.5) de ¢

vy — v dans H{(0,T). (1.5.16)

Nous avons le théoreme suivant qui nous donne une estimation de la vitesse de
convergence.

Théoréme 1.5 Vp > 1, V{y*,4°} € H?(0,L) x H"**(0, L),

3C >0, H{cp?v,go}v} — {900’901}“E,p < % (1.5.17)
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Remarque 1.12 La démonstration reprend point par point celle de F. Bourquin
[12] dans le cas de I’équation des ondes avec un contréle HUM usuel.

Remarque 1.13 On a évidemment la méme estimation dans le cas usuel (voir
référence précédente).

DEMONSTRATION : D’apres le lemme de Céa, on a 'inégalité suivante:
o)~ e, Cl=P e, s

ot PV désigne la projection orthogonale sur 'espace Vy.
Supposons que {¢°, @'} € E;_,. Le membre de droite de I'inégalité (1.5.18) est
donc borné par:

(1.5.19)

B,

o [{e% '}

et 'estimation du théoreme 1.5 se déduit alors de la formule de Weyl (voir par
exemple S. Agmon [1]). O

La démonstration repose donc sur le résultat de régularité suivant :

Lemme 1.1 Vp > 1, V{y',y°} € H(0,L) x H"**(0,L), {¢°, '} solution de
(1.3.11) appartient a E;_,.

DEMONSTRATION :

Dans un souci de clarté, nous allons faire la démonstration dans le cas régulier
p = 1. Pour p > 2, la démonstration est identique.

Soit 1 la solution tres faible du probleme rétrograde (1.3.5). L'opérateur linéaire
continu A, : E, — E_, définit en (1.3.6) pour p quelconque, en particulier pour
p =1, et qui vérifie (1.3.7).

On note:
p=¢, ¥=41,
S{v,w} = {w, —a%}, S{v,w} = {ag%),—v}, (1.5.20)
Z =N (H3(0,L) x L*(0, L)),

avec o = (ET)/(pA).

Etape 1: SA™' = A~1S sur Z.
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Supposons {¢°, p'} € HZ(0,L) x L*(0,L) et soit ¢ la solution de (1.3.4) avec
pour conditions initiales {@°, @'} = S{°, ¢*} € L?*(0,L) x H 2(0,L). De plus
soit ¢ la solution de (1.3.5) en un sens "tres faible” ol ¢ est remplacé par ¢; on
peut donc définir:

(.-} = {-af%-vo)
= S{y'(0),—(0)} € HF(0,L) x L*(0,L), (1.5.21)
que ’on peut aussi écrire:
AS{e '} = A {2 ¢} = {¥'(0), =0 (0)} = SA{e 9"}, (1.522)
soit ASA™! = S sur Z, ou encore SA™! = A71S sur Z.
Etape 2: SA~' = A~'S sur H2(0, L) x H}(0,L).

HZ(0,L) x L*(0, L) est dense dans L*(0, L) x H2(0, L) et A est un isomorphisme
de L2(0, L)x H2(0, L) dans L2(0, L)x H2(0, L), donc Z = A (H2(0, L) x L(0, L))
est un sous-espace dense de L*(0, L) x HZ(0,L).

Par ailleurs, SA™! est un opérateur continu sur HZ(0, L) x L*(0, L) donc, d’apres
I’étape 1 et un argument de densité, A=1S est continu sur L?(0, L) x HZ(0, L)
avec A1S = SA~ sur L2(0,L) x HZ(0, L) et a fortiori sur HZ(0, L) x H}(0, L).

E’tape 3 : Conclusion

Par conséquent, si {y*, —y°} € H*(0,L) x H;(0, L), on a par définition de I'opé-
rateur A, {©° o'} € L?(0,L) x H %(0, L), et d’aprés Pétape 2:

S 0, 1 — SA—I 17_ 0
{¢% 0'} 7{y y'} (15.23)
= A'S{y',—y°} € L*(0,L) x H%(0,L) .

84 (po

D Le L?(0,L) et
onc o' € L*(0,L) e o

L*(0,L). O

€ H%(0, L), ce qui implique que {¢°, o'} € HZ(0, L)x

1.6 Intégration numérique

1.6.1 Introduction

Nous allons tout d’abord définir I'espace V), d’éléments finis qui va nous per-
mettre de calculer les modes propres que nous avons introduit au paragraphe
précédent.
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En partant de la forme usuelle du moment discret, on définit tout d’abord un
moment faible discret puis le terme clef de notre approximation, le moment tres
faible discret. Nous comparerons ces différents moments et nous obtiendrons des
estimations d’erreurs les concernants a la propriété 1.6 que nous vérifierons enfin
a 'aide de quelques tests numériques. Ceci permettra de montrer la pertinence
du choix d’une forme tres faible pour le moment discret.

Enfin a I'aide de ces différentes définitions, nous appliquerons la méthode d’intégra-
tion numérique a l'algorithme HUM.

1.6.2 Définition des éléments finis

Soit N, un entier > 0 et h = L/(N};, + 1) le pas de maillage, auquel on associe
les points x;, et les intervalles I :

Vk € [0,...,Nh], rp =kh, I= [xk,xk+1]. (161)
On définit alors 'espace d’approximation V), par:

Yy — { € (0. L]): w(0) = wi(2) = W0) = Wy =,

et Vk € [0,..., Nul, onl,, € Ps(ly)},  (1.6.2)

ce qui donne classiquement :

0, L] = @Ik, H{(0,L) = | Va. (1.6.3)

h>0

On note ()\h Hh) € R™ x V), les modes propres du bilaplacien Dirichlet calculés

7771

sur Vj, et Viy, = Vect {9?, . 9;{,}

1.6.3 Moments discrets
A. Définitions du moment discret

On peut définir différentes formes de moments discrets.

Tout d’abord la forme directe ou usuelle.

Définition 1.12 On note mul le iéme moment usuel discret défini par

T
mu; = ET e (L). (1.6.4)
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Remarque 1.14 On peut calculer 'expression explicite de ce moment (voir An-
nexe F).

Malheureusement la méthode de Galerkin assure seulement que la convergence
des modes propres a lieu dans H%(0, L) ce qui n’est pas suffisant pour approcher
le moment usuel discret dans L?(Ty). Aussi la forme suivante consiste & exprimer
le moment discret sous une forme faible, d’ot son nom.

Revenons au niveau continu et définissons I’espace de fonctions tests suivant :

W = {v € H*(0,L) N Hy(0, L), Z—i(o) =0, Z—i(L) = 1} . (1.6.5)

Si on multiplie les deux membres de I’équation (1.5.1) dont 6; est solution par une
fonction w de W et qu’on l'integre deux fois par parties, on obtient la formulation
variationnelle faible suivante :

=LKl b0 d A L9 d v
/ T2 g2 Aip /0 v dr, YveW. (1.6.6)

d:r2

Insistons sur le fait que cette égalité n’est vraie que si v € W. Si 'on prend par
exemple v € HZ(0, L), alors évidemment le second membre de 1’égalité est nul.

Pour construire ’analogue discret du moment faible continu, on définit ’espace
d’approximation suivant :

h
W, = {vh € C'([0, L]); vn(0) = vp(L) = %(O) =0,
Wk € [0,..., Nl, val,, € Ps(lx)} - (1.6.7)
On peut maintenant définir le moment faible discret :

Définition 1.13 On note mf! le i-éme moment faible discret défini par

Ld29h d2 h b L Wb b
P B[ SRS de = NpA [l de W e W (168)

Naturellement on peut faire la méme remarque que pour le cas continu, si 'on
prend v € Vy, le second membre de I’égalité ci-dessus est identiquement nul.

Remarque 1.15 Cette forme faible est celle utilisée le plus souvent dans les
codes pour calculer le moment discret. L’inconvénient majeur est qu’en regle
générale on ne connait pas toujours de fagon précise comment le calcul est ef-
fectué, et en particulier quelle fonction v particuliere on prend.
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On propose une derniere écriture du moment discret.

Si l'on reprend I’égalité (1.6.6) et que I'on integre deux fois par parties, on obtient
la formulation variationnelle tres faible suivante :
d*9;
dz?
Nous voulons éliminer la premiere intégrale du second membre de cette égalité
afin d’obtenir une expression du moment ne faisant pas intervenir la dérivée se-
conde en espace.
L’idée la plus simple consiste a construire une fonction de YW biharmonique, que
nous avons d’ailleurs déja utilisée dans la démonstration du théoreme 1.4 et que
nous utiliserons également au paragraphe 1.7 dans les différentes méthodes de
calculs de la réponse.

ET

L d* L
(L) = EI/ b dy — A,-pA/ O dr, YweWw.  (16.9)
o dx 0

Définition 1.14 Soit z le relevement biharmonique solution de
(1.6.10)

Grace a cette définition, on a construit un élément de W.

Remarque 1.16 On peut remarquer que le fait que ’on sache résoudre explici-
tement le systeme (1.6.10) n’est pas une nécessité. En effet, la notion de forme
"tres faible” du moment peut étre appliquée a des systemes ou l'on n’a pas de
forme explicite (voir le chapitre 5 pour des exemples).

Remarque 1.17 En fait cette idée de forme ”tres faible” est un exemple d’ap-
plication d'un théoreme de résistance des matériaux bien connu, le théoreme de
Maxwell-Betti.

D’apres la premiere remarque, on peut donc prendre z comme fonction test dans
I’égalité (1.6.6) et on obtient:

29, L
BIZ(L) = —)\ipA/O 0z da. (1.6.11)

On définit alors le moment discret tres faible comme :
Définition 1.15
L
mtfl = —\'pA / 0z du. (1.6.12)
0

Grace a cette derniere définition, on a un moment discret qui peut étre calculé
par éléments finis avec une précision meilleure que celle obtenue avec le moment
usuel.
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B. Estimations d’erreurs des moments discrets

Propriété 1.6
1) 3C>0, |mtfl—mtfi]<Ch'. (1.6.13)
2) v =" = mfl =mtfl (1.6.14)

DEMONSTRATION :

1) La premiére estimation est immédiate, en utilisant les deux estimations sui-
vantes :

].) 3C, > 0,
2) 1C5 > 0,

PIDY
o — 0,

< C1h? (1.6.15)

)< Csh* (1.6.16)

0,(0,L

qui sont des résultats bien connus (voir par exemple F. Chatelin [25]).
Grace a 'inégalité triangulaire, on a alors:

L L
‘mtfih —mtf;| = ‘()\f — )\i) pA / 9?2 dz + X\ pA / (9;Z — 9,-) z dx
0 0 (1.6.17)
h ho_ . 1lor — p.
< Nelogoy ( 108 sy [N = 2oL+ Pl 2 = 8] )
2) Pour démontrer la seconde propriété, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 1.2
z= 2" (1.6.18)

DEMONSTRATION :

En effet, zh‘l € Ps(Iy), pour tout k € [1,...,N, — 1] et z € P3(0, L) donc a
k
fortiori sur Iy, vérifient :

dz" dz
Zh(xk) = z(xp), ——(wx) = —(x)
. .6.
Mowsr) = o))y (@) = (i)
< k+1 k+1)5 dx k+1 dz k+1
Par unicité, on a donc z = 2" sur Iy pour k € [1,..., N, —1]. Mais 2" € W),
h

vérifie les mémes conditions de bord que z, donc par le méme argument z = z
sur [0, x1] et [xy,, L], par conséquent les deux fonctions sont identiques sur [0, L].
O

Maintenant calculons le moment faible discret, avec v" = z. Décomposons la
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premiere intégrale du moment faible afin de montrer qu’elle est nulle pour v" = z,

ce qui entrainera que le moment faible et le moment tres faible sont identiques.

On a:

L d?0h d* S rone d200 d?
A - / il (1.6.20)
0o da? dx? = o da? da?
Or pour tout k£ € [0,..., Ny], on a par simple intégration par parties:

Tt 200 22 Th41 d*z dor d?z d3z Thtt
P42 _/ ald Lo . (1621
/l'k dz? dz2 v or b dxt T ldx dzx? ’ dx?’]wwk ( )

L’intégrale du second membre de 1’égalité précédente est nulle, aussi en sommant
sur tous les k, il ne reste plus que les termes de bord, soit :

L @200 g2 doh 2 21"
i &% :ll S Zl , (1.6.22)

0 da? da? do da? ' da?

=0

qui sont par définition nuls. O

C. Illustrations numériques

La figure 1.2 de gauche montre les estimations concernant les taux de conver-
gence de 'erreur relative du quatrieme mode des différents moments.

4 | mi(h)-mi | /] mi|, i=4 | mui-mtfi | / |mti]
10 - 4
10 T
hoo=1/1000 , 2 h=1/1000
, -6
5 / 10
<10 ¢ , k|
A
= -8
E 10 L
= 6 X classique
—10 + , + faible
g x O tres faible -10
= — - 0(h"3.85) 10 r
E 4 — 0(h"4.3)
10 12 + | mui-mtfi | / |mtfi|
10 — o(ir4)
-8 -
10 -3 2 -1 10 B 0 1 2
10 10 10 10 10 10
h i-eme mode

Fi1c. 1.2 - FEstimations d’erreurs des moments pour i = 4 et h = 1/50, 1/100,
1/150 et 1/200 par rapport ¢ h = 1/1000 (a4 gauche). Erreurs relatives des mo-
ments usuel et tres faible.

On vérifie ainsi que les moments discrets faible et trés faible convergent en O(h*3)
et qu’ils sont identiques quant on prend v" = z pour calculer le moment faible
discret et, ce qui est plus important, que non seulement le moment usuel discret
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converge moins vite que les deux autres moments (en O(h3#) au lieu de O(h*?)),
mais que l'erreur commise est plus grande.

Remarque 1.18 Comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, la précision
avec laquelle on calcule le moment est cruciale pour le calcul du grammien de
controlabilité et plus généralement pour vérifier la controlabilité exacte des mul-
tistructures (voir chapitre 6).

On calcule ensuite les erreurs relatives des moments usuel et trées faible pour les
50 premiers modes (figure 1.2 de droite). On observe bien que le moment discret
usuel est différent du moment trés faible et que leurs erreurs relatives augmentent
en O(i%).

Autrement dit, plus les modes sont élevés et plus on a intérét a prendre un mo-
ment sous une forme trés faible.

1.6.4 Intégration numérique de I’algorithme HUM

Avec la construction que nous venons de faire du moment trés faible discret,
on définit ’analogue discret de la forme bilinéaire a(.,.) (1.5.8), que I'on note a,
comme la forme bilinéaire sur Vi x Vi, qui vérifie:

Qp ({QO[]]V,hJ (P}V,h} ) {C]Qf,hv (]{f,h})
- Z fij ()\Zh, )\?, T, ﬁN,h; BN,h) mtfihmtf]h,

1<i,j<N

(1.6.23)

ot By, (resp. By ) est le vecteur coordonnée de {gp?mm go}vyh} (resp. {CR s Cnnt)
dans la base canonique de Vyj, X Vi, soit:

N
=St (resn Qulo) = X 30000)).

i=1 (1.6.24)
o) =3 000) (resn Chalo) = 38100 )
i=1
Le probleme variationnel (1.5.3) s’écrit matriciellement :
KNhpNh = i (1.6.25)

ot PN = {FViNA pDNAY ayec

7

L L
F;:V,N,h — / ylgzh de, F.D,N,h — _/ yoﬂzh dx. (1626)
0 0
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La matrice KV se décompose par blocs de la facon suivante :

KDD,N,h KVD,N,h

KN = : (1.6.27)
KVD:Nh KVV:V.h

avec pour tout 1 <i,5 < N

KPPNE g (T{eg,o},{e;?,o})
= (/0 B, <cos <t\/)\7f>> oS (t\/)\?‘> df) mtfihmtf]’-Z (1.6.28)

KN = ay ({08,0},{0,0!})
_ (/OT B, (COS <t\/)\71>> sin <t\/)\7?> df) mtfih%

VD,N,h DV,N,h
KZ.]. = K].i (1.6.29)

K= (o) f0.0)

— (/OTB,,(sm(tﬁ))sm(tf)J)”;ih”jf (1.6.30)

Remarque 1.19 On se reportera a ’Annexe B pour les expressions explicites
pour p < 2 des termes trigonométriques régularisés, et a ’Annexe C pour celles
des différentes matrices.

Un candidat raisonnable pour le probleme adjoint (1.3.4) avec les conditions ini-
tiales {cp?v,h, go}vyh} est :

h

onn(z,t) = i:: (7] cos( A?) + \j—;\?sin <t\/)\7§1>) 0" (x). (1.6.31)

On choisit comme controle discret :

Définition 1.16

2
onn(t) = B, (Ela ai];’h (t, L)) . (1.6.32)
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Comme dans le cas continu, on a ’expression développée suivante :

UNh(t) :g:l (7]'-13,) (cos (t A?)) + \j%Bp <sin (q/@))) mtfl. (1.6.33)

En utilisant I'estimation du théoreme 1.5 et des résultats classiques des éléments
finis, on obtient les estimations suivantes:

Théoréme 1.6 Pour h > 0 assez petit, KN" est définie positive et

1) 1l existe une unique solution {gp?vyh,go}vyh} € Van X Vv de la formulation
vartationnelle :

V{0 Chn} € Viva X Viva,
ah ({So?v,ha @}V,h} ; {C?V,ha Czlv,h}) =< {yla —?JO} ) {Czov,ha Czlv,h} >, (1.6.34)
qui vérifie:
{cp?v,h, cp}v,h} — {300, 301} dans E_,, (1.6.35)

avec

3C>0, || {e%nehn | - {¢" @1}HE7P < % +C(N)R®. (1.6.36)
2) On a également 'estimation suivante :

3C >0, | vyn— vy lizo,ry < Ch?. (1.6.37)

DEMONSTRATION :

Dans la suite de la démonstration nous supposons que h est assez petit pour
que KN soit définie positive.

1) Premiére estimation : Etant donné l'estimation du théoreme 1.5, cela revient
a démontrer I'inégalité suivante :

< C(N)R*. (1.6.38)

H{Qp(f)v,h’ go}vyh} N {QO?V’ QP}V}‘ H2(0,L)xL2(0,L) —

Mais avec les notations précédentes:

KNhgy = FN" et KNoy = FN, (1.6.39)
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on a la majoration classique (voir par exemple P. G. Ciarlet [27]):

| — NP - Y
KN EN]

—“xN’h — | < cond(KN)
[Enal

) (1.6.40)
avec cond(KY) = ||K|| ||[K~.

Pour obtenir 'estimation recherchée, il suffit donc de montrer la propriété sui-
vante :

Propriété 1.7
VN €N, 3C, C>0,Vh>0, |FVP—pN[<con? (1.641)
| — KN < Cht (16.42)

DEMONSTRATION :

1) En appliquant la définition de FN! et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on
obtient :

[prn-p] -

/OLyl = ej},/OLyO{eg? —~ 0;}

C (165 =5l 0.+ 105~ 0]

‘ (1.6.43)
),

IN

0,(0,L)

ce qui permet d’obtenir 'estimation (1.6.41) en utilisant les estimations suivantes :

vk =101}, HQ;Z B ejHQk,(o,L) < CRE. (1.6.44)

2) Nous allons tout d’abord démontrer ’estimation (1.6.42) pour p = 0.
Etant donné la décomposition par blocs de la matrice K, cela revient a obte-
nir I'estimation pour chacunes de ses sous-matrices.

Faisons la démonstration pour KPP (la démonstration est semblable pour les
matrices KV et KVV). Par linéarité de U'intégrale, il vient :

| = /OT <cos <t\/)\7‘> mtfih oS (t\/)\?‘> mtf]’-Z
— oS (q/):) mt f; cos (t\/g) mtfj> dt

DD,N,h DD,N
|f5PN -

(1.6.45)

Y
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soit en redistribuant les termes:
DD,N,h DD,N
g g -

ij
/OT (cos (t@) mtf" — cos (t\/)\j> mtfi> oS (t A?) mtf;-’ (1.6.46)
+ <COS <t\/)\71> mtf]h — COos (t\/g) mtfj> COS (q/):) mtf; dt‘

Il suffit donc de montrer le lemme suivant :

Lemme 1.3

1C >0, Vh >0, sup

t€[0,T]

DEMONSTRATION :

< Oh*. (1.6.47)

cos <t\/)\7‘> mt fI' — cos <t\/)\7> mtf;

En redistribuant de facon standard les différents termes de la quantité a esti-
mer, on obtient :

cos [t /M) mtfl — cos (ty/ N ) mtf; = (cos [t/ M) —cos (ty /N ) ) mtf!
() g —con (/) mtsi = (cos (1) = cos (1)) s
+ cos <t ,\i> (mtfl —mtf;). (1.6.48)

L’estimation du second terme de cette égalité découle immédiatement de 'esti-
mation (1.6.13) de la propriété 1.6 du paragraphe 1.6.3, ¢’est-a-dire:

Vh>0,3C >0, |mtfl—mtf]<Ch'. (1.6.49)

Il reste donc a majorer le premier terme, or
Cos <t A?) — cos <t\/)\7>
e e
= —2 sin (5 <\/)\71 + \/)\7>> sin <§ <\/)\71 — \/)TZ>> (1.6.50)

et comme [\! — \;| < Ch' implique évidemment que \/)\7?— \/)\7 < Oh4, il
vient :
vVt € [0,7], |cos <t Af) — €08 (t\/)\j> <Ct ‘\/)\7? - \/)\7, < OR*. (1.6.51)

La démonstration est terminée. O

Pour p > 1, d’apres ’équation (1.6.46) et par linéarité de B,, il suffit de montrer
la généralisation du lemme 1.3 suivante:

Lemme 1.4

30 >0, < Ch*. (1.6.52)

5 o () it~ 5 o () e
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DEMONSTRATION :

Par linéarité de l'opérateur, on a naturellement :

B, (cos <t\/)\7‘>> mtfl' — B, <COS <t\/):>> mtfi
=B, (cos (t@) mtfih — COS (h/):) mtfi> ) (1.6.53)

et comme d’autre part B, est un opérateur linéaire continu, I'estimation (1.6.47)
du lemme 1.3 permet de conclure. O

On a donc également les mémes estimations pour p > 1.

2) Deuzxiéme estimation : ¥t > 0 et p =0,
ong(t) —un(t) = 'Nl (,y;z cos <t A?) + \/—;\7? sin <t A?)) mtfjh
Y
: t\/A;) + —=sin (/) tf
(w con () + s ﬁ)) i,
(7]'-1 coS (tﬁ) mtf]h — ; cos (t\/)\j) mtfj>
o 5 .
(\/i\,? (tﬁ) mt I — \/—;\7 sin (,/);) mtfj) .

En redistribuant les termes en cosinus de 1’égalité précédente, on obtient :

<
Il

|
M=

<.
Il
-

(1.6.54)

Il
M=

1

<.
Il

_|_

M=

1

<.
Il

N

Z <'y;l coS <t\/)\71> mtf]h— 7 COS (t\/)\j) mtfj)

j=1

7=1
N
+ 27 (cos (tﬁ) — cos ) mtfh
7=1
et donc, il vient:

N

Z (7]’1 coS <tﬁ> mtf]h — 7 COS (t\/7) mtf]) L 0.)

7j=1

S 2 h|? 2 h 2
Zl‘fyj —fyj‘ ‘mtfj‘ +217j ‘mtfj —mtfj‘
i= i=
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2

‘ 2

oS (t A?) — cos (t\/)\j)

Mais on a ‘mtfih —mtf;| < Ch*, avec |mtf;| = O (\/)\i) (voir Annexe F), et
puisque d’apres la premiere estimation de la démonstration, on a:

N
j; s 12(0,T)

Nt |yt - vjf < Ciht, (1.6.55)
il vient :
N 2 2 N 2
> ‘%h - %" ‘mtfjh‘ <C> )\;’ ‘7]'1 - ’Yj‘ < Ch*. (1.6.56)
J=1 j=1

On procede de la méme fagon pour les termes en sinus en utilisant en particulier :
N 2
> |ot -6 < on, (1.6.57)
j=1

d’ou estimation recherchée.

La généralisation de ces estimations a p quelconque se fait de la méme facon
que pour la premiere estimation. O

1.7 Calcul de la réponse approchée

Nous proposons deux méthodes pour calculer une solution approchée de la
réponse y:

1. On trouve a l'aide d’un relevement ad hoc une fonction r(z,t) qui vérifie
les mémes conditions limites que y(z,t) et on résout ensuite le systéme
homogene dont y(z,t) — r(z,t) est solution par une méthode de Fourier.

2. On obtient au niveau continu une formulation variationnelle ”semi-tres
faible” de la réponse que I'on résout par une méthode de semi-discrétisation,
dite de Faedo-Galerkin, qui est ’équivalent pour les problemes d’évolutions
de la méthode de Galerkin utilisée en statique. Soit M un entier > 0, on
projette alors sur les modes {6;}, cette formulation ce qui nous donne
une EDO que l'on résout par exemple a I'aide d’un schéma de Newmark
avec une implémentation de type a-form inconditionnellement stable. Nous
allons montrer que cette réponse est identique a la réponse précédente avec
un reléevement projeté sur les modes.

Remarque 1.20 Pour un rappel sur les propriétés des schémas de Newmark, on
se reportera au paragraphe 4.9 du chapitre 4.
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1.7.1 Calcul explicite de la réponse par relevement

Nous allons calculer la réponse en ramenant la résolution du systeme (1.2.1),
dont y est solution, a la résolution d’un systeme homogene, ceci en utilisant le
relevement z défini au paragraphe 1.6.

A. Calcul explicite de la réponse homogeéne

Soit z le relevement dont on rappelle qu’il est solution de:

d4
“Z(2)=0, Vaelo,L),
dx s s (1.7.1)
A0) = (L) = 20 =0, F(w)
et pour tous N et 1/h entiers > 0, vy, le controle élément de Vi j.
Grace a ce relevement, la fonction définie par:
Définition 1.17
r(z,t) = z(x)v(t) (1.7.2)
vérifie les mémes conditions limites que y et par conséquent la fonction:
Définition 1.18
est solution du systeme homogene :
( = a4g n
pAy (.l‘,t) + Elﬁ(xat) = _pAT (.T,t) V(x,t) = (OaL) X (OaT)a
x
y(0,t) = y(L,t) =0 Vte (0,7),
Y oy 1.74
Z2(0,t) = ==(L,t) = Vie (0,T (1.7.4)
0,1 = L (L1 € (0,7),
7°(x) = §(=,0) = y°(z) — r(z,0) Va e (0,L),
| 7(2) =7(2,0) = y'(z) —1'(2,0) Ve (0,L)

Remarque 1.21 On note que les données initiales de § sont identiques a celles
de y pour p > 2.

Nous allons résoudre ce systeme par une méthode de Fourier de la méme facon
que le probleme adjoint dans le paragraphe 1.5.
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Soit le relevement décomposé sur la base canonique de V), :

T (z,t) = vn(t Zzz (1.7.5)
et

Yu,n (@, ) Zm (1.7.6)

la solution exacte du méme probleme homogene que 7 (en remplacant v par vy) :

( 84_
pATy o, 8) + BI=S58 (1, 8) = —pArly y(8) ¥(a,1) € (0,L) x (0,7),
Iun(0,t) =gun(L,t) =0 Vt € (0,7)
8@]MN G?JM N (1 7 7)
—(0,t) = —(L,t) =0 vt e (0,T -l
ax ( ? ) ax ( ? ) ( )7
Yy (@) = G (2, 0) = yiy v (2) — rarn(2,0) vz € (0, L),
L 3311\/[,N(5L") = g?\/[,N(ffaO) = ylll/[,N( r) — TM N (7,0) Vo € (0,L)
et dont les composantes 7; sont donc solutions pour tout ¢ =1,..., M de:
1; (t) + Aimi(t) = —zivp (8),
(1.7.8)

Soient (af, B) (resp. z!') les composantes de {y°, y'} (resp. z) dans la base ca-

M
nonique de Vjz,. On note §ps np la solution dont les composantes {ni } . dans
1=
la base canonique de V), vérifient I’équation différentielle linéaire homogene du
second ordre avec second membre, pour tout . =1,..., M:

" (8) + APl (1) = =2 (),
(1.7.9)

0,h h h h 1,h h h
ni = 0) =af —oyn(0)2, m" = 77z' ( ) =5 UNh( )%
Les composantes de ¢, sont données explicitement par la relation :

Propriété 1.8

h
Viell,..., M|, 77?(15) = oz? coS <t\/)\71> + ﬂih sin <t\/)\71> — zvayh(t)
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avec pour tout 1 <1 < M et 1 < j < N, les fonctions

t
Cr(t) = /0 sin <\/)\71(t — s)) B, (cos (s A?)) ds
t
Szhj(t) = /0 sin <\/)\7’(t - s)) B, (sin <s A;‘)) ds
qui sont calculées explicitement a [’Anneze D.

DEMONSTRATION :

Le systeme (1.7.9) admet pour solution unique :

1,h
) = 0" cos <t Af) + 2l in <t Af)

\/)\7.1
\/Zﬁ / sin (N(t _ s)> o o(s) ds. (1.7.12)

Si on intégre deux fois par parties le terme de Duhamel et on en développe I'ex-
pression du controle discret qui intervient dans l'intégrale, on obtient :

h
h h g h
ni(t) = acos <t\/)\£‘> + W sin <t Af) — ziunp(t)
h
j

N 5
+ oAy (7;?0;;(15) - hs;;.(t)> mtf}. (1.7.13)
=1 VA

h
[

O

Remarque 1.22 Si p = 1, on peut calculer directement la solution a l'aide de
I’égalité (1.7.12) en utilisant la définition de 'opérateur B,, soit :

" 0y
Vien(t) = — ax;v’h (t,L). (1.7.14)

B. Définition de deux réponses explicites

Avec cette premiere méthode, on peut définir deux réponses approchées.
La premiere réponse est calculée a 'aide de la décomposition explicite de 7 sur
les modes donnés par la formule (1.7.10) et du relévement exact:

Définition 1.19 (réponse avec relévement eract)

yzlw,N,h =Ym,Nh T TN (1.7.15)
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La seconde réponse est la projetée de la précédente sur Vi, :
Définition 1.20 (réponse avec relévement projeté)
Yarnn = Y+ P () (1.7.16)

oty PMh est la projection orthogonale sur Vg,

Du fait de la projection sur Vy;; du relevement et de la formule vérifiée par ¥,
est donnée également explicitement par la formule suivante :

Propriété 1.9

h
h B .
yIQW,N,h,i(t) = @, COS (t A?) + — ,)\—h sin (t\/ A?)

hih ) mifh
+ z\fz( Cl( \/}T?Sij(t)) et (1717

En fait, la seconde réponse peut étre calculée autrement en remarquant qu’elle
vérifie la propriété intéressante suivante :

Propriété 1.10

Yinni (8) +F N Y i) = —onp(O)mtf}. (1.7.18)
DEMONSTRATION :
Puisque g x5 est solution de Iéquation différentielle ordinaire (1.7.9) et que
run g = P (ry ) vérifie de son coté pour tout i =1,..., M:
i (t) + AT (t) = 280, (1) — mifloy (), (1.7.19)

on en déduit par sommation des équations (1.7.9) et (1.7.19) que y3; y, est so-
lution de I’équation différentielle ordinaire recherchée. O

Autrement dit, on peut résoudre également cette réponse avec un schéma de
Newmark.

On se reportera aux tests numériques du paragraphe 2 pour I’étude compara-
tive de ces deux réponses. On montrera en particulier que, selon le choix de I'une
ou de 'autre des méthodes, on obtient une réponse dont les propriétés numériques
peuvent étre tres différentes, notamment en ce qui concerne la vérification de la
controlabilité exacte (voir en particulier la propriété 1.12 du paragraphe 1.7.3).
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1.7.2 Méthode de Faedo-Galerkin

La méthode de Faedo-Galerkin consiste a projeter une formulation faible sur
un sous-espace de dimension finie afin d’obtenir une équation différentielle ordi-
naire dont les solutions approchent la solution du probleme original. Dans notre
cas, on part non pas d’une formulation faible mais d’une formulation variation-
nelle ”semi-tres faible” en raison du terme de bord correspondant au controle.

On multiplie I"équation différentielle (1.2.1) dont y est solution par une fonc-

tion test w assez réguliere, par exemple w € H*(0, L) x HZ(0,L) et on I'integre

quatre fois par parties en espace, ce qui donne pour tout w € H*(0, L) x HZ(0, L)
d*w d*w

pA/ )d:r+EI/ (0,) 2 () de = —o(t)EI—(L). (1.7.20)

dz?

Remarque 1.23 Cette méthode qui consiste a faire apparaitre le terme de bord
dans une formulation variationnelle dite ” tres faible” est tres utile pour les proble-
mes de stabilisation (voir le chapitre 3 pour son application aux calculs de lois
de rétroactions en boucle fermée) ou le calcul explicite de la réponse par une
méthode de relevement n’est pas applicable, puisqu’il est nécessaire de recalculer
le terme de bord a chaque pas de temps.

Construisons maintenant la solution semi-discrete. Pour tout entier M > 0, on
définit yps y(z,t) comme la solution de la formulation variationnelle analogue a
celle que I'on vient d’obtenir au niveau continu :

d*w
pA/ Yarn (@, Hw () d:r+EI/ ym,n(x, 1) o iw(:r) dx
e (1.7.21)
w
= —UNyM(t)EIWéM(L), V’U)M € VM

Par conséquent, si I’on note, pour tout ¢ fixé positif ou nul, a(t) = {ai(t)}?il le

vecteur composante de yys y(z,t) sur la base V), on a:

Cu "(t) + Ay a(t) = fult), (1.7.22)
avec pour tout 1 < 4,5 < M:
Corij = 0i,  Anrij = Nidij,
{ Vo T b A (1.7.23)
fM,z(t) = —UNyM(t)mi.

n choisit comme réponse discre ue 'on n ution dquation

On choisit comme réponse discrete, que 'on note y%% ., la solution de ’équatio
) )

différentielle ordinaire :

CM CY”(t) + AM,h a(t) = fM,h(t); (1724)
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avec les données initiales:
!
yﬂ?N,h(t =0) = PM’h(yo)a ?JJI\Z,GN,h (t=0)= PM’h(yl)a (1.7.25)

ot PM" est, la projection orthogonale sur Vyy, et avec pour tout 1 < i, < M:

{ Corij = 0ijy A = Aoy, (1.7.26)

fM,h,i(t) = —Un,p (t)mtfih.

Remarque 1.24 Ce type d’équation différentielle ordinaire est tres classique
dans la communauté des ingénieurs pour la résolution de probleme discret sur
lesquels s’exercent une force extérieure. La différence essentielle avec notre cas
est que la construction de leur controle est effectuée directement a partir d’un
systeme discret et non d’un systéme continu.

Cette équation différentielle ordinaire linéaire a coefficients constants admet une
solution unique dont a une solution explicite, en effet :

Propriété 1.11
?JJICI?N,h = ?J12\4,N,h- (1.7.27)
DEMONSTRATION :

La réponse calculée par la méthode ”semi-tres faible” est solution de 1’équation
différentielle ordinaire (1.7.24), autrement dit ses composantes sont solutions,
pour tout ¢ =1,..., M, de:

yﬂ?N,h,i"(t) + )\??lefN,h,i(t) = —unu(t)mtf], (1.7.28)

c’est-a-dire de la méme équation différentielle ordinaire (1.7.18) que celle vérifiée
par les composantes de y?w ~,p- Puisque les données initiales sont les mémes pour
Y nn €t Yis v e PAr unicité de la solution c’est qu’elles sont identiques. O

Autrement dit, la réponse y? n’est autre que la réponse calculée par la méthode
de Faedo-Galerkin.

Par conséquent, la derniere réponse que nous nous proposions de résoudre a
I’aide d’un schéma de Newmark a une expression explicite donnée par la for-
mule (1.7.18), et il est donc superflu d’utiliser une autre méthode pour la calculer.

Plus fondamentalement, il n’était pas évident de savoir que la réponse obtenue a
partir d’une formulation semi-tres faible puisse étre obtenue de facon explicite.
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1.7.3 Propriétés énergétiques des réponses approchées

On a une propriété énergétique intéressante dans le cas ou la réponse est cal-
culée avec un nombre de modes inférieur ou égal au nombre de modes utilisés
pour calculer le controle. L’énergie de la réponse projetée y?vf, ~ est identiquement
nulle a ¢ = 7. Autrement dit, y]?\/f ~ est controlable exactement spectralement.

On note Ey y(t), I'énergie de la réponse avec relevement projetée, qui vérifie:

M=

s
Il
—

. (af (t) + A;laf(t)) (p=0)
Bara(t) = (1.7.29)

(ha2(t) +a2(1) (p=1)

M=

s
Il
—

et Epn(t) celle de la réponse calculée avec un relevement exact dont le calcul
ainsi que l'expression est légerement plus compliquée en raison du terme non
projetée sur Vj; (voir Annexe E).

Propriété 1.12 (p=0) VT >0, V{3° y'}, VM < N,

Eyn(T) = 0 (1.7.30)
2
zs
Eun(T) = |ow(D) Y 2+ (@ X A— (1.7.31)
i>M+1 i>MA+1 M
DEMONSTRATION :

Nous allons en premier lieu démontrer la premiere égalité, la seconde en découlant
immédiatement.

1. Etant donné la définition de FEy(t), montrer que cette énergie est nulle re-
vient a vérifier que:

vy t=T) =yl N t=T)=0. (1.7.32)

Nous avons besoin pour cela d’utiliser la décomposition de la réponse donnée par
le lemme suivant :

Lemme 1.5

yun(z,t) = . (aij(t) + Bi5(t)) Oi() (1.7.33)

NE
M=
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avec pour tout 1 <1 < M et1 <j < N:

( t /\Z>
a;(t) = | —KyPcos (t\/)T) KZIJJD o E/)\—f Vi

sin (ﬂ/):)

4 —Ki‘;'v oS <t\/;> KDV 5, (1.7.34)
i
mtf; mt i mt
Bs(t) = o) et — 5,0 ™,
DEMONSTRATION :

D’apres 'égalité (1.7.17) du paragraphe 1.7 dans sa version semi-discrete, on
a:

2 " sin (t\/)\i>
yun(@t) = ; i cos <t\/)‘7">+ﬂiT e (1.7.35)

M N 5.
+ Z Ziv/ A Z ('yjmtijij (t) + —L mtijij (t)) Hl(x)
i—1 j=1 VA

J
Or d’apres la relation (1.6. 25) et la décomposition par blocs (1.6.27) de la matrice

Ky, on a pour tout {«;, 3, }] \» il existe {7;,0; };vzl solution du systeéme matriciel :

Z KVD Z Kg Vo,
J=
N

B = ZK£D7j+z:1K£V6j
j=

j=1

Viell,..., M|, (1.7.36)

On a donc en regroupant les termes qui dépendent respectivement de v; et de 9,

o (5)
KV cos (t\/):> n KZJ]J,DMSA( o

sin <t\/)\7>

KVVcos )\>+KDV7 0 ¢ 0;(x) (
N

TR 'S

i=1j=1

1.7.37)

Ny

=1 7=1
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On peut donc décomposer cette réponse sous la forme:

yMN z,1) ZZ a;;(t) + Bi;(t)) Oi(x), (1.7.38)

i=1j5=1

avec pour tout 1 <7< Metl1<j<N:

a;(t) = —Ki‘]/,Dcos (t\/)\7i>+ r T v

+ —Ifg"cos(t\/;i)+K};VT Ly (1.7.39)
Ai
Bi(t) = _Cij(t)mtfl mbfs mtf; 5;. (1.7.40)

\/)TZ mtf] Vi~ Z] (t) \/)\72 \/)\7]

O

Si l'on développe les expressions de Cj;(t) et S;;(t), et que I'on utilise les ex-
pressions explicites des matrices KPP, KPV et KV (voir Annexe C), il est facile
de vérifier que:

D’apres le lemme 1.5, il s’ensuit que y?VLN (t =T) = 0. Il est facile de vérifier que
’on a les mémes types de relations pour y]?\/[,N'.

2. On a par définition,

y]l\/[,N(t) = (; ai(t)ﬁi(:r)> + oy (t)z(x), (1.7.42)

et
yan(t) = P (yar (1)), (1.7.43)
par conséquent :
yn(t) =y n () Hon(t) Yo zbi(@). (1.7.44)
i>M+1

De méme pour la vitesse, on obtient :

yllw,N,(t) = 912\4,N,(t) +un(t) Y. zbi(x). (1.7.45)
i>M+1
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On applique la définition de ’énergie de la réponse exprimée sur les modes, ce
qui donne pour tout ¢ € [0,7]:

%

i

Eyn(t) = Exn(t) + lon(OF > 27+ y@F > X (1.7.46)
i>M+1 i>M+1

et donc a fortiori pout t =T, d’ou I’égalité recherchée. O

On peut trouver ce type de démonstrations chez W. Krabs ([62, 63]) qui étudie
la controélabilité exacte comme des problémes de moment.

Résoudre un probleme de moment consiste a calculer les données initiales du
probleme adjoint de la méthode HUM a partir des coefficients de la réponse cal-
culée par superposition modale qui sont controlable exactement, c’est-a-dire telles
que y(z,T) = y'(z,T) = 0.

Comme pour la méthode HUM, on calcule ensuite le controle nécessaire pour
controler exactement cette réponse a partir de ces mémes données initiales.

Remarque 1.25 Ce procédé est assez couramment utilisé pour calculer le contro-
le dans les cas unidimensionnels (voir par exemple R.L.V. Gonzalez et G.F.

Reyero [43]).
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Chapitre 2

Tests numériques

2.1 Introduction

2.1.1 Objectifs

L’objectif majeur de ce chapitre est de vérifier avec quelle précision nous
controlons le systeme approché.
Naturellement, nous allons vérifier que les estimations obtenues au théoreme 1.6
sont exactes (voir paragraphe 2.4) et donc que notre méthode d’approximation
donne les résultats de convergence que nous voulons; mais nous allons essentielle-
ment chercher a obtenir des informations sur la facon dont la réponse approchée
est controlée.
Si l'on fait abstraction du pas de maillage h avec lequel on calcule les modes, nous
avons a notre disposition essentiellement deux parametres d’approximation: N le
nombre de modes que I'on utilise pour calculer le controle et M celui de la réponse.

Rappelons brievement 1’algorithme HUM de calcul de la réponse. Tout d’abord,
nous calculons un controle sur N modes a partir des données initiales de la réponse
projetée sur ces mémes modes. On a donc une premiere erreur commise sur le
nombre de modes utilisé pour le calcul du controle et celui de la réponse excitée
initialement, noté N, qui peut étre également différent de celui utilisé pour cal-
culer la réponse. A Tlaide du controle, nous pouvons alors calculer une réponse
approchée essentiellement de deux facons différentes :

— soit on considere une réponse calculée a 1’aide d’un relevement exact :

y]l\LN(t) = ; a;(t)0;(x) + vy (t)z(x) (2.1.1)

— soit la réponse précédente projetée sur les modes:

Yy () = PY (ya (1)) (2.1.2)
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Ces deux réponses sont données explicitement a I’aide des formules (1.7.10) et
(1.7.17) (voir paragraphe 1.7 du chapitre 1).

Selon le nombre de modes, a priori différents, que 'on prend pour calculer le
controle et la réponse, la qualité du controle varie évidemment.

2.1.2 Plan du chapitre

Afin de bien cerner les différentes approximations effectuées, nous allons étudier
dans un premier temps, au paragraphe 2.2, la réponse sur laquelle s’exerce un
controle usuel.

Nous regarderons au paragraphe 2.2.1 I'effet du controle approché sur la réponse
exacte (calculée avec un nombre élevé de modes par rapport a celui du controle).
Nous estimerons en particulier la vitesse de convergence de l'énergie finale en
fonction de N (paragraphe 2.2.2).

La paragraphe 2.3 suivant sera dévolu a 1’étude du controle régulier.

Bien que I’énergie associée a ce controle soit plus contraignante que celle pour
le controle usuel, il s’agit pour le controle Hj(0,7) de I'énergie mécanique de
la poutre, on pourra vérifier que la réponse est controlée encore plus efficace-
ment qu’avec le controle standard, en particulier en comparant la décroissance de
leurs énergies. De plus, dans le cas d’une observation incomplete du spectre de la
réponse par le controle, les modes hautes fréquences sont beaucoup moins excités
que dans le cas standard, ce qui entraine une décroissance meilleure de ’énergie.

Dans tous les tests antérieurs, nous n’avons pas étudié un parametre important,
I’horizon de controlabilité T'. Selon la théorie, celui-ci peut-étre choisi aussi petit
que 'on veut; dans le cas du controle discret, il ne peut-étre pris arbitrairement
si 'on veut au moins obtenir une décroissance de 1’énergie. En effet, au niveau
discret ce temps dépend intimement du pas de maillage A utilisé pour calculer
les modes. Nous proposerons au paragraphe 2.5 une procédure permettant de
calculer ce temps minimal numérique, noté T", en fonction de h.

Pour conclure ces différents tests, nous montrerons enfin au paragraphe 2.6 que
la réponse solution d’une formulation semi-tres faible, que nous calculons a ’aide
d’un schéma de Newmark, converge vers la réponse avec un relevement approché
quand le nombre d’itérations du schéma de Newmark tend vers I'infini.

2.1.3 Interprétation des tests numériques

A ce stade, un probléeme important est de savoir comment on mesure |’effica-
cité du controle effectué.
On pourrait de facon simpliste regarder 1’évolution au cours du temps de la
déformée et de la vitesse de la poutre pour vérifier 'efficacité avec laquelle elle
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est controlée et en particulier si elle est controlée exactement, autrement dit si:
Yo, Tiv) = o (2, T30) =0, Va € (0, 1), (2.1.3)

mais ce "regard” n’est pas assez précis.
De plus, il se pose la question de choisir quelle réponse approchée donne l'in-
formation la plus précise. La réponse approchée qui permet de visualiser le plus
fidelement la poutre controlée et en particulier d’observer 'action du controle,
c’est-a-dire de vérifier la condition de bord:

ayM,N

GT(L’t) =won(t), Vte (0,7), (2.1.4)
est naturellement la réponse calculée avec un relevement exact.
L’autre réponse étant la projetée sur les modes de la réponse précédente ne vérifie
pas cette condition puisque par définition on a:

do;

Viell,..., M|, o

(L) =0. (2.1.5)

Il s’avere que la méthode HUM nous fournit ’outil de comparaison ad hoc. En ef-
fet, on rappelle que I’énergie associée a la poutre, sur laquelle s’exerce un controéle
"HUM?” élément de H{(0,T), est:

~ pour p = 0, la norme L*(0,L) x H2(0, L)
— et pour p =1, la norme HZ(0, L) x L*(0, L).

Snergi u n utiliser mme instrumen mesur ité
C’est cette ”énergie” que 'on utilisera co e inst ent de mesure de l'efficacité
du controle.

2.1.4 Notations

On rappelle les notations introduites au paragraphe 1.7.3 du chapitre 1.
On note Ejy;n(t), I'énergie de la réponse avec relevement projetée, qui vérifie:

> (af(t) + A
EM,N(t) _ 1;11
> (Nl +a(®) =1

1

Tal1) (=0
(2.1.6)

=

et Epn(t) celle de la réponse calculée avec un relevement exact dont I’expression
est légerement plus compliquée en raison du terme non projetée sur Vy, (voir
Annexe E).
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2.2 Controle usuel

2.2.1 Premier test

Tout d’abord précisons que dans ce paragraphe nous prenons un pas de
maillage ”assez petit” :

h = 1/750. (2.2.7)

Nous avons vu dans le chapitre précédent que 1’horizon de controle T peut étre
choisi arbitrairement petit, mais comme nous l'avons déja remarqué, du fait de la
discrétisation il existe un temps minimal numérique de controlabilité exacte qui
dépend du pas de maillage (voir paragraphe 2.5), aussi nous allons prendre un
temps T' ”assez grand” pour le h que l'on vient de fixer:

T=1. (2.2.8)

Enfin la controlabilité exacte est vérifée pour un controle de L*(0,7T) pour toutes
données initiales appartenant & l'espace L*(0,L) x H~2(0,L). Ces données ini-
tiales vont étre ensuite projetées sur Vy;, c’est-a-dire décomposées sur la base des
M premiers modes propres de la poutre encastrée.

Données:

Etant donné qu'un de nos soucis est de vérifier s’il y a ou non de la pollution
modale, nous allons seulement considérer les N premiers modes de ces données
initiales.

Aussi un choix de données initiales vérifiant ces différentes conditions et en parti-
culier appartenant, si on prend un nombre infini de modes, & L?(0, L) x H~2(0, L)
est dans notre exemple :

S
—~
~
I
(=)
~
I
L
—~
~
I
(=)
~
I

0, Vie[l,...,N], (2.2.9)

avec ¢ = 2.6 (¢ > g suffit).
Nous considérons dans ce test une poutre calculée avec M modes et controlée
avec un controle calculé avec N modes tels que:

M =50, N = 20. (2.2.10)

Historiques de la réponse et de la vitesse:

On commence par vérifier de fagon purement visuelle (figure 2.1) si 'on
controle exactement la poutre en comparant son évolution (en trait continu) au
cours du temps a celle de la réponse libre (en trait pointillé).

On peut ainsi observer que 'amplitude de la réponse diminue peu a peu au cours
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0 0.15
7/ - N
-0.05 o1 . .
/
-01 )
0.05
-0.15 ) \
A
-0.2 0 -
0 5 10 05
t=0 t=T+0.20

Fia. 2.1 - Historiques de la réponse controlée 911\/[,N (en trait continu) et de la
réponse libre (en trait pointillé).

du temps, jusqu’a étre nulle a l'instant 7. On a utilisé la réponse approchée
y}%N au lieu de la réponse projetée 912\4,N parce que 'on peut visualiser avec cette
réponse la rotation imposée a ’extrémité droite controlée et voir que dans notre
cas, et pour les instants considérés, cette rotation n’est pas trop abrupte (I'angle
est strictement inférieur a 90 degrés).

C’est ce que 'on peut observer plus directement a la figure 2.2 de droite ou ’'on
a représenté la loi de controle appliquée a la réponse.

Controle usuel (p=0)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps en s.

F1G. 2.2 - Loi de contréle (N =20 et M = 50).

On voit également qu’étant donné sa régularité, la loi de controle a un contenu
fréquentiel essentiellement basses fréquences. De plus on observe qu’aussi bien a
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I’'instant initial qu’a I'instant final, la loi de controle est non nulle.
On regarde également a la figure 2.3 I'historique de la vitesse de y}V[,N (en trait
continu) par rapport a celui de la vitesse libre (en trait pointillé).

1 4 6
"
05 2 ap b
l/
/
0 0 20
\
0.5 -2 ~ 0
SNy NG
1 -4 2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=0 t=T*0.20 t=T*0.40
0 6 4
\ 1 N
Aph , 4 " 2 _E
! 0 o
2l o 2 ceft ol / ]
P /N A = h
i - I \ |
-3 S 0 2 \[ \
X ;o
-4 2 -4
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=T*0.60 t=T*0.80 t=T

F1G. 2.3 - Historiques de la vitesse controlée de y' (en trait continu) et de la
vitesse libre (en trait pointillé).

On peut ainsi vérifier que la vitesse est également tres faible a I'instant final.

Les historiques de la réponse et de la vitesse de la poutre nous permettent seule-
ment d’estimer qualitativement la controlabilité exacte, aussi il est nécessaire pour
avoir une information sur la quantité d’énergie dissipée par le controle de regar-
der I'évolution de la norme HUM de la réponse correspondant a notre controle,
¢’est-a-dire la norme L*(0, L) x H§(0, L).

Norme L*(0,L) x H *(0,L):

Comme annoncé, on regarde maintenant I’historique de la norme L?(0, L) x
H~%(0, L) de la poutre (figure 2.4 de gauche) pour les deux réponses.
Tout d’abord, on observe que la norme de la réponse décroit bien vers une va-
leur trés petite, environ 107%, ce qui donne une idée quantitative de ’action du
controle.
Comme on pouvait s’y attendre du fait du grand nombre de modes utilisés pour
calculer les réponses approchées, les normes de y}w, N et y?w, N Se superposent.
Il est également instructif de calculer I’énergie de modes bien précis de la réponse
projetée, notamment afin d’estimer leurs contributions pour I’énergie de la réponse
calculée avec tous ses modes.
On a représenté a la figure 2.4 de droite I’évolution de I’énergie des modes 1, 20,
21 et 50 de la réponse yj; y-.
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0 Norme L2xH_2 0 mode: 1 0 mode: 20
10%s ‘ 10 10
. 40 ﬁ sy
—20 -20
2 10 10
10 ¢ _ -
\ 10°% 107
10°F -40 40
s 10" 10"
S 4 0 1 0 1
=10 ¢ . mode: 21 " mode: 50
o g 10 10
10 ¢ @ 9
10—8 10
10 10—10
7 X iyl -10
10 o iy2 10 10—11
- -12 -12
10 * * * * 10 10
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 1 0 1
Temps (s) t t

FiG. 2.4 - Energie totale des réponses y}VLN et y?\/f’N (a gauche) et contributions
énergétiques des modes respectivement 1, 20, 21 et 50 de la réponse y?\LN (N =20

et M =50) (a droite).

On observe tout d’abord que les modes 1 et 20, excités a 'instant initial, sont
completement dissipés par le controle. De plus, on voit que 1’énergie des modes
21 et 50, qui ne sont pas controlés et bien que n’étant pas excités initialement,
oscillent autour d’une valeur de l’ordre de 10~%. Nous donnerons ultérieurement
une explication de ce phénomene (voir paragraphe 2.2.1).

A Taide de la figure 2.5 ot 'on représente la norme L?(0,L) x H 2(0,L) de la
réponse y?\/[, ~ Projetée sur les NV premiers modes, on peut voir que la controlabilité
spectrale des modes 1 et 20 de la réponse est vérifiée par tous les modes inférieurs
a N de .%2\4 N
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Fia. 2.5 - E’nergie des vingt premiers modes de la réponse y?\/[,N (N = 20 et
M =50).
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On vérifie la propriété 1.12 du paragraphe 1.7.3, soit :
VT >0, V{y°,y'}, YM <N, Eyy(T)=0. (2.2.11)

Autrement dit, il y a controlabilité spectrale de la réponse projetée.

Spectrogrammes de la réponse et de la vitesse:

Avec les données initiales considérées, les modes supérieurs a N ne sont pas
excités initialement, il est alors fondamental de savoir si ces modes sont excités
ultérieurement par le controle, autrement dit s’il y a du spill-over.

Ce phénomene, qui apparait naturellement des qu’on ne veut ou ne peut controler
qu’'un petit nombre de modes d’une réponse, consiste en un transfert énergétique
des basses fréquences vers les hautes fréquences.

Avant de vérifier si de la pollution modale se produit, on regarde le spectro-
gramme des N premiers modes de la réponse ?J12\4,N (figure 2.6 de gauche).

-4
x 10
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WWJ“MN )“N M

contenu frequentiel
\
o

contenu frequentiel

frequences 0 temps frequences 100 temps

Fi1Gc. 2.6 - Spectrogramme des N premiers modes de la réponse y?VI’N (¢ gauche)
et pour les modes 10 & 15 (a droite).

On a ainsi une vue globale de I'historique des N premiers modes de la réponse
y]ZM ~- On peut voir en particulier la décroissance réguliere du premier mode de
la réponse. Malheureusement du fait de 1’effet d’échelle, on ne peut observer en
détails des modes plus élevés aussi on montre a la figure 2.6 de droite le méme
spectrogramme, mais seulement pour les modes 10 a 15. On peut ainsi observer
qu’ils sont fortement excités par le controle tout en étant controlés exactement
du fait de la propriété 1.12.

Regardons maintenant le spectrogramme des modes non controlés (figure 2.7).
On voit que les modes non observés par le controle sont cependant excités par
celui-ci (voir la définition de cette réponse). Cependant on peut noter que cette
pollution modale est assez faible (de ordre de 107°).
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Fic. 2.7 - Spectrogramme de la réponse y?VLN pour les modes strictement
supérieurs a N.

2.2.2 Convergence de I’énergie a t = T en fonction de N

Plutot que de multiplier les tests en faisant varier le nombre N de modes du
controle et d’observer les résultats obtenus, nous étudions dans ce paragraphe
la variation de I’énergie de nos deux réponses a t = T en fonction de N ce qui
permet en particulier d’obtenir une estimation de son taux de convergence.

On conserve les mémes données que dans le premier test numérique, a ’exception
des données initiales qui valent :

On se place donc dans un cas ou seul le premier mode de la réponse (resp. de la
vitesse) est excité initialement.

3 E_N(t=T)
10
o yn2
4 X yM
10°¢ . :
5 1
107t - 4
1
1
6 h=1/750 E o
10 ¢ EI ]
T=1 2
®
g
M =50 2
7 QQQ
10 ;
1 10 20
N

Fi1G. 2.8 - Convergence de l'énergie de y' et y? en fonction de N.
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On représente les variations de Ey n(t) et Ey y(t) en fonction de N & la figure
2.8. On a naturellement décroissance de chacunes des énergies en fonction de N.
De plus, on voit que cette décroissance est en O(N~3).

A Taide de ce calcul, on ainsi peut déduire le nombre exact de modes nécessaire
pour obtenir une valeur précise de I’énergie a t = T'. On remarque en particulier
que prendre N = N suffit pour obtenir une valeur finale de I’énergie de I'ordre
de 1074

2.3 Controle régulier (p =1)

Nous allons étudier dans ce paragraphe, le controle régulier p = 1. Afin de
comparer son efficacité par rapport a celle du controle usuel, nous conservons les
mémes données que dans le paragraphe 2.2.1, ¢’est-a-dire:

T=1, h=1/750, M =50, N =20 (2.3.13)
et
01 .
a;(t=0)= 55, at=0)=0, Viel[l,...,N]. (2.3.14)
P2

Nous controlons la poutre avec un controle appartenant a H{ (0, T), par conséquent
la norme HUM avec laquelle nous devons vérifier la controlabilité exacte est
I’énergie mécanique, autrement dit la norme HZ(0, L) x L*(0, L).

Cette norme, au lieu d’écraser les hautes fréquences comme la norme L?(0, L) x
H~%(0,L) pour le controle usuel, les amplifie. Par conséquent, on devrait s’at-
tendre a ce que la légere pollution modale observée dans le cas du controle usuel
augmente, or il n’en est rien; la pollution modale reste tres faible.

Nous allons suivre la méme procédure de tests qu’au paragraphe 2.2.1:

historiques de la réponse (resp. vitesse) de la poutre controlée et libre

historique de la loi de controle

étude du comportement énergétique du systeme controlé

analyse du spectrogramme de la réponse controlée et en particulier du
comportement vibratoire hautes fréquences de la réponse

2.3.1 Historiques de la réponse et de la vitesse

Pour les mémes raisons que pour le controle usuel, on regarde a la figure 2.9
I’historique de la réponse de la poutre controlée y}w ~ calculée avec un relevement
exact (en trait continu), entre l'instant initial et I'instant final, comparativement
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0 0.15 0.05
-0.05 =
0.1 ! \ 0
/ A
-0.1 , N 7
\ /
0.05 -0.05 <
-0.15 \ .
A\
-0.2 0 =101
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=0 t=T*0.20 t=T*0.40
0.02 0.15 0.15 o
- N\
, 7N / \
0 ; A 0.1 ! \
/ N ; ! \
-0.02 / ' 0.05( -, v
/ N , \
-0.04 = o >
-0.06 -0.05
0 05 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=T*0.60 t=T*0.80 t=T

Fic. 2.9 - Historiques de la réponse controlée y}W’N (en trait continu) et de la
réponse libre (en trait pointillé).

a celui de la réponse libre (en trait pointillé).

On voit clairement que la poutre est bien controlée exactement en un temps 7.
On remarque qu’il est tres difficile de voir une différence entre son évolution et
celle de la réponse controlée avec un controle L*(0,T) (voir figure 2.1). Cela s’ex-
plique facilement, par le fait que I’analyse purement visuelle de ces historiques ne
permet de voir que la norme L?(0, L).

On représente a la figure 2.10 la loi de controle réguliere qui asservit la poutre.

Controle Poisson (p=1)
0.15 : .

0.1

0.05

V()
=)

-0.05

-0.1

-0.15 ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps en s.
F1G. 2.10 - Loi de contréle réguliére (p =1).

On voit que le fait d’imposer a cette loi d’étre nulle, a 'instant initial et a 'instant
final, ne modifie pas son comportement global par rapport a la loi de controle
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usuelle (voir figure 2.2).

On regarde enfin a la figure 2.11 I’historique de la vitesse de y}V[,N (en trait
continu) par rapport a celui de la vitesse libre (en trait pointillé).

-2

0 0.5
t=T*0.60

-2

0.5
t=T*0.80

-4

FiG. 2.11 - Historiques de la vitesse de la réponse y' contrélée (en trait continu)
et de la vitesse libre (en trait pointillé).

On peut ainsi vérifier que la vitesse est également tres faible a I'instant final.

Comme nous venons de le voir, ces premiers tests ne nous permettent pas de
différentier de fagon flagrante le gain apporté par I’application du controle H (0, T)
par rapport au controle usuel, aussi il est nécessaire d’utiliser des outils de me-
sure plus précis pour les comparer. C’est ce que nous nous proposons de faire au
paragraphe suivant.

2.3.2 Norme HZ(0,L) x L*(0,L)

Comme annoncé, on regarde maintenant I’historique de la norme L?(0, L) x
H~2(0, L) des deux réponses yy, y et yi; v (figure 2.12 de gauche).
Tout d’abord, on vérifie que, quelque soit la réponse approchée que I’on considere,
leurs énergies décroissent jusqu’a une valeur identique tres petite de 'ordre de
1075; mais & la différence du controle usuel, les normes des deux réponses sont
différentes.
Si on regarde la norme HZ(0, L) des deux réponses (figure 2.13 de gauche) et la
norme L*(0, L) de leurs vitesses (figure 2.13 de droite), on voit que ¢’est la norme
HZ(0, L) qui est responsable de cette différence; par contre les normes des deux
vitesses sont identiques.
L’explication la plus plausible de cette différence vient du terme z;vy(t), corres-
pondant au reléevement projeté de la réponse y?VI,N (voir le paragraphe 1.7.1 du
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Norme H20xL2

Norme L2xH_2

—y1
©y2 5 x iyl o
10 ¢ o :y2 |
L L L L 10_6 L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps (s) Temps (s)

F1G. 2.12 - Normes H3(0, L) x L*(0, L) (resp. L*(0, L) x H=2(0, L)) des réponses
Yan €t yirn & gauche (resp. & droite).
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FiG. 2.13 - Normes HZ(0,L) (resp. L*(0,L)) des deuz réponses (resp. vitesses)
a gauche (resp. a droite).

chapitre 1), qui ne converge pas vers le relevement exact pour la norme HZ(0, L).
Si l'on regarde la norme L?(0, L) x H~2(0, L) des deux réponses (figure 2.12 de
droite, au lieu de la norme HUM (I’énergie mécanique), on voit clairement que
cette fois-ci, comme pour le controle usuel, les normes des deux réponses sont
identiques.

2.3.3 Spectrogrammes de la réponse et de la vitesse

Rappelons tout d’abord que nous contrélons avec N modes une réponse cal-
culée avec M modes dont N modes sont excités a l'instant initial. Or nous ve-
nons de voir que 'on ne vérifie pas la controlabilité spectrale comme dans le
cas usuel, autrement dit que 1’énergie des N premiers modes de la réponse n’est
pas totalement dissipée a I'instant 71". Nous avons vu que pour le contréle usuel
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ce phénomene s’explique par une légere pollution modale des modes incontrolés
(supérieurs & N + 1) par les modes controlés (inférieurs a N); vérifions si c’est
également le cas pour le controle régulier.

On regarde a la figure 2.14 de gauche, le spectrogramme des N premiers modes
de la réponse y?\/f n calculée avec un relevement projeté.

-4
X 10

I /
(e,
Il m’”‘h‘w WAV )
Wl | A “v» N /
P
\)“H{u“‘v\”\f Ui
i H

contenu frequentiel
N o N H
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(= |
059) B

14
12 0.5

frequences 10 temps frequences 10 o temps

Fi1G. 2.14 - Spectrogramme des N premiers modes de la réponse .%2\4,1\/ (a gauche)
et pour les modes 10 a 15 (a droite).

On voit que les premiers modes de la réponse décroissent, mais étant donné les
données initiales que nous avons choisies, au-dela de ces tous premiers modes il
est difficile de conclure a une décroissance. Aussi, on représente a la figure 2.14
de droite, le spectrogramme des modes 10 a 15 de ?/12\/1,N- On peut ainsi vérifier
que comime pour le controle usuel, ces modes sont bien controlés; cependant leur
décroissance est beaucoup plus réguliere que dans le cas usuel (voir figure 2.6 de
droite).

contenu frequentiel

frequences 21 0 temps

Fic. 2.15 - Spectrogramme de la réponse y?VI’N pour les modes M > N.

Enfin, afin d’estimer la pollution modale, on regarde a la figure 2.15 le spectro-
gramme des modes non controlés de la réponse y%/I,N. On voit que ces modes
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sont bien excités par le controle, mais toujours de facon aussi faible que pour le
controle L*(0,T).

2.4 Estimations d’erreurs des normes f; et G

Nous allons vérifier dans ce paragraphe les estimations d’erreurs du théoreme
1.6 pour le controle usuel et le controle régulier p = 1. Or ce théoreme n’est valide
que si h est assez petit pour que I'on puisse inverser la matrice K%. Nous allons
donc étudier en premier lieu le conditionnement de cette matrice avant de vérifier
ces estimations.

2.4.1 Etude du conditionnement de K

Le théoréme n’est valide que si la matrice K% est inversible et par conséquent

Si Ko (Kf{,), c’est-a-dire le rapport de la plus grande valeur propre de K% sur la
plus petite, n’est pas trop grand.

Remarque 2.1 Le choix de ce conditionnement est purement arbitraire.

Commencons par estimer la vitesse de convergence de ce conditionnement en
fonction du nombre de modes N (figure 2.16) dans le cas ou h est pris trés petit.

1 cond(K) en fct de N

10

h = 1/400

N modes

F1a. 2.16 - ko(Ky) en fonction de N pour h = 1/400.

On vérifie ainsi numériquement que ry(Ky) augmente en O(N*) (avec h =
1/400).

Calculons maintenant le taux de convergence de ’erreur relative du conditionne-
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ment en fonction de h, c’est-a-dire:

| ka(K}y) — ka(Ky) |
Vh >0, YN € N, y(h) = .

(2.4.15)

On voit a la figure 2.17 de gauche que l’on obtient une convergence en O(h?)
(avec N = 10).

erreur relative de cond(K) en fct de 1/h (p={0,1})

3 erreur relative de cond(K) en fct de 1/h (p={0,1})

0

10 10
N=10 10'1\\\;
] 10»27 o
N =60
T=1
. o
5 o~ 10 ¢
10 . 1
X p=0 T~l L N X p=0
T
o p=1 - o p=1
— o(h™4) 10 ¢ — O(h4)
10 10
0 70 80 90 100 0 80 90 100
1/h 1/h

Fic. 2.17 - x(h) en fonction de 1/h pour N = 10 (4 gauche) et N = 60 (a
droite).

En fait, le choix de N = 10 pour le dernier test n’était pas completement neutre,
en effet pour N plus grand, on obtient pour le cas régulier p = 1 toujours une
erreur plus faible que celle du cas usuel p = 0, mais sans un taux de conver-
gence qui soit constant. Par exemple pour N = 60, on obtient une sorte de
super-convergence (figure 2.17 de droite).

2.4.2 Estimations d’erreurs de la norme Fg

Vérifier I'estimation (1.6.36) du théoreme 1.6 pour le controle usuel (p = 0)
et le controle régulier (p = 1) revient a montrer que:

Vh >0, VN >0, 4C >0,

| {ehen }={e" e}, < % (2.4.16)

| {Snohon } = {e%0h )|, <caw. (2.4.17)

-p

pour p=0et p=1 (Ey= HZ(0,L) x L*(0,L) et E_y = L*(0, L) x H %(0, L)).
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1. O(N?):
Vérifions I'inégalité (2.4.16), a cette fin, sachant que:

N

ek oh} = {h et = 3 O 7 b= 3l +0762)
=1
+ f) (NP7 + A757) (2.4.18)
1=N+1

M
avec {7, 5i}£\i1 (resp. {%’ 5"}#1

(resp. {©Y, ¢L,}), on calcule Uerreur relative :

) les composantes sur Vy (resp. de Vi) de {o%, o5}

R(N) = {eNs ont — 1o en s
{5 23 Hl gy

(2.4.19)

avec
h=1/750, N € {20,30,40,50}, M = 100. (2.4.20)

La figure 2.18 de gauche montre la convergence de R(N).
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Fi1c. 2.18 - R(N) (a gauche) et R(h) (4 droite).

On obtient bien une convergence en O(N ~2) pour les deux contrdles comme ’an-
nongait le théoreme 1.6.

2. O(h?):

Pour vérifier I'inégalité (2.4.17), on calcule l'erreur relative:

A(h) = H {909v,ha PN } - {90(1)\1,}17 SO}V,E}HEW
| {6 @i o,

(2.4.21)
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avec
N =5, h=1/750, 1/h € {10, 20,30, 40, 50} . (2.4.22)

La figure 2.18 de droite montre la convergence pour les deux controles de la norme
F¢ en fonction de h. On obtient un taux de convergence (O(h?)) identique & celui
donné par le théoreme 1.6.

2.4.3 Estimations d’erreurs de la norme G
L’estimation que ’on doit vérifier est la suivante:

¥h >0, YN >0, 3C >0, |l owp—on llgpm < Ch. (2.4.23)

Par définition du controle, on a:

ror) = (/OT (% (Bp (Elag%(t, L)>>>2df) %. (2.4.24)

On peut obtenir une expression beaucoup plus simple de cette norme.

En effet, si on integre p fois par parties le second membre, en appliquant la
définition de l'opérateur B, ainsi que celle des données initiales du probleme
adjoint, et enfin la propriété 1.1 que vérifie 'opérateur A,, il vient :

vp Z 07 ||UN,p

r N oy -\ 2
oy = ( /0 B, (E]W(t, L)> BIZEN(t, L) di
= <A {hoh )} {eh el ) >
1
- <73N {yl,—yo},{gp?\,,gp}v} >2 .

On conserve les mémes données que pour le test précédent.

vp Z 07 ||UN,p

La figure 2.19 de gauche (resp. de droite) montre la convergence de la norme
G en fonction de N (resp. h).

Comme pour la norme F; on a bien des taux quasiment identiques en N et en
h pour les deux controles. De plus, les taux numériques et théoriques en fonction
du nombre de modes N (resp. du pas de maillage h) coincident.

2.5 Temps critique de controle

L’équation que l'on résout pour calculer la réponse de la poutre d’Euler-
Navier-Bernoulli est de type Schrodinger aussi ’horizon de controlabilité peut-
étre choisi arbitrairement petit.
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10" : 10"

X x(p=0): 1916
2 o o(p=1):1.916
10 ¢

X (p=0):
0 (p=1):1.983

2
10 ®

-3
210} E

-3|
210 ¢

erreur relative de la norme du controle
B

erreur relative de la norme du controle
B

-4 -4
10 - 10
10° 10" 10° 10° 10"
N-ieme mode h

F1G. 2.19 - Erreurs relatives de la norme G en fonction de N (a4 gauche) et de
h (a droite).

Au niveau discret, du fait du calcul des modes par éléments finis, 'efficacité
du controle dépend fortement du pas de maillage. Ainsi, plus 7" diminue et plus
I’énergie de la réponse controlée augmente, comme le montre ’exemple ci-dessous
(figure 2.20).

Norme L2xH_2

E(t)/E(0)

0 0.05 0.1 012 0.14
Temps (s)

F1G. 2.20 - Variation de Epyrn(t) en fonction de T (N = 20, M = 30, h = 1/400)).

On peut voir la variation de I’énergie de la réponse y?\/[,N en fonction de T
(T = 0.08, 0.1, 0.12 et 0.14), pour N = 20, M = 30 et h = 1/400, pour les
données initiales:

at=0)=—= al(t=0)=0, Vie[l,...,M] (2.5.25)

Pour savoir comment le controle se dégrade avec la diminution de 7', on compare
les spectrogrammes des vingt premiers modes des réponses précédentes corres-
pondants a 7' = 0.14 et 7" = 0.1 successivement (figure 2.21).
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FiG. 2.21 - Spectrogramme des réponses y]2\/I,N pour T = .14 (a gauche) et T = .1
(a droite).

On peut ainsi observer qu’au fur et a mesure que 7" diminue les modes de la
réponse sont controlés pour des fréquences de plus en plus faibles.

Il existe donc un temps de controlabilité exacte minimal purement numérique
qui dépend de h.

Intuitivement, on concoit bien que plus le temps d’action du controle sera petit
et plus le controle aura besoin de modes de fréquences élevées et par conséquent
plus il faudra utiliser un pas de maillage h fin; c’est ce que 'on va maintenant
vérifier.

L’objectif est donc de trouver le h qui donne pour un temps de controlabilité 1’
une erreur ¢ (¢ > 0) sur un critere caractérisant la controlabilité exacte, comme
par exemple 'erreur relative commise lors du calcul approché du controle pour
la norme qui lui est associée.

— en premier lieu, on calculera donc pour un pas de maillage le plus fin pos-
sible le nombre de modes nécessaire pour que l'erreur relative de la norme
du controle soit inférieure a €. Alors, pour un ¢ fixé strictement positif, on
obtient le nombre de modes N correspondant a un 7" donné, que 1’on note
N(T); ce qui peut s’écrire:

IIUN —

— la seconde étape consiste a vérifier le méme critere, mais cette fois-ci en
faisant varier h et en prenant N (7). On détermine ainsi le pas de maillage
nécessaire pour obtenir la précision voulue pour un 7" fixé, soit :

Ve>0, VT >0, AN(T) tel que &n(T) = <e. (2.5.26)

leneyn = ove)|

Ve>0,Vh>0, VI >0, &(T)= < 2e. (2.5.27)

H“NmH

0.1
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On calcule donc tout d’abord lerreur {y(7) en fonction de N et ceci pour
différents T (figure 2.22 de gauche).
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Fia. 2.22 - &5(T) fonction de N pour différents T' (4 gauche) T — N(T) (a
droite)

On vérifie bien que pour un 7' fixé, plus le nombre de modes utilisés est élevé
et plus l'erreur commise est faible. De plus, pour un N fixé, on voit que plus
T augmente et plus l'erreur diminue, ce que 'on représente a la figure 2.22 de
droite ou 'on a calculé la variation de {y(7') en fonction de T pour un € donné,
en loccurence € = 1,5.1077.

Cette information est conforme a I'intuition, plus le temps avec lequel on controle
la réponse est grand et plus il est facile de la controler, ou encore plus I'inégalité
d’observabilité est minorée par une constante C) grande.

On exécute ensuite la seconde et derniere étape de la procédure de calcul de T,
On calcule donc la variation de &,(7") en fonction de h ou ce qui est équivalent
en 1/h comme a la figure 2.23 de gauche.

Une nouvelle fois, 'erreur diminue naturellement quand A diminue (ou quand 1/h
augmente) ceci quelque soit 7" donné et enfin cette erreur est également plus faible
quand 7" augmente pour un h fixé. On remarquera que par rapport a 'exemple
précédent, cette diminution de ’erreur en fonction de 1" est beaucoup plus faible.

Enfin, on obtient la courbe désirée qui représente la variation de h(7T) (1/h(T) a
la figure 2.23 de droite) en fonction de 7' pour un ¢ fixé (¢ = 1,5.1077), et ainsi
on peut vérifier que plus T est faible et plus A(T") doit étre petit, autrement dit,
plus il faut calculer avec une précision plus grande les modes si ’on diminue le
temps de controle.
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10" . . . . 50
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T

Fic. 2.23 - &,(T) en fonction de h et pour différents T (a gauche) et T —
h(T')(droite).

2.6 Comparaison entre y2 et yF G

Rappelons tout d’abord la propriété 1.11 du paragraphe 1.7.2:

la réponse 32 et la réponse calculée & ’aide de la formulation variationnelle
semi-tres faible, notée y”'“, sont identiques.

On calcule la réponse y©'“ a I’aide d’un schéma de Newmark avec une implémentation
de type a-form inconditionnellement stable. Pour les caractéristiques des schémas
que l’'on utilise, on se reportera au paragraphe 4.9 du chapitre 4 dans lequel on
rappelle quelques unes de leurs propriétés.

On prend les données suivantes :

T=1 N=5 M=10, h=1/400 (2.6.28)
et
01, .
ot =0)= 55 «t=0)=0, Vie[l,...,M] (2.6.29)
;2

Remarque 2.2 On a choisi un nombre de modes différents pour le calcul du
controle et de la réponse en raison de la propriété 1.12 vérifiée par y? dans le cas
du controle usuel.

Tout d’abord on compare visuellement les énergies de y? et de y'“ calculé avec
Nt = 103, 2.10% et 3.10% itérations pour le controle usuel 3 la figure 2.24 de
gauche.

On voit que c’est seulement au voisinage de ¢ = 1" que leurs énergies évoluent
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0 Norme L2xH_2 1 Norme H20xL2
10 : : 10 T :
10°F 0
10
-2
10 ¢
-1
3 10"k
S10 ¢ [
irg 0
e 4 e
10 g
10°F )
10 ¢
. Ll
10 + 4
7 10" i i i i
10 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps (s) Temps (s)

Fig.224- FE (yﬁf) (t) pour p=0 (a gauche) et p =1 (a droite).

différemment.

On refait le méme calcul mais avec la version réguliere p = 1 (figure 2.24 de
droite) et y'“ calculé avec Nt = 10 et Nt = 3.10°.
On observe le méme type de comportement des deux réponses. On remarque ce-
pendant que la convergence semble étre plus rapide.

Si ’on veut étudier la controlabilité exacte avec une réponse calculée a ’aide d’un
schéma de Newmark, il est nécessaire de connaitre la vitesse a laquelle converge
son énergie a t =T (figure 2.25 de gauche).

3 E(yFG)(t=T) en fct de Nt 3 |E(YFG)-E(y2)|/E(y2) en fct de Nt
10 10

2 2 X (p=0): 3.756
L X (p=0): 3.753 | L o (p=1):3.142
10 O (p=1):3.146 10

1 1
10 ¢ 10+
o x
0 0 x
10 ¢ 10 ¢ °©
x
)
o
-1 -1
10 5 4 10 5 4
10 10 10 10
Nt Nt

F1G. 2.25 - F (yIfG) (t =T, Nt) (@ gauche) et (E (ny) (Nt) - E (yg)) (t=T)
(a droite).

On voit que selon le type de controle, le taux est légerement différent. On re-
marque de plus que le controle régulier a une erreur plus faible que le controle
usuel.
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Une autre estimation importante concerne ’erreur relative entre ’énergie a t =T
de 32 et celle de y¥'“ en fonction de Nt. On voit 3 la figure 2.25 de droite que les
taux obtenus sont les mémes que pour le test précédent et que de méme l'erreur
commise est toujours plus faible pour le controle régulier que pour le controle
usuel.

On a obtenu des résultats cohérents, que ce soit pour le controle usuel ou le
controle régulier p = 1, avec la propriété 1.11 et on a une estimation indirecte de
la convergence de y*'% vers y? en fonction du nombre d’itérations Nt utilisé pour
calculer 9.
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Chapitre 3

Stabilisation arbitrairement
rapide de la poutre
d’Euler-Navier-Bernoulli

3.1 Introduction

3.1.1 Généralités

La construction de lois de rétroactions qui stabilisent des systemes d’évolutions

est d'un intérét pratique évident. On peut remarquer que les premiers systemes
d’asservissement ont été élaborés a partir de telles lois (voir par exemple P. Faurre
et M. Robin [31] pour quelques rappels historiques et des exemples variés de lois
de commandes en boucle fermée).
Pour dire les choses tres simplement, la différence essentielle entre les lois de
controles en boucle fermée et celles en boucle ouverte est que les premieres,
comme le terme de ”"boucle fermée” l'indique d’ailleurs, tiennent compte dans
leur mécanisme de l'état du systeme a chaque instant et non pas uniquement
de I'état initial comme pour les secondes. Par conséquent, toute perturbation
extérieure non prévisible qui change I’état du systeme a un instant donné modifie
a fortiori 'action exercée par le feedback, ce qui n’est évidemment jamais le cas
des controles en boucle ouverte.

Il y a différentes méthodes permettant d’obtenir la stabilisation d’un systeme
mécanique. On peut imposer une loi particuliere si possible assez simple et vérifier
ensuite qu’avec cette loi on obtient une décroissance de 1’énergie associée au
systeme. On peut également modéliser un mécanisme dissipatif en l'introduisant
directement dans I’équation d’évolution du systeme. Enfin, une autre méthode,
que nous reverrons plus loin dans ce paragraphe, consiste a obtenir un feedback
de maniere implicite comme solution d’un probleme de controle optimal.
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En ce qui concerne les résultats de stabilisation uniforme qui consiste a obte-
nir U'estimation suivante: V {¢°, y'} des données initiales dans les "bons espaces”,
il existe C' et a deux constantes strictements positives telles que:

E(t) < CE(0)e™®, Vvt >0. (3.1.1)

Les techniques pour vérifier cette estimation sont nombreuses, mais on peut ce-
pendant les diviser en deux classes bien distinctes:

— on obtient explicitement ’estimation

— on obtient I'estimation implicitement en faisant intervenir des concepts plus
abstraits que nous allons rappeler maintenant

3.1.2 Estimations explicites

Le cas le plus simple est celui o I'on a appliqué le feedback qu’il faut, par
exemple en calculant une dérivée de I’énergie qui fait intervenir directement le
terme de bord ou 'on veut exercer le feedback.

Une autre méthode consiste a obtenir une estimation des fréquences du systeme,
c’est-a-dire a relier I’abscisse spectrale du probleme au tauzr de décroissance a de
I'énergie (voir par exemple H. Wang and G. Chen [106]).

Pour les systemes en dimension finie, le taux de décroissance de la solution
d’un probleme de stabilisation est 1’abscisse spectrale. Malheureusement pour
les systemes linéaires de dimension infinie, il n’y a pas de résultats analogues qui
soient généraux. Néanmoins, on peut obtenir une estimation du taux de conver-
gence « en fonction de différentes quantités liées soit directement aux parametres
mécaniques, soit indirectement a des normes liées aux calculs du feedback. Dans le
calcul du feedback comme solution d’un probleme de controle optimal nécessitant
la résolution d’équations de Riccati algébriques, on peut également relier o a la
norme de 'opérateur de Riccati (voir A. Benabdallah et M. Lenczner [10]). Enfin
par 'utilisation de 'analyse microlocale, on peut aussi montrer que « est fonction
de I’abscisse spectrale de I’équation stabilisée et d’un temps lié a la propagation
de rayons dans le domaine (voir G. Lebeau et L. Robbiano [76]).

Des outils plus complexes sont également utilisés comme la méthode de pertur-
bations de 1'énergie (voir V. Komornik et E. Zuazua [60]) qui permet d’obtenir
I'estimation par utilisation d’inégalités différentielles complexes (voir également
V. Komornik [55], B. Rao [94, 96], S. Cox et E. Zuazua [28]).

Enfin, par utilisation d’une représentation abstraite du systeme, on peut montrer
qu’il existe un semi-groupe de contractions vérifiant une inégalité particuliere et
en déduire I'estimation par équivalence de normes ou par des techniques de mul-
tiplicateurs ou enfin par utilisation de fonctionnelles de Liapunov ad hoc (voir
[. Lasiecka [69], B. Rao [94, 93, 96, 95, 97| pour les systemes hybrides (poutre
d’Euler-Navier-Bernoulli (ou plaque) et corps rigide ou masse), A. Benabdallah
et al [51, 11] pour les systemes thermoélastiques).
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3.1.3 Controlabilité et stabilisabilité

Malgré la différence intrinseque aux deux types de controles (boucle ouverte
ou fermée), il se trouve que les concepts de contrilabilité exacte qui concernent
a priori les lois en boucle ouverte et de stabilisabilité qui est lié aux feedbacks,
peuvent etre déduits 'un de 1’autre.

En ce qui concerne les systemes linéaires en dimension finie ’équivalence des
deux propriétés est bien connue, par contre pour les systemes en dimension in-
finie leur équivalence est soumise a des conditions supplémentaires, du moins
lorqu’il s’agit de déduire la controlabilité exacte a partir de la stabilisabilité.

En effet, on a une propriété plus forte pour 'implication inverse, soit :

Propriété 3.1 : Les systemes linéaires controlables exactement sont stabilisables
exponentiellement.

Pour démontrer la réciproque, on a le choix entre deux conditions supplémentaires
a vérifier :

- on peut définir une notion plus forte que la stabilisabilité exponentielle :

on dit qu'un systeme est completement stabilisable si pour tout w € R ar-
bitraire, il existe un opérateur linéaire continu K dans les bons espaces et
une constante M > 0 telle que, le semi-groupe Sk (¢) engendré par K vérifie
Sk(t) < Me“t, pour tout t > 0.

Sous ces hypotheses, si le systeme est completement stabilisable et 1'opérateur
A génere un groupe d’opérateur S(t), alors il est contrélable exactement en un
temps 7' > 0 (voir J. Zabczyk p. 229 [107]).

- lautre condition est que le systeme soit réversible en temps (voir D.L. Russell
[103]). On voit que cette derniére condition, aussi appelée principe de Russell, est
plus faible que la précédente.

Remarque 3.1 a titre d’informations complémentaires, on peut préciser que
des résultats récents de R. Rebarber and G. Weiss [98] permettent de déduire la
controlabilité exacte, non plus a l'aide de la stabilisabilité (avec les hypotheses
supplémentaires que 1'on vient d’énumérer), mais a 1’aide d’une propriété moins
forte qu’ils nomment optimilisabilité.

Il est donc clair, d’apres le chapitre 1, que la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli est
stabilisable exponentiellement.
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3.1.4 Meéthodes constructives

La question cruciale est d’avoir une méthode qui permette de construire une
telle loi. Une premiere méthode est une réponse a la question suivante:

— les feedbacks de stabilisation usuels sont-ils optimaux par rapport a quelques
performances?

Autrement dit, existe-t-il un probleme de contréole optimal dont le minimum est
atteint par ce feedback?

Cette méthode consiste donc a construire le feedback par résolution d’un probléme
de contréle optimal (voir J.-L. Lions [84]): on découple le systeme d’optimalité
qui caractérise la solution unique du probleme de controle optimal ce qui permet
de calculer les opérateurs de stabilisation qui définissent le feedback par résolution
d’équations de Riccati algébriques infinies dimensionnelles.

Remarque 3.2 On vérifie que 'on a stabilisation exponentielle en appliquant
un théoreme de R. Datko [101].

On peut remarquer (voir par exemple J.E. Lagnese [65]) qu’une fois que la fonc-
tionnelle de cotlt (associée au probleme de controle optimal) est donnée, les
opérateurs de stabilisation sont définis de fagon unique. Mais il y a une infinité
de choix possible pour cette fonctionnelle. De plus, les opérateurs de stabilisation
ne peuvent étre trouvés explicitement. Enfin, last but not least on n’a pas d’esti-
mation du taux de décroissance exponentiel.

C’est a partir de ces deux observations que V. Komornik [57, 58, 59] a pro-
posé une méthode similaire dans [’esprit a la méthode HUM, aussi générale et qui
donne des résultats plus forts.

L’avantage fondamental de cette nouvelle technique est que les opérateurs qui
permettent de calculer le feedback sont connus ezplicitement et surtout que l'on
peut imposer un taux de décroissance exponentiel arbitrairement élevé.

Cette derniere caractéristique est remarquable car on sait certes construire des
feedbacks plus simples que celui proposé par Komornik, mais ceux-ci ont un taux
de décroissance qui est borné.

3.1.5 Plan du chapitre

Tout d’abord, on introduit au paragraphe 3.2.2 la méthode de construction
proposée par V. Komornik pour obtenir une loi de rétroaction permettant d’im-
poser un taux de décroissance arbitrairement élevé d’'une norme associée a la
poutre d’Euler-Navier-Bernoulli.

Remarque 3.3 Comme pour la méthode HUM, cette norme est imposée par
I’espace auquel appartiennent les données initiales. Il est important de noter qu’il
ne s’agit pas de I’énergie mécanique du systeme.
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On indique une légere modification proposée par F. Bourquin [59] de la définition
du grammien de stabilisabilité qui permet de construire le feedback. On donne
ensuite une démonstration formelle, exacte en dimension finie, de ’estimation
recherchée (théoreme 3.1) qui donne la décroissance exponentielle a taux arbi-
trairement élevé d’'une norme associée a la solution du systeme.

On obtient en particulier une estimation de la constante de majoration de cette
estimation en fonction des constantes des inégalités inverse et directe du gram-
mien de controlabilité analogue a notre grammien de stabilisabilité.

Au paragraphe 3.3 on applique la méthode de superposition modale pour cal-
culer une loi de rétroaction approchée ainsi que la méthode de Faedo-Galerkin
qui permet de calculer une réponse approchée.

On donne au paragraphe 3.3.7 une propriété importante vérifiée par la fonction de
Liapunov approchée, ainsi que deux expressions de sa dérivée, ce qui nous permet-
tra d’expliquer pourquoi le taux de décroissance de la norme L?(0, L) x H~2(0, L)
de la réponse est deux fois plus élevé que celui imposé (voir tests numériques du
chapitre 4.1).

Nous proposons au paragraphe 3.4 une double régularisation de la loi originale
qui permet de réduire I’augmentation de la norme de la réponse pour des taux
élevés, tout en conservant le méme taux de décroissance.
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3.2 Formulation du probleme exact

3.2.1 Introduction

L’algorithme de construction d’une loi de rétroaction permettant d’imposer
une stabilisation exponentielle a tauz arbitraire de la poutre d’Euler-Navier-
Bernoulli est tout d’abord présenté dans la version originale de V. Komornik
[58] puis dans la version modifiée de F. Bourquin [59].

Comme nous 'avons rappelé dans l'introduction, cette méthode constructive est
I’analogue pour la contrélabilité exacte de la méthode HUM, aussi nous allons
retrouver les mémes étapes que dans la méthode HUM, c’est-a-dire :

— construction d'un grammien de stabilisabilité a 1’aide du probléeme adjoint
associé

— calcul de la loi de controle a ’aide d’un opérateur particulier défini a partir
du grammien

Nous donnerons ensuite 1’estimation principale que 1’on obtient avec cette loi de
rétroaction au théoreme 3.1 dont nous ferons une démonstration formelle qui est
exacte en dimension finie.

Avec cette démonstration, la constante de majoration de cette estimation est cal-
culée en fonction des constantes des inégalités inverse et directe de la méthode
HUM. On remarquera alors qu’en calculant directement la constante en encadrant
non plus le grammien de controlabilité comme dans la démonstration précédente,
mais le grammien de stabilisabilité, on obtient ainsi une autre expression qui
dépend plus directement du probléeme considéré.

3.2.2 Présentation de la méthode

A. Version originale

Comme dans le chapitre 1, on considére les mouvements de flexion dans un
plan d’une poutre d’Euler-Navier-Bernoulli encastrée a son extrémité gauche et
dont on impose ’angle de rotation a ’autre extrémité, le déplacement transverse
de y étant bloqué a cette méme extrémité.

Remarque 3.4 La grande généralité de la méthode constructive proposée par
V. Komornik (qui découle de la méthode HUM de J.-L. Lions) permet d’exer-
cer d’autres types d’actions, en particulier de controler en déplacement la poutre
(voir F. Bourquin, J.-S. Briffaut et M. Collet [16] a ’Annexe H).

On note T' (T > 0) I’horizon de stabilisation, L la longueur de la poutre, p la
densité, A la section, F le module d’Young et I le moment d’inertie de flexion de
la poutre.
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Pour {y° y'} des données initiales suffisamment régulieres, on cherche y(x,t)
solution de:

' pAgiy (z,t) + Elg4z(x,t) =0 dans (0,L) x (0,T),
y(0,t) = y(L,t) = ?(O,t) =0 sur (0,7T),
" @ (3.2.2)
a_x(L’t) = v(t) sur (0,7),
| y(x,0) = y°(z), %(w,O) =y (z) sur (0,L).

Afin de définir la loi de rétroaction v(t) = F (y(t),%

probleme d’observabilité suivant, a chaque instant ¢ > 0:

(t)), on introduit le

( 2 4

Aaf(x s t)+E1‘;f( 1) = dans (0,L) x (0, S),
©(0,s,t) = p(L,s,t) = g—i(o, s,t) = g—gp(L s,t) =0 sur (0,5), (3.2.3)
Lm0 =d), w0 =) dans (0,1),

ou s joue le role d’un temps fictif, et S un horizon fictif.

Remarque 3.5 A priori, S est différent de 7.

Soit le probleme rétrograde que 1'on résout avec ¢ solution de (3.2.3):

(012 sty 4 B10 w5 ) =0 dans (0,L) x (0,9)
p a 2 ? ? a ? ? ?
¥(0,s,t) =(L, s, t) = w(O s,t) =0 sur (0,5),
oz
o o (3.2.4)
a_x(L’ s,t) = ’QWSEIW(L s, t) sur (0,5),
Y(z, S) = z—f(x, S)=0 dans (0, L).
On définit alors 'opérateur
Aus: {° (), 0" ()} — 8_1/)(0 t), —1(0,t) (3.2.5)
w,S ¥ y P s s . 2.

Avec ces notations, l'opérateur A, ¢ vérifie la propriété suivante :
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Propriété 3.2 Vt > 0, V{0, ¢'} € H2(0,L) x L*(0, L),

<Aus {£°@), 'O} {0} > =
s oy 82 9%C (3.2.6)
/0 BIS 2 (L t,5) BTS2 (L, 8)d5,

ot p(t) (resp. C) est la solution du probleme adjoint (3.2.3) pour les données
initiales {°(t), p*(t)} (resp. {cpo, gol}) solutions de (3.2.5), et ds = ds/pA.

DEMONSTRATION :

On applique la méme technique, a chaque instant ¢ > 0, que pour le calcul
de Popérateur A de la controlabilité exacte (voir au chapitre 1 la démonstration
de la propriété 1.1 du paragraphe 1.2 ). O

D’apres cette propriété, 'opérateur A, g est donc associé a la forme bilinéaire
suivante :

Définition 3.1 Pour tout t > 0, et pour tout {goAO, cpAl} € HZ(0,L) x L*(0, L),

ass ({£°(0), 20}, {2, v“})
g (3.2.7)
- / —MEJ—(L t,s)EI5 (L, 5)ds,

ot p(t) (resp. C) est la solution du probleme adjoint (3.2.3) pour les données
initiales {°(t), p*(t)} (resp. {cpo, gol}) solutions de (3.2.5), et ds = (ds/pA).

Nous admettrons les propriétés démontrées dans le cas général par V. Komor-
nik [59] concernant 'opérateur A, g et la forme bilinéaire a, g, en particulier la
continuité et la coercivité de la forme bilinéaire.

Pour des données initiales {z°, 2!} assez régulieres, il existe une unique solution
{? '} de I'équation variationnelle :

{0} € H3(0,L) x L*(0,L),
aus ({¢% 0"} {¢"0'}) = /OL (1¢" = 2°¢Y) do.  (3.2.8)
On définit alors 'opérateur £ de la facon suivante:

Définition 3.2

{¢%¢'} = {2} (3.2.9)
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On choisit comme loi de rétroaction :

Définition 3.3

2

v(t) = EI%HE {y' (), —y(®)}) (& = L) (3.2.10)

avec Py : R? — R la projection sur la premiére composante.

B. Version modifiée

En réalité, comme I’a remarqué F. Bourquin, il est nécessaire de légerement
modifier la définition du grammien pour obtenir les résultats d’existence ad hoc
(voir V. Komornik [59]).

On reprend les mémes équations que dans le paragraphe 3.2.2 précédent mais
avec S =T, = T + 1/(2w), et a la place de la fonction e la fonction e, (s)
que l'on définit de la fagon suivante:

Définition 3.4

(s) = - P=s=t (3.2.11)
T 2we 2 T(T), — 5) T<s<T, =
On a alors un nouvel opérateur, que l'on note A, r, au lieu de A, g:
Propriété 3.3 V¢ > 0, v{gSO, 351} € H2(0,L) x L2(0, L),
<Aor {°(®), 0" O}, {e% 9!} > =
T, 2o 92¢ o (3.2.12)
/0 ul$) B 5(Lot, 5) BTS2 (Lt, )d5,

et la forme bilinéaire associée :

Définition 3.5 Pour tout t > 0, et pour tout {350, 9131} € HZ(0,L) x L*(0, L),

a,r({9°(), o' (1)}, {9, ¢ }) =

T, 0 0%C .
/0 Cu($) EI S (Lyt, 5) BIS (L1, 5)d5.

(3.2.13)

3.2.3 Etude de la stabilisation uniforme

Puisqu’il y a controlabilité exacte du probleme étudié, on sait qu’il y a par
conséquent stabilisation uniforme et méme exponentielle (voir 'introduction de
ce chapitre et D.L. Russel [102]).
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La loi de rétroaction proposée par V. Komornik permet de choisir de fagon arbi-
traire le taux que 1’on veut imposer.

Afin d’alléger la présentation, on adopte les notations suivantes:
x(t) ={y'(t),—y()}, Vt=0, (3.2.14)
et H=H %(0,L)x L*O0, L).

Théoréme 3.1 YVw > 0, VI' > 0, V{y',4°} € H, I C(w,T) > 0 tels que la
solution du probléme (3.2.2) vérifie:

2(®)]|3 < C(w, T)||x(0)][e~*", Vt > 0. (3.2.15)

A. Démonstration formelle de ’estimation

Le théoreme 3.1 a été démontré dans un cadre plus général par V. Komornik
[56], [57] et [59], nous allons en faire une démonstration formelle pour la version
modifiée de la loi de rétroaction.

Lorsque ce sera nécessaire, on donnera les résultats différents obtenus avec la
premiere version. Il suffit de remplacer T,, par S pour obtenir le théoreme dans
sa version originale.

Avant de commencer la démonstration nous avons besoin de définir la fonction
de Liapunov suivante:

Définition 3.6
E(t) = pA < AJ'x(t),z(t) >, Vt>0. (3.2.16)

Nous allons montrer dans la démonstration du théoreme qu’il s’agit bien d’une
fonction de Liapunov, autrement dit qu’appliquée a la solution x(t) elle vérifie
une inégalité de Gronwall avec le taux voulu.

Remarque 3.6 Nous reviendrons ultérieurement sur cette fonction au para-
graphe 3.3.7.

DEMONSTRATION :

La démonstration se déroule en deux étapes:

1. Tout d’abord on vérifie la décroissance exponentielle de la fonctionnelle de
Liapunov:

E(t) < E(0)e 2!, vt >0. (3.2.17)
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2. Puis on montre 1’équivalence des normes: x(t) — ||z (t)||3 et z(t) — pA <
AJta(t),z(t) >, Vvt > 0.

1) Pour montrer linégalité (3.2.17) on vérifie l'inégalité de Gronwall suivante :

Propriété 3.4

d - .
B < —2wE(), V0. (3.2.18)

Formellement, on a:

LEw) = 2p4 < Alw(t), (1) >

dt
= 204 <{0).0' O} WO, O} >, (3219)

On développe ce produit scalaire, en tenant compte de I’équation (3.2.2) dont y
est solution, ce qui donne:

d -~ 8y
LB =2 EI/ t)d A/ td| 2.9
‘ [ Vi + p at(m] (32.20)
On integre par parties 'expression précédente :
d -~ o2 <,0 L 4 0
LB =2 | (122 (1, El /
dt (t) = ( 02 2 ) + 3:}64 dx
+pA/ gpl(t)—y(t)dx] . (3.2.21)
0 ot

Remarque 3.7 L’idée de faire apparaitre le terme de bord, autrement dit la
loi de rétroaction, par intégration par parties de la formulation variationnelle
obtenue a partir de I’équation (3.2.2), sera utilisée pour calculer la réponse du
systeme.

0
On note ®(t,s) = a—go(t, s), qui est par conséquent solution de:
s

pAD" () 5) + EI??( s)=0 dans (0, L) x (0,T,),
B(0,s) = ®(L, 5) = g—i(o, s) = ‘Z—i(L, s)=0 sur (0,T,),  (3:222)
O (z,0) = d°(x), @' (z,0) = D!(x) dans (0, L),

avec les données initiales suivantes:

() = p(z), O (r)=— (%) aa;io (z) dans (0,L). (3.2.23)
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Dans ces conditions,

d

—B(t) = -2

(EIa; ZO(L,t)> +pA<{CI>0(t),<I>1(t)},a:(t)> . (3.2.24)

Mais, d’apres la propriété 3.2, on a:
pA < {@°(1), @' (1)}, x(t) >
9 0?d

:/0 eu(s)ET5 2 (L,t, s $)EI 5 (L.t 5)ds (3.2.25)

et par définition de 'intégrale:

_/OTw dis <ew(s)(EI%(L,t, S))2> ds = —/ dew (EIg—(L t S)>2
—2pA < {@0() O (1)}, a(t) >,

— (Elg “ (Lt 0))2. (3.2.26)

Remarque 3.8 Pour la version originale, on a dans le dernier terme de droite
de I’égalité ci-dessus le terme supplémentaire :

e 2o (Elﬁ(L t, S)>2. (3.2.27)
0z?
Sachant que:
iew( ) < —2wey(s), Vse[0,T,], (3.2.28)

ds
on en déduit aisément, en appliquant (3.2.26) a (3.2.24), que:

th(t) < —2wE(t) — (EI?; ~(L,t, 0))2. (3.2.29)

Remarque 3.9 D’apres la remarque précédente, on a donc pour la version ori-
ginale:

d

th( ) < —2wE(t) — <E182 (L,t, 0))2 — e o (Eli(L t, S)>2 .(3.2.30)

0z? 0z?

Le dernier terme de droite de I’égalité étant négatif, on a finalement :

th() —2wE(t), Vt>0. (3.2.31)
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On conclut cette premiere étape en appliquant le lemme de Gronwall.

2) Montrons, pour tout t > 0, I’équivalence des normes:

o(t) — [[z(t)|ln et z(t) — pA < AJ'z(t),2(t) > . (3.2.32)

De la méme fagon que l'on a noté z(t) = {y'(¢), —y(t)}, on pose afin d’alléger la
présentation :

2(t) = {e"(1), ' ()}, Vt=0. (3.2.33)

La controlabilité exacte du systeme implique que, pour les données initiales choi-
sies, les inégalités dites directe et inverse sont vérifiées (propriété 1.2), c’est-a-dire :

Vt >0, VI >0, Jay(T, L), s(T, L) >0,V 2(t) € H*,

(T, L) ||2(t) |2 </ (Ela (L, t)) d3 < an(T, L)||2(t)|%-. (3.2.34)

Afin de simplifier les notations, on ne note pas désormais la dépendance en L et
T des constantes oy et as.

Remarque 3.10 Rappelons que cette inégalité est vraie pour tout 1" arbitraire-
ment petit (voir E. Zuazua [108]).

Pour tout s € [0,7,], e,(s) < e 2, on a donc:

/OT” (s )(Elgf(L s t> ds>/ eu(s (EI (L, s t)>2d§,
> e*W/O (Elg "L, t)>2d§. (3.2.35)

et par définition de e, (s):

/OTW o(3) <El%(L s t)>2d§: /OT ~2us <EI%(L s t)>2d§

2

+/T°’ o(5) (EI%(L s t)>2d§. (3.2.36)

T

Or pour tout s € [T,T,], e,(s) < e on a donc:

/OTw ()(E[Z2Q(L,s,t)>2d§ < /0 (Elg22(L ) t)>2d§
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T, 2 2
et /T (Ef%(L,s,t)> d3
2

672wT T o ) 2
< —_— S. 2.
< (1 + 5 )/0 <E18$2 (L,s,t)) ds. (3.2.37)

Remarque 3.11 On a la méme majoration avec la version originale. En prenant
S au lieu de 1" dans les inégalités inverses et directes, et donc également dans le
terme exponentiel qui apparait dans le premier membre de ’inégalité précédente.

D’apres les inégalités inverses et directes, il vient :
Billz(®) |5 < < Auz(t), 2(t) > < Bollz(t)|5-, Vz(t) € H* (3.2.38)

avec:

—2wT
ﬁl = 051672WT, ﬂg = (9 (1 + e2u)T > y (3239)

ce qui peut s’écrire aussi:

2

< < ASta(), 2 (t) >< B HA;lx(t)HH* . Va(t) € H. (3.2.40)

2
B As= 0],
Or par continuité de A_!, on a:

< AS'a(t),x(t) > < |AZ'a@)| e @l Vo) € A, (3.2.41)

donc d’apres l'encadrement (3.2.40) :

< Lle()ln, V() € K. (3.2.42)

Ao, < 5

Comme d’autre part, on a par définition de la norme et d’apres I'inégalité (3.2.38) :

< Ayz(t), 2(t) >

[Aul| = sup = s, (3.2.43)
amens 1EO15 :
on en déduit:
le (@)l = [AuAZ 2 ()], < B||AT 2 @), Va() € H. (3.2.44)

En appliquant a (3.2.40), les inégalités (3.2.42) et (3.2.44), on obtient ’équivalence
recherchée :

(%) le@)l7 < < AJta(t),=(t) > < (%) 2 (t)|1% (3.2.45)
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Conclusion: On applique cette équivalence de normes a la décroissance expo-
nentielle de la fonctionnelle de Liapunov et on obtient finalement I’estimation
recherchée, soit :

lz(t) ||z < C(w, T)||z(0)[|e™, Vt>0 (3.2.46)

B 52 3/2_ ) 3/2 . 1 3/2
C(w,T) = (E) = <Oé_1) <e2 T+2w—T) : (3.2.47)

avec

O

B. Remarques sur ’estimation de C(w,T’)
Au lieu de majorer brutalement :

Lo —2ws 8230 ’
/0 e (Efw(L,t,s)> ds (3.2.48)

comme en (3.2.38), on pourrait trouver deux constantes Ci(w,T,) et Cy(w,T,,)
strictement positives telles que, pour tout z(t) € H*, on vérifie:

Cr(w, T)||2(®)|

T, o2 2
2. < /0 e 2 (EI—(p(L,t,s)> ds

Ox?
< Co(w, T)||2(t) |3 (3.2.49)
En reprenant la démonstration de I’étape 2, on obtiendrait alors:
l2(®)ll < Clw, T)[l2(0)lxe™", Vvt >0 (3.2.50)
avec
Clw,T,) = (Cy/Ch)7. (3.2.51)

On déterminera numériquement, dans le paragraphe 4.3, la dépendance en w et T'
de ces deux constantes. On montrera en particulier que, sous certaines conditions,
elles sont indépendantes de 1'.

On vérifiera numériquement au paragraphe 4.2 que I'on a une décroissance avec
un taux deux fois plus élevé. Cela est du au dernier calcul de la premiere étape ou
'on néglige le second terme de droite de 'inégalité (3.2.29). Or il s’avere que ce
terme est équivalent a la fonctionnelle de Liapunov, ce qui modifie donc le taux
de décroissance obtenu.

Remarque 3.12 Dans la version originale, on obtient le théoreme 3.1 pour tout
S > 0 au lieu de T > 0. On a donc une constante qui dépend non de T mais de

S.
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On insiste sur le fait qu’a priori, on peut choisir un S totalement différent de
T. Les résultats numériques peuvent étre tres différents selon les valeurs de ce
parametre (voir paragraphe 4.11).

3.3 Approximation par superposition modale

3.3.1 Introduction

De la méme fagon que pour le controle HUM, on résout le probleme par une
méthode de Galerkin avec (\;, goz):;of les modes propres solution de:

d*0;
(x) = \ipAb;(x), Vx €]0,L]

dx?
0(0) = 0:(L) = 5 (0) = T (r) = 0

ET

(3.3.52)

rangés de telle sorte que les valeurs propres forment une suite croissante et dont
les fonctions propres sont normalisées dans L?(0, L). Pour tout entier N > 0, on
pose Vy = Vect{0y,...,0x}.

3.3.2 Calcul du grammien de stabilisabilité

Pour tout couple {2°, z'}, on définit {¢%, ¢k} € Vi x Viy comme I'unique
solution de 'équation variationnelle: V{(%, (N} € Vv X Vi,

ws ({eheh ) ) = [emrl 28w gpl N (L s

L
- /0 (#1¢% — 2°¢k) da (3.3.53)

ol ¢y (x,s) (resp. (n) est la solution du méme probleme adjoint qu’au niveau
continu, soit :

( 0N 0N
pAW(ZL",S) +an Ot (fra;) =0 dans (0, L) x (0,5),
on(0,s) = pn(L,s) = e (0,s) o (L,s) =0 sur (0,5), (3.3.54)
0
| o0 = @h(@), T.0) = ph() dans (0, L)

pour les données initiales {p%, o} (resp. {¢%, ¢4 }) solutions de (3.3.53).

Remarque 3.13 Comme dans le cas du controle HUM, il est important de re-
marquer que la vérification de la conservation de la quantité de mouvement par
oy est fondamentale pour 'application de la méthode de superposition modale.
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Soient :
N N
on(z,s) = ai(s)b;(x) (resp. (n(,s) =D di(s)ﬁi(m)> (3.3.55)
i=1 1=1
avec
N N
A0 =S tie) (rew. o) = L 3000)).
i=1 i=1
N Vv (3.3.56)
AW =300 (resp. o) = 3-50.0))
i=1 =1
dont les composantes vérifient pour tout ¢ =1,...,N:
; )"L ] = 07
ai(s) + A (;9) (3.3.57)
a;(0) =7, o5(0) =4;

et par conséquent
0i
a;(s) = ; cos <S\/)TZ> + \/T sin <s\/)\7> , Vs e|0,S]. (3.3.58)
Ai

En conservant la méme notation pour le moment projeté que dans le chapitre 1,
c’est-a-dire :

0%0;

.= EI
mn 02

(L), (3.3.59)

on a alors 'expression explicite du grammien de stabilisabilité, en effet :
S N N

aus ({Phen} {h G }) = /0 e Y ai(s)mi Y dy(s)m; d3
i=1 j=1

= i i (/OS e a;(s) dy(s) d§> mim

i=1j=1

= Y g (M A w. S, By, B ) mmf3.3.60)

1<i,j<N

Remarque 3.14 On se référera a I’Annexe G pour l'expression exacte de la
forme quadratique du second membre de droite de (3.3.60).

On peut ainsi définir ’analogue discret de l'opérateur L :

Définition 3.7

{oh on}=Ln {2} (3.3.61)
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3.3.3 Formulation de Faedo-Galerkin

Comme pour le calcul de la réponse controlée en boucle ouverte, on cherche
a obtenir une formulation semi-tres faible dans laquelle on ait le terme de bord
qui correspond au controle, ceci afin de pouvoir appliquer la méthode de Faedo-
Galerkin.

On multiplie I'équation différentielle (3.2.2) par une fonction test w € H*(0, L) N
HZ(0,L), puis on intégre cette expression par parties sur [0, L], autant de fois
que nécessaire, afin de faire apparaitre le terme de bord correspondant a la loi de
rétroaction. On obtient :

L Lo dtw
pA/ y" (8w d + EI/ y (Y e
0 0 d:r4 (3 3 62)
d2w . .
= —v(t)EIF(L), vw € H*(0,L) N HZ(0, L).
X

Pour tout entier M > 0 différent a priori de N, on prend comme approximation
de la réponse de la poutre controlée yys n(t) solution de:

L L d*
pA/ Ynrn (D) wn d:r+EI/ Yy, (1) dwiv[ dx
0 0 z Lw (3.3.63)
M
= —UNyM(t)EI e (L), va € Vu
avec comme choix de controle approché:
Définition 3.8
o (t) = EI%HCN ({ywar (0, ¥y O)}) (x = 1) (3.3.64)
0
et pour données initiales :
yn,n (0) = PY(y%), v (0) = PY(y'). (3.3.65)

On note ap n(t) (resp. {ﬁ?\,’M(t),ﬁ}vyM(t)}) le vecteur composante de yu n(t)
(resp. {cp?v,M(t), @}V’M(t)}) dans la base de Vj; (resp. Vy).

3.3.4 Calcul du controéle approché

On définit le couple {@?V’M(t),go}v,M(t)} comme la solution, a tout instant
t>0,de:

{Dnr(®), Pha®) ) = L {ann(®), ahyn(t)} (3.3.66)

et d’apres la définition de 'opérateur Ly, il est par conséquent également solution
du systeme matriciel :
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Kooy { B3 ®), By ® } = {ohn(®), —oun(®}, VE>0  (3.3.67)

avec K, on qui est définie par la relation (3.3.60).

On adopte les notations abusives suivantes pour les blocs de la matrice inverse :
= (KZY). 1<i<N, N+1<j<oN, (3.3.68)
? Z]
= (KYX). N+1<ij<2N
b Z]

Afin de calculer les composantes de {cp?V,M(t),cp}V,M(t)}, on définit la matrice

DD .
Kw,N,M .

— pour N < M :
(IN(“]’JJI%M)@ - (Kfﬁ)zj 1< Z:’j s N, ] (3.3.69)
0 1<i<N, N+1<j<M
— pour N > M :
(K%)= (KOF), 1<isN 1<j<M (3.3.70)

De méme on définit la matrice KLY ), (resp. KV /) en remplacant dans la
définition KDF par KD} (resp. K}\).

Alors, pour tout ¢ > 0, on vérifie:

ﬁzov,M( ) = KDNM aM N(t) — KQ%,M ann(t),

- . (3.3.71)
ﬂllV,M(t) = KX,%,M a?w,]v(t) - KX,%,M an,n ()
et donc puisque
N
Aear(t) = 3 (B (), O (@), (3.3.72)
k=1

il vient:

o) = 3 (ﬂ?v,M@))kmk



98 3.3. Approximation par superposition modale

soit finalement, en intervertissant les sommations:
M
una(t) = Y piaf(t) — gy (), (3.3.74)
j=1

avec, pour tout 1 <7 < M

N
pj = Z(Ku?,]?f,M>kjmk

v ) (3.3.75)
4 = Z(Ku?,]‘(f,M)kjmk

k=1

Remarque 3.15 On peut définir une variation de cette approximation, en cal-
culant ﬁ?v’M(t) a l'aide d’un nombre de modes My, de la réponse différent de celui
utilisé pour son calcul, c’est-a-dire M. Si PM désigne la projection sur Vj,, on
définit la nouvelle loi de rétroaction approchée de la fagon suivante:

N
UN,M,Mfl Z (ﬁNMMfl )kmk’ (3.3.76)
k=1

avec

ﬁ?v,M,Mfi (t) = Ku?,]?f,M PMfi(agw,N(t)) - Ku?,]‘(f,M PMfi(OCM,N(t))- (3.3.77)

3.3.5 Définition de 'EDO

Nous pouvons maintenant calculer explicitement les matrices de I’équation
différentielle ordinairehomogene linéaire a coefficients constants du second ordre
associée a la formulation de Faedo-Galerkin (3.3.63).

Pour tout ¢ = 1...M, on prend wy = ¢; comme fonction test dans (3.3.63)
et on développe les différents termes intégraux, d’ou:

L " d490i u n
/0 (pAyM,N(t)cpi + Elyun(t) =3 ) do =Y (aff(t) + Ny (1)) 05 (3.3.78)

j=1

d*p;
UN’M(t)EId3;2 (L) = mZZa

- mijzl%'(t) (

et donc la formulation de Faedo-Galerkin (3.3.63) s’écrit :
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MQK/I,N(t) + Da?\/{,N(t) + Koy, n(t) =0, (3.3.80)
avec pour 1 <i,5 < M:
Mij - 61]
N ~
DD
k=1 N ~
Kij = X\idij —my Z (KWD,X,’M)M M. (3.3.81)
k=1

3.3.6 Algorithme de calcul de la réponse

L’algorithme de résolution est le suivant:

1. Calcul du grammien K, on puis des matrices D et K.

2. On peut alors résoudre 'EDO (3.3.80), par exemple a 'aide d’un schéma
de Newmark, ce qui donne la réponse stabilisée.

3.3.7 Propriété de la fonctionnelle de Liapunov
Approximation

On a démontré lors de la premiere étape de la démonstration du théoreme 3.1
du paragraphe 3.2.2, que la fonctionnelle de Liapunov:

E(t) = pA < AJ'x(t), z(t) >, V¥t >0 (3.3.82)

ouz(t) = {y'(t), —y(t)}, vérifie 'inégalité (3.2.17) démontrée au paragraphe 3.2.3,
c’est-a-dire:

E(t) < B(0) e 2, vVt >0. (3.3.83)

Par conséquent, la fonctionnelle de Liapunov décroit exponentiellement avec un

taux au moins égal a 2w.
Sa version discrete est d’apres les définitions du paragraphe 3.3:

EN,M(t) = G ({QO?V,M(t): W}V,M(t)} ’ {%O?V,M(t): ()O}V,M(t)})

= {ﬂ?v,M(t)a ﬂ}v,M(t)} Kw,2N {ﬁzov,M(t)a ﬁzlv,M(t)} (3-3-84)

B?V,M(t) = Kﬁze,Mah,N(t) - KﬁX,MaM,N(t)a

. . (3.3.85)
ﬂ]lv,M(t) = KX,%,MO‘M,N@) - KX,%,MO‘M,NU)-
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Propriété

On a la propriété remarquable suivante:
Propriété 3.5 V¢t >0, V N, M entiers > 0 tels que M > N,
Ex(t) = Eyn(t). (3.3.86)
DEMONSTRATION :

Soit PN T'opérateur de projection sur les /N premiers modes. Supposons que I'on
ait démontré le lemme suivant :

Lemme 3.1 V>0, V N, M entiers > 0 tels que M > N,
{ PY(ann (1) = ann(t),
P (aly (1)) = oy (2).

On a, comme on ’a rappelé en introduction de ce paragraphe, pour tout ¢ > 0,
et pour tous NN, M entiers > 0:

(3.3.87)

EN,M(t) = {B?V,M(t)a ﬂ]lV,M(t)} Ky an {510v,M(t): 5JIV,M(t)} ) (3.3.88)

avec :

ﬂ?v,M(t) = KQJQ,MCYG\/[,N@) - KQK,MCYM,N(t)-

. . (3.3.89)
ﬁ]lv,M(t) = KX,%,MO‘%/I,N(t) - KX,%,MO‘M,N(t)-
On peut réécrire les expressions précédentes sous la forme suivante :
B (t) = KPRPY (afy y (1)) = KDXPY (amn (1)) -
(3.3.90)
Bhar () = KDRPY (ahn (1) = KYRPY (anrn (1)) -
On a donc:
B (t) = KJ§ oy (t) — KJN ann(t).
(3.3.91)

Bya(t) = KJ§ aly v (t) = KG & ann (1),

Ce qui conclut la démonstration. O

DEMONSTRATION (lemme 3.1) :
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On remarque que les matrices de 1'équation différentielle ordinaire(3.3.80) dont

apr,n(t) est solution vérifient pour tout ¢ € [1,..., N]:
N

. DD ;

D, — mzkz::l (K2Ra) e pour 1<j<N (3.3.92)
0 pour N+1<j;7<M
et
N ~
. DV ~
K,y = Nl m}; (KZNat) e pour 1< <N (3.3.93)
0 pour N+1<j<M

Puisque apy n(t) est solution de (3.3.80), on a donc Py (apn(t)) qui est solution
de:

MNyNPN (OZKLN(t)) + DN,NPN (a?w,N(t)) + ICNyNPN (OéMyN(t)) = 0. (3394)

Or ay y(t) est évidemment solution de la méme équation qui admet une solution
unique. O

Calcul de la dérivée de la fonctionnelle de Liapunov

Nous avons a notre disposition deux formes différentes de cette dérivée. En
effet, on a obtenu, lors de la démonstration du théoreme 3.1, les expressions
suivantes :

— la premiere est une conséquence directe de 'application de la formulation
semi-tres faible:

d
Vt >0 —E - 2

2 2
(Ela ;;V?’M (L t,s = 0)>

+ EI / gxﬁM yar () da

+ PA/O YoM t)yM,N(t)dff] ,  (3.3.95)

— tandis que la seconde se déduit de la précédente (voir paragraphe 3.2.3):

d - .
Vt Z 0, EEN M( ) == —2wEN7M(t) — (c/‘N,M,k(t), (3396)

ou En ark désigne le terme résiduel ainsi défini:

Définition 3.9

2
V>0, Enan(t) = ke 25 (Ela g]‘;M (L,t, S)>
X
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3280NM ?
+ (EIaTQ’(L, t, 0)) : (3.3.97)

avec pour k =1 la version usuelle et pour k = 0 la version modifiée.

C’est cette deuxieme dérivée qui permet de déduire I'inégalité (3.2.17).
Enfin, on peut remarquer que chacune de ces dérivées contient le carré de la loi
de rétroaction (voir paragraphe 4.6).

3.4 Reégularisation de la loi de rétroaction

La loi de rétroaction est le terme mathématique le plus facile a comprendre
d’un point de vue physique a la différence de la fonctionnelle de Liapunov ou de
la norme H. Rappelons qu’elle correspond a ’angle de rotation que ’on impose
a 'une des extrémités de la poutre. Par contre, son analyse numérique est loin
d’étre simple comme on pourra le vérifier au paragraphe 4.6.

Etant donné que 'on veut que cette loi soit applicable a des structures réelles,
on doit vérifier qu’elle ne prend pas des valeurs irréalistes. Il y a essentiellement
deux propriétés que doit vérifier une telle loi:

— afin de ne pas provoquer de chocs, sa valeur a l'instant initial ne doit pas
etre trop différente de zéro. Malheureusement, ce n’est en général pas le

cas, comme d’ailleurs pour la version standard du controle de la méthode
HUM.

— la loi de rétroaction doit avoir une certaine régularité.

Il serait donc tres utile, afin de vérifier ces deux propriétés, de construire un
équivalent du controle régulier pour la loi de rétroaction.

On propose une variante de la loi de rétroaction de Komornik qui garde I’énergie
du systeme inférieure a sa valeur initiale et qui diminue le spill-over tout en
préservant lefficacité globale de la version originale.

Puisque le probleme se trouve étre moins aigu pour des valeurs de w petites,
une premiere idée consiste a faire varier w en fonction du temps. On démarre
avec une valeur de w nulle, puis 'on augmente w jusqu’a une valeur nominale wy
correspondant au taux recherché.

On peut également appliquer la loi de rétroaction graduellement en la multipliant
par une fonction cut-off. Dans ce cas, on obtient exactement v(0) = 0 et donc on
élimine le choc initial.
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Pour construire notre nouvelle loi, nous avons besoin d’une fonction régularisante.

Définition 3.10 Soit f telle que: f(t) = p(t) pour t € [0,1] et f(t) = 1 pour
t>1, oupe P*(0,1) est solution de:

{ p®(0)
p(1) =

On a ainsi construit une fonction f qui est d-continiiment différentiable sur [0, col.

0 pour 0 <1 <d,

1, pV(1)=0  pour1<j<d. (3-4.98)

Définition 3.11 Soient wy le taux de décroissance que ['on veut imposé, T et
T% les durées de régularisation, on pose:

t
Lw(t) = {wo f(ﬁ) pour t € [0,T¥],
0 pour t = T*. (3.4.99)
t
.x(t) = f(5=)  pour tout t > 0.

Tx
On peut remarquer que w(t) et x(¢) ont la méme régularité que f. Nous notons
dy (resp. dy) la régularité de w(t) (resp. x(t)). De facon assez surprenante le degré

de régularité de f va jouer des roles différents selon les lois régularisantes (cut-off,
taux variable ou les deux).

Remarque 3.16 x(t) simule les procédures expérimentales usuelles de stabili-
sation.

On définit 'opérateur £, comme en (5.2.4), ou a, g est maintenant remplacé par
Ay (t),s -
La loi de rétroaction que I'on propose est la suivante :
82
o(t) = X(VELS 5 (PLLAY®), ¥ (1)) (= L), (34.100)

La loi originale est ainsi régularisée deux fois.
Remarque 3.17 On peut évidemment, comme pour la loi non-régularisée, ap-

pliquer d’autres conditions de bord et par exemple controler en déplacement (voir
F. Bourquin, J.-S. Briffaut et M. Collet [17] & ’Annexe I).
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Chapitre 4

Expériences numériques avec le
feedback de Komornik

4.1 Introduction

L’étude numérique se déroule en trois étapes. On va tout d’abord étudier la
premiere version de la loi de rétroaction de Komornik. On montrera qu’elle n’est
efficace que pour des valeurs de w et S bien précises.

On va éliminer une partie de ces problemes d’ordre paramétrique en appliquant
une version légerement différente de la loi originale, dont 1’idée revient a F. Bour-
quin [59].

Finalement, une derniere modification de celle-ci va permettre de 'appliquer de
fagon convenable pour toutes les valeurs possibles des parametres.

4.1.1 Version originale

On doit vérifier essentiellement 'inégalité (3.2.15) que I'on rappelle ci-dessous:
|lz(®)]|lx < Clw, S)||z(0)||ne™**, Vt>0. (4.1.1)

Un premier hiatus, qui n’est pas lié a la construction de la loi de rétroaction,
mais a la démonstration dans le cas discret de l'inégalité (3.2.15), tient au fait
que l'on obtient une décroissance avec un taux deux fois plus élevé que voulu.

— afin d’expliquer ce phénomene, on va étudier au paragraphe 3.2.3 la fonc-
tionnelle de Liapunov qui correspond a la norme intervenant dans la premiere
étape de la démonstration de 'inégalité (3.2.15) et qui a la propriété re-
marquable d’etre équivalente a la norme H.

On calculera sa dérivée, dont on a deux expressions différentes, et on mon-
trera que le terme que l'on élimine pour obtenir I'inégalité de Gronwall
(3.2.18), n’est négligeable qu’a certains instants.
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4.1. Introduction

au paragraphe 4.3 on va donner trois méthodes de calcul d’estimation de
de la constante C'(w,S). Notamment, on calculera numériquement cette
constante a ’aide d’une variante du test de controlabilité (voir paragraphe
5.5 du chapitre 5). Bien que tres différentes, elles donnent toutes la méme
information capitale :

C ne dépend pas de S et décroit exponentiellement en w.

au paragraphe 4.4, on étudie 1"’ énergie” du systeme stabilisé, c’est-a-dire la
norme H 2(0,L) x L?(0,L) de {y'(t), —y(t)} dont on n’a pas a priori d’es-
timation de la décroissance. En particulier, on observe qu’elle augmente au
voisinage de l'origine pour des taux de décroissance imposés trop grand.
Ce phénomene génant justifie en particulier la régularisation de la loi de
rétroaction que nous avons propose.

au paragraphe 4.5, on analyse I’abscisse spectrale de notre systeme approché
qui correspond exactement au taux de décroissance que nous imposons.
Pour cela, on calcule les poles de ’équation différentielle ordinairequi nous
sert a calculer la réponse stabilisée. Ce spectre nous permettra de mesu-
rer précisément I'influence des différents parametres de notre probleme de
stabilisation approché: w, T', S, N, M et h.

on fera ensuite au paragraphe 4.6 une étude détaillée de la loi de rétroaction.

au paragraphe 4.7, nous analyserons l'effet d’un controle incomplet de la
réponse par la loi de rétroaction. Autrement dit, nous vérifierons s’il y a de
la pollution modale.

d’un point de vue purement numérique, on vérifiera au paragraphe 4.8
que la méthode de discrétisation adoptée est bien convergente dans le cas
théoriquement résolu, c’est-a-dire ou N = M. Pour cela, comme dans le
cas de la controlabilité exacte, on étudiera la convergence en fonction du
nombre de modes des élements essentiels du probleme de stabilisation : la
fonctionnelle de Liapunov, la norme H et la loi de rétroaction.

au paragraphe 4.9, apres quelques rappels sur les schémas de Newmark,
nous analyserons 'influence des parametres 3 et v de ce type de schéma
sur le calcul de la réponse et plus généralement sur la stabilisation. On re-
gardera également la convergence de la norme H et de la fonctionnelle de
Liapunov en fonction du nombre d’itérations du schéma.

enfin, au paragraphe 4.10 nous calculerons la variation de la fonctionnelle de
cott du probleme de controle optimal que ’on peut associer a la construc-
tion de la loi de rétroaction de V. Komornik en fonction du taux w.



Chapitre 4. 107

4.1.2 Version modifiée

Comme indiqué en début d’introduction, on considerera ensuite la seconde
version de la loi de rétroaction. On comparera ces résultats avec ceux de la
premiere version, ce qui permettra de montrer qu’elle s’applique pour un plus
large spectre de parametres, mais malheureusement pas pour des valeurs de w
trop importantes. En effet, on va vérifier numériquement que la norme H aug-
mente au voisinage de l'origine pendant un certain temps avant de décroitre au
taux voulu. De plus, on observe que la valeur de la loi de rétroaction a 1’origine
augmente avec w de facon importante.

4.1.3 Version régularisée

Aussi, on proposera comme remede une double régularisation de la loi de
rétroaction. Plus précisément, on multiplie par une fonction cutt-off la loi de
rétroaction tout en lui appliquant un taux de décroissance variable en fonction
du temps. On vérifiera qu’on résout ainsi le probleme de ’explosion au voisinage
de lorigine des temps.

4.2 Fonctionnelle de Liapunov

4.2.1 Introduction

On va vérifier numériquement l'inégalité (3.3.83) et expliquer pourquoi, apres
discrétisation, on a une décroissance exponentielle deux fois plus grande, de la
forme:

ENyM(t) S D(w, S)EN,M(O) 674Wt, Vit Z 0. (422)
Remarque 4.1 Afin d’alléger les commentaires des tests, on appelle fonction-

nelle de Liapunov la fonction Ey () normalisée par Ey (0).

4.2.2 Vérification de la décroissance exponentielle

Dans les tests numériques on se fixe les parametres suivants :
h=210"3, Nt=10), S=T=1 N=M=5, (4.2.3)
ainsi que les données initiales:
a;(t=0)=a;(t=0)=0;, Vi=[l,...,M]. (4.2.4)

Remarque 4.2 Le pas de maillage ainsi que le nombre d’itérations du schéma
de Newmark sont suffisants pour les calculs effectués. Le paragraphe 4.9 indiquera
quelle précision des calculs on obtient selon le Nt choisit.
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Tout d’abord, on vérifie que la fonctionnelle de Liapunov décroit exponentielle-
ment, quelque soit le taux imposé w.

Exemple 1 On calcule donc la fonctionnelle de Liapunov pour différents w et

on la compare avec les fonctions e7*! et e (en pointillés & la figure 4.1).
10° 10°
10"
10" 10”
0 0.5 1 0 05 1
temps ens. temps ens.
10° 10°
10° 10
10-10 10-100
10-15 10-150
-20 -200
10 10
0 0.5 1 0 05 1
temps ens. tempS ens.

F1G. 4.1 - Fonctionnelle de Liapunov pour w = 1071 1,10 et 10 (de haut en bas
et de droite d gauche).

On vérifie bien I'inégalité 3.3.83 pour tous ces taux. Néanmoins on remarque que
le taux de décroissance de la fonctionnelle de Liapunov est beaucoup plus élevé
que prévu pour w trés petit, en 'occurence w = 10~! dans notre exemple.

Remarque 4.3 On se référera au paragraphe 4.11 pour I'explication de cette
décroissance excessive.

Par contre pour w assez grand, on voit que EN,M(t) est inférieure & e 2! pour
tout £ > 0, et méme qu’elle décroit exponentiellement avec un taux deuz fois plus
élevé que celui imposé. Autrement dit, cette énergie vérifie I'inégalité (4.2.2).

Afin de comprendre 'origine de cette décroissance plus élevé que prévu de la
fonctionnelle de Liapunov, nous allons maintenant étudier sa dérivée.
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4.2.3 Explication du taux deux fois supérieur

Comme on I’a vu au paragraphe 5.2.4, on a deux expressions différentes de
la dérivée de la fonctionelle de Liapunov. Tout d’abord rappelons la seconde
expression de la dérivée:

d -~

%ENyM(t) = —2wE~'N,M(t) — (c/‘N’M,k(t), (425)

ou

E . 28 0*on,um ’ *onm ?
vuk(t) =ke EI 52 (L,t,S)) +|EI 2 (L,t,0)) , (4.2.6)

avec pour k =1 la version usuelle et pour £ = 0 la version modifiée.
C’est cette dérivée que nous allons étudier numériquement car elle permet de
déduire 'inégalité importante :

d - .
%EN,M(t) S —2wEN7M(t), Vit Z 0, (427)
qui, par application du lemme de Gronwall, donne la décroissance exponentielle
de la fonctionnelle de Liapunov au taux de —w au lieu de —2w comme le montre
les premiers tests. Nous devons au préalable nous assurer que cette dérivée est
bien identique & la premiere (voir paragraphe 5.2.4).

Exemple 2 On représente a la figure 4.2 leur erreur relative pour w = 20.

-14
10

1™ V |

| W

0 0.2 0.4 0.6 0.8
temps en s.

10

[

Fi1G. 4.2 - Erreur relative des deux dérivées de la fonctionnelle de Liapunov pour
w = 20.

Cette erreur relative est tres faible (environ 107'%). Les deux calculs de la dérivée
donnent donc des résultats identiques, aussi on appelle désormais dérivée de la
fonctionnelle de Liapunov la seconde expression de la dérivée.
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Puisque 'on a vérifié, dans les tests précédents, que 1'on a décroissance avec
un taux deux fois plus élevé que prévu, c’est que les termes que 'on élimine
dans la dérivée de la fonctionnelle de Liapunov sont du méme ordre que le terme
principal 2wEy a(t).

d -
Exemple 3 En premier lieu, on compare en échelle logarithmique, —%EN, Mm(t)

4

et 2wE’N,M(t) a la figure 4.3 de gauche auquelles on superpose e~%** en pointillé.

-5
10

-3
10 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps ens. temps ens.

d - 5
Fic. 4.3 - —%ENyM(t), 2wEN () et en pointillé e ** (a gauche) et comparai-

son entre le terme négligé et 2wEN (1) (a droite).

d - 3
On voit ainsi que I'inégalité (4.2.7) est bien vérifiée et que —%EN,M(t) et 2WEN 1 (1)

4

ont un taux de décroissance tres proche de e™*! et méme légerement supérieur.

Exemple 4 Ensuite, on observe a la figure 4.3 de droite 1’évolution au cours du
temps du terme négligé par rapport a celle du terme principal de la dérivée.

On peut noter que ces deux termes diminuent globalement de la méme facon.

Le terme négligé correspondant a la différence entre la dérivée de la fonction-
nelle de Liapunov et —2wE’N,M(t), les pics que l'on observe a la figure 4.3 de
droite indiquent donc les instants ol ces deux fonctions sont les plus proches, ou
encore ceux ou I’énergie décroit au taux recherché:

d -~ .
vVt € [O,T], %EN,M(t) == —4wEN7M(t) p.p. (428)

Remarque 4.4 Au paragraphe 4.6 qui concerne ’étude de la loi de rétroaction
on obtiendra un encadrement exponentiel de la loi de rétroaction qui permet
d’obtenir le rapport avec 2wEy y(%).
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Conclusion : 'explication de la décroissance avec un taux deux fois plus élevé
que voulu est claire:

en éliminant le terme résiduel de la deuziéme expression de la dérivée de
la fonctionnelle de Liapunov on obtient une expression incompléte de cette
dérivée et par conséquent une estimation tronquée de la décroissance de la
fonctionnelle de Liapunov.

4.3 Meéthodes de calcul de C(w, 5)

Tout d’abord rappelons que sous les hypotheses du théoreme 3.1, on a:
|lz(t)]|lx < Clw, S)||z(0)||ne ", Vt>0. (4.3.9)

Nous voulons obtenir une estimation de la constante C(w, S).

En effet, celle-ci donne une information cruciale sur la décroissance de I’énergie du
systeme. En particulier, lorsque le taur de décroissance imposé w est trop élevé,
cette constante est supérieure a un de plusieurs ordres de grandeur. Dans ce cas,
I’énergie augmente pendant un certain temps avant de décroitre au taux imposé
ce qui est clairement génant pour les applications.

Remarque 4.5 On se reportera au paragraphe 4.4 pour une illustration de "aug-
mentation de I’énergie au voisinage de I'instant initial.

On peut calculer cette constante de différentes facons:

— une premiere méthode, que 'on peut qualifier de directe, consiste a calculer,
pour des données initiales quelconques, la quantité suivante:

Sup (e (®)lle/ 12(0) [ 20e") - (4.3.10)

)

— la seconde méthode est basée sur la technique utilisée lors de la démonstra-
tion du théoreme 3.1 (voir paragraphe 3.2.3) pour calculer cette constante.
Etant donné que les tests numériques ultérieurs vont montrer qu’en réalité
I’estimation que I'on obtient alors est loin d’étre optimale, on propose une
méthode de déduction de C(w, S), toujours a partir des constantes o (S)
et a(S), plus raffinée faisant intervenir le temps minimal de controlabilité
exacte numérique.

— avec la derniere méthode, on calcule directement les constantes C)(w,S)
et Cy(w,S) a laide d’une version adaptée a la stabilisation du test de
controlabilité exacte. On en déduit alors la constante C'(w, S) a I'aide de la
relation (3.2.51).
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4.3.1 Meéthode directe

Dans cette méthode, on calcule la constante suivante :

Définition 4.1 Vw >0,V S, T > 0, V{y*,y°} € H :

C (8 {0 =) = sup (Il2Olln/ I 0) ). (13.11)

Par construction, elle vérifie donc I'inégalité suivante :
C (w,S, {yl, —yo}) < C(w,S), ‘v’{yl,yo} e H. (4.3.12)

Ce n’est évidemment pas satisfaisant, car on n’a pas exactement C(w, S). Néan-
moins, les tests numériques obtenus a 'aide de cette expression vont nous fournir
Iinformation principale recherchée, c’est-a-dire la variation en fonction de w et S
de cette constante.

Tout d’abord, précisons qu’étant donné que l'on a vu au paragraphe précédent
que I'on a une décroissance avec un taux deux fois plus élevé, on va évidemment
calculer cette constante en remplacant dans sa définition w par 2w.

Exemple 5 Dans le premier test, on prend w = 1 et on fait varier S de 107! &
10.

On observe clairement, a la figure 4.4 de gauche, que C'(w, S) est indépendante
de S.
Inversement, dans le second test, on prend S =1 et on fait varier w.

On distingue trois régions pour lesquelles la constante dépend de w avec un taux
exponentiel différent :

— les w petits: w <1
— lesw moyens: 1 <w <10
— et les w grands: w > 10

comme on peut le voir a la figure 4.4 de droite et a la figure 4.5.

Remarque 4.6 L’explication des taux différents selon les régions sera donnée
au paragraphe 4.11 traitant de la deuxieme version de la loi de rétroaction de
Komornik. En anticipant les résultats de ce paragraphe, on peut dire que le choix
de S dépend de w; plus précisément, plus w est grand et plus le S fixé est proche
de la valeur optimale.
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2 10
taux exponentiel: 0.07043
1.5+
U’; x X X X X X XXX x X X X X XXX
= 1 0
O 1 10
0.5+f
0 -1
1 1
10 s 10 002 04 0.6 0.8 1

Fic. 4.4 - C(w,S) fonction de S et avec w fixté (w = 1) (a gauche). C(w,S)
fonction de w et avec S fizé (S =1) (a droite).

D’apres la remarque que nous venons de faire, le taux le plus proche de la valeur
exacte est donc celui de la figure 4.5 de droite correspondant aux w grands:

k = 0,1575. (4.3.13)

Conclusion: a l'aide de cette premiere méthode, on a déja deux informations
importantes concernant cette constante :

C est indépendant de S et varie exponentiellement en kw, ou k est une
constante strictement positive.

Etant donné que I'on a la relation (4.3.12), on ne peut évidemment commenter
les valeurs numériques obtenues d'un point de vue quantitatif. On peut seule-
ment dire qu’elles sont inférieures aux valeurs exactes (voir les deux méthodes
suivantes).

Du fait de cette croissance exponentielle en w, il est maintenant clair que pour
des w grands, la norme H va croitre pendant un certain temps (voir 4.4).

4.3.2 Estimation de C(w, S) faisant intervenir le temps mi-
nimal de contrélabilité T"

On part de la propriété fondamentale suivante :

“la méthode de construction de la loi de rétroaction proposée par Komornik
repose sur la controlabilité exacte”.

Par conséquent, on vérifie les inégalités dites directe et inverse, soit dans notre
cas particulier:
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10"

7
10

taux exponentiel: 0.1139 6 .
10 + taux exponentiel: 0.1575

10°} «

0
10°F 1 101
10°} x
10'}

0
10 ¢

10'1 L L L L -1
2 2 6 8 10 10 20 20 60 80 100
w [0)

Fic. 4.5 - Pour S fizé (S = 1), C(w,.) avec 1 < w < 10 (a gauche) et
10 < w <100 (4 droite).

Théoréme 4.1 V¢ >0,V T >0, V{e (1), (t)} € H*, 3 a1(T, L), as(T, L) >
0 tels que:

(T, L) < Qr ({¢°(1), ¢ (1)}) < 0T, L), (4.3.14)

T 02 2 .
/0 (Efw(s,t,LO d3

@ ({0 0N = i o 1319

Remarque 4.7 On se référera au paragraphe 6.2 du chapitre 6 pour un calcul
numérique de ces constantes a l'aide du test de controlabilité.

avec

Par la suite, afin d’améliorer la lisibilité des résultats on ne notera pas la dépendance
en L des constantes oy et ay.

Connaissant les bornes de Qr ({cpo(t), cpl(t)}), on peut en déduire, en utilisant

—2ws

les bornes inférieure et supérieure de e , celles de:

2

s 0%y 2
—2ws
/0 e (EI—8$2 (s,t, L)) ds

Qw,S QOO (t)a QOI (t) - ) (4316)
( /) {2 (1), 0 (£)} 13-
soient d’apres les notations du paragraphe 3.2.3:

Ci(w,S) = e 2% ay(9), Cy(w,S) = ay(9). (4.3.17)

Mais la fonctionnelle de Liapunov vérifie :

E(t) < E(0) e™, vt > 0. (4.3.18)
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L’équivalence entre la norme H et la fonctionnelle de Liapunov, qui n’est autre
que le dénominateur de @), s (.,.), nous donne la constante, soit:

C(w,S) = (%) = (Z—%)gew. (4.3.19)

Or on démontre a ’Annexe J que les constantes a; et ap dépendent linéairement
du temps (voir également le paragraphe 6.2 du chapitre 6 pour une vérication
numérique). Par conséquent, C'(w, S) est de l'ordre de €**°, et donc dépend for-
tement de S, ce qui contredit les résultats des tests de la premiere méthode. La
technique de minoration et majoration du quotient (4.3.16) a partir de (4.3.14)
est donc trop grossiere, aussi nous proposons une autre stratégie de calcul.

Tout d’abord, rappelons la propriété remarquable vérifiée par I’équation d’Euler-
Navier-Bernoulli, et de facon générale par les équations de Schrodinger :

"le systeme stabilisé est controlable exactement en un temps arbitrairement
petit”.

Autrement dit 'encadrement (4.3.14) a lieu pour tout 7" > 0 aussi petit que 'on
veut (voir par exemple E. Zuazua [108]).
Ce résultat n’est plus vrai au niveau discret :

"pour un h donné, il existe un temps minimal numérique de controlabilité
ezacte que I’on note T,

Remarque 4.8 On se réferera au paragraphe 2.5 du chapitre 2 pour une étude
numérique ce T".

L’inégalité (4.3.14) est donc vérifiée pour 7' > T, et en particulier pour 7' = T",
soit pour tout ¢t > 0,

T *onp 2
/0 (EI - (s,t,L)> d3

H{e%n®), eha @}

o (T) < < ap(T™). (4.3.20)

S . ,
On note p = Th et on réécrit le numérateur de (4.3.16) comme une somme de p

intégrales définies, pour tout n € [0, ..., p—1], sur les intervalles [nT", (n+ 1)T"] :

Définition 4.2

(n+1)T" P 2
/ S e (EI SON”’(s,t,L)> d3
il _ (4.3.21)

VOS”SP—L Qn:
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On a donc:

Qus ({#hn0), ohn(®)}) = pX::O Qn- (4.3.22)

(n+1)T" o2 2

/h (E[ a@;’h(s,t,L)> d3

n €T

o (4.3.23)

2

Vo<n<p-1, Q,>e 20t
[{&%n®), ohn®}],..

Or, par définition de 7", on a controlabilité exacte sur [0, Th] et a fortiori pour

tout n € N* sur [nT", (n + 1)Th}. Par conséquent, I'inégalité (4.3.14) est vérifiée
sur chacun de ces intervalles. En sommant les p inégalités (4.3.23), on obtient :

p—1
" (4.3.24)

ot 1— 672u}5
> o (I"M)e > (W)’

ce qui peut s’écrire:
_ouTh
Qu.s ({SO?V,h(t)aSO}v,h(t)}) > Oél(Th)e e 20 (w,S), (4.3.25)
avec Upn définie de la fagon suivante

Définition 4.3 VS > 0, Yw > 0, VI > 0,

—2wS

Tyt (w,S) — (L> . (4.3.26)

e2wTh -1
Etant donné les notations adoptées dans le paragraphe 3.2.3, on a donc:
Ch(w,8) = ay (T e 27" U (w, S). (4.3.27)

On procede de la méme facon pour déterminer la constante Cj. A partir de
'inégalité (4.3.21), on obtient:

(n+1)Th o2 2
/ (EI%(S, t, L)> d3

nTh

Qn < e 2" VO<n<p-—1, (4.3.28)

[{enm. on @},

donc:

Qus ({#hn (1), ha()}) < aa(T" ¥ (w, S), (4.3.29)
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soit :
Cy(w, S) = ay(T") Wy (w, S). (4.3.30)

Finalement, on applique 1’égalité (3.2.51) avec (4.3.27) et (4.3.30), ce qui donne:

Clw, 8) = Cy/Ch = (az(T™) fay (T7))? e*1". (4.3.31)
Conclusion

— dans I’évaluation des constantes, il est crucial de connaitre T" et par conséquent
h.

Les tests suivants que ’on va effectuer vont illustrer ce propos (voir la figure
4.8). On se reportera au paragraphe 2.5 du chapitre 2 pour le calcul de T".

— la relation (4.3.31) nous permet d’obtenir une conclusion identique a celle
de la premiere méthode:

C(w, S) est indépendante de S et croit exponentiellement en kw ot k est
une constante strictement positive.

Etude de la fonction U,

On veut vérifier que, pour des valeurs de w assez grandes, le minorant de @), s
est indépendant de S. Cela revient a montrer, d’apres 'inégalité (4.3.25), que la
fonction Wz est également invariante selon S.

Exemple 6 On regarde donc le graphe de S —— Wyn (., S) (avec T" =1071), et
on superpose les courbes obtenues pour différentes valeurs du parameétre w.

w

o

F1G. 4.6 - S+— Yz (., S) avec w comme parameétre.
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Tout d’abord, on observe a la figure 4.6, que la fonction décroit quant w aug-
mente, ce qui est conforme a l’intuition.

En effet, plus w est grand et plus Q, s ({cp?v,h(t), go}vyh(t)}) est petit. Mais sur-
tout, on peut voir que la fonction est constante par rapport a S, sauf pour des
valeurs de w petites. De plus, on remarque que, quelques soient les valeurs de w, la
fonction est constante en S pour des valeurs de S approximativement supérieures
a deux.

Exemple 7 Maintenant, on représente a la figure 4.7 le comportement de Wrpn
lorsque les deux variables varient.

40 6

F1G. 4.7 - (w,5) — Yy (w, S) avec T" fizé (4 gauche) et avec un “zoom” sur
1 <w,S <5 (adriote).

On en déduit le méme type de conclusion, en effet si I'on effectue un zoom sur
la région des 1 < w, .S < 5, on observe clairement a la figure 4.7 de droite que la
fonction ne dépend pas de S.

Pour terminer ’étude de la fonction Wzs, il reste a déterminer sa variation en
fonction du temps minimal de controlabilité T".

Le parametre 7" se comporte comme un O (I/Th) dans la fonction Wyn, par
conséquent il translate les courbes de la figure 4.6, en premiere approximation,
d’un facteur 1/7"; autrement dit, plus 7" est petit et plus le minimum de Qg
est grand.

On illustre cette propriété a la figure 4.8 ou ’on peut voir pour différentes valeurs
de 17", I’évolution de la fonction ¥y (.,.) en fonction de S pour w = 1.
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F1G. 4.8 - Wy (., S) avec T" variable et w = 1.

4.3.3 Estimation de C(w,S) a partir du calcul numérique
de C’l(w,S) et Cg(w,S)

La derniere méthode consiste a calculer les constantes C(w,S) et Cy(w,S)
a l’aide d’une variante du test de controlabilité (voir chapitre 5) adaptée a la
stabilisation.
La procédure de calcul est rigoureusement la méme, mais on remplace ’opérateur
A de la controlabilité exacte par l'opérateur A, s.
On peut alors en déduire C'(w, S) a ’aide de la relation (3.2.51), que 'on rappelle :

MY

C(w, S) = ((Cy/C)(w, S))?. (4.3.32)

A. Convergence en fonction du nombre de modes

Etant donné que ’on calcule la constante a ’aide d’un nombre finis de modes
M , il est nécessaire de connaitre la précision obtenue sur cette constante pour un
nombre de modes donné.

Exemple 8 C’est ce que 'on représente a la figure 4.9.

A droite, on voit la convergence de C(w, S) en fonction de M pour w = 10 et &
gauche la convergence de son erreur relative (M, = 200). On obtient une conver-
gence en O(M %) et ceci quelque soit w. Les constantes C; et Co ont le méme
taux de convergence que C'(w,5).

Conclusion On prend 40 modes pour calculer les constantes C (w, S) et Cy(w, S)
dans les tests suivants. Ceci nous fournit une précision suffisante d’apres les
résultats que 'on vient d’obtenir.
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10°
21.59
21.585¢ «ooxx
2 X
[} -4
C 2158 10
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21575 ©
g o
g 2157; 0%
S
o
21.565!
X
6
‘ ‘ ‘ 10
21.56, 50 100 150 200 10" 10°
M: nombre de modes M: nombre de modes

F1G. 4.9 - Convergence en fonction de M de la constante C(w, S) pour w firé (d
gauche) et erreur relative (a droite).

B. Variation de C(w, S) en fonction de S

Etant donné les résultats obtenus & I'aide de la méthode précédente, on doit
s’attendre a ce que la constante ne dépende pas de S et que Cy(w, S) et Co(w, S)
en dépendent seulement pour des S petits.

Exemple 9 C’est ce que 'on vérifie a la figure 4.10 ol 'on a prisw =1 et on a
fait varier S de 1 a 10.

1.15 i T T | 1.4
*
1.1f o o o o o o o o
1.39r
105t
1+
1.38F
0.951
0.9+ % x X x X x x x g 1370
0.851
* * * * * *
0'80 2 4 6 8 10 1'360 2 4 6 8 10
S S

Fic. 4.10- C4(.,5), Ca(.,S) (a gauche) et C(.,S) (a droite) pour w fixé (w=1)
et S variable.

En effet, on observe (a la figure de gauche) que pour w = 1 les constantes C) et
Cs croissent de facon homothétique quant S augmente vers une valeur constante.
La figure de droite montre que C décroit asymptotiquement vers une valeur
constante.
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C. Variation de C(w, S) en fonction de w

Maintenant, on veut vérifier la croissance exponentielle en fonction de w (pour
S fixé) de C'(w,.) ainsi que la décroissance exponentielle de Cy(w, .) et Cy(w,.).

Exemple 10 La figure 4.11 montre la variation en fonction de .1 < w < 1, pour
S =1, des constantes C et C5 sur la figure de gauche, et de C'(w, S) sur la figure
de droite.

1
10" ‘ ‘ ‘ ‘ 10
taux exponentiel: 0.1716
oo,
X © o
0 x x © o °
10 x x % °© 9
X
10_1 . . . . 100 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(O] ®

Fic. 4.11 - Cy(w,.), Cy(w,.) (@ gauche) et C(w,.) (a droite) pour S fizé.

A la figure 4.12: 1 < w < 10 et a la figure 4.13: 10 < w < 100.

2
10° : : : ‘ 10
x o R taux exponentiel: 0.3011
X ° ° o o
X
B 1
10 1 X | 10+
X
10° ] : : : 10’
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
[0) w

Fic. 412 - Ci(w,.), Cy(w,.) (a gauche) et C(w,.) (a droite) pour S fixé.

On observe (figures 4.11, 4.12 et 4.13), comme pour la premiere méthode, que le
taux de convergence est différent selon les régions auxquelles appartient w.
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12
100 ; ; . ! 10
L 10 )
-2 x 10 - taux exponentiel: 0.2577
10
4 x 10
10 «
x 10
-6
10 x
x 10
-8 x
L x 2
10 10° |
10_10 y y ’ ' 100 ' ’ ' '
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(0] (O]

Fic. 413 - C)(w,.), Cy(w,.) (a gauche) et C(w,.) (a droite) pour S fixé et w
trées grand.

Observations:

— l'avantage de cette technique tient a ce que I’on a pas besoin de connaitre les
constantes a; et as, et donc d’utiliser des résultats théoriques intermédiaires,
comme dans la seconde méthode.

— le fait que les taux soient différents selon les régions de w sera élucidé au
paragraphe 4.11 traitant de la loi de rétroaction modifiée. L’explication
principale réside dans le choix d’un S trop petit pour un w donné.

— on a des résultats cohérents avec les deux autres méthodes de calculs des
constantes :

— en effet, on a bien des valeurs de C(w, S) supérieures a celles obte-
nues par la premiere méthode, ce qui est en conformité avec I'inégalité
(4.3.12) vérifiée par les deux constantes.

— la constante C (w, S) décroit bien de fagon exponentielle en fonction de
w, comme l"annongait 1’égalité (4.3.27) donnée par la seconde méthode.

4.3.4 Conclusion

A la lumitre des différents tests, on peut donc dire qu’une bonne estimation
de la constante est donnée par la seconde méthode, soit :

Clw, ) = Clw) = (aa(T") oy (T7)) e, (4.3.33)

avec a1 (T") et ap(T") les constantes de coercivité et de continuité des inégalités
inverses et directes (vérifiées du fait de la controlabilité exacte du probleme) et 7
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le temps minimal de controlabilité exacte qui ne dépend que du pas de maillage.
Or, comme on l'a remarqué le rapport des constantes a;(1") et ao(T") est
indépendant de 7", on a donc:

C(w,S) = Clw) = O <e3wT") . (4.3.34)

4.4 Norme H

On adopte la terminologie de la controlabilité exacte, on appelle énergie du
systeme la norme H, ou H désigne l'espace des données initiales ad hoc pour le

probleme de stabilisation exponentielle considéré. Dans notre cas particulier, on
rappelle que H = H%(0, L) x L*(0, L).

La norme #H de z(t), a la différence de la fonctionnelle de Liapunov n’est pas
une fonction nécessairement décroissante sur U'intervalle [0, 7). On sait seulement
grace au théoreme 3.1, qu’elle est majorée par une fonction qui décroit exponen-
tiellement en fonction de w. Par conséquent, rien ne dit qu’elle ne peut augmenter
apres l'instant initial, pendant un certain temps que 1’on note 7..

On a une confirmation de cette propriété par les résultats du paragraphe 4.3
précédent. En effet, on a montré que C(w,S) = Kef ou K et k sont deux
constantes strictements positives. Par conséquent, on peut réécrire 1’estimation
du théoreme 3.1 sous la forme:

[EIG]——
[1(0)|2
Ce résultat ne contredit pas le fait que la norme H peut augmenter sur [0,7,].

Avec cette derniere estimation, on peut seulement majorer cette croissance.
Plus précisement, si I’on note:

™= sup (). (1.4.36)

te[0,1) [12(0) [l

vt > 0. (4.4.35)

on a
T < Ket. (4.4.37)

De plus, si T > 1, c’est-a-dire si la norme H a une valeur valeur supérieure a celle
de l'instant initial, on a d’apres (4.4.36):

T, < % (k- + log(K)> . (4.4.38)

w

Nous allons calculer T en fonction de w ainsi que le temps 7, pendant lequel
T>1.

Exemple 11 La figure 4.14 de gauche montre la variation de T en fonction de
w successivement pour 7' =1 et T' = 2, en échelle semi-logarithmique.
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FiGc. 4.14 - Y en fonction de w (T =1 et 2) (a gauche) et T, en fonction de w
(a droite).

On voit qu’il y a explosion aux environs de w = 50, puisque le maximum vaut
1.366 pour w = 40 et 2.788 pour w = 50.
La figure 4.14 de droite montre la variation de 7, en fonction de w.

Cette singularité n’a pour origine, ni le choix du nombre d’itérations du schéma
de Newmark Nt, ni le choix du nombre de modes de la réponse M. En effet si 'on
prend une valeur de Nt dix fois plus grande, on a toujours le méme comporte-
ment; de méme si 'on augmente M, en prenant soin naturellement d’augmenter
aussi Nt.

L’explication de ce phénomene tient au fait que plus le taux est élevé et plus
les modes de hautes fréquences sont excités au voisinage de ¢t = 0.

Exemple 12 On représente a la figure 4.15 gauche (resp. a droite) I’évolution
du premier (resp. quatrieme) mode de la réponse pour w = 1 et w = 50.

On voit qu’alors que pour le premier mode il n’y a pas de différence d’amplitude
entre les deux réponses, au voisinage de zéro les deux courbes se superposent, pour

le quatrieme mode on a déja une différence d’amplitude d’au moins un facteur 10.

Ce phénomene est d’autant plus grand que les modes sont élevés.

Exemple 13 C’est ce que I'on illustre a la figure 4.16 ou I'on montre I'historique
du quarantieme mode pour w = 1 a gauche et w = 50 a droite.

La différence d’amplitude est de ’ordre de 103,
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0.05F 0.02
O,
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-0.02r
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F1G. 4.15 - Premier mode (a gauche) et quatrieme mode (a droite) de la réponse
pour w =1 et w = 50.
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temps en s. temps en s.

F1c. 4.16 - Quarantiéme mode de la réponse pour w =1 (a4 gauche) et w = 50
(a droite).

4.5 Fréquences vibratoires

4.5.1 Rappels sur le calcul des podles

On désire analyser le spectre associé a notre probleme. La raison principale
est qu'en dimension finie le taux de décroissance exponentielle de 1’énergie du
systeme est égale a I'abscisse spectrale.

Commencons par rappeler la méthode de calcul des poles. On transforme I’équation
différentielle ordinairedu second ordre (3.3.80) dont la réponse approchée a s n (%)
est solution :

Moy y(t) + Doy y (1) + Kann (t) = 0, (4.5.39)
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en une équation du premier ordre:

!/
An(®) = R ann(t), an(t) = (20 (4.5.40)
’ OéMyN(t)
avec :
-D -K
R_[ . } (4.5.41)
On cherche alors des solutions de la forme:
OAéMyN(t) = €>\tOAéM7N(0), (4542)
ce qui revient a résoudre le probleme aux valeurs propres:
RX = )X, X =aun(0), (4.5.43)

avec (A, @(0)) les inconnues.

Remarque 4.9 Les matrices D, K sont non symétriques et de plus D a la pro-
priété remarquable de n’avoir qu’une seule valeur propre non nulle. Enfin la ma-
trice R est bien conditionnée relativement au calcul de ses valeurs propres.

On va montrer qu’en calculant ce spectre, on peut retrouver et expliquer de nom-
breuses propriétés liées au choix de w et S qui ont été déja observées lors de
I’étude de la fonctionnelle de Liapunov.

Tout d’abord on rappelle la propriété classique qui relie A a w:
Propriété 4.1 Si les hypotheses du théoreme 3.1 sont vérifiées alors

Re(\) < —w, VAeo(R), (4.5.44)
ot o(R) désigne le spectre de R.

Cette inégalité est une conséquence directe du théoreme 3.1. Inversement, si on
vérifie cette propriété, on a décroissance exponentielle en —w de ’énergie.

Autrement dit, si p désigne I'abscisse spectrale de R, on a:
p=sup{Re(A), VA€ o(R)} = —w. (4.5.45)

Remarque 4.10 Comme on a vu précédemment, le taux obtenu est en réalité
de —2w , on vérifiera donc l'inégalité (4.5.44) de la propriété 4.1 en remplacant
w par 2w.

Les parametres d’approximation de A sont donc w, S, M et N puisque par
construction les matrices D et K en dépendent (voir le paragraphe 3.3.4).
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FIG. 4.17- X pourw =1 et S =101,

4.5.2 Variation de A\ en fonction de S
Exemple 14 La figure 4.17 de gauche montre le spectre pour w = 1et S = 10" 1.

On vérifie bien la propriété 4.1, mais on a un taux beancoup plus élevé que celui
imposé. De plus, on observe que les trois premieres fréquences sont stabilisées
avec un taux beaucoup plus important que les autres. En fait, quelque soit le
nombre de modes utilisés pour le calcul du spectre, ce sont toujours toujours les
trois premieres fréquences qui ont leurs taux compris entre -25 et -45.

Néanmoins il faut nuancer cette remarque par le résultat surprenant suivant :

Exemple 15 si l’on regarde la fonctionnelle de Liapunov et la norme H pour les
mémes données, on voit a la figure 4.18 que I'on a bien une décroissance avec un
taux beaucoup plus élevé que prévu.

Fixons maintenant w et regardons pour quelles valeurs de S, A est proche de
—2w}.

Exemple 16 Ala figure 4.19 de gauche, on prend w = 1071, et & celle de droite
w=10.

On observe qu’il faut prendre un S inversement proportionnel a w pour obtenir
une valeur de I’abscisse spectrale proche du taux imposé.

En effet, plus w est grand et plus il suffit de prendre un S petit pour obtenir la
valeur recherchée.

On peut également chercher, pour un w fixé, le S le plus petit pour lequel A\ a
une partie réelle négative.

Exemple 17 On obtient la valeur critique S = 4.1072 indépendamment de w
(figure 4.20).



128 4.5. Fréquences vibratoires
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F1G. 4.18 - Fonctionnelle de Liapunov (resp. norme H) pour S = 107! & gauche
(resp. a droite).
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F1G. 4.19 - X pour w = 107" a gauche (w = 10 a droite) avec S variable.

Insistons sur le fait que si 'on augmente le nombre de modes utilisés pour calculer
le spectre, cela ne change pas la valeur critique obtenue. Par exemple, on obtient
la méme valeur avec 20 modes ou avec 100 modes, et ceci quelque soit le pas de
maillage.

4.5.3 Variation de u en fonction de w

On procede de fagon inverse par rapport a I’étude précédente. On se fixe une
valeur de S et on regarde la variation de ’abscisse spectrale en fonction de w .

Exemple 18 On voit a la figure 4.21 que pour S = 1 on a une valeur tres proche
de —2w, alors que pour S = 107, u est trés inférieur.

On observe également que plus w est grand et plus les abscisses spectrales cal-
culées pour des S différents sont proches.
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Fi1c. 4.20 - Variation de p en fonction de S pour w =1 (a gauche) et X pour le
S le plus petit tel que Re (\) < 0 (a droite).
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F1G. 4.21 - Variation de ji avec w pour S =101 et S =1 .

Spectre pour N < M

Il est intéressant de vérifier que lorsqu’on calcule la réponse avec un nombre
de modes supérieur a celui de la loi de rétroaction, on n’agit pas sur les modes
supérieurs de la réponse.

Exemple 19 C’est bien ce que l'on observe a la figure 4.22 de gauche, ou l'on
montre le spectre calculé avec N =15, M =20 et w = 1.

Les cinq valeurs propres les plus élevées ont une partie réelle de 'ordre de —10714,
or la précision machine de MATLAB est d’environ 10716, elles sont donc nulles.
Les autres A\ ont une partie réelle tres proche du taux imposé.

Exemple 20 On peut faire le méme calcul en prenant un S trop petit (S

1071).
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FI1G. 4.22 - X pour N < M et w=1: a gauche S =1 et a droite S = 1071,

On observe a la figure 4.22 de droite le méme phénomene que lorsque 'on avait
N = M. Les Re(\) sont tres inférieures & —2w et ce sont celles qui ont les parties
imaginaires les plus petites.

4.5.5 Convergence de u en fonction de M

Pour un pas de maillage h = 1/400, on étudie la convergence de 1’abscisse
spectrale en fonction du nombre de modes M de la réponse vers sa valeur exacte.
On calcule donc l'erreur relative :

em = |pm — ool /I tool. (4.5.46)

Comme on ne sait pas calculer I’abscisse spectrale, on prend comme valeur exacte
loo = flogp- On se fixe un temps d’observation assez grand pour les valeurs de w
que I'on va considérer. Par exemple S = 1 est suffisant d’apres les tests précédents.

Exemple 21 La figure 4.23 de gauche montre en coordonnées logarithmiques la
variation de ¢, en fonction de M pour w =1, 5 et 10.

On observe que plus w est grand et plus on est proche de la valeur exacte pour un
nombre de modes faible. Plus le taux imposé est élevé et plus 'erreur est faible
pour un méme nombre de modes.

Néanmoins il existe un w critique a partir duquel ’erreur obtenue réaugmente.

Exemple 22 La figure 4.23 de droite, ou I'on représente la variation de €199 en

fonction de w montre que c¢’est w = 10.

4.5.6 Conclusion

— il existe une valeur critique de S au dessous de laquelle, quelques soient les
valeurs de w, on obtient des fréquences trop grandes, c’est-a-dire un taux
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F1G. 4.23 - Variation de €y en fonction de M pourw =1, 5, 10 et 20 (4 gauche)
et €100 en fonction de w(a driote).

plus élevé que celui voulu. Au-dela de cette valeur critique, plus S et w sont
élevés et plus on est proche de 2w.

— le S critique est le méme que celui que 'on a calculé dans ’étude de la
fonctionnelle de Liapunov.

— en fait, le paragraphe 4.11 va confirmer ces résultats puisqu’il va nous don-
ner une relation entre w et S semblable :

S est inversement proportionnelle a w .

— I’étude du spectre permet de facon simple d’exhiber le S critique. Elle per-
met de connaitre la vitesse de décroissance de la fonctionnelle de Liapunov
ainsi que celle de la norme H quant le S est assez grand.

— de méme, on peut prévoir ’augmentation de la norme H, pendant un certain
temps, quant w est trop grand.

En effet, on observe alors que tous les modes, sans exception, sont stabilisés
exactement au taux exact imposé; or on sait que c’est la raison principale
de ce comportement, comme le montre en particulier dans le paragraphe
4.7 traitant du spill-over.

— pour une comparaison du spectre avec des valeurs petites de w, on se référera
au paragraphe 4.5.

On observe la propriété caractéristique suivante: a la différence des cas ol w est
petit, tous les modes sont stabilisés avec le meéme taux,

Exemple 23 comme on peut le vérifier a la figure 4.24.
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Fic. 4.24 - Fréquences vibratoires pour w = 50.

Une facon de rendre encore plus visible cette caractéristique consiste a norma-
liser le spectre par la valeur absolue de la fréquence maximum. Par ce procédé,
on élimine leffet d’échelle ce qui permet de comparer plus facilement la variation
des fréquences mesurées pour des valeurs de w tres différentes.

Exemple 24 Ala figure 4.25, on peut ainsi observer que le spectre pour w =1
est bien plus irrégulierement distribué autour de -1 que celui pour w = 50.
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F1c. 4.25 - Fréquences vibratoires normalisées pour w = 1 (4 gauche) et pour
w =50 (a droite).

4.6 Loi de rétroaction

Le plan de ce paragraphe est le suivant :

— on indiquera quel est le nombre de modes nécessaire et suffisant pour cal-
culer le controle pour un nombre de modes donné de la réponse.
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— on comparera a ’aide d'un exemple tres simple la différence essentielle qu’il
y a entre les deux versions de la loi de rétroaction. Pour une étude plus
approfondie de la version nouvelle, on se reportera au paragraphe 4.11.

— en ce qui concerne ’augmentation de la loi de rétroaction a I'instant initial,
on se réferera au paragraphe 4.4 pour les valeurs de w élevées. Par contre,
on va étudier le sup sur [0, 7] de la loi de rétroaction en fonction du taux de
convergence imposé. On montrera en particulier que pour des valeurs assez
grandes de w, il est atteint a l'instant initial.

Il y a donc un lien qui n’était pas a priori évident, entre cette valeur et
I’étude de la loi de rétroaction pour des taux élevés.

— on étudiera ensuite la dépendance de ce sup vis-a-vis de S.

— enfin, on vérifiera que la valeur absolue de la loi de rétroaction a le méme
taux de décroissance exponentiel que la fonctionnelle de Liapunov. On
calculera la constante intervenant dans la majoration exponentielle. Ces
résultats sont tres utiles pour la compréhension de la décroissance expo-
nentielle de la fonctionnelle de Liapunov (voir le paragraphe 4.2).

4.6.1 Choix du nombre de modes
1. N< N

Une premiere contrainte évidente est que l'on doit avoir, comme pour le
contréle N > N (voir le paragraphe 2 du chapitre 1).
Donnons un exemple frappant de cette propriété.

Exemple 25 On se fixe les valeurs suivantes des parametres :
w=1,T=S=1, M =5, Nt=10° (4.6.47)
avec pour données initiales:
a;(t=0)=10d4, a(t=0)=0, Viel[l,...,M]. (4.6.48)

Enfin, on utilise trois modes seulement pour le calcul de la loi de rétroaction. On
a donc N < N.

Comme on le voit de fagon spectaculaire a la figure 4.26 de gauche, c’est catas-
trophique. )
Par contre, le résultat est tres différent pour N = N (figure 4.26 de droite).
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F1G. 4.26 - Loi de rétroaction pour N < N (& gauche) et pour N = N (a droite).

N>M

Exemple 26 On conserve les mémes données que précédemment, excepté N qui
vaut M.

Le graphe obtenu a la figure 4.27 est sensiblement différent de celui obtenu pour
N =4.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps en s.

Fia. 4.27 - Loi de rétroaction pour N > M.

Il faut donc prendre au moins un méme nombre de modes pour le calcul de la loi
de rétroaction que pour celui de la réponse. Mais on a la propriété fondamentale
suivante:

Propriété 4.2
Vit>0, VN, Mentiers >0, vnm(t)=uvnn(t). (4.6.49)
DEMONSTRATION: . O
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Par conséquent, il est inutile de prendre N > M, N = M est suffisant.

D’apres cette derniere propriété, on peut donc en déduire que le spill-over n’est
pas créé par une approximation trop faible de la loi de rétroaction mais par le
calcul de la réponse a 'aide de la formulation semi-tres faible.

Par contre il est clair, comme on I’a montré lors de I’étude de la norme H, qu’il
faut prendre exactement N = M si 'on veut stabiliser tous les modes de la
réponse.

4.6.2 Comparaison des différentes versions de la loi de
rétroaction

On fera une étude plus complete de la loi de rétroaction modifiée dans le
paragraphe 4.11.

Exemple 27 Puisque la différence entre les deux versions est d’autant plus
grande que le taux imposé est petit, nous allons prendre w = 10~! afin de mieux
les distinguer.

On les compare a la figure 4.28 de gauche ou l'on prend S = 1" = 1 pour la
premiére version; tandis qu’a celle de droite, S =T + 1/(2w).
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temps ens. temps ens.

Fic. 4.28 - Différence entre la version primitive et la version modifiée pour
S=T=1 (agauche) et S =T +1/(2w) (a droite).

Ceci illustre bien que la différence essentielle entre les deux versions résident dans
la valeur de S qui est fonction de w dans la seconde loi.

4.6.3 Etude de |lvn ]| Lo,y en fonction de w

On étudie la variation de ||vy ar||r~(,) en fonction de w (figure 4.29 de
gauche), ainsi que le temps ¢y, pour
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FiG. 4.29 - Variation de ||vn ||z 0,7y en fonction de w (a gauche) et ty,,(w) (a
droite).

On a superposé les résultats pour la version usuelle (avec S = T = 1) et la version
modifiée.

Les résultats sont identiques dans les deux cas, sauf pour le maximum avec les
w petits. Pour la version modifiée, plus w est petit et plus le maximum atteint
est faible, alors que pour la version usuelle, la décroissance vers zéro est moins
importante.

Le phénomene remarquable, observé pour les deux versions, est ’existence d’une
valeur critique de w, que 'on note wy,, (et qui vaut dans notre exemple 18),
pour laquelle t,,, passe d’une valeur strictement positive (7.1072 pour les deux
versions) pour w < Wsyp, & Z€ro POur W > Weyy-

On remarque enfin que c’est pour cette méme valeur que la |[vy, | Lo (0,1) explose
(voir figure 4.29 de gauche).

Remarque 4.11 L’existence de wy,, et ty,, est indépendante des données ini-
tiales du probleme, par contre les valeurs de ces deux quantités sont différentes
selon les données initiales, mais restent du méme ordre de grandeur.

Exemple 28 Ces propriétés sont également vérifiées pour la version de la loi de
rétroaction de Komornik en déplacement transverse, comme on peut le voir a la
figure 4.30.

On donne les résultats uniquement pour la version modifiée. On a cette fois-ci
Weup = 5 et toyy = 0.16.



Chapitre 4. 137

10°
: 0.2
2
107}
0.15
1
10}
o 0.1t
10} o
107} .o ] 0.05¢
o © °
10-2( ’ L L
-1 0 1 2 0 &
-1 0 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10

FiGc. 4.30 - Idem figure précédente mais pour un actionneur en déplacement et
seulement pour la version modifiée.

4.6.4 Variation de la loi de rétroaction en fonction de S

Dans la version usuelle, comme on 1’a déja remarqué, le choix de S est crucial.
On va conserver les parametres précédents a I'exception des données initiales que
I’on fixe ainsi:

a;(t=0)=—, d(t=0)=0, Vi=][l,...,M]. (4.6.50)
et évidemment de S que 'on fait varier.

On observe un phénomene important compte tenu des réflexions faites dans I’in-
troduction :

on a augmentation de la valeur en zéro de la loi de rétroaction de facon
wnversement proportionnelle a S.

Remarque 4.12 Ces résultats sont cohérents avec la valeur de S qui est imposée
dans la version modifiée.

Exemple 29 C’est ce que 'on peut voir a la figure 4.31 ou 'on représente
I’évolution de la loi de rétroaction pour S = 10~*.

On étudie maintenant ’évolution de la valeur a l'instant initial de la loi de
rétroaction en fonction de S.

Exemple 30 On a tracé en coordonnées logarithmiques, a la figure 4.32, sa va-
leur absolue, pour w = 1 (en pointillé) et pour w = 10 (en trait plein), en
indiquant par un rond les valeurs correspondants & S =1+ 1/(2w).
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Fic. 4.32 - Variation de la valeur initiale de la valeur absolue de la loi de

rétroaction en fonction de S pour w =1 (en pointillé) et 10 (en trait plein).

On peut faire quelques observations:

— pour S trop petit, il y a explosion de la valeur initiale. Le S minimum
critique est identique pour les deux taux et vaut 2.107L.

— la valeur initiale de la loi de rétroaction converge en fonction de S vers
—2,6.107* pour w = 1, et vers —7,8.10~2 pour w = 10.

— la valeur du S utilisée par la version modifiée est tres proche de la valeur
asymptotique.

— pour w = 10, cette valeur correspond a la valeur asymptotique, ce qui n’est
pas exactement le cas pour w = 1.
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4.6.5 Encadrement exponentiel

Etant donné le résultat du paragraphe 4.2 qui montre que le carré de la loi
de rétroaction décroit exponentiellement en 4w (voir figure 4.3 de droite), il est
clair que I'on peut majorer la valeur absolue de la loi exponentiellement avec
un taux de 2w. Cette majoration va nous permettre d’estimer plus précisément
I’équivalence entre le terme négligé (le carré de la loi de rétroaction plus un terme
supplémentaire dont nous discuterons plus tard) et —2wE’N, wm(2).

On veut donc calculer la constante B définie par la propriété suivante:
Propriété 4.3 Vw > 0, VS > 0, V{y',y°} € H, 3 B(w, S, {y',y°}) > 0 tels que:
o (1)) < B(w, S, {y", " }e >, t>0. (4.6.51)

Remarque 4.13 On effectue le calcul de B par un procédé itératif qui converge
vers la constante avec une précision suffisante.

Exemple 31 On utilise les parametres précédents, soit:
w=1,T=S=1, M =5, Nt =10 (4.6.52)

et avec les données initiales (4.6.50).

La figure 4.33 de gauche montre la variation de B en fonction de w en coordonnées
semi-logarithmiques.
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Fi1G. 4.33 - Variation de C' en fonction de w (4 gauche) et lois de rétroactions
calculées avec des données initiales de régularités différentes (a driote).

On observe qu’elle augmente tres vite au voisinage de 1 avant de se stabiliser aux
environs de w = 5.
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Ces résultats sont cohérents avec ceux obtenus précédemment; notamment avec
le fait que ||vn,ar]|poo(o,r) atteint son sup en zéro pour des w grands. En effet, cela
explique que la pente de B est constante pour w assez grand.

De maniere intuitive, on peut dire que plus le sup est atteint en un point éloigné
de zéro et plus B est grand.

On vérifie ensuite que B dépend des données initiales a la figure 4.33 de gauche
ou l'on a superposé les historiques de deux lois de rétroactions calculées avec des
données initiales de régularités différentes.
La plus réguliere correspond aux données initiales définies en (4.6.50) et la plus
irréguliere aux données initiales suivantes :

at=0)=al(t=0)=1, Vi=[1,...,M]. (4.6.53)

On voit que pour les données initiales les plus irrégulieres la constante est beau-
coup plus grande.

Exemple 32 On représente, a la figure 4.34 de gauche, I’évolution de la loi de
rétroaction sur 'intervalle de temps [0, 0.15].

On observe qu’a la différence des w petits I’amplitude a I'instant initial de la loi
de rétroaction est tres importante.

Remarque 4.14 On se reportera au paragraphe 4.12 pour une premiere solution
de ce type de probleme.

Exemple 33 On montre, a la figure 4.34 de droite, I’augmentation en fonction
de w de la valeur a ¢ = 0 de la loi de rétroaction.

Comme on prend des valeurs de w grandes il n’y a pas de différence entre les
deux versions de la loi de rétroaction, sauf pour la valeur la plus petite w = 1.
On observe qu’il y a une augmentation d’un facteur deux entre la valeur mesurée
pour w =1 et celle pour w = 10 .

Ces résultats sont cohérents avec la propriété remarquable concernant les va-
leurs de w grandes, c’est-a-dire 'augmentation avec w des valeurs des modes de
fréquences élevées de la réponse et de la vitesse au voisinage de ¢t = 0.

En effet, rappelons que 1'on a pour expression projetée sur Vy de la loi de
rétroaction :

N
v, (t Z(BNM ) my (4.6.54)
k=1

avec

Bee(t) = KER PV (ahy y(0)) + K2y PYM (—ang (1) (4.6.55)
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F1G. 4.34 - Historique de la loi de rétroaction sur [0,0.15] (& gauche) et v(t = 0)
en fonction de w (a droite).

Or on a la propriété suivante :
Propriété 4.4
VM >0, V1<k<M, m=0(K). (4.6.56)

DEMONSTRATION :

On obtient a ’Annexe F, 'expression du moment my en fonction des modes
et des fréquences de la poutre, d’otu il découle que:

imt f| = O (\/@ : (4.6.57)

or on peut montrer que les fréquences de la poutre encastrée vérifient :

Ve = O(k), (4.6.58)

ce qui permet de conclure.
Donc d’apres la remarque précédente, on a bien augmentation de vy s a 'origine
si la valeur des {aM,N(t), a'M,N(t)} augmente en zéro pour les modes élevés.

4.7 Spill-over

On désire vérifier dans ce paragraphe qu’il est bien nécessaire de prendre un
nombre de modes du controle N au moins égal au nombre de modes M utilisés
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pour le calcul de la réponse. 3
On note, comme dans le chapitre 1, N le nombre de modes excités de la réponse
a I'instant initial. Ce nombre N peut évidemment étre différent de M.

Rappelons enfin que I'on a montré que ’on obtient la méme valeur de la fonction-
nelle de Liapunov pour N # M que pour N = M. On étudiera donc uniquement
la norme H et I'énergie mécanique associées au probleme de stabilisation ainsi
que la réponse de la poutre. La loi de rétroaction étant calculée avec N modes,
elle agit donc seulement sur les N modes de la réponse (voir paragraphe 4.2).

Etant donné la méthode de calcul de la réponse, les modes plus élevés sont ex-
cités mais non stabilisés. Nous allons donc étudier une réponse calculée avec un
nombre de modes plus élevés que celui utilisé pour le calcul de la loi de rétroaction.

On va distinguer deux cas:

— soit la réponse est excitée a l'instant initial pour un nombre de modes plus
faible que celui de la loi de rétroaction,

— soit la réponse a tous ses modes excités initialement.

Pour le premier type de réponse, on calculera la variation du spill-over en fonction
du nombre de modes de la réponse.
On va étudier en particulier I'influence des modes non observés sur le taux imposé.

Exemple 34 Vérifions tout d’abord que la loi de rétroaction n’agit pas sur le
sixieme mode en regardant le spectre correspondant a notre probléme.

On voit a la figure 4.35 que les valeurs propres ont toutes leurs parties réelles
proches du taux imposé, en réalité deux fois le taux, comme on I’a déja souligné,
a l'exception d’une seule qui a une partie réelle nulle et qui correspond au mode
non observé.

471 Casou N <N

Dans ce paragraphe, la réponse est excitée a l'instant initial pour un nombre
de modes plus faible que celui de la loi de rétroaction.

Les N premiers modes de la réponse seront donc excités a Uinstant ¢t = 1/(Nt + 1)
et stabilisés au taux voulu. Par contre, les modes supérieurs n’étant eux pas sta-
bilisés vont etre excités. L’apport énergétique le plus important des modes non
stabilisés provenant du (/N + 1) iéme mode, c’est lui qui va contribuer essentiel-
lement a ce que ’énergie ne décroisse plus au bout d’un certain temps.
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Fic. 4.35 - Spectre pour w = 2.

On prend les parametres suivants:
N=5 M=20,T=S5=2 Nt=2.10°, (4.7.59)
et les données initiales:
a;(t=0)=ai(t=0)=0;, Vi=[l,...,M]. (4.7.60)
On a donc N =1 < N.

Exemple 35 On représente a la figure 4.36 de gauche (resp. de droite) I’histo-
rique de la norme # (resp. de I’énergie mécanique) pour w valant successivement
2, 5 et 10.
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F1G. 4.36 - Pour w =2, 5 et 10, norme H (a gauche) et énergie mécanique (d
driote).
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Au premier abord, il peut paraitre paradoxal que I'on ait une énergie d’autant
plus grande que le taux de décroissance imposé soit grand.

Remarque 4.15 Pour 'énergie mécanique, cette augmentation est encore plus
importante. Ce n’est pas surprenant, étant donné que cette norme agit sur les
modes de la réponse et de la vitesse avec un facteur multiplicatif \; supplémentaire
par rapport a la norme .

L’explication réside dans la propriété remarquable observée précédemment sui-
vante : plus w est élevé et plus les modes de la réponse sont excités au voisinage
de l'origine, méme ceux qui ne le sont pas initialement (voir propriété 4.4). Par
conséquent, la loi de rétroaction n’ayant pas d’action sur ces modes, 'apport
énergétique est d’autant plus grand.

Exemple 36 C’est bien ce que ’on observe comparativement a la figure 4.37 ou
'on représente ’évolution du mode non stabilisé de la réponse pour w = 2 (a
gauche) et w = 10 (a droite).
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0.005 0.02r
0.01 | | i i
0 o (T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ N
I i | | 0 ‘ ‘
-0.005 1 -0.01 ! ‘ H | ! ! H | V
N |
-0.01/ ] 0.02 ‘
-0.03
-0.015¢ 0.04-
-0'020 0.5 1 1.5 2 _0'050 0.5 1 1.5 2
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F1G. 4.37 - Siziéme mode de la réponse pour w = 2 (& gauche) et pour w = 10
(a droite).

Exemple 37 C’est encore plus flagrant si I’on regarde I’historique de la réponse.

Ala figure 4.38, on voit que la pollution provoquée par le sixieme mode est beau-
coup moins importante pour w = 2 (figures du haut) que pour w = 10 (figures
du bas), ou déja a t = 0.5 seconde, la réponse a l'allure du sixieme mode.
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1 0.2 0_02/\
0 0 0
-1 _02 '002
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=0.0 sec. t=0.5 sec. t=1.0 sec.
1 0.02 0.02
0 0 0
-1 -0.02 -0.02
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=0.0 sec. t=0.5 sec. t=1.0 sec.

F1G. 4.38 - Historique de la réponse pour w =2 (en haut) et w = 10 (en bas).

On étudie maintenant une réponse exacte, ¢’est-a-dire calculée avec un nombre
infini de modes (M, = 100 dans notre exemple.

Exemple 38 La figure 4.39 de gauche montre la norme H d’une réponse cal-
culée avec successivement 6, 10 et 100 modes a laquelle on impose un taux de
décroissance exponentielle de 10.

On observe que, quelque soit le taux imposé w, la valeur minimale de la norme
‘H augmente peu.

0 Norme H
10
1
10 ¢
]
€
2 g
10 ¢ g
5
c
I
) £ -
03 A M=100 s
[ M=10 —— - T T
-h-uu_
M=6
10" ‘
0 0.5 1 15 2
temps ens. frequences 40 temps

F1G. 4.39 - A gauche (resp. droite) Norme H (resp. spectrogramme de la réponse)
pour w = 10 avec une réponse calculée successivement avec 6, 10 et 100 modes.

Si 'on prend N = 10 on voit que I'on est déja tres proche de la norme H de la
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réponse exacte calculée pour N = 100 modes.

Exemple 39 A la figure 4.39 de droite, on représente le spectrogramme de la
réponse pour les modes 4 a 10.

On peut ainsi vérifier que les modes non controlés sont tous excités et ont tous
une amplitude de l'ordre de 10 2. L’écrasement des hautes fréquences par la
norme du probleme fait que leurs contributions a 'augmentation de la norme est
négligeable.

A la lumitre de ces premiers résultats on peut donc conclure qu’il n’y a pas de
transfert énergétique des basses fréquences vers les hautes fréquences.

472 Casou N =M

On a les mémes parametres que ci-dessus, sauf les données initiales qui valent
cette fois-ci:

ai(t=0)=1, Vi=[l,...,M]

1,  Vie{l1,35) (4.7.61)

ait =0) = {0, Vi € {2,4,6}

Puisque N = M =6 et que N < M, il est prévisible que les résultats vont étre
encore moins bons que dans le cas ou N < N < M.

Exemple 40 C’est bien ce que 1'on observe a la figure 4.40 de gauche (resp.
de droite) ot l'on a représenté ’évolution de la norme H (resp. de l'énergie
mécanique) sur l'intervalle de temps (0, 1), pour les mémes valeurs de w crois-
santes que dans la figure 4.36.

0.4
0.2t
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps en s. temps en s

F1G. 4.40 - Norme H pour w = 2, 5 et 10 (a gauche) et ’energie mécanique pour
w=2 et 10 (a driote).
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Tout d’abord, ces résultats nous montrent, ce qui était prévisible, que la norme
‘H ainsi que ’énergie mécanique, converge vers une valeur plus grande que celle
obtenue avec N < N. On remarque de plus que indépendamment du taux im-
posé, elles convergent vers la méme valeur. A contrario du cas précédent, leurs
décroissances augmentent avec w.

L’explication en est simple. Dans le cas précédent, le sixieme mode n’était pas
excité a D’état initial, il était donc d’autant plus excité que le taux était élevé
pour la raison que l'on a déja donnée.

Dans notre exemple, ce mode étant excité a l'origine et non stabilisé par la suite,
il vibre donc de fagon constante par la suite et ceci quelque soit la valeur de w,
comme on peut le vérifier a la figure 4.41 ou l'on a le représenté le sixieme mode
de la réponse pour w = 2 et w = 10.

15 : : : 15
1 1
0.5 “ o.5
] | ; |
N i |
1% 05 1 15 2 1% 05 1 15 2
temps ens. temps ens.

Fi1G. 4.41 - Siziéme mode de la réponse pour w = 2 (a gauche) et pour w = 10
(a droite).

Exemple 41 On regarde maintenant I’évolution de la réponse pour w = 2 et
pour w = 10.

A la différence du cas ot N < N, la pollution modale touche autant, et meme
légerement plus, w = 2, que w = 10, comme on peut le voir a la figure 4.42, ou
I’on observe que les deux réponses sont contaminées par le sixieme mode.

Exemple 42 Finalement, comme pour N < N, on calcule la norme H d’une
réponse calculée avec successivement 6, 20 et 200 modes, a laquelle on impose un
taux de décroissance exponentielle de 10.

Ce test montre clairement (figure 4.43) qu’il n’y a pas de spill-over avec le nombre
M de modes de la réponse.
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2
5
0.2
0 0 0
-0.2
-5
0 0.5 1 2 0.5 1 04 0.5 1
t=0.0 sec. t=1.0 sec. t=2.0 sec.
5 1 0.2
0 0 0
-5 -1 -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=0.0 sec. t=1.0 sec. t=2.0 sec.

F1G. 4.42 - Historique de la réponse pour w =2 (en haut) et w = 10 (en bas).

1
10

0
10

-1
10 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps en s.

Fi1Gc. 4.43 - Norme H pour w = 10 avec une réponse calculée successivement avec
6,20 et 200 modes.

4.8 Convergence des énergies a t = 1" en fonc-
tion de M = N

On étudie la convergence en fonction du nombre de modes de la norme H et
de la fonctionnelle de Liapunov. On se fixe les parametres suivants :

w=1T=S=1, h=2,5.10"% Nt =103 M, = 2.10 (4.8.62)

et les données initiales:
0.1
a'~(tzO) =0, Vi=]Il,...,M]. (4.8.63)

Z‘2.6’ ¢

Rappelons les notations standards:

o) ={y'(), —y(®)}, 2(t) ={"®), 0" ()}, Vvt=0. (4.8.64)
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A priori, on n’a pas de résultats de convergence avec N # M, aussi on prend
N = M et on note wy (resp. zp) pour zpa (resp. zaa). On définit alors les
erreurs relatives suivantes:

Définition 4.4

2 (8) — 2(B) 5
X(t) = .
A ]
() = % ({zm(t) — ()}, {zm(t) — 2()})
ay (2(1), 2(1))
Exemple 43 On représente la convergence en fonction de M de x(t) et W(¢) a
I'instant ¢ = T" en échelle logarithmique a la figure 4.44.

(4.8.65)

-2 -2
10 w 10
-3 -3
10 ¢ ] 10 ¢
-4 -4
10 ¢ 3 10 ¢
-5 ‘ -5 ‘
10 0 1 2 10 0 1 2
10 10 10 10 10 10

F1G. 4.44 - Convergence en fonction de M de x(t) (a gauche) et U(t) (a droite)
at="1T.

) 1
On a superposé a chacunes des courbes la fonction N On observe une bonne

concordance entre les erreurs et cette fonction.

4.9 Schéma de Newmark

4.9.1 Introduction

Les schémas de Newmark constituent la famille de méthodes directes la plus
largement utilisée pour résoudre des problemes semi-discrets du type

Md+Cd+ Kd=F. (4.9.66)

A partir de ce probleme semi-discret, obtenu en général apres discrétisation par
éléments finis de la formulation variationnelle déduite de I’équation a résoudre,
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on applique des formules de différences finies décrivant 1’évolution de la solution
approchée, ce qui nous permet de calculer par récurrence, a partir des données
initiales approchées, les termes approchés suivants.

4.9.2 Algorithme de Newmark

On part de I'équation du mouvement semi-discrete (4.9.66) ou M est la ma-
trice de masse, C' la matrice d’amortissement visqueux, K la matrice de raideur, F'
est le vecteur des forces appliquées, et d, d et d sont les vecteurs déplacement, vi-
tesse et accélération respectivement. On suppose que M, C et K sont symétriques,
M est définie positive et C' et K sont semi-définies positives.

Le probleme de Cauchy pour (4.9.66) consiste a trouver le déplacement d = d(t)
satisfaisant (4.9.66) et les données initiales:

d(0) = dy, d(0) = vy (4.9.67)
La famille de Newmark consiste en les équations suivantes:
May, 1+ Cvpi1 + Kdyyy = Frupq (4.9.68)
et
dpt1 = dp+ Atv, + ATtQ [(1—208)a, + 2Bap1] (4.9.69)
Upt1 = Up +AL[(L = y)a, + vani1] (4.9.70)

ol dy, v, et a, sont les approximations de d(t,), d(t,) et d(t,) respectivement.

L’équation (4.9.68) est simplement ’équation du mouvement exprimée en fonc-
tion des solutions approchées, et (4.9.68) et (4.9.70) sont des formules de différences
finies décrivant 1’évolution des solutions approchées.

Les parametres 3 et v déterminent les propriétés de stabilité et de précision de
I’algorithme considéré. Les équations peuvent étre vues comme trois équations
qui déterminent les trois inconnues d, 1, V,11 €t a,1 sachant que d,, v, et a,
sont déterminées par I’étape de calcul précédent.

4.9.3 Implémentation a-form
Il existe de nombreuses implémentations possibles, nous considérons celle ap-

pelée a-form.

Définissons les prédicteurs:
2

At
Upt1 = Uy + (1 —7)Ata, (4.9.72)
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Les équations (4.9.68) et (4.9.70) peuvent alors étre réécrites sous la forme:

dn+1 == &n+1 + ﬁAt2an+1 (4973)
Un+1 = 6n+1 + 7Atan+1 (4974)
(4.9.75)

Pour initier le calcul, a¢ peut-étre calculé comme
May = F — Cvy — Kd,, (4.9.76)
ou spécifié directement. La relation récursive qui détermine a,; est:
(M + yAC + BAPK )ty 4y = Fopy — Conyy — Kdpas. (4.9.77)

Les équations (4.9.73) et (4.9.74) sont alors utilisées pour calculer d, 1 et v,
respectivement.

4.9.4 Propriétés

Le schéma est implicite puisqu’a chaque pas de temps on doit résoudre un
systeme d’équations pour calculer le pas de temps suivant, mais en réalité une
seule factorisation est nécessaire tant que le pas de temps du schéma est constant.

Montrer qu’un tel algorithme est convergeant revient a vérifier la stabilité et
la consistence du schéma. En effet si ces deux propriétés sont vérifiées alors la
convergence du schéma est automatique.

Apres avoir rappelé pour quelles valeurs des parametres 3 et v du schéma ces pro-
priétés sont vérifiées, et montrer par quelques exemples, ce qui peut se passer si
on les choisit de facon arbitraire, on étudiera la précision du schéma, c’est-a-dire
sa vitesse de convergence vis-a-vis du pas de temps imposé.

4.9.5 Conditions de stabilité

On rappelle que le schéma est conditionnellement stable si:

1
725d5<%. (4.9.78)

Dans ce cas, il existe une condition de stabilité:

chit (77 ﬁ)

At <

(4.9.79)

ot A%, est la plus grande valeur propre du probléme aux valeurs propres associé a
la structure stabilisée et €2..;4(7, 3) est une fonction qui n’est pas définie si § = 2.
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Cette condition s’avere vite une contrainte sévere des que l'on considere des
systemes de grandes tailles, aussi nous nous placerons dans le cas inconditionnel-
lement stable, c’est-a-dire :

28 >y > (4.9.80)

(NN

Dans ce cas, il n’y a pas de restriction sur le pas de temps, et il n’y a pas d’amor-
tissement visqueux, ce qui n’est pas le cas si v > % Pour plus de détails sur ces
points techniques on pourra regarder le T.J.R. Hughes [47].

Nous avons choisi la méthode inconditionnellement stable, dite a accélération
moyenne, pour laquelle:

vy 1

B = 5 et v = 5 (4.9.81)
Cette méthode est la plus utilisée pour les applications de la dynamique structu-
relle. Par ailleurs, du fait que I’on ne vérifie pas la condition vy > %, on n’introduit
pas d’amortissement algorithmique des hautes fréquences.

Cette condition est nécessaire dans notre cas, puisque nous souhaitons avoir une
représentation fidele des hautes fréquences, ce qui n’est pas en général le cas de

ceux qui pensent que:

”les modes élevés des équations structurelles semi-discretes sont des artéfacts
du processus de discrétisation et ne sont pas représentatifs du comporte-
ment des Edp qui gouvernent le systeme”

dizit T.J.R. Hughes [47] p. 498. Enfin la précision de cette méthode est d’ordre
2, comme d’ailleurs les autres méthodes de la famille des schémas de Newmark
pour lesquelles v = %

4.9.6 Influence des parametres du schéma sur la stabili-
sation

Tout d’abord précisons que 1’on se fixe un At identique pour les calculs qui
vont suivre (At = 107?).

Si 'on prend des valeurs de v > 2 de plus en plus grandes, tout en conser-
vant la relation 3 = 7, il n’y a pas de détérioration notable des résultats.

Par contre, pour v < 2, plus 7 est petit et plus I’énergie de la réponse augmente
jusqu’a ne plus décroitre.

Exemple 44 Ces deux remarques sont illustrées a la figure 4.45 ot ['on a pris

successivement pour 7y les valeurs 2, % et ﬁ, avec 3 = 3.
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0 norme H
10
—— gamma=2
-5 | ‘gamma=1/2
10 ~:- gamma=1/40
T
o -10
£10 |
[}
c
-15
10 ¢
10% ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps en s.

F1G. 4.45 - Normes H calculées avec v =2, 1/2 et 1/40 (8 =1 ).

Pour v = 2 la décroissance de la norme H est quasiment identique a celle obtenue
pour le v ad hoc; alors que pour v = ﬁ a partir de ¢ ~ % le taux de décroissance
correspond a celui recherché, on a en quelque sorte une diminution de 'amor-
tissement. L’explication de ce phénomene vient de ce que dans le dernier cas les
modes élevés de la réponse sont mal calculés.

Exemple 45 C’est ce qu’on illustre a la figure 4.46 en comparant les premiers
1

(resp. les cinquiémes) modes des réponses calculées pour v = % ety = 45

0.12

-3
x 10

0.1 —— gamma=1/40 )
©  gamma=1/2

—— gamma=1/40
] 6r | : gamma:uz

0.08

0.06

0.04

0.02

0 0.1 0.2 03 04 05 % 01 0.2 03 04 05

temps en s. temps en s.

Fig. 4.46 - A gauche (resp. & droite) premiers modes (resp. cinquiémes modes)
de la réponse calculée avec des B et v différents.

En conclusion, on peut dire que si 'on fait un choix de 3 et de vy tel que le schéma
ne soit pas inconditionnellement stable, on peut obtenir une réponse (et une vi-
tesse) fausse qui entraine une interprétation erronée des résultats de convergence
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de la norme H ou de la fonctionnelle de Liapunov, comme 1’a illustré ’exemple
de la figure 4.45.

4.9.7 Convergence en fonction du nombre d’itérations

On étudie la convergence de la réponse en fonction du nombre d’itérations Nt
du schéma de Newmark.

Exemple 46 La figure 4.47 de gauche (resp. de droite) montre I’évolution de la
norme H (resp. la fonctionnelle de Liapunov) en fonction de Nt.

7.8X 10
0.0118¢
7.75¢
7.7
0.0116¢
x X
7.65¢
x X x X
X X x
7.6 2 ‘3 4 0.0114 2 ‘3 4
10 10 10 10 10 10

FI1G. 4.47 - Eny(t) (0 gauche) et En,(t) (& droite) a t = T en fonction de Nt
(M =N =20).

Exemple 47 La figure 4.48 nous montre I'erreur relative par rapport a la valeur
asymptotique Nt = 2.103.

Pour la figure de gauche (resp. de droite) correspondant a la norme H (resp. la
fonctionnelle de Liapunov), on a un taux de o(Nt=%%) (resp. o(Nt™2)).

4.10 Fonctionnelle de cotut

4.10.1 Rappels:

Dans la construction d’une loi de rétroaction comme solution d’un probleme
de controle optimal on a le choix entre une infinité de fonctionnelle de cott.
La méthode proposée par J.-L. Lions [84] est basée sur la démonstration de la
controlabilité exacte a 1’aide de ’algorithme HUM aussi la fonctionnelle choisie
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Fic. 4.48 - x(t) (a gauche) et V(t) (a droite) a t = T en fonction de Nt
(M =N =20).

est celle correspondant a cet algorithme. Par exemple dans le cas de I’équation
des ondes unidimensionnelle, on prend :

T T
J(z,u) :/0 y(x,t)dt+/0 u? dt. (4.10.82)

Cette fonctionnelle est particulierement simple mais les opérateurs de stabili-
sation qui définissent le feedback obtenus par résolution d’équations de Riccati
algébriques infinidimensionnelles ne sont pas donnés explicitement.

A contrario, la méthode de Komornik n’est pas basée sur la déduction de la
loi de rétroaction a partir de 'algorithme HUM mais sur une modification de
lopérateur A de HUM qui permet de construire explicitement les opérateurs de
stabilisation. La fonctionnelle de cout associée (voir V. Komornik [59] p.1600) est
plus complexe:

J(z,u) = /0 Y ow E(t)dt + /0 T dt. (4.10.83)

Exemple 48 On a fait varier w de 1 a 100 et on superpose les fonctionnelles de
couts correspondants a S =1 et S = 10 a la figure 4.49.

On remarque qu’il y a une valeur critique de w d’environ 20, au-dessus de laquelle
J(y,v) explose.

On vérifie bien que la fonctionnelle de cotit est une fonction décroissante de S
puisqu’elle diminue environ d’un facteur 10 pour les différents taux imposé.

On a effectué un zoom sur les w a la figure de droite, ce qui permet d’observer
que la croissance en fonction de w est plus importante pour les w faibles, pour
S =10 que pour S =1, et inversement pour les w grands.
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Fi1Gc. 4.49 - Variation de la fonctionnelle coit en fonction de w pour S =1 et
S =10 (a gauche) et “zoom” sur les w petits (a droite).

4.11 Deuxieme version

La différence fondamentale par rapport a la premiere version de la loi de
rétroaction de Komornik vient de ce que 'on n’est plus libre dans le choix du
temps d’observation S.

En effet, on a par définition:

S=T,=T+1/(2w). (4.11.84)
On a donc, puisque T et w sont strictements positifs,
S>T et S>1/(2w). (4.11.85)

Par conséquent, si 'on fixe 7" comme dans les tests numériques précédents valant
1, on doit prendre S =1+ 1/(2w). On ne peut donc plus prendre S = 1.

Pour des w plus petit que 1, 1" est de 'ordre de S; par contre, pour des w petits,
S est de lordre de 1/w. Tout cela exclut les cas étudiés avec pour T = 1, S
inférieure a 1. De méme, les cas ou w est tres petit et S fixé valant 1.

Ces remarques élémentaires permettent de dire par avance qu’avec cette condi-
tion sur le temps d’observation, on élimine tous les cas ou les w et les S sont petits.

Observations :

— les cas ou les w sont tres grands, c’est-a-dire ou S est donc de 'ordre de T,
d’apres la définition de 1},, sont a exclure de cette étude et seront traités
dans le paragraphe suivant.

— les tests numériques antérieurs confirment la dépendance de S en fonction
de T et w™ ! qui est imposée par la définition de 7},.
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4.11.1 Fonctionnelle de Liapunov

Nous allons vérifier que 1'utilisation de la version modifiée de I'opérateur de
Komornik est nécessaire pour des w petits en étudiant la convergence de I’énergie
a 'instant t =T" en fonction de w.

Remarque 4.16 Etant donné que la fonctionnelle de Liapunov décroit exponen-
tiellement en —w, on en déduit aisément que la fonctionnelle de Liapunov finale
aussi. Mais, comme on a observé précédemment que la fonctionnelle de Liapunov
décroit deux fois plus vite que la valeur théorique, on doit donc s’attendre a une
décroissance avec un taux deux fois plus élevé.

On effectue tout d’abord cette étude avec la loi de rétroaction primitive pour
S =T =1, afin de comparer ces résultats avec ceux obtenus avec la nouvelle loi
de rétroaction.

Exemple 49 A la figure 4.50 de gauche, on fait varier w de 1073 & 10"

10 ‘ 10°
) X
10*
X
X
10° 4
X
X
10° X
X
1072 -3 "2 -1 10710 0 1
10 10 10 10 10
) ®

Fi1c. 4.50 - Variation de ’énergie finale en fonction de w (premiére version de
la loi de rétroaction).

On obtient un taux de décroissance de —w, c’est-a-dire le taux théorique, mais
pas celui attendu d’apres les remarques introductives.

A contrario, pour w compris entre 1 et 10, on obtient une décroissance expo-
nentielle en —2w (figure 4.50 de droite). Cet exemple mais bien en évidence le
probléeme lié aux taux petits.

Exemple 50 Par contre, si ’on utilise la loi de rétroaction modifiée, on n’a plus
ce phénomene pour les w petits, comme le montre la figure 4.51 de gauche.

Pour finir, la figure 4.51 de droite, olt w est compris entre 1073 et 2, illustre le
comportement divergent des deux calculs a partir de w plus petit que 1.
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10"
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Fi1c. 4.51 - Variation de U’énergie finale en fonction de w (seconde version) (a
gauche) et comparaison pour w plus petit que 1 des deux versions (4 droite).

Par contre, le choix de S n’est pas indifférent comme on va le montrer de facon
rigoureuse lors de I'étude du rapport de E,(t) et de la norme H.

0
10
-2
) 10 ¢ : 3
1 - ’ :
10 ¢ E 1 3 :
) 10 ¢ 1
4
10 ¢ E
5
-2 10 ¢ : E
10 ¢ 1 :
6
10 ¢ : E
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
temps en s. temps en s.

F1G. 4.52 - Fonctionnelle de Liapunov pour S = 2.107! (4 gauche) et 107! (a
droite).

En effet, on observe a la figure 4.52 que plus S est petit et plus E,(t) & un taux de
décroissance élevé, jusqu’a avoir un comportement assez irrégulier au voisinage
de t = S, puis décroitre de nouveau régulierement, mais avec un taux encore plus
important.

Il existe donc un temps d’observation S au-dessous duquel I’énergie diminue a
une vitesse arbitrairement grande.
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Une explication simple de ce comportement réside dans le tres mauvais condi-
tionnement de K, oy pour des valeurs de .S trop petites.

20
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10

6
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4
10

F1G. 4.53 - Variation du conditionnement de K, on en fonction de S.

Pour des valeurs de S inférieures & 10!, on a explosion du conditionnement et
ceci quelque soit w, comme le montre la figure 4.53 ou 'on voit ’évolution du
conditionnement en fonction de S, S variant de 2.1072 & 0.5 avec un pas de 1072
On observe par contre que pour des valeurs de S assez grandes, le conditionne-
ment est constant en S (en w c’est toujours le cas).

Maintenant on considere le cas particulier ou S est trés petit, par exemple
S = 107!, Et finalement, on conclut I'étude de E(t) en considérant le cas ol
w est petit.

Exemple 51 Tout d’abord, on compare a la figure 4.54 les résultats obtenus
avec les deux versions.

La fonctionnelle de Liapunov, calculée avec la version modifié, a un taux de
décroissance plus conforme a celui que ’on veut imposer, alors que ’autre décroit
trop vite.

4.11.2 Etude de C(w,S)

On reprend les calculs effectués avec la loi de rétroaction usuelle.

Premiere méthode De maniere surprenante, on a des résultats identiques; méme
pour des w qui sont petits.

Troisieme méthode  On a observé avec la loi de rétroaction primitive que le taux
exponentiel de C'(w,S) était différent selon que w était compris entre 107! et 1
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F1G. 4.54 - Fonctionnelle de Liapunov (4 gauche) et les termes négligés pour
w=10"1 (Komornik usuel et modifié) (a droite).

ou 1 et 10. On refait le calcul avec I'opérateur modifié pour des w appartenant a
la fois a ces deux intervalles.

10' ‘ ‘ : : 10"
R taux exponentiel: 0.3072
Q
g
o
x o
X o °
0 * X ° o d
10°} x 0
) . W
10 . . . . 10 | . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(0] (0]

Fic. 4.55 - C}(w,.), Cy(w,.) et C(w,.) pour S fizé.

Cette fois-ci on obtient un taux de convergence identique pour tous les w (figure
4.55).

4.11.3 Fréquences vibratoires

Reprenons dans l'ordre les tests effectués au paragraphe 4.5.

Le premier test est irréalisable avec la nouvelle version, en effet si w = 1, on
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a nécessairement S > 1/2. Si l'on veut a tout prix prendre S = 107!, on doit
avoir w > 5.

Exemple 52 Dans le premier exemple, on calcule le spectre associé a notre
probleme avec w = 6 et donc 7' = 1/60 pour avoir S = 101,

5000 w T i 5000

&

o
©
ke
L 000000000000 00000000 0 0 0
fele]
@
o
T
o
a
oo
o® %o
o
o

-5008, -60 -40 50996 3.44 3.42 34 338

N
o

0

F1G. 4.56 - X\ pour w =6 et T = 1/60 (donc S = 10"') (@ gauche) et pour w =1
et T =107" (donc S = 0.6) (a droite).

Le résultat n’est guere meilleur que celui obtenu avec la loi de rétroaction primi-
tive (figure 4.17), comme on peut le voir a la figure 4.56 de gauche.

Exemple 53 Considérons maintenant le cas plus réaliste ot ’on ne s’obstine pas
a prendre S = 107!, mais ot I’on conserve w = 1; par exemple, avec T = 10"

Dans ce cas, le résultat est meilleur (figure 4.56 de droite), mais on obtient
une valeur qui est encore assez éloignée de celle voulue puisque 'on obtient

Re()\) < —3.38.

Comme dans le deuxiéme test avec 'opérateur usuel, on fait donc varier T et
donc w, simplement la différence réside dans la translation de 1/(2w) opérée par
la définition de S.

Maintenant, considérons le cas ot w = 107! et S sont variables. Comme précédemment,
on ne peut prendre S < 1/(2w), c’est-a-dire S < 1/2.

Exemple 54 On prend w = 10 et on fait varier S de la méme fagon que
dans le cas usuel ot S = 3.107%,3,5.107%,5.107, il faut donc prendre T =
1/4,33/140,9/20 pour obtenir les mémes valeurs de S.

On voit a la figure 4.57 de droite que les résultats sont meilleurs.
On peut donc dire, vu ces derniers résultats, que la différence réside essentielle-
ment dans le fait que, grace au nouvel opérateur, on ne peut prendre des valeurs
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F1Gc. 4.57 - X pour w =1 et T wvariable (a gauche) et pour w = 10 et S variable
(a droite).

de S indépendamment du choix de w, et donc en particulier des S trop petits.
Néanmoins, on ne peut prendre un 1’ trop petit comme ’on montrait les tests
des paragraphes précédents.

4.11.4 Conclusion

Il faut donc dans ce cas adopter une autre stratégie de stabilisation. De plus,
quelque soit la valeur prise de w grande, on ne peut décider d’allonger le temps
d’observation proportionnellement. Notamment du point de vue des applications,
il est clair que 1’on peut avoir besoin de stabiliser avec un taux élevé en un laps
de temps court. C’est pourquoi, une idée assez naturelle consiste a appliquer une
loi de rétroaction avec un taux variable.

C’est ce que 'on va étudier dans le paragraphe suivant.

4.12 Loi régularisée

4.12.1 Introduction

On a observé dans les paragraphes précédents que plus le taux de décroissance
w était grand et plus la norme H augmentait apres l'instant initial avant de
décroitre au taux imposé. Plus précisément, on a vérifié numériquement, que pour
tout w supérieur a 1, le sup sur [0, 7] de la norme H est strictement supérieur a
1. Ce phénomene est du a une absence de régularité a 'instant initial. La valeur
de la loi de rétroaction a l'instant zéro n’est pas compatible avec 1’état initial, en
effet, on a le plus souvent :

dy

o (L,0) # (0). (4.12.86)
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Exemple 55 C’est bien ce que I'on a observé numériquement, plus w est grand
et plus il y a incompatibilité (voir paragraphe 4.6, figure 4.34 de droite ou figure
4.58 de gauche ci-dessous).

Loi de retroaction: version originale
T T T

10

G —

[$3)

=
al

rotation en deg
= '
o
contenu frequentiel

N
o

0.2

)
o
d

&
RS

0.05 0.1 0.15 0.2 0.05

temps ens. frequences 0o temps
Fic. 4.58 - Loi de rétroaction sans régularisation (& gauche) et contenu

fréquentiel correspondant (4 droite).

Remarquons enfin que cela amplifie le spill-over (figure 4.58 de droite).

On va étudier indépendamment chacune des régularisations avant d’analyser la
loi générale.

Pour les tests qui vont suivre, on prend les parametres suivants :

wo = 40, (4.12.87)
T=S8=1 N=M=5, h=1/400, Nt = 10* (4.12.88)

et les données initiales:

at=0)=—==, a(t=0)=0, Vi=][1,...,M] (4.12.89)

4.12.2 Régularisation avec cut-off

Tout d’abord, on se fixe arbitrairement un temps de régularisation :
T* =1/10. (4.12.90)

Exemple 56 On représente a la figure 4.59 de gauche la loi de rétroaction
régularisée.
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Loi de retroaction: cut-off

14 ‘ ; ‘ 0.05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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1 0.03 .....: cut-off

0.02

o o
o

I
~

rotation en deg.

o
)

% 0.05 01 0.15 0.2 0 002 004 006 008 01 012
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Fic. 4.59 - Loi de rétroaction avec cut-off (a gauche), cinquiéme mode de la
réponse pour la version originale et pour celle avec cut-off (a droite).

Comme on l'a déja remarqué dans l'introduction, grace a I’application de x(t) on
élimine le choc initial (v(0) = —28, 263 pour la version non régularisée), puisque
x(0) = 0 = v(0) = 0. De plus, on diminue 'amplitude maximum de la loi de
rétroaction par 100. La nouvelle loi a par contre un nombre d’oscillations plus
important sur U'intervalle [0, T].

Si l'on regarde a la figure 4.59 de droite la contribution du cinquieme mode de la
réponse, on voit que le choc a été décalé en temps, tout en étant diminué.

Exemple 57 On compare maintenant les normes H calculées avec la version
originale et avec celle régularisée. On voit qu’avec la nouvelle loi on conserve la
méme décroissance exponentielle globale (figure 4.60 de gauche).

norme H
0 T T T T norme H
10 " __:version originale 1 T T T . !
% 1.8f : 1
5 ___:version originale
10 ¢ ]
... : cut-off
1.6 4
10%0L ]
T 1.4 i
] T
£, 15[ ] -
£ 10 2
- 21.2 |
1020 1
R 4
1050 ]
0.8r N
10-300 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0.5 ; ; ; ; ;
' .temps ens. ’ ' 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
temps en s.

FiGc. 4.60 - Comparaison entre la norme H calculée avec la loi de rétroaction
originale et celle avec cut-off (a gauche) et “zoom” sur l'instant initial (@ droite).
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En faisant un “zoom” sur l'instant initial (figure 4.60 de droite), on observe que
la norme H n’augmente plus autant apres 'instant initial, on n’a plus d’ "ex-
plosion”; mais cependant on a encore une légere augmentation par rapport a sa
valeur d’origine, dans notre exemple de ’ordre du %.

Le maximum de la norme H est évidemment fonction de 7% et de d, la régularité
de x(t).

Exemple 58 On représente a la figure 4.61, le pourcentage d’augmentation de
ce sup par rapport a I’état initial.

% d’augmentation de la norme H: cut-off
10 .

X
10t 2 . x
*
X
10% ° x
* o
-3
10 + x:d=0
* )
o:d=1
10 *:d=2
*
-5
10 ¢
-6
10 -
2 1 0
10 10 10

Tkhi

Fic. 4.61 - Pourcentage d’augmentation par rapport a [’état initial du mazimum
de la norme H en fonction de TX et pour différents d,.

Par exemple, si l'on prend d, = 0, c’est-a-dire x(¢) affine, on a une valeur maxi-
mum qui est au minimum de 'ordre du %, méme pour 7% = 1. Par contre si
d, = 1, comme pour les calculs précédents, il suffit de prendre 7% = 1/10 pour
n’avoir qu'une augmentation de I'ordre du %.

Le résultat fondamental est le suivant :

quelque soit la valeur de T on a toujours augmentation de la norme H.

En effet, pour la valeur de 7% la plus grande possible, c’est-a-dire, TX = 1,
on a une augmentation de l'ordre de 10~° pour d, = 2.

D’autre part plus la régularité est élevée et plus ’augmentation est faible comme
le montre clairement les résultats. Par exemple pour d, = 6 et 7X = 1, on obtient
1071

On remarque de plus que 'importance de la régularité augmente avec TX.

On choisira donc la régularité de x(t) et le temps de régularisation TX selon



166 4.12. Loi régularisée

la valeur de 'augmentation que I'on veut atteindre. Etudions maintenant D'effet
du spill-over.

Exemple 59 On prend un nombre de mode de la réponse plus élevé que celui
utilisé pour calculer la loi de rétroaction, par exemple M = 10.

On commence par comparer les normes H a la figure 4.62 de gauche.

1 norme H
10 T
O {‘//_.H\-—
10 prommmmmae =, 5
R __:version originale k=
z g
(<} N -
g ... : cut-off g
S =
= >
1 g
10 2
[=}
(5]
10-2 L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

tempsens. frequences 00

temps

FiGg. 4.62 - Comparaison entre la norme H calculée avec la loi de rétroaction
originale et celle avec cut-off (a gauche) et contenu fréquentiel de la réponse avec
cut-off (a droite), pour N < M.

On voit que la pollution a fortement diminuée puisque 'on a méme obtenu une
décroissance de cette norme jusqu’a une valeur de I'ordre de 1072,

Si 'on regarde maintenant le contenu fréquentiel de la réponse, on voit qu’avec
la nouvelle version les modes non controlés ont une amplitude beaucoup plus
faible, tout en étant beaucoup moins oscillants (voir figure 4.58 de droite pour
la version originale). Seul le sixieme mode de la réponse semble encore fortement
excité comme on le voit a la figure 4.62 de droite.

On peut remarquer comme conclusion de I’étude du spill-over que la valeur mini-
male de la norme H notée E,, ainsi que le temps de stabilisation 7}, c’est-a-dire
le temps que met la solution a atteindre cette valeur plafond nous fournissent
un critere de choix du temps de régularisation 7 ainsi que de d, le degré de
régularité de x(¢). Nous allons donc calculer la variation de E, et T en fonction
de T'X et de d,,.

D’apres la concavité de la surface de la figure 4.63 de gauche, on peut dire que
I’énergie résiduelle décroit en fonction de 7% jusqu’a une valeur plafond de ’ordre
de 1073, et ensuite oscille autour de cette valeur, ceci quelque soit la régularité

de x(t).
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Energie residuelle Temps de stabilisation
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F1G. 4.63 - L’énergie résiduelle E, (a gauche) et le temps de stabilisation Ty (a
droite), en fonction de TX.

Par contre, le minimum de E, dépend de d, et est atteint pour le couple [TX, d, | =
[1/4,2].

L’interprétation de la figure 4.63 de droite, et donc de la variation du temps de
stabilisation en fonction de T et d,, est encore plus aisée. Plus T}, est petit et
plus T est grand, ceci quasiment quelque soit la régularité de x(¢). Le minimum
est donc atteint pour le 7X le plus grand, qui n’est autre que le cas ou l'on n’ap-
plique pas de régularisation. Le d, optimal correspond a x(t) affine.

E, et T, ont donc un comportement inverse vis-a-vis de 1TX. Mais, étant donné
que la variation de ’énergie résiduelle en fonction de 7T}, est beaucoup plus rapide
que celle de T, le minimum selon ces deux critéeres est celui obtenu a ’aide du
premier, soit pour [T%,d,| = [1/4,2].

4.12.3 Régularisation avec taux variable

De méme que pour la loi précédente, on se fixe un temps de régularisation
arbitraire. On prend afin de faciliter la comparaison avec la loi avec cut-off le
meme temps:

T =1/10. (4.12.91)

Tout d’abord remarquons qu’a la différence de la loi en x(t), celle-ci n’impose pas
une valeur nulle en zéro de loi de rétroaction. En effet, puisque w(t = 0) =0, on
applique 'opérateur A de la méthode HUM pour calculer la loi de rétroaction a
I'instant initial. Or on sait que la valeur en zéro du controle obtenu a l'aide de
cet opérateur, du moins dans sa version usuelle, est non nulle (voir le chapitre
précédent).

Ainsi dans 'exemple de la figure 4.64 de gauche, la valeur en zéro est d’environ
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Loi de retroaction: taux variable
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F1G. 4.64 - Loi de rétroaction avec tauz variable (4 gauche) et cinquiéme mode
de la réponse pour les versions originale et avec tauz variable (4 droite ).

1.1073. On remarque la loi de rétroaction est plus réguliere que celle avec cut-off
et d’amplitude légerement plus faible. Si l'on regarde le cinquieme mode de la
réponse, on voit (figure 4.64 de gauche) que celui-ci a été fortement régularisé,
en particulier son amplitude a encore été diminué par rapport a la loi avec cut-off.

De méme que pour la loi avec cut-off, la norme H avec taux variable décroit
globalement comme la norme # originale, mais avec un léger retard (figure 4.65

de gauche).

norme H: taux variable

10o . . . . . norme H: taux variable
T T T
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FiGc. 4.65 - Comparaison entre la norme H calculée avec la loi de rétroaction
originale et celle avec tauzr variable (& gauche) et “zoom” sur Uinstant initial (a
droite).

Par exemple, & t = 0.15, la norme vaut de 'ordre de 1072 au lieu de 107 pour la
loi originale. Par contre, la norme n’augmente pas pour le 7% choisit (figure 4.65
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de droite).

L’action du cut-off sur la diminution de 'augmentation de la norme # est tres
différent de celui de la loi avec taux variable sur deux points essentiels:

1. Plus w(t) est réguliére et plus le mazimum est important. En effet, comme
on peut le voir a la figure 4.66, c’est pour d, = 1 que le maximum est le
plus faible.

0

% d’augmentation de la norme H: taux variable
10 T T :

1 3
10 ¢ x
*
10’27 x:d=0 o
0:d=1 *
*:d=2
*
10°F X
o)
*
-4
1 ; ; ;
%.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Tomega

F1a. 4.66 - Pourcentage d’augmentation par rapport a [’état initial du mazimum
de la norme H en fonction de T.

2. Pour un T% assez grand il n’y a plus d’augmentation de la norme H.

La loi en w(t) est également plus efficace pour faire diminuer le spill-over. En
effet, la valeur résiduelle de la norme H est beaucoup plus faible, de I'ordre de
10~%, que pour la loi avec cut-off (figure 4.67).

La comparaison du contenu fréquentiel des deux lois régularisées est frappante.
En particulier, on voit a la figure 4.67 de droite que le sixieme mode de la réponse
a une amplitude beaucoup plus faible que pour celui obtenu avec la loi avec cut-
off (figure 4.62 de droite).

Comme pour x(t), on étudie la variation de ’énergie résiduelle en fonction de
TY et d,.

On observe a la figure 4.68 de gauche que, comme pour TX celle-ci décroit en
fonction du temps de régularisation.

Mais avec le taux variable cette décroissance est beaucoup plus rapide. En effet,
la valeur plafond de I'énergie résiduelle est atteinte pour un temps deux fois plus
court, de plus cette valeur est, elle-aussi, deux fois plus faible. Le choix de T“ est
donc déterminant, mais celui de la régularité aussi.

En effet, de fagon surprenante, plus la fonction régularisante w(t) est réguliere et
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i norme H: taux variable
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FiGg. 4.67 - Comparaison entre la norme H calculée avec la loi de rétroaction
originale et celle avec tauz variable (a gauche) et contenu fréquentiel calculé avec
w(t) (a droite), pour N < M.

plus I’énergie résiduelle est grande. Qui plus est, ce choix est important puisque
la variation de E, est encore plus grande pour le 7% optimal. Le couple optimal
est donc, selon ce premier critere, [7%,d,] = [1/25,0].

La variation du temps de stabilisation pour le taux variable est également la
méme que pour le cut-off: T, est une fonction croissante de 7. De plus, Ty ne
varie quasiment pas en fonction de d,; sauf pour le 7% optimal pour le critere
précédent et dans ce cas la régularité de w(t) la meilleure est celle la plus élevée.
Mais comme la croissance de T est beaucoup plus lente que ne 'est la décroissance
de I’énergie résiduelle, le minimum pour ces deux criteres est donc encore celui
de E,, soit [T¥,d,] = [1/25,0].

4.12.4 Régularisation avec cut-off et taux variable

Dans ce paragraphe on applique les deux régularisations simultanément. On
se fixe les mémes temps de régularisations, ainsi que les mémes régularités, que
pour le cut-off et le taux variable pris séparément, c’est-a-dire:

T =T% =1/10, d, = dy, = 1. (4.12.92)

On regarde en premier lieu I'historique de la loi de rétroaction (figure 4.69 de
gauche).

On voit que son comportement est quasiment identique a celui de la loi de
rétroaction avec taux variable seul. On peut faire la méme remarque en ce qui
concerne le cinquieme mode de la réponse (figure 4.69 de droite).

Pour le comportement, aussi bien global que local (au voisinage de 'origine) de
la norme H (voir figure 4.70), on a encore le méme type de similitude avec le taux
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FIG. 4.68 - Energie résiduelle (& gauche) et temps de stabilisation (4 droite), en
fonction de T¥.

Loi de retroaction: cut-off et taux variable

0.04r

0.02r

rotation en deg.

-0.02

1 L L L _004 L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2
temps en s. temps en s.

F1G. 4.69 - Loi de rétroaction avec cul-off et tauz variable (a gauche) et 5 éme
mode de la réponse pour la version originale et pour celle régularisée (a droite).

variable; en particulier on n’a plus d’augmentation de la norme H apres l'instant
initial.

D’apres ces premieres remarques, il est clair que pour les parametres choisis la
loi de rétroaction se comporte comme si le cut-off n’agissait pas.

Selon le choix des parametres, on peut favoriser 'une ou 'autre des régularisa-
tions. Dans notre exemple, il est clair d’apres les deux paragraphes précédents
que TX est trop faible pour que le cut-off agisse aussi bien que le taux variable.

Comme pour les régularisations appliquées individuellement, il existe un choix
optimal des parametres.

On va tout d’abord chercher les parametres qui minimisent I’augmentation de
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Fig. 4.70 - Comparaison entre la norme H calculée avec la loi de rétroaction
originale et celle régularisée (& gauche) et zoom sur linstant initial (a droite).

la norme ‘H au voisinage de l'instant initial.

On présente aux figures 4.71 a 4.75 le pourcentage d’augmentation de la norme H
pour une régularité donnée {d,,d,} € {{0,1,2},{0,1,2}} en fonction du couple
{T%,Tx}.

[d_omega,d_khi]=[0,0] [d_omega,d_khi]=[0,1]

A : 5
e T

10 A 10 4
sl 0.002 sl | 0.002
10"+ : : 10" i .
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0002 % 00044 2002 T 0.004%
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FiG. 4.71 - Pourcentage d’augmentation de la norme H pour {d,,d,} = {0,0}
(a gauche) et {d,,d,} ={0,1} (a droite)

Plus 1% et T sont grands et plus ’augmentation diminue.

Pour T% > Ty(d,), il n’y a plus d’augmentation, la borne obtenue dépend tou-
jours de la régularisation (voir figure 4.75). Par contre, pour 7% il n’y a pas de
borne inférieure.

En ce qui concerne la régularité, plus w(t) est réguliere et plus il y a d’aug-
mentation, et inversement pour x(¢) comme on l’a vu précédemment. Il suffit de
comparer les résultats obtenus pour {d,,d,} = {0,0} (figure 4.71 de gauche) et
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[d_omega,d_khi]=[0,2] [d_omega,d_khi]=[1,0]

0
10 -
@ 0
p
-2 .
10"
10”1 1 i *
sl 0.002 5| 0.002
104 i : 10" : .
00 002" om ~ 0.005 001 002" 5o 0.005
0002 % 00044 0002 o 0.004%
Tomega Tomega

FiG. 4.72 - Pourcentage d’augmentation de la norme H pour {d,,d,} = {0,2}
(a gauche) et {d,,d,} = {1,0} (a droite)

{dy,d,} ={2,0} (figure 4.74 de gauche).

Par contre, dés qu’on augmente en régularité sur x(¢), la décroissance est tres
importante : comparer par exemple {d,,d,} = {0,0} avec {d,,d,} = {0,2} (fi-
gure 4.72 de droite).

En conclusion on peut dire que les parametres optimaux pour ce critere sont
ceux obtenus pour chacune des régularisations appliquées indépendamment, soit
T le plus grand possible et 7% > T (d,).

[d_omega,d_khi]=[1,1] [d_omega,d_khi]=[1,2]

10° - 10° -

o

o
10+ 1074
10" 10"

- 0.002 % 0.002
10 10 &
0.01 g o2 0.05 0.005 0.01 oo 008 0.005
901 027 0.004% 0102 e 0.004
Tomega Tomega

F1G. 4.73 - Pourcentage d’augmentation de la norme H pour {d,,d,} = {1,1}
(a gauche) et {d,,d,} = {1,2} (a droite)
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[d_omega,d_khi]=[2,0] [d_omega,d_khi]=[2,1]

100 B 100 .
o
. [} et o
° o
- -2 5
10 ~ 10+ °
10" 10 g
sl 0.002 sl | 0.002
10" 4 i . 10" i .
008 002" 0s ~ 0.005 001 002" 4o 0.005
0002 % 00044 0002 T 0.004%
Tomega Tomega

FiG. 4.74 - Pourcentage d’augmentation de la norme H pour {d,,d,} = {2,0}
(a gauche) et {d,,d,} ={2,1} (a droite)

[d_omega,d_khi]=[2,2] [d_omega,d_khi] optimaux

10° - 10° -
o
10+ 1074
10" 10
. 0.002 . 0.002
10 4 10 4
0.01 g o2 0.05 0.005 0.01 ¢ op 008 0.005
P01 27 o 0.004% 0102 e 0.084
Tomega Tomega

FiG. 4.75 - Pourcentage d’augmentation de la norme H pour {d,,d,} = {2,2}
(a gauche) et régularitées optimales (a driote).

1 norme H
10 T T T :
100 ﬁ,: i
0.1
10" £
I 3 E| f=
GE) -, __tversion originale % 0.05
S 2 i ... 1 cut-off et taux variable =
<10 ¢ E J 2 ol
1S
8
10 E 0&)8
10 : ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

tempsens. frequences 00 temps

Fig. 4.76 - Comparaison entre la norme H calculée avec la loi de rétroaction
originale (a4 gauche) et celle régularisée et contenu fréquentiel de la réponse
réqularisée (a droite), pour N < M.
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Energie residuelle (N=5, M=10)

1/18,1/50

118,4/50

1/18,1/50

1/18,1/50

1/18,1/50

d_khi 0o

1/18,1/50

1/18,1/50

1

d_omega

0.2

0.195

0.1

0.185

0.18

0.175

Temps de stabilisation (N=5, M=10)
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Fi1G. 4.77 - Energie résiduelle (0 gauche) et temps de stabilisation (¢ droite)
comme fonction de d,, et d,.
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Chapitre 5

Treillis: controlabilité exacte

5.1 Introduction

L’étude du controle et de la stabilisation des grandes structures flexibles, ou
plus généralement des multistructures, a connu ces derniéres années un intéret
croissant pour des raisons tant pratiques que théoriques. En effet, le développement
de nouveaux outils en théorie du controle a permis d’affiner la compréhension du
comportement dynamique de structures de plus en plus complexes.

5.1.1 Généralités sur les multistructures

On peut définir une multistructure comme le couplage d’éléments structuraux.
Plus précisément, on peut caractériser essentiellement une multistructure a l'aide
des quatre données suivantes:

— le nombre de ses composantes

— le type d’éléments structurauz qui la compose

la nature des jonctions entre ses éléments structuraux

— sa géométrie

Nous allons faire rapidement quelques commentaires sur le role de ces différents
parametres dans I’étude de la controlabilité exacte d’une multistructure.

On pourrait penser que analyse du comportement vibratoire et plus précisément
de la controlabilité exacte des multistructures dépend fortement du nombre de
ces composantes or il s’avere que c’est certainement la moins importante des pro-
priétés caractérisant une multistructure que nous venons d’énumeérer.

Par exemple, une multistructure composée uniquement de poutres d’Euler-Navier-
Bernoulli reliées rigidement bout-a-bout et controlée en flexion a l'une de ces
extrémités est I'un des exemples les plus simple de multistructures, et ceci quelque
soit le nombre de ses composantes (voir G. Chen, M.C. Delfour, A.M. Krall et
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G. Payre [33] pour I’étude de la controlabilité exacte et de la stabilisation).

Le type d’élément structurant est évidemment d’importance et les premieres
études ont considéré les éléments structuraux les plus simples possibles : les cordes
ou les poutres d’Euler-Navier-Bernoulli. En fait, comme le montre la majorité des
travaux effectués dans ce domaine, le comportement des multistructures dépend,
certes du type de systemes d’équations considérées, mais de maniere plus essen-
tielle de la facon dont les éléments structuraux sont couplés, autrement dit des
jonctions.

Par exemple, le simple fait de rajouter des masses aux points de jonctions modifie
completement le comportement vibratoire de la structure et par la meéme ['effi-
cacité des lois de commandes qui sont appliquées (voir E.B. Lee et Y. You [77],
B.B. King [52], S. Hansen et E. Zuazua [45], C. Castro et E. Zuazua [23, 24] et
C. Castro [22]). On peut également citer I'étude vibratoire de systemes couplés
a laide de jonctions non-linéaires de type oscillateur de Van der Pol (voir G.
Chen, J. Zhou et S. Hsu [34]). Enfin, notons que les jonctions ne servent pas uni-
quement a connecter entre eux les éléments structuraux mais peuvent également
servir d’actionneurs.

Enfin, last but not least, comme 'ont montré théoriquement les travaux de J.E.
Lagnese, G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt (voir [67], [49] et [50] pour ne citer
que quelques articles), la géométrie des multistructures est cruciale par la fagon
dont les éléments structuraux sont assemblés. Nous préciserons plus loin dans
I'introduction les propriétés qu’ils ont exhibées.

5.1.2 Modélisation de la dynamique des multistructures

Apres ces quelques remarques tres générales concernant la controlabilité exacte
d’une multistructure, revenons a I’étude proprement dite de leur dynamique et
des types de modélisations qui sont utilisés pour I’étudier.

L’approche usuelle que I’on rencontre dans la littérature en controle des structures
consiste a définir un modele discret de la multistructure via ’analyse modale, les
éléments finis (voir L. Meirovitch [87] pour une présentation exhaustive de ces
deux approches) ou d’autres techniques (voir par exemple E. Balmes [5]). Or
cette technique qui a montré son efficacité dans I’étude de la statique, et dans
la plupart des cas dans celle de la dynamique, est insuffisante pour étudier la
controlabilité exacte puisque une fois défini un probleme en dimension finie, les
outils théoriques qui permettent de vérifier la controlabilité exacte ne tiennent
pas compte des propriétés essentielles des systemes continus originaux.

En effet, la controlabilité exacte ou selon la terminologie des automaticiens la
commandabilité complete des systemes linéaires en dimension finie de la forme:
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Tt =F(t)x +G(t)u, x(0) =y (5.1.1)

y = H(t)x o
se démontre grace au critere de rang de Kalman :

rang(G, FG,...,F" 'G) =n (5.1.2)

ou n désigne la dimension du systeme. Remarquons que vérifier ’égalité (5.1.2)
revient a montrer que le grammien de controlabilité du systeme est défini positif
et donc inversible (voir par exemple J. Zabczyk [107]).

L’inconvénient de ce critere est qu’il ne fait pas intervenir [’horizon de controlabili-
té, or on sait que celui-ci ne peut étre, en regle générale, choisi arbitrairement
comme par exemple dans le cas du controle frontiere Dirichlet de I’équation des
ondes oti, du fait du principe de Huyghens sur la vitesse finie de propagation des
ondes, il existe un temps minimal de controlabilité exacte.

Aussi ces dernieres années, I’étude de la controlabilité exacte et de la stabilisation
des multistructures est basée sur des modéles continus des éléments structuraux;
autrement dit on construit le controle non plus a partir d’EDO mais a Paide de
systemes d’EDP. L’avantage de telles méthodes, outre le fait qu’elles décrivent
plus finement le comportement vibratoire, est qu’elles permettent d’utiliser de
nombreux outils théoriques, plus ou moins nouveaux, pour la construction et
’étude de lois de commande (controle ou feedback). On peut distinguer trois ap-
proches distinctes.

La premiere consiste a démontrer la controlabilité exacte ou la stabilisation ex-
ponentielle (si elles ont lieu) par les méthodes classiques de la théorie du controle
et de la stabilisation.

— En ce qui concerne la stabilisation, on construit explicitement une fonction-
nelle de Liapunov (voir par exemple G. Chen, M.C. Delfour, A.M. Krall et
G. Payre [33]), on peut également appliquer le principe du maximum de
Pontryagin (I. Sadek et V.H. Melvin [104]) ou le principe d’invariance de
Lasalle (B. d’Andréa-Novel, F. Boustany, F. Conrad and B.P. Rao [3]), ou
enfin on se ramene a un systeme discret par des méthodes de superposition
modale afin de vérifier le critere de Routh (G. Chen et H.-K. Wang [26])
ou tout autre outil de 'automatique.

— Quant au controle, on applique des méthodes LQG (J.S. Gibson et A. Ada-
mian [37]) pour construire des controles par résolution d’équations de Ric-
cati algébriques, ou comme pour la stabilisation par écriture du systeme
sous une forme discrete afin de vérifier des criteres de commandabilité :
noyau nul d’opérateur mis sous forme matricielle (B.Z. Guo et W.D. Zhu
[44], E.B. Lee et Y. You [77]).

La seconde école, plus récente, consiste a vérifier une inégalité d’observabilité afin
obtenir une condition suffisante quant a la controlabilité exacte en fonction de
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I’horizon de controlabilité et du support de ’actionneur.

On démontre cette inégalité a ’aide de la technique des multiplicateurs combinée,
soit a la méthode HUM, soit aux séries de Fourier non-harmoniques.

En ce qui concerne l'utilisation des séries de fourier non-harmoniques, on peut
citer par exemple L.F. Ho [46] pour ’étude d’un systéme couplé composé de N
cordes mises bout-a-bout et controlé aux points de jonctions, ainsi que E. Zuazua
et S. Hansen [45] qui ont étudié un systéme composé de deux cordes reliées par
une masse.

L’autre technique, basée sur 'utilisation de la méthode HUM, a été appliquée
par J.-P. Puel et E. Zuazua [90, 91, 92] pour I'étude de la controlabilité exacte
frontiere d’un corps multidimensionnel vibrant relié a une corde, également par
E. Zuazua et S. Hansen [45] (voir commentaires précédents), et par J.E. Lagnese
[66] pour n’en citer que quelques-uns.

Cependant 'application la plus exhaustive de la méthode HUM aux multistruc-
tures (réseaux de cordes, de poutres de Timoshenko; plaques minces, ...) est due
aux travaux conjoints de J.E. Lagnese, G. Leugering et E.P.J.G. Schmidt [67].
Ces auteurs ont pu exhiber des conditions nécessaires pour qu’il y ait ou non
controlabilité exacte.

Par exemple dans le cas d’'une multistructure constituée de cordes ou de poutres
et controlée par des actionneurs localisés a ses extrémités, la présence de circuits
(voir figure 5.1) est une condition suffisante pour qu'il soit impossible de controler
exactement le treillis, méme avec des actionneurs placés a toutes ses extrémités
(voir J.E. Lagnese, G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt [67]).

Fic. 5.1 - FEzemple de multistructure contenant un circuit qui entraine [’exis-
tence de modes invisibles (ici on représente le 8 éme mode) pour des controles
frontiéres.

Remarquons que ces résultats confirment les conditions nécessaires et suffisantes
quant a la controlabilité exacte données par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch
dans le cas d’un systéme a une seule composante (voir les travaux récents de
N. Burq [20] pour leurs applications & des systeémes couplés) qui constituent la
derniere méthode de vérification de la controlabilité exacte.

Cette école utilise les outils mathématiques pointus de ’analyse microlocale et
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour la controlabilité exacte de
I’équation des ondes, de I’élastodynamique, ainsi que d’autres systemes physiques.
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Malheureusement, ces conditions sont basées essentiellement sur l’analyse de
la propagation des singularités et la vérification de propriétés particulieres des
rayons de l'optique géométrique (rayons diffractifs, captifs (voir figure 5.2), glis-
sants, ...) sur la région de controle, qui sont difficilement vérifiables.

rayon captif
T Q

F1G. 5.2 - Rayon captif, invisible pour un actionneur de support I'y.

Grosso modo, il faut vérifier que:

"tous les rayons qui se propagent dans la structure selon les lois de 'optique
géométrique atteignent le bord de controle en un point non-diffractif et en
un temps inférieur au temps de controlabilité”

On peut cependant noter une tentative de vérification numérique de cette condi-
tion, dans le cas du controle frontiere de I’équation des ondes, a I'aide d’un critere
énergétique qui permet de mesurer 'effet de tels rayons sur la controlabilité exacte
(voir M. Asch et G. Lebeau [2]).

Aussi nous proposons, une méthode alternative basée sur la vérification de 1’inéga-
lité d’observabilité dans le cas du controle issu de la méthode HUM (voir F. Bour-
quin [14], K.-D. Phung [89] et F. Bourquin et J.-S. Briffaut [15]).

Plus précisément, on construit un test numérique qui nous donne le minimum du
grammien comme limite d’une suite «,,. On vérifie alors qu’il y a controlabilité
exacte si et seulement si la suite «,, converge quand n — 400 vers une constante
strictement positive (cas 1) et qu’il n’y a pas controlabilité exacte si et seulement
si elle décroit vers zéro (cas 2). Cela nous fournit ainsi une alternative discrimi-
nante.

Dans le cas 2, 'objectif est alors d’identifier les ondes invisibles pour le systeme
d’actionneurs, appelées aussi ondes inobservables, autrement dit, les ondes qui
échappent aux efforts des mécanismes de controle.

Remarquons enfin pour conclure que, d’un point de vue pratique, il est important
de savoir si ces ondes inobservables sont négligeables, par exemple si elles sont
localisées dans une région qui n’est pas cruciale pour la sécurité.
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5.1.3 Plan du chapitre

Nous allons tout d’abord appliquer au paragraphe 5.2 la méthode HUM a
un treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli particulier dont les poutres sont
reliéés par des jonctions rigides a angles droits.

Aprés avoir posé les équations décrivant la dynamique du treillis pris en exemple,
on calcule son grammien de contrélabilité (voir propriété 5.1).

Nous étendrons au paragraphe 5.2.4 les résultats obtenus pour notre treillis aux
treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli avec des angles de jonction entre les
poutres quelconques et sur lesquels s’exercent des actionneurs en flexion, dépla-
cement et force.

Au paragraphe 5.3, nous utiliserons la méthode de superposition modale pour
calculer le grammien approché.

Nous effectuerons ensuite au paragraphe 5.4 'intégration numérique du probleme
approché défini au paragraphe précédent. Comme pour le controle de la poutre
d’Euler-Navier-Bernoulli (voir le paragraphe 1.6.3 du chapitre 1), I'étape fonda-
mentale de notre méthode de discrétisation consiste a définir les formes tres faibles
des efforts discrets afin de calculer avec une précision plus grande le grammien
de controlabilité discret.

Enfin, nous définirons au paragraphe 5.5 un test numérique de controlabilité
ezacte qui consiste a calculer, a partir du grammien de controlabilité approché,
une suite qui converge vers la constante de coercivité de 'inégalité d’observabilité
vérifiée par ce méme grammien.
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5.2 Application de la méthode HUM au treillis
de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli

5.2.1 Introduction

Nous allons étudier la controlabilité exacte d’un treillis plan de poutres d’Euler-
Navier-Bernoulli reliées bout-a-bout rigidement avec des angles droits dont on
controle la rotation de 'une de ses extrémités (voir figure 5.4).

Apres avoir posé les équations décrivant la dynamique du treillis considéré nous
lui appliquerons la méthode HUM afin de définir le controle et calculer le gram-
mien de controlabilité exacte.

Les résultats obtenus pour ce treillis particulier se généralisent aux treillis de
poutres reliées avec des angles quelconques, que 1’on controle a I’aide d’action-
neurs agissant en flexion, en déplacement et en force aux extrémités du treillis,
les extrémités non controlées étant encastrées.

On peut utiliser en particulier le méme grammien que les angles aux jonctions
entre les poutres des treillis soient droits ou non et par conséquent effectuer des
tests numériques pour de tels treillis.

Exemple 60 on étudiera notamment au paragraphe 6.4 du chapitre 6 la contro-
labilité exacte du treillis représenté a la figure 5.3

Cﬂ -

3 (@)

(6

Fi1Gc. 5.3 - Treillis de poutres reliées rigidement avec des angles différents de 90
degrés.

qui est controlé en rotation a I'une de ses extrémités et dont les angles aux jonc-
tions entre les poutres sont identiques et de 120 degrés.

5.2.2 Position du probleme

On considere un treillis plan composé de quatre poutres d’Euler-Navier-Bernoulli
(voir figure 5.4) reliées bout-a-bout rigidement a angles droits sur lequel s’exerce
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un actionneur qui controle la rotation de 'extrémité gauche du treillis, le dépla-
cement transverse étant bloqué a cette méme extrémité. Les extrémités du treillis
non controlées sont encastrées.

g

(1) ©)

4

2z

Fic. 5.4 - Treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli controlé en rotation a
['une de ses extrémités, le déplacement transverse étant bloqué a cette méme ex-
trémité.

On associe a chaque poutre un repere local (Ox) dirigé vers la droite pour les
poutres horizontales et vers le haut pour les poutres verticales.

Hypothese: pour la clarté de la présentation, on suppose que toutes les poutres
ont la méme longueur L.

On note T I'horizon de controlabilité et pour chaque poutre (k): p(x) la masse
linéique, E(z) le module d’Young, S(z) la section, I(z) I'inertie de section.

Soit, pour {y),y,} = {{yg,gjg} , {yi,gi}} des données initiales assez régulieres,
y, (z,t) = {yk(z,t), g (x, 1)} la solution de:

0y 0 Yk .
pA 512 (x,t) + Er) (EIW (x,t) =0 dans (0,L) x (0,7) 523)
S 2.
ve(@,0) = yi(a),  (2.0) = vi(a) sur (0,)
et
0>, 0 Yk
A2k — ~ (A= = L T
oGt 5 (A% ey =0 dans 0.2) x 0.7 .
N Y N 2,
Bel@,0) = R(e), FE@0) =gk sur (0,L)

ol yx(x,t) (resp. gg(x,t)) est le déplacement transverse (resp. longitudinal) de la
k-ieme poutre dans le repere local qui lui est associé; de plus, pour tout ¢ € [0, 7],
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y, (w,t) vérifie les conditions de bords suivantes :

— encastrement en z = 0 des poutres (2) et (4):

8?Jk

5 (0.) =3(0,1) =0, k=24 (5.2.5)

— un actionneur v(t) controle I'angle de rotation de I'extrémité gauche de la
poutre (1), le déplacement transverse étant bloqué:

ayl

0, 5y 00 =vlt) (5.2.6)
0

—
<
— —
—~
O O
\_/ \/
I

et enfin les poutres du treillis sont reliées par des jonctions rigides, on a donc
continuité des déplacements et des efforts entre les poutres horizontales ainsi que
continuité de la rotation avec la poutre verticale, pour les poutres (1), (2) et (3):

(yi(L,t) = G2(L,t) = y3(0,¢),  §1(L,t) = ya(L,t) = §3(0,¢)
oy 0y Jys g 0ys
o ——(L,t) = o (L t) = 5 —(0, 1), EI(.3 5 (L, 1) =EI 2 5 (0,1)
8y1 0 82y2 8y3 (527)
BAZR(L1) - (EI = >(L,t) BAZZ(0,)
0 0y Oy 0 0”ys
| 52 (EI 52 )(L,t) EA6 (L,t) = B EI 92 (0,1)
et pour les poutres (3) et (4):
( s 1 4 =
2
EA%y?’ (L,t) — —< 72 y‘*) (5.2.8)
0 32y3 3y4
o (E15 e - AT -

\

On note y = {yx}r_, (vesp. § = {Jk}r_,) le vecteur déplacement transverse (resp.
longitudinal) de la poutre.

5.2.3 Grammien de controlabilité exacte

On applique la méthode HUM afin de définir le grammien de controlabilité
exacte.
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Soit, pour {¢), o1} = {{ ,lc} {cp,lc,gb,lc}} des données initiales suffisamment
régulieres, ¢, (z, t) {pk(z, ) @k (z,t)} I'unique solution du probleme adjoint :

0? k
pA a;‘; W( ) #,8) =0 dans (0,L) x (0,T) 520
oul,0) = (), %—t(x O=ehl@) s (0.1)
et
LA (EA%>(37,75) —0 dans (0,L) x (0,7)
or dv \ O (5.2.10)
Pl 0) = B@), T 0) =) sur (0,D)

Pour tout ¢ € [0,7], on a des conditions d’encastrement & toutes les extrémités
du treillis:

0r(0,1) = a(,;p’“ (0,t) = 3e(0,6) =0, k=124 (5.2.11)

enfin on a continuité des déplacements et des efforts entre les poutres horizontales

ainsi que continuité de la rotation avec la poutre verticale pour les poutres (1),
(2) et (3):

(p1(L,1) = Pa(L,t) = 3(0,2),  B1(L,t) = pa(L,t) = ¢3(0,1)
%9‘; (L,t) = ‘9502 (L,t) = ‘?;03 0,1), EI%Z;O; (L,t) = EI%@?’ 0,1)
(,ic <E1§;1>(L,t) EA%?( 1) = ai (EIZ?)(OJ) (5-2.12)
\ EA%? (L,t) — ai (Elz;OZ)(L t) = EA%(O )
et pour les poutres (3) et (4):
(oL = u(Lot), Bo(L,0) = eu(L,0), S (L, 8) = F4(L, 1
ai (EI%Q;?)(LJ) EA%? (L,t) =0 (5.2.13)
| EA(?;Z?’ (L,t) — aax (EJ‘?ZW)(L,t) =0

0zr?
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Notations: ¢ = {%}%:1 et = {@k}%zy

Soit, pour {¥), ¢; } = {{¢}, 1/;,[;}, {4}, 1} des données initiales suffisamment ré-
gulieres, ¢, (z,1) = {wk(x, t), Yr(z, t)} I'unique solution du probleme rétrograde :

827/% 82 827/% B
pA EYe (x,t) + Er) (EI 52 )(:r,t) =0 dans (0,L) x (0,7) 1)
Yi(z,T) = %(:U,T) =0 sur (0, L)
et
821/316 81/}k
pA (z,t) — (EA )( t) =0 dans (0,L) x (0,7)
ot? o oz (5.2.15)
&k(x;T) g;k (x,T) =0 sur (0, L)

Pour tout t € [0, 7], on a des conditions d’encastrement aux extrémités inférieures
des poutres (2) et (4):

Oy,
o0x

et le systeme de controle impose 1'angle de rotation sur 'extrémité gauche de la
poutre (1):

Pe(0,1) = Pp(0,1) = ==(0,t) =0, k=24 (5.2.16)

oYy 0? $1
{ ¥i(0,8) =0, 5~ (0,1) = EI—5(0,1) (5.2.17)
1(0,1)

enfin on a continuité des déplacements et des efforts entre les poutres horizontales
ainsi que la continuité de la rotation avec la poutre verticale pour les poutres (1),

(2) et (3):
(1L 1) = o(Lyt) = 93(0,8),  u(Lyt) = (L, t) = 43(0,1)
%‘il (L,1) = 861/;2 (L,1) = 861/’3 (0,4, Ef(zil (L,1) = Efa;;/’;’ (0,4)
%ﬁl (L, t) — ai (EI?ZZQ)(LJ) ‘?’3 (0,1) (5:2.18)
\ 8‘1 (EI%Z;l)(L,t) %% (L,t) = ;x <E1§$3>(0,t)

et pour les poutres (3) et (4):
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, N - 0 0
UalLt) = GalLt), Bo(Lt) = a(Lt), (1) = DAL
0 0% oY
% (Ef 8x3>(L t) - EA—- ——(L,1) =0 (5.2.19)
A 9 1y B
AZ2 (L) — o (EI — >(L,t) =0

Notations: ¢ = {¢ }i_; et ) = {Q/N%}i:y

Afin de définir l'opérateur de la méthode HUM nous avons besoin du produit
scalaire suivant :

Définition 5.1 Soit u = {uy},_, (resp. v = {wp}p_,) et @ = {ir}p_, (resp.

0= {tp}oey) et u={u,a} (resp. v={v,0}),

L
<wu,v>=<A{u,u},{v,0} > = Z/ (upvg + Ugtg) pAde.  (5.2.20)
k=1"0

Définition 5.2 V {go,gl} des données assez régulieres,

'} = {%f() —(0 )} (5.2.21)

gm@ewyﬂmwgzw“waw»4w>(»mw%@z
2%(0), 9£(0)})-

(A8

A{go,

L’opérateur A vérifie la propriété essentielle suivante :
Propriété 5.1 V ({go,gl} , {go,gl}) des données assez réguliéres,

T 82 82
<A '} { ) > = /0 EI a:? (o,t)Ela—C;(o tydt.  (5.2.22)

DEMONSTRATION :

Multiplions I'équation (5.2.14) (resp. (5.2.15)) dont 1 (resp. Ux) est solution
par (i (resp. (j) solution de (5.3.46) (resp. (5.3.47)), intégrons sur (0, L) x (0,7")
et enfin sommons sur tous les k£ ce qui donne:

Z//( FLATN )+§—2<Efa;¢2’“>(x,t)>gk(x,t)

2 ~
—|—<pA88;/;k (z,t) — —<EA%ﬁk>(x, t)) Ce(, ) dadt = 0.

(5.2.23)
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On integre par parties en temps et en espace, d’ou:

5 (5
S [ (% o (B155 ) et
2 ~
Qmag(JMY%GM%Q@ﬁ>¢@tMMt
= d ) .
+30 [ (@50 - o0 + %k 0) - 20 s
T 4 L
- / [Ek(:r,t)] dt (5.2.24)
0 k=1 2=0
avec pour tout k:
o[ o 5 9
Silat) = %(Efaf’w DG t) — BI% 0 ) 2 0,
O 0%¢ 8 JUAS
Ela—k( Db —2 (@, t) — Ew ( ’“)
—EA??WxtKAxty+EAwﬂxt)&v@:ﬂ (5.2.25)

Les deux premiers termes de gauche de 1'égalité (5.2.24) sont nuls, on a donc
d’apres la définition du produit scalaire < .,. > et de 'opérateur A:

A0}, {0 > = /f}é lzk(x,t)r dt. (5.2.26)

=0

Calculons les Z(x,t) aux extrémités du treillis.

On a tout d’abord a l'extrémité gauche du treillis:

= 3% 32C1 32%

les autres termes de :1(0, t) étant nuls.
De fagon encore plus simple, on a aux extrémités encastrées des poutres (2) et

(4):

(0, t)EI&(O ) (5.2.27)

—L(0,¢) = EI o

2,(0,¢) = Z4(0,¢) = 0. (5.2.28)

Pour démontrer la propriété, il suffit donc que la somme des Zi(x,t) soit nulle
aux jonctions rigides des poutres du treillis.

On a pour k = 3 et k =4 (apres élimination des termes nuls):

2t = g (BIGEN0a . - it 2 (B15E L.y
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O

e
EA— Ee

oz

donc en regroupant les termes de leur somme judicieusement, il vient :

(L, t)Co(L, 1) + EAG(L, 1) 22 (L, 1) (5.2.29)

2 (%
ox

>(L )G(L, 1) — %@M L,t)Cs(L,t)

(ol )
( s (L (EI%)(LJ) B0 )
( )

+ EA% (L,t 8C3( t) — (L, t)aa <E1@>
- ( %ﬁ (L, 1)Gs(Ly ) + %(mf%)@ £)Ga(L 1) ) (5.2.30)

La jonction rigide reliant les poutres (3) et (4) entraine que les quatre expressions
entre parenthese du membre de droite sont nulles, soit :

Es(L,t) + Z4(L, 1) = 0. (5.2.31)
De méme, la jonction rigide des poutres (1), (2) et (3) implique que:
E1(L, ) + Z5(L, t) + E3(0, 1) = 0. (5.2.32)
O
On associe a 'opérateur A la forme bilinéaire symétrique :
Définition 5.3 V ({go,fl} , {QO,QI}) des données assez régqulieres,

(e} (ec)) = [ ellonellona  (G2m)

02 02

et on définit le grammien de controlabilité:

Définition 5.4 V {go,gl} des données assez régquliéres,

G(lehe) = alle’ }{80 2'})
- / ( )> dt. (5.2.34)
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5.2.4 Généralisation

Comme annoncé en introduction, nous allons étendre la définition (5.4) du
grammien de controlabilité du treillis particulier pris en exemple, a 1’ensemble
des treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli, reliées par des jonctions rigides a
angles quelconques, controlés en déplacement, flexion et force sur une partie du
bord du treillis.

Tout d’abord, on définit les efforts qui s’exercent sur chaque poutre (k) :

Définition 5.5 V(z,t) € [0, L] x [0, T,

' Ni(x,t) = EAaagpk( , 1) (effort normal) (5.2.35)
My(z,t) = Elijwk( ) (moment de flexion) (5.2.36)
\ Ti(x,t) = ( k(x,t)) (effort tranchant) (5.2.37)

et on note N (z,t) = {Ng(x,t)} iy, M(z,t) = {M(z,t)}i_, et T(z,t) = {T(x,t)}}_;-

Remarque 5.1 Les efforts sont définis sur 'intervalle [0, L] mais étant donné
que nos actionneurs agissent au bord du treillis, nous n’aurons besoin que des
valeurs de ces efforts en x = 0 ou en = L (selon la poutre sur laquelle s’exerce

Deffort).

Définition 5.6 Soit c(p) le tenseur des déformations linéarisé, o(p) le ten-
seur des contraintes linéarisé représenté dans la base des contraintes principales
{N, M, T} avec A le tenseur des modules d’élasticité:

N 0 0
o(p)=A:c(p)=[0 M 0 (5.2.38)
0 0 T

On note I'y la partie du bord du treillis sur lequel agit les actionneurs et 7 le
vecteur extérieur unitaire au domaine ) du treillis.

On définit la forme bilinéaire af(.,.) telle que:

Définition 5.7 V ({go,fl} , {QO,QI}) des données assez régqulieres,

() () = [ [ (VN + a0t

t)M
+ Tz, )T (x,1)) dt
- //F o(p)-i) (o(¢).) dTdt. (5.2.39)
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avec N (x,t), M(x,t) et T'(x,t) les efforts associés a ¢ solution pour des données
initiales {¢° ('} assez régulieres du probleme adjoint.

Définition 5.8 V {go,gl} des données assez régulieres,

G({¢'}) = /OT : (N?(,t) + M?(z,t) + T?(x,1)) d'dt.

= /OT /FO (o)) (o)) dTdt. (5.2.40)

Exemple 61 on considere le treillis représenté a la figure 5.5 dont la géométrie
est identique a celle de notre premier exemple mais soumis a un systeme d’action-
neurs différent. En effet, le treillis est controlé en déplacement et en flexion a son
extrémité gauche et également controlé en flexion a l'extrémité libre de jonction
de la poutre (2):

(1) €)
<

@
()

s
Fi1G. 5.5 - Treillis de poutres controlé en déplacement et en rotation.

Son grammien de controlabilité est d’apres (5.2.40) :

o({e )= [ (a%s00) + 3 (m15

))2 dt  (5.2.41)

5.3 Approximation par superposition modale du
grammien

5.3.1 Modes de flexion-compression du treillis

Nous allons calculer le grammien par superposition modale.

Pour les treillis que nous considérons les déplacements transversaux sont décrits
par les équations d’Euler-Navier-Bernoulli et les déplacements longitudinaux par
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les équations des ondes, aussi nous allons utiliser pour cette approximation les
modes de flexion-compression de la structure encastrée.

Définition 5.9

Uug = {Q: {U’Jﬂ’} S H HQ(O,L) X H Hl(OJL); u = {uk}izlv

i = (i w(0) = T40) = m(0), k€ {12, 4),
u1(L) = tz(L) = u3(0), (L) = up(L) = u3(0),

duy

dus
mw=ro)

On définit la forme bilinéaire symétrique b(.,.):

U3(L) = 114(11), ﬂg(L) = 11,4([/),

Définition 5.10 V(u,v) € Uyg X Uy,

4 L dQuk dZUk d@k dﬁk
b(u, v) = / E1E Y pr8% L p A%t g AT gy
(4,2) ,;1 0 ( dz? dz? + dx dm) v

(5.3.42)

Définition 5.11 Les modes ()\,-,Qi):_:of sont solutions du probleme variationnel :
Vu € Ug, b (05u) =N < Op,u> . (5.3.43)

Les modes sont rangés de telle sorte que leurs valeurs propres forment une suite
croissante et leurs fonctions propres sont normalisées dans L*(2)/(pA).

Pour tout entier N > 0, on choisit comme espace d’approximation :

VN - Vect {QIJ “e JQN} . (5344)

5.3.2 Approximation par superposition modale du gram-
mien

On calcule le grammien a ’aide d’une méthode de Galerkin sur Vy x Vy.
Par définition de la forme bilinéaire a(.,.) (voir paragraphe 5.2), il vient :

v ({f(])\pf}v}: {Q[J]V’Q}V}) S VN X VN;

ro 0% 0%¢
a({gg)v,g}v},{gv,gv})zfo El aag’l(o,t)EI aaj\;’l(o,t)dt (5.3.45)

avec o, = {on, Pn} (resp. ¢, = {Cn, (n}) la solution exacte du méme probléme
adjoint qu’au niveau continu, soit pour tout k :

2 2 2
pal oy O (0 Ok ) o 0 dans (0, 1) x (0,T)
ot? ox? ox?
5 (5.3.46)
pra(@,0) = ¢hu(@), o (@,0) = phyle)  sur (0,L)
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et

AT 0 S (BAZSE N0 =0 dans 0,0) x (0.7)

- (5.3.47)
- =0 ODN k _ 1l
@N,k(xao) — @N,k(x% ot (.CL',O) — @N,k(x) sur (07 L)
avec des conditions de bords encastrées:
N 0PNk . _ _
@N,k(oat) - 8 (Oat) - @N,k(oat) - 07 k= 17 27 4 (5348)
T

et enfin on a continuité des déplacements et des efforts entre les poutres hori-
zontales ainsi que la continuité de la rotation avec la poutre verticale pour les
poutres (1), (2) et (3):

Ona(Lyt) = pno(L,t) = dn3(0,1), oni(L,t) = Pna(L,t) = pn3(0,1)
a<PN,1 . 590N,2 . 590N,3 52%0N,1 . 02%0N,3
pe (L,t) = 5 (L,t) = 9 (0,1), ETl 902 (L,t) =FEI 902 (0,1)
0 82SON,1 880N,2 0 8290N,3 (5'3'49)
p (EI 2 (L,t) — EA g (L,t) = E EI 902 (0,1)
a@N; 0 52%0N,2 . a@N,3
\ EA 9 (L,t) — 8_:1:<EI 902 (L,t) = EA pe (0,1)
et pour les poutres (3) et (4):
( . . 0 0
ona(Lit) = pna(Lt), wal(Lit) = pna(lyt), “E(Lt) = =254 (L)
iy ox
0 82<PN,3 590N,4 -
E (EI 922 (L,t) — EA 9 (L,t) =0 (5.3.50)
OPN,3 0 0*pn —
\ EA 9 (L,t) e <EI 902 (L,t) =0
Soient
N N
pu(et) = ), (@) =Y AWML (5351)
i—1 i—1
avec

f?v(ff) = Z%’Qz‘(ff)a Q?V(ﬂf) = Z Vil ()
=t =1 (5.3.52)

2y () =30 (w) Cyl@) = di(x)
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On note pour tout = € [0, L], m;(z) = {m;x(x)}}_, le vecteur définit par:

Définition 5.12

d?0; x
dx2 ( )

Vie[l,...,N], mixlz)=EI (5.3.53)

Le grammien est calculable explicitement, on a en effet pour tout (x,t) € [0, L] x
[0, T7:

2
Elaa ; Zaz (5.3.54)

et donc en particulier pour tout ¢t € [0,77]:

62%0N1
EI 92 Zaz mzl (5.3.55)

Par conséquent, par définition de la forme bilinéaire af(.,.), il vient :

0? 0
(e} S0 ) = [0 0.0m 0,0 d
- Z (/ ay(t) éy(t dt>mz1(0)m]1(0) (5.3.56)
1<i,j<N

On en déduit que le grammien de controlabilité approché a pour expression :

G ({ghev}) = al{ev e} gy en})
= 2 (/ a;(t) ay(t dt)mu(O)m]l(o) (5.3.57)

1<4,5<N

5.3.3 Généralisation

Naturellement, comme dans le cas continu on peut étendre les résultats dé-
montrés pour le treillis particulier que nous avons pris en exemple, a l’ensemble
des treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli, reliées par des jonctions rigides
avec des angles quelconques, controlés en déplacement, flexion et force sur une
partie du bord du treillis.

On note pour tout z € [0, L], nj(z) = {nip(x)}i_; et t;(x) = {tix(x)}ie; les
vecteurs définis par:

Définition 5.13 Pour tout i € [1,...,N]| et pour tout k :

df; s

, d?’gZ k
nig(x) = EA%(a:), tig(r) =—FEI

da3 (x).

(5.3.58)
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Le grammien est calculable explicitement, on a en effet pour tout (z,t) € [0, L] x
[0,77]:

0PN ol
el 5.3.59
8380N ( )

g (00 = Ll

Par conséquent, par définition de la forme bilinéaire af(.,.), il vient :

“({E?wf}v} CN,C // (gN).ﬁ)drdt
= X (/0 a;(t) a(t dt/ Qij(x ) (5.3.60)

1<ij<N
avec pour tout 1 <i,5 < N et pour tout x € I'y:
Qij(w) = ni(w)ivy (@) + my(x)ing () + ti(); (2). (5.3.61)

On en déduit que le grammien de controlabilité approché a pour expression :

G({event) = e(lehey) {2venl)
= 2 (/ oi(t) ay(t dt/ 4ii (@ ) (5.3.62)

1<i,j<N

avec pour tout 1 <z,5 < N et pour tout x € I'y:

Gij(x) = ni(w)ni(x) +mi(z)m;(z) + ti(2)t;(z). (5.3.63)

Exemple 62 le grammien du treillis de ’exemple 61 est:

G ({E(])\[’E}V}> = > (/OT a;i(t) oy(t) dt) 9ij (5.3.64)

1<i,j<N

avec pour tout 1 <i,5 < N

gi7 = 1,1(0)n5,1(0) + 15,1 (0)m;1(0) + m42(0)m; 2(0). (5.3.65)

5.4 Intégration numérique

5.4.1 Introduction

Nous allons tout d’abord indiquer brievement quels types d’éléments finis nous
allons utiliser pour le calcul discret du grammien.
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Comme dans le paragraphe 1.6.3 du chapitre 1, nous allons définir la forme tres
faible de notre effort ce qui nécessitera I'introduction d’un relévement adapté a
son calcul.

Nous donnerons alors la méthode de calcul des efforts tres faibles discrets a 'aide
des relevements discrets. Enfin, nous définirons I’expression discrete du grammien
de controlabilité.

5.4.2 Types d’éléments finis

Les treillis que nous considérons sont discrétisés a ’aide de la Structural Dy-
namics Toolbox de MATLAB (voir E. Balmes [4]) qui utilise des éléments finis
de type P;-Lagrange pour les déplacements longitudinaux et des éléments finis
de type Ps3-Hermite pour les déplacements transversaux (voir A.K. Noor et M.P.
Nemeth [88]).

Soit Np, un entier > 0, on discrétise chaque poutre du treillis avec le méme pas
de maillage h = L/(N), + 1) et on note z; les points (resp. I; les intervalles) tels
que:

Viel0,...,Ny], xy=1h, I, =[x,z (5.4.1)
On définit ¥V, =V, x V), Vespace d’approximation avec :
Définition 5.14
Vi ={on € CY([0,L]); VI €[0,...,Na], wal, € Ps(T))} (5.4.2)

Vi ={on €C°([0,L)); VL E€0,...,Na], il € Po(T))} (5.4.3)

On note ()\h Qh) € R™ x YV, les modes propres de flexion-compression (voir pa-

17>

ragraphe 5.3.1) calculés sur V), et Vi, = Vect {Q’f, .. ,Q’,‘v}.
De plus on note {w” } " les fonctions de bases de V,, on a:
Définition 5.15

V1<i,j <Ny Kl=bw!,wl), M!=<uwl w!> (5.4.4)

5.4.3 Forme tres faible du moment

Comme nous allons le voir, la définition du relevement nécessaire au calcul du
moment trés faible pour un treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli est une
simple généralisation du relevement utilisé pour calculer le moment tres faible
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dans le cas de la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli controlée en flexion (se reporter

au chapitre 1).

Remarque 5.2 Pour toute résolution de l'algorithme HUM par application de la
méthode de Galerkin, le terme de bord apparaissant dans ’expression du controle

projeté sur Vi, peut toujours s’écrire sous une forme tres faible.

A. Définition du relévement

Tout d’abord définissons le relevement z(x) = {2™(x), 2™ (x)} nécessaire au

calcul de l'expression tres faible de m; ;(0).

Définition 5.16 Soit z™(x) = {z™(x),2™(x)} avec 2™ = {Z}i_, et 2™ =

{zmM_, solution pour tout k de:

d?zr d*zr
T2 () = oo () =0 dans (0,L)
tels que
- d=1"
70)=21(0)=0, —(0)=1
21*(0) = z1*(0) e (0)
et vérifiant les conditions d’encastrement :
dz"
7(0)=210) = =2(0)=0, k=24
z¢'(0) = (0) du (0) ) )

(5.4.5)

(5.4.6)

(5.4.7)

et enfin les conditions de jonctions rigides entre les poutres (1), (2) et (3):

[ 2"(L) = 2"(L) = 2"(0),  Z"(L) = z"(L) = 2'(0)

d=1" dz3 dzg" d?zm d?z5
L)y = 22 (L) = =23-(0 EI LY=FI 0
dzm d d?zm dzim
FA—L(L)— — |EI—=2-|(L)=EA=-(0
dx() dx( dx2>() dx()

dx da? dx

a <EId22T>(L) — EAdZ—gL(L) . <EI dQZ;’ﬂ)(O)

\

et entre les poutres (3) et (4):

[ Zm >m m dzy" dzy"
Z3 (L) =2z (L), Z3 (L) =2y (L), d_;(L) _ d—;(L)
d d*z3 dzy
dr (EI da? >(L) —EA—-(L) =0
dzm d d2Zm
EA—3 I)— — | EI 4 I
L dx (L) dx ( dz2 )( )=0

(5.4.8)

(5.4.9)
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Le systeme d’équations dont z™ est solution est bien posé et admet donc une
solution unique.

Remarque 5.3 Dans le cas de la poutre seule, le relevement est connu explici-
tement; c’est également le cas pour les treillis de maniere générale et en parti-
culier pour celui que nous considérons. Néanmoins, a l'exception de treillis par-
ticulierement simples, la résolution de tels systemes est loin d’étre triviale, aussi
nous calculerons le relevement a l’aide d’éléments finis.

B. Forme treés faible du moment

d?0;
Le terme de bord m;,(0) = E1 e L (0) peut s'écrire sous la forme trés faible
suivante :
Propriété 5.2
Viell,...,N], m;1(0) =X\ <#8;,2">. (5.4.10)

DEMONSTRATION :

Les modes 6, = {Qi, 91} sont solutions sur chaque poutre (k) de:

d*0;
ET dxik (#) = AipAbi k() dans (0, L) (5.4.11)
et
d?0; 1 _
5 (@) = AipAb;y(z)  dans (0,L). (5.4.12)

En multipliant par z}* (resp. Z;*) 'égalité (5.4.11) (resp. (5.4.12)) et en intégrant
sur [0, L] la somme des deux nouvelles égalités ainsi obtenues, on a par définition
du produit scalaire < .,. > pour tout k:

L d*o;, d*0;y,
/ Brelk gm y pA ik m) g — s < 9,2 (5.4.13)
0 dx* dx?
On integre quatre fois par parties le membre de gauche de I’égalité (5.4.13) et on

somme sur tous les k, ce qui donne:

4 3 2 m 2.m 3,m
El ~ ' — BF[—— —— + F[—>— — FEI0;, —=—
,; l dx3 “ dx? dm + dr dx? ka3

0, dzm
FEA=SEEm _ BAG | =N < 0,2 > (5.4.14)
dx d 20
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En tenant compte des conditions de bord d’encastrement et des conditions de

jonctions rigides vérifiées par z tous les termes de du membre de gauche de
)
m

d
I'égalité (5.4.14) s’annulent a lexception de celui correspondant a %(0) qui
T

vaut 1, d’ou I’égalité recherchée:

Viell,...,N], Efd;zgl 0) =X\ <8;,2">. (5.4.15)
O
5.4.4 Moment tres faible discret
On définit le moment discret tres faible:
Définition 5.17
Vh>0, Vie[l,....,N], mtfl(0) =\ <@l 2"" > (5.4.16)

que ’on calcule explicitement.

L’ensemble des indices des noeuds du maillage du treillis, noté I, peut se dé-
composer sous la forme:

I — Iint U Iea:t (5417)

avec I.;; ’ensemble des indices des noeuds du maillage des bords du treillis et
Liny = ]/Iewt-

On note I,,. I'’ensemble des indices de I.,; des bords encastrés et I,. leur com-
plémentaire dans I,.;.

Soit 2" le vecteur composante de z™" dans V,, on numérote ses composantes de
telle fagon que:

.iL'h

— h
i - x Ienc

(Eh |Ilact

Ling

(5.4.18)

et on décompose les matrices K" et M" en suivant cette numérotation, soit :

h h h
Iintlint Iintlenc Iintlact
h __ h h h
K - KIintIint Lintlenc KIintIact ’ (5419)
h h h
Iintlint Iintlenc Iintlact
h h h
Lintlint Lintlenc LIintlact
h __ h h h
M - Mlintlint Lintlenc Mlintlact : (5420)
h h h
Lintlint Lintlenc LIintlact
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On peut calculer 2", grace a la propriété suivante :

Propriété 5.3

h h -1 p h
z - - (Klintlint) KIintIact z (5421)
Lint Tact
avec " donné.
Iact
Démonstration : Par définition, 2" est solution de:
K" = 0. (5.4.22)

"l E(t)0, la propriété découle immédiatement de

Par conséquent sachant que x

Ienc

la décomposition (5.4.19) de K". O

On peut alors calculer le moment trés faible mtf}!, définie par (5.4.16) & l'aide
de la propriété suivante:

Propriété 5.4
Viell,...,N], mtfl(0) = \rul) M 2" (5.4.23)

avec ul (resp. x") le vecteur composante de 0" (resp. de z™") dans V.

5.4.5 Efforts tres faibles discrets

Nous allons généraliser la mise sous forme variationnelle tres faible du moment
aux autres efforts (efforts normal et tranchant). Il suffit de définir les relevements
ad hoc pour chaque effort.

Remarque 5.4 afin de simplifier la présentation, on considere le treillis modele
et non pas un treillis quelconque comme dans les cas continu et semi-discret.
A. Définitions des relevements

Afin de définir la forme tres faible de I'effort normal, on considere :

Définition 5.18 Soit z"(z) = {2"(x), 2" (x)} avec 2" = {20 }}_, et 2" = {Z}}i_,
solution pour tout k de:
&2 @) = dtan
dzx? dxt

() =0 dans (0,L) (5.4.24)
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tels que
n dzil =n
21(0)=—=(0)=0, z}(0)=1 (5.4.25)
dx
et vérifiant les conditions d’encastrement :
n n dz’?
2 (0) = Z2(0) = d—(O) =0, k=24 (5.4.26)
x

et enfin les mémes conditions de jonctions rigides entre les poutres (1), (2) et (3)
(resp. (3) et (4)) que le relévement 2™.

Le systeme d’équations dont z" est solution est bien posé et admet donc une
solution unique.

De méme pour l'effort tranchant, on définit le relevement suivant :

Définition 5.19 Soit z'(z) = {2'(z), 2'(2)} avec 2t = {zL}i_, et 2t = {ZL}i_,
solution pour tout k de:

d*z} d*zt
T2 (x) = o (x) =0 dans (0,L) (5.4.27)
tels que
t t dzy
21(0)=1, 2;(0)=—(0)=0 (5.4.28)
dx
et vérifiant les conditions d’encastrement :
t ~t dzj,
2. (0) = 2,(0) = d—(O) =0, k=24 (5.4.29)
x

et enfin les mémes conditions de jonctions rigides entre les poutres (1), (2) et (3)
(resp. (3) et (4)) que les relévements z™.
B. Formes tres faibles de 1’effort normal et de ’effort tranchant

Grace aux relévements 2" et z' que nous venons de définir, on peut écrire les
efforts normaux et tranchants sous une forme tres faible.

Propriété 5.5
Vi € [].,...,N], ni,l(O) = —)\Z <Qi,§n >, (5430)
ti1(0) =N < 8,2 > . (5.4.31)

DEMONSTRATION : on reprend la démonstration de la propriété 5.2.4 en rem-
plagant 2™ par 2" (resp. z'). Par définition des relevements z" (resp. z'), on
obtient les égalités (A.2.16) et (5.4.31).
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5.5 Test numérique de controlabilité exacte

5.5.1 Introduction

Etant donné que nous voulons vérifier la controlabilité exacte de treillis sou-
mis a des actionneurs construits a I’aide de la méthode HUM (voir le paragraphe
5.2.4), il suffit de vérifier I'inégalité d’observabilité, encore appelée inégalité in-
verse (voir le paragraphe 1.2.2 du chapitre 1), suivante:

VT >0, 3C >0, V{p°, o'} € H,

/FOX(M) (0(¢).) . (o)1) dTdt > C'||{", gol}Hi . (5.5.32)

Remarquons qu’étant donné 'application formelle que nous avons faites au pa-
ragraphe 5.2.4 de la méthode HUM nous ne connaissons pas a priori ’espace H
des données initiales {©°, ©1}.

La remarque concernant cette inégalité que nous avons faites au paragraphe
1.2.2 du chapitre 1, dans le cas particulier du controle en flexion de la poutre
d’Euler-Navier-Bernoulli, est tres générale et peut-étre réitérer :

” pour un temps 1" d’observation donné, 'inégalité d’observabilité permet
de savoir quelle information sur le bord ['y est suffisante pour connaitre la
solution sur tout le reste du domaine ”

La constante d’observabilité C est donc primordiale pour connaitre le temps 7'
ainsi que la partie du bord I'y suffisants afin de controler exactement la structure.
Il est donc important d’avoir une estimation précise de cette constante.
Théoriquement, on peut obtenir une estimation de cette constante a I’aide de la
technique des multiplicateurs mais seulement pour des treillis étoilés.

Aussi nous nous proposons de calculer numériquement cette constante comme
limite d'une suite «,, et selon la décroissance de cette suite d’en déduire s’il y a
ou non controlabilité exacte.

5.5.2 Version principale

Soit (A, Ql)j:of la famille des modes propres de la structure encastrée sur la
région de controle, rangés par ordre croissant de valeurs propres.

On pose
Définition 5.20

(5.5.33)
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ot ¢ est solution de (5.2.4).
Soit V,, = Vect{0,,...,0,} et W,, =V, x V,,. On définit la suite o, de la fagon

suivante :

Définition 5.21
ap, = min Q@ (cp?l, go}b) (5.5.34)

(PDPR)EWn

On a ainsi construit une suite décroissante qui converge vers un a > 0.

On distingue deux cas:

Cas 1: l'observabilité forte a lieu.

Dans ce cas, (o) > est bornée inférieurement par une constante C' > 0 et
donc a > 0.

Cas 2: ['observabilité forte n’a pas lieu.

Alors a = 0 et «,, —> 0 exponentiellement vite.

La décroissance de la suite «, vers zéro fait donc l'objet d’une alternative réellement
discriminante.

Il est clair que «,, est la plus petite valeur propre du probleme de valeurs propres
généralisé suivant :

K"z = \M"z, (5.5.35)
avec
KOO KOl
K" = (5.5.36)
KIO Kll

ol les sous-matrices apparaissant dans K™ sont de la forme, pour tout 0 <[, s <
1:

Kf = f“(&»%-,T)/F (0(i).71) . (0(pj).M)dl, 1<i,j<n, (55.37)

0
f' ayant été définie au chapitre 1; et

diag(\;) 0
M = . (5.5.38)
0 1d
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Afin de vérifier la controlabilité exacte, on propose 'algorithme suivant d’étude
numérique de la controlabilité exacte :

1. Calculer un nombre de modes N ”suffisant”.

2. Chercher la plus petite valeur propre o, du couple (K", M™), 1 <n < N
par une méthode adaptée (voir paragraphe 5.5.4).

3. Dessiner la suite (ay,)Y_; et conclure de cette fagon :
— si (ay,) est bornée inférieurement par une constante strictement po-

sitive, alors il y a controlabilité exacte (cas 1).

— si («,) décroit rapidement vers zéro, il n’y a pas controlabilité exacte
et les vecteurs propres associés donnent une information sur la dy-
namique incontrolée (voir paragraphe 5.6) (cas 2).

Remarquons que la conclusion du test numérique que nous proposons n’a pas
valeur de théoreme puisque le nombre maximal de modes N calculés reste fini.
Nous verrons au paragraphe 6.1 du chapitre 6 que cette remarque qui semble
de prime abord anodine est néanmoins tres importante pour 'interprétation du
test.

De meéme, il est important de décrire encore plus précisement la nature de la
décroissance de la suite («y,) dans les deux cas. Dans le cas 2, on a une estima-
tion sur la vitesse de convergence de la suite (a,):

V{ph ont € Wn, Q(phoh) > Ce ™, (5.5.39)

obtenue a partir de résultats de L. Robbiano [100] pour les systemes hyperboliques
qui ne vérifient pas I'inégalité d’observabilité.

Remarque 5.5 Des estimations a la Weyl, qu’il faudrait démontrer pour les
treillis de poutres, devraient montrer que A, croit comme un polynome en n.

Enfin, comme pour la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli seule, on doit particuliere-
ment soigner la méthode de discrétisation des contraintes sur le bord. En effet une
précision insuffisante sur les efforts entraine un calcul erroné de la suite (o) et
peut éventuellement biaiser I'interprétation du test (voir I’application du test a
des treillis de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli au chapitre 6).
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5.5.3 Version avec une matrice de masse adaptée
Dans le cas ou une inégalité d’observabilité du type:

VT >0, 3C >0, V{p° o'} € H,

2
y (5.5.40)

/Fox(o,T) (o(p).71) . (o(p).7) dldt > C H{‘P0= (pl}‘

doit étre testée, on propose la variante suivante du test numérique :

— si ‘H' est connu, on remplace la matrice de masse M dans (5.5.35) par I'ex-
pression qui correspond au produit scalaire associé a la norme || {., .} ||7-

— si cette norme n’est pas connue explicitement, on remplace M par la
matrice diagonale

diag()\?) 0
M™ = (5.5.41)
0 diag(A?~1)

ol f est un nombre réel arbitraire, et on cherche 6 tel que o définie
comme précédemment, en changeant ce qui doit étre changé, soit bornée
inférieurement.

En fait, si 'inégalité (5.5.40) est vérifiée pour une norme ”raisonnable” || {., .} ||,
alors il existe un @ tel que la matrice de masse associée M™? véritie M™ > M™?,
et o’ est borné inférieurement. Par ”raisonnable”, nous entendons que ’espace
‘H' associé a cette norme devrait coincider avec un espace de Sobolev d’ordre
peut-étre négatif, et par conséquent soit stable pour des perturbations régulieres.
Autrement dit, nous sommes conduit a chercher:

le plus grand 0 pour lequel la propriété (5.5.40) a liew.

Si I'observabilité n’est pas vérifiée pour aucun @ la suite o devrait tendre arbi-
trairement vite vers zéro.

Le test numérique consiste & dessiner la suite o~ pour une suite de nombres
réels 64,,.
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5.5.4 Résolution du probleme de valeurs propres

Pour calculer la suite (o), on doit résoudre le probleme de valeurs propres
généralisé :

K"z = \M"z, (5.5.42)

que l'on réécrit au préalable sous la forme symétrique équivalente :

(M™) % K™ (M™) % 2 = . (5.5.43)
Or on a:
KOO KOI
K" = (5.5.44)
Kl[] Kll
avec

K® = < /0 " o (tﬁ> cos (/) df) mim, (5.5.45)
Ko = ( /0 " s (t\/ﬂ sin (ty/A;) df) m\/—)\i (5.5.46)
Kb = < /OT sin (tﬁ> sin (/) df) %7—1 (5.5.47)

On observe que les différents blocs de K™ contiennent tous m; pondéré plus ou

\

moins par y/A;, or on a montré (voir la propriété F.0.1 de I’Annexe F) que:

= 0(1), (5.5.48)

par conséquent il semble intéressant d’homogéneiser les blocs de K" a l'aide de
cette relation. Aussi on décompose la matrice K™ sous la forme:

K" = ( g([) ) K" ( g(f) ) (5.5.49)
0 Id 0 Id

avec

K’OO K’Ol
K" = ( ) (5.5.50)
_f{lo _f{n
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qui a les sous-matrices de la forme recherchée:

. K9 = (/OT cos (m/):) cos (t\/)\j) df) \T/n)\%% (5.5.51)
gy = (/OT cos (tﬁ> sin (/) df) \7;\7—%] (5.5.52)
e (/OT sin (tﬁ> sin (/) di) 7;7—%] (5.5.53)

Avec cette factorisation de la matrice K", il vient:
K™= (M™)? K" (M™)? 2 = ), (5.5.54)
et donc il suffit de résoudre le probleme de valeurs propres:

K"z = \x. (5.5.55)

Enfin, le probleme spectral avec une matrice de masse ”adaptée” qui s’écrit sous
forme symétrique :

(M

(Mm?) 2 K™ (M) P o = A, (5.5.56)
ou encore d’apres la définition de M™? :
(M™) 2 K™ (M™) % ¢ = A, (5.5.57)
est équivalent a:
16 - 1-6
(M™) = K" (M")= x = \z. (5.5.58)

Pour les tests numériques du chapitre 6, nous calculerons o comme la plus petite

valeur propre du probléme aux valeurs propres (5.5.58).

Cette factorisation se justifie pleinement pour des valeurs de 6 grandes. En effet,
si on utilisait la forme standard (5.5.42) pour résoudre ce type de problémes de
valeurs propres, les résultats que l’on obtiendrait seraient absurdes.

5.6 Identification des modes inobservables

Comme on pourra le vérifier dans les tests numériques du chapitre 6, dans
le cas ou la structure est non controlable exactement, la suite a,, décroit bruta-
lement pour certaines valeurs de n. Cette propriété semble étre caractéristique
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des treillis possédant des ondes inobservables. En effet les indices, pour lesquels
la suite o, décroit de plusieurs ordres de grandeurs, correspondent exactement a
des modes invisibles pour les actionneurs exercés.

On note ny 'indice de «, tel que
Uy 1 — Qy, < 1077, (5.6.59)

ou (3 est assez grand, typiquement 3 > 2.

Définition 5.22 Le ni-éme mode de la structure est appelé mode inobservable
de la structure.

On peut donner une premiere justification simple de cette terminologie. En effet,
on a par définition de o, et du minimum:

Vnell,...,ngl, an = min Q (¢n: Pm
o etlev (722 (5.6.60)

= Q (302%7 cprlzk) :

Autrement dit, puisque le minimum de Q(.,.) diminue pour ny, c¢’est que le mode
correspondant a cet indice n’est pas observable par le systeme d’actionneur.

D’autre part, on conjecture la propriété remarquable suivante :

Propriété 5.6 Vn € [ng, ngi1] et (ay,,xn,) solution de
K"z, = anM"x,,, (5.6.61)

alors (x,,) = (:r?lk,:r}lk) vérifie :

(m?lk)z = Oiny» (Jc,llk) = ¢ Oin,, (5.6.62)

)

avec ¢ < 1.

Par conséquent, les ondes inobservables ne sont autres que les modes propres
correspondant aux indices pour lequels la propriété 5.6 est vérifiée.

Remarque 5.6 Nous vérifierons au chapitre 6 la propriété 5.6 pour des treillis
de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli dont la suite «,, se comporte comme dans le
cas 2 du test numérique de controlabilité exacte.
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5.7 Suite de Weyl

Dans le cas ou le test rend un résultat négatif vis-a-vis de la controlabilité
exacte (cas 2) et que par conséquent :
lim o, =0, (5.7.63)

n—-+oo

nous voulons reconstruire les données initiales du probleme correspondant aux
données initiales du probleme dual pour lesquelles la suite ne converge pas vers
une constante strictement positive.

En effet, on peut alors appliquer ’algorithme HUM et ainsi vérifier qu’il n’y a
pas controlabilité exacte, par exemple en calculant la réponse de la structure
considérée (voir K.-D. Phung [89] pour une application au controle frontiere de
I’équation des ondes).

Si on se fixe les données initiales suivantes :

{QONJQON} § :7z917§ :610z )
=1 %

=y N (5.7.64)
(P ). P () = { -, 61
i=1 i=1
et que 'on note xy et yy les vecteurs suivants:
71 &1
ev=| M|, yn= N (5.7.65)
01 -G
ON —Cn
on a d’apres la méthode HUM :
1
\V/yN, El' JIN/ —KJIN =YN- (5766)
an
Choisissons par exemple :
vi=—&, 0i=G, VI<i<N (5.7.67)
et notons
&1
- ffgl (5.7.68)
—(v
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on a alors:
Kaxy = ayzy = Kzy, (5.7.69)
et donc zy = zy.
Par conséquent :
30 >0, a({eh.on}. {oh.eh}) <Cav, (5.7.70)
avec
[{ehsen ] = [[{c &b =1 (57.71)

On a donc construit une donnée de Cauchy {Py (1°), Py (y')} telle que:
1
N

{ NEEOOG ({(p(l)\f’ gO}V} ; {QO?W @ ) =0,
[{e%eh}] =1

c’est-a-dire une suite de Weyl.

(5.7.72)
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Chapitre 6

Etude numérique de la
controlabilité exacte de treillis de
poutres d’Euler-Navier-Bernoulli

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de comparer les résultats obtenus a l'aide du
test numérique de controlabilité exacte, appliqué a différents types de treillis de
poutres d’Euler-Navier-Bernoulli, aux résultats théoriques existants concernant
leurs éventuelles controlabilité exacte.

6.1.1 Rappels concernant le test numérique

Soit un temps 1" de controlabilité exacte et un ensemble d’actionneurs, on veut
déterminer si le treillis sur lequel s’exercent les actionneurs est controlable exac-
tement en un temps 7. Pour cela, on applique le test numérique de controlabilité
exacte défini au paragraphe 5.5 du chapitre précédent. Nous allons maintenant
en rappeler ’algorithme.

Etant donné un pas de maillage h assez fin et un nombre N de modes assez
grand, on calcule pour 1 < n < N la suite o qui est la plus petite valeur propre
de

K™y = \'"M™ "y, (6.1.1)
On dessine la suite of et on dispose de I'alternative discrimante suivante :

— soit la suite a,, décroit vers une constante positive (cas 1)

— soit elle décroit exponentiellement vite vers zéro (cas 2)

Dans le premier cas, on en déduit que la multistructure est controlable exacte-
ment, dans le second cas qu’elle ne l'ait pas.
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6.1.2 Application et interprétation du test

Comme nous ’avons déja remarqué au paragraphe 5.5 le choix des différents
parametres du test est loin d’étre aisé.
Primo, du fait du couplage des équations d’Euler-Navier-Bernoulli avec les équa-
tions des ondes, pour lesquelles on sait qu’il existe un temps minimal de controlabi-
lité exacte, il est nécessaire de faire un choix judicieux du temps 7" d’observation
pour appliquer le test.
Secundo, le choix du nombre de modes N suffisant pour que 'on puisse claire-
ment conclure que l'on se trouve dans I'un ou l'autre des cas que nous venons
de distinguer est loin d’étre évident. Il sera en particulier nécessaire de préciser
la nature de la décroissance de la suite o, dans chacun des cas de maniere plus
précise. En effet, étant donné que N est fini, on obtient méme pour des treillis
que la théorie (voir J.E. Lagnese, G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt [67]) désigne
comme étant non controlable exactement, une valeur limite de la suite «,, stricte-
ment positive. Néanmoins, comme on I’a déja remarqué au paragraphe 5.5, dans
le cas 2 on sait d’apres un résultat de L. Robbiano [100] que la suite «, décroit
exponentiellement.
Nous utiliserons la démarche d’analyse suivante :

1. Calcul de la suite o avec le pas de maillage le plus fin possible et un
temps d’observation T assez grand. Conclusion quant a la controlabilité
exacte de la multistructure. Détermination de la vitesse de convergence
de o, en fonction de n.

2. Etude de a,(7) comme fonction de 7',

3. Analyse de la convergence de la suite pour différents pas de maillage et
estimation de son taux de convergence en fonction de h.

4. Dans le cas ou la structure ne semble pas étre controlable exactement,
par application de la matrice de masse modifiée M™?, vérification qu’elle
ne l'ait pas pour d’autres espaces de données initiales.

5. Détermination par application du test du choix optimal du systeme d’ac-
tionneurs pour une multistructure donnée.

On représentera le résultat du test, c’est-a-dire la suite «y,, calculée pour n =
1,..., N, en coordonnées semi-logarithmiques, sauf cas exceptionnel.
Enfin, on définit pour tout 1 < n < N, les erreurs relatives suivantes:

Définition 6.1
|an - aN|

|04N|

Vn e N,  Ern(n) = (6.1.2)
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Définition 6.2

Vh >0, Vne N, Erh(h)= (6.1.3)

6.1.3 Plan

Tout d’abord au paragraphe 6.2, nous appliquerons le test a I’élément struc-
turant pour nos multistructures, la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli. Cet élément
structurant nous fournira des informations importantes quant a un choix judi-
cieux des parametres du test et nous permettra de vérifier que les conclusions
du test sont en accord avec la théorie, c’est-a-dire que la poutre est controlable
exactement avec un actionneur agissant a I'une ou lautre de ses extrémités (a
fortiori & chacune d’entre elles).

Treillis controlables exactement

Nous étudierons ensuite au paragraphe 6.3 la controlabilité exacte du treillis
le plus simple possible, deux poutres reliées rigidement en angle droit (figure 6.1
de gauche).

e (> b CK
C ~
B ) ® )

@
@

A

577 U

Fic. 6.1 - Treillis controlables exactement avec un nombre suffisant d’action-
neurs.

Ce treillis est différent d'un treillis composé de deux poutres reliées rigidement
en ligne, en raison du couplage des ondes de flexion et de compression. Nous
vérifierons a l'aide du test qu’il est controlable exactement avec des actionneurs
agissant a ['une ou 'autre de ses extrémités.

Le deuxieme exemple de treillis controlable exactement que nous allons considérer
au paragraphe 6.4 est composé de trois poutres reliées rigidement en étoile (figure
6.1 de droite). Ce treillis n’a pas de circuit, par conséquent, d’apres la théorie, il
est controlable exactement si des actionneurs s’exercent a au moins deux de ses
extrémités.
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Treillis objet de conjectures

Enfin, au paragraphe 6.5 nous appliquerons le test a un treillis (figure 6.2)
pour lequel il n’existe pas de résultat théorique ce qui nous permettra de proposer
des conjectures.

O

(1) %) ©)]
A <> RF

@ ©

oe]

m

C

Fi1G. 6.2 - Treillis source de conjectures.

Remarque 6.1 Pour une application du test a d’autres treillis de poutres d’Euler-
Navier-Bernoulli on pourra se référer a F. Bourquin et J.-S. Briffaut [15].

6.2 La poutre d’Euler-Navier-Bernoulli

La poutre d’Euler-Navier-Bernoulli est 1’élément structurant des multistruc-
tures auxquelles nous allons appliquer le test et de plus c’est la seule structure
dont nous avons démontré la controlabilité exacte (voir le chapitre 1). Il est donc
naturel de lui appliquer en premier le test numérique, notamment afin d’en vérifier
efficacité.

On considere une poutre d’Euler-Navier-Bernoulli encastrée a son extrémité gau-

che et dont on impose I'angle de rotation a l’extrémité droite, le déplacement
transverse y étant bloqué a cette méme extrémité (voir figure 6.3).

2 D v(t)

Fi1G. 6.3 - Poutre controlée en rotation a son extrémité droite.

La poutre est de longueur 1 metre et a pour parametres mécaniques :
I=1m* A=1m? E=1Nm? p=1kgm > (6.2.4)

Remarque 6.2 Bien que la poutre correspondant au choix de ces parametres ne
soit pas tres réaliste, cela n’influence pas l'interprétation des résultats du test.

Conventions: Lorsque 1’'on ne précise pas le pas de maillage ou ’horizon de
controla-bilité, c¢’est que l'on a pris h = 1/400 et T = 2.
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6.2.1 Vérification de la controlabilité exacte

On a vu au paragraphe 2.5 du chapitre 2 que si I’on veut, pour un pas de
maillage h fixé, une précision assez grande de la norme L?(0,7) du controle, au-
trement dit du grammien de controlabilité exacte, il faut prendre un horizon de
controlabilité 1" assez grand. Le choix suivant est suffisant :

h=1/400, T = 2. (6.2.5)

Enfin on se fixe N = 300 et on calcule donc (an)ivzl, que 'on représente en coor-

données cartésiennes a la figure 6.4 de gauche.

poutre (3,rotation)

poutre (3,rotation) 10-6
3.95 . . . .
- — Er(n)
h = 1/400 o
h = 1/400 T=2
T=2
3.9
< G
IS =
< i}
o
©
3.85
9

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10,
50 100 150 200 250 300 100
modes n

3.80 200

F1G. 6.4 - (a,)>_, 00 (@ gauche) et Ern(n) pour n =100, ...,200 (a droite).

On peut ainsi observer que la suite (o) décroit tres vite vers une valeur stricte-
ment positive d’environ 3.84; en effet avec un seul mode on a déja une précision
de l'ordre du %.

Le résultat du test est donc en accord avec la théorie:

la poutre est controlable exactement en un temps T = 2 par un actionneur
en flexion agissant a l'une de ses extrémités.

N

A TAnnexe K.1, on démontre que la suite «, converge vers sa limite a en
O (1/n%), c’est ce que 'on vérifie a la figure 6.4 de droite oll 'on a superposé,
pour n = 100, ...,200 et N = 300, & Ern(n) une fonction en 1/n* (en pointillé).

6.2.2 «,(T) fonction de T’

De maniere intuitive, on congoit bien que:

plus T est grand et plus il est facile de controler la structure
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et donc plus la constante C' de I'inégalité d’observabilité (5.5.32), vers laquelle la
suite v, converge, augmente.
On a un résultat plus précis donné par la propriété J.1 suivante:

! T !
VILT >0, Vn e N, an(T) = —zan(T) (6.2.6)

démontrée a I’Annexe J. Autrement dit, la suite o, (7) varie linéairement en fonc-
tion de 7.

C’est ce que 'on vérifie a la figure 6.5 de gauche ou l'on a superposé, pour
différents 7', les suites «a,,(T) calculées avec 1 < n < 50.

poutre (3,rotation) alpha(1) en fonctionde T

10

5

L - 4 9r
9 h' = 1/400 h = 1/400
8t 4 E 8r
7+ 7
< 6r 3 6
©
s
® 5 5
4 2 4
3 3
2 L 2|
1 i i i i 1 ; ; ;
0 10 20 30 40 50 1 2 3 4 5
modes n T

F1G. 6.5 - Pour T =1,...,5, ()", (a gauche) et ay(T) (a droite).

On observe que la suite «,(7") augmente linéairement avec 7'. Pour confirmer ce
fait, on représente a la figure 6.5 la variation de «;(7T') en fonction de T a laquelle
on a superposé en trait continu la fonction linéaire T — «a;(1)7.

Remarque 6.3 On se reportera au paragraphe 2.5 du chapitre 2 pour une étude
du temps minimal numérique de controlabilité exacte 7.

6.2.3 Influence du pas de maillage h

Nous allons vérifier la propriété K.2 démontrée a I’Annexe K.2, c’est-a-dire:

Vne N, 3C >0, Yh >0,

ol — an‘ < Oh*. (6.2.7)

On montre a la figure 6.6 'erreur relative Erh(h) pour 1/h = {30, 40,50, 60,70}
avec n = 10 et ho, = 1/400.

On lui a superposé une fonction variant en O(h*) (en pointillé) ce qui permet de
voir que 1’on vérifie asymptotiquement ’estimation recherchée.
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poutre (3,rotation)

-3
10
-4
10 x
<
i X /s
L , X Er(h)
10 X —-- O(h™4)
o
o
-6
10 2 4
10 10

h

F1G6. 6.6 - Erh(h) pour 1/h = {30,40, 50, 60,70} et n = 10.

6.2.4 Calcul de o, avec les moments usuels et trés faibles

Le pas de maillage avec lequel on a calculé les fréquences et les modes est
déterminant, ne serait-ce que pour avoir la précision nécessaire sur ces différents
termes; mais pour le calcul de la suite o il est surtout crucial de calculer avec
précision les moments. En particulier, un pas de maillage suffisant pour le calcul
des fréquences peut ne pas I'étre pour celui des moments et entrainer un calcul
incorrecte de o et par conséquent une interprétation erronée du test.

Dans ce paragraphe, 1" est fixé et vaut 1.

Exemple 1 Maillage grossier: h =1/20

Tout d’abord, on prend un maillage grossier h = 1/20.

On calcule o pour n = 1,...,15 avec un moment usuel et un moment trés faible.
Ala figure 6.7 de gauche, on remarque que 1’on obtient un comportement différent
pour les modes élevés.

Alors qu’avec le moment trés faible on obtient une valeur quasiment constante,
avec le moment usuel, la suite a,, se met a décroitre rapidement a partir de n = 9,
comme on peut mieux 'observer a la figure 6.7 de droite ou I'on a dessiné I'erreur
relative de ces deux suites. Dans le cas du moment usuel, on serait donc tenté
de conclure a la non-controlabilité exacte et donc on aboutirait a une conclusion
fausse d’apres la théorie et les expériences numériques.

Il est intéressant d’observer également le spectre complet du grammien pour
N =15, calculé avec les deux moments (figure 6.8).
On obtient une information qui a priori n’était pas évidente:
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alpha(n) 0 erreur relative sur le n-eme alpha(n)
2 T T 10 ; .
2
1.95f 1 .
-1
19/ = 2 % g 9 9 8 9 0.0 0 0 0 U 10 + o ° 1
o
1.85 B : °
— X lo b 4
% 1.8f 4 o
%_ x o o ©o o
S1.75¢ 1 104 i |
1.7¢ X 1
o
o
1.65¢ L 104 |
o
X . usuel 10_5 ‘ ‘
155, 5 10 15 0 5 ) 10 15
modes n modes n

F1G. 6.7 - (), calculé pour les moments usuel et trés faible (h = 1/20) (a
gauche) et leurs erreurs relatives (4 droite).

Valeurs propres du grammian infini grreur relative sur la i-eme valeur propre du grammian infini
2.2 T T T T T 10 : T T T T
2.1+ R oo
(o]
oooooocoooooox>< 10-1’ OOOOOO
2r 0099 : PR 1 °%oo0 oo
oo 0oo0o 06
oo X X X o0o0
° MR * ooo .
Sq1gloo° 0% XX X i
1] o
3 i * 10 ¢
E1gt 1
X X
o
1.7t x.X o: tres faible N -3
. . 10 +
X X
1.6f X:-usuel q
X X 4
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 : : : ‘ :
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Fi1G. 6.8 - Spectre du grammien pour n =19 (h = 1/20, T = 1) (a gauche) et
leurs erreurs relatives (a droite).

la différence, entre les calculs obtenus avec les deux moments, est d’autant
plus grande que la valeur propre Ay est petite.

Donc l'erreur la plus importante est celle commise sur la plus petite des valeurs
propres, c’est-a-dire «,. Par ailleurs, le test précédent nous dit que cette erreur est
d’autant plus grande que le nombre de modes utilisés pour calculer le grammien
est élevé.

Exemple 2 Maillage fin: h = 1/100

On refait les mémes tests que pour h = 1/20, mais avec un maillage plus fin
h =1/100 et on prend N = 90.
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On obtient des propriétés identiques:

— le moment usuel donne une approximation des «, d’autant moins bonne
que les modes sont élevés (figure 6.9).

alpha(n) o erreur relative sur le n-ieme alpha(n)
2 L ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘ —
190 = 1w e
18- . ] of
__itres faible 10
1.77 » N il 10 L
z .
© F M \ i L
5‘1.6 _rusuel 10
= )
1.57 \\ i 10 L
1.4} \ 1 10
13- o 107}
1.2 - L . - \ 10'8 ; ; H ;
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
modes n modes n

F1G. 6.9 - ! calculé pour les moments usuel et trés faible (h =1/100 et T =1)
(a gauche) et leurs erreurs relatives (4 droite).

— le grammien de controlabilité calculé pour n = N avec le moment usuel

a des valeurs propres d’autant plus mal calculées que celles-ci sont petites
(figure 6.10).

Valeurs propres du grammian infini grreur relative sur la i-eme valeur propre du grammian infini
10 T T T
af T -
| 10 ¢ T
2
, 10 +
=181 ’ —rusuel .
< s -3
B yd 10 F
% /
816 > ] .
) 10
bt . 5
14t 00
’r 10-6 i i i
1% 50 100 150 200 0 50 100 150 200

F1G. 6.10 - Spectre du grammien pour n = 90 (4 gauche) et leurs erreurs relatives

(h=1/100 et T =1) (a driote).

— Derreur la plus grande des grammien calculés pour des n quelconques est

: h
donc commise pour a/f;.
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Du fait du plus grand nombre de termes de la suite o calculés pour ce pas de
maillage (IV = 100), on peut observer un phénomeéne qu’il n’était pas évident de
remarquer dans l'exemple avec un maillage grossier :

— Derreur entre la suite «, calculée avec le moment trés faible et celle calculée
avec le moment usuel est constante pour n < 46 et augmente (de 'ordre de
10%) brusquement pour n > 46 (voir figure 6.9).

6.2.5 Tests avec une matrice M™?

On cherche le plus grand @ pour lequel la suite o, converge vers une constante
C strictement positive.
Dans le cas de la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli, on sait exactement pour quel
espace X' I'inégalité d’observabilité (5.5.40) est vérifiée, ¢’est donc un bon test
pour savoir si ’on identifie correctement I'espace d’observation.

Puisque théoriquement 1'espace ad hoc est HZ(0,L) x L*(0,L), la valeur de 6
exacte est # = 1, et on peut donc s’attendre aux phénomenes suivants:

— pour f < 1, la suite o doit encore étre majorée strictement par une
constante C' > 0 et d’apres ce que l'on a vu précédemment converger tres
rapidement vers C'.

— pour # > 1, puisque € = 1 est la valeur la plus grande possible pour laquelle
I'inégalité est vérifiée, la suite ne doit plus étre majorée par une constante
strictement positive et décroitre vers zéro exponentiellement.

On commence par vérifier la premiere propriété : on calcule donc la suite of avec
6 <1.

On prend dans notre exemple 0, = {.5,0, —.5,—1} et on calcule les suites a’m
(voir figure 6.11 de gauche).

On observe bien que plus 6, est petit et plus la suite " a une valeur minimum
grande.

Ilustrons maintenant la seconde remarque: on calcule o= avec 6, = 1 + 0.1m
et m={0,...,5}.

La figure 6.11 de droite montre, pour 6,, > 1, la suite a’" en coordonnées loga-
rithmiques selon les deux axes.

On a bien une décroissance de plus en plus rapide de la suite o’ vers zéro en
fonction de 6,,.

Conclusion : on peut donc conclure de cette étude que 'espace X' le plus
petit pour lequel on vérifie la controlabilité exacte est bien HZ(0,L) x L*(0, L)
et que ’on peut prendre des espaces plus grands correspondants a des valeurs de
0 plus petites que un.
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FIG. 6.11 - % pourn =1,...,100 avec 0, < 1 (@ gauche) et 0, > 1 (a droite).

6.3 Premier exemple de treillis controlable exac-
tement

6.3.1 Définition du treillis
Soit le treillis composé de 2 poutres reliées rigidement en angle droit :

@

B c ) v(t)

@

A
Ve

Fi1G. 6.12 - Treillis de poutres reliées rigidement, encastrée en A et controlé en
rotation tout en ayant son déplacement de bloqué en B.

avec pour parametres mécaniques et géométriques:

Il = 12 = 2.10_10 m4, Al = Ag = 10_4 m2,
E1 = E2 = 2.1011 N.m_Q,

p1 = ps = 7.810° kg.m™3, (6.3.8)
ll == l2 =70 m.
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6.3.2 Remarques sur le caractere controlable

Du point de vue de la controlabilité exacte un tel treillis est différent d’un
treillis composé de deux poutres mises bout a bout horizontalement en raison
du couplage des modes de flexion et de compression. En particulier, il n’est pas
certain que l'on puisse prendre un temps d’observation aussi petit que ['on veut,
comme pour un treillis en séries.

Cependant, ce treillis est étoilé donc, d’apres des résultats de G. Leugering et
E.J.P.G. Schmidt [79] et de G. Leugering [78], il est controlable exactement avec
un actionneur controlant la rotation d’une de ses extrémités (A ou C).

De maniere purement arbitraire, nous choisissons pour les premiers tests un ac-
tionneur controlant la rotation en C; par conséquent en C le déplacement est
bloqué tandis qu’en A le treillis est encastré.

Nous étudierons l'effet d’autres structures d’actionneurs au paragraphe 6.3.7.

Convention : Pour les tests numériques qui vont suivre, lorsque 1’on ne précise
pas le pas de maillage ou I'horizon de controlabilité, ¢’est que ’on a pris h = 1/500
et T'= 2.

6.3.3 Vérification de la controlabilité exacte

On prend les données suivantes :
h=1/500, T =2, N = 200. (6.3.9)

A la différence de la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli seule, la suite «, ne reste
pas quasiment constante apreés avoir décru sur les premiers modes (figure 6.13).
En effet, on observe a la figure 6.13 une légere décroissance de celle-ci pour n = 46,
mais de fagon plus génante une chute tres importante pour n = 110.

On ne peut donc, au vu de ce test, conclure immédiatement a la controlabilité
exacte.

Cependant, on peut espérer que la décroissance pour n = 110 est la conséquence
d’un pas de maillage qui ne serait pas assez fin pour les modes supérieurs a 110.

Un premier test pour vérifier que l'origine de cette chute est un pas de maillage
trop grossier et de calculer le taux de convergence de la suite «,, en fonction de
n.

Puisque dans notre cas il y a deux paliers, un pour n = 46 et un pour n = 110,
on calcule donc Ern(n), premieérement pour n = 50, ...,80 avec N = 100 (figure
6.14 de gauche) et deuxiemement pour n = 120,...,150 avec N = 200 (figure
6.14 de droite).

Dans les deux régions, on obtient un méme taux de convergence: O(1/n?).
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angle (3,rotation)

h=1/500
8 T=2

alpha(n)
=
o
o

0 50 100 150 200
modes n

F1G. 6.13 - ()%, (actionneur controlant la rotation en C).

3 angle (3,rotation) " angle (3,rotation)
10 10
h = 1/500

T=2

— Er(n)
- - O(1/s5)

— Er(n)
— - 0(1/n"5)

-5 -6
10 50 90 10120 150

Fic. 6.14 - Ern(n) pour n = 50,...,80 (N = 100) (a gauche) et pour
n =110,...,150 (N =200) (a droite).

Cependant pour n = 110,...,150, on observe que ’on n’a pas une décroissance
uniforme de 'erreur. Ceci semble confirmer que la chute pour n = 110 ne corres-
pond pas a un mode inobservable de la structure mais plutot a une discrétisation
trop grossiere.

Conclusion: La décroissance de o pour n = 110 est artificielle et est dii uni-
quement a un pas de maillage trop grossier, donc le test n’est valide pour une
finesse h > 1/500 que pour n < 110 et indique que:

le treillis est controlable exactement avec un actionneur en rotation en C
et un temps 1" assez grand.

Les tests suivants vont confirmer cette analyse.
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6.3.4 «,(T) fonction de T

Vérifions maintenant si la suite o, dépend linéairement du temps 7' comme
c’est le cas pour la poutre seule (voir le paragraphe 6.2 et I’Annexe J).
On calcule «,(T) pour n =1,...,50 avec différents T (figure 6.15).

12

angle (3,rotation)
10 ‘ :

(5N
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T
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alpha(n)
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B 1

10 20 30 40 50
modes n

=
o
~

=
o
(<)

o

Fi1G. 6.15 - «,(T) pourn=1,...,50 e¢T =1,...,5 (h =1/500).

On a bien encore les mémes relations homothétiques entre les a,, (7)) calculés pour
différents 7.

Enfin, comme pour la poutre seule, il doit exister un temps minimal de controlabi-
lité exacte 1},,. La question est de savoir si ce temps minimal est purement
numérique comme pour la poutre seule ou s’il est di au couplage des modes de
flexion et de traction dans notre treillis.

Le critere qui permet d’identifier ce temps minimal est a priori simple:
la suite a,, doit étre, pour tout n > 0, décroissante et strictement positive.

Avant de vérifier ce critere, faisons quelques remarques sur son domaine de vali-
dité:

— du fait que la suite «,, est finie, on ne peut vérifier cette condition que pour

un nombre de modes finis, et donc il se peut que pour n > 200, elle ne

vérifie plus ce critere. Comme pour le test numérique, ce critére n’est donc
vrai que pour un N fixé.

— de plus, plus n est grand et moins les valeurs de la suite sont calculées avec
précision et donc plus une décroissance éventuelle peut-étre due a un mau-
vais calcul de «,, et non a un temps d’observation trop faible. Autrement
dit, le T}, que I'on obtient dépend non seulement du pas de maillage h
mais aussi du choix de N.
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— en fait pour le calcul avec T" = 2 et également pour des temps supérieurs, on
n’a fait une vérification purement visuelle de la décroissance de la suite «,.
On vérifie que pour tout 7" (on prend un temps T tres grand, par exemple
T = 10?), la suite croit pour des n superieurs a 110. Le premier mode a
partir duquel la suite ne décroit plus converge vers n = 110 quand 7" aug-
mente. C’est une nouvelle confirmation du fait que la décroissance brutale
de notre suite pour n = 110 est purement numérique et n’a pas de lien avec
le fait que la structure soit controlable ou non exactement. Pour vérifier
la non décroissance de la suite, et ainsi identifier le temps minimal, il faut
donc bien prendre N < 110.

Remarque 6.4 Pour vérifier le critere, il suffit donc d’apres la premiere des re-
marques que nous venons d’énumérer ci-dessus, de calculer «, pour N et non
pour tous les termes de la suite. Par contre, il faut calculer la suite pour tous les
n < N, pour vérifier la deuxieme condition. En effet, la suite peut décroitre par
exemple entre n = 199 et n = 200, et eétre croissante entre n = 198 et n = 199.

Avec la poutre considérée et le pas de maillage utilisé, on trouve 7,,;, = 0.31
(avec une précision de 1 %).

A la figure 6.16, on dessine (o)1 avec le temps d’observation le plus élevé pour
lequel la suite décroit encore vers une valeur strictement positive.

1010 angle (3,rot) o angle (3, rot)
‘ ‘ 10 ‘
8
108 10
6 -
10 h =1/500
6 -
10 10 T=027
= ~ 2
= £10
S10 I+
S £..0
© £10
2 T=03
10 10'2
100 h =1/500 10‘4
-6
10 ¢ \/NA W, N AN
-2 E
10 , \ ! ! \ . . . . .
0 20 40 60 80 100 10 0 20 40 60 80 100 120
modes n modes n

Fia. 6.16 - ()% pour T = 0.3 ¢ gauche et pour T = 0.27 a droite.
On remarquera néanmoins que pour cette valeur de 7T le rapport entre le maxi-
mum et le minimum de la suite a, est tres élevé (de lordre de 10'?) (avec un
minimum de l'ordre de 10~2. Enfin si ’on prend T < T},;, assez petit, par exemple
T = 0.27 (figure 6.16 de droite) on voit que la suite «,, apreés une décroissance
vertigineuse des les 10 premiers modes, prend des valeurs nulles ou mémes néga-
tives.

Pour T encore plus petit, la suite n’est non seulement plus décroissante mais elle
prend des valeurs imaginaires pour n assez grand.
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Les valeurs négatives et imaginaires de la suite sont clairement imputables a la
limite de précision de Matlab.

Conclusion: A l'aide du test, on vérifie bien que le couplage des modes de
flexion et de compression implique 'existence d’un temps minimal d’observation
et on peut de plus obtenir une estimation précise de ce temps.

6.3.5 Influence du pas de maillage

Vérifions que le pas de maillage peut biaiser radicalement 'interprétation du
test, comme on I’a déja pu le remarquer pour I’élément structurant (voir en par-
ticulier le paragraphe 6.2.4).

On dessine la suite o pour des pas de maillages de moins en moins fins a la
figure 6.17.

angle (3,rotation)

10 ¢ 1/200

; 7500 |
10 ¢

6
10 ¢ 1/100

5 1/50
10

alpha(n)

1/20

10° |

2
10

0 20 40 60 80 100
modes n

100
Fi1G. 6.17 - (ah) _, bour différents pas de maillage h.

n

Cet exemple illustre particulierement bien le fait qu’il soit nécessaire de prendre
un pas de maillage assez fin pour interpréter correctement le test.

En effet, non seulement la suite ne converge plus de facon constante pour des
maillages plus grossiers que h = 1/200 mais de plus, plus le pas de maillage h est
grossier et plus la suite of décroit de fagon brutale pour des valeurs de n petites.
Par exemple pour h = 1/20, elle décroit fortement pour n = 12, ce qui n’est pas
le cas pour les autres maillages plus fins. Autrement dit:

plus le pas est grossier et plus le test semble indiquer que la structure est
non controlable.

Cette décroissance variable selon le pas de maillage est donc clairement impu-
table a la précision avec laquelle on calcule les modes et a fortiori les moments
tres faibles.
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Pour conclure, calculons le taux de convergence de o, en fonction de h.
On représente Erh(h) a la figure 6.18 pour 1/h = {20, 50,100,200} (N = 199 et
hoo=1/500) & laquelle on a superposé une fonction en O(h/?).

o angle (3,rotation)
10 .
X Er(h)
O fet taux
)
X
=, -1
= 10 .
% T=2
10° :
-3 -2 -1
10 10 10

Fic. 6.18 - Erh(h) pour 1/h = {20,50,100,200} (N = 199 et hoo = 1/500).

On obtient une convergence en O(h%?).

6.3.6 Tests avec une matrice A/™°

Les tests précédents ont confirmé la théorie, le treillis considéré est controlable
exactement en un temps 71" avec un actionneur en C agissant en rotation.
Vérifions maintenant que HZ(2) x L*(2) est bien espace X' ad hoc.

Si c’est bien le cas, on doit avoir le méme comportement en fonction de # que
pour la poutre seule, soit :

— pour 0 < 1, la suite o/ doit étre majorée par une constante positive de plus
en plus grande au fur et a mesure que # diminue

— pour 0 > 1, la suite ’ doit décroitre de plus en plus vite au fur et & mesure
que # augmente

On calcule d’abord (af{“)m

n=

L avec f <1 (0, = {1, 0.895, 0, —1}) (figure 6.19 de
gauche).

On vérifie bien que la suite est toujours majorée par une constante strictement
positive qui augmente quand # diminue.

On a représenté la suite o™ pour la valeur § = 0.895, car il s’agit du 6 le plus
petit pour lequel la suite a’" ne décroit pas de fagon brutale. Enfin, on observe
que pour 0 assez petit, typiquement € = 0, la suite ne décroit plus que pour n = 4.
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14 angle (3,rotation) 15 angle (3,rotation)
10 T : : 10 T T .
10
13 h = 1/500 b
10 ¢ ] 10 1
T=2
12
10 ¢ E
11 1 -
10 ¢ Tcu’
£ 5 5
<10 ¢ J ]
0
9
10 ¢ E
8
10 ) 0.895 |
1 25
10 L . ) ) 10 L L L L
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
modes n modes n

n

50
Fia. 6.19 - (agm) | bour B, <1 (a gauche) et pour 6, > 1 (a driote).
m=

Prenons maintenant € strictement supérieur a 1 (6, = {1,1.5,3,5,10}) . On
vérifie bien a la figure 6.19 de droite que plus 6 augmente et plus o décroit

rapidement vers zéro. On peut conclure que I'espace X' ad hoc est exactement
HP(Q) x H>*=D(Q) avec 6 = 0.895.

6.3.7 Choix des actionneurs
Actionneurs en rotation

Tout d’abord, inversons la position de ’actionneur tout en conservant un ac-
tionneur en rotation.
On voit a la figure 6.20 que 'on obtient une suite «,, semblable a celle obtenue
avec ’actionneur agissant en A au lieu de C.

angle (1,rot)

h= 1/500
T=2
e
©
e
=,
©
100 i i i
0 50 100 150 200

modes n

F1G. 6.20 - Actionneur en rotation en A : (o), -
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Néanmoins si on calcule leurs différences, on peut vérifier qu’elles sont bien
différentes (I’erreur commise est de 'ordre d’une dizaine de %).

Remarque 6.5 On a pris N = 200 et non pas N < 110 pour confirmer, s’il était
nécessaire, que la chute en n = 110 est bien di a un pas de maillage trop grossier.
En fait, pour d’autres types d’actionneurs on obtient également une décroissance
pour n = 110.

Appliquons maintenant un actionneur en rotation aux deux extrémités du treillis.

1 angle (13, rot rot) angle (13,rotation)
10 ! , ! ! 10 ! . ! !

h=1/500
T=2

=
o
-
=
T
L

alpha(n)
alpha(n)

=
o
(N
o
L

9 7
10 0 20 40 60 80 100 10 0 20 40 60 80 100

modes n modes n

F1G. 6.21 - Actionneurs en rotation auz deux extrémités: (ay,)->, (@ gauche) et

n

1) 100 oy . . .
(a ) | bour différents pas de maillage (@ droite).
n—

On vérifie bien a la figure 6.21 de gauche que le fait d’agir sur les deux extrémités
est plus efficace que d’agir sur une seule puisque la suite (an):g)l a une borne
inférieure bien plus grande que dans les tests précédents ou un seul action-
neur controlait la structure. Par contre, la suite est moins ”"réguliere” puisqu’elle
décroit pour de nombreuses valeurs de n au lieu d’étre quasiment constante
comme pour un seul actionneur en rotation.

Une explication de ce phénomene semble résider dans I’approximation plus ou
moins bonne de «,, selon I'actionneur considéré. Comme on I’a vu au paragraphe
6.3.5 précédent, pour cette multistructure, la constante «, est particulierement
sensible au pas de maillage.

On observe que plus le pas de maillage est grossier et moins la suite est irréguliere

(figure 6.21 de droite).

Remarque 6.6 Il serait intéressant de regarder la réponse de la structure contro-
lée avec cet ensemble d’actionneurs.
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Actionneurs en compression
Considérons le cas ol I'on agit en compression en A et en C respectivement.

On adopte dans la suite de tous les tests de chapitre, la terminologie suivante :

on parle d’actionneur en compression quant il s’agit d’un actionneur qui
asservit les déplacements longitudinaux.

Lorsque l'on agit en compression a 'une ou 'autre extrémité, la valeur limite de
la suite vy, est plus faible mais par contre la décroissance globale (entre oy et ay)
est moins importante (figure 6.22).

angle (1,depl) angle (3,depl)

9 9
10 10

h = 1/500
T=2

8
10 |

alpha(n)
=
o
alpha(n)

7
10 ¢

5 6
10 0 20 40 60 80 100 10 0 20 40 60 80 100
modes n modes n

F1c. 6.22 - Actionneur en compression en A (@ gauche) et en C (a droite):
(O‘n):;(i)y

C’est particulierement flagrant dans le cas de 'actionneur localisé en C (voir fi-
gure 6.22 de driote). On vérifie enfin a la figure 6.23 qu’en raison de cette efficacité
plus grande de 'actionneur C, ’action simultanée des actionneurs est moins effi-
cace que celle de 'actionneur C seul, mais plus efficace que celle de ’actionneur

A.

6.3.8 Conclusion

En conclusion de cette étude, on peut dire que quelque soit le type d’action-
neur appliqué pour controler la structure, elle est controlable exactement pour
un temps 1" assez grand.
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9 angle (13, depl depl)
10 T :
h = 1/500
T=2
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modes n

100

F1G. 6.23 - Actionneurs en compression en A et en C: (o), ;-

6.4 Deuxieme exemple de treillis controlable exac-
tement

6.4.1 Définition du treillis

Soit un treillis composé de trois poutres reliées rigidement en étoile

(e =
®) @

@

NLY)

Fi1a. 6.24 - Treillis de poutres reliées rigidement en B, controlé en rotation tout
en ayant son déplacement de bloqué en A et encastré en C et D.

avec les parametres mécaniques suivants:
I, =1, = I3 =50 m*, A=Ay = Ay =10 m?,
Ey = Ey = B3 =410 N.om™2, p; = p; = p3 = 7.810° kg.m™®, (6.4.10)
L=T0m, lo=1="1m

Nous allons commencer par agir sur la structure avec un actionneur controlant
la rotation de l'extrémité A (figure 6.24). L’extrémité A a donc son déplacement
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de bloqué, tandis que les extrémités C et D sont encastrées.

6.4.2 Remarques sur le caractere controlable

Le treillis est étoilé donc, d’apres des résultats de G. Leugering et E.J.P.G.
Schmidt [79] et de G. Leugering [78], il est controlable exactement avec un nombre
suffisant d’actionneurs.

En effet, du fait du choix de 'actionneur, qui entraine que les extrémités C et D
sont encastrées, il existe des modes inobservables pour cet actionneur, qui sont
localisés sur les poutres (2) et (3).

Par conséquent un seul actionneur, n’agissant donc qu’a une seule extrémité du
treillis, ne suffit pas a le controler.

Par contre, il est controlable exactement avec deux ou trois actionneurs.

Convention : Si on ne précise pas le pas de maillage ou ’horizon de controlabi-
lité dans les tests, c’est que 'on a pris h = 1/700 et 7' = 500.

6.4.3 Vérification de la non controlabilité exacte avec un
seul actionneur

On se fixe les parametres suivants :
h =1/700, T =500, N = 100. (6.4.11)
La figure 6.25 de gauche montre clairement que:

le treillis n’est pas contrélable exactement en un temps T (T = 500) par un
seul actionneur asservissant la rotation de 'extrémité A.

En effet, la suite a,, décroit brutalement (d’un facteur 10'°) pour n = 2. Le fait
que la suite reste quasiment constante pour n > 2 n’indique pas ici que la struc-
ture est controlable exactement, en raison de la tres forte décroissance, de 'ordre
de 10%°, de la suite a,, pour n = 2.

Comme pour le treillis précédent on veut estimer la vitesse de convergence de «,
en fonction de n. On calcule donc erreur relative Ern(n) pour n = 10,...,50
avec N = 100 (voir figure 6.25 de droite).

Alors que pour le treillis précédent Ern(n) décroit avec n, dans notre cas on
obtient une erreur qui oscille en fonction de n autour de 1075,

Il semble naturel de conjecturer que dans le cas ou la structure n’est pas controlable
exactement, on observe ce type d’oscillations autour d’une valeur constante.

En quelque sorte, pour un pas de maillage donné, cette oscillation autour d’une
valeur constante strictement positive est équivalente a une oscillation autour de
zéro, et donc a un cas de non controlabilité exacte.
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treillis etoile (1,rotation)

treillis etoile (1,rotation)

10

<

g

s h = 1/700

©

T =500
h = 1/700
T =500
0
10 | I I L -7 ; . .
0 20 40 60 80 100 1945 20 30 40 50
modes n n

FiG. 6.25 - (a,)o, (@ gauche) et Ern(n) pour n = 10,...,50 et N = 100 (a
droite).

6.4.4 «,(7) fonction de T

Comme pour tous les treillis étudiés, nous allons vérifier que plus 1" est grand
et plus ay (7') est grand, avec si possible une variation linéaire en fonction de T
comme pour la poutre seule.

treillis etoile (1, rot)

10] h = 1/700

alpha(n)
=
o

500

50

0 10 20 30 40 50
modes n

FI1G. 6.26 - «,(T) pourn=1,...,50 et T =5, 50 et 500.

C’est bien ce que l'on observe a la figure 6.26 ou 'on a pris successivement
T =5, 50 et 500 pour calculer ()’ ;. Les suites , (T') pour les différents temps

T sont quasiment homothétiques, et donc on a bien une relation de linéarité entre
les suites calculées avec des temps différents.
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6.4.5 Influence du pas de maillage h

On se fixe un horizon de controle 7' = 500 et on calcule (aﬁ):]_ol pour
1/h = {50, 200, 400, 500, 700}
On observe a la figure 6.27 de gauche, a contrario de la structure précédente, que
plus le maillage est fin et plus la suite of décroit vite vers zéro.

treillis etoile (1,rotation)

5 treillis etoile (1,rotation)
12 T
1042 T=500 1 10
10 X Er(h) ®
8
glo r 3
5} 10
= 6 1/50 =
<10 | ] ,
10+ 5
10° 1 1/200 ¢
| 11500 1/400 . T =500
10° | | ] 1o 3
1/700 ?
0 0 ¢
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 10 2 1
modes n 10 10 10

h

Fic. 6.27- Pour 1/h = {50,200,400,500,700}, ()" (a gauche) et Erh(h)
pour n =10 (4 droite).

En particulier, plus le pas de maillage est fin et plus la valeur plafond de of est
petite, ce qui est typique d'un treillis non contrélable exactement.

Calculons le taux de convergence de la suite o/ en fonction de h pour un mode
fixé.

On représente Erh(h) pour 1/h = {50,200, 400, 500, 700} avec n = 10 a la figure
6.27 de droite. On obtient une convergence en O(h?).

6.4.6 Identification du mode inobservable du treillis

D’apres le premier test effectué, nous avons un mode inobservable (pour 1 <
n < 100): le 2 éme mode. En effet, comme on I’a vu a la figure 6.25 de gauche,
c’est pour cette valeur de n que la suite «,, décroit fortement (de Pordre de 10'?).
On a donc pour ce treillis, d’apres les notations du paragraphe 5.6 du chapitre
o:ng = 2.
Ce mode est particulier, comme on peut le voir a la figure 6.28.
En effet, on remarque qu’il n’y a pas de flexion (uniquement de la traction-
compression) sur la poutre (1), ce qui explique que ce mode soit invisible pour
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F1G. 6.28 - 2 éme mode du treillis (invisible pour un actionneur en rotation en

A).
lactionneur en rotation appliqué a 'extrémité A de la poutre (1).

Remarque 6.7 On se reportera au paragraphe 6.4.8 traitant de l'application
d’autres systemes d’actionneurs au treillis, pour une vérification de cette affirma-
tion.

Vérifions maintenant si, dans le cas de notre structure, la propriété 5.6 conjec-
turée au paragraphe 5.6 est exacte.

A la figure 6.29 de gauche (resp. de droite), on a représenté x0 (resp. « ) pour

n = 40.

Phio(i)

1 . . . Phil(i)
0.005 ‘ ‘ :
0.9¢
0.8 1 or
0.7t 1 -0.005¢
0.6 h = 1/700 ool h=1/700
L R T =500
0.5 T=500
0.4t 1 -0.015F
0.3 -0.02f
0.2¢
ok -0.025
0 -0.03
0 2 4 6 8 10 0.0% 2 4 6 8 10

FIG. 6.29 - Pour n =10 et ny =2, 2}, (4 gauche) et z}, (d droite).

On vérifie bien que la propriété 5.6 pour n; = 2. En effet, seul la seconde com-
posante de 2 (resp. z;, ) est non nulle.



238 6.4. Deuxiéme exemple de treillis contrdlable exactement

6.4.7 Version avec une matrice de masse adaptée

On calcule o avec des 0 de plus en plus petit jusqu’a ce que la suite ne semble
plus décroitre vers zéro.

20
10

treillis etoile (1,rotation)
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10-5 L L L L
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modes n

50
Fic. 6.30 - Convergence de (af{") _, bour On =1{4,2,1,0, -1, —2}.

On observe bien a la figure 6.30 que plus 6 est petit et plus le minimum de la
suite est grand. Cependant méme pour des 6 petits, la suite «,, décroit toujours
pour n = 2. Par contre, pour 6 > 1, a,, décroit fortement pour de nouveaux n.
Autrement dit, on vient de vérifier que le treillis est bien incontrolable avec un
actionneur en flexion en A.

6.4.8 Tests avec différents actionneurs

Du fait de la symétrie du treillis, appliquer un actionneur en C ou en D est
rigoureusement équivalent.
Par conséquent, nous allons étudier successivement les systemes d’actionneurs
suivants :

— actionneur en rotation en C

— actionneurs en rotation en A et C

— actionneur en compression en A (resp. C) et en compression en A et C.

On conserve les mémes parametres que pour le premier test :

h =1/700, T = 500. (6.4.12)
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14 treillis etoile (3,rotation)

alpha(n)

0 10 20 30 40 50
modes n

F1G. 6.31 - ()2, avec un actionneur en rotation en C.

Actionneur en rotation en C

Tout d’abord on remarque (figure 6.31) que comme pour l'actionneur localisé
en A, le test indique que la structure est non controlable exactement.
Par contre, «, ne décroit plus pour n = 2 comme pour l'actionneur en A.
Par contre, la suite décroit pour d’autres n (n = 3, 10, 12, 30) , mais cette
décroissance est moins brutale. Ces valeurs de n correspondent a des modes dif-
ficilement observables par ’actionneur en C, comme on peut le voir a la figure
6.32 ou l'on a représenté les modes 12 et 30 du treillis.

Fi1G. 6.32 - Modes invisibles pour l'actionneur en rotation en C: 12 éme mode
(a gauche) et 30 éme mode (a droite).

En effet, ces deux modes ne travaillent qu’en traction-compression sur les poutres
(2) et (3) et par conséquent sont invisibles pour des actionneurs situés a l'une ou
Iautre des extrémités C et D de ces poutres, donc en particulier pour I’actionneur
qui nous concerne.
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Actionneurs en rotation en A et en C

Si 'on considere maintenant la structure sur laquelle on applique simul-
tanément les deux actionneurs en flexion, on peut s’attendre a ce que le treillis
soit controlable exactement.

En effet, comme on I’a déja remarqué le deuxieme mode est invisible pour I’ac-
tionneur localisé en A, mais pas pour celui en C. Inversement, les modes invisibles
pour 'actionneur C ne le sont pas pour 'actionneur A.

C’est ce que 'on peut vérifier a la figure 6.33.

14

treillis etoile (13,rotation)

10
13
0%}
. h =1/700
(=
= T=500
<
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2
10"
11
10, 10 20 30 40 50

modes n

FiG. 6.33 - (ozn)zoz1 pour les actionneurs en rotation en A et C.

La suite décroit pour n = 3 et n = 10 mais tres faiblement en comparaison des
cas précédents et elle reste ensuite constante :

le treillis est controlable exactement par deuxr actionneurs en rotation qui
s’exercent simultanément en A et en C.

Actionneurs en compression en A (resp. en C)

On peut observer a la figure 6.34 de gauche, la suite «,, correspondant a 1’ac-
tionneur en compression en A.
On remarque que la suite «, décroit quasiment comme pour l'actionneur en
flexion agissant a la méme extrémité. En effet, la suite décroit brutalement (et du
méme ordre) pour n = 2, puis reste également quasiment constante pour n > 2.
On conclut donc de la méme facon, le treillis n’est pas controlable exactement
avec cet actionneur.
Si I'on applique ensuite un controle non plus en A mais en C, la suite «,, décroit
(figure 6.34 de droite) encore pour n = 2 mais seulement d’un facteur 10. Par
contre, elle décroit ensuite pour n =9 et n = 35. On notera que le 35 éme mode
du treillis est un mode invible pour I'actionneur en compression en C (voir figure
6.35).
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Fic. 6.34 - (ozn)zoz1 pour l'actionneur en compression en A (a gauche) et en C
(a droite).

F1c. 6.35 - 35 eme mode du treillis : invisible pour ['actionneur en compression
en C.

En effet, le 35 éme mode du treillis ne travaille qu’en flexion sur la poutre (2).

La décroissance entre o; et ass est de lordre de 10%, par conséquent on peut
conclure une nouvelles fois que le treillis n’est pas controlable exactement avec
cette actionneur.

Si on agit aux extrémités A et C en compression, on obtient la suite «,, (fi-
gure 6.36) suivante :

Pour ce systeme d’actionneur, la suite «,, décroit pour n = 2 et n = 35 (d’un
facteur 10). Le treillis est donc non controlable exactement avec ces deux action-
neurs.
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F1G. 6.36 - Actionneurs en compression en A et C: (o), _;-

6.4.9 Conclusion

Grace au test nous avons pu ainsi vérifier que la structure est controlable exac-
tement pour un nombre suffisant d’actionneurs et comparer de facon quantitative
Pefficacité de différents systemes d’actionneurs.

6.5 Treillis objet de conjectures

Soit le treillis représenté a la figure 6.38, composé de poutres reliées rigide-
ment, dont I'extrémité A est controlée en rotation tout en ayant son déplacement
de bloqué, tandis que les autres extrémités sont encastrées;

)

@ 2 ®3
A <> RF

(4) ©)

[oe]

m

C

Fi1G. 6.37 - Treillis de poutres reliées rigidement, encastré en C, E, F et controlé
en rotation tout en ayant son déplacement de bloqué en A.

avec les parametres mécaniques:

11:[2213:507’”4, A1:A2:A3:10m2,
14215:22 m4, A4:A5:65 m2,
E =4.10 N.n~2, p=7810% kg.m=3, (6.5.13)

l1:l3:70m,l2:250m, l4:l5:50m
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6.5.1 Remarques sur le caractere controlable

Le treillis que nous considérons n’est pas étoilé par conséquent les résultats
théoriques de G. Leugering et E.J.P.G. Schmidt [79] (voir également G. Leugering
[78]) ne permettent pas de conclure quant a sa controlabilité exacte éventuelle.
Le test numérique est donc ici tres utile. En effet, selon les résultats que le test
fournira, on pourra émettre des conjectures pour ce treillis.

6.5.2 Vérification de la controlabilité exacte

Comme pour les tests précédents, on prend un pas de maillage h assez fin et
un horizon de controle assez grand:

h =1/300, T =100, N = 100. (6.5.14)

On donne le résultat du test a la figure 6.38.

Pont (1, rot)
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F1G. 6.38 - Convergence de (), pour h = 1/300 et T' = 100,

On peut voir que la suite («,,) converge vers une valeur strictement positive
de V'ordre de 107 en étant parti d’une valeur de 'ordre de 10!, la décroissance
est donc importante. Mais surtout, on note que la suite («,,) décroit de 'ordre
de 10? pour n = 5 et de 'ordre de 10! pour n = 38.

On peut donc conjecturer que ce treillis n’est pas controlable exactement avec un
actionneur en rotation en A.

6.5.3 «,(7) fonction de T’

Vérifions maintenant si la suite «,, dépend linéairement du temps 7', comme
c’est le cas pour la poutre seule et pour les treillis de poutres précédents. On
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12 Pont (1, rot)

1] h =1/300
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alpha(n)
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modes n

F1G. 6.39 - «,(T) pourn=1,...,100 et T = 20, 50, 100 et 1000.

calcule a,,(T') pour T = 20, 50, 100 et 1000 (figure 6.39).
Les suites ay(7T) calculées pour différents 7" sont homothétiques, par conséquent
on vérifie encore cette propriété.

6.5.4 Influence du pas de maillage h

Comme nous avons pu le remarquer pour les autres treillis, la variation de o
en fonction de h permet de vérifier si la conclusion du test est exacte.

1 Pont (1, rot)

alpha(n)
B
S

1/1000

1/100

0 10 20 30 40 50
modes n

50
F16. 6.40 - (al) " pour 1/h = {100,300, 1000}.

On représente o (figure 6.40) pour 1/h = {100, 300, 1000}.

On observe que plus le maillage est fin et moins la suite o décroit rapidement.
Plus précisément, on remarque que la suite décroit toujours pour n = 5 et n = 38,
avec notamment une amplitude de décroissance beaucoup plus faible pour n = 38.
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Cette évolution de o est typique d’un treillis controlable exactement.
L’interprétation du test du paragraphe 6.5.2 n’est donc pas exacte.

Remarque 6.8 La raison principale de cette mauvaise interprétation est du a
un calcul trop grossier des modes les plus élevés.

C’est d’ailleurs ce que nous allons pouvoir vérifier dans le paragraphe suivant, en
faisant varier I'espace X' des données initiales du probleme adjoint.

6.5.5 Tests avec une matrice M™Y

Vérifions s’il existe un espace X' pour lequel il y a controlabilité exacte.
A cette fin, on calcule o avec @ < 1 de plus en plus petit (figure 6.41 de gauche).

Pont (1,rotation)

Pont (1,rotation)

h =1/300
T =100

H

© BH
T T \O
]

S S0’ t
s g &
< l £10
0.5 5
10
8 h = 1/300 4
10t i 10 F
T=100
1 10
10 ; : : ; 2 ; ; ; ;
0 20 40 60 80 100 105 20 20 60 80 100

modes n modes n

F1G. 6.41 - Convergence de (af{“)wi pour 6, = {1, 0.5, 0, —=0.5, —1} (a gauche)

et 0,, = {1, 2, 3} (a droite).

On trouve un 6 (# = 1) pour lequel la suite est constant. Il existe donc un espace
X' pour lequel I'inégalité d’observabilité forte est vérifiée, autrement dit le treillis
est controlable exactement dans H 2(Q) x H ().

Inversement, on calcule o pour @ de plus en plus grand et on observe bien, &
la figure 6.41 de droite, que plus # augmente et plus o/ décroit rapidement vers
Z€éro.

6.5.6 Identification d’un mode inobservable

Les tests précédents indiquent que le premier mode inobservable (pour 1 <
n < 100) est le 5 eme mode. En effet, comme on l'a vu a la figure 6.38, c’est le
plus petit n pour lequel la suite a, décroit rapidement (de I'ordre de 10?). On
a donc pour ce treillis, d’apres les notations du paragraphe 5.6 du chapitre 5:
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ny = 5.
Ce mode est particulier, comme on peut le voir a la figure 6.42.

F1G. 6.42 - 5 éme mode du treillis : invisible pour ['actionneur en rotation en A.

En effet, on remarque qu’il n’y a quasiment pas de flexion (uniquement de la
traction-compression) sur la poutre (1) (ainsi d’ailleurs que sur les poutres (2)
et (3)), ce qui explique que ce mode soit invisible pour I'actionneur en rotation
appliqué a 'extrémité A de la poutre (1).

Vérifions maintenant si, dans le cas de notre structure, la propriété 5.6 conjec-
turée au paragraphe 5.6 est exacte.

A la figure 6.43 de gauche (resp. de droite), on représente «i) (resp. z; ) pour
n = 20.

3 i1
Phio() ,x10 PhiLE)
0.2 : ‘
6l
o
sl h= 1/300
T=100
0.2t , ] a
h =1/300
-0.4f 1 3r
T =100
al
0.6t
1
0.8t
ol
-1 . ; 1 . . H
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

FIG. 6.43 - ) d gauche et x) a droite (n =20 et ny =5).

On vérifie bien que la propriété 5.6 pour n; = 5. En effet, seule la cinquieme
composante de z) (resp. z; ) est non nulle.

6.5.7 Tests avec différents actionneurs

Etant donné le nombre de combinaisons d’actionneurs possibles pour ce treillis
nous n’allons pas traiter tous les cas. En effet, on considérera les systémes sui-
vants :

— actionneur(s) en rotation uniquement
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— actionneur(s) en compression uniquement
— actionneurs en compression et en flexion

mais on ne donnera qu’un seul exemple d’application du test pour le dernier type
de systeme d’actionneurs, .

On conserve les mémes parametres que pour le premier test, soit :

h =1/300, T =100, N = 100. (6.5.15)

Actionneur(s) en rotation

On asservit le treillis avec un actionneur en rotation en C et on calcule la
suite a;, pour n =1,...,100 (figure 6.44).

11
10

Pont (3,rotation)

10
10 ¢
h =1/300
—_ T=100
= 9
£10
s
[
8
10
107 L L L L
0 20 40 60 80 100

modes n

100

F1G. 6.44 - Actionneurs en rotation en C: (o), -

Si on compare ce résultat avec celui obtenu avec le méme type d’actionneur, mais
en A (voir figure 6.38), on observe tout d’abord que la suite ne décroit plus pour
n = 5. On pouvait s’attendre a ce résultat car le 5 eme mode (voir figure 6.42)
est observable par ’actionneur en C. Par contre, 'amplitude de la décroissance
entre le maximum de la suite «,, et son minimum est du méme ordre que pour
’actionneur en rotation en A (de Pordre de 10%).

On conjecture donc que le treillis n’est pas controlable exactement par un action-
neur en rotation en C.

Appliquons maintenant deux actionneurs en rotation au treillis: en A et en C
(resp. en A et en E).

On observe a la figure 6.45 que pour ces deux systemes d’actionneurs I’amplitude
de la décroissance de la suite a,, entre n = 1 et n = 100, est de 'ordre de 10,
c’est-a-dire faible.
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12 Pont (13,rotation) 12 Pont (15,rotation)
10 . . . . 10 . . . .

alpha(n)
alpha(n)

h =1/300

T=100

9
10 0 20 40 60 80 100 10 0 20 40 60 80 100

modes n modes n

F1G. 6.45 - Actionneurs en rotation en A et C (4 gauche); en A et E (a droite) :

(O‘n)vlg)l'

On émet donc 'hypothese que le treillis est controlable exactement par des ac-
tionneurs en A et en C (resp. en A et en E).

On consideére maintenant des actionneurs en rotation s’exercant simultanément
en A, C et E (resp. a toutes les extrémités du treillis).

12 Pont (135, rotation) 12 Pont (1356, rot rot rot rot)
10 T T T T 10 T ! ! !

h =1/300

T =100
h =1/300

T =100

(i
=
(i
=

alpha(n)
=
S
alpha(n)
=
S

10 10
10 0 20 40 60 80 100 10 0 23 34 56 80 100

modes n modes n

FiGc. 6.46 - Actionneurs en rotation en A, C et E (a gauche); a toutes les

extrémités (a droite) : ()M,

On observe a la figure 6.46 que le test donne, comme on peut s’y attendre, de
meilleurs résultats qu’avec un systeme composé de seulement 2 actionneurs, mais
le gain obtenu par I'ajout d'un (ou deux) actionneur(s) supplémentaire(s) n’est
pas notable (voir figure 6.46 de droite). En effet, a; est toujours de l'ordre de
10! et le rapport entre o; et a;00 de I'ordre de 10.

En conclusion de I’asservissement du treillis par des systemes d’actionneurs en
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rotation, on peut conjecturer que:

le systeme d’actionneurs en rotation le plus efficace est celui composé d’un
actionneur en A et en E.

Actionneurs en compression

On considere dans ce paragraphe des systemes d’actionneurs ne s’exercant
, .
qu’en compression.

Tout d’abord, on applique un seul actionneur en compression sur le treillis, res-
pectivement en A et en C et on calcule donc la suite o, pour n = 1 jusqu’a 100
(figure 6.47).

9 Pont (1, depl) 9 Pont (3,depl)
10 T T 10 T T
s h = 1/300
107 T=100 ]
8
10 ¢ 1
7
=10 ¢ ] = h = 1/300
T T
< < T =100
s 4 =
© 10 F i © ,
10 + 1
5
10 + E
104 i i i i 106 L L L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
modes n modes n

F1G. 6.47 - Actionneurs en compression en A (4 gauche) et en C (a droite) :
()t

On observe dans les deux cas, une décroissance globale de la suite de 'ordre de
10%. On remarque que pour 'actionneur en A, la suite décroit pour n = 6, 7 et 8.
Cela peut s’expliquer par le fait que les modes 6,7 et 8 travaillent essentiellement
en flexion sur la poutre (1) et donc sont difficilement observable par un action-
neur localisé a l'extrémité A de la poutre (1).

On émet la conjecture suivante:

le treillis n’est pas controlable exactement avec un seul actionneur en com-
Pression.

Considérons maintenant un treillis soumis a deux actionneurs en compression, en
A et en C (resp. en A et en E). Naturellement, I'action de 2 actionneurs permet
de mieux controler le treillis qu’avec un seul et c’est bien ce que I'on observe a la
figure 6.48.

En effet, la suite «,, décroit seulement d’'un facteur 10 entre n =1 et n = 100, au
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Pont (13, depl depl) Pont (15, depl depl)
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F1G. 6.48 - Actionneurs en compression en A et C (a gauche); en A et E (a

droite) : ()%,

lieu d’un facteur 10® pour un seul actionneur, le gain est donc notable. On peut
donc conclure par la conjecture suivante :

le treillis est controlable exactement avec deux actionneurs en compression
en A et en C (resp. en A et en E).

Enfin, pour conclure avec les tests avec des actionneurs en compression, on as-
servit le treillis avec des actionneurs en A, C et E (figure 6.49 de gauche), puis a
toutes les extrémités (figure 6.49 de droite).

0 Pont (135,depl) 10 Pont (1356, depl depl depl depl)
10 ! ! ! ! 10 i . . .
h = 1/300
T =100
h =1/300
G T =100 =
< T | |
fQ _Elo
© G
108 L L L L 108 L L L L L
0 20 40 60 80 100 0 8 21 40 60 80 100
modes n modes n

F1G. 6.49 - Actionneurs en compression en A, C et E (4 gauche); a toutes les
extrémités (a droite) : (ay,)M%,.

Comme pour les actionneurs en rotation, on observe que I'ajout d’'un (ou deux)
actionneur(s) supplémentaire(s) ne permet pas un gain notable, par rapport au
systeme composé de deux actionneurs, puisque la décroissance globale est du
méme ordre (environ 10).
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Actionneurs en rotation et en compression

Etant donné que, comme nous l'avons annoncé dans l’introduction, nous
n’avons pas 'intention d’étre exhaustif, on considére uniquement le systeme d’ac-
tionneurs en flexion et en compression dont le test numérique donne le résultat
le plus intéressant. Soit un treillis asservit en rotation et en compression par un

11
10

Pont (11, depl rot)

h=1/300
T=100

alpha(n)

10|
L L L

0 12 20 34 60 80 100
modes n

10

100

F1a. 6.50 - Actionneurs en flexion et en compression en A : (o).

actionneur en A, dont on représente la suite «,, pour n variant de 1 a 100 a la
figure 6.50.

On observe que la conjugaison des deux types d’actionneurs donne un résultat
tres nettement meilleur que pour un seul de ces deux actionneurs agissant a la
méme extrémité (voir les figures 6.38 et 6.47 de gauche).
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6.6 Conclusion

6.6.1 Accord du test numérique avec la théorie

Nous avons appliqué le test numérique a des treillis de poutres d’Euler-Navier-
Bernoulli de géométries et de propriétés mécaniques variées.
Les conclusions que le test nous permet d’émettre quant a la controlabilité exacte
de ces multistructures sont en accord, avec le résultat théorique de G. Leugering
et E.J.P.G Schmidt [79] pour les treillis d’Euler-Navier-Bernoulli que nous rap-
pelons maintenant :

“ un treillis étoilé est controlable exactement avec des actionneurs a tous
les noeuds extérieurs du treillis. 7 (CS1)

Les mémes auteurs [78] avec J.E. Lagnese ont obtenu une condition suffisante pour
la controlabilité exacte moins restrictive pour les treillis composés de poutres de
Timoshenko :

“si un treillis ne contient pas de boucles fermées et si au plus un des noeuds
extérieurs est encastré, il est controlable exactement avec des actionneurs
placés a tous les noeuds extérieurs libres du treillis. “ (CS2)

On voit que la condition (CS1) pour les treillis d’Euler-Navier-Bernoulli est non
seulement moins générale que la condition (CS2) pour les treillis de Timoshenko
puisqu’elle ne s’applique qu’aux treillis étoilés, mais également plus restrictive en
ce qui concerne le nombre suffisant d’actionneurs pour vérifier la controlabilité
exacte.

Comme G. Leugering I’a remarqué dans [78], ¢’est assez surprenant :

“While we have been able in [67] to show exact controllability of Timoshenko-
tree-like networks, we have not succeeded so far in passing to Euler-Bernoulli
or Rayleigh-beam networks. As a result the controllability-theory and hence
also the theory of uniform stabilization of such networks is widely open.

C’est un intéret supplémentaire du test numérique de suggérer que ’on devrait ob-
tenir des conditions suffisantes de controlabilité exacte identiques pour les treillis
d’Euler-Navier-Bernoulli et de Timoshenko.

C’est ce que nous allons maintenant montrer en regroupant les treillis étudiés se-
lon qu’ils sont controlables exactement ou qu’il n’existe pas de résultats théoriques
applicables, du moins pour les treillis d’Euler-Navier-Bernoulli.

Cas 1: Treillis controlables exactement

Le test appliqué au treillis représenté a la figure 6.51 de gauche permet de
conclure (voir paragraphe 6.3) qu’il est controlable exactement avec un seul ac-
tionneur, placé a 'une ou 'autre de ses extrémités.
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Fi1G. 6.51 - Deuz exemples de treillis controlables exactement.

Ce résultat n’est pas en contradiction avec la condition suffisante (CS1) (pour
les treillis d’Euler-Navier-Bernoulli) et correspond exactement avec la condition
suffisante (CS2) (pour les treillis de Timoshenko).

Autrement dit, cela étaye bien I’hypothese selon laquelle on devrait avoir les
meémes conditions sur les actionneurs pour les treillis d’Euler-Navier-Bernoulli
que pour les treillis de Timoshenko.

Les résultats numériques obtenus au paragraphe 6.4 pour le second treillis, représenté
a la figure 6.51 de droite, permettent de faire les mémes observations que pour le
premier treillis. En particulier, le test permet bien de vérifier qu’il faut au moins
deux actionneurs pour controler exactement ce treillis.

Cas 2: Treillis objet de conjectures

Le dernier exemple de treillis que nous avons étudié est tres instructif car il
n’existe pas a notre connaissance de résultats théoriques permettant de savoir
sous quelles conditions il est controlable exactement.

En effet, comme on peut le voir a la figure 6.52, ce treillis n’est pas étoilé ce qui
implique que l'on ne peut appliquer la condition (CS1). Par contre, si le treillis
était composé de poutres de Timoshenko, la condition (CS2) serait naturellement
applicable.

Les conclusions obtenues au paragraphe 6.5 par I’application du test peuvent étre
résumées de la facon suivante:

le treillis est controlable exactement si on lui applique au moins un action-
neur a deux de ses extrémités, par exemple les extrémités A et C.

On obtient ainsi une information importante puisque selon la condition (CS2) il
faut un actionneur de plus pour controler exactement le méme treillis composé
de poutres de Timoshenko au lieu de poutres d’Euler-Navier-Bernoulli.
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Fi1c. 6.52 - FExemple d’un treillis objet de conjectures.

6.6.2 Propriétés utiles pour conclure a la controlabilité
exacte a ’aide du test

Nous avons pu dégager, a l'aide du test numérique, des propriétés caractéristi-
ques selon que le treillis est controlable exactement ou ne I’est pas.

Existence de modes invisibles

On distingue nettement les treillis qui vérifient I’inégalité d’observabilité forte
de ceux qui ne la vérifient pas a l'aide de la propriété 5.6 que nous avons conjec-
turée au paragraphe 5.6. En effet, dans le cas d’un treillis contrélable exactement,
la propriété 5.6 n’est jamais vérifiée et la suite o, décroit vers une constante
strictement positive en O(n~%) (dans nos exemples o > 4).

Si le treillis est non contrélable exactement, il existe au moins un mode pour le-
quel la propriété 5.6 est vérifiée, que I'on identifie comme étant un mode invisible
pour le systeme d’actionneurs qui asservit le treillis. Pour ce mode, la suite a,
décroit de plusieurs ordres de grandeurs par rapport a la valeur précédemment
obtenue.

Remarquons de plus que les modes invisibles, identifiés grace a cette propriété,
se distinguent aisément des autres modes de la structure encastrée par leurs
propriétés mécaniques vis-a-vis du systeme d’actionneurs qui s’exerce sur la mul-
tistructure.

Identification de 1’espace des données initiales

Comme nous l'avons remarqué au paragraphe 5.5.3 du chapitre 5, on peut
pour les treillis controlables exactement identifier 'espace X' des données ini-
tiales du probleme adjoint pour lequel I'inégalité d’observabilité est vérifiée et,
pour les treillis non-controlables exactement, montrer qu’il n’existe pas d’espace
X' ad hoc.

On peut également distinguer nettement les cas controlables des cas non-controla-
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bles en calculant la suite o pour différents pas de maillage; on a:

— si U'observabilité forte est vérifiée, plus le pas de maillage h est fin et plus

h

o, augmente

— si observabilité forte n’est pas vérifiée, plus h est fin et plus o diminue
Enfin a ’aide des tests numériques effectués dans ce chapitre on a pu vérifier que:

— si l'observabilité forte est vérifiée, pour tout h > 0 assez petit, la suite o
converge en O(n~%) avec o > 4.

— sil’observabilité forte n’est pas vérifiée, pour tout 4 > 0, la suite ! converge
vers 0 de facon exponentielle (voir Lebeau [74] et Bourquin [14]).

h

» converge en O(n~%) avec

Remarque 6.9 On démontre a I’Annexe K que «
« = 4 dans le cas de la poutre seule.

Etude comparative de différents systéemes d’actionneurs

On peut de plus, grace au test, mesurer 'efficacité relative de différents
systemes d’actionneurs et identifier le temps minimal d’observation nécessaire
a la controlabilité exacte qui existe dans nos treillis du fait du couplage de la
flexion et de la compression.

On regroupe les propriétés que nous venons d’énumérer, permettant de distinguer
les treillis controlables exactement de ceux qui ne le sont pas, dans le tableau sui-
vant :

Treillis | modes invisibles | taux de convergence | h X'

CE aucun O(n=®) (a > 4) at 7| identifiable

non CE | au moins un exponentiel a N | non identifiable
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Annexe A

Inégalités inverses et directes
(p=0)

A.1 Rappels

Soit ¢ la solution pour des données initiales {¢°, p'} suffisamment régulieres
de

pA" (2,1) + Elg 2 (1) = Y(z,t) € (0,L) x (0,T),
0(0,1) = p(L, 1) = f;"(o £) = gx (L,t) =0 vt € (0,T), (A-L.1)
o(z,0) = (), ¢'(z,0) = p'(2) Vo € (0,L).

Pour tout ¢t € (0,7), on note:
L
(p0) = [ el tule e, (A.1.2)
2 L 2
lol* = /0 o(x,t) d. (A.1.3)

On rappelle que I'énergie mécanique, que nous notons F,,..(t), associée au systeme
(A.1.1) définie par:

Mli—‘

Epec(t) = (pA|g0 * + EI| | > , Vte(0,7) (A.1.4)

est conservative:

0

Yt € (0,T), Epeclt) = Epec(0) = B

(pA|90 |2+EI| | > (A.1.5)

l\Dli—‘
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Enfin, on définit A3 comme la plus petite valeur propre de

dt d?w
U et , dans (0,L),
dl‘4 d 2 (A 1 6)
w(0) = w(L) = % 0) = D1y = ¢ -
N Cdr ) dx -

qui vérifie en particulier :

o 2
2= min o LCInN (A.17)
w € H3(0,L)/{0} \| 4= dz
et donc
dw 1 |dPw
— — | — H?(0,L). Al
<5 s e e HEO.D) (A18)

A.2 Inégalité inverse

Pour démontrer le théoréeme d’unicité, il suffit de montrer I’inégalité inverse,
soit :

Propriété A.1 (inégalité inverse) 3Ty >0 tel que VT > Ty, 3CL(T,L) >0:
0% -
C\(T, L) B, </ <EI “(t, L)) di (A.2.9)

dt

ot dt = pA

En fait, on va montrer 'inégalité plus précise suivante :

R A
Corollaire A.1 Pour zy € R et pour tout T > T (zo) = 3(§0) sup (1, p—),
0

EI
fji (T =T (zp)) . <E1w> dt, (A.2.10)
{ R (o) = 2| 2 =m0 || poo(o 1)
(A.2.11)
[ (wo) = {z € {0} U{L}}, (v — o) w(x) > 0}

ou v(x) est la normale unitaire extérieure a (0, L).
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L’inégalité inverse se déduit alors de celle-ci, en effet

['(zg) = {0yU{L} sixzye€(0,L)
= {0} st g > L (A.2.12)
= {L} st xg <0

Par conséquent, si l'on choisit zy < 0, alors I' (zp) = {L}, et on a donc 'inégalité
inuverse.

Remarque A.1 Comme il a été rappelé au paragraphe 1.2, I'inégalité inverse
peut étre obtenue pour un temps 7" aussi petit que 1’on veut (voir entre autre E.
Zuazua [108]).

Remarque A.2 La démonstration n’a rien d’originale, elle reprend point par
point la démonstration de J.-L. Lions ([83], p.244) pour un ouvert {2 borné de IR"
de frontiere T de classe C3(0, 1), mais cette fois-ci avec les constantes mécaniques
et comme ouvert (0, L).

Remarque A.3 Sil’'on adimensionnalise le probleme, on retrouve la méme inégalité
que J.-L. Lions ([83] Théoréme 3.3, p.256).

DEMONSTRATION :

1) Une premiere étape consiste a démontrer le lemme suivant :

Lemme A.1 Soit ¢ solution pour des données initiales {¢°, '} suffisamment
régulieres de (A.1.1) et ¢ = q(x) suffisamment réguliére sur (0, L), alors:

EI [T a%“dt_ " , o0\["
2 Jo 7\ o2 I G o —o
z=0
Td’q 0 ¢
A2.13
C S (G ) s
qu 12 a2§0 ?
+ 2// (Ago +3EI<82 dadt.

DEMONSTRATION (lemme A.1):

Tout d’abord, pour ¢ solution de (A.1.1) avec des données initiales suffisamment
régulieres, on a les relations intégrales suivantes :

L /T L /T / T
pA/ / go"qa—godxdt = —pA/ / go'qa—gpdxdt + pA | ¢, qa_go
0 Jo ox 0 Jo ox ox

t=0
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d o\ [
// & '2dxdt+pA< ai) (A.2.14)

t=0

T84g0 0 _ LT (dg dp O3p 0% 93¢
EI// Ot Oxd vt = _EI/U/ (%% ox? +a Y942 913 duvdt

_ El (/ /qu (@)26&“&_/; [q <%>2r dt)
=0
e[ (5402 S [ (52) )

L
EI (T 0% ? Tdq
= 5, [q (a—>] dt + Ef/ / (a—> dudt

EI (L (Td%* 0 @

— — = dzdt.

2 /o/o dx? Ox ((890 v
En sommant les deux égalités membres a membres et en tenant compte de
I'équation (A.1.1) dont ¢ est solution, on obtient I'inégalité du lemme. O

2) On applique Iégalité du lemme A.1 avec ¢(z) = m(x) = x — xy, d’ou

N Y Y
2 Jo Ox? pg”’axtzo

=0

L (A.2.16)
Iy 12 a 2
+3 /0 /0 (pAgo +3E1 <@> )dxdt.

Or la derniere intégrale est majorée par 3T F;. De plus, en utilisant 'inégalité :

1 11 s
Vo, >0, wuv < 5 Sup (E B) (au + Bu ) , (A.2.17)
on obtient :
dp
! <
(v.m2) < RGloI|5
R (x0) 0%
< A.2.1
< )y 2 (A218)
< =
S VL <pA’E1> E,
et donc
o\ |" R (x0) pA
, < AN\ g A.2.19
pA‘(so,ma )to < sup(LEI)El ( )

(A.2.15)
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Sachant que par ailleurs:
EI (7| (8% ] 2
2 Jo {”(@)J / /m (ax> at
I'(zo) <8x2>

en appliquant cette inégalité avec I'inégalité (A.2.19) a I’égalité (A.2.16), on ob-

(A.2.20)

tient en les multipliant par — :

pA

El R (xo) ( pA> _ Rzo) T A
27— 1 E EI<2) di.
pA (T 3 P\VEL))TN =T /0 /r(x()) g2z U

A.3 Inégalité directe
Propriété A.2 inégalité directe 3Cy(T, L) > 0 telle que:

2

[ (e1520.0) a
EI—(t,L)| dt < Cy(T,L)E; (A.3.21)
0 Ox?

dt

pA

DEMONSTRATION : L’inégalité directe s’obtient directement a partir du lemme
A.2.13 en appliquant les mémes techniques de majorations que dans 1’inégalité
tnverse.0]

ot dt =
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Annexe B

Calcul des cosinus et sinus
régularisés (p=1 et p=2):

Etant donné que les controles s’écrivent comme combinaison linéaire de co-
sinus et sinus, il suffit de calculer les expressions régulieres de ces termes trigo-
nométriques.

On rappelle que pour tout entier p > 1, B, est tel que pour tout f € H?(0,T),
,dPw

D" g
w(0) = w(T) =0, Vrelo,...,p—1].

= d 0,T
B e f dans 0.7),

Pour tout a > 0, on obtient aisément :

B % (cos(at) -1+ %(1 - cos(aT))) (p=1)

Fuleostet)) = % (cos(at) —1+a (%)2 + b <%>3> (p=2) -
et
1 t

| y (sin(at) - sin(a:r)> (p=1)

Pulsintat) = é (sin(at) —at + ay (%)2 + by <%>3> (p=2) (502
a; = 3 (1 —cos(aTl)) — aT sin(aT)

by = aT'sin(aT) — 2(1 — cos(aT)) (B.03)

as = 3(aT —sin(aT’)) — aT'(1 — cos(aT))
by = aT'(1 — cos(aT)) — 2(aT — sin(aT))
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Annexe C

Expressions matricielles de
Popérateur A,

C.1 Notations

Tout d’abord, on précise que tous les indices considérés sont, sauf mention
contraire, des entiers naturels compris entre 1 et V.
Afin d’alléger les expressions matricielles, on adopte dans la suite de cette ann-
nexe les notations simplificatrices suivantes:

l; =/ Ni, m; =mtf; (C.1.1)
et
aij =l +1;, by =1 —1;. (C.1.2)
De plus, pour les matrices de régularité p = 2, nous utiliserons également :

w; =1Tsin(I;T), v;=1-cos(l;T), (C.1.3)
w; = LT (1 —cos (1)), x; =LT —sin(;T). (C.1.4)

Enfin, toujours avec le soucis d’alléger les calculs, on peut effectuer la factorisation
de la matrice K suivante:

K=MKM (C.1.5)

IQLU) IEDV’
K = ( ) (C.1.6)

avec

l(VD IEVV
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C.2. Controle usuel (p = 0)

composée, pour tout p € N, des sous-matrices suivantes :

~ T ~
Kbr = /0 B, (cos (1)) cos (t1;) di
~ T -
KDV = /0 B, (cos (1;)) sin (¢1;) di
~ T -~
| kY = /0 B, (sin (t1;)) sin (t;) df
et M définie par:
MY 0
M: b
( 0 M12 )

m;

11 s 12 __ "7

avec M = 1;0;5 et M7 = T dij-
7

(C.1.7)

(C.1.8)

Dans la suite de cette annexe, on notera de facon abusive K au lieu de K.

C.2 Controle usuel (p =0)

C.2.1 KbDD

Par définition :

T ~
K};D :/0 cos (tl;) cos (tl;) dt,

(C.2.9)

ce qui donne en appliquant les formules trigonométriques standards de transfor-

mation de produit en somme:

sin (b”T)

2 gy
DD
K7 =
1 (sin (21,T)
2 2l;
C.2.2 KDV

Par définition

1 (sin (a;; T
1 (sm(a] ) N

> siij

ij

+T> sii=j

T ~
Ki?v:/o cos (tl;) sin (tl;) dt.

(C.2.10)

(C.2.11)
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On procede alors comme pour la sous-matrice précédente, ce qui donne aisément :

1 (1—cos(a;T) 1—cos(byT) oy
2 Qg5 bij
KDV = (C.2.12)
1 (1—-cos(20;T) S
- —= sii=]
2 2l;
c.23 K"V

Par définition

T ~
Ky = /0 sin (t;) sin (tl;) df (C.2.13)
et donc:
1 sSin (bZ]T) _ sSin (CLUT) sii 3&]
2 bij Qg5
VvV o _

K}V = | (C.2.14)
1 T_ sin (21;T) sii—
2 21;

C.3 Controle régulier (p = 1)

C.3.1 KPDD

Par définition du cosinus régularisé (voir Annexe B), on a:

T 1 t .
DD _ L N i . -
KPP =[5 (cos (t) — 1+ 2= (1 - cos (lZT))> cos (t,)di,  (C.3.15)

7

et donc en intégrant les différents termes tout en utilisant la formule (C.2.10), il
vient :

KiD-D _ 1 sin(aijT)+sin(bijT) l
! 2 QA bij 17
1(1—- LT 1—- LT L;T) sin (1,1
L (Leos(D) (Loeos(GT)) _eos (D) sin(UT) 5
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ce qui donne apres les dernieres simplifications d’usage :

(1 (sin (byT) sin (aijT)> 1

2\ by a; )l
1 (1—cos(l;T)\ (1— cos (le)> L,
_ = Si i
KPP = T < 2 ) < 2 Z&sam
1 sin (21;T) 1 (1—cos(LT)\? L
Sl R Al S/ I (el Sl =
| 2 ( 2; > T ( 2 e

C.3.2 KDV

Par définition, on a:
gV — [ 2 t ) o L
= /0 P (cos (th;) — 1+ T (1 —cos (I; ))) sin (t1;) dt, (C.3.18)

d’out en développant les différents termes de 'intégrale :

KDV 1 (1—cos(a;T) 1—cos(b;T)\ 1 N 1 (1—cos(lT)Y sin ([;T)
ij 9 aij bij li2 T l? l?
cos ({;T)cos ([;7) 11
R C.3.19
2 I, 2 (C.3.19)
soit
( 1 (1—cos(a;T) 1—cos(b;T)) 11
R _|_ R
2 Qg5 bij lz lj
1 (1—cos (liT)> sin (1,T) L
+= I.7
KDV = T ( 2 2 (6 372d)
1 (1—cos(2L,T)\ L N 1 (1—cos(i,T)) sin(LT) i i
[ T2 2, 2T 2 B —J
C.3.3 K"V
En appliquant la définition du sinus régularisé, il vient :
T -
Ky =[5 <sin (tl;) — %sin (z,-T)> siu (tl,) df. (C.3.21)
0

i

On développe:

1
Ki‘]/-v - 5

(sin (byT) sin (aijT)>

bij CLij

SR~
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et en regroupant les termes, on obtient en définitive:

1 <sin (a;;T) N sin (bijT)> 11 1sin(4T)sin ([;T)
lil;

2 o

N

aij bij

1 SiH(QZiT)+T 1 1 (sin(iT) 2
2\ 2T 2T\

C.4 Controle régulier (p = 2)

C.4.1 KPbPD

En appliquant 'expression du cosinus régularisé, il vient :

KZ!?D — /T (cos(tl;) —1 + <%>2 (3v; — uy)

0 + <%>3 (u; — 2vi)> Cosl(flj)df.

i

En intégrant quatre fois par parties, on obtient :

(C.3.22)

siij
(C.3.23)

sii=j

(C.4.24)

(C.4.25)

sii ]
(C.4.26)

siij

pp 1 (sin(a;T ) sin (b;;T) 6 (u; — 2v;) v;
fm = 5( i bij 54+ETE
2 (2u; — 3v) sin (;T) N sin ({,T) cos (,;T)
T2 I} I} 12 2
cos (;1) sin (1;1)
N Lo
On peut effectuer une simplification de ’expression obtenue ci-dessus, ce qui
donne:
(1 <sin (ai; T ) sin (bZ]T)> 11 N 6 (ui —2v) v;
2 aij bij piEooTs 1}
2 (2u; — 3v;) sin (1,1)
g _ | w0
ij 1 (sin (2,T) T l 6 (ui—2v;) v
2 21; lf T
2 (2u; — 3v;) sin (L,T)
. T 3
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C.4.2 KDV

Par définition :

t sin (tl] )

K2V = /0 ! (cos(tli) 1+ (%)2 (305 — ;) + <T>3 (i — 2vi)> M)

et donc en développant :

va _ 1 1 — cos (aijT) _ 1 — cos (bUT) l _ i (Ulz — 2Uz) sin (lJT)
Y 22 Qg5 bij l;l ) 13 l;l l;l
i’y
sin (L;T) sin (I;T)  cos (L;T)cos(I;T) 11
+ = PR S T (C.4.28)
7 i ) J [

On effectue les simplifications habituelles, d’ou :

(1 (1—cos(a;T) 1—vcos(byT)\ 11 6 (u—2v)sin(;T)
2 CLZ']' bz’j l7,2 l]2 3 l:l l?
2 1 o
+ T2 ((2u; — 3v;) cos (I;T) — (3vi — w;)) lflé’f' (i #7)
KV (C.4.29)
B T e
2 1 o
\ + T2 ((2u; — 3v;) cos (L,T) — (Bv; — ;) E (i =)
C4.3 K"V

Par définition, on a:
T t 2 t 3 . tl R
KV = /0 <sin (th) — tl; + (T) (32 — w;) + <T> (w; — 2:ri)> Sml(4 3 @i4.30)

On développe l'intégrale :

KV 1 <sin (b;;T)  sin (aijT)> 1 6 (w —2x;)sin ([;T)
ij B -

2 1

cos (I;T) sin (1,7)  sin (1) cos (I,T)
o 3 2 + 4 ’

(C.4.31)
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d’ou en regroupant de facon standard:

(1 (sin(b;T) sin(a;7)\ 11 6 (w; — 2a)sin ([;T)
2 1 .,
K5V = (C.4.32)
1 T sin (267)\ 1 6 (w; — 2ay) sin (LT)
2 2l; T3 I} I}
2 .
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Annexe D

Coefficients du terme de
Duhamel

Par définition, on a:

D1 p=20
D.1.1 Cy(t)
Ci;(t) est telle que:

Cij(t) = /Ot sin <\/)\7(t - 5)) cos ( )\js) ds (D.1.2)

Sit=7:

Cii(t) = %/Ot (sin <\/)\7t> + sin <\/)\7,(t — 28))) ds

= g () (A

:.ﬂm<&0. (D.1.3)

Siit#j:
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- ) e (Vae)

En conclusion :

Cylt) = ‘AJ@AZ- (cos (y/Ast) = cos (i) ) pour i #
| %Sin <\/)‘72t> pour i = j

D.1.2 S;t)
Sij(t) est définie par:

Syt = | sin <\/)\7-(t _ s)> sin (y/Ays) ds
Su(t) = ;tot <cos( t—2s>—cos <ft>> s
= —5cos <ft> \/781n ([t)

Sii#j:

Sij(t) = ;/tcos<\/7t— \/7—1—\/7 >
e (V30 - )
s () = 3 ()

A=\

En conclusion :

Sii(t) = A — )\ ([sm (\/775) fsin (ft)) pour i % j
U 2 COS <[t> \/’ sin <\/7t> pour i = j

D.1.3 Dérivées de Cjj(t) et S;;(t)

(D.1.4)

(D.1.5)

(D.1.6)

(D.1.7)

(D.1.8)

(D.1.9)

On obtient en dérivant simplement les fonctions Cj;(t) et S;;(t) calculées ci-

dessus :
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[ i)

Ci;(t) (D.1.10)
t\é)\j cos <\/):t> + % sin <\/)\7t> pour 1 =j
s = { \)/\Z)\T\/:TJ < (\/7) — €08 <\/)\7Zt>> pour i # j (D111)
\/7 sin <\/7t> pour it =j
D.2 p=1

D.2.1  Cy(t)
Ci;(t) est telle que:

Cij(t) = /Ot o <\/)\:;(t _ S)> <cos (\/)\7 ) —(1 — cos( \/7T ) (D.2.12)

En intégrant deux fois par parties, il vient :

L, (eos (A1)

Colt) = 3 ACloa ()

o (1)

Par conséquent, si ¢ = j:

Ci;(t) = sm <\/7t> \/}\i)\ <cos \/725 -1 + (1 — cos( \/7T >
sin( \/7 (1 — cos(\/ N T) )
2

T

(D.2.14)
et sit#7:

Cij(t) = — L (COS (\/;]t) 7 <\//\7t>)

A= A
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<cos(\/;t) -1+ i(1 — cos(\/)TjT))>
sin( \ft (1 - COST\FT)> ‘ (D.2.15)

D.2.2 Sy(t)

Sij(t) est telle que:

t sin(y/ ;1T
Sii(t) :/0 sin (@(t-@) )\% (sin (/5s) - (\:/;, )) ds. (D.2.16)
En intégrant deux fois par parties, il vient :
S50 = 1 {Subpea ®) f + (sin (1))
sin( \/775 sin( \/)TJT)
N - . (D.2.17)

Par conséquent, si ¢ = j:

s = 5 (5o (V39) - fsm (V29))

(o (m - Lint/nm)

i Ait)
_Sm(v (,/ ~sin(y/\7) ) (D.2.18)
soit apres simplification :
1 [t 1
S”(t) = T— | zCOS ( )\ﬂf) - sin< )\zt>
i\ 2 21/ \;

1 sin(y/\T) (sin( )\it)_t)

(D.2.19)

Pour i # j:

s (1) — s ()

St = -5 A=A
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+\/Aiw (sin () = gsin(y )
sin(y/At) <\/;]_ L in( AjT)>, (D.2.20)

AN

que ’on peut réécrire

(D.2.21)

et enfin:
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Annexe E

Energies de la réponse calculée
avec un relevement exact

Tout d’abord rappellons que ’énergie associée a la poutre, sur laquelle s’exerce
un controle "HUM” élément de H{(0,T), est:

— pour p = 0, la norme L*(0,L) x H %(0, L)

— et pour tout p > 1, la norme Hg?(0, L) x HF~*(0, L).
Soient (A;, 0;);-°F les modes propres solutions de:
d40,
dz*
0:(0) = 0;(L)

ET

(z) = pANb;(x), Yz e (0,L).
do; do;
= @(0) = @(L) =0,

normalisés pour la norme L*(0,L)/(pA) et z le relevement biharmonique de
I'unité solution de

(E.0.1)

d*z
—(z) =0, Vze(0,L)
d’ L (E.0.2)
=—(0) = = L)y=1
A(0) = (0 ==(1) =0, (L) =1,
qui a pour forme explicite
2
() = (%) (x—L), Vze(0,L). (E.0.3)
On définit alors la réponse et la vitesse calculées avec un relevement exact :
y(a,t) =Y ai(t)0i(x) + z(2)v(t) (E.0.4)
i=1
et sa dérivée en temps:
y'(z,t) = ai(t)b;(x) + 2(x)v' (1) (E.0.5)

=1
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E.1 Controle usuel

On va calculer successivement la norme L?*(0, L) de la réponse et la norme
H=2(0, L) de la vitesse.

E.1.1 Norme L?*(0,L) de la réponse

On obtient, a partir de la définition (E.0.4), 'expression développée du carré
de la norme L*(0, L) de la réponse:

||y('7t)||§,[0,L} = ZO‘? ||90z||0 0] T vt )|2||Z||g,[0,L]
(E.1.6)
+ Zaz Z sz .
La normalisation des modes adoptée implique :
0 0z do = 2 E.1.7
,)_/0 e = (B.1.7)
et par définition du relevement on a:
L3
En remplacant ces deux expressions dans (E.1.6), il vient :
L? 9
ly(.t ||0 [0,L] Z ) +2v(t)z;) + T.E)|U(t)| . (E.1.9)

1*1

E.1.2 Norme H2%(0,L) de la vitesse

4
Soit 'opérateur (A = <%,D(A), [0, L]) ,D(A) = H(0, L)) qui vérifie donc :
4
Au = d—fj . Vaelo,L).
i s (E.1.10)
u(0) (0) = u(L) (L) =0

D’apres le théoréme de Riesz, ¢’est un isomorphisme isométrique de H3(0, L) dans
H=2%(0, L), par conséquent :

Iy Ol -2p0 = AT W D), (E.1.11)

D’autre part, par définition des modes et par linéarité de I'opérateur A, on a:

EI\ 0;
g = =) 2. E.1.12
A1 (pA> & (E.1.12)
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On définit 'inverse du relevement z au sens de l'opérateur A :

Définition E.1 La fonction Z est la solution unique de:
A(Z) = z, (E.1.13)
dont nous avons naturellement une expression explicite :
L /2\? x\° r\* T
Z2(r) = = | = 6(—) —14(— 26(—)—18]. E.1.14
o) == (L) ( (L) (L) * (L) ) (E1.14)
Par conséquent, d’apres la définition (E.0.5) de y/(.,t), expression développée de

A7Ny'(.,t)) est la suivante:

EI &« ,
=— ) 6 Z(x). E.1.1
FYPIBY b, + v'(t)Z(x) ( 5)

AT (1)

Soit a(.,.) la forme bilinéaire symétrique associée a 'opérateur (A, D(A)):

Définition E.2

Y(u,v) € H}(0,L) x HZ(0,L), a(u,v)= Ld2_ud2_vdx (E.1.16)
’ 0L LR o da? da? o

Si 'on note < .,. > le produit de dualité de H2(0,L) x HZ(0,L), d’apres le
théoreme de Riesz, on a:

V(u,v) € H}(0,L) x HZ(0,L), a(u,v) = < Au,v > . (E.1.17)

Ainsi on peut développer le carré de la norme HZ(0, L) de (E.1.15), et il vient:

|A_1(y’(-,t))|§,[0,L} = (%) f: ')\5)

_2
Jo0,0] T o' (1) |Z|2,[0,L}

=t (B.1.18)
N EI &, al(t) (0
l)z
pA =1 )\Z

De plus, en utilisant les propriétés de 'opérateur (A, D(A)), la définition de af.,.)
ainsi que celle de z, on obtient :

a0y, 2) = a(t;, A7\ (2)) = (6;,2) = — (E.1.19)

et
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L L7 284
= 7z do = E.1.20
/0 2 73465 (E-1.20)
et enfin par définition des modes:
s
2 [
En remplacant ces expressions dans (E.1.18) on a en définitive:
—1y, 2 = LT 284 .
AT D), = 22 )+ 20/ (1)) + o0 (1) F(E.1.22)

E.2 Contréle régulier p =1

Il faut calculer la norme HZ(0,L) de la réponse et la norme L?(0, L) de la
vitesse.
En remarquant que les modes #; sont orthogonaux aux fonctions biharmoniques
pour le produit scalaire associé & la norme HZ(0,L), donc en particulier au
relevement z, on a:

o0

ly(.,1) %,[O,L] = Za?(t) |0i|3,[0,L]+|U(t)|2|z|§,[0,L}
_1 o (E.2.23)
= — Y \a? ALl (t)[?
F7 2 V0d0) + A1)
Enfin en appliquant, la formule (E.1.9) a 4'(.,t), on obtient:
L3
IV 00y = 3 00 (@(0) + 20020 + Sl OF. (B220
E.3 Energies
En conclusion, on donne les expressions de 1’énergie :
( )
LB = pAlly(. 1)l 1y’ (2 0.1
- a;(t) :
= > () (ai(t)+2v(t)zi)—|— 5 (i (t) + 20" (1) ;)
=1 2
(pA) L" 284
A— t)|°. =0
+p 105| vOF + H T e v OF (0 =0) (B.3.25)
LE(t) = Bly(, 000+ pA 1Y 0o
= 3 (Nad(t) + aj(t) (1) + 20/ (1))
i=1

+4EILJ(t)[? +pAﬁ.5|v WP =1
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Annexe F

Suite de weyl du moment

Nous allons démontrer ’estimation de la vitesse de convergence du moment
cruciale a plus d’un titre suivante:

Propriété F.1
3y >0,¥ie N, |mtfi] <1/ h (F.0.1)

Remarque F.1 Il est évident que cette propriété est également vraie pour les
moments faibles et usuels.

DEMONSTRATION : Nous donnons deux démonstrations totalement différentes.

1. Pour simplifier les calculs, on adimensionnalise le moment vis-a-vis des constantes
mécaniques et de la géométrie, et donc également les modes propres (\;, Ql)jzof
On rappelle que dans le cas adimensionnel ces modes propres solutions de:

d*0;
(JZ‘) = )\zgz(x); \V/CU € [0, ]_],

dx?
0.(0) = 0,(1) = () = Ty = 0

(F.0.2)

sont rangés de telle sorte que les valeurs propres forment une suite croissante et
les fonctions propres sont normalisées dans L?(0, L)/ (pA).

Si on note w; = A%, alors le i—me mode propre solution de (F.0.2) est de
la forme:

0;(x) = A; cos(w;x) + B;sin(w;x) + C; cosh(w;x) + D;sinh(w;xz).  (F.0.3)

avec les constantes A;, B;, C; et D; qui sont déterminées de facon unique par les
conditions limites et la condition de normalisation. Les conditions limites donnent
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le systeme suivant :

Ai+Ci =0 (F.0.4)
B;+D;=0 (F.0.5)
A; cos(w;) + B;sin(w;) + C; cosh(w;) + D; sinh(w;) =0 (F.0.6)
—A,; sin(w;) + B; cos(w;) + C;sinh(w;) + D; cosh(w;) =0 (F.0.7)

qui admet une infinité de solutions pour les w; vérifiant ’équation transcendante :
cos(w;) cosh(w;) = 1. (F.0.8)

On peut exprimer les constantes B;, C; et D; en fonction de la constante A;. En
effet, si 'on note:
=~ cos(w;) — cosh(w;)

bi = sin(w;) — sinh(w;) (F.0.9)

on a:
B; = —A;f8;, C;=-4;, D;=-B,. (F.0.10)

En utilisant ces relations, la condition de normalisation s’écrit :
A? /01 ((Cos(wix) — cosh(w;z)) — i (sin(w;z) — sinh(wi:v)))2 dr =1. (F.0.11)

Si 'on note f(z) = sin(w;x) — sinh(w;z), elle se réécrit :

A2 /01 (f/(x) - ifl(l)f(yc)>2d:c ~1, (F.0.12)

Wi Wi f(l)

ou encore:

i = (:—)2 - /01 (f’(x) _ J;,((ll))f(x)>2dx. (F.0.13)

Si on développe Pexpression de A;, on obtient :

FON 1 g PO [y
f( ) /0 fw)de — /0 2f(x) f'(x)dz.(F.0.14)

A= [ rnans (5 -

Or

[y = - [ r@r @+ ek
=  (sin(wi) — sinh(wz) ) dz + (1) F(1)(F.0.15)
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et
1
2 [ f@)f (@)dz = [£@)f @) = F(0). (F.0.16)
Par conséquent, en éliminant ce qui doit étre éliminé, on obtient :

A = w? /01 (sinQ(wix) - sinh2(wz~m)) dx + (?8;)2 /01 fA(z)dz, (F.0.17)

ou encore si l’'on note:

A= ye a; = % (?8;)2 (F.0.18)
il vient :
A=  (sin? (i) — sinh?(w,)) da
+6; /0 " (sin(wiz) — sinh(wiz))? da. (F.0.19)

On développe le carré de la deuxieme intégrale du second membre de cette égalité,
d’ou:

o 1 1
A = (& + 1)/0 sin?(w;r)dx + (G — 1)/ sinh?(w;z)dx

0

1
—2&i/ sin(w;) sinh (w;x)dx (F.0.20)
0
Or on a:
1 1 in(2w;
/ sin?(wr)de = = (1 _ sin(2w )> ,
0 2 2w;
1 ' :
/ sinh? (w;r)dr = L (M — 1> , (F.0.21)
0 2 2wi
et
1 1
/ sin(w;) sinh(w;x)dx = - (sin(w;) cosh(w;) — cos(w;) sinh(w;)) (F.0.22)
0 i
et enfin
o cos(w;) — cosh(w;)\” _ cos?(w;) + cosh?(w;) — 2
“ \sin(w;) —sinh(w;) /] (sin(w;) — sinh(w;))?

(F.0.23)
sinh?(w;) — sin’(w;) ~ sin(w;) + sinh(w;)

(sin(w;) — sinh(w;))®  sin(w;) — sinh(w;)
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avec par conséquent :

a+1 . smh(cei) 7 a; —1 ‘ s1n(w?-) (F.0.24)
2 sin(w;) — sinh(w;) 2 sin(w;) — sinh(w;)
On obtient finalement apres développement et mise en facteur:
A=14 1 sinh?(w;) C.OS((,UZ') - sif(wi) cosh(w;) . (F.0.25)
Wi sinh(w;) — sin(w;)
Mais
sinh(w;)?cos(w;) — sin®(w;) cosh(w;) = (cosh2(wi) - 1) cos(w;)
- (1 - cosQ(wZ-)> cosh(w;) =0 (F.0.26)
donc A; = 1, autrement dit :
A =1 (F.0.27)

Sachant que I’on a, du moins en dimension un, l’expression exacte du reléevement,
soit z(x) = 2* — 2%, on peut calculer explicitement le moment trés faible:

mtf; = —w; /01 2(x)0;(x) dz, (F.0.28)

a l'aide de 'expression (F.0.3) de 6; que l'on vient d’obtenir et des formules
sulvantes :

) 1
w?/ cos(wir)z(r)dz = w?cos(w;) — 4w;sin(w;) + 6 (1 — cos(w;))
0
1
w?/ sin(w;z)z(z)de = w?sin(w;) +w; (4 cos(w;) + 2) — 6sin(w;)
0 (F.0.29)
wf/ cosh(w;z)z(x)dr = —w?cosh(w;) + 4w; sinh(w;) + 6 (1 — cosh(w;))
0
1
wf/ sinh(w;z)z(z)de = —w?sinh(w;) + w; (4 cosh(w;) + 2) — 6sinh(w;)
. 0

En effet, en utilisant les égalités ci-dessus, il vient :

wizi = w?(A;cos(w;) + Bysin(w;) — C; cosh(w;) — Dy sinh(w;))
+4w; (—A; sin(w;) + B; cos(w;) + C; sinh(w;) + D; cosh(w;))
—6 (A; cos(w;) + B; sin(w;) + C; cosh(w;) + D; sinh(w;))
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et en appliquant les relations vérifiées par les constantes A;, B;, C; et D;, on a
donc:

mtf, = —2w? (A; cos(w;) + B;sin(w;)) . (F.0.31)

Remarque F.2 On aurait évidemment trouvé la méme égalité avec le moment
usuel :
d?0);
dx?

(1), (F.0.32)

mu;

en utilisant la relation (F.0.3) vérifiée par 6; et I’égalité (F.0.29).
On peut donc conclure sachant que w? = \/)\7 et que:

b = - ()bt o

et par conséquent

o)+ Bisint) = cont) —sinto) (S

_ (cosh(wi) sin(w;) — sinh(w;) cos(w;)
sin(w;) — sinh(w;)

> (F.0.34)

ce qui donne:

mtf, = —2u? (COSh(wi) sin(w;) — sinh(w;) COSM‘)) _

. i i F.0.35
’ sin(w;) — sinh(w;) ( )
Remarque F.3 On peut écrire plus simplement cette expression, en effet:

sin(w;) + sinh(w;)
sin?(w;) — sinh?(w;)

(cosh(w;) sin(w;) — sinh(w;) cos(w;))

_cos(w;) — cosh(w;) 1 — cosh?(w;)
~ sin(w;) sinh(w;) sin(w;) cosh(w;) sinh(w;)
_ sinh(w;) __tanh(w,)
~ sin(w;) cosh(w;) — sin(w;)
donc on a également :
tanh(w;
mtf; = Zw?M (F.0.36)

sin(w;)
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Bien que l'expression que 1’on vient d’exhiber a cette remarque soit plus simple,
elle n’est pas pratique pour une interprétation asymptotique, aussi nous utilisons
son expression développée.

En effet, on a la majoration suivante :

cosh(z) sin(x) — sinh(x) cos(:r))
sin(x) — sinh(z)

o > 0,Vr > 9, ‘( <2, (F.0.37)

avec xo que I'on peut calculer numériquement: xy = 2.703 & 10~* pres. Or pour
tout entier ¢ strictement positif, on a w; > 7, donc cette majoration est vérifiée
quelque soit w;, on a donc:

Vie N, |mtfi| < 22/ A (F.0.38)

2. Puisque 'on vérifie I'inégalité directe dans le cas usuel, on a:

VI'>0, 3C(T) >0/ V{eh ok} € Vv x Vi,

2

a({eh i) {ehoei)) < 0@ |{ehoei )], - (F0.39)
Avec les notations du paragraphe 1.5 du chapitre 1 et en particulier:
N N
(@) = Y wbila),  h(@) = 6bi(a), (F.0.40)
i=1 i=1
I'inégalité précédente se réécrit :
Vi{nd}, (%Ki?D%' + 29KV 65 + 5¢K¥V5j)
1<i,j<N
N
< C(T) (Z Niv? + 53) : (F.0.41)
i=1

Cette inégalité est vérifiée pour des {;, d;} quelconques, donc en particulier pour :
Avec ces données initiales, sachant que par ailleurs:

| [sin (2\/)\7T>

viel[l,...,N], KPP =-|——rnrt+T|m? (F.0.43)

2|\ o/

on a donc pour tout N > 0:

1
VI >0, 3C(T) >0, 5 (T ) my < C(T)Ay. (F.0.44)
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L’indice N étant muet, on a encore:

Viell,...,N], |mi< ﬂz),/@@. (F.0.45)

Remarque F.4 Cette démonstration est plus générale que la premiere. En effet,
il est inutile de connaitre la forme exacte des modes ni d’utiliser ’expression du
moment trées faible et donc a fortiori d’avoir la forme explicite du relevement qui
lui est associé. Enfin, elle permet d’obtenir des estimations pour d’autres types
de moments.

Remarque F.5 On remarquera que la constante qui majore la valeur absolue
du moment est en C(7)/T et donc ne dépend pas du temps puisque C'(T") dépend
linéairement du temps (voir Annexe J).

O
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Annexe G

Expressions matricielles de
’opérateur A,

Etant donné que les démonstrations suivantes reprennent les mémes types de
développements trigonométriques que pour le calcul de la matrice K du controle
(voir Annexe C), on ne détaille pas les calculs.

Pour tout 1 <1,57 < N, on note:

li=y\N, i = mtf;
i = mi] (G.0.1)
aij =li+1j, bij=104—1;
et
Tij = (1 —e 2T cos(uijT)) s = e *Tsin(uyT). (G.0.2)

Soient, pour tout w, 7’ constantes strictements positives et u;; = a;; (ou b;;), on
pose pour tout 1 <1i,7 < N:

1

i (uij) (2w)2+%2j( w Tij + WijSi;) ( )
, 1
i (uij) (20)? +U?j (uijrij w i) ( )

Dans ces conditions, pour tout 1 <4,7 < N, on a:

(KDP)i; = (Tij(aiy) + Tig(big) ) mim, (G.0.5)
(KPV)yy = (Ty(by) — Tij(byy)) mz% (G.0.6)
(KYYV)iyy = ( i (i) — Tij(aij)) %% (G.0.7)
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Annexe H

ON THE FEEDBACK STABILIZATION : KOMORNIK’S METHOD

F. Bourquin !, J-S. Briffaut ! et M. Collet 2

! Laboratoire des matériaux et des structures du génie civil
UMRI113 LCPC/CNRS, Champs-sur-Marne,

2 Pole Universitaire Léonard de Vinci, Paris La Défense, France

Abstract: a new active control strategy, due to Komornik, is presented. It
is designed so as to achieve arbitrarily large decay rate of the energy of the sys-
tem. A complete ad hoc computational scheme to put the new closed loop state
feedback to work is developed. Numerical tests are presented. The new strategy
compares favourably with the Integral Force Feedback in terms of efficiency.

H.1 Introduction

Most active control strategies applied in mechanical engineering resort to col-
located active damping like Direct Velocity Feedback (DVF) or Integral Force
Feedback (IFF) [1] that take advantage of up-to-date technical developments of
transducer design. Insuring a global stability and avoiding spill-over in the ab-
sence of time delay between sensing and actuating, this method may be prone
to large-scale implementation but in general lacks efficiency due to spatial locali-
zation of the damping effect, especially when exact controllability of the system
does not hold. In this case, arbitrarily slowly decaying waves can travel along the
structure [75], [76], [107] even if approximate controllability holds.

In the same way, the possible lack of exact controllability of the mechani-
cal system under consideration underlies the extreme difficulty to apply real, i.e.
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non-collocated, optimal active control feedback on a flexible structure like a plate
or a shell. As a matter of fact, the infinite number of degrees of freedom puts for-
ward the intrinsic properties of exact controllability and observability that must
be satisfied in order to insure the reliability of the optimal control strategy. To
be short, exact controllability is a necessary condition for the existence of a feed-
back law yielding uniform exponential decay of the response [107]. On the other
hand, this property is also sufficient, when supplemented with other continuity
properties that are usually easier to establish (see e.g. [71], [107]). In particular,
it implies the existence of at least one control such that the infinite horizon LQ
functional is finite. This so-called finite cost condition leads to a well-posed mini-
mization problem, the solution of which is given in state feedback form through
the unique positive solution of the standard algebraic Riccati equation [71].

Based on the initial work of J-L. Lions [23, 83], many mathematical develop-
ments have addressed the controllability of a wide set of typical systems. To quote
a few of them, Bardos, Lebeau and Rauch [7] have derived explicit necessary and
sufficient conditions for the exact controllability of the wave equation to hold.
Extensions of this work have focussed on elastic structures [8] or Kirchhoff-Love
plates [8]. Although the current use of defect measures has simplified some of
the mathematical proofs, it turns out that establishing the exact controllability
of a given structure can prove extremely difficult, especially when only a limited
number of actuators is available. In this direction, the lack of controllability and
corresponding uncontrollable waves can be tracked in a purely numerical way [6].
This deficiency underlies the observation spill-over and the lack of efficiency of
many experimental devices.

In the case when this property holds, standard active damping will generally
yield a uniform exponential decay of the energy of the system provided that a
sufficiently large number of actuators is used. The decay rate can be estimated
from below in many instances (see e.g. [14] [9] [13] and included references), but
upper bounds do exist [13] [53]. Therefore, the rate at which the energy decays
cannot be larger than some constant that depends on the equation, on the do-
main and on the material properties and that is usually refered to as the critical
damping in the engineering litterature.

In order to achieve an arbitrarily large decay rate of the energy of the control-
led structure, Komornik [57, 58, 13| has introduced a strategy which depends on
two parameters w and S that one can choose freely. Since the uniform decay rate
of the total energy is not smaller than w, you may prescribe as fast a stabilization
of the system as you want. This strategy can be implemented on line on standard
experimental devices, just as any optimal control, and, from the computational
point of view, does not require the solution of any Riccati equation. Therefore, it
might be of interest to mechanical engineers and paves the ground to a new class
of strategies dedicated to the control of flexible structures.

This paper is organized as follows : section 2 is devoted to a brief presentation
of Komornik’s law applied to an Euler-Bernoulli-Navier beam controlled at one
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end point. The computational aspects of the theory are detailed in section 3.
Section 4 describes various numerical tests. Finally, concluding remarks can be
found in section 5.

H.2 Komornik’s feedback law

Let us consider a simply supported Euler-Navier-Bermoulli beam of length
L. Let p, E, A, I denote its mass density, Young’s modulus, cross-sectional
area and inertia respectively. For the sake of simplicity, the mass density per unit
length pA and the stiffness EI are supposed to be constant along the beam.
Then the transverse displacement y(z,t) satisfies

(0,t) = v(t) [0, 7]
W(Lot) = Bury(0,1) = Dury(L 0 - 0,7 (H.2.1)
y(x,O) :yO(x), 8ty(x,0) =Y ( ) [OaL]'

Here the beam is controlled through the imposed transverse displacement of the
left end point, and the horizon 7" can be arbitrarily large. In order to design the
state feedback law v(t) = F (y(t),0wy(t)), an auxiliary observability problem is
introduced : let ¢(z,s) denote the unique solution of the beam equation

pAOQssp + E10, 0000 = 0 [0, L] x [0, 5]
©(0,5) = p(L,s) = 0420(0,8) = Oprp(L, ) = 0, S] (H.2.2)
p(2,0) = (), Osp(x,0) = p'(z) [0, L],

where s denotes a fictitious time, and S a fictitious time horizon. The displace-
ment field ¢ depends linearly on the initial conditions {¢°, ¢'}. Hence, for any
value of w, one can define the bilinear observability grammian

as ({" e} {0} = | T B 10,000(0, ) 10y (0, 5)ds, (H.2.3)

where ¢ denotes the solution of (2.2) with initial conditions {¢° ¢'}. The
continuity and coerciveness properties of this grammian do not depend on w.

For w = 0, and for the two-dimensional simply supported plate, Lebeau [18] pro-
ved them over suitable infinite-dimensional spaces of smooth enough functions.
Essentially, ©° (resp. ¢!) should possess a third (resp. first) square summable
derivative along the beam axis. Hence, for any smooth enough displacement and
velocity fields 2% and 2!, there exists a unique solution {°, '} of the variational
equation

(o5 ({wo’ gol} : {@o’ @1}) _ /OL (zlgéo . zogél) v{@o7 @1} . (H.2.4)
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Define the operator £ by just writing {©° o'} = £{z° 2!} and denote by
P, : R? — IR the projection on the first component, i.e. P({a,b}) = a. In this
setting, the proposed feedback reads v(t) = E10.., (PLL{y(t),y'(t)}) (x =0). It
is not obvious that the resulting system of equations is well-posed. Nevertheless,
provided the function e™*¢ is slightly altered, Komornik proved [13] for related
equations that |[{y(¢),y'(t)}] < Ce " ||{y°, y*}|| for some constant C, where ||.||
stands for a suitable norm of the state, namely the L? x H % -norm, that will
be called the w-norm in the sequel.

H.3 Computational aspects

H.3.1 Semi very weak Faedo-Galerkin approximation

In view of developing a computational scheme for this feedback, and in order
to give an alternative proof of Komornik’s result, but this is not our concern
here, a "semi very weak” formulation of the beam equation and a suitable mode
superposition method are introduced. Let (\;, ;)7 denote the family of eigen-
values and normal modes of the simply supported beam (when v(t) = 0), and
Vi = Span  {p;}. The modes are assumed to be normalized so as to have a

i=1,N
unit mass. For every pair of functions {2°, 2'}, define {p%, o} € Vy x Vy as
the unique solution of the variational equation

uss (o h ] {080 80 }) = [ (1 —2'8h) v {pho b} € Vi x T 3)

and set {p%, &} = Ly {2, 2'}. Then an approximation yy(t) € C* (0,7; V)
of the displacement of the controlled beam satisfies the equation

JEpAy (Dwy + [F ETyy (1) 0reacwy = vy () EIOpgwy (z = 0) Ywy € Vi
vn(t) = EI0. P (Ln {yn(t), v (1)}) (x = 0) (H.3.2)
yn(0) = PVy"  yy(0) = PNy",

where PV stands for the projection over the first N modes of the beam.

This variational equation is derived from the strong (or classical) formula-
tion (2.1) that is integrated by parts four times (instead of twice for the weak
formulation) after multiplication by smooth enough displacement fields.

The approximate displacement field yy () satisfies a uniform (with respect to
both N and the initial state) exponential decay of the form ||[{yy (), vy (¢)}]| <
Ce " [8] and converges when N — +oo towards a displacement field satisfying
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the beam equation controlled at the left end point and the same decay rate as
Y-

Remark 1: it follows from above definition that yy vanishes at both ends of
the beam. Therefore the imposed boundary control vy (¢) cannot be viewed in a
classical way. Of course, by adding to the space Vy of trial and test displacement
fields a static mode that does not vanish at the point of actuation, and applying
the same procedure as above, the new displacement will not identically vanish at
that point. But it is not obvious that the new boundary control will be better
computed with this new space. Moreover, in this case we would solve (3.1) with a
non-conforming method that in addition may be difficult to implement. Further-
more, uniform exponential decay of the energy of the resulting closed-loop system
(3.2) remains to be established. Therefore, the introduction of a static mode may
heavily perturb the whole theory. This point will not be addressed here.

Remark 2: the linear differential system (3.2) can be put in matrix form and
any suitable algorithm, e.g. of the Newmark family, can be put to work.

H.3.2 Approximation of the control law

The practical computation of the approximate control law vy (¢) is now brie-
fly explained. Several methods can be used (see e.g. [13, 29, 11, 13]). By just
proceeding as in [13], set ©% (z) = XN, alp;(2), pi(z) = N, alyi(r) and also
N (z) = SN, &%(z), o4 (x) = 2N, @lpi(r). Then the stiffness matrix cor-
responding to the controllability grammian which is at the left-hand side of (3.1)

0
s defined by a ({2, b} (8% 2 D) = {0 K{a), with {a} = { 18]} 1eis
a purely computational matter to show that

KOO KOI Im Im
K= (G0 gu)s K§'= "0 $)TT5, 1= Eloppi(c = (1.3.3)
where f“" stands for a smooth explicit function. In view of the discretization of
the stiffness matrix K, deriving an accurate approximation of the end shear forces
T; is of paramount importance. In fact, there are several ways of performing such
an approximation. We assume that the eigenpairs of the beam are computed with
a Galerkin method, e.g. a Finite Element Method. Thus we end up with a family

T ARL . i )
()\i , O )i:1 of approximate eigenpairs.

The naivest way to define an approximate shear force is to set Tic’h =FI amwcp?(:r =
0). However, the convergence of this quantity to the continuous shear force may
prove slow and it is possible to derive a much more accurate alternative expres-
sion. To this end, let z denote the static mode defined by

Opaeaz =0 in [0, L]

{amz(O) = 0422(L) = 2(L) =0 and z(0)=1. (H.3.4)
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Of course, z = 1 — 7, but this expression will not be used. As a matter of fact,
a similar definition as above would be introduced for a beam with non constant
stiffness, for which no close-form solution is available. When z is known explici-

tely,
. L
" :—)\?/ pSol(z)z(z)d (H.3.5)
0

defines a very good approximation of the end shear force of the i-th mode. Of
course, in the case when no close-form is available for the displacement z, the
latter should be replaced with its finite element approximation 2" in (3.5). The
corresponding approximation error is small in energy norm with standard ele-
ments. The expression (3.5) can be viewed as an application of Maxwell-Betti
reciprocity theorem. It is obtained from the classical formulation of the eigenva-
lue problem at the continuous level by just multiplying the governing equation by
z and integrating by parts four times. The resulting equation is then discretized.
The advantage of this expression lies in the absence of derivative. As a matter
of fact, a third order derivative has been replaced with an integral. Moreover,
eigenvalues are easier to approximate than the eigenshapes in energy norm. But
this energy norm is not involved here, only the L*(0, L) norm comes into play.
And for this norm, the finite element approximations of the eigenshapes and of
the static mode z prove very accurate. Numerical tests showing the superiority
of this very weak expression over the classical expression for the computation of
the end moment of a clamped beam are reported in [7]. Therefore, the entries of
the stiffness matrix are replaced with Kém’h = ftm ()\f, A%, S) ﬂvw’hﬂpw’h.

Remark 3: the discretization of the right-hand side of equation (3.2) appeals
to the same very weak expression of the shear force, as far as the test functions
wy and the control vy are concerned.

H.3.3 Postprocessing the control power

Since a displacement is imposed, the control force is not readily available.
Moreover, the velocity of the beam at the actuator location is poorly represented
by its very weak approximation (3.2) since by construction yy(z = 0,t) = 0
Vt > 0, therefore Oyyn(x = 0,t) =0, and the associated power should be zero!

As for the control force, the Theorem of Virtual Work applied to the conti-
nuous system yields F = [L (y"z + EI10,,y0..7). This expression suggests to
define the approximate control force

Fo=[ (o) (H.3.6)

since the second term of the integrand of F' vanishes when y is replaced by yn
due to the construction of the static mode z. Since yy € Vi, then yi € Vy,
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and its components on the basis of eigenshapes can be computed by just setting
wy = p; in (3.2) for the successive modes. Recall that this is a postproces-
sing step where yy(t) is supposed to be available. There no need here to derive
numerically the state of the system.

As for the actuator velocity, which again vanishes in a classical sense at the
discrete level, the time derivative of the approximate imposed displacement is
suggested: Vy = Oy (t). By just using (3.2), we end up with the definition

Vn = Bl P Ly [y (1), 45 (D)} (z = 0) . (H.3.7)

Of course, we use the same definition of y} (t) as previously and recall that y/ (¢)
has been computed before. Furthermore, the right-hand side of above equation
is nothing but a superposition of shear forces, computed as in (3.5), once the
control problem (3.1) has been solved for the new source term.

The control power is now approximated by Py (t) = FyVy.

H.4 Numerical tests

According to the previous developments, Komornik’s method can be imple-
mented in a real time process. Indeed, the feedback operator is linear and, after
discretization, reduces to a feedback matrix. Different values for the order of the
modal reduction NV can be introduced in the projection of the observability gram-
mian, of its right-hand side, and the modal reduction of the law of conservation
of linear momentum. Thus this method can be used to deal with the spill-over
problem by optimizing these different parameters. This question will not be ad-
dressed here.

In this first study, the basic efficiency of Komornik’s method will be asses-
sed and compared with the one of the integral force feedback (IFF). Indeed,
both control strategies impose a displacement on the boundary of the structu-
ral domain. Therefore, numerical implementations are quite similar. The basic
advantage of using Komornik’s feedback is to ensure an arbitrarily large decay
rate in w-norm whereas the decay rate of IFF is limited by the critical dam-
ping value. In order to analyse comparable results, tests are chosen within this
limit. This is why the gain is choosen equal to 0,04 for IFF. In order to achieve
a similar efficiency, the following parameters of Komornik’s feedback are used:
w=2 S=2

Among various outputs of the simulation, the w-norm for which a uniform
decay rate is proved to hold can be expressed as

{2, Bezn }|)? = Lo %V(>+5lﬁ—6( ()) + 20 (RO + £ ()7 +

FEEL L (o) + Loy ond) (HA41)
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if zx(t) = SN, 7i(t)¢; +vyz. Note that this w-norm is not equivalent to the
total energy norm except, of course, for a given number of modes.

All numerical results presented hereafter have been achieved using Matlab-
Simulink software.
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Fic. H.2 - The mechanical energy with Komornik’s law (left) and IFF (right)

H.4.1 Stabilization of initial conditions

We first study the decay of the controlled vibration of the beam starting
from the initial conditions y° = YN | 24p;(2) and y' = 0. In this case, the initial
conditions are of finite energy, even if N tends to infinity. In what follows, N = 5.

The figures (H.1), (H.2), (H.3), (H.4) show respectively the w-norm , the total
mechanical energy, the controlling displacement and the control power associated

to Komornik’s feedback and to IFF.
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In both cases, the w-norm decay rate is better than the theoretical ones at
least away from initial time. As a matter of fact, some terms neglected in the
mathematical proof of the main inequality for Komornik’s feedback are not so
small and effectively contribute to the decay of the energy [7].

However, Komornik’s feedback has not been designed to be very smooth in
time. This is why we observe on figure(H.3) that the imposed initial displacement
at x = 0 is not equal to zero thus violating the compatibility between initial and
boundary conditions. This feature is allowed by the theory. The generated im-
pulse induces an increase of the mechanical energy for small time (figure(H.2)),
and of course of the w-norm. There is no theoretical contradiction here. For the
IFF, the mechanical energy decreases at any time, and this problem does not
show up.

The controlling displacements shown on figure(H.3) are comparable. With
the IFF, we should emphasize that this signal contains first high frequency com-
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ponents and, after a short period of time, only the first mode is controlled. In
Komornik’s approach, the controlling signal always contains the whole frequency
band covered by the modal discretization. So after initial impact, Komornik’s
feedback induces a fast decay of mechanical energy by imposing hard control on
the first modes. Thus we observe on figure(H.2) a more oscillating mechanical
energy than for IFF, the state still containing a large part of high frequency
components.

Analysis of the control power shows that Komornik’s feedback and Integral
Force Feedback dissipate more or less the same energy, even if Komornik’s feed-
back supplies energy to the system at some time steps. In fact, Komornik’s feed-
back is a real active-control, IFF is active damping.

As a conclusion we can say that IFF and Komornik’s feedback are equivalent



Chapitre H. 297
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Fic. H.7 - The controlling displacement of the beam subjected to a white noise
and stabilized with Komornik’s law (left) and IFF (right)

to control the system for this kind of vibration. However, by keeping in mind that
active damping is here less than the critical one, Komornik’s feedback appears as
a generalization of IFF (or DVF) for any value of imposed decay rate, as far as
efficiency is concerned. Extensive testing is performed in [7] for various systems.

H.4.2 Control of the beam subjected to external loadings

In a second step of the testing procedure, the same different curves as before
are presented in the case when the system is shaked at x = {5 with a white Gaus-
sian noise. Figures (H.5), (H.6), and (H.7) show respectively the w-norm, the
mechanical energy and the controlling displacement under this external loading

and Komornik’s control (left) or IFF (right) simultaneously.

The controlling signals plotted on figure (H.7) are now different from one
another. The controlling displacement for IFF is almost ten times larger than
the one induced by Komornik’s feedback. Furthermore, the IFF signal contains
a large part of low frequency modulated displacement. Thus, to implement this
control, we will need an activator with a very large amplitude capability. This
very important low frequency content of the controlling displacement induces a
hard perturbation in the w-norm (figure(H.5) right). In view of this particular
norm, there is no any control at all. In fact, IFF induces an important contri-
bution of the static mode which is a rigid body motion. This is why this low
frequency modulation has no particular eigenfrequency.

For the w-norm, the very good efficiency of Komornik’s feedback compared
to this of IFF is noteworthy.
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H.5 Concluding remarks

— Above numerical tests show that the new feedback law competes with the
IFF strategy in the subcritical regime, as far as efficiency is concerned. Of
course, it outperfoms IFF in the supercritical regime since it is proved that
it yields arbitrarily large effective damping. Notice that the one-dimensional
case is a hard test for new algorithms since, at least for beams under
traction-compression, the IFF or DVF strategy achieves exact controlla-
bility in a finite time and therefore proves somehow optimal. This property
may not hold for the pure bending problem but IFF is still a fairly se-
vere benchmark. Comparison between IFF and Komornik’s law may lead
to different conclusions for two-dimensional test problems.

— It turns out that Komornik’s feedback in its original version induces an
initial shock due to a lack of compatibility between initial and boundary
conditions. This is not the case with the version of [FF that has been im-
plemented. Clearly, a smooth variant of Komornik’s law needs be designed.

— The question of stability or spill-over of Komornik’s law has not been ad-
dressed. Choosing properly the various modal truncation levels involved in
its definition may limit or even suppress instabilities.

— Experimental implementation of the new feedback is possible because of
its standard structure. In fact, Komornik’s law is nothing but a particular
optimal control strategy except that no Riccati equation needs be solved.
Moreover, the amplitude of imposed displacement remains very small.
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Annexe 1

Smoothed Fast Control Algorithms
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ABSTRACT

A modification of Komornik’s active control strategy is presented. The original
version of the control law is designed so as to achieve an arbitrarily large decay
rate of the energy of the system. However, a lack of smoothness at time zero
leads to short transient states the energy of which increases. To avoid this phe-
nomenon, the parameters of the law are smoothly tuned to their nominal value.
Numerical tests are presented and show the relevance of the new approach. The
new strategy compares favourably with the Integral Force Feedback in terms of
efficiency.

I.1 INTRODUCTION

Many active control strategies applied in mechanical engineering resort to
collocated active damping like Direct Velocity Feedback (DVF) or Integral Force
Feedback (IFF) [1] that insure a global stability and avoid spill-over in the ab-
sence of time delay between sensing and actuating, but may lack efficiency due to
spatial localization of the damping effect, especially when exact controllability of
the system does not hold. In this case, arbitrarily slowly decaying waves can travel
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along the structure [76]. In the same way, the possible lack of exact controllability
of the mechanical system under consideration underlies the extreme difficulty to
apply non-collocated optimal active control on flexible plate-like structures. In
particular, it may lead to a dramatic control spill-over. As a matter of fact, the
infinite number of degrees of freedom puts forward the intrinsic properties of
exact controllability and observability that must be satisfied in order to insure
the reliability of the optimal control strategy. To be short, exact controllability is
a necessary and sufficient condition for the existence of a feedback law yielding
uniform exponential decay of the response. It implies the existence of at least
one control such that the infinite horizon LQ functional is finite. This finite cost
condition leads to a well-posed minimization problem, the solution of which is
given in state feedback form through the unique positive solution of the standard
algebraic Riccati equation [71].

Based on, or following, the initial work of J-L. Lions [83], many mathemati-
cal developments have addressed the controllability of a wide set of mechanical
systems. To quote a few of them, see e.g. [14], [21], [72], [48], [18], [32] for plates,
[10, 11] for shells, [67] for trusses and frames ... Moreover, necessary and suf-
ficient conditions for the exact controllability of the wave equation have been
derived in [7]. Extensions of this work have focussed on elastic structures [8] or
Kirchhoff-Love plates [8].

In the case when this property holds, standard active damping will generally
yield a uniform exponential decay of the energy of the system provided that a
sufficiently large number of actuators is used. The decay rate can be estimated
from below in many instances [14], [9], [13] (and included references), but upper
bounds do also exist [13]. Therefore, the rate at which the energy decays cannot
be larger than some critical damping that depends on the structure.

In order to achieve an arbitrarily large decay rate of the energy of an exactly
controllable structure, Komornik has introduced a strategy which depends on two
parameters w and S that one can choose freely [13]. Since the uniform decay
rate of the total energy is not smaller than w, an arbitrarily fast stabilization
of the system can be prescribed. This strategy can be implemented on line and
does not require the solution of any Riccati equation. Therefore, it might pave
the ground to a new class of control strategies for flexible structures. The first
numerical implementation of this feedback law has been detailed in [16] where a
displacement was imposed. Numerical tests on a single beam controlled at one
endpoint showed comparable efficiency for this feedback and for the IFF for small
values of w, i.e. below the critical damping of the IFF. Since Komornik’s feedback
is not limited by any such critical damping, it truely extends the IFF.

However, for large values of w, the total energy of the beam experiences a
large jump at initial time (fig 1.2). This is due to the following facts: first, the
feedback imposes a displacement which is not compatible with the initial state
(fig I.1), and, second, the actuator forces must be large in order to stabilize the
structure in a very short time. Of course, shortly after the initial shock, a very
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fast decay of the energy of the system can be observed. On the other hand, control
spill-over will show up as soon as a finite number of modes is kept to carry out
the computation of the control. It turns out that this effect is largely amplified
for large values of w (fig [.2).
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Fi1G. I.1 - The control law of the original Komornik’s law with w = 20 (left) and
w =2 (right). The first 5 modes are controlled and simulated.
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Fi1G. 1.2 - The w-energy with the original Komornik’s law with w = 20 (left) and
w =2 (right): the first 5 modes are controlled and simulated.

The purpose of our contribution is therefore to propose a variant of Komor-
nik’s law that keeps the energy of the system below the initial level and decreases
the control spill-over while preserving the global efficiency of the original version.
The basic idea is to let w vary in time.

This paper is organized as follows : section 2 is devoted to a brief presentation
of Komornik’s law applied to a beam. The variant is explained in Section 3. The
computational framework is briefly explained in section 4. Section 5 describes
various numerical tests. Finally, concluding remarks can be found in section 6.
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F1c. [.3 - Evolution of the Fourier coefficients of the controlled beam illustrating the
control spill-over due to the original Komornik’s law with w = 20 (left) and w = 2
(right) : the first 5 modes are controlled, the response is expanded on the first 10 modes.

I.2 KOMORNIK’S FEEDBACK LAW

Let us consider a simply supported Euler-Navier-Bernoulli beam of length L.
Let p, E, A, I denote its mass density, Young’s modulus, cross-sectional area
and inertia respectively. For the sake of simplicity, the mass density per unit
length pA and the stiffness EI are supposed to be constant. The transverse
displacement y(z,t) satisfies

pAOyy + E10,40:y =0 [0,L] x [0,T]
y(0.8) = v(t) 0, ] (1.2.1)
y(L;t) = ﬁmy((),t) = aw:cy(Lat) =0 [07 T] o
y(fL’, 0) = yo(x)v aty(xv 0) = yl(x) [07 L]

Here the beam is controlled through the imposed transverse displacement of the
left end point, and the horizon 7" can be arbitrarily large. In order to design the
state feedback law v(t) = F (y(t),0wy(t)), the adjoint state is introduced: let
¢(x,s) denote the unique solution of the beam equation

pADss0 + E10ypprtp = 0 [0, L] x [0, 5]
90(07 S) = QO(LJ S) = 8909590(0 S) :c:cQO L: 5) [07 S] (1'2'2)
p(z,0) = "(x),  Osp(x,0) = ¢'() [0, L],

where s denotes a fictitious time, and S a fictitious time horizon. The displace-
ment field ¢ depends linearly on the initial conditions {¢°, ¢'}. Hence, for any
value of w, one can define the bilinear controllability grammian

ds

0 1 ~0 -1 S —2ws ~
avs ({6} (2% 0'}) = [ e BlOume(0 )10 (0,5) 4, (123)
where ¢ denotes the solution of (2.2) with initial conditions {¢° ¢'}. The

continuity and coerciveness properties of this grammian do not depend on w.
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For w = 0, and for the two-dimensional simply supported plate, Lebeau [18] pro-
ved them over suitable infinite-dimensional spaces of smooth enough functions.
Essentially, ¢° (resp. ¢') should possess a third (resp. first) square summable
derivative along the beam axis. Hence, for any smooth enough displacement and
velocity fields 2% and 2!, there exists a unique solution {(°, '} of the variational
equation

(o3 ({<p0’ gol} 7 {¢0’ ¢1}) _ /OL (Z1@0 . zogél) v{@o7 @1} . (1.2.4)

Define the operator £ by just writing {° '} = £{z° 2'} and denote by
P, : R?> - IR the projection on the first component, i.e. P,({a,b}) = a. In this
setting, the proposed feedback reads

u(t) = —El0p. (PLLA{Y(1), Oiy(1)}) (x = 0). (1.2.5)

—2ws

Provided the function e is slightly modified, Komornik proved [13] well-
posedness for related equations as well as the estimate [|{y(t), By (t)}]|> < Ce=24
1{y°, yl}lli for some constant C, where ||.||2 stands for a suitable energy of the
state, that will be called the w-energy in the sequel. The constant C' depends
exponentially on w [7].

Of course, there is no reason why 3°(x = 0) = v(¢t = 0) although this condition
would be requested for compatibility. Numerical tests show that this condition is
almost never satisfied. The w-energy allows for this incompatibility and the res-
ponse of the structure is defined in a ”"very weak” sense. But locally very strong
stresses may develop and deteriorate the structure or propagate through it.

I.3 SMOOTHING PROCEDURES

However, this problem proves much less serious for small values of w (fig
.1, 1.2). Hence, the idea is to start with a small value of w in order to avoid
the initial shock and to increase w up to its nominal value wy corresponding
to the expected decay rate. Let T% stands for the start-up time. Then set
w = w(t), where w(0) = 0, and w(t) = wy for t > T¥. For example, take
w(t) = —2w0% + 3w0ﬁ for t € [0,7%]. Then w(t) has a continuous deri-
vative. This feature is of importance. Furthermore, a cut-off function x(¢) of the
same form as w(t) is introduced such that x(0) = 0, and x(t) =1 if t > TX
for some start-up time TX. Let the operator £; be defined as £ in (2.4), where

ay,s is replaced by a,),s. Now the proposed control reads

v(t) = () B0, (PLLy {y(1), dy(t)}) (x = 0). (1.3.1)

The original control is smoothed twice. The function x(¢) mimicks a usual ex-
perimental control procedure. Of course, above smoothing tricks can be put to
work independently.
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I.4 COMPUTATIONAL ASPECTS

In view of computing this feedback, an ad hoc formulation of the beam equa-
tion and a suitable mode superposition method are introduced, as in [16]. Let

(A, %), denote the family of eigenvalues and normal modes of the simply sup-
ported beam (when v(t) = 0), and Vy = Span  {¢;}. The modes are assumed
i=1,N

to be normalized so as to have a unit mass. For every pair of functions {z°, z'},
define {©%, o} () € Viy x Vv as the solution of the variational equation

aww.s ({&h oh ) 0, (% eh}) = / C(h - 20L) v gL} e Vi x g )

and set {o%, N} (t) = Lin{2%2'}. Then, similarly to [16], for any pair of
integers M and N, an approximation yy y(t) = M, a;(t)1;, (with smooth
«; ) of the displacement of the controlled beam satisfies the equation

f()L pAattyM,N(t)wM + foL EIyM,N(t)ammwa - _UM,N(t)EIaxamwM(x = 0)
Ywy € Vi (I A 2)
v (t) = =X (t) BI04, P! (»Ct,N {yM,N(t), @yM,N(t)}) (x =0) "
ymun(0) = PMy® o Oy, v (0) = PMyt

where PM stands for the projection over the first M modes of the beam. We are
not able to prove mathematically anything so far about the approximate displa-
cement field yy n(t) for this variant, except for A/ = N. The approximation of
the control law, i.e. the resolution of (4.1) is detailed in [16] and [13] for a related
problem.

I.5c NUMERICAL TESTS

Since the variant presented here cares about initial time, white-noise excita-
tion over a long period of time will not be considered. As a matter of fact, it
behaves in the same way as the original control law that has been investigated
at length in [16]. Therefore the decay of the controlled vibration of the beam
starting from the initial conditions y° = YN, 95¢;(x) and y' = 0 is studied.
In this case, the initial conditions are of finite energy, even if N tends to infi-
nity. Among various outputs of the simulation the w-energy can be expressed
as [ (zar (0. Dz (O}, = S04 e (32 + s (00)?) 18 2aa(8) = S0, (000,
Note that this w-energy is not equ1valent to the usual mechanical energy except,
of course, for a given number of modes. All the physical constants are set equal
to one.

First, the effect of increasing the expected decay rate w in the original version
of Komornik’s law is presented: figure 1.1 shows that the lack of compatibility
between the initial state of the system and the imposed boundary control may
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F1c. [.4 - The smoothing effect of control cut-off with constant w : global w-energy
decrease (left) and control spill-over (right). Here, wy = 20 , 7X = 0.1, and the first 5
modes are controlled, the response is expanded on the first 5 or 10 modes
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F1G. 1.5 - The effect of control cut-off with constant w : initial increase of the w-
energy. Here, wg = 20 , TX = 0.1, and the first 5 modes are controlled, the response is
expanded on the first 10 modes

dramatically increase with w. Recall that the initial state vanishes at both ends
of the beam. Figure 1.2 shows that the initial increase of the w-energy is more
serious when w is large. Furthermore, figure 1.3 shows that the control spill-over
effect increases with w . By control spill-over, we mean as usual the amount of
energy transfered to the uncontrolled modes because of the imposed displacement
that generically excites all the modes of the system.

Let us now investigate the effect of both smoothing tricks: first, the effect of
the cut-off function x(¢) is shown on fig 1.4. Then the effect of variable w is
displayed on fig I.6. Of course, combining both tricks may enhance each one of
them (fig 1.7). It turns out that above strategies prove almost equally efficient
but absolutely mandatory in view of suppressing the control spill-over. However,
tuning w(t) seems to enforce the energy to decrease, whereas introducing the
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F1G. 1.6 - The effect of variable w without control cut-off: w-energy decrease (left)
and spill-over (right). Here, wy = 20 , 7% = 0.1 and the first 5 modes are controlled,
the response is expanded on the first 5 or 10 modes.
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F1G. 1.7 - The combined effect of control cut-off and variable w : w-energy decrease
(left) and spill-over (right). Here, wy =20 , T¥ = TX = 0.1, and the first 5 modes are
controlled, the response is expanded on the first 5 or 10 modes

cut-off function x(¢) does not enable to achieve this goal (fig 1.5). Again this
observation is not based on any mathematical basis so far. On fig [.8 left, the
residual energy due to control spill-over is shown to be insensitive to the parame-
ters 7% and TX provided they are large enough (0.1 in this case but this value
may strongly depend on the initial conditions and on wyp). In this situation, the
smoothing procedures prove highly efficient since the residual energy is several
orders of magnitude smaller than the initial one. This residual energy cannot be
removed since the amplitude of the control becomes much to small.

On the other hand, the time 7 at which the residual energy is reached in-
creases smoothly with 7% and T (fig .8 right). One therefore should choose the
minimal start-up times yielding the minimum residual energy.

Finally, a comparison of the IFF (or DVF) and Komornik’s version is carried
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F1aG. 1.8 - The residual w-energy due to control spill-over as a function of 7% and TX
(left), and the necessary time T to reach this residual w-energy (right). Here, wy = 20
and the first 5 modes are controlled, the response is expanded on the first 10 modes
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F1G. [.9 - The energy of the beam controlled with critically tuned IFF, and with the
Komornik’s variant where wg = 20, 7% = TX = 0.1, the first 5 modes are controlled,
the response is expanded on the first 10 modes (left) or on the first 5 modes (right)

out. The DVF is tuned so as to develop its critical damping. The results on figure
[.9 show that for this value of wy the proposed variant enables the w-energy
of the beam to reach -50dB almost twice as fast as the DVF (fig 1.9 left). Of
course, there is no spill-over for the DVF by definition and after a while the DVF
enables to remove more energy than the proposed variant. Moreover, the norms
involved are not exactly the same, therefore further investigations are needed,
especially experimental ones. In the case when a given number of modes is really
of interest, the other ones beeing strongly damped or uninteresting, the proposed
variant proves extremely efficient(fig 1.9 right).
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I.6 CONCLUDING REMARKS

i) Above numerical tests show that the new feedback law outperforms the
DVF in the supercritical regime, as far as efficiency is concerned. Moreover, the
smoothing procedure annihilates the control spill-over. Observation spill-over,
which depends on the sensors, is not addressed here. Therefore stability is not
guarantied especially in the absence of damping.

ii) It is not clear so far how to choose the optimal values of TX and T% a priori.
iii) A parameter free variant with build-in smoothness is under construction.
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Annexe J

an(T) est linéaire en T

Comme nous ’avons plusieurs fois souligné, plus le temps de controla-bilité
T est grand et plus il est facile de controler la poutre et donc plus la constante
C1(T) de 'inégalité directe est grande et a fortiori plus la suite ay, qui dépend

par définition elle aussi de 7', est grande.

En fait, nous allons montrer que pour tout entier naturel N strictement positif, la
suite ay(7") dépend linéairement du temps, ce qui revient a montrer la propriété

suivante :

Propriété J.1

VI',T >0, VN >0, ay(T)=—=ay(T).

Preuve Soient {¢%, @i} telles que:

P () = ;%&(ﬁv), py(z) = ;&'@'(w),

les données initiales du probleme adjoint :

, 4
pA(2,0) + BIS Y (w0 =0 ia 1) € (0,1) x (0.7),
@N(O,t) :@N(L,t) =0 Vte (O,T),
don _ don .
\ QON(@";O) = (,09\7(33), (PIN(Q:JO) = SO}V(UU) Vae (O,L),

qui admet pour solution unique :

on(z,t) = Z:ZI (fyi cos (t\/)\j> + \j;;sin (t\/):)) 0;(z).

(J.0.1)

(J.0.2)

(J.0.3)

(J.0.4)
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On choisit alors comme controle HUM approché:

2
on(t) = B1ZPY (1, 1),

J.0.5
B2 (J.0.5)
qui s’exprime en fonction des données initiales du probleme adjoint de la facon
suivante :
N iy
on(t) = | yicos <t\/)\7> + ——sin (u/):) m;. (J.0.6)
i=1 Ai

Si ’on note {%, SZ} avec :

. T .
ﬁ/i = %Y, 5i7: ?&7 Vi e [1,...,N], (J07)

les composantes de {¢%, P&} dans la base canonique de Viy x Vi sont les données
initiales du probleme adjoint :

r 4
pAGl (1) + EITEN () =0 W, 0) € (0,1) % (0.7),
o (0,1) = G (L,t) = 0 vie(0,T),
aiﬁfj( ) ggi ) ©.7) (1.0.8)
W(O,t):a—x(lat):o Vite(0,T),
\ @N(JZ,O) = 95(])\[(3:)7 (ﬁ’N(JZ,O) = @}V(‘r) Vae (O,L),

qui admet pour solution unique :

¢n (1) = f; (% cos (t%ﬁ) + %sin (t% )\>> 0;(x).  (J.0.9)

Le controle HUM qui lui correspond est alors:

on(t) = é (%- cos (t%ﬁ) + \;i\,isin (t%@)) m;.  (J.0.10)

On a donc par définition de vy, ’égalité:

!

on(t) = oy (o), VE€ [0, T,

- (J.0.11)

et par conséquent :

/OT@?v(t)dt:/OTv?v(t%)dt: ! /OT V(1) dt. (7.0.12)
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En utilisant cette derniere égalité, il vient :

/

TA2 T 9
. | /0 O A | /0 V2 (1) dt
ay = min = | = = =
(#%08)evy | 1% oh I T (8 0h)evy | N19% eNI
T ,

O

Remarque J.1 On vérifie numériquement cette propriété pour la poutre d’Euler-
Navier-Bernoulli, mais également pour les exemples de treillis de poutres d’Euler-
Navier-Bernoulli auxquels nous avons appliqués le test numérique de controlabi-
lité exacte (voir chapitre 6).
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Annexe K

Estimations d’erreurs pour
I’élément structurant

On peut évidemment appliquer le test de controlabilité exacte a 1’élément
structurant pour nos multistructures. Pour la poutre d’Euler-Navier-Bernoulli,
on a controlabilité exacte par conséquent selon le test la suite «, vérifie le cas 1.
Grace aux estimations des théoremes 1.5 et 1.6 (voir paragraphes 1.6.4 et 1.5 du
chapitre 1), nous allons pouvoir obtenir :

— une estimation de la vitesse de convergence de la suite o, vers « (propriété
K.1)

— une estimation sur la convergence de ay, ;, vers o, (propriété K.2)

K.1 Estimation de la vitesse de convergence de
an
Propriété K.1
X C
3C >0, Vne N, |a, —al < —. (K.1.1)
n

DEMONSTRATION :

On rappelle tout d’abord que par définition, on a:

1o 72(0,m)
Vit o'l € B, Q({¢¢'}) = —— > (K.1.2)
{ } ( /) {0 s,
et pour tout n € N*:

2
Vienenp eV Q({ehen}) = Mﬁ. (K.1.3)
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Enfin, pour alléger les calculs on note dans cette démonstration :

Ry =Q ({¢hen}) —Q({#%¢'})- (K.1.4)

Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant :

Lemme K.1

3C >0, Yne N, |R,| < % (K.1.5)
DEMONSTRATION :
On a:
R — 1vall72 0.1 B 191122019 (K.1.6)

- 2 2
{8 en e, {0, @' I,

qui se décompose en

R, = ||U||2L2(0T)( ! 2 ! 2 )
e entle e e I,
||Un||iZ(O,T) - ||U||2L2(0,T) (K.1.7)
R -
soit enfin :
bl -
S TS T h
avec

2 2 2 2

_ ||Un||L2(O,T) - ||U||L2(O,T) n ||{%007%01}||El - ||{%0?L=‘P711}||E1
n = 2 2
V[ Z20,7) {60 0! H,

) . (K.1.9)

Or on a démontré les estimations suivantes (théoreme 1.5 du paragraphe 1.5 du
chapitre 1) pour tout n € N*:

C

30 >0, H {eh,eh } - {900,901}\& < (K.1.10)
3C >0, |lva—0 e < % (K.1.11)
on a donc a fortiori:
oo [ -l <G i
5050, onllaom — 10 oo < S (K113

S
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On obtient I'estimation recherchée en appliquant ces deux estimations a l'égalité
(K.1.8). O

On a trivialement :

‘v’{cpo, @1} € E, min  (R,) =a, — Q ({gog, cp,ll}) , (K.1.14)

{ppntevr

donc

a, —a = min ( min Rn>. (K.1.15)

{eOpttebr \{eh.pnteVm
Mais pour tout {¢), ot} € V™ et {¢°, o'} € Ey:
Ry =Q ({&5en}) —Q ({£%¢'}) >0, (K.1.16)

par conséquent, il vient d’apres I’égalité (K.1.15) et 'estimation (K.1.5) du lemme
K.1:

C
VneN, a,—a= min ( min |Rn|>§—4. (K.1.17)
n

{0001 }eBr \ {9l ,pL}evn

K.2 Estimation d’erreur de o, en fonction de

h
Propriété K.2
Vn € NY, 3C >0, Vh >0, |ann— a,] < ChL (K.2.18)

DEMONSTRATION :

On rappelle tout d’abord que par définition :

2
V{@%,ha%ﬁb,h} evmt,  Q ({gpg,hJ(prlz,h}) = an’hHm(O’T)z ;
IERENT

v{eheibevr,  Q({eh.eh}) = Menllizo (K.2.19)

- 2
{29, o i,

Enfin, pour alléger les calculs on note dans cette démonstration :

Run=Q ({ehmenn)) —Q ({0 en})- (K.2.20)
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Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant :

Lemme K.2
vn e N, 3C >0, Vh >0, |R,u <Ch. (K.2.21)
DEMONSTRATION :
On a:
2 2
Up, 2 Un|| 2
Rn,h _ H hHL (O,T)2 || ||L (0,T) (K.2.22)

(et ebad]l, b eals,

qui se décompose en:

Il = Il
n 2
[{etnoratl,
2 1 B 1
Hlelbeon \ Fe o T T ) 2
soit
1
o A\l
0o 1112 _ 0 1
+ l[onl22 0.1 e eile, = [{ehn o, . (K.2.24)

2
{en entle,

Or on a démontré au théoreme 1.6 (au paragraphe 1.6 du chapitre 1) les estima-
tions suivantes :

30 >0, | {ehmena } - {ohenf

3C >0, | vup—v, |y, <CP (K.2.26)
, L2(0,T)

< Ch?, (K.2.25)
Ey

on a donc a fortiori:

30> 0, [ {ehmenn Yy, - 1ot e,
3C >0, |vanllio0my = Non 7200 < Ch* (K.2.28)

2

<COht,  (K.2.27)

Par conséquent, il suffit pour conclure d’appliquer ces deux dernieres estimations
a légalité (K.2.24). O
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On a trivialement, pour tout {° pl} € V™,

min Ryp=onp—Q ({cp?l, gpi}) , (K.2.29)

{Wg,h"p}t,h}evn’h

donc:

Qp.p — Op =

min R h). (K.2.30)

{wﬂfgg?evn <{wg’hywi’h}evn,h "
Mais on a de plus:

Q ({2 vhn)) 2 @ >0, V{Lh,, by} eV (K.2.31)
et pour tout {cp%,h, go}hh} e Vet {2 Lt e V.

Q ({SOEMH Sprlz,h}) >Q ({90917 90711}) : (K.2.32)

Par conséquent, il vient d’apres 1'égalité (K.2.30) et lestimation (K.2.21) du
lemme K.2:

min |Ry.

Oph — O = 1Inin
’ {ehenteve \ {9 0L, bevnn

) < Oh*. (K.2.33)
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