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Abstract

This thesis introduces the new concept of flatness. A system is differentially flat (or
simply flat) if its behaviour can be completely described by a set of differentially inde-
pendant functions depending on the system variables and their derivatives: any trajectory
of the system can be recovered from the knowledge of this set of functions without inte-
grating differential equations. Flatness is defined through an equivalence relation, called
equivalence by endogenous feedback. Two systems S and T are equivalent if there exists
a bijective correspondance between trajectories of S and trajectories of T. A flat system
is by definition equivalent to a system “without dynamics”, that is a set of arbitrary
functions.

The link between equivalence and feedback is the following: given two equivalent sys-
tems S and T, it is possible to transform S into T extended with pure integrators by a
dynamic feedback and a coordinate change, and vice versa. In particular, a flat system
is linearizable by dynamic feedback and coordinate change. The so constructed feedback
has a remarkable feature: it is “generated” only by the system variables and their deriva-
tives, and called for that reason endogenous feedback. The main property of endogenous
feedbacks is that they are revertible, up to pure integrators. This means that equiva-
lence by endogenous feedback respects lots of important properties of systems such as
controllability and linearizability.

Checking that a given system is flat is an open problem. We give here two criterions
for particular cases. Nevertheless, many systems arising in engineering are known to be
flat.

Flat systems are very interesting for engineering purposes because they are easy to
control. A detailed application to the design of an aircraft automatic pilot is presented.

Keywords

Nonlinear control, Flat system, Feedback linearization, Dynamic feedback, Endoge-
nous feedback, System equivalence, Regular decoupling, Aircraft control.
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Résumé

On introduit dans cette these le concept nouveau de platitude. Un systeme est différentiel-
lement plat (ou plus simplement plat) si son comportement peut étre complétement décrit
par un ensemble de fonctions différentiellement indépendantes dépendant des variables du
systeme et de leurs dérivées: toute trajectoire du systeme peut s’obtenir a partir de cet
ensemble de fonctions sans intégrer d’équations différentielles. La platitude se définit par
I'intermédiaire d’une relation d’équivalence. Deux systemes S et T sont équivalents s’il
existe une correspondance bijective entre les trajectoires de S et celles de T. Par définition,
un systeme est plat s’il est équivalent a un systéeme “sans dynamique”, c’est a dire un
ensemble de fonctions arbitraires.

Le lien entre équivalence et bouclage est le suivant: si S et T sont deux systemes
équivalents, on peut trouver un bouclage dynamique et un changement de coordonnées
qui transforme S en T étendu par des intégrateurs purs, et vice versa. En particulier, un
systeme plat est linéarisable par bouclage dynamique et changement de coordonnées. Le
bouclage ainsi construit présente la caractéristique remarquable d’étre “engendré” par les
variables du systeme et leurs dérivés, et est appelé pour cette raison bouclage endogene.
La propriété principale d’'un bouclage endogene est d’étre réversible a des intégrateurs
purs pres. Ceci signifie que I'équivalence par bouclage endogene respecte beaucoup de
propriétés importantes comme la commandabilité ou la linéarisabilité.

Déterminer si un systeme donné est plat est un probleme ouvert. On donne ici deux
criteres dans des cas particuliers. Cependant, on connait de nombreux exemples de systemes
plats issus de problemes concrets.

Du point de vue de I'ingénieur, les systemes plats sont intéressants parce que faciles a
commander. On présente une application détaillée a la conception d'un pilote automatique
d’avion.

Mots-clés

Commande non-linéaire, Systeme plat, Linéarisation par bouclage, Bouclage dyna-
mique, Bouclage endogene, Equivalence entre systemes, Découplage régulier, Commande
d’avion.
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Introduction

La motivation initiale de ce travail est le probleme de la linéarisation par bouclage:
étant donné un systeme

T = f(xu), (1)
est-il possible de trouver un bouclage
u = afx,z,)
z = a(x,z0) 2)
et un difféomorphisme
§=o(x,2)

qui transforme le systeme bouclé

t = f(z,a(z,z,v))
z = a(z,zw)
en un systeme linéaire commandable?

L’importance pratique de la linéarisation par bouclage est tres grande et réside dans
le fait qu’on peut ainsi “transporter” des propriétés d’un systeme linéaire a un systeme
non linéaire, ce qui permet de proposer une solution simple a I'un des problemes de fond
de I'automatique, a savoir la stabilisation autour d’une trajectoire quelconque du systeme;
ce probleme, qui est extrémement compliqué en général est tres simple pour un systeme
linéaire, la stabilisation autour d’une trajectoire quelconque se ramenant a la stabilisation
autour d'un point d’équilibre.

Déterminer si un systeme est linéarisable par bouclage est un probleme ouvert dans le
cas général. Mentionnons les principaux résultats connus: on sait déterminer si un systeme
est linéarisable par bouclage statique (i.e. le bouclage (2) se réduit a u = a(z,u)) [30, 27];
un systeme a une seule commande est linéarisable par bouclage dynamique ssi il est
linéarisable par bouclage statique [8]; enfin un systeéme linéaire en les commandes avec
m commandes et m + 1 variables d’état est linéarisable par bouclage ssi il est comman-
dable [8].

On introduit ici un nouveau point de vue: la notion de systeme différentiellement plat
(ou plus simplement plat). Schématiquement, on dira que le systéme (1) est plat si on
peut trouver une application y = h(x,u,u, ..., uw)), appelée sortie plate, dépendant de
I’état x et d'un nombre fini de dérivées de la commande u et dont les composantes sont
“différentiellement indépendantes”, telle qu’on puisse exprimer x et u en fonction de y et
d’un nombre fini de ses dérivées:
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r = A(yaay(l))
u = Bly,...y0)-

On peut ainsi calculer les trajectoires du systeme (1) a partir de y sans intégrer d’équations
différentielles; comme les composantes de y sont libres, n'importe quel choix y = y(t)
détermine une trajectoire (z(t),u(t)). Notons que c’est une propriété évidente des systemes
linéaires commandables, diie a I'existence de la forme canonique de Brunovsky.

Cette notion est reliée a la linéarisation par bouclage de la maniere suivante: si y est
une sortie plate de (1), on peut construire un bouclage linéarisant et un difféomorphisme
qui transforme le systeme bouclé en des chaines d’intégrateurs purs formées a partir de y.
Le bouclage linéarisant ainsi construit présente une particularité; on peut exprimer son
état z et sa commande v en fonction de x et d’'un nombre fini de dérivées de u:

z = Czu,...ug)
v = D(x,u,...,u(l)).

Un bouclage possédant cette propriété sera dit endogene. Un systeme plat est donc
linéarisable par bouclage endogene. Réciproquement un systeme linéarisable par bou-
clage endogene est plat. Un systeme plat est clairement un cas particulier de systeme
linéarisable; cependant, il ne semble pas qu’on connaisse a 1’heure actuelle d’exemple d’un
systeme linéarisable qui ne soit pas plat.

Les bouclages endogenes possedent une faculté de “réversibilité”, qui généralise une
propriété évidente des bouclages statiques, et sont naturellement associés a une notion
d’équivalence entre systemes: deux systemes sont équivalents si on peut calculer les tra-
jectoires de 'un a a partir de celles de I'autre sans intégrer d’équations différentielles,
et réciproquement. En ce sens, un systeme plat est équivalent a un systeme sans dy-
namique. Une telle notion d’équivalence pour des systemes sous-déterminés d’équations
différentielles a en fait déja été étudiée par D. Hilbert (cf [23] ot il parle de transformations
“umkehrbar integrallos”, i.e. “inversible sans intégrales”) et E. Cartan [7].

Les systemes plats, bien que “non génériques” dans I’ensemble des systemes, semblent
tres courants en pratique dans les modeles simplifiés issus de la physique, et parti-
culierement de la mécanique. Cependant, déterminer qu'un systeme est plat est, comme
pour la linéarisation, un probleme ouvert.

Détaillons ’ensemble des résultats originaux présentés dans ce mémoire: le chapitre 1
développe dans le cadre algébrique de la théorie des systemes les notions évoquées plus
haut. Un des intéréts de I'approche algébrique est de fournir des formulations naturelles
et des démonstrations simples pour de nombreux problemes d’automatique théorique;
cependant, méme si on espere pouvoir tirer parti de ’aspect “calculatoire” de I’algebre,
on ne connait pas aujourd’hui de critere permettant de déterminer si un systeme est plat
au sens algébrique, y compris dans les cas déja mentionnés.

Le chapitre 2 généralise au cadre analytique (ou plutot géométrique) ce qui a été
fait pour le cadre algébrique. Bien que le formalisme soit beaucoup plus lourd, cette
généralisation est indispensable pour se raccrocher a des formulations classiques de proble-
mes d’automatique; elle permet également d’utiliser des résultats puissants de géométrie
différentielle. A cause du caractere local de I’approche, il peut y avoir des problemes de
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singularités pour construire un bouclage linéarisant, ou plus généralement découplant; on
donne une condition nécessaire et suffisante permettant le découplage sans singularités.

Dans le chapitre 3, on établit deux criteres de platitude dans le cadre géométrique du
chapitre précédent; vu la difficulté du probleme, on est bien str tres loin d’un résultat
général. Le premier donne une condition suffisante pour les systemes a m commandes et
m+ 1 états, généralisant ainsi le résultat de [8]. Le deuxiéme est une condition nécessaire
et suffisante pour les systemes sans dérive a deux commandes. Ces deux criteres sont en
fait des conditions d’intégrabilité de systemes d’équations aux dérivées partielles.

Le dernier chapitre est une application “réaliste” au pilotage automatique d’avion de
la commande des systemes plats; partant d’'un modele d’avion assez complet, on construit,
grace a diverses approximations, une loi de commande simple permettant de suivre une
trajectoire quelconque. Des simulations numériques illustrent les bonnes performances de
cette loi.
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Chapitre 1

Point de vue algébrique

Introduction

Ce chapitre introduit, dans le cadre de la théorie algébrique des systemes, les concepts
importants d’équivalence, de bouclage endogene, de platitude et de défaut. On dira que deux
systemes sont équivalents si leurs trajectoires sont reliées par une correspondance inver-
sible “sans intégrales” (cf [29] pour une notion voisine). On peut y voir une généralisation
non linéaire des matrices unimodulaires utlisées dans la théorie polynomiale des systemes
linéaires. Un systeme plat se définit comme un systeme équivalent a un systeme sans dy-
namique; on peut alors paramétrer ses trajectoires par un certain nombres de fonctions
“libres”. Le défaut est introduit pour “mesurer la non platitude” d'un systeme.

L’équivalence, la platitude et le défaut sont des notions intrinseques, indépendantes de
toute representation d’état. Une fois choisie une telle représentation, on peut faire le lien
avec des notions plus classiques, grace aux bouclages endogenes, qui sont des bouclages
dynamiques présentant une propriété de “réversibilité”.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante; apres quelques rappels d’algebre et
de théorie des systémes (sections 1.1 et 1.2), on donne a la section 1.3 la définition
de I'équivalence et des bouclages endogenes et on fait le lien entre ces notions par le
théoreme 1.2; la section 1.4 contient quelques remarques sur des généralisations possibles.
La platitude et le défaut sont introduits a la section 1.5; des exemples de systemes plats
tirés de la mécanique forment la section 1.6. Le découplage des systemes entrée-sortie fait
I'objet de la section 1.7.

Les notions d’équivalence, de platitude et de défaut telles qu’elles sont présentées
ici sont le fruit d’'un travail mené avec M. Fliess, J. Lévine et P. Rouchon (cf [18, 19,
20]); il va de soi que le reste du chapitre a largement été influencé par cette collabora-
tion. L’exemple 1.6 tire par ailleurs son origine d’une publication avec B. d’Andréa et
R. Sépulchre (cf [10]). La section 1.3 constitue le corps d'une conférence invitée pour le
MTNS 93.
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1.1 Rappels d’algebre

On rappelle ici les quelques notions de théorie des corps utilisées dans la suite du
chapitre. Pour le cas non différentiel, on peut se reporter a [26]; pour le cas différentiel,
on consultera les ouvrages de Ritt [42] et Kolchin [32]. On supposera tous les corps de
caractéristique nulle.

Une extension L/ K est la donnée de deux corps K et L tels que K est un sous-corps de
L. Un élément de L est algébrique sur K il est solution d’'un polyndéme non nul a coeffi-
cients dans K; dans le cas contraire, il est transcendant sur K. Soit S un sous-ensemble de
L; on note K(.5) le corps engendré par K et S (i.e. le plus petit sous-corps de L contenant
K et S). L'extension K/L est finiment engendrée (ou de type fini) si L = K(S) pour un
S de cardinal fini. S est algébrique sur K, si tous ses éléments sont algébriques sur K; S
est transcendant sur K s’il contient un élément transcendant sur K. Si L est algébrique
(resp. transcendant) sur K, on dira également que l'extension L/K est algébrique (resp.
transcendante) sur K. S est algébriquement dépendant (ou lié) sur K s'il existe un po-
lynéme P non nul & coefficients dans K tel que P(s',...,s") = 0 pour des éléments
st ... ,s" de S distincts; dans le cas contraire S est algébriqguement indépendant. Une base
de transcendance de L/K est un sous-ensemble B de L algébriquement indépendant sur
K et maximal par rapport a l'inclusion. On a les résultats importants suivants:

e soit S un sous-ensemble de L algébriquement indépendant sur K. Alors S est une
base de transcendance de L/K ssi L est algébrique sur K(.5).

e Deux bases de transcendance de L/K ont le méme cardinal.

On appelle alors degré de transcendance de L/K (noté d°tr L/K) le cardinal de n’im-
porte quelle base de transcendance de L/K et on montre:

e Soient deux extensions L/M et M/K. Alors d°tr L/ K = d°tr L/M + d°tr M/ K.

On passe maintenant au cadre différentiel. Un corps différentiel L est un corps muni
d’une dérivation notée “”, c’est a dire une application de L dans lui-méme vérifiant

Vabe L, a+b=a+b, @zdb—i—ai).

Tout ce qui a été dit prcédémment dans le cas non différentiel s’étend immédiatemment
en rajoutant partout le mot “différentiel”. Ainsi, une extension différentielle L/ K est la
donnée de deux corps différentiels K et L tels que K est un sous-corps différentiel de L
(ce qui signifie que la dérivation de K coincide avec la restriction de la dérivation de L).
Un élément de L est différentiellement algébrique sur K s’il est solution d’une équation
différentielle algébrique a coefficients dans K. Dans le cas contraire, il est différentiellement
transcendant sur K. Soit S un sous-ensemble de L; on note K <S>le corps différentiel
engendré par K et S (i.e. le plus petit sous-corps différentiel de L qui contient K et S).
L’extension différentielle K/L est finiment engendrée (ou de type fini) si L = K <S>
pour un S de cardinal fini. On définit de méme un sous-ensemble de L différentiellement
algébrique sur K, différentiellement transcendant surK , différentiellemnet algébriquement
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dépendant sur K, différentiellement algébriqguement indépendant sur K, une base de trans-
cendance différentielle de L/ K, et le degré de transcendance différentielle de L/K, noté
d°tr diff L/ K. Les résultats énoncés précédemment restent également valables. On a éga-
lement le résultat suivant:

e Soit L/K une extension différentielle de type fini. Alors L/K est différentiellement
algébrique ssi son degré de transcendance (non différentielle) est fini.

Dans la suite du texte, et comme souvent en géométrie algébrique, toutes les quan-
tités considérées sont des éléments d'un “grand” corps différentiel U et tous les corps
différentiels sont des sous-corps différentiels de U. Quand on parlera de la cloture algébrique
K d’un corps K, on sous-entendra toujours cloture algébrique dans U. Notons que la
cloture algébrique d’'un corps différentiel est un corps différentiel. Il sera immédiat de
vérifier que les résultats établis sont indépendants du choix de U.

Précisons enfin quelques notations qui seront fréquemment utilisées: si £ € U et r € N,
§(r) désigne la dérivée d’ordre r de §; on pose & = (5,{, .. .,§(r), o T est un entier arbitraire
(cette notation est trés commode pour indiquer qu’une fonction dépend d’un nombre
arbitraire mais fini de dérivées de €). Si u := (u',...,u™) € U™, on pose de méme u(y =
(u(lr), .o ufy), et W= (u,. .. ,u()), ot 7 est un entier arbitraire; si v := (v, ... .v™) e N™,
on note également up) = (U(,1y;- - - Um))-

1.2 Systemes, dynamiques et réalisations

On donne ici quelques définitions de la théorie algébrique des systemes introduite
par M. Fliess (cf [17]). Dans toute la suite k désigne un corps différentiel qui est en
pratique presque toujours Q ou R. Un systéme est une extension différentielle D/k de
type fini. Une dynamique est une extension différentielle algébrique D/k<u>de type fini,

ot u = (u',...,u™) est différentiellemt algébriquement indépendant sur k. Notons que
d°tr D/k<u>est alors fini. Une réalisation du systeme D/k est un couple (z,u), on u :=
(u',...,u™) est une base de transcendance différentielle de D/k et x := (z!,... 2") est une

base de transcendance (non différentielle) de D/k<u>. On a alors D = k<z,u>= k<u>(z).
Si D/D est une extension différentielle algébrique, (x,u) est encore une réalisation de D/k.

Ceci implique que pour tout £ algébrique sur D, il existe P et (), polynomes sur k,
tels que

PEua) = 0
Q& xu) = 0.
En particulier, pour i = 1,...,n, il existe des polynomes F* tels que

Fi(itxu) = 0,

ce qui apparait comme une généralisation dans le cadre algébrique de la représentation
d’état d’un systeme. Pour cette raison, on appelle z et u I'état et 1'entrée du systeme;
on appelle également n la dimension d’état et m la dimension d’entrée. Notons que la
dimension d’entrée ne dépend que du systeme (c’est le degré de transcendance différentiel
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de D/k); la dimension d’état dépend par contre du choix d’'une entrée u (c’est le degré
de transcendance de D/k<u>). Autrement dit, deux réalisations d’'un méme systéeme ont
la méme dimension d’entrée, mais pas forcément la méme dimension d’état. Par exemple,
((x,u),q) est aussi une réalisation de D/k. Plus généralement, on appelle entrée du systeme

D/k toute base de transcendance différentielle v := (v',... ,v™) de D/k. Une sortie sera
un ensemble y := (y!, ... y") algébrique sur D. Une entrée est donc un cas particulier de
sortie.

Une réalisation (x,u) de D/k est dite classique si aucun des F* dans (1.2) ne dépend
des dérivées de u. Si v € N™ est suffisamment grand, (z,u,...,u(,)) est clairement une
réalisation classique de D /k. Dans la notation (z,u, . .. ,u@)), que 'on utilisera fréquemment
par la suite, I'état est {z!,... " u’, ... Upigy, 0 =1, ,m} (avec Uy = 0) et entrée
est ug) = {Ufrys - - U }-

A une réalisation (x,u) on associe la filtration (U, ),cz définie par

U, =k, r <=2

U, = k(x), r=—1,
U, =k(zu,...upmp), r=>0.

Dans la suite, on parlera parfois d’une réalisation (x,u) sans faire référence explicite-
ment a un corps. On sous-entend par la que k<z,u>/k est un systeme admettant (z,u)
comme réalisation.

En pratique un systeme D/k est défini par des équations différentielles algébriques a
coefficients dans k reliant les composantes d'un ensemble fini de variables £ := (¢!, ... .,£"),
sans faire de distinction de type état ou entrée entre les variables. Une réalisation consiste
a effectuer (arbitrairement) une telle distinction, et est souvent implicite pour des systéemes
modélisant des problemes concrets. Cette fagon de voir est tres proche du point de vue
de J.Willems [47].

Exemple 1.1 Soit D/Q, le systeme défini par les deux équations différentielles suivantes,
reliant les variables ¢1,62,¢3 ¢4

51 + 53 5‘4 — 0
£+ +¢Het = 0.
Le degré de transcendance différentiel de ce systeme est égal a 2. Une réalisation possible
consiste a choisir x := (£1,£?) comme état, et u := (£3,£*) comme entrée, ce qui donne

P o= il

= —(zr +itu?)u

1,2

On a une réalisation classique en choisissant g := (£1,62,63,64.63) et v := (£3,£%):

— _ply?

—(y' + vlyh)yt

SRS
|
<

1
2
°3
4
5

<
|
S
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Sur cet exemple sans signification concrete, on voit bien que le choix d’une réalisation est
totalement arbitraire. a

Remarque 1.1 De maniere plus abstraite, on se donne un idéal différentiel Z de po-
lynomes différentiels. Si cet idéal est premier, le quotient de I'anneau des polynomes
différentiels par I est integre et on peut considérer son corps de fractions, qui définit alors
un systeme. Si I n’est pas premier, il faut le décomposer en ses composantes premieres.
Nous n’entrerons jamais dans ces probleme difficiles. a

1.3 Equivalence et bouclage endogene

Définition 1.1 Deux systémes Dy /k et Dy /k sont équivalents, ou encore équivalents par
bouclage endogene, s’il existe un automorphisme ® de U tel que ®(Dy) est algébrique sur
O(Dy) et O(Dy) est algébrique sur (D).

Deux dynamiques Dy /k<u;> et Dy /k<us>sont équivalentes si les systemes Dy /k et
Dy /k sont équivalents.

Deuz réalisations (z,u) et (y,v) sont dites équivalentes si les systémes k<x,u>/k et
k<y,v>/k sont équivalents.

Remarque 1.2  Rappelons (cf section 1.1) que U est un “grand” corps différentiel
contenant toutes les quantités considérées. Il est clair que la définition de 1I’équivalence
entre systemes ne dépend pas du choix de ce corps. Par ailleurs, on identifiera tres souvent
dans la suite D; et Dy a leurs images ®(D;) et ®(Dy), ce qui simplifie les énoncés et
n’enleve rien a la généralité; on peut alors considérer que D; est algébrique sur D, et
réciproquement. O

On écrira parfois Dy /k ~ Dy/k. Remarquons que deux systemes D;/k et Dy/k sont
équivalents ssi D = Ds.

N.B. Dans toute la suite, quand on considérera des réalisation équivalentes (z,u) et
(y,v), on supposera implicitement que z et y ont respectivement n et p composantes, et
que u et v en ont m.

Soient (z,u) et (y,v) deux réalisations équivalentes. Comme (z,u) est une réalisation
de k<z,u>/k, c’est aussi une réalisation de k<y,v>/k. On peut donc écrire

go?(xf,y,ﬁ) =0
ol (w,yo) = 0

pourt=1,...n,7 =1,...,m, et réciproquement
Vy'am) = 0
B (v,xu) = 0

pouri=1,....,pet j=1,...,m, o les ¢',a? 1,3 sont des polynomes sur k. Dans le cas
de deux systemes équivalents D; /k et Dy/k, définis par D; = k<> et Dy = k<(> on
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les composantes de £ := (&', ... .£") (respectivement ¢ := (¢!, ... ,(*)) sont reliées par des
équations différentielles algébriques, les relations ci-dessus s’écrivent

Y0 — 0

vI(¢7E) = 0
pour i = 1,....r et j = 1,...,s, les ® WJ étant des polyndomes sur k. On voit bien le

caractere “inversible sans intégrales” (umkehrbar integrallos) de cette transformation, qui
est une généralisation non linéaire de la notion de matrice unimodulaire.

Deux systéemes (dynamiques, réalisations) équivalents ont forcément le méme degré de
transcendance différentielle, i.e. la méme dimension d’entrée. Cependant, deux réalisations
équivalentes peuvent avoir des dimensions d’état différentes, comme le montre ’exemple
élémentaire suivant oun =1, m =1 et p = 2.

Exemple 1.2 Soient les systémes définis par @ = u et ' = 3%,9> = v. On définit un
automorphisme ® en posant ®(z) := y' et ®(y') := y', ce qui entraine ®(u) = y? et
(1) = v (ainsi que ®(y?) = y?, ®(v) = v). Ces deux systémes sont donc équivalents. O

En s’inspirant de cet exemple, on montre facilement que deux systemes linéaires comman-
dables sont équivalents ssi ils ont le méme nombre de commandes (il suffit de les mettre
sous forme de Brunovsky).

Introduisons également une autre notion d’équivalence, qui, contrairement a la précé-
dente, n’a de sens que pour des réalisations:

Définition 1.2 Deuz réalisations (x,u) et (y,v) sont fortement équivalentes, ou encore
équivalentes par bouclage statique, si les filtrations associées a (x,u) et (y,v) coincident.

Conformément a la remarque 1.2, cette définition s’entend ”a un automorphisme différentiel
de U pres”.

Par définition, x est algébrique sur k(y), u est algébrique sur k(y,v), et vice-versa, d’out
p = n (deux réalisations fortement équivalentes ont donc la méme dimension d’état) et

¢aty) = 0
ol (w,yw) = 0
Vy'a) = 0
G xu) = 0
pouri=1,...,net j=1,...,m. Il est clair que I’équivalence forte entraine I’équivalence.

Passons maintenant au deuxieme volet de cette section:
Définition 1.3 Soit (x,u) une réalisation de D/k. Une entrée v de D/k est appelée

e bouclage endogene sur (x,u), si x est indépendant sur k<v>

e bouclage quasistatique sur (z,u), si z est une base de transcendance de D<v>/k<v>

e bouclage statique sur (z,u), si les filtrations associées a (x,u) et (z,v) coincident.
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La définition d’un bouclage quasistatique donnée ici est différente de la définition originale
(cf [11]), mais strictement équivalente; son avantage est de bien faire ressortir la différence
entre bouclages quasistatique et endogene. Clairement, statique = quasistatique = en-
dogene.

Soit (z,u) une réalisation de D/k. Si v est un bouclage endogene sur (x,u), il est
possible de compléter x par un ensemble z := (2!, ... 2%), éventuellement vide, d’éléments
de D<v>/k<v>, de fagon que (x,z) soit une base de transcendance de D<v>/k<v>. On
peut alors écrire

al(ut,x,zv) = 0
T 1.1
al () ,x,270) = 0 (1.1)
pouri=1,...,met j=1,...,q, ol les a,a’ sont des polynomes sur k. Ceci correspond

bien a la notion usuelle de bouclage dynamique. Notons que comme x est une base de
transcendance de D/k<u>, on peut aussi écrire

Bi(vtzu) = 0
V(Zazu) = 0
pouri=1,....,met j=1,...,p, ot les ¢ and b sont des polynomes sur k. Autrement

dit, les grandeurs z et v constituant le bouclage sont “engendrées” par x et les dérivées
de u, d’ou I'appellation endogéne.

Si v est un bouclage quasistatique, z := (), et on a simplement
a'(utz, ) = 0

gt = 0

pourz=1,... ,m.
Si v est un bouclage statique, z := 0 et k(x,u) = k(z,v), donc

al(utrw) = 0

pvteu) = 0

pour i =1,...,m.

On dira qu’un bouclage endogene est classique s’il est possible de choisir z de fagon
que les polynomes o' et @/ dans (1.1) ne dépendent pas des dérivées (d’ordre > 1) de
v. Un bouclage statique est toujours classique; un bouclage quasistatique ne 1’est jamais,
sauf s’il est statique.

Exemple 1.3 Soit une réalisation (z,u) de D/k. Alors v := @ est un bouclage endogene.
Comme (z,u) est une base de transcendance de D/k<u>, on peut prendre z := u, et on a

u = z
zZ = .

Ce bouclage est classique, donc pas quasistatique. Plus généralement, ajouter n’importe
quel nombre d’intégrateurs purs sur les composantes de I’entrée d’une réalisation revient
a faire un bouclage endogene non quasistatique. a
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir les liens entre les diverses notions d’équi-
valence et de bouclage.

L’équivalence forte est I’adaptation algébrique de la notion usuelle d’“équivalence par
bouclage statique et changement de coordonnées”. Comme conséquence immédiate des
définitions, on a

Proposition 1.1 Soient (z,u) et (y,v) deuzx réalisations fortement équivalentes. Alors v
est un bouclage statique sur (x,u).

Cette propriété est bien sur symétrique, et u est aussi un bouclage statique sur (y,v).
Pour obtenir un résultat comparable dans le cas endogene, une définition supplémentaire
est requise:

Définition 1.4 Soient (z,u) et (y,v) deux réalisations équivalentes. On dit que (y,v) est
une extension dynamique de (x,u) si x est algébrique sur k(y). Ceci entraine que v est
un bouclage endogéne sur (z,u).

L’extension est dite quasistatique s’il existe un bouclage quasistatique w et un mul-
tientier v € N™ tels que w(,) = v.

Quelques remarques sont utiles pour comprendre le sens de cette définition. Soit D :=
k<y,v>= k<x,u>; puisque = est indépendant sur k et m C @, on peut compléter x
par un ensemble z de composantes de y de fagon que (z,z) soit une base de transcendance
de k(y)/k. Pour tout choix possible d’un tel z, (x,z) et y ont forcément le méme nombre
d’éléments. Mais D = k<v>(y) = k<v>(z,z), ce qui signifie que (x,z) contient une base
de transcendance de D/k. Comme (x,z) a le méme nombre d’éléments que y, c’est aussi
une base de transcendance de D/k<wv>. On en conclut que (x,z,0) est une réalisation
de D/k équivalente a (y,v) et méme fortement équivalente, puisque k(z,z) = k(y). En

résumé, on peut donc écrire

o (ub,w,2,0) = 0
a(Fx20) = 0
pHa*y) = 0

Vytx) = 0

pouri=1,....m,j=1,...p—n,k=1,...metl=1,...p, ol les a',a’ o' 1 sont des
polynomes sur k. Autrement dit, (y,v) s’obtient a partir de (x,u) par bouclage endogene
et “changement de coordonnées”. Pour une extension quasistatique, ce bouclage peut se
décomposer en un bouclage quasistatique suivi de chaines d’intégrateurs purs. L’extension
est dite classique si le bouclage v est classique. On a alors un résultat essentiel:

Théoréme 1.2 Soient (x,u) et (y,v) des réalisations équivalentes. Pour v € N™ suffi-
samment grand, (y,v,...,vw)) est une extension dynamique classique de (x,u).
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Si (x,u) et (y,v) sont fortement équivalentes, la proposition précédente affirme qu’on peut
choisir v = (0,...,0).

Preuve. Soit D := k<y,v>= k<z,u>. Pour v € N™, soient § := (y,v,...,v4)) et
U= VY(p41), avec V + 1 := (5 4+ 1)j=1,. m. Quand v est suffisamment grand, (¢,0) est une
réalisation classique de D/k, x est algébrique sur k(7) et u est algébrique sur k(7,0). De
plus, d’apres la discussion précédent ’énoncé, on peut choisir z pour que (z,z,0) et (4,0)
soient des réalisations fortement équivalentes, ce qui entraine que 2 est algébrique sur
k(x,z,0). Il est alors clair que ¥ est un bouclage classique sur (z,u). [ |

Comme dans la proposition précédente, on peut échanger les roles de (z,u) et (y,v). Ce
théoreme a un corollaire immédiat mais néanmoins tres important:

Corollaire 1.3 Soient (z,u) et (z,z,0) deuz réalisations équivalentes. Pour v € N™ suf-
fisamment grand, (z,u, ... uq)) est une extension dynamique classique de (x,u).

Ceci veut dire que, a des intégrateurs purs pres, il est toujours possible de “défaire” un
bouclage endogene au moyen d'un autre bouclage endogene. C’est la généralisation d'une
propriété évidente de “réversibilité” des bouclages statiques. Autrement dit, étant donné
un systeme “bouclé” par un bouclage endogene:

Fi(i'u) = 0
ol (u,x,zv) = 0 (1.2)
a*(F2,20) = 0
(aveci=1,...m,5=1,...,met k=1,...,q ot les F".a7,a* sont des polynomes sur k),
on peut trouver un bouclage endogene (classique)
52(1}17'%.72777711]) = 0
bj(’f]]V:C’Z?T]?w) = 0 (1.3)
(t=1,....m,5=1,...,r), tel que (1.2) bouclé par (1.3) se ramene a
Fi(ian) = 0
Uy =
par un “changement de coordonnées”, i.e. k(z,2,n) = k(z,u, ... ug)). En termes imagés,

les propriétés qui se conservent par ajout d’intégrateurs purs se conservent également par
bouclage endogene.

Terminons cette section par un critere caractérisant les bouclages endogenes: étant
données deux réalisations (z,u) et (x,z,v), on voudrait savoir si v est un bouclage endogene
sur (z,u). C’est une question naturelle quand on consideére un bouclage dynamique donné
par des équations de la forme (1.1). Pour cela, considérons la filtration (&,),cz définie par

E = Kk, r< -2,
E = k(x,z,v) r=-—1,
E = k(zzoud, ... uy), r>0.

Le critére s’énonce alors:
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Théoréme 1.4 Soient (z,u) et (x,z,v) deux réalisations. Alors v est un bouclage en-
dogéne sur (z,u) ssi d°tr dif k<z,z,o>/k = m et d°tr&, = m(r + 1) +n pour r € N
suffisamment grand.

Preuve. Soient D := k<z,u>= k<u>(z) et m le degré de transcendance différentiel
de D/k. Par définition = est indépendant sur k <wv> Il suffit donc de montrer que v
est une entrée de D/k et que z est algébrique sur D. Par définition d’une réalisation,
les composantes de u sont différentiellement algébriquement indépendantes sur k et x
est algébriquement indépendant sur k(u,u,...,uuy) pour tout r € Nj ceci implique

d°trk(z,u,t, . .. ugy) = m(r + 1) + n pour tout » € N. Mais z et v algébriques sur D
signifie simplement qu'ils sont algébrique sur k(u,i, ... u(y) pour r suffisamment grand,
ie. d°tr& = m(r + 1) + n. Comme d°tr diff k<z,z,v>/k = d°tr diff k<z,u>/k = m, v
est bien une entrée de D/k. [

Remarque 1.3 Par définition, un bouclage endogene est toujours inversible au sens ou
la réalisation entrée-sortie ((x,u),v) est inversible (cf section 1.7). Il est cependant possible
de définir une notion de bouclage endogene non inversible a partir du critere précédent;
il est clair les propriétés liées a la “réversibilité” des bouclages endogenes ne sont alors
valables que pour des bouclages inversibles. O

1.4 Bouclages exogénes

Cette section contient quelques remarques informelles sur 'irréversibilité des bouclages
dynamiques quelconques.

Exemple 1.4 Soit le systéeme (commandable!) défini par
T =u,
sur lequel on fait agir le bouclage dynamique

u = v
z = .
Clairement, le systeme bouclé n’est plus commandable. Par le théoreme 1.4, v n’est pas
un bouclage endogene: en effet, pour » > 0, on a trd°&, = 1.(r + 1) + 1. Notons que z est
différentiellement algébrique sur k<z,u> (c’est I'intégrale de u).

Examinons quelque chose d'un peu plus subtil. Appliquons maintenant le bouclage

dynamique
2

u = z
o= x4+ (2%)?
2 = .

On vérifie facilement que le systeme bouclé est commandable, mais pas linéarisable sta-
tiquement. D’apres [8], un systéme a une seule commande qui n’est pas linéarisable
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statiquement ne l’est pas non plus dynamiquement, et n’est donc pas plat. Comme
précédemment, v n’est pas un bouclage endogene, puisque trd°E, = 1.(r + 1) + 1 pour
r > 1, et z est différentiellement algébrique sur k<x,u> (puisque 22 = u, v = 4 et
2 =a+ (u)?). O

Ainsi un bouclage (inversible) général peut transformer un systeéme linéaire commandable
en un systeme non commandable ou non linéarisable, i.e. avoir un effet fondamentalement
irréversible, contrairement a un bouclage endogene. Un bouclage dynamique qui n’est pas
endogene est dit ezogene. Les grandeurs z et v définissant un tel bouclage ne sont plus
algébrique sur (x,u), mais seulement différentiellement algébriques. L’intérét des bouclages
endogenes n’est pas complétement clair (cf par exemple la remarque 1.4

1.5 Platitude et défaut

Rappelons qu'une extension différentielle L/K est dite purement différentiellement
transcendante si elle possede une base de transcendance différentielle ¢ telle que L = K<
&>. Pour un systeme D/k, qui est par définition une extension différentielle de type fini, on
dira plutot systeme purement différentiellement transcendant; dans ce cas, £ se compose
d’un nombre fini d’éléments (£1,...,6™), ot m est le degré de transcendance différentiel
de D/k.

Définition 1.5 Un systéme D/k est dit différentiellement plat (ou plus simplement plat
sl est équivalent a un systéme purement différentiellement transcendant L/k. Une base
de transcendance différentielle y = (y',... .y™) de L/k telle que L = k<y> est appelée
sortie plate (ou linéarisante) de D/k.

Soit un systeme plat D/k muni d’une sortie plate y; alors D/k<y> est une extension
différentielle algébrique, qui admet ((),y) pour réalisation (I’état est 1’ensemble vide et
I'entrée est y): en d’autres termes, la connaissance de y permet de “calculer toutes les
trajectoires du systeme” sans intégrer d’équations différentielles. Clairement, un systeme
D /k équivalent & D/k est lui-méme plat, et admet y pour sortie plate. Notons également
que si g est une autre sortie plate de D/k, alors les systemes k<y>/k et k<y>/k sont
équivalents, et on a

¢'(y'g) = 0
V(yy) = 0,
pour i = 1,...,m, ou les ¢ 1" sont des polynomes sur k: & partir d’une sortie plate,

on peut donc fabriquer une infinité d’autres sorties plates par de telles transformations
“unimodulaires”.

Exemple 1.5 (suite de P'exemple 1.1) Prenons comme sortie y := (y',5?) avec

yto= 262¢% 4 (& + 832
y2 — 53.

En dérivant y!, on a
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i = g, ..
o= 2626k - 260(e! + E36Y).
On en déduit

8 = 4

222, ~ ' = 0
2820yl — ¥ (W) + W'yl — §'y()? = O
28 Ly + Mty + 2070y — 9'yG) = 0,

et il ne reste plus qu’a éliminer £* de la derniere équation & 'aide de I'avant derniere.
Ceci montre que £ est algébrique sur @(yl,g)l,gjl,yQ,QQ,y(23),y(24),y(25)), donc que le systeme
est plat.

On peut fabriquer une autre sortie plate § en posant par exemple §' = y" + ¢* et

7% := y?, la transformation réciproque étant donnée par y' = §* — 3 et y? = 7. O

Le théoreme 1.2 permet d’établir le lien entre platitude et linéarisation par bouclage
endogene: soient (x,u) une réalisation d’un systeme plat et y une sortie plate; pour v €

N™, (y,...,Yw)) est alors une extension dynamique classique de (z,u). En posant Y :=
(Y, - Yw)) et v := Y1), les équations définissant la réalisation (Y,v) s’écrivent
Y = AY + Bu,

ou la paire de matrices (A,B) est évidemment commandable (au sens usuel du terme).
D’apres les commentaires précédant le théoreme 1.2, il existe alors un ensemble z tel que

o(ut,w,zw) = 0
a(Fxzv) = 0

P(Yzz) = 0

pouri=1,....m,j=1,...p—n, k=1,...netl=1,....p, ol les o',a’,p' 1 sont
des polynomes sur k, avec p := v; + ... + vp,. Autrement dit, la réalisation (z,u) est
linéarisable au sens usuel du terme par un bouclage endogene classique. Réciproquement,
il est immédiat qu’une réalisation (x,u) linéarisable par bouclage endogene est plate. La
platitude est la formulation intrinseque de cette propriété.

Exemple 1.6 (suite de 'exemple 1.5) Choissisons la réalisation z := (£',£?) et u :=
(€3,6%). D apres les calculs précédents, on peut appliquer le théoreme 1.2 avec v = (2,5).

Posons donc Y = (yl,yl,y2,y2,y2,y(23),y(24)) et v = (yl,y(25)). I1 faut maintenant choisir 5

composantes de Y pour constituer z, de fagon que k(z,z) = k(Y'); un choix simple consiste
a prendre z := (y2,yz,y2,y(23),y(24)). Le bouclage linéarisant est alors donné par
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W= Sl
2u% (2! + 23u?) + vl — 2% = 0
Z'l — 22
22 — 2,3
23 — 24
#4 2°
2',5 — U2

Y

ol la deuxieéme équation n’est rien d’autre que I'expression de §j! calculée plus haut & un
changement de notation pres. Le changement de coordonnées s’obtient immédiatement a
partir des formules de I’exemple 1.5. a

Remarquons que dans 'exemple ci-dessus, 1'extension dynamique est quasistatique (i.e.

le bouclage linéarisant se compose d’un bouclage quasistatique suivi d’'intégrateurs purs):

en posant w := (v' u'), on a en effet les transformations réciproques

u = w?

202 (2! + w*u?) + w! — 2x2w%5) =0
w' = 22%ug) — 2u? (0t 4 iitu?)
w? = uh

Quand un systeme D/k n’est pas plat, on peut essayer de quantifier sa “non-platitude”
de la maniére suivante: si z est une entrée du systeme (i.e. une base de transcendance
différentielle de D/k), I'extension D<z>/k<z>est algébrique et son degré de transcen-
dance est fini. Ceci conduit a la

Définition 1.6 On appelle défaut du systeme D/k entier 6 défini par

0 := mind°tr D<z>/k<z> |

ot z parcourt 'ensemble des entrées de D/k. Une entrée y permettant d’atteindre ce
minimum est appelée sortie maximalement plate (ou plus simplement sortie maximale ).

Clairement, deux systemes équivalents ont le méme défaut, mais deux systemes ayant le
méme défaut ne sont pas forcément équivalents. Il est évident qu'un systeme est plat ssi
son défaut est nul. Le défaut correspond a la notion de “dimension non linéarisable” par
bouclage endogene, étendant ainsi dans le cadre algébrique une notion de [33]. Pour le
voir, on utilise le théoreme 1.2 en généralisant ce qui a été fait précédemment pour un
systeme plat: soient (z,u) une réalisation d'un systeme D/k de défaut § et y une sortie

maximale. On peut alors trouver un ensemble 7 := (n',....n°) tel que (n,y) soit une
réalisation de D/k<y>; pour v € N™, (n,y,...,yu)) est alors une extension dynamique
classique de (x,u). En posant Y := (y,...,yw)) et v := yu41), les équations définissant la

réalisation (n,Y,v) s’écrivent
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Y(mnY) = 0 (1.4)
Y = AY + Bu,

pour i = 1,...,8, ot les ¥¢ sont des polynomes sur k. Il existe alors un ensemble z tel que
o (u'w,z0) = 0
a(Fxzv) = 0

(e nY) = 0
" (ZnY) = 0

W(ﬁl»%z) =0
P(Yirz) = 0

pourt=1,...m,j=1,...p—n, k=1,...n, 1 =1,....0 et s = 1,...,p, ou les
a,a’ !t sont des polynomes sur k, avec p := vy + ... + v,. L’équation (1.4) est claire-
ment “le plus petit systeme non linéarisable par bouclage endogene”. Comme dans le cas
statique, ce systeme n’est pas unique et seule sa “dimension” ¢ est intrinseque.

Remarque 1.4 Un systeme plat n’est donc rien d’autre qu’un systeme linéarisable par
bouclage endogene. Une question intéressante est de savoir quels sont les liens entre la
linéarisation la plus générale (i.e. la linéarisation par bouclage exogene) et la platitude:
alors que de nombreux systemes issus de problemes concrets sont plats, les systemes qui
sont linéarisables sans étre plats ont l'air plutot rares. A I’heure actuelle, il ne semble
d’ailleurs pas que ’on en connaisse un seul exemple, et en fabriquer ne parait pas si facile.

O

1.6 Exemples de systemes plats

On donne ici trois exemples simples de systemes plats issus de la mécanique des so-
lides. Ces exemples sont intéressants en tant que “prototypes” de situations fréquemment
rencontrées en pratique. Comme souvent en mécanique, les équations les décrivant com-
portent des fonctions trigonométriques, résultant de la projections des équation de la dy-
namique dans un repere. Il est cependant tres facile de les réécrire sous forme algébrique
de la facon suivante: si a est une variable d’état représentant un angle, le changement de
coordonnées ¢ := tan § conduit a sina = 142r_tt27 cosa = =L 4 = pzr—tp et met le systeme
sous forme différentielle algébrique.

Pendule plan

Cet exemple est la réinterprétation d’un résultat plus général de [10]. Soit un solide plan
de masse m dont on sait commander les accélérations en un point A distinct du centre
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d’inertie G.. En appelant 6 ’angle entre la droite AG et la verticale, et z,z les coordonnées
de A, les équations du mouvement sont

T = u
z v
al = gsinf +wucosf +vsind,

1
avec a := p— +d, ou d est la distance AG et I le moment d’inertie en G.
m

AJ
'

Fi1G. 1.1 — pendule plan

Une sortie plate est fournie par y! := x — asinf, y? := z + acos . En effet, on établit
facilement
(Y -2+ —2)° = o
(W' — o) +9)— (=2 = 0
(y' — ) — (y* — z)tanf = 0.

Les deux premieres équations permettent de calculer x et z en fonction de la sortie. En
les dérivant, il est facile d’exprimer u et v en fonction des dérivées de y d’ordre au plus 4.
La troisieme équation permet de calculer 6; en posant ¢ := tan g, elle devient algébrique:

(L+8)(y' —2) = 2t(y* — 2) = 0.

On peut intepréter y = (y',y?) comme les coordonnées d’un point C' du solide, situé
sur la droite AG a une distance a de A. Ce point, appelé centre d’oscillation, est depuis
longtemps connu des mécaniciens (cf par exemple [46]): un pendule ponctuel AC (toute
la masse est concentrée en C') de masse m, oscille a la méme vitesse que le solide.

Avion a décollage vertical

Considérons avec [22] les équations simplifiées d'un avion a décollage vertical évoluant
dans le plan vertical:

Z = —usinf +evcost

Z = wucosh +evsind — 1

7

v,
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ou x et z sont les coordonnées du centre d’inertie de 'avion et 6 est 'angle de roulis
(i.e. orientation de l'avion par rapport a I’horizontale). Les commandes u et v sont res-
pectivement la poussée et le moment de roulis. Toutes les grandeurs physiques ont été
normalisées (ainsi “—1” représente 'accélération de la pesanteur); € est un (petit) coeffi-
cient traduisant le couplage entre le moment de roulis et ’accéleration latérale.

Une sortie plate est y! = 2 — esinf, y?> = z + e cosf. On vérifie facilement que

(Y —2)*+ (=2 = &
(' =)+ 1) — (-2 = 0
(y' —z)tanf — (y* — 2z) = 0.

Les commandes u et v s’obtiennent alors a partir de

wcosf = i+ 1+ e6%cosd
v(1+tan?0) = tand — 202 tan6.

La similitude avec 'exemple précédent est flagrante, ce qui n’est pas completement sur-
prenant quand on réfléchit a la signification physique du modele.

Camion a n remorques

L’exemple traité maintenant est un cas typique de systéme mécanique non holonome.
Considérons avec [36] les équations cinématiques d'un véhicule auquel est attaché un train
de n remorques, le timon de la remorque ¢ étant accroché au milieu de 'axe des roues
arriere de la remorque ¢ — 1. Les commandes u et v sont la vitesse de rotation des roues
arriére du camion et l'orientation de ses roues avant. Sous 'hypothese de roulement sans
glissement, on a alors

% = wcosf®
" = wusinf®
o = v
0 = “ian ©
do
0 = Esm@Zl I_ICOSQJ1 07)), i=1,...n,
di
avec (2%4°) coordonnées du point Py, milieu de 'axe des roues arriére du camion, ¢
vitesse de rotation de ces roues, et 0°, ... 0" orientations du camion et des remorques. Les
parametres d, . .. ,d, sont positifs (ce sont des distances).
Soient (z%y), i = 1,...,n, les coordonnées du point P;, milieu de I'axe des roues de la
remorque %:
= x— 22:1 dy, cos %

Yy = yo— Y . dpsindr.
On va montrer que les coordonnées de P, forment une sortie plate. Un calcul direct montre
que 7' = &' tan @ pour i = 0, ... ,n. Par ailleurs, 2! = 2° +d' cos 0 et y*~! = y* +d' sin 0"
ce qui entraine
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Fi1c. 1.2 — camion a n remorques

(o1 — () + (5)?) — (@dd)? = 0
(= — ()2 + () — (i) = 0.

Autrement dit, tan %, "' et y'~! sont algébriques sur R(z*,2*,5",9"). On en déduit faci-

lement que tan 6, 2° et y° sont algébriques sur R(z", ... 2 . 1),¥", .- Y4 1y)- De plus,

1

on exprime u, v et ¢ en fonction de #°,5°.0° par

(WP = @)+ ()
(@) + (30 tan? o =
vo= 9,

I
—~
QL
[«
.
o
~—
[\

ce qui montre que (z",y") est une sortie plate.

Il est intéressant de constater que dans ces trois exemples, la sortie plate correpond
aux coordonnées d'un point “remarquable” du systeme physique considéré.

1.7 Systemes entrée-sortie et découplage

On reformule ici certains résultats de [15, 16] sur le découplage des systeémes entrée-
sortie, en les précisant a 1’aide des notions précédemment établies.

Un systéme entrée-sortie (D/k,y) est un couple constitué d’'un systeme D/k et d'une
sortie y de ce systeme (i.e. y est algébrique sur D). On définit de méme une dyna-
mique entrée-sortie et une réalisation entrée-sortie. On pose m := d°tr dif D/k et y :=

(yl, CooyP).

Définition 1.7 Deuz systémes entrée-sortie (D1 /k,y1) et (Dy/k,y2) sont dits équivalents
(ou équivalents par bouclage endogene) si Dy /k ~ Dy /k et k<y;>/k ~ k<y,>/k.

Le rang différentiel de sortie p de (D/k,y) est le degré de transcendance différentielle de
k<y>/k. Le systeme entrée sortie (D/k,y) est inversible a gauche si p = m, inversible
a droite si p = p. Si m = p, inversibilité s droite et gauche sont équivalentes et on
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dira simplement que le systeme entrée-sortie est inversible. L’inversibilité a droite signifie
simplement qu’il n’y a aucune relation différentielle entre les composantes de la sortie.

Proposition 1.5 Un systéme entrée-sortie (D/k,y) est inversible a gauche ssi D est
différentiellement algébrique sur k<y>.

Preuve. Comme y est par définition algébrique sur D, I'énoncé signifie simplement
d°tr diff D<y>/k<y>= 0. Mais d°tr diff D<y>/k<y>= d°tr diff D/k—d°tr diff k<y>/k =
m — p, d’ou le résultat.. [ ]

Si p = m, linversibilité du systeme entrée-sortie signifie donc simplement que y est
une entrée de D/k. De plus, l'extension D<z> /k<z>est algébrique et son degré de
transcendance est fini.

Définition 1.8 On appelle défaut du systeme entrée-sortie inversible (D/Kk,y) le degré
de transcendance différentielle de D<y>/k<y>.

Remarque 1.5 On dira parfois pour insister défaut entrée-sortie du systeme (D/k,y),
pour bien faire la distinction avec le défaut du systeme D/k qui est une notion indépendante
de toute sortie. O

Le rang différentiel de sortie et le défaut sont des nombres importants pour le probleme
du découplage, que nous abordons maintenant. Notons qu’en pratique il n’est pas restrictif
de considérer quun systeme entrée-sortie (D/k,y) est inversible a gauche; en effet si son
rang différentiel de sortie est p < m, on peut toujours compléter ly par m — p éléments de
D qui ne “servent a rien” de facon a obtenir un systéme entrée-sortie inversible a gauche,
et on n’a pas changé les propriétés d’inversibilité a droite (au sens ou il y a toujours le
méme nombre de relations différentielles entre les composantes de la sortie).

Une dynamique entrée-sortie (D/k<u> ,y) est découplée s’il existe une partition
u = (u®,u’) et un multiientier v € NP tels que u® = Yw); chaque composante de la sortie
ne dépend donc que d’une seule composante de 'entrée. Un systeme entrée-sortie (D/k,y)
est découplable s'il admet une entrée u telle que (D<u>/k<u> ,y) soit découplée. On a
alors:

Théoreme 1.6 Un systeme entrée-sortie est découplable ssi il est inversible a droite.

Preuve. Soit (D/k,y) un systeéme entrée-sortie. S’il n’est pas inversible a droite, y est
lié sur k, et pour tout v € NP, y,) est aussi lié¢ sur k. Comme u est indépendant sur k,
il ne peut exister de partition u := (u®u) telle que u® = Y, ce qui fait que le systeme
n’est pas découplable.

Réciproquement, (D/k,y) inversible a droite signifie que y est indépendant sur k. On
peut alors partitionner v en (u®,u’) de sorte que v := (y,u?) soit une entrée de D/k, et il
est clair que la dynamique entrée-sortie (D<v>/k<v> ,y) est découplée. [ |

Corollaire 1.7 Un systeme entrée-sortie est découplable ssi il est équivalent a une dy-
namique découplée.
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Preuve. Deux systemes entrée-sortie équivalents ont évidemment le méme rang différentiel
de sortie. -

Le théoreme 1.2 permet de faire le lien entre ce résultat et la notion usuelle de
découplage par bouclage dynamique: soient (D/k,y) un systéme entrée-sortie inversible
de défaut § et (z,u) une réalisation de D/k; les commentaires faits apres la définition
du défaut de D/k a la section 1.5 montrent immédiatement qu’on peut transformer la
réalisation (x,u) par bouclage endogene classique et “changement de coordonnées” en une
réalisation

YY) = 0 (1.5)
y(z/) = 0,
pour i = 1,....,d, ol les 7" sont des polynomes sur k. L’équation (1.5), qui est de “dimen-

sion” 0 est la transcription algébrique de la notion de “dynamique des zéros” (cf [6, 28]).

Il est intéressant de constater que 1’on construit le bouclage découplant de fagcon “in-
trinseque” sans utiliser d’algorithme de découplage du type algorithme de Singh [43]: dans
la preuve du théoreme 1.2, on choisit simplement des composantes de y pour compléter
x en une base de transcendance et on calcule le bouclage par élimination; 1’algorithme
de Singh peut alors s’interpréter comme un choix particulier de ces composantes. On
trouvera dans [11] des résultats intéressants sur une autre approche “intrinseque” des
bouclages découplants. Au chapitre suivant, on ménera une démarche analogue dans le
cas analytique, ce qui permettra de s’affranchir des “fausses” singularités liées au choix

d’un algorithme.
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Chapitre 2

Point de vue analytique

Introduction

On veut étendre les concepts introduits dans le chapitre précédent aux systéemes ana-
lytiques
& = f(z,u),

avec f analytique sur un ouvert connexe d’'un espace vectoriel de dimension finie (comme
au chapitre précédent, u désigne un nombre arbitraire mais fini de dérivées de u); pour
respecter la terminologie usuelle, on appelle ici “systeme” ce qu’on aurait plutot appelé
“réalisation” pour étre cohérent avec le chapitre précédent.

Notons qu’une réalisation d’un systeme algébrique peut se mettre sous cette forme ex-
plicite au voisinage de presque tout point par le théoreme des fonctions implicites. Cette
situation est caractéristique du genre de généralisation qu’on va faire: on commence par
définir “le systeme f possede la propriété Prau point P”, et on dit ensuite que “le systeme
f possede la propriété Pr” s’il existe un point P tel que le systeme f possede la propriété
Pren P. A chaque fois la propriété Pr sera générique au sens suivant: si Pr est vraie
en un point, alors elle est vraie en presque tout point. On écarte donc completement le
probleme des points singuliers. Ce faisant, on perd bien str 'aspect “global” de I’approche
algébrique; en revanche, on a maitenant la possibilité d’utiliser des résultats d’existence,
typiques de la géométrie différentielle (cf par exemple les criteres de platitude du cha-
pitre 3). Notons que ce qui est fait dans ce chapitre pourrait étre étendu au cadre C'*°
moyennant les précautions d’usage.

Le chapitre est organisé de la maniere suivante: I’équivalence, les bouclages endogenes
et la platitude sont définis a la section 2.1, et un résultat analogue au théoreme 1.2 est
établi. La section 2.2 introduit le probleme de la construction a partir d’une sortie plate
d’un bouclage linéarisant autour d’un point donné, et le replace dans le cadre plus général
du découplage en un point d’un systeme entrée-sortie; ce genre de question est typique du
cadre analytique (dans le cadre algébrique, I'existence de bases de transcendance, jointe a
I'utilisation de I'algorithme d’élimination permet de construire globalement le bouclage, cf
section 1.7). Un bon outil pour traiter ce probleme est la filtration entrée-sortie associée a
un systeme entrée-sortie, dont I’étude a la section 2.3 constitue le plus gros de ce chapitre:
la premiere partie expose les propriétés “génériques” de cette filtration, et la seconde
les propriétés “ponctuelles”; la coincidence de ces deux types de propriétés conduit a la
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notion importante de régularité en un point d’'un systeme entrée-sortie; la troisieme partie
s’intéresse au comportement de cette filtration sous l'effet d'un bouclage. La section 2.4
clot le chapitre en montrant les implications de la notion de régularité, et en particulier
résoud le probleme du découplage en un point.

La notion de régularité en un point (dans le cas d’un point déquilibre) et le fait qu'un
systeme inversible et régulier en un point est découplable en ce point font 'objet d’un
article a paraitre [34].

2.1 Equivalence, bouclage endogene et platitude

On précise ici quelques conventions et notations utilisées par la suite. Lorsqu’on
considere un systéme @ = f(x,%), on suppose que son domaine de définition est X x U,
avec X ouvert de R" et U := Uy X ... x U, produit de k + 1 ouverts de R™, k étant un
entier “suffisamment” grand (on travaille en fait dans l’espace des jets infinis de U, avec
des objets ne dépendant que d’un nombre fini, mais arbitraire de jets de u); on notera
T, T, Ty, €tc, les projections canoniques sur X,Uy,U;, etc; on désignera toujours par N
un point (z, u) de X x U. De méme, on supposera que le systeme ¢ = g(y,0) est défini
sur Y x V ouvert de RP? x (R™)¥*! et on désignera par P un point (y,v) de Y x V. On
appellera B un bouclage dynamique sur f de la forme

u = «afx,z,0)
z = a(z,z,0),

défini sur un ouvert X x Z x V .C R™ x R? x (R™)**1, et on désignera par Q un point
(x,2,0) de cet espace. Le systéme bouclé sera noté f . On utilisera parfois le systeme f )
v € N obtenu a partir de f par

T = f<x>ﬂ)
Upy = U
(I'état est T := (z,u,...,uu)) et l’entree est U 1= U(,41); comme au chapltre précédent, on
écrit (z,u,...,uq)) pour (z',... 2", ,uzy, n)s i =1,...,m (avec u_;y := 0) et ug,)
pour {u%yl), co Uy })- On écrira f pour f(l,) avec v “suffisamment” grand. Si r € N, on

pose fi) := fuy, avec v = (r,...r) € N™
Si k est une application deﬁme sur X x U, on notera, sauf ambiguité, k sa prolongation
(ou dérivee totale) par rapport a f, i.e. k:= Dk.f = Lzk; st k est définie sur Y x V, on

poseradememek = Lgk, et&kestdeﬁmesurXxeV k = Ly k

Comme au chapitre precedent on dira que le systeme f est classzque s’il ne dépend pas
des dérivées de u d’ordre > 1 (Lie. & = f(z,u)). De méme, le bouclage B est dit classique
si ni & ni a ne dépendent des dérivées de u d’ordre > 1.

Donnons pour terminer une définition qui est 'adaptation d’une notion classique
de géométrie différentielle. Soient f et f deux systemes i = fzu) et I = f(i,ﬂ)
définis respectivement sur X x U, voisinage de Ny := (SL’O,UO) et X x U, voisinage de
Ny := (Zo,Tp). On dit que f et f sont conjugués en (NO,NO) s’il existe un difféomorphisme
(analytique) ® d'un voisinage de xy sur un voisinage de Ty tel que ®(zg) = Zo et



2.1. EQUIVALENCE, BOUCLAGE ENDOGENE ET PLATITUDE 27

f(®(z)@) = D®(x).f(x,G); on a bien sir une relation réciproque en utilisant I'inverse
de ®.

On peut maintenant entrer dans le vif du sujet: dire que deux systémes (au sens
algébrique) sont équivalents signifie qu’il y a une correspondance (algébrique) biunivoque
“sans intégrales” entre leurs trajectoires; pour étendre cette notion au cadre analytique,
on va demander que cette correpondance soit analytique, ce qu’on énonce de la fagon
suivante:

Définition 2.1 Deuz systemes [ et g sont équivalents en (Ny,Py) s’il existe quatre ap-
plications analytiques ¢ : Y xV — R*, ¢ : X xU — R, o : Y x V — R™ et
B: X xU — R™ telles que Ny = (p(P),a(P)), Py = (¥(No),3(No)) et, pour tout
(ry0,0) € X xY xUxV,

- 901#(957@):? 7ﬂ)) ( 1

= a((zu),5(zu))
Yy = ¢(<P(yﬁ)aa yﬂ_J) 3

v ﬁ(gp(y,@),@( U
g((x,),B(x)) = Dy(za).f(x.u) (2.5)
fle(y0)aly,v) = Do(y,v).9(y,v). (2.6)

Deux systéemes f et g sont équivalents s’il existe des points (No,Fy) tels que f et g
sont équivalents en (Ny,Py).

Autrement dit, si (z(t),u(t)) est une trajectoire de f alors (¢(z(t),u(t)),5(x(t),u(t))) est
une trajectoire de g; de plus, il existe une unique trajectoire (y(t),v(t)) de g telle que
(x(t),u(t)) = (e(y(t),0(t)),a(y(t),v(t))). On a évidemment un enoncé similaire en inter-
vertissant f et g. On peut aussi interpréter définition en disant que les systemes étendus
f et g sont “conjugués sur I'espace des jets infinis”. Comme au chapitre précédent, on
dira parfois pour insister que les systemes f et g sont équivalents par bouclage endogene.
Clairement, si deux systémes sont équivalents en (Ny,Fp), ils sont aussi équivalents en
tout couple de points (N,i)(N)) pour N appartenant & un voisinage de Np; notons aussi
que si deux systémes sont équivalents, ils sont équivalents en (IN,2)(/N)) pour presque tout
N. On a bien sur des énoncés analogues en échangeant les roles de N et P.

Une conséquence immédiate de la définition est que deux systemes linéaires comman-
dables ayant le méme nombre de commandes sont équivalents.

Cette définition de 1’équivalence dans le cadre analytique est bien une généralisation
de I'équivalence dans le cadre algébrique: deux systemes algébriques équivalents au sens
algébrique le sont aussi au sens analytique, mais la réciproque est fausse (la correpondance
entre les trajectoires peut étre analytique sans étre algébrique).

Pour définir I'tnversibilité d'un bouclage on transpose une propriété évidente d’un
bouclage algébrique:
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Définition 2.2 Un bouclage B est inversible au point QQg si pour tout r € N les appli-
cations o, d, ... oy sont indépendantes en Qo (c’est a dire les m(r + 1) différentielles
da(Qo), - - - ,daér)(Qo), i=1,...,m sont linéairement indépendantes sur R).

Un bouclage B est inversible sl existe un point Qo tel que B est inversible en Q).

Pour définir un bouclage endogene, on généralise le fait que les variables z et v d'un
bouclage endogene algébrique sont “engendrées” par x et u, ce qui s’écrit:

Définition 2.3 Un , bouclage B est endogene au point Qo s’il existe deux applications
analytiques k- X xU — R? et A : X x U — R™ telles que pout tout (z,2,0) € X x Z XV,

k(z,a(x,z,0)
A z,a(z,2,0)

= Z

)
) = v
Un bouclage B est endogene s’il existe un point Q) tel que B est endogéne en ()q.

On reviendra a la section 2.4 sur certains aspects des deux définitions précédentes et leurs
liens avec un critere analogue au critere 1.4, qui permettra de verifier concretement qu’un
bouclage est endogene.

Pour établir un lien entre équivalence et bouclage endogene, analogue au théoreme 1.2,
on a également besoin d'une notion d’extension dynamique.

Définition 2.4 Soient f et g deux systémes. On dit que g est une extension dynamique
de f en (Ny,Py) s’il existe un point Qq := (20,20,00) € X x Z x Vet un bouclage B défini
sur un voisinage de Qo, vérifiant a(Qy) = Uy et inversible en Qq, tels que fg et g sont
conjugués en (Qo,Fo).

On dit que g est une extension dynamique de f s%l existe des points (No,FPy) tels que
g est une extension dynamique de f en (No,Pp).

L’extension est dite endogéne en (No,Fp) (resp. endogéne) si le bouclage B est endogene
en Qo (resp. endogene). Elle est dite classique, s'il est possible de trouver un bouclage
B classique vérifiant la définition. On a alors le résultat important suivant, qui relie la
notion d’équivalence a cele de bouclage et analogue dau théoreme 1.2:

Théoreme 2.1 Soient [ et g deux systémes équivalents en (Ny,Py). Pour v € N™ suffi-
samment grand, g, est une extension dynamique endogéne classique de [ en (No,Fp)-

Preuve. Posons 7 := (y,...,yw)), ¥ := Yw+1) €t § := gp). Pour v suffisamment grand, g
est un systeme classique, et il existe par définition de ’équivalence des applications ¢,«, 3
telles que

v = o((zu) (2.7)
u = a(zu),p(zu) (2.8)
g = v(e()a(yv)) (2.9)
v = Ble®)a(y,0) (2.10)
fle@)a(y,0)) = De(y)-9(4,0) (2.11)
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La relation (2.7) implique que ¢ est de rang maximum n au point go; on peut, quitte a le
restreindre, partitionner Y en Y x Y € R” x RP~" de facon que I’application

®(y) = (¢(9):7" (7))
soit un difféomorphisme dans un voisinage de gy (on dénote les projections canoniques
par 7@ et 7°). Ce difféomorphisme admet un inverse ¥ défini sur un voisinage X de &g :=
® (7o), que 'on peut également supposer de la forme X x Xb ¢ R" x RP~". Clairement,
7o ® = 7, ce qui entraine 7’ o ¥ = ¥ 0 ® o ¥ = 7¥; on a aussi (7o) = p (o) = To.
Considérons alors le champ de vecteurs

i) = ( f(m(2),0(¥(),0)) >

o g(¥(2)0)

défini sur X x V. En posant (z,2) := (7%(#,7%(%)), on voit que ceci définit un bouclage
B sur le systeme f. En posant &(z,0) := a(¥(Z),0), et en prolongeant la relation (2.8), il
est immédiat que &(Qy) = Uy et que B est inversible en Q. De plus, sur un voisinage de
(o, on a en utilisant (2.11)

i - ( L0000 ) _ :
P(y),0) = L Do v
Faa) = (100 9)-35:),
et réciproquement, i.e. f et § sont conjugués en (Qo,Fp). Autrement dit § est une extension
dynamique de f en (N, FPp).

I1 reste a montrer que B est endogene en Qy; en écrivant les relations (2.9) et (2.10)
pour 7 := U(Z), on a

U(z) = ¥(po¥(z)a(¥(z)))
= Y(r*(2),a(¥(1)0))
v o= BlpoV(F)a(V(r)))
= Br(z)a(¥(z),0))
Comme 2 = 7°(X), on en déduit
V2,20 z = 7wtot(r,a(V(z,2)0))=:rk(z,z20)

)
v = [z,a(V(x,2),0)) = \Nz,2,0),

ce qui conclut la démonstration. [ |

On a également un résultat réciproque, ce qui montre que 1’équivalence et les bouclages
endogenes sont bien deux facettes de la méme notion:

Théoréme 2.2 Si g est une extension dynamique endogéne de f en (No,FPp), alors f et
g sont équivalents en (No,Fp).

Preuve. Par définition, il existe un point Qy := (x¢,20,00) et un bouclage endogene B
défini dans un voisinage de ce point, vérifiant @(Qy) = Uy et inversible en @y, tels que fg
et g sont conjugués en (Qo,Fp). Il existe donc un difféomorphisme ¢ défini sur un



30 CHAPITRE 2. POINT DE VUE ANALYTIQUE

voisinage de y telle que (zg,20) = ®(vo) et fr(P(y),v) = DP(y).g(y,v). On vérifie alors
facilement que les quatre applications y,a,1,3 définies par

p(y,0) = myoV(y)
a(y,v) = a(¥(y))
Y(xa) = U (a,k(x,7))
Blzu) = Nazu),

ol k et A sont les applications de la définition 2.3, vérifient les six relations de la définition 2.1.
|

Terminons cette section avec la notion de platitude. Au chapitre précédent, on a défini un
systeme plat comme étant un systeme équivalent a un systeme purement différentiellement
transcendant, ou, ce qui revient au méme, équivalent a un systeme linéaire commandable.
Il est donc naturel de poser:

Définition 2.5 Le systéme f est dit plat au point Ny s’il existe un point Py tel que f est

équivalent en (No,Py) a un systéme linéaire commandable défini autour de Py. L’applica-

tion ¢ de la définition 2.1 est alors appelée sortie plate (ou encore sortie linéarisante ).
Le systeme [ est dit plat sl existe un point Ny tel que f est plat en point Nj.

Pour se conformer a 'usage, on notera h (au lieu de ) pour une sortie plate. Le contenu
intuitif de la platitude est le suivant (on particularise la discussion de la définition 2.1):
si (z(t),u(t)) est une trajectoire de f, il existe une unique application y(t) telle que
(x(t),u(t)) = (p(y(t)),x(y(t))). Réciproquement, toute application y(t) définit une tra-
jectoire (2(7(1))a(F(1))) de f.

D’apres les théormes 2.1 et 2.2, il est immédiat qu'un systeme est plat ssi il est
linéarisable par bouclage endogene.

2.2 Construction de bouclages et découplage

Etant donné un systeme fplat en Ny, muni d’une sortie h plate en Ny, il est possible
par le théoreme 2.1 de construire un bouclage B défini sur un voisinage de @)y avec
a(Qo) = Uy tel que f 5 et h(,) = v sont conjugués en (No,h(No)); pour utiliser directement
le théoreme, il faut aussi connaitre les applications ¢ et « de la définition 2.5. On montrera
a la section 2.4 que la connaissance de h suffit pour construire le bouclage. En fait, on
résoudra le probleme plus général du découplage régulier. Afin de poser le probleme,
donnons d’abord quelques définitions.

Soit un systeme entrée-sortie (f,h)

t = f(zu
y = h
avec f et h := (h',... h*) analytique sur un ouvert connexe X x U du pointNy. Ce
systeme est découplé si on peut partitionner U en U?® x U® C R® x R™~* de facon qu’il
existe v € N tel que h(,y = u®; il est découplable en Ny, s’il existe un bouclage B
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= or,z,0)
z2 = a(x,z,0)

défini sur un voisinage d'un point Qo € X x Z x V, avec a(Qq) = Ty, tel que le systéme
entrée-sortie bouclé (fp,hp)

t = f(zx,a(zr,z0))
z = a(x,z,)0)
y = h(z,a(x,z0))

est découplé. Il est découplable s’il existe un point Ny tel qu’il est découplable en Ny. Pour
insister, on dira parfois régulicrement découplable en Ny au lieu de découplable en Ny.

Le probleme du découplage “générique” a été largement étudié (cf [43, 37, 12, 38,
13, 4]). A Taide d’algorithmes d’inversion, il est possible de construire explicitement un
bouclage méromorphe découplant ssi le systeme est inversible a droite; cependant, ce
bouclage peut éventuellement prendre une valeur infinie au point (). Une condition,
dite de régularité forte, permet de garantir que cela n’arrive pas: si le systeme (f,h)
est fortement régulier en Ny, alors il est régulierement découplable en Ny (en fait il y a
plusieurs variantes de cette notion, cf également [41, 24, 25, 3]). Il est bien connu que cette
condition n’est pas nécessaire; il a méme été montré ([40]) que les bouclages construits
a partir de ces algorithmes ne sont pas assez généraux pour découpler régulierement un
systeme. Un des résultats nouveaux de ce chapitre est une condition nécessaire et suffisante
pour résoudre ce probleme.

2.3 Filtration entrée-sortie

Soit un systeme entrée-sortie (f,h)

T = f(:L‘,U)
Yy = h(iB,U),

avec f et h analytiques sur un ouvert connexe X x U C R" x R™. Pour simplifier, on
ne considere ici que des systemes classiques; 'adaptation des résultats aux systemes non
classiques, qui est tres facile, est exposée au paragraphe 2.3.2.

Un certain nombre de propriétés de (f,h) sont liées a la filtration entrée-sortie (E,),cz
du M-espace vectoriel span ,{dm,,dmz} définie par

E, =0, v< =2

E_y = span,{dnr,},

E, = spany{dn,dh,....dh.}, v=>0,
ot M désigne le corps des fonctions méromorphes sur X x U, et dk la différentielle de
application k := (k', ... k*) définie sur X x U; on écrit un peu abusivement span , {dk}
au lieu de span . {dk',... ,dk*}; rappelons que m,,m,,m,, etc désignent les projections ca-

noniques sur X,Uy, Uy, etc. Cette filtration a été initialement introduite dans [4], puis a
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été utilisée dans le cadre algébrique (cf [11, 2, 1]). Alors que les démonstrations dans [4]
reposent esentiellement sur un algorithme d’inversion, I’approche algébrique, fondée sur
I'existence d’un polynome numérique classiquement utilisé en algebre, est beaucoup plus
synthétique. On s’est fortement inspiré de ce point de vue, aussi bien pour les pro-
priétés “génériques” (paragraphe 2.3.1) de la filtration entrée-sortie et ses propriétés
ponctuelles (paragraphe 2.3.3) que pour son comportement sous I'action d’un bouclage
(paragraphe 2.3.4).

I1 est immédiat que la filtration n’est pas modifiée par un bouclage statique (inversible)
sur f mais l’est par un bouclage dynamique; on verra a la section 2.3.4 que les coefficients
de son polynome numérique sont par contre invariants par bouclage endogene (inversible),
ce qui montre que l'objet important est ce polynome, et pas la filtration elle-méme.

2.3.1 Propriétés génériques

La brique de base qui permet de montrer I'existence d'un polynéme numérique est le
théoreme 2.3; c’est le pendant dans le cadre analytique d’un résultat de [11]. Dans les
démonstrations, on a souvent utilisé la propriété suivante: si k est une fonction définie

sur X x U, alors ak = Lydk = dLsk = dk, en utilisant le fait que la dérivée de Lie et la
dérivée extérieure commutent.

Théoréme 2.3 Vv >0, dimE,/E, | = dim E, N Uy, avec Uy := span {dm,}.

Preuve. On commence par montrer que pour tout v > 0, dimE,/E, ; < dim E, N
Up. Comme Ey C span,,{dm,,dm,}, c’est vrai a ’étape 0. On suppose que c’est vrai a
I’étape Ov et on pose k := dim E,/E,_;. A un réindicage pres des composantes de h, on
a kb, =FE_1& spanM{dh%V), e ,dh’(“y)}. Il existe alors un sous-espace V' C Uy tel que
E,s1=(E, + spanM{dh%VH), . ,dh’(“yﬂ)}) @ V. On en déduit

dmFE, /B, < dimE,/E, ,+dimV
dim £, NUy + dimV
dim(E, NU,) &V
dlm(E,, + V) N Uo
dim E, .1 N U.

VAN VAR VA VAN VAN

La réciproque va étre démontrée en trois points:

(a) Soit [ := dim E, N Uy. On peut partitionner u en (u®u’) € R! x R™~! de facon que
Uy C E, + span {dm}. Pour v > 0 on pose

U, = spanyddmy,...dm,,}
Ul = spany{dmp,...drs }.

On va montrer que pour p >0, U, C E, 4, + U/i’. C’est évident a I'étape 0; si c’est vrai a
I’étape p, alors
Uu+1 - Eu+u+1 + UO + UZ+1
C Byppn + (B, +U5) +Up
- Eu+u+1 + UZ+1-
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(b) Soit j := dim B, /E,_;. Posons h := (h!,... h7) et pour v > 0, définisoons E, :=
span {dnz,dh, ... ,dhg)}. En renumérotant les composantes de h, on a alors E, = E,_; +
E,. On va montrer que pour p > 0, K, + Ufj CE, 1 +E, 1+ U}j. C’est vrai I’étape 0.
Si c’est vrai a ’étape p, alors

Eyypr1 + U£+1 C E,+ E~’u+u+1 + Uy + U3+1

C E,+E qyn+ (B, +U)+UL,
- EL‘+'EL+y+1%‘§$+1

C (B, +~Eu) + FEyppn + U3+1

C

-EL—1'+%EL+M+1'+IJ£+1~

(c) D’apres (a) et (b), U, C B,y + Eyyy + U pour y > 0. Or dim U, = m(p + 1),
dim U} = (m —1)(p+ 1), dim E, < pv 4+ n et dim B,y <j+p+1)+n. Ceci entraine
m(p+1) < (m+j—1)(u+1)+ kK avec k indépendant de p. Pour que cette inégalité soit
verifiée pour tout p > 0, il faut donc j > [, i.e. dim E,/E,_; > dim E,, N Uj. [ ]

On en déduit immédiatement:
Corollaire 2.4 Vv >0, dim E,1/E, > dim E,/E,_;.

On peut alors énoncer le résultat essentiel de cette section, qui est 'existence d’un po-
lynome numérique semblable au polynome de Hilbert de ’algebre différentielle.

Corollaire 2.5 3 p,d,vy € Z tels que ¥ v > vy, dim E, = p(v + 1) + 4.

Preuve. Une suite d’entiers croissante et majorée est stationnaire a partir d'un certain
rang, donc il existe p,vy tels que pour v > vy, dim E,/E,_; = p. On en déduit que pour
vz W,
dimFE, = dimE, 1+ p(v—vy+1)
= p(v+1)+dimE,,_1 — pry,

et on pose ¢ :=dim F,,_1 — p1yp. [ ]

Il existe bien str un plus petit entier vy, noté o, qui vérifie le corollaire. On a ainsi mis
en lumiere trois nombres, dont I'importance justifie une définition.

Définition 2.6 On appelle p le rang, § le défaut et o 'index du systéme (f,h).

Remarque 2.1 Le rang, le défaut (également appelé pour insister défaut entrée-sortie)
sont clairement les analogues du rang différentiel de sortie et du défaut entrée-sortie définis
dans le cadre algébrique a la section 1.7.

On a choisi d’appeler o lindex de (f,h) en référence a la notion classique d’index
utilisée en analyse numérique des équations différentielles implicites (cf [21]). O

Pour donner les premieres propriétés de ces nombres, il est utile d’introduire la filtration
(yL)VEZ:

Y, = 0, v <0

Y, := spany{dh,...,dhy}, v>0.
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Proposition 2.6 Vv >0, dimY, /Y, <dimVY,/Y, ;.

Preuve. S’il y a s relations liant les dh(,) modulo Y,_;, on obtient en les dérivant s
relations liant les dh(, 1) modulo Y. [ |

Proposition 2.7 Vv >0, dimVY, /Y, ; >dim E,/E, ;.

Preuve. Comme Y, ; C E,_;, s relations entre les dh() modulo Y,_; induisent s
relations entre les dh(,) modulo F,_;. [ |

Corollaire 2.8 Vv >n, p=dimE,/E, ; =dimY, /Y, 1 = p.

Preuve. D’apres la proposition 2.6, pour v > 0,

= dim Y_l + ZZZO dim YH/YM—l
> (v+1)dimY,/Y, ;.

Par ailleurs le corollaire 2.4 implique que pour v > 0,

dim E, dimE_; + ZZ:O dimE,/E, 1

< n+(v+1)dimE,/E, ;.
Comme dimY, < dim FE,, on en conclut que pour v > 0,
(v+1)(dimY,/Y,-1 —dim E,/E,_1) < n,

ce qui entraine dimY, /Y, 1 < dimE,/E,_; pour v > n, et donc, d’apres la proposi-
tion 2.7, dimY, /Y,y =dim E,/E, ;. La suite dim Y, /Y, _; étant décroissante et la suite
dim E,/E,_; croissante, on a pour v > n dim E,/E, ; = dimY, /Y, 1 = constante, et
cette constante est forcément égale a p. [ ]

On peut maintenant borner p, § et . Il est facile de voir que ces bornes sont strictes.
Proposition 2.9

(i) 0 < p < min(m,p)

(i) 0<do<n

(iii) 0 <o <n-1.

Preuve. (i) est évident. (iii) découle du corollaire 2.8. Par ailleurs on a montré dans la
preuve de ce corollaire que

(v+1)dimV, /Y, <dimE, <n+ (v+1)dim£E,/E,_ 1,

ce qui entraine (ii). [

L’importance de p est liée au concept d’inversibilité, dont les implications sont étudiées
dans les pages suivantes.
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Définition 2.7 On dit que le systéme (f,h) est inversible a droite si p = p, inversible a
gauche st p = m, inversible si p = m = p.

Comme dans le cadre algébrique, 'inversibilité a droite signifie que les sorties sont diffé-
rentiellement indépendantes. L’inversibilité n’est en pratique pas une restriction, car on
peut toujours compléter h par des composantes de u sans modifier les dépendances entre
les composantes de y; en particulier, on peut ainsi transformer un systeme inversible a
droite en un systeme inversible.

On va maintenant relier p,0 et ¢ a la notion plus classique de structure a l’infini
(cf [35, 4]). On pourra se reporter a I’exemple filex pour une illustration de cette définition.

Définition 2.8 On appelle ’entier o, = dim E,/E, 1 le nombre de zéros a l'infini
d’ordre inférieur ou égal a v et [’entier o, le nombre de zéros a l'infini. La structure
a linfini est la liste Yoo := {ny,...,ny, } des indices v pour lesquels o, — 0,1 # 0, avec
o_1 :=0, ces indices étant répétés o, — 0,1 fois (i.e. la structure a linfini est la liste des
ordres des zéros a l'infini).

On a alors:

Proposition 2.10

(i) p est égal au nombre de zéros a linfini
o
(ii) 6+ ni=n
i=0

(iii) o + 1= max n,.

i=1,...,p

Preuve. (i) résulte du corollaire 2.8. (ii) découle du fait que pour v > 0,
p
dimE, =n + Zmax(u +1—n;,0),
i=1
donc pour v > max;—;,__,n;,

dimE, = n+>" (v+1—n;)
= plv+1)+n—->" n,;

ce qui entraine 6 = n — Zle n;. On en tire aussi que pour v < max;—i,__,n;, dimF, #
p(v+1) +4, dou (iii). [

On va illustrer les notions développées par un exemple simple.
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Exemple 2.1 Considérons le systeme

-1
2
-3
-4

8 8 8 &

h'(x)
h? ()

8

En dérivant les sorties, on trouve

hY(N) T
h'(N) = =z
RY(N) = u!
h3(N) = a2t
R3(N) = x3(1 —ut)
R3(N) = u?(1 —ub) —a23u!
hiy(N) = 1.1'2(1 —ul) — 23t — 2utu? )
h%fl)(N) W21 —u') — 23 u(3) — 3utu? — 3itu?
En différentiant ces relations, on construit les espaces E,:
Ey = spany{dm,}
E, = spany{dmr,,msdm,q}
= span{dm,,dm,}
Ey = spany{dm,,dr,a,(1 — mu)dm,2 — madmg }
Es = spany{dr,,dma,drg, (1 — m)dme, (1 — mp)dmge — madmg — 2mpdm,2 }
= span {dm,,dmy,dmg, (1 — w1 )dmge — meadmg b

On a alors dim Ey = 4, dim F; = 5, dim Fy, = 6 et dim E3 = 8. Le saut de dimension
maximum est atteint, d’otu dim E,, = 2(v + 1) pour v > 2. On en déduit p = 2 (i.e. le
systéme est inversible), 6 =0, 0 = 2 et X, = {1,3}. O

2.3.2 Systemes non classiques

Pour étendre les notions développées dans le paragraphe précédent aux systemes non
classiques, regardons d’abord comment elles se transportent au systeme retardé (f(x),h):

Uk+1) = U
Yy = h(z,u).
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Ayant rajouté k dérivées de u dans I’état, on est naturellement amené a considérer la
filtration (E*),cz de span {dm,,dry} définie par

El'lf = O, v< -2
E*, = spany{dr,,dm,,... A by
EY = spany{dr,,dm,,... Ay sdh, .. dhoy}, v >0,

Proposition 2.11 V v,k > 0, dim El’f+k+1/EZ’f+,€ =dimE,/E, ;.
Preuve. Il suffit évidemment de considérer £k = 0. On a alors
dim E8+1/EB = dim(E,.1 + Uy)/(E, + Uy)
= dimFE,,; + dim Uy — dim(E, 11 N Up)
— (dlm E,+dimU, — dlm(E,, N U()))
= dimFE,,,/E, — dim(E, 1 NUpy) + dim(E, N Uy)
= dim Eu/Eu—la

ol la derniere égalité résulte du théoreme 2.3. [ ]

Corollaire 2.12 Pour tout k € N,

(i) p™ =p

(if) 6™ =56+ (k+1)(m —p)

(iii) oW =k+1+0

iv)Vi=1,...0, n¥=k+1+n,.

Preuve. D’apres la proposition précédente, on a, pour v > o + k + 1,

dmE: ., = dimE, +dimE_; + dim Ef
= plv+1)—n+(mk+1)+n)
= p(v+k+2)+(m—p)(k+1)+4,

et I’énoncé s’en déduit immeédiatement. [ |

En particulier, p et d se conservent quand ( f,h) est inversible a gauche, ce qui rappelons-le,
n’est pas restrictif en pratique.
Soit maintenant un systéeme général

r = f(z,)
Yy = h<I7ﬂ)7

Si ce systeme est inversible a gauche, il suffit de "rajouter” dans ’état suffisamment de
dérivées de u, i.e. d’utiliser la filtration (El(,k)),,ez pour n’importe quel k£ suffisamment
grand (on peut prendre par exemple l'ordre de la plus grande dérivée de u effectivement
présente); p et § sont alors parfaitement définis. On peut également associer une structure
a I'infini en posant:

Définition 2.9 (Structure a l'infini généralisée pour un systéme inversible a gauche)
n; 1= ngk) — k.

La cohérence de cette définition est assurée par le corollaire. Notons que certains des n;
peuvent étre négatifs et que d’autres peuvent étre supérieurs a n.
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2.3.3 Propriétés ponctuelles

La filtration (E,),cz donne des renseignements génériques. Pour avoir des informations
“ponctuelles”, on la “spécialise” en un point N := (z,u) en considérant la filtration
(E,(N)),ez du R-espace vectoriel spang{dmr,(N),dmz(N)} définie par

E,(N) = 0, v< =2
E_1(N) := spang{dnm,(N)},
E,(N) = spang{dr,(N),dh(N),...,dho (N)}, v =>0.

Des chutes de rang pouvant survenir, on a évidemment dim F,(N) < dim E,. Les pro-
priétés de (E,(N)),ez sont lies au systéeme tangent en N a (f,h) noté Tn((f,h)) ou
(0f(N),6h(N)):

52 = 0.f(N).6x + 0, f(N).ou
Sy = 0,h(N).0x + d,h(N).ou.

De maniere générale, si k est une application définie sur X x U, on notera 6k(N) :=
Oxk(N).0x + O0zk(N).6u. On peut alors considérer la filtration (TyE,),ez du R-espace
vectoriel spang {07, (N),0mz(N)} définie par

E,(N) := 0, v< =2
E_1(N) := spang{dm.(N)},
E,(N) = spang{ém,(N),0h(N),...,6hw)(N)}, v >0,

et on montre facilement:

Proposition 2.13 Vv € Z, dim E,(N) = dim Ty E,.

Preuve. On vérifie immédiatement que si on identifie dr,(N) avec 67, (N), et dm,, (V)
avec 07y, (N), on a dk(N) = 6k(N). [

Cette remarque prend tout son interét quand T (f,h) est stationnaire, donc en particulier
quand N est un point d’équilibre de (f,h): tous les résultats des paragraphes précédents
s’appliquent alors directement; ce n’est en général plus le cas pour un point N quelconque,
mais on va voir que certaines propriétés essentielles sont néanmoins préservées.

Théoréme 2.14 V v > 0, dim E,(N)/E,_1(N) = dim(E, N spang{dm,(N)}).

Preuve. Adaptation immédiate de la preuve du théoreme 2.3. [ |
Comme dans le paragraphe 2.3.1, il vient alors:

Corollaire 2.15 3 vy,p(N),0(N) € Z tels queV v > vy, dim E,(N) = p(N).(v+1)+0(N).

On peut également définir un index o(IV) et une structure a U'infini {n;(V), ... ,nex) (V) },
et on conserve des relations semblables a celles de la proposition 2.10. Par contre les
propositions 2.6 (décroissance de la suite dimY, /Y, _1) et 2.7 ne sont plus valables, ce qui
fait que (V) ne peut étre minoré ni o(N) majoré, comme dans la proposition 2.9 (cf
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exemple 2.2).

Introduisons maintenant une notion importante:

Définition 2.10 (f,h) est dit régulier en N si 3 vy € N tel que V v > 1, dim E,(N) =
dim F,.
La régularité en Ny est donc équivalente a dim F, (N) = constante sur un voisinage de Ny
pour v > 1. Cette formulation est typique de 'usage des filtrations: on demande qu’'une
propriété soit vraie “a partir d'un certain rang”. Le systeme (f,h) est dit réguliérement
inversible (a gauche, a droite) en N §'il est régulier en N et inversible (a gauche, a droite).
Un critere simple permet de tester la régularité avec un volume fini de calculs:
Proposition 2.16 (f.,h) est réqulier en N ssi dim E,,(N) = dim E,,.
Preuve. D’apres le théoreme 2.14, la suite dim E,(N)/E,_1(N) est croissante. Elle est
forcément majorée par p, sinon on aurait dim E,(N) > dim £, pour v suffissamment grand.
Si dim E,(N) < dim E,,, alors pour v > n
dimE,(N) < dimE,(N)+ p(v —n)
< dim E, + p(v —n)
= dimF,,

et (f,h) n’est pas régulier en N.
Supposons dim E,(N) = dim E,,. Si dim E,,(N)/E,_1(N) < p = dim E,/E,,_,, alors
on aurait
dimE, 1(N) > dimE,(N)—p
> dimFE, —p
= dim En—la

ce qui est impossible. On a donc dim E,,(N)/E,,_1(N) = p et pour v > n, dim E,(N) =
dim FE,. [ |

La régularité autorise donc certaines chutes de rang pour v < n. En particulier il n’est
pas nécessaire que (f,h) et son tangent aient la méme structure a l'infini; par contre,
la régularité forte (cf définition intrinseque de [3]), exige dim E,(N) = dim E, pour
t =0,...,n. Les seuls nombres importants sont en fait rang p et le défaut 94:

Proposition 2.17 (f,h) est régulier en N ssi p(N) = p et 6(N) = 9.
Preuve. Pour v suffisamment grand,

dimFE, = pv+1)+0
dim E,(N) = p(N).(v+1)+§(N).

La régularité de (f,h) en N implique donc (p — p(N))(v + 1) + 6 — §(N) = 0 pour v
suffisamment grand. Mais comme p,0,p(N),0(N) ne dépendent pas de v, il faut p(N) = p
et §(IN) = 0. La réciproque est évidente. [

On a également un corollaire immédiat de la proposition 2.16:
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Corollaire 2.18 Si (f,h) est régulier en N, alors o(N) <n — 1.
Concluons par un substitut de la proposition 2.6, qui sera utile pour le découplage.
Proposition 2.19 Si (f,h) est régulier en N, alors ¥ v > 0, dimY,(N) > p(v + 1).

Preuve. Soit ;1 < n le plus entier tel que dim E,(N)/E,_1(N) < p; or d’apres les
propositions 2.6 et 2.8 dim E,/E,_1 > p, et donc une combinaison des dh,) dégénere en
N modulo Y, _1(N), ce qui entraine une dégénérescence similaire des dh,) en N modulo
Y,—1(N), et le systéme ne peut étre régulier en N. [

Exemple 2.2 On reprend 'exemple 2.1 avec diverses hypotheses sur le point N := (z.,u).
Rappelons que p =2, =0 et 3, = {1,3}.

o3 £0etu! #£1
Eo(N) = spang{dm,(N)}

(V)

Ei(N) = spang{dm,(N),z*dn,(N)}
spang{dm,(N),dm,(N)}
(N),

(N),

E5(N) spang{dm,(N),dm, (N),(1 — ul)dm2(N) — 23dm, (N)}
E3(N) = spang{dm,(N),dr,(N),dmy (N),(1 —u')drgz(N) — 23dmg (N)}

Onadim Ey(N) =4, dim Ey(N) = 5,dim E;(N) = 6,dim E3(N) = 8 et donc dim E,(N) =
2(v+ 1) pour v > 2. On en déduit p(N) =2, §(N) =0, o(N) =2 et Yo (N) = {1,3}. Le
systeme est fortement régulier en N.

o3 =0etul #1.

Eo(N) = spang{dm,(N)}

E{(N) = spang{dm,(N)}

Ey(N) = spang{dm.(N)
= spang{dm,(N)

On a dim Ey(N) = 4, dim Ey(N) = 4, dim E3(N) = 6 et donc dim E,, = 2(v + 1) pour
v > 1. On en déduit p(N) =2, 0(N) =0, o(N) =1 et Xo(N) = {2,2}. Le systeme est
régulier en N, mais pas fortement régulier.

e =0ul=1etu!#0.

Ey(N) = spang{dm.(V)}

E{(N) = spang{dm,(N)}

Ey(N) = spang{dm,(N),dr,(N)}

E3(N) = spang{dm,(N),dm, (N),dmg (N), 0 dr,(N)}
= spang{dm,(N),dm,(N),dr,: (N)}

On a dim Ey(N) = dim E1(N) = 4, dim Ey(N

) =5, dim E3(N) = 7 et donc dim E, (N) =
2(v+1)—1 pour v > 2. On en déduit p(N) = 2, 5( )

= —1,0(N) = 2 ¢t So(N) = {2,3}.
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Le systeme n’est pas régulier en N.

e ? =0u' =10 =0et i #0.

Eo(N) = spang{dm,(N)}

E{(N) = spang{dm,(N)}

Ey(N) = spang{dm,(N),dmra(N)}

E3(N) = spang{dm,(N),dra(N),dra(N)}

Ey(N) = spang{dn,(N),dm,(N),dry(N),itdr,:(N)}
= spang{dm,(N),dr,(N),dms (N),dmg (N)}

On a dim Ey(N) = dim Ey(N) = 4, dim Ey(N) = 5, dim E5(N) = 6, dim E4y(N) = 8 et
donc dim E,(N) = 2(v+1) —2 pour v > 3. On en déduit p(N) =2,0(N) = —2,0(N) =3
et Loo(IV) = {2,4}. Le systéeme n’est pas régulier en N.

Sia® =0u' = 14" =0,....u4_ ) = 0 et uj, # 0, on voit facilement que p(N) =
20(N)=—k,o(N)=Fk+1et Z o(N) = {2,k + 2} ce qui montre qu’on ne peut borner
ni 'index ni le défaut. O

2.3.4 Action d’un bouclage

Considérons maintenant le systeme (fg,q)

= f(z,a(x,zw))
2 = a(z,zw)
y = a(x,z,v),

défini sur X x Z x V et résultant de 'action sur & = f(z,u) du bouclage dynamique B
z = a(x,z,0)
u = afx,zw),

la loi de bouclage «(z,z,v) constituant la sortie de ce systéme. On peut considérer la
filtration entrée-sortie (F),),cz de ce systeme

F, = 0, v< =2
F i := span,{dr,dr.}
F, := spany{dm,dr,do,... dogy}, v >0.

Ces espaces sont des sous-espaces de span ,{dm,,dr,,dms}. 1l existe alors des entiers pp
et dp tels que pour v suffisamment grand, dim F), = pg(v + 1)+ dp, avec 0 < dg < n+q.
Grace a la structure particuliere du systeme (la sortie est la loi de bouclage), on peut
affiner ce résultat:

Proposition 2.20 n < g <n +q.
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Preuve. L’argument essentiel est que pour tout v, dimspan,{dr..da,... doy)} >
pp(v + 1) + n. En effet, si pour un certain v il y avait plus de m — p relations entre les
dmy,da, . . . ,dog,) modulo dmy,da, . .. dag,—1y, il y aurait en dérivant plus de m —p relations
entre les dm,,do, . . . do,41) modulo dmy,da, . . . doy,). On aurait alors dim F),/ dim F,_; <
pp pout pu > v, contredisant ainsi la définition de pg. On en déduit pp > n. [ |

Une conséquence immédiate de ce résultat est qu’il est possible de partitionner Z en
Z%x Zb C R™T4708 x R~ de fagon que F, = span{dm,,da, ... ,dog)} @ spany{dm.s}
pour v suffisamment grand. En un point @) := (z,2z,7), on peut répéter les arguments de
la preuve précédente, d’ou la
Proposition 2.21 n < 05(Q) < n+q.

On dira que le bouclage B est régulier en @Q si (fg,«) est régulier en Q.

Proposition 2.22 Le bouclage B est inversible en Q) (resp. inversible) ssi le systeme
(fB,q) est inversible en Q (resp. inversible).

Preuve. Rappelons (cf définition 2.2) que Uinversibilité de B en @ signifie que les

applications a, ... ,a(,) sont indépendantes en @) pour tout v, i.e. dimY,(N) =m(v +1).
Le résultat découle alors de la proposition 2.19. Pour l'inversibilité générique, on utilise
le méme raisonnement avec le corollaire 2.8. [ ]

Considérons également le systeme (fg,hp)

= f(z,a(x,z,w))
2 = a(x,zw)
y = h(z,a(x,zw)),

obtenu par action de B sur le systeme (f,h); on pose hp(z,z,v) := h(xz,a(x,z,v)) et on

note (E,),mz la filtration

E—l = SpanM{dﬂ-xadﬂ-Z}
Ez/ = Span/\/{{dﬂ-xadﬂ-mdh37 s 7th(”)}'

On note pp,dp les coefficients du polyndome numérique associé a ces espaces.
Le résultat suivant précise les liens existant entre les coefficients des polynomes numé-
riques associés aux systemes (f,h),(fz,a) et (f,hp).

Théoréme 2.23

(i) pp < min(p,pp)
(ii) Si (f,h) est inversible a gauche et B est inversible, alors (fp,hp) est inversible a
gauche et g = 0 + dg — n.

(iii) pp(Q) < min(p(N),p5(Q))
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(iv) Si (f,h) est inversible a gauche en N et B est inversible en Q, alors (fg,hp) est
inversible a gauche en Q et 6p(Q) = §(N) + dp(Q) — n.

Preuve. (i) et (iii) sont évidents.

(ii) D’apres la proposition 2.20, on peut partitionner Z en Z% x Z° C R"+4798 x RI8—"
de fagon que F), = span{dn,.do, ... do,} @ spany,{dmr.»} pour p suffisamment grand.
Mais (f,h) inversible a gauche entraine d’apres le théoreme 2.3 span ,,{dm,} C E, pour v
suffisamment grand, donc span y({dmy, . .. ,dmy . } C E,1yp, et enfin span y{da, . .. ,dag, } C
spany{dmn,,dhg, ... ,dhgu1u}. Comme par ailleurs

span{dr,,dhp, ... ,dhpu)} C span{da, ... do,},
M M

on en déduit que pour tout v,

span{dm_ } Nspan{dm,,dhg, ..., dhg(v)} = 0.
M M

Pour v suffisamment grand, on aura donc

E, = span{dn,,dhg, . .. [dhpuy} @ span{dm,s}.
M M

Mais I'inversibilité de B entraine I'indépendance des dr,,do, . . . doy,) (cf preuve de la pro-
position 2.20), d’ott dim span y{dr,,dhp, ... ,dhpw)} = E,. Pour v suffisamment grand, il
vient alors .
pp(v+1)+0p=p(v+1)+6+ 05 —n,
dou pg=p=met o =06 +05 —n.
Pour (iv) on fait le méme raisonnement en utilisant le théoreme 2.14. [ |

On résume 'essentiel de ce résultat par le

Corollaire 2.24
(i) (fB,hp) est inversible ssi (f,h) et B sont inversibles

(i) (fB,hp) est régulierement inversible en Q) ssi (f,h) et B sont requlierement inversibles
respectivement en N et ().

Preuve. (i) est une conséquence immédiate du théoreme.

(ii) Si (fp,hp) est régulierement inversible en @, alors pp(Q) = pp et SB(Q) = 0p par
la proposition 2.17; d’apres le théoreme précédent, on a alors §(N) + dg(Q) = § + 03,
ce qui entraine §(N) = 0 et 0(Q) = dp (puisque le défaut en un point est forcément
inférieur ou égal au défaut générique). On procede de méme pour la réciproque. [ |

Concluons par un résultat qui souligne le role de p et 9.

Théoreme 2.25 Si (f,h) est inversible a gauche, 0 et p sont invariants par bouclage
endogene.

Preuve. Si B est endogene, il est immédiat d’apres la définition que pour v suffisamment
grand F, = span{dr,.da, ... dag)}. Comme B est inversible par définition, 1'énoncé
découle immédiatement du théoreme 2.23. [ ]
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2.4 Conséquences de la régularité

La régularité en un point correspond a une notion de rang constant autour de ce point.
On peut alors obtenir un certain nombre de résultats en utilisant le théoréeme du rang;
nous nous servirons partout dans cette section de la version suivante de ce théoreme.

Lemme 2.26 Soit f : U C R®" — R™ un application analytique de rang constant r sur
un voisinage de a € U. Si df'(a),...,df"(a) sont indépendantes, il existe une application
analytique F d’un voisinage de (f'(a),...,f"(a)) dans R™™" tel que sur un voisinage de
a, fr(z) = F'(fY(x),....f(x)) pouri=1,....,m—r.

1 r
—(j; ) est de rang 7 en a. Considérons

Preuve. On peut supposer a = 0,f(a) = 0 et g( —
I'application ¢ : U € R™ — R™ définie par o(x) := (fY(z),....f"(x),2r41,. .. ,Tm). Clai-
rement, D(0) est un isomorphisme linéaire, et par le théoreme d’inversion locale, ¢ est
un difféomorphisme analytique autour de 0. En écrivant f dans ces nouvelles coordonnées,
on a

fle™ W) =fl@) =" ..y Fly),....F" " (y)),

avec F' analytique. Comme f, et donc fop™!, est de rang r autour de 0, on a ﬁ =
0 autour de 0, ce qui implique que F ne dépend pas de (y"™!,... y™). On en déduit que
sur un voisinage de a et pourz=1,...,m —r,
fri@) = e w)
= F'(y',....y")
— R @), (@),
|

Le résultat principal de la section est la résolution du probleme du découplage régulier
soulevé a la section 2.2.

Théoréme 2.27 Le systeme (f,h) est réguliérement découplable au point Ny ssi il est
réqulierement inversible en Ny.

De plus, si (f,h) est régulicrement découplable en Ny, il est régulierement découplable
en No par un bouclage endogéne en Ny.

Preuve.

(=) Soit B un bouclage défini sur un voisinage de Qg tel que Ny = (7, (Qo),a(Qo)) et
découplant (f,h). Le systeme bouclé (fp,hp), étant découplé, est évidemment réguliere-
ment inversible en QQg. Par le corrollaire 2.24, (f,h) est régulierement inversible en Ny (et
B régulierement inversible en Q).

(<) Soient H := (h,h, .. shy) et B := huq1); H et B sont analytiques sur un voisinage
de Ny. D’apres la proposition 2.19, (f,h) réguliérement inversible en Ny implique que les
applications h, ... kg sont de rang m(v 4 1) en Ny pour tout v, et donc indépendantes
en Ny. Autrement dit h, et en particulier H et (H,3), sont surjectives enNy. De plus
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l'application F(xu) := (z,H(x,a)) est de rang constant m(v + 1) + ¢ (le rang de F en
Ny n’est rien d’autre que la dimension de E,(Np), qui est constante par hypothese), et
on peut toujours partitionner X en X¢ x X® C R? x R de facon que 'application
(7ga,H) soit de rang maximum au point Ny. En appliquant alors le lemme précédent a
I’application F', il existe une application analytique o, définie sur un voisinage de N telle
que 7 = o(m,H). En prolongeant cette relation, on a

Pla) = Do(a®,H(z.7)). ( fH((Z%) ) | (2.12)

Posons §p := (mza(No),H(No)), Po := (§0,8(No)) et 1 := (mpa,H); 1 est analytique sur un
voisinage de ¢y. A partir de ¢ on construit une application ¢ analytique sur un voisinage
Yex Yt c RO x R™™D de g par () = (5*,0(§%3")). Pour tout (z,%) dans un voisinage
de Ny, on a immédiatement

z = p(Y(,u)). (2.13)

On réécrit (2.12) en utilisant ’application ¢ sous la forme:

f(zu) = Dp(z%0(x* H(x,q))). ( J;;((Z;)) > ) (2.14)

On peut également appliquer le lemme a l'application G(z,u) := (z,H (z,u),B(z,u)) (son
rang est égal a la dimension de E, 1), et il existe une application analytique «, définie
sur un voisinage de Ny telle que 7, = a(ma,H,3). On en tire immédiatement que, sur un
voisinage de Ny,

u = a(Y(z,u),8(z,a)). (2.15)

Comme h est surjective, pour tout point (9,0) dans un voisinage de P, il existe un point
(x,u) appartenant a un voisinage de Ny tel que § = ¢ (z,u) et v = ((z,u). Or, d’apres (2.13)
et (2.15), v(a,7) = ((t (1)) A (2.7),B(z,7))), ce qui entraine

y= ¢<¢(g>’a(g7ﬁ))v (2'16)
et par un argument similaire,
0 = B(p(9),0(5,0)). (2.17)

Posons pour terminer

. ( F*(e(9),a(y,0)) >

ott § = Aj + B est Décriture matricielle du systéme Yw+1) = v. En utilisant (2.13)
et (2.15) dans (2.14), on en déduit que, sur un voisinage de Ny,
f(@u) = Do(i(zm)).g(d(2,u),6(2,u)). (2.18)

L’existence d’applications analytiques ., définies sur un voisinage de Py, et 1,0,
définies sur un voisinage de Ny, et vérifiant les relations (2.13) a (2.18) implique que
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g est une extension dynamique de f en (Ny,Fp), en utilisant directement la preuve du
théoreme 2.1.

La deuxieme affirmation résulte du fait que le bouclage construit dans la preuve du
théoreme 2.1 est endogene. [ ]

Faisons quelques commentaires sur ce résultat: d’apres la preuve, le bouclage découplant
est forcément régulier en (), et on peut toujours le choisir endogene. Le systeme bouclé
fB est conjugué a un systeme de la forme

é = g(&??/? <o 7?/1/)
Yoy = Y,

ou & est de dimension § (cf preuve du theoreme 2.1); ’équation de £ est la “dynamique des
zéros” ([6, 28]), et est inobservable par la sortie y. Il est important de remarquer qu’on
a obtenu le bouclage découplant et la dynamique des zéros de maniere “intrinseque”
sans utiliser les algorithmes habituels; on a simplement choisi des composantes de h
pour compléter 7, en une application de rang constant. Notons enfin que si (f,h) est
régulierement inversible a droite sans étre inversible a gauche, on peut rajouter a h des
composantes de u de fagon a avoir un systeme régulierement inversible; ces composantes
de u ne sont en fait pas utilisées par le bouclage découplant.

Comme corollaire immédiat du théoreme, on retrouve le résultat bien connu sur

le découplage générique. Il est intéressant de remarquer que la démonstration est “in-
trinseque” et ne repose pas sur un algorithme d’inversion

Corollaire 2.28 Le systéme (f,h) est découplable ssi il inversible.

Preuve. Il suffit de se placer en un point Ny (qui est générique) ou le théoréme s’applique
(un tel point est générique). [ |

On peut établir plusieurs résultats importants par des démonstrations tout a fait
dans l'esprit de celle du théoreme précédent. Ces résultats sont le pendant dans le cadre
analytique de ceux établis dans le cadre algébrique du chapitre précédent.

Commencons par une caractérisation des systeémes plats plus agréable a manier que la
définition 2.5, et qui permet de vérifier concretement qu’'une sortie donnée est plate. On
notera que ce résultat était immédiat dans le cadre algébrique.

Théoréme 2.29 Un systéme f est plat (resp. plat en Ny) ssi il existe une application
h telle que le systéme entrée-sortie (f,h) est inversible (resp. réguliérement inversible en
No) et de défaut § (resp. §(Ny)) nul.

Preuve. f est plat en Nj ssi il est linéarisable par bouclage endogene en Ny, i.e. ssi (f,h)
est régulierement inversible en Ny et de défaut §(NVy) nul. [

Avec des arguments identiques, on obtient un critére permettant de vérifier si un bouclage
est endogene:

Théoreme 2.30 Un bouclage B sur le systeme f est endogene ssi le systeme entrée-sortie
(fB,a) est inversible et de défaut n.
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Autrement dit dim F,, = m(v 4 1) +n pour v suffissamment grand. Ceci n’est rien d’autre
que 'analogue du théoreme 1.4. De méme, on montre facilement:

Théoréme 2.31 Soit fp un systeme bouclé par un bouclage endogene. Il existe alors un
bouclage endogene B en un entier v tels que fpz = f).

C’est la propriété de “réversibilité” des bouclages endogenes (cf corollaire 1.3).
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Chapitre 3

Criteres de platitude

N.B. Le corps de ce chapitre se compose de deux articles soumis pour publication. Le
deuxieme article a été écrit avec P. Rouchon.

On se place ici dans le cadre analytique du chapitre 2, et on considere un systeme
classique (I.e. en comportant pas de dérivées d’ordre > 1 de u)

T = f<x7u)7

ou f est analytique sur un ouvert X x U C R" x R™..
D’apres la proposition 2.29, f est plat ssi il existe une application h := (h!,... ™)
définie sur X x U telle que pour v suffisamment grand,

dim span{dn,,dm,.dh, ... dhu)} =m(v +1)
M

. Vérifier qu'un systeme est plat est clairement un probleme d’intégrabilité d’un systeme
d’équations aux dérivées partielles avec une condition de transversalité; on cherche en
effet s’il existe une application A solution de

dﬂ'xi/\dh/\.../\dh(y) =0, :=1,....n
ATy /\dh/\.../\dh(y) =0, j=1,...,m (31)
dh A ... A\ dh #+ 0,

ol on a posé dh,) == dh%u) A.. ./\dh%. Une fois v fixé, il est en théorie possible de conclure
en utilisant un critere calculable tres général (cf [39, 5]). L’application d’'un tel critere est
en pratique tres compliquée, mais il n’est pas déraisonnable d’espérer des simplifications
dies a la forme tres particuliere des équations. Bien str, il reste un probleme important:
on ne sait pas en général borner v, et il y a donc a priori une infinité de cas de plus
en plus compliqués a tester, puisque l'ordre du systeme (3.1) grandit. Notons que v est
directement relié a l'ordre de la plus grande dérivée de u effectivement présente dans h.
Cette facon de procéder conduit cependant a des conditions suffisantes. Remarquons que
le syteme (3.1) peut se scinder en plusieurs sous-systémes correspondant aux diverses
structures & l'infini possibles du systéme (f,h) telles que Y 7", n; = n (rappelons que
d’apres la proposition 2.10, Y ", n; = n — §). Dans la premiere partie, on résoud le cas
le plus simple, i.e. on donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe h telle
que (f,h) admette {1,...,1,2} pour structure a U'infini. Ceci fournit donc une condition
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suffisante de platitude pour un systeme a m commandes et m + 1 états, généralisant ainsi
le résultat de [8]. On n’a pas utilisé un critere général d’intégrabilité, mais on s’est inspiré
de la démarche pour trouver une condition ad hoc.

La deuxieme partie est consacrée aux systemes sans dérive, c’est a dire de la forme

T = Z i),
i=1

ol les f; sont des champs de vecteurs analytiques sur un ouvert de R"™. Grace a la structure
particuliere de ces systemes, on peut obtenir des résultats plus généraux. Le cas m = 1
est sans interét, puisqu'un systeme sans dérive a une commande n’est pas commandable
(sauf si m = 1) et donc pas plat. Comme un systeme sans dérive est linéaire en les
commandes, le cas n = m + 1 se déduit du résultat de [8] (on en donne cependant une
autre démonstration). Le résultat principal est une condition nécessaire et suffisante de
platitude dans le cas m = 2. C’est une réinterprétation d’un résultat de E. Cartan sur
les systemes de Pfaff de m équations en m + 2 variables. Dans le cas m = 2n = 4, la
condition n’est rien d’autre que la commandabilité. Notons que quand le systeme est plat,
il existe toujours des sorties plates ne dépendant que de z.
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Abstract: A necessary and sufficient geometric condition for the existence of an out-
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gives a sufficient condition for a system in m states and m + 1 controls to be linearizable
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1 Introduction

Consider a system S
x“ = f('r7 u)?

where f is smooth on an open subset of R"” x R™. We assume the commands independent,
i.e. 0,f has (generic) rank m.
The feedback linearization problem consists in finding a (dynamic) feedback

z = a(x,z,v)
u = afx,z,v),

with a and a smooth on an open subset of R” x R? x R™, and such that the closed-loop
system
t = f(z,a(z,z,v))
z = a(x,z,0)
is locally diffeomorphic to a contollable linear system.
Whereas tne static case (i.e. ¢ = 0) is now well-understood (cf [10, 9, 11]), there are
very few results for the general case (cf [4, 5, 17]).
A somewhat less general problem consists in looking for a m-valued map h such that
the input-output system S(h)

T = f(x,u)
y = h(z,u,u,...)
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has a zero input-output defect, or in other words is decouplable without residual dynamics,
which means that S is linearizable (cf [12, 13|, and [7, 8, 6] for a differential algebraic
approach). Borrowing the terminology from [7, 8], we say that a system enjoying this
property is flat.

The problem of checking that a given system is flat, though a priori simpler than the
general feedback linearization one, appears to be very difficult. A possible way of tackling
it is to decompose it by remarking that the defect of S(h) is equal to n —>_." | n;, where
{n1,...,nm} is the structure at infinity of S(h) (cf [13]). The problem is then to seek for
a map h such that S(h) has a prescribed structure at infinity with >"."  n; = n. The idea
is that some cases appear more tractable than others, thus giving hope for at least partial
solutions to the flatness problem.

In this paper, we solve the simplest case, that is we give a necessary and sufficient
condition for the existence of a map h such that S(h) has structure at infinity {1,...,1,2}.
Of course, it is only interesting for systems with state dimension n = (m—1).14+2 = m—+1.
The criterion we get retains the geometric "flavor” of [10, 9], in the sense that it is
expressed in terms of distributions and Lie derivatives, and relies on Frobenius’ theorem.
But now, the geometric objects considered are multi-vector fields, instead of vector fields.
This is not completely surprising, since dynamic feedback linearization is known to be a
multi-input phenomenom (cf [4]). This condition generalizes a result of [4], where it was
prooved that controllability implies feedback linearizability for a system with m controls
and m + 1 states which is linear in the controls.

Here we are not interested in the problem of singularities, but only on structural
aspects.

The paper is organized as follows: section 2 sets up some preliminary material; some
facts about linearizability and structure at infinity are also restated in our particular case.
The criterion is established in section 3, and illustrated by simple examples in section 4.
Section 5 contains remarks about how the criterion was obtained.

We suppose n = m + 1 everywhere in the sequel, without recalling it ex-
plicitely.

2 Basic results

We first introduce some straightforward extensions of standard differential geometric no-
tions suited to control systems, in the spirit of [15]. Let N be an open subset of R™ and
U,Uy, ..., U be open subsets of R™. Let also J,U := U xU; x ... x Uy, be the k' jet space
of U, and TN := N x R" be the tangent bundle of N with 7y the projection on N. The
integer k£ has not much imoprtance, and needs only to be large enough (for our purpose
k = 2 suffices). We call controlled vector field any (smooth) map X : N x J,U — TN,
such that my o X(z,u,4,...,uw) = x. We also call controlled function any (smooth)
function h : N x JyU — R. These functions clearly form a ring. We call I, (T'M) the
set of controlled vector fields, and endow it with an obvious module structure on this ring.
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If h is a controlled function and X, Y are controlled vector fields, we set

h,i = 3uzh
Lxh = ath

LyY = 8,Y.X —0,X.Y.

It is clear that X ; and LxY are also any controlled vector fields, and that h; andLxh
are controlled function. We often denote LxY by [X,Y].

Any controlled vector field (resp. function) can be considered in an obvious way as a
usual vector field (resp. function) on N x JyU. Our definitions coincide then with the
usual notions of Lie derivative and Lie bracket. Notice that we tnen have h; = Ly ;h and

Xi=Lo,.

We now get to the heart of the matter:

Definition 1 Let X, := {ny,...,ny,} be a list of m increasing integers. A system S is
said to have structure Y, if there exists a m-valued map h : (z,u) — h(z,u) such that
Yo 18 the structure at infinity of the input-output system S(h).

The original definition of the structure at infinity of an input-output system can be
found in [14, 2]. Here we call structure at infinity the list of orders of zeros at infinity,
which amounts exactly eo the same thing. Anyway, as we are only interested in the case
Yo :={1,...,1,2} (iie. n; =1fori=1,...,m —1 and n,, = 2), it is enough for our
purpose to know this is equivalent to the matrices d,h, d,h and % having respectively
(generic) ranks 0,m — 1 and 2m — 1.

Around any point (xg,ug) where 0,f has full rank m, we can then use the implicit
function theorem to construct a static feedback u := a(x, @) such that, up to a reordering
of the components of x, the system takes the following ”simplified form”:

o=
o= gm
g a(z, u).

Proposition 1 A system with structure {1,...,1,2} can be put in simplified form with
Ozma = 0 and Oyma # 0 by static feedback and diffeomorphism.

Proof. By definition, there exists a m-valued map h such that the matrices d,h, duh
and % have respectively ranks 0,m — 1 and 2m — 1. So h only depends on x, and dh
has full rank m. Indeed, if dh were of rank m' < m, the rank of (dh, dh,dh) could not
exceed 3(m — m/), thus contradicting the fact that % has rank 2m — 1.

We can then find a function k : x — k(x) such that ¢ := (h',...,h™ 1 k,h™)7 is a
local diffeomorphism of R™. Clearly 0,¢ has full rank m, so we can construct a static

feedback by setting

il = bt (z,u), .. am = A ), a™ = k().

53



Since d,h has rank m—1, (de, dh) has rank n+(m—1) = 2m. Using the constant rank
theorem around a suitable point, there exists a function a such that, up to a reordering
of the components of h,

™ =a(ht, ... W™ kA, R,
d(h,h)
O(u,n)

Clearly dra # 0, otherwise could not have rank 2m—1, and by construction 9zm = 0.

Corollary 2 A system with structure {1,...,1,2} is linearizable by a feedback of dimen-
sion at most m — 1.

Proof. Assume from the previous proposition that the system is in simplified form with
Ozma = 0 and Oyma # 0. We build a dynamic feedback of dimension m — 1 by setting

l=ot 2zl =y™tand al =21, ... a™ ! = 2m~1. We then have #™ = a(z, z) and
" = a(x, z,v,a™), with Ozma = dpma # 0. We can thus complete our feedback by setting
v™ = a(x, z,v,u™). The resulting closed-loop system is clearly (locally) diffeomorphic to

a linear system in Brunovsky canonical form.
Notice that if 9z:a = 0 for some i between 1 an m — 2, we don’t need the z* variable,
so we can set 4’ = v*, giving a feedback of dimension less tnan m — 1. |

Proposition 3 If f;, = 0 fori = 1,...,m and f1,..., fm,[fm, f] are independant
vector fields, then the system has structure {1,...,1,2}.

Proof. We consider here f, f1,..., f,, as vector fields on N x U. The distribution A
spanned by 0,1, ..., 0ym, f, has clearly dimension m +1 and is by assumption involutive.
By Frobenius’ theorem there exist (n+m)—(m+1) = m independent functions h',... A™
whose differentials are othogonal to A. This means h := (h!,..., h™)T depends only on
z, dh.f, =0 and the m x m matrix A := dh.(f1,..., fm_1,[f, fm]) has full rank.

Since h does not depend on u, we have d;h = 0 and d,h = Ou(dh.f) = dh.0,f =
(Ay,...,A1,0), where A; stands for the " column of A and clearly d,h has rank
m — 1. We also have 9,h = 8u(8xh.f + 8uhu) =dh.0,f.

On the other hand, using the fact that ,m = dh.f,, = 0, we deduce

Oumh = Oym (9ph.f + dyh.t)

= 0,0umh.f 4 Oph.Oum [ + 0yOumh.ts
O (dh.f o). f + Ou(dh.f o).+ dh.f o,
Lf,mth’

I
o~ &
—

Denoting the m —1 first columns of (9qu by By, ..., B,_1, it is now evident that the matrix

Oh,h) (A ... Anyi O 0 ... 0 0
B1 Bm,1 Am Al Am,1 0

O(u, )

has rank 2m — 1. ]
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Of course this condition is not invariant by static feedback and has little interest in itself.
It will be used in the next section to prove the main result. Yet, it readily applies to an
important particular case, giving back a result of [4]:

Corollary 4 A controllable affine system @ = fo(x) + >, u' f;(z) of dimension m + 1
15 linearizable.

Proof. Fori,j =1,...,m we have f; = f; and f;; = 0. As the state dimension is
m + 1, controllability implies that fi,..., fu, [fi, f;] are independent for some integers
i,j between 0 and m, and without loss of generality we can assume j = m. Since
Ufs fn) = [fo, fn) +D 0, W' fi, fin), the independance of fi,. .., fm, [fi, fim] for some integers
i between 0 and m amounts to the independence of fi,..., fim, [f, fm]- By proposition 3,
the system has structure {1,...,1,2}, and is thus linearizable. [ |

3 The criterion

We first generalize our notion of controlled geometric object to multi-vector fields. The
reader not familiar with exterior algebra, tensor fields and tensor derivations can refer
for instance to [1] for a very good survey. Let A™(T'N) := N x A™(R") be the m-
alternate bundle of N and my be the projection on N. We call controlled m-vector field
any (smooth) map 7 : N x J,U — A™(TN), such that my o 7(x,u, 1, ..., uw)) = x. Let
Ly (A™(TN)) be the set of all such fields, considered with its obvious module strucuture.
As in the standard case, there is only one way of extending a differential operator acting
on the controlled functions and vector fields to a differential operator of the full controlled
tensor fields. algebra. Thus, if X € I'y(T'N) and 7 € I'y(A™(TN)), 0,7 and LxT are
well defined. For computational purposes, it is enough to know how our operators act
on decomposable controlled m-vector fields: if Xy, ..., X,, be elements of 'y, (T M), we
simply have

with g;; := Lx,X; and g;; := f; for j # ¢. For instance, when m = 3, it reads
Lx,(Xi AN XoAX3) = (Lx, X1) AN Xo A X3+ X1 A (Lx, X2) A X5+ X1 A Xo A (Lx, X3).

We have similar formulas for the derivation 0.

Consider now the ascending chain of controlled distributions (Dy)gen defined by:

Dy = span{fi A...A fun},
Dyy1 = Di+ 0yDy.

We use the notation 0,A := span{d,7, 7 € A} for any distribution A. It is clear that
Dy = D,, when k > m, and we set D := D,,. We are now in position to state the main
result:
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Theorem 5 A system has structure {1,...,1,2} iff Ly(fiAN... A fm) € D.

As it is formulated with intrinsic geometric objects, this criterion is naturally invariant
by a state diffeomorphism. It is also feedback independant:

Proposition 6 The criterion is invariant by (invertible) static feedback.

Proof. Consider a static feedback u := a(x,a), and define a map ® by ®(z,a) =
(z,a(z,a)). To any controlled vector field X : (z,u) — X(z,u) we can associate a
controlled vector field X := X o @, and we can do the same for any controlled geometric
object (function, m-vector field, distribution,...).

Chain rule differentiation then gives

0z X = 0z(X 0o ®) = (0, X 0 ®).050, (1)
and it is a routine exercise to extend this formula to any m-vector field 7:
Gfﬁ = 811(7 o) (13) = ((9“7 o) (I))aaOé (2)

From (1) we deduce
NS =10aal (Nfio®),
i=1 i=1

hence Dy = Dy o ®. From (2), it is clear that for any controlled distribution A,
8ﬁA = (8UA> o (I),

so if Dk = Do ®, then l~)k+1 = Dy y10®. The Dy’s are thus invariant by static feedback.
On the other hand, fori =1,...,m

If, [ = [foq),zafi(f] o®d
j=1
= Y ([f, fil o ® + Lyosd?(f 0 P)).
j=1

This implies

m

/\ = |0aa| (Lg(\fa) o @,

=1

which completes the proof. [ |

We now prove the theorem:

Proof. (necessity) By propositions 1 and 6 we can assume the system in simplified form,
so f; = 0y +a;0pm+1 and f;; = a;jOym+1. Moreover a,, = 0 and d,m # 0.

Set po := A[210p and for @ = 1,...,m, p; := AJL,g;, where g; := Opm+1 and g; := Oy
if j # 4. Set also A := span{pg,...,pm-1}- A stralghtforward computation shows that
OuA CAand N fi=po+ Y iy pi = po+ Zl 1 Pi, @, being zero by assumption. This
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implies D C A. But [f, f.mn] = [f, Oum] = —(0pma)Oym+1, hence Ly(A% fi) = —(0pma)p,
modulo A. Since by assumption (9yma) # 0, it implies L(A%, f;) € D.

(sufficiency) The general idea of the proof is to construct a static feedback such that
the closed-loop system satisfies the requirements of proposition 3.

(a) By proposition 6, we assume the system in simplified form, so f; = 0, + @ ;0ym+
and f,l'j = a?ijamm-!—l.

Set g 1= Opm+1 and 79 := A, f;. For i =1,...,m set also 7; :== AL, g;, where g; :== g
and g; := f,; if j # i. By assumption g, f1,..., f,, form a basis of I'y(T'N), hence
To, - - ., T, form a basis of Iy (A™(T'N)). Since for i,j =1,...,m, f,; is colinear to g,

auiTo = Za,iﬂj (3)
j=1
aun'j = O, (4)

If dimD =1 (i.e. D = Dy), then f;; =0 for 4,5 = 1,...,m, and there is nothing to
do. Just set 7 := 0, f := f,§ := g and go directly to (c). Otherwise D = span{ry} & D’
where D’ is a subdistribution of dimension r > 0 of span{ry,...,7,}. Up to a reordering
of the components of u, we can assume

m—r

D' = span{r; + Zafﬁﬂ, i=1,...,1}

=1

where the Uf’s are controlled functions. But, by (3), these functions depend only on z,
otherwise D’ would be of dimension " > r. On the other hand and still by (3), for
i=1,...,m, Outo € D', that is D’ + span{d,:7o} = D’. This means the matrices

a1
Id, :
Q 4
Q4 rt1
o
Q im
have rank r, where o is the (m—r) x r matrix formed with the ¢7’s. Thus, fori =1,...,m
and j =1,...,m —r all determinants
Qi1
. T
A — 1d, : — Qi — Ja s
1‘7 T - a/’l7]+r O—ka/7lk
j o G k=1
j y
ol ... ol ay

are equal to 0.
(b) We now build a feedback by setting

- Id, —o” -
alz,u) = 0o 1, )™
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Using (1) and the fact that o depends only on z, we get
f,i:f,ioq) 1=1,...,r

f,«H:f,,«Ho(I)—ZJ,if’koCD 1=1,....m—r.
k=1
We deduce that for j =1,...,m —r,

8af,j+r = Oa(fjrro®) — Zgiaa(f,k o @)

k=1
= ((Oufjsr) 0 ®— Zak (fr)o ®).0zcx
— 0,

because for 7 =1,...,m

(aulfj—i-r Zak au’fk ) = (az]—‘rrg Zo—k zkg
- Ay
0

where we have set Aij =a;j4r 0P — Zai(aﬂ-k od)and g:=god.
k=1

(c) Set By == A, f; and for i = 1,...,m, 6; := /\] \Gj, where g; :== g and §; := f;
if j #i. As g, f1,..., fm iform a basis of Ty(TN), by (1) G, f1,.-., fm form a basis of
I'5(T'N) and 6y, ... Hm is a basis of I'y (A™(T'N)).
~ Since fw =0fori=1,...,mand j=r+1,...,m, asimple coxgputatiqn shows that
D = span{#fy, . . ,0,}. Fori=1,. [f f | = blg modulo span{fi,..., f}, where b,
is a controlled functlon, hence L 90 = ZZ Y 6; modulo D. So L 7o & D implies there
exists an integer ¢ between r + 1 and m such that b; # 0, and Wlthout loss of generality,
i=m.

But b, # 0 means ﬁl, e fm, 1f, fm] are independent. On the other hand, ﬁmi =0

for i =1,...,m. We then use proposition 3. [ |
4 Examples
Example 1 Consider the system given by
1)2
it = 23+ (z
2
i‘2 — ul
B =yl



Straightforward computations give:
f71 A f72 (u1)2 Op1 N\ Ogs + ut Op2 N\ Oy3
8u1 (f,l N f72) = 2U1 8931 A 81,3
aUQ(f,l A f,2) 07
which implies D = D; = span{d,1 A 9,3, 0,2 A 0,3}, Since Ly(f1 A f2) = u' 01 A 02 —
2u'u? 9,1 A O3 & D, the criterion is satisfied. The output y = (x',2?) provides the
requested {1,2} structure. O

The next example shows that the criterion is not a necessary condition for flatness.

Example 2 Consider the system given by

o= ul
P = u?
2 = ulu’

This system has not structure {1, 2}; indeed, D = D; is of dimension 3 and can not satisfy
the criterion. It is nevertheless flat, because it has structure {0, 3}, obtained for instance
with the output y := (2!, z%u! — z3). O

5 Conclusion

We have established a simple sufficient condition for flatness. Although too restrictive
to have much practical interest, it gives an idea of what a more general criterion could
look like. It is interesting to give some hints on how it was obtained and the possible
ways of extending it: we first wrote a system of partial differential equations for a map
h to satisfy rank d,h = 0, rank d,h = m — 1 and rank ggzzg = 2m — 1. This system
is naturally multilinear and is of order 2. By adding all the compatibility conditions, it
can be written as an involutive system of order 1 with a transversality condition. Our
criterion is nothing but the fact this condition can be satisfied. Notice that this procedure
is very similar in spirit to the one used in [10, 9] for the static feedback case, and is indeed
very general. Similar ideas can be used to generalize our simple result: seeking for a
map h endowing S(h) with a given structure at infinity, can always be recast as checking
the involutivity of a (higher orfer) multilinear PDE system. This problem is tractable
in theory, but unfortunately the mathematical tools involved are far more sophisticated
than the ones we used (cf [16, 3]), and a fair amount of work is needed to proceed along
this line.
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Systems without drift and flatness
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Abstract

A necessary and sufficient flatness condition for systems without drift having two
control variables is given. The proof is based on a result, due to E.Cartan [4], on Pfaffian
systems of n — 2 equations in n variables. This result is illustrated by a nonholonomic
system describing a kinematic car with one trailer.

Key words: dynamic feedback linearization, systems without drift, flatness, Pfaffian systems,
nonholonomic control systems.

1 Introduction

In [9, 8], a new point of view on full linearization via dynamic feedback [5] was proposed by
introducing the notions of flatness and flat output.

Roughly speaking, a control system & = f(z,u) (r € R", u € R™) is called flat, if there
exits y = h(x,u,...,u®) (p € N), y € R™, such that the input-output system

{fb = flx,u)

y = hz,u,... u®)

is invertible [16, 7] and its inverse has no dynamics. Such an y is called a flat output. This
means that the entire state x and the control v are functions, A and B, of y and a finite number

of its derivatives:
u = By,...,...,y«),

*Centre Automatique et Systemes, Ecole des Mines de Paris, 35, rue Saint-Honoré, 77305 Fontainebleau
Cedex, FRANCE. Tel: 33 (1) 64 69 48 57. E-mail: martin@cas.ensmp.fr

fCentre Automatique et Systeémes, Ecole des Mines de Paris, 60, Bd Saint-Michel, 75272 Paris Cedex 06,
FRANCE. Tel: 33 (1) 40 51 91 15. E-mail: rouchon@cas.ensmp.fr
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If a system is flat, then all its trajectories can be formally parametrized explicitely without
integration of any differential equation. It suffices to give the flat output ¢ — y(¢) to obtain
the functions ¢t — x(t) and t — w(t) via (1).

A precise definition of this property is given in [8], when all the functions are algebraic. In
this note, we use also the term flat when the functions are analytic.

The characterization of flatness for a general system, & = f(x, u), by a computable criterion,
such as the one given in [13] for static linearization, is an open problem. This paper is a
first step towards such a characterization for systems without drift: we give a necessary and
sufficient flatness condition when the number of controls is 2. Such systems frequently occur
in nonholonomic robotics (see [14]).

In section 2, we recall some basic links between systems without drift (vector fields) and
Pfaffian systems (differential 1-forms). Section 3 is devoted to systems in n states and m = n—1
controls. In section 4, systems without drift having two controls are considered and the criterion
is stated. It is illustrated by the nonholonomic system modelling a kinematic car with a trailer.

All along the paper, the functions, vector fields and 1-forms are assumed analytic although
the results can be extended to the smooth case. The ranks of the different vector spaces and
modules are thus generic (i.e. maximal) ranks. We concentrate on structural aspects and we
do not address here the difficult problem of singularities.

A connected approach using a similar framework can be found in [10].

2 Pfaffian systems and control systems without drift

Standard results in differential geometry (vector fields, differential form and exterior calculus)
can be found in [1]. Basic facts on Pfaffian systems are recalled in [2, chapter 2].
Let U be an open connected subset of R™. A Pfaffian system on U is a differential system

al=...=a’ =0,

where the o'’s are independent 1-forms on U, that is
o = Z aé-dxj
j=1

fori=1,...,p, with the az-’s functions on U. We denote by I the module {al,..., a?} (over
the ring of analytic functions) spanned by a?,...,a”. Notice that solving a Pfaffian system
corresponds to solving a system of partial differential equations, and that two Pfaffian systems
spanning the same module have the same solutions. For that reason we call again Pfaffian
system any module spanned by 1-forms.

Some properties of the Pfaffian system I can be characterized by a nested sequence of
submodules, I® c ... c IM ¢ I© := T called the derived flag of I , defined by the following
rule: if 74, is the dimension of I®), then

15D —f e W vy, oo, € I® doAm AL Any, = 0}
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A convenient way to compute the wedge product A is as follows: if « is a k-form, § a [-form
and eq,.. ., ex1; vector fields, then,

(@A B)(er, . enu) =Y (sign o)aleoq), - o) Bleotrrn)s - Cohin) (2)

where > ’ denotes the sum over all (k,1) shuffles, that is permutations o of {1,2,...,k + [}
such that o(1) < ... <o(k) and o(k +1) < ... < a(k+1).
The exterior derivative dw of a 1-form w is linked to the Lie bracket of two vector fields X
and Y by
dw(X,Y) = Lx(w(Y)) — Ly (w(X)) — w([X,Y]), (3)
where Ly (resp. Ly) is the Lie derivative along X (resp. Y).
Consider now a control system without drift

i = Z Filx)ud, (4)

where the f;’s are independent vector fields on U. The system is called controllable if the Lie
algebra spanned by the f;’s has rank n. Since the f;’s are independent, it is routine computation
to eliminate the controls u® in (4) in order to get s = n — m equations of the form

Z aé-(x):tj =0,
j=1

where the aé-’s are functions on U. The s x n matrix formed with the aé’s has obviously full
rank s. We then define the associated Pfaffian system {a™*1 ... o™} by
al = Za}dxj, t=m+1,...,n.
j=1

Clearly, this Pfaffian system is uniquely defined by (4). Notice that two control systems which
are equivalent by static feedback have the same associated Pfaffian system. To the module
of vector fields {fi,..., fn} is then associated the module of 1-forms I := {a™" ... «a"}.
It is possible to complete (™! ... a™) (resp (fi,...,fm)) to a basis (al,...,a") (resp.
(f1,--., fa)) of the module of 1-forms (resp. vector fields) on U such that o'(f;) = &% (i,j =
1,...,n, 5;. is the Kronecker symbol). In other words, the o’s and f;’s are dual basis. Obviously

I={fi,..., fm}* and by (2) and (3)
I = {1,y fos (Ui fii<icjem

where L denotes the orthogonal with respect to the duality between 1-forms and vector fields.

This correspondance shows that I is the orthogonal of the module of vector fields, Ej,
spanned by the f;’s and their Lie brackets of length less than or equal to k (kK > 0). The
controllabilty of (4) is equivalent to I®¥) = {0} for k large enough. When s = n —m = 1, the
controllability conditions reads IV = 0, i.e., da™ A o™ # 0 which is the early characterization
of accessibility of Caratheodory [3]. The general case, s = n—m > 1, was treated by Chow [6].
The usual formulation in term of Lie algebra of vector fields can be found in [11].
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3 Systems without drift of codimension one (n —m = 1)

We consider here the case of systems (4) in m controls and n = m + 1 states. The associated
Pfaffian system I is spanned by a single 1-form a. Following [2, chapter 2|, we define the rank
r of {a} by

(da)" A # 0, (da) ™ Aa=0.

Necessarily 2r + 1 < n. We will use the classical result:

Theorem [Pfaff normal form] Suppose o has constant rank r. Then locally, there are co-
ordinates z = (21, ..., 2") such that I = {dz' + 2%dz® + ... + 2*"dz*"T1}.

This theorem allows to recover, for control systems without drift, a result of [5]:

Theorem 1 A controllable system without drift of codimension one is flat.

Proof Set I := {a}. Controllability implies that IV = {f1,.... fum, ([fi, fil)i<icj<cm}™ = 0,
that is da A a # 0. Working around a genereric point where « has constant rank r, we know
from the Pfaff normal that I = {dz'+2%d2*+...+2?"dz**'}. In the z coordinates, the control
system reads, up to static feedback,

Zl — —2’2’02 _ _ 227“,027"
2 = ol
cm+1 m
z = o™,
and (2%, 23,24, ..., 2™ is obviously a flat output. .

Notice that the Pfaff normal form contains more information than we need. The only thing
we use is that it doesn’t depend on dz?.

4 Systems without drift having two control variables
We consider now systems with two control,

i = fi(z)u' + fo(z)u?, (5)

where z = (z!,...,2") and fi, fo are analytical vector fields.

In [4], E. Cartan proved the following result.
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Theorem [Cartan 1915] Let I be a Pfaffian system of s > 2 linearly independant analytic
I-forms with s+ 2 variables, ', ..., 2572, Its general solution can be expressed as a function ®

of an arbitrary function w of the independant variable o and a finite number of its derivatives,

o)

= —_— ... 6
‘ <a,w, do’ " do” (6)

if, and only if, the derived flag satisfies im I%) = s —k, for k=0, ..., s.

A careful inspection of the proof given by Cartan shows that this result provides necessary
and sufficient conditions for I to admit a Goursat normal form (see [2, chapter 2]): there exists
a coordinate change (z',...,2°"?) — (o, w’ w',... w*) such that

I = {duw’ — w'do, dw' —w?do, ..., dw" " — wdo}, (7)
if, and only if, the derived flag of I satisfies the rank conditions of Cartan’s theorem.

Theorem 2 A system without drift in n states and 2 controls (n > 2), is flat if, and only if,
for k =0,...,n— 2, the modules Ey spanned by the system vector fields f; and fs and their
Lie brackets of length less than or equal to k, satisfy

Moreover, when the system is flat, the flat output can be chosen as a function of the state only.

This result is related to chained form systems studied in [15].

Proof For n =2 the result is trivial. In the sequel n > 2. Since a flat system is controllable,
the dimension of span{ f1, f»} is equal to 2. Thus we can assume, up to feedback transformations
for u! and u?, that (5) has the form

({ .
o= ot

P = u?

= fie)u + f3(x)u?

= et + R

\

We denote by w® the differential 1-form w' = da? — fi(z)dzt — fi(x)dz?, fori = 3,...,n. To
the trajectories, solution of the under-determinated system

o= fie)it + f3(x)i?

i = )i+ )it
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correspond the solutions of the Pfaffian system w® = 0,...,w" = 0 which is associated to the
module [ := {w?, ... ,w"}. Using the duality between 1-forms and vector fields (see section 2),
the rank conditions of the theorem are nothing but saying that, for £ = 0, ..., n, the dimension
of the module I is equal to n—k—2. The theorem is just the translation into control language
of Cartan’s result.

The condition is sufficient: assume that the variables of Cartan’s theorem, ¢ and w, are
arbitrary functions of the time and use the rule

dw w  dw  We — o

do ¢ do? g3

relation (6) leads to an explicit parametrization (1) of all the system trajectories. Moreover o
and w are functions of x. The system is thus flat.

The condition is necessary: assume that the system is flat; then its general solution can be
expressed using the flat output (y1, y2),

x:A(y17"'>y§q)7y2a--'7y§q)); (8)

it suffices to set y; to a fixed function of time, e.g., y1(t) = ¢, and yo = w(t) where w is an
arbitrary function to obtain, up to the identification of o with ¢, an explicit parametrization,
similar to (6). .

For n = 4, the result can be directly recover by Engel’s normal form [2, chapter 2]. In
this case, the condition of theorem is simply equivalent to controllability. Hence, a controllable
system without drift having 2 controls and 4 states is flat.

For n > 5 (m = 2), controllability does not imply flatness any longer, as shown by the
following nonflat system,

T = (75}

o = U2

g = au
s 2

Z = Qa"ux
Yy = 5”17

derived from the second order Monge equation

dz d*y 2 _0

dx de?)
studied by Hilbert [12]. Simple computations show that, for this system, dim Ey = 2, dim E; =
3=2+1butdimFE3 =5#2+2.

The kinematic car with one trailer This nonholonomic system, displayed on figure 1,
generalizes the car with one trailer considered in [15], since the hitch of the trailer is not
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Figure 1: kinematic model of a car with one trailer; u; and us are the wvelocities of the rear
wheels and of steering, respectively.

attached to the center of the rear axle of the car, but at a distance d. The wheels are aligned
with the body of the trailer. The two control inputs are the driving velocity (of the rear wheels
of the car) and the steering velocity (of the front wheels of the car). The wheels are allowed
to roll and spin, but not to slip. The derivation of the equations is simplified by considering
the steering front wheels of the car as a single wheel at the midpoint of the axle. The resulting
dynamics is described by the following equations (the notations are summarized on figure 1):

(& = cosf uy
Y sin 6 uy
O = up
f = =tan © Uy
[
6, = dil (Siﬂ(@l —0)— %tangpcos(@l — 6’)) Uy

Straightforward computations show that the conditions of theorem 2 are satisfied. This proves
that the system is flat and that the flat output can be chosen as a function of (x,y, ¢, 0, 6).

5 Concluding remarks
We have shown that results on Pfaffian systems directly provide a criterion of flatness for

systems without drift having two controls. There exist many other results on Pfaffian systems
and we feel that several of them can be used for control purposes.
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Chapitre 4

Application au pilotage d’avion

Introduction

Ce chapitre a pour but de montrer 'interét des systemes plats pour un probleme
concret d’automatique; il ne s’agit pas de faire un simple calcul de bouclage linéarisant,
mais plutot d’examiner les possibilités pratiques de mise en oeuvre. Une partie de ce
travail a été effectué pour la société SEXTANT AVIONIQUE dans le cadre d’une étude
DRET en cours. L’origine de cette étude est un résultat de [9] montrant qu'un modele
simplifié d’avion est linéarisable par bouclage.

Notons que l'aéronautique est un cadre intéressant pour faire de I'automatique: on
dispose d’un bon modele, et la détermination des parametres délicats, a savoir les coef-
ficients aérodynamiques fait 'objet de véritables campagnes de mesure en soufflerie. Les
avions sont tres bien instrumenté et disposent de calculateurs embarqués assez puissants.

La suite de cette introduction rappelle brievement le role d’un pilote automatique
d’avion et les problemes de commande qui se posent; on insiste en particulier sur les
limites de lois de bouclage utilisant des techniques linéaires. La section 4.1 présente le
modele utilisé, accompagné de quelques commentaires (la modélisation elle-méme figure
a 'annexe A). La section 4.2 est consacrée a la construction de la loi de bouclage. Les
simulations numériques de la section 4.3 donnent une idée des performances de cette
loi. L’avion simulé est un F4, chasseur américain datant d’environ 25 ans, et dont les pa-
rametres numériques sont dans le domaine public. Il est important de noter que I’étude qui
suit est de portée générale et peut s’appliquer a la plupart des avions civils ou militaires.

4.0.1 Fonctions de pilotage

Les premiers pilotes automatiques offraient uniquement des fonctions élémentaires
du type asservissement autour de consignes fixes: tenue d’altitude, de cap, d’assiette, de
pente, de vitesse,... Le pilote devait amener I’avion pres des consignes désirées et branchait
ensuite le pilote automatique.

Sont apparues ensuite des fonctions plus évoluées, permettant de rallier et de tenir ces
mémes consignes. Si la condition initiale est loin de la consigne, la phase de ralliement
permet de s’en approcher sans saturer les actionneurs.
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Aujourd’hui, on voudrait qu'un pilote automatique soit en mesure d’assurer des taches
beaucoup plus complexes: manoeuvres d’atterrissage ou d’appontage, suivi de terrain a
basse altitude (pour éviter la détection radar), pointage sur une cible éventuellement
mobile,... Le point commun a toutes ces nouvelles fonctions est qu’il faut maintenant
générer et suivre une trajectoire qui peut étre absolument quelconque.

4.0.2 Limites de I'approche linéaire

Pour faire de la commande linéaire classique, il faut un systeme linéaire stationnaire.
La premiere chose a faire est donc de déterminer les trajectoires de ’avion (i.e. les solutions
du systeme (4.1)-(4.15)) pour lesquelles le linéarisé tangent est stationnaire. Empruntant
la terminologie de [45], on appellera ces solutions trajectoires permanentes. Notons que les
points d’équilibre sont sans intérét puisqu’ils imposent V' (t) = 0 (I’avion est immobile). On
voit facilement que les seules trajectoires permanentes correpondent au vol en ligne droite
a vitesse et altitude constantes: c’est le vol en palier. Ceci étant trop restrictif (I'avion ne
peut ni tourner, ni changer d’altitude), on est amené a affaiblir un peu les hypotheses en
ne considérant pas les variables de position horizontales z et y (que l'on renonce donc a
asservir). Ceci permet de considérer des trajectoires ou I'avion décrit un cercle a vitesse
de rotation et altitude constantes: c’est le virage stabilisé. Pour autoriser des mouvements
dans le plan vertical, on est obligé de faire une approximation en négligeant 'influence de
I’altitude, qui intervient dans les forces et moments aérodynamiques par 'intermédiare
de la masse volumique de 'air et du nombre de Mach. Cette approximation n’est pas
déraisonable si l'altitude ne varie pas trop (quelques centaines de metres), surtout en
régime subsonique (ou les coefficients aérodynamiques sont peu sensibles au Mach) et a
basse altitude (ou la variation relative de la masse volumique de lair est la plus faible).
Adoptant encore la terminologie de [45], on appellera pseudo-permanentes les trajectoires
permanentes du systeme approximé. La trajectoire pseudo-permanente la plus générale
est alors une hélice. Quand ’avion ne tourne pas, on peut prendre en compte x et y: toute
droite parcourue a vitesse constante est une trajectoire pseudo-permanente: c’est le vol
en ressource, avec comme cas particulier le vol en palier.

Les fonctions élémentaires de pilotage automatique évoquées dans le paragraphe pré-
cédent correspondent a I’asservissement autour des trajectoires pseudo-permanentes. Bien
str, le systeme linéaire tangent autour d’une trajectoire pseudo-permanente dépend d’un
certain nombre de parametres de cette trajectoire (a savoir l'altitude —z, la vitesse V, la
pente v, 'angle de roulis p et 'angle de dérapage ). Une technique couramment utilisée
pour construire un régulateur fonctionnant en tout point de l'epace de ces parametres
consiste a faire un maillage de cet espace, a régler les gains de régulateurs linéaires en
chaque point de ce maillage, puis a interpoler (linéairement) les gains sur l'espace des
parametres, ce qui revient en fait a une sorte de bouclage non linéaire assez complexe.

Les fonctions de pilotage plus évoluées consistent a réguler autour de trajectoires de
référence constituées de trongons de trajectoire pseudo-permanentes. Le probleme est
qu’il n’est pas possible de raccorder continiiment deux telles trajectoires: par exemple,
p(t) = 0 en vol en palier et u(t) = constante # 0 en virage stabilisé; la raison est que le
contact entre un cercle et une droite tangente est seulement d’ordre 1: les positions et les
vitesses varient contintiment, mais pas les accélérations, ce qui induit des Diracs dans les
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gouvernes 0;,0,,,0,. Les méthodes empiriques employées pour surmonter cette difficulté
fonctionnent assez bien si les commutations entre les trajectoires pseudo-permanentes ne
sont pas trop rapides.

Pour des trajectoires quelconques, variant rapidement et mélangeant des mouvements
horizontaux et verticaux (ce qui est typiquement le cas pour le suivi de terrain), ces
méthodes sont souvent mises en défaut. De plus, I’absence d’un cadre théorique oblige a se
reposer presqu’entierement sur des simulations numériques pour déterminer des conditions
satisfaisantes de fonctionnement.

4.1 Le modele utilisé

Un avion est un systeme physique tres complexe. On peut cependant en faire une
modélisation assez simple qui rend bien compte de son mouvement. On présente ici les
hypotheses couramment adoptées pour modéliser un avion en vol (on ne s’intéresse pas
aux interactions avec le sol pendant le décollage ou atterrissage). Une discussion de la
validité de ces hypotheses, ainsi que la totalité des calculs menant aux équations figurent
a annexe A.

Un avion est un corps rigide a six degrés de liberté comportant un plan de symétrie.

— La masse et la matrice d’inertie de 'avion sont constantes.

Les écoulements aérodynamiques sont quasistationnaires.

— L’environnement dans lequel évolue 'avion vérifie les conditions atmosphériques
standard et est au repos par rapport a la terre.

— La courbure de la terre est négligée. Le référentiel 1ié a la terre est galiléen.

L’application du principe fondamental de la dynamique conduit alors a un systeme de
12 équations du premier ordre. Un modele de 'atmosphere permet d’exprimer les pa-
rametres atmosphériques uniquement en fonction de l'altitude. Les variables d’état sont
x,y,z, coordonnées du centre d’'inertie G' de 'avion (ou z est 'opposé de I'altitude), V,«, 3,
projections du vecteur vitesse (V' est le module de la vitesse, a et [ sont des angles
d’attitude par rapport a la trajectoire, appelés respectivement incidence et dérapage),
7,X M, angles traduisant I'orientation de I'avion (appelés pente, azimut et roulis), et p,q,r
coordonnées du vecteur de rotation. On dispose par ailleurs de 4 entrées: la poussée F'
des propulseurs, et la positions d;,9,,,0, des gouvernes de gauchissement, profondeur et
direction.

Sur tous les avions modernes d'une certaine taille, les gouvernes sont actionnées par
des servocommandes électro-mécaniques. Ces servocommandes sont en général modelisées
par des systemes linéaires indépendants des 12 variables ci-dessus, et d’ordre 1,2 ou 3.
On a retenu ici un modele tres simple du premier ordre, qui représente la partie la plus
lente des servocommandes. De méme, 11 y a une relation dynamique (qui peut étre assez
complexe) entre la pousseé F' et la manette des gaz, qui est la vraie commande; on n’en
a pas tenu compte a ce stade de 1’étude.

En résumé, on considere le systeme suivant de 15 équations du premier ordre, com-
mandé par F,0,,0,,,0n:
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Equations du vol

& = V cosycosy (4.1)
= Vsinxcosy (4.2)
2 = —Vsiny (4.3)
. X
V = —gsiny+ — (4.4)
m
Z
acosfl = gcosycos,u—pcosozsinﬂ—l—qcosﬁ—rsinasinﬁ+— (4.5)
V mV
3 J in  + psi i (4.6)
= = cosvysin sina — rcosa + — :
% ysmpo+p mV
) g Ysinpy Zcosp
- _7 _ — 4.7
7 verTT T T Ty (4.7)
) Ycospu Zsinp
= — 4.8
Xeosy mV mV (48)
ftcos B = —%cosvcos,usinﬁ#—pcosa+7’sinoz
Y cosptanycos S Z(sinptanycos § + sin )
i _ (4.9)
mV mV
Lyq = (L.— Lyg)qr+ L.p(r* — p) + M (4.11)
IZZ7:. - [xzp = (I:m: - [yy)pq + [xzrq + N (412)
Dynamique des actionneurs
55 = —@d; + 51 (413)
Om = —mOm + Om (4.14)
bp = —an0y + 0y (4.15)

Dans ces équations, X,Y,Z représentent les forces (autre que le poids) agissant sur I’avion
(i.e. forces aérodynamiques et de propulsion) et L,M N leurs moments; ces six termes
dépendent de z,V,a,5,F et (linéairement) de V.&,3.0.4,7,01,0m,0,. Une remarque essen-
tielle pour la suite est qu’il possible de considérer comme “négligeable” la dépendance de
X.Y,Z par rapport & V&, 3,p,q,r et (avec parfois quelques réserves) par rapport a d;,0,,,0n;
le sens a attribuer au mot “négligeable” est expliqué au paragraphe 4.2.1. L’expression
détaillée des forces et des moments est établie a ’'annexe A. Notons que la détermination
de ces forces est de loin le point le plus délicat de la modélisation.

Quelques remarques sur ces équations:

— les équations (4.10)-(4.12) supposent une symétrie de masse de 'avion (ce qui est
pratiquement toujours vérifié). Si ce n’est pas le cas, il faut utiliser les équations
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un peu plus compliquées données a ’annexe A. Ceci ne réduit en aucune facon la
généralité de cette étude.

— Les forces XY, Z et les moments L,M,N peuvent dépendre (linéairement) de V,o’z,ﬁ :
les équations (4.4)-(4.6) sont donc éventuellement implicites; il est cependant tres
facile de les réécrire sous forme explicite si besoin est.

— Le systeme dégénere si V cos Fcosy = 0 (certaines équations deviennent des rela-
tions non différentielles). Si V' = 0 ou cos 5 = 0 (cf remarque suivante) sont des
situations tres improbables, cosy = 0 est plus fréquent (looping par exemple). Dans
ce cas x n'est plus défini: c’est la singularité habituelle d’'un paramétrage par les
angles d’Euler. En théorie, il faudrait donc décrire ’avion par deux cartes locales.
Dans la suite, on supposera simplement qu’on se trouve loin de ces singularités.

— Dans les conditions habituelles de vol (i.e. en dehors des acrobaties aériennes), on
demande que l'angle de dérapage [ soit (approximativement) nul: la force latérale
Y est alors nulle, et I’axe longitudinal de I’avion est colinéaire au vecteur vitesse. Il
arrive parfois que 1’on veuille voler a § constant non nul, par exemple a 1’occasion
d’une maneuvre d’atterrissage par fort vent de travers pour aligner I'avion dans
I'axe de la piste (maneuvre dite de “décrabe”). Dans tous les cas, une valeur de 3
dépassant +15° peut étre considerée comme “tres grande”.

De méme 'angle d’incidence a est généralement petit (par exemple environ 2 ou
3° pour le vol en palier). Pour les “trés grandes valeurs” de a (environ £30°), il se
produit d’ailleurs un phénomene de “décrochage” (brusque perte de portance).

4.2 Commande non-linéaire

D’apres l'introduction, le probleme posé par le pilotage automatique est donc la
génération et le suivi de trajectoires. On s’intéressera ici uniquement au probleme de
suivi, le probleme de la génération relevant plutot de l'optimisation sous contraintes.
Notons cependant que les contraintes qui limitent le plus les manoeuvres concretement
possibles sont les accélérations maximales supportables par le pilote et les bornes sur les
forces de propulsion (en particulier la poussée est toujours positive: un avion n’a pas de
“freins”; la poussée maximale pour un chasseur est de 'ordre de 0.6 fois son poids).

4.2.1 Avion idéal

Rappelons une conclusion essentielle de la modélisation: les forces X,Y,Z dépendent de
z,V,a,0,F et (linéairement) de V6, 3.0,q,7,01,0m,0n: cependant, on peut supposer “négligeable”
la dépendance par rapport & V&, 0,p,q,r et (avec quelques réserves) par rapport & 0;,0,,,0,-
Pour cette raison, on appellera avion idéal I’avion décrit par les équations en considérant
que X,Y,Z dépendent uniquement de z,V,«a,3,F. Cet avion idéal servira a calculer des
lois de bouclage linéarisantes, qui seront appliquées a l'avion réel: c’est un modéle de
commande. L’idée est que 'avion idéal est plat alors que ’avion réel ne I'est en général
pas).

On considere donc un systeme °

‘réel”

Ye: &= f(zu)+eg(zu)
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comme une perturbation d’un systeme “idéal”
Yo: = f(zu),

et on espere, si € est suffisamment petit, qu'une loi de bouclage transformant >y en

So: = f(z)

transforme . en un systeme “proche”

Y z:f(z,u)+5§(z,v)

Autrement dit on demande que la commande soit robuste. On n’a pas cherché a établir
un résultat général de robustesse pour les bouclages dynamiques linéarisants; dans le cas
particulier qui nous intéresse, on pourra se ramener a un bouclage statique et utiliser des
résultats existants. A ce stade de I’étude, on n’a pas non plus jugé nécessaire d’estimer la
taille de la perturbation entre I'avion réel et ’avion idéal, en vue d’appliquer un résultat
précis. Ceci représente un gros travail, et on s’est pour le moment contenté de vérifier la
robustesse par des simulations.

Commander un systeme par une loi calculée pour un modele idéal n’est bien str pas
une idée neuve en automatique. Notons cependant que ’approximation faite ici porte sur
la structure des équations et est valable en tout point de ’espace d’état, contrairement,
par exemple, a ’approximation linéaire au premier ordre qui n’est valable que localement.

4.2.2 L’avion idéal est plat

Par hypothese, les équations (4.1)-(4.9) de 'avion idéal ne dépendent pas de d;,6,,,0,.
Elles peuvent donc étre vues comme les équations d'un systeme d’état (z,y,z,V,a,5,7,x, 1)
commandé par (p,q,r,F'). Les équations (4.10)-(4.12) apparaissent alors comme un bou-
clage endogene, formé d’intégrateurs purs et d’'un bouclage statique, sur ce systeme. De
méme, les équations des actionneurs constituent un bouclage endogene sur le systeme (4.1)-
(4.12). Il suffit donc de montrer que le systeme (4.1)-(4.9) est plat, ce qui en fait démontré
dans [9]. Une sortie plate (différente de celle de [9]) est donnée par (x,y,z,3). On peut tres
facilement vérifier que la structure a 'infini du systeme (4.1)-(4.9) muni de cette sortie est
{1,2,3,3}, et le défaut est 9 — (1 + 2+ 3+ 3) = 0. Pour le systeme (4.1)-(4.12) muni de la
méme sortie la structure a U'infini est {2,2,4,4}, et le défaut est 12— (2+2+4+4) = 0. Avec
les actionneurs, la structure a I'infini est {2,3,5,5}, et le défaut est 15— (2+3+54+5) = 0.
On procéderait de méme avec des actioneurs décrits par des systemes d’ordre plus élevé.

On va donner une autre démonstration de la platitude en construisant le bouclage
dynamique linéarisant qui sera utilisé par la suite: en dérivant une fois (x,y,z), aucune
commande n’apparait (ce sont les équations (4.1)-(4.3)). En dérivant une seconde fois, on
trouve naturellement 1’équation des forces, ot une seule commande, F', est présente:

i 0 1 X (z,V,a,0,F)
g =10 |]+—=Mgyg, | YEVasF) |,
g) " Z(z,V.a,5.F)
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olt la matrice Mg, /g, (matrice de passage du triedre aérodynamique au triedre terrestre)
ne dépend que de 7,x,u. En dérivant (z,y,z) une troisieme fois, et 5 une fois, on obtient
une expression de la forme:

T(3) )
iﬁii = Az Vo800 F) + Bz VaBaxmF). | 1|,
& F
oll on a posé ) |
F=r (4.16)

(c’est en fait un bouclage dynamique); B matrice carrée inversible. On a trois chaines
d’intégrateurs non-linéaires de longueur 3 et une de longueur 1, ou n’interviennent que les
10 variables d’état (z,y,z,V,a,08,7,x,1,F), ce qui montre que le systéme (4.1)-(4.3),(4.16)),
qui a pour commandes u := (p,q,r,F )T, est linéarisable par le bouclage statique

u= B (v—A).

En dérivant encore une fois toutes les sorties, on obtient une expression de la forme:

L(4) 551
ggi; = Al(27V,067ﬁ777X7/vL7p7q77”;F;F) + Bl(Z;V7Oé,ﬁ,’y,x,ﬂ,p,q,r,F,ﬁ). 5:
’ F
oll on a posé ) |
Fi=F; (4.17)

By est une matrice carrée inversible. Comme prédédemment, on voit que le systeme (4.1)-

(4.3),(4.16),(4.17)), qui a pour commandes u := (0;,0m,0,,F)7, est linéarisable par le
bouclage statique
u = B;l(’l} — Al)

(on a trois chaines de longueur 4 et une de longueur 2 pour un état de dimension 1242 =
14).

En réitérant ce processus, on prend facilement en compte les équations des actionneurs.

Terminons ce paragraphe par quelques commentaires: le bouclage proposé est, au
moins pour le systéme commandé par (p,q,r,F), le plus “économique” en termes de di-
mension; en effet le systéme n’est pas statiquement linéarisable (cf [9]), mais le devient
apres ajout d’un seul intégrateur.

Notons aussi que le choix de (x,y,z,8) comme sortie permet d’étendre partout ou le
bouclage est défini une structure de commande qui est tres souvent utilisé autour du vol
en palier symétrique. En placant les poles du systeme linéarisé par bouclage au méme
endroit que ceux du linéarisé tangent autour de cette trajectoire, la loi de commande
linéaire classique apparait alors comme une approximation au premier ordre de la loi
non-linéaire.
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On n’a rien dit sur la platitude de I’avion réel. Il est possible de montrer par des cal-
culs fastidieux que 'avion réel n’est en général pas plat, sauf peut étre si les coefficients
aérodynamiques vérifient des relations tres particulieres; on n’a pas cherché a approfon-
dir cette voie. L’approche suivie, a savoir travailler sur ’avion idéal, est de toute fagon
intéressante, car elle conduit a des lois de bouclage assez simples.

4.2.3 Problemes posés par la mise en oeuvre pratique

Les bouclages linéarisants calculés ci-dessus utilisent les dérivées partielles des forces
X,Y,Z: les matrices A et B utilisent les dérivées jusqu’a l'ordre 1, les matrices A; et By
jusqu’a 'ordre 2, etc. Or les coefficients aérodynamiques intervenant dans ces forces sont
déterminés expérimentalement et varient rapidement en régime transonique, et I’évaluation
de leurs dérivées peut étre délicate, et ce d’autant plus que 'ordre de dérivation est élevé.
Si on se limite au régime subsonique, ol on peut approximer ces coefficients sur tout le
domaine de vol par des polynomes de faible degré, ce n’est bien str pas un probleme.

Par ailleurs, la complexité de la loi de bouclage augmente rapidement avec le nombre
d’états considérés. Ceci peut entrainer des volumes de calcul trop importants en temps
réel (les ordinateurs embarqués sur un avion ont en effet de nombreuses taches a effectuer
en dehors du pilotage automatique).

Il est donc intéressant de distinguer des échelles de temps dans le systeme et d’utiliser
des techniques de perturbations singulieres (cf [31]), ce qui est une démarche tres classique
en automatique. Notons cependant que s’il est facile de voir qu’un systeme linéaire a
plusieurs échelles de temps, c’est plus difficile en non-linéaire. On s’est pour l'instant
contenté de vérifier en simulation la validité du découpage en échelles de temps.

Pour un avion de transport, qui est lourd et auquel on ne demande en général pas de
manoeuvres serrées, on peut considérer que les actionneurs sont largement plus rapides
que le reste du modele. Si I’avion est subsonique, on peut utiliser sans probleme le bouclage
sur le systeme (4.1)-(4.12), a condition que le calculateur soit suffisamment puissant.

Pour un avion de chasse, auquel cette étude est plutot destinée, le probleme est plus
délicat: 'avion est bien str supersonique et on cherche a exploiter au maximum ses ca-
pacités dans toutes les phases de vol. On a distingué trois échelles de temps: une partie
“lente” (équations (4.1)-(4.9)), une partie “rapide” (équations (4.10)-(4.12)), et une partie
“tres rapide” (équations (4.13)-(4.15)). On a donc supposé le systeme sous la forme

X = f(XQF)
€Q = g(X,Q,(E,F)
€2y = —ad+ 4,

avec le parametre ¢ “petit”; on a posé X = (7,y,2,V,a,08,7,x,1), Q& = (p,gr), 0 =
(01,0m,0n), 0 := (01,0,m,0n) et a := diag(a;,am,an,).

Pour pouvoir utiliser des techniques de perturbations singuliéres en faisant tendre e

vers 0, il faut que le rang de g—g soit égal a 3. Or le déterminant de cette matrice est proche

de 0 pour l'avion “nu” (ceci est du au fait que les avions de chasse sont a la limite de
I'instabilité en boucle ouverte, de fagon a étre trés maniables); ce n’est cependant pas un

probleme, car il est possible de modifier ce déterminant par un premier bouclage “petits
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gains” sur 0 et de mettre ainsi ces équations sous la forme standard des perturbations
singulieres. Notons d’ailleurs que ce premier bouclage est systématiquement fourni avec
I’avion et porte le nom de “commandes de vol”: 'avion est sans cela impilotable par
un pilote humain. La raison pour laquelle ce bouclage est a “petits gains” est que les
gouvernes sont tres efficaces (leur action est proportionnelle au carré de la vitesse).

On adopte alors la démarche suivante pour construire une loi de commande: la partie
tres rapide est stable et on la considere infiniment rapide devant le reste du systeme;
typiquement les valeurs de a;,a,,,a, dans les équations (4.13)-(4.15) sont de 'ordre de
25. On linéarise par bouclage la partie rapide en considérant § comme la commande,
et on place les trois poles de ce systeme linéaire a —5; d’apres la discussion précédente,
ce bouclage est bien conditionné (empruntant la terminologie, on 'appellera d’ailleurs
“commandes de vol”). Enfin, on linéarise la partie lente en considérant (£2,F) comme la
commande. Les calculs détaillés sont présentés au paragraphe suivant.

Notons que le e choisi n’est pas “tres petit” (¢ = 1/5). Ce choix est un compromis
entre la séparation des échelles de temps et la rapidité de la reéponse en boucle fermée
(pour pouvoir suivre des trajectoires “serrées”).

4.2.4 Expression détaillée du bouclage

On a été effectué tous les calculs, puis généré automatiquement les routines Fortran
correspondantes a l’aide du logiciel de calcul formel Mathematica. Pour la partie lente,
ces calculs sont assez lourds et ont demandé un travail non négligeable pour étre mis sous
une forme simple.

Bouclage linéarisant la partie lente

On peut factoriser le bouclage sous la forme

u=TTyB~(Mv — A), (4.18)
avec
cosa 0 sina 0 cos@ 0 0 0
| o 10 0 | sing 1 0 0
Ti= sima 0 —cosa 0 |’ o= 0 010 |’
0 0 0 1 0 0 01
0 Xo Xpg Xp
B -7 Y, Yz Yp
C\Y Z, Zs Zp |’
0 o 1 0
COS X COS 7Y sin y cos 7y — sin vy
Moe €Oos Y sin 7y sin g — siny cos p sin y siny sin g + cos Y cos i1 cos -y sin [

€OS Y Sin 7y cos pt + sin ' sin g sin ' Sin <y cos (& — cos ' Sin j4  COS 7y COS i
0 0 0

_— o O O
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VXy +dlg_g (Xa— ZcosB)+ Blgy (Xs—Y) = VX_siny
< VYy +dlg_g Yo+ ZsinB) + Blg_y (X +Ys) = VY. siny

A=l .
VZy +dlg_g (Za+ XcosB=YsinB) + Blg_y Zs — VZ.siny
6\52:0
0X
ol on a posé X, := a—(z,V,a,ﬁ,F), ete, et
2
V = —gsiny+ L X (2,V,0.,3,F)
algoy = m(mg cosycos pu+ Z(z,V,a,5,F))
Blay = #(mg cosysinp + Y(z,V,a,5,F)).

Notons que M est formée a partir de la matrice de passage du triedre terrestre au triedre
aérodynamique, et que 7775 correspond a peu pres a la matrice de passage du triedre
aérodynamique au triedre avion. Ceci permet de donner une interprétation physique
de la factorisation (4.18) assez parlante pour les ingénieurs aéronauticiens, qui aiment
bien se représenter les phénomenes comme se produisant dans différents reperes: les trois
premieres composantes de v correpondent aux dérivées troisiemes de la position dans le
triedre terrestre; la matrice M les envoie dans le triedre aérodynamiques; la matrice B,
qui “vit” dans le triedre (car (X,Y,Z) est la projection des forces dans ce triedre), “re-
dresse” les forces; la matrice 1175 renvoie alors le résultat dans le triedre avion, ce qui
donne I'expression de p,q,r (rappelons que (p,q,r) est la projection du vecteur de rotation
dans le triedre avion).
Le déterminant de B est donné par

det B = (XpYYa — XoYYp + XpZZ0 — XoZ Zr).

Le bouclage explose quand ce déterminant est nul. On n’a pas encore réussi a trouver
une interprétation physique de cette condition, qui porte uniquement sur les forces (et ne
dépend donc que de z,V,a,3,F). Une rapide étude montre que ce déterminant ne s’annule
pas dans des conditions normales de vol symétrique, i.e. 5(t) = 0 (les quelques calculs
faits ici reposent sur I'expression détaillée des forces XY, Z; cf annexe A): on a en effet
Y=Yr=Y,=0et

det B = Z(XpZo— XoZr)

= —Z(1pSV?(cos(a + €)% —sin(a + ) %) + F).

Sauf cas tres particuliers, on a toujours Z # 0 (Z = 0 signifie que la composante verticale
de la pousée compense la portance, et donc la seule force exercée verticalement est le
poids). Par ailleurs il est exceptionnel qu’a dépasse +30° (en vol en palier o vaut environ
2 ou 3°), et ¢ est petit On a alors

o0,
Jda

et le terme entre parentheses est toujours largement positif.

_ 1
det B ~ —Z(ﬁpSV2 + F),
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Quand ( est petit, ces conclusions restent valables. La situation est moins claire quand
[ grandit; on n’a cependant pas rencontré de problemes particuliers en simulation.

Le difféomorphisme de R envoyant le systéme dans des coordonnées linéaires a pour
expression:

x x

Yy Yy

z z

V V cosycosé

o V cosvysin&

¢ — —Vsiny ’
vy 0 X

X 0 +MR0/RG~ Y

W mg Z

F

ot Mg, /g, ne dépend que de v,&,u (c’est la matrice de passage du triedre aérodynamique
au triedre terrestre). Son jacobien est égal a

V2 cos y det B.

Notons que V' = 0 et cosy = 0 sont également des singularités de paramétrage du modele.

Bouclage linéarisant la partie rapide (“commandes de vol”)

En posant 2 := (p,q,r)?, 6 := (81,0,m,0n)" et en notant I la matrice d’inertie, les équations (4.10)-
(4.12) s’écrivent matriciellement (cf annexe A):

IO+ QAIQ=C + D,

avec C'+ D¢ := (L,M,N)T (rappelons que les moments L,M,N sont linéaires en les gou-
vernes; C' er D dépendent de z,V,a,3,v,u,p,q,7,F. Le bouclage transformant ces équations
en

O=—-AQ+6

est donné par

=G Y OUNIQ - F —I7'AQ + I719),

olt on a posé A := diag( A, Am,An) €t 0 := (87,0m,00)7 -

Bouclage sur le systéeme linéarisé lent

Le systeme linéarisé par bouclage est composé de 3 chaines de 3 integrateurs purs et d'une
chaine de 1. On a placé les poles respectivement en (—1,—1/2,—1/4) et —1, de maniére a
respecter les échelles de temps en boucle fermée (rappelons que la partie rapide en boucle
fermée a ses 3 poles en —5 et que la partie treés rapide a ses 3 poles en —25). En fait le
choix des gains réclamerait une étude beaucoup plus poussée, d’un coté par rapport a
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des objectifs de performances, et de I'autre pour vérifier que la commande non linéaire
ne “mélange” pas les échelles de temps; on s’est simplement contenté ici de prendre des
valeurs raisonnables pour le vol en palier, et de vérifier en simulation que tout se passait
bien.

4.3 Simulations numériques

Les simulations ont été effectuées avec le logiciel Matlab/Simulink, en utilisant un
algorithme implicite de type Adams-Gear. La figure 4.3 présente le schéma-bloc Simulink
réalisé. Chaque bloc contient une routine en langage Matlab, avec un noyau en Fortran
pour les plus compliqués.

—

| | COY [ fctio B P4 o
ML Dif
2

Lin —
Calting

Clock

Fi1G. 4.1 — Schéma-bloc Simulink

On reconnait facilements les différents éléments: “F4” contient les équations de I'avion
et “Actio” celles des actionneurs; la loi de commande non-linéaire est composée des com-
mandes de vol “CDV”, du bouclage dynamique linéarisant “NL” et du changement de
coordonnées “Dif”; “Lin” place les poles du systeme lent linéarisé et “Traj” génére les
trajectoires de référence.

Expérience: suivi d’une courbe gauche

On veut suivre pendant une minute la trajectoire de référence donnée par (cf fi-
gure 4.3):

Trep(t) = 200t

Yrep(t) = 2.375 t2
Zrep(t) = —11000 + 1.2 ¢2
Bres(t) = 0.

A t =0, l’avion est en vol en palier symétrique a 11000 metres d’altitude a la vitesse de
200 m/s le long de 'axe x:

o =0, yo =0, 290 = —11000, By = 0, 2o = 200, yo = 200, 2y = 0,

et les accélerations sont nulles.
Malgré son apparente simplicité, cette trajectoire comporte des difficultés tres sérieuses
pour un pilote automatique: ce n’est pas une courbe plane; 'altitude et la vitesse varient
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vite et beaucoup (on perd plus de 4300 metres d’altitude et on passe de 200 a 380 m/s en
une minute); de plus, il faut franchir le mur du son (on passe de Mach 0.65 & Mach 1.2).
La variation des parametres atmosphériques et aérodynamiques le long de la trajectoire
est tres importante. En bref, cette courbe est tres loin d’étre une trajectoire pseudo-
permanente.

Ce genre de courbe gauche peut étre utile pour approcher un objectif, tout en étant
moins vulnérable aux défenses anti-aériennes. On s’est placé ici a une altitude élevée pour
pouvoir passer en régime supersonique avec des valeurs raisonnables de la poussée.

11000
10000
2000
g0an
7ann

FiG. 4.2 — Courbe gauche
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Les trois premiers graphiques donnent la norme de ’erreur absolue en position, vitesse et
accélérations par rapport a la trajectoire de référence. Le quatrieme montre I’évolution de
(. On peut considérer que les résultats sont trés bons (une erreur de position de 12 metres
a 350 m/s est insignifiante). Notons la discontinuité d’accélération au départ (le contact
entre le vol en palier et la référence est seulement d’ordre 1), qui induit des perturbations
sur les autres variables.
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Ces quatre graphiques montrent I’évolution des gouvernes ¢;,0,,,0, et de la poussée nor-
malisée (i.e. F/mg). La discontinuité initiale sur les gouvernes est importante.

La poussée n’est plus tout a fait réaliste a la fin de la simulation (de maniere générale
la pousée maximum d’un chasseur est de 'ordre de 0.6 fois son poids).
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Les deux premiers grapRiques réprésentent le facteur de charge et le ffombre de Mach. Le
facteur de charge est la norme de l'accélération rapportée a l'intensité de la pesanteur;
c’est a peu de choses pres “le nombre de g” ressenti par le pilote. Notons que la trajectoire
est a accélération constante. On franchit le mur du son sans probleme majeur. L’erreur de
position se met a croitre rapidement en régime transonique (i.e. entre Macn 0.8 et Mach
1.2) avec un pic au passage du mur du son, c’est a dire a I'endroit ou les dérivées des
coefficients aérodynamiques sont connues avec le moins de précision.

Les quatre graphiques suivants (respectivement l'incidence «, la pente v, I'azimuth
X et le roulis p) illustrent sous un autre aspect la “complexité” de la trajectoire pour
un pilote automatique classique: tous les angles varient en méme temps bien au dela du
domaine d’approximation linéaire, et de maniere couplée.
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Annexe A

Modélisation d’un avion

Introduction

Ce chapitre détaille I'ensemble des étapes permettant d’obtenir un modele d’avion en
vue de sa commande par des méthodes non-linéaires. Bien que le sujet soit tres classique,
il ne semble pas si courant de trouver dans la littérature aéronautique un modele non-
linéaire complet adapté aux besoins de 'automatique.

La section A.1 récapitule et commente les hypotheses de modélisation habituellement
adoptées. La section A.2 est consacrée a la mécanique du vol, et la section A.3 décrit le
modele standard de ’atmosphere. On s’est aidé principalement de [45, 44, 14]. Les données
numériques du F4, en particulier les tableaux des valeurs des coefficients aérodynamiques,
proviennent de [44, chapter 5].

A.1 Hypotheses de modélisation

Un avion est un systeme mécanique tres complexe. On peut cependant en faire une
modélisation assez simple qui rend bien compte de ses mouvements. On présente ici les
hypotheses couramment utilisées pour modéliser un avion en vol (on ne s’intéresse pas aux
interactions avec le sol pendant le décollage ou l'atterrissage), et on discute brievement
de leur validité.

— Un avion est un corps rigide a six degrés de liberté comportant un plan de symétrie.

La masse et la matrice d’inertie de ’avion sont constantes.

— Les écoulements aérodynamiques sont quasistationnaires.

— L’environnement dans lequel évolue 'avion vérifie les conditions atmosphériques
standard et est au repos par rapport a la terre.

— La courbure de la terre est négligée. Le référentiel lié a la terre est galiléen.

Un avion est évidemment composé de plusieurs corps articulés (ailerons, gouvernail,...),
mais les éléments mobiles par rapport au corps de I’avion sont comparativement de masse
tres faible. L’hypothese de rigidité n’est pas totalement verifiée (déformations élastiques
des ailes, et dans certaines configurations, légere flexion longitudinale du fuselage), ce qui
peut étre source de problemes pour la commande.
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Les variations de masse et d’inertie dues a la consommation de carburant sont loins
d’étre négligeables au cours d'un vol de plusieurs heures, mais sont lentes vis-a-vis des
problemes considérés de suivi de trajectoire. Pour les avions militaires, des variations ra-
pides peuvent également survenir (bombardement, parachutage,...). Notons qu’en général
la symétrie géométrique s’accompagne d’une symétrie massique (un avion comporte ainsi
plusieurs réservoirs de carburant, qui sont vidés de maniere a préserver cette répartition).

Les hypotheses aérodynamiques et atmosphériques signifient qu’il n’y a ni vent ni
turbulences (on peut néanmoins incorporer facilement un vent constant en direction et
intensité), et que les conditions climatiques sont “normales”: on utilise alors le modele dit
standard de 'atmosphere. Signalons qu’a tres faible altitude, des phénomenes turbulents
compliqués et assez mal compris peuvent survenir.

A Techelle des trajectoires que doit suivre un pilote automatique, la courbure de la
terre est sans importance. Sur de longues distances, ou 'effet de la courbure est sensible,
on ne s’intéresse pas en général a l'orientation de ’avion, mais seulement a la position de
son centre d’inertie.

A.2 Meécanique du vol

On veut écrire les équations du mouvement sous forme d’état. Avec les hypotheses
de modélisation retenues, il suffit d’appliquer le principe fondamental de la dynamique
a un solide rigide de répartition massique constante et sans liaisons. Il y aura donc 12
équations différentielles du premier ordre (6 de translation et 6 de rotation) données par

dRoV o

m pl Fe

g -
i M.,

avec m masse du solide, V' vitesse de son centre d’inertie G, @ moment cinétique du solide
en G, F, et M, résultante et moment en GG des forces extérieures agissant sur le solide, et
dru

Ry triedre fixe par rapport a la terre. La notation “2= sera partout utilisée pour désigner

la dérivée temporelle d'un vecteur U par rapport a un triedre de référence T'.

On a donc besoin de 12 variables d’état. En mécanique du vol, on utilise classiquement
trois triedres de référence: le triedre terrestre Ry, lié a la terre, le triedre avion R, lié a
I'avion et le triedre aérodynamique R, déterminé par I’avion et sa trajectoire (ces triedres
sont détaillés a la section suivante). Plusieurs choix naturels des variables d’état sont
couramment utilisés, dus a la possibilité d’écrire les grandeurs dans les divers triedres de
référence. On présente ici les choix les plus usités:
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— 3 variables pour la position du centre d’inertie G: (x,y,z) dites coordonnées géographiques
( coordonnées de G dans le triedre terrestre)

— 3 variables pour la vitesse V de G:
— soit (u,v,w), coordonnées de V dans le triedre avion

— soit (V,a,3), module de la vitesse, angles de dérapage et d’incidence

3 variables d’orientation du type angles d’Euler:

— soit ($,0,¥), orientation du triedre avion par rapport au triedre terrestre

— soit (x,7,i), orientation du triedre aérodynamique par rapport au triedre ter-
restre

— 3 variables pour le vecteur instantané de rotation O R/R, de I'avion par rapport a la
terre:

— soit (p,q,r), coordonnées de O r/R, dans le triedre avion

— 80it (Pa,qa,Ta), coordonnées de Qg g, dans le triedre aérodynamique. Ces va-
riables sont en général des intermédiaires de calcul et sont rarement utilisées
comme variables d’état.

Dans la suite, on utilisera systématiquement les variables (z,y,z,V,a,5,7,x,1,0,q,7), qui
s’averent bien adaptées aux calculs de bouclages non linéaires. On notera cependant que
ce choix n’est pas tres courant dans la littérature sur la mécanique du vol.

On dispose par ailleurs de 4 commandes: la poussée F' des propulseurs et la position
(01,0m,0,) des gouvernes de gauchissement, profondeur et direction. La facon dont ces
commandes interviennent dans I’expression des forces et des moments est décrite dans les
sections suivantes.

A.2.1 Triédres de références

On utilise trois triedres (orthonormés directs) de référence:

— le triedre terrestre Ry := (O,%,%,Eg), fixe par rapport a la terre (et donc supposé
galiléen). L’origine O est situé au niveau de la mer, et 1'axe kq est vertical et pointé
vers le bas.

— le triedre avion R := (G,T,j,lg), fixe par rapport a l'avion. L’origine est le centre
d’inertie. L’axe 7’est dans le plan de symétrie de ’avion et pointé vers I'avant. L’axe
k est également dans le plan de symétrie de I'avion et orienté vers le dessous.

— le triedre aérodynamique R, = (G i, %,Ea). L’origine est le centre d’inertie. L’axe
7, est colinéaire au vecteur vitesse V de G. L’axe lga est dans le plan de symétrie de
I’avion et orienté vers le dessous. La raison d’étre de ce triedre “hybride” est que
les forces aérodynamiques exercées sur l'avion s’y expriment facilement (elles sont
déterminées expérimentalement dans ce triedre).

Pour projeter les équations de la mécanique, on aura besoin de ’expression des matrices
de passage entre les triedres et des vecteurs de rotation. Ces calculs sont regroupés dans
les deux paragraphes suivants.
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Matrices de passage

On notera Mg/r la matrice de passage d'un triedre 7" a un triedre S. L’expression dans
S d’un vecteur U exprimé dans 7' s’obtient alors par

[U]s = Msr[Ulr.

Rappelons que si R,5,T" sont trois triedres, on a Mg/sMg/r = Mpg,7, et en particulier

MT/S - M‘;/lT

— Triedre avion — triedre terretre:
cosVUcos® cosUsin®Osin® —sinWecos® cosWsin© cos ® + sin ¥ sin

Mpg,r = | sinWcos® sinW¥sinOsin® + cosWcos® sin ¥sin O cos @ — cos ¥ sin P
—sin© cos © sin ¢ cos © cos P

— Triedre aérodynamique — triedre avion:

cosacos3 —cosasinf —sina
Mpg/r, = sin 3 cos (3 0
sinacos 3 —sinasinf  cosa

— Triedre aérodynamique — triedre terretre:

COS Y COS7y €OS X sin-ysin y — siny cos p €cos X sin -y cos i + sin y sin
Mpgy/r, = | sinxcosy sinxsin-ysing -+ cosx COS g Siny Sin<y cos fi — Cos X sin /i
—siny COs 7y sin i COS 7y COS 4

On notera que ces matrices sont des produits de matrices de rotation, et donc que leur
inverse est égale a leur transposée.

Vecteurs de rotation

Soient S et T' deux triedres. On note QT /s le vecteur instantané de rotation de T' par
rapport a S. En appliquant la relation cinématique
V U fixe dans T, i Qr/s NU
aux trois vecteurs définissant le triedre 7', ce qui donne
dS

EMS/T = [QT/S]S N Mg

On en tire 'expression de (27,5 dans S. On a ainsi:
—asin

[ﬁRa/R]Ra = f(jéCOSﬁ

g
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P\ —siny + i
Ga | = Oro/molr, = | Xcosysing+ 4 cosp
Tq X COS 7y COS {4 — 7y Sin 4

On aura beson d’une autre expression de p,,qq,rq, calculée a partir de

QRr./ry = QR /R + QR/R,
qu’on projette dans R,:

DPa
G | = [Qr.rlR, + MR,/RR/RR
Ta
—d&sin 8+ pcosacos B+ ¢sin § + rsinacos 3
= —acos 3 —pcosasin 4+ gcos 3 — rsinasin 3
0 — psina + rcos «

Y

oll on a posé

p —

q = [QR/RO]R-

r
En utilisant ces deux expressions de pq,qa,Tq, on tire alors facilement ¥,x,4 en fonction de
a,0 et a,B,7,1,p,q,r-

A.2.2 Forces et moments

Les forces agissant sur ’avion sont de trois sortes: poids, forces de propulsion et forces
aérodynamiques. Leur résultante F, se décompose donc en

— le poids mg,

— la résultante des forces de propulsion F ,

— la résultante des forces aérodynamiques F,.

Le poids s’écrit immédiatement dans le triedre terrestre Ry:

0
[mg ] Ry — 0
mg

Le vecteur F' des forces de propulsion a pour expression dans le triedre avion R:

Fcose
[Flgr = 0 ,
—F'sine

ol ¢ est un angle constant (voisin de 0) traduisant le fait que le propulseur n’est pas tout a
fait parallele a I'axe longitudinal de I'avion. Exceptionnellement, les forces de propulsion
peuvent aussi étre decalées par rapport au plan de symétrie de 'avion, induisant une
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composante latérale non nulle (par exemple en cas de panne d’un propulseur sur un avion
multipropulseurs).

Les forces aérodynamiques représentent le point le plus délicat dans la modélisation
d’un avion. Elles sont déterminées expérimentalement en soufflerie dans le repere R, sous
la forme:

. 1 —C,
[Fa]Ra == 5,05‘/2 Cy 5
_Cz

ol p est la masse volumique de 'air, S est une constante (surface de référence liée a la
surface de 'avion) et C,, C, et C, sont des coefficients adimensionnels appelés coefficients
de trainée, de force latérale et de portance. Ces coefficients trés importants sont étudiés
au paragraphe suivant. L’expression de la masse volumique de l'air p est détaillée a la
section A.3.

Dans la suite, on posera:

X B B —3pSV2C, + Fcos(a + ) cos 3
Y | .= [F)r, + [Flr, = +%pSVQC'y + Fcos(a+¢)sinf |,
Z —3pSV2C, — Fsin(a +¢)

ou on a utilisé la matrice Mg, /g pour exprimer F' dans le triedre aérodynamique.

Passons maintenant a ’étude du vecteur /\716 des moments en G. La contribution du
poids est évidemment nulle. Celle des forces de propulsion s’écrit

/\Zﬁ:G_PAﬁ,

ou P est le point d’application de ces forces qui est fixe par rapport a I’avion). On pose
(Tp,yp,2p) == [G]D] r- Souvent P est proche de G, et le moment des forces de propulsion
est négligeable.

Reste le moment des forces aérodynamiques, qu’on exprime dans le triedre avion a
partir des données expérimentales en soufflerie sous la forme:

Mg = 5pSV*| bCp

Ci, C,, et C,, sont également des coefficients adimensionnels appelés coefficients de roulis,
tangage et lacet; a et b sont des constantes (longueurs de référence liées au foyer aéro-
dynamique et & 'envergure de I'avion).

On posera dans la suite:
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A.2.3 Coefficients aérodynamiques

Classiquement, on considere que les coefficients C,,C,,,C.,C;,Cy,,C,, dépendent de la
vitesse de translation (i.e. V,a,(), de l'accélération (V,dﬁ), de la vitesse de rotation
(p,q,r), de la position des gouvernes (6;,0,,,0,), et du nombre de Mach. On suppose de
plus qu’ils sont linéaires en (V,d,B,p,q,r,dl,ém,én). Le nombre de Mach est par définition
égal & V/c, ou c est la vitesse de propagation dans l'air (I’expression de ¢ est étudiée a la
section A.3).

On donne ici 'expression de ces coefficients pour un F'4 (avion de chasse américain
datant d’environ 25 ans). On a des expressions similaires pour pratiquement tous les
avions.

Cy = Cuo+ (Cyo— Cuop+ Car)?

C, = CuB+Cy zbv +Cyr 2[)(/ + C’yné

C, = Cyu+ Czaab—l— C.a 2Vb—|— Czq 51 —i— ComOm

C, = Cpp+ Clpﬁ +Cp—— 2V + Cyd; + Cln5
Cn = Cno+ Cmaab—i- Cma QVb —|— Cmq Y + CrimOm
C, = CufB+ CnPQV + C'm Ve + Cni0; + Crndy

Les coefficients C10,C0,C0p, Cza,C26:Cq5 ComsCmosCmasCmasCmg:Cmm,Cys,Cyr,Cyn,Chns,
Ci1,Cpn,,Cry dépendent uniquement du nombre de Mach. Cy,,Ci3,Cl,,Cir,Clpp,Cpp,Chr dé-
pendent du nombre de Mach et linéairement de «. Les valeurs de ces coefficients sont
regroupés dans 'appendice. Ces coefficients varient tres rapidement en régime transonique
(i.e. entre Mach 0.8 et Mach 1.3), ce qui explique pourquoi il est difficile de franchir le mur
du son; les figures A.2.3 et A.2.3 montre Iallure typique d’un coefficient longitudinal (C.,)
et d’'un coefliccient latéral (Cg).

38

36

34

32

Cza

2.8

26

24

Mach

Fic. A.1 — Cza en fonction du Mach
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Fic. A.2 — Cyb en fonction du Mach

Remarquons les coefficients des termes en p,q,r,&c sont tres petits par rapport aux
autres, a cause du terme en 1/V. Dans le méme ordre d’idée les coefficients C,,, et C.,,
sont en général assez petits devant Cyp et C., respectivement

A.2.4 Projection des équations de la mécanique
N.B. par commodité, les équations du vol (A.1) a (A.12) ont été regroupés dans le
dernier paragraphe.
Equations de translation
On projette I’'équation des forces
™V

dt
dans le repere R,, en utilisant la relation cinématique

m :ﬁA+ﬁ+m§

dfoy iV

+ QRa/RO A ‘7,

dt dt
ce qui donne
= 1% P %4 %
Ay @
[dt]R“: 0 |+| ¢ |[AL O |=| Vr
0 Ta O _an

En utilisant les expressions de ¢,,r, en fonction de o'c,B établies a la section A.2.1, on
obtient les équations (A.5)-(A.7). Le poids a été exprimé dans R, a l'aide de la matrice de
passage Mg, g. Il ne reste plus qu’a relier la position et la vitesse dans le repere terrestre
par

—

Vg = Mayg, Vg,
ce qui donne les équations (A.1)-(A.3).
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Equations de rotation

On projette I’équation des moments
d®og
dt

dans le repere avion, en utilisant la relation cinématique

dfg  dfeg .
dt :—dt —f-QR/RO/\O'.

:Mﬁz+Mﬁ

Compte tenu de .

[0]r = 1[Q2r/Ro];
ou [ est la matrice d’inertie de 'avion (donc symétrique definie positive et constante par
hypothese), on a

p p p L
IV qg |+ q NIl q|=|M
T T T N

En supposant pour simplifier que la symétrie géométrique de 'avion s’accompagne
d’une symétrie de masse (ce qui est presque toujours le cas), la matrice d’inertie s’écrit

I=(o 1,0 ,
_]:tz O [zz

ce qui fournit les équations (A.10)-(A.12). Pour finir, on utilise I'expression de 7,x,/ en
fonction de &,8 et a,3,y,u,p,q,r qui a été calculée a la section A.2.1. Ceci donne les
équations (A.7)-(A.9).

Equations du vol

& = Vcosxcosy (A.1)
V sin x cos 7y (A.2)
2 = —Vsiny (A.3)
. ) X
V = —gsiny+ — (A.4)
m
Z
acosfl = gcos*ycosu—pcos.Ozsinﬁ—i—qcosﬂ—rs.inasinﬁ+— (A.5)
V mV
A Y
B = %cosysinu—i—psinoz—rcosoz—i—m—v (A.6)
) g Ysinpg  Zcosp
= -2 — — AT
v 7S VR (A7)
) Ycosp Zsinp
_ _ A8
X oS mV mV (A.8)
jrcosf3 = —%cosvcos,usinﬁ—i—pcosa—i—rsina
n Y cosptanycosff Z(sin p tan «y cos (3 + sin [3) (A.9)

mV mV
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Lyi = (L.— La)qr + L.p(r* — p*) + M (A.11)
(Iow = Lyy)pq + Loarqg + N (A.12)

[zzf - [xzp

Quelques remarques sur ces équations:

— les équations (A.10)-(A.12) supposent une symétrie de masse de ’avion. Si ce n’est
pas le cas, il faut utiliser les équations un peu plus compliquées données au para-
graphe précédent.

— Les forces X,Y,Z et les moments L,M,N peuvent dépendre (linéairement) de Va0
les équations (A.4)-(A.6) sont donc éventuellement implicites; il est cependant tres
facile de les réécrire sous forme explicite si besoin est.

— Le systeme dégénere si V cos Fcosy = 0 (certaines équations deviennent des rela-
tions non différentielles). Si V' = 0 ou cos 5 = 0 (cf remarque suivante) sont des
situations tres improbables, cosy = 0 est plus fréquent (looping par exemple). Dans
ce cas x n'est plus défini: c’est la singularité habituelle d’'un paramétrage par les
angles d’Euler. En théorie, il faudrait donc décrire I'avion par deux cartes locales.
Dans la suite, on supposera simplement qu’on se trouve loin de ces singularités.

— Dans les conditions habituelles de vol (i.e. en dehors des acrobaties aériennes), on
demande que l'angle de dérapage [ soit (approximativement) nul: la force latérale
Y est alors nulle, et I’axe longitudinal de ’avion est colinéaire au vecteur vitesse. Il
arrive parfois que 'on veuille voler a 3 constant non nul, par exemple a l'occasion
d’une maneuvre d’atterrissage par fort vent de travers pour aligner 'avion dans
I'axe de la piste (maneuvre dite de “décrabe”). Dans tous les cas, une valeur de (3
dépassant +15° peut étre considerée comme “tres grande”.

De méme l'angle d’incidence « est généralement petit (par exemple environ 2 ou
3° pour le vol en palier). Pour les “trés grandes valeurs” de a (environ £30°), il se
produit d’ailleurs un phénomene de “décrochage” (brusque perte de portance).

A.3 Modele atmosphérique

Les forces exercées sur I'avion dépendent de la masse volumique de I'air et de la vitesse
du son. La modélisation usuelle de I'atmosphere en ’absence de turbulences (atmosphere
dite standard) permet d’exprimer ces grandeurs comme des fonctions dépendant unique-
ment de l'altitude h := —z. Elle repose sur trois principes physiques:

— la loi des gaz parfaits, qui relie la masse volumique de I'air p, la pression p et la

température T":

p = pRT, (A.13)

avec R constante des gaz parfaits (R = 287.053),

— la loi de Laplace, exprimant 1’équilibre hydrostatique d’une colonne d’air sous I’ef-
fet de son poids, qui relie la pression p, la masse volumique p, la pesanteur g et
I’altitude h:

dp = —pgdh, (A.14)
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— une relation empirique exprimant la température 1" en fonction de l'altitude h:
T =T, — kh, (A.15)

ou Tj est la température au niveau de la mer et k est une constante valant 0.0065K /m
dans la troposphere (0 < h < 11000m).

On en déduit facilement :
dp g dh
— = (k- _)f,
p R Ty — kh

d’ou par intégration (en considérant que g est une constante),

g
p— (1~ T Y, (A16)
0
avec pg masse volumique de l’air au niveau de la mer. En toute rigueur la pesanteur g
diminue avec l'altitude, mais son influence sur p sera négligée (a 11000m ’erreur sur p en
prenant g = 9.81 est inférieure a 1073). Les valeurs standards de pression et température
au niveau de la mer (py = 101300Pa = latm, Ty = 288.15K = 15°C') donnent alors

po = 20— 1,995,

~ RIT,
La figure (A.3) montre l'allure de la courbe décrite par (A.16).
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Fic. A.3 — p en fonction de laltitude

Il reste a exprimer la vitesse ¢ du son dans l'air, qui intervient dans le nombre de
Mach M := V/c. De maniere générale, la vitesse de propagation du son dans un fluide est

donnée par
c=+/7YRT.

Pour I'air, et dans les zones de pression et température considérées, v est une constante
valant 1.4. En utilisant (A.15), on exprime alors ¢ en fonction de laltitude:

¢ =/YR(Ty — kh), (A.17)
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d’olt au niveau de la mer,
c = 340.3m/s.

Le graphe de c est représenté e la figure A.4.
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A.4 Ce qu’il faut retenir de cette modélisation

Les équations (A.1) a (A.12) décrivent le mouvement de n’importe quel solide volant.
Ce qui distingue un avion d’un autre est uniquement 1’expression des forces X,Y,Z et des
moments L,M,N, ou plus exactement I'expression (et surtout les valeurs numériques) de
leur coefficients aérodynamiques. Ces forces et ces moments dépendent de z,a,03, V,o’z,B,
0,q,7, 01,0m,0n,F. Une remarque essentielle pour la commande est que la dépendance de
X,Y,Z par rapport a V,d,B,p,q,r, et (avec plus de réserves) par rapport a &;,0,,,0, est
“petite”.
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