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Chapitre 1

Introduction

La pr�esente th�ese a pour objet d'�etudier des probl�emes r�eversibles dans
la dynamique holonome et non-holonome du corps solide.

Dans la th�ese sont analys�es les rotations permanentes, les oscillations
et les mouvements rotatifs d'un ellipso��de homog�ene pesant sur un plan
absolument rugueux et d'un satellite sur une orbite elliptique ; le probl�eme
de la stabilit�e de ces mouvements est �egalement �etudi�e.

Le choix du th�eme de la th�ese �a �et�e d�etermin�e, d'une part, par le fait
que les principaux mod�eles de la m�ecanique classique et c�eleste sont d�ecrits
par des syst�emes d'�equations di��erentielles r�eversibles (Tkhai [64, 65, 80]).
D'autre part, par l'�elaboration, ces deux derni�eres d�ecennies, de la th�eorie
de la stabilit�e des oscillations des syst�emes m�ecaniques r�eversibles (Tkhai,
Devaney, Gloukhikh, Grodman, Ephimov, Zimovshikov [14, 18, 15, 89, 32,
64-86]).

Il est �a noter que dans les ann�ees 80 on a mis au point la th�eorie KAM
r�eversible (Devaney, Sevryuk [14, 60-62]). Cette th�eorie est appliqu�ee pour
�etudier des probl�emes m�ecaniques et est comparable �a la th�eorie KAM des
syst�emes hamiltoniens (Kolmogorov, Arnol'd, Moser [4, 31, 50]).

Avant la parution de l'article de Tkhai [64] on n'accordait pas beaucoup
d'attention au fait que la plupart des syst�emes de la m�ecanique classique
sont r�eversibles. V.N. Tkhai, dans [80], rappelle, qu'on a toutefois utilis�e
la sym�etrie (r�eversibilit�e) dans la m�ecanique c�eleste depuis L. Euler (pour
les orbites p�eriodiques locales construites par L. Euler au voisinage d'un
des points colin�eaires de libration [16], les orbites p�eriodiques du probl�eme
de Hill [27], les orbites p�eriodiques de Poincar�e de trois esp�eces (Arenstorf,
Barrar, Poincar�e, Uno [3, 7, 53, 87]), le crit�ere de Whittaker pour les orbites
p�eriodiques sym�etriques [88], les orbites en forme de \sabot de cheval" de
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4 Introduction

A.F. Shanzle dans le probl�eme de trois corps [59]). On utilise la r�eversibilit�e
dans les r�ecents travaux de recherche fondamentaux (Sarychev, Sazonov,
Zlatoustov [56, 58]) sur le probl�eme de V.V. Beletsky [8].

L'article de Tkhai [64] d�emontre que tout syst�eme m�ecanique holonome
limit�e par une liaison g�eom�etrique stationnaire se trouvant uniquement sous
l'e�et des forces positionnelles est d�ecrit par un syst�eme d'�equations
di��erentielles r�eversibles. Cet article n'a trouv�e un prolongement qu'en 1991,
l'ann�ee o�u a �et�e analys�ee une s�erie de mod�eles de la m�ecanique classique et
c�eleste et o�u on a d�emontr�e que ces mod�eles forment une classe particuli�ere
des syst�emes r�eversibles de la forme

8<
:

_u = U(u;v)

_v = V(u;v)
(A)

u 2 Rl; v 2 Rn; l � n

U(u;�v) = �U(u;v); V(u;�v) = V(u;v)

qui a re�cu plus tard le nom de syst�eme m�ecanique r�eversible (Tkhai [80]).

Le syst�eme (A) poss�ede donc une invariance par rapport �a la transfor-
mation lin�eaire avec le changement simultan�e de t en �t

(u;v; t)! (u;�v;�t)

c'est-�a-dire, repr�esente un syst�eme lin�eaire r�eversible avec l'ensemble des
points �xes fu;v : v = 0g. Une autre limite, c'est la condition l � n pour
la dimension des vecteurs u et v. Cette condition est toujours v�eri��ee pour
les syst�emes m�ecaniques.

Par exemple, dans un syst�eme m�ecanique �evoluant sous l'e�et de forces
positionnelles u = q est un vecteur des coordonn�ees g�en�eralis�ees, v = _q est
un vecteur des vitesse g�en�eralis�ees, l = n.

L'article de Tkhai [65] a d�evelopp�e la th�eorie dans les directions sui-
vantes. Premi�erement, on a �etudi�e la stabilit�e des syst�emes r�eversibles en
cas de r�esonance (Tkhai, Kunitsyn, Muratov, Matveyev, [32, 33, 38, 39,
64-67]). Ensuite on a proc�ed�e aux recherches sur la stabilit�e du syst�eme
r�eversible dans le cas non-r�esonnant (Matveyev [40-42]), y compris le cas de
l'existence des int�egrales premi�eres (Matveyev [43]). Outre cela, on a �elabor�e
(Tkhai, Gloukhikh, Zimovshikov [17, 89, 81]) une m�ethode constructive pour
d�eterminer les exposants caract�eristiques d'un syst�eme lin�eaire p�eriodique
r�eversible et on a propos�e un proc�ed�e d'etude de la stabilit�e au sens de



5

Lyapunov pour la solution obtenue de fa�con num�erique dans un syst�eme
conservatif r�eversible �a deux degr�es de libert�e (Ephimov, Tkhai [15]).

L'�etude parall�ele des probl�emes m�ecaniques concrets (Tkhai,
Gloukhikh, Chevallier, Grodman, Ephimov, Zimovshikov [17, 18, 20, 23,
24, 15, 89, 90, 91, 69, 71, 72, 74, 75, 81, 84, 85]) permet d'aÆrmer que la
th�eorie de la stabilit�e des syst�emes r�eversibles appliqu�ees dans la m�ecanique
est fond�e.

L'autre direction est li�ee �a l'�etude des mouvements p�eriodiques (oscil-
lations et rotations) dans les syst�emes m�ecaniques r�eversibles. Bien que du
point de vue th�eorique l'article de Devaney [14] ait une importance parti-
culi�ere, c'est l'article de Heinbockel et de Struble [26], consacr�e aux mou-
vements p�eriodiques d'un syst�eme avec sym�etrie qui a servi de point de
d�epart pour la cr�eation de la th�eorie des oscillations des syst�emes m�ecaniques
r�eversibles. A la suite des recherches on a obtenu une th�eorie suÆsamment
compl�ete, comprenant les conditions n�ecessaires et suÆsantes d'existence des
mouvements p�eriodiques, une m�ethode de construction et d'�etude de tous les
mouvements de ce type, une th�eorie du prolongement selon un param�etre,
une th�eorie de familles locales de Lyapunov de mouvements p�eriodiques, une
th�eorie pour des syst�emes de type particulier, une th�eorie pour les syst�emes
proches des syst�emes r�eversibles, des annexes (Tkhai, Gloukhikh, Grikha-
nova, Buchin, Grodman, Ephimov [18, 21-15, 71-74, 76-80, 82, 83, 86]).

Les probl�emes non-holonomes de roulement d'un solide sur un plan ont
suscit�e de nombreuses recherches (Tkhai [75], Karapetyan [30], Markeyev
[37], M. Pascal [52] etc). Ces recherches s'appuient sur diverses conditions
de sym�etrie (ou d'asym�etrie). Dans la suite, contrairement au probl�eme du
type \pierre celtique" on supposera que les axes de l'ellipso��de roulant sont
aussi des axes principaux d'inertie.

De cette fa�con, on a fait un pas en avant dans l'�etude du probl�eme avanc�e
par A.P. Markeyev, probl�eme de la stabilit�e des rotations permanentes au-
tour de la verticale d'un ellipso��de pesant homog�ene sur un plan absolu-
ment rugeux. A.P. Markeyev obtient les �equations du mouvement dans ce
probl�eme comme les �equations d'Appell d'un syst�eme non-holonome [35].
Outre cela il remarque l'existence d'une rotation autour d'un axe de l'el-
lipso��de co��ncidant avec la verticale et �elabore les �equations aux variations.

L'examen des racines d'une �equation caract�eristique permet de v�eri�er
l'instabilit�e de la rotation autour de l'axe moyen. La rotation autour de l'axe
minimum est toujours stable �a l'approximation lin�eaire et la rotation autour
de l'axe maximum est stable �a l'approximation lin�eaire lorsque la vitesse
angulaire est assez grande.

Cependant la question de la stabilit�e au sens de Lyapunov des rotations
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permanentes est rest�ee ouverte. Un progr�es dans la solution de ce probl�eme
a �et�e accompli avec l'introduction de la r�eversibilit�e (Tkhai [65]).

La solution de ce probl�eme est devenue possible �a la suite de la
d�emonstration du th�eor�eme de la stabilit�e du syst�eme r�eversible dans le
cas g�en�eral elliptique (Matveyev [40, 43]) ; les r�esultats de stabilit�e sous la
condition de r�esonance du quatri�eme ordre sont connus depuis 1980 (Tkhai
[64]). La solution compl�ete du probl�eme au niveau des r�esultats th�eoriques
existant aujourd'hui et expos�ee dans la th�ese pr�esente, et est publi�ee dans
(Tkhai, Gloukhikh, Chevallier [19, 20]).

Le corps solide pesant, limit�e par une surface lisse peut rouler sur le
plan de mani�ere qu'un des plans principaux d'inertie co��ncide constamment
avec un plan vertical immobile. Si l'�equation de la surface F (x; y; z) = 0
(x; y; z sont des coordonn�ees du point de contact du corps et de la surface
par rapport aux axes li�es), alors lorsque la fonction F 0

y(x; y; z) est impaire
le roulement repr�esente un mouvement p�eriodique sym�etrique du syst�eme
r�eversible (Tkhai [75]). Ce cas se produit pour un ellipso��de dont le centre
de masse co��ncide avec le centre g�eom�etrique et les axes principaux d'inertie
sont dirig�es selon les axes de l'ellipso��de.

J.M. Mindline et G.K. Pojaritzki, dans [47], ont d�etermin�e les condi-
tions de la stabilit�e d'un corps dynamiquement sym�etrique, dont l'axe de
sym�etrie dans le mouvement observ�e est horizontal. L'article (Tkhai [65])
faisait l'�etude du probl�eme pour un ellipso��de de r�evolution.

La pr�esente th�ese consid�ere un autre aspect du probl�eme : un ellipso��de
est cens�e être creux et on compare les r�esultats pour un ellipso��de creux et
un ellipso��de homog�ene.

On analyse la stabilit�e du roulement de l'ellipso��de le long de la ligne
droite dans une direction. Pour un corps, proche d'un ellipso��de r�evolution,
dans ce cas, l'existence d'une r�esonance param�etrique est possible. Signa-
lons, que le probl�eme de la stabilit�e du syst�eme r�eversible �a une r�esonance
param�etrique est �etudi�e suÆsamment bien (Tkhai [70]). La r�esonance �a une
seule fr�equence 2! = p 2 N, conduit d'habitude �a l'instabilit�e et cette
conclusion r�esulte de l'in�egalit�e �a z�ero du coeÆcient de la forme normale qui,
sous la condition de r�esonance, d�etermine la stabilit�e. La m�ethode des formes
normales est �egalement assez �elabor�ee (Bruno [12]). Cependant, l'obtention
de la forme normale dans un probl�eme concret est accompagn�ee de certaines
diÆcult�es de calcul, surtout quand on analyse le syst�eme p�eriodique. C'est
pourquoi en cas de r�esonance param�etrique ce sont les formules �nales pour
calculer les coeÆcients de r�esonance qui pr�esentent de l'int�erêt. La th�ese
propose la solution de ce probl�eme pour un syst�eme quasi-autonome lin�eaire
r�eversible du troisi�eme ordre.
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Les mouvements de rotation d'un satellite sur une orbite elliptique sous
l'e�et des moments de gravitation et a�erodynamique sont d�ecrits par un
syst�eme qui poss�ede une vari�et�e int�egrale repr�esentant le mouvement d'un
satellite sur le plan de l'orbite. Nous avons une �equation p�eriodique
r�eversible du deuxi�eme ordre. Pour ce type d'�equation la m�ethode (Tkhai
[73, 79]), permettant de construire en principe toutes les oscillations impaires
et toutes les rotations et d'examiner leur stabilit�e est particuli�erement eÆ-
cace. C'est la propri�et�e de sym�etrie qui a �et�e utilis�ee et est utilis�ee (Bruno,
Sarychev [13, 57]) pour �etudier le probl�eme de V.V. Beletsky (moment
a�erodynamique �egal �a z�ero), c'est ainsi qu'on a examin�e le probl�eme en
pr�esence de forces gravitationnelles et de la pression de radiation (Tkhai,
Grodman [23, 24]).

N.V. Melnik, dans [44], [45], a �etudi�e les oscillations planes sur l'orbite
elliptique. Une analyse complete du mouvement du satellite sur une orbite
circulaire a �et�e faite par examen du portrait de phase et les oscillations du
satellite sur une orbite elliptique ont ensuite �et�e d�etermin�ees num�eriquement.
Notons, que sur l'orbite circulaire, les oscillations entourent les positions
d'�equilibre relatif correspondantes. Ces �equilibres peuvent être triviaux dans
le cas o�u l'un des axes d'inertie du satellite co��ncide avec le rayon-vecteur,
et obliques { quand cet axe d'inertie forme avec le rayon-vecteur un angle
di��erent de z�ero. Pour chaque famille la p�eriode d'oscillation T d�epend de
l'amplitude (de l'�energie h) et dT (h) 6= 0. Les oscillations entourant les
�equilibres triviaux sont sym�etriques par rapport �a f(z; _z)j z = k�; k 2 Zg.
Par cons�equent pour le prolongement de tels oscillations on pourra appliquer
le th�eor�eme de Tkhai [77, 79].

De cette mani�ere, il s'ensuit du comportement de la fonction T (h), que
les oscillations 2�k-p�eriodiques du satellite sur l'orbite circulaire subsistent
sur l'orbite faiblement elliptique. Une telle conclusion d'ordre qualitatif ne
�gurait pas dans les travaux de Melnik [44, 45].

Outre cela on a examin�e les rotations rapides du satellite dans le probl�eme
de Beletsky et la stabilit�e des rotations planes dans le probl�eme tridimension-
nel. Ces recherches ont �et�e ex�ecut�ees �a l'aide de la m�ethode de construction
de tous les mouvements p�eriodiques du syst�eme r�eversible et d'analyse de
leur stabilit�e (Tkhai [73, 79]).

Telle est la place des recherches de la pr�esente th�ese parmi d'autres tra-
vaux consacr�es �a la dynamique du corps solide sur un plan et �a la dynamique
du mouvement des satellites.

Pr�esentons le r�esum�e de la th�ese par chapitres.
Dans le deuxi�eme chapitre on pr�esente les r�esultats fondamenteaux

sur les syst�emes r�eversibles.
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Dans le troisi�eme chapitre on �etudie la stabilit�e des rotations perma-
nentes d'un ellipso��de pesant homog�ene sur un plan horizontal absolument
rugueux.

Dans la section 3.1 on peut trouver les �equations du mouvement du corps
solide pesant roulant sans glissement sur le plan horizontal. Ces �equations
font partie des �equations r�eversibles. On indique que le syst�eme d'�equations
du mouvement a une solution particuli�ere o�u le corps e�ectue des rotations
permanentes autour de la verticale.

Dans la section 3.2 on �etablit les �equations du mouvement perturb�e au
voisinage de la solution particuli�ere pour le corps limit�e par la surface de
l'ellipso��de. Le syst�eme est pr�esent�e sous une forme sans dimension.

Dans la section 3.3 on pr�esente un algorithme de normalisation pour un
syst�eme r�eversible. La transformation lin�eaire normalisante est d�etermin�ee
dans le cas particulier d'un syst�eme r�eversible du quatri�eme ordre.

Dans la section 3.4 on �etudie la stabilit�e des rotations permanentes.
Dans la section 3.5 on d�etermine les domaines dans l'espace des pa-

ram�etres du probl�eme o�u les rotations permanentes sont stables au sens
de Lyapunov et les domaines o�u la conclusion de stabilit�e ne s'ensuit pas
des r�esultats th�eoriques actuels ; on a �egalement analys�e les courbes de
r�esonance, ce qui a d�emontr�e que la r�esonance 1 : 3 m�ene �a l'instabilit�e.

Dans le quatri�eme chapitre on �etudie le mouvement de roulement
d'un ellipso��de creux pesant roulant sans glissement sur un plan horizontal
le long d'une ligne droite.

Dans la section 4.1 on pr�esente les �equations du mouvement pour un
corps limit�e par la surface d'un ellipso��de.

Dans la section 4.2 on d�emontre que dans le cas d'un corps limit�e par
la surface de l'ellipso��de, le syst�eme d'�equations du mouvement poss�ede une
vari�et�e int�egrale repr�esentant des mouvements pour lesquels l'un des plans
principaux co��ncide constamment avec le plan vertical immobile contenant
le point de contact du corps et du plan horizontal et trace sur ce dernier
une ligne droite. On consid�ere les mouvements au cours desquels l'ellipso��de
ex�ecute un roulement dans une direction. Pour �etudier ces mouvements et
d'autres qui sont proches on passe �a une nouvelle variable ind�ependante {
l'angle de rotation de l'ellipso��de. L'int�egrale d'�energie permet la r�eduction
du syst�eme.

Dans la section 4.3 on pr�esente le syst�eme d'�equations aux variations au
voisinage du mouvement de roulement examin�e. Ce syst�eme est un syst�eme
d'�equations di��erentielles r�eversibles du troisi�eme ordre �a coeÆcients
p�eriodiques.

Dans la section 4.4 on r�eduit le syst�eme d'�equations aux variations �a la
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forme sans dimension.
Dans la section 4.5 on �etudie le mouvement de roulement de l'ellipso��de

proche de l'ellipso��de r�evolution. Il est prouv�e qu'en cas de r�esonance pa-
ram�etrique le roulement est instable. Il en r�esulte, en particulier, que pour
un ellipso��de proche d'une boule, le mouvement de roulement autour de l'axe
moyen est instable.

Dans la section 4.6 on �etudie la stabilit�e de roulement en premi�ere ap-
proximation. Pour d�eterminer les exposants caract�eristiques de Floquet du
syst�eme d'�equations aux variations la r�eversibilit�e est utilis�ee et permet de
trouver ces exposants par la formation d'une seule solution du probl�eme
de Cauchy. On a d�etermin�e, dans l'espace des param�etres du probl�eme, les
domaines o�u, pour un ellipso��de arbitraire, les conditions n�ecessaires de sta-
bilit�e se r�ealisent.

Dans le cinqui�eme chapitre on �etudie les oscillations et les rotations
d'un satellite sur une orbite elliptique sous l'e�et des moments gravitationnel
et a�erodynamique.

Dans la section 5.1 on pr�esente les �equations du mouvement du satellite
sur une orbite elliptique sous l'e�et de ces moments. Le syst�eme d'�equations
est r�eversible et poss�ede une vari�et�e int�egrale, qui repr�esente les mouvements
sur une orbite elliptique [57].

Dans la section 5.2 il est prouv�e que les oscillations 2�k-p�eriodiques du
satellite sur l'orbite circulaire au voisinage des positions d'�equilibre sub-
sistent dans le cas d'une orbite faiblement elliptique pour une valeur arbi-
traire du param�etre a�erodynamique.

Dans la section 5.3 on �etudie les rotations 2�-p�eriodiques du satellite
lorsque, au cours d'une r�evolution du centre de masse de satellite sur l'orbite,
le satellite tourne de 2� autour de l'axe passant par le centre de masse et
perpendiculaire au plan de l'orbite. En utilisant la m�ethode de recherche
des solutions 2�k-p�eriodiques du syst�eme r�eversible du deuxi�eme ordre on
a trouv�e les valeurs des vitesse initiales pour ces mouvements. On examine
ensuite la stabilit�e au sens de Lyapunov de ces mouvements. Dans l'espace
de param�etres du probl�eme on d�etermine les domaines o�u les rotations 2�-
p�eriodiques trouv�ees sont stables au sens de Lyapunov.

Dans la section 5.4 on analyse les rotations rapides du satellite dans le
probl�eme de Beletsky, c'est-�a-dire les mouvements o�u au cours d'une seule
r�evolution du centre de masse du satellite sur l'orbite le satellite tourne m
fois autour de l'axe passant par le centre de masse et perpendiculaire au
plan de l'orbite.

Dans l'Annexe 1 on pr�esente une table de la densit�e de l'atmosph�ere
en fonction de l'altitude utilis�ee dans les calculs num�eriques.
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Dans l'Annexe 2 on pr�esente le code du programme par 'Maple' per-
mettant la reduction d'un syst�eme di�erentiel r�eversible �a la forme normale
en cas de r�esonances d'ordre inf�erieur ou �egal �a quatre.
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Chapitre 2

Syst�emes r�eversibles

De nombreux probl�emes de physique sont d�ecrits par des syst�emes
r�eversibles (Ioos [28]). Les principaux mod�eles de la m�ecanique classique
et c�eleste sont en fait r�eversibles (Tkhai [80]).

Dans ce chapitre on pr�esente des r�esultats th�eorique principaux sur
les syst�emes r�eversibles que l'on utilise dans la th�ese.

Nous avons compl�et�e ces r�esultats par la recherche analytique d'un algo-
rithme d�eterminant la stabilit�e dans les conditions d'une r�esonance.

2.1 G�en�eralit�es

Un syst�eme dynamique r�eversible (Arnol'd [5], Bibikov [9], Devaney [14],
Roberts, Quispel [55], Sevryuk [60, 61], Tkhai [65]) est un syst�eme dy-
namique dans un \espace-temps" Rm � R (o�u le second facteur d�ecrit le
temps) et qui poss�ede une sym�etrie particuliere relativement �a (au moins)
une transformation de la forme

(x; t)! (Gx;�t)

renversant le sens du temps et o�uG est une transformation involutive (G2 =
id, identit�e). Pour l'�equation di��erentielle

_x = X(x); x 2 Rm (2:1)

cela revient �a dire que
GX(x) +XGx = 0: (2:2)

L'applicationG peut être lin�eaire ou non. L'ensembleM = fx : Gx = xg
est l'ensemble des points �xes de l'application G de l'�equation r�eversible

13
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(2.1). Si l'�equation (2.1) poss�ede la solution x = '''(t) alors elle poss�ede
simultan�ement la solution x = G'''(�t). Si l'on a une trajectoire de (2.1)
alors il existe une autre trajectoire sym�etrique par rapport �aM (sur laquelle
le mouvement s'e�ectue en sens inverse). Il peut exister des trajectoires
sym�etriques par rapport �a M.

Dans certains cas l'application G peut être lin�eaire. Alors, dans l'espace
des vecteurs propres de G le syst�eme des �equations (2.1),(2.2) a la forme
[48] :

8<
:

_u =U(u;v)

_v = V(u;v); u 2 Rl; v 2 Rn
(2:3)

avec

U(u;�v) = �U(u;v); V(u;�v) = V(u;v) (2:4)

Ce syst�eme est invariant par l'application (t;u;v) ! (�t;u;�v). Bien
plus, le syst�eme (2.1), (2.2) a partout la forme (2.3) au voisinage d'une
solution constante appartenant �a l'ensemble des points �xes [48]. Lorsque
l � n on dit que le syst�eme (2.3), (2.4) est un syst�eme m�ecanique r�eversible
[65].

Les syst�emes r�eversibles peuvent avoir des solutions qui sont des mouve-
ments p�eriodiques non sym�etriques par rapport �a M [29]. Dans l'espace de
phase d'un syst�eme r�eversible il y a deux domaines o�u le comportement est
conservatif et le comportement est dissipatif.

Par exemple, le syst�eme dans le plan

_u = uv; _v = u+ cos v; (�� � v � �)

est r�eversible, �etant invariant par l'application (t; u; v) ! (�t; u;�v) [73].
Le champs de vecteurs X a trois points singuliers : (�1; 0); (0;��=2). Le
point (�1; 0) appartient �a l'ensemble des points �xes M et ceux-ci sont
sym�etriques par rapport �a M (Figure 1).
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Figure 1

La singularit�e sur l'axe des abscisses est stable au sens de Lyapunov
et c'est un centre de mouvements p�eriodiques, la singularit�e dans le demi-
plan sup�erieur est instable, la singularit�e dans le demi-plan inf�erieur est
asymptotiquement stable.

Il existe des syst�emes hamiltoniens non r�eversibles et des syst�emes
r�eversibles non hamiltoniens et il existe des syst�emes simultan�ement
r�eversibles et hamiltoniens. La Figure 2 caract�erise la relation entre syst�emes
hamiltoniens et syst�emes r�eversibles.

Systemes
hamiltoniens

Systemes
reversibles

Figure 2 : Relation entre syst�emes hamiltoniens et syst�emes r�eversibles

Le comportement conservatif a �et�e bien �etudi�e. On a �elabor�e la th�eorie
KAM r�eversible [6, 10, 51, 49, 62] qui est parall�ele �a la th�eorie KAM
des syst�emes hamiltoniens [31, 4, 50]. On remarque que la th�eorie r�eversible
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�etend tous les r�esultats fondamentaux connus pour les syst�emes hamilto-
niens. En particulier, on a d�emontr�e le th�eor�eme sur la stabilit�e au sens
de Lyapunov de la position d'�equilibre d'un syst�eme r�eversible [40]. La
th�eorie qui a �et�e la mieux �elabor�ee est la th�eorie des syst�emes d�ecrivant
des rotations et des oscillations [18, 15, 89, 32, 64-86, 14]. Elle contient des
conditions n�ecessaires et suÆsantes d'existence des mouvements p�eriodiques
sym�etriques par rapport �a l'ensemble des points �xes, la m�ethode de construc-
tion et d'�etude de ces mouvements, la th�eorie du prolongement selon un pa-
ram�etre, la th�eorie semi-lin�eaire, la th�eorie locale, l'�etude des mouvements
p�eriodiques pour des probl�emes pratiques, la th�eorie de syst�emes de type
particuliers.

On a utilis�e depuis longtemps la r�eversibilit�e (sym�etrie) pour construire
et classer des mouvements p�eriodiques sym�etriques (orbites). Ces orbites (les
familles de Lyapunov) ont �et�e construites pour la premi�ere fois par Euler [16]
dans le probl�eme des trois corps qu'il a introduit. Hill a consid�er�e les orbites
sym�etriques relativement �a deux ensembles de points �xes [27]. Les solutions
de Poincar�e de premi�ere, seconde et troisi�eme esp�ece dans le probl�eme des
trois corps sont sym�etriques [53].

Consid�erons quelques exemples de syst�emes r�eversibles :
I. Le syst�eme conservatif avec un degr�e de libert�e

�x+ f(x) = 0 (2:5)

est invariant par l'application :

G =

 
1 0
0 �1

!
et (t; x; _x)! (�t; x;� _x)

avec l'ensemble des points �xes M = fx; _x : _x = 0g.
II. Le probl�eme restreint des trois corps [63] :

8>><
>>:
�x� 2 _y = @U

@x

�y + 2 _x = @U
@y

U = 1� �
R1

+ �
R2

+
(x2 + y2)

2

R2
1 = (x+ �)2 + y2; R2

2 = (x+ �� 1)2 + y2

(2:6)

o�u � est un param�etre sans dimension.
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Le syst�eme (2.6) est invariant par l'application

G =

0
BBB@

1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 1

1
CCCA et (t; x; y; _x; _y)! (�t; x;�y;� _x; _y)

avec l'ensemble des points �xes M = fx; y; _x; _y : y = _x = 0g.
III. Le corps solide pesant avec un point �xe [2]

8>>>>>>><
>>>>>>>:

Adpdt � (B � C)qr = P (z02 � y03)

B
dq
dt � (C �A)pr = P (x03 � z01)

C drdt � (A�B)qp = P (y01 � x02)

8>>>>>><
>>>>>>:

d1
dt = 2r � 3q

d2
dt = 3p� 1r

d3
dt = 1q � 2p

(2:7)

IciA;B;C sont les moments d'inertie principaux centraux, x0; y0; z0
sont les coordonn�ees du centre de masse dans les axes li�es, 1; 2; 3
sont les cosinus du vecteur de verticale, dirig�e vers le haut, P = mg
est le produit de la masse du corps par l'acc�el�eration de la pesanteur.
Les �equations d'Euler-Poisson (2.7) forment un syst�eme m�ecanique
r�eversible du type (2.3) avec les vecteurs u = (1; 2; 3)

T , v = (p; q; r)T

et sont invariants par l'application

G =

0
BBBBBBB@

�1 0 0 0 0 0
0 �1 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCA

et (t; p; q; r; 1; 2; 3)! (�t;�p;�q;�r; 1; 2; 3)
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avec l'ensemble des points �xesM = fp; q; r; 1; 2; 3 : p = q = r = 0g
[80]. Dans le cas g�en�eral il n'existe pas d'autres ensembles de points
�xes.

Supposons que y0 = 0. Alors le syst�eme (2.7), �a côt�e de l'ensemble
des points �xes M, a �egalement l'ensemble des points �xes M1 =
fp; q; r; 1; 2; 3 : 2 = 0; q = 0g et il y a aussi une invariance par
l'application

G =

0
BBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 �1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCA

et (t; p; q; r; 1; 2; 3)! (�t; p;�q; r; 1;�2; 3)
Dans ce cas �a (2.7) on peut mettre

u = (1; 3; p; r)
T ; v = (2; q)

T

L'ensemble M1 contient la position d'�equilibre

1 = sin�; 2 = 0; 3 = cos�; p = ! sin�; q = 0; r = ! cos�

(A� C)!2 sin 2�+ 2P (z0 sin�� x0 cos�) = 0; ! = constante

Dans cette solution les angles d'Euler sont

' = �=2; � = �;  = !t+  0;  0 = constante

et l'�equilibre du syst�eme m�ecanique r�eversible repr�esente ici une ro-
tation permenente autour de la verticale avec la vitesse angulaire !.
Les mouvements proches de la rotation permanente sont parfaitement
d�ecrits par la th�eorie locale des syst�emes m�ecaniques r�eversibles.
Tout mouvement d'un corps solide pesant au cours duquel le vecteur
de la vitesse angulaire instantan�ee est nul au moins deux fois, sera
p�eriodique et repr�esente une oscillation. Cette conclusion est une des
cons�equences �el�ementaires de la r�eversibilit�e. Si y0 = 0, la pr�esence
dans le syst�eme (2.7) de l'ensemble des points �xes M1 permet l'exis-
tence de "mouvements p�eriodiques sym�etriques nontriviaux". Pour ces
mouvements 1(t); 3(t); p(t); r(t) seront des fonctions paires du
temps, tandis que 2(t); q(t) seront des fonctions impaires de t. C'est
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pourquoi, en repr�esentant ces fonctions par leurs d�eveloppements de
Fourier, on peut construire et classi�er tous les mouvements p�eriodiques
d'un corps solide, sym�etriques par rapport �a M1. De tels mouve-
ments sont, par exemple, les pr�ecessions r�eguli�eres dans les cas d'Euler-
Poinsot et de Lagrange-Poisson, aussi bien que les pr�ecessions r�eguli�eres
de Grioli. Evidemment, le caract�ere des mouvements proches
des pr�ecessions r�eguli�eres, est parfaitement d�etermin�e par le compor-
tement d'un syst�eme m�ecanique r�eversible au voisinage du mouvement
p�eriodique sym�etrique [80].

A côt�e du syst�eme (2.1) on consid�ere le syst�eme r�eversible p�eriodique de
p�eriode T

_x = X(x; t); x 2 Rm; t 2 R (2:8)

invariant par rapport �a la transformation

(x; t)! (Gx;�t)
(G2 = id).

Pour ce syst�eme l'ensemble des points �xes est un sous-ensemble de
Rm �R [79]

Mt = f(x; t) : Gx = x; t =
kT

2
avec k entierg

Dans le cas o�u l'application G est lin�eaire le syst�eme (2.8) a la forme
[79] : 8<

:
_u = U(u;v; t)

_v = V(u;v; t); u 2 Rl; v 2 Rn; t 2 R
(2:9)

avec

U(u;�v;�t) = �U(u;v; t); V(u;�v;�t) = V(u;v; t)

et l'ensemble des points �xes

Mt = f(u;v; t) : v = 0; t =
kT

2
avec k entierg

Dans le cas o�u le syst�eme (2.8) est p�eriodique par rapport aux variables
v1; :::; vs (1 � s � n), V.N. Tkhai, dans [79], introduit le syst�eme r�eversible
sous la forme8<

:
_u = U(u;v; t)

_v = V(u;v; t); u 2 Rl; v 2 Rs �Tn�s; t 2 R
(2:10)
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avec

U(u;�v;�t) = �U(u;v; t); V(u;�v;�t) = V(u;v; t)

et l'ensemble des points �xes

Mt = f(u;v; t) : sin vi = 0; vj = 0; i = 1::s; j = s+ 1::n; t = kT
2 avec k entierg

Dans le syst�eme (2.10) Tn�s est un tore de dimension n� s.

2.2 Mouvements p�eriodiques sym�etriques

Consid�erons le syst�eme (2.8) qui est un syst�eme p�eriodique de p�eriode T
et r�eversible.

En raison de la r�eversibilit�e si t! '''(t) est une solution du syst�eme (2.8),
t! G'''(�t) est aussi une solution.

En raison de la p�eriodicit�e si t! '''(t+nT ) est une solution du syst�eme
(2.8), t! G'''(nT � t) est aussi une solution (n 2 Z).

Soit
'''(0) = x0 2Mt

'''
�
kT
2

�
= x1 2Mt; k 2N

Alors si on pose

   (t) = G'''(kT � t)

   
�
kT
2

�
= G'''

�
kT
2

�
= x1

   (kT ) = G'''(0) = '''(0) = x0

Donc, on a une solution ���(t) de p�eriode kT telle que

���(t) =

8>><
>>:

'''(t); 0 � t � kT
2 ; k 2N

G'''(kT � t); kT
2 � t � kT

Th�eor�eme 1 [26, 73, 79]. Pour qu'un syst�eme r�eversible p�eriodique de
p�eriode T admette une solution p�eriodique de p�eriode kT; k 2 N; k � 1
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et sym�etrique par rapport �a l'ensemble Mt il faut et il suÆt que pour un

x0 2Mt la solution telle que '''(0) = x0 v�eri�e '''
�
kT
2

�
2Mt.

Dans le cas o�u le syst�eme est 2�-p�eriodique par rapport aux variables
v1; : : : ; vs (1 � s � n) il convient d'appliquer le th�eor�eme 1 dans l'espace
Rl �Rs �Tn�s. Par cons�equent sur le mouvement T -p�eriodique on a u =
'''(t), v =    (t), avec cela

'''(t+ T ) = '''(t);    (t+ T ) =    (t) + 2�m; m 2 Zn; m1 = : : : = ms = 0

Si tous les nombres mj sont nuls, on a une solution p�eriodique dans le
sens ordinaire qui d�ecrit un mouvement oscillatoire. Si m 6= 0, la solution
n'est pas p�eriodique. De toute fa�con, elle d�ecrit un processus de type rotatif
p�eriodique.

On consid�ere le syst�eme (2.1) qui est un syst�eme autonome.
En raison de la r�eversibilit�e si t! '''(t) est une solution du syst�eme (2.1),

t! G'''(�t) est aussi une solution.
En raison de l'autonomie si t! '''(t) est une solution du syst�eme (2.1),

t! G'''(�t� a) est aussi une solution (n 2 N).
Soit

'''(0) = x0 2M

'''(�) = x1 2M

(� est un moment d'intersection de l'ensemble M avec la courbe '''(t)).
Alors

   (t) = G'''(�t+ a) = G'''(2� � t); a = 2�

   (�) = G'''(�) = '''(�) = x1

   (� + �) = G'''(0) = '''(0) = x0

C'est-�a-dire on a une solution ���(t) p�eriodique telle que

���(t) =

8><
>:

'''(t); 0 � t � �

G'''(2� � t); � � t � 2�

Th�eor�eme 1' [26, 73, 79]. Pour qu'une courbe int�egrale d'un syst�eme
autonome r�eversible repr�esente un mouvement p�eriodique il faut et il suÆt
qu'elle coupe l'ensemble M en deux points distincts.
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Si, comme par exemple dans le probl�eme du mouvement d'un corps so-
lide pesant, le syst�eme poss�ede plusieurs propri�et�es de r�eversibilit�e il leur
correspond alors plusieurs ensembles de points �xes dont il faut consid�erer
la r�eunion.

2.3 M�ethode de formation des solutions 2�k-p�eri-

odiques d'un syst�eme r�eversible

Quand on consid�ere un probl�eme concret il est important de poss�eder
une m�ethode pour construire les mouvements p�eriodiques. Il s'av�ere que
cette m�ethode existe [79] et on formulera son contenu pour le syst�eme 2�-
p�eriodique r�eversible du deuxi�eme ordre.

Consid�erons l'�equation du deuxi�eme ordre

��+ f(�; _�; t) = 0 (2:11)

avec f(� + 2�; _�; t) = f(�; _�; t) et f(�; _�; t + 2�) = f(�; _�; t) et, de plus,
invariante par rapport �a la transformation

(�; _�; t)! (��; _�;�t)

Cela veut dire que l'�equation (2.11) est r�eversible avec l'ensemble des
points �xes

Mt = f(�; _�; t) : sin� = 0; t = �k avec k entierg

et que

f(�; _�; t) = �f(��; _�;�t)
On pose la question comment trouver les solutions 2�k-p�eriodiques de

l'�equation (2.11) sym�etriques relativement �a l'ensemble Mt.

Cette m�ethode se base sur le th�eor�eme 1 de la section 2.2 qui donne une
condition n�ecessaire et suÆsante d'existence des solutions 2�k-p�eriodiques
de l'�equation (2.11).

Th�eor�eme 2 (Tkhai). La solution du syst�eme (2.11) sera 2�k-p�eriodique
au sens [79] si

�(t0 + 2�k) = �(t0) + 2�m
_�(t0 + 2�k) = _�(t0); k;m 2 Z

(2:12)
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(t0 est un instant initial).
Si

t0 = �l; �0 = �n; l; n 2 Z

la solution est sym�etrique relativement �a l'ensemble des points �xes Mt.

La condition (2.12) r�epond �a la solution o�u la fonction _�(t) est 2�k-
p�eriodique, et la fonction �(t) augmente de 2�m sur une p�eriode.

Sim = 0, on a des oscillations et le th�eor�eme 2 co��ncide avec le th�eor�eme
de Heinbockel-Struble [73, 26]. Si m 6= 0, on a des rotations.

De cette fa�con, le th�eor�eme 2 donne la m�ethode de construction de tous
les mouvements d'oscillation aussi bien que de rotation 2�k-p�eriodiques.

Pour trouver la vitesse initiale _�(0) si �(0) = 0 pour les rotations (2.12)
2�k-p�eriodiques on construit une image M�k

0 de l'ensemble M0 = ft; �; _� :
t = 0; � = 0g, prescrite par l'�equation (2.11). Alors tous les points d'in-
tersection de l'ensemble M0 avec les droites � = �m appartiennent aux
mouvements 2�k-p�eriodiques si t = �k.

Pour construire l'imageM�k
0 on r�esout le probl�eme de Cauchy sur [0; �k]

pour l'�equation (2.11) avec les conditions initiales �(0) = 0; _�(0) = v0 o�u
v0 2M0 et avec les conditions initiales �(0) = 0; _�(0) = v1 o�u v1 2M0.

Si v0 et v1 sont tels que �(0; v0; �k) > �m > �(0; v1; �k) ou �(0; v0; �k) <
�m < �(0; v1; �k), d'apr�es le th�eor�eme de continuit�e de la solution d'un
probl�eme de Cauchy par rapport aux conditions initiales, il existe un point
du segment ]v0; v1[ tel que la solution correspondante v�eri�e �(�k) = �m.
Ce point d�etermine une solution sym�etrique p�eriodique au sens de [79].

α

α.

Figure 3 : Solutions p�eriodiques (au sens de [79])
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Ainsi l'existence de la solution 2�k-p�eriodique est �etablie d'une fa�con
qualitativement exacte. Ensuite la valeur de vitesse initiale _�(0) 2]v0; v1[
est pr�ecis�ee si n�ecessaire par la m�ethode d'it�erations.

Cette m�ethode sera appliqu�ee dans le chapitre 5 pour construire des
mouvements p�eriodiques dans le probl�eme d'un satellite sur un plan d'une
orbite elliptique.

2.4 Prolongement d'un mouvement p�eriodique se-

lon un param�etre

Le probl�eme donn�e est un des principaux probl�emes de la th�eorie du
mouvement p�eriodique. C'est Poincar�e [53] qui a pos�e ce probl�eme et a
�egalement propos�e les m�ethodes essentielles de sa solution. On consid�ere le
syst�eme, d�ependant du param�etre �. On admet, que si � = 0, le syst�eme
non-p�erturb�e a une solution p�eriodique p(t). Alors se pose la question de
l'existence d'une solution p�eriodique pour � 6= 0, se r�eduisant �a la solution
p(t) si � = 0.

Il est d�emontr�e dans [78] (Tkhai) que deux cas doivent être consid�er�e
| le cas dit \grossier" si l'existence de solution p�eriodique pour � 6= 0
et assez petit n'exige que des propri�et�es du syst�eme non-perturb�e

| le cas dit \non-grossier" si cette existence exige �a la fois des propri�et�es
du syst�eme non-perturb�e et des perturbations

Le syst�eme non-perturb�e peut être conservatif, hamiltonien, stable au
sens de Lyapunov etc. Les perturbations conditionn�ees par la signi�cation
� 6= 0 appartiennent �a une classe bien d�etermin�ee. Donc en r�esolvant le
probl�eme il est important d'avoir une id�ee pr�ecise du type de syst�eme non-
perturb�e et du genre de perturbations consid�er�ees.

Dans le cas o�u le syst�eme non-perturb�e est r�eversible et les perturbations
sont consid�er�ees comme r�eversibles on peut aÆrmer

Th�eor�eme 3 (Tkhai [71, 77, 78]). Dans le cas grossier si un syst�eme
non-perturb�e r�eversible (resp. un syst�eme autonome) a une solution
p�eriodique t! p(t) il y a aussi une famille �a l�n (resp. l-n+1) param�etres de
solutions p�eriodiques contenant la solution t! p(t), cette famille se conserve
pour � voisin de 0 dans la classe de perturbations p�eriodiques r�eversibles
(resp. autonomes).

Signalons que la condition d'être grossier peut être constructivement
v�eri��ee.
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Le probl�eme se r�esout �egalement dans le cas o�u le syst�eme non-perturb�e
est r�eversible et les perturbations sont non-r�eversibles.

Les cas non-grossiers sont plus vari�es. Cependant on propose des
m�ethodes pour les �etudier et fond�ees sur une th�eorie g�en�erale.

2.5 Mouvements p�eriodiques d'un syst�eme quasi-

autonome du deuxi�eme ordre

Lemme (Tkhai, communication particuli�ere). On consid�ere
le syst�eme autonome dans R2

8<
:

_u = U(u; v)

_v = V (u; v)
(2:13)

que l'on suppose r�eversible, c'est-�a-dire que

U(u;�v) = �U(u; v); V (u;�v) = V (u; v)

et on suppose que les fonctions U et V sont di��erentiables �a un ordre suÆ-
samment �elev�e.

Soit t 7! (u(t); v(t)) une solution du syst�eme (2.13) que l'on suppose
sym�etrique par rapport �a l'axe Ou, 2� p�eriodique et telle que v(0) = 0. De
plus, on suppose que la solution consid�er�ee n'est pas un �equilibre.

Alors on peut en conclure que

d

dt
v(t)

����
t = �

6= 0

.

Preuve

Dans la solution sym�etrique p�eriodique (u(t); v(t)) on a
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( )

)(

Figure 4

On a v(0) = 0. Au point (u; v) (le param�etre t est positif) correspond le
point sym�etrique (u; �v) (le param�etre t est n�egatif). Par cons�equent u(t)
est une fonction paire par rapport �a t et v(t) est une fonction impaire.

En raison de la r�eversibilit�e du syst�eme (2.13) le syst�eme aux variations
est sous la forme 8><

>:
_p = a�(t)p+ a+(t)q

_q = b+(t)p+ b�(t)q
(2:14)

o�u les fonctions a�(t); b�(t) (a+(t); b+(t)) sont des fonctions impaires
(paires) par rapport �a t.

Le syst�eme (2.14) est un syst�eme lin�eaire, homog�ene, r�eversible et inva-
riant par rapport �a chacune des transformations

(p; q; t)! (�p; q;�t)

(p; q; t)! (p;�q;�t)
En raison de l'autonomie du syst�eme (2.13)

p(t) = d
dtu(t)

q(t) = d
dt
v(t)

(2:15)

est �evidemment une solution du syst�eme (2.14). Les fonctions u(t); v(t)
repr�esentent une solution sym�etrique de p�eriode 2� (non triviale)
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du syst�eme (2.13) et p(t) est une fonction impaire (p(0) = 0) de p�eriode
2�, q(t) est une fonction paire de p�eriode 2�. Par cons�equent (p(t); q(t)) est
une solution non triviale de p�eriode 2� du syst�eme (2.14). On a alors

p(�) = d
dt
u(�) = 0

q(�) = d
dt
v(�) 6= 0

Th�eor�eme 4 (Tkhai, communication particuli�ere).
On consid�ere le syst�eme non-perturb�e dans R2

8<
:

_u = U(u; v)

_v = V (u; v)
(2:16)

que l'on suppose r�eversible, c'est-�a-dire que

U(u;�v) = �U(u; v); V (u;�v) = V (u; v)

On suppose que ce syst�eme poss�ede une famille �a un param�etre h de solutions
de p�eriodes T (h) telle que T (h�) = 2� o�u h d�ecrit un intervalle de R et

dT

dh
(h�) 6= 0;

(par exemple h peut être la constante de l'�energie d'un mouvement conser-
vatif).

On consid�ere aussi le syst�eme perturb�e dans R2, d�ependant du petit pa-
ram�etre � 8<

:
_u = U(u; v) + �U1(�; u; v; t)

_v = V (u; v) + �V1(�; u; v; t)
(2:17)

que l'on suppose aussi r�eversible (par la même transformation)

U(u;�v) = �U(u; v); V (u;�v) = V (u; v)

U1(�; u;�v;�t) = �U1(�; u; v; t); V1(�; u;�v;�t) = V1(�; u; v; t)

On suppose que les perturbations �U1, �V1 sont 2�-p�eriodiques pour le temps
t. Si � = 0, on aura un syst�eme non-perturb�e (2.16). Pour j�j 6= 0 et petit
on aura un syst�eme perturb�e, proche d'un syst�eme r�eversible autonome.

Alors on peut en conclure que pour � assez voisin de 0 le syst�eme perturb�e
(2.17) a une seule solution de p�eriode 2� qui se r�eduit �a la solution de
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p�eriode 2� du syst�eme non-perturb�e (2.16) pour � = 0. L'existence de la
solution ne d�epend pas de la forme concr�ete des fonctions �U1; �V1.

D�emonstration
Soit

u(�; u0; v0; t); v(�; u0; v0; t)

la solution du syst�eme (2.17) avec la valeur initiale (u0; v0) pour t = 0.
La condition n�ecessaire et suÆsante d'existence de la solution de p�eriode

2� est (Th�eor�eme 1)

v(�; u0; 0; �) � v(0; u0; 0; �) + �v1(�; u
0; 0; �) = 0 (2:18)

o�u t 7! (u(0; u0; 0; t); v(0; u0 ; 0; t)) est la solution du syst�eme non perturb�e,
qui coupe l'ensemble des points �xe M = f(u; v) : v = 0g pour t = �.

Lorsque � = 0 l'�equation (2.18) admet la solution u0 = u�.
Le syst�eme non perturb�e (2.16) est un syst�eme autonome et la condition

d'existence d'une solution de p�eriode 2� est (Th�eor�eme 1')

v(0; u0; 0; �) = 0 (2:19)

(� est un instant o�u la courbe t 7! (u(0; u0; 0; t); v(0; u0 ; 0; t)) coupe l'en-
semble des points �xes). Par hypoth�ese, l'�equation (2.19) admet une famille
de solutions de la forme u0 = �(h), � = T (h)=2, c'est-�a-dire que

v(0; �(h); 0; T (h)=2) = 0 (2:20)

o�u le param�etre h de la famille d�ecrit un intervalle de R et �(h�) = u�,
T (h�)=2 = �. En d�erivant cette relation au point h = h� on obtient

@v

@u0
(0; u�; 0; �)

d�

dh
(h�) +

1

2

@v

@t
(0; u�; 0; �)

dT

dh
(h�) = 0 (2:21)

Par hypoth�ese
dT

dh
(h�) 6= 0 et d'apr�es le lemme

@v

@t
(0; u�; 0; �) 6= 0. Donc,

n�ecessairement
@v

@u0
(0; u�; 0; �) 6= 0

On peut donc appliquer le th�eor�eme des fonctions implicites �a la relation
(2.18) : il existe un intervalle contenant 0 et une fonction continue unique
� 7!  (�) d�e�nie sur cet intervalle et telle que

v(�;  (�); 0; �) = 0;  (0) = u�

c'est-�a-dire que pour j�j 6= 0 assez petit, la solution du syst�eme perturb�e
telle que u0 =  (�) est de p�eriode 2�.

Remarque.
On est dans le cas grossier.



2.6 Syst�eme proche d'un syst�eme conservatif �a un degr�e de
libert�e 29

2.6 Syst�eme proche d'un syst�eme conservatif �a un

degr�e de libert�e

Consid�erons l'�equation

�z + f(z) = �F (�; z; _z; t) (2:22)

Etudions le probl�eme de l'existence d'une oscillation, se transformant
pour � = 0 en une oscillation de l'�equation non-perturb�ee, dans le cas d'une
�equation r�eversible. Alors on obtient une �equation r�eversible sous l'une ou
l'autre des conditions suivantes

f(�z) = �f(z); F (�;�z; _z;�t) = �F (�; z; _z; t) (2:23)

ou
F (�; z;� _z;�t) = F (�; z; _z; t) (2:24)

Dans chaque cas (2.23), (2.24) l'�equation (2.22) est exprim�ee sous la
forme (2.17).

Si � = 0, on aura un syst�eme conservatif avec un degr�e de libert�e. Une
analyse compl�ete de ce syst�eme est e�ectu�ee par la m�ethode du portrait
de phase. Supposons que le syst�eme admette une famille d'oscillations. Ces
oscillations sont sym�etriques par rapport �a l'axe _z dans le cas de (2.23)
(Figure 5 a), et �a l'axe z dans le cas de (2.24) (Figure 5 b), 5 c))

Figure 5 : Oscillations p�eriodiques sym�etriques du syst�eme conservatif avec
un degr�e de libert�e
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Le syst�eme (2.22), (2.23) ou ((2.22), (2.24)) est r�eversible avec l'ensemble
des points �xes fz; _z : z = 0g ou (fz; _z : _z = 0g). Il d�ecoule du th�eor�eme
3 et du th�eor�eme 4 un r�esultat plus pr�ecis pour les syst�emes �a un degr�e de
libert�e.

Th�eor�eme 5 (Tkhai [86]). Soit un syst�eme quasi-autonome p�eriodique
r�eversible. Si le syst�eme non-perturb�e est conservatif et poss�ede une solution
2�k-p�eriodique sym�etrique oscillatoire dont la p�eriode est T (h) (h est la
constante de l'�energie) et si pour une valeur h� :

T (h�) =
2�k

m
; k; m 2 N;

dT

dh
(h�) 6= 0

alors cette solution se conserve par perturbations pour � 6= 0 (et assez petit).

Ce r�esultat sera appliqu�e dans le chapitre 5 au probl�eme des oscillations
d'un satellite au voisinage d'une orbite circulaire.

2.7 M�ethode de d�etermination des exposants ca-

ract�eristiques d'un syst�eme p�eriodique r�ever-

sible lin�eaire

Le syst�eme r�eversible lin�eaire avec des coeÆcients p�eriodiques est de la
forme 8<

:
_u = A�(t)u+A+(t)v

_v = B+(t)u+B�(t)v

u 2 Rl; v 2 Rn (l � n)

(2:25)

o�u A+(t);B+(t) (A�(t);B�(t)) sont des matrices dont les composantes
repr�esentent des fonctions paires (impaires), le point signi�e la d�erivation
par rapport �a t.

D�ecrivons la m�ethode de d�e�nition des exposants caract�eristiques du
syst�eme (2.25), qui permet de trouver ces exposants en r�esolvant n fois (et
non n+ l fois !) le probl�eme de Cauchy pour le syst�eme (2.25) [79].

Ce syst�eme est invariant par rapport �a chacunes des transformations :

(u;v; t)! (�u;v;�t)

(u;v; t)! (u;�v;�t)
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Supposons que le syst�eme d'�equations (2.25) ait la solution

u(t) = '''(t); v(t) =    (t) (2:26)

Alors en raison de r�eversibilit�e il existe aussi les solutions

1) u(t) = '''(t) + '''(�t); v(t) =    (t) �    (�t) (2:27)

2) u(t) = '''(t)� '''(�t); v(t) =  (t) +    (�t) (2:28)

Dans (2.27) on a u(0) = 0 et dans (2.28) on a v(0) = 0. De cette fa�con
on peut construire la matrice fondamentale de solutions. A cause de l'unicit�e
de la matrice fondamentale on a

S(t) =

0
@U+(t) U�(t)

V�(t) V+(t)

1
A ; S(0) = I

o�u U+; V+ (U�; V�) sont des matrices dont les composantes sont des
fonctions paires (impaires)

U+(t) =

0
B@
U+
11(t) : : : U+

1l (t)
...

. . .
...

U+
l1 (t) : : : U+

ll (t)

1
CA ; U�(t) =

0
B@
U�
11(t) : : : U�

1n(t)
...

. . .
...

U�
l1 (t) : : : U�

ln(t)

1
CA

V�(t) =

0
B@
V �
11(t) : : : V �

1l (t)
...

. . .
...

V �
n1(t) : : : V �

nl (t)

1
CA ; V+(t) =

0
B@
V +
11(t) : : : V +

1n(t)
...

. . .
...

V +
n1(t) : : : V +

nn(t)

1
CA

A l'instant T (p�eriode du syst�eme (2.25))

S(T ) =

0
@U+(T ) U�(T )

V�(T ) V+(T )

1
A

Alors

S(�T ) =
0
@ U+(T ) �U�(T )

�V�(T ) V+(T )

1
A

Consid�erons la matrice P :

P =
1

2
(S(T ) + S(�T )) =

0
@U+(T ) 0

0 V+(T )

1
A
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Si � est une valeur propre de la matrice S(T ), alors 1
� est une valeur

propre de la matrice S(�T ) donc

� =
1

2

�
�+

1

�

�

est une valeur propre de la matrice P.

D'o�u on d�e�nit � comme racine d'�equation quadratique

�2 � 2��+ 1 = 0

Ainsi pour trouver la propre valeur � de la matrice S(T ) il faut d�eterminer
la propre valeur � de la matrice P.

Ecrivons :

jP� �Ij =
����U+(T )� �I 0

0 V+(T )� �I

���� =
det jU+(T )� �Ij � det jV+(T )� �Ij

(2:29)

o�u U+ est une matrice de taille l � l et V+ est une matrice de taille n� n.

Formulons le th�eor�eme :

Th�eor�eme 6 (Tkhai [79]). Le syst�eme r�eversible lin�eaire (2.25) a au
moins l� n exposants caract�eristiques et les diviseurs �el�ementaires qui leur
correspondent sont simples.

Donc, parmi les racines de l'�equation (2.29) l � n racines sont nulles, le

reste des 2n racines est r�eparti en paires � et 1
� .

On peut �ecrire :

jP� �Ij = (� � 1)l�n �Q2
n(�) = (� � 1)l�n � det jV+(T )� �Ij = 0

o�u Qn(�) est un polynôme de degr�e n de �.

� est d�e�ni comme la solution d'�equation

det jV+(T )� �Ij = 0 (2:30)

Donc, pour trouver les exposants caract�eristiques �k du syst�eme (2.25)
il est n�ecessaire :

{ Construire la matrice V+(T ). Pour cela il faut r�esoudre n fois le
probl�eme de Cauchy sur la p�eriode [0; T ] pour l'�equation (2.25) avec
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les conditions initiales

u(0) = 0; v(0) =

0
BBBBBBBB@

0
0
...
1
...
0

1
CCCCCCCCA

o�u le vecteur v(0) de la j-i�eme solution du probl�eme de Cauchy re-
pr�esente une colonne comprenant des z�eros et une unit�e qui se trouve
en j-i�eme position.

{ Trouver les valeurs propres � de la matrice V+(T ).
{ V�eri�er la condition j�j < 1.
De cette fa�con est d�ecrite la m�ethode de d�etermination des exposants

caract�eristiques pour un syst�eme r�eversible lin�eaire avec des coeÆcients
p�eriodiques.

Outre cela on peut exprimer la condition pour que les exposants ca-
ract�eristiques soient imaginaires.

Si j�j < 1, alors j�j = 1 et les exposants caract�eristiques sont purement

imaginaires et �k = � 1
2� i�.

Cette m�ethode de d�etermination des exposants caract�eristiques sera ap-
pliqu�ee dans le chapitre 4 au probl�eme du roulement d'un ellipso��de creux
pesant sur un plan et dans le chapitre 5 au probl�eme d'un satellite sur une
orbite elliptique.

2.8 R�esonance param�etrique dans le syst�eme r�e-

versible du troisi�eme ordre

Remarquons que la stabilit�e de la solution p�eriodique d'un syst�eme 2�-
p�eriodique par rapport �a t et r�eversible d'�equations di��erentielles du
n-i�eme ordre quasi-autonome a �et�e �etudi�ee dans [70] (Tkhai). De plus on
a �etudi�e la stabilit�e dans le cas de la r�esonance param�etrique. La r�esonance
param�etrique conduit en principe �a l'instabilit�e, qui d�ecoule de l'in�egalit�e
�a z�ero d'un des coeÆcients de la forme normale du syst�eme lin�eaire. Il est
assez probl�ematique de calculer le coeÆcient mentionn�e ci-dessus en raison
de la normalisation du syst�eme p�eriodique et en même temps d�ependant du
petit param�etre ". Cependant il suÆt de trouver ce coeÆcient en premi�ere
approximation par rapport �a " ce qui simpli�e le probl�eme. On aura des
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formules concr�etes permettant de calculer le coeÆcient dans le cas g�en�eral
du syst�eme r�eversible du troisi�eme ordre.

On consid�ere le syst�eme 2�-p�eriodique r�eversible d'�equations
di��erentielles du troisi�eme ordre quasi-autonome

8>>>>><
>>>>>:

_u1 = U0
1 (u1; u2; v) + "U1("; u1; u2; v; t)

_u2 = U0
2 (u1; u2; v) + "U2("; u1; u2; v; t)

_v = V 0(u1; u2; v) + "V ("; u1; u2; v; t)

(2:31)

(" est un petit param�etre) invariant par substitution (u1; u2; v; t) !
(u1; u2;�v;�t). On suppose que le syst�eme non-perturb�e, obtenu de (2.31)
pour " = 0, admet la solution constante (u01; u

0
2; 0), appartenant �a l'ensemble

des points �xes M = fu1; u2; v : v = 0g. En raison de la r�eversibilit�e du
syst�eme initial (2.31) les �equations aux variations pour cette solution sont
de la forme 8>>>>><

>>>>>:

_x1 = b01y

_x2 = b02y

_y = a01x1 + a02x2

(2:32)

(a01; a
0
2; b

0
1; b

0
2 sont des constantes). Si a

0
1b

0
1 + a02b

0
2 6= �k2; k 2 N, ou a01b

0
1 +

a02b
0
2 = 0, mais ja01j + ja02j 6= 0, le syst�eme (2.31) pour " 6= 0 suÆsamment

petit admet la solution 2�-p�eriodique [71]

u�1("; t) = u01+ "u11("; t); u
�
2("; t) = u02+ "u12("; t); v

�("; t) = "v1("; t) (2:33)

sym�etrique par rapport �a l'ensemble M . On suppose que les fonctions
u11("; t); u

2
1("; t); v1("; t) sont analytiques par rapport au param�etre ".

On formule le probl�eme sur la stabilit�e de la solution p�eriodique (2.33)
du syst�eme (2.31) et on consid�ere, d'abord le syst�eme �a l'approximation
lin�eaire en "8>>>>><
>>>>>:

_x1 = " � a11(t)x1 + " � a12(t)x2 + (b01 + " � b1(t))y + "2( ) + : : :

_x2 = " � a21(t)x1 + " � a22(t)x2 + (b02 + " � b2(t))y + "2( ) + : : :

_y = (a01 + " � a1(t))x1 + (a02 + " � a2(t))x2 + " � a33(t)y + "2( ) + : : :
(2:34)
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En raison de la r�eversibilit�e du syst�eme initial (2.31) et de la sym�etrie
de la solution (2.33) les �equations (2.34) seront invariantes par rapport �a
chaque transformation

(x1; x2; y; t) ! (x1; x2;�y;�t)

(x1; x2; y; t) ! (�x1;�x2; y;�t):

Cela veut dire que dans (2.34) les fonctions asj(t) sont paires, et les
fonctions bs(t); aj(t) sont impaires par t. Par cons�equent on peut repr�esenter
ces fonctions par des d�eveloppements trigonom�etriques de Fourier comme
ceci

asj =
X
k

a
(k)
sj sinkt

bs = b�s +
X
k

b(k)s cos kt

aj = a�j +
X
k

a
(k)
j cos kt

(2:35)

La partie de droite du syst�eme (2.34) d�epend du param�etre ". Si " = 0,
le syst�eme (2.34) est autonome et les racines de l'�equation caract�eristique
sont

�1 =
q
a01b

0
1 + a02b

0
2; �2 = �

q
a01b

0
1 + a02b

0
2; �3 = 0

Si a01b
0
1 + a02b

0
2 < 0, on a des racines purement imaginaires �1;2 = �i!.

Le syst�eme (2.31) poss�ede toujours un exposant caract�eristique �egal
�a z�ero [89, 81]. C'est pourquoi, conform�ement �a la th�eorie de Lyapunov-
Floquet le syst�eme (2.31) admet l'int�egrale premi�ere

V (x1; x2; y; "; t) = A1("; t)x1 +A2("; t)x2 +B("; t)y = h (constante)
(2:36)

avec des coeÆcients p�eriodiques par rapport �a t. Donc, en raison de la
r�eversibilit�e du syst�eme initial (2.31), les fonctions A1("; t);A2("; t) seront
paires, tandis que la fonction B("; t) sera impaire. Outre cela, il est �evident
que ces coeÆcients d�ependent du param�etre ". Admettons que

Aj("; t) = �0j + " � �j("; t); j = 1; 2

B("; t) = " � �("; t)
(2:37)
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et calculons la d�eriv�ee totale de la fonction V au sens du syst�eme (2.31). On
a

dV
dt

= ( _�01 + " _�1)x1 + ( _�02 + " _�2)x2 + (" _�)y+

+ (�01 + "�1)
�
"a11x1 + "a12x2 + (b01 + "b1)y + "2(: : :) + : : :

�
+

+ (�02 + "�2)
�
"a21x1 + "a22x2 + (b02 + "b2)y + "2(: : :) + : : :

�
+

+ "�
�
(a01 + "a1)x1 + (a02 + "a2)x2 + " � a33y + "2(: : :) + : : :

�

La nullit�e de cette d�eriv�ee conduit aux �equations que doivent v�eri�er les
fonctions inconnues �1; �2; �. On identi�e les coeÆcients des mêmes puis-
sances de " ce qui donne :

"0 : _�10 = 0; _�02 = 0;

�01b
0
1 + �02b

0
2 = 0

(2:38)

"1 :

8>>>>><
>>>>>:

_�1(0; t) + �01(0; t)a11 + �02(0; t)a21 + a01�(0; t) = 0

_�2(0; t) + �01(0; t)a12 + �02(0; t)a22 + a02�(0; t) = 0

_�(0; t) + �01b1(t) + �1(0; t)b
0
1 + �02b2(t) + �2(0; t)b

0
2 = 0

"2 : : : :

(2:39)

La premi�ere de ces �equations sert �a d�eterminer �01; �
0
2 et laisse une cer-

taine libert�e dans leur choix. Admettons que

�j(0; t) = �j0 +
X
k

�jk cos kt; j = 1; 2

�(0; t) =
X
k

�k sinkt

(�10; �20; �11; �21; �1; �2 sont des constantes) et substituons ces expressions
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dans le syst�eme (2.39). Il s'ensuit8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

X
k

k�1k sinkt = a01
X
k

�k sinkt+
X
k

(�01a
(k)
11 + �02a

(k)
21 ) sinkt

X
k

k�2k sinkt = a02
X
k

�k sinkt+
X
k

(�01a
(k)
12 + �02a

(k)
22 ) sinkt

�
X
k

k�k cos kt = b01(�10 +
X
k

�1k cos kt) + b02(�20 +
X
k

�2k cos kt)+

�01b
�
1 + �02b

�
2 +

X
k

(�01b
(k)
1 + �02b

(k)
2 ) cos kt

En �egalant des coeÆcients des harmoniques de Fourier identiques on
obtient

b01�10 + b02�20 + �01b
�
1 + �02b

�
2 = 08>>>>>><

>>>>>>:

k�1k = a01�k + �01a
(k)
11 + �02a

(k)
21

k�2k = a02�k + �01a
(k)
12 + �02a

(k)
22

�k�k = b01�1k + b02�2k + �01b
(k)
1 + �02b

(k)
2 k = 1; 2; : : :

(2:40)

Substituons les valeurs de �1k; �2k dans la troisi�eme �equation. Alors on
a une �equation lin�eaire pour d�eterminer �k

(a01b
0
1 + a02b

0
2 + k2)�k + k(�01b

(k)
1 + �02b

(k)
2 )+

+ �01(b
0
1a

(k)
11 + b02a

(k)
12 ) + �02(b

0
1a

(k)
21 + b02a

(k)
22 ) = 0

(2:41)
avec cela �01; �

0
2 satisfont la condition (2.38).

Si, pour tout entier naturel k, on a

� � a01b
0
1 + a02b

0
2 + k2 6= 0

alors tous les �k, donc �1k; �2k, se d�e�nissent d'une seule mani�ere. Cette
condition est toujours r�ealis�ee en l'absence de r�esonance param�etrique.

En pr�esence de r�esonance param�etrique 2! = p = 2l � 1; l 2 N, on a

a01b
0
1 + a02b

0
2 = �(2l � 1)2=4

et � = 0 si (2l � 1)2 = 4k2 ce qui est impossible. Par cons�equent, si p est
impair, la transformation se d�e�nit �egalement d'une seule mani�ere.
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Dans les cas mentionn�es admettons que

�01 = b02; �
0
2 = �b01; �10 = �b02; �20 = b01 �

�01b
�
1 + �02b

�
2

b02
(2:42)

Alors les coeÆcients �1k; �2k; �k sont calcul�es par les formules

8>>>>>><
>>>>>>:

�1k = 1
k (a

0
1fk + b02a

(k)
11 � b01a

(k)
21 )

�2k = 1
k (a

0
2fk + b02a

(k)
12 � b01a

(k)
22 )

�k = fk

(2:43)

o�u

fk = �b
0
1(b

0
2a

(k)
11 � b01a

(k)
21 ) + b02(b

0
2a

(k)
12 � b01a

(k)
22 ) + k(b02b

(k)
1 � b01b

(k)
2 )

b01a
0
1 + b02a

0
2 + k2

Admettons qu'il y a la r�esonance param�etrique 2! = p = 2l; l 2 N.
Alors, si k = l, on a � = 0. Donc, dans ce cas on ne peut pas utiliser les
formules (2.43) pour �eliminer du syst�eme (2.34) une des �equations (pour x1,
ou x2).

On peut se servir des formules (2.43) y compris dans le cas particulier
de r�esonance param�etrique ! = l, o�u dans le syst�eme (2.34) les premiers l
harmoniques sont absents. Dans ce cas les �equations (2.41) donnent : �1 =
: : : = �l = 0, �l+1; �l+2; : : : sont d�etermin�es d'une seule mani�ere. Avec cela
les formules (2.42) gardent toujours leur valeur.

Conclusion 1. Les coeÆcients �1k; �2k; �k de l'int�egrale sont
d�etermin�es les formules ((2.42), (2.43)) dans les cas suivants :

a) il n'y a pas de r�esonance param�etrique ;

b) il y a une r�esonance param�etrique 2! = p = 2l � 1; l 2N ;

c) il y a une r�esonance param�etrique ! = l 2 N, mais le syst�eme (2.34)
ne contient pas l premi�ers harmoniques.

Pour les cas ci-dessus abaissons l'ordre du syst�eme (2.34) �a l'aide de
l'int�egrale V . Pour cela on d�eduit de (2.36)

x1 =
1

�01 + "�1

�
V � (�02 + "�2)x2 � ("�)y)

�
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et on substitut l'expression obtenue dans le syst�eme (2.34). On a

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x2 =

�
"a21

�
��

0
2 + "�2
�01 + "�1

�
+ "a22

�
x2+

+

�
"a21

�
� "�
�01 + "�1

�
+ b02 + "b2

�
y + [q(t)]V

_y =

�
(a01 + "a1)

�
��

0
2 + "�2
�01 + "�1

�
+ a02 + "a2

�
x2+

+

�
(a01 + "a1)

�
� "�
�01 + "�1

�
+ "a33

�
y + [r(t)]V

(les coeÆcients q(t); r(t) sont des fonctions 2�-p�eriodiques).

Sur la vari�et�e int�egrale V (x1; x2; y; "; t) = 0 on a un syst�eme du deuxi�eme
ordre

8><
>:

_x2 = �1x2 + �1y

_y = �2x2 + �2y;
(2:44)

�j = "
X
k

�jk sinkt

�j = �0j + "(�j0 +
X
k

�jk cos kt); j = 1; 2

On note �1; �2; �1; �2 en utilisant les coeÆcients du syst�eme (2.34),
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impos�es par les formules (2.35)

�1 = "

�
a22 � a21

�02
�01

�
= "

X
k

 
a
(k)
22 � a

(k)
21

�02
�01

!
sinkt

�2 = "

�
a33 � a01

�
�01

�
= "

X
k

 
a
(k)
33 � �1

a01
�01

!
sinkt

�1 = b02 + "b2 = b02 + "

 
b�2 +

X
k

b
(k)
2 cos kt

!

�2 =

�
a02 � a01

�02
�01

+ "

�
a2 � a1

�02
�01

� a01
�2�

0
1 � �1�

0
2

(�01)
2

��
=

= a02 � a01
�02
�01

+ "

�
a�2 � a�1

�02
�01

� a01
�20�

0
1 � �10�

0
2

(�01)
2 +

+
X
k

(a
(k)
2 � a

(k)
1

�02
�01

� a01
�21�

0
1 � �11�

0
2

(�01)
2 ) cos kt

!

(2:45)

Les valeurs moyennes par p�eriode de ces coeÆcients sont

��1 = 0; ��2 = 0; ��1 = �01 + "�10; ��2 = �02 + "�20

On consid�ere le syst�eme qui d�ecoule de (2.44) par la prise de la moyenne
sur la p�eriode des coeÆcients8><

>:
_x2 = (�01 + "�10)y

_y = (�02 + "�20)x2

(2:46)

On d�efeni

2
� = �(�01 + "�10)(�

0
2 + "�20)

Ici, 
� est la fr�equence des oscillations du syst�eme moyen (2.46), qui si " = 0,
co��ncide avec la fr�equence des oscillations du syst�eme (2.32), !.

Par la transformation

x2 = � ~x2q
�02 + "�20

y =
~yq

�01 + "�10
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le syst�eme (2.46) prend la forme8><
>:

_~x2 = �
�~y

_~y = 
�~x2

(2:47)

Maintenant on passe aux variables complexes conjugu�ees

z = ~x2 + i~y

�z = ~x2 � i~y

Alors
~x2 = (z + �z)=2

~y = (z � �z)=(2i)

et l'�equation pour _z prend la forme

_z = i
�z

On exprime le syst�eme (2.44) sous la forme8>>>>>>><
>>>>>>>:

_~x2 = �
�~y + "
X
k

�1k sinkt ~x2 +

vuut��02
�01
"
X
k

�1k cos kt ~y

_~y = 
�~x2 +

s
��

0
1

�02
"
X
k

�2k cos kt ~x2 + "
X
k

�2k sinkt ~y

(2:48)

Alors l'�equation pour z a la forme �nale

_z = i
�z +
i
4"( z

 X
k

h
F�
k +G�

k

i
eikt +

X
k

h
�F�

k +G�
k

i
e�ikt

!
+

�z

 X
k

h
F+
k +G+

k

i
eikt +

X
k

h
�F+

k +G+
k

i
e�ikt

!
)

(2:49)
o�u

F�
k = ��1k � �2k; G�

k =

s
��

0
1

�02
�2k �

s
��

0
2

�01
�1k

F+
k = ��1k + �2k; G+

k =

s
��

0
1

�02
�2k +

s
��

0
2

�01
�1k
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Consid�erons le cas de r�esonance du deuxi�eme ordre

2! = p; p 2 Z

Dans ce cas le syst�eme (2.49) est not�e dans la forme

_z = i
�z +
i
4"( z

�h
F�
p +G�

p

i
eipt +

h
�F�

p +G�
p

i
e�ipt

�
+

�z
�h
F+
p +G+

p

i
eipt +

h
�F+

p +G+
p

i
e�ipt

�
)

(2:50)

Selon les r�esultats de [70], si dans le syst�eme (2.34) le d�eveloppement
des coeÆcients commence par le p-i�eme harmonique, la solution (2.33) du
syst�eme (2.31) sera instable en premi�ere approximation [70] lorsque le coef-
�cient de �zeipt est di��erent de 0 dans (2.50), c'est-�a-dire lorsque

��1p + �2p +

vuut��01
�02
�2p +

vuut��02
�01
�1p 6= 0

De cette mani�ere on a obtenu une expression du coeÆcient qui, sous
la condition de r�esonance, d�etermine la stabilit�e en cas de r�esonance pa-
ram�etrique.

Ce r�esultat sera appliqu�e dans le chapitre 4 au probl�eme du roulement
d'un ellipso��de proche d'un ellipso��de de r�evolution.

2.9 Stabilit�e de la position d'�equilibre d'un syst�eme

r�eversible

Soit un syst�eme r�eversible analytique au voisinage de la singularit�e x =
0 (X(x) = 0) appartenant �a l'ensemble des points �xes. En mettant en
�evidence l'approximation lin�eaire, on peut �ecrire

8<
:

_u = Av+U(u;v)

_v = Bu+V(u;v); u 2 Rl; v 2 RRRn
(2:51)

et l'�equation caract�eristique

det

0
@��Il A

B ��In

1
A = 0
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a des racines formant des paires oppos�ees. La stabilit�e au sens de Lyapunov
n'est donc possible que lorsque les racines sont purement imaginaires et
forment des paires � = i! et � = �i! (! 2 R).

Ici

x =

0
@u

v

1
A

et application G est de la forme

G =

0
@ Il 0

0 �In

1
A

On �etudiera un syst�eme de dimension quatre (l = n = 2) et �21; �
2
2

sont n�egatifs et distincts. Alors apr�es normalisation lin�eaire (changement de
variables) le syst�eme (2.51) a la forme

_zs = i!szs + Zs(z; �z); s = 1; 2 (2:52)

plus les �equations conjugu�ees, (!s est un nombre r�eel positif). On remarque,
que (2.52) est invariant par la transformation : (t; z; �z) ! (�t; �z; z), donc
les coeÆcients du d�eveloppement taylorien des fonctions Zs sont purement
imaginaires [51].

On suppose d'abord que le syst�eme (2.52) n'a que des r�esonances d'un
ordre inf�erieur ou �egal �a quatre, apr�es normalisation des termes du deuxi�eme
et troisi�eme ordres le syst�eme a la forme

_zs = i(!s +As1�
2
1 +As2�

2
2)zs + Z(4)

s (z;�z); �s = jzsj (2:53)

(avec Z
(4)
s = O(kz; �zk4)). En n�egligant Z4

s on obtient le syst�eme mod�ele en

coordonn�ees polaires � et ' : zs = �se
i's ; �zs = �se

�i's :

8<
:

_�s = 0

_'s = !s +As1�
2
1 +As2�

2
2 = ~!s(�); s = 1; 2

(2:54)
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A

B

C

Figure 6 : Projection des tores invariants du syst�eme mod�ele.
Famille A : � 6= constante ;

Famille B : � = constante et la condition (2.55) est v�eri��ee ;
Famille C : � = constante, mais la condition (2.55) n'est pas v�eri��ee.

Pour le syst�eme mod�ele (2.54) �1 et �2 sont des int�egrales premi�eres, il en
r�esulte que dans le premier quadrangle du plan (�1; �2) les points int�erieurs
(�1 > 0; �2 > 0) repr�esentent des tores de dimension deux invariants du
syst�eme, ces tores d�eg�en�erent en des cercles pour �1 = 0 ou �2 = 0.

Les tores invariants du syst�eme mod�ele se r�epartissent en deux
cat�egories : les tores r�esonants pour lesquels � = ~!1(�)=~!2(�) est un nombre
rationnel et les tores non r�esonants pour lesquels � = ~!1(�)=~!2(�) est un
nombre irrationnel.

A chaque courbe d'�equation

!1 +A11�
2
1 +A12�

2
2

!2 +A21�
2
1 +A22�

2
2

= � (constante) (2:55)

correspond une famille de tores invariants r�esonants si � est rationnel et non
r�esonants si � est irrationnel.

Pour le syst�eme mod�ele il y a stabilit�e des variables (�1; �2) au voisinage
de la solution z1 = z2 = 0. Pour le syst�eme perturb�e les tores invariants non
r�esonants sont l�eg�erement d�eform�ees et les courbes (2.55) pour lesquelles �
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est rationnel sont elles mêmes l�eg�erement d�eform�ees, tandis que les tores
r�esonants sont d�etruits.

La condition de stabilit�e de la solution (0; 0) des variables �1 et �2 dans
le syst�eme perturb�e est que les courbes (2.55) (pour � rationnel) entourent
l'origine et puissent être aussi proches de l'origine.

Ces courbes sont des coniques, ce qui conduit �a la condition suivante :�
A11

!1
� A21

!2

��
A12

!1
� A22

!2

�
> 0 (2:56)

On suppose que la condition pr�ec�edente est simultan�ement satisfaite avec
la condition

!1
!2

=2 Z;
!2
!1

=2 Z (2:57)

Dans ce cas on peut prouver [40] en utilisant la th�eorie de Newton-
Kolmogorov la conservation pour le syst�eme (2.53) de toute la famille ana-
lytique des tores du syst�eme mod�ele (2.54). Outre cela, on monte que la
stabilit�e au sens de Lyapunov r�esulte de l'existence de telles familles.

Th�eor�eme 7 (Matveyev [40]). Si les conditions (2.56) et (2.57) sont
v�eri��ees pour le syst�eme (2.53), alors la solution triviale du syst�eme (2.53)
est stable au sens de Lyapunov [43].

Remarque On g�en�eralise le th�eor�eme 7 pour le cas o�u l > n � 2 ainsi
que pour des syst�emes r�eversibles avec des int�egrales premi�eres.

On consid�ere un cas r�esonant !1+3!2 = 0 (!1!2 < 0). La forme normale
du syst�eme (2.52) est

_z1 = i!1z1 + i(A11jz1j2 +A12jz2j2)z1 + iB1�z
3
2 + Z

(4)
1 (z; �z)

_z2 = i!2z2 + i(A21jz1j2 +A22jz2j2)z2 + iB2�z1�z
2
2 + Z

(4)
2 (z; �z)

(2:58)

Le syst�eme mod�ele de (2.58) (sans les termes Z
(4)
1 ; Z

(4)
2 ) en coordonn�ees

polaires ���; ��� : zs =
p
�se

i�s ; �zs =
p
�se

�i�s ; s = 1; 2 admet les int�egrales
premi�eres [65]

W2 � B2�1 �B1�2 = h2 (constante)

W � (A11 + 3A21)B2�
2
1 + (A12 + 3A22)B1�

2
2 + 4B1B2�

1=2
1 �

3=2
2 cos � =

= h (constante)
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(�s = jzsj; � = �1 + 3�2).
Si B1B2 < 0, alors l'int�egrale W2 est une fonction positive d�e�nie ce qui

prouve la stabilit�e du syst�eme mod�ele. Si B1B2 > 0 une fonction V (���; �) =
W2+W est la fonction positive d�e�nie satisfaisant les conditions du th�eor�eme
de Lyapunov sur la stabilit�e lorsque la condition suivante est v�eri��ee

j(A11 + 3A21)B1 + (A12 + 3A22)B2j > 4jB1j1=2jB2j3=2 (2:59)

Si B1B2 > 0 et j(A11 + 3A21)B1 + (A12 + 3A22)B2j < 4jB1j1=2jB2j3=2,
alors le syst�eme mod�ele est instable : il y a une solution (rayon croissant)

�1 = k1r; �2 = k2t; _r = kr2

(k1; k2; k sont des constants positives). On peut prouver que le syst�eme
complet (2.58) aussi est instable [64].

Th�eor�eme 8 (Tkhai [65]). Si B1 6= 0 et B2 6= 0, alors pour la sta-
bilit�e du syst�eme mod�ele il est n�ecessaire et suÆsant qu'une des conditions
suivantes soit v�eri��ee :

8<
:
a) B1B2 < 0

b) B1B2 > 0 et la condition (2.59) est satisfaite

Si le signe a (2.59) est oppos�e et B1B2 > 0, la solution nulle du syst�eme
complet (2.58) alors est instable [64].

Ces th�eor�emes seront appliqu�es dans le chapitre 3 au probl�eme de la
stabilit�e des rotations permanentes d'un ellipso��de homog�ene pesant.
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Chapitre 3

Rotations permanentes d'un

ellipso��de homog�ene pesant

roulant sans glissement sur

un plan horizontal

Le probl�eme du mouvement d'un corps solide pesant sur un plan abso-
lument rugueux est un int�eressant exemple de syst�eme r�eversible compliqu�e.
On consid�ere le cas o�u le corps est un ellipso��de homog�ene pesant. Dans
ce cas on �etudie la stabilit�e de ses rotations permanentes sur le plan au-
tour d'un axe verticale. A.P. Markeyev [35] n'avait �etudi�e la stabilit�e qu'en
premi�ere approximation. Dans ce chapitre on �etudie la stabilit�e des rota-
tions permanentes en approximation non-lin�eaire du troisi�eme ordre. On a
cre�e un logiciel, present�e en Annexe B, et permettant de r�esoudre les calculs
compliqu�es conduisant �a la forme normale.

3.1 Equations du mouvement

On �etudie le mouvement du corps solide sur un plan absolument rugueux,
c'est-�a-dire qu'il y a roulement sans glissement du corps sur le plan.
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Figure 7 : Corps solide pesant sur un plan absolument rugueux

Ici, OXY Z est un rep�ere immobile, dont l'origine est sur le plan et l'axe
Oz co��ncide avec le verticale ; Gxyz est un rep�ere mobile, li�e au corps, dont
l'origine est le centre de masse et les axes sont les axes principaux d'inertie.

Les �equations qui d�ecrivent les mouvements de ce syst�eme �ecrites dans
le rep�ere mobile sont

_V+ !!! �V = �g + 1

m
R (3:1)

_K+ !!! �K = ����R (3:2)

et expriment les th�eor�emes de la quantit�e de mouvement et du moment
cin�etique.

Ici, V = vitesse du centre de masse, !!! = vitesse angulaire, g =
acc�el�eration de la gravit�e,  = vecteur normal au plan, m = masse du corps,
R = r�eaction du plan, K = moment cin�etique relatif au centre de masse, ���
= rayon vecteur du point de contact.

La vitesse du corps au point de contact (la vitesse de glissement) relati-
vement au rep�ere immobile est �egale �a z�ero

V + !!! � ��� = 0 (3:3)
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Le vecteur normal �a la surface du corps dirig�e vers l'int�erieur est constante.
Par la formule d'Euler on a donc, dans le rep�ere mobile

_ + !!! �  = 0 (3:4)

La normale est d�etermin�ee par l'�equation F (x; y; z) = 0 qui d�ecrit la
surface du corps :

 = � gradF

jgradF j (3:5)

(x; y; z sont les coordonn�ees du point de contact entre le corps et le plan
dans le rep�ere mobile).

Ce syst�eme m�ecanique admet deux int�egrales premi�eres : l'int�egrale de
l'�energie et l'int�egrale g�eom�etrique :

1
2mV

2 + 1
2
�
A!21 +B!22 + C!23

��mg(���; ) = h (constante)

F (x; y; z) = 0

(3:6)

(!1; !2; !3 sont les projections de la vitesse angulaire sur les axes du rep�ere
mobile,A;B;C sont les moments principaux d'inertie). Eliminons la r�eaction
R entre les �equations (3.1) et (3.2)

_K+ !!! �K = m���� ( _V + !!! �V + g)

et substituons la valeur deV tir�ee de l'�equation (3.3) dans le second membre
de cette �egalit�e en tenant compte de _K = J _!!! (o�u J est la matrice constante
d'inertie). Exprimons la normale d�e�nie par (3.5) dans l'�equation (3.4), nous
obtenons la seconde �equation vectorielle. Finalement

8>><
>>:
J _!!! + !!! � (J!!!) = �m���� ( _!!! � ���+ !!! � _���+ !!! � (!!! � ���)� g)

d
dt

�
gradF
jgradF j

�
+ !!! �

�
gradF
jgradF j

�
= 0

(3:7)

Le syst�eme d'�equations (3.7) est ferm�e et c'est un syst�eme du sixi�eme
ordre pour x; y; z; !1; !2; !3. On remarque, que les �equations (3.7) d�ecrivent
en particulier des e�ets apparâ�ssant dans le probl�eme de la "pierre celtique"
lorsque les axes principaux d'inertie et les axes principaux de l'ellipso��de
g�eom�etrique ne co��ncident pas [52].
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Le syst�eme (3.7) est invariant par l'application

G =

0
BBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 �1

1
CCCCCCCA
:

(t; x; y; z; !1; !2; !3)! (�t; x; y; z;�!1;�!2;�!3)

avec l'ensemble des points �xesM = fx; y; z; !1; !2; !3 : !1 = !2 = !3 = 0g.
Si F 0

y est une fonction impaire de y, alors il y a une invariance
suppl�ementaire du syst�eme (3.7) par l'application

G =

0
BBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 �1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCA
:

(t; x; y; z; !1; !2; !3)! (�t; x;�y; z; !1;�!2; !3)

avec l'ensemble des points �xes M = fx; y; z; !1; !2; !3 : y = !2 = 0g. Mais
alors le syst�eme (3.7) ne d�ecrit plus les probl�emes comme celui de la "pierre
celtique".

Dans le cas o�u F (x; y; z) = 0 repr�esente la surface d'un ellipso��de le
syst�eme (3.7) poss�ede encore une invariance par rapport �a chacune des deux
transformations :

G =

0
BBBBBBB@

�1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCA
:

(t; x; y; z; !1; !2; !3)! (�t;�x; y; z;�!1; !2; !3)
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avec l'ensemble des points �xes M = fx; y; z; !1; !2; !3 : x = !1 = 0g et

G =

0
BBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 �1

1
CCCCCCCA
:

(t; x; y; z; !1; !2; !3)! (�t; x; y;�z; !1; !2;�!3)
avec l'ensemble des points �xes M = fx; y; z; !1; !2; !3 : z = !3 = 0g.

3.2 Ellipso��de pesant homog�ene sur un plan

Consid�erons le cas de l'ellipso��de pesant homog�ene, avec des demi-axes
a; b; c, l'�equation de la surface est

F (x; y; z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
� 1 = 0

et les moments principaux d'inertie sont

A = m(b2 + c2)=5; B = m(c2 + a2)=5; C = m(a2 + b2)=5

Pour obtenir les �equations explicites les �equations (3.7) sont projet�ees sur
des axes mobiles en tenant compte de l'�equation de la surface de l'ellipso��de.
Nous obtenons8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x = a2

b2
y!3 � a2

c2
z!2 +

a2 � c2

a2c2
x2z!2 +

b2 � a2

b2a2
x2y!3 +

c2 � b2

c2b2
xyz!1 � X

_y = b2

c2
z!1 � b2

a2
x!3 +

b2 � a2

b2a2
y2x!3 +

c2 � b2

c2b2
y2z!1 +

a2 � c2

a2c2
xyz!2 � Y

_z = c2

a2
x!2 � c2

b2
y!1 +

c2 � b2

c2b2
z2y!1 +

a2 � c2

a2c2
z2x!2 +

b2 � a2

b2a2
xyz!3 � Z

�
A+m

�
y2 + z2

��
_!1 �mxy _!2 �mxz _!3 = P

�
B +m

�
z2 + x2

��
_!2 �myz _!3 �myx _!1 = Q

�
C +m

�
x2 + y2

��
_!3 �mzx _!1 �mzy _!2 = R

(3:8)
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avec

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

P � (B � C)!2!3 +m (X � y!3 + z!2) (!!!; ���)�m!1 (���; _���) +mgc
2 � b2

c2b2�
yz

Q � (C �A)!3!1 +m (Y � z!1 + x!3) (!!!; ���)�m!2 (���; _���) +mga
2 � c2

a2c2�
zx

R � (A�B)!1!2 +m (Z � x!2 + y!1) (!!!; ���)�m!3 (���; _���) +mgb
2 � a2

b2a2�
xy

� =

�
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

� 1

2

;

!!! = (!1; !2; !3)
T ; ��� = (x; y; z)T ;

(!!!; ���) = !1x+ !2y + !3z; (���; _���) = x _x+ y _y + z _z

Remarquons que les �equations (3.8) ont �et�e obtenues pour la premi�ere
fois par A.P. Markeev [35] en appliquant les �equations d'Appell aux syst�emes
non-holonomes consid�er�es par Chaplygin.

Le syst�eme (3.8) admet la solution particuli�ere

x = y = 0; z = �c; !1 = !2 = 0; !3 = ! (constante) (3:9)

qui d�ecrit la rotation de l'ellipso��de �a vitesse angulaire constante ! autour
de l'axe z en position verticale (rotations permanentes).

Des conditions n�ecessaires de stabilit�e des rotations permanentes sont
connues (voir [35]) : �a l'approximation lin�eaire autour du petit axe les ro-
tations sont stables, mais les rotations autour du grand axe ne sont stables
que si la vitesse angulaire est assez grande ! > !0, les rotations autour de
l'axe moyen sont toujours instables. Dans ce cas l'�etude de la stabilit�e �a
l'approximation lin�eaire n'est pas suÆsante pour conclure et, dans la suite
de la th�ese, on envisage la recherche d'une condition suÆsante en prenant
en compte les termes d'ordre sup�erieurs.

Nous remarquons aussi que dans le cas de l'ellipso��de de r�evolution (a=c)
les rotations autour d'un axe de l'ellipso��de (en position verticale) sont in-
stables (voir [69]).

Le syst�eme (3.8) poss�ede une invariance : l'invariance par rapport �a cha-
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cune des quatre transformations avec changement simultan�e de t en �t

(x; y; z; !1; !2; !3; t)!

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

a) (x; y; z;�!1;�!2;�!3;�t)

b) (�x; y; z;�!1; !2; !3;�t)

c) (x;�y; z; !1;�!2; !3;�t)

d) (x; y;�z; !1; !2;�!3;�t)

C'est-�a-dire qu'on a un syst�eme m�ecanique r�eversible dont l'ensemble des
points �xes est la r�eunion de M1 [M2 [M3 [M4 conform�ement �a

M1 = fx; y; z; !1; !2; !3 : !1 = !2 = !3 = 0g

M2 = fx; y; z; !1; !2; !3 : x = !1 = 0g

M3 = fx; y; z; !1; !2; !3 : y = !2 = 0g

M4 = fx; y; z; !1; !2; !3 : z = !3 = 0g

La solution particuli�ere (3.9) est alors un mouvement stationnaire ap-
partenant �a l'ensemble des points �xes. Pour la recherche de la stabilit�e
cela permet d'utiliser les r�esultats connus (voir r�esultats de Matveyev de
[40, 43] et r�esultats de Tkhai de [65] pr�esent�es dans la section 2.9). Nous
allons exprimer les �equations (3.8) sous une forme sans dimension, ce qui
permettra de mettre en �evidence imm�ediatement des param�etres essentiels
sans dimension et de poursuivre la recherche avec un ordinateur.

Pour cela introduisons de nouvelles variables, le temps � = !t (avec
! 6= 0) et les param�etres sans dimension

~x =
x

a
; ~y =

y

b
; ~z =

z

c
; ~!1 =

!1
!
; ~!2 =

!2
!
; ~!3 =

!3
!
;

� = a
c ; � = b

c ;  = g
!2c

;

A1 =
�2 + 1

5 ; B1 =
�2 + 1

5 ; C1 =
�2 + �2

5

Nous obtenons �nalement (en conservant les anciennes notations pour
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les variables, le point d�esigne la d�erivation par rapport au temps �)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x = �
�
y!3 � �z!2 +

(�2 � 1)
� x2z!2 +

(�2 � �2)
��

x2y!3 +
(�2 � �2)

�
xyz!1 � X

_y = �z!1 � �
�x!3 +

(�2 � �2)
��

y2x!3 +
(1� �2)

�
y2z!1 +

(�2 � 1)
� xyz!2 � Y

_z = 1
�x!2 � 1

� y!1 +
(1� �2)

� z2y!1 +
(�2 � 1)

� z2x!2 +
(�2 � �2)

�� xyz!3 � Z

(A1 + �2y2 + z2) _!1 � ��xy _!2 � �xz _!3 � P

(B1 + �2x2 + z2) _!2 � �yz _!3 � ��xy _!1 � Q

(C1 + �2x2 + �2y2) _!3 � �zx _!1 � �zy _!2 � R
(3:10)

avec

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

P = (B1 �C1)!2!3 + �(X � �
�y!3 +

1
�z!2)(�!1x+ �!2y + !3z)�

�!1(�2x _x+ �2y _y + z _z) +
(1� �2)

��
yz

Q = (C1 �A1)!3!1 + �(Y � 1
�
z!1 +

�
�
x!3)(�!1x+ �!2y + !3z)�

�!2(�2x _x+ �2y _y + z _z) +
(�2 � 1)

�� xz

R = (A1 �B1)!1!2 + (Z � �x!2 + �y!1)(�!1x+ �!2y + !3z)�

�!3(�2x _x+ �2y _y + z _z) +
(�2 � �2)

��� xy

� =

�
x2

�2
+
y2

�2
+ z2

� 1

2

On voit que dans le syst�eme sans dimension obtenu il n'y a que trois
param�etres essentiels �; �; .
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Exprim�ees avec les variables sans dimension, les int�egrales sont :

(�y!3 � z!2)
2 + (�x!2 � �y!1)

2 + (z!1 � �x!3)
2+

+A1!
2
1 +B1!

2
2 + C1!

2
3 + 2

�
x2

�2
+
y2

�2
+ z2

�� 1

2

= 2h1 (constante)

x2 + y2 + z2 � 1 = 0
(3:11)

La solution particuli�ere du syst�eme d'�equation (3.10) est

x = y = 0; z = �1; !1 = !2 = 0; !3 = 1

Pour former les �equations du mouvement perturb�e au voisinage de cette
solution, introduisons les nouvelles variables

x1 = x; y1 = y; z1 = z + 1; !11 = !1; !12 = !2; !13 = !3 � 1

Le probl�eme de la stabilit�e des rotations permanentes se ram�ene �nale-
ment au probl�eme de la stabilit�e de la solution nulle du syst�eme obtenu pour
x1; y1; z1; !11; !

1
2; !

1
3 . Ci-apr�es on conserve les anciennes notations pour les

variables (sans indice 1).
Les int�egrales (3.11) permettent de r�eduire le syst�eme d'�equations du

mouvement perturb�e �a un syst�eme du quatri�eme ordre. Pour cela nous ex-
primons z de l'int�egrale g�eom�etrique et !3 de l'int�egrale d'�energie (on ne
consid�ere que des perturbations iso�energ�etiques)

z =
x2 + y2

2 + [troisi�eme ordre]

!3 = � 1
2C1

(A1!
2
1 +B1!

2
2 + (�x+ !1)

2 + (�y + !2)
2)�

�((1� 1
�2

)x2 + (1� 1
�2

)y2) + [troisi�eme ordre]

(3:12)

Dans les expressions r�eduites on n'�ecrit explicitement que les termes du
deuxi�eme ordre relativement aux perturbations, ce qui est suÆsant pour em-
ployer les r�esultats de [40, 43, 65] (il suÆt d'exprimer les termes du troisi�eme
ordre du membre de droite des �equations du mouvement perturb�e).

Ainsi donc, pour obtenir le syst�eme du quatri�eme ordre il faut r�esoudre
la quatri�eme et la cinqui�eme �equations de (3.10) pour _!1 et _!2. Ensuite,
il faut d�evelopper les membres de droite des expressions pour x; y; !1; !2
suivant les perturbations et substituer �a z et !3 leurs valeurs tir�ees de (3.12).
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Finalement, on obtient l'approximation suivante :

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

_x = �
� y + �!2 + [troisi�eme ordre]

_y = ���x� �!1 + [troisi�eme ordre]

_!1 = 5
��2 + �2 + �2 � 

�(6 + �2)
y � 5�2 + �2 � 6

6 + �2
!2 + [troisi�eme ordre]

_!2 = 5
�2 � �2 � �2 + 

�(6 + �2)
x+

5�2 + �2 � 6
6 + �2

!1 + [troisi�eme ordre]

(3:13)
Il se trouve que le syst�eme d'�equations (3.13) ne contient pas de termes du

deuxi�eme ordre. L'expression des termes du troisi�eme ordre est compliqu�ee.
L'obtention de ces termes et les transformations suivantes ont �et�e r�ealis�ees
avec le logiciel de programmation symbolique "Maple".

3.3 Forme normale

On consid�ere le syst�eme lin�eaire r�eversible8<
:

_u = Av

_v = Bu

(3:14)

(A;B sont des matrices constantes, u;v 2 RRRn) avec l'ensemble des points
�xes M = fu;v : v = 0g. On suppose que l'�equation caract�eristique

det(C� �2I) = det(D� �2I) = 0

C = AB; D = BA
(3:15)

(I est la matrice identit�e) a des racines pures imaginaires distincts ��1; : : :�
�n. Evidement les matrices A;B;C;D sont inversibles.

Lemme. Par une transformation non-d�eg�en�er�ee

��� = Pu+ iQv; ���� = Pu� iQv (3:16)

on peut r�eduire le syst�eme (3.14) �a la forme lin�eaire r�eversible (forme nor-
male)

_��� = ����; _���� = ������; � = diag f�1 : : : �ng (3:17)

avec l'ensemble des points �xes M = f���; ���� : ��� = ����g.
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Preuve

La non-d�eg�en�erescence suit de (3.16) si detP 6= 0 et detQ 6= 0. La
r�eversibilit�e suit de la forme (3.16).

Alors, nous devons avoir de (3.16) en tenant compte du syst�eme (3.14)

_��� = P _u+ iQ _v = PAv + iQBu = ���� = ���(Pu + iQv)

On calcule donc P et Q avec le syst�eme suivant :

PA = i�Q; iQB = �P (3:18)

La validit�e du lemme r�esulte de l'existence des matrices non-d�eg�en�er�ees
P et Q solutions du syst�eme (3.18)

Nous avons de (3.18).

PC = �2P;QD = �2Q; �2 = (�21; : : : ; �
2
n) (3:19)

Selon l'�equation (3.15) ces �equations sont compatibles et admettent des
solutions non-triviales. On calcule, par example, P comme la solution de la
premi�ere �equation (3.19). Alors, on calcule Q de (3.18) Q = i��1PA.

(�21; : : : ; �
2
n) sont distincts et la non-d�eg�en�erescence de P en d�ecoule.

La r�eversibilit�e de (3.17) suit de la forme (3.16).

Remarque.
1. La transformation (3.16) n'est pas unique. Dans le cas o�u n = 2 si
�21 6= �22

P =

0
@ c21 �21 � c11

c21 �22 � c11

1
A ;C = jjcij jj

2. La transformation r�eciproque de (3.16) est

u = P�1 ��� + ����
2 ; v = Q�1 ��� � ����

2i

On �ecrit les �equations perturb�ees du syst�eme lin�eaire

8<
:

_u = Av +U(u;v)

_v = Bu+V(u;v); u;v 2 RRRn
(3:20)

avec

U(u;�v) = �U(u;v); V(u;�v) = V(u;v)
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On suppose que l'�equation caract�eristique a des racines imaginaires dis-
tinctes et on e�ectue la transformation lin�eaire (3.16)

_��� = P _u+ iQ _v =

P(Av +U(u;v)) + iQ(Bu+V(u;v)) =

(PAv + iQBu) +PU(u;v) + iQV(u;v)

�nalement on a

_��� = ���� +PU(P�1 ��� + ������
2 ; Q�1 ��� � ������

2i )+

iQV(P�1 ��� + ������
2 ; Q�1 ��� � ������

2i )

(3:21)

un syst�eme r�eversible avec l'ensemble des points �xes M = f���; ���� : ��� = ����g
(on omet d'�ecrire l'�equation conjugu�ee).

Nous allons faire une normalisation non-lin�eaire de ce syst�eme en expri-
mant les termes non lin�eaires de (3.21) sous la forme

Hm(���; ����) = i
P

jkj+jlj=m
�kl���

k����l

�kl = �k1:::knl1:::ln ;

���k = �k11 : : : �k
n

n ; ������l = ��l11 : : : ��
ln
n ;

jkj = k1 + : : :+ kn; jlj = l1 + : : : + ln

c'est-�a-dire

_��� = ���� + i
X

jkj+jlj=m

�kl���
k����l + [ordre sup�erieur] (3:22)

La propri�et�e de r�eversibilit�e est conserv�ee dans le changement de va-
riables (u;v) ! ���. Le syst�eme (3.21) �etant invariant par la transformation
(t; ���; ������)! (�t; ����; ���), les coeÆcients i�kl sont imaginaires.

Nous utilisons une transformation polynômiale

�s = zs +
P

jkj+jlj=m
�sklz

k�zl; zk = zk11 : : : zknn ; �zl = �zl11 : : : �z
ln
n (3:23)

avec des coeÆcients r�eels �skl que l'on doit choisir de fa�con que les �equations
exprim�ees avec les nouvelles variable zs; �zs aient la forme la plus simple
possible (forme normale) :

_zs = �szs +
X

jkj+jlj=m

sklz
k�zl (3:24)
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(s le num�ero de l'�equation dans le syst�eme (3.22) ; s = 1; : : : ; n). Cette forme
a aussi un ensemble de points �xes [64].

D�erivons (3.23)

_�s = _zs +
P

jkj+jlj=m
�skl(k1z

k1�1
1 _z1 : : : z

kn
n �zl11 : : : �z

ln
n + : : :

+ln�z
ln�1
n

_�znz
k1
1 : : : zknn �zl11 : : : �z

ln�1
n�1 )

en utilisant alors l'expression de _zs on obtient

_�s = �szs +
P

jkj+jlj=m
sklz

k�zl +
P

jkj+jlj=m
�skl < k� l; � > zk�zl+

+[ordre sup�erieur]
< k� l; � >= (k1 � l1)�1 + : : : (kn � ln)�n

(3:25)

D'autre part en tenant compte de (3.23) l'�equation (3.22) a la forme

_�s = �s(zs+
X

jkj+jlj=m

�sklz
k�zl)+i

X
jkj+jlj=m

�sklz
k�zl+[ordre sup�erieur] (3:26)

En �egalant les membres de droite des �equations (3.25) et (3.26) nous
obtenons P

jkj+jlj=m
sklz

k�zl +
P

jkj+jlj=m
�skl < k� l; � > zk�zl =

�s
P

jkj+jlj=3
�sklz

k�zl + i
P

jkj+jlj=m
�sklz

k�zl

Il s'ensuit que X
jkj+jlj=m

(�skl(< k� l; � > ��s) + skl � i�skl) = 0

ce qui donne deux possibilit�es :
1) Syst�eme non r�esonnant : < k� l; � > ��s 6= 0 pour tous k; l tels que

jkj+jlj =m. Alors dans (3.23) on peut choisir �skl = i�skl= < k�l; � > ��s
et dans ce cas skl = 0.

2) Syst�eme r�esonnant : < k� l; � > ��s = 0. Alors skl = i�skl.
Ainsi donc dans le syst�eme d'�equations pour zs il ne reste que des termes

r�esonnants. Parmi eux on distingue des termes de r�esonance identique pour
lesquels kj = lj; ks = ls + 1; j = 1; ::; n; s = 1; ::; n et des termes de
r�esonance int�erieure.

Nous obtenons une conclusion principale. Pour obtenir la forme normale
�a la premi�ere approximation non-lin�eaire la transformation
polynômiale (3.23) n'est pas utile. Il suÆt d'annuler les coeÆcients des
termes non r�esonnants du syst�eme (3.22).
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3.4 Stabilit�e des rotations permanentes d'un ellip-

so��de homog�ene pesant roulant sans glissement

Consid�erons la forme normale du syst�eme (3.13) en utilisant les r�esultats
obtenus dans la section pr�ec�edente. Ensuite notons les conditions de stabi-
lit�e (instabilit�e) de la solutions "nulle" du syst�eme obtenu en utilisant les
th�eor�emes 7 et 8 de la section 2.9.

Le syst�eme (3.13) comme le syst�eme (3.10) est lin�eairement r�eversible et
invariant par chacune des transformations

(t; x; y; p; q)!
8<
:
a) (�t;�x; y;�p; q)

b) (�t; x;�y; p;�q)
L'�equation caract�eristique de la partie lin�eaire du syst�eme de (3.13) est

�4 +G�2 + F = 0

G = 1 +
36(1 � �2)(1 � �2)� 5[(6 + �2)(1 � �2) + (6 + �2)(1 � �2)]

(6 + �2)(6 + �2)

F =
(1� �2)(1 � �2)(6 + 5)2

(6 + �2)(6 + �2)

et, si G > 2
p
F ; G > 0 et F > 0, a quatre racines imaginaires

�21 =
�G�p

G2 � 4F

2
; �22 =

�G+
p
G2 � 4F

2

Lorsque � > 1 et � > 1 l'ellipso��de e�ectue des rotations autour du petit
axe. Lorsque � < 1 et � < 1 l'ellipso��de e�ectue des rotations autour du
grand axe, ce qui n'est possible que si

 <
1

5

"p
(6 + �2)(6 + �2)� 6

p
(1� �2)(1� �2)p

(6 + �2)(1� �2) +
p
(6 + �2)(1� �2)

#2

En utilisant les r�esultats de la section 3.3 et 2.9 nous �ecrivons la forme
normale des �equations (3.13) et les conditions de stabilit�e (instabilit�e) de la
solution nulle de ce syst�eme. Dans ce cas n = 2 (nombre des �equations
(3.22)), m = 3 (degr�e de Hm dans (3.22)). Nous consid�erons deux cas
possibles du probl�eme de l'ellipso��de en se limitant aux r�esonances d'ordre
inf�erieur ou �egal �a quatre .
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1. Cas non r�esonnant �1+�2 6= 0; �1+3�2 6= 0. Alors la forme normale
est

_z1 = �1z1 + iz1(A11jz1j2 +A12jz2j2) + [quatri�eme ordre]

_z2 = �2z2 + iz2(A21jz1j2 +A22jz2j2) + [quatri�eme ordre]

Selon le th�eor�eme 7 de la section 2.9 : la stabilit�e au sens de Lyapunov
a lieu dans le cas o�u l'in�egalit�e suivante est v�eri��ee :�

A11

j�1j �
A21

j�2j
��

A12

j�1j �
A22

j�2j
�
> 0

2. R�esonance du quatri�eme ordre �1 + 3�2 = 0. Dans ce cas la forme
normale contient des termes suppl�ementaires et est

_z1 = �1z1 + iz1(A11z1�z1 +A12z2�z2) + iB1�z
3
2 + : : :

_z2 = �2z2 + iz2(A21z1�z1 +A22z2�z2) + iB2�z1�z
2
2 + : : :

Selon le th�eor�eme 8 de la section 2.9 il y a instabilit�e si la condition
suivante est v�eri��ee8><

>:
B1B2 > 0

j(A11 + 3A21)B1 + (A12 + 3A22)B2j < 4jB1j 12 jB2j 32

Il y a stabilit�e pour le syst�eme mod�ele dans le cas o�u

B1B2 < 0

ou bien8><
>:

B1B2 > 0

j(A11 + 3A21)B1 + (A12 + 3A22)B2j > 4jB1j 12 jB2j 32

3.5 Calculs num�eriques

Une recherche a �et�e r�ealis�ee, avec mise en oeuvre du logiciel de pro-
grammation symbolique "Maple" (voir Annexe 2), pour les �equations du
mouvement perturb�e (3.13) avec les termes du troisi�eme ordre puis de la
forme normale sous forme symbolique et une forme explicite de la condition
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de stabilit�e. Des calculs ont �et�e faits selon le sch�ema suivant : on �xe une va-
leur de la vitesse angulaire (param�etre  = 0:0001; 0:5; 2:0; 5:0; 10:0; 40:0)
et on d�etermine les domaines de la condition (2.56) dans un plan des pa-
ram�etres (�; �). Sur les Figures 8-13 le domaine clair (S) correspond �a la
stabilit�e. Dans le domaine fonc�e il est impossible de conclure sur la stabilit�e
par les r�esultats connus.

Le syst�eme du quatri�eme ordre (3.13) a �et�e obtenu par r�eduction
iso�energ�etique du syst�eme du sixi�eme ordre (3.10) et le th�eor�eme 7 ne garan-
tit alors que la stabilit�e iso�energ�etique. Cependant les int�egrales premi�eres
sont des int�egrales sym�etriques du syst�eme r�eversible et dans ce cas on a
la stabilit�e inconditionnelle au sens de Lyapunov si la condition (2.55) est
r�ealisable d'apr�es [43].

Conclusion 2. Lorsque (�; �) 2 S les rotations permanentes de
l'ellipso��de pesant homog�ene avec des demi-axes a; b; c telles que � = a

c ; � =
b
c sur un plan absolument rugueux autour d'un axe principal en position ver-

ticale avec la vitesse angulaire donn�ee ! (param�etre  =
g
!2c

) sont stables

au sens de Lyapunov.

Remarque.
1. Dans le domaine des param�etres (� > 1; � > 1) correspondant aux ro-
tations de l'ellipso��de autour de l'axe minimum il y a des sous-domaines
o�u il est impossible de conclure sur la stabilit�e par les r�esultats connus.

2. Les conclusions sur la stabilit�e au sens de Lyapunov concordent
compl�etement avec les r�esultats sur la stabilit�e �a l'approximation
lin�eaire qui ont �et�e obtenus dans [35,37].

Dans la th�ese la stabilit�e dans le cas de r�esonance a �et�e analys�ee. Il
s'ensuit que la resonance 1 : 3 conduit �a l'instabilit�e.
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 = 0:0001

Figure 8

 = 0:5

Figure 9
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 = 2:0

Figure 10

 = 5:0

Figure 11
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 = 10:0

Figure 12

 = 40:0

Figure 13
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Chapitre 4

Roulement d'un ellipso��de le

long d'une ligne droite

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude de la stabilit�e en premi�ere approxi-
mation du roulement sans glissement d'un ellipso��de pesant sur un plan ho-
rizontal le long d'une ligne droite. On compare les r�esultats sur la stabilit�e
pour des inerties di��erentes correspondant �a un ellipso��de homog�ene et un
ellipso��de creux (de même masse).

On montre que, pour l'ellipso��de proche de l'ellipso��de de r�evolution, il y
a instabilit�e en cas de r�esonance.

On montre de plus que le domaine de stabilit�e de l'ellipso��de creux est
plus grand que pour l'ellipso��de plein.

4.1 Equations du mouvement

Rappellons les �equations vectorielles du mouvement (3.7)

8>><
>>:
J _!!! + !!! � (J!!!) = �m���� ( _!!! � ���+ !!! � _���+ !!! � (!!! � ���)� g)

d
dt

�
gradF
jgradF j

�
+ !!! �

�
gradF
jgradF j

�
= 0

(4:1)

(pour les notations voir dans la section 3.1). Ecrivons les �equations du mou-
vement (4.1) en projection sur les axes du rep�ere rigidement li�es au corps.
Soient !1; !2; !3 les coordonn�ees du vecteur de la vitesse angulaire instan-

69



70 Roulement d'un ellipso��de le long d'une ligne droite

tan�ee !!! et soient 1; 2; 3 les coordonn�ees du vecteur unitaire 

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

A _!1 + !2!3(C �B) = mg(y3 � z2)�m( _!1y
2 � _!2xy � _!3xz + _!1z

2)�
�m(!1 _yy � !2 _xy � !3 _xz + !1 _zz)�
�m(!1!3xy � !22zy + !2!3y

2 � !3!2z
2 + !23yz � !1!2xz)

B _!2 + !3!1(A� C) = mg(z1 � x3)�m( _!2z
2 � _!3yz � _!1yx+ _!2x

2)�
�m(!2 _zz � !3 _yz � !1 _yx+ !2 _xx)�
�m(!2!1yz � !23xz + !3!1z

2 � !1!3x
2 + !21zx� !2!3yx)

C _!3 + !1!2(B �A) = mg(x2 � y1)�m( _!3x
2 � _!1zx� _!2zy + _!3y

2)�
�m(!3 _xx� !1 _zx� !2 _zy + !3 _yy)�
�m(!3!2zx� !21yx+ !1!2x

2 � !2!1y
2 + !22xy � !3!1zy)

_1 + !2 � 3 � !3 � 2 = 0

_2 + !3 � 1 � !1 � 3 = 0

_3 + !1 � 2 � !2 � 1 = 0
(4:2)

La relation entre le vecteur  et le vecteur ���(x; y; z) du point de contact
du corps et du plan dans le cas d'un corps limit�e par la surface de l'ellipso��de,
est d�etermin�ee par l'�equation (3.5)

1 = � x
a2

�
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

�� 1

2

2 = � y
b2

�
x2

a4
+
y2

b4
+ z2

c4

�� 1

2

3 = � z
c2

�
x2

a4
+ y2

b4
+ z2

c4

�� 1

2

(4:3)

Ainsi, le mouvement de roulement sans glissement du corps solide pesant
sur un plan horizontal immobile est d�ecrit par un syst�eme ferm�e d'�equations
di��erentielles scalaires du sixi�eme ordre par rapport �a
x; y; z; !1; !2; !3.

Pour le syst�eme (4.2) l'int�egrale de l'�energie et l'int�egrale g�eom�etrique
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sont :

m[!21(z
2 + y2) + !22(x

2 + z2) + !23(y
2 + x2)�

2(!1!2yx+ !2!3zy + !3!1xz)] +A!21 +B!22 + C!23�

2mg(x1 + y2 + z3) = 2h (constante)

21 + 22 + 23 = 1

(4:4)

Signalons, que l'existence des deux int�egrales premi�eres permet,
en principe, de d�ecrire le probl�eme par un syst�eme d'�equations di��erentielles
du quatri�eme ordre. Cependant, une telle r�eduction pr�esente une certaine
diÆcult�e car la premi�ere des int�egrales contient les projections 1; 2; 3
aussi bien que les coordonn�ees du point de contact x; y; z : le lien entre ces
variables est d�ecrit par les formules assez complexes (4.3).

Le syst�eme d'�equations (4.2) poss�ede une vari�et�e int�egrale o�u

!1 = !2 = 0; 3 = 0 (4:5)

et le changement des variables 1; 2; !3 est d�etermin�e par le syst�eme :

[C +m(x2 + y2)] _!3 = m(g(2x� 1y)� !3(x _x+ y _y))

_1 � !32 = 0; _2 + !31 = 0
(4:6)

Cette vari�et�e correspond au mouvement particulier o�u le point de contact
du corps et du plan vu dans le syst�eme mobile reste dans un plan principal,
en l'occurrence le plan xGy.

En e�et, supposons, dans le syst�eme (4.2), que les variables !1; !2; 3
soient nulles. Dans ce cas les premi�ere, deuxi�eme et quatri�eme �equations du
syst�eme se transforment en une identit�e, donc il reste un syst�eme d'�equations
du troisi�eme ordre (4.6), d�eterminant 1; 2; !3.

Le syst�eme d'�equations (4.2) est invariant avec �a la transformation

(t; !1; !2; !3; 1; 2; 3)! (�t;�!1;�!2;�!3; 1; 2; 3)
En e�et, substituons !1; !2; !3; 1; 2; 3 �a �!1;�!2;�!3; 1; 2; 3 et

changeons t en �t dans le syst�eme (4.2). On v�eri�e alors que ce syst�eme
conserve sa forme. Cela signi�e que le syst�eme (4.2) est un syst�eme r�eversible
avec la transformation lin�eaire. La propri�et�e de r�eversibilit�e permet d'utiliser
pour l'�etude du syst�eme (4.5) les m�ethodes d'�etude des syst�emes r�eversibles
[65-80, 82] �elabor�ees ces derni�eres ann�ees.
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E�ectuons une rotation d'angle ' du rep�ere xyz sur le plan xGy autour
de l'axe z. L'�ecart de l'axe z de la verticale sera caract�eris�e par l'angle �.
Ceci est obtenu par la transformation, liant les "anciennes" et les "nouvelles"
variables suivant les formules :

1 = sin � cos'; 2 = sin � sin'; 3 = cos � (0 � � � �)

!1 = p cos'� q sin'; !2 = p sin'+ q cos'; !3 = r
(4:7)

Il est �evident que ' est l'angle entre l'axe Gx et l'axe G� est la ligne
d'intersection du plan xGy et du plan passant par l'axe Gz et la verticale ;
� est l'angle entre l'axe Gz et la verticale (Figure 14).

G

Verticalez

x

y

η

ξϕ

θ θ
ϕ

Figure 14 : Rotation du rep�ere xyz sur le plan xGy autour de l'axe z �a
l'angle '. L'angle � caract�erise l'�ecart de l'axe z de la verticale

Notons que le changement de variables (4.7) permet de tenir compte de
l'int�egrale g�eom�etrique. Finalement le probl�eme est d�ecrit par cinq variables
ind�ependantes p; q; r; '; �.
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D�erivons les expressions pour 1; 2; 3 dans (4.7) et substituons les
dans les trois derni�eres �equations (4.2). Alors en utilisant les formules pour
!1; !2; !3 dans (4.7), on obtient :

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

cos � cos' _� � sin � sin' _'+ p sin' cos � + q cos' cos � � r sin � sin' = 0

cos � sin' _� + sin � cos' _'+ r cos' sin � � p cos' cos � + q cos � sin' = 0

� sin � _� + p cos' sin � sin'� q sin2 ' sin � � p sin' sin � cos'�

�q cos2 ' sin � = 0

En r�eduisant les termes semblables les troisi�eme et
deuxi�eme �equations deviennent

_� = �q; _' = �r + p ctg � (4:8)

En d�erivant les expressions !1; !2 dans (4.7)

_!1 = _p cos'� _q sin'� _'(p sin'+ q cos')

_!2 = _p sin'+ _q cos'+ _'(p cos'� q sin')

il en d�ecoule _p; _q :

8><
>:

_p = _!1 cos'+ _!2 sin'+ _'q

_q = � _!1 sin'+ _!2 cos'� _'p
(4:9)

Maintenant d�eterminons _!1; _!2 de (4.2) et substituons les dans (4.9). Alors,
tenant compte de la possibilit�e d'obtenir !3; _!3 de (4.4), on a un syst�eme
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d'�equations di��erentielles du quatri�eme ordre :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dp
dt

=

= S�1
�
[(B +m(x2 + z2))(m _!3xz +X) +mxy(m _!3yz + Y )]� cos'+

+[(A+m(y2 + z2))(m _!3yz + Y ) +mxy(m _!3xz +X)] � sin' g+ q _'

dq
dt =

= S�1
��[(B +m(x2 + z2))(m _!3xz +X) +mxy(m _!3yz + Y )]� sin'+

+[(A+m(y2 + z2))(m _!3yz + Y ) +mxy(m _!3xz +X)] � cos' g � p _'

d�
dt = �q

d'
dt

= �r + p ctg �

(4:10)
o�u

S = AB +Am(x2 + z2) +Bm(y2 + z2) +m2z2(x2 + y2 + z2);

X = (B � C)!2!3 +m fg(3y � 2z)� !1(x _x+ y _y + z _z)+

+ _x(!1x+ !2y + !3z)� !3y(!1x+ !2y)+

+!2z(!3z + !1x) + yz(!22 � !23) g ;

Y = (C �A)!3!1 +m fg(1z � 3x)� !2(x _x+ y _y + z _z)+

+ _y(!1x+ !2y + !3z)� !1z(!2y + !3z)+

+!3x(!1x+ !2y) + zx(!23 � !21) g

et les expressions !1; !2; 1; 2; 3 en fonction de p; q; �; ' sont impos�ees
par les formules (4.7).

Dans les parties de droite du syst�eme (4.10) il y a �egalement la variable
!3 qui est d�etermin�ee par (4.4).
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4.2 Roulement d'un corps le long d'une droite

Dans le syst�eme d'�equations (4.10) la vari�et�e (4.5) est d�etermin�ee par la
condition

� =
�

2
; p = q = 0; r = � _' (4:11)

et avec cela la d�ependance de ' en fonction de t est impos�ee par la premi�ere
des �equations (4.6)

(C +m(x�2 + y�2)) �'+m(g(�2x
� � �1y

�) + _'(x� _x� + y� _y�)) = 0 (4:12)

Ici et dans la suite, l'ast�erisque '�' signi�e que la valeur de la fonction
est calcul�ee sur le mouvement (4.11) �etudi�e.

Les coordonn�ees du point de contact du corps et du plan sont fonctions
de l'angle '.

Ci-dessous on consid�erera un ellipso��de creux, c'est-�a-dire, un corps li-
mit�e par la surface de l'ellipso��de dont les demi-axes sont a; b; c et avec une
cavit�e en forme d'ellipso��de coaxial homoth�etique dont les demi-axes sont
aD; bD; cD ; D = 1� d d est un param�etre sans dimension.

Calculons chacun des moments principaux centraux d'inertie A;B;C de
l'ellipso��de creux comme la di��erence des moments d'inertie correspondants
de deux ellipso��de ayant les demi-axes a; b; c et aD; bD; cD.

Le moment d'inertie de l'ellipso��de par rapport �a l'axe z

C = J2 � J1 = m2
a2 + b2

5 �m1
(a2 + b2)D2

5 =

= V2 � �a
2 + b2

5 � V1 � �(a
2 + b2)D2

5 =

= 4
3�abc � �a

2 + b2

5 � 4
3�abc �D3�

(a2 + b2)D2

5 =

= 4
3�abc � �a

2 + b2

5
�
1�D5

�
o�u m1; m2 sont les masses des ellipso��des, V1; V2 sont leurs volumes, � leur
densit�e. La masse de l'ellipso��de creux est �egale �a

m = V � � = (V2 � V1) � � = 4

3
�abc(1�D3) � �
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Ainsi, nous avons

C = ma2 + b2

5

�
1�D5

1�D3

�
;

A = mb2 + c2

5

�
1�D5

1�D3

�
;

B = ma2 + c2

5

�
1�D5

1�D3

�

Calculons ensuite les coordonn�ees du point de contact x�; y�.

Sur le mouvement �etudi�e

x�2

a2
+ y�2

b2
= 1

d'o�u

y�2 = b2
�
1� x�2

a2

�

x�2 = a2
�
1� y�2

b2

�

En utilisant les formules (4.3) pour 1; 2; 3, calculons

2 = �y
�

b2

�
x�2

a4
+ y�2

b4

��1=2
= �y

�

b2

�
b2 � y�2

a2b2
+ y�2

b4

��1=2
=

= �y
�

b2

�
b4 + y�2(a2 � b2)

a2b4

��1=2

Alors

22 =
y�2a2

(b4 + y�2(a2 � b2))

et

y�2 =
b422

a2 � (a2 � b2)22

y� = � b2 sin'q
a2 cos2 '+ b2 sin2 '
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De mani�ere analogue

1 = �x�
a2

�
x�2

a4
+
y�2

b4

��1=2
= �x�

a2

�
a2 � x�2

a2b2
+ x�2

a4

��1=2
=

= �x�
a2

�
a4 + x�2(b2 � a2)

a4b2

��1=2

21 =
x�2b2

(a4 + x�2(b2 � a2))

x�2 =
a421

b2 � (a2 � b2)21

x� = � a2 cos'q
a2 cos2 '+ b2 sin2 '

:

Par cons�equent, nous avons �nalement

x� = � a2 cos'q
a2 cos2 '+ b2 sin2 '

y� = � b2 sin'q
a2 cos2 '+ b2 sin2 '

_x� = a2b2 sin' _'

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')3=2

_y� = � a2b2 cos' _'

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')3=2

Apr�es la substitution des expressions obtenues dans (4.12) obtient un
syst�eme conservatif �a un seul degr�e de libert�e. L'analyse compl�ete de ce
syst�eme peut être faite par l'�etude du portrait de phase expos�ee dans [37].

L'�equation (4.12) admet l'int�egrale premi�ere

1

2

�
d'

dt

�2
(C+m(x�2+y�2))�mg(x� cos'+y� sin') = h(constante) (4:13)

soit, explicitement

1

2

�
d'

dt

�2 
C +m

a4 cos2 '+ b4 sin2 '

a2 cos2 '+ b2 sin2 '

!
+mg

q
a2 cos2 '+ b2 sin2 ' = h
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Selon la valeur de la constante de l'�energie h on distingue di��erents types
de mouvements. Pour les classer ci-dessous il est commode de se servir de
l'int�egrale sans dimension.

On introduit les valeurs caract�eristiques suivantes :
l est le plus grand axe de l'ellipso��de (sans restreindre la g�eneralit�e, on

suppose que l = a) ;

� =
q
g
l
t est le temps sans dimension.

On obtient alors

d'
d�

=

r
l
g
d'
dt
; ~x = x

l
; ~y = y

l
;

~C =
C

ml2
; ~h =

h

mgl

Ici et partout la notation "tilda" signi�e la valeur sans dimension.
L'int�egrale (4.13) prend maintenant la forme :

1

2

�
d'

dt

�2 C +m(x�2 + y�2)

mgl
�
�
x�

l
cos'+

y�

l
sin'

�
= ~h(constante)

ou bien

1

2

�
d'

d�

�2
( ~C + ~x�2 + ~y�2)� (~x� cos'+ ~y� sin') = ~h(constante)

Dans l'expression ci-dessus on voit les coordonn�ees sans dimension du
point de contact ~x�; ~y�

~x� = � cos'q
cos2 '+ � sin2 '

~y� = � � sin'q
cos2 '+ � sin2 '

o�u l'on d�esigne par � = b2=a2 un param�etre sans dimension (� � 1).
Les coordonn�ees sans dimension du point de contact sont des fonctions

p�eriodiques de ', d�ependant �egalement du param�etre sans dimension �.
Compte tenu des calculs pr�ec�edents l'int�egrale d'�energie sans dimension

a la forme :

1

2

�
d'

d�

�2  
~C +

cos2 '+ �2 sin2 '

cos2 '+ � sin2 '

!
+
q
cos2 '+ � sin2 ' = ~h (4:14)

Ci-dessous on peut voir le portrait de phase du syst�eme.
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ϕ

ϕ

3
222

Figure 15 : Portrait de phase du syst�eme (4.12)

Selon la valeur de la constante sans dimension ~h (o�u h) distingue les cas
suivants (Markeyev [37]) :

1. ~h <
p
� (h < mgb) | le mouvement est impossible.

2.
p
� < ~h < 1 (mgb < h < mga) | l'ellipso��de e�ectue des "balan-

cements", o�u la trace du point de contact sur le plan d'appui est un
segment. Selon que h est proche de mgb ou de mga l'amplitude des

balancements est proche de 0 ou �. La vitesse angulaire d'
dt

est �egale �a
une fonction p�eriodique du temps, s'annulant deux fois au cours d'une
p�eriode du balancement.

3. ~h > 1 | l'ellipso��de roule le long d'une droite dans une direction avec

la vitesse angulaire d'
dt

p�eriodique par rapport au temps.
Dans les cas 2 et 3 la vitesse angulaire est d�etermin�ee par l'int�egrale

d'�energie (4.13)

d'

dt
= �

s
2(h +mg(x� cos'+ y� sin'))

(m(x�2 + y�2) + C)
(4:15)
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4.3 Probl�eme de la stabilit�e du roulement. Equa-

tions du mouvement perturb�e

La suite de ce chapitre est consacr�ee �a l'�etude de la stabilit�e du roulement
de l'ellipso��de pesant le long d'une droite dans une direction (troisi�eme cas
dans la section pr�ec�edente). Puisque dans ce cas la vitesse angulaire du
roulement de l'ellipso��de garde son signe (sans restreindre la g�eneralit�e, on
consid�ere le cas pour lequel _' > 0). Pour d�ecrire ces roulements et des
roulements qui sont proches on peut prendre ' comme nouvelle variable
ind�ependante. Le syst�eme (4.10) prend alors la forme

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dp
d'

= (�r + p ctg �)�1S�1�
�
[(B +m(x2 + z2))(m _rxz +X) +mxy(m _ryz + Y )] cos'+

+ [(A+m(y2 + z2))(m _ryz + Y ) +mxy(m _rxz +X)] sin'
	
+ q

dq
d'

= (�r + p ctg �)�1S�1�
��[(B +m(x2 + z2))(m _rxz +X) +mxy(m _ryz + Y )] sin'+

+ [(A+m(y2 + z2))(m _ryz + Y ) +mxy(m _rxz +X)] cos'
	� p

d�
d' = �(�r + p ctg �)�1q

(4:16)

o�u l'expression r = !3 en fonction p; q; �; ' est d�etermin�ee par l'int�egrale
d'�energie (4.4). Avec cela la fonction r(p; q; �; '; h) est une fonction 2�-
p�eriodique de � et ', d�ependant �egalement de la constante d'�energie h.

Le syst�eme (4.16) admet la solution particuli�ere

p = q = 0; � =
�

2
(4:17)

Ainsi donc, le probl�eme de la stabilit�e du roulement se ram�ene �a l'�etude
de la stabilit�e de la solution particuli�ere (4.17) du syst�eme du troisi�eme ordre
(4.16).

Les membres de droite du syst�eme d'�equations (4.16) d�ependent des
variables p; q; �; ' et du param�etre h et sont des fonctions p�eriodiques de �
et de '.
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Pour former le syst�eme d'�equations aux variations, �ecrivons le syst�eme
(4.16) sous la forme 8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

dp

d'
=
P (p; q; �; '; h)

�r + p ctg �

dq

d'
=
Q(p; q; �; '; h)

�r + p ctg �

d�

d'
=

�(p; q; �; '; h)

�r + p ctg �

(4:18)

o�u les fonctions P (p; q; �; '; h); Q(p; q; �; '; h);�(p; q; �; '; h) satisfont aux
conditions

P (0; 0;
�

2
; '; h) = Q(0; 0;

�

2
; '; h) = �(0; 0;

�

2
; '; h) = 0

Calculons les variations des membres de droite du syst�eme d'�equations
(4.18). On a

Æ

�
P (p; q; �; '; h)
�r + p ctg �

�
=

(�r + p ctg �)�ÆP(p; q; �; ';h) � P�Æ(�r + p ctg �)
(�r + p ctg �)�2

=

=
ÆP (p; q; �; '; h)

�r�2(')

De mani�ere analogue

Æ

�
Q(p; q; �; '; h)
�r + p ctg �

�
=
ÆQ(p; q; �; '; h)

�r�2(')

Æ

�
�(p; q; �; '; h)
�r + p ctg �

�
=
Æ�(p; q; �; '; h)

�r�2(')

Ici

r�(') = r(0; 0;
�

2
; '; h)

P � = Q� = �� = 0

Comme toujours l'ast�erisque signi�e que la valeur de la fonction est cal-
cul�ee sur la solution (4.17) �etudi�ee.

Il d�ecoule de l'int�egrale d'�energie (4.4)

r(p; q; �; '; h) = r�(') + : : :
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o�u r�(') d�etermine par le membre de droite de (4.15)

r�(') = �
s
2(h+mg(x� cos'+ y� sin'))

(m(x�2 + y�2) + C)
(4:19)

Le syst�eme d'�equations aux variations pour le syst�eme
d'�equations (4.16) au voisinage de la solution (4.17) prend alors la forme

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d

d'
Æp = � 1

r�(')S� �

nh
(B +mx�2)(m _r�(')x�Æz + ÆX) +mx�y�(m _r�(')y�Æz + ÆY )

i
cos'+

+
h
(A+my�2)(m _r�(')x�Æz + ÆY ) +mx�y�(m _r�(')x�Æz + ÆX)

i
sin'

o
+

+Æq

d

d'
Æq =

1

r�(')S� �

nh
(B +mx�2)(m _r�(')x�Æz + ÆX) +mxy(m _r�(')y�Æz + ÆY )

i
sin'�

�
h
(A+my�2)(m _r�(')x�Æz + ÆY ) +mx�y�(m _r�(')x�Æz + ÆX)

i
cos'

o
�

�Æp

d

d'
Æ� =

1

r�(')
Æq

Les parties de droite contiennent la variation Æz, les variations ÆX et ÆY .

On trouve tout d'abord la variation Æz. En faisant le d�eveloppement
limit�e de 3 par degr�es de x; y; z on a

3 = � z

c2

 
x�2

a4
+
y�2

b4

!�1=2

+ � � �
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Par cons�equent on obtient

z = �c2 cos �
�
x�2

a4
+
y�2

b4

�1=2
+ � � � = � c2 cos �

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
+ � � � ;

Æz = c2

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
Æ�

On calcule maintenant les variations ÆX ÆY

ÆX =
h
r�(')((B � C) sin'�my�(x� cos'+ y� sin'))+

+my�( _x� sin'� _y� cos')
i
Æp+

h
r�(')((B � C) cos'+

+my�(x� sin'� y� cos')) +my�( _x� cos'+ _y� sin')
i
Æq+

+[m c2

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
(�g sin'+ r�(')( _x� � y�r�('))) � gy�]Æ�

ÆY =
h
r�(')((C �A) cos'+mx�(x� cos'+ y� sin'))�

�mx�( _x� sin'� _y� cos')
i
Æp+

h
r�(')((A� C) sin'�

�mx�(x� sin'� y� cos'))�mx�( _x� cos'+ _y� sin')
i
Æq+

+[m c2

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
(g cos'+ r�(')( _y� � x�r�('))) + gx�]Æ�

Compte tenu des expressions pour Æz; ÆX; ÆY le syst�eme d'�equations aux
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variations pour (4.16) a la forme �nale suivante

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d

d'
Æp = �

�
cos'
r�(')S� d1 +

sin'
r�(')S� d2

�
Æp�

�
�

cos'
r�(')S� d3 +

sin'
r�(')S� d4 � 1

�
Æq�

� m
r�(')S� [c1 cos'+ c2 sin'] Æ�

d

d'
Æq =

�
sin'

r�(')S� d1 � cos'
r�(')S� d2 � 1

�
Æp+

+

�
sin'

r�(')S� d3 � cos'
r�(')S� d4

�
Æq+

+ m
r�(')S�

h
c1 sin'� c2 cos'

i
Æ�

d

d'
Æ� =

1

r�(')
Æq

(4:20)

o�u

S� = AB +m(Ax�2 +By�2);

d1 = (B +mx�2)a1 +mx�y�a2;

d2 = mx�y�a1 + (A+my�2)a2;

d3 = (B +mx�2)a3 +mx�y�a4;

d4 = mx�y�a3 + (A+my�2)a4;

a1 = r�(') [(B � C) sin'�my�(x� cos'+ y� sin')] +

my�( _x� sin'� _y� cos');

a2 = r�(') [(C �A) cos'+mx�(x� cos'+ y� sin')]�

mx�( _x� sin'� _y� cos');

(4:21)
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a3 = r�(') [(B � C) cos'+my�(x� sin'� y� cos')] ;

a4 = r�(') [(A� C) sin'�mx�(x� sin'� y� cos')] ;

c1 =
_r�(')c2x�

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
�
B +m(x�2 + y�2)

�
+

(B +mx�2)b1 +mx�y�b2;

c2 =
_r�(')c2y

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
�
A+m(x�2 + y�2)

�
+

mx�y�b1 + (A+my�2)b2;

b1 = c2

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
�
_x�r�(')� r�2(')y� � g sin'

�� gy�;

b2 = c2

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')1=2
�
_y�r�(') + r�2(')x� + g cos'

�
+ gx�

Rappellons, que dans le syst�eme obtenu (4.20) la d�ependence r�(') est
impos�ee par l'expression (4.19).

4.4 Syst�eme d'�equations aux variations sans di-

mension

On pr�esente le syst�eme (4.20) sous la forme sans dimension. Pour cela, en
utilisant le param�etre caract�eristique de l'ellipso��de l et le temps sans dimen-
sion � introduits pr�ec�edemment, on introduit les variables sans dimension
suivantes

~p =

r
l
g p; ~q =

r
l
g q; ~r =

r
l
g r; ~r0 =

l

g
_r

Dans les nouvelles notations le prime signi�e la d�erivation par � .

On note les "moments d'inertie" sans dimension en se servant des
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param�etres sans dimension � = b2

a2
et � = c2

a2
.

~A = A
ml2

= b2 + c2

5a2
� = 1

5(�+ �)�;

~B = B
ml2

= a2 + c2

5a2
� = 1

5(1 + �)�;

~C = C
ml2

= a2 + b2

5a2
� = 1

5(1 + �)�

o�u � = 1�D5

1�D3 .

Ensuite on calcule ~x�
0

; ~y�
0

:

~x�
0

= � 1p
gl

a2b2 sin' r�(')

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')3=2
= � � sin' ~r�(')

(cos2 '+ � sin2 ')3=2
;

~y�
0

= 1p
gl

a2b2 cos' r�(')

(a2 cos2 '+ b2 sin2 ')3=2
=

� cos' ~r�(')

(cos2 '+ � sin2 ')3=2

Il s'ensuit un nouveau syst�eme d'�equations aux variations en les nouvelles
variables8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d

d'
Æ~p = � 1

~r�(')

��
cos'

~d1
~S� + sin'

~d2
~S�

�
Æ~p+

+

�
cos'

~d3
~S� + sin'

~d4
~S� � 1

�
Æ~q+

+

�
cos' ~c1

~S� + sin' ~c2
~S�

�
Æ�

�

d

d'
Æ~q = 1

~r�(')

��
sin'

~d1
~S� � cos'

~d2
~S� � 1

�
Æ~p+

+

�
sin'

~d3
~S� � cos'

~d4
~S�

�
Æ~q+

+
h
sin' ~c1

S� � cos' ~c2
S�

i
Æ�
�

d

d'
Æ� =

1

~r�(')
Æ~q

(4:22)
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o�u
~d1
~S� =

( ~B + ~x�2)~a1 + ~x�~y�~a2
~A ~B + ~A~x�2 + ~B~y�2

;

~d2
~S� =

~x�~y�~a1 + ( ~A+ ~y�2)~a2
~A ~B + ~A~x�2 + ~B~y�2

;

~d3
~S� =

( ~B + ~x�2)~a3 + ~x�~y�~a4
~A ~B + ~A~x�2 + ~B~y�2

;

~d4
~S� =

~x�~y�~a3 + ( ~A+ ~y�2)~a4
~A ~B + ~A~x�2 + ~B~y�2

;

(4:23)

~a1 = ~r�(')
h
( ~B � ~C) sin'� ~y�(~x� cos'+ ~y� sin')

i
+ ~y�(~x�

0

sin'� ~y�
0

cos');

~a2 = ~r�(')
h
( ~C � ~A) cos'+ ~x�(~x� cos'+ ~y� sin')

i
� ~x�(~x�

0

sin'� ~y�
0

cos');

~a3 = ~r�(')
h
( ~B � ~C) cos'+ ~y�(~x� sin'� ~y� cos')

i
;

~a4 = ~r�(')
h
( ~A� ~C) sin'� ~x�(~x� sin'� ~y� cos')

i
;

~c1
~S� =

"
~r�

0

(')
�

(cos2 '+ � sin2 ')1=2
~x�( ~B + ~x�2 + ~y�2) + ( ~B + ~x�2)~b1 + ~x�~y�~b2

#

h
~A ~B + ~A~x�2 + ~B~y�2

i�1
;

~c2
~S� =

"
~r�

0

(') �

(cos2 '+ � sin2 ')1=2
~y�( ~A+ ~x�2 + ~y�2) + ~x�~y�~b1 + ( ~A+ ~y�2)~b2

#

h
~A ~B + ~A~x�2 + ~B~y�2

i�1
;

~b1 = �

(cos2 '+ � sin2 ')1=2
(~x�

0

~r�(') � ~r�2(')~y� � sin')� ~y�;

~b2 = �

(cos2 '+ � sin2 ')1=2
(~y�

0

~r�(') + ~r�2(')~x� + cos') + ~x�

Ici la d�ependance ~r�(') est d�etermin�ee par (4.19) (sous la forme sans
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dimension)

~r�(') = �

vuuuuut
2(~h �

q
cos2 '+ � sin2 ')

�
(1 + �)

5
+
cos2 '+ �2 sin2 '

cos2 '+ � sin2 '

(4:24)

et, par d�erivation :

~r�
0

(') = �(1� �) cos' sin'

0
@ 5

q
cos2 '+ � sin2 '

cos2 '(�(1 + �) + 5) + � sin2 '(�(1 + �) + 5�)

1
A+

+
10�(~h �

q
cos2 '+ � sin2 ')

(cos2 '(�(1 + �) + 5) + � sin2 '(�(1 + �) + 5�))2

(4:25)

4.5 Roulement de l'ellipso��de proche de l'ellipso��de

de r�evolution

Dans la suite de ce chapitre la notation "tilda", marquant les valeurs
sans dimension, est omise.

Analysons le roulement d'un ellipso��de voisin d'un ellipso��de de r�evolution.
Dans ce cas mettons que b = a

p
1 + " (" est le petit param�etre). Si " = 0, on

a un ellipso��de de r�evolution, roulant �a vitesse angulaire constante, d�e�nie
par le rapport (4.24)

r�(') = �
s
10(h � 1)

2�+ 5
= constante

Le param�etre sans dimension � est de la forme

� =
b2

a2
=
a2(1 + ")

a2
= 1 + "

Le syst�eme d'�equations aux variations (4.22) pour un ellipso��de voisin de
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l'ellipso��de r�evolution a la forme

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

_Æp = 2
(1 + �)

Æq

_Æq = � 2�+ 5
�(1 + �) + 5

Æp+
5(� � 1)

p
2�+ 5

(�(1 + �) + 1)
q
10(h � 1)

Æ�

_Æ� = �
p
2�+ 5q

10(h � 1)
Æq

(4:26)

On calcule les racines de l'�equation caract�eristique de ce syst�eme

�1;2 = �
s
� 2�+ 5

(�(1 + �) + 5)

�
(� � 1)

2(h� 1)
+

2

(1 + �)

�
; �3 = 0

D'o�u on peut constater, que si la condition

�2 > 5� 4h (4:27)

est v�eri��ee, alors les racines �i!

! =
2�+ 5

(�(1 + �) + 5)

�
(� � 1)

2(h � 1)
+

2

(1 + �)

�

de l'�equation caract�eristique seront purement imaginaires.

Signalons que la condition (4.27) est une condition n�ecessaire et suÆsante
de stabilit�e au sens de Lyapunov du roulement de l'ellipso��de de r�evolution
[47].

Consid�erons �a pr�esent le roulement de l'ellipso��de proche de l'ellipso��de
de r�evolution (" 6= 0). Pour le faire exprimons le syst�eme d'�equations aux
variations (4.22) au voisinage de ce roulement. Dans ce cas les coeÆcients du
syst�eme, d�etermin�es par les formules (4.23), d�ependeront de ". Consid�erons
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dans ces formules les termes du premi�ere ordre par rapport �a "

r�(') = �
r
10(h � 1)
2�+ 5

�
1� "

2�h + 10h � 5 + cos2 '(5� 2�� 10h)
4(h � 1)(2� + 5)

�

r�
0

(') = �"5(2� + 10h� 5)
(2�+ 5)2

sin' cos'

A = �
5 (1 + �) + �

5 "

B = �
5 (1 + �)

C = 2�
5 + �

5 "

x� = � cos'(1� "12 sin
2 ')

y� = � sin'(1 + "(1� 1
2 sin

2 '))

x�
0

= �r�(') sin'(1 + "(1 � 3
2 sin

2 '))

y�
0

= r�(') cos'(1 + "(1� 3
2 sin

2 '))

Ensuite substituons ces expressions dans le syst�eme (4.22) et d�esignons
les variations Æp; Æq; Æ� par x1; y; x2. Le syst�eme (4.22) aura alors la forme

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dx1
d'

= (" � a11(') + : : :)x1 + (" � a12(') + : : :)x2+

+ (b01 + " � b1(') + : : :)y

dx2
d'

= (" � a21(') + : : :)x1 + (" � a22(') + : : :)x2+

+ (b02 + " � b2(') + : : :)y

dy
d' = (a01 + " � a1(') + : : :)x1 + (a02 + " � a2(') + : : :)x2+

+ (" � a33(') + : : :)y

(4:28)
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o�u

a11(') = a
(2)
11 sin 2' =

�(2�+ 5)
2(� + 1)(5 + �(� + 1))

sin 2'

a12(') = a
(2)
12 sin 2' =

=
(30�(1 � �)� 25(1 + �) + 8�2 + 20h(5 + �(� + 1)))p

h� 1(2�+ 5)3=2(�+ 5 + �(2:5 + �(� + 1)))
sin 2'

a21(') = 0

a22(') = 0

a33(') = a
(2)
33 sin 2' = � �(�+ 5)

(� + 1)(5 + �(� + 1))
sin 2'

b01 = 2
� + 1

b1(') = b�1 + b
(2)
1 cos 2' =

�
(1 + �)2

+
�

(1 + �)2
cos 2'

(4:29)

b02 = �
r

2�+ 5
10(h � 1)

b2(') = b�2 + b
(2)
2 cos 2' =

=
(�+ 2:5)(1 � 2h)

4(h � 1)
q
10(h� 1)(2� + 5)

+
(�� 2:5 + 5h)q
10(h � 1)(2� + 5)

cos 2'

a01 = � (5 + 2�)
(5 + �(� + 1))

a1(') = a�1 + a
(2)
1 cos 2' =

= � ��(�+ 2:5)
(5 + �(� + 1))2

+
(�2� + 7:5�� + 5�+ 25)

(5 + �(� + 1))2
cos 2'
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a02 =
5(� � 1)

p
2�+ 5

(5 + �(� + 1))
q
10(h � 1)

a2(') = a�2 + a
(2)
2 cos 2'

avec

a�2 = � 5
p
2�+ 5

4(5 + �(� + 1))2
q
10(h � 1)

�

 
��2 + (4�+ 15)� � �� 5 +

(5(1� 2h)(� � 1))
p
2�+ 5

10(h � 1)

!

a
(2)
2 =

0
@ 5�

q
10(h � 1)

(5 + �(1 + �))
p
2�+ 5

+
1:25(��2 + (4�+ 15)� � �� 5)

p
2�+ 5

(5 + �(1 + �))2
q
10(h � 1)

+

+
6:25(1 � �)(2�� 5 + 10h)

(5 + �(1 + �))2(2�+ 5)1=2(10(h � 1))3=2

!

En utilisant les transformations (2.42),(2.43) si k = 2, abaissons l'ordre
du syst�eme (4.28). On obtient

8><
>:

_x2 = �1x2 + �1y

_y = �2x2 + �2y
(4:30)

�1 = "�12 sin 2' = "

�
a
(2)
22 � a

(2)
21
�02
�01

�
sin 2'

�2 = "�22 sin 2' = "

�
a
(2)
33 � �2

a01
�01

�
sin 2'

�1 = �01 + "(�10 + �12 cos 2') = b02 + "(b�2 + b
(2)
2 cos 2')

�2 = �02 + "(�20 + �22 cos 2')

(4:31)
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avec

�02 = a02 � a01 +
�02
�01

�20 = a�2 � a�1
�02
�01

� a01
�20�

0
1 � �10�

0
2

(�01)
2

�22 = a
(2)
2 � a

(2)
1
�02
�01

� a01
�22�

0
1 � �12�

0
2

(�01)
2

(�01 = b02; �
0
2 = �b01).

Consid�erons �egalement le syst�eme d'�equations (4.30) pris en moyenne
sur p�eriode 8><

>:
_x2 = (�01 + "�10)y

_y = (�02 + "�20)x2

(4:32)

La fr�equence 
� du syst�eme (4.32) est calcul�ee d'apr�es la formule


�
2 = �(�01 + "�10)(�

0
2 + "�20)

Conform�ement aux r�esultats connus [70], s'il n'y a pas r�esonance du deuxi�eme
ordre (c'est-�a-dire que 2! n'est pas de la forme p avec p 2 Z) les expo-
sants caract�eristiques du syst�eme (4.30) co��ncident avec les exposants ca-
ract�eristiques �i
� du syst�eme pris en moyenne avec une pr�ecision d'ordre
O("2) et si la condition (4.27) est r�ealis�ee, elles seront purement imaginaires.

Consid�erons la r�esonance du deuxi�eme ordre ! = 1 (p = 2).
La condition de r�esonance du deuxi�eme ordre a la forme explicite

(2�+ 5)

(�(1 + �) + 5)

�
� � 1

2(h� 1)
+

2

� + 1

�
= 1 (4:33)

Pour calculer les exposants caract�eristiques du syst�eme (4.30) dans ce
cas il est n�ecessaire de normaliser le syst�eme (4.30). On a

_z = i
�z +
i
4"
h
z
�h
F�
2 +G�

2

i
ei2t +

h
�F�

2 +G�
2

i
e�i2t

�
+

�z
�h
F+
2 +G+

2

i
ei2t +

h
�F+

2 +G+
2

i
e�i2t

�i (4:34)

o�u

F�
2 = ��12 � �22; G�

2 =

s
��

0
1

�02
�22 �

s
��

0
2

�01
�12

F+
2 = ��12 + �22; G+

2 =

s
��

0
1

�02
�22 +

s
��

0
2

�01
�12
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On a fait observer dans la section 2.8 que si le coeÆcient de �zei2' 6= 0, les
racines de l'�equation caract�eristique du syst�eme d'�equations (4.30) ont des
parties r�eelles non nulles et que le roulement analys�e de l'ellipso��de, proche
de l'ellipso��de de r�evolution, sera instable.

Trouvons ce coeÆcient d'apr�es les formules (4.31)

� �12 + �22 +
1
2�22 + 2�12 =

= a
(2)
33 � �2

a01
�01

+ 2b
(2)
2 + 1

2(a
(2)
2 � a

(2)
1
�02
�01

� a01
(�01)

2 (�
0
1�22 � �02�12))

(4:35)
o�u �21; �

2
2; �

2; �01; �
0
2 sont d�etermin�es par les coeÆcients (4.29) �a l'aide des

formules (2.42)-(2.43) si k = 2 :

�10 = �b02; �20 = b01 �
�01b

�
1 + �02b

�
2

b02

8>>>>>><
>>>>>>:

�12 = 1
2(a

0
1f2 + b02a

(2)
11 � b01a

(2)
21 )

�22 = 1
2(a

0
2f2 + b02a

(2)
12 � b01a

(2)
22 )

�2 = f2

o�u

f2 = �b
0
1(b

0
2a

(2)
11 � b01a

(2)
21 ) + b02(b

0
2a

(2)
12 � b01a

(2)
22 ) + k(b02b

(2)
1 � b01b

(2)
2 )

b01a
0
1 + b02a

0
2 + 4

Revenons maintenant �a la relation de r�esonance (4.33). Il est �evident
que pour n'importe quel h, si � = 1 (cas d'une sph�ere) cette relation est
v�eri��ee. Par cons�equent pour un ellipso��de, proche d'une sph�ere, le roulement
est toujours accompagn�e de r�esonance param�etrique. La droite horizontale
correspond �a la sph�ere (Figure 16).
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3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

=1.0

=0.01

1.2               1.6              2.0               2.4               2.8     3.0

Figure 16 : Courbes de r�esonance du deuxi�eme ordre ! = 1

Si � 6= 1 la relation (4.33) impose encore une courbe � = �(h) correspon-
dant �a la r�esonance. Il en r�esulte que chaque ellipso��de proche de l'ellipso��de
de r�evolution a sa propre vitesse angulaire de r�esonance "individuelle" (pa-
ram�etre h). Ce ph�enom�ene est signal�e ici pour la premi�ere fois.

Sur la Figure 16 les courbes � = �(h) sont donn�ees pour d = 0:01
(l'ellipso��de �a paroi mince) et d = 1:0 (l'ellipso��de homog�ene). Les masses
des ellipso��des sont les mêmes.

Les recherches suivantes s'e�ectuent de fa�con num�erique. On a v�eri��e les
conditions d'instabilit�e sur les courbes r�esonantes (4.33) d'apr�es les formules
(2.41).

Conclusion 3. La r�esonance param�etrique conduit �a l'instabilit�e du rou-
lement de l'ellipso��de, proche de l'ellipso��de de r�evolution.
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4.6 R�esultats et conclusions sur la stabilit�e

Calculons les exposants caract�eristiques dans le cas de l'ellipso��de arbi-
traire.

Le syst�eme d'�equations aux variations (4.22) avec les coeÆcients 2�-
p�eriodiques par rapport �a ' est invariant par rapport �a chacune des substi-
tutions

('; Æp; Æq; Æ�) ! (�';�Æp; Æq;�Æ�)

('; Æp; Æq; Æ�) ! (�'; Æp;�Æq; Æ�)
c'est-�a-dire est un syst�eme lin�eaire r�eversible. On peut trouver les exposants
caract�eristiques pour ce syst�eme par la m�ethode, d�ecrite dans la section 2.3.

Construisons une solution du probl�eme de Cauchy du syst�eme (4.22) sur
un segment [0; 2�] avec les donn�ees initiales

Æp(0) = 0; Æ�(0) = 0; Æq(0) = 1

Alors, si jÆq(2�)j < 1, les exposants caract�eristiques du syst�eme (4.22)
seront purement imaginaires [80].

Les r�esultats des �etudes num�eriques sont pr�esent�es sur les Figures 17-
26 et sont compar�es pour des ellipso��des creux et homog�ene. La rotation
s'e�ectue autour de l'axe c.

Le param�etre � = b2

a2
est port�e en abscisse et le param�etre � = c2

a2
en

ordonn�ee. Admettons que a > b (0 < � � 1). Les domaines o�u sont v�eri��ees
les conditions n�ecessaires de stabilit�e, sont marqu�es en noir.

Sur les �gures du haut sont expos�es les r�esultats pour l'ellipso��de ho-
mog�ene (param�etre d = 1:0), sur les �gures du bas sont expos�es les r�esultats
pour l'ellipso��de creux (param�etre d = 0:01). Pour chaque �gure sont com-
par�es les r�esultats pour la même vitesse angulaire (param�etre h).

L'�evolution des domaines de stabilit�e sous l'e�et du changement de la
vitesse angulaire du roulement est parfaitement bien observ�ee �a travers toute
la s�erie de �gures.
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h = 1:001

d = 1:0

d = 0:01

Figure 17



98 Roulement d'un ellipso��de le long d'une ligne droite

h = 1:1

d = 1:0

d = 0:01

Figure 18
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h = 1:2

d = 1:0

d = 0:01

Figure 19
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h = 1:3

d = 1:0

d = 0:01

Figure 20
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h = 1:43

d = 1:0

d = 0:01

Figure 21
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h = 1:7

d = 1:0

d = 0:01

Figure 22
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h = 2:0

d = 1:0

d = 0:01

Figure 23
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h = 2:1

d = 1:0

d = 0:01

Figure 24
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h = 2:2

d = 1:0

d = 0:01

Figure 25
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h = 10:0

d = 1:0

d = 0:01

Figure 26
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L'analyse des r�esultats num�eriques obtenus conduit �a la conclusion sui-
vante :

Conclusion 4. Le roulement de l'ellipso��de arbitraire autour de l'axe
moyen (a > c > b) est toujours instable ; le roulement de l'ellipso��de autour
du petit axe (a > b > c) devient stable si la vitesse angulaire augmente ; le
domaine o�u se r�ealisent les conditions n�ecessaires de stabilit�e de roulement
de l'ellipso��de autour du grand axe s'accrô�t avec l'augmentation de la vitesse
angulaire. Avec cela le roulement de l'ellipso��de creux autour du plus grand
axe est plus stable que le roulement de l'ellipso��de homog�ene autour du plus
grand axe.

Le roulement de l'ellipso��de de r�evolution (a = b) autour du plus grand
axe (c > a) est stable ; le roulement autour du plus petit axe (c < a) est
stable si la vitesse angulaire est suÆsamment grande. Ces r�esultats sont
compl�etement en accord avec les conclusions obtenues dans [47].

Par ces r�esultats on peut �egalement constater, que les points de r�esonance
param�etrique � = 1; � = 1 et � = 1; � = �(h) sont toujours adh�erents aux
domaines d'instabilit�e d�etermin�es en premi�ere approximation. Ces r�esultats
sont aussi en accord avec les conclusions sur la stabilit�e en cas de r�esonance
param�etrique obtenues dans la section pr�ec�edente.
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Chapitre 5

Oscillations et rotations d'un

satellite dans le champ de

gravitation de la Terre sous

l'inuence de l'atmosph�ere

Dans ce chapitre on �etudie les mouvements d'un satellite �evoluant sur
une orbite elliptique en pr�esence de forces a�erodynamiques. On suppose que
le mouvement du centre de masse n'est pas perturb�e par les mouvements
d'orientation et est donn�e (mouvement keplerien). Les rotations du satellite
autour de son centre de masse r�esultent alors des moments caus�es par le
gradient de gravitation et la pouss�ee a�erodynamique.

Sarychev [57] et son �el�eve Melnik [44] ont consid�er�e les mouvements
d'oscillation p�eriodiques d'un satellite sur une orbite circulaire en pr�esence
de forces a�erodynamiques (e = 0, �0 2 (0;1)) (avec les notations de ce
chapitre). Ils ont montr�e, dans [45], que lorsque les forces a�erodynamiques
sont faibles ces oscillations existent aussi pour les orbites de petite excentri-
cit�e (e << 1, �0 << 1). Melnik a �egalement �etudi�e des oscillations sur des
orbites d'excentricit�e quelconque (e 2 [0; 1), �0 2 [0;1)).

Dans cette �etude on envisage encore des orbites de faible excentricit�e
mais on traite le cas d'e�orts a�erodynamiques quelconques. On d�etermine
les oscillations du satellite sur lui-même lorsque il �evolue sur une orbite
circulaire et l'on d�emontre que ces oscillations se conservent pour des orbites
de faible excentricit�e.

On entreprend �egalement l'�etude des rotations propres du satellite sur
des orbites d'excentricit�e quelconque et on donne une m�ethode de calcul

109
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pour d�eterminer les rotations propres de p�eriode 2� par rapport �a l'anomalie
vraie. Ces �etudes s'appuient sur les propri�et�es de r�eversibilit�e des �equations
dynamiques.

5.1 Equations du mouvement

Pour exprimer les �equations du mouvement du satellite sur le plan d'une
orbite elliptique on introduit deux syst�emes de coordonn�ees orthonorm�ees
| le syst�eme orbital OXY Z et le syst�eme li�e au satellite Oxyz. L'axe OZ
sera dirig�e le long du rayon vecteur, reliant les centres de masse de la Terre
et du satellite. L'axe OX est dans le plan de l'orbite et l'axe OY est per-
pendiculaire �a ce plan. On oriente les axes du rep�ere li�e Oxyz selon les
axes principaux d'inertie du satellite. Alors la matrice de transition entre les
syst�emes de r�ef�erence introduits est d�e�nie par les relations (voir Figure 27)

a11 = cos� cos �
a12 = sin� sin � cos  cos� sin�
a13 = sin� cos  + cos� sin� sin
a21 = sin�
a22 = cos � cos 
a23 = � cos � sin
a31 = � sin� cos�
a32 = cos� sin + sin� sin� cos 
a33 = cos� cos  � sin� sin� sin

o�u �; �;  sont des angles de tangage, de louvoiement et d'inclinaison,
d�eterminant l'orientation du rep�ere Ox;Oy;Oz, li�e avec le satellite, par rap-
port au rep�ere orbital OXY Z.
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� { rotation autour de l'axe Y ; � { rotation autour de l'axe Z
 { rotation autour de l'axe X

O

Figure 27 : Syst�eme orbital OXY Z et syst�eme li�e au satellite 0xyz

Consid�erons le mouvement du satellite dans le champ gravitationnel de
la Terre en pr�esence de la r�esistance de l'atmosph�ere.

Les �equations dynamiques d'Euler sont8>>>>><
>>>>>:

A _p+ (C �B)qr =Mg
x +Ma

x

B _q + (A� C)rp =Mg
y +Ma

y

C _r + (B �A)pq =Mg
z +Ma

z

(5:1)

o�u
Mg

x ; M
g
y ; M

g
z sont les projections du moment gravitationnel sur les axes

du rep�ere Oxyz rigidement li�es au corps ;
Ma

x ; M
a
y ; M

a
z sont les projections du moment a�erodynamique sur les

axes du rep�ere Oxyz ;
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B est le moment d'inertie du satellite par rapport �a son axe principal
d'inertie central Oy, perpendiculaire au plan de l'orbite ;

A; C sont les moments d'inertie du satellite par rapport aux axes prin-
cipaux centraux Ox et Oz se trouvant dans le plan d'orbite ;

p; q; r sont des projections de la vitesse angulaire sur les axes Ox; Oy;
Oz.

Pour fermer le syst�eme d'�equations (5.1) on ajoute le syst�eme d'�equations
cin�ematiques 8>>>>><

>>>>>:

p = P (�; �; ; _�; _�; _)

q = Q(�; �; ; _�; _�; _)

r = R(�; �; ; _�; _�; _)

(5:2)

o�u P; Q; R sont des fonctions connues.

On suppose que le mouvement de rotation du satellite n'inue pas sur le
mouvement de son centre de masse. Dans ce cas les projections du moment
gravitationnel sur les axes li�es au satellite sont de la forme

Mg
x = 3K

�3
(C �B)a32a33

Mg
y = 3K

�3
(A� C)a33a31

Mg
z = 3K

�3
(B �A)a31a32

(5:3)

et
p = ( _�+ !)a21 + _

q = ( _�+ !)a22 + _� sin

r = ( _�+ !)a23 + _� cos 

(5:4)

o�u

K = fM0 ;

f est la constante gravitationnelle ;

M0 est la masse de la Terre ;

� est le rayon-vecteur du centre de masse du satellite ;

v est l'anomalie vraie ;

! = dv
dt .
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L'�equation de l'orbite elliptique en coordonn�ees polaires est de la forme

�(1 + e cos v) = p�

o�u
p� = h�(1 + e) est le param�etre de l'orbite ;
e est l'excentricit�e de l'orbite ;
h� est l'altitude du p�erig�ee de l'orbite.
La loi des aires d�etermine la relation entre l'anomalie vraie v et le temps t

dv

dt
= !0(1 + e cos v)2 (5:5)

o�u !0 est une constante.
Eliminons le temps t des �equations (5.1) et (5.2) par (5.5) en tenant

compte de (5.3), (5.4) et de

K
�3

= !20(1 + e cos v)3

!20 = K
p3�

Finalement on a8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

Ap01 + (C �B)q1r1 =
3(C �B)a32a33 + 2Ae sin v p1

(1 + e cos v)
+Ma

x

Bq01 + (A� C)r1p1 =
3(A� C)a33a31 + 2Be sin v q1

(1 + e cos v)
+Ma

y

Cr01 + (B �A)p1q1 =
3(B �A)a31a32 + 2Ce sin v r1

(1 + e cos v)
+Ma

z

(5:6)

8>>>>><
>>>>>:

p1 = (�0 + 1)a21 + 0

q1 = (�0 + 1)a22 + �0 sin

r1 = (�0 + 1)a23 + �0 cos 

(5:7)

(p1 =
p

! 1
; q1 =

q

! 2
; r1 =

r

! 3
).

Dans les nouvelles notations p1; q1; r1 sont des projections sans dimen-
sion de la vitesse angulaire et le prime signi�e la d�erivation par rapport �a v.
On suppose que
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1) L'atmosph�ere suit le mouvement de la Terre1.

2) L'atmosph�ere agit sur le satellite par une force de r�esistance dont le
point d'application est le centre de pression qui se trouve sur l'axe Ox.

3) L'inuence de l'atmosph�ere sur le mouvement de translation du satel-
lite est suppos�ee n�egligeable et r�eduite �a un moment par rapport au
centre d'inertie.

Dans ce cas les projections du moment a�erodynamique sur les axes du rep�ere
Oxyz sont de la forme

Ma
x = 0

Ma
y = Qad

�
Vx
V a13 +

Vz
V a33

�

Ma
z = Qad

�
Vx
V a12 +

Vz
V a32

�
(5:8)

o�u

ad est la coordonn�ee du centre de pouss�ee a�erodynamique du satellite
sur l'axe Ox.

Q = 1
2�

�V 2Scx est la force de la r�esistance ;

�� est la densit�e de l'atmosph�ere ;

V 2 = V 2
X + V 2

Y + V 2
Z ;

VX ; VY ; VZ sont les projections sur les axes du rep�ere orbitale
OXY Z de la vitesse du centre de masse par rapport �a l'air ;

VX = !0(1 + e cos v)(R0 + h�) ;

VY = 0 ;

VZ = !0e sin v(R0 + h�) ;

S est la surface caract�eristique du satellite ;

cx est une coeÆcient de r�esistance ;

R0 est un rayon �equatorial de la Terre ;

Ce mod�ele a �et�e introduit par Sarychev [57].

Avec (5.8) les �equations d'Euler (5.6) et les �equations cin�ematiques
(5.7) d�eterminent le mouvement du satellite autour de son centre de masse

1En pratique, dans les �equations du mouvement du satellite, dont la vitesse orbitale est

grande par rapport �a l'e�et de la rotation de la Terre. On calcule les e�orts a�erodynamiques

avec la vitesse "absolue".
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(d�ecrivant une orbite elliptique). On obtient ainsi :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dp1
dv

+ C �B
A q1r1 =

3(C �B)
A

a32a33
1 + e cos v + 2e sin v

1 + e cos vp1

dq1
dv + A� C

B r1p1 = 3A� C
B

a33a31
1 + e cos v + 2e sin v

1 + e cos v q1�

�
 
�0
��

���

(1 + e)2
p
1 + 2e cos v + e2

(1 + e cos v)4

!
�

((1 + e cos v)a13 + a33e sin v)

dr1
dv + B �A

C p1q1 =
3(B �A)

C
a31a32

1 + e cos v +
2e sin v

1 + e cos v r1�

�
 
B
C�0

��

���

(1 + e)2
p
1 + 2e cos v + e2

(1 + e cos v)4

!
�

((1 + e cos v)a12 + a32e sin v)

(5:9)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

p1 =
�
d�
dv + 1

�
a21 +

d
dv

q1 =
�
d�
dv

+ 1
�
a22 +

d�
dv

sin

r1 =
�
d�
dv + 1

�
a23 +

d�
dv cos 

(5:10)

O�u
��� est la densit�e de l'atmosph�ere au p�erig�ee ;
�0 est un param�etre a�erodynamique, d�e�ni par la relation

�0 = ����(R0 + h�)
2adScx

2B

Introduisons les param�etres d'inertie � et �1 :

� = 3
A� C

B
; �1 = 3

C �B

A

Alors les �equations du syst�eme (5.9)-(5.10) d�ependent des param�etres
e; �; �1; �0 et h� ; les valeurs des param�etres physiquement admissibles �etant
dans la bande

0 � e < 1; �3 � � � 3; �3 � �1 � 3
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Le satellite sera stable du point de vue a�erodynamique si �0 � 0. Ce sont
ces valeurs �0 qui sont consid�er�ees ci-dessous.

Calculons
p� = h�(1 + e)

La distance radiale du centre de masse du satellite au centre d'attraction
est aussi d�e�nie par la formule

� =
(R0 + h�)(1 + e)

1 + e cos v

Dans la suite, pour les calculs num�eriques, on �etudiera le cas o�u h� =
120 km. Pour un satellite e�ectuant un mouvement sur l'orbite elliptique
�a l'altitude de plus de 500 km l'inuence de l'atmosph�ere est petite. Mais
l'inuence de la pression solaire, qu'on ne prend pas en consid�eration dans
le syst�eme d'�equations (5.9), (5.10), est grande.

Les �equations (5.9), (5.10) contiennent la fonction f(H) =
��

���
,

caract�erisant la d�ependance de la densit�e de l'atmosph�ere en fonction de
l'altitude H. Dans cette th�ese, pour les calculs num�eriques, on utilisera
la fonction f(H) d�e�nie par le Tableau de l'Annexe 1. Pour �etudier les
�equations du mouvement relatif (5.9), (5.10) il est n�ecessaire d'avoir l'ex-
pression �� sous la forme analytique. C'est pourquoi pour un bouclage com-
plet du syst�eme d'�equations (5.9), (5.10) la fonction f(H) a �et�e interpol�ee
par un polynôme de Lagrange (voir Annexe 1).

Les �equations (5.9) et (5.10) constituent un syst�eme r�eversible. En e�et si
on substitue (��; �;�; p1; q1;�r1;�v) ou bien (��;��; ;�p1; q1; r1;�v)
�a (�; �; ; p1; q1; r1; v) le syst�eme ne change pas de forme. Cette particularit�e
sera utilis�ee substantiellement dans les analyses qui suivent.

Une autre circonstance importante est que le syst�eme (5.9), (5.10), dans
cette hypoth�ese, a une vari�et�e int�egrale telle que

� =  = 0; p1 = r1 = 0; q1 = _�+ 1; � = �(v) (5:11)

o�u la fonction �(v) est d�e�nie par l'�equation

d2�
dv2

+ � sin� cos�1 + e cos v � 2
�
1 + d�

dv

�
e sin v

1 + e cos v+

+�0(1 + e)2 �
�

���

p
1 + 2e cos v + e2

(1 + e cos v)4
[sin�+ e sin(�+ v)] = 0

(5:12)

Ici � est l'angle entre le rayon-vecteur du centre de masse du satellite et son
axe d'inertie, par rapport auquel le moment d'inertie est �egal �a C.
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L'�equation (5.12) d�ecrit le mouvement de rotation et d'oscillation du
satellite autour de l'axe Oy orthogonal au plan de l'orbite sur une or-
bite elliptique et sous l'action des forces gravitationnelles en pr�esence de la
r�esistance de l'atmosph�ere.

x

La Terre

v

z

Périgée

O

α
Z

X

Figure 28 : Satellite sur une orbite elliptique

L'�equation (5.12), aussi bien que les �equations (5.9), (5.10), est r�eversible,
ce qui s'exprime par l'invariance par rapport �a la transformation

(�; _�; v)! (��; _�;�v)

Le principal probl�eme, r�esolu dans ce chapitre, consiste en l'�etude
syst�ematique des mouvements de rotation 2�-p�eriodiques sur le plan de l'or-
bite et d�ecrits par l'�equation (5.12). Au cours d'une r�evolutions du centre
de masse du satellite sur l'orbite, le satellite peut e�ectuer m r�evolutions
autour de l'axe Oy passant par son centre de masse et perpendiculaires au
plan de l'orbite. On analysera les rotations directes (m > 0) aussi bien que
les rotations indirectes (m < 0).
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5.2 Oscillations et rotations d'un satellite sur une

orbite faiblement elliptique

Si e = 0, l'�equation (5.12) d�ecrit le mouvement du satellite sur une orbite
circulaire et sera de la forme

d2�

dv2
+ � sin� cos�+ �0 sin� = 0 (5:13)

On a un syst�eme conservatif �a un degr�e de libert�e avec l'int�egrale
d'�energie

�
d�

dv

�2
+ P (�) = h (constante); P (�) = � sin2 �� 2�0 cos� (5:14)

(P (�) est la fonction �energie potentielle dans ce mouvement).
L'analyse compl�ete de l'�equation (5.13) se fait par examen du portrait

de phase.
Analysons dans le plan de phase la carte du mouvement du satellite dans

le cas de di��erentes relations entre les param�etres inertiel � et a�erodynamique
�0. Trois cas sont possibles :

1: � > �0

2: j�j < �0

3: � < ��0
Les portraits de phase pour ces cas sont repr�esent�es sur les Figures 29, 32,
34, o�u il est ais�e �a voir que les points

�n = �n; �l = �l � arccos

�
��0
�

�
; n; l 2 Z

sont les solutions stationnaires de l'�equation (5.13). Avec cela

P (�2n) = �2�0; P (�2n+1) = 2�0; P (�l) = �+
�20
�

La solution �2n = 2�n correspond au mouvement o�u l'axe Oz du satel-
lite co��ncide avec la direction du rayon-vecteur OZ de l'orbite. La solution
�2n+1 = (2n+1)� se ram�ene �a la solution �2n = 2�n par l'inversion du sens

de l'axe Oz. La solution �l = �l � arccos
�
��0�

�
correspond �a une position

d'�equilibre oblique. Lorsque
����0�

��� ! 1, cette solution devient �l = �l, o�u

l = 2�n ou bien l = (2n+ 1)�.
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On voit sur les �gures selon les relations entre le param�etre d'inertie �
et le param�etre a�erodynamique �0 les solutions stationnaires peuvent être
stables aussi bien qu'instables. Par exemple, le points �2n = 2�n si � > �0
est une position d'�equilibre stable, mais si � < ��0 cette position d'�equilibre
est instable.

Les positions d'�equilibre stables sont entour�ees des courbes ferm�ees qui
repr�esentent des mouvements p�eriodiques. Calculons les p�eriodes d'oscilla-
tions.

De (5.14) on d�eduit

T = 2

Z �max

�min

d�q
h� � sin2 �+ 2�0 cos�

(5:15)

o�u �min; �max sont les valeurs maximales et minimales des angles du mou-
vement d'oscillation observ�e.

Calculons l'int�egrale (5.15) pour les �n = �n. On a

T = 4

Z �max

0

d�q
h� � sin2 �+ 2�0 cos�

Posons

tg �2 = su; tg �max
2 = s

sin� = 2su
1 + s2u2

; cos� = 1� s2u2

1 + s2u2
; d� = 2sdu

1 + s2u2

Ensuite on d�eduit l'expression pour h de (5.14)

h = � sin2 �max � 2�0 cos�max = 2
2�s2 � �0 + �0s

4

(1 + s2)2
(5:16)

Il s'ensuit

T = 4

Z 1

0

(1 + s2)dup
1� u2

q
�+ �0(s2 + 1) + s2(�0 + s2(�0 � �))u2

Si on pose que u = sin �, on obtient l'int�egrale d�e�nie suivante

T = 4(1 + s2)

Z �=2

0

d�q
�+ �0(s2 + 1) + s2(�0 + s2(�0 � �)) sin2 �

(5:17)

Consid�erons le cas 1. � > �0.
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� > �0

Figure 29

Les oscillations au voisinage de la solution �2n = 2�n sont possibles si
h 2 (�2�0; 2�0). La p�eriode de ces oscillations est d�e�nie par (5.17)

T = 4(1 + s2)

Z �=2

0

d�q
M(s) + L(s) sin2 �

(5:18)

avec
M(s) = �+ �0(s

2 + 1) (5:19)

L(s) = s2(�0 + s2(�0 � �)) (5:20)

o�u s est d�e�ni en fonction de h par :

s2 = 1� c
1 + c

c = ��0� +

r�
�0
�

�2
+ 1� h

�

(5:21)

L'amplitude des oscillations est telle que

cos�max = c
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o�u

tg
�max

2
= s

La fonction h! s2 d�e�nie par (5.21) est croissante strictement.

Etudions ensuite les propri�et�es des fonctions s ! M(s) et s ! L(s)
apparâ�sant dans (5.18).

La fonctions M(s) est croissante. Pour

�2�0 < h < 2�0

on a

0 < s2 < �0
�� �0

0 < �0 + s2(�0 � �) < �0

Par cons�equent L(s) > 0.

L'int�egrale (5.18) se ram�ene �a une int�egrale elliptique de Legendre

T (s) = 4A1(s)

Z �=2

0

d'q
1� k21 sin

2 '

avec

' = �=2 � �

A1(s) =

s
s2 + 1

(�0 � �)s2 + �0 + �

k21 =
L(s)

L(s) +M(s)
= s2

1 + s2
(�� �0)s

2 � �0
(�0 � �)s2 + �0 + �

Alors la fonction h! k21 est croissante strictement.

Donc, la fonction h ! T (s) est croissante strictement et dT
dh

> 0. En

introduisant le param�etre � = �0
� on a

T (s) = 1p
�
T �(s)

o�u la fonction h! T �(s) est croissante strictement et repr�esente une int�egrale
elliptique
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Figure 30

Lorsque 2�0 < h <
�2 + �20

� selon la valeur initiale de � le satellite oscille

au voisinage de �2n = 2�n ou de �2n+1 = (2n+ 1)�. Posons

c = ��0� +

r�
�0
�

�2
+ 1� h

�

c0 = ��0� �
r�

�0
�

�2
+ 1� h

�

Lorsque cos�0 � c le satellite oscille autour de � = 2�n avec la p�eriode
d�e�nie par (5.18)-(5.21).

Lorsque cos�0 � c le satellite oscille autour de � = (2n+ 1)� avec une
p�eriode d�e�nie par :

T 0(s) = 4(1 + s2)

Z �=2

0

d�q
M 0(s) + L0(s) sin2 �

avec
M 0(s) = �� �0(s

2 + 1)

L0(s) = s2(��s2 + �0(1 + s2))

s2 = 1 + c0

1� c0
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L'amplitude des oscillations est telle que

� � cos�max = c

o�u
ctg

�max

2
= s

Dans ce cas l'int�egrale elliptique de Legendre (5.18) est sous la forme

T (s) = 4A2(s)

Z �=2

0

d�q
1� k22 sin

2 �

avec

A2(s) =
p
1 + s2

s
s2 + 1

�0s
2 + �0 + �

k22 =
L(s)
M(s)

= s2
(�� �0)s

2 � �0
�0s

2 + �+ �0

Alors la fonction h! k22 est croissante strictement.

Donc, la fonction h! T (s) est croissante strictement et dT
dh

> 0. On a

T (s) = 1p
�
T �(s)

o�u la fonction h! T �(s) est croissante strictement et repr�esente une int�egrale
elliptique

Figure 31
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Consid�erons le cas 2. �0 > j�j.

�0 > j�j

Figure 32

Sur la Figure 32 on peut observer que les positions d'�equilibre stables
correspondent aux points �2n = 2�n, les positions d'�equilibre instables cor-
respondent aux points �2n+1 = (2n+ 1)�.

Le satellite oscille toujours autour de �2n = 2�n avec une p�eriode d�e�nie
par les formules (5.18)-(5.21). Ces oscillations sont possibles si
h 2 (�2�0; 2�0). Dans ce cas on peut montrer par la même fa�con, que

la p�eriode des oscillations est une fonction croissante strictement et dT
dh

> 0.

En introduisant le param�etre � =
�
�0 on a

T (s) = 1p
�
T �(s)

o�u la fonction h! T �(s) est croissante strictement et repr�esente une int�egrale
elliptique
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Figure 33

Consid�erons le cas 3. � < ��0.

� < ��0

Figure 34
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Dans la Figure 34 on observe que les points �n = �n correspondent

aux positions d'�equilibre instables, les points �2l = 2�l � arccos
�
��0�

�
correspondent aux positions d'�equilibre stables autour desquelles il y a des

mouvements p�eriodiques. Ces mouvements sont possibles si �
2 + �0
� < h <

�2�0. Dans ce cas le satellite oscille avec une p�eriode d�e�nie par (5.15) qui
peut aussi être ramen�ee �a une int�egrale elliptique de Legendre (mais le calcul
est compliqu�e et ne fait pas avancer l'�etude de la p�eriode).

Outre cela dans ce cas il existe des oscillations, embrassant trois positions

d'�equilibre : �2n = 2�n et �2l = 2�l � arccos
�
��0�

�
. Ces mouvements

p�eriodiques sont possibles si h 2 (�2�0; 2�0). La p�eriode est d�e�nie selon
les formules (5.18)-(5.21). En introduisant le param�etre � = �0

j�j on calcule

cette p�eriode

T (s) = 1q
j�j
T �(s);

T �(s) = 4(1 + s2)
R �=2
0

'q
�1 + �(s2 + 1) + s2(� + s2(� + 1)) sin2 '

(5:22)

o�u s 2
�r

�
1� �

;1
�
, � 2 (0; 1). Comme il n'est pas possible dans ce cas de

conclure par un raisonnement analytique comme pr�ec�edemment, calculons,
donc l'int�egrale elliptique (5.22) de fa�con num�erique

Figure 35
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Il d�ecoule du th�eor�eme 5 de la section 2.6 un r�esultat important.

Th�eor�eme 9. Les oscillations 2�k-p�eriodiques du satellite sur l'orbite
circulaire sont conserv�ees pour les orbites faiblement elliptiques.

Passons �a la d�etermination des vitesses initiales _�(0) pour les rotations
2�k-p�eriodiques du satellite sur l'orbite circulaire. La condition de la 2�k-
p�eriodicit�e de solution est de la forme [79] :

Z 2�

0

d�q
h� p(�)

=
2�k

jmj (m 2 Z=f0g; k 2 N) (5:23)

La valeur h qui aboutit �a l'�egalit�e (5.23), d�etermine la valeur de la vitesse
initiale _�(0) pour le mouvement de rotation.

_�(0) = �
p
h+ 2�0

Ci-dessous sont �etudi�ees les rotations 2�-p�eriodiques pour lesquelles k =
1; m = �1. Les rotations peuvent être directes ( _�(0) > 0; m = 1) aussi
bien qu'indirectes ( _�(0) < 0; m = �1). C'est-�a-dire lors d'une r�evolution
du centre de masse de satellite sur l'orbite le satellite tourne de 2� ou bien
de �2� (pour les rotations indirectes) autour de l'axe passant par le centre
de masse et perpendiculaire au plan de l'orbite.

La valeur de la constante d'�energie h, satisfaisant �a l'�egalit�e (5.23), est
d�etermin�ee de fa�con num�erique pour di��erentes valeurs des param�etres � et
�0. Le r�esultat est donn�e dans la Figure 36, o�u on peut voir les d�ependances
de la valeur initiale de la vitesse _�(0) des param�etres � et �0 pour les rota-
tions directes. Pour les rotations indirectes il faut changer _�(0) en � _�(0).
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-3.0            -2.0              -1.0               0.0               1.0              2.0              3.0

3.0

2.0

1.0

0.0

Figure 36

D'o�u il r�esulte que les rotations observ�ees du satellite sur l'orbite circu-
laire existent pour toutes les valeurs admissibles du param�etre �.

5.3 Rotations p�eriodiques d'un satellite sur une

orbite elliptique arbitraire

Supposons que le centre de masse du satellite d�ecrive une orbite elliptique
avec la valeur arbitraire de l'excentricit�e e 2 [0; 1), et posons le probl�eme de
la construction de toutes les rotations planes 2�-p�eriodiques avec analyse de
leur stabilit�e au sens de Lyapunov. La particularit�e de r�eversibilit�e permet
d'avoir une solution de principe sur la base d'une m�ethode �elabor�ee dans [73,
79] et d�ecrite pour le cas d'une �equation du deuxi�eme ordre dans la section
2.3. Indiquons que cette m�ethode a fait preuve d'une grande eÆcacit�e dans
l'�etude d'une s�erie de probl�eme de m�ecanique classique et de m�ecanique
c�eleste [17, 18, 22-15].

Actuellement on a quelques logiciels de programmation de la m�ethode.
Ces logiciels r�ealis�es dans les langages de programmation di��erents (C++,
Delphi, Fortran), se distinguent par leur degr�e d'automatisation. Dans la
th�ese pr�esente on utilise le logiciel C++ [25].

Appliquant la m�ethode �a l'�equation (5.12) on r�esout num�eriquement les
probl�emes suivants. Le probl�eme de Cauchy se r�esout sur le segment [0; �]
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avec des points initiaux, appartenant �a l'ensemble M0 = fv; �; _� : v =
0; � = 0g et on construit l'image M�

0 de l'ensemble M0 lorsque v varie de
0 �a �. Ensuite on d�etermine les intersections des ensembles M�

0 et M�� =
fv; �; _� : v = �; � = ��g. Ces points d�e�nissent les rotations 2�-p�eriodiques
cherch�ees ; ceux de M�

0 \M� correspondent aux rotations en sens direct et
ceux de M�

0 \M�� aux rotations en sens indirect.
L'int�egration num�erique est e�ectu�ee par la m�ethode d'Adams-Bachfort-

Moulton [1]. Le probl�eme de Cauchy est r�esolu avec un pas h0 de la vitesse
initiale. Si pour deux solutions "voisines" du probl�eme de Cauchy avec des
vitesses initialles _�(0) = v0 et _�(0) = v1 (v1 = v0 + h0) on a

[�(0; 0; v0 ; �)� �][�(0; 0; v1 ; �)� �] < 0

alors il existe un point v� du segment ]v0; v1[ tel que la solution correspon-
dante v�eri�e �(�k) = �m. Ensuite la valeur de vitesse initiale _�(0) 2]v0; v1[
est pr�ecis�ee par une m�ethode d'it�eration.

La vitesse initiale pour la rotation 2�-p�eriodique ��(v) est ainsi
d�etermin�ee (par une m�ethode de dichotomie am�elior�ee [1]).

Etudions la stabilit�e de cette rotation. Pour cela on construit l'�equation
aux variations au voisinage du mouvement �etudi�e

�Æ� � 2e sin v
1 + e cos v

_Æ�+ �
cos 2��(v)
1 + e cos v Æ�+

+

�
�0(1 + e)2 �

�

���

p
1 + 2e cos v + e2

(1 + e cos v)4
(cos��(v) + e cos(��(v) + v))

�
Æ� =

= 0
(5:24)

(Æ� est une variation).
L'�equation (5.24) h�erite de (5.12) la particularit�e de r�eversibilit�e. En

e�et, compte tenu de l'imparit�e de fonction ��(v) il est ais�e de v�eri�er l'in-
variance de l'�equation (5.24) par rapport �a la substitution

(Æ�; Æ _�; v)! (Æ�;�Æ _�;�v)

D�eterminons les exposants caract�eristiques de cette �equation. La m�ethode
de d�etermination des exposants caract�eristiques des �equations p�eriodiques
r�eversibles, �elabor�ee par Tkhai [89, 79] et a �et�e pr�esent�ee dans la section 2.7.
On r�esout ce probl�eme de fa�con num�erique.

La particularit�e de r�eversibilit�e permet de trouver les exposants ca-
ract�eristiques par la formation sur le segment [0; 2�] d'une seule solution



130
Oscillations et rotations d'un satellite dans le champ de
gravitation de la Terre sous l'inuence de l'atmosph�ere

(et non deux solutions) particuli�ere de l'�equation (5.24) avec les donn�ees
initiales

Æ�(0) = 1; Æ _�(0) = 0

Pour former la solution de l'�equation (5.24) il est n�ecessaire de connâ�tre
la fonction ��, d�ecrivant la rotation p�eriodique. Mais on ne connâ�t que
la valeur de la vitesse initiale _�(0) pour ce mouvement. C'est pourquoi ci-
dessous pour �etudier la stabilit�e on a recours �a la m�ethode suivante. On
observe le syst�eme, compos�e des �equations (5.12) et (5.24) et on forme la
solution sur [0; 2�] avec les valeurs initiales

�(0) = 0; _�(0) = v�; Æ�(0) = 1; Æ _�(0) = 0

o�u v� est une valeur de vitesse initiale pour la rotation consid�er�ee. De cette
fa�con on r�etablit la rotation ��(v) 2�-p�eriodique et on d�etermine �a la fois la
variation Æ�(2�), n�ecessaire pour juger de la stabilit�e.

Si jÆ�(2�)j � 1, on a des exposants caract�eristiques purement ima-
ginaires, de plus, en cas d'�egalit�e, les exposants sont multiples de i. Par
cons�equent, la condition jÆ�(2�)j � 1 d�etermine le domaine des conditions
n�ecessaires de stabilit�e en fonction des param�etres e; �; �0. Au sein de ce
domaine jÆ�(2�)j < 1 et tous les exposants sont purement imaginaires et
�egalent

� = �i 1
2�

ln Æ�(2�)

Le logiciel de la m�ethode de construction des mouvements de rotation et
d'analyse de leur stabilit�e est utilis�e pour faire des recherches num�eriques.
On voit les r�esultats de ces recherches sur les Figures 37-44.

Dans l'espace des param�etres du probl�eme (e; �; �0) les valeurs trouv�ees
des vitesses initiales pour les rotations 2�-p�eriodiques du satellite sont donn�ees.
On consid�ere les rotations directes (Figures 37-40), aussi bien qu'indirectes
(Figures 41-44 ). On a observ�e les cas avec �0 = 0:25; 0:7; 1:2; 2:5.

Sur les �gures dans le plan (e; _�(0)) sont d�esign�ees (en noir) les courbes
qui ont un param�etre d'inertie � = constante. Ces courbes imposent les va-
leurs des vitesses initiales _�(0) aux rotations pour le satellite (� = constante).
On constate qu'en fonction de l'excentricit�e de l'orbite e chaque satellite peut
avoir une, deux, ou trois rotations p�eriodiques. Les domaines correspondant
�a la stabilit�e au sens de Lyapunov sont indiqu�es par un fond fonc�e.

Les domaines de stabilit�e en projection sur le plan (e; �) se trouvent sur
les �gures du bas.

La solution p�eriodique est d�ecrite par la fonction impaire ��(v).
L'�equation (5.12) est r�eversible. Donc l'�equation du mouvement perturb�e,
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�etablie pour ��(v), h�erite de la particularit�e de r�eversibilit�e. Il en d�ecoule
qu'en cas d'exposants purement imaginaires, la solution est stable au sens
de Lyapunov si il n'y ait pas de r�esonance jusqu'au quatri�eme ordre 2� =
i p; 3� = i p; 4� = i p et la condition de non-d�eg�en�erescence devant être
r�ealis�ee [10].

De cette fa�con presque tous les points dans l'espace des param�etres ap-
partenant au domaine jÆ�(2�)j < 1, correspondent aux rotations stables au
sens de Lyapunov (les sous-domaines correspondants fonc�es).

Conclusion 5. Les vitesses initiales _�(0) pour les rotations
2�-p�eriodiques du satellite appartiennent aux domaines, d�esign�es sur les Fi-
gures 37-40 (rotations directes) et les Figures 41-44 (rotations indirectes)
par le fond fonc�e. Il est �a signaler que presque toutes les rotations aux vi-
tesses initiales prises dans ces domaines sont stables au sens de Lyapunov
par rapport aux variables � et _�.
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Rotations directes

�0 = 0:25

)0('α

e

µ

e

Figure 37
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Rotations directes

�0 = 0:7

)0('α

e

e

µ

Figure 38
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Rotations directes

�0 = 1:2

e

)0('α

e

µ

Figure 39
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Rotations directes

�0 = 2:5

e

)0('α

µ

e

Figure 40
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Rotations indirectes

�0 = 0:25

e

)0('α

e

µ

Figure 41
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Rotations indirectes

�0 = 0:7

e

)0('α

e

Figure 42
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Rotations indirectes

�0 = 1:2

e

)0('α

µ

Figure 43
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Rotations indirectes

�0 = 2:5

)0('α

e

µ

e

Figure 44
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5.4 Rotations rapides d'un satellite sur une orbite

elliptique

Consid�erons le probl�eme des mouvements rapides du satellite sur une
orbite elliptique o�u, au cours d'une r�evolution du centre de masse sur l'orbite,
le satellite ex�ecute m r�evolutions autour de l'axe Oy passant par son centre
de masse et perpendiculaire au plan de l'orbite.

Dans ce probl�eme ce qui nous int�eresse essentiellement est l'inuence
du param�etre d'inertie �. Donc ci-dessous dans ce paragraphe on observera
un satellite sous l'action des seules forces gravitationnelles sans prendre en
consid�eration la r�esistance de l'atmosph�ere (�0 = 0).

On analysera �egalement la stabilit�e des solutions obtenues.
L'�equation (5.12), si �0 = 0, sera de la forme

d2�

dv2
+ �

sin� cos�

1 + e cos v
� 2

�
1 +

d�

dv

�
e sin v

1 + e cos v
= 0 (5:25)

Pour construire les rotations sym�etriques on aura �egalement recours �a la
m�ethode, d�ecrite dans la section 2.3.

Trouvons l'intersection des ensembles Mm�
0 et M0, o�u M

m� = fv; �; _� :
v = �; � = m�g. Alors, les points d'intersection de l'image M�

0 avec les
droites � = m� d�e�nissent les rotations 2�-p�eriodiques du satellite.

Analysons la stabilit�e des rotations trouv�ees �a l'approximation lin�eaire.
Le syst�eme d'�equations aux variations au voisinage de la rotation ��(v) 2�-
p�eriodique a la forme

�Æ� � 2e sin v

1 + e cos v
_Æ�+ �

cos 2��(v)

1 + e cos v
Æ� = 0 (5:26)

On d�etermine les exposants caract�eristiques par la formation d'une seule
solution particuli�ere du syst�eme d'�equations (5.25), (5.26) avec les conditions
initiales

�(0) = 0; _�(0) = v�; Æ�(0) = 1; Æ _�(0) = 0

Si jÆ(2�)j � 1, les exposants caract�eristiques seront purement imaginaires
et cette condition est �egalement suÆsante pour que la solution ��(v) soit
stable au sens de Lyapunov en l'absence des r�esonances jusqu'au quatri�eme
ordre [10].

Dans la pr�esente th�ese on a consid�er�e les rotations pourm = 1; 2; : : : ; 20.
On voit les r�esultats des recherches num�eriques sur les Figures 45-51.

On constate qu'avec l'augmentation du nombre de r�evolutions m le do-
maine des valeurs de bifurcation e (pour lesquelles il existe deux mouve-
ments p�eriodiques) se d�eplace vers les plus grandes valeurs d'excentricit�e e
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et de plus les domaines des valeurs des vitesses initiales ne d�ependent pas
du param�etre d'inertie �.

En conclusion de ce chapitre la m�ethode de construction des mouvements
p�eriodiques est un instrument eÆcace d'�etude du probl�eme de type de (5.25).
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m = 1

Figure 45
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m = 5

Figure 46
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m = 10

Figure 47
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m = 13

Figure 48
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m = 16

Figure 49
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m = 18

Figure 50
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m = 20

Figure 51
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Annexe A

Densit�e de l'atmosph�ere en

fonction de l'altitude

voir CIRA. 1972. North Holland. Amsterdam COSPAR International
Reference Atmosphere. 450 p.

altitude (H) densit�e (��)

120 2.440E-08

121 2.162E-08

122 1.924E-08

123 1.717E-08

124 1.538E-08

125 1.382E-08

126 1.246E-08

127 1.127E-08

128 1.022E-08

129 9.300E-09

130 8.484E-09

131 7.759E-09

132 7.115E-09

133 6.540E-09

134 6.025E-09

135 5.563E-09

136 5.147E-09

137 4.772E-09

138 4.432E-09

151



152 Densit�e de l'atmosph�ere en fonction de l'altitude

altitude (H) densit�e (��)

139 4.125E-09

140 3.845E-09

141 3.591E-09

142 3.359E-09

143 3.147E-09

144 2.952E-09

145 2.774E-09

146 2.609E-09

147 2.458E-09

148 2.318E-09

149 2.189E-09

150 2.070E-09

151 1.959E-09

152 1.856E-09

153 1.760E-09

154 1.670E-09

155 1.587E-09

156 1.509E-09

157 1.436E-09

158 1.368E-09

159 1.304E-09

160 1.244E-09

161 1.188E-09

162 1.134E-09

163 1.084E-09

164 1.037E-09

165 9.927E-10

166 9.507E-10

167 9.110E-10

168 8.734E-10

169 8.378E-10

170 8.040E-10

171 7.720E-10

172 7.417E-10

173 7.128E-10

174 6.854E-10
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altitude (H) densit�e (��)

175 6.593E-10

176 6.345E-10

177 6.109E-10

178 5.883E-10

179 5.669E-10

180 5.464E-10

181 5.268E-10

182 5.081E-10

183 4.903E-10

184 4.732E-10

185 4.568E-10

186 4.412E-10

187 4.262E-10

188 4.119E-10

189 3.982E-10

190 3.850E-10

191 3.724E-10

192 3.602E-10

193 3.486E-10

194 3.374E-10

195 3.267E-10

196 3.164E-10

197 3.065E-10

198 2.969E-10

199 2.878E-10

200 2.789E-10

202 2.622E-10

204 2.468E-10

206 2.324E-10

208 2.190E-10

210 2.066E-10

212 1.950E-10

214 1.842E-10

216 1.741E-10

218 1.646E-10
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altitude (H) densit�e (��)

220 1.558E-10

222 1.475E-10

224 1.398E-10

226 1.325E-10

228 1.257E-10

230 1.192E-10

232 1.132E-10

234 1.076E-10

236 1.022E-10

238 9.720E-11

240 9.246E-11

242 8.799E-11

244 8.378E-11

246 7.979E-11

248 7.603E-11

250 7.248E-11

252 6.911E-11

254 6.593E-11

256 6.292E-11

258 6.006E-11

260 5.735E-11

262 5.478E-11

264 5.235E-11

266 5.004E-11

268 4.784E-11

270 4.576E-11

272 4.378E-11

274 4.189E-11

276 4.010E-11

278 3.839E-11

280 3.677E-11

282 3.522E-11

284 3.375E-11

286 3.235E-11

288 3.101E-11
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altitude (H) densit�e (��)
290 2.974E-11

292 2.852E-11

294 2.736E-11

296 2.625E-11

298 2.519E-11

300 2.418E-11

302 2.321E-11

304 2.229E-11

306 2.141E-11

308 2.056E-11

310 1.976E-11

312 1.899E-11

314 1.825E-11

316 1.754E-11

318 1.686E-11

320 1.621E-11

322 1.559E-11

324 1.500E-11

326 1.443E-11

328 1.388E-11

330 1.336E-11

332 1.286E-11

334 1.237E-11

336 1.191E-11

338 1.147E-11

340 1.104E-11

344 1.024E-11

346 9.866E-12

348 9.505E-12

350 9.158E-12

352 8.824E-12

354 8.503E-12

356 8.195E-12

358 7.899E-12

360 7.615E-12
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altitude (H) densit�e (��)
362 7.341E-12

364 7.078E-12

366 6.825E-12

368 6.582E-12

370 6.348E-12

372 6.123E-12

374 5.906E-12

376 5.698E-12

378 5.497E-12

380 5.304E-12

382 5.118E-12

384 4.939E-12

386 4.767E-12

388 4.600E-12

390 4.441E-12

392 4.287E-12

394 4.138E-12

396 3.995E-12

398 3.858E-12

400 3.725E-12

402 3.597E-12

404 3.474E-12

406 3.355E-12

408 3.241E-12

410 3.130E-12

412 3.024E-12

414 2.921E-12

416 2.822E-12

418 2.727E-12

420 2.635E-12

422 2.546E-12

424 2.460E-12

426 2.377E-12

428 2.298E-12

430 2.221E-12
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altitude (H) densit�e (��)
432 2.147E-12

434 2.075E-12

436 2.006E-12

438 1.939E-12

440 1.875E-12

442 1.813E-12

444 1.753E-12

446 1.695E-12

448 1.639E-12

450 1.585E-12

452 1.533E-12

454 1.482E-12

456 1.434E-12

458 1.387E-12

460 1.341E-12

462 1.297E-12

464 1.255E-12

466 1.214E-12

468 1.175E-12

470 1.137E-12

472 1.100E-12

474 1.064E-12

476 1.030E-12

478 9.965E-13

480 9.644E-13

482 9.333E-13

484 9.033E-13

486 8.743E-13

488 8.463E-13

490 8.192E-13

492 7.930E-13

494 7.677E-13

496 7.432E-13

498 7.196E-13

500 6.967E-13
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Dans la Figure 52 on peut voir les courbes des polynômes interpolants
la fonction f(H) avec une quantit�e di��erente de n�uds d'interpolation n.
La pr�ecision n�ecessaire est obtenue si le degr�e du polynôme est �egal �a 20.

5=n

20=n

Figure 52 : Courbes des polynômes interpolants de la fonction f(H),
caract�erisant la d�ependance de la densit�e de l'atmosph�ere en fonction de

l'altitude H



Annexe B

Code des Programmes

> restart;

> readlib(mtaylor):

Syst�eme initial des �equations di��erentielles

> A1:=(beta^2+1)/5:B1:=(1+alpha^2)/5:C1:=

> (alpha^2+beta^2)/5:

> x1.`'`:=alpha*y1*r/beta-alpha*z1*q+

> (alpha^2-1)*x1^2*z1*q/alpha+(beta^2-alpha^2)*

> x1^2*y1*r/alpha/beta+(alpha^2-beta^2)*

> x1*y1*z1*p/beta:

> y1.`'`:=beta*z1*p-beta*x1*r/alpha+

> (beta^2-alpha^2)*y1^2*x1*r/

> alpha/beta+(1-beta^2)*y1^2*z1*p/beta+

> (alpha^2-1)*x1*y1*z1*q/alpha:

> z1.`'`:=x1*q/alpha-y1*p/beta+

> (1-beta^2)*z1^2*y1*p/beta+(alpha^2-1)*z1^2*x1*

> q/alpha+(beta^2-alpha^2)*x1*y1*z1*r/alpha/beta:

> X1:=x1.`'`:Y1:=y1.`'`:Z1:=z1.`'`:

> P1:=(B1-C1)*q*r+alpha*(X1-beta*y1*r/alpha+

> z1*q/alpha)*(alpha*p*x1+beta*q*y1+r*z1)-

> p*(alpha^2*x1*x1.`'`+beta^2*y1*y1.`'`+z1*z1.`'`)-

> gamma*(1-beta^2)*y1*z1/beta/(x1^2/alpha^2+y1^2/beta^2+

> z1^2)^(1/2):

159
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> Q1:=(C1-A1)*r*p+beta*(Y1-z1*p/beta+alpha*x1*r/beta)*

> (alpha*p*x1+beta*q*y1+r*z1)-q*(alpha^2*x1*x1.`'`+

> beta^2*y1*y1.`'`+z1*z1.`'`)-gamma*(alpha^2-1)*x1*

> z1/alpha/(x1^2/alpha^2+y1^2/beta^2+z1^2)^(1/2):

> R1:=(A1-B1)*p*q+(Z1-alpha*x1*q+beta*y1*p)*

> (alpha*p*x1+beta*q*y1+r*z1)-r*(alpha^2*x1*

> x1.`'`+beta^2*y1*y1.`'`+z1*z1.`'`)-gamma*

> (beta^2-alpha^2)*x1*y1/alpha/beta/

> (x1^2/alpha^2+y1^2/beta^2+z1^2)^(1/2):

> ur2:=(B1+alpha^2*x1^2+z1^2)*q.`'`-beta*y1*z1*r.`'`-

> beta*alpha*x1*y1*p.`'`-Q1:

> ur1:=(A1+beta^2*y1^2+z1^2)*p.`'`-alpha*beta*x1*

> y1*q.`'`-alpha*x1*z1*r.`'`-P1:

> sol:=solve(fur1,ur2g,fp.`'`,q.`'`g):
> assign(sol):

Perturbations : r = r + 1; z = z1� 1

> r:=r1+1:z1:=z-1:r.`'`:=r1.`'`:z.`'`:=z1.`'`:

R�eduction du syst�eme initial du 6-i�eme ordre

> z:=(x1^2+y1^2)/2:

> r1:=-(A1*p^2+B1*q^2+(beta*y1+q)^2+

> (p+alpha*x1)^2)/(2*C1)-gamma*

> ((1-1/alpha^2)*x1^2+(1-1/beta^2)*y1^2):

> -(A1*p*p.`'`+B1*q*q.`'`+(beta*y1+q)*

> (beta*y1.`'`+q.`'`)+

> (alpha*x1+p)*(alpha*x1.`'`+p.`'`))/C1-

> 2*gamma*((1-1/alpha^2)*

> x1*x1.`'`+(1-1/beta^2)*y1*y1.`'`):

> dr1:=mtaylor(%,[x1,y1,p,q,r1.`'`],3):
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Syst�eme des �equations perturb�es du 4-i�eme ordre

> mtaylor(x1.`'`,[p,q,x1,y1],4):

> x1_3.`'`:=collect(%,[x1,y1,p,q],distributed):

> mtaylor(y1.`'`,[p,q,x1,y1],4):

> y1_3.`'`:=collect(%,[x1,y1,p,q],distributed):

> subs(r1.`'`=dr1,p.`'`):

> mtaylor(%,[x1,y1,p,q],4):

> p_3.`'`:=collect(%,[x1,y1,p,q],distributed):

> subs(r1.`'`=dr1,q.`'`):

> mtaylor(%,[x1,y1,p,q],4):

> q_3.`'`:=collect(%,[x1,y1,p,q],distributed):

> with(linalg):

CoeÆcients du syst�eme perturb�e

> A:=matrix(2,2,[]):

> B:=matrix(2,2,[]):

> convert(x1_3.`'`,polynom):

> coeff_dx:=coeffs(%,fx1,y1,p,qg,'var_dx'):
> convert(y1_3.`'`,polynom):

> coeff_dy:=coeffs(%,fx1,y1,p,qg,'var_dy'):
> convert(p_3.`'`,polynom):

> coeff_dp:=coeffs(%,fx1,y1,p,qg,'var_dp'):
> convert(q_3.`'`,polynom):

> coeff_dq:=coeffs(%,fx1,y1,p,qg,'var_dq'):
> s_dx:=0:s_dy:=0:

> for i to 9 do

> s_dx:=s_dx+factor(coeff_dx[i])*var_dx[i]:

> s_dy:=s_dy+factor(coeff_dy[i])*var_dy[i]:
> if var_dx[i]=y1 then A[1,1]:=coeff_dx[i]
> fi:
> if var_dx[i]=q then A[1,2]:=coeff_dx[i]
> fi:
> if var_dy[i]=x1 then B[1,1]:=coeff_dy[i]
> fi:
> if var_dy[i]=p then B[1,2]:=coeff_dy[i]
> fi:
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> od:

> dx:=s_dx:dy:=s_dy:

> s_dp:=0:s_dq:=0:

> for j to 12 do

> s_dp:=s_dp+factor(coeff_dp[j])*var_dp[j]:

> s_dq:=s_dq+factor(coeff_dq[j])*var_dq[j]:
> if var_dp[j]=y1 then
> A[2,1]:=factor(coeff_dp[j]) fi:
> if var_dp[j]=q then
> A[2,2]:=factor(coeff_dp[j]) fi:
> if var_dq[j]=x1 then
> B[2,1]:=factor(coeff_dq[j]) fi:
> if var_dq[j]=p then
> B[2,2]:=factor(coeff_dq[j]) fi:

> od:

> dp:=s_dp:dq:=s_dq:

Normalisation du syst�eme des �equations perturb�es

> C_:=evalm(B&*A):

> C:=evalm(A&*B):

> charpoly(C,lambda):

> ur:=collect(%,lambda):

> l_2:=factor(coeff(ur,lambda,2)):

> l_1:=factor(coeff(ur,lambda,1)):

> l_0:=factor(coeff(ur,lambda,0)):

> xor:=l_2*lambda^2+l_1*lambda^1+l_0:

> jk:=solve(ur,lambda):

> lambda1:=sqrt(jk[1]):lambda2:=sqrt(jk[2]):

> P:=matrix(2,2,[C[2,1],lambda1^2-C[1,1],C[2,1],

> lambda2^2-C[1,1]]):

> Q:=matrix(2,2,[C_[2,1],lambda1^2-C_[1,1],C_[2,1],

> lambda2^2-C_[1,1]]):

> P_:=inverse(P):

> Q_:=inverse(Q):

> p_eta:=(P_[2,1]*(eta1+conjugate(eta1))+P_[2,2]*

> (eta2+conjugate(eta2)))/2:
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> y_eta:=(Q_[1,1]*(eta1-conjugate(eta1))+Q_[1,2]*

> (eta2-conjugate(eta2)))/2/I:

> q_eta:=(Q_[2,1]*(eta1-conjugate(eta1))+Q_[2,2]*

> (eta2-conjugate(eta2)))/2/I:

> x_eta:=(P_[1,1]*(eta1+conjugate(eta1))+P_[1,2]*

> (eta2+conjugate(eta2)))/2:

> dx-A[1,1]*y1-A[1,2]*q:

> X_3:=subs(x1=x_eta,y1=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):

> dy-B[1,1]*x1-B[1,2]*p:

> Y_3:=subs(x1=x_eta,y1=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):

> dp-A[2,1]*y1-A[2,2]*q:

> P_3:=subs(x1=x_eta,y1=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):

> dq-B[2,1]*x1-B[2,2]*p:

> Q_3:=subs(x1=x_eta,y1=y_eta,p=p_eta,q=q_eta,%):

> lambda1*eta1+C[2,1]*X_3+(lambda1^2-C[1,1])*P_3+

> I*(C_[2,1]*Y_3+(lambda1^2-C_[1,1])*Q_3):

> collect(%,[eta1,conjugate(eta1),eta2,conjugate(eta2)],

> distributed):

> eta1.`'`:=convert(%,polynom):

> lambda2*eta2+C[2,1]*X_3+(lambda2^2-C[1,1])*P_3+

> I*(C_[2,1]*Y_3+(lambda2^2-C_[1,1])*Q_3):

> collect(%,[eta1,conjugate(eta1),eta2,conjugate(eta2)],

> distributed):

> eta2.`'`:=convert(%,polynom):
> koeff_eta1:=coeffs(eta1.`'`,
> feta1,conjugate(eta1),eta2,
> conjugate(eta2)g,`var_eta1`):
> koeff_eta2:=coeffs(eta2.`'`,
> feta1,conjugate(eta1),eta2,
> conjugate(eta2)g,`var_eta2`):
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Obtention des coeÆcients r�esonantes de la forme normale
(A11 = w11; A12 = w12; A21 = w21; A22 = w22; B1 = B1; B2 = B2)

> for k from 1 by 1 to 20 do
> if var_eta1[k]/(eta1^2*conjugate(eta1))=1
> then

> W[1,1]:=koeff_eta1[k]/I fi:
> if var_eta1[k]/(eta1*eta2*conjugate(eta2))=1
> then

> W[1,2]:=

> koeff_eta1[k]/I fi:
> if var_eta2[k]/(eta1*eta2*conjugate(eta1))=1
> then

> W[2,1]:=

> koeff_eta2[k]/I fi:
> if var_eta2[k]/(eta2^2*conjugate(eta2))=1
> then

> W[2,2]:=koeff_eta2[k]/I fi:

> od:

> ksi1.`'`:=lambda1*ksi1+I*ksi1*(W[1,1]*abs(ksi1)^2+

> W[1,2]*abs(ksi2)^2):

> ksi2.`'`:=lambda2*ksi2+I*ksi1*(W[2,1]*abs(ksi1)^2+

> W[2,2]*abs(ksi2)^2):

> detP:=det(P):

> save detP, `detP.txt`:

> detQ:=det(Q):

> save detQ, `detQ.txt`:

> save lambda1, `l1.txt`:

> save lambda2, `l2.txt`:

> w11:=W[1,1]:

> save w11, `w11.txt`:

> w12:=W[1,2]:

> save w12, `w12.txt`:

> w21:=W[2,1]:

> save w21, `w21.txt`:

> w22:=W[2,2]:

> save w22, `w22.txt`:



Conclusion g�en�erale et

perspectives

Les recherches pr�esent�ees dans cette th�ese d�emontrent l'eÆcacit�e des
m�ethodes fond�ees sur les propri�et�es de r�eversibilit�e des syst�emes m�ecaniques,
propri�et�e dont l'usage est essentiel dans tous les r�esultats obtenus.

Les publications concernant les applications de la r�eversibilit�e aux
probl�emes de dynamique du corps solide ont, �a ce jour, �et�e peu nombreuses.
Dans cette th�ese on a abord�e deux principaux probl�emes : les oscillations et
les rotations d'un corps solide roulant sans glissement sur un plan ou d'un
satellite sur orbite. Les r�esultats obtenus concernent :

� L'�etude de la stabilit�e des rotations autour de l'axe vertical de l'el-
lipso��de pesant homog�ene sur le plan horizontal. Au niveau actuel des
�etudes il reste des domaines pour lesquels des travaux ult�erieurs seront
n�ecessaires pour discuter compl�etement la stabilit�e.

� L'�etude de la stabilit�e des mouvements de roulement sans glissement
d'un ellipso��de creux pesant le long de la ligne droite sur le plan
horizontal : conclusion sur l'instabilit�e caus�ee par la r�esonance pa-
ram�etrique et conditions n�ecessaires de stabilit�e, obtenues par calcul
num�erique.

� L'expression d�etaill�ee du coeÆcient de r�esonance en cas de
r�esonance param�etrique pour les syst�emes r�eversibles du troisi�eme
ordre (et la r�ealisation du code de calcul correspondant).

� La conservation des oscillations 2�k-p�eriodiques du satellite sur l'or-
bite circulaire sous l'e�et des moments gravitationnel et a�erodynamique
dans le cas de l'orbite faiblement elliptique.

� L'existence des rotations 2�-p�eriodiques du satellite sur l'orbite el-
liptique arbitraire sous l'e�et des moments gravitationnel et a�ero-
dynamique (d�etermination des vitesses initiales pour les rotations,
�etude de leur stabilit�e).
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� La d�etermination des rotations rapides dans le probl�eme de V.V. Be-
letsky (le satellite �etant soumis aux seules forces gravitationnelles sans
prendre en consid�eration la r�esistance de l'atmosph�ere) et l'�etude de
leur stabilit�e.

Ces r�esultats sont nouveaux et recoupent ceux d�ej�a �etablis dans des cas
plus particuliers.

D'autres probl�emes restent ouverts :

� Le d�eveloppement de la th�eorie des syst�emes r�eversibles conservatifs �a
deux degr�es de libert�e et des syst�emes qui en sont proches.

� L'�etude de la stabilit�e des oscillations et des rotations d'un satellite
dans le plan d'une orbite elliptique variable dans l'espace.

� L'�etude de l'existence des mouvements p�eriodiques d'un satellite dans
l'espace voisins des mouvements plans.

� L'�etude num�erique des oscillations et des rotations du satellite dans
l'espace.
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