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Résumé

Le comportement des mousses solides est complexe. Selon le solide qui les constitue, elles
peuvent étre élastiques, visco-élastiques, élasto-plastiques ou encore visco-élasto-plastiques.
Cependant, elles présentent toutes une méme particularité : une phase de plateau a faible
niveau d’effort dans les courbes contrainte-déformation (ou force-déplacement).

Ce travail est dédié a ’étude de V'origine de la phase de plateau dans le cas des mousses
élastiques & porosité ouverte. Celle-ci est attribuée au flambement élastique des arétes des
cellules. L’étude repose sur la théorie de 'homogénéisation non convexe. En effet, on modé-
lise la mousse par une microstructure tridimensionnelle périodique en prenant en compte les
non-linéarités géométriques.

Dans un premier temps, on étudie deux cas de chargement en grandes transformations : une
compression uniaxiale et une déformation uniaxiale (ou compression cedométrique). Les cal-
culs sont faits sur des cellules d’étude de plus en plus grandes. Dans le cas de cellules d’étude
“non suffisamment grandes”, on introduit une imperfection dans la position des nceuds pour
initier le flambement.

Ensuite, on applique des chargements multiaxiaux pour déterminer une surface de charge,
dans 'espace des contraintes macroscopiques, marquant la limite de passage de la phase
élastique initiale & la phase de plateau définie par le flambement. La surface de charge, dite
micro, est obtenue en considérant des variations du déplacement périodiques sur des cel-
lules d’étude de plus en plus grandes. C’est une surface de charge du type Drucker-Prager
modifiée. On introduit également une nouvelle surface de charge, dite mixte, plus facile a
déterminer et qui coincide avec la surface micro dans le cas étudié.

Enfin, pour valider les résultats numeériques, on réalise une étude expérimentale sur une
mousse de caril.

Mots clés mousses solides - cellules périodiques - homogénéisation - flambement -
surface de charge - grandes transformations - postflambement

Abstract

Foam behavior is complex. Depending on the constitutive material, it can be elastic, visco-
elastic, elasto-plastic or visco-elasto-plastic. However, foams have the same caracteristic : an
extended load plateau at low forces in the stress-strain curves.

This study deals with the reason of the load plateau in open-cell elastic foams. It is shown to
be due to the elastic buckling in cell edges. Because of geometrical non-linearities, the study
is based on non-convex homogenization theory.

First, we consider two particular loadings : uniaxial compression and uniaxial deformation.
Calculations are made on periodic cells of increasing size. For “not big enough” cells, we
introduce an imperfection in nodal positions to initiate buckling.

Then, we apply multiaxial loadings in order to determine a failure surface in the macro-
scopic stress space. This surface is defined by the onset of the first buckling-type instability
encountered along proportional load paths. The analysis is carried out through two methods.
The first one consists in increasing specimen size with periodic boundary conditions. This
leads to the termed microfailure surface. It has been modeled as a modified Drucker-Prager
surface. The second one consists in considering both periodic and nonperiodic displacement
variations on a minimum unit cell. The resulting failure surfaces are shown to coincide.
Finally, an experimental study on a caril foam is performed to validate the numerical results.

KQYWOI‘dS solid foams - periodic cells - homogenization - buckling -
failure surface - finite strains - postbuckling

Laboratoire Analyse, Matériaux et Identification
Unité Mixte de Recherche ENPC / LCPC
Ecole Nationale des Ponts et Chaussées - 6 & 8 avenue Blaise Pascal, Cité Descartes,
Champs-sur-Marne - 77455 Marne la Vallée, Cedex 2.
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Présentation du sujet

n vue d’'une amélioration de la sécurité des passagers et des piétons, un consortium de
E constructeurs européens s’est réuni dans le cadre du projet Brite-Euram “EAMLIFe” :
Energy Absorbing Materials at Low Impact Forces. Le travail entrepris consiste a appro-
fondir I'é¢tude du comportement des matériaux susceptibles d’absorber ’énergie produite
en cas d’impact a niveau d’effort relativement faible. Les matériaux alvéolaires admettent
cette propriété (voir Maiti et al. [Maiti et al., 1984]). Leur réponse force - déplacement (ou
contrainte - déformation) est caractérisée par trois phases : une montée initiale relativement
raide jusqu’a une charge limite, suivie d’un plateau en charge assez étendu, qui se termine
par une montée raide. Ils sont de ce fait de bons prétendants, en plus de leurs faibles poids
et colit, pour une utilisation a cet effet.

Dans notre travail, on se propose de modéliser le comportement de mousses élastiques en
grandes transformations par le biais d’un passage micro - macro de type homogénéisation.

La modélisation micromécanique des mousses percues comme des assemblages pério-
diques de poutres encastrées est déja assez ancienne. Gent et Thomas [Gent et Thomas, 1963|
furent les premiers historiquement & proposer un réseau cubique pour modéliser la micro-
structure de mousses élastiques. Mais il y a également Shaw et Sata |[Shaw et Sata, 1966 et
Patel et Finnie [Patel et Finnie, 1970], ou encore un livre édité par Hilyard [Hilyard, 1982]
qui contient une série d’articles résumant 1’état de ’art & ce moment 1a sur les mousses po-
lymériques élasto-plastiques. Le livre de Gibson et Ashby [Gibson et Ashby, 1988| recentre
I’attention de la communauté scientifique sur cette importante classe de matériau a travers
son analyse unifiée du sujet, en considérant aussi bien les matériaux cellulaires industriels que
naturels et en modélisant une large gamme de comportements (élasticité, plasticité, rupture
fragile, etc.).

Plusieurs auteurs (e. g. [Ashby, 1983],  [Gibson et Ashby, 1982],  [Gibson et al., 1982],
[Gibson et al., 1989|, [Triantafillou et al., 1989, [Pradel et Sab, 1998%|, [Zhu et al., 1997%|)
ont étudié le comportement mécanique des nids d’abeilles bidimensionnels et des solides
cellulaires tridimensionnels. Cependant, bien que ces travaux soient un excellent point de
départ en raison de leur large champ d’action et malgré une bonne modélisation de la partie
élastique du comportement en petites perturbations, ils ne s’intéressent pas tous en profon-
deur aux mécanismes intervenant dans les différentes étapes de déformation de tels solides,
telles que le role crucial des instabilités engendrées par les non-linéarités géométriques et
matérielles sur la réponse en compression du matériau. De ce fait la partie non linéaire, et
plus particuliérement le comportement aprés flambement demeure non maitrisé.

Dans sa thése [Pradel, 1998, Pradel a modélisé la microstructure de la mousse par un réseau

9
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tridimensionnel & base de cellules tétrakaidécaédriques. Il a considéré une cellule d’étude
périodique minimale. Par la théorie de I'homogénéisation, il a déterminé analytiquement
ses coefficients élastiques. Puis il a étudié le flambement avec I’hypothése que les longueurs
d’onde du mode de flambement sont trés grandes par rapport a la taille de la cellule d’étude.
Son étude constitue le point de départ de cette thése.

Par ailleurs, Geymonat et al. [Geymonat et al. , 1993| se sont intéressés a la perte de convexité
de la fonction énergie de déformation dans les matériaux élastiques non linéaires. Ils ont mon-
tré que dans ce cas, il est nécessaire dans le processus d’homogénéisation de tenir compte de
toutes les cellules périodiques possibles, en vue d’une procédure de minimisation. Ce résultat
fondamental est & la base de notre étude oii, dans le cas d’une analyse de flambement ou de
calculs en grandes transformations, on considére plusieurs cellules d’étude, de taille de plus
en plus grande.

La mousse étudiée dans ce travail est élastique et a porosité ouverte. La non-linéarité
considérée est de nature géométrique. Cette restriction aux mousses élastiques va nous per-
mettre d’étudier en profondeur ’origine de la phase de plateau pour ce type de mousse. On
I’attribue au flambement élastique des arétes des cellules. L’objectif de ce travail est en fait
double. D’une part, il s’agit de réussir 4 obtenir la phase de plateau caractéristique
des mousses en compression. Pour cela, on étudie deux cas de chargement en grandes
transformations : la compression uniaxiale et la déformation uniaxiale (ou compression cedo-
métrique). D’autre part, il s’agit de déterminer la surface de charge de tels matériaux,
surface qui donne dans I’espace des contraintes la limite de passage de I’élasticité linéaire a
la phase de plateau.

Ce travail s’articule autour de trois parties.

La premiére partie présente des études bibliographiques en quatre chapitres.
Le premier chapitre expose les matériaux alvéolaires, dits aussi matériaux cellulaires. Cette
terminologie regroupe le cas de cellules bidimensionnelles (les nids d’abeilles) et celui de
cellules tridimensionnelles (les mousses). Les mousses a porosité ouverte et celles a porosité
fermée sont distinguées. La notion de densité relative des mousses est introduite. La parti-
cularité de leur comportement est détaillée phase par phase.
Comme on souhaite modéliser la microstructure des mousses, le chapitre 2 est dédié au pa-
vage de ’espace par des polyédres. Une distinction est faite entre les solides platoniciens et
les solides archimédiens. La partition de Kelvin, qu’on adopte dans ce travail pour modéli-
ser les mousses, est exposée. La partition de Weaire-Phelan est aussi présentée. Celle-ci, en
associant deux types de polyédres de méme volume, bat la partition de Kelvin dans I'opti-
misation de l'aire totale des interfaces entre les cellules.
Par la suite, on s’intéresse plus particuliérement aux modélisations des mousses proposées
dans la littérature. C’est pourquoi dans le chapitre 3, on présente les modélisations macro-
scopiques programmeées dans le code de calcul par éléments finis qu’on utilise et on regarde
de plus prés certaines modélisations micromécaniques, telles que celles & partir de réseaux
cubiques, de dodécaédres, de tétrakaidécaédres, ou encore celles avec des structures aléa-
toires.
Comme on se base sur la théorie de 'homogénéisation pour faire le passage micro - ma-
cro, le chapitre 4 introduit des notions sur I’homogénéisation des structures périodiques ou
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aléatoires. Est introduit aussi le cas de I’homogénéisation non convexe et I’analyse de flambe-
ment. Ce chapitre expose aussi la détermination de surfaces de charge dites micro et macro.
On termine le chapitre et la partie des études bibliographiques en définissant une nouvelle
surface de charge, qu’on appelle surface de charge mixte. C’est une surface de charge qui
dans le cas général se situe entre la charge micro et la charge macro, la charge macro étant
une borne supérieure a la surface de charge micro.

La deuxiéme partie est dédiée a la modélisation de la compression et de la déformation
uniaxiales des mousses.
Dans le chapitre 5, on présente la géométrie du probléme et les différentes cellules périodiques
d’étude qu’on a adoptées. On donne les coefficients élastiques homogénéisés des mousses ob-
tenues par Pradel [Pradel, 1998|. Et on détaille les choix du type d’éléments et de la section
des arétes dans la discrétisation du probléme.
On poursuit par la donnée des conditions de périodicité imposées pour définir les charge-
ments et les différentes études numeériques considérées depuis 1’élasticité linéaire en petites
perturbations jusqu’au postflambement. C’est I’objet du chapitre 6.
Le chapitre 7 présente les résultats obtenus pour différentes cellules d’étude, et pour les deux
cas de compression et de déformation uniaxiales. On y expose les résultats du calcul élas-
tique linéaire en petites perturbations et en grandes transformations. On les compare aux
résultats analytiques. Puis on y donne les résultats du calcul de flambement et de I’étude du
postflambement.

Aprés avoir mis en évidence I'influence du flambement dans le comportement des mousses,
on s’intéresse a établir une surface de charge marquant la limite de passage de la phase élas-
tique linéaire & la phase plateau. C’est 'objet de la troisiéme partie.

Dans le chapitre 8, on définit les chargements multiaxiaux imposés pour parcourir une sur-
face de charge dans I’espace des contraintes. Les surfaces de charge étudiées sont la micro et
la mixte. On expose pour chacun des deux cas la procédure numérique sur laquelle I’étude
est basée.

Les résultats et les interprétations des surfaces de charge étudiées sont donnés dans le cha-
pitre 9. En outre, une étude paramétrique sur la densité relative et une comparaison entre les
types de poutre choisis sont réalisées. Ce qui permet de vérifier I’adimensionnement utilisé
dans la présentation des résultats en contrainte.

Enfin, le chapitre 10 est dédié & une étude expérimentale qui cloture cette partie et toute la
theése. Cette étude est faite sur une mousse de caril. Elle a pour but de valider la surface de
charge obtenue numériquement.
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Introduction

es matériaux alvéolaires, dits également matériaux cellulaires, sont des matériaux qui ont
L connu un grand essor au cours des cinquante dernieres années. Ces matériaux de faible
densité, aussi bien naturels que synthétiques, sont largement utilisés, principalement a cause
de leur rapport rigidité/poids assez élevé. Durant les vingt derniéres années en particulier,
la production et l'utilisation des matériaux cellulaires synthétiques ont augmenté considé-
rablement. Actuellement, leurs domaines d’utilisation sont trés divers, des tasses de café au
rembourrage du cockpit des avions. Ils sont de plus en plus souvent utilisés pour l'isolation
thermique et/ou acoustique, ’amortissement et I’absorption d’énergie d’impact.
Dans ce qui suit, on présente 1'état de ’art sur les matériaux alvéolaires et les différentes
études menées sur leurs caractéristiques mécaniques et leurs lois de comportement (cha-
pitres 1 et 3). Les articles présentés sont les plus cités dans la littérature. La liste est non
exhaustive, mais a pour but de montrer les phénoménes les plus importants tant observés
que modélisés. Dans le chapitre 2, on sort du contexte de la bibliographie sur les mousses,
pour voir des études purement géométriques. Le chapitre 4 a pour but d’introduire les no-
tions de base sur lesquelles notre étude s’appuie, a savoir I’homogénéisation et I'étude du
flambement. De plus, on y définit une nouvelle surface de charge.
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Chapitre 1

Les matériaux alvéolaires

1.1 Structure et propriétés

1.1.1 Structure des matériaux alvéolaires

Les matériaux alvéolaires sont des matériaux qui forment un réseau inter-connecté de
poutres et de plaques solides qui représentent respectivement les arétes et les faces des
cellules. Les caractéristiques structurales d’'un matériau cellulaire sont la topologie de ces
cellules, leur taille et leur forme.

1. Topologie
Il existe deux distinctions topologiques a faire :

La classe géométrique : Les matériaux cellulaires peuvent étre classés en deux grou-
pes. Le premier, nommé “nids d’abeilles”, concerne les matériaux cellulaires a
microstructure bidimensionnelle. Dans ce cas, les cellules admettent un générateur
commun dans le plan (F1G. 1.1- a). Le deuxiéme, nommé “mousses”, concerne les
matériaux cellulaires & microstructure tridimensionnelle. Dans ce cas, les cellules
ont des orientations aléatoires dans l'espace (F1G. 1.1- b).

Fic. 1.1 - Exemples de solides cellulaires : (a) nid d’abeilles bidimension-
nel |Gibson et Ashby, 1988]; (b) mousse de polychlorure de vinyle et polyuréthane
|Papon et Leblond, 1990]

La connectivité du squelette et de I’espace poreux : Dans le cas d’une micro-
structure tridimensionnelle, il faut distinguer les mousses & porosité ouverte et

17
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les mousses a porosité fermée. La microstructure de trois mousses polymériques
est montrée dans la F1G. 1.2. Les deux premiéres montrent la distinction entre
la porosité ouverte ot il n’y a que les arétes des cellules qui sont constituées du
polymeére solide, et la porosité fermée ou les faces des cellules sont également so-
lides. Bien entendu, il existe aussi des mousses & porosité partiellement ouverte
et partiellement fermée, c’est le cas de la troisiéme figure.

F1G. 1.2 — Trois types de matériaux cellulaires tridimensionnels [Gibson et Ashby, 1988] :
(a) polyuréthane a porosité ouverte; (b) polyéthyléne a porosité fermée; (c) polyéther a
cellules ouvertes et fermées

2. Taille des cellules
La taille des cellules est variable d’un solide cellulaire & un autre et également au sein
du méme solide. La distribution de la taille des cellules peut étre trés étroite comme
pour les nids d’abeilles, ou encore tellement large que les plus grandes cellules sont cent
fois plus importante que les plus petites, comme c’est le cas dans la F1G. 1.3. Cette
dispersion n’implique pas I’anisotropie.

F1G. 1.3 — (a) Schéma d’une mousse a trés large distribution de la taille des cellules
|Weaire et Rivier, 1984]; (b) Micrographe d’une mousse en polymére montrant une struc-
ture qui ressemble au schéma (a) de cette figure [Gibson et Ashby, 1988|

3. Formes des cellules
La forme des cellules a une plus grande influence sur le comportement que leur taille.
Lorsque la forme des cellules n’a pas de direction privilégiée, les propriétés sont iso-
tropes. En revanche, si les cellules sont allongées ou aplaties, une anisotropie est induite
au niveau macroscopique. C’est pourquoi, la géométrie des cellules des mousses a fait
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I’objet de plusieurs études. Plateau a identifié la forme des cellules comme un dodécaé-
dron rhombique (polyédre a 12 faces) [Plateau, 1873|, Lord Kelvin I’a remplacé par un
tétrakaidécaedre (polyédre a 14 faces) [Thomson, 1887], Gibson et Ashby, pour simpli-
fier, les ont modélisées par des cubes [Gibson et Ashby, 1988]. Différentes géométries
de cellules permettant de paver ’espace sont développées dans le chapitre suivant.

1.1.2 Propriétés des mousses

1. Densité relative des mousses

Les mousses sont essentiellement caractérisées par leur densité relative. Elle représente
leur fraction volumique de matiére :

Pm
d, = — 1.1
Tps (1)
ol
Pm €st la masse volumique de la mousse;
ps est la masse volumique du solide qui la compose.

En général, pour les matériaux cellulaires d, < 0.3. Certains ont une densité relative
aussi faible que 0.003, et elle peut aller jusqu’a 0.001 : c’est une densité spéciale ultra
basse. Les mousses utilisées pour l'isolation, ’emballage et I'amortissement ont une
densité relative entre 0.05 et 0.2. Au dessus d’environ 0.3, on a une transition d’une
structure cellulaire & un solide contenant des pores isolés.

Par idéalisation géométrique de la forme des cellules dans les études micromécaniques
(objet du chapitre 3), on peut relier la densité relative aux dimensions des arétes et
des faces des cellules. Une maniére simple consiste a considérer :

— d, = ¢; £ pour une mousse & porosité ouverte,

— d, = ¢9 & pour une mousse a porosité fermée,

ou ¢; est un parameétre proche de 1 qui dépend de la forme des cellules et & = t/[ est
le rapport de I’épaisseur ¢ d’une aréte d’une cellule sur sa longueur [ (¢ << [ pour une
densité relative faible).

La fraction d’espace poreux dans la mousse est la porosité. Elle est donnée par :
o=1-—d, (1.2)

La distinction entre porosité ouverte et porosité fermée est claire sur un micrographe
(F1G. 1.2). On peut également la déterminer & partir d’'une mesure de perméabilité de
la mousse.

2. Plage des propriétés des mousses
Parmi les propriétés d’'une mousse, on distingue sa densité, son module de Young, sa
résistance a la compression et sa conductivité thermique (voir FiG. 1.4). La grande
plage de propriétés couverte par les mousses permet des applications qui ne peuvent
pas étre remplies facilement par les solides denses qui les composent :
— les faibles densités permettent de fabriquer des structures légéres a composantes
rigides ;
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— la faible conductivité thermique permet une isolation thermique fiable et écono-

mique ;
— la faible rigidité rend les mousses attractives pour les applications d’absorption
d’énergie.
(a) Densité (b) Module de Young
6 2
106 o kg/m3 10 o MN/m
céramiques solides
| métaux solides
A ; 3 olymeres solides
—+ métaux solides 10° _|_ poly y
o . ] mousses de métaux
3 céramiques solides et de céramiques
10" L polymeres solides
mousses de métaux .
| etde céramiques 1 mousses de polymeres
mousses de polyméres T~ courantes
courantes (dr = 0.05) . L.
iR mousses élastomériques
mousses de polymeres
1 spéciales (dr = 0.002) 1072 mousses élastomériques

spéciales (dr = 0.01)
Solide

(c) Résistance a la compression(d) Conductivité thermique [ Mousse

6 2
10 o MN/m 10 WimK
| métaux solides
3 | Ccéramiques solides céramiques solides
10" - métaux solides m T
. _ mousses de métaux
polyméres solides 1 |  etde céramiques
mousses de métaux polymeres solides
1 et de céramiques _|_ mousses de polyméres
I (dr=0.2)
mousses de polyméres mousses de polymeéres
= 1 (dr=0.04)
10721 107 L
Fic. 1.4 — Plage de propriétés des mousses et des solides qui la composent

[Gibson et Ashby, 1988| : (a) Densité; (b) Module de Young; (c) Résistance a la compres-
sion; (d) Conductivité thermique

3. Absorption d’énergie
L’énergie par unité de volume nécessaire pour déformer un matériau jusqu’a une valeur
€ est I'aire comprise sous la courbe contrainte-déformation jusqu’a cette valeur e.
La F1G. 1.5 est un schéma ol sont représentées les réponses en compression d’un solide
élastique dense et d’'une mousse fabriquée & partir de ce solide. Les énergies absorbées
par unité de volume sont les aires hachurées.
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Solide élastique Mousse,

Contrainte

Energie dans le solide

Energie dans la mousse

b7 /
- €

Déformation

A3

F1G. 1.5 — Schéma de courbes contrainte-déformation d’un solide élastique et d’une mousse du
méme solide, montrant 1'énergie par unité de volume absorbée a la contrainte de plateau X,

On voit que pour une méme contrainte, une mousse absorbe une quantité d’énergie
beaucoup plus importante que celle absorbée par le solide qui la compose. Ce qui
implique que, pour la méme quantité d’énergie absorbée, la mousse produit un moindre
pic de contrainte.

Comme la F1G. 1.5 le montre, c’est le long plateau de la courbe contrainte-déformation
qui permet une grande absorption d’énergie a contrainte Y, presque constante. En
moyenne, ce plateau peut aller jusqu’a une déformation € de 70%.

Selon le type de matériau solide qui constitue la mousse, ce plateau est di a 1’effon-
drement des cellules par flambement élastique, fléchissement plastique ou écrasement
fragile. Il peut y avoir également d’autres mécanismes qui interviennent dans l’ab-
sorption d’énergie tel que la compression ou la diffusion du fluide dans les cellules
[Laroussi, 1998|. Cette particularité du comportement, i. e. la présence d’un plateau
dans la courbe contrainte-déformation, est développée plus loin.

4. Procédés de fabrication des mousses
Il existe des mousses en métal, en céramique, en verre et méme en composites. Dans le
cadre de cette étude, on s’intéresse plus particuliérement aux mousses de polymeéres.
Celles-ci sont obtenues en introduisant des bulles de gaz dans un liquide monomeére ou
un polymére chauffé, en permettant aux bulles de croitre et de se stabiliser, puis en



22

CHAPITRE 1. LES MATERIAUX ALVEOLAIRES

solidifiant le tout par refroidissement. L’introduction de gaz se fait soit par agitation
mécanique soit par addition d’un agent de soufflage dans le polymeére.

Chaque procédé peut produire des mousses & porosité ouverte ou fermée : la structure
finale dépend de la rhéologie et de la tension de surface des fluides a la fusion. Les
mousses & porosité fermée subissent parfois un autre procédé appelé la réticulation
dans lequel les faces des cellules sont rompues pour donner des mousses & porosité
ouverte.

Les mousses de polymeéres peuvent également étre produites par des méthodes plus
subtiles. Par exemple, pour produire des mousses a trés faible densité, on précipite le
polymeére en gel dans un fluide, puis on évapore ce dernier.

. Application des matériaux cellulaires

Les quatre diagrammes de la FI1G. 1.4 révélent quatre domaines majeurs d’application
des matériaux cellulaires :

— l'isolation thermique;

— ’emballage ;

— la construction ;

— la flottabilité.

La F1G. 1.4 montre que la résistance de la mousse peut étre ajustée sur un large in-
tervalle en controlant sa densité relative. En plus, les mousses peuvent subir de fortes
déformations en compression (plus de 70%) a contrainte presque constante, ce qui
fait que de fortes quantités d’énergie peuvent étre absorbées sans générer de fortes
contraintes. On peut également noter que les mousses offrent un bon nombre d’avan-
tages supplémentaires. En effet, la faible densité des mousses permet de réaliser des
structures légéres. Le faible cotlit par unité de volume et la facilité de moulage font que
les mousses sont économiques. Les mousses les plus utilisées pour cela sont le polysty-
réne, le polyuréthane et le polyéthyléne.

De nos jours, les panneaux en sandwich dans les avions modernes utilisent des peaux
de composites en verre ou en fibre de carbone séparées par des nids d’abeilles d’alumi-
nium, de résine ou encore par des mousses en polyméres rigides. La méme technologie
est étendue a d’autres applications ou le poids joue un réle critique, tels que les véhi-
cules de I’espace, les yachts, les skis, etc.

Vu l'intérét actuel pour la sécurité dans les transports, nous étudions les mousses
utilisées pour ’absorption de choc et par conséquent nous nous intéressons plus parti-
culiérement & leur comportement en grandes transformations et aux mécanismes qui y
interviennent.

1.2 Particularité du comportement

Les mousses se déforment considérablement a faible niveau d’effort. Leur réponse force-

déplacement (ou contrainte-déformation) en compression uniaxiale est caractérisée par trois
régimes (voir le schéma de la FIG. 1.5 et la courbe expérimentale de la F1G. 1.6). D’abord,
le matériau admet une raideur relativement élevée qui donne lieu & une montée initiale rela-
tivement raide jusqu’a une charge critique. C’est généralement une phase élastique linéaire.
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Ensuite, le matériau admet une rigidité relativement faible et une phase dite de plateau en
contrainte est observé. Enfin, la réponse devient rigide donnant lieu & une montée raide de
nouveau. C’est la phase de densification du matériau.

Contrainte axiale (MPa)

1.2

0 0.1 0.2 03 -0,4 -0,5 -0,6 07 -0,8 -0,9

Déformation axiale

F1G. 1.6 — Compression uniaxiale d’une mousse de polypropyléne réalisée par A. Alaoui

Il est & noter que lors d’une décharge pendant la phase plateau, certaines mousses en poly-
mére recouvrent leur état initial sans avoir subi de dommages significatifs. Ce qui s’explique
par un micro-flambement réversible des parois des alvéoles.

D’une maniére générale, les propriétés d’'une mousse dépendent de sa structure et des
propriétés du matériau solide dont elle est constituée. Les paramétres structuraux pertinents
sont sa densité relative d,, le degré auquel les cellules sont ouvertes ou fermées, et les ratios
d’anisotropie de forme. Les propriétés du solide les plus importantes sont sa densité ps, son
module de Young Ej, sa limite d’élasticité o, et sa contrainte limite & la rupture o,. Des
facteurs tels que le taux de déformation, la température, I’anisotropie et les chargements
multiaxiaux ont également une influence sur les propriétés de la mousse.

Une représentation schématique des courbes contrainte-déformation de trois types de mousse
en compression uniaxiale permet de mieux comprendre les différents types de comportement
(F1G. 1.7).

La premiére phase des courbes, correspondant aux faibles niveaux d’effort, est celle de 1’élas-
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Fi1G. 1.7 — Courbes contrainte-déformation schématiques de mousses en compression uni-
axiale : (a) mousse élastomérique; (b) mousse élasto-plastique; (c) mousse élastique fragile

ticité linéaire. Cette phase est due au fléchissement des arétes des cellules et, dans le cas
de cellules fermées, a la tension des parois des cellules. Le module de Young FE,, correspond
& la pente initiale de ces courbes. La deuxiéme phase est celle du plateau. Elle correspond
a leffondrement des cellules par flambement élastique pour les mousses élastomériques (les
mousses de caoutchouc par exemple) ; par formation de rotules plastiques pour les mousses
élasto-plastiques (telles que les mousses métalliques); et par écrasement fragile pour les
mousses élastiques fragiles (telles que les mousses céramiques). Enfin, lorsque les cellules se
sont presque complétement écrasées en se mettant en contact les unes sur les autres et que
I’on continue & écraser la mousse, la derniére phase, ol la contrainte augmente rapidement,
est observée. C’est la phase de densification du matériau ol le comportement peut étre as-
similé & celui du solide constituant la mousse.

L’effet de I'accroissement de la densité relative de la mousse se traduit par I’augmentation du
module de Young et du niveau du plateau, et par la diminution de la valeur de la déformation
a laquelle la phase de densification commence. Ces phénomeénes ont été étudiés et ont été
calibrés avec les données expérimentales pour donner les équations citées dans le chapitre 3.



Chapitre 2

(Géométrie et pavage de l’espace

La microstructure tridimensionnelle d’une mousse est constituée de cellules qui peuvent
étre assimilées & des polyédres. Ces polyédres doivent étre capable de s’assembler entre
eux pour paver l’espace. Dans ce chapitre, on présente la terminologie des motifs géométriques
susceptibles de paver ’espace. Parmi celles-ci figure les polyédres adoptés pour modéliser les
mousses : le cube, le tétraédre, le dodécaédre et le tétrakaidécaédre.

2.1 Les polyédres

Les polyédres sont des motifs géométriques tridimensionnels formés par ’assemblage de
polygones dans ’espace. Les surfaces polygonales qui les délimitent sont appelées faces. Les
cotés des faces sont appelés arétes. Un polyédre est dit semi-régulier lorsqu’il est formé de
polygones réguliers, i. e. des polygones qui admettent des angles égaux et des longueurs
d’arétes égales. Un polyédre est dit régulier lorsqu’en plus d’étre semi-régulier, ses faces sont
les mémes et de tout sommet est issu le méme nombre d’arétes. A titre d’exemple, le cube
est un polyédre régulier alors que le tétrakaidécaedre (ou octaédre tronqué, schématisé plus
loin) est un polyédre semi-régulier.

Etudiés depuis I’antiquité, les polyédres ont trouvé des applications dans des domaines
trés variés tels que la chimie (les molécules), la biologie (les séquences de protéines et les vi-
rus), la minéralogie (la cristallographie), la zoologie (les yeux d’insectes, les nids d’abeilles), la
botanique (les particules de pollen) et la physique (les quasi-cristaux et les mousses aqueuses
ou solides).

On distingue deux groupes de polyédres : les solides platoniciens et les solides archimé-
diens.

1. Les solides platoniciens
Ce sont des polyédres réguliers et convexes. Aprés avoir été étudiés par Théététe et Pla-
ton, ils constituent I’aboutissement des “Eléments” d’Euclide [Euclide, 3° siécle av. JC].
Un résultat étonnant, mais démontré, est qu’il n’en existe que cinq : le cube, le tétra-
édre, l'octaédre, l'icosaédre et le dodécaédre (voir FiG. 2.1).
On note que le mot dodécaédre est ambigu. Parfois il désigne le dodécaédre régulier.
Mais certains ’emploient pour désigner ’ensemble des polyédres a 12 faces.

25
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Cube Tétraédre Octaédre Icosaédre Dodécaédre

F1G. 2.1 — Les cinq solides platoniciens

Le tableau ci-aprés (TAB. 2.1) résume les différentes caractéristiques de chacun des
polyédres de Platon. Le symbole de Schlifli d’un polyédre régulier convexe désigne le
couple {P, Q} ou P est le nombre d’arétes de chaque face polygonale et Q est le nombre
d’arétes issues de chaque sommet. Ce nombre Q correspond également au nombre de
faces par sommet.

Solide Type Nombre | Nombre Nombre Symbole de
platonicien des faces | de faces | d’arétes | de sommets Schlafli
Cube Carrés 6 12 8 {4,3}
Tétraedre Triangles 4 6 4 {3,3}
Octaedre Triangles 8 12 6 {3,4}
Icosaédre Triangles 20 30 12 {3,5}
Dodécaédre | Pentagones 12 30 20 {5,3}

TAB. 2.1 — Les cinq solides de Platon

Sur ces exemples, on observe une relation entre les nombres F de faces, A d’arétes et
S de sommets. C’est la relation d’Euler :

F-A+8=2 (2.1)

Une remarque qui ressort de la lecture du tableau, est le couplage cube-octaédre et
icosaédre-dodécaédre en inversant le nombre de faces et de sommets. De 1a I'idée de
les relier géométriquement. Les centres des faces de I'un deviennent les sommets de
I’autre. Ces polyédres sont duaux. Le tétraédre est, lui, auto dual.

. Les polyedres archimédiens

Une généralisation possible des polyédres réguliers conduit aux polyédres semi-réguliers
ou archimédiens, du nom d’Archiméde.

En dehors des prismes et antiprismes, on obtient 18 polyédres dont les 5 réguliers. Peu
connus, il existe des polyédres semi-réguliers orientés gauches ou droits. On les appelle
les “snub” polyédres. Le mot “snub” référe au processus d’entourer chaque polygone
avec des triangles. Il s’agit du “snub” cube (dit aussi “snub” cuboctaédre) et du “snub”
dodécaeédre (dit aussi “snub” icosidodécagdre).

Il reste donc 11 polyédres semi-réguliers dont les polygones générateurs sont les poly-
gones “classiques”, c’est-a-dire le carré, le triangle et /ou le pentagone. Ces 11 polyédres
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sont le tétraédre tronqué, le cuboctaédre, octaédre tronqué (dit aussi tétrakaidéca-
édre), le cube tronqué, le petit rhombicuboctaédre, le grand rhombicuboctaédre (dit
aussi cuboctaédre tronqué), 'icosidodécaédre, I'icosaédre tronqué, le dodécaédre tron-
qué, le petit rhombicosidodécaédre, et le grand rhombicosidodécaédre (dit aussi icosi-
dodécaédre tronqué). Le mot “tronqué” référe au processus de couper les coins.

Ces noms sont adaptés a partir de la terminologie latine de Képler [Képler, 1619].

La caractéristique des solides d’Archiméde est que chaque face est un polygone régulier,
et qu’autour de chaque sommet les mémes polygones apparaissent avec la méme sé-
quence. Contrairement aux solides de Platon qui ne contiennent chacun qu’un seul type
de polygone, les solides d’Archiméde admettent chacun deux ou plusieurs polygones
réguliers différents. Un exemple de ce type de polyédres est le ballon de football.

2.2 Pavage de I’espace

Une autre maniére de classer les polyédres, est de s’intéresser aux différentes facons de
paver 1’espace.

Les trois pavages réguliers du plan de Képler

VAVAVAVAVA
NAANAN

Connectivité 6 Connectivité 4 Connectivité 3

Pas de pavage périodique du plan
avec des pentagones

F1G. 2.2 — Pavages réguliers du plan de Képler [Képler, 1619]

A deux dimensions, avec des polygones réguliers, il n’y a que 11 solutions possibles. Parmi
elles, 3 correspondent & des pavages avec un type unique de polygone : ce sont les pavages
réguliers du plan de Képler (F1G. 2.2).

En 1887, Lord Kelvin (nom d’origine Williams Thomson) [Thomson, 1887] chercha com-
ment paver ’espace avec des cellules de volume unité telles que 'aire totale des interfaces
entre les cellules soit minimale. La meilleure partition de Kelvin est atteinte avec des poly-
édres & arétes légérement courbées. Ces polyédres & 14 faces, 34 arétes et 24 noeuds sont les
tétrakaidécaedres (voir F1G. 2.3).
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F1G. 2.3 — Partition de Kelvin : les tétrakaidécaédres [Thomson, 1887]

Le tétrakaidécaédre est appelé aussi mécon, ou encore octaédre tronqué. L’appellation d’oc-
taédre tronqué vient du fait qu’il peut étre obtenu en coupant les sommets d’un octaédre.
Ce qui produit 6 carrés a la place des six sommets, et 8 hexagones a la place des faces
triangulaires de 'octaédre. De plus, lorsque 'octaédre est tronqué au 1/3 de la longueur de
chaque aréte, toutes les arétes du tétrakaidécaédre ainsi construit sont égales.

Durant tout un siécle personne n’a pu améliorer la partition de Kelvin. Par la suite,
en 1994, Denis Weaire et Robert Phelan [Weaire et Phelan, 1994| ont réalisé une partition
de ’espace avec 2 types de cellules d’égal volume et qui bat la partition de Kelvin avec 0.3% en
surface. La F1G. 2.4 est une vue de la partition de Weaire-Phelan. Une région fondamentale
avec 8 cellules de couleurs différentes est montrée. Deux cellules (vert et bleu) sont des
dodécaédres et les autres 6 cellules sont des cellules & 14 arétes avec 2 faces hexagonales
opposées et 12 faces pentagonales. Les cellules a 14 arétes se positionnent sur 3 colonnes
orthogonales et les dodécaédres se positionnent dans les interstices entre les colonnes.

F1G. 2.4 — Partition de Weaire-Phelan [Weaire et Phelan, 1994]

Il n’y a pas de preuve que la partition de Weaire-Phelan soit optimale ou que la partition
de Kelvin soit optimale pour les cellules de méme forme. En revanche, le mathématicien russe
Fedorov a pu démontrer qu’il n’existait pas plus de 5 polyédres réguliers ou semi-réguliers
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susceptibles de paver I'espace (FIG. 2.5) : le cube, le prisme hexagonal, I'octaédre tronqué,
le dodécaedre allongé et le dodécaeédre rhombique.

Cube Prisme hexagonal ~ Octacdre tronqué

LR
AN

Dodécaédre allongé Dodécaédre thombique

P
%

F1G. 2.5 — Les cinq polyédres réguliers ou semi-réguliers possibles pour paver I’espace

On note que le seul polyédre régulier capable & lui tout seul de paver I’espace est le cube.
Mais on peut également paver ’espace avec des polyédres différents. Par exemple, avec des
tétraedres et des octaédres combinés. On a alors deux fois plus de tétraédres que d’octaédres.
En cristallographie cela donne lieu au réseau cubique a faces centrées ou fcc (face-centered
cubic).

Dans la littérature sur la modélisation micromécanique des mousses, parmi les cinq poly-
édres réguliers ou semi-réguliers permettant de paver ’espace, seulement trois ont été utilisés.
Deux sont réguliers : le cube (le seul polyédre régulier permettant un pavage compact de
Pespace) et le dodécaédre, et deux sont semi-réguliers : le dodécaédre rhombique et le tétra-
kaidécaédre. D’autres microstructures sont également adoptées. Ces différentes études sont
développées dans le chapitre suivant.



30

CHAPITRE 2. GEOMETRIE ET PAVAGE DE L’ESPACE



Chapitre 3

Modélisations des mousses

ans le cas des matériaux hétérogénes (i. e. a plusieurs constituants), on peut distinguer

deux échelles dans la modélisation de leur comportement. Une échelle, dite microsco-
pique, de l'ordre de grandeur des constituants et une échelle, dite macroscopique, de 1’ordre
de grandeur du matériau. En ce qui concerne les mousses, a 1’échelle micro on voit des arétes
dans le cas des mousses a porosité ouverte et des arétes liées entre elles par des faces dans
le cas des mousses a porosité fermée. Celles-ci peuvent donc étre décrites par un assemblage
de poutres ou de plaques. En revanche, a I’échelle macro, les mousses sont décrites par des
milieux continus.
Comme on souhaite mener une étude numérique sur ce type de matériau, on commence
par voir si le code de calcul par éléments finis utilisé traite ce genre de probléme, et si oui
comment. Puis, on procéde a une bibliographie sur les différentes études micromécaniques
menées sur les mousses.

3.1 Modélisations macromécaniques

On utilise le code de calcul par éléments finis ABAQUS [ABAQUS, 1998-2001|. Ce code
traite deux types de modéle pour les mousses. Le premier est appelé “CRUSHABLE FOAM”.
Il permet de modéliser les mousses qui subissent des déformations anélastiques. Ce modéle
est défini par une surface de charge (délimitant le domaine élastique du domaine plastique),
une loi d’écoulement et une loi d’écrouissage. Il y a 5 paramétres a déterminer : la limite
élastique en traction, la limite élastique initiale en compression, ’indice des vides initial, le
module logarithmique d’écrouissage et le module logarithmique d’incompressibilité. Dans la
F1G. 3.1, on montre une courbe expérimentale de compression d’une mousse de polypropyléne
et des courbes numeériques réalisées par le module “CRUSHABLE FOAM?” suivant différents
jeux de paramétres (cas A, B, C et D). Ce travail a été réalisé par A. Alaoui et S. Gervillers
dans le cas quasi-statique, mais aussi dans le cas dynamique [Alaoui et Gervillers, proposé|.

Sont exclues donc les mousses élastomériques qui sont purement élastiques. On rappelle
que pour ces mousses, le solide qui les constitue peut se déformer élastiquement jusqu’a 500%
ou plus en tension et 80% ou plus en compression. Le deuxiéme modéle I’ ABAQUS, appelé
“HYPERFOAM?”, est destiné aux mousses élastiques. Comme notre travail se limite au cadre
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PP 80 : Compression
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F1G. 3.1 — Compressions quasi-statiques expérimentale et numériques d’une mousse de po-
lypropyléne [A. Alaoui et S. Gervillers|

de D'élasticité en transformation finie, on développe la formulation mathématique utilisée
dans ce module. En fait, ce modéle utilise une fonction énergie similaire & celle utilisée
dans le modéle d’Ogden (1972), a la différence qu’elle est adaptée au cas d’'un matériau
compressible :

N
21 \ 1 —kiBi _
U = Z:ZI o [ R 3+/61( 1|, (3.1)
ou

— Wi, k; et B; sont des constantes positives de calibration ;

— )i sont les allongements principaux (valeurs propres de U et de V. : tenseurs de la
décomposition polaire de F (F=R.U=V.R avec R'.R=1));

— J est le Jacobien de la transformation (J = det F) et aussi le rapport du volume élé-
mentaire dans la configuration actuelle sur le volume élémentaire dans la configuration
de référence (J = dV/dV;) avec J > 0 : condition d’impénétrabilité de la matiére;

— J; est le rapport de volume lors d’une déformation élastique ;

— Ju est le rapport de volume lors d’une dilatation thermique;

- Ni= I

et avec

- Zfil Wi = po le coefficient de Lamé initial ;
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- Zfil 2u;(B; + 1/3) = ko le module de cisaillement initial ;
— Ja =T/ I = MAA3;
~Jn =01+ eth)?’ ou €, est 'expansion thermique linéaire qui a son tour est calculée a
partir de la température et du coefficient d’expansion thermique définis dans I'option
EXPANSION du matériau.
En fait, pour chaque terme de la fonction énergie, le coefficient [; détermine le degré de
compressibilité. Il est relié au coefficient de Poisson v; par l'expression : §; = v;/(1 — 2v;).
En prenant 3; = 0 (i. e. »; = 0), il n’y a pas d’effet Poisson, et avec I’expansion en série de
Taylor, on obtient :

2,‘ ~ Ki ~ K ~ K
\IJZZ H |:/\1 +)\2 +)\3 —3—/{Z~LnJel . (32)

2
K4
=1 z

Les coefficients de la fonction énergie de déformation sont par la suite calibrés & partir
d’expériences telles que le test uniaxial, le test équi-biaxial, le test plan, le test de cisaillement
simple et le test volumétrique.

Cette procédure permet donc de retrouver le comportement des mousses élastomériques,
mais comme elle ne se base pas sur la notion de surface de charge, elle ne permet pas de
retrouver le passage relativement “brutal” entre la phase élastique et la phase de plateau.

La démarche qu’on souhaite adopter consiste a retrouver le comportement global & partir des
caractéristiques micro (caractéristiques du solide qui constitue la mousse, caractéristiques de
forme, etc.). Pour ce faire, on expose dans la suite une bibliographie sur les modélisation
micromécaniques des mousses.

3.2 Modélisations micromécaniques

Une étude micromécanique permet de trouver des expressions reliant les caractéris-
tiques macroscopiques d’un matériau hétérogéne a sa microstructure. Des synthéses inté-
ressantes sur les modélisations microscopiques ont été effectuées notamment par Hilyard
[Hilyard, 1982] ou plus récemment par Ould Eyih |[Ould Eyih, 1993] et par Pradel
|Pradel, 1998|. La majorité des études entreprises sont axées sur les mousses & porosité
ouverte, mais certaines donnent des compléments pour les cas des cellules fermées. Générale-
ment, il s’agit d’approches considérant la microstructure des mousses comme des assemblages
périodiques de poutres encastrées auxquelles on peut rajouter des membranes minces pour
modéliser les parois dans le cas de cellules fermées. Outre le comportement attribué aux
poutres constituant la microstructure, ces approches se différencient essentiellement par la
description géométrique de celle-ci.

3.2.1 Les réseaux cubiques

Gent et ses collaborateurs ([Gent et Thomas, 19599] & [Gent et Rusch, 1966°]) furent les
premiers historiquement & construire un modéle poutre. Ils ont considéré un réseau cubique
périodique comme le montre la F1G. 3.2.
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F1ag. 3.2 — Cellule de base adoptée par Gent et ses collaborateurs

A ce réseau, ils appliquent un chargement uniaxial et ils procédent & des calculs de type
résistance des matériaux. Ils obtiennent un module de Young suivant la direction de charge-
ment proportionnel & la densité relative d, de la mousse. Cependant, cette approche n’a été
validée expérimentalement que pour peu de mousses.

Par la suite, Gibson et ses collaborateurs ont repris ces travaux en considérant d’autres
géométries des cellules, aussi bien en deux dimensions [Gibson et al., 1982] qu’en trois di-
mensions [Gibson et Ashby, 1982|. La géométrie présentée dans la F1G. 3.3 correspond a un
réseau de cubes dont chaque aréte est une poutre de section carrée.

e

s

U'J o) open cel! face
{

—
I

F1G. 3.3 — Premiére cellule de base adoptée par Gibson et ses collaborateurs

Cette nouvelle description de la cellule introduit la flexion comme nouveau phénomeéne im-
portant dans la déformation des cellules. Le module de Young E,,, le module de cisaillement
G, et le coefficient de Poisson v, de la mousse peuvent alors étre calculés pour un compor-
tement élastique et en chargement uniaxial. Suivant le type de porosité, ouverte ou fermée,
ils obtiennent :

— Cellules ouvertes

Em = Cl Es dr2
G, = CyE,d?
g (33
= — =1
Ym 2C,

ou E est le module de Young du solide et C; et (', sont des paramétres qui dépendent
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de la géométrie des cellules. Par calage avec des données expérimentales de différentes

densités relatives, ils obtiennent C; ~ 1 et Cy ~ 3

— Cellules fermées
En tenant compte des contraintes membranaires et de la pression du gaz, aprés calage
avec des données expérimentales, ils obtiennent :

1 — 2,
En ~ @Ed?+(1—@)Ed, + pO(1—7dy)
3 T
G =~ o e’ + (1= ¢)d,} : (3-4)
1
Uy o -
3

ol pg est la pression du gaz initiale dans les cellules et ¢ est la fraction volumique de
solide contenu dans les arétes des cellules. Elle peut étre calculée & partir de :
42
==
124+ (Q/P)tsl

ou t, est ’épaisseur des arétes des cellules, ¢; est I’épaisseur des faces des cellules, Q

est le nombre de faces par sommet (2™ symbole de Schlifli) et P est le nombre moyen

d’arétes par face dans une cellule.
Il est a noter que, quel que soit le solide constituant la mousse, le coefficient de Poisson
admet une valeur quasi-constante dans la phase élastique : v, ~ 1/3. Dans la phase de
plateau, ce coefficient chute pour s’annuler. Gibson et Ashby dépassent d’ailleurs la simple
phase élastique de la mousse (typiquement 5% ou moins) pour introduire, selon le type de
mousse considéré, le lambement élastique, la plasticité et la rupture dans leur modéle.

Mousses élastomériques : Aprés la phase élastique linéaire, la déformation de cer-
taines mousses reste réversible (donc élastique) mais elle est non linéaire. Dans ce cas, les
courbes contrainte-déformation en compression admettent une phase plateau au niveau de
contrainte E;l. C’est la contrainte élastique de plateau. Cet effondrement élastique dans les
mousses est dii & un flambement élastique des arétes des cellules [Gent et Thomas, 1959%,
Patel et Finnie, 1970, Gibson et Ashby, 1982, ...|.
La contrainte élastique de plateau et le comportement en postflambement dépendent de la
porosité ouverte ou fermée des mousses. Les mousses a porosité ouverte s’effondrent a charge
presque constante donnant lieu & un plateau presque horizontal. Dans les mousses & porosité
fermée, la compression du gaz contenu dans les cellules et les contraintes membranaires qui
apparaissent dans les faces des cellules, donnent une courbe contrainte-déformation dont le
plateau croit avec la déformation (écrouissage apparent).
Pour procéder a une analyse du flambement, les formules d’Euler sont appliquées aux poutres
de ces cellules. Pour des densités relatives faibles (inférieures a 0.3), elles donnent :
— Cellules ouvertes

(3.5)

s =0y E, d,?, (3.6)

ou encore, en incluant une correction sur la densité relative lorsque celle-ci n’est pas
suffisamment petite et qu’il y a une certaine densité de matiére dans les sommets :

S = CY By d,? (1+dY?)?, (3.7)
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ou C3 ~ 0.05 et C% ~ 0.03 par calage avec des courbes expérimentales.

— Cellules fermées
On considére 'initiation de I’effondrement dans une mousse ou le fluide est emprisonné.
Lorsque la pression initiale pg du gaz est supérieure a la pression atmosphérique pgip,,
la différence de pression py — pasm met les faces et les arétes des cellules en tension. Ils
ne peuvent donc pas flamber jusqu’a ce que la contrainte imposée dépasse cette tension
et la charge critique de flambement des arétes des cellules. D’ou :

2 ~ 0.05 Ey dy? + (po — Patm), (38)
Ou encore, en incluant une correction sur la densité relative :
5~ 0.03 By d,” (14 dM)? + (o — Patm), (3.9)

Le comportement en postflambement est terminé par la densification du matériau. En effet,
a de grands niveaux de déformation, les cellules s’écrasent les unes sur les autres et sont
elles mémes comprimées. Lorsque cela a lieu, la courbe contrainte-déformation présente une
augmentation brutale de la contrainte en tendant vers une pente de valeur F; (module de
Young du solide) & une déformation limite ep. Cette pente est tellement plus grande que
E,, qu’elle a I'air d’étre verticale. On pourrait s’attendre & ce que cette déformation limite
soit simplement égale a la porosité ¢ parce que c’est la déformation a laquelle tout I'espace
poreux disparait. En réalité les cellules s’écrasent les une contre les autres a une plus petite
déformation. Gibson et ses collaborateurs donnent, aprés un calage expérimental, ’expression
suivante :

ep ~1—1.4d,. (3.10)

La phase de densification a donc lieu a 93-72% de déformation pour des mousses de densité
relative variant respectivement de 0.05 & 0.2.

Mousses élasto-plastiques : Il existe des mousses qui présentent de la ruine plastique
lorsqu’elles sont chargées au-dela du régime élastique linéaire. Tel est le cas des mousses
fabriquées a partir de polymeéres rigides ou de métaux par exemple. Cette ruine plastique,
comme le flambement élastique, donne lieu a un long plateau horizontal dans les courbes
contrainte-déformation, sauf que dans ce cas la déformation n’est plus réversible. Pour les
mousses a cellules ouvertes, cette ruine a lieu lorsque le moment exercé dépasse le moment
élastique limite |Gibson et Ashby, 1982]. Ce qui se traduit par des rotules plastiques aux
jonctions des poutres. Dans le cas des cellules fermées, il faut rajouter comme précédemment
la contribution due a l'extension des membranes et celle due a la compression du gaz. Ils
obtiennent alors les seuils de plasticité Egl suivants :

— Cellules ouvertes

Yol

=P — (0,43, (3.11)

Oe

ol o, est la limite d’élasticité du solide et ol par calage aux expériences Cy ~ 0.3.
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— Cellules fermées

P! —
203 (pd) " + (1= ¢) dr + poaﬂ. (3.12)

Mousses élastiques fragiles : Dans le cas d’'un écrasement fragile, suivant le méme
principe que la plasticité, Gibson et Ashby ont déterminé une contrainte de rupture Z;f
pour laquelle les poutres cassent. Ainsi pour de céramique (ou de certains polymeéres) dont
le solide admet un module de rupture o, et selon que les cellules soient ouvertes ou fermées,
ils obtiennent :

— Cellules ouvertes

wrf
P~ 0.65d,32, (3.13)
Oy
— Cellules fermées
wrf
P ~0.65(pd,)**+ (1 - ) d,. (3.14)
or

Par ailleurs, Gibson et Ashby ont étudié l'effet de la température et celui du taux de

déformation. Ils trouvent que lorsque la température augmente de -100 & 200°C, le module
de Young de la mousse diminue linéairement. Mais cette chute dépend de la densité relative
de la mousse. Elle est plus accentuée lorsque la densité relative est plus élevée. Quant au
taux de déformation, lorsqu’il augmente le niveau du plateau augmente.
En outre, ils ont introduit de I’anisotropie en remplacant les cubes représentants les cellules
par des parallélépipédes de faces différentes. Plus précisément, ils ont considéré une cellule
axisymétique de longueur et de largeur égales (1) et de hauteur différente (h), avec un rapport
d’anisotropie R = h/l de 1.5. Cette modélisation est intéressante pour étudier 'influence
des cellules allongées dans le cas de chargements multiaxiaux. Cependant, elle a une forte
orientation (R = 1.5), et elle est 2D plus que 3D (longueur et largeur égales), alors que les
mousses par leur structure géométrique sont généralement orthotropes.

3.2.2 Les tétraédres

Une deuxiéme famille de description géométrique est celle des tétraédres. La structure
étudiée est un assemblage de quatre poutres faisant toutes deux & deux un angle de 109°
(F1G. 3.4). Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, ce type de pavage est théoriquement
impossible. Les auteurs qui utilisent cette approche supposent pouvoir paver l’espace par
des tétraédres microscopiques réguliers sans introduire une erreur trop grande au niveau
macroscopique.

Zhang et Ashby [Zhang et Ashby, 1989] utilisent cette description pour faire un pas-
sage de la microstructure du matériau tridimensionnel & 1’échelle macroscopique. Les au-
teurs considérent un chargement en contrainte appliquée au niveau macroscopique, dont ils
calculent la résultante sur chacune des quatre poutres. Pour obtenir cette localisation, ils
décrivent I'opération de moyenne qui permet de passer des micro-poutres au volume élémen-
taire. Une fois au niveau de la poutre, ils obtiennent, pour un comportement supposé élas-
tique, la micro-déformation exercée sur les poutres. Ils procédent par la suite & la moyenne au



38 CHAPITRE 3. MODELISATIONS DES MOUSSES

Fi1G. 3.4 — Modélisation par assemblage de quatre poutres inscrites dans un tétraédre
|Zhang et Ashby, 1989]

niveau macroscopique pour obtenir la réponse globale en contrainte-déformation. Ils donnent
ainsi le module de Young et le coefficient de Poisson pour une mousse tridimensionnelle sup-
posée élastique isotrope. De méme, différents comportements (flambement élastique, plas-
ticité ou bien rupture fragile) ont été étudiés. Des critéres de flambement, de plasticité ou
en contrainte de rupture ont été obtenus, représentés graphiquement et comparés avec des
résultats expérimentaux.

Cette description géométrique a été également utilisée par d’autres auteurs tels que War-
ren et Kraynik. Ces deux derniers ont fait une analyse de la mousse en phase élastique linéaire
|[Warren et Kraynik, 1988| et en phase élastique non-linéaire [Warren et Kraynik, 1991]. Leur
procédure consiste & partir de la poutre pour décrire une mousse a cellules ouvertes en
considérant les grandeurs cinématiques des points extrémes des poutres approchées par des
déplacements et des rotations affines. Puis ils supposent que les déplacements sont reliés li-
néairement aux efforts et moments associés. Dans le but d’obtenir le comportement reliant les
contraintes aux déformations, ils simulent des essais de traction et de cisaillement sur le té-
traédre en supposant une répartition équiprobable au niveau macroscopique des orientations
des microstructures tétraédriques. Les contraintes effectives au niveau du volume élémentaire
représentatif sont alors obtenues en procédant & la moyenne sur toutes les orientations des
contraintes liées aux tétraédres. Ils obtiennent ainsi le module de Young et le coefficient de
Poisson pour un comportement élastique linéaire au niveau macroscopique. L’introduction
de la section droite A et de la longueur [ des poutres, donne la densité relative suivante :

A
d, = ————. 3.15
24/312 (3.15)
Et pour d, << 1, ils obtiennent :
E I
m_ 33V L p (3.16)

E, 5 A2

ou I; est le moment d’inertie de la poutre suivant son premier axe principal.
D’ou pour trois sections droites différentes, on obtient :
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— Section circulaire

1
Comme yeimr alors E. ~ 0.91 d2. (3.17)
— Section triangulaire
I 1 E,
Comme A_12 = Ve alors z, ~ 1.1d% (3.18)
— Section de Plateau
L 20V/3—11 E,.
Comme —12 = V3 T alors ~ 1.53d>. (3.19)
A% 6(2¢/3 — )2 E;

Il est & noter que la section de Plateau est une section de forme triangulaire dont les arétes
sont des arcs de cercle orientés vers 'extérieur du triangle (qui devient alors concave). On
comprend facilement que c’est la section qui se rapproche le plus du cas réel, vu les procédés
de fabrication des mousses.

3.2.3 Les dodécaédres

En 1965, Ko [Ko, 1965] a étudié les mousses & porosité ouverte. En partant de pavages
compacts périodiques de ’espace, I'auteur élabore une répartition des arétes de la mousse
suivant un pavage hexagonal, cubique & faces centrées ou & volume centré. La répartition
obtenue des centres des cellules microscopiques s’effectue suivant un dodécaédre rhombique
trapézoidal ou bien un dodécaédre rhombique pour les pavages les plus compacts. Les poutres
considérées sont des poutres de type Euler-Bernoulli 4 section triangulaire. Afin de déterminer
le module de Young et le coefficient de Poisson de ces matériaux considérés comme élastiques
linéaires, ’auteur effectue un chargement uniaxial pour chacun des pavages retenus. A partir
du chargement macroscopique, il calcule le chargement au niveau des poutres constitutives de
la microstructure. Il obtient alors différents types de micro-chargements de poutres suivant
le pavage considéré (trois types dans le cas du pavage hexagonal de 'espace, et deux dans
le cas du pavage cubique a faces centrées). Puis, il procéde a des calculs de moyennes pour
trouver les coefficients élastiques au niveau macroscopique dans chacun des cas.

Dans les travaux de Patel et Finnie [Patel et Finnie, 1970|, trois composantes dans le
comportement des mousses rigides sont prises en compte : la phase gazeuse, la phase solide
et 'arrangement géométrique de ces deux phases qui pourrait par exemple influencer la rup-
ture des parois des cellules.

Pour les mousses a porosité fermée, avant chargement, le gaz emprisonné est presqu’a la pres-
sion atmosphérique. Lors du chargement, en supposant le processus isotherme, la résistance
due au changement de pression du gaz est de ’ordre du produit de la pression atmosphérique
par la déformation macroscopique. Puis en augmentant le chargement, il y a des ruptures de
parois de cellules qui entrainent la diminution de cette pression.

Pour les matériaux a porosité ouverte, la résistance due a ’écoulement du gaz est peu impor-
tante méme & des vitesses de chargement relativement grandes. Cette observation conduit
les auteurs a négliger la contribution de la phase gazeuse pour les mousses rigides.
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Dans leur étude, les auteurs veulent déterminer I'influence de I'arrangement géométrique
de la structure cellulaire des mousses sur le comportement global. Pour la définition d’une
cellule élémentaire, ils construisent un modéle & partir d’'un dodécaédre pentagonal. Ce qui
leur a permis de mettre en évidence, entre autre, deux aspects du comportement :

— L’influence sur la résistance des mousses de la direction des parois des cellules par

rapport a la direction de chargement.

— La relation entre la résistance a la compression des mousses et leur densité.
Les résultats qu’ils obtiennent donnent une comparaison satisfaisante avec des résultats ex-
périmentaux.

3.2.4 Les structures aléatoires

Outre les structures périodiques, certains auteurs se sont intéressés a 1’étude des struc-
tures aléatoires aussi bien bidimensionnelles que tridimensionnelles. Certaines études sont as-
sez récentes [Zhu et al., 2000, Roberts et Garboczi, 2001, Zhu et Windle, & paraitre|. Chris-
tensen figure parmi les précurseurs |Christensen, 1986] : il s’est intéressé a I’étude du compor-
tement des mousses a porosité aussi bien ouverte et que fermée. Il prend une poutre comme
élément représentatif de la microstructure de la mousse. Il rajoute une membrane dans le cas
des mousses a porosité fermée. Puis il définit deux repéres, I'un propre lié a la poutre ou le
premier axe a la direction de ’axe neutre de la poutre et ’autre quelconque. En se placant
dans le repére quelconque, il effectue une déformation uniaxiale suivant I’'un des axes afin
de déterminer le module de Young et le coefficient de Poisson de la mousse. En passant au
repére propre, il détermine la contrainte grace & une loi de comportement uniaxiale. Puis,
pour passer au niveau macroscopique, il suppose une orientation aléatoire et équiprobable
des “fibres” dans la mousse. Il passe toutes les grandeurs dans le repére quelconque fixé et
somme suivant toutes les directions possibles du repére propre. Suivant la composante du
tenseur de contrainte choisie, il obtient plusieurs relations liant le module de compression K
et le module de cisaillement 1 macroscopiques. Cela donne au final les coefficients élastiques
suivants :

En _ d.
E;s 9 (3.20)
vV = Z

Cette approche, comme on I’a déja cité, a été étendue au cas englobant des parois de cellules.
Au lieu d’avoir un seul axe privilégié dans le repére propre, deux deviennent nécessaires pour
décrire une membrane. Ensuite, les calculs sont faits de la méme facon pour aboutir aux
coefficients élastiques de ce cas. De plus, Christensen rappelle ’approche possible pour les
mousses a cellules fermées par les sphéres de Hashin ot chaque cellule est considérée comme
une inclusion sphérique. Et en faisant tendre d, vers 0, il obtient les mémes coefficients
élastiques que Hashin. Ce qui tend a prouver que les propriétés d’une mousse a porosité
fermée & faible fraction volumique ne dépendent pas de la géométrie de la cellule mais
seulement de la densité relative de la mousse.
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3.2.5 Les tétrakaidécaédres : la modélisation adoptée

Certains auteurs ont choisi de modéliser la microstructure des mousses par des tétrakai-
décaédres formés par assemblage de poutres ou de plaques. Renz et Ehrenstein en font partie
|Renz et Ehrenstein, 1982]. Ils ont développé une approche numérique pour calculer la défor-
mation élastique par la méthode des éléments finis. Dans leur modélisation, ils considérent
deux types de mousse avec des cellules élémentaires identiques mais dont la différence réside
dans les données de la distribution de matiére et de module de Young entre les poutres et les
plaques. Ces différences de données sont motivées par des observations microscopiques des
textures des mousses a porosité fermée. En effet, pour les mousses en PVC (polychlorure de
vinyl), le réseau des poutres et des joints est moins imposant que celui des parois. Ce qui
privilégie un choix avec une plus forte distribution de la matiére sur les plaques. Tandis que
pour les mousses en polyuréthane, la distribution non homogéne de la masse est concentrée
sur les poutres et les joints (sommets des poutres). Les résultats numériques, en terme de
modules élastiques des mousses, ont été comparés aux résultats expérimentaux. La différence
maximale est de I’ordre de 50%.

Dans notre travail, on se limite au cas des mousses élastiques & porosité ouverte. Comme
Renz et Ehrenstein, et comme les auteurs dont les travaux sont cités ci-aprés, on modélise
la microstructure de ces mousses par la partition périodique de Kelvin (F1G 2.3) : les tétra-
kaidécaédres . La photo de mousse réelle dans la F1G 1.2- a du premier chapitre en est une
bonne illustration.

On rappelle que le tétrakaidécaédre est I'un des 13 polyédres semi-réguliers décrit par Ar-
chiméde. Il admet 24 sommets, 36 arétes et 14 faces. Les tétrakaidécaédres sont connus pour
exister naturellement dans les cristaux, les mousses, etc. On rappelle également qu’ils ont
la propriété de paver ’espace lorsque leurs diamétres sont égaux et qu’ils sont correctement,
orientés. De plus, ils sont la solution de la conjecture de Kepler, c’est-a-dire qu'’ils repré-
sentent le moyen le plus efficace pour une partition de I’espace tridimensionnel.

Comme il s’agit du cas des cellules ouvertes, on décrit ces tétrakaidécaédres seulement par
leurs arétes. Aprés étude du rapport de leur section par leur longueur, on modélise ces arétes
par des poutres. On divise chaque poutre en éléments finis. La description de cette étude
numeérique est développée dans la deuxiéme partie de ce manuscrit.

Outre la géométrie adoptée, il existe plusieurs fagons pour appliquer le chargement. En
effet, Zhu, Mills et Knott [Zhu et al., 1997%, Zhu et al., 1997°], & la maniére de Gibson et
Ashby, procédent & une descente de charge sur le réseau pour déduire la charge résultante ap-
pliquée sur chaque poutre de la cellule d’étude. Alors que Pradel, Sab et Alaoui [Pradel, 1998|
utilisent la théorie de ’homogénéisation périodique en imposant des conditions de périodi-
cité sur les déplacements des nceuds extrémes du réseau de poutres considéré, et c’est cette
derniére méthode qu’on applique dans ce travail. D’ailleurs, pour obtenir un passage micro -
macro qui rende compte des apports de la rotation interne dans la microstructure du maté-
riau, ces derniers conservent une cinématique riche au niveau macroscopique en considérant
des milieux de Cosserat élastiques. Pour ce faire, ils ont d’abord procédé & une homogénéi-
sation des milieux continus périodiques de Cosserat en élasticité linéaire en y introduisant
des développements asymptotiques. Ce qui leur a permis d’aboutir & deux schémas d’ho-
mogénéisation, notés (SH1) et (SH2), qui différent par le comportement asymptotique des
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coefficients élastiques. A 1'ordre €°, le premier schéma (SH1) donne un milieu de Cauchy alors
que le deuxiéme (SH2) donne un milieu de Cosserat. Puis, ils ont transposé cette démarche
au cas discret sur un exemple simple de réseau mono-atomique, c’est-a-dire un réseau dont
les particules sont indiscernables. Ensuite, ils ont étendu I’étude & la détermination de la
charge critique de flambement d’une bande infinie du réseau mise en compression uniaxiale.
Ils ont par la suite généralisé la méthode au cas multi-atomique ou plusieurs types de parti-
cules engendrent le réseau par périodicité. Grace a leur analyse théorique, I'identification du
comportement macroscopique en élasticité linéaire de n'importe quel réseau de poutres est
systématiquement effectuée. Ils ont également déterminé la charge et le mode de flambement
correspondant par homogénéisation selon les deux schémas lorsque la longueur d’onde du
mode de flambement est grande devant la longueur des poutres. Enfin, ils ont appliqué ces
études au flambement de milieux discrets orientés tels que les nids d’abeilles et les mousses.

Leur travail constitue donc un point de départ essentiel pour ce mémoire puisque d’une
part on considére la méme géométrie adoptée pour les mousses et le méme principe d’ap-
plication de conditions de périodicité. De plus, on considére leur résultat sur les mousses en
élasticité linéaire comme moyen de vérifier nos études numeériques.



Chapitre 4

Homogénéisation et analyse du
flambement

4.1 Quelques rappels sur I’homogénéisation

L’homogénéisation permet de déduire les propriétés homogénes équivalentes d’'un maté-
riau hétérogéne a partir de celles de ses constituants et de leur répartition géométrique. Il
s’agit donc du passage de I’échelle micro & I’échelle macro. Au niveau micro le matériau est
modélisé par un milieu continu trés fortement hétérogéne ou bien encore par un milieu dis-
cret comme un assemblage granulaire. Tandis qu’au niveau macro, le matériau est modélisé
par un milieu continu homogéne. Dans cette procédure, il y a bien siir une perte d’informa-
tion sur les champs locaux. Cependant, elle est indispensable pour I’ingénieur puisqu’elle lui
permet d’éviter des calculs complexes trés coiiteux.

Afin de procéder a ce passage micro - macro, on commence par choisir un volume élé-
mentaire macroscopique représentatif de la microstructure. Sur ce V.E.R., on définit des
grandeurs physiques globales en fonction de grandeurs locales. Pour ce faire, deux types
de microstructure peuvent se présenter : périodique ou aléatoire. Pour le premier cas, la
grandeur globale est alors calculée sur une période. Pour le deuxiéme, elle est calculée sur
un volume élémentaire généré par un processus stochastique. Dans ce cadre, on cite une
liste non exhaustive de travaux qui ont été réalisés. Parmi les précurseurs de 'utilisation
de méthodes d’homogénéisation, on peut citer des auteurs célébres tels que Hashin, Hill,
Mandel, Kréner [Kroner, 1972, Kroner, 1986] et Zaoui |[Zaoui, 1987|. Plus précisément, on
s’'intéresse dans ce travail au cas de I’homogénéisation périodique. Dans ce domaine, plusieurs
études ont été faites. On cite parmi elles, celles de Sanchez-Palencia [Sanchez-Palencia, 1974,
Sanchez-Palencia, 1980], de Suquet [Suquet, 1980, Suquet, 1982|, et de plusieurs autres au-
teurs tels que De buhan [De Buhan, 1986], Sab [Sab, 1990|, Boutin [Boutin, 1996] et Pradel
[Pradel, 1998|. Une démarche d’homogénéisation existe aussi dans le cas aléatoire. Parmi
les auteurs qui se sont intéressés a ce cas, on cite Zaoui [Zaoui, 1987] et Sab [Sab, 1989|.
L’homogénéisation a également été traitée en profondeur du point de vue mathématique.
Dans ce cadre, on cite des auteurs tels que Bensoussan, Lions, Papanicolaou, Bergman,
Sanchez-Palencia, Murat et Tartar [Bensoussan et al., 1978, Bergman et al., 1985], ou At-
touch [Attouch, 1987], ou encore plus récemment Jikov, Kozlov et Oleinik dans un livre sur

43
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I’homogénéisation des opérateurs différentiels et des fonctionnelles intégrales [Jikov et al., 1994].
Pour mieux illustrer la démarche de I’homogénéisation, on cite ’exemple de I’homogénéi-

sation des matériaux élastiques linéaires modélisés par un milieu continu hétérogéne. Pour

ce faire, on considere S (X) le tenseur de souplesse élastique défini en chaque point X de la

microstructure. Un domaine € de ce matériau est soumis, en chaque point X de son bord
0%2, & un chargement donné par le vecteur contrainte Id(x ) = X.n(X), ot n est la nor-
male extérieure & ) en X et ¥ un tenseur symétrique d’ordre 2 (le tenseur des contraintes).
Nous savons alors que I’énergie élastique ¥ emmagasinée dans Q est une forme quadratique
de ¥ et qu’il existe un unique tenseur de souplesse én tel que cette énergie soit égale a

/2258,
Pour Q suffisamment grand, le tenseur én ne dépend plus explicitement de 2. Sa valeur

limite, quand le volume de €2 tend vers l:’inﬁni, est le tenseur de souplesse homogénéisé et
tout 2 pour lequel éﬂ peut étre identifié a la valeur limite est un V.E.R..

Dans le cas périodigue, la microstructure est générée par périodicité a partir d'une cellule,
dite cellule de base, Y = [0, Y;[x[0, Y3[x[0, Y3[ suivant le repére (e;,e,,€3). Le tenseur de
souplesse est alors Y —périodique, c’est-a-dire :

S(X)=S8(X +iYie +jYaey +kYses) VX ER V(i,j,k) € Z°, (4.1)

Dans ce cas, le calcul de S, lorsque le volume de  tend vers I'infini, se raméne & un calcul

sur Y. Pour ce faire, on cherche un champ de contrainte ¢ et un champ de déformation ¢
sur Y vérifiant :

( (a) Equilibre : Diveg =0
(b) Vecteur contrainte antipériodique : o n opposés sur les faces opposées de YV
(c) Chargement : o)y =X
) (d) Vecteur déplacement : u(X) :E - X +v(X)

et £ un tenseur symétrique
(e) Compatibilité : € compatible avec u
(f) Comportement : e=S:g

\

(4.2)

Lorsqu’une contrainte g satisfait les équations (4.2-a, b et c), on dit qu’elle est statiquement
admissible. Dans ce cas :

(g )y =5, (4.3)

ou on note par {f)y la moyenne volumique de f sur Y.
Lorsqu’un déplacement u satisfait I’équation (4.2-d), on dit qu’il est cinématiquement ad-
missible. Dans ce cas :

(ew))y = E. (4.4)
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Le probléme (4.2) admet une solution unique (¢, o) et la souplesse homogénéisée é’wm est
définie par : -

hom .

is>

by = 8"

IS

Yy = (4.5)

=

e
IS}

I11%n

Dans le cas aléatoire, on se donne un espace de probabilité et un processus aléatoire de
loi connue qui & (w,X) associe S(w, X). S est alors un tenseur aléatoire S%(w). Dans ce

cas, il a été démontré (sous une condition d’homogénéité statistique et d’ergodicité sur le
processus) que S?(w) converge vers un tenseur de souplesse constant S"°™ quand le rayon

de Q tend vers Pinfini [Sab, 1992]. Ceci veut dire que pour calculer é’“’g, il suffit de simuler

la microstructure puis de prendre un domaine 2 suffisamment grand pour étre représentatif
du matériau. Ensuite, il faut effectuer six calculs élastiques sur €2.
Ainsi, pour éviter a I'ingénieur un calcul trés lourd de (¢,0) en chaque point X d’un

(Ghom’ghom) au pOiIlt X d’un

matériau hétérogéne, 'homogénéisation lui permet de calculer
milieu homogéne. Dans ce cas, €"™(X) et ¢"*™(X) sont les moyennes volumiques sur un
domaine Q(X) de ¢ et g respectivement. Le domaine Q(X) étant un domaine de centre X

qui est assez petit & I’échelle macroscopique pour que €™ et g "™

g y soient pratiquement
constants, et assez grand a 1’échelle microscopique pour que én(é) y soit pratiquement égale

a S"m_ Plus précisément, ’homogénéisation fournit le comportement limite du matériau

lorsque le rapport € de la taille des hétérogénéités sur la taille de la structure devient trés
petit devant 1 [Sanchez-Palencia, 1974].

Par ailleurs, parmi les méthodes utilisées dans 'homogénéisation des milieux périodiques,
la méthode des développements asymptotiques fait partie des plus anciennes. Elle a été his-
toriquement introduite par Van Dyke [Van Dyke, 1964| pour la résolution de problémes issus
de la mécanique des fluides. Cette méthode permet d’obtenir facilement par une procédure
formelle, le comportement homogénéisé [Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia, 1992].
Plusieurs auteurs ont adopté cette méthode. Parmi ceux qui ’ont appliquée dans le cas de mi-
lieux discrets, on cite Cochelin [Cochelin, 1994], Askar et Cakmak [Askar et Cakmak, 1968|,
Banks et Sokolowski [Banks et Sokolowski, 1968], Kim [Kim, 1983], Sulem et Miihlaus
[Sulem et Miihlaus, 1997], Cioranescu et S. J. Paulin [Cioranescu et Saint Jean Paulin, 1986],
Caillerie [Caillerie, 1995], Sab [Sab, 1996], Pradel |[Pradel, 1998] et Pradel et Sab
[Pradel et Sab, 19982, Pradel et Sab, 1998%]. Dans sa thése, Pradel s’est intéressé a la fois
au caractere discret du réseau et a la rotation des particules. Pour ce faire, il a d’abord étu-
dié I’homogénéisation d’un milieu continu périodique de Cosserat. Dans cette étude, apres
une analyse dimensionnelle du probléme, il a proposé deux schémas d’homogénéisation. Puis
il a considéré des réseaux (mono-atomique et multi-atomique) périodiques discrets a ciné-
matique de translation et de rotation. Grace & son analyse théorique, ’identification du
comportement macroscopique en élasticité linéaire de n’importe quel réseau de poutres est
systématiquement effectuée. D’ailleurs, dans notre travail, on va utiliser son résultat pour
un réseau de tétrakaidécaeédres. Ce travail a été initié par celui de Caillerie [Caillerie, 1995]
sur ’homogénéisation des milieux granulaires périodiques. Par la suite, comme on I’a décrit
dans le chapitre précédent, Pradel a appliqué la méthode des développements asymptotiques
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tout en tenant compte de la rotation des grains.

D’autre part, I’lhomogénéisation classique en élasticité linéaire a été étendue au cas de
’élasticité non linéaire mais toujours en petites perturbations (H.P.P.). Dans tous ces cas,
grace a ’hypotheése des petites perturbations, le potentiel d’énergie élastique ¥ est convexe,
c’est-a-dire qu’il vérifie :

ov

V(e,e) Ule,)— Tle

=17=2 =2 :1) >

(€) : (g —¢g) (4.6)

4.2 Cas de I’homogénéisation non convexe

Dans un probléme de mécanique, les positions d’équilibre d’une structure chargée sont
données par la stationarité de son énergie potentielle. Si on se place sur une courbe d’équi-
libre et qu'on augmente la charge appliquée progressivement, la configuration d’équilibre
peut cesser d’étre unique et bien déterminée. On dit alors que la structure a flambé et que
la charge a laquelle ce phénoméne a eu lieu est dite charge critique de flambement.
Physiquement, une poutre par exemple, & une certaine amplitude d’un effort de compression
flambe en fléchissant transversalement. Ce flambement est accompagné de grands déplace-
ments. Son étude doit donc se faire au dela du cadre de la linéarité géométrique. On exprime
alors le potentiel d’énergie en fonction du gradient de la transformation et il y a perte de
convexité de ce potentiel.

On revient dans le paragraphe suivant a I’étude de flambement. Mais d’abord, illustrons
le cas de I’homogénéisation non convexe. Pour ce faire, on considére un solide hyperélastique
a microstructure parfaitement périodique, décrit par la densité d’énergie de déformation par
unité de volume de référence w(X, f). Cette densité d’énergie dépend de la position X d’un
point matériel dans la configuration de référence et du gradient de la transformation locale
f défini par 0z/0X, ol z est la position du point matériel dans la configuration actuelle.

On dit que w est Y-périodique en X si :

wX+ Y me, f)=wX,f) VXER,VfeR xR etVm €N, (4.7)

1=1,3

o Y = [0,1]? est une cellule périodique unitaire et ou ¢;|;=1 3 sont des vecteurs de base dans
la configuration de référence.

Dans ce cas, Miiller [Miiller, 1987] a montré que (sous des conditions de croissance polyno-
miale en f) la densité d’énergie de déformation homogénéisée est donnée par :

Whom (F) = 1nf {ullf},f, (w(X, F + Grad ukper)>ky} : (4.8)

ou k = (k;);=1 3 sont des entiers positifs et ukPe" est un champ de déplacements kY -périodique,
avec kY = [],_; 5[0, k] (i e. ufP" (X + Yis1aniki ) = ukPer(X) avec m;|i—1,3 des entiers
arbitraires). De i)lus, par Grad v on désigne le gradient Lagrangien d’un vecteur v, i. e.
dv/0X, alors que par {f)q on désigne la moyenne volumique de f sur .

Il est & noter que le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (ou Boussinesq), noté
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ici b(f), est obtenu en dérivant w(X, f) par rapport & f (b = ow/0f).

Ainsi, la densité d’énergie de déformation homogénéisée W™ est obtenue en prenant 1'infi-
nimum de la moyenne volumique de w, non seulement sur tous les champs de déplacements
périodiques possibles dans une cellule périodique Y, mais en plus en procédant a 'infinimum
sur toutes les cellules périodiques possibles kY.

D’autre part, il est & noter que, Marcellini [Marcellini, 1978| a montré que lorsque w est
convexe (par rapport & f), I'infinimum dans (4.8) est atteint pour Y, i. e. pour £ = (1,1,1).

L’équation (4.8) est par conséquent a appliquer lorsque la fonction énergie de déformation
n’est pas convexe : c’est ce qu'on appelle ’homogénéisation non convexe.

4.3 Analyse du flambement

Le flambement est I’état d’une structure qui, sous un changement minime de ses para-

métres de chargement, voit sa configuration d’équilibre changer considérablement. Lorsque
ce changement de configuration est progressif, le flambement est dit par divergence. Dans
le cas d’une poutre, la courbe fléeche - charge typique présente alors un maximum au niveau
de la charge critique. Tandis que, lorsque le flambement est caractérisé par la présence, au
voisinage de la charge critique, d’au moins deux configurations d’équilibre différentes asso-
ciées a des courbes fleche - charge distinctes, alors le flambement est dit par bifurcation. Il
s’agit en fait, toujours dans le cas d’une poutre, du cas limite du flambement par divergence
réalisé pour une structure parfaite.
Les phénoménes de flambement peuvent se manifester dans des parties isolées d’une struc-
ture (par exemple, flambement des barres comprimées dans les poutres en treillis), auquel
cas il est généralement possible de les prévoir et de les étudier assez facilement. Cependant,
ils peuvent aussi affecter ’ensemble d’une structure (flambement de I’ensemble des poutres
en treillis ou des portiques), auquel cas leur prévision et leur étude deviennent trés ardues
et incertaines. On peut néanmoins les résoudre par voie numérique : cas de ce travail pour
un réseau de poutres assemblées suivant des tétrakaidécaédres.

Dans cette étude du flambement, on a supposé que la structure est parfaite, tout en
sachant que dans le cas des structures sensibles aux imperfections, il faut prévoir un abais-
sement de la charge critique a cause de la chute de la capacité portante de la structure
|[Nguyen, 1995]. Ensuite, on s’est intéressé au cas du flambement élastique. Il suffit de vé-
rifier par la suite si on est bien encore dans le domaine élastique lorsque la charge critique
calculée est atteinte. Par ailleurs, I’hypothése des petites pré-déformations permet d’écrire
une cinématique non linéaire mais d’ordre 2. Cet ordre de développement est suffisant pour
déterminer la charge critique de flambement. Il faut développer & des ordres supérieurs pour
étudier le postflambement.

Pour procéder a la résolution d’un probléme de flambement, on peut utiliser une approche
énergétique. Pour ce faire, on considére des trajets de chargement proportionnels définis par
une orientation donnée E du chargement macroscopique et un paramétre positif croissant A
comme suit : o

E())=\E, (4.9)
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ou E est le tenseur de déformation de Biot, défini par :

E=F-1I (4.10)

avec I le tenseur identité.

Le principe de I’approche énergétique consiste 4 dériver une premiére fois I’énergie potentielle,
dérivée qui en s’annulant donne les positions d’équilibre. Puis, parmi ces points d’équilibre,
on cherche ceux qui vérifient une dérivée seconde nulle de ’énergie potentielle. Ces points
sont alors soit des points de bifurcation soit des points limites : ¢’est le théoréme des fonctions
implicites qui en est la base [Potier-Ferry, 1978].

On donne un certain nombre de références non exhaustif sur I’étude de flambement et
I’analyse de stabilité. L’ouvrage du Professeur Nguyen Quoc Son [Nguyen, 1995] constitue un
support de cours intéressant pour s’initier au flambement en calcul des structures. De plus,
il traite également les aspects numériques, ce qui permet de mieux comprendre la procédure
de résolution correspondante dans les codes de calcul. On cite également les travaux précur-
seurs d’Euler [Euler, 1747], Timoshenko et Gere [Timoshenko et Gere, 1961|, Hutchinson et
Koiter [Hutchinson et Koiter, 1970|, Thomson et Hunt [Thomson et Hunt, 1974], Almroth
et Brush [Almroth et Brush, 1975, Potier-Ferry [Potier-Ferry, 1978| et Como et Grimaldi
[Como et Grimaldi, 1975] sur le flambage des structures élastiques, la théorie de la stabilité
et la sensibilité aux imperfections. On peut citer aussi des travaux plus récents de Potier-
Ferry [Potier-Ferry, 1982], Léger [Léger, 1998] et Antman [Antman, 1995].

Des ouvrages plus généraux, de mécanique, mécanique des solides, mécanique des milieux
continus et mécanique des structures, peuvent contribuer également & une bonne com-
préhension physique du phénoméne de flambement et a la pratique, sur des cas relative-
ment simples, d’exercices intéressants. Parmi ces ouvrages, on peut citer ceux de Germain
|Germain, 1986, Salencon [Salengon, 1988|, Courbon |[Courbon, 1964|, Frey |Frey, 1994] et
Bamberger |Bamberger, 1981|.

Dans I’annexe A, on expose le principe de résolution d’un probléme de flambement par la
méthode énergétique et la procédure de détermination des charges critiques de flambement
par ABAQUS.

4.4 Détermination d’une surface de charge

On désigne par surface de charge ’ensemble des charges critiques de flambement corres-
pondant aux différentes directions de chargement E. On choisit de représenter cette surface
de charge dans I'espace des contraintes. Selon le type d’approche utilisée, on trouve dans la
littérature deux types de surface de charge : une est dite micro et 'autre est dite macro.

4.4.1 Surface de charge micro

Lorsqu’on fait croitre le paramétre de chargement A a partir de zéro, tant que A est
suffisamment faible (A << 1), I’hypothése d’élasticité linéaire est valide. La solution du
probléme (4.8) est alors Y-périodique. C’est la solution triviale notée uP*"(\) (définie & une
constante prés). Puis, lorsque A croit, cette solution peut devenir multiple. Il s’agit alors
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d’un point de bifurcation ot au moins deux courbes d’équilibre se croisent. Ou bien elle peut
ne plus exister. Il s’agit dans ce cas d’'un point limite. Dans les deux cas, la charge atteinte
est une charge critique de lambement. Pour la déterminer, on considére le tenseur module
incrémental microscopique [ (X, \) défini par :

T (x F(A) + Grad v (})), (4.11)

lijkl(ia )\) = m(_’ L
v

et on cherche une variation des déplacements du(X) non constante telle que :
(Lijr (X, A) 6u(X)k) 5 = 0, (4.12)

ou on note par f,; la dérivée 0f/0X;.

Plus particuliérement, étant dans le cas d’une homogénéisation non convexe, on considére

des variations des déplacements kY -périodiques : du(X) = du*P*"(X). Une valeur critique
A& peut étre alors définie comme étant I'infinimum des A pour lesquelles des instabilités
kY -périodiques ont lieu. La valeur critique A, est par la suite définie comme étant I'infini-
mum des A& sur toutes les cellules périodiques possibles kY .
Cette approche est dite approche par ondes périodiques arbitraires, puisqu’elle consiste &
prendre 'infinimum des charges critiques de flambement pour des champs perturbés pério-
diques sur toutes les cellules périodiques possibles kY. L’approche a été utilisée par Abdel-
moula, Krasucki et Marigo pour calculer la charge critique de flambement dans un composite
[Abdelmoula et al., 1993, Abdelmoula et al., 1994|. De la méme maniére, on adopte cette ap-
proche pour calculer la charge critique de lambement dans un réseau de poutres représentant
la microstructure d’un milieu infini.

Par ailleurs, il existe une autre méthode d’homogénéisation des milieux périodiques : I’ho-
mogénéisation par ondes de Bloch. Parmi les références sur cette approche, on retrouve le
livre de Bensoussan et al. [Bensoussan et al., 1978], ou encore les livres de Sanchez-Hubert et
Sanchez-Palencia [Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia, 1989 et 1992]. On cite également Al-
laire et Conca qui ont réussi, en utilisant ces ondes, a étudier le comportement asymptotique
spectral de certaines structures périodiques [Allaire et Conca, 1998]. Contrairement a la pre-
miére approche ot on doit considérer des cellules de plus en plus grandes, cette approche
consiste a ne considérer que la cellule unitaire Y mais avec des champs de déplacements non
périodiques définis par :

Su(X) = 6uP (X) e X, (4.13)

ol 6uP®" est une fonction Y-périodique en X et w = (w;)]i=13 € [0, 27[* sont des nombres
d’onde adimensionnels du mode de bifurcation correspondant suivant les directions (X;)|;=13
respectivement.

Triantafyllidis et Schraad ont utilisé cette approche pour déterminer la surface de charge
d’un nid d’abeilles en aluminium (F1G. 4.1). On note que la taille de la cellule de base qu’ils
ont considéré est plus grande que la taille d’'une cellule périodique minimale.
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Failure in aluminum honeycombs

Fi1Gg. 4.1 — Nid d’abeilles en aluminium |[Triantafyllidis et Schraad, 1998| : (a) Cellule de
base; (b) Surface de charge issue d’une homogénéisation par ondes de Bloch

Pour w fixé, Uinfinimum des A pour lesquelles I’'équation (4.12) est vérifiée pour des ondes
de Bloch est noté A, (w). Geymonat, Miiller et Triantafyllidis ont démontré que U'infinimum
des A\, (w) sur tous les vecteurs nombres d’onde (i. e. pour 0 < w;|i=13 < 27) est égal au
paramétre de chargement critique A, introduit ci-dessus [Geymonat et al. , 1993]. Ce qui
veut dire que ’analyse par ondes de Bloch est équivalente a I’analyse par ondes périodiques
arbitraires. Les deux méthodes donnent lieu & ce qu’on appelle une surface de charge micro.
On note le résultat A, par ATer.
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4.4.2 Surface de charge macro

Dans I'approche par ondes de Bloch, une importante caractéristique du paramétre de
chargement critique A,,(w) concerne la présence d’une singularité a 1’origine du domaine des
nombres d’onde, i. e. & w = (0,0,0) (voir [Schraad et Triantafyllidis, 1997]). Ces nombres
d’onde sont en fait définis comme étant le rapport des dimensions de la cellule d’étude h; sur
les longueurs d’onde L; du mode de bifurcation (w; = 27wh;/L;). Au voisinage de I'origine,
deux types différents de mode de bifurcation sont tracés :

— w = 0 qui donne lieu & des modes Y-périodiques (i. e. du(z) = duP*"(z)).

— w — 0 qui donne lieu a des modes a grandes longueurs d’onde, bien plus grandes que

les dimensions de la cellule d’étude (i. e. L; > h;).

Comme la charge critique d’'un mode & grande longueur d’onde ne coincide pas, en général,
avec la charge critique d’'un mode Y-périodique, alors la surface du paramétre de chargement
critique A, (w) est singuliére a I’origine.

On distingue donc deux situations différentes dans I'approche par ondes de Bloch. Si la
charge critique A, est atteinte pour un w, fini alors le flambement est dit “local”. Si A, est
obtenue lorsque w, tend vers zéro (i. e. w, — 0), le flambement est dit “global”. Dans ce
dernier cas, d’aprés Schraad et Triantafyllidis [Schraad et Triantafyllidis, 1997], le mode de
flambement ne dépend que des propriétés globales du milieu a I’état de chargement en ques-
tion, et la charge critique peut étre retrouvée en considérant les propriétés macroscopiques
(homogénéisées) du modéle de la maniére suivante.

Les auteurs définissent ainsi une nouvelle surface de charge comme étant la premiére perte
d’ellipticité du tenseur module incrémental macroscopique g‘“m (M), obtenue par homogénéi-

sation du tenseur module incrémental microscopique Y-périodique L (X, A). Plus précisément,

la charge critique macroscopique suivant un trajet de chargement donné, notée Ag3ero - est
définie comme étant le minimum du paramétre de chargement A pour lequel il existe un
vecteur unitaire n tel que le tenseur d’ordre 2 n - L™ (X) - n (dit tenseur acoustique) n’est

plus défini positif. La surface de charge résultante est appelée surface de charge macro.
Il est & noter que la charge critique macroscopique est déterminée & partir de éham (\) alors

que la charge critique microscopique est déterminée a partir de [ (X, A), et que comme il y a
perte d’information au niveau local avec gwm (A), alors il a été démontré que \acTo > \micro,

De méme, on a bien A3 > \micro g on considére les ondes de Bloch et qu’on fait la mini-
misation sur tous les w possibles pour déterminer A™™  alors qu’on ne considére que w — 0
pour déterminer A\'*™. Par conséquent, la surface de charge macro donne une limite supé-
rieure a la surface de charge micro.

Par ailleurs, il a été démontré que A\**" est aussi I'infinimum des A pour lesquelles I’équation
(4.12) est vérifiee pour des modes de flambement de la forme suivante :

du(X) = 6u""(X) + (m®n) - X, (4.14)

ou duPe" est Y-périodique et m et n sont des vecteurs unitaires.
En outre, lorsque I’égalité est atteinte (A12°™ = AM™) | c’est-a-dire lorsque, dans I’analyse
microscopique, le minimum de A,,(w) sur tous les w est obtenu pour w — 0, alors le mode
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en postflambement se développe suivant un mode localisé macroscopiquement dont la bande
de localisation est caractérisée par n et m, ol n est le vecteur normal au plan de la bande
et m donne la direction de déplacement de la bande.

4.5 Définition d’une nouvelle surface de charge

Dans leur étude sur les nids d’abeilles (voir Fig. 4.1-a), Triantafyllidis et Schraad ont
obtenu que, dans leur cas particulier, X est atteinte & I'origine du domaine des nombres
d’onde |[Triantafyllidis et Schraad, 1998]. C’est-a-dire soit pour des modes Y-périodiques
(w = 0), soit pour des modes a grandes longueurs d’onde (w — 0) (voir Fig. 4.1-b).

C’est pour cette raison que nous avons développé une procédure simple qui tienne compte
des variations a la fois des modes Y-périodiques et a grandes longueurs d’onde. Pour ce
faire, on remarque que si m dans (4.14) est nul alors du est Y-périodique. Alors, pour un
vecteur unitaire fixé n, on considére A™**(n) comme étant I'infinimum des A pour lesquelles
l’équation (4.12) est vérifiée pour des modes de flambement de la forme :

du(X) = ou"(X) + (U ®n)- X

2

(4.15)
oil U est arbitraire et SuP°" est Y-périodique. Puis, \™** est définie comme étant le minimum
des \™*%(n) sur n (i. e. A™**® = min, A™*%(p)). On appelle la surface de charge résultante,
qu’on définie dans I'espace des contraintes macroscopiques, surface de charge mizte.

On introduit cette surface de charge, d’une part parce qu’elle est plus facile & calculer que les
ondes de Bloch (voir la méthode de calcul dans le chapitre 8), et d’autre part parce qu’elle
permet d’avoir des informations sur la bande de localisation & travers les vecteurs n et m.
Il est & noter que la charge critique macroscopique est toujours supérieure ou égale a la
charge critique mixte (puisque AP est déterminée en considérant seulement w — 0 alors
que A\t est déterminée en prenant le minimum des ), (w) données par w — 0 et w = 0),
et que la charge critique mixte est supérieure ou égale a la charge critique microscopique
(puisque A\™*t¢ est déterminée en prenant le minimum des ), (w) données par w — 0 et
w = 0 alors que A est déterminée en prenant I'infinimum des \,,(w) sur tous les vecteurs
nombres d’onde w) :

)\znicro < )\znixte < Aznacro (416)

En notant n, le vecteur n pour lequel ATt = \mixte(p ) Pégalite \MXte = \Macro et atteinte
lorsque dans ’approche mixte le vecteur 61 correspondant a n, n’est pas nul. De plus, dans
les travaux cités ci-dessus [Triantafyllidis et Schraad, 1998|, on remarque que la dite surface
de charge mixte coincide avec la surface de charge micro qu’ils ont obtenue apres étude par
ondes de Bloch.

Comme on I'a vu précédemment, pour des trajets de chargement proportionnels (4.9),
la solution H.P.P. du probléme (4.8), notée uP"(\), est Y-périodique. Cependant, lorsque A
croit, la solution peut perdre sa stabilité. Afin de faire une analyse de stabilité, on adopte
la méthode de Nguyen [Nguyen, 1995] en introduisant deux hypothéses. La premiére (H1),
appelée hypothése des petites pré-déformations, consiste a supposer que uP¢" () est “petit’et
linéaire en A (i. e. uP?"(\) >~ A@P®", ou @P°" est la solution pour A = 1 en élasticité linéaire.



4.5. DEFINITION D’'UNE NOUVELLE SURFACE DE CHARGE 93

La seconde (H2), consiste a négliger les termes de second ordre en A dans les variations de
second ordre de I’énergie de la cellule d’étude.
Ainsi, si A, est la valeur critique de A pour des variations données, on obtient, :

Jo 0€:c: ded
Ae = min — :
o Jo & : (Grad *ou - Grad du) dQ

s}

(4.17)

ot (de = 1/2(Grad du + Grad ' du) est le tenseur des déformations linéarisé, et & est le
champ de contraintes correspondant & u”*".
On doit faire ’analyse de stabilité des trajets de chargements proportionnels (4.9) avec :

E (a1,00) = aie; @ € + oy ® €y + €3 @ €3, (4.18)

ou ey, e, et e; sont les axes principaux, et a; et ap sont les parameétres qu’on fait varier.
C’est pourquoi, les chargements sont des déformations macroscopiques qui dépendent du
paramétre croissant A = F33 — 1. Ces chargements sont appliqués au réseau infini via des
conditions de périodicité appliquées sur les noeuds situés sur les bords de la cellule d’étude
et reliés deux a deux entre eux.

Les surfaces de charge décrites plus haut sont obtenues en faisant varier oy et ap dans (4.18)
et sont tracées dans 'espace des contraintes macroscopiques principales calculées numeéri-
quement. En fait, pour oy et ay données, on calcule la premiére valeur critique positive AF
et la premiére valeur critique négative A\;. Cette derniére correspond a la premiére valeur
critique positive du trajet de chargement :

E ()\) ==\ E (011, 012).

Afin de calculer ces surfaces, on utilise 'approche par ondes périodiques arbitraires, i. e. pour
un trajet de chargement donné, on considére des variations des déplacements périodiques sur
des cellules d’étude de plus en plus grandes, ainsi que I'approche par ondes mixtes, i. e. pour
un trajet de chargement donné, on considére des variations des déplacements non périodiques
sur une cellule d’étude minimale.

Dans le présent travail, nous allons également faire des analyses en grandes déformations
sur des cellules de plus en plus grandes. En fait, en considérant uniquement des modes de
déformations symétriques induites par de “petites “ cellules d’étude, Zhu et ses collaborateurs
[Zhu et al., 1997°] n’ont pas réussi & prédire la phase plateau en compression en grandes dé-
formations. Les cellules d’étude qu’on considére dans notre analyse en grandes déformations
sont chargées en déplacement controlé suivant la direction verticale (e; dans les figures).
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Deuxiéme partie

Compression et déformation uniaxiales
des mousses
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Introduction

n modélise la microstructure des mousses solides a porosité ouverte par un réseau pério-

dique infini de poutres. L’assemblage des poutres forme des cellules tétrakaidécaédriques
disposées de maniére a paver ’espace. On rappelle que, dans les expériences d’écrasement
des mousses, leur comportement est caractérisé par une phase élastique linéaire (jusqu’a 5%
de déformation en moyenne) suivie d’une phase de plateau (jusqu’a 80% de déformation en
moyenne) et se termine par une phase de densification du matériau. La premiére phase a
déja été étudiée par Pradel [Pradel, 1998]. 1l a déterminé les coefficients élastiques homogé-
néisés du réseau de tétrakaidécaédres en fonction des coefficients élastiques du solide dans les
poutres. Dans ce travail, on veut poursuivre ’étude jusqu’a la deuxiéme phase, phase per-
mettant aux mousses d’étre de bons prétendants pour absorber I’énergie & un faible niveau
d’effort. Celle-ci résulte probablement d’une interaction complexe entre plusieurs facteurs
tels que la non-linéarité géométrique, la non-linéarité matérielle et les problémes de contact.
On se limite au premier cas, c’est-a-dire la non-linéarité géométrique due aux grandes trans-
formations. Par conséquent, on considére le solide dans les poutres élastique linéaire, et on
étudie la réponse du réseau en grandes transformations. On choisit deux types de charge-
ment : une compression uniaxiale et une compression cedométrique (déformation uniaxiale).
De plus, on essaye de voir I’effet du flambement des poutres (arétes des cellules) sur le com-
portement du réseau (la mousse). Pour simuler le réseau infini, on choisit une cellule de base
périodique a laquelle on applique le chargement sous forme de conditions de périodicité. On
introduit ensuite la géométrie discrétisée, le comportement (micro) et le chargement dans un
code de calcul par éléments finis (ABAQUS).
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Chapitre 5

Description de I’étude numérique

5.1 Géométrie du probléme et choix d’une cellule de base

[’étude d’une mousse tridimensionnelle, modélisée par un pavage en tétrakaidécaedres
de I'espace qu’elle occupe, est beaucoup trop lourde numériquement. Par conséquent, on
simplifie ’étude en choisissant un micro-volume qui, une fois comprimé, donne des résultats
représentatifs de ceux que l'on observe sur de grands spécimens multicellulaires. Pradel
[Pradel, 1998| a identifié une cellule représentative minimale que I’on note Cn (voir FIG. 5.1).
Cette cellule est inscrite dans un parallélépipéde de dimensions (a,a,a/2), ol a est la hauteur
d’un tétrakaidécaedre. Elle est équivalente, au sens des volumes, a un tétrakaidécaédre. Elle
admet 12 noeuds géométriques et 12 arétes. Les vecteurs qui permettent d’obtenir le réseau
& partir de la reproduction d’une cellule périodique par translation, sont appelés vecteurs
directeurs de cette cellule. Des vecteurs directeurs de la C,;, sont trois vecteurs dont les
extrémités ont des nceuds de méme numéro (ns ou ng). On note que ces vecteurs ne sont pas
orthogonaux.

(ng)

Fi1G. 5.1 — Une cellule périodique minimale : Cin

Cependant, ce type de cellule périodique minimale n’est suffisant que dans le cadre des
petites perturbations, mais il risque de ne plus I’étre pour des modes de déformations non
symétriques nécessitant une moindre énergie en grandes transformations. D’ailleurs, Papka
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et Kyriakides |Papka et Kyriakides, 1994| se sont déja intéressés a ce type de probléme. Ils
ont alors défini des conditions minimales & satisfaire dans le choix du micro-volume, qui sont
les suivantes :

1. le micro-volume doit avoir la méme rigidité que la structure mére en régime élastique
stable ;

2. il doit avoir la taille, les degrés de liberté et les symétries qui permettent la simulation
et la progression des modes d’instabilité appropriés;

3. il doit étre capable de reproduire correctement le mécanisme d’arrét de flambement
des cellules.

De plus, dans les problémes de structure o ont lieu des propagations d’instabilité, Kyria-
kides [Kyriakides, 1993| a montré qu’on peut avoir une assez bonne vue sur la mécanique du
probléme en analysant un micro-volume représentatif de la structure sous le méme charge-
ment que la structure mere.

Papka et Kyriakides ont appliqué cette approche sur des nids d’abeilles bidimensionnels
|[Papka et Kyriakides, 1998, par exp.|. En procédant de la méme fagon, on obtient la cel-
lule périodique présentée dans la F1G. 5.3. On l'appelle cellule de base et on la note CB.
Cette nouvelle cellule est constituée d’un tétrakaidécaedre central entouré de dix demi-
tétrakaidécaédres latéraux et de deux demi-tétrakaidécaedres, I’'un au-dessus et I'autre au-
dessous du tétrakaidécaédre central.

[ [ -

F1G. 5.2 — Cellule de base du réseau tétrakaidécaédrique : vues suivant trois plans

Cette cellule est incluse dans un parallélépipéde de dimensions (2a,a,2a). Elle est équivalente,
au sens des volumes, & huit tétrakaidécaédres. En effet :
— Le volume V; d’un tétrakaidécaeédre est donné par [Gibson et Ashby, 1988 :

V, =11.310%. (5.1)
— Le volume Vg de la cellule de base est :

Vop = 4a® = 64v213, (5.2)
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F1G. 5.3 — Cellule de base du réseau tétrakaidécaédrique : vue dans I’espace

car
a=2V2l. (5.3)
D’ou
VCB
— =38. 5.4
v, (5.4)

Comme dans un premier temps on s’est intéressé a des chargements uniaxiaux, on a su-

perposé au-dessus et au-dessous de la CB (suivant I’axe du chargement) deux autres CB.
La cellule résultante est appelée CB3 (F1G. 5.4-a). Cette cellule est incluse dans un paral-
lélépipéde de dimensions (2a,a,6a). Elle est équivalente a 24 tétrakaidécaédres. Ensuite, on
a encore rajouté encore deux autres CB suivant le méme axe de chargement. On obtient
alors la CB5 (F1G. 5.4-b). Cette cellule est incluse dans un parallélépipéde de dimensions
(2a,a,10a). Elle est équivalente a 40 tétrakaidécaédres.
Par ailleurs, dans la derniére partie de ce manuscrit, on va s’intéresser au cas des chargements
multiaxiaux. Pour cette raison, on a construit également une cellule dont la dimension sui-
vant chacun des trois axes est égale a la dimension maximale de la CB3, c¢’est-a-dire 6a. On
Pappelle CB333 (FIG. 5.4-c). Elle est incluse dans un cube (d’arétes 6a) et elle est équivalente
a 432 tétrakaidécaédres.

On note que le choix de la taille des cellules s’est fait, au fur et & mesure, en fonction des
résultats obtenus. D’autres cellules ont été construites a titre de vérification de l'invariance
d’un résultat. Par exemple, dans le cas ol la CB donne le méme résultat que la CB3 pour
un chargement prépondérant suivant 1’axe e5 (I’axe verticale), on vérifie qu’en doublant la
taille de la CB latéralement, le résultat ne change pas (FI1G. 5.6).

Dans toutes ces cellules, afin de reproduire correctement un réseau infini de tétrakaidécaédres
par assemblage des cellules périodiques, les poutres situées sur le bord parallélépipédique de
ces cellules ont une section moitié de celle des poutres situées a l'intérieur du parallélépipéde.
Ces différences de section sont illustrées sur la F1G. 5.5 de la CB o les sections entiéres sont
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(a) (b) (©)

F1G. 5.4 — Cellules de base parallélépipédiques : (a) CB3, (b) CB5, (¢) CB333

représentées en vert et les demi-sections en rouge, et sur la FiG. 5.6 de la CB et de la CB
dédoublée latéralement ou les sections entiéres sont représentées en bleu et les demi-sections
en vert.

S
—S/2

ﬁ
\// , w
3 [

F1G. 5.5 — La cellule de base : deux sections différentes

7

7
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(N

F1G. 5.6 — Superposition de deux cellules de base suivant I’horizontale et sections correspon-
dantes

5.2 Comportement adopté

Comme on veut étudier ’effet des non-linéarités géométriques sur la réponse de ce type de
matériau, on considére le comportement le plus simple pour le solide constitutif de la mousse :
I’élasticité linéaire isotrope. Celle-ci est donnée par la densité d’énergie de déformation :

~~

w(f) =

e :

e

‘e, (5.5)

N | —

ot e = 1/2 (f'f — I) est le tenseur de déformations Lagrangien local et f est le tenseur
gradient de la transformation locale défini par f=0z/0X. Xetz désignent_ respectivement

la position du point matériel dans la configuration de référence et dans la configuration
actuelle. c;j; sont les coefficients élastiques :

E;
2(1 4+ vy)

avec 0;; le symbole de Kronecker.

Les méthodes d’évaluation des propriétés élastiques linéaires (dans I’hypothése des petites
perturbations) des matériaux & microstructure sont bien établies et ne font pas I’objet d’une
étude dans le cadre de cette thése. Dans le cas du réseau de tétrakaidécaédres, le matériau
obtenu est cubique. Le comportement est donc entiérement décrit par trois coefficients élas-
tiques indépendants : le module de Young homogénéisé E,,, (m pour mousse), le coefficient de
Poisson homogénéisé (dit aussi coefficient de Poisson apparent) v, et le module de cisaille-
ment homogénéisé G,,. On note que E,, est le méme suivant les trois directions principales

VsEs

(5ik5jl + (5il5jk) + (1 + 7/5)(1 — 21/3)

04Ok, (5.6)

Cijkl =
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du réseau cubique. La loi de comportement de ces mousses dans ce référentiel a été déter-
minée notamment par Pradel [Pradel, 1998|. Si on note ¢;; les composantes du tenseur de
déformation linéarisé et o;; les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy, cette loi
de comportement est donnée par :

o Upm,
( €11 = E—H o (092 + 033)
€22 = 2—2; — 2—7; (033 + 011)
5.7
. v v : (5.7)
€33 = T B (011 + 092)
1 : )
\ €ij = G, oj; pour i#j
avec
1 1 1212 4
B ov3 BA T EL) (5:8)
1121, — 24
n=—=— 5.9
v 2 121, + A (5.9)

G 3V2AE (I + $1, + 41) (510)
" R(120F + 48001 + 121,81, + S AL + 4P AL + AP AL '

et ol on note [ la longueur de la poutre, A sa section, I; son inertie suivant le premier axe

principal ni, I son inertie suivant le second axe principal ns et I; son inertie de torsion.
Gs = Es/2(1 + vs) étant le coefficient de cisaillement du solide constituant la mousse.

Dans la F1G. 5.7, on représente les axes principaux (ni, ne,t) d’'une poutre a section rectan-
gulaire.

5.3 Discrétisation du probléme

5.3.1 Type d’éléments

Considérer les arétes des cellules comme des poutres est une hypothése pour réduire ma-
thématiquement le probléme & une dimension ; c’est-a-dire un probléme dont les solutions
dépendent uniquement de la position du point matériel sur I'axe de la poutre. Pour qu’une
telle hypothése soit raisonnable, il est clair que 1’élément doit étre un milieu continu dans
lequel on peut définir un axe tel que la plus courte distance de ’axe & n’importe quel point
du milieu est petite comparée & la longueur de I’axe.
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n

|z

F1G. 5.7 — Axes principaux d’une poutre

Il existe plusieurs niveaux de complexité pour lesquels la réduction a un probléme unidimen-
sionnel peut étre faite et différents types de poutre utilisent différentes hypothéses. L’ap-
proche la plus simple de la théorie des poutres est I'hypothése classique d’Euler-Bernoulli
qui impose que les sections planes initialement normales a ’axe de la poutre restent planes,
normales a I'axe de la poutre et sans distorsion. Les éléments de type poutre dans ABAQUS
qui utilisent une interpolation cubique (éléments type B23, B33, B34, etc.) utilisent tous
cette hypothése implémentée dans le contexte des grandes rotations mais des petites défor-
mations. Cette approximation peut étre également utilisée pour formuler des poutres avec,
outre les grandes rotations, les grandes déformations axiales. Les éléments du type poutre
qui utilisent une interpolation linéaire ou quadratique dans ABAQUS (B21, B22, B31, B32,
etc.) sont basées sur une telle formulation, avec en plus le fait que ces éléments permettent
les déformations dues au cisaillement ; c’est-a-dire que la section peut ne pas nécessairement
rester normale a ’axe de la poutre. Cette extension conduit & la théorie des poutres de Ti-
moshenko [Timoshenko, 1956] et est généralement considérée comme plus réaliste pour des
poutres plus épaisses dont la flexibilité au cisaillement peut étre importante. Ces éléments
dans ABAQUS sont formulés de telle sorte qu’ils soient efficaces pour les poutres minces, oil
la théorie d’Euler-Bernoulli est précise, aussi bien que pour les poutres épaisses : C’est ce
type de poutres qu’on utilise dans notre étude numérique.

D’autre part, dans la formulation du modéle, ABAQUS suppose qu’au cours du mouvement,
le rayon de courbure de la poutre est grand comparé aux distances dans une section. Une
hypothése supplémentaire est que la déformation dans une section de la poutre est la méme
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dans toutes les directions et que cette déformation change I’aire de la section de telle maniére
que le produit de I'aire par la longueur suivant I’axe de la poutre entre deux points matériels
reste constante dans le temps. Ce qui revient & supposer que le matériau est incompressible.
Certaines autres hypothéses sont également faites lors des dérivations (voir Annexe B pour
la formulation des modéles de poutre dans ABAQUS).

Si on note par 1 la longueur de 1’élément et par d la plus grande distance qui sépare un
point de la section de I'axe de cet élément, le choix du type de poutre dans ABAQUS est
donné par les inégalités suivantes :

— Poutre d’Euler-Bernoulli :

d 1
=-< —. a1
< [ — 15 (5.11)
— Poutre de Timoshenko :
d 1
= - < —. 5.12
(=7<3 (512

Pour les mousses, ce rapport ( dépend de sa densité relative d,.
Dans le cas de cellules tétrakaidécaédriques, Zhu et al. [Zhu et al., 1997?] montrent que pour
des arétes de section A, la densité relative est donnée par :

3 A
dr = —= &
2v2 1
On note que dans leur calcul du volume des cellules, ils négligent le volume occupé par les
arétes.

(5.13)

Suivant la forme de la section des arétes adoptée dans la modélisation, il y a une valeur
maximale de la densité relative pour laquelle le cadre d’application des poutres d’Euler-
Bernoulli est valide (de méme pour les poutres de Timoshenko) :

— Pour une section carrée de coté ¢ (section utilisée notamment par Dement’ev et Tara-

kanova [Dement’ev et Tarakanova, 1970% et 1970°]), la densité relative devient :

2 avec 5:; (5.14)

3
d, G
Or pour une section carré, d = t1/2/2 (la plus grande distance qui sépare un point
de la section de I’axe de cet élément). En utilisant (5.11) et (5.12), on en déduit que
la modélisation par des poutres d’Euler-Bernoulli reste valable pour les mousses de
densité relative inférieure ou égale a 3/(15%v/2) ~ 0.009 et celle par des poutres de
Timoshenko est valable jusqu’a 3/(8%v/2) ~ 0.033.

— Pour une section triangulaire d’arétes b (section utilisée notamment par Zhu et al.
[Zhu et al., 1997°]), la densité relative devient :

3 /3 4 _ b
dr—8\/;§ avec §—l. (5.15)

Or dans ce cas, d = 2h/3 = b/+/3. La modélisation par des poutres d’Euler-Bernoulli
s’applique alors pour d, < 9\/?:/ (8\/§ 15%) ~ 0.006 et celle par des poutres de Timo-
shenko est valable jusqu’a d, = 9/3/(8v/28%) ~ 0.022.
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— Pour une section circulaire de rayon 7, on a :

3m T
d, = —— &2 avec = -. 5.16
e Vi & ] ( )

Et comme d = r, alors on ne peut considérer que les mousses de densité relative
inférieure ou égale a 37/(2v/215%) ~ 0.015 pour une modélisation par des poutres
d’Euler-Bernoulli alors qu’on peut aller jusqu’a 37/(2v/28%) ~ 0.052 pour des poutres
de Timoshenko.

Par ailleurs, dans [Zhu et al., 1997°], les auteurs considérent que pour un rapport su-
périeur & 3 de la longueur sur le diamétre ¢ de l'aréte, la théorie des poutres peut étre
adoptée.

— Pour la section carrée de coté t, ¢ = v/2t. Pour satisfaire & la théorie des poutres, on ne

peut donc considérer que les mousses de densité relative inférieure a 1/ 12v/2 ~ 0.059.

— Pour la section triangulaire d’arétes b, ¢ = h = b\/§/2. Pour satisfaire a la théorie
des poutres, on ne peut donc considérer que les mousses de densité relative inférieure
41/6v6 ~ 0.068.

— Pour la section circulaire de rayon r, ¢ = 2r. Pour satisfaire a la théorie des poutres,
on ne peut donc considérer que les mousses de densité relative inférieure a 7/24v/2 ~
0.093.

On récapitule ces résultats dans le tableau ci-dessous (5.1).

Modélisation de 'aréte Poutres | Euler-Bernoulli | Timoshenko
Critére o/l <1/3 d/l <1/15 djl <1/8
Modélisation de la section Densité relative maximale

Carrée 0.059 0.009 0.033
Triangulaire 0.068 0.006 0.022
Circulaire 0.093 0.015 0.052

TAB. 5.1 — Les densités relatives maximales pour des modélisations valables de : (1) poutres;
(2) poutres d’Euler-Bernoulli; (3) poutres de Timoshenko

Malgré un large éventail des densités relatives des mousses commercialisées, les mousses
utilisées pour ’absorption de choc ont en général une densité relative qui se situe autour de
0.05. On ne remet pas en cause l'utilisation des poutres pour modéliser ce type de matériau,
mais on remarque qu’a ces valeurs de d,, il serait peut-étre préférable de ne pas considérer
les arétes comme étant des poutres minces. C’est pour cette raison, sauf pour faire des
comparaisons avec des poutres classiques du type Euler-Bernoulli (élément type B33 dans
ABAQUS), que l'on adopte des éléments du type poutres de Timoshenko dans les calculs
numériques. Ainsi, on utilise des poutres linéaires de premier ordre (a deux noeuds) basées
sur une théorie de poutres tenant compte du cisaillement, de la compression des arétes et de
cinématiques non linéaires permettant des grandes déformations axiales (élément type B31
dans ABAQUS). Le nombre d’éléments utilisé dans les calculs a été déterminé en raffinant
le maillage de 1 a 8 éléments de type poutre par aréte. D’aprés les résultats de calcul, on a



68 CHAPITRE 5. DESCRIPTION DE L’ETUDE NUMERIQUE

considéré qu’un nombre de 4 éléments par aréte suffit. Dans ce cas, la cellule CB333 contient
32160 nceuds et 22464 éléments alors que la cellule minimale C,;, ne contient que 91 nceuds
et 48 éléments.

Le tableau ci-aprés (TAB. 5.2) résume les différentes caractéristiques des cellules d’études
adoptées. Chaque élément de poutre du type B31 admet un point d’intégration Gaussien sur
sa longueur, 17 points d’intégration a travers son épaisseur, et est intégré par le biais des
formules de Simpson.

Cellule Taille du Nombre Nombre Nombre équivalent
d’étude || parallélépipéde | de Neeuds | d’éléments | de tétrakaidécaedres
Cumin (a,a,a/2) 91 48 1
CB (2a,a,2a) 1936 512 8
CB3 (2a,a,6a) 5168 1472 24
CB5 (2a,a,10a) 7894 2432 40
CB333 (6a,6a,6a) 32160 22464 432

TAB. 5.2 — Résumé sur les cellules d’étude adoptées : taille, nombres de nceuds, d’éléments
et de tétrakaidécaédres

5.3.2 Section des arétes

Chaque poutre formant le réseau de cellules tétrakaidécaédriques est a I'intersection d’un
carré et de deux hexagones. C’est pour cette raison que les sections des arétes peuvent étre
modélisées par des triangles [Zhu et al., 1997°], ou encore par des sections formées de trois
arcs circulaires en contact [Plateau, 1873]. Pour passer outre les problémes de définition
intrinséque des axes d’inertie, on propose d’étudier une section circulaire définie & partir
d’une équivalence en inertie & une section triangulaire. En effet, dans le comportement des
poutres en flexion, le terme prépondérant est l'inertie :

1272 < 14
EA B

(5.17)

D’otl en considérant une section circulaire et en remplagant A et I; dans (5.17) par leurs
expressions en fonction du rayon r, on obtient r/l < 1/+4/3. D’aprés (5.16), ceci est vérifié
pour d, < 1.

On se propose donc de partir des données d’une section triangulaire (b,d% et [©) pour
déterminer celles de la section circulaire équivalente (r,d® et [©) :

1. On impose une équivalence en inertie :

IO =17, (5.18)



5.3. DISCRETISATION DU PROBLEME 69

avec
o mrt o L
I = Ve le moment d’inertie de la section circulaire
(5.19)
3
P = % b* : le moment d’inertie de la section triangulaire
D’ou :
3 i
r=( \/_) b. (5.20)

247

On obtient donc directement le rayon r de la section circulaire a partir du coté b de la
section triangulaire.

2. On considére la méme densité relative :
d© = d->. (5.21)

Ce qui, d’aprés (5.16), donne :
T 22
- = —d, |. 5.22
[ ( 3 ) ( )

On obtient donc la longueur [ de la poutre a section circulaire a partir de la densité
relative d, de la section triangulaire et du rayon r précédemment calculé.

On note que la densité relative d, exprimée en fonction de la section A de la poutre
dans (5.13), peut étre également exprimée en fonction du moment d’inertie I;. Dans
ce cas, I'expression dépend de la forme de la section a travers un parametre Ogecto :

VI

dr - Hsecto l—2 (523)
Pour les cas d’une section triangulaire et d’une section circulaire, on a :
3V3 .1
Op = T\f (3)
(5.24)

3
0 = —
O \/5
Comme on prend une méme densité relative d, et un méme moment d’inertie I; pour

les deux sections, on peut donc calculer la longueur [~ de la poutre & section circulaire
a partir de la longueur /5 de la poutre & section triangulaire :

0 2
Io= i In = (%) In. (5.25)

VT
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Application numérique :

En partant, par exemple, des données de la section triangulaire de Zhu et al. [Zhu et al., 1997°] :

b = 310 °m
d, = 0.0252 , (5.26)
(donc I = 1.28107*m)

on obtient les données correspondant a la section circulaire équivalente :

{r = 1.1710°m

| = 13410 *m ° (5.27)

On note que les résultats en contrainte sont donnés suivant un adimensionnement qu’on
exposera plus loin, et que pour étudier différentes valeurs de la densité relative de la mousse,
on fera varier la longueur [ des poutres.



Chapitre 6

Compression et déformation uniaxiales

Dans ce chapitre, on définit le mode de chargement sur la structure périodique. Puis
on 'applique aux deux premiers cas de chargements considérés : la compression et la
déformation uniaxiales. Ensuite on détaille les calculs numériques réalisés.

6.1 Définition du chargement
Par définition, le tenseur gradient de transformation est tel que :
de =F-dX (6.1)

ou X et z sont respectivement les positions d’un point matériel dans la configuration de
référence et dans la configuration actuelle.

Soit u le vecteur déplacement de ce point matériel (u(X) = z— X). Comme il s’agit d’'un mi-
lieu périodique, les champs de déplacements cinématiquement admissibles avec la périodicité
sont de la forme :

X+ P

{Q(X) = E- ’ (6.2)

f:

6, It

ol ¢ est le vecteur rotation du point matériel, E est le tenseur de déformation de Biot défini
par :

Il
I~

, (6.3)

et uP® et P® sont respectivement des champs de déplacement et de rotation périodiques.
Sur une cellule d’étude, les conditions de périodicité lient les nceuds situés sur ces bords.
La structure infinie est obtenue, a partir des cellules notées CB, CB3, CB5 et CB333, par
translations de h;e;, ot h; est la hauteur de la cellule suivant la direction e;. Les nceuds
associés par les conditions de périodicité sont alors les paires de noeuds situés sur les faces
opposées du parallélépipéde dans lequel s’inscrit la cellule d’étude (faces situées a X; = +h;/2
et Xz = —hz/2)

Cependant, pour la cellule minimale C;,, les vecteurs directeurs du réseau périodique ne
coincident pas avec les axes principaux du parallélépipéde dans lequel s’inscrit la cellule. On

71
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schématise les nceuds associés par la périodicité dans la F1G. 5.1 par des boules de méme
couleur et de méme numéro n; aveci = 5 oui = 6.

Pour faciliter la mise en équation des conditions de périodicité, on introduit les notations
suivantes :

— (' désigne la cellule d’étude;;

— OC*™ et OC'~ désignent les faces au bord de C, respectivement normales & ¢, et —e, ;

— X et X' désignent les vecteurs positions dans la configuration de référence des

neeuds associés, respectivement situées sur 9C'* et 9C*~ ;

— U™ et U" sont les déplacements totaux de ces noeuds associés

~ ¢"" et ¢’ sont leurs rotations.
Ainsi, excepté pour Cpin, on a X;* = X7~ pour j # i et X;¥ = X/~ + h;.

6.1.1 Déformation imposée

Dans un probléme ou le chargement est imposé par la donnée de E, les conditions de
périodicité sur le déplacement total sont données par :

?i-l— _éi— — 0:

On appelle une déformation uniaxiale le cas d’une déformation cedométrique, c’est-a-dire
le cas ou seule une composante diagonale du tenseur des déformations est non nulle. Une
déformation uniaxiale d’intensité A suivant e; est définie par E = A e; ® e5. Ce qui revient
a imposer aux degrés de liberté des couples de nceuds associés les conditions suivantes :

Ut -Ut = 0
Ut U = 0
Q3'+ _ Q'?)f — )\hg e; (65)
0T —d" =0

En outre, pour des raisons de stabilité numérique, on élimine les déplacements de solides
rigides en annulant les déplacements horizontaux wu, us et la rotation 3 d’un nceud de la
cellule d’étude (autre que les nceuds du bord).

Il est & noter que cette fagon d’imposer le chargement ne fait pas intervenir le comporte-
ment du matériau. Elle est donc valable aussi bien en petites perturbations qu’en grandes
déformations.

6.1.2 Cas de la compression uniaxiale

Une compression uniaxiale est un chargement ol seule une composante diagonale du
tenseur des contraintes est non nulle. Une compression suivant ’axe e; est définie par le ten-
seur de contraintes macroscopique de Boussinesq (ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff) :
3 = Y33 e3 ® es. Sachant que les conditions de périodicité de la forme (6.4) doivent étre
réalisées, le probléme devient le suivant : définir E de maniére & ce que la contrainte macro
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résultante soit une compression uniaxiale. Pour résoudre ce probléme, on se donne Es;3 tan-
dis que les Eij|(i,j)¢(3,3) sont considérés comme des degrés de liberté inconnus. En effet, on
rappelle que dans le cas de 1’élasticité, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
est défini par :

awhom ( E)

5B = 5z

(6.6)

ot W™ est la densité d’énergie de déformation homogénéisée. Par conséquent, la stationa-
rité de I’énergie de déformation de la cellule d’étude a I’équilibre implique :

8Wh0m _ awhom
OE;;  OF

=Y,; =0 pour (3,5) # (3,3). (6.7)

C’est pourquoi on choisit, pour chaque paire de faces opposées (0C*™, 9C'~), une paire de
nceuds associés de référence (X P X' f). Leurs déplacements et rotations sont respective-

ment notés (U pU'es) et (qb“L o ® qb’_ ) Et les conditions de périodicité deviennent :
1. sur les paires de nceuds de reference
i+ _ i— ().
ref Qref - O’
2. sur les noeuds associés de (0C1T, 0C™)
{ (QH— - U1 ) (Ulef Uref) =0 .
o't — o' = 0
3. sur les noeuds associés de (0C?*+, 0C?7)
(Q2+ - Qz 2) (U;ref Uref) =0 .
Al =0
4. sur les noeuds associés de (9C3T, 0C37)
(U12+ - Ug ) (Ul ref Ul ref) =0
U = U, ) (U2 el U2 ref) =0
?3-1— ?3— = 0

De plus, on annule les mouvements rigidifiants en fixant un nceud de la cellule d’étude (hormis
les bords) en translation suivant les trois axes et en rotation autour de I’axe e .

6.2 Etudes numériques

La densité relative des mousses & porosité ouverte varie généralement de 0.02 & 0.1. Les
résultats présentés dans le chapitre suivant concernent un réseau de cellules tétrakaidéca-
édriques dont la densité relative est de 0.06. Les arétes de ces cellules sont modélisées par
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des poutres de Timoshenko. Les calculs sont faits sur une cellule minimale C,;, (a,a,a/2),
puis la cellule dite de base CB (2a,a,2a), ensuite sur trois cellules de base CB3 (6a,a,2a) et
enfin sur cinqg cellules de base CB5 (10a,a,2a) superposées selon 1’axe de chargement prépon-
dérant e3 (F1G. 5.3 et (a) et (b) de F1G. 5.4). On rappelle que des cas ou la cellule a été
doublée suivant 1'axe e; ont été étudiés pour vérifier I'invariance des résultats suivant cet axe
(F1G. 5.6).

6.2.1 Elasticité linéaire en petites perturbations

Pour vérifier que ’on retrouve bien les résultats déja obtenus analytiquement par certains
auteurs, on réalise une premiére étude numérique dans le cadre de I’hypothése des petites
perturbations.

En déformation uniaxiale, le module apparent, dit cedométrique, suivant la direction e, est
donné analytiquement par :

ped _ En(1—vy) _ E,. (6.8)
™ (T4 vm) (1 = 2u,) 20,2 ' '
41
Ump — 1
L’énergie de déformation macroscopique est :
1
wmeere = = Rt Eg, Vo, (6.9)

ol Vcg est le volume apparent de la cellule d’étude (par exemple Vog = 4a® pour la CB).
L’énergie de déformation microscopique W™ est calculée par ABAQUS. Par homogénéi-
sation, on a :

sz'c*ro — Wmacro — Wh,om- (610)

Et comme la déformation de Biot est donnée par Es3 = (Us™ — US ) /hs, (hs = 2a pour
la CB, 6a pour la CB3 et la CB333, et 10a pour la CB5), alors on peut retrouver le module
cedométrique numériquement a partir de :

2hg W hom

Ext = : 6.11
" UF - U ) Ve (6:-1)
En compression uniaxiale, I’énergie de déformation macroscopique est :
1
W = = En E3; Ve, (6.12)

Par le méme raisonnement, on peut retrouver le module de Young numériquement a partir
de :

2h3Whem

E, = .
(Ust —U3™)? Ve

(6.13)



6.2. ETUDES NUMERIQUES 75

De plus, en notant par 7; la déformation suivant 1’axe e;, on peut vérifier que ’on a bien,
dans le cas de la compression uniaxiale, y; = 7 , & partir de :

Ut —U- U -Ur
Y= I et 7= I ;

(6.14)
ol h; est la hauteur de la cellule d’étude suivant e;. Aprés vérification de I'égalité v, = v, = 7,
en raison de la symétrie cubique du modéle, on peut procéder au calcul du coefficient de
Poisson apparent :

v

_ 6.15
om (6.15)

Vpp =

L’énergie de déformation W™ et les déplacements aux nceuds Ut et U}~ étant donnés
par les résultats du calcul ABAQUS, on peut alors procéder & une comparaison avec les
valeurs attendues de E®%, E,, et vp,.

6.2.2 Elasticité linéaire en grandes transformations

Dans le cas de 'élasticité en grandes transformations, on peut tracer la courbe ¥33 —
E33, de la compression uniaxiale ou de la déformation uniaxiale, a partir de 1’énergie de
déformation W™ obtenue numériquement par le biais de la formule :

awhom 1 awmicro

E = =
BT 0By Vep OEss

(6.16)

On rappelle que dans le cas de la compression uniaxiale, le comportement élastique li-
néaire en grandes transformations a déja fait ’objet d’une étude analytique avec des poutres
d’Euler-Bernoulli [Zhu et al., 1997°]. La contrainte adimensionnelle (X* = Y/F,d?) et la
déformation suivant ’axe de chargement e, sont données par :

22T

She = —a (K] — B[S, 57
(6.17)
E[p®] — E[J, p°]
= 1—+2(2 -1
g VR w7 Y
avec .
p = sin%
5 = . sin%
= arcsmsing , (6.18)
b = 45°
X € [¢,176°%
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et ol on note par :

— F[¢, m| : Pintégrale elliptique de premier type

¢ 1 T T
IF[QS,m]:/ = od —S<g< i, (6.19)
0 y/1—msin?@ 2 2
— K[m] : intégrale elliptique compléte de premier type
Kjm] = F[5,m] ; (6.20)
— E[¢p, m] : 'intégrale elliptique de deuxiéme type
¢ " . 7 T
E[p,m] = V1—msin®6df ou —§§¢§5; (6.21)
0
— E[m)] : I'intégrale elliptique compléte de deuxiéme type
Ejm] = ]E[g ,m. (6.22)

Afin de procéder a une comparaison avec le résultat numérique, ce résultat analytique a été
programmé sur MATHEMATICA.

6.2.3 Flambement élastique

Outre le fait des non-linéarités géométriques engendrées par les grands déplacements que
subit le matériau, il existe un autre phénoméne qui expliquerait le palier obtenu et raison pour
laquelle les mousses présentent un intérét pour ’absorption d’énergie lors d’un choc. D’apres
les observations lors des expériences, les arétes des mousses subissent des microflambements
ou des flambements globaux tout en s’écrasant de fagon importante a de faibles niveaux de
contrainte. Ce phénomeéne a été observé par Pradel et Alaoui en dessinant un grillage sur un
échantillon de mousse de caril (voir FIG. 6.1).

: 0 T
ABRNBEY 35 :i%if- -
: “‘:"—;Lﬁ-rr' ‘#.ZL:E’ 3
i1l

F1G. 6.1 — Flambement global d’une mousse de caril |F. Pradel et A. Alaoui]

On s’intéresse, dans un premier temps, a I’étude du flambement des mousses pour les deux
cas de chargement de déformation et de compression uniaxiales, sur les différentes tailles des
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cellules d’étude. ABAQUS dispose de deux méthodes pour calculer les charges critiques de
flambement. Une premiére, dite méthode du “subspace”, consiste & décomposer le probléme
en plusieurs sous-problémes et est utile dans le cas ol I’on recherche plus des 20 premiéres
valeurs propres. La deuxiéme, qui est celle qu’on a utilisé puisqu’on ne s’intéresse qu’a la
premiére valeur propre, est la méthode de Lanczos. La valeur de la charge critique donnée
par ABAQUS correspond & un facteur A qui multiplié par la déformation imposée donne la
déformation critique de flambement. Pour cette raison, dans le fichier de données, on impose
une différence de déplacement égale & 1 entre les nceuds de la face supérieure et ceux de la
face inférieure, et on déduit directement la déformation critique de chargement en divisant
A par la hauteur de la cellule d’étude.
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Chapitre 7

Résultats et discussions

Les résultats obtenus sont représentés en utilisant la contrainte adimensionnelle ¥ par le
module de Young du solide F; multiplié par le carré de la densité relative d, de la mousse
(2* = ;/(Es dTQ))-

7.1 Elasticité linéaire en petites perturbations

— D’une part, les résultats des calculs numériques faits sur différentes tailles de cellules
sont les mémes (erreur relative maximale de 0.07 %). Ce qui est prévisible : quel que
soit le chargement imposé, en H.P.P. une cellule minimale telle que la C;, suffit pour
retrouver les caractéristiques mécaniques du réseau périodique. Ceci parce qu’en petites
perturbations I’énergie de déformation est convexe.

— D’autre part, ces résultats correspondent aux résultats analytiques de Pradel et de Zhu
et al. |[Pradel, 1998, Zhu et al., 1997°] avec une erreur relative maximale de 1.4 %. Diffé-
rence probablement due a ’hypothése de poutres d’Euler-Bernoulli dans les expressions
analytiques. Plus précisément, a partir d'une compression uniaxiale on retrouve bien
le module de Young apparent dans la direction de chargement prépondérant e; donné
analytiquement par (5.8) et le coefficient de Poisson apparent de la mousse donné ana-
lytiquement par (5.9). De plus, en n’imposant qu’une différence de déplacement entre
deux couples de nceuds, on vérifie bien que 1’on a y; = 7. On retrouve aussi a partir
d’une déformation uniaxiale le module cedométrique donné analytiquement par (6.8).

7.2 Elasticité linéaire en grandes transformations

Dans les calculs réalisés numériquement sur ABAQUS, on a vérifié que :

— les courbes de la compression uniaxiale des CB, CB3 et CB5, et le résultat analytique
sont presque confondus (F1G. 7.1);

— en compression et en déformation uniaxiales, les pentes initiales sont identiques a celles
obtenues dans les analyses correspondantes en petites perturbations (F1G. 7.1 pour la
compression uniaxiale et F1G. 7.2 pour la déformation uniaxiale);
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— pour les deux cas de chargements, les résultats ne varient presque pas lorsqu’on fait
croitre la taille de la cellule d’étude.

0.30

CB1/ HPP+FI amb
CB3/ HPP+FI anb
CB5/ HPP+FI anmb
NL_anal yti que
CB/ NL_nuneri que
CB3/ NL_nuneri que
CB5/ NL_nuneri que

25

XM N
XMAX
YM N
YMAX

Fia. 7.1 — Courbes contrainte

Si gma3*
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pression uniaxiale

0.4
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0.8
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CB3/ NL_nuneri que

XM N
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0.8 B N ey
//@/ A
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/
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/
0.2 — _
0.0 | | | | | | |
0. 00 0. 05 0.10 15 0. 20 0.25 0. 30 0.35 0.40

Fi1G. 7.2 — Courbes contrainte adimensionnelle-déformation des CB et CB3 en déformation

uniaxiale

Cependant, pour ces cellules d’étude avec une dimension latérale maximale de 2a (a
étant la hauteur d’un tétrakaidécaedre), les analyses géométriquement non linéaires, comme
les calculs analytiques de [Zhu et al., 1997°], ne présentent pas le palier observé expérimen-
talement et qui caractérise les courbes contrainte-déformation (ou force-déplacement) de ce
type de matériau.
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7.3 Flambement élastique

— Dans le cas de la déformation uniaxiale, la taille de la cellule de base CB est suffisante
pour une étude de flambement. En effet, on obtient 1a méme valeur de la charge critique
que celle de la CB3 (F1G. 7.2). De plus, le mode de flambement est également le méme
(F1G. 7.3 et F1G. 7.4) dans le sens ou I’on obtient le mode de flambement de la CB3 par
superposition des trois CB en flambement : on 'appelle mode de flambement “local”.

F1G. 7.3 — Premier mode de flambement de la CB en déformation uniaxiale : vues suivant
les plans (z1,x3) et (x2,x3)

3 3

b -

F1G. 7.4 — Premier mode de flambement de la CB3 en déformation uniaxiale : vues suivant
les plans (z1,x3) et (x2,3)
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— Dans le cas de la compression uniaxiale, la valeur de la charge critique de flambement
de la CB3 est inférieure a celle de la CB (F1G. 7.1). Une seule cellule de base n’est donc
plus représentative dans ce cas de chargement (F1G. 7.5). Pour vérifier que la CB3 est
suffisante, on a construit la CB5. Les charges critiques obtenues pour la CB3 et la CB5
sont les mémes. Cependant, le mode de déformation de la CB5 n’est pas obtenu par
superposition de modes de la CB3. Il s’agit plutdt de la méme forme mais avec une
longueur d’onde plus grande : on l'appelle mode de flambement global (F1G. 7.6 et
FiG. 7.7).

3 3

b b

F1G. 7.5 — Premier mode de flambement de la CB en compression uniaxiale (vues suivant
les plans (z1,z3) et (x9,23))

FI1G. 7.6 — Premier mode de flambement de la CB3 en compression uniaxiale (vues suivant
les plans (z1,z3) et (x9,23))
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FI1G. 7.7 — Premier mode de flambement de la CB5 en compression uniaxiale (vues suivant

les plans (z1,x3) et (22, 3))

Afin de mieux illustrer la notion de flambement global, on a superposé schématiquement
plusieurs CB3 déformées suivant le plan (3, x3). On voit bien dans FIG. 7.8, que cette

superposition ne donne pas lieu au mode de la CB5 (F1G. 7.7).
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F1G. 7.8 — Superposition des modes de déformation de la CB3 en compression uniaxiale

Suite & ces études, on déduit que, bien qu’'une cellule minimale telle que la Cp;n soit
suffisante pour déterminer les propriétés élastiques du réseau, son analyse de flambement
donne lieu & des modes de déformation symétriques de plus grande énergie que les modes de
déformation non symétriques engendrés par une cellule d’étude plus grande. D’autre part,
puisque pour la déformation uniaxiale une CB suffit alors que pour la compression uniaxiale
il faut la CB3, on en déduit que le nombre de cellules nécessaire a une analyse de flambement
dépend du chargement (F1G. 7.9). A noter que pour ces calculs, on a vérifié qu’en doublant

latéralement la CB et la CB3, engendrant des cellules de tailles (2a,2a,2a) et (2a,2a,6a), les

résultats sont les mémes. Ce qui veut dire que c’est suivant ’axe de chargement prépondérant
que 'on doit étudier le nombre de cellules nécessaires.
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—e— Déformation uniaxiale —s— Compression uniaxiale
-0,2
-0,15 ~
%«a . + .
5T
w >
20,08 o oo
CB CB2 CB3 CB5
0 (h =2a) (h=4a) (h=6a) (h=10a)
Cellule d'étude

F1G. 7.9 — Variation de la charge critique de flambement, en fonction de la cellule d’étude,
suivant deux chargements imposés : la déformation et la compression uniaxiales

7.4 Postflambement élastique

Etant donné que le plateau caractéristique du comportement des mousses n’a pas été
obtenu par une analyse géométriquement non linéaire classique, on procéde a une analyse de
postflambement en introduisant une imperfection dans la géométrie des cellules. Le défaut
géométrique est un faible pourcentage p du premier mode de flambement obtenu sur la
structure parfaite. On réalise ensuite un calcul géométriquement non linéaire. Résultat : Sans
aller jusqu’a la densification, ou I'on doit tenir compte des contacts dans la modélisation,
les courbes contrainte-déformation obtenues présentent bien le palier mis en évidence par
les expériences. Pour la déformation uniaxiale comme pour la compression uniaxiale, ce
plateau se trouve au niveau de la charge critique de flambement correspondante (F1G. 7.10
et F1G. 7.11). De plus, on remarque que la taille de la cellule d’étude nécessaire pour le
postflambement est la méme que celle nécessaire pour le flambement [Laroussi et al., 2000].

On note que lorsque I'imperfection introduite, en pourcentage p du mode de flambement,
est trop faible (par exemple p = 0,1% dans le cas de la déformation uniaxiale), la structure
se comporte comme si elle était parfaite, et on obtient une courbe confondue avec celle
obtenue dans une analyse non linéaire sans introduction d’imperfection. Alors que lorsque
Iimperfection est trop grande (6% dans ce cas), on s’éloigne de la bifurcation qui a lieu
au niveau de la charge critique de flambement. Pour p variant de 0,5% a 4%, on a des
courbes initialement tangentes a la pente élastique linéaire apparente, puis asymptotiquement
tangentes (avec un faible raidissement) a la droite horizontale correspondant a la charge
critique de flambement. Entre les deux, les courbes se rejoignent en s’éloignant en dessous
du point de bifurcation lorsque I'imperfection est plus grande.
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F1G. 7.10 — Courbes contrainte adimensionnelle-déformation en compression uniaxiale dans

les deux cas de modes de déformation symétriques et “non symétriques”
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F1Ga. 7.11 — Courbes contrainte adimensionnelle-déformation en déformation uniaxiale dans

les deux cas de modes de déformation symétriques et “non symétriques”
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On rappelle que les non-linéarités géométriques font que le potentiel énergie de déforma-
tion n’est plus convexe. On rappelle également que dans ce cas, d’aprés Miiller [Miiller, 1987],
pour une structure périodique, il faut procéder a une homogénéisation sur des cellules de
plus en plus grandes. Pour les études de flambement, on les a bien réalisé sur des cellules
de plus en plus grandes jusqu’a convergence des résultats. Pour les études en grandes trans-
formations, on a commencé par initier le lambement en introduisant une imperfection. La
question qui se pose est que, si on suit le méme raisonnement que pour les études de flambe-
ment, n’obtient-on pas le plateau sans introduire d’imperfections, mais en considérant une
cellule d’étude suffisamment grande?

En conduisant une étude géométriquement non linéaire en déformation uniaxiale sur la
CB333 de dimensions (6a,6a,6a), on obtient bien un plateau. De plus ce plateau est au
niveau de la charge critique de flambement (F1G. 7.12).

Caiculs HPP ét flambem'ent—fxf———
0.14 Calcul non lineaire——&-- 7

0.12 &

0.1 ! N e

0.08 |

=30

0.06 /i -

0.04 -/ : . -

0.02 |-+ .

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
E3

Fia. 7.12 — Courbe contrainte adimensionnelle-déformation de la CB333 en déformation
uniaxiale

Dans la F1G. 7.13, on voit le mode de déformation de la CB333 en déformation uniaxiale.
Ce mode est issu du calcul en grandes transformations sur une structure parfaite.
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Fi1G. 7.13 — Déformation uniaxiale de la CB333 a4 E33 = 0.16 : flambement structural
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Troisiéme partie

Surfaces de charge des mousses
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Introduction

prés avoir mis en évidence le role du flambement dans le comportement des mousses

en compression et en déformation uniaxiales, on approfondit ’étude du flambement en
considérant des chargements multiaxiaux. On rappelle qu'une surface de charge est 1’en-
semble des charges critiques de flambement. On la représente dans l’espace des contraintes
adimensionnelles. On rappelle également qu’il y a deux types de surface de charge : la surface
de charge micro et la surface de charge macro. La premiére est obtenue soit en considérant
des variations de déplacement périodiques sur des cellules de plus en plus grandes, soit en
considérant sur une cellule des variations de déplacement non périodiques sous forme d’ondes
de Bloch. La seconde n’est autre qu’un cas particulier de la méthode par ondes de Bloch.
Elle est obtenue dans le cas ol le vecteur nombres d’onde tend vers zéro.
Dans le chapitre 4, on a défini une nouvelle surface de charge qu’on a appelée surface de
charge mixte. Elle correspond au cas ol on considére le vecteur nombres d’onde égal a zéro
ou tendant vers zéro. C’est un cas singulier ol les deux résultats sont différents. Le premier
correspond & des variations de déplacements périodiques, le second correspond & des varia-
tions de déplacements de grandes longueurs d’onde.
Dans cette partie, on procéde au calcul de deux surfaces de charge. La surface micro qu’on
étudie en considérant des cellules de plus en plus grandes et la surface mixte qu'on a in-
troduite. La surface de charge obtenue est par la suite comparée aux résultats d’une étude
expérimentale sur une mousse réelle.
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Chapitre 8

Surfaces de charge des mousses a
porosité ouverte

8.1 Chargements imposés

On considére les chargements situés dans les deux plans suivants :
— plan ¥; = ¥, défini par un tenseur de déformations macroscopique :

aE; 0 0
E = 0 OéEg 0 ,
0 0 E;

donnant lieu a un tenseur de contraintes macroscopique :

B8¥3 0 0
= = 0 pYs 0 )
0 0 X5
ou, en H.P.P.
a = ﬂ(l_ym) _Vm’
1—2v,5
et
Y
E; = E_Z(l — 2u,f),

avec E,, le module de Young de la mousse et v, son coefficient de Poisson ;
— plan ¥y = 0 défini par un tenseur de déformations macroscopique :

CklEg 0 0
E = 0 Ongg 0 s
0 0 E;
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donnant lieu a un tenseur de contraintes macroscopique :

g'¥ 0 0
2= 0 0 O ) (8.6)
0 0 X3
ou, en H.P.P.
ﬁl —VUm
Qy = ma (8.7)
(B + 1)
Qg = —0 B (8.8)
et
by
By = 5 -(1 = vmf). (8.9)

— On note que, a cause de la symétrie cubique engendrée par le choix de cellules tétra-
kaidécaédriques, on peut déduire les résultats du plan de chargements >; = 0 & partir
de ceux du plan de chargements 3y = 0.

Ces chargements sont imposés par le biais des conditions de périodicité (6.4) appliquées aux
six degrés de liberté des noeuds associés. Suivant le chargement appliqué, on obtient :

1. pour le plan de chargements >; = 35 :
— sur les nceuds associés de (0C,0C' )
QH— - Qli = O!hlEg €1
¢1—|— _ ¢1— =0 ;
— sur les nceuds associés de (0C?*,00?7)
Q2+ - QQ_ = ah2E3 €9
¢2—|— o ¢2— — 0 ;
— sur les nceuds associés de (0C3T,0C37)
Q3+ - Qg_ = h3E3 €3
¢3+ . ¢37 = 0 .
2. pour le plan de chargements 9 =0 :

— sur les nceuds associés de (0C'+,0C"'™)

{QT—QE = ohEze;
§—g = 0 ’
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— sur les nceuds associés de (0C*+,0C?%7)

U —U” = hsEse
¢2—|— _ ¢2_ = 0 3
— sur les nceuds associés de (0C3+,0C37)
U —U’" = h3Ese
¢3+ o ¢37 = 0

De plus, on annule les mouvements rigidifiants en fixant en translation un nceud central.

Dans les deux plans de chargements »; = 35 et 9 = 0, on prend des valeurs de (3 et de
B variant de -1 a4 1 & intervalle de 0.2 (3 est le rapport de ¥; sur X3 dans le plan ¥; = ¥,
et (' est le rapport de X sur X3 dans le plan Xy = 0).
Dans le plan Xy = 0, la droite X3 = 3; est un axe de symétrie (a cause de la symétrie cu-
bique du modéle). On commence donc par faire les calculs sur le quart de plan délimité par
la demi-droite ¥3 = —3J; (donc ' = —1) avec ¥; > 0 et 3 < 0 et la demi-droite X3 = 3;
(donc B = 1) avec ¥; < 0 et 33 < 0. Ensuite, on trace sa partie symétrique par rapport
a la droite ¥3 = ;. On explore ainsi la moitié inférieure du plan délimitée par la droite
B = —1. L’autre moitié du plan correspond & des chargements directement opposés a ceux
qu’on vient de décrire. Pour avoir leur charge critique de flambement, il suffit de prendre
(quand elle existe) la premiére valeur critique négative des chargements déja étudiés.
Pour le plan ¥; = 35, pour explorer la moitié du plan, on considére des valeurs supplémen-
taires pour § (8 = —4 ;—2 ;2 et 4). De plus, on peut définir dans ce plan, la valeur de
B pour laquelle on a une déformation uniaxiale. Elle est obtenue & partir de (8.3), et pour
a=0:
Um

8=

T (8.10)
On note que cette valeur de 8 dépend de la densité relative.
Pour explorer la deuxiéme moitié du plan, on procéde de la méme maniére que pour le plan
Y = 0, en considérant les valeurs critiques négatives.

A partir de ces calculs de flambement, on déduit la déformation critique E3 = A../h3 ou
hs est la hauteur de la cellule considérée. Puis, suivant le plan de chargements, on calcule
les valeurs des contraintes critiques :

— Plan El = 22 .
En
23 - #E:;
— 2B (8.11)
Yy = By
— Plan ¥ =0:
Em
23 - 17E3
~vmf (8.12)

X1 = B3
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D’autre part, pour une meilleure interprétation des résultats, on trace les courbes dans le
plan (p,q) ou :
— p désigne la pression hydrostatique :

p= -% (D) ; (8.13)

— q désigne la contrainte équivalente de Von-Mises :

q= g tr(S-8S), (8.14)

avec S le tenseur déviatorique des contraintes défini par :

S=3%+pL (8.15)
et avec tr(Z) la trace du tenseur T (tr(L) =1 : I = Ty).
Aprés calcul, ces valeurs des contraintes deviennent :
— Plan 21 = EQ .
1
p = -3 ¥3(28+1)
, (8.16)
g = |5(8-1)
— Plan ¥ =0:
1
p = —gzg(ﬂ +1)
(8.17)

XslV/(62 =B +1)

L’ensemble des charges critiques de flambement est représenté dans un premier temps
dans les plans (37,%%) et (X7 = X3, %%). Dans ce cas, on représente donc séparément les
plans de chargements 3y = 0 et ¥; = X,. Puis on le représente dans le plan (p*, ¢*). Ce
qui permet de regrouper les deux plans de chargement dans un méme plan.

(* désigne I’'adimensionnement des contraintes en les divisant par F,d?).

q

8.2 Etudes numériques

8.2.1 Surface de charge micro

L’étude sur la variation de la valeur de la charge critique de flambement en fonction
du nombre de cellules de base (F1G. 7.9 du chapitre 7) a montré que selon qu’il s’agisse
d’une déformation uniaxiale ou d’une compression uniaxiale, le nombre de cellules de base
nécessaire est différent. Ce qui conduit & étudier la convergence des résultats, pour chaque
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chargement, sur plusieurs tailles de cellules d’étude. Pour ce faire, on considére des trajets
de chargement de la forme (4.9) et (4.18) :
E(\an,a0) = AE (a1,00) = A (016, ® e +ane, ® ey + €3 @ e5).

Pour a1, ay et k fixés, on réalise une étude de flambement classique sur la cellule d’étude kY,
en utilisant le module de BUCKLE dans ABAQUS. Ce qui permet de déterminer A®) préce-
demment défini. On note que, comme le chargement est appliqué par le biais des conditions
de périodicité (6.4) :

Ut -U" = E(ag,0) (XF-X")
QH— _éz— — O )
il en résulte des variations de déplacements et de rotations kY -périodiques :
sU™ —6U" = 0
5QH_ o 59%7 — Q -

En faisant varier o et ao, on obtient une surface de charge pour chaque cellule d’étude. La
surface de charge micro est alors celle pour laquelle les charges critiques de flambement sont
minimales.

8.2.2 Surface de charge mixte

Dans cette approche, on considére les mémes trajets de chargement ((4.9) et (4.18)).
Dans le but de déterminer )\mi"te(ﬂ) pour aq, as et un vecteur unitaire n fixés, on introduit
dans Y (dans ce cas Cpin) les conditions aux limites suivantes :

Ut U = AB(r,00) - (X - X7) 4+ (- (X - X)) U
{ i , (8.18)

ou U est un vecteur déplacement inconnu d’un nceud dit virtuel (qui n’appartient pas au
maillage du modéle).

Ces équations donnent lieu a des variations des conditions aux limites du type :

OU™ —oU" = (n- (X" - X)) oU
5914— _ 5?17 — Q .

Les variations des déplacements dans ce cas ne sont plus périodiques. Elles correspondent &
des variations de la forme (4.15) :

du(X) = ou"" (X) + (U ®n) X

L’idée est d’appliquer une force, notée R, au nceud virtuel de sorte que le déplacement
résultant U soit nul. De cette maniére, I’application de (8.18) et de R donne le méme char-
gement défini par (6.4), tandis que les variations sont de la forme (4.15).
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Pour calculer R, il suffit de fixer le nceud virtuel et de déterminer la réaction R en ce nceud.
Pour oy et ay fixés, on note que R dépend linéairement de n et A (R = A D - n). On cal-
cule alors le tenseur du second ordre D pour A = 1, en considérant trois vecteurs de base
n, = (1,0,0), ny, = (0,1,0) et ny = (0,0, 1). Une fois D est déterminé pour o; et a; donnés,
on procéde a des calculs de flambement sur différents vecteurs unitaires n.

On note que, pour des conditions de symétrie dans les milieux périodiques, il suffit de faire
parcourir n dans un quart de sphére de rayon unité. Ce qui revient a prendre :

ny variant de 0 4 1
ny variant de 0 4 1

my = /1= + 1)

avec n? +n3 <1

Suivant ’écart An qu’on prend, on parcourt un nombre fini de vecteurs n :

An | Nombre de n
0.2 26

0.05 352

0.01 8050

TAB. 8.1 — Nombres de vecteurs unitaires étudiés

Pour chaque (ay,a), la charge critique A™** est alors le minimum des A™*%(pn). La
surface de charge mixte est donnée par 1’ensemble des A\mixte,



Chapitre 9

Résultats et discussions

9.1 Deétermination des surfaces de charge

9.1.1 Surface de charge micro

Pour une densité relative intermédiaire de 0.06, I’approche par ondes périodiques arbi-
traires sur différentes tailles de cellules, & partir de la Cp;, jusqu’a la CB333, donne des
résultats qui convergent lorsque la taille de la cellule d’étude croit (voir Fig. 9.1 pour une
coupe de la surface de charge suivant le plan ¥; = ¥ et Fig. 9.2 pour une coupe de la surface
de charge suivant le plan ¥y = 0).

Chaque point de ces courbes correspond a un calcul de flambement sur une cellule d’étude
donnée et suivant un chargement donné. Le rapport 8 = ; /33 (X; est la contrainte princi-
pale macroscopique suivant la direction e;) est I'inverse de la pente que fait la droite joignant
I’origine du repére a la valeur de la charge critique de flambement pour un chargement donné.
On voit que la cellule minimale surestime la valeur de la charge critique de flambement pour
toutes les valeurs de § calculées dans les deux plans de chargement ¥; = ¥, et ¥y = 0. Pour
la CB, elle est suffisante pour certains cas de chargement, tel que la déformation uniaxiale,
mais ne I'est pas dans la plupart des cas. Plus précisément, elle n’est suffisante dans le plan
de chargement ¥y = 0 que pour 8 € [0.8,1]. Dans le plan de chargement ¥; = Y5, elle est
suffisante pour 5 > 0.8. Les CB3 et CB5 donnent le méme résultat. Elles sont toutes deux
suffisantes pour toutes les valeurs de § dans le plan de chargement ¥; = 0 et pour § > —1
dans le plan de chargement >; = 3.

D’aprés ces résultats, on déduit qu’une cellule est suffisante lorsque sa longueur est de 6a
suivant la direction de la compression prépondérante.

D’autre part, on note que pour un chargement . avec 8 < 0, le chargement prépondérant
en compression est automatiquement dans la direction e;. Si on considére le chargement
directement opposé —X, les directions de compression prépondérante deviennent e; et e,.
Ce qui implique que, si dans un méme calcul de flambement, on veut récupérer la premiére
valeur positive et la premiére valeur négative des charges critiques de flambement, il faut
considérer une cellule de dimension 6a suivant les trois directions : donc la CB333.
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F1Gg. 9.1 — Convergence des surfaces de charge issues d’une analyse par ondes périodiques
arbitraires : plan X; = ¥y
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F1Gg. 9.2 — Convergence des surfaces de charge issues d’une analyse par ondes périodiques
arbitraires : plan X9 =0
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L’étude de flambement par ondes périodiques de la CB333 pour divers chargements donne
la surface de charge micro. Elle est tracée dans les deux plans de coupe ¥; = ¥y et 39 = 0.
On rappelle que, par des considérations de symétrie, le plan ¥y = 0 est équivalent au plan
1 = 0. Le nombre de calculs par cellule d’étude faits pour tracer cette surface suivant le
plan 3; = ¥ est de 18. Comme en général, chaque calcul donne une valeur propre positive
et une autre négative, le nombre total de valeurs propres tracées est de 29 (F1G. 9.3). Pour
le plan de coupe ¥y = 0, on a procédé a 16 calculs de lambement, et par des considérations
de symétrie en plus des valeurs propres positive et négative par calcul, on trace au total 40
valeurs propres (F1G. 9.4).
On note que pour la déformation uniaxiale, 'erreur relative est de 24.8% entre la C, et
la CB333 et de 2.2% entre la CB3 et la CB333. Pour la compression uniaxiale, elle est de
71.8% entre la C.,i, et la CB333 et de 0% entre la CB3 et la CB333.
Par ailleurs, dans le cas d’une traction pure définie par ¥ = X3 I (donc par § = 1 dans le

plan X; = X,), on voit bien qu’il n’y a pas de charge critique de flambement (F1G. 9.3).

9.1.2 Surface de charge mixte

On réalise ’approche mixte qu’on a définie sur la cellule minimale C,;,. On rappelle
qu’on l’a appelée mixte parce qu’elle tient compte a la fois du vecteur nombres d’onde qui
tend vers zéro, ce qui donne la surface macro, et du vecteur nombres d’onde égal a zéro, ce
qui donne des variations périodiques de déplacement sur la cellule d’étude.

La surface de charge mixte obtenue (Fig. 9.3 et Fig. 9.4) coincide avec la surface de charge
micro avec une erreur relative maximale de 3.7 %. Pour la déformation uniaxiale, cette erreur
relative est de 0.8%. Pour la compression uniaxiale, elle est de 3.1%.

De plus, cette méthode permet d’avoir une information sur la bande de localisation. En
effet, n est la normale & cette bande et 6U renseigne sur la direction de son déplacement.
Par exemple, dans la déformation et la compression uniaxiales, les vecteurs obtenus n et 6l
sont respectivement la paralléle et la perpendiculaire a la direction de chargement : la bande
de localisation dans ces deux cas est donc une bande de cisaillement pur.

D’autre part, on remarque que pour certains cas de chargement, le vecteur 6/ obtenu est nul,
ce qui signifie qu’il s’agit d’une onde Y-périodique. Dans ces cas, la cellule d’étude minimale
est suffisante pour prédire le mode de flambement.
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F1G. 9.3 — Surfaces de charge micro et mixte dans le plan ¥; = 3
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F1G. 9.4 — Surfaces de charge micro et mixte dans le plan X9 =0
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On rappelle que la surface de charge micro qu’on a obtenue en étudiant des variations
de déplacement périodiques sur des cellules de plus en plus grandes, aurait pu étre obtenue
en étudiant sur une cellule des variations de déplacement non périodiques du type ondes de
Bloch. Dans cette derniére étude, il aurait fallu faire la minimisation sur tous les vecteurs
nombres d’onde w. Comme la surface de charge mixte qu’on a étudiée correspond aux deux
cas particuliers w = 0 et w — 0, et comme dans notre cas, elle coincide avec la surface
de charge micro, on peut alors conclure que celle-ci est atteinte soit avec des modes Y-

périodiques (w = 0) soit avec des modes a grande longueur d’onde (w — 0) (voir Fig. 9.5 et
Fig. 9.6).
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F1G. 9.5 — Surfaces de charge des modes périodiques ou a grandes longueurs d’onde dans le
plan 21 = 22
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F1G. 9.6 — Surfaces de charge des modes périodiques ou a grandes longueurs d’onde dans le
plan ¥ =0
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9.2 Modélisation de la surface de charge

La surface de charge obtenue est modélisée par une surface du type Drucker-Prager
inversée (de pente négative ; voir Fig. 9.7). Cette surface est définie par une nouvelle mesure
t de la contrainte déviatorique, en termes de pression hydrostatique p, contrainte équivalente
de Mises ¢ et troisiéme invariant de la contrainte déviatorique 7 :

-0 0]

ou K est un parameétre qui dépend du matériau et p, ¢ et r sont donnés par :

q
t=~
2

1 1
=—tr(X)=—zX:1
3

g=1/5 (8:5)

9 1/3
r= (— S-8: §>

2 = = =
On note que, dans une compression uniaxiale, (r/q)® = —1 donc ¢t = ¢. Alors que, dans une

tension uniaxiale, (r/q)® =1 donc t = ¢/K.

Cette mesure ¢ permet de combiner différentes valeurs de la contrainte dans son plan dévia-
torique, comme elle permet de procéder & un calage des résultats obtenus précédemment.

La surface de Drucker-Prager est définie par :
t—ptan® — 6 =0, (9.2)

ol © est la pente de la surface linéarisée tracée dans le plan (p, t) (Fig. 9.8), et 6 son ordonnée
t a lorigine p = 0.

Dans la Fig. 9.7, on donne deux surfaces : la premiére correspond au meilleur calage des
résultats numériques, mais celui-ci donne lieu & une surface non convexe avec K = 1.433.
En effet, pour assurer la convexité de la surface de charge, il faut que 1 < K < 1.285
La deuxiéme, avec K = 1.285, correspond donc au meilleur calage convexe des résultats
numériques.
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0.3
S: Contrainte déviatorique

s+ Résultats numériques
————— Calage des resultats

—— Calage convexe des résultats

105

F1G. 9.7 — Surfaces de Drucker-Prager modifiée dans 1’espace des contraintes déviatoriques
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F1G. 9.8 — Surface de Drucker-Prager modifiée dans le plan (p,t)
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9.3 Etudes paramétriques

9.3.1 Densité relative

On rappelle qu’on modélise la section des arétes par une section circulaire et qu’on déduit

son rayon r et sa longueur [ a partir d'une équivalence en inertie a une section triangulaire
de coté b et de densité relative d,.
Pour b = 31075 m (valeur prise par Zhu et al.), a partir de (5.20) on obtient 7 = 1.17107° m.
Pour différentes densités relatives d2 de la section triangulaire (dont celle de Zhu et al. :
d> = 0.0252), on détermine la longueur de la poutre a partir de (5.22). On en déduit la
hauteur a du tétrakaidécaédre, donnée par :

a=2V2l. (9.3)

Puis on recalcule la densité relative d correspondante.
Pour différentes valeurs de la densité relative, on obtient le tableau suivant :

> 0.02 ]0.0252]0.04 [0.06 |0.08 |O0.1 0.2
a(x107"m) 426 [379 [3.02 [2462 [213 |[1.91 |1.35
do 0.0201 | 0.0254 | 0.0400 | 0.0602 | 0.0804 | 0.1000 | 0.2002

De plus, pour E, = 46.2 107% Pa, d’aprés (5.8) et (5.9) on obtient, :

d, 0.02 0.0254 | 0.04 0.06 0.08 0.1 0.2

Um 0.4822 | 0.4776 | 0.4652 | 0.4486 | 0.4325 | 0.4174 | 0.3473
E,, (Pa) | 11013 | 17496 | 42847 | 95334 | 167279 | 254530 | 941903

E? 0.5895 | 0.5868 | 0.5793 | 0.5694 | 0.5597 | 0.5506 | 0.5085

Par ailleurs, on note que, en négligeant dans (5.8) le terme en section par rapport a celui en
inertie comme l'indique (5.17), 'erreur relative commise sur E,, varie selon la valeur de la
densité relative d, :

d, ] 0.02]0.0254 | 0.04 | 0.06]0.08]0.1]0.2
e (%) || 1.8 |23 36 |54 |72 |9 |18

L’erreur commise n’est pas trés grande pour les faibles valeurs de la densité relative. Elle est
d’autant plus grande que la densité relative est plus grande.

On rappelle que les mousses courantes utilisées pour ’absorption de choc ont une densité
relative qui appartient a l'intervalle [0.02,0.1]. Jusque 14, les calculs ont été faits avec une
densité relative de 0.06 et les résultats ont été présentés moyennant un adimensionnement
par le module de Young du solide multiplié par le carré de la densité relative. On souhaite
a présent vérifier la validité de cet adimensionnement. Pour ce faire, aprés avoir étudié une
densité relative intermédiaire (d, = 0.06), on considére deux densités relatives extrémes
d, = 0.0254 (choisie par Zhu et al.) et d, = 0.1. De plus, a titre indicatif, une densité relative
plus grande que celles des mousses courantes (d, = 0.2) est étudiée.
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On trace dans les plans de chargements ¥; = 35 et 3y = 0 les résultats adimensionnels
des trois densités relatives d, = 0.0254, d,, = 0.06, d, = 0.1 et d, = 0.2. Les résultats de cette
derniére densité sont mis en pointillés (F1G. 9.9 et F1G. 9.10). On voit bien que plus 'écart
a la densité moyenne est grand, plus I'écart des résultats est grand. De plus, on note que
cet écart dépend du chargement. Pour les densités des mousses courantes, ’erreur relative
maximale par rapport a la moyenne des résultats est de 7.8%. Pour d, = 0.2, il est d’environ
28%. Cet écart, en valeur absolue, est d’autant plus grand que || est plus grand. Pour 5 =0

(la compression uniaxiale), il est de 1.1%.

—e—¢Ir=0,0254
—a—dr=0,06
—a—dr=0,1

—e—dr=0,0254
—=—dr=0,06
—&—dr=0,1
—-—--dr=0,2

F1G. 9.10 — Surfaces de charge dans le plan ¥y = 0 pour différentes densités relatives
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Ces résultats sont prévisibles, puisque la formule d’adimensionnement de la contrainte
par le produit E,d? provient des équations (5.8), (5.13) et (5.23) :

(1 1 (12l2+ I )
E;A  E.L

En  6v2
dr:ié ,
22 12

VI
L dr = Ogecte l_21

qui dans le cas d’une section circulaire deviennent :

4y/2 d?

Em = Es- 94
23, (9-4)
3m(1+ )
s
De plus, en négligeant le terme en section par rapport a celui en inertie (5.17) :
1212 < I
E,A — E.L’
ou encore en considérant que d, < 1, on obtient :
6V2E, I,  4v/2d?
B ~ V2B _ 42 N (9.5)
4 3

On voit donc que cet adimensionnement est valable pour une compression uniaxiale et pour
des densités relatives assez faibles. Pour les autres chargements, on le considére valable a
environ 8% prés.

Par ailleurs, la représentation dans le plan (p*, ¢*) est intéressante car on y obtient des
courbes quasiment linéaires (F1G. 9.11). De plus, dans ce plan, les points du plan de charge-
ments Yy = 0 coincident avec une partie de ceux du plan de chargements >; = 3.

Suivant la densité relative considérée, les paramétres de la surface de Drucker-Prager inversée
varient. Pour une une valeur moyenne de d, de 0.06, on obtient une droite de pente -2.288
et d’ordonnée a l'origine 0.249. Pour d, = 0.0254 et d, = 0.1, les écarts relatifs a cette pente
ne dépassent pas 7% et les écarts relatifs a cette ordonnée a 'origine ne dépassent pas 3%.
Une autre facon de voir ces écarts, est de tracer les écarts relatifs maximaux en p* et ¢* de
d, = 0.0254, d, = 0.06 et d, = 0.1 par rapport a la moyenne des résultats (F1G. 9.12 et
F1G. 9.13). On y présente aussi 1’écart relatif de d, = 0.2 par rapport a cette moyennne.
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-0.1 -0,05 0 p* 0,05 0,1 0,15

¢ Plan Sigmal = Sigma2 =® Plan Sigma2 = 0 — Drucker-Prager inversé

0,1 -0,05 0 p* 0,05 0,1 0,15

¢ Plan Sigmal =Sigma2 ® Plan Sigma2 = 0 — Drucker-Prager inversé

F1G. 9.11 — Surfaces de charge dans le plan (p*, ¢*) du type Drucker-Prager inversé



110 CHAPITRE 9. RESULTATS ET DISCUSSIONS

Plan X1 =2»
20
S 19,,,,,,,,:,;,‘—,,,1-,?,7, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
= L
~—
=1 =
] T — -9 T ‘
-5 -1 0,5~ g 0,5 1 1|5
e - T T
*Q' . -
= | A  ,—,——"—_—_—_—_—","-
< -
-
20
—&— max er pour dr= ( 0,0254 ; 0,06 ;0,1) ----- er pour dr=0,2

F1G. 9.12 — Ecarts relatifs des résultats en p* et ¢* suivant la densité relative : plan de
chargements >; = >
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F1G. 9.13 — Ecarts relatifs des résultats en p* et ¢* suivant la densité relative : plan de
chargements >y =0

9.3.2 Type de poutre

Dans tout ce qui précéde, afin de couvrir le cas général des poutres minces et épaisses,
on a modélisé les arétes des cellules tétrakaidécaédriques par des poutres de Timoshenko.
Cependant, dans la littérature, les études ont été faites avec des poutres du type Euler-
Bernoulli. Pour voir si le choix de poutres de Timoshenko est justifié, on procéde a quelques
calculs de flambement avec des poutres d’Euler-Bernoulli. Pour ce faire, on considére le plan
de chargement 3; = 35 et les deux valeurs extrémes de la densité relative d, = 0.0254 et
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d, = 0.1. En représentant les contraintes dans le plan (p*,¢*), on observe une différence
remarquable de ’allure de la surface de charge (F1G. 9.14). En effet, celle d’Euler-Bernoulli
admet une forme parabolique tandis que celle de Timoshenko est quasiment linéaire. Comme
les résultats sont différents, la modélisation par des poutres d’Euler-Bernoulli n’est donc pas
valable pour ces valeurs de densité relative. D’autre part, l'allure de la surface de charge des
poutres d’Euler-Bernoulli n’est pas linéaire. On ne peut donc plus considérer la surface de
charge comme une surface du type Drucker-Prager.

t>!<

-0,1 -0,05 0 0,05 0,1
ES
P

—=— Poutres de Timoshenko —-+-- Poutres d'Euler-Bernoulli

F1G. 9.14 — Surfaces de charge dans le plan (p*, t*) suivant le type de poutres : Euler-Bernoulli
ou Timoshenko

Pour vérifier que I’écart entre la surface de charge d’Euler-Bernoulli et celle de Timoshenko
est d’autant plus grand que la densité relative est plus grande, on trace dans le plan (33 =
¥5,3%) les résultats obtenus avec les deux types de poutre pour les deux valeurs extrémes de
la densité relative 0.0254 et 0.1 (FI1G. 9.15). Une autre fagon de visualiser ces écarts est de
tracer les écarts relatifs entre les modélisations de poutre en p* et ¢* et pour chaque valeur
de la densité relative (F1G. 9.16).
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Z1*=2n%
—¢— Timoshenko (dr=0,0254) —a— Timoshenko (di=0,1)
—-¢ - - Euler-Bernoulli (di=0,0254) - -0o-- Euler-Bemoulli (di=0,1)

F1G. 9.15 — Surfaces de charge dans le plan (p*, t*) suivant le type de poutres : Euler-Bernoulli
ou Timoshenko

Timoshenko / Euler-Bemoulh
Plan 21=22

(q*)

e(p*)=e

F1G. 9.16 — Surfaces de charge dans le plan (p*, t*) suivant le type de poutres : Euler-Bernoulli
ou Timoshenko



Chapitre 10

Etude expérimentale

ans le cadre du projet BRITE-EURAM, EAMLIFe (Energy Absorbing Materials for Low

Impact Forces), en collaboration avec RENAULT, A. Alaoui a mené une approche ma-
croscopique axée sur la caractérisation expérimentale du comportement des mousses. Elle a
réalisé, dans sa campagne d’essais qui a démarré en 1998, 150 essais de compression uniaxiale
quasi-statique. Elle a étudié I'influence de différents facteurs tels que la taille des échantillons,
la vitesse d’écrasement et les conditions d’environnement (température et humidité). Elle a
également réalisé une machine de chocs pour faire des essais dynamiques jusqu’a 4m/s.
Dans notre étude expérimentale, outre les essais uniaxiaux qui permettent de déterminer les
caractéristiques de la mousse en terme de module de Young et de coefficient de Poisson, on
s’'intéresse a réaliser différents chargements pour comparer les résultats avec la surface de
charge obtenue numériquement. Pour ce faire, on a décidé de réaliser des essais biaxiaux.
Cette étude a fait 'objet d’un stage scientifique de 'ENPC par E. Caudron.

10.1 Procédé expérimental

10.1.1 Choix de la mousse

Les caractéristiques utilisées dans les simulations numériques (module de Young et coef-
ficient de Poisson du solide constituant la mousse) correspondent & celles d’'une mousse de
polyuréthane. Cette mousse est bien & porosité ouverte, cependant elle admet un compor-
tement visco-élastique fragile. Comme le montre la Fi1G. 10.1-c, il est difficile dans ce cas
de déduire une éventuelle contrainte critique de flambement & partir des courbes contrainte-
déformation.

Quant a la mousse de polypropyléne (F1G. 1.6 du chapitre 1), ¢’est une mousse visco-élastique
& porosité fermée. La proportion de matiére dans les faces des cellules est assez élevée. On
ne peut donc pas négliger 1'effet de la pression du gaz emprisonné dans les cellules. Dans ce
cas, la courbe contrainte-déformation a une phase de plateau ascendante.

Le caril est une mousse composée de polystyréne. Il s’agit d’une mousse élasto-plastique
a porosité fermée. Cependant, la phase de plateau dans cette mousse n’est pas fortement
ascendante, ce qui laisse présager que la matiére est davantage concentrée dans les arétes
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et que les membranes fines perméables permettent au gaz de s’évacuer normalement a des
vitesses de chargement relativement faibles (de ’ordre de 1072 s). De plus, d’aprés la courbe
rouge de la F1G. 10.2, lorsqu’on décharge au début de la phase de plateau, aprés un certain
temps, le matériau revient & I’état initial. Ceci prouve, que dans le cas du caril, ce n’est pas
la plasticité qui est a l'origine de la phase de plateau. Par conséquent, on a décidé de choisir
cette mousse pour réaliser I’étude expérimentale.

Contrainte

™M
T e

Déformation

(a)

&

Contrainte

pl

Contrainte

™M
T o

Déformation € Déformation €

D D

(b) (c)

F1G. 10.1 — Schémas qualitatifs de courbes contrainte-déformation de compression de maté-
riaux alvéolaires : (a) élastomériques; (b) élasto-plastiques; (c) élastiques fragiles
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F1G. 10.2 — Courbes de charges/décharges de compression uniaxiale du caril

10.1.2 Densités de la mousse

On considére deux densités différentes du caril : 55 et 75 g/1. Ces données proviennent de
I’indication du fournisseur sur les lots d’échantillons utilisés. Ils correspondent & une valeur
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moyenne pour I’ensemble d’un lot. Pour chaque échantillon découpé, on recalcule sa densité
a partir de sa masse et de ses dimensions réelles. C’est cette valeur de la densité (propre a
chaque échantillon) qu’on utilise dans les calculs (I’adimensionnement par exemple).
Considérer seulement deux densités n’est évidemment pas un nombre suffisant pour faire
une étude proprement dite de I'influence de la densité. Néanmoins, cela permet de vérifier la
formule d’adimensionnement qu’on utilise. On rappelle que Gibson et Ashby ont établi de
maniére semi-empirique des adimensionnements pour les mousses a porosité ouverte (3.3) et
pour les mousses & porosité fermée (3.4) [Gibson et Ashby, 1988|.

Dans I’étude numérique sur les mousses a porosité ouverte, on a considéré 1’adimensionne-
ment (3.3) :

Em
E;

=C d2, (10.1)

ou C' est un paramétre qui dépend de la géométrie des cellules et d,. est la densité relative.
Dans cette étude expérimentale, on adopte 'adimensionnement (3.4) pour les mousses a
porosité fermée en négligeant 1’effet de la pression du gaz :

Ep
Eq

= Cl (P2 dz + CQ (1 — (p) d,., (102)

ou (] et Cy sont des constantes de proportionnalité et ¢ est la fraction volumique de solide
contenu dans les arétes des cellules. ¢ est compris entre 0 et 1. ¢ = 1 dans le cas de cellules
a porosité ouverte, et on retrouve la formule (10.1) avec C; = C.

Par ailleurs, on rappelle que la densité relative d’'une mousse est le rapport de la densité
pm de celle-ci par la densité ps du solide qui la constitue. Une mousse de caril est obtenue
a partir du polystyréne. Sa densité est ps = 1000 g/l. Soit, pour des densités moyennes du
caril de 55 et 75 g/l, les densités relatives moyennes sont donc de 0.055 et 0.075.

10.1.3 Application des chargements

On veut appliquer des chargements biaxiaux aux échantillons de mousse de sorte qu’on
puisse parcourir un plan de contraintes pour y tracer une surface de charge expérimentale.
Or la machine dont on dispose est une machine de type Adamel qui permet de réaliser des
compressions uniaxiales. Comme la surface de charge ne dépend pas du trajet de chargement,
on choisit d’effectuer d’abord une pré-déformation latérale qu’on maintient appliquée, puis
on procéde a une compression axiale.

Pour ce faire, on a construit une boite en polycarbonate transparent dont une des parois
est amovible. On note e, la normale a cette parois. Puis on a découpé des échantillons de
mousse de tailles différentes suivant e,. Ensuite, on place un échantillon dans la boite (en le
posant simplement) et on lui exerce une pré-déformation latérale par serrage, progressif et
uniforme a I’étau, de la paroi amovible. Par conséquent, suivant la direction e,, une face de
Péchantillon est bloquée, 'autre est comprimée. Les deux autres faces latérales (suivant la
direction e,) sont libres. Enfin, on procéde a un essai uniaxial suivant la direction ey et on
recueille les mesures de contrainte et d’élongation subies par 1’échantillon.

Plus précisément, la surface de la boite est de 50 mm x 50 mm une fois la paroi amovible
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serrée. Sa hauteur est également de 50 mm. La face supérieure de la boite n’est pas couverte
(F1G. 10.3).

50 mm

€3

#«%
€

§
s

50 mm

F1G. 10.3 — Schéma de la boite en polycarbonate transparent (sans la paroi amovible)

Les échantillons sont découpés a la meule diamant. Ils ont 50 mm de hauteur, 50 mm de
largeur et 6 séries de longueurs différentes : 49, 52, 54, 58, 63 et 68 mm. On note ces séries
respectivement pg, p1, P2, P3, P4 €t p5 (p pour pré-déformation).

La premiére série (pg) a été choisie de sorte a réaliser des essais de compression uniaxiale
(suivant ej). Sur les cinq autres séries, on effectue des essais ot Eq; est imposée, Y9 = 0 et
Y3 est une compression & vitesse constante.

De plus, pour chaque série, on a découpé 5 échantillons, excepté la premiére pour laquelle
on a réalisé 6 échantillons. Soit au total 62 essais (2 densités différentes).

Pour chaque échantillon, on calcule la densité réelle (masse sur volume), et la pré-
déformation imposée (E;; = (longueur initiale - longueur finale ) / longueur initiale, la
longueur finale aprés serrage de la paroi amovible de la boite étant de 50 mm).

Ensuite, on calcule les valeurs moyennes de la densité et de la pré-déformation, par série p;
d’échantillons (TAB. 10.1).

On note dans TAB. 10.1 que les densités, bien que moyennées par série d’échantillons, varient
dans un méme lot. Les moyennes sur toutes les séries des densités d; et dy sont respective-
ment de 55.23 g/l et 75.93 g/1. L’écart relatif maximal par rapport & ces densités moyennes
est de 5.6% pour les d; et de 6.9% pour les d,. Cette différence de densité montre une aniso-
tropie dans la distribution des cellules dans une plaque fournie par le fabricant. C’est une des
raisons pour laquelle on doit rester prudents par rapport aux interprétations faites a partir
de I’étude expérimentale.

Quant aux pré-déformations, bien que les découpes ne soient pas trés exactes, elles ne varient
presque pas dans une méme série. Dans le TAB. 10.1, on voit qu’elles ne varient pas beaucoup
par p; pour des lots de densité différente.

Ces résultats sont visualisés dans la FiG. 10.4.

Par ailleurs, lors du découpage des échantillons, on remarque qu’il se forme une peau
différente de celle due au moulage réalisé par le fabricant. En effet, cette derniére est plus
uniforme et surtout plus épaisse. Ces effets de moulage/découpage vont certainement in-
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Densité | Série | Longueur initiale | Densité réelle Pré-déformation
du lot par série en mm || moyenne en g/l | réelle moyenne Eq;

Po 49 54.2 0
P1 52 55.7 0.02
(55 g/1) | ps 58 56.5 0.12
P4 63 55.9 0.18
Ps 68 53.8 0.24

Po 49 77.9 0
P1 52 7T 0.02
dy P2 54 75.3 0.06
(75 g/1) | ps 58 74.8 0.11
P4 63 74.1 0.19
Ps 68 78.4 0.26

TAB. 10.1 — Densités et pré-déformations moyennes par série d’échantillons
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F1G. 10.4 — Densités et pré-déformations moyennes par série d’échantillons

fluencer les mesures. On choisit alors de comprimer 3 échantillons sur 5 par série avec le
moulage du fabricant suivant la verticale, excepté pour la série py, pour laquelle on en a
réalisé 3 sur 6. On note par v le premier type de série et par h le deuxiéme (F1G. 10.5). On
peut imaginer qu’une possible influence du moulage relativement épais est de rigidifier la
réponse de la mousse lorsqu’il est mis suivant la verticale. Par opposition, s’il est mis suivant
I’horizontale, il aurait peu d’effet. C’est donc les résultats de ce cas qui nous intéresseraient
plus pour une comparaison avec les résultats numériques.

10.1.4 Traitement des résultats

Durant I’essai de compression uniaxiale suivant e, des mesures en temps (t), allongement
(Al) et force exercée (F') sont recueillies par le biais du logiciel Autotrac 5.5. Ces données
sont ensuite transformées par un programme en Pascal en un fichier Excel & 3 colonnes :
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Parois de moulage

221a1 rri

Série de type v Série de type h

F1G. 10.5 — Dispositions des parois de moulage du fabricant lors du chargement

temps (t), élongation (A = [/ly) et contrainte nominale (X = F/Sp). On note que la surface
Sy considérée est la surface initiale de ’échantillon avant pré-déformation latérale.

Pour chaque série d’échantillons p;, on peut calculer la moyenne des résultats obtenus pour
tracer la courbe contrainte nominale en fonction de la déformation nominale Eg3 = 1 — A
(exemple F1G. 10.6).

Détermination des X,

A partir des résultats traités sur Excel de la déformation Es; et de la contrainte nominale

>33, on a procédé a deux régression linéaires des phases élastique et de plateau en vue d’avoir
les équations de deux droites. Puis, comme on a associé la phase de plateau au flambage des
cellules dans le matériau, on a défini la valeur de la contrainte critique de flambement X3 .,
par 'ordonnée de l'intersection de ces deux droites (F1G. 10.7).
Cette maniére de déterminer la contrainte critique peut faire ’objet de critiques, puisque,
dans la littérature, la contrainte critique de flambement est donnée par ’ordonnée de I’asymp-
tote horizontale de la courbe, qui dans notre cas n’est pas tout-a-fait horizontale mais lége-
rement ascendante.

Quand a la contrainte critique suivant la direction e, elle est déduite a partir de la courbe
contrainte-déformation de la compression uniaxiale py. En effet, il suffit de reporter la valeur
de la déformation Eq; sur la courbe de la compression uniaxiale d’un échantillon de méme
type, et de déduire son ordonnée 33 .. & partir de cette courbe.
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F1G. 10.6 — Exemple de courbe contrainte-déformation nominales
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Par ailleurs, pour calculer la moyenne des contraintes critiques pour chaque type d’échan-

tillon (méme densité, méme pré-déformation et méme orientation de la peau), on peut procé-
der de deux fagons : la premiére consiste a prendre pour Y. la moyenne des contraintes cri-
tiques obtenues sur les échantillons d’un méme type. La seconde consiste & tracer la moyenne
des courbes contrainte-déformation des échantillons d’'un méme type, puis de déterminer le
point d’intersection des deux premiéres branches linéarisées.
Ces deux méthodes de calcul donnent quasiment le méme résultat du fait que la pente de la
phase de plateau est trés petite par rapport a la pente de la phase élastique qui correspond
au module de Young de la mousse (E, << E,,). En effet, dans le premier cas on a pour
chaque essai deux branches linéarisées ayant pour équations :

¥ = EE
{ o= EIZJ E! + ct (103)
ol ¢ désigne un essai et C' représente I’ordonnée a I'origine de la branche de plateau.
La valeur de la contrainte critique pour un essai ¢ est alors donnée par :
Ez - CZ #, 104
L= (10.4)
Yer
car X =FE, (E— )+ Zer
Em

Par conséquent, pour n essais, la contrainte critique moyenne est simplement donnée par la
somme des contraintes critiques (10.4) divisée par n.
Dans le second cas, on linéarise la moyenne pour obtenir les équations suivantes :

ymoy Em Emoy
{ S = oo (10.5)
oll f™% est la somme des f¢ divisée par n. Do :
1 & N %
oy o= - P _Tm
PACE "
o 0 : 10.6
@ - Ly e Zim B
no\io Yo B =22 By

ou on voit bien que les deux expressions deviennent égales si on néglige E, par rapport a
E,..

10.1.5 Détermination de E,

Il est important de noter que le module E; n’est pas le module de Young du polystyréne
a I’état naturel, mais a ’état de mousse, donc aprés avoir subit la procédure de fabrication
présentée dans le paragraphe 1.1.2 du premier chapitre.
Pour ce faire, on utilise la formule d’adimensionnement (10.2) donnée dans le cas des mousses
a porosité fermée. Il est a noter que dans cette formule, on ne tient pas compte de la pression
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du gaz dans les cellules fermées. Ce qui peut étre valable lorsque la peau de moulage est
disposée horizontalement, mais ne 1’est plus du tout lorsqu’elle est disposée verticalement
puisqu’en étant épaisse elle empécherait I’air de s’évacuer et engendrerait des surpressions
non négligeables. Par ailleurs, comme dans ’étude numérique on ne tient pas compte de la
présence de cette peau, on ne traitera plus dans la suite que le cas ou celle-ci n’intervient
pas.

On détermine alors ¢ et E connaissant E,, et d, en prenant ¢} = C, = 1 comme dans
|Gibson et Ashby, 1988|. Pour ce faire, en supposant que F et ¢ ne dépendent que du mode
de fabrication et non de la densité, on pose :

a:%:@2d31+(1_W)drl
Ey @ dy+ (=) de’

d’ou :

¢* (adiy —d7,) + (1 —¢) (adpy —dp1) = 0.
Ce qui permet de calculer ¢ & partir des d,; et des E’,, et par suite de calculer E, a partir
de (10.2). On trouve alors :

@ E,
0.94 | 2.07 GPa

TAB. 10.2 — Fraction volumique de solide dans les arétes et module de Young du solide

Ces valeurs sont satisfaisantes. Celle de ¢ indique que le solide est fortement concentré sur
les arétes. Etant donné que la mousse considérée pour I'étude expérimentale est & porosité
fermée, on savait que ¢ < 1. La valeur proche de 1 permet de considérer que la modélisation
micro numérique retenue est assez correcte si on ne prend pas en considération 'influence du
gaz & l'intérieur de la mousse. Celle de E est jugée acceptable puisque dans la littérature on
trouve qu’elle varie entre 1.4 et 3 GPa pour les mousses de polystyréne. En tenant compte
de ces valeurs, la formule (10.2) devient :

E, = (1.83 d> +0.12 d,) 10°. (10.7)

10.2 Reésultats

10.2.1 Observations

On observe bien les trois phases caractéristiques de la compression d’une mousse (F1G. 10.8) :
la phase élastique linéaire, puis la phase de plateau et ensuite la phase de densification.
Comme ce sont les deux premiéres phases qui nous intéressent dans les mousses, on ne pré-
sentera pas la phase de densification dans les courbes suivant la F1G. 10.8.

On voit aussi que la phase de plateau est légérement ascendante.

Par ailleurs, on n’a pas observé des cas de flambement global de I’échantillon, sachant qu’une
des deux directions latérales est libre, alors que cela a été le cas dans la compression uniaxiale
d’échantillons simplement posés sur un plateau. En revanche, tout au long de I’échantillon
écrasé, on peut distinguer des mini-flambements périodiques sur la hauteur (F1G. 10.9).
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Fi1G. 10.8 — Courbe contrainte-déformation nominales et linéarisation des 3 phases

F1G. 10.9 — Essai de compression biaxiale sur une mousse de caril

10.2.2 Caractéristiques mécaniques

Les caractéristiques mécaniques de la mousse qu’on a déterminées sont le module de
Young et le coefficient de Poisson. Ces deux caractéristiques sont identifiées par le biais d’un
essai de compression uniaxiale. La pente initiale de la courbe contrainte-déformation est le
module de Young. Pour la densité la plus faible (55 g/1), on trouve un module de Young de
11.7 MPa. Pour la seconde densité (75 g/1), on trouve 19 MPa, soit un quasi-doublement du
module de Young. A titre indicatif, le module de Young de I'acier est d’a peu prés 200 GPa.
Celui du bois est autour de 10 GPa. La mousse est donc mille fois moins rigide que le bois.
Quant au coefficient de Poisson, il correspond, a un signe preés, au rapport de la déformation
latérale par la déformation dans I’axe du chargement. Il vaut environ 1/3 lors de la phase
élastique. Mais celle-ci ne dure que jusqu’a environ 5% de déformation, puis, dés la phase de
plateau, celui-ci est pratiquement nul. D’ailleurs, c’est le cas pour la plupart des mousses.
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10.2.3 Modules des deux phases et contraintes critiques

Le tableau (10.3) résume les résultats obtenus en terme de pente élastique linéaire ou
module apparent de la mousse noté E, (ou E,,), pente du plateau notée E,, et leur intersection
donnant lieu & la valeur de la contrainte seuil qu’on associe & la valeur de la contrainte
critique notée Y.,. Ces résultats sont issus de calculs de moyennes des séries d’échantillons
ol la peau de moulage du fabricant est disposée horizontalement. Ils sont présentés pour les
deux densités de mousse (d, = 55 g/l et dy = 75 g/1) et pour les 6 séries d’échantillons (de

Po & Ps)-
On note qu’on vérifie bien que le module apparent de la mousse, le module de plateau et

la charge critique sont d’autant plus grands que la densité est plus grande. On visualise ces
résultats sur un exemple de courbes dans la F1G. 10.10.

Densité Série E, E, Yer
de la mousse | de pré-déformation || en MPa | en MPa | en MPa

| o 11.7 0.48 0.46

p1 14.1 0.45 0.57

di ' Do 10.3 0.51 0.52

(55 g/1) D3 8.7 0.55 0.49

' D4 7.7 0.7 0.5

Ds 6.8 0.52 0.51

Do 19 0.64 0.74

D1 19.9 0.84 0.85

ds ' Do 20 0.59 0.86

(75 g/1) D3 15.5 0.81 0.79

' P4 12.2 0.72 0.77

Ds 11.2 1.11 0.9

TAB. 10.3 — Résultats expérimentaux moyennés (échantillons a peaux de moulage horizon-
tales)

Par ailleurs, on s’attend & ce que, pour une méme densité, lorsque la pré-déformation est
plus grande, le module apparent soit plus grand. Dans la F1G. 10.11, on voit que c’est vérifié
pour le cas non pré-déformé (pg) et les cas faiblement pré-déformés (p; pour d; et p; et
p2 pour dp). Pour les autres cas, ce qu’on observe pourrait s’expliquer par le fait que la
pré-déformation ait déja provoqué le flambement des cellules, ou encore leur plastification.
L’échantillon devient dans ce cas moins rigide que sans pré-déformation.
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F1G. 10.10 — Exemple de courbes contrainte-déformation nominales pour deux densités dif-
férentes
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Fi1G. 10.11 — Variation du module apparent en fonction de la pré-déformation
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On note aussi que la pente du plateau augmente avec la densité, et varie fortement avec
la pré-déformation (F1G. 10.12).
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F1G. 10.12 — Variation du module de plateau en fonction de la pré-déformation
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F1G. 10.13 — Variation du module de la contrainte seuil en fonction de la pré-déformation
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Pour la contrainte seuil, on remarque qu’elle augmente avec la densité et qu’elle dépend de
la pré-déformation (F1G. 10.13). De plus, elle varie selon I’orientation de la peau de moulage
dans les échantillons : pour chaque série, les échantillons ayant la peau de moulage disposée
verticalement, ont une contrainte seuil supérieure a ceux ayant la peau de moulage disposée
horizontalement. On observe donc bien le résultat auquel on s’attendait : lorsque la peau
épaisse est disposée suivant la direction du chargement, cela contribue a la rigidification de
I’ensemble.

On note que les résultats qu’on présente sont issus de calculs de moyenne sans pour autant
qu’il y ait un nombre représentatif d’essais reproduits. La F1G. 10.14, ou on représente les
courbes contrainte - déformation nominales linéarisées, montrent les écarts observés sur cinqg
essais ol les échantillons ont une “méme” densité d; et auxquels on impose une “méme” pré-
déformation po.

Méme densité (d1) et méme
233 (MPa) précontrainte (p2)

0,7
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0,5

0.4

0,3 +—4-
ji;‘ ———-Esszai 4
n.z i

: ﬁ,‘ Essai s
0.1 :

D=D I ! ! ! !
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

F1G. 10.14 — Variation expérimentale

La F1G. 10.15 n’est pas le résultat d’un calcul de moyenne. Les essais sont réalisés pour une
méme densité de mousse (ds) et pour différentes pré-déformations. On y voit également les
variations des résultats suivant la pré-déformation exercée, jusqu’a la pré-déformation ps.

10.2.4 Surface de charge

On définit la surface de charge par ’ensemble des charges critiques de flambement. On
la représente dans ’espace des contraintes. Comme les bords de normale e, des échantillons
testés sont libres, la contrainte macroscopique Y99 est nulle. La surface de charge est donc
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I (MPa)
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F1G. 10.15 — Exemple de courbes contrainte-déformation nominales pour une méme densité
(ds) et pour différentes pré-déformations

représentée dans un premier temps dans le plan de contraintes (311,X33). La contrainte
>3 critique est déterminée par la procédure décrite plus haut sur l'intersection des deux
branches linéarisées du comportement. Connaissant la pré-déformation Ey;, la contrainte
Y11 est déduite des essais 4 bords libres (pg) correspondants.

L’adimensionnement de la contrainte critique permet de regrouper les résultats dans un
méme graphe. Pour ce faire, on divise la contrainte par (1.83 d? + 0.12 d,.) 10°.

Dans le tableau (10.4), on ne présente que les résultats des essais o la peau de moulage
est disposée horizontalement. Comme la peau n’intervient pas a priori, dans ce cas, dans
la réponse de la mousse, cela correspondrait plus & I’étude numérique ot 'on ne tient pas
compte de la présence d’une telle peau.

La F1G. 10.16 donne I’ensemble des charges critiques adimensionnelles pour les cas ou la
peau de moulage n’intervient pas (donc disposée horizontalement). Les points sont situés
dans le quart de plan correspondant & des valeurs de ¥;; et X33 négatives car il s’agit de
compressions et qu’on adopte la convention de signe de la mécanique des milieux continus.
Les points situés sur I’axe des ordonnées sont ceux de la série py. Les points des séries ps, p3, pa
et ps sont proches les uns des autres car ils correspondent a des pré-déformations situées apres
le seuil critique dans la courbe a bords libres correspondante, et donc ils appartiennent a un
domaine (phase de plateau) ou la contrainte varie peu.
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Densité || Série || Essai | X7 ., (MPa) | 35 ., (MPa)
4 0 - 3.44 1072
Po 5 0 -3.29 1072
6 0 -3.37 1072
moy 0 -3.37107?
4 -161102 | -4.0910 2

P1 5 -1.58 1072 -4107?
moy || -1.59 1072 | - 4.04 102
4 -3.421072 | - 3.66 10~2
d; P2 5 -3.46 1072 | -3.851072
moy | -3.441072 | - 3.76 1072
4 -3.54102 | -3.3310 2
Ps3 5 34102 | -34810 2
moy | -3.471072 | - 3.41 1072
4 -352107% | -3.411072
P4 5 -3.931072 | - 3.66 1072
moy || -3.73107% | - 3.53 102

4 -425102 | -3.910?2
Ps 5 -4.041072 | -3.77 1072
moy | -4.141072 | - 3.84 1072

4 0 -3.31072
Po 5 0 -3.41102
6 0 -2.94102
moy 0 -3.22107?
4 -1.57107% | -3.71 1072
P1 5 -1621072 | -3.74 1072
moy -1.6107%2 | -3.72107?

4 339102 | -3.910?2

d2 P2 5 -3.54 1072 -41072
moy | -3.46 1072 | - 3.95 102
4 -3.79107% | - 3.54 1072
P3 5 -3.541072 | -3.74107?
moy || -3.67 1072 | - 3.64 1072
4 -3.84102 | -3.66 102
P4 5 4102 -3.53102
moy | -3.9210°2 | -3.6102
4 -3.751072 | -3.8310°?
Ps 5 -3.891072 | -3.79 1072
moy | -3.821072 | - 3.81 1072

TAB. 10.4 — Résultats expérimentaux adimensionnels
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F1G. 10.16 — Ensemble des charges critiques moyennes adimensionnelles de mousses de densité

di

Une meilleure présentation des résultats, comme pour le cas numérique, est de les tracer
dans le plan déviatorique des contraintes. De plus, si on suppose le matériau orthotrope,
comme c’est le cas dans ’étude numérique, alors on peut prendre en compte certaines sy-
métries, comme c’est le cas par rapport a la premiére bissectrice dans le plan (X7, 333). Au
final, on arrive & la surface de F1G. 10.17. Le rapport de dissymétrie de cercle obtenu vaut

S33+
0,03

Sa2+

F1G. 10.17 — Surface de charge dans le plan déviatorique des contraintes

K = 1.17. Cette surface de charge expérimentale est qualitativement similaire & celle qu’on
a obtenue numériquement. On rappelle que le rapport de dissymétrie de la surface de charge
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convexe obtenue dans I’étude est K = 1.285. L’écart relatif de la dissymétrie de forme est
donc de 9%. Cependant, on note que, quantitativement, ’écart entre les charges critiques
numériques et expérimentales est important (rapport de 10).

10.3 Conclusion

L’étude expérimentale nous a permis de traiter un cas réel de mousse et de réaliser les
difficultés qui s’en suivent. Sur les 62 essais effectués, on a pu constater la variation des
mesures d’un essai a l'autre.

Le premier probléme rencontré est la représentativité des essais. En effet, sur ces 62 essais,
on fait varier plusieurs parameétres : la densité, I'intensité de la pré-déformation et la position
de la peau de moulage par rapport au second chargement. Ce qui nous raméne a seulement 2
ou 3 essais du méme type. Ce qui est loin d’étre suffisant pour rendre les essais significatifs.
Le second probléme rencontré est celui de la répétabilité des essais. Car en fait, méme sur
ces 2 ou 3 essais, il y a des différences, dont la densité réelle différente de celle indiquée par
le fabriquant sur les plaques fournies, les dimensions initiales de I’échantillon aprés découpe
dans la plaque et par conséquent la pré-déformation initiale imposée a ’échantillon puisque
la dimension aprés serrage elle, est fixée par la dimension de la boite. Cela dit, les résultats
obtenus pour chaque essai sont traités en considérant les valeurs propres a chaque essai, puis
sont moyennés sur les essais considérés de méme type.

D’autre part, un adimensionnement est réalisé pour pouvoir regrouper tous les résultats
sur une méme courbe. Cet adimensionnement peut étre fortement discuté. Il provient d’ap-
proches semi-empiriques trouvées dans la littérature, et est appliqué ici malgré un grand
nombre d’hypothéses. Parmi ces hypothéses, c’est qu’il provient d’une modélisation des cel-
lules par des cubes, et qu’il néglige la pression du gaz dans le cas des cellules fermées.

De plus, mais dans une moindre mesure, on définit cette contrainte seuil comme étant
I'intersection des branches linéarisées des deux premiéres phases de la courbe contrainte-
déformation nominales. Cette maniére de définir la contrainte seuil peut étre discutée puisque,
dans le cas d’une poutre, la contrainte critique correspond & I’ordonnée de ’asymptote ho-
rizontale a la courbe contrainte-déformation. Cependant, il est assez difficile de situer la
position de cette asymptote lorsque la phase de plateau n’est pas horizontale.

Malgré toutes ces approximations, certaines tendances se dégagent. En effet, on vérifie
bien que lorsque la densité de la mousse est plus grande, le matériau est plus rigide et par
conséquent son module apparent et son niveau de plateau augmentent. La pente de plateau
et ’élongation seuil augmentent également mais de facon minime.

Comprimer initialement 1’échantillon latéralement suivant une direction, rigidifie le matériau
et donc fait augmenter son module apparent tant que cette pré-déformation est dans le do-
maine élastique avant flambement.

La peau de moulage, relativement épaisse, intervient dans le comportement lorsqu’elle est
placée verticalement (donc parallélement au second chargement). On ne considére alors que
les résultats du cas ot cette peau est placée horizontalement pour pouvoir les comparer aux
calculs numériques.

La surface de charge obtenue expérimentalement est qualitativement similaire & celle obtenue
dans I’étude numérique via un passage micro-macro. Dans le plan des contraintes déviato-
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riques, on a obtenu quasiment la méme forme et le méme rapport de dissymétrie de la surface.
Quantitativement, aprés adimensionnement, les charges seuils expérimentales marquant le
niveau du plateau sont beaucoup plus petites que les charges critiques de flambement obte-
nues numériquement.

Plusieurs facteurs peuvent intervenir dans ’abaissement des charges de flambements réelles
par rapport aux charges de flambement calculées. En effet, dans I’étude de lambement, une
théorie du second ordre est utilisée (voir ANNEXE A). Cette théorie donne une vue suffisam-
ment précise de la réalité dans le cas d’une poutre simple par exemple. Alors que dans le
cas d’'un cadre en V renversé, bi-encastré, cette théorie surestime la charge critique de pres
de 100 % |Frey, 1994] . En effet, la déformation par effort normal n’est pas négligeable sur
les effets du second ordre. Admettre donc un comportement linéaire du cadre avant flambe-
ment est faux dans ce cas. On peut faire un raisonnement analogue sur les mousses, ot il se
pourrait que les arétes fléchissent d’une maniére non négligeable avant d’atteindre la phase
de plateau.

Un autre facteur contribuant & ’abaissement de la surface de charge, c’est la présence de
défauts. En effet, par rapport a notre modélisation numérique des cellules, la structure réelle
de la mousse présente de nombreuses imperfections, telles que la forme des cellules, leurs
tailles, la répartition du solide dans les arétes, les trous, etc. Parmi les perspectives, il serait
donc intéressant de voir I'influence de certains types d’imperfection dans le comportement
des mousses.
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Conclusions & Perspectives

La démarche adoptée

On a représenté une mousse solide & porosité ouverte par un milieu périodique & cellules
tétrakaidécaédriques. En tenant compte de l'intervalle de densité relative des mousses cou-
rantes (de 0.02 & 0.1), on a modélisé les arétes des cellules par des poutres de Timoshenko.
On s’est intéressé a prédire numériquement la phase de plateau caractéristique des mousses
en compression, en grandes transformations. En raison des non-linéarités géométriques, on
se situe dans le cadre de I’homogénéisation non convexe. C’est pourquoi, on considére diffé-
rentes tailles de cellule d’étude.

Dans un premier temps, par le biais des conditions de périodicité, on a appliqué des char-
gements uniaxiaux de déformation et de compression. Dans le cadre de I’élasticité linéaire
matérielle, on a procédé a des études en petites perturbations, en grandes transformations
et en flambement.

Dans un deuxiéme temps, on s’est intéressé a la détermination de la surface de charge don-
nant, dans ’espace des contraintes, la limite entre la phase initiale élastique linéaire et la
phase de plateau. Comme on a mis en évidence par la premiére étude que le flambement
des arétes des cellules est & I'origine de la phase de plateau, alors on a procédé a des études
de flambement suivant des chargements proportionnels multiaxiaux. Etant de nouveau dans
le cadre de 'homogénéisation non convexe, on a considéré différentes tailles de cellule pour
déterminer par minimisation une surface de charge dite micro. Une deuxiéme méthode est
introduite. Elle est appliquée seulement sur une cellule périodique minimale. En plus des va-
riations de déplacement périodiques, on y considére les variations de déplacement a grandes
longueurs d’onde. Cette surface de charge, dite mixte, est une surface intermédiaire entre
une surface micro ol on tient compte de toutes les longueurs d’onde, et une surface macro
ol on ne tient compte que des modes a grandes longueurs d’onde.

Enfin, une étude expérimentale a été réalisée pour valider la surface de charge obtenue nu-
mériquement.

Les résultats essentiels

L’étude du flambement sur différentes tailles de cellules, pour les chargements de com-
pression et de déformation uniaxiales, a montré que le choix d’une cellule d’étude dépend du
chargement. Pour des cellules d’étude pas suffisamment grandes, on a vu que conduire une
étude classique en élasticité linéaire mais géométriquement non linéaire ne permet pas d’ob-
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tenir la phase de plateau observée dans les mousses. Ce résultat était prévisible, puisqu’une
étude analytique faite sur une cellule périodique minimale présentait ce probléme. Pour les
cellules CB, CB3 et CB5, on a introduit une imperfection dans la position des nceuds pour
initier le flambement. Ce qui nous a permis d’obtenir la phase de plateau. Son niveau se
situe au niveau de la charge critique de flambement de la méme cellule d’étude. On a donc,
dans ce cas, la méme taille suffisante de cellule d’étude. Dans le cas de la cellule CB333
qui est 432 fois plus grande en volume que la cellule minimale, un palier en contrainte est
obtenu a partir d’'une analyse classique géométriquement non linéaire sur la structure par-
faite. De plus, ce palier se situe au niveau de la charge critique de flambement. Ce résultat
montre bien qu’en présence de non-linéarités géométriques une cellule périodique minimale
n’est plus représentative de ’ensemble d’un réseau infini. Il permet aussi, dans le cas des
mousses élastiques a porosité ouverte, de déduire que c’est bien le lambement des arétes des
cellules qui donne lieu a une phase de plateau en contrainte. La CB333 est donc un volume
élémentaire représentatif pour ’étude en postflambement.

Pour les deux surfaces de charge étudiées, elles coincident. Les modes obtenus sont donc soit
périodiques sur la cellule d’étude minimale, soit de grandes longueurs d’onde. Cette surface
est une surface de Drucker-Prager modifiée. De plus, la méthode mixte donne un renseigne-
ment sur la normale et la direction du déplacement de la bande de localisation. Dans les
deux cas de compression et de déformation uniaxiales, il s’agit d’une bande de cisaillement.
L’étude expérimentale a permis de valider la surface de charge qualitativement. L’écart re-
latif de la dissymeétrie de forme de cette surface est de 9%. Cependant, quantitativement il
y a un écart important entre les valeurs numériques et expérimentales des charges critiques
de flambement. Cet écart peut étre expliqué par plusieurs facteurs. On l'attribue essentiel-
lement au fait que la microstructure de la mousse n’est pas parfaitement périodique dans la
réalité et que les imperfections, qui ont pour effet d’abaisser la valeur des charges critiques de
flambement, peuvent jouer un roéle important dans le cas d’un assemblage de poutres aussi
complexe.

Développements futurs

Pour compléter le passage micro-macro, il reste a construire la loi d’écoulement associée
a la surface de charge. Pour la déterminer, les deux études de post-flambement réalisées
en compression et en déformation uniaxiales doivent étre complétées par des chargements
multiaxiaux.
Une suite, intéressante et immédiate également, est dédiée a 1’étude des imperfections géo-
métriques proches du cas réel. Celles-ci peuvent se traduire par la formation de trous lors
de la procédure de fabrication de la mousse. Dans ce cas, on peut envisager de programmer
un processus d’élimination aléatoire d’un certain pourcentage d’arétes de cellules, ou encore
par la génération d’un réseau aléatoire dés le départ.
Une autre issue immeédiate est la résolution analytique de la détermination de la surface de
charge par la méthode mixte. En effet, cette méthode réduit d’une dimension la méthode
par ondes de Bloch, en passant d’une minimisation sur les vecteurs nombres d’onde w a
une minimisation sur les vecteurs unitaires n. Elle s’applique a la cellule d’étude minimale
qui contient 12 nceuds géométriques dont seulement six sont indépendants. Ce qui en fait
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un probléme a 36 degrés de liberté. De plus, elle donne une information sur la bande de
localisation.

La surface mixte, dans ce cas d’une mousse élastique, correspond 4 la surface de charge micro.
Triantafyllidis et Schraad [Triantafyllidis et Schraad, 1998|, dans le cas d’un nid d’abeilles
en aluminium, ont obtenu la surface micro par la méthode des ondes de Bloch. Cette sur-
face, aprés minimisation sur tous les vecteurs nombres d’onde, correspond soit aux ondes
périodiques soit aux grandes longueurs d’onde, donc a la surface mixte. Ce qui suscite une
question d’ordre théorique, & savoir dans quelles conditions peut-on affirmer que les surfaces
micro et mixte sont équivalentes ?
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Annexe A

Résolution du probléme de flambement

Principe de résolution d’un probléme de flambement

Par définition, on dit qu’une structure flambe, lorsque la charge appliquée atteint un
niveau a partir duquel la configuration d’équilibre cesse d’étre unique et bien déterminée.
Cette charge est appelée charge critique de flambement. [’étude de flambement consiste de
ce fait en un probléme issu des équations d’équilibre.

Dans le cas de systémes conservatifs, on peut résoudre le probléme de flambement par une
approche énergétique. L’équilibre est alors donné par la stationarité de 1’énergie potentielle
E, :

0B, = Epu(u).du=0 VoueV (8)

ou V désigne I’espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles et v € V.
L’étude de flambement d’une configuration d’équilibre peut se faire en considérant un charge-
ment proportionnel F' = A F;. On se fixe donc une direction F,, et on fait croitre le parameétre
A a partir de 0 jusqu’a trouver la valeur critique A, pour laquelle la structure flambe. D’aprés
le théoréme des fonctions implicites, pour trouver les points d’équilibre critiques, il suffit de
résoudre I’équation suivante :

FUeV;U#0/ Epuu), -U.0u=0 VéueV (9)

Cette équation correspond & une équation aux valeurs propres A. dont les vecteurs propres
associés sont les modes de flambement U.

Dans la pratique du calcul des structures, la situation courante est la suivante : lorsque A
croit & partir de 0, on dispose souvent d’une solution triviale uy(\) “stable” pour 0 < A < A.
La valeur propre minimale de la matrice des dérivées secondes de I’énergie potentielle aux
points d’équilibre E,,,), est positive au départ puis s’annule pour A = A.. De plus, la
quantité AE, = Ep(uy(A) + Au; A) — Ep(ug(A); A) est négative lorsque A > A.. Ce qui signifie
que la (ou les) branche bifurquée, lorsqu’elle existe, correspond a un niveau d’énergie plus
bas que celui de la solution triviale.
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Détermination des charges critiques de flambement par
ABAQUS

Le code de calcul par éléments finis ABAQUS/Standard contient un module pour estimer
le flambement élastique par extraction de valeurs propres. Pour ce faire, des charges de
perturbation sont rajoutées & un état de base qui représente I’état initial. Cet état de base
peut étre le résultat de n’importe quelle histoire de réponse, y compris d’effets non linéaires.
La charge de flambement estimée est donnée sous forme d’un multiplicateur de la forme des
charges de perturbation qui sont ajoutées aux charges de 1’état de base. Pour que ’estimation
des valeurs propres soit raisonable, il faut donc que la réponse aux charges de perturbation
soit, élastique jusqu’aux valeurs des charges de flambement estimées. Par conséquent, cette
estimation n’est valable que pour les structures relativement “rigides”, ou la réponse avant
flambement est presque linéaire.

On considére le probléme physique suivant pour effectuer une analyse de flambement :
Pour une configuration de base définie par des contraintes ¢ ¥ en équilibre avec des forces
surfaciques T7 et des forces volumiques fZ, on considére une déformation élastique a gra-
dients de déplacement “petits” sous des forces surfaciques additionnelles AT, des forces
volumiques additionnelles A f, et des déplacements de bord A u, ou les forces surfaciques et
les déplacements additionnels sont appliqués sur des parties complémentaires du bord. Une
telle déformation est une perturbation linéaire d’un état initial prédéformé. L’hypothése de
gradients de déplacement petits est appliquée a la cinématique et aux équations constitutives
d’un état initialement contraint. Ce qui conduit a la résolution d’un probléme linéaire pour
déterminer la réponse a un chargement additionnel. En d’autres termes, comme le probléme
est linéaire, alors si A g est la réponse en contrainte aux charges AT, A f et A, alors pour
les charges A AT, A A f et A\ A u la réponse en contrainte est A Ag .

Chaque valeur de ) correspond & une perturbation linéaire de I'état de base. A travers
ces états perturbés, on cherche des valeurs de A qui permettent ’existence de champs de
déplacements incrémentaux non triviaux d’intensité arbitraire comme solution du probléme.
De tels champs de déplacements incrémentaux non triviaux sont dits modes de flambement.
Dans la procédure d’analyse de flambement d’ABAQUS, il n’y a pas de différence entre
la géométrie de 1’état de base et celles des configurations linéairement perturbées. Suite a
cette hypothése, les modes de flambement sont des déplacements incrémentaux en dehors
de la géométrie de I’état de base dont ’état de contrainte est A A g, les charges surfaciques
appliquées sont A AT et les charges volumiques appliquées sont A A [

Les équations d’équilibre d’une configuration arbitraire durant le flambement, dite confi-
guration actuelle, sont données en terme de contrainte nominale P dans la configuration
de référence. Si on désigne par X la position d’un point matériel dans la configuration de
référence, les équations d’équilibre peuvent s’écrire de la maniére suivante :

/B:@dv’?:/ z-@dsB+/ f5dv®, (10)
VB a& SB VB

ou v est un champ de vitesses virtuel arbitraire, T est le vecteur contrainte nominal sur le
bord S? de la structure dans 1'état de base, S est la force volumique par unité de volume
dans I’état de base et V? est le volume que la structure occupe dans 1’état de base.



141

La loi constitutive peut étre élastique, hypoélastique ou hyperélastique (la plasticité et la
viscosité sont ignorées).

Pour procéder a la discrétisation par éléments finis, le champ de vitesses interpolé suivant
est introduit :

v=v" N"(X), (11)

ol X est la position dans 1’état de base qui est la configuration de référence. Les équations
gouvernant le lambement donnent lieu alors au probléme aux valeurs propres suivant :

(KYM + XKy v =0, (12)

ou KM est la rigidité de 1’état de base et KXM est la rigidité géométrique.
La rigidité de I’état de base est la somme des rigidités tangentes hypoélastiques, la rigidité
de la contrainte initiale et la rigidité du chargement :

AN " ANM o™
NM _— . By . _— B
K, _/VB(GX> g(g)(ai) av

ONNV\T oNM ONMN ™ NN\
+/ QB . — e 92— D = dVB (13)
or? ofF
- NN . Z=_4sB _ NN . = _qvB
SB T 8@M vB T 8@M ’
ot uM sont les déplacements nodaux et ol C(g) est un tenseur de quatriéme ordre qui peut

dépendre de la contrainte actuelle et qui définit le comportement.
La rigidité géométrique est la somme de la rigidité de la contrainte initiale et la rigidité du
chargement dues aux contraintes de perturbation :

ONV\T oNM ANMN\ U™/ gNN\ U™
NM _ B . Al Y= = = B
KR = ], '[<65> w (o) () |@ 14
OATE OAfE
_ N O824 B _ N Y=L B
SBM sun 1S VBM s W

Il est & noter que, dans cette expession, la contribution qui provient de la contrainte est
symétrique alors que la contribution qui provient des charges appliquées n’est symétrique
que si le chargement est conservatif, c’est a dire que si les charges dérivent d'une énergie
potentielle. Lorsque la rigidité due au chargement n’est pas symétrique, sa contribution
est symétrisée car ABAQUS ne peut résoudre les problémes aux valeurs propres que si les
matrices sont symétriques.

On note PV les charges nodales généralisées résultant des forces appliquées T2 et fP

et des déplacements imposés u?, et on note QV celles dues & AT?, Af® et AuP. Les
valeurs propres )\; représentent les multiplicateurs qui estiment les charges de flambements
généralisées par PV + \Q". Les vecteurs propres v;' correspondants sont les modes de
flambements associés.

Bien que, dans la plupart des analyses, on ne s’intéresse qu’au premier mode de flambe-
ment, ABAQUS est capable d’extraire plusieurs modes simultanément. Par ailleurs, lorsque
le comportement avant flambement est non linéaire, pour estimer la capacité de la structure,
il faut procéder a une analyse non linéaire utilisant la méthode de Riks.
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Algorithme de Riks modifié

Souvent, les problémes de perte de stabilité sont caractérisés par des solutions d’équilibre
statique non linéaires, ot durant au moins une période de la réponse, la charge et/ou le
déplacement décroit (voir FIG. 18).

Charge F

Déplacement u

F1G. 18 — schéma typique d’une réponse statique instable

Plusieurs méthodes ont été proposées et appliquées a ce type de probléme. La méthode de
Riks modifiée semble étre la plus performante (voir par exemple [Crisfield , 1981], [Ramm, 1981]
et [Powell et Simons, 1998]). C’est une version de cette méthode qui a été implémentée dans
ABAQUS.

Dans cette procédure, on suppose que le chargement est proportionnel. Ce qui signifie
que toutes les amplitudes du chargement varient en fonction d’un seul paramétre scalaire
(F = A F,). De plus, on suppose que la réponse est suffisamment “lisse”, dans le sens ou il
n’y a pas de bifurcation soudaine. La solution est obtenue a travers un seul trajet d’équilibre
dans un espace défini par les variables nodales et le paramétre de chargement. L’algorithme
de base demeure celui de la méthode de Newton. En un point solution Ay, la rigidité tangente
est calculée. Puis, on passe de Ay & un nouveau point A; par un incrément sur cette ligne
tangente. La taille de cet incrément est initialement suggérée par 'utilisateur puis elle est
ajustée dans ABAQUS par un algorithme d’incrémentation automatique de la charge, valable
pour les problémes statiques. Ensuite, le point d’équilibre As est cherché sur le plan passant
par A; et orthogonal a la ligne tangente. La F1G. 19 illustre 1'utilité de cette méthode dans
le cas de la présence d’une instabilité.
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A
Parametre de chargement

A

(incrément)

Déplacement nodal

F1G. 19 — schéma de l'algorithme de Riks modifié
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Annexe B

Apercu des modéles de poutre
dans ABAQUS

Dans I’étude numérique, on a utilisé deux types de poutre : les poutres de Timoshenko
et les poutres d’Euler-Bernoulli. Dans cette annexe, on expose briévement la cinématique
sur laquelle est basée la formulation de chaque modéle.

Dans le cas le plus général, celui des poutres de Timoshenko, la position d’un point matériel
de la section d’une poutre est définie dans ABAQUS par :

&(s,5%) = x(s) + f(s)s"ng(s) + w(s)(s*)t(s). (15)

Dans cette expression, on dénote par :

z(s) la position du point matériel sur 1'axe neutre;

n,(s) deux vecteurs unitaires orthogonaux dans le plan de la section de la poutre;
t(s) le vecteur unitaire orthogonal a n, et n,;

1 (s*) la fonction de gauchissement de la fonction ;

w(s) amplitude du gauchissement ;

et f(s) est un paramétre qui dépend de ’extension de la poutre.

Ces quantités dépendent de la coordonnée s sur 'axe de la poutre et des coordonnées s
dans la section de la poutre. Ces distances sont mesurées dans la configuration de référence.
La fonction de gauchissement est choisie de sorte que la valeur & I'origine de la section soit
égale a zéro : 1(0) = 0. On note que dans le cas d’une section circulaire (section choisie dans
notre étude numérique), il n’y a pas de gauchissement.

Il est supposé que, aux points d’intégration tout au long de la poutre, les directions de la
section de la poutre sont pratiquement orthogonales & la tangente %(s) a I’axe de la poutre
donnée par :

~ dx
t(s)=A"—= 16
i(s) = A1, (16)
ou A est ’extension axiale donnée par :
dx
A=|—] 17
T (17)
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Dans le cas des poutres d’Euler-Bernoulli, la position d’un point matériel dans la configura-
tion courante devient :

zf = z(s) + gn, (s) + hny(s), (18)

ou g et h mesurent les distances dans la section.

Dans ces éléments, le taux de travail virtuel interne est associé seulement a la déformation
axiale et au cisaillement en torsion. De plus, la section ne se déforme pas dans son plan,
ne subit pas de gauchissement a ’extérieur de son plan et reste normale & ’axe neutre de
la poutre. Ce sont les hypothéses classiques de la théorie de poutres d’Euler-Bernoulli. Ces
poutres donnent des résultats satisfaisants dans le cas des poutres minces.
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Notations

Cette section regroupe les notations utilisées dans ce mémoire. La convention d’Einstein
est adoptée : tout indice répété dans un terme d’une expression est sommé (exemple :

Tenseurs et opérateurs

€;li=1,3 Vecteurs formant une base orthonormée dans la configuration de référence
Tenseur d’ordre 1 ou vecteur (v = (v;)]i=1,3)

Tenseur d’ordre 2 (T = (T} 53=1,3))

Tenseur d’ordre 4 (P = (Tijnil(igei3=1,3))

s N

Produit simplement contracté (exemple :
Produit doublement contracté (exemple :
Produit tensoriel (exemple : v @ w = v;w; ¢;
Composantes du tenseur T (I = Tj; e; ® e, )
Tenseur transposé du tenseur 7 (Tt Tiie; ®e;)

Symbole de Kronecker ((5,J =1sii=/j 0;j = 0si i # j)

Tenseur identité (I = d;; ¢; ® ¢;)

Trace du tenseur T (tr(T) = I I =Ty)

Gradient Lagrangien d’un vecteur v (Grad v = (9v;/9X;) (e; ® e;))
Divergence Lagrangienne d’un tenseur T (Div T = Grad - T = (97T;;/0X;) ¢;)
Moyenne volumique de f sur €2
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Grandeurs géométriques

a Hauteur d’un tétrakaidécaedre

A Section d’une poutre (ou d’une aréte des cellules d’une mousse)

¢i, C;, C! Paramétres qui dépendent de la forme des cellules d’une mousse

d Plus grande distance séparant un point de la section d’un élément de son axe

d, Densité relative ou fraction volumique de matiére dans une mousse

I Moment d’inertie suivant le premier axe principal d’une poutre

I Moment d’inertie suivant le second axe principal d’une poutre

I; Moment d’inertie de torsion d’une poutre

l Longueur d’une poutre (ou d’une aréte des cellules d’'une mousse)

t Epaisseur des arétes des cellules d’une mousse & porosité ouverte

ta Epaisseur des arétes des cellules d’une mousse & porosité fermée

ty Epaisseur des faces des cellules d’une mousse & porosité fermée

Ve Volume de la cellule de base notée CB

Vi Volume d’un tétrakaidécaédre

0] Porosité d’une mousse

% Fraction volumique de solide contenu dans les arétes des cellules
d’une mousse & porosité fermée

Pm Densité d'une mousse

Ps Densité du solide composant une mousse

Osecto Parametre qui dépend de la forme de la section

0o Valeur de 6o dans le cas d’une section circulaire

On Valeur de 6o dans le cas d’une section triangulaire

¢ Rapport de la plus grande distance séparant un point de la section

d’un élément de son axe sur la longueur de cet élément (( = d/l)
£ Rapport de I’épaisseur des arétes sur leur longueur (£ = t/1)
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Grandeurs mécaniques

Grandeurs scalaires

E., Module de Young d’une mousse
E, Module de Young du solide composant une mousse
E&l Module “cedométrique” d’une mousse
Gnm Module de cisaillement d’'une mousse
G, Module de cisaillement du solide composant une mousse
K Parameétre qui dépend de la mousse
D Pression hydrostatique (p = —1/3 tr(X))
Do Pression du gaz initiale dans les cellules d’une mousse a porosité fermée
Patm Pression atmosphérique
q Contrainte équivalente de Von-Mises (¢ = {/3/2 tr(S - 8S))
Troisiéme invariant de la contrainte déviatorique (r = (9/28-8S: §)1/ 3)
t Nouvelle mesure de la contrainte déviatorique
(t=q/2 [1+1/K - (1-1/K)(r/9)°])
v Potentiel d’énergie élastique
w Densité d’énergie de déformation par unité de volume de référence
Whem Densité d’énergie de déformation homogénéisée

Wy micro Energie de déformation microscopique
Wmaere Energie de déformation macroscopique
W hom Energie de déformation homogénéisée

a, aq, ap Parameétres de chargement en déformation

B, B Paramétres de chargement en contrainte
) Ordonnée a origine de la droite de Drucker-Prager représentée dans le plan (p,t)
€D Déformation limite de la phase plateau et initiatrice de la densification
A Paramétre positif croissant pour le chargement
A& Infinimum des A pour lesquelles des instabilités kY -périodiques ont lieu
Am(w) Infinimum des A pour lesquelles des instabilités non périodiques
du type ondes de Bloch ont lieu pour un w donné
Ae Valeur critique
micro Valeur critique définie comme étant I’infinimum des A®)

sur toutes les cellules périodiques possibles kY

dans la méthode dite par ondes périodiques arbitraires
ou comme étant Uinfinimum des A, (w) sur tous les w
dans la méthode dite par ondes de Bloch

7 Module de cisaillement

Vm Coefficient de Poisson d’une mousse

Vs Coefficient de Poisson du solide composant une mousse
O, Contrainte limite d’élasticité d’un solide

oy Contrainte limite & la rupture d’un solide

Xp Contrainte de plateau d’une mousse

Egl Contrainte de plateau d’une mousse élastomérique

Egl Contrainte de plateau d’une mousse élasto-plastique
E;f Contrainte de plateau d’une mousse élastique fragile

© Pente de la droite de Drucker-Prager représentée dans le plan (p,t)
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Grandeurs tensorielles

Notation indicielle

Vi Déformation latérale suivant I’axe ¢;]i=1 2
h; Hauteur de la cellule d’étude suivant la direction g;
L; Longueurs d’onde du mode de bifurcation (L; = 27h;/w;)

Notation tensorielle

X Vecteur position du point matériel dans la configuration de référence
T Vecteur position du point matériel dans la configuration actuelle

U Vecteur déplacement d’un point matériel

ou Vecteur variation du déplacement

uPer Champs de déplacements Y-périodique en X

(WP (X + 0 g mi ;) = wP(X) avec n;li=1,3 des entiers arbitraires)
ukrer Champ de déplacements kY -périodique en X avec k;|;—1 5 des entiers positifs
(ukPer (X + Y13 nikig;) = ufPer (X)) avec n;l;—1 3 des entiers arbitraires)
Vecteur rotation d’un point matériel
Vecteur rotation périodique
vecteur nombres d’onde adimensionnel

[e]
11

ESERAS
)

Tenseur gradient de la transformation locale (f = 0z/0X)

Tenseur gradient de la transformation globale
Orientation donnée du chargement macroscopique
Tenseur de déformations locales de Green-Lagrange (e = 1/2 (f'f — I))

Tenseur de déformations de Green-Lagrange (E = 1/2 (F'F —_:))

Tenseur de déformations de Biot (E = F — I )
Tenseur de déformations linéarisé

Ol [y 1 |yl

15yl

Tenseur de contraintes microscopique de Boussinesq (ou de Piola-Kirchhoff)
(b= 0w/0f)

Tenseur de contraintes macroscopique de de Boussinesq (ou de Piola-Kirchhoff)
(X = ow"™/oF)

Tenseur de contraintes de Cauchy

Tenseur déviatorique des contraintes (S =X +p[)

i1

[l

E':

HHO
I

Tenseur module de 1’élasticité linéaire isotrope (tel que w = %

Tenseur module incrémental microscopique (I = 0*w/df0f)

>
Q
3
=

Tenseur module incrémental macroscopique

Tenseur de souplesse élastique

=
)
3

Tenseur de souplesse élastique homogénéisé

IR A lllles Th==ie
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Autres

VAN

» O

Jin
€th

Domaine d’un matériau

Bord du domaine 2

Normale extérieure a €2 en un point de 052

Cellule périodique minimale dont la taille est considérée unitaire Y = [0, 1[3
Cellule périodique de taille kY = [],_, 5[0, k;[ ot (ki)i=1,3 sont des entiers positifs
Neeud situé sur la face de normale e; du bord de la cellule d’étude

Nceud situé sur la face de normale —e; du bord de la cellule d’étude

et relié & N** par des conditions de périodicité

Vecteur position du nceud Nt dans la configuration de référence

Vecteur position du nceud N~ dans la configuration de référence

Vecteur déplacement du nceud N**

Vecteur déplacement du noeud N*~

Vecteur rotation du nceud N**

Vecteur rotation du nceud N~

Nombre d’arétes dans un solide platonicien

Nombre de faces dans un solide platonicien

Module de compression

Nombre d’arétes de chaque face polygonale d’un solide platonicien
(1¢* symbole de Schlifli)

Nombre moyen d’arétes par face polygonale d’un polyédre convexe
Nombre d’arétes issues de chaque sommet d’un solide platonicien
(28me symbole de Schlifli)

Nombre de sommets dans un solide platonicien

Intégrale elliptique de premier type

Intégrale elliptique compléte de premier type (K[m] = F[5,m|)
Intégrale elliptique de deuxiéme type

Intégrale elliptique compléte de deuxiéme type (E[m| = E[Z, m])

Constantes de calibration de la forme d’Ogden

Allongements principaux (valeurs propres de U et de V :

tenseurs de la décomposition polaire de F (E_z RU =V.R avec R*.R = 1))
Re-définition des \; pour permettre le passage de la forme d’Ogden

a une forme adaptée pour les mousses dans ABAQUS (/A\Z = Jt;ll/ 3/\i)
Jacobien de la transformation (J = detF)

et aussi le rapport du volume élémentaire dans la configuration actuelle
sur le volume élémentaire dans la configuration de référence

(J = dV/dVy) avec J > 0 : condition d’impénétrabilité de la matiére
Rapport de volume élastique

Rapport de volume thermique

Expansion thermique linéaire
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