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Introduction

Cette these traite de I'étude des filtres causaux non rationnels et a temps
discret : la fonction de transfert de tels filtres n’est pas une fraction ration-
nelle, et leur réponse impulsionnelle est infinie et n’est pas une combinaison
linéaire de suites géométriques. L’outil que nous nous proposons d’utiliser est
les représentations diffusives et cet outil s’applique a certains filtres, dits dif-
fusifs : ces filtres se mettent sous la forme d’agrégation continue de filtres au-
torégressifs d’ordre 1, leur réponse impulsionnelle est une somme continue de
suites géométriques.

Applications des filtres non rationnels a temps discret dans
la littérature

Les différences fractionnaires et plus généralement les filtres non rationnels
font 'objet d’une étude théorique (cf [SKMS87] et [Mat01]). Les applications des
filtres non rationnels se regroupent en trois domaines.

Certains filtres non rationnels ont été introduits pour faciliter 1’étude et la
simulation des opérateurs d’intégration et de dérivation fractionnaires. Ainsi les
formules de Griinwald-Letnikov ont permis de définir I'intégration fractionnaire
comme le rappelle [Pod99, chapitre 2] : pour une fonction u(t) localement som-
mable, U'intégration fractionnaire de u d’ordre o €]0,1[ est la fonction donnée
point par point, par :

I°M)(t) = lim Y  hi'Tu(t — kT) (1)

ot E[£] est la partie entiére de + et hy' est la réponse impulsionnelle des
différences fractionnaires d’ordre —a. C’est un filtre causal dont la fonction de
transfert est (1 —271)"%, |z| > 1, ce filtre est noté HI'! et servira d’illustration
tout au long de la these (cf : exemple 1 p. 24).

Les méthodes a pas multiples d’ordre fractionnaire, (cf : [Lub86]), approxi-
ment l'intégration fractionnaire et aussi des opérateurs pseudo-différentiels en

utilisant d’autres filtres non rationnels & temps discret (voir [Hel00]). Par exemple

les filtres causaux de fonctions de transfert [(1 —271)(1+27")7 ™", ou (£ —

7



8 Introduction

471 44272 — %z‘3 + iz“l)_", pour |z| > 1, sont deux autres approximations de
Iintégration fractionnaire mais, qui sont d’ordre plus élevé que (1 — 27172, Le
premier filtre est noté HP! et servira aussi d'illustration (cf : exemple 2 p. 24).

Dans l'article [Hur51], il est montré que le dimensionnement du barrage sur
le Nil en Egypte doit étre évalué a partir de données statistiques sur le niveau
des crues sur des milliers d’années et non sur une centaine d’années. La nécessité
de connaitre un tres grand nombre de données passées traduit le phénomene de
mémoire longue.

De tels processus aléatoires x,, peuvent étre générés a partir d’'un bruit blanc
gaussien noté ici €, passé a travers un filtre a temps discret de réponse impul-
sionnelle h,,.

Tpn — Z h'n—lcgk (2)
k=0

Un processus aléatoire est dit a mémoire longue lorsque 1’autocorrélation

E(> 7 i TpTytr) n'est pas une suite sommable ou lorsque sa densité spectrale
(transformée en Z de cette autocorrélation) est singuliere en w = 0 (ou E désigne
I'espérance mathématique). Simultanément dans [Gra80], [GJ80] et [Hos81], il a
été proposé de générer de tels processus avec (2) en prenant pour h, la réponse
impulsionnelle de H!. Dans [Gra80] il a aussi été montré que si h, = ﬁna’l
alors (2) génere aussi un processus aléatoire & mémoire longue. Nous appelons
HEN e filtre défini par cette derniére réponse impulsionnelle et il servira aussi
d’illustration. HEY et HE! permettent de générer des processus aléatoires dont
le comportement asymptotique de la densité spectrale est proportionnel & w2¢
quand w — 0.

Dans [WGT8]|, ’apparition des taches solaires est aussi modélisée par un pro-
cessus aléatoire a longue dépendance. L’autocorrélation de ce processus présente
des oscillations dont ’amplitude décroit lentement. La densité spectrale est sin-
guliere en une fréquence w = wy # 0 et non plus en w = 0. [GZW86] montrent
que ces processus peuvent étre générés par (2) ou h,, est la réponse impulsionnelle
de (1 — 2cos(wg)z™" + 272)7®. Ces processus sont dits Gegenbauer, et ces filtres
peuvent aussi avoir une représentation diffusive mais sous une forme généralisée,
dite de deuxieme espece, (cf : [DHMO0] et [Hel00, §8.2]).

Dans [Lin91], il est proposé de générer des processus aléatoires dont le com-
portement asymptotique de la densité spectrale s’écrit sous la forme de L(w)w ™2
ou L(w) est une fonction lentement variante (i.e. L(w) — oo et Vk > 0, LL(ZZ’)) —1
quand w — 0).

Plus généralement une littérature importante est consacrée a l'étude de tels
processus aléatoires. Dans [Vat98, p. 127-134], des algorithmes sont proposés pour
générer ces processus aléatoires. L’article [GD96| est une synthese des modeles
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qui existent pour décrire ces longues dépendances.

Si on considere,

{ [L‘]?+1 = aXy —|— bz;-zzl Ui + Ek41
Y = Tk T,

ol ¢ et ni sont des bruits blancs gaussiens indépendants, . est I'état et u{c est
le controle effectué par I'agent j connaissant 'information g7 ... y]. Alors, selon
[WRT74] le meilleur controle linéaire possible effectué par 1’ensemble des agents
est donné par une fonction de transfert non rationnelle.

Etat de I’art sur les représentations diffusives

L’idée des représentations diffusives, a savoir chercher a représenter un opé-
rateur non-standard par une agrégation continue de dynamiques d’ordre 1, n’est
en fait pas nouvelle. Cette idée a été proposée par [GJ80] pour représenter le
processus aléatoires X,, formé a partir de (2) quand h, est la réponse impul-
sionnelle de HF!. Plus précisément, dans cette optique, on considere K proces-
sus aléatoires indépendants générés par (1) ou, pour chaque processus aléatoire,
h, est une réalisation d’un tirage aléatoire suivant une loi Béta. Ces processus
sont indépendants et il est montré que la moyenne de ces processus tend vers X,,
lorsque K — oo. Cette idée a aussi permis a [VDO95] de représenter les processus
de Gegenbauer. Cette idée se distingue néanmoins des représentations diffusives
en ce que, sur 'exemple développé par [GJ80], la moyenne des h,, ne coincide pas
avec la réponse impulsionnelle de HF7.

Cette idée d’agréger des dynamiques d’ordre 1 est classique en viscoélasticité.
En effet, le noyau de convolution A(t) liant la contrainte et la déformation est ap-
pelé la fonction de relaxation et est exprimé en fonction d’un spectre de relazation

H(7) (cf [Chr82, ch. 1]) :

h(t) = /0 N H(r)e +dr (3)

D’ailleurs les opérateurs diffusifs fractionnaires sont utilisés en mécanique des
milieux continus et cette représentation a permis de le justifier (cf : [Rou53]).

Ce spectre de relaxation est aussi introduit, par [GM97], sur des exemples
d’opérateurs différentiels fractionnaires et, ce spectre est appelé fonction spectrale.
Les fonctions de transferts de ces opérateurs sont analytiquement prolongées sur
C\R_ et la transformée inverse de Laplace des fonctions de transfert d’opérateurs
différentiels est faite avec un contour d’intégration particulier appelé Hankel qui
n’entoure que R .

L’existence de ce spectre est démontrée par le théoreme de Bernstein (cf :
[Wid46]) sous des hypothéses particulieres sur la réponse impulsionnelles (h(t)
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continue sur [0, 4oc[, h(t) C* sur ]0,+oo[ et ¥n > 0, (—=1)"h™(t) > 0); h(t)
est alors dite complétement monotone. Ce résultat permet & [BBF74] d’écrire
une réalisation en dimension infinie pour ces systemes, cette réalisation est ce
que nous appelerions une réalisation diffusive. Ces idées ont été appliquées a la
viscoélasticité dans [DM88| a l'aide des semi-groupes continus (voir par exemple
[CZ95]) et dans [Sta94] ou la dissipativité entraine le caractéere bien posé du
systeme, (voir par exemple [WSTO01]).

Mathématiquement, une fonction ainsi définie par une agrégation d’opérateurs
autorégressifs d’ordre 1 est une intégrale de Cauchy, dont certaines propriétés
sont exposées dans [NAC84] et dans [Mus92|. En électrostatique les potentiels
double couches s’expriment aussi avec un formalisme semblable (cf [DL84, p. 353],
[Mus92, p.23-25]). Un historique sur les intégrales de Cauchy se trouve dans
[Gak66, p.75-76].

L’étude des représentations diffusives est 1'objet d’une thématique de re-
cherche développée par le groupe de travail'. Les opérateurs non-standard visés
par les représentations diffusives sont en fait des opérateurs pseudo-différentiels,
leur théorie a été élaborée d’abord dans [Mon98] puis dans [Mon00b] (de nom-
breuses simulations se trouvent par exemple dans [DM00]). Les réalisations diffu-
sives (au sens de la théorie des systemes) transforment une équation pseudo-diffé-
rentielle avec des opérateurs héréditaires en une équation différentielle du premier
ordre sur un espace de Hilbert de dimension infinie. Cette structure permet une
analyse de la stabilité interne et fournit une méthode naturelle pour approxi-
mer les solutions (cf [Hel00]). Des extensions aux équations temps-variantes et
non-linéaires ont été envisagées (cf : [AMMO0a] et par exemple [Sor00] pour les
opérateurs a hystérésis).

Les applications sont diverses (cf : [MM98] et [AMMOOb]). Elles concernent
I’étude théorique des processus aléatoires générés par des opérateurs diffusifs
(cf : [CC98]) et des applications sur les capteurs CCD (cf : [SLMF97]) ou sur
la simulation des turbulences du vent sur une aile d’avion [IMMO00]. Un controle
diffusif par rétroaction pseudo-différentielle a été proposé (cf : [MAMIT],[Bid98]).
Un nouveau concept de robustesse est appliqué dans [VAMMOO] : la pseudo-
invariance sous groupe de transformation. L’identification d’opérateurs diffusifs
est aussi un enjeu important (cf : [Bid98] et [GB98]).

Problemes examinés dans la these

Notre activité de recherche se concentre tout d’abord sur la mise en place
des représentations diffusives a temps discret : I'analyse asymptotique, 1’élabo-
ration d'un critere de dissipativité. Ces outils permettent ensuite ’étude du cou-
plage d’un filtre diffusif avec un filtre de rationnel dissipatif : stabilités et analyse
asymptotique aux temps longs. Ce travail s’est fait essentiellement a temps discret

e site internet est http ://www.laas.fr/gt-opd
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(i.e. sur des filtres numériques) et autant avec une approche externe entrée-sortie
qu’avec une approche interne systeme.

Ces objectifs soulevent un certain nombre de questions :

Les filtres qui admettent une représentation diffusive sont dits diffusifs.
Parmi les exemples de filtres non rationnels cités ci-dessus, quels sont ceux
qui sont diffusifs ? (cf : §1.2).

La discrétisation d’un opérateur diffusif a temps continu est-elle encore
un filtre diffusif a temps discret 7 Est-ce que cela dépend du schéma de
discrétisation ? (cf : §1.2.1).

Est-ce que le quotient de deux filtres diffusifs est encore un filtre diffusif?
(cf : §6.2).

Connaissant le symbole diffusif, peut-on simuler le prolongement analytique
d’une fonction de transfert dans le disque unité? (cf : §C.3).

Pour un filtre diffusif de fonction de transfert H(z) et de réponse impul-
sionnelle h,,, & quelles conditions H(z) et h,, ont-ils le méme comportement
asymptotique que la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle des
différences fractionnaires ? (cf : §2.1 et §2.2).

Les différences fractionnaires, H¥! est un filtre dit & mémoire longue. Existe-
t-il un controleur qui donne au bouclage une stabilité exponentielle ? (cf :
§6.2 pour un point de vue entrée-sortie et §8.1.3 pour une approche systéeme).
Pour un systeme couplé formé d’un filtre rationnel et de H'!, et en sup-
posant que le systeme soit asymptotiquement stable, est-ce que la vitesse
de convergence vers zéro est affectée par le choix de la condition initiale
du filtre diffusif, peut-on accélérer cette convergence en choisissant un filtre
rationnel particulier ? (cf : §8.1.3 et §6.3).

Pour un filtre diffusif positif, existe-t-il une réalisation dissipative? (cf :
§3.2).

Lorsqu’on rajoute un retard sur un filtre diffusif, le nouveau filtre n’est plus
positif; peut-on encore utiliser la positivité et la dissipativité pour prouver
les stabilités entrée-sortie et interne d’un couplage comprenant ce filtre?
(cf : chapitre 4 et §7.1.2).

Dans quelle mesure un filtre diffusif peut-il étre utilisé comme un terme
d’amortissement qui stabilise un systeme instable ? (cf : chapitre 5).

Pour beaucoup de ces questions nous proposerons des conditions suffisantes relati-
vement générales, pour d’autres nous montrons sur des exemples qu’il est possible
de répondre favorablement.
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(Guide de lecture

Mise en place des représentations diffusives a temps discret
(chapitre 1)

Un filtre numérique diffusif est une superposition continue de dynamiques
classiques d’ordre 1 (i.e. de filtres d’ordre 1). Le poids de cette superposition
est appelé symbole diffusif (ou aussi représentation diffusive) noté p. Il s’agit
dans beaucoup d’exemples d’une fonction sommable a valeurs réelles, définie sur
[—1, 1], généralement singuliere en p = 1 et plutdt réguliere ailleurs. Cette mise
en parallele de filtres d’ordre 1 constitue un systeme de dimension infinie avec une
structure markovienne en temps. L’état du systeme est constitué de l’ensemble
des états de chacun de ces filtres élémentaires. Cette réalisation diffusive prend
son sens dans un cadre fonctionnel hilbertien approprié.

Les différences fractionnaires (i.e. la discrétisation de 'intégration fraction-
naire par la méthode d'Euler rétrograde) sont un exemple de filtre diffusif. Plus
généralement il a été montré que certaines méthodes de discrétisations conservent
le caractere diffusif.

L’analyse de la fonction de transfert d’un filtre diffusif montre qu’il n’est
pas exponentiellement stable en général. Cette analyse conduit a la propriété
suivante :

e La fonction de transfert peut toujours étre prolongée analytiquement dans

le disque unité avec en général une discontinuité le long du segment [—1,1] .
Et réciproquement, toute fonction de transfert qui peut étre prolongée ana-
lytiquement a l'intérieur du cercle unité avec une discontinuité le long du
segment [—1,1] est aussi un filtre diffusif (sous quelques précautions tech-
niques).

Propriétés asymptotiques des filtres diffusifs (chapitre 2)

La réponse impulsionnelle et la fonction de transfert s’expriment a ’aide de ce
symbole diffusif via deux expressions intégrales simples. Ces relations ainsi que
les exemples de filtres diffusifs, permettent d’établir une correspondance entre
la singularité du symbole diffusif y en p = +1 et, d’une part, la singularité de
la fonction de transfert 4 au voisinage de z = +1 et, d’autre part, la décrois-
sance lente de la réponse impulsionnelle h, caractéristique du phénomene de
mémoire longue (cf : [DM99]). Cette derniere correspondance porte le nom de
lemme de Watson discret. Elle montre que la caractéristique mémoire longue se
trouve déterminée par le comportement asymptotique de g en p = 1.
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Dissipativité et positivité des filtres diffusifs (chapitre 3)

Pour les filtres rationnels, un filtre est dit positif si le diagramme de Ny-
quist (i.e. 'image du cercle unité par sa fonction de transfert) se trouve dans
le demi-plan complexe droit ou, de facon équivalente, si la somme des produits
entrées-sorties est positive (la condition initiale étant alors supposée nulle). Ces
deux propriétés sont appelées positivité. Sous certaines précautions techniques,
les fonctions de transfert des filtres diffusifs sont dans l'espace de Hardy noté
H' (E) pour lequel cette équivalence reste vraie. Elle permet de construire un
critere de positivité portant sur le symbole diffusif. Ces notions sont précisées
dans [DMO1b]. Notons que pour certains schémas de discrétisation, un opérateur
diffusif positif a temps continu se transforme en un filtre diffusif a temps discret
qui reste positif.

Le lien direct, (i.e. le premier terme de la réponse impulsionnelle et aussi le
terme D d’une réalisation d’état (A, B,C, D)), joue un role particulier & temps
discret pour la positivité : un filtre positif a toujours un lien direct strictement
positif. Contrairement aux représentations diffusives a temps continu, le lien di-
rect d’un filtre diffusif numérique ne dépend pas du symbole diffusif, et les filtres
d’ordre 1 (i.e. ceux utilisés pour définir ) ne sont pas positifs. Aussi le critere de
positivité a temps discret H(z = +1) > 0 est différent de celui & temps continu
(u(p) > 0), il inclut en particulier des filtres ou u(p) < 0 (cf : [DM99]).

A I'image de [Mon98], il a aussi été montré que lorsque le critere de positivité
est respecté, la réalisation diffusive de ce filtre est dissipative : une fonctionnelle
de Lyapunov est construite, et son évolution est telle que sa variation le long des
trajectoires soit majorée par le produit entrée-sortie. Rappelons que la dissipati-
vité d’une réalisation révele la positivité du filtre (cf : [Wil72]).

Tous ces outils vont etre tres utiles pour I'étude des stabilités de systemes
plus complexes.

Stabilité H* d’un systeme couplé, formé d’un filtre ration-
nel positif et d’un filtre diffusif positif (chapitres 4 et 5)

Les propriétés établies précédemment permettent maintenant d’étudier la sta-
bilité du couplage d’un filtre rationnel stable et positif R, couplé avec un filtre dif-
fusif positif H . Ces systemes incluent une discrétisation d’un oscillateur perturbé
par un opérateur diffusif, étudié en temps continu dans [Mat98b] et [MAMOO]
notamment.

Le concept de positivité avait permis de proposer des conjectures et de prouver
des résultats de stabilité sur le probleme de Lur’e a la fin des années 60 (cf :
[ZF68]). Ce concept permet ici de prouver que la fonction de transfert du systeme
bouclé, H® est dans H™, et par suite de prouver la stabilité énergétique (i.e. si
I'entrée est d’énergie finie alors la sortie est aussi d’énergie finie, cf : [Par97,
ch. 1, p. 86]). Le théoreme de Nyquist est valable en dimension infinie, parce qu’il
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repose sur le calcul d’'un résidu logarithmique. Cependant ce théoreme suppose
en général que les fonctions de transfert sont méromorphes sur un voisinage du
cercle unité (cf : [CZ95, p. 569]). Cette hypothése n’est pas vérifiée pour les
filtres diffusifs, mais une analyse plus fine du dénominateur au voisinage de z =1
permet d’appliquer ce théoreme, et ainsi de prouver que la fonction de transfert
du systéme bouclé H(z) est dans H* (E) (i.e. #(2) est holomorphe et bornée
hors du disque unité).

Stabilité EBSB du systéme couplé (chapitre 6)

La stabilité EBSB (i.e. entrée-bornée, sortie-bornée) de H*® s’appuie sur le
résultat précédent (H° € H>®(E)) et s'obtient en analysant H° dans le disque
unité et en particulier les asymptotiques de % au voisinage des singularités.

H° a une singularité le long du segment [—1, 1], tout comme un filtre diffusif.
Des arguments semblables & ceux utilisés dans [BP0OOb] montrent que H® n’a
qu'un nombre fini de poles stables et pas de poles instables. Le systeme étudié
est en fait la somme d’un filtre rationnel A et d’un autre filtre diffusif. C’est le
résultat de décomposition proposé par [Mat98b| en temps continu. Les techniques
de simulation (cf : annexe C) permettent de visualiser le symbole diffusif p° de
ce nouveau filtre diffusif et de localiser les poles du nouveau filtre rationnel N .

Une correspondance est établie entre la singularité de p (non-couplé) et la
lente décroissance de réponse impulsionnelle du systéeme bouclé H° au moyen
des résultats établis au chapitre 2. On obtient ainsi différents comportements
asymptotiques, suivant que R s’annule ou non en z = £1. Ces asymptotiques
prouvent que dans de nombreux cas, le systeme est stable EBSB. Ceci est exposé
dans [DHMO0] pour 'exemple de l'oscillateur perturbé par un filtre diffusif.

Stabilité asymptotique du systéme couplé (chapitre 7 et 8)

La dissipativité a permis dans [MAMO97]| de prouver notamment la stabilité
interne de systemes plus complexes au moyen d’une fonction de Lyapunov qui
révele la dissipativité.

Le lemme de Kalman-Popov-Yacubovich (rappelé et démontré dans [Cai88,
p. 244-261]) révele la dissipativité de toute réalisation minimale de R. On forme la
réalisation du systeme couplé a partir de la réalisation du filtre diffusif H et d’'une
réalisation minimale de R. La dissipativité de chacune des réalisations permet
de construire une fonction de Lyapunov globale qui révele la stabilité interne
du systeme (i.e. lorsque le systéme est soumis a une entrée nulle et avec des
conditions initiales non nulles, 1’état du systeme reste contenu dans un ensemble
borné de ’espace d’état de Hilbert), ceci est exposé dans le cas d’un oscillateur
couplé avec un filtre diffusif dans [DHMOO].

La stabilité interne est en fait asymptotique (i.e. I’état du systeme converge for-
tement vers zéro pour la norme associée a I’espace de Hilbert). En temps continu
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[Mon00a] le prouve sur un exemple. Pour le temps discret, nous adaptons certains
éléments de cette preuve, et faisons usage du systéme adjoint pour conclure. Cette
démonstration est exposée dans [DMO1b] pour l'oscillateur perturbé par un filtre
diffusif. Elle se fait en trois étapes :

e Une hypothese de coercivité prouve que I'entrée du filtre diffusif tend vers
7€ro.

e La stabilité interne suffit alors a prouver que I’état du filtre diffusif converge
faiblement vers zéro.

e L’adjoint (au sens de l’espace de Hilbert) du systeme bouclé s’interprete
aussi comme un couplage entre le filtre diffusif H et un autre ARMA. Il
s’ensuit que la fonction de Lyapunov, forme quadratique en I'état a 'instant
n, se transforme sous I'action de I’adjoint, en une forme bilinéaire en ’état
a I'instant initial et a I'instant 2n : elle peut alors s’interpréter comme une
réponse impulsionnelle diffusive; la convergence faible de I’état implique
dans ce cas la convergence forte vers zéro.

Cette interprétation diffusive de la fonction de Lyapunov permet aussi d’évaluer
sa vitesse de décroissance en fonction de la singularité du symbole diffusif et de
la singularité de la condition initiale de H (i.e. c’est une fonction qui peut étre
singuliere en p = +1). Ces asymptotiques justifient a posteriori le choix de la
norme (et donc de I’espace de Hilbert) pour laquelle la convergence forte a été
montrée (i.e. il semble que des conditions initiales hors de cet espace de Hilbert
puissent ne plus entrainer la stabilité interne).

En résumé, les réalisations diffusives a temps discret ont été mises en place,
quelques propriétés ont été étudiées, des outils de simulation ont été développés.
Les applications concernent des systemes couplés associant un filtre rationnel po-
sitif et un filtre diffusif. Les résultats obtenus sont : le couplage est énergétiquement
stable grace au théoreme de Nyquist; le couplage est EBSB-stable grace a un
résultat de décomposition du systeme couplé en un autre filtre rationnel stable
et un autre filtre diffusif stable; le couplage des deux réalisations est stable de
maniere interne parce que la dissipativité de chacun des éléments permet de
construire une fonction de Lyapunov globale ; ce couplage est en fait aussi asymp-
totiquement stable.

Notations

Sigles

ARMA filtre dont la fonction de transfert se met sous la forme
d’une fraction rationnelle.

EBSB entrée bornée, sortie bornée.

TFTD transformée en Z : > >° ' h,z7"
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Filtres et Fonctions de transfert

HEL HBL HIN ot HUN  Filtres diffusifs définis au chapitre 1.
By, RET RBI PN ot hUN réponses impulsionnelles des filtres diffusifs

HH

He, et H,

XX

;=

i g
LV

(p+1i0), H(p —10)

R
N
(@)

o

H, HEL, HBE HEN et HUN | 1a définition est
dans §1.1.

Filtre diffusif de symbole diffusif u.
Exemples de filtres dans 32; définis dans
I’exemple 5 page 63 et dans l'exemple 6
page 65).

Systeme bouclé présenté page 61.

lim,_,o+ H(p + i€) et lim_,o+ H(p — i€) (voir
§1.3.1).

filtre rationnel approchant H (page 150).

‘H est un filtre positif au sens défini page 48.
inverse du filtre H (voir le lemme 5).

filtre rationnel (voir §6.2).

filtres rationnels présentés page 61.

Réalisation d’un filtres

Py L0

U’I’L) y’nﬁ x?’LJ wn

HY,HY, HE WX, H oo
HZ, NZ

Htﬂov RXO

TS, T

état et condition initiale de la réalisation diffusive
(p. 28).

entrées-sorties de la réalisation couplées (voir §7.1).
transformées en 7 de v, Yn, Tp, X,, fﬂ 1PnPodp
(voir §8.1.2).

Fonction de transfert égale a I’'une des transformées en
Z et partie entiere de HZ.

transformées en Z des sorties libres des réalisations de
H et de R lorsque les conditions initiales sont ¢ et Xq
(voir §8.1).

opérateurs de transition ®;, , = T ®3 et opérateur de
transition partiel ®,,1; = T®, (voir §7.1.1).
fonctionnelle de Lyapunov associée a une réalisation dif-
fusive (voir §3.2.1).

fonctionnelle de Lyapunov associée & Hj (voir §7.1).
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Symboles diffusifs

L
pF1 B N et

pl s ¥ ", pnee

n()

Va

Processus aléatoires

UN
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symbole diffusif d’un filtre numérique diffusif (voir §1.2).
symboles diffusifs de H*', HB! HEN et HUN (voir 1.2.1
et 1.3.1).

symboles diffusifs associés transformées en 2 de
Un, Yns Tn» [; Pn@odp (voir §8.1).

interpolation linéaire de g sur un réseau de points uni-
forme (p. C.3).

symbole diffusif d’un opérateur diffusif a temps continu
(voir §1.2.1).

symbole diffusif de I'intégration fractionnaire pour « €
10,1 (voir §1.2.1).

valeur de continuité d’un filtre diffusif (p. 35).

En un bruit blanc de variance égale a 1.
Y, processus aléatoire a mémoire longue.
Syy (w) densité spectrale.

Ry (n) fonction d’autocorrélation.

voir §2.3.

Variables muettes

n, k indices pour le temps.

P, variable d’intégration.

0, Pj points réguliers et points singuliers de .

0, w et wy pulsation réduite.

p réseau de points également répartis sur [—1,1]
(voir §C.3).

Pm poles de I'approximation rationnelle (voir §C.2).
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Fonctions et distributions

Cl

~,0et O

Ap(r)

Py, Py
deg(P1)

[o [+ et /-
supp f

1

kv (w)
gn(0)

5/

vp et pf

[a

Vecteurs et

une fonction est C, si elle est dérivable et sa dérivée est
continue.

opérateurs permettant la comparaison des comporte-
ments asymptotiques de deux fonctions au voisinage
d’un point.

fonction triangle (voir §C.2).

polynomes

degré d’un polynome

f est une fonction sommable et f = f, — f_.

support de la fonction f.

fonction caractéristique associée a I’ensemble .

noyau de Féjer (page 142).

suite de fonctions (page 142).

dérivée de la distribution de dirac.

valeur principale et partie finie en tant que distribution
causale sur Ry .

notation compacte pour p®(1 — p)~* (page 106).

matrices

1 matrice unité.

a; j coefficients d’une matrice A.

O(C,A) et C(A, B) matrices d’observabilité et de commandabi-
lité du systeme linéaire défini par A, B, C, D
(voir 7.1.1).

Al BE CE DE éléments définissants la réalisation choisie de

R (voir 7.1.1).

ARQ! BRQTY ORQTT DRQT gléments définissants la réalisation choisie de

T

RQ! (voir 7.1.1).
matrice permettant de montrer que 7 et 77
sont semblables (voir 7.2.2).
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entiers positifs.

complexe, 72 = —1.

corps des réels et corps des complexes.

réels et complexes non nuls.

variable de Laplace.

variable des fonctions de transfert des filtres numériques.
variable dans une intégrale sur un contour d’intégration.
partie réelle et partie imaginaire de z.

contours d’intégration pour la transformée en Z inverse.
un pavé de C.

intérieur du disque unité, disque unité fermé et cercle
unité.

extérieur du disque unité, extérieur du disque unité
fermé et cercle unité.

ensemble des suites z,, vérifiant ) |z, [P < oco.

support de p, I C [—1,1] (voir §1.2.2).

ensemble fini de points contenus dans I. ou p n’est pas
suffisemment réguliere.

voisinage en général et en p;.

ensemble d’entiers {1...P} ou {—P...—11...P}.
ensemble utilisé dans le chapitre 7.

algebre de convolution (voir §B.3).

espace de fonctions (voir §B.3).

filtres EBSB stables (voir chapitre 6)

espace de Hilbert associé aux réalisations diffusives
(voir §1.2.2).

espace de Hilbert associé & Hj (voir §7.1.2), le S étant
mis pour systeme.

espace de Hilbert associé aux états ¢ et X de Hj
(voir §7.2.2).

<, >, <, >ps et <, >p, produits scalaires associés aux espaces H, H® H,.

H', H2, 1>

I
e et || [[rxxry

espaces de Hardy (page 137).

normes des espaces de Hardy (page 137).

normes sur les vecteurs et sur les matrices (voir le
lemme 6 p. 96)
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Liste des exemples

Les différents résultats présentés dans ce document sont appliqués a différents
systemes regroupés en sept exemples.

L’exemple 1 concerne le filtre H ! et se trouve pages 24, 28, 37, 34, 53.

L’exemple 2 concerne le filtre HB! et se trouve pages 24, 37, 33, 41.

L’exemple 3 concerne le filtre H™Y et se trouve pages 24, 28, 37, 34, 43, 53.

L’exemple 4 concerne le filtre HUY et se trouve pages 25, 27, 37, 34, 52.

L’exemple 5 concerne le couplage H,, et se trouve pages 63, 74, 78, 81, 86, 99.

L’exemple 6 concerne le couplage H,, et se trouve pages 65, 70, 74.

L’exemple 6 bis concerne le couplage [(1— 2027 1) +p(1—27)2]"! et se trouve
page 71.

L’exemple 7 bis concerne le systeme défini par

Pns1(p) = ppn(p) = Jy T (r)pn(r) dr et se trouve page 112.

Remarques sur la forme du document

Le document de these est organisé en deux parties suivies d’une bibliographie
et des annexes, il y a en tout neuf chapitres numérotés indépendamment des
parties. A l'intérieur de chaque chapitre se trouvent différentes sections avec une
numérotation a 'intérieur du chapitre, ainsi §2.1 signifie la premiere section du
deuxieme chapitre. Les définitions, les lemmes, les propositions, les théoremes et
les remarques sont numérotées indépendamment des chapitres et annexes.

Pour alléger le propos, certaines conventions de langages ont été adoptées.
Un filtre désigne la relation entrée-sortie d’un systeme linéaire temps invariant a
temps discret. Un opérateur désigne soit une application linéaire soit la relation
entrée-sortie d'un systeme linéaire temps invariant a temps continu. Les filtres et
les opérateurs sont a priori supposés causaux. Un filtre et sa fonction de transfert
sont notés par le méme symbole, par exemple H. En revanche la réalisation d’un
filtre est notée différemment par exemple Hg, parce qu'un méme filtre possede
plusieurs réalisations équivalentes du point de vue entrée-sortie. Enfin le style im-
personnel est adopté lorsque ce qui est exposé est une fagon classique de procéder.
Lorsque nous souhaitons attirer 'attention du lecteur sur une facon originale de
procéder avec des choix a discuter, nous emploierons la premiere personne du
pluriel.
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Chapitre 1

Exemples et définitions des filtres
diffusifs

L’objet de ce chapitre est de définir et d’étudier les propriétés des filtres
numériques diffusifs en s’inspirant des représentations diffusives a temps continu.

L’intégration et la dérivation fractionnaires sont des exemples maintenant
classiques d’opérateurs diffusifs. A temps discret, les différences fractionnaires
(1—271)7* sont aussi un exemple de filtre diffusif. Lors du §1.1 nous présenterons
d’autres exemples de filtres non-standard, ils sont obtenus en discrétisant 1’in-
tégration frationnaire. Nous montrerons par la suite que ces filtres sont aussi
diffusifs.

Un filtre numérique diffusif est défini comme une agrégation continue de dyna-
miques classiques d’ordre 1 (i.e. de filtres d’ordre 1). Le poids de cette agrégation
est noté p et est appelé symbole diffusif (ou aussi représentation diffusive, ou en-
core densité d’une intégrale de Cauchy dans [Mus92|). Cette définition des filtres
diffusifs permet, comme en temps continu, de donner une réalisation de dimension
infinie appelée réalisation diffusive. La réponse impulsionnelle et de la fonction
de transfert peuvent aussi s’exprimer au moyen de deux expressions intégrales
simples et sont linéaires en p. Ces notions sont exposées dans le §1.2.

Lors du §1.3 nous donnons une condition suffisante pour qu’un filtre soit diffu-
sif, cette condition porte sur le prolongement analytique de la fonction de transfert
sur C\ [—1, 1] . Puis nous montrons que cette condition est en fait nécessaire sous
réserve d’une régularité suffisante du symbole diffusif.

1.1 Exemples de filtres diffusifs

L’intégration fractionnaire et la dérivation fractionnaire sont des opérateurs
sur les distributions causales, leur définition est énoncée dans [SKM87]. Leur fonc-
tion de transfert est s~ dans Re(s) > 0: a €]0, 1 pour l'intégration fractionnaire
et a €] — 1,0[ pour la dérivation fractionnaire. Leur réponse impulsionnelle est

23
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W sia>0et 6’*W = ﬁpf [tl.fa] sia < O.. L’i‘ntégratif)n fra‘ction-
naire est un filtre analogique passe-bas, tandis que la dérivation fractionnaire est
un filtre analogique passe-haut.

Nous avons envisagé trois schémas de discrétisation : Euler rétrograde, la
méthode des trapézes (appelée aussi transformée bilinéaire en traitement du
signal) et l'invariance impulsionnelle. Les trois filtres obtenus sont causaux et
définis sur |z| > 1. Ce sont des filtres numériques passe-bas quand « > 0 et des
filtres numériques passe-haut quand a < 0. Ces filtres ne sont pas exponentielle-
ment stables (leur fonction de transfert est singuliere en z = 1).

Exemple 1 Le schéma d’Euler rétrograde permet de retrouver le filtre
introduit par [Gra80] sous le nom de Fractional Integrator.

HIT = (1 -1 (1.1)

Cette discrétisation préserve le comportement basse fréquence et donc aussi
la lente décroissance de la réponse impulsionnelle. La fonction I' qui généralise
la factorielle permet d’écrire la réponse impulsionnelle sous la forme : hI'T =

% (cf : [GJ80, p. 18]). La formule de Stirling (cf : [AS72]) fournit le

comportement asymptotique hZ7 ~ ﬁn%a .

Exemple 2 La discrétisation bilinéaire définit HZ!, elle préserve les com-
portements basse fréquence de s™® et amene les comportement haute fré-
quence de s~ au voisinage de la demie fréquence d’échantillonnage (i.e. le

comportement en haute fréquence se lit en z = —1).
1—2z71\ "
HP(2) = |2 1.2
0= (21575) 12)

Exemple 3 La réponse impulsionnelle de I'intégration fractionnaire est
singuliére en zéro. Pour « €]0, 1[, 'invariant impulsionnel permet de définir
un autre filtre : H“Y dont le comportement & basse fréquence est celui
de 57 tandis que le premier terme de la réponse impulsionnelle AfY est
arbitraire. En fait hi™N a été choisi égale & h; de maniere & préserver a temps
discret la positivité de s~ (voir la proposition 6 p. 52). La dénomination
HLN provient de ce que le symbole diffusif (i.e. une fonction qui caractérise
un filtre diffusif) est un logarithme.

1 1 1
AN = ———— et RN =—— 1.3
" ['(a)nt—« 0 ['(«) (1:3)
Les réponses impulsionnelles de ces trois filtres sont représentées sur la figure
1.1 pour @ = 0.4. Les trois suites de points décroissent lentement, en 0.45n7%6
plus lentement qu'un ARMA. Intéressés par ce comportement, [Gra80] et [G.J80]
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avaient introduits H!! et HEV afin de décrire des séries temporelles & mémoire
longue (i.e. la connaissance d’un grand nombre de données passées d'une série
chronologique aide a la prédiction des données futures).

1 .
0.8 ” 1
0.6F X .

D @)
0.4r + -
Q@
X o
0.2f & & @
0f . . . . . ]
0 1 2 3 4 5 6

F1G. 1.1 — Réponses impulsionnelles de H¥7 (+), HBI (x) et de HEN (0) pour a = 0.4. Leur
décroissance lente en 0.45n726 est typique de la mémoire longue.

Exemple 4 Les asymptotiques des trois filtres H | HB! et de HEY sont
proportionnelles & n~(=%) lorsque a: €] —1,1[\{0} . Nous introduisons donc
un nouveau filtre :

1
Vn>1h"Y = — YN =1 et H'V(z)=1+In(l-2z"") (1.4)
n

Le développement analytique de In(1 — 271) au voisinage de I'infini prouve
que les deux caractérisations de HY" sont cohérentes. La dénomination
HYN rappelle que la décroissance de sa réponse impulsionnelle est en %
Nous montrerons que ce filtre est aussi diffusif et nous I'utiliserons ultérieu-

rement, dans ce chapitre.

Remarque 1 Les fonctions logarithmes (et donc les fonctions puissances, e*™(®))
utilisées pour définir ces filtres sont multivalentes sur C*. Les fonctions de trans-
fert de filtres causaux sont définis a Uextérieur d’un disque centré en z =0 (i.e.
domaine de convergence de la TZ). 1l existe un domaine et une expression mono-
valente de la fonction logarithme compatible avec ces domaines : {s| Re(s) > 0}
et In(s) = In |s| + iarg(s) .

Nous avons donnés quatre exemples de filtres non rationnels, les §1.2 et §1.3
sur la définition et les propriétés des filtres diffusifs nous permettront aussi de
montrer que les filtres présentés sont diffusifs. Ces filtres serviront d’illustration
dans la suite du rapport.
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1.2 Définition des filtres diffusifs

A temps continu, un opérateur diffusif est une agrégation continue de dyna-
miques classiques d’ordre 1 (cf : [Mon98]). De méme a temps discret un filtre
numérique diffusif H est aussi une agrégation continue de dynamiques d’ordre 1.
Le poids de cette agrégation est appelé symbole diffusif (ou aussi représentation
diffusive) et est noté p. Nous choisissons que les dynamiques agrégées soient des
filtres d’ordre 1 retardés et que le lien direct hy d’un filtre diffusif ne dépende pas
de p.

Nous montrerons qu’avec ces choix il existe différents schémas de discrétisations
qui transforment un opérateur diffusif en un filtre diffusif, en particulier les filtres
cités en §1.1 sont diffusifs. Dans ces exemples, p est une une fonction sommable
a valeurs réelles, définie sur [—1, 1], généralement singuliere en p = +1 et plutot
réguliere ailleurs.

Cette notion d’agrégation avec un poids p conduit a une expression de la
réponse impulsionnelle et de la fonction de transfert linéaire en pu (cf : §1.2.1) et
a une réalisation en dimension infinie avec une structure diagonale (cf : §1.2.2).

1.2.1 Caractéristique entrée-sortie des filtres diffusifs

Pour un opérateur diffusif & temps continu de symbole diffusif n(£), la réponse

impulsionnelle s’écrit h(t) = [;°n(£)e *'dE et la fonction de transfert s'écrit
H(s)= [~ %ﬁgdf . Nous proposons alors deux définitions équivalentes des filtres

diffusifs. Par la suite nous noterons parfois aussi H* le filtre diffusif défini par
(1.6).

Définition 1 Un filtre H causal et a coefficients réels est dit diffusif s’il existe
une fonction sommable p a valeurs réelles telle que ['une des deux conditions soit
vérifice.

1
Vn>1 h, = / w(p)p™ tdp et hy (1.5)
—1
ST pp) \
H(z) = hy + 2 /1 dep ou |z| >1 (1.6)

Preuve (1.6) est la transformée en Z de (1.5).

1
(1.5)=(1.6) Zz_”/ 1(p)p™ L dp est une série convergente pour |z| > 1 qui devient
-1
n>0
(1.6) apres inversion du signe somme et intégrale, ce que permet u € L'(—1,1) et le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

(1.6)=-(1.5) On choisit un contour I" qui encercle le disque unité. Pour n > 1
1

5 fFH(z)znfldz devient (1.5) apres inversion des deux intégrales, ce que permet
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p € L'(—1,1) et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. Pour n = 0, on
remarque que hg = lim,—o H(z) . O

Exemple 4 (suite) HYY est un filtre diffusif de symbole diffusif pvN =
110,15(p) , parce que (1.5) est vérifiée pour n > 1 : f P tdp =+ =nUN.

Remarque 2 La définition 1 pourrait étre généralisée au cas ot ju est une mesure
signée non-diffuse (i.e. somme d’une partie discréte et d’une partie continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.

A partir de ces deux définitions nous pouvons définir des filtres diffusifs en
discrétisant (cf [Hel0O, annexe D]) par Euler rétrograde ou par invariant im-
pulsionnel les opérateurs diffusifs dont le symbole diffusif vérifie une condition
d’intégrabilité, celle-ci exclut par exemple la dérivation fractionnaire. A I'image
de l'extension par différentiation des opérateurs diffusifs (cf : [Mon98]), nous mon-
trons aussi que 'opérateur des différences appliqué aux filtres obtenus par Euler
rétrograde définis de nouveaux filtres (1 — 2z !)H(z) qui sont aussi des filtres
diffusifs.

Proposition 1 Soit n le symbole diffusif d’un opérateur diffusif a temps continu
tel que [;° |’17+§‘d§ < +00 (i.e. condition imposée dans [Mon98]), alors
a. la discrétisation par Euler rétrograde est un filtre diffusif H* de symbole

diffusif p*(p) = 77( 2 et de lien direct hg = f£>0 %ggdg .
b. lextension par loperateur des différences ! ”Hb( ) = (1 — 27 HYH(2) est

un filtre diffusif de symbole diffusif pb(p) = (1 =L) et de lien direct
ho = fesy 178

c. la discrétisation par invariant impulsionnel est aussi un filtre diffusif avec
pe(p) =n (ln (%)) . Sin est sommable alors le lien direct est hg = f§>0 n(&)dg,

sinon le lien direct doit étre choisi arbitrairement, la proposition 6 du cha-
pitre 3 indique comment hy peut étre choist de maniere a respecter la posi-
tivité du filtre.

Preuve Les énoncés a. et b. s’obtiennent en travaillant sur la fonction de transfert,
tandis que c. s’obtient avec la réponse impulsionnelle.

&)

+oo
a. La fonction de transfert d’un opérateur diffusif est : / n §d£ .
0 S
Il suffit de remplacer s par 1 — 2!, de faire le changement de variable p = T +§ et d’uti-
liser %ﬁé € L'(0,00). pour montrer que la définition 1 est vérifiée (i.e. u® € L'(—m,7)
1l
et H*(z) =ho+2z ', l‘ip(zp,)l dp).

b. En remplacant s par 1 — 271, Hb(z) = /0+OO —(i :Lz_i):(f)df = /0+00 177:?)5 d¢ —

Lcette extension est 'annalogue & temps discret de 'extension par dérivation proposée dans
[Mon98, §5.2].
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11 suffit de faire le changement de variable p = 1—_1% et d’utiliser

[
o U+P1-f

1+¢
%52 € L'(0,00) pour trouver u’(p) et de méme vérifier la définition 1. Ainsi H® est un

filtre diffusif.
—+0o0

c. La réponse impulsionnelle d’un opérateur diffusif est : h(t) = / n(€)e Stde .

0
11 suffit de faire le changement de variable £ = —In(p) et d’observer que
%&g € LY0,00) = n(¢)e ¢ € LY(0,00) = pu¢ € L'(0,1). Pour la détermination de hq,
on observe que n € L'(0,00) < [limy_,0 h(t) existe]. Ainsi la définition 1 est vérifiée :

p¢ € LY(0,1) et pourn > 1, by, = fol w(p)p™ldp; aussi HE est aussi un filtre diffusif. (]

Exemples 1 et 3 Le symbole diffusif de l'intégration fractionnaire est
va(§) = %5*0‘. L’application de la proposition 1 prouve que H7! est

un filtre diffusif pour a €] — 1, 1[\{0} et que HY est un filtre diffusif pour
a €]0, 1], précisément :

pp) = Sinsrm)po‘(l — )" y041(p) (1.7)
WY (p) = SinEToﬂT) [ln (%)}a 10.1(p)

(1.8)

Remarque 3 De nouveauz filtres diffusifs peuvent étre construits en changeant
z en —z, ce qui amene a échanger les comportements haute et basse fréquences :
le filtre diffusif associé & —u(—p) est H(—=z) et la réponse impulsionnelle est
(—=1)"h,, pourn > 1. Ces calculs se font a partir des équations (1.5) et (1.6). Ainsi
H'(—2) = (1+2)7% est encore un filtre diffusif, et il nous servira ultérieurement
en §1.3.2.

1.2.2 Reéalisations diffusives

La mise en parallele de filtres d’ordre 1 constitue un systeme de dimension
infinie avec une structure markovienne en temps. L’état du systeme est constitué
de I'ensemble des états de chacun de ces filtres d’ordre 1. Cette réalisation dif-
fusive prend son sens dans un cadre fonctionnel hilbertien comme le précise la
proposition suivante. La réalisation diffusive ne sont pas héréditaires au sens o
les entrées passées peuvent étre résumées par un état de dimension infinie.

Proposition 2 Soit H un filtre de lien direct hy et de symbole diffusif p de

support I C [—1,1].
a. H = {¢| [, [(p)| ©*(p) dp < +o0} est un espace de Hilbert.
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b. Une réalisation en dimension infinie de H est :

{gon+1(p) = ponlp) +up ot pel,py € Hetn>0

Yn = J; 1p) en(p) dp + ho un (1.9)

U, et y, sont respectivement les entrées et sorties réelles, tandis que p,, est
une fonction, en ['occurrence [’état de dimension infinie, et v, € H. La
condition initiale o doit aussi vérifier : supp oy C  Supp ji.

c. Ce systéme peut s’écrire sous la forme [A,B,C,D| ou A, B, C et D sont
des opérateurs linéaires continus respectivement de H dans H, de R dans
H, de H dans R et de R dans R.

d. Cette réalisation est asymptotiquement stable pour la topologie associée a
H au sens ou [’état p, tend vers zéro lorsqu’il évolue librement a partir
d’une condition initiale @y € H : u, = 0 et o € H = ||pnllm — 0 quand
n — o0o.

Preuve

a. H est un espace pondéré parfois aussi noté L|2u|(H).

b. (1.9) est une réalisation qui découle de la définition 1. En effet la sortie y,, du filtre
H dépend linéairement de entrée : y, = EZ;& hp—rur + houy . L’équation (1.5)
fait apparaitre dans cette expression une intégrale & droite du signe somme. Apres
échange, l'expression devient : y,, = [; u(p)zz;é " Fuy dp + houy, . 11 suffit de poser
on(p) = ZZ;; " Fuy et pg(p) = 0 pour montrer que (1.9) est une réalisation de H .
c. La continuité de C provient de I'’hypothése u € L'(—1,1) et de I'application de

inégalité de Cauchy-Schwartz : [ |up| = [ v/Iu| VIpllel </ [ 1/ [ 1#le?-
Dans la réalisation, 'opérateur A est continu sur H :|| A¢|lm < ||¢|lu -

Pour les réalisations diffusives & temps continu, il apparait un opérateur semblable &
A p(§) = —&p(&) qui n'est pas continu pour la topologie hilbertienne choisie. Cette
non-continuité oblige & introduire le triplet V, H et V' (voir par exemple [Mon98] ou
[Hel0O, p. 55] pour plus de détails), ce qui est inutile & temps discret.

d. [|enl? = fil w(p) (" Lpo)?dp — 0 grace au théoréme de convergence dominée. [

Remarque 4 On pourrait définir les filtres diffusifs avec une mesure signée (cf :
[Rud75, chapitre 6]) qui se décomposerait en une partie discréte pd et une partie
continue pu¢ par rapport a la mesure de Lebesgue. La condition u € L'(—1,1)
deviendrait la variation totale de u([—1,1]) est bornée. La définition 1 resterait
valable et permettrait de considérer les filtres rationnels dont les poles sont sur
[—1,1] comme des filtres diffusifs. Les propositions 1 et 2 restent vraies, a ceci
pres que 'assertion d de la proposition 2 impose de ne pas considérer les filtres
ayant un pole en z = +1 : p¢({—1,1}) = 0.

Remarque 5 Quand H est étudié du point de vue entrée-sortie, la condition
initiale g est supposée nulle. Mais notamment pour [’étude de la stabilité interne
il est nécessaire d’autoriser gy # 0.
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o Si gy provient d’une entrée u_,, composée d’un nombre fini de termes, alors
©n(p) est un polynéome en p.

e Une entrée u_, composée d’un nombre infini de termes peut aussi définir
une condition initiale @y a condition que la sériey ., p"u_, converge dans

H. Par ezemple u, = = 1,c0 génére oo(p) = %ln (1%,)) € H. En effet
In (ﬁ) = Y1 & est vrai sur p €] — 1,1 comme restriction de In (1)
pour |z| < 1.

o Plus généralement, oy € H sans étre issu d’une suite u_,, peut aussi définir
une condition initiale. Lors du chapitre 8 nous étudions sur certains exemples
comment un systeme formé du couplage d’un filtre rationnel et d’un filtre
diffusif est affecté par certaines conditions initiales.

Les filtres diffusifs sont définis comme une agrégation continue de dynamiques
d’ordre 1 avec un poids p. Il s’ensuit que la réponse impulsionnelle et la fonc-
tion de transfert sont des applications linéaires de p et que ces filtres peuvent
étre réalisés par un systeme de dimension infinie. Ce travail permet de montrer
qu'un filtre est diffusif lorsqu’on connait déja le symbole diffusif. Nous allons
maintenant proposer un théoreme qui montre qu’'un filtre est diffusif a partir de
la connaissance analytique de sa fonction de transfert.

1.3 Propriétés des filtres diffusifs

Nous donnons une condition suffisante pour qu'un filtre H soit diffusif lors
du §1.3.1, cette condition porte sur le prolongement analytique de la fonction
de transfert sur C\[—1,1]. Puis lors du §1.3.2 nous montrons que la fonction
de transfert d’un filtre diffusif peut se prolonger analytiquement sur C\ [—1,1]
et que ce prolongement vérifie une grande partie de la condition suffisante. Ces
conditions sont énoncées sous la forme de deux théoremes.

1.3.1 Conditions suffisantes pour qu’un filtre soit diffusif

Pour montrer qu'un opérateur pseudo-différentiel a temps continu est diffusif,
une méthode classique [Mat98b, p. 151-152] consiste a prolonger analytiquement
la fonction de transfert a gauche de 1’axe imaginaire. Si 'opérateur est diffusif,
ce prolongement peut se faire sur C\R_ et le symbole diffusif est en général pro-
portionnel a la partie imaginaire de 1’éventuelle discontinuité sur R_ . Montrons
que la méme méthode peut s’appliquer a temps discret.

Les fonctions de transfert HI!, HUN et HPB! peuvent étre prolongés analyti-
quement sur C\ [—1, 1] ou sur C\[0, 1] parce que la fonction logarithme et donc la
fonction puissance sont monovalentes sur C\R . Les fonctions de transfert étant
a coefficients réels, leur partie imaginaire est symétrique par rapport a 'axe réel
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(i.e. H(z) = H(2)). La partie imaginaire de la fonction de transfert H*’ est
représentée sur la figure 1.2.

PARTIE IMAGINAIRE DE (1-Z 1)™04

IM (2)

RE (2)

F1G. 1.2 — Représentation de la partie imaginaire de la fonction de transfert H! dans le
disque unité (en fait seul le demi-cercle supérieur est représenté). L’axe de symétrie figure en
semi-pointillé.

D’une maniere générale pour reconnaitre qu’un filtre est diffusif, on prolonge
analytiquement la fonction de transfert a C\ [—1, 1]. Cela permet de choisir pour
la TZ inverse un contour qui n’entoure que la discontinuité de H. En se placant a
la limite le contour s’aplatit sur la coupure et la, TZ inverse est alors une expression
intégrale de la réponse impulsionnelle conforme a la définition 1. Le symbole
diffusif p peut ainsi étre identifié et il apparait alors qu’il s’exprime en fonction
de la discontinuité de la fonction de transfert. Ce procédé est illustré sur la
figure 1.3 et est exposé dans [Mat98b]. Le théoreme qui suit généralise ce procédé
et donne une condition suffisante pour qu'un filtre soit diffusif. Des conditions
techniques sont nécessaires pour assurer la convergence de l'intégrale lorsque le
contour s’aplatit sur la coupure. Comme dans [Boc97] les limites supérieurs et
inférieurs de H(z) sur la coupure sont notées H(p +i0) = lim. o+ H(p £ i) .

Théoréme 1 Soit ry,rqy € [—1,1] et H un filtre dont la fonction de transfert H
est prolongeable sur C\ [ry,rq] en une fonction holomorphe. Soit S un ensemble
fini de points contenu dans [—1,1] et incluant r, et rq.
Si
(H1) : pour tout p; € S, (2 — pj)H(2) = 0 quand z — p; avec z & [ry,r4] ;
(H2) : pour tout ¢ € [ry,rq)\S, H(z) converge vers H(o + i0) quand z — o
avec Im(z) > 0 et H(z) converge vers H(o — i0) quand z — ¢ avec Im(z) < 0;
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Im (z}?

F1G. 1.3 — TZ inverse appliquée au prolongement de H & Iintérieur du cercle unité avec un
contour d’intégration I'.. La forme du contour a été choisie pour faire la preuve du théoreme
1 :ici pour S={-1,1}, . =L UL U UT'L.

on définit alors :

(o) = 51 (o~ 10) ~ H(o+i0)] (1.10)

(H3) : p définit par (1.10) est prolongée sur [—1,1] et vérifie up € L*(—1,1)

alors H est un filtre diffusif au sens de la définition 1 dont le symbole diffusif
p est donné par (1.10),

Preuve La démonstration est faite pour ry = —1 et r4 = 1. Les éléments de S sont
notés {p;} (i.e. ce ne sont pas des poles). La réponse impulsionnelle h,, de H s’exprime
au moyen de la TZ inverse de H avec un contour d’intégration particulier I'c représenté
sur la figure 1.3 : I'c entoure [—1,1], I'c est la réunion d’arcs de cercles autour des
singularités p; notés I'; et de segments horizontaux joignant ces arcs de cercles notés

L1 6 Dy
Soit € > 0. La démonstration consiste & montrer qu’il existe un contour I'¢ tel que
1 n—1 1 1 . . n—1
— | H(2)z"""dz — — | [H(p—1i0) —H(p+1i0)] p"~ " dp| < € (1.11)
21 Te 21 -1

(1.11) permet de conclure parce qu’alors h, = fil w(p)dp avec p définie par (1.10), et
que donc H respecte la définition 1 d’un filtre diffusif.

(1.11) se prouve en décomposant les deux intégrales, chacune en différentes parties.
La démonstration se fait en deux temps : (H1) et (H3) permettent de choisir un rayon
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maximal 0. pour les arcs de cercle I';, puis (H2) montre qu'il existe des segments FL- 41
et F;j-i-l'
. 1 _ _
1. Un calcul simple prouve que mfrj H(z)z" L dz| < SUp.er; ‘H(z)z” Yz - pj)‘

et (H1) montre I'existence de ¢, tel que
Vo <O, |z—pjl <d = ﬁfrj H(z)z" L dz‘ < g

€

(H3) prouve l'existence de d. < d. tel que UVE ,u(p)p"fldp‘ < g

ou Ve = [_17 1] U{P|v], |P - pj| < 66}
2. Soient K]"-fjﬂ des pavés dont le bord inférieur 0K ;11 sont sur [-1,1]\S, et qui
sont sécants avec les cercles de centre p; et de rayon d. (i.e. Vj Ve[ 0K, jt1 #
¢). La fonction z — H(z)z" ! se prolonge sur KJ'"] 41 en une fonction continue

grace & (H2) et en fait une fonction uniformément continue parce que K ]'" i1
est un compact. En particulier la continuité uniforme implique la convergence
uniforme de la suite de fonctions H(p+ie) (p+ie)" ! de variables p € OKj j11 vers

H(p+i0)p" " quand e — 0T . Ainsi [5, L, Hip+ie)(p + ie)"~dp converge vers
Y

Ji+l
prouve faKj,jJrl H(p —ie)(p —ie)” dp converge vers faKj,jJrl H(p —i0)p" tdp

quand e — 0. Il existe donc des segments FL- 41 et Fj_,j 41 tels que

n—1 _ . _ - n—1 €
‘ St o, @z = [y [Hp—i0) = H(p+i0)] p~dp| < §
fa+1 @ ).
Les segments FL- 41 et Fj_J- 41 sont tels qu’ils peuvent étre joints par des arcs de
cercles de centre p; et de rayon inférieur a d. en respectant (1.11).

Ce probléme est abordé dans [Cha85, ex.10, p. 187]. [

faKj i H(p +1i0)p" 'dp quand e — 0F. Le raisonnement symétrique sur K

(il faut aussi tenir compte du sens des contours d’intégrations I'

Remarque 6 Compte tenu de ce que H est a coefficients réels, (1.10) peut aussi

s’exprimer p(p) = fIm’H(p +0). La figure 1.2 permet alors de lire le symbole

diffusif p.
Exemple 2 (suite) Ce théoréme permet de prouver que HB! est un
filtre diffusif. En effet, la fonction puissance utilisée pour définir H?! peut
étre prolongé analytiquement sur C\R_, ce prolongement étend H?! sur
C\ [-1,1]. Pour tout r €] — 1,1[, HP!(z) converge quand z — r lorsque
Im(z) > 0 et HPL(2); (z £ DHPI(2) — 0 quand z — +1 avec 2z €
C\ [-1,1]; enfin p — 5= [HP(p—i0) — HB (p+i0)] € L'(-1,1).

25
BI Sin(aﬂ-) —o a
w(p) = ————(1=p) “(L+p)* L1,1(p) (1.12)
Un raisonnement identique permet a [BK00] d’exprimer H(z) = (e —

2 1) 7%(e7® — 271)=* sous la forme de (1.6) pour oo € R, \N.

Remarque 7 La fonction de transfert d’un filtre diffusif peut étre prolongée sur
C\ [-1,1] en la fonction définie par (1.6) : H(z) = ho + fjl ‘:(T’)gdp. En effet le
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théoreme de convergence dominée montre que cette expression est dérivable sur

C\[-1,1].

1.3.2 Caractéristique de la fonction de transfert diffusive
au voisinage de la coupure

Il est maintenant naturel d’espérer que les filtres diffusifs vérifient des pro-
priétés semblables aux hypotheses du théoreme 1. La fonction de transfert H d’un
filtre diffusif se prolonge sur C\ [—1, 1]. Nous allons montrer que la discontinuité
de ce prolongement analytique est imaginaire pure et est proportionnelle a pu.
Cette discontinuité n’est pas symétrique par rapport a l'axe des abscisses et il
apparait une valeur de continuité notée V, . V, est en fait la partie réelle de la
fonction de transfert sur [—1, 1] et dépend linéairement de p.

Cette valeur de continuité est aussi définie a temps continu sur les opérateurs
diffusifs. Dans [Mon98|, le symbole diffusif associé a la composition de deux
opérateurs diffusifs de symboles diffusifs 7, et 7, est défini par n#n, = my (Vp% *
1n2) + ng(vp% * 11). Pour un opérateur diffusif He de symbole diffusif 7, Vp% * 1)
est justement 1’équivalent a temps continu de V,,.

Dans [Hel00, annexe B], cette valeur de continuité est notée R(), elle est
définie par lim,_,o+ Re(Hc(€ +i€)) et par vp%*n, son importance pour le résultat
de décomposition est soulignée.

Dans [NAC84] V,(p) est appelée la valeur principale de Cauchy et est notée

%1 wlr) o
1 p—Tr
" p(p)

Remarque 8 En écrivant (1.6) sous la forme de H(z) — hy = / ——dp,
1 R—p
on reconnait une intégrale de Cauchy, et sous des conditions techniques on peut

montrer que H est une fonction sectionnellement analytique (cf [NAC8]] et la
définition J en annexe p. 4).

Afin d’utiliser les résultats sur les intégrales de Cauchy, la définition des fonc-
tions hdolderiennes est rappelée (cf [Gak66, P.5-7]).

Définition 2 p est hélderienne sur un fermé J s’il existe k > 0 et o €]0, 1] tel
que Vr, p € J, |u(p) — p(r)| < klp —r|*. De plus

peC surJ = p hélderienne = p C° surJ

En outre p est localement holderienne sur J si p est holderienne sur tout compact
sur contenu J, (dans ce cas J n’est pas nécessairement un fermé).

Exemples 1,3,4 (suite) L’hypothese Holder est en fait adaptée aux
exemples que nous étudions :
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. M Ljo,1j est hélderienne sur [0, 1]

(
sin(am)

o MLN(p) = =Hen) [ln (%)] ) 1j0,1)(p) est localement holderienne sur [0, 1]
t (1 — p)*u™N(p) est holderienne sur [0, 1].

FI(p) = Snem) yo (1 _ p)=a1y 11(p) est localement holderienne sur [0, 1]
1— p)* uFl(p) est holderienne sur [0, 1].

Théoréme 2 Soit € L'(—1,1). Soit S = {p;} un ensemble fini contenu dans
[—1,1] et contenant —1 et 1. Si p est localement hélderienne sur [—1,1\S et si
pour tout p; € S, da; > 0, tel que p(p)|p— pj|™ est hilderienne sur un voisinage
de Pj;

alors le filtre diffusif H défini par hy et p vérifie pour p €] —1,1[\{p,}

H(z) — —imp(p) + Vu(p) + ho quand z — p et Im(z) > 0

H(z) — imp(p) + Vulp) + ho quand z — p et Im(z) <0 (1.13)

ot la valeur principale de Cauchy V,, est définie par :
V,(r) = lim Mdp (1.14)
=0t Jyrpi>e T =P
De plus V), est localement hélderienne sur [—1,1]\S
1 1
etV(p)zo( )et?—l(z)zo( )
g pj = pl lpj — 2|

Preuve Le caractere holderien de V, se trouve énoncé et démontré dans [Gar8l,

chapitre 3] dans un contexte légérement différent : le segment considéré est un arc
de cercle au lieu d’étre un intervalle fermé contenu dans [—1,1]. Une transforma-
tion conforme permet d’utiliser ce résultat pour ce théoréme. Les autres résultats sont
énoncés et démontrés avec des conclusions plus fortes dans [Mus92, p. 53-55 et p. 83—
85] ou plus récemment dans [Gak66, p.53-62]. UJ

Les hypotheses et les conclusions du théoreme 2 ont été choisies de telle sorte
que ces conclusions vérifient les hypotheses du théoréeme 1 qui considere en par-
ticulier des limites tangentielles. Cela permet lors du chapitre 6 de coupler les
deux théoremes. Cependant il existe d’autres facon de construire un théoreme 1
et 2 qui puissent aussi étre couplés et avec des hypotheses plus faibles comme
I’explique la remarque 9

Remarque 9 L’hypothese Holder permet de controler les oscillations de p. Ce
controle est nécessaire lorsqu’on considere les limites tangentielles comme le
o0

montre cet exemple. Si pp = Z 19 pa) avec pg, =1 — % et pg = p? + % alors par
n=2

pl
un calcul utilisant ezemple HYN on montre que H"(z Zln (1 — pg 1)
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La discontinuité de H" est alors borné tandis que la valeur de continuité est com-
posée d’une infinité dénombrable de pics en z = p? et z = pJ. Ces pics sont
dans [0,1] et tendent vers z = 1. En revanche nous aurions pu tolérer de telles
oscillations si dans [’énoncé du théoreme 1, les limites considérées n’étaient pas
tangentielles. En effet la littérature contient de nombreuz résultats démontrant la
convergence d’intégrales de Cauchy fL gds sous des hypotheses de régularités
beaucoup plus faibles sur p que les conclusions du théoréeme 2.
e Selon [Gar81, chapitre 3], si le support L de la discontinuité est une droite
Zztséﬁi € L' alors fL gds converge pour la topologie faible-x et de plus V),

e Selon [Hof88, chapitre 6], quand L est un cercle, si t — D) (e C70)

2tan(%)

LY (—m,7) alors fL gds converge non- tangentiellement en presque tout
point de L.

Le calcul analytique de V, a partir de p est rarement explicite. Les exemples
de filtres dont nous connaissons la fonction de transfert, permettent de constituer
une table de correspondance entre p et V, valable pour a €] — 1, 1[\{0}.

. 1(p) Vulp
M (z) OD s (1 — p)= g y(p) | (cos(am)p(1 = p)=® = 1)1p(p)
HI(—z) | =2 (—p)a(1+ p) 1 10(p) | (cos(am)p®(1+ p)~* — 1)1 1(p)
HUN(2) 1j0,1)(p) In (Tpp> Lo,11(0)
HUN (—2) ~1(10(p) In (52) 1 1,(p)

(1.15)

Remarque 10 La valeur de continuité et le symbole diffusif d’un filtre diffusif H
s’interprétent comme Re(H(p~+10)) et =Im(H(p+i0)), parce que H est d coef-
ficients réels. On ne peut pas déterminer p a partir de V, alors que V,, s’exprime
en fonction de j. La formule d’inversion de Hilbert (i.e. V, — ) n’est pas valable
ici. Dans [NACS84] il est montré que la fonctionnelle yn — YV, n’est pas injective
parce que H est analytique sur un arc [—1,1] qui n’est pas un contour. En [’occu-
rence les deuz premiéres lignes du tableau (1.15) donnent deux symboles diffusifs
distincts associés aur mémes valeurs de continuité Vyrr,(r) = V_yrr_,)(r).
Dans [NACS84] il est montré que le noyau de p+— YV, est de dimension 1 et une
formule d’inversion adaptée est donnée.

Remarque 11 La valeur principale de Cauchy V, est en fait LP(—1,1) dés lors
que p € LP(—=1,1) pour p > 1 comme le rappelle [Gak66, §5.5]. V,, est dans
L' (=1,1) quand p € L'(=1,1) (cf [Gar81, p. 116] dans un contexte légérement
différent).

Pour simplifier I’étude des filtres diffusifs nous allons souvent nous intéresser
a des symboles diffusifs réels et de signe constant. Chacun des exemples de filtres
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diffusifs cités (K1, HB, HEN et HUN) vérifie cette condition mais les combi-
naisons linéaires de ces filtres ne la vérifient pas a priori. De tels filtres ont une
propriété originale : leur fonction de transfert ont au plus un zéro et ce zéro se
trouve sur ’axe réel et en dehors de 1.

Proposition 3 Soit H un filtre diffusif de symbole diffusif p de signe constant
et de support I = [po, p1], alors H a au plus un zéro qui se trouve sur l’aze réel
et la fonction r — H(r) est monotone sur R\L.

1—
C\ [—1,1] Hors de l’axe réel Zm(H(z)) est non-nul en tant qu’intégrale d’une fonction

strictement positive : Zm(H(z)) = Im(z)ﬁ1 \:LEZ)|2dp £ 0

Sur Paxe réel r — H(r) est une fonction monotone parce qu’a p fixé, r —

Preuve D’apres (1.6) et la remarque 7, H(z) = ho + zilf_ll %dp pour z €

u(p)

e est une

fonction monotone quand p est de signe constant.

Exemples 1,2,3 et 4 Les zéros de HI!, HB! et HUY sont connus analy-
tiquement parce que leur fonction de transfert est donnée. La proposition 3
permet, d’affirmer que
(C1) HN a un unique zéro qui se trouve sur | — 1,0[ si a > 0
(C2) HN n’a pas de zéro si a < 0.

Preuve  Grace a la proposition 3,

sia >0, HIV(=1) > 0 et lim,_,o- HEV(r) = —00 = (C1);

sia <0, limy_,_o HEV(r) > 0, lim,_,o- HEV(r) > 0, HEN(1) > 0 et

lim, oo HEN (1) > 0 = (C2). O

Nous avons montré sous réserve de quelques conditions techniques, que lorsque
la fonction de transfert d’un filtre peut étre analytiquement prolongé en dehors
d’une discontinuité contenue dans [—1, 1] alors ce filtre est diffusif et son symbole
diffusif se lit le long de la discontinuité : pu(p) oc Zm(H(p + i0)). Puis nous avons
montré que la fonction de transfert d’un filtre diffusif peut aussi se prolonger en
dehors d’une discontinuité contenue dans [—1,1] et que cette discontinuité est
imaginaire pure et est proportionnelle a p. La partie réelle de cette fonction de
transfert est continue lorsque z traverse [—1, 1], aussi nous avons appelé valeur
de continuité et noté V, la valeur prise par Re(#H(z)) lorsque z € [—1,1]; V,
s’exprime linéairement en fonction de pu.

Le chapitre 6 énonce que la relation entrée sortie d’un couplage formé d’un
filtre rationnel et d’un filtre diffusif de symbole diffusif p est en fait la somme
d’un filtre rationnel et d’un nouveau filtre diffusif. Le symbole diffusif du nouveau
filtre peut s’expliciter en fonction de p et de V,,. L’étude précise de la fonctionnelle
p =V, est utile pour établir ce résultat de décomposition et prouver la stabilité
EBSB (i.e. entrée bornée sortie bornée) des systemes étudiés.
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Chapitre 2

Propriétés asymptotiques des
filtres diffusifs

Pour I'analyse des séries temporelles dans un contexte de signaux aléatoires
a mémoire longue, 'analyse asymptotique est essentielle, elle porte sur la den-
sité spectrale et sur ’autocorrélation. Elle concerne les modeles dont la réponse
fréquentielle est fractionnaire (cf :[Gra80]) ou multipliée par une fonction lente-
ment variante (cf : [GD96]) au sens de [Sen76]. Pour faire un développoement
asymptotique de type fractionnaire, les méthodes utilisées recourent a des com-
portements asymptotiques connus (cf : [Hos81]) ou utilisent une formulation in-
tégrale comme dans [Erd56] et [SKMS8T7].

Dans [Mat98b] il est montré que le comportement asymptotique du symbole
diffusif d’'un opérateur diffusif détermine le comportement asymptotique de la
réponse impulsionnelle aux temps longs, le développement asymptotique de cette
réponse impulsionnelle porte le nom de lemme de Watson ; cette démarche est
appliquée dans [GM97] sur une famille de systemes. Par ailleurs dans [Mat98a],
un résultat de stabilité sur des systemes fractionnaires a temps continu et a
temps discret découle du comportement asymptotique de la réponse impulsion-
nelle. Nous voulons proposer ici d’adapter et de poursuivre ce travail a temps
discret .

L’étude de H FI 3 montré une correspondance semblable entre la singularité
de pF1(p) ~ 2T (1 — )= quand p — 1 et celle de h, ~ ﬁn%a De plus
HF(z) = (1 — 2717 et Vyri(p) ~ cos(ar)(l — p)~® — 1 prouve qu'il existe
aussi une correspondance avec la singularité de la fonction de transfert en z — 1
et la valeur de continuité en p — 1. Ces observations sont généralisées sous
la forme d'un lemme de Watson discret qui détermine la singularité de h, a
partir de la singularité de p (cf :§ 2.1 et [DM99]), puis sous la forme d’un lemme
de correspondance asymptotique qui détermine la singularité de H(z) et de V),
en fonction de p (cf :§ 2.2). On trouvera dans [ANCL94, p. 228] un rappel du

théoréme des valeurs finales qui affirme lim h,, = lim,_,; H(2)(1—2z7"). Le lemme
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de Watson discret produit un résultat plus fort en faisant des hypotheses plus
restrictives (i.e. H est diffusif et sa discontinuité le long de la coupure possede
un comportement asymptotique particulier au voisinage de z = 1). Le lemme de
correspondance asymptotique affirme que certaines singularités d’un filtre diffusif
H(z) au voisinage de z = 1 ne peuvent exister que lorsque pu(p) la discontinuité
de H(z) a les mémes singularités au voisinage du méme point z = 1. Ces deux
lemmes permettent ensuite de donner une condition suffisante sur le symbole
diffusif pour que le filtre diffusif associé soit a mémoire longue.

2.1 Lemme de Watson discret

Les filtres HUV e H"" et un nouveau filtre = (Sin(”m) HLN) nous donnent
des correspondances exactes entre les singularités de p et de h,. La proposition
un peu technique a prouver p' = o(u?) = hl = o(h?) permet de donner un com-
portement asymptotique de la réponse impulsionnelle si le comportement asymp-
totique du symbole diffusif se trouve proche de I'exemple de référence. Cette
maniere de procéder ne nous renseigne plus sur la singularité lorsque le compor-
tement asymptotique du symbole diffusif étudié est trop différent de I’exemple de

référence.

Le tableau 2.1 indique pour « €]0, 1[ des correspondances entre les symboles
diffusifs définis sur [0;1] et les réponses impulsionnelles. La premiere ligne est

obtenue avec H”Y (p. 27). La deuxiéme ligne en multipliant (1.8) par 7 et
en utilisant la relation : —— = ['(a)T'(1 — «) (cf : [AS72]). La troisieme ligne

sin(am)
s’obtient en dérivant la précédente par rapport a a. Cette dérivation par rapport

a a permet de définir ce nouveau filtre 2 (Singrm) HLN) en utilisant la définition 1

(p. 26).
H o,
Lo, -
HOIN 2 21)
)] I 22 (0 )

Remarque 12 La deuzieme ligne du tableau est en fait vraie pour o < 1. En effet

1 1 —«
an fixe, / {ln(—)} dp et LU=9) ot des fonctions holomorphes de variable
0 p

nl—a

a pour Re(a) < 1. Ces deux fonctions sont égales pour « €]0, 1], elles sont donc
égales pour o €] — 00, 1[. Cela nous permet d’établir le lemme de Watson discret
pour o €] — oo, 1.

Lemme 1 (Watson discret) Soit ;o une fonction définie et sommable sur [0, 1]
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e si le comportement asymptotique de p en p — 1 est de la forme : p(p) ~

“(Fl(zf);)a (ot o < 1) alors hy, ~ e
al(l—p)~% In( —1— |
o Sinlp) ~ = (oda €)0,1]) alors hy ~ a nl(i) :

Soit 1 une fonction définie et sommable sur [—1,0]

e Si le comportement asymptotique de i en p = —1 est : u(p) ~ bgarf)ﬁ_)ﬁ (ot
(_l)nfl
B < 1) alors hy, ~ bW.
. b(11p)=" \ (=1)"'In(n)
o Siulp) ~ WA (L) (o 8 €10, 1N\(0}) lors  ~ p L)
Preuve La deuxieéme partie de 1’énoncé s’obtient & partir de la premiére par-

tie en utilisant la remarque (p. 28). D’apres la proposition 21 en annexe (p. 134), si
p1,po € LY(0,1) et si po est de signe constant alors [u1 = o(u2) quand p — 1] =
[h,ll =o(h?) quand n — oo] ; la démonstration de la proposition 21 suppose en fait
aussi que si e Tn = o(h2). L’application de cette proposition & 1 — g et & puy prouve
sous les mémes conditions que si u; ~ pg alors hl ~ h2. Pour pouvoir se servir du

«
tableau 2.1 et démontrer le lemme, il ne reste plus qu’a montrer [ln(%)} ~(1—=p) @
et —In [ln(%)} ~ In (L) . La premiére relation provient de ce que les fonctions puis-

1-p
sances conservent les équivalents. Le deuxieme provient d’une inégalité des accroisse-
ments finis sur le logarithme : Vp € [1;1], 1 —p < ln(%) <2(1-p). O

Remarque 13 On dispose des réponses impulsionnelles associées aux éléments

oy
de base [ln (%)] . On peut alors obtenir un développement asymptotique infini

de hy, a partir de celui de p (cf [DM99]). Pour cela il suffit de faire un simple
changement de base (triangulaire) avec les éléments (1 — p)~* qui ne fait appel
qu’au développement de Taylor. Les calculs algébriques ne sont pas développés ici
car nous n’en aurons pas ['utilité.

Remarque 14 Les hypotheses de ce lemme supposent que le symbole diffusif est
soit défini sur [—1,0] soit sur [0, 1], pour utiliser ce lemme pour d’autres symboles
diffusifs, il suffit d’utiliser la linéarité de la fonctionnelle qui a p associe h,, et les
regles d’addition sur les équivalents.

Exemple 2 (suite)

Connaissant le symbole diffusif de H?! uP'(p) = &:W)(l —p)"(1+ p)©
(d’apres (1.12)), le lemme de Watson discret permet de donner le compor-
tement asymptotique de h5! : si v > 0 alors h2! ~ ——L— et si a < 0 alors

[(a)nl—
hBI ~ 21:(2:)% Cet exemple est représenté sur la figure 2.1, qui montre

que méme pour des indices peu élevés le comportement asymptotique donne
une bonne indication sur la suite étudiée. Cette simulation utilise les pro-
grammes nom2mu.m et mus2hn.m écrits dans 'annexe D et présentés au
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§ C.3. HB! est une discrétisation bilinéaire de s~ et lorsque o > 0 on
reconnait le comportement basses fréquences de I'intégration fractionnaire.
Lorsque a < 0 le comportement hautes fréquences de la dérivation frac-
tionnaire se retrouve dans ’asymptote et masque le comportement basses
fréquences de la dérivation fractionnaire.

0.8
D
06 @
0.4
(©)
o - -~
(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

F1G. 2.1 — Réponse impulsionnelle du filtre HB! (o) et comportement asymptotique prédit
par le lemme de Watson discret en trait continu (—) pour o = 0.4.

Remarque 15 Si H est un filtre diffusif avec un symbole diffusif p qui vérifie
la premiére assertion du lemme 1 avec o €0, 1] alors h, &€ I* et H n’est pas
stable EBSB (entrée bornée, sortie bornée). Pour p € {1...00} et p < = alors
st Uentrée vérifie u, € [P alors la sortie est bornée y, € [*°. La démonstration

se fait en écrivant le produit de convolution et en écrivant l’inéqgalité de Holder
rappelée dans [DV75, annexe AJ.

2.2 Lemme de correspondance asymptotique

Le filtre H*! nous donne une correspondance exacte entre les singularités
de p et de H(z) et de V,. Une proposition un peu technique en annexe permet
d’étendre ces résultats lorsque le comportement asymptotique de p est proche
du symbole diffusif de H?. Mais dans cette proposition, le résultat énoncé est
plus faible que dans celle associée au lemme de Watson discret. Aussi 1’énoncé
du lemme de correspondance asymptotique est plus restrictif que le lemme de
Watson discret.

Lemme 2 (correspondance asymptotique) Soit S = {p;} un ensemble fini
contenu dans [—1,1]. Soit p € L'(—1,1) telle que p est localement hélderienne
sur [—1,1\S
o Sipu(p) ~a(l—p)~@ quand p — 1 et si u(p)(1 —p)* est holderienne sur un
voisinage de p = 1, alors les comportements asymptotiques de V, et H(z)
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vérifient en fonction de « et quand p — 1~ et quand z — 1 (z ¢ [-1,1]) :

« Vo H(z)
10;1\{0.5} | ~ (L= ) |~ e (L— 271"
0.5 =o(l—p) 0 ~am(l—z71)70° (2.2)
0 ~aln(1—p) ~aln(l—2z71)
J=100 [=0(1) = 0O(1)

e Siu(p) ~ b1+ p)~® quand p — —1 et si u(p)(1 + p)* est hélderienne
sur un voisinage de p = —1, alors les comportements asymptotiques de V),
et H(z) vérifient en fonction de B et quand p — —17 et quand z — —1

(z¢[-1,1])

« VY H(z)
BN [~ T L7 77 [~ s (T 77
0.5 =o(l+p) " ~ —br(1+42z"1)0° (2.3)
0 ~ —bln (1 + p) ~ —=bln(1+2z71)
=100 [=o0@1) = O(1)

Commentaire Le comportement asymptotique de V,(p) quand p — 17 est
donné par le terme p ~ a(1 — p)~® lorsque « € [0, 1[\{0.5}. De méme le compor-
tement asymptotique de H(z) quand z — 1 avec z ¢ [—1, 1] est aussi donné par
p~ a(l — p)~® lorsque a € [0, 1[.

Preuve Cette démonstration est faite dans [Mus92, p. 83-85] avec des notations
un peu différentes. O]

Remarque 16 Si le support d’un symbole diffusif p est [0;1] (respectivement
[—1;0]), et si pu peut étre approché par des puissances fractionnaires de p en 0F
(respectivement —p en 0~ ) alors on pourrait aussi donner des informations sur
le comportement asymptotique de H(z) et de V. Il suffit pour démontrer cela
d’observer que H "0 (z) = HH(1 — 2) et que V0 p)(r) = V(1 — 1)
(respectivement HM=1=P)(2) = HHO) (=1 — 2) et V1 p (1) = V(=1 =71))
et d’utiliser le lemme de comportement asymptotique.

Exemple 3 (suite) HLY est un filtre diffusif dont on ne sait pas exprimer
simplement la fonction de transfert a l'aide de fonctions usuelles, ainsi ce
lemme donne ses comportements asymptotiques au voisinage de z =1 : si
a €]0,1] alors HN(2) ~ (1 — 2)7! quand z — 1 et si a €]0,1[\{0.5} alors
Vv (p) ~ cos(am)(1—p)~* quand p — 1~ . Le diagramme de Bode de H*Y
de la figure 2.2 et les courbes Vo~ (p) de la figure 2.3 illustrent cette analyse
asymptotique. Ces courbes témoignent de ce que I'analyse asymptotique est
valable trés proche de z =1 et de p = 1 mais ne donne aucune information
pour p = 0.9 et pour z = e : I’analyse asymptotique néglige des quantités
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qui ne sont plus négligeables des qu’on s’éloigne de z = 1 ou de p = 1.
Les deux simulations sont faites en utilisant les programmes nom2mu.m et
mushz2h.m écrits dans 'annexe D et présentés au §C.3. En z = 0, le lemme
ne s’applique pas parce que le comportement asymptotique du symbole
diffusif de HLY n’est pas une puissance fractionnaire de 1 — p.

Zorlog-Ncai=yy

—a.s |

10 10 = 10" 10° 10™

F1G. 2.2 — Diagrammes de Bode du filtre HXY (—) et du comportement asymptotique prédit
par le lemme de correspondance asymptotique en semi-pointillé (.—) pour a = 0.4.

10™

—= 10°
o o.s a [SIR=F=Y=3 o.o9 o.oos a

F1G. 2.3 — Valeurs de continuité du filtre H*N (=) et comportement asymptotique prédit
par le lemme de comportement asymptotique en semi-pointillé (.—) pour a = 0.4. La figure de
droite est un zoom.

2.3 Processus aléatoire a mémoire longue généré
par des filtres diffusifs

Un enjeu en économétrie dans I’étude des séries temporelles a mémoire longue
est de construire un estimateur pour identifier cette mémoire longue. Cette étude
requiert en préliminaire de trouver le comportement asymptotique de la den-
sité spectrale ou de ’autocorrélation d’un processus aléatoire a mémoire longue.
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[Gra80] a étudié le cas d’un processus aléatoire synthétisé par H'!. Les lemmes de
Watson discret et de comportement asymptotique donnent une classe plus large
de filtres qui permettent de générer un processus aléatoire ayant ces mémes com-
portements asymptotiques (cf [IMMO0]). Les processus aléatoires ainsi synthétisés
forment toutefois une famille restreinte des processus & mémoire longue (voir

[BMS98]).

Proposition 4 Soit H un filtre diffusif de lien direct hy et de symbole diffusif .
Soit S = {p;} un ensemble fini contenu dans [—1,1]. Soit p € L'(—1,1) telle que
p est localement holderienne sur [—1,1]\S

Si p(p) ~ a(l —p)~* quand p — 1 et si p(p)(1 — p)* est holderienne sur un
voisinage de p = 1, si l'entrée de H est €, un bruit blanc de variance égale a 1,
et st la sortie est notée Y,,

alors Y, est un processus aléatoire stationnaire du second ordre de densité spec-
trale Syy (w) et d’autocorrélation Ryy(n) données par

2,2
a~T 92

Syy(w) = ”H(ei‘”)’H(e’i“’) ~ T W

(sin(am))?

a’rm (1 -2«
RYY Z hkhk-i-n ~ ( )

= sin(ar) nl—2

Preuve Le lemme de Watson discret prouve que la réponse impulsionnelle de
H, hy, € I? et donc que Y, est un processus aléatoire tel que 1'autocorrélation est

définie (en effet /2 w2 C [*°) et la densité spectrale est sommable.

Le lemme de correspondance asymptotique conduit a :
H(e™) ~ oy (L e~™)~« Tl suffit alors de donner un équivalent de (1—e™*)~®
pour obtenir le résultat.

L’autocorrélation s’exprime sous forme d’une intégrale simple adaptée au
lemme de Watson discret : d’aprés (1.5) et en échangeant la somme et les in-
tégrales grace au théoreme de Fubini, on a :

Zkzo hihirn = hohn + fo fo )p Zk>1(”’)k ‘dpdr (2.4)
= tho P ldp + fo 1) (pr)p drdp

Grace aux équations (1.5) et (1.6),

1
Ryy(n thhk+n = / w(p) H <;> " tdp

k>0
Le lemme de comportement asymptotique prouve que ’H(%) ) (1—p) =1
suffit alors d’utiliser le lemme de Watson discret pour conclure. U

Cette proposition permet ainsi de prouver que H*" peut synthétiser un pro-
cessus aléatoire a mémoire longue. La figure 2.4 représente ’autocorrélation du
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processus aléatoire synthétisé avec HY pour o = 0.4 . La simulation a été réalisée
avec les programmes nom2mu.m, mush2hn.m et mushz2h.m écrits dans ’annexe D
et présentés au §C.3. Cette simulation montre que I’étude asymptotique donne
une approximation de l'autocorrélation y compris lorsque « est proche de la limite
0.5, pour laquelle I'autocorrélation est infinie.

20

15

0.5

O J
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

F1G. 2.4 — Autocorrélation de Y, synthétisé avec HEYN pour a = 0.4 (o) et comportement
asymptotique (—) prédit par le lemme de comportement asymptotique.

En résumé, nous avons adapté a temps discret le lemme de Watson et ainsi
donné le comportement asymptotique de A, en fonction de la singularité de p en
p=1

Nous avons proposé le lemme de comportement asymptotique qui donne des
conditions suffisantes sur p pour que la fonction de transfert et la valeur de
continuité aient le méme comportement asymptotique que H*! en z = 1.

L’autocorrélation d’un processus aléatoire synthétisé par un filtre diffusif est
la réponse impulsionnelle d'un autre filtre diffusif de symbole diffusif /L(p)’H(%).
L’application du lemme de comportement asymptotique a donné des conditions
suffisantes sur p pour que cette autocorrélation ait ce comportement asympto-

tique.

Ces deux lemmes permettront a propos d’un couplage le calcul du comporte-
ment asymptotique aux temps longs de la réponse impulsionnelle (cf : chapitre 6)
et de la fonction de Lyapunov (cf : chapitre 8).



Chapitre 3

Positivité et dissipativité des
filtres numériques

[Zam96] explique qu’en 1960 est apparu I'idée qu’une rétroaction non-linéaire
peut stabiliser un bouclage lorsque cette rétroaction satisfait une condition sec-
torielle. Les recherches ont alors conduit a des théoremes qui prouvent la stabilité
entrée-sortie a partir de conditions sur la positivité et la conicité (voir [Zam66]
et [WW68] pour une approche plus originale). La théorie des systeémes s’est aussi
enrichie : [Kal63] et [Yak66] sont a l'origine du lemme de Kalman-Yacubovich-
Popov et [Wil72] a défini la notion de dissipativité et de fonction de stockage.
[MAMO3| s’est placé dans cette derniere perspective pour montrer la positivité
de l'intégration fractionnaire ; [Sta94, §5] privilégie aussi cette derniere approche,
mais la premiere approche est aussi mentionnée (cf [Sta94, p. 550]).

Nous proposons lors du §3.1 d’étendre la définition classique de la positivité
aux filtres diffusifs a temps discret et de donner un critere de la positivité portant
sur le symbole diffusif. Des idées sont aussi exposées pour construire une variété
de filtres rationnels positifs. Le §3.2 montre qu’a temps discret les réalisations dif-
fusives associées sont aussi dissipatives; le lemme de Kalman-Yacubovich-Popov
est aussi rappelé parce qu’il montre la dissipativité de toute réalisation minimale
d’un filtre rationnel positif.

Notations : dans la littérature mathématique, une fonction de transfert est en
général définie par une TZ anticausale (i.e. H(z) = > .>°  h,2™). Les ensembles
du plan complexe sont alors D = {|z| < 1}, D = {|z| < 1} et D = {|z]| = 1},
(cf : par exemple [Par89]). La convention que nous utilisons pour les fonctions
de transfert H(z) = > ", h,z~™ est celle souvent utilisée en automatique et en
traitement du signal ; elle nous amene a définir de maniere analogue : E = {|z| >

1L, E={|z] > 1} et OF = {|¢| = 1}.
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3.1 Positivité des filtres numériques

Le §3.1.1 donne une définition de la positivité. Appliquée aux filtres diffusifs
lors du §3.1.2, cette définition donne des conditions suffisantes qui portent sur
le symbole diffusif pour etre positifs. Le §3.1.3 propose quelques idées générales
pour construire un filtre rationnel positif.

3.1.1 Définition de la positivité

La positivité d’un filtre H est généralement définie par un critere qui porte
soit sur le comportement temporel du filtre soit sur son comportement fréquentiel
Re(H(e*)) > 0 ol w € [0,n], soit sur sa transormée en Z Re(H(z)) > 0 pour
z € E (cf [Cai88)). Le premier critere ne suppose que la causalité et se généralise
par exemple au non linéaire (cf : [Zam66]), tandis que le deuxieme critere est
souvent présenté pour les filtres de dimension finie stables. Le troisieme critere
permettrait de travailler hors de H! (E) et d’inclure aussi des poles sur le cercle
unité; il est par exemple exposé dans [Cai88].

Lorsqu’un filtre rationnel comporte un pole sur le cercle unité, il peut quand
méme étre positif mais sa réponse fréquentielle ne suffit pour affirmer. 11 est
donc en général proposé d’utiliser la positivité de la fonction de transfert sur un
contour encerclant les poles par ’extérieur. Les filtres diffusifs H peuvent étre
singuliers en z = £1 mais nous allons montrer que leur réponse fréquentielle
définie a partir de la réponse impulsionnelle coincide avec le prolongement de la
fonction de transfert sur le cercle unité et que la positivité de ce prolongement
suffit a prouver la positivité de H .

L’espace de Hardy (cf : [Par89]) H' (E) sont des filtres causaux qui prolongent
analytiquement cerrtaines fonctions dans L!'(9E), la définition et les propriétés
sont rappelées en annexe B.

Les filtres de dimension finie stables sont naturellement dans H'(E) parce
que leur fonction de transfert est holomorphe sur un ouvert contenant E. La
proposition 22 (page 140) montre que ¢’est aussi vrai pour les filtres diffusifs sous
réserve d’une condition technique sur le symbole diffusif qui contient notamment :
p(p) = O(1 £ p)=® quand p — F1.

La définition 3 donne les deux caractérisations classiques de la positivité et
énonce qu’elles sont équivalentes dans H' (E).

Définition 3 Un filtre numérique causal H est dit positif et est noté H > 0 si
l'une des deux conditions nécessaires et suffisantes sont vérifiées.
a. Pour toute entrée u, et quel que soit [’horizon N, l'inégalité suivante est
vérifice.
Z UpYn > 0 (3.1)

0<n<N

Les sorties {yo . ..yn} dépendent exclusivement des entrées réelles {ug...uy} .
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b. La fonction de transfert appartient o H' (E), s’étend sur le cercle unité et,
Re(H(e™)) > 0, w €]0,7[ (p.p.) (3.2)

De plus si H € H' (E) et H # 0 alors Re(H(z)) > 0 quand z € E.
Enfin st inf ess,e) - [Re(H(e™)) > 0 alors H est dit strictement positive et est
noté H > 0.

La positivité d’un filtre peut étre testée numériquement, deux algorithmes
sont possibles. (3.1) peut étre écrite sous forme d’une expression matricielle dont
le programme ishnpositif.m teste la positivité. La condition (3.2) signifie dans
le plan de Nyquist que la réponse fréquentielle doit se trouver dans le demi plan
droit, et (3.2) signifie, sur le diagramme de Bode, que la phase doit étre dans
[—5, 5] Ainsi les figures 3.1 (ci-dessous) et 2.2 (p. 44) témoignent de la positi-
vité de HLYN. Les programmes muz2h.m et mushz2h.m permettent justement de
simuler ces diagrammes.

HLN(eim)

(o] 0.5 1 1.5 2 2.5

Fi1G. 3.1 — HEN(ei) est représentée dans le plan de Nyquist pour a = 0.4. HLN se trouve
dans le demi-plan droit. Cela confirme la positivité de HEN .

Le lien direct hy d’un filtre positif non nul est strictement positif. En effet la
somme » |, - Un Yn Peut s’écrire vis a vis de u, comme un polynome du second
degré. Le terme de plus haut degré en u, est hou?. La positivité du polynome
entraine que hy > 0. A temps continu aussi l'extension par dérivation d’un
opérateur différentiel conduit & introduire un lien direct (cf : [Hel00, ch. 3]) Les
convertisseurs analogiques numériques réalistes introduisent un retard et trans-
forment un opérateur a temps continu en un filtre a temps discret avec un lien
direct nul. Cette définition est un choix, dont découlent des propriétés cohérentes,
mais d’autres choix peuvent étre faits (par exemple > ° Ju,yn41 > 0) qui permet-
traient de conserver la positivité avec ces convertisseurs analogiques numériques
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(cf : [MNC97, remarque p. 12] 1).

La discrétisation bilinéaire de s (a €] — 1, 1[\{0}) est HPI(z) qui appartient
a H'(E). La réponse fréquentielle de HP'(z) s’exprime en fonction de la réponse
fréquentielle de s™%, aussi la positivité de s~ entraine celle de HP/(z) .

3.1.2 Positivité d’un filtre diffusif

[DM8S] (et par la suite [Mon98]) montrent qu’a temps continu un opérateur
diffusif est positif lorsque son symbole diffusif v(&) est positif. Nous proposons
ici des conditions suffisantes analogues pour les filtres diffusifs a temps discret
dans la proposition 5, mais elles sont plus compliquées. En effet selon (1.6) un
filtre diffusif & temps discret est la somme d’un lien direct hy et d’une agrégation
continue de filtre d’ordre 1 retardés qui ne sont pas positifs. La proposition 6
montre que ces conditions sont toutefois cohérentes avec la condition a temps
continu. Selon (1.6), H(e™) est continue sur | — m, 7[\{0}.

Proposition 5 Soit un filtre diffusif H € H' (E)
a. Lorsque p est positive,

1
H(-1) = hy — / %dp est finie et positive <= H est positive,
-1 p

H(—1) est finie et strictement positive <= H est strictement positive,

b. Lorsque p est négative,

1
H(1) = ho + / iu(—p)dp est finie et positive <= H est positive,
-1 +=p
H(1) est finie et strictement positive <= H est strictement positive.

c. En général, une condition suffisante de positivité est :

J— 1 J—
. | 1(p)] I;M(P) EL=11) et hy> / | 1(p)| = pu(p) dp
1—p 1 1—p?
(3.3)
d. Si H est positif, si j est de signe constant et si pu n’est pas la fonction
nulle,

alors Re(H (2)) > 0 pour z € E\{-1,1}.

Preuve On montre d’abord a. et b. pour ensuite en déduire c. On revient sur la
démonstration de a. et b. pour montrer d.

L« This pathology suggests the introduction of slightly different concepts of passivity in
discrete-time that the ones discussed in the present paper.” En fait la notion de passivité
implique de la méme fagon un choix arbitraire de définition de la positivité.
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a. La partie réelle de (1.6) est :

1

Re(M(e)) = ho + / o) g

cos(w) — p

sdp (3.4)

La fraction est, & p fixé, une fonction croissante de w sur [—m, 0] et décroissante
sur [0, 7] . On suppose p positive. Si H(—1) existe, alors igf Re(H(e™)) = H(-1)
et donc selon (3.2), H(—1) >0 <= H >O0etaussi H(-1) >0 <= H>0.
On remarque que si 'intégrale qui définit H(—1) n’existe pas alors cette intégrale
vaut —oo et H n’est pas positif.

b. Soit Hi(z) = H(—z), alors en utilisant la remarque 3 (p 28), 1’énoncé de b.
appliqué & H; est ’énoncé de a. appliqué a H.

c. L’assertion c. est une condition suffisante plus générale, elle résulte de 1’asso-
ciation de a. et b. Supposons que (3.3) est vraie, u peut se décomposer en
W=y —p_ avec 4 > 0 et gy >0, on pose aussi :

1 1
h+:/ 1 (P) 1) e h:/ 10) 4, 3.5
0 . 1+p 0 . —p ( )

La condition (3.3) prouve la convergence des intégrales dans (3.5). (3.3) dit que
ho > hg + hy . La positivité de p; et de u— permet de minorer Re(H (e™)) par

e—zw

1 — 1 —iw .
hi + [, p+(p) Re <l—e*i“’p> dp+hy — [ n_(p)Re (ﬁ) dp . Ensuite a.
prouve la positivité de la premieére partie du minorant et b. prouve la positivité
de la deuxiéme partie du minorant. L’inégalité (3.2) est ainsi vérifiée et entraine c.

d. SiH est positif et o de signe constant et n’est pas la fonction nulle, alors p > 0,
H(—1) >0, 0up <0, H(1) > 0. Dans les deux cas la fraction utilisée dans (3.4)
est, & p fixé, strictement monotone pour w €] — 7, 7[\{0}. Alors Re(H(e™)) > 0
pour w €| — m,w[\{0}. La définition 3 dit que Vz € E, Re(H(z)) > 0. Cette
assertion d. est fausse pour les filtres hors de H! (E) dont la fonction de transfert
est positive sur [E, ainsi

Vs e OE\{1} Re [ L27) = 0
z e\ 155) =0

Remarque 17 Dans la proposition 5, la condition b. correspond au cas ou le
symbole diffusif p est négatif; cette condition exprimée en temps signifie que
ho — 3,1 |Pnl > 0 qui, elle, entraine la positivité. En effet R(H(e™)) = ho +
D st hncos(wn) > hy — 355 [ha] > 0.

Remarque 18 La proposition 5 peut étre généralisé au cas ou p est une mesure
signée avec une partie continue par rapport a la mesure de Lebesque et une partie
discrete sur | —1,1[ (cf : assertion d. qui indique qu’il faudrait exclure les poles en
z = +1 dans H ). Cette généralisation donne une condition suffisante de positivité
sur les filtres rationnels.
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Exemple 4 (suite) La proposition 5 prouve que HYY est positif parce

que YN > 0 et que d’apres (1.4) HVV(—1) =1n(2) > 0.
La proposition 1 (p. 27) montre que que les discrétisations d’un opérateur diffusif
em & temps continu H*(s) de symbole diffusif 7(£) par Euler rétrograde H® et
par invariance impulsionnelle ¢ sont des filtres diffusifs. H® est 'extension par
Iopérateur des différence de H® (voir la proposition 1 (p. 27). Lorsque H(s)
vérifie la condition suffisante classique de positivité n(£) > 0 alors la proposition
suivante montre qu’alors H®, H’ et H sont aussi positifs. Cette proposition et la
remarque qui suit argumentent en faveur du choix de la définition de la positivité
a temps discret qui était discuté page 50.

Proposition 6 Soit H*(s) un opérateur diffusif de symbole diffusif n(&) > 0 tel

que % € L'(0,00) (i.e. condition pour les opérateurs diffusifs). Soit H*(z) la

discrétisation par Euler rétrograde de H(s) et HE(2) la discrétisation par inva-
riant impulsionnel de H(s).
(i) H® et H® = (1 — 27 )YH® sont positifs.
(ii) Sin € L'(0,00), alors H%(z) est positif.
(iii) Sin ¢ L'(0,00), le lien direct de H® peut étre choisi arbitrairement et
HE est positif si et seulement si hg > 0 1+ 5d§ De plus st hg = hy alors

HE est positif (i.e. hy est déja déterminé parn : hy = fo £edE).

Preuve II suffit d’appliquer la proposition 5 a H* et H°.

(i) Selon la proposition 1, le symbole diffusif de H® est u%(p) = n(* p) > 0 et
Hi(z=—-1)=HY(s=1-(-1)) = = £+2d§ > 0. Aussi H® est positif.
Le symbole diffusif de H’(z) = (1 — Z*I)H“( ) est u(p) = —%n(T) <O0et
H(z=1)=0x H*(z=1) =0>0. Aussi H’(2) = (1 — 27 )H*(2) est positif.

(ii) Selon la proposition 1, le symbole diffusif de H€ est u®(p) = n(—In(p)) > 0 et
le lien direct de M€ est h§ = [;° n(¢)d¢. (1.6) et le changement de variable £ =
- ln( ) permettent d’exprimer H¢(— ) en fonction de i : HE(—1) = [ n(£)dé —

0 1+ gdf > 0. Ainsi H€ est positif.

(iii) Selon la proposition 1, le symbole diffusif de H¢ est u(p) = n(—In(p))
0 mais le lien direct hg est arbitraire. (1.6) et le changement de variable £
—1In(p ) permettent d’exprimer HC( 1) en fonction de n et de hg : HE(-1) =
ho — [, 1+5d§ Aussi hg > [;° 1+’3
de positivité de HC. De plus si hg = h = fo Je~€d¢ alors cette condition est
satisfaite et 7 est positif.

v

df est une condltlon nécessaire et suffisante
0

Remarque 19 Soit Hc un opérateur a temps continu dans H*(E) (cf p. 138),
He(s) — Hd (21 £ 1) est une transformation de Cayley (cf [Sta01b]) qui est une

bijection entre les opérateurs a temps continu vérifiant Re(He(iw)) > 0 (w € R
ppt) et les filtres a temps discret vérifiant Re(Hd(e*)) > 0 (w €] — m, 7| ppt).
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Cette transformation de Cayley peut aussi s’exprimer en temps par l'intermédiaire
des polynomes de Laguerre (cf : [Sta01b, ch. 11]). Ces polynémes e (t) définissent
une base de L*(R) (cf : [Par97, ch. 1]), leur transformée de Laplace bilatérale est

Ek(s) = 2%. La relation entrée-sortie (u, +— y,) de Hd s’obtient en ex-
primant avec la base Uentrée u(t) = Y o, unex(t) puis en calculant la sortie
y(t) = Heu(t) et en décomposant avec la base y, =< y,ep >r2mr) 06 <, >r2g)
est le produit scalaire associé a L*(R). Cette approche montre aussi I’équivalence

entre la définition de la positivité a temps discret Y upyn, > 0 et a temps continu
[ ultyy(t) dt.

Exemples 1 et 3 (suite) L’intégration fractionnaire est un opérateur dif-
fusif positif de symbole diffusif n(§) = %ﬂo‘ﬂ)f“)‘ > 0. Aussi la proposition 6
montre que H! est un filtre positif, pour a €]0, 1] parce que H'! est la
discrétisation de l'intégration fractionnaire, et pour « €] — 1,0[ parce que
HIT est I'extension par différenciation de la discrétisation de I'intégration
fractionnaire. Ainsi H¥! est un filtre diffusif positif alors que son symbole
diffusif ! est négatif.

La proposition 6 montre que pour a €]0, 1[ HV est positif si et seulement
si son lien direct vérifie hy > % o %df. HEN a été choisi avec hiN =

hiN = ﬁ et donc H Y est positif.

3.1.3 Positivité d’un filtre rationnel

La construction d’un filtre rationnel positif est en fait délicate (par exemple,
pour un filtre ayant N poles fixés, il est difficile de savoir les contraintes qu’im-
posent la positivité sur la position des zéros) ; quelques idées simples sont exposées
a ce propos. La simulation du critere fréquentiel montre la positivité de certaines
familles de filtres.

Les filtres de la forme 1

1—pz~
1—qz—!

3.2 indique les lieux des complexes zy pour lesquels les filtres (

sont positifs lorsque p,q €] — 1,1[. La figure

1—z7!
1—202~1)(1-202~ 1)

et (1—z0z*1)1(1—%z*1) sont positifs. Nous définissons 1'oscillateur a temps discret

Heoo(2) = % qui est proportionnel & (1—z0z5)z(;%z*1) pour zy = llf(:”é’
Nous utilisons H,, dans la deuxieme partie pour illustrer notre propos sur la
stabilité de systemes couplés, H,, se trouve dans le domaine de gauche de la
figure 3.2. On appelle un filtre strictement positif un filtre dont la partie réelle
de la réponse fréquentielle est strictement positive. La proposition 7 donne aussi

quelques propriétés générales.

Proposition 7 Soient H, et Ho deux filtres rationnels stables.
a. SiH,y est positif alors Hy est a minimum de phase (i.e. les zéros sont dans
le disque unité).
b. Si Hy est positif alors ses éventuels zéros sur le cercle unité sont simples.
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F1G. 3.2 — Lieux convexes des poles zo assurant la positivité de de (1720211’)2(:[02_1) (3

gauche) et de L (a droite).

(1—z0z~ 1) (1—zp2~ 1)

c. Si Hy est strictement positif (i.e. Re(Hy1) > 0 sur OE) alors Uinverse de
H, est un filtre rationnel stable et strictement positif.

d. Si Hy est positif et si Hy est strictement positif alors HZi% est un filtre
rationnel stable et positif.

Preuve L’assertion a. a déja été annoncée dans la définition 3 et est prouvée dans
I’annexe B. L’assertion b. est justifiée par un développement asymptotique de H; au
voisinage d’un éventuel zéro. Pour c. et d., il est d’abord montré que les inverses sont
stables en remarquant que les zéros de certaines expressions sont & 'intérieur du disque
unité, ensuite (3.1) permet de conclure.

b. Soient Q et P des filtres RIF (i.e. filtres & réponses impulsionnelles finies) tels que

H(z) = % Nous rappelons la preuve donnée par [Cai88] : si H; a un zéro en

z = ™0 d’ordre m > 1 alors le développement de Taylor au voisinage de ce zéro
montre qu’il existe z € E tel que Re(H1(z)) < 0, ce qui est contradictoire avec
Passertion énoncée a la fin de la définition 3. Ce résultat pourrait étre généralisé
a certains filtres non-rationnels dans la mesure ou c’est en fait 'analyticité de H
qui est utilisée.

Q(m) iwQ 1 . Q(m) iwg .

o) # 0 ot Hi(2) = gty (= — )™ | S5 4 0(12 — ¢#0)) | quand
z — e
e L’application z — (z—e™°)™ transforment le secteur de sommet e et d’angle
| = &, -] en C. L’intuition géométrique suggere qu'’il est toujours possible de

trouver un z, tel que |z¢| > 1 et Re(H(z)) < 0.
e Si— m!P(eiv0)
Q(m)(eiwo)

(m)(piw . . . .
Hi(z) = —em%emwo + O(e™*1), ce qui prouve qu'il existe € > 0 tel que

ze € E et Re(Hi1(ze)) < 0; ce qui est contradictoire.
o Si — UPLE0) o—imwo ¢ C\R_, on pose par exemple

. ~ in
e "™ ¢ R* | on pose par exemple z, = e"°(1 + eem ) et on a

QU (e%0 )

. 1
ze = e“0(1 + ¢ —%e_imwo ™). L’expression entre crochets est & partie
réelle strictement positive aussi pour tout € > 0, z. € E. Hq(z.) = —e™+0(e™)

alors il existe € > 0 tel que Re(H1(ze)) < 0; ce qui est contradictoire.

-1 est un filtre rationnel.

C. .Hl
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o H% est stable parce que Vz € E, Re(H1(z)) > 0.

° H% est positif parce que (3.1) est symétrique en u, et en y,.

e -1 est en fait strictement positif parce que Vz € E Re ( L ) = Re(ii(2)) #0.

T HE) T PGP
d. 3 +§1H2 est un filtre rationnel.
. ljﬁﬁ est stable parce que si 1 + H1 (2)H2(2) avait un zéro dans [E alors il y au-

rait une contradiction avec Vz € E, Re(H,(z)) > 0 ou avec Vz € E, Re(Ha(z)) >
0. En effet en prenant la partie imaginaire de 1 + H;(2)Ha(2z) = 0, on a
Im(H1(z))Im(Hz2(z)) < 0 et en prenant la partie réelle, on a

1+ Re(H1(2))Re(Ha(2)) — Im(H1(z))Im(Hz2(z)) = 0, ce qui est contradictoire.
. H;’{lﬁ est un filtre positif. En effet lorsque u,, et w, désignent ’entrée et la sor-
tie de m, on a Uy, = wy+HoHiwy, , et u, et Hiw, sont 'entrée et la sortie de

ﬂﬁ' La positivité de > up (Hiwy) = > wp(Hiwy) + D (Hoe(Hiwy))(Hiwy) >
0 signifie la positivité de H’Zﬁ
O

Remarque 20 d. permet de prouver la positivité de H,,, en utilisant la positivité
—1
de Hi = 17;2 et de Ho =1 — 2L,

0

Une condition suffisante de positivité des filtres diffusifs et le rappel de quelques
propriétés générales des filtres positifs rationnels permettent de définir de nom-
breux exemples de couplages de filtres diffusifs positifs et de filtres rationnels
positifs. Les chapitres 5 et 6 utilisent notamment la caractérisation fréquentielle
de la positivité pour en déduire les stabilités énergétiques et EBSB de ces cou-
plages. La positivité ne dépend pas de la réalisation aussi la stabilité interne
requiert une propriété plus forte que la positivité : la dissipativité.

3.2 Dissipativité des filtres numériques

A T'image de [Mon98], [Sta94] et [Mat98b] sur la dissipativité des opérateurs
diffusifs, nous montrons en §3.2.1 que les réalisations diffusives de filtres diffusifs
positifs sont dissipatives. Le §3.2.2 rappelle que toute réalisation minimale de
filtres rationnels positifs est dissipative.

3.2.1 Dissipativité des filtres diffusifs

La définition de la dissipativité que nous utilisons pour les filtres diffusifs est
une généralisation en dimension infinie de [Cai88], elle cohérente avec [LaS83]
et avec [Wil72]. Cette généralisation dépend donc de la topologie pour laquelle
on veut prouver la stabilité interne, ici il s’agit de celle induite par ’espace de
Hilbert H. Le théoreme 3 montre la dissipativité des réalisations diffusives lorsque
les hypotheses de la proposition 5 sont vérifiées, I’appartenance a H' (E) n’est ici
plus nécessaire.
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Théoreme 3 Soit H un filtre diffusif.
St hy et p vérifient 'une des trois conditions :

pw>0etH(-1) = hy — /% dp est fini et positif, (3.6)
I
p<0etH(l) = hy + /1 (_) dp est fini et positif, (3.7)
i quelconque et hy — /]1 |u(p1)|_ P2H( ) dp est fini et positif, (3.8)

alors la réalisation diffusive (1.9) est dissipative au sens ot il existe une fonction
de Lyapunov qui vérifie :
a. V' est définie positive et coercive : V(p) > 0 quand ||¢|lm # 0 et V(0) =0
et V() = 400 quand ||¢llg — +00.

b. V(Son-i-l) V(@n) < U'nyn
En Uoccurence V(o) = L [ |u(p)|e*(p)dp = 3|l od T est le support de pu.

Preuve Un filtre diffusif est défini dans le chapitre 1 comme une agrégation
de filtres d’ordre 1 retardés qui ne sont donc pas dissipatifs. Mais lorsque les CODdl—

tions (3.6) ou (3.7) sont vérifiées, (1.6) conduit a H(z) = H(F1) —i—fﬂ I:I:p‘ llipzz ~dp.

Ainsi H est aussi une agrégation continue de filtres dissipatifs - m. La dissipati-
vité de chacun de ces filtres est assurée par une fonction de Lyapunov élémentaire
Volon) = 3(1£p) 9 (p) -

Lorsque p vérifie (3.8) , alors on peut écrire pp = py —p—, =TT JI~ et hg = h{ +hy
(cf : (3.5)) de telle sorte que [T = supp u et h{ et py satisfont (3.6) et de méme que
I~ = supppu— et hy et —u_ satisfont (3 7). La dissipativité associé & p4 et associé &
pi— conduisent & la dissipativité de V() = 1 [[(us + p—)p*(p)dp = % [;|ule?(p)dp. O

Remarque 21 Les deux affirmations a. et b. suffisent a prouver la stabilité in-
terne d’une réalisation dissipative en dimension infinie et la positivité de la rela-
tion entrée-sortie.

En effet si Uentrée est nulle a partir d’un certain instant N, b. prouve que
V(pn) est alors borné par V(py) et a. permet d’en déduire que ||on||lm aussi par
V(en), (voir [ANCLI4] pour la définition topologique de la stabilité interne). Si
la condition initiale o est nulle alors selon a. ZLO UnYn > Viensi1) —Vipo) =
V(ent1) —02>0.

Remarque 22 Dans la mesure ot les filtres étudiés sont linéaires, les affirma-
tions a. et b. sont parfois remplacées par (cf [Sta0la]) :

il existe une norme || ||u telle que ||ons1ll% — ol < S50 tnyn
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Cette définition est alors appelée passivité. Par ailleurs le filtre (1+H)™ (1 —H)
est dit dissipatif au sens od il existe une norme || ||m telle que

N N
lonatllE+3 12 < lleollt+> u?
n=0 n=0

Nous n’utiliserons pas cette définition.

3.2.2 Dissipativité des filtres rationnels

Le lemme de Kalman-Popov-Yacubovich affirme la dissipativité de toute réali-
sation minimale de tout filtre rationnel positif. Une démonstration peut se trouver
a la fois dans [Cai88],[FCG79] et dans [Ran96] parce que ce lemme est impor-
tant pour I'analyse des séries temporelles et pour 1'étude des LMI (i.e. inégalités
linéaires matricielles).

Lemme 3 (Kalman-Popov-Yacubovich) Soit un systéme de dimension finie
monodimensionnel (i.e. les entrée et les sorties sont & une dimension, SISO en
anglais) stable et positif alors toute réalisation minimale G(z) = C(2I—A) B+
D de dimension N et d’état X vérifie 'ezistence de P = PT, L €¢ RN et J € R
tels que (LT, A) soit observable et

ATPA—P=—LL"
ATPB—CT =—LJ (3.9)
J?=2D — BTPB

Si G > 0 alors il existe P, L et J qui vérifient de surcroit J >0 et A— BJ 'LT

asymptotiquement stable (i.e. ses valeurs propres sont strictement a l'intérieur

du cercle unité). La fonction de Lyapunov qui révéle la stabilité de G est alors
1

E(X,) = ;X! PX, au sens ot E(X) est une forme quadratique définie positive

telle que E(X,1+1) — E(X,) < uny, -

En résumé, les conditions suffisantes de positivité portant sur le symbole dif-
fusif d'un filtre diffusif énoncées en §3.1, entrainent en fait aussi la dissipativité
de la réalisation diffusive. De méme la positivité d’un filtre rationnel stable per-
met d’en déduire la dissipativité de toute réalisation minimale. Les fonctions de
Lyapunov qui révelent ces dissipativités permettent lors du chapitre 7 de prouver
d’une part la stabilité interne et d’autre part la stabilité interne asymptotique, de
couplages formés de filtres diffusifs positifs et de de filtres rationnels positifs.
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Deuxieme partie

Stabilités de couplages formés
d’un filtre diffusif et d’un filtre
rationnel
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Chapitre 4

Présentation des couplages de
filtres étudiés

La stabilité des équations différentielles fractionnaires a donné lieu a de nom-
breux articles parmi lesquels [MAM97], [MAMO8]; nous nous intéressons au cas
ou cette équation peut etre interprétée comme un couplage avec un opérateur
fractionnaire et un filtre rationnel. Ainsi les solutions analytiques & + €% + wix +
p1D%(%) + p2IP (i) = 0 et leur comportement asymptotique en l'infini ont été
étudiés par [GMI7], [Mat98b] et [HM99]. La stabilité interne (au moyen de la
dissipativité) d’une réalisation de cette équation et la stabilité EBSB de fractions

rationnelles généralisées (%I; ’;:;lk) est étudiée dans [Mat98b|. La stabilité interne
1

d’une réalisation de & + €& + w?x + Dx = u avec D un opérateur diffusif, et la
non présence de poles instables de la fonction de transfert, sont étudiées dans
[DHMOO] et dans [Hel00]. Les systemes linéaires viscoélastiques sont étudiés dans
[DM88] qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un bouclage sta-
bilise exponentiellement un systéeme. Dans [Sta94], il est montré qu'un bouclage
statique stabilise ces systemes grace a la dissipativité.

La discrétisation par Euler-rétrograde (i.e. s — 1 — 271) de ce filtre est la
fonction de transfert H, = [(1 — 2z )2+ w? + p(1 — 2 })H(z)] ' avec H un filtre
diffusif positif. Les stabilités externes et internes de ce filtre ont été étudiées dans
[DHMO00], [DMO01b], [DMO01a]. Ces oscillateurs ont été simulés dans [Hel00] par
Euler retrograde et bilinéaire.

Dans cette deuxieme partie de la these, nous nous proposons d’étudier la sta-
bilité interne, externe énergétique et externe EBSB d’une famille de filtres notée
32;. Les outils présentés dans les chapitres précédents sont utilisés seulement sur
la famille de filtres 35 qui est contenue dans 3;. La proposition 9 donne des
conditions suffisantes sur un filtre H° de £; pour que H*° appartienne 3 5. Les
exemples montrent aussi que ces conditions suffisantes ne sont pas nécessaires.
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>, et X5 sont définies en termes de fonctions de transfert en utilisant les tri-
plets (F, G, H,) et (R, Q, Hs). Les décompositions proposées ne sont pas uniques,
notre objectif est surtout de donner des conditions suffisantes assurant 1’appar-
tenance d’un filtre #° & X7 ou a 2.

La premiere famille de filtres que nous proposons est une généralisation de H,
qui sera étudiée plus en détail dans I'exemple 5 apres les définitions de 37 et 3.
Premieére famille de filtres

([ F et G sont des filtres rationnels causaux
H, est un filtre diffusif dans H' (E) et
positif
1 i # 0, le symbole diffusif de H; est de
- F+GH, €21 = signe constant o
Ja €]0,1[ tel que p(p) = O(1 — |p|)
quand p — +1
L fo+ goho #0

(4.1)

oll la positivité de H; est définie par la définition 3, u est le symbole diffusif
de M1, et fo, go et hg sont les liens directs de F, G et Hy. [F + GHy] " est
la fonction de transfert causale que ’on peut définir parce que le lien direct
fo+ goho # 0 (cf : [DV75, p. 100]. La quatrieme hypothese inclut le cas ou
les comportements singuliers de p ne seraient pas identiques.

La seconde famille de filtres est un ensemble des filtres qui peuvent s’in-
terpréter comme un couplage de filtres rationnels positifs et de filtres diffusifs
positifs.

Seconde famille de filtres

(R est un filtre rationnel causal, positif
et stable
Q et RQ~! sont des filtres rationnels
causaux et stables
1R €S, o | H; est un filtre diffusif dans H' (E) et
Q14+ RH, 2 positif
i # 0, le symbole diffusif de Hs est de
signe constant o
Ja €]0,1] tel que p(p) = O(1 = [p|)~®
quand p — £1

HO (4.2)

\

ou Hs est positif au sens de la définition 3 et p est le symbole diffusif de
Ho. La quatrieme hypothese inclut le cas ou les comportements singuliers
de 1 ne seraient pas identiques. H° est la fonction de transfert causale que
I’on peut définir parce que R et de Hy sont positifs et que par suite le lien
direct de 1 +7RHs est non-nul. H° s’interpréte comme un couplage entre R
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RQ 1
%Wj =3 A4

F1G. 4.1 — Schéma fonctionnel de H° = éHLRH € X5, R et H sont positifs et RO~ est

stable. Dans exemple 5, R(2) = Hyo(2) et Q =1— 271

et Ho auquel s’ajoute Q' qui n’est pas stable mais qui est tel que RQ*
soit stable. Le schéma fonctionnel correspondant est sur la figure 4.1.

H,, est un oscillateur perturbé par un filtre diffusif, cette perturbation étant
paramétrée par p > 0. Nous allons montrer qu’il s’interprete comme un couplage
entre deux filtres et qu’il appartient a Xs.

Exemple 5 Les filtres H,(z) = [(1 — 27)2 4+ w? 4+ p(1 — 27 )H(2)] " avec
un parametre de couplage p > 0 se mettent sous la forme d’un filtre de 35 :

1 Moo (2)
1= 27 1+ He (2)pH(2)

Hy(2) (4.3)

Ainsi H, = éw% avec Q(z) =1 — 271 R(2) = Haupolz2) = %,
et pH est le filtre diffusif positif. H, s’interpréte comme un couplage pa-
ramétré par p > 0 entre H,, et H auquel est ajouté un intégrateur #
qui, associé a H,,, forme un filtre stable.

Preuve Un calcul simple montre que H, peut s’écrire comme (4.3) avec

Heuo(2) = ﬁ Selon la remarque 20 (p. 55), H,, est un filtre positif et

on observe que 17}% est un filtre stable. Aussi H, € Xa. O

L’exemple 5 est un exemple particulier de filtres de 35 dans la mesure o R
a un zéro en z = 1. Les éventuels zéros de R et de Q ont une grande importance
dans ’étude de la stabilité EBSB (cf : chapitre 6). Nous montrons que les filtres
de 35 peuvent étre regroupés en neuf catégories deux a deux distinctes.

“, . S _ 1 R
Proposition 8 Soit H°> = STirn € 22

L™ane de ces trois hypotheses est vérifiée

R(1) =0 et Q(1) #0 et 1 est un zéro d’ordre 1 de R,
R(1)=Q(1) =0 et 1 est un zéro d’ordre 1 de R et de Q,
R(1) #0 et Q(1) #0;

et ['une de ces trois hypothéses est aussi vérifiée
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R(—=1) =0 et Q(—1) #0 et —1 est un zéro d’ordre 1 de R,
R(—1) = Q(—1) =0 et —1 est un zéro d’ordre 1 de R et de Q,
R(—1) £ 0 et Q(—1) #0.

Preuve Soit HS = él _:%H € Yo . Les hypotheses sur ¥o et la proposition 7
(p. 53) montrent que R et Q vérifient les propriétés suivantes :
e O est stable = 1 et —1 ne sont pas poles de Q.
e R est stable = 1 et —1 ne sont pas poles de R.
R(1) > 0 ou 1 est un zéro d’ordre 1 de R.
R(—1) > 0 ou —1 est un zéro d’ordre 1 de R.
si Q(1) =0 alors 1 est un zéro d’ordre 1 de R.

si Q(—1) =0 alors —1 est un zéro d’ordre 1 de R.

e R est positif = {

e RO~ ! est stable = { |

35 est contenu dans 3;.L’enjeu maintenant est d’analyser dans quelle mesure
les résultats de stabilités qui seraient obtenus sur X, pourraient étre étendus a
certains filtres de 3;. Nous donnons sous la forme d’une proposition des condi-
tions suffisantes pour qu’un filtre dans 3y soit contenu dans 35. Sous certaines
hypotheses supplémentaires ces conditions sont aussi nécessaires.

Proposition 9 Soit H® = - € 3y,
a.GF L positif HY = él—l—R?—L € X
b. F~1 stable — awwec R=GF 1, 0=¢G
c. G stable et H1 = Ho

Commentaire pour la réciproque, 'hypothese H; = H, est cruciale, un autre
filtre diffusif H, # H; donnerait d’autres filtres rationnels F, G dans la décomposition,
ces éléments ne vérifieraient pas nécessairement a. b. c.

Preuve Nous allons prouver successivement l'implication et la réciproque.
-1
e Soit H° = ffgy € X, vérifiant a, b et ¢, alors ’HS = éﬂﬂ € Xy avec
R=¢GgF! posmf Q g et RO 1 =GF G 1 =F 1 stables.
o Soit 1% = =75 = S1rem € S1N 2.

alors, en inversant 1’expression, on a F + GH = QR 4+ QH.

e G = Q sinon H = Q%:; % serait un filtre rationnel, ce qui impliquerait
identiquement nulle.

e GF ! est un filtre positif parce que,
F— QR =GHi — QM1 =0 et alors,
g}" L=QF '=Q(OR 1) ' = QRO ' =R, et Rest un filtre positif.

e F~! est un filtre stable, parce que F~! = (QR~ ) =RQO et RO ! est un
filtre stable.

e O est stable parce que G est stable.
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Les filtres diffusifs H des couplages H® = éu?m € 3, ont tous un lien
direct hy stricternent positif (cf : §3.1.1 p. 48) Nous allons montrer que quand
HI = f+g“rt € X1, un autre filtre H°? = m peut quand méme étre dans
32 mais sous des conditions plus restrictives sur F et G que dans la proposition 9.

Par ailleurs, si on cherche & stabiliser un filtre instable F! au moyen d’un
filtre diffusif, on est amené dans ce cadre & trouver G et H tel que H® = ngH €
31 soit dans ¥o. Justement les conditions suffisantes énoncées dans la proposi-
tion 9 supposent que F~! soit stable. Nous allons proposer une condition suf-
fisante qui est moins restrictive sur F et qui s’appuie sur ’existence de x > 0
tel que H — k soit encore positif. En particulier ces nouvelles conditions peuvent

admettre que F ! ne soit pas stable.

Proposition 10 Soient H' = == € By et H? = m
a.G(F + kG)™" positif 252 — 1 cs,
b.(F+kG) ! stable = { Q R L B
c.G stable avec R=G(F +kG)' et Q=G
Preuve 1l suffit d’appliquer la proposition 9 & H5? = m € X. O

Le filtre de fonction de transfert (1 — 2oz 1)(1 — Zz 1) olt 29 = 7e™? est un
oscillateur a temps discret de pulsation réduite wy qui est stable lorsque |ro| < 1.
Nous considérons un filtre noté H,, qui est le couplage formé de cet oscillateur
et d’un filtre diffusif positif H'?. H,, est dans X, mais 'appartenance de H,, &
3, et par suite, la possibilité de prouver ses stabilités, dépend de z0.

Exemple 6 3; contient les filtres définis par

1
(1 — 2027 1) (1 = Zoz71) + p(1 — 271 )HFI(2)

Hao(2) = ot a €0, 1]

On cherche (R, Q,H) qui décomposent H,, dans Xs suivant z; en un ou
deux choix possibles.

e Lorsque zy est tel que R(z) = Loz

(1—zoz~1)(1—202~ 1)

avec Q = # et H = pHT!. Le lieu de tels z est tracé sur la gauche de
la figure 4.2. Ce lieu correspond aux conditions a. et b. de la proposition 9.

e Lorsque zy est tel que R(z) = (1_20271)1(1_20?1) est positif alors H,, € 3o
avec @ = 1 et H = pH''(1—2z7"). En effet H'(2)(1—271) = (1 —
27117 est aussi un filtre diffusif positif pour o €]0,1[. Le lieu de tels 2
est tracé sur la droite de la figure 4.2.

On en tire les conclusions suivantes.

e Le deuxieme lieu n’est pas contenu dans le premier, aussi cet exemple

illustre que les conditions a. et b. de la proposition 9 ne sont pas nécessaires.

est positif alors H,, € X2
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e L’intersection des ces lieux est non-vide, ce qui montre que la décomposition
de H¥ = éu?m en @, R et ‘H n’est pas unique.

o H'T est en fait strictement positive : Re(pH!) > pHT(—1) = 27 (cf :
proposition 5 p. 50 et p/! > 0). L’application de la proposition 10 devrait
permettre d’agrandir vers ’extérieur du disque unité le contour dessiné
a gauche de la figure 4.2.

Ainsi (l_zozfl_)z(iz()z,l) est un exemple de systeme instable qui pourrait étre

stabilisé avec un amortissement de type diffusif comme pH!? pour cer-

taines plages de valeurs de a et de p > 0. Cette conjecture sera vérifiée
ultérieurement dans un cas particulier o = % et pour une plage de la forme

p > p* (voir les exemples du chapitre 5 page 70).

1—z ¢

1—2z0z—1)(1—202"1) a

F1G. 4.2 — Lieux convexes des poles zp assurant la positivité R(z) = 0

gauche et de R(z) L ; a droite.

= (1—zpz=1)(1—zp2z~ 1

En résumé , nous avons tout d’abord défini une famille de systeme de 32y sous
la forme (F, G, H,) proposée naturellement a partir d'un exemple #, issu d’une
discrétisation.

Ensuite nous avons défini une sous-famille 35 de structure plus complexe
(R, Q, Hs) suggérée par des propriétés de positivité (étudiées au chapitre 3).

Nous avons cherché des conditions d’appartenance a Y5 pour un systeme
donné sous la forme ¥, :

— Lorsque H; = Hs, les conditions simples sont données par la proposition 9.

— Lorsque Ho = H; + k avec k > 0, les conditions sont données par la

proposition 10. L'intérét est de permettre d’inclure dans X, des filtres de
3, dont le filtre diffusif 7, a un lien direct h} nul, (de tels filtres pourraient
étre obtenus par exemple par une méthode de discrétisation réaliste).

— Lorsque Hy = H;+k avec k < 0, les conditions sont également données par

la prosposition 10. L’intérét est d’inclure dans 35 des filtres de 37 dont le
F 1 est instable.

En particulier cette technique devrait permettre de prouver qu’un filtre
instable peut étre amorti par un filtre diffusif sous certaines conditons pa-
ramétriques.
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— Dans I'exemple 6 nous avons montré qu’il existe d’autres facons de prouver
'appartenance d’un filtre de 1 & Xy avec Ha(2) = (1 — 27N H,(2).

Dans la suite de la these, nous étudierons les différentes stabilités de la sous-
famille 35 : la stabilité externe énergétique au chapitre 5, la stabilité externe
EBSB au chapitre 6, la stabilité interne asymptotique d’une réalisation au cha-
pitre 7. Les résultats du chapitre 2 nous permettront dans certains cas d’effectuer
une analyse asymptotique soit de la réponse impulsionnelle au chapitre 6 soit de
la fonctionnelle de Lyapunov de I'état interne du systeme au chapitre 8.
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Chapitre 5

Stabilité énergétique du couplage
formé d’un filtre diffusif et d’un
filtre rationnel

Un filtre est dit énergétiquement stable si, a toute entréee d’energie finie (i.e.
350 UE < 00) est associée une sortie d’énergie également finie (ie. > o v2 <
o0). Pour les filtres causaux et non rationnels, cette stabilité se distingue a priori
des autres formes de stabilités entrée-sortie. Les filtres qui sont énergétiquement
stables forment un espace de Hardy H* (E) rappelé en annexe B (p. 143), H* (E)
est I’ensemble des fonctions de transfert analytiques et bornées sur E. Nous uti-
lisons deux outils permettant chacun de conclure a la stabilité énergétique : le
critere de Nyquist et [’absence de poles hors du disque unité.

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité des filtres appartenant aux familles
3 et Xy définies par (4.1) et par (4.2). Pour étudier leur stabilité énergétique,
nous proposons deux conditions suffisantes pour qu’un filtre de 3, soit éner-
gétiquement stable. Les filtres de X, s’interpretent comme un couplage entre
deux filtres positifs. Cela nous permet de démontrer qu’ils sont énergétiquement
stables. Enfin un exemple illustre ces théoremes.

Soit H® = ]-'+1Q’H € Y. Nous donnons une condition suffisante sous forme

d’une proposition. Nous montrons que le critere de Nyquist peut aussi s’appliquer,
pour cela nous utilisons le contour I' indiqué sur la figure 5.1.

Proposition 11 Soit H® = f+1g% € ¥ qui vérifie les deux hypothéses sui-
vantes :

(H1) F et G sont des filtres stables,

(H2) il existe V' un voisinage de z =1 et de z = —1 tel que |F + GH| soit borné
inférieurement sur V [ E.

Soit I un contour qui entoure le disque unité et qui est contenu dans OE|J(V N E).
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)
1 Im(2)

T Re(2)

— .contour T"

F1G. 5.1 — Représentation du contour utilisé dans la démonstration de la proposition 11 et
du théoreme 4.

Si H® vérifie 'une des deuz hypothéses supplémentaires,
(H3) Vz € E|JOE\{—1,1}, F(2) + G(2)H(2) #0,
(H3bis) lorsque F(2)+G(2)H(z) parcourt T, cette fonction de trans-
fert est non-nulle et n’entoure pas zéro,

alors H¥ € H* (E).

Preuve  On prouve d’abord que (H1), (H2) et (H3) entrainent que H° € H> (E)
au moyen de la continuité de H® sur un compact K. Puis on prouve que (H1), (H2) et
(H3bis) entrainent (H3) et par suite, on a que H° € H™®(E). Enfin la proposition 22
(p. 140) rappelle qu’alors H° est énergétiquement stable.

1. Soit H¥ = =z € Xy vérifiant (H1), (H2) et (H3).

e (H1) indique que la fonction de transfert F(z) 4+ G(z)H (=) est holomorphe sur
E\{-1,1}.

e F(z) + G(2)H(z) admet une limite quand z — oo en tant que fonction de
transfert d’un filtre causal, aussi il existe Vi, un voisinage de I'infini surlequel
que H° est bornée.

e E\ V. est une couronne dans laquelle on définit un compact K ne contenant
pas 1 et —1 : soit K un compact tel que E\ Voo \V C K C E\Vy \{-1,1}.

o (H3) entraine que Vz € K (H°(2))™! # 0 et que H° est continue sur K, et
par suite bornée sur K (en effet K est compact).

e (H2) entraine que H° est bornée sur V E.

Finalement H° est bornée sur E et donc H*® € H>® (E).

2. Soit H® =z € By vérifiant (H1), (H2) et (H3bis).

e (H1) entraine que le critere de Nyquist peut s’appliquer & F + GH parce que
d’une part F + GH est holomorphe sur un ouvert connexe contenant le contour
d’intégration I' et le point & l'infini, et parce que d’autre part F + GH est la
fonction de transfert d’un filtre causal.

e F + GH n’entoure pas zéro aussi F(z) + G(z)H(z) est non-nul pour tout z
extérieur & I et en particulier pour z € E\ V.

e (H2) dit que F(z) + G(2)H(z) #0 pour z e EN V.

Finalement (H1), (H2) et (H3bis) entrainent (H3) et par suite que H° € H*> (E).

O
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Remarque 23 Lorsque a est un rationnel, il est possible de transformer le calcul

des poles de H° en la résolution d’un polynéme d variable complexe (voir [Mat94,
anneze BJ).

Exemple 6 La figure 5.2 montre les poles de

L1-1
H(2) = [(1 —Zoz ) (1 — 20271 + p(1 — 2_1)5] pour |zy| = 1.5. Lorsque
p augmente ces poles pénetrent dans le disque unité et convergent vers z = 0.
Ainsi H.,, est un couplage entre un filtre instable et un filtre diffusif pH!
qui joue un role d’amortissement pour p suffisamment grand.
La remarque 23 a été utilisée pour faire cette simulation : en posant 1—27! =
¢ avec Re(s) > 0, on transforme le dénominateur de H,, en un polynéme
de degré 4 et a coefficients réels.

2

151

0.5

Im(z)
o

-15r

Re(z)

F1G. 5.2 — Péles de H., pour zp = 1.5¢". Les poles correspondant & la méme valeur de 6
sont reliés entre eux. Cette simulation montre que H ., devient stable quand p est suffisemment
élevé.

Exemple 6 bis La figure 5.3 donne aussi les poles de [(1 — 20z~ ") + p(1 —
z_l)%]_1 avec |zg| = 1.5 en fonction de p et de 6 = arg(zp). Les poles sont
indiqués par + quand € > 0 et par e quand € < 0. Cette figure permet
de suivre le déplacement des poles lorsque p évolue et montre qu’il existe
deux valeurs particulieres 0; et 6,. Si |#| < 6, alors ces poles convergent
vers z = 0. Si 6y < |#| < 0 alors ces poles vont jusqu’a la coupure puis ces
poles n’existent plus quand p > py, ces différents poles ne sont pas reliés
entre eux. Si |#] > 6y, les poles convergent vers z = 0. Cette simulation
montre qu’un systeme peut étre stable tout en étant formé d’un oscillateur
instable, et d’un filtre diffusif.
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F1G. 5.3 — Poles de [(1 — |zo|e®?

Stabilité énergétique

Cette simulation utilise aussi la remarque 23 et le dénominateur devient un
polynome de degré 2 & coefficients complexe !.

15

05

Im(z)
o

-2

2 4+ p(1 —z71)2]7! avec |z| = 1.5. Les poles sont indiqués

par + si 8 > 0 et par e sinon. Ceux qui correspondent & la méme valeur de 6 sont reliés entre
eux par un trait quand les poles convergent vers z = 0 ou z = 1. Cette simulation montre que
ce filtre devient stable quand p est suffisemment élevé.

<<

Fi1G. 5.4 — Schéma fonctionnel de HS5 = %

1

1+RH’

Nous étudions maintenant la stabilité de HS =

R et H sont positifs et RO~ est stable.

1_R
Q1+RH

€ 3. Une premiere

idée serait d’utiliser le théoreme de positivité de [Zam66]. Ce théoreme prouve

la stabilité de
positivité de H. Malheureusement é n’est pas stable a priori et 'hypothese 3

_R_
I+RHU

stable n’a pas été utilisée.

en utilisant la positivité de R et et en requérant la stricte

R

IDans ce document nous n’avons utilisé que des filtres & coefficients réels, mais il est en fait

possible de définir des filtres & coefficients complexe.
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La solution que nous proposons consiste & mettre #° sous la forme % H%w . La

figure 5.4 montre le schéma fonctionnel obtenu, différent de celui de la figure 4.1
(p. 63). Nous proposons d’adapter le critere de Nyquist au cas des filtres diffusifs

i 1 S_R_1 : "
pour prouver la stabilité de ; a7 = o17ry sera alors énergétiquement stable

parce que % est stable.

Nous allons utiliser le critere de Nyquist pour montrer que H#RH est bornée
sur E, en effet la positivité de R et de H prouve que le diagramme de Nyquist de
1 4+ RH ne traverse pas R _ et, par suite, ne contourne pas 0. Le critere de Nyquist
s’étend facilement a des filtres non-rationnels (par exemple [Net73, p. 164-167]
pourvu que l'on utilise un contour sur lequel 1 + RH est holomorphe : en effet
la démonstration du critére de Nyquist repose sur un résidu logarithmique (voir
[CZ95] ou [Boc96]). [CZ95] propose notamment d’appliquer ce critére sur des
opérateurs a temps continu dont la fonction de transfert est holomorphe sur un
demi-plan ouvert contenant ’aze fréquentiel. Nous proposons d’utiliser le contour
représenté sur la figure 5.1. Le critere de Nyquist prouve alors que 5 ﬁm est
bornée seulement a l’extérieur de de ce contour. Une étude du comportement
asymptotique de 1 + RH au voisinage de z = +1 est nécessaire pour conclure.

Théoréme 4 Les filtres H® = éHLR,H € Yo sont énergétiquement stables.
Preuve Soit H® = éHLR% € X¥s. La démonstration consiste a appliquer la pro-

position 11 pour prouver que H—#R’H € H>(E). Comme RQ~! € H>®(E), H—#R’H €
H*>®(E) entraine que H° € H>(E). Nous allons donc montrer que les hypothéses
(H1), (H2) et (H3bis) de la proposition 11 sont vérifiées pour H#RH (H2) repose
sur un développement de Taylor de 1 + R(z)#(z) sur un voisinage V de z = £1. La
positivité de R et de H entraine, par un raisonnement algébrique, que Vz € E\V,
14+ R(2)H(z) € R_ et par suite, que sur le contour d’intégration donné I'; 1 + RH
n’entoure pas zéro.
(H1) est vérifiée :
la fonction de transfert constante égale a 1 est stable,
R est stable parce que R est rationnel et positif (cf : proposition 7, p. 53).
(H2) est vérifiée.

En effet, une analyse asymptotique de 1 4+ R(z)H(z) au voisinage de z = 1

montre qu’il existe un voisinage V de z = 1 et de z = —1 tel que Vz € VE,

Re [l + R(2)H(z)] > 3 et donc que Vz € VNE, W < 2.

e R(1) >0et R(z) = R(1) + O(]z — 1|) quand z — 1. En effet, R est a coeffi-

cients réels implique que R(1) € R, R est positif implique Re(R(1)) > 0, enfin
R(p) est C! au voisinage de p = 1.

o VzcE Re(H(z)) > 0.

e [(z— 1)H(z) — 0] grace a la la proposition 22 (p. 140).

Ces trois assertions montrent que :

Re(l+ R(2)H(z)) =1+ R(1)Re(H(z)) + Re(H(z))O(]1 — z]|)

et qu'il existe V! un voisinage de z = 1

tel que Vz € VINE, Re(l +R(2)H(z)) > 3.

R(—z) et H(—z) vérifient aussi ces trois assertions, il existe donc
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V =VUJ{z| —2 € V'} un voisinage de z = 1 et de z = —1
tel que Vz € VN E, Re(l + R(z)H(z)) > 3.

(H3bis) est vérifiée.
En effet, soit I un contour contenu dans JE(J V et entourant le disque unité. Un
exemple de contour I' est dessiné sur la figure 5.1. Le raisonnement algébrique
suivant prouve que 1 + R(z)H(z) ne traverse pas R_ en parcourant I'.
R est positif et H est un filtre diffusif positif dans H' (E) de symbole diffusif p
de signe constant, aussi Vz € I', Re(R(z)) > 0 et Re(H(z)) > 0 (voir 'assertion
d de la proposition 5 p. 50)
S’il existe z € T' tel que 1+R(z)H(z) € R_ alors, en prenant la partie imaginaire,
Im(R(z))Im(H(z)) < 0 et, en prenant la partie réelle, 1 + Re(R(z))Re(H(z)) —
Im(R(z))Im(H(z)) = 0; ce qui est contradictoire. Aussi 1 + R(z)H(z) ne
contourne pas 0 le long du contour I'.

O

Remarque 24 La démonstration du théoréeme 4 n'utilise pas seulement le fait
que Re(H(z)) > 0 pour z € E qui pourrait étre une définition plus générale de la
positivité (cf : p. 48). Le caractére diffusif de H permet de mieux contrdler ce qui
se passe notamment sur le cercle unité Re(H(z)) > 0 pour z € E\{—1,1} (cf :
assertion d de la proposition 5 page 50).

Remarque 25 S on élargissait la famille 3o de sorte que R puisse aussi étre
un filtre diffusif causal positif et non pas seulement un filtre rationnel causal et

positif, alors les filtres de Xo ne seraient plus nécessairement stables. Ainsi si

_ _ _ _ s _ RQ' _ 1
R =H"T, H =H" et Q=1 pour a =]0,1], alors H* = e = FH" et

justement HET n'est pas stable énergétiquement : HI(z) = (1 — 271)"* = 400
quand z — 1 avec z € E.

Exemple 5 (suite) Nous avons ainsi prouvé que les filtres de 3o sont éner-
gétiquement stables. Par suite H,(2) = [(1 — 2 )2 + wi + p(1 — z U] €
35 (cf : exemple 5) est aussi énergétiquement stable. Remarquons que pour

p = 0, H, est un filtre rationnel stable dont les deux poles conjugués sont
1+
g

Exemple 6 (suite) L’application du théoreme 4 a H,, prouve, que quel
que soit p > 0, H,, est énergétiquement stable lorsque zy est dans le lieu de
gauche ou de droite de la figure 4.2 (p. 66). Nous avons cherché le lieu des z
tels que H,, soit énergétiquement stable quelque soit p > 0. La simulation
du critere de Nyquist montre que ce lieu est {zp| |20] < 1, 29 # 1}. Ce lieu
est représenté sur la figure 5.5. Ce dernier lieu comprend les lieux 1 et 2
pour lesquels appartenance de H,, & Xs a déja été montrée (cf : p. 65);
cette simulation confirme donc le théoreme 4 : Xy C H®(E).
En résumé, nous avons donné une condition suffisante sur les filtres dans 3,
qui permet d’utiliser le critere de Nyquist pour prouver la stabilité d’un filtre.
Nous avons établi que les filtres dans 35 sont énergétiquement stables. Quelques
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F1G. 5.5 — La courbe extérieure coincide avec le cercle unité et est ’ensemble des zo tels

que pour tout p > 0 Hy = [(1— 2027 ")(1 — Zoz™!) + p(1 — 2_1)’7'-11”]_1 soit énergétiquement,

stable, cette courbe ne dépend pas de «a €]0,1].

La courbe ovale intérieure (Lieul) est I’ensemble des zo tels que (1 — 2oz 1)(1 — 2oz~ 1) soit
1

1—2—
1—z0z71)(1—202~1)

positif. La courbe circulaire intérieure (Lieu2) est I’ensemble des zq tels que i
soit positif.

L’exemple 6 (p. 65) montre que {zo|H, € X2} contient la réunion des deux lieux délimités
par les deux courbes.

hypotheses techniques supplémentaires vont permettre au cours du chapitre 6 de
montrer que ces filtres sont aussi EBSB stables.
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Chapitre 6

Stabilité EBSB du couplage d’un
filtre diffusif avec un filtre
rationnel

A(B) désigne 'algebre de convolution des réponses impulsionnelles des opé-
rateurs non-rationnels a temps continu causaux (voir par exemple [DV75, an-
nexe C]). En annexe B, nous définissons ['(p) comme la partie discrete de A(3)
puis & partir de I'(p), nous définissons une algebre pour les fonctions de transfert
de filtres a temps discret ﬁ(p) Ainsi ﬁ(l) noté aussi W, désigne ’ensemble des
filtres EBSB (voir la définition 8 en annexe B p. 144).

La premiere méthode s’appuie sur un théoreme rappelé dans [BP99], qui est
'analogue a temps discret d’un théoreme dans [HP57]. Ce théoreme affirme no-
tamment que si H° € H*(E) et (H%)~* € W, alors #° € W,. Nous montrerons
ainsi que certains filtres de 3o sont dans W, (cf : §6.1). Cette méthode permet
a [BP01] en temps continu de donner des criteéres de stabilités et de proposer des
décompositions en fractions irréductibles.

La deuxieme méthode s’inspire en ’étendant d’un résultat de décomposition,
proposé a temps continu pour les systemes différentiels fractionnaires commen-
surables et incommensurables, comme conjecture dans [Mat98b]; la question
ouverte de la finitude du nombre de pole ayant été démontrée ultérieurement
dans [BP0OOb] ; une version plus précise de ce résultat de décomposition ayant été
donnée dans [AMMOOa]. Par ailleurs ce résultat a été énoncé dans le cadre des
filtres diffusifs dans [DHMO00] et étudié dans [Hel00] avec notamment le cas des
poles sur la coupure. Sous réserve d’hypotheses techniques, nous montrerons que
les filtres de X5 sont aussi la somme d’un filtre rationnel, stable et d’un filtre
diffusif. L’analyse du comportement asymptotique de ce nouveau filtre diffusif
permet de montrer que ces filtres sont dans . Un exemple permet de comparer
les deux méthodes (cf : §6.2).

Grace au chapitre 2, le comportement asymptotique de la réponse impulsion-

7
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nelle peut étre évaluée, ce comportement dépend fortement de la présence d’un

zéro pour Q et R en z = £1 (cf : §6.3).
Exemple 5 (suite) La figure 6.1 représente la réponse impulsionnelle de
Hy(z) = [(1—2 12+ wd +p(l— 2z HH(2)] ' € By pour deux valeurs de
p > 0 lorsque le filtre diffusif # = H'L. La figure 6.2 représente les réponses
impulsionnelles de H, intermédiaires entre ces deux valeurs, ces réponses
sont représentées sous la forme d’une nappe. Ces systemes ont été étudiés
en détail & temps continu dans [Hel00]. Lorsque p = 0, H,, est un oscillateur
exponentiellement amorti (cf : page 74) et Paugmentation de p atténue les
oscillations et fait apparaitre un comportement de type mémoire longue.
Le résultat de décomposition montre que cette courbe est la somme d’une
oscillation exponentiellement amortie et de la réponse impulsionnelle d'un
filtre diffusif.

5 T T T T 2.5

3l p =0.02 i
®=0.17
> i
1.5
1o
1k
o}
s i
0.5
oL i
-3 L L L L 0 1 )
[0} 20 40 60 80 100 (0] 20 40 60 80 100

F1G. 6.1 — Réponse impulsionnelle de H® pour deux valeurs de p.
A gauche : (p = 0.02), les oscillations sont prédominantes.
A droite : (p = 0.15), la décroissance lente est visible.

6.1 Stabilité EBSB par un raisonnement
algébrique

La premiere méthode consiste a s’appuyer sur trois propriétés pour donner
des conditions suffisantes pour qu’un filtre H® = $1+7712’H € ¥, soit dans W,.
L’expression intégrale de la réponse impulsionnelle d’un filtre diffusif donne des

conditions suffisantes simples sur le symbole diffusif p pour prouver que le filtre
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F1G. 6.2 — Nappe de réponses impulsionnelles de H, pour des valeurs croissantes de p €
[0.02,0.15] et pour w = 0.17.

diffusif ‘H appartient a W, et par suite pour que 1 + RH € W,. Le théoreme 9
en annexe B (p. 144) rappelle qu’alors H#R% € W,. Enfin W, est stable par
multiplication avec un filtre rationnel stable aussi H® = RQ™! T ;m € W,. Les
conditions suffisantes prouvant que H° € W, sont énoncées sous la forme d’une
proposition. La preuve de cette proposition utilise des résultats énoncés dans le

lemme suivant.

Lemme 4 Soit H un filtre diffusif de lien direct hy et de symbole diffusif u. Soit
R un filtre rationnel stable. Alors,
1. R € W+ ;

SR € LN0,1) = HMon € W

1,

St e LN(-1,0) = HM-o e W
R(1)=0 = RH'ou e W, ;
R(-1)=0 = RHM-10 e W, ;
et H peuvent se décomposer en p = plq + pli—io et H(z) = ho +

= Otk N
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H o (2) + HAL(2).

Preuve
1. est énoncée dans la proposition 25 (p. 144).
2. (1.5) montre que pour tout N,

Y NN o)
DI < up) Y p e < | S dp < oo
n=1 0 n=1 0 -p

Aussi hﬁl“”” ell.
3. La remarque 1 (p. 25) montre que 2. = 3.

4. R(z)HFI(2) = (1 — 2~ )yHHo () [ffj_’l].

La réponse impulsionnelle de (1 — z~1)HA10.11(2) est hgfr[g’” - hﬁl[o’” avec n > 0.
Grace a (1.5) et u 6 L'(—1,1), on a pour tout N > 1
S 0 < )Y (Lo - Dldp < [ u(p)ldp < +oo.
Donc (1 — —I)Hﬂlou( ) € Wy
R est le quotient de deux polynomes en z~ !, et lorsque R(1) = 0 le polynome
numérateur est divisible par 1 — z~! aussi 175( ,)1 est un filtre stable donc = Rl )1 €
W,
Finalement RH0.11(2) € W,.

5. La remarque 1 (p. 25) montre que 4. = 5.

Proposition 12 Soit un filtre H° = %H%H € Yo qui vérifie 'une des quatre
Propriétés suivantes :
#1—1,01(p)
(HI)R(1) =0 et % e L'(—1,0)
u (H2) R(~1) = 0 et “1207 ¢ 11(0,1)

ou (H3)R(—-1)=0 etR( ) 0

ou (H4) £ € L}(-1,1)
Alors HI e W,.
Preuve Soit HS = é rr7en € Z2- Le théoreme 4 (p. 73) en annexe B que 1+RH €

H>(E). Le théoreme 9 en annexe B rappelle qu’alors 1 +RH € W4 a condition d’avoir
établi que (1 +RH) € W,. Justement en utilisant le lemme 4,

le Wy,
(1), (112). (3) ou (FF4)] > RH € W..
Enfin RQ ! € W, et 1+RH € W, prouvent que H° € W,. 0

Le théoreme 9 nous a permis de donner des conditions suffisantes pour que
HY = épﬁw € W,. Ces conditions ne font pas intervenir la régularité de p.
Nous pensons qu’en établissant la stabilité énergétique de couplages de filtres plus
généraux que Yo, nous pourrions au moyen de manipulations algébriques élargir

les conditions suffisantes de la proposition 12 en utilisant toujours le théoreme 9.
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Remarque 26 SiH° € W, alors le filtre n’est pas seulement stable EBSB. Ainsi
qu’il est rappelé dans [DV715, ch.5 §4], pour tout p € {1...00}, si l’entrée vérifie
un € [P alors la sortie vérifie x, € [P. Notons que ces stabilités ne sont pas en
général équivalentes.

6.2 Reésultat de décomposition

La deuxieme méthode consiste a chercher une expression de la réponse im-
pulsionnelle de H® = éu?m en fonction de R, Q et H. Cette méthode s’appuie
sur un résultat de décomposition : sous réserve d’hypotheses techniques, les filtres
HS € B, sécrivent HS = N + H¥ ot N est un filtre rationnel, stable et H*’
est un autre filtre diffusif dont le symbole diffusif est ;°.

Le résultat de décomposition avait a 1’origine été étudié a temps continu sur
des fractions composées d’opérateurs fractionnaires : [Ous83], [Mat94] dans le
cas commensurable et [Mat98b] et [GM97] dans le cas non commensurable. De
nombreux systemes couplés ont ainsi été décomposés et les poles des parties
entieres et les symboles diffusifs ont été étudiés et simulés par différentes méthodes
y compris dans le cas non-fractionnaire dans [Hel00].

Ce résultat requiert la connaissance du comportement du prolongement ana-
lytique dun filtre diffusif au voisinage de [—1,1] (cf : théoreéme 2 p. 35). u°
s’exprime alors en fonction de R, Q, p et de V,, la valeur de continuité définie
aussi par le théoreme 2. Le résultat de décomposition utilise aussi le théoreme 1
(p. 31) pour reconnaitre que H° — A est un filtre diffusif.

Dans ce résultat de décomposition, le symbole diffusif 1 est supposé avoir une
certaine régularité. Cette régularité s’observe dans tous les exemples que nous
avons traités et elle permet la démonstration de ce résultat avec des relations
simples. Mais nous ne pensons pas que cette régularité soit nécessaire pour établir
ce résultat, qui devrait pouvoir étre étendu.

Le résultat de décomposition est d’abord illustré par 1’exemple qui suit. Ce
résultat est ensuite énoncé sous forme d’un théoreme dont la démonstration utilise
un lemme.

Exemple 5 (suite) Les filtres 74,(2) = [(1 — 27)2 + wZ + p(1 — 2" )H(2)] ™"
peuvent s’écrire sous la forme d’un filtre rationnel N, d’ordre 2 et d’un filtre
diffusif de symbole diffusif p,,.

Les poles et les zéros de N, sont représentés sur la figure 6.3. Quand p = 0,
H, est un filtre rationnel stable avec deux poles a l'intérieur du disque
unité. Quand p augmente, ces poles se déplacent vers le centre du cercle
unité et convergent vers zéro. Les zéros partent de z = 0 lorsque p = 0
et ensuite retournent vers z = 0. Numériquement les poles sont obtenus
en cherchant le maximum z, de H(z) et les zéros sont calculés & partir
du lien direct de #, ( ) et du résidu 77— (cf : [Hel00, chapitre 7]).

1
; ) 1+p+w? i [ H (20) |
Les simulations montrent que la réponse fréquentielle de H et de N, + HH»
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coincident numériquement sur w € [35, 7] avec une précision de 10~ % lorsque
HHP est évalué sur 1000 points avec le programme mush2hn.m en annexe D.
Des calculs asymptotiques sur y, indiquent que p,(p) ~ %%(1 —p)lt
quand p — 1. De tels calculs seront présentés au §6.3. Les symboles diffusifs
[, sont représentés par une surface sur la figure 6.4. On observe que 1'un
des maximum locaux de p s’accroit et se rapproche de p = 1 lorsque p
augmente. A p fixé, cette simulation confirme que y,(p) = 0 quand p — 1.
Le lemme 4 montre qu’alors H, est EBSB-stable.

Lemme 5 Soient deux fonctions de transfert Hi, Ho prolongeables analytique-
ment en deuz fonctions holomorphes sur C\ [—1,1] telles que H = 14 € H* (E).
S’il existe un voisinage V de [—1,1] tel que Vz € V\[—1,1], |Ha(z )| # 0,

alors il existe N un filtre rationnel stable qui n’a pas de péles sur [—1,1] et qui

est tel que — N soit prolongeable analytiquement en une fonction holomorphe
sur C\ [—1 1]

Notation Si Iy et I's sont deux contours d’intégrations, la réunion de I'; et
de I'; parcouru dans le sens inverse est un contour d’intégration qui sera noté
'y —Ts.
Preuve  On se donne un contour, I' qui encercle le disque unité et qui est orienté
dans le sens direct. La formule de Cauchy et la stabilité de H (et par suite 'exis-
tence d’une limite de #H en l'infini) montrent que pour z hors du contour I', H(z) =
1RO
2w Jpz—C
V et orienté dans le sens direct. On définit aussi pour z hors du contour I" : N (2) =
# () dc.
2im Jp_p, 2 —¢C
La démonstration consiste & montrer successivement que Ho n’a qu’un nombre fini
de zéros dans D, pour ensuite en déduire que la fonction de transfert A/(z) correspond
a un filtre rationnel stable, et qu’enfin H — A est prolongeable analytiquement en une
fonction holomorphe sur C\ [—1, 1]. On remarque que la présence éventuelle de zéros
de Hs qui se simplifieraient avec H; ne géne pas le prolongement analytique de H sur
E dans la mesure ou on sait déja que H € H> (E).

d(¢. On se donne un deuxiéme contour I'y entourant [—1, 1], contenu dans

1. Hs n’a qu’un nombre fini de zéros dans D = (C\I_E et pas de zéro dans E.
En effet il existe un compact K vérifiant D\V C K C D\[-1,1] et sur lequel
Hs est holomorphe. Hs ne peut avoir qu'un nombre fini de zéro dans K .
Ho n’a pas de zéro sur V.
Une méthode semblable est utilisée dans [BPOOb] pour montrer que les fonctions
de transfert n’ont qu’un nombre fini de zéros.

2. N est un filtre rationnel stable sans poles sur [—1, 1].
En effet, I’assertion 1 et le calcul des résidus de H sur chaque zéro de Ho, montre
que N (z) est une fraction rationnelle avec des pdles uniquement dans D\[—1,1].

3. H—N peut étre prolongé analytiquement en une fonction holomorphe sur C\ [—1,1].

En effet pour tout z extérieur a I', H(z) — N(z) = 5= - d§ Soit 2z’ €
C\ [—1,1], il existe un autre contour I'y+ qui entoure [—1, 1], qui est a l'intérieur de
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I" et qui n’entoure pas z'. Pour tout z extérieur & T', H(2) —N (2) = 5 |- o ?SCC) dc.
Ainsi H(z) — N (z) est prolongé analytiquement sur un ouvert connexe contenant

2!, ce prolongement est nécessairement unique dans C\ [—1, 1].

O

Théoréme 5 Soit H® = ép:fw € Y. Soit p le symbole diffusif de H et I le

support de p. Soit S = {p;} un ensemble fini de points dans [—1,1] contenant

{~1,1}.

Si les hypotheéses suivantes sont vérifiées :
(H1) p est localement hélderienne et non nulle sur I\S;
(H2) pour tout p; € S, il existe a;“,oz; € [0,1] et €; > 0 tels que

1(p)(pj — p)% soit hélderienne sur [p; — €, pj] (N1
et u(p) (p—pj)o‘;'r soit hilderienne sur [pj, pj+€;] (1, de plus une de ces hypothéses
doit étre vérifice :

(H2.1) R{p;) =0

quand p — p; et R(p;) #
ou (H2.3) of > o et p(p
quand p — p; et R(p;) #
(H3) Q n’a ni poles sur [—1, 1] ni zéros sur]—1,1[, R n’a pas de péles sur|—1,1[;

(p— pj)o‘i+ admet une limite non-nulle

alors il existe N un filtre rationnel stable tel que H = N +HE ou H" est le
filtre diffusif de lien direct nul et de symbole diffusif

S\ —u(p)R?(p) o
0= o+ ) = lROP + ey Pt B

2 (p) = 0sipe[-1,1\I

En outre, si u vérifie les hypotheses supplémentaires suivantes
1
(H4) 1 ¢ T ou R(1) =0 ou ———— € L'(I)
p(p)(1 — lp)

(H5) =1 €1 ou R(=1) =0 ou ek L(T)

alors H® € W.

Preuve Les hypotheses (H2.1), (H2.2), (H2.3) et le lemme 8 en annexe (p. 134)
permettent de connaitre le comportement de H° au voisinage de p;j € S, tandis que le
théoréme 2 (p. 35) permet de connaitre le comportement de H° au voisinage de o € I\S
et ainsi de trouver (6.1). Ces informations prouvent que la fonction p° définie par (6.1)
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est sommable. Le lemme 5 définit A, aussi appelée partie entiére de la décomposition.
L’application du théoréme 1 (p. 31) montre alors que #° — A est un filtre diffusif de

symbole diffusif 4°. Enfin (H4) et (H5) entrainent que ‘l‘i—(‘z‘) € L'(—1,1) et qu’alors

HS € W, grace au lemme 4.

1. Soit p; € S. Il existe V; un voisinage de p; tel que, Vz € V\I,
1Q(2)(1 + R(2)H(2))| # 0et (z—pj)H5(2) — 0 quand z — p; avec z & [—1,1].
En effet d’apres le lemme 8, (H2.1) ou (H2.2) ou (H2.3) entrainent que
|H(2)|(z—p;) = 0, (H2.2) ou (H2.3) entrainent que |H(z)| — 400 quand z — pj.
(H3) dit que p; n’est pas un pole de R. Aussi,

o (H2.1) = [Q(2)(1 + R(2)H(2)) = Q(p;) #0
quand z — p; avec z € [—1,1] |, parce que (H2.1) dit que R(z) = O(|z — p;]).

o (H2.2) ou (H2.3) = [|Q(2)(1 + R(2)H(z))| — 0o quand z — p;
avec z ¢ [—1,1]],

2. Soit p € I\S. (H1) permet d’appliquer le théoréme 2 & H et ainsi d’affirmer que
e 1°(z) admet une limite quand z — p avec Zm(z) > 0 et une autre limite

quand z — p avec Zm(z) < 0. Ces limites sont notées H°(p +1i0) et H(p —i0)
et apres calcul 5= [H%(p —i0) — H5(p +1i0)] = p¥(p) lorsque p est définie
par (6.1).

e Soit o € I\S, Q et R sont & coefficients réels, u(p) # 0, (H4) dit que p
n’est pas un zéro ni un pole de R et de R. Aussi Q(p)(1 + R(0)H (o £1:0)) =
Q(o)(1 + R(o)(ho + V(o) £ imu(p))) # 0. Il existe un voisinage V, tel que
Vz €V, [Q()(1+ R()H(2))] # 0.

3. 1% est une fonction sommable parce que le dénominateur de p° est non nul sur
I\S et parce qu’il existe un voisinage V; de chaque point p; € S sur lequel 1S est
majorée par une fonction sommable.

e Soit o € I\S, (H3) et (H1) prouvent que Q(o)u(o) # 0. Selon (6.1), le
dénominateur de ©° ne s’annule pas et, d’apres le lemme 8 V,, étant loca-
lement holderienne sur I\S par suite ;¥ est localement sommable sur I\S.

e Soit p; € S tel que R(pj) = 0. Selon (6.1) u(p) < ggz; . [1+(Vu(pl;ipf)bo)73(p)]2' La

premiére fraction est bornée parce que Q(p;) # 0, ou pj = £1 et RQ™! est un
filtre stable.
(H2.1) et le lemme 8 prouve qu’il existe un voisinage de p; surlequel le déno-
minateur de la deuxieme fraction est borné inférieurement.
p € L'(I) permet d’en déduire que 1 est sommable sur ce voisinage.

e Soit p; € S tel que R(p;j) # 0. (H2.2) ou (H2.3) et le lemme 8 prouvent que
le dénominateur de p° est borné inférieurement sur un voisinage de P
p € L'(I) permet aussi d’en déduire que p° est sommable sur un voisinage de
pi-

4. [-1,1] est un compact, les voisinages V, et V; permettent de construire V un
voisinage de [—1,1] tel que Vz € V\[-1,1], |Q(2)(1 + R(2)H(2))| # O et ainsi
d’appliquer le lemme 5 & H° € H* (E) pour construire un filtre rationnel stable
N tel que H — N soit prolongeable analytique sur C\ [—1,1].

5. H% — N est un filtre diffusif parce que H® — N satisfait les hypotheéses du
théoreme 1 :
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e Pour tout p; €S, (z — p;j)(H°(2) — N(2)) = 0 quand z — p; avec z € [—1,1].

e Pour tout ¢ € [-1,1]\S, H#(z) — N(z) admet une limite quand z — p; avec
Im(z) > 0 et H9(z) — N(z) admet une autre limite quand 2z — p; avec
Im( ) < 0.

. 2m [(H5(p —i0) = N(p — i0)) — (H5(p +i0) — N'(p +40))] = p° parce que N/

n’a pas de poles sur [—1,1]. L’assertion 3. prouve que p° € L'(—1,1).
S
6. (H4) entraine que %lp[o’” € L'(0,1). En effet, on observe que pour p € [0,1]

‘us(p) < | R ‘R(p)u(p)‘ 1
L—p|={QM || 1=p |[L+ (ho+Vulp)R(p)]?
ot ‘us(p)‘ < 1

1— 1Q(p)(L — p)m2u(p)|

e Sil¢l alors —(’;) = 0 sur un voisinage de p = 1 et & (p) [0,1] EILI(O, 1)
1+(ho+Vu(p))R(p
borné. RQ ! est stable aussi R(p)(Q(p)) ! est borné au voisinage de p = 1.

e Si R(1) = 0 alors (H2.1) et le lemme 8 prouvent que [ Tz est

R est un filtre rationnel et R(1) = 0 donc 712(’;) est borné au voisinage de p =1

S
et plyy € L(0,1) = %lp[o’” € L'(0,1), grace & la premiere inégalité.
e Si R(1) # 0 alors Q(1) # 0 (i.e. RQ~! est stable), et méme (Q(p))~"! est
borné au voisinage de p = 1. Dans ce cas si m € L'(0,1) alors

“S(f)flp[o’” € L'(0,1), grice & la deuxiéme inégalité.
(H5) entraine de la méme fagon que %w € L'(-1,0).
7. En appliquant 6 & Q(—z), R(—z) et & H(—=z) et en utilisant la remarque 3 (p. 28),
on prouve 7.
Finalement (H4) et (H5) entrainent que lﬁ—‘sp‘ € LY(~1,1) et que HS — N = H+® €

W, grace au lemme 4. N est stable et appartient donc aussi & W, par conséquent
HY € W, O

Remarque 27 Lorsque la fonction de transfert H est connue analytiquement,
la valeur de continuité V,, peut étre calculée. Il est naturel de s’attendre a ce que
Vu(p) + ho admette une limite positive, finie ou infinie quand p — £1, parce que
Vp € I\S, Vu(p) + ho = Re(H(p +i0)) et que Re(H(z)) > 0 pour presque tout
z € OE.

Si on sait que V,(p) + ho converge vers une valeur positive quand p — 1
(respectivement quand p — —1) alors (H4) (respectivement (Hb5)) peut étre rem-
placée par T(Tpg € LY(—1,1) (respectivement par “2 ¢ LY(—=1,1)). On retrouve

1+p
ainst les conditions suffisantes de la proposition 12.

Preuve  Soit %7 tel que Vu(p) converge vers une valeur positive quand p — 1.
e SiR(1) =0, alors # € W, selon le théoreme 5.
e Sinon R(1) # 0 et alors Q(1) # 0 (i.e. stabilité de RQ~1). L’hypothese sur V),
montre qu’alors dans (6.1) le denominateur de ¥ est borné inférieurement et

ﬁ‘(Tp; € L'(—1,1) entraine que £ 5 € L'(—1,1) et par suite que H® € W,.
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De méme on montre que si V,(p) converge vers une valeur positive quand p — —1

alors % € L'(—1,1) et par suite H° € W,. O

Exemple 5 (suite) Les filtres 74,(2) = [(1 — 272 + wZ + p(1 — 2" H(2)]
sont dans Xy avec Q(2) = 1—271, R(2) = Hu, (2) et pH pour le filtre diffusif
positif de symbole diffusif de signe constant. Parmi les différentes catégories
dans la proposition 8 (p. 63), H, vérifie Q(1) =R(1) =0 et Q(—1) #0.

Les deux méthodes exposées pour prouver la stabilité EBSB sont comparées
sur cet exemple. Des exemples de filtres H et les valeurs de « pour lesquels
chaque méthode prouve que H, € W, sont listés dans un tableau (6.2).
La proposition 12 montre que H, € W, si “11[%;’0] € L'Y(—1,0); les valeurs
de a sont alors indiquées sur la deuxieme ligne du tableau (6.2).

Le théoreme 5 s’applique a H,, en considérant un ensemble fini S C {0, 1}.
Sur ces points (H3) est vérifiée : p est localement holderienne sur [0, 1] et
w(p)(1—p)® est holderienne sur [0, 1]. 1+R#H tend vers une limite non-nulle

ou infinie. Les hypotheses (H4) et (H5) sont (le)u(p) € L'(I); les valeurs

de « sont alors indiquées sur la troisieme ligne du tableau (6.2).

Les valeurs de continuité des filtres H™/(2), HFT(—z) et HVY(z) sont connues
et données par (1.15), le calcul exact de p° montre que pour les filtres cités
en exemple sont en fait toujours stable EBSB; les valeurs de « sont alors
indiquées sur la quatrieme ligne du tableau (6.2).

H HEL(2) HIT(—2) HEN (2) | HUN(2)
prop. 12 | a €] —1,1[\{0} | «a€]—-1,0] |«a€]0,1]| oui
[
[

(6.2)

th. 5 a €] —1,1[\{0} a €]0,1] «a€]0,1[| oui
calcul | a€]—1,1[\{0} |a €] —1,1[\{0} | @ €]0,1[ | oui

L’exemple 5 montre que les conditions suffisantes de la proposition 12 ne sont
pas toutes contenues dans le théoreme 5.

Ce résultat de décomposition permet une analyse asymptotique de la réponse
impulsionnelle de H°, la vitesse de convergence de cette réponse impulsionnelle
peut ainsi étre évaluée.

6.3 Comportement asymptotique de la réponse
impulsionnelle

Selon (6.1), p° s’exprime en fonction de Q, R, p et V, la valeur de continuité
associée a p. Dans le chapitre 2, ’analyse asymptotique donne une correspondance
entre les singularités de p(p) au voisinage de p = %1 et la singularité de V,(p) au
voisinage de p = +£1 lorsque p(p) — oo (cf lemme 2 p. 42); le lemme de Watson
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discret (lemme 1 p. 40) donne aussi une correspondance entre la singularité de
©® et le comportement asymptotique de A la réponse impulsionnelle de H°.

Nous présentons Papplication de cette analyse asymptotique pour p° sous
la forme d’une proposition. Les trois premieres hypotheses sont les mémes que
celles du théoreme 5. Comme lors du lemme 1, pour n > 1, b2 est décomposée en
hy = hi+hd avec hy et h® comme gauche et droite. hY et he sont obtenus & partir
de pli_y g et de plp; au moyen de (1.5). Les résultats sont exposés séparément
pour hY et pour h¢. Des calculs simples sur les équivalents permettent d’en déduire
dans la pratique le comportement asymptotique de h?.

Cette proposition ne prouve pas la stabilité EBSB d’un plus grand nombre
de filtres H® € X5 que le théoréme 5. Le lemme 2 ne permet pas d’utiliser
la remarque 27 qui aurait prouvé la stabilité EBSB sous des conditions plus
générales.

Proposition 13 Soit H® = §Zx € 2. Soit pu le symbole diffusif de H de
support 1. Soit S = {p;} un ensemble fini de points dans [—1,1].

St l’ensemble des hypotheéses suivantes sont vérifiées :

(H1) p est localement hélderienne et non nulle sur I\S;

(H2) pour tout pj €8, il existe o ,a; € [0,1] et ¢; > 0 tels que

w(p)(pj — p)% soit hélderienne sur [p; — €;, pj]

et p(p)(p — pj)o‘;'r soit hélderienne sur [p;, p; + €;], de plus une de ces hypothéses
doit étre vérifice :

(H2.1) Ripy) = 0

w (H2.2) aj > o et u(p)(p; — p)% admet une limite non-nulle

)
j
quand P —> p; et R(p;) #0
)
R

w (H2.3) of > o et p(p)(p — p])a admet une limite non-nulle
quand P —> p; et R(p;) # 0.
H3) Q n’a ni poles sur [—1,1] ni zéros sur | — 1,1[, R n’a pas de péles sur

(
J=1,1[;
(H4) il existe a €] — 1, 1], telle que u(p)(1 — p)* soit une fonction hélderienne
sur un voisinage de p =1 et admette un limite non-nulle en p=1;

(H5) il existe 3 €] — 1,1, telle que u(p)(1 + p)? soit une fonction hélderienne
sur un voisinage de p = —11 et admette un limite non-nulle en p = —1;

alors hi, la réponse impulsionnelle de H° se décompose pour n > 1 en hi =
hﬁf+hd +hY, ou bV est associée & N et est stable EBSB, h et h9 sont associées
a usl[(m et a 1[_1,0] au moyen de (1.5). Les comportements asymptotiques de
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he et hd sont donnés par deur tableaux.
o, €]0,1] a=0F=0|a,p€]-10]
Q(l) 7é 0 d sin(am) 1 1 d 1 d __ 1
RO 20 | M~ T cmacaws | el | = 0(Es)
Q(—-1)#0 sin(8) ! (—1)n-! |
R(—1)£0 |~ "% orowen wee | M€ b =0 (505)
(6.3)
Q) =R(1)=0 hi ~ a%w
_ _ R'(=1))* I'(2=8)(=1)"
Q(—1) =R(-1) =0 h, ~ IS L 6.
Q(1) #0 et R(1) =0 ht ~ —a B tEa)
Q(~1) #0 et R(—1) = 0 | hy ~ —pEIFTEATIT
Preuve Les comportements asymptotiques de hj, et de hg s’obtiennent en cher-

chant le comportement asymptotique de p°

et en utilisant le lemme de Watson discret

(cf : lemme 1 p. 40). 4° dépend de V,, aussi il faut aussi utiliser le lemme de compor-

tement asymptotique (cf : lemme 2 p. 42).

1. La remarque 8 (p. 63) montre que R(+1) =0 = R'(£1) # 0 et que

Q(+1) =0 = Q'(+1) # 0. Aussi

R(1) =0= R(p) ~ —R'(1)(1 — p) quand p — 1,

R(=1) = 0= R(p) ~ R'(~1)(1 + p)

quand p — —1,

Q1) =0 = Q(p) ~ —Q'(1)(1 - p) quand p — 1,

Q(-1) =0= Q(p) ~R(-1)(1 + p)

quand p — —1.

Le lemme 2 (p.42) donne le comportement asymptotique de V, lorsque a €
[0,1\{3} quand p — 1. Lorsque o =

.V, =o(u) quand p — 1.

Les comportements asymptotiques de ;% sont donnés dans ces tableaux.

a, B €]0,1] a=03=0
p—1
Q(l) 7é 0 S(p) pzl _w (1—p)® MS(P)S ~ Q(l)a(l&(l—p))2
R(1) #0 ™ eQ(l) ot /= € L'(~1,1)
p——1
Q(-1)#0 S (p) P _ (P (tp) nd (P)S ~ TP
R(=1) #0 w2 e L (-1,
o, B €]—1,0]
Q1) #0 s )l P2l _(1-p)e
Ry 20 | OIS apnetm ™ o
Q(-1) #0 s lup)| Pl (14p)°
R(-1) 20 | WO < @@=~ R

Les autres comportements asymptotiques de p° s’obtiennent en écrivant (6.1)
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—R2(p)u(p)
Q(P){[L+R(p) (Vi (p)+ho)*+R2(p)m2 2 (p)}

sous la forme de us (p) =

a,f€l—1,1]
Q1) = R(1) =0 w() " -t
QD) =R(-1)=0 | pS(p) " TG+ )7
QA0 et R =0 | p¥(p) "~ —al (1 — e
Q(~1) £0 et R(—1) = 0 | pS(p) "% T (1 4 )27

3. Le lemme 1 permet alors d’en déduire les comportements asymptotiques de hj
et de he.

O

La figure 6.5 résume les résultats de la proposition 13 en indiquant la vitesse
de convergence de la réponse impulsionnelle k> en fonction de a et de ce que R
ou Qaun zéroen z = 1.

Lors du chapitre 5, nous avons montré que o C H>(E). Dans ce chapitre,
3o C H*(E) a permis de donner des conditions suffisantes sur ‘H € 35 pour
que H € W,. Ces deux conditions suffisantes proviennent de raisonnements
tres différents : un raisonnement algébrique et un résultat de décomposition.
Un exemple montre que ces conditions suffisantes ne sont pas équivalentes.

Naturellement parmi les exemples étudiés, aucun n’est dans 3\W,. Il est
en général difficile de construire un exemple de filtre dans X,\W,, aussi nous
pouvons conjecturer que 3o C W,.

Le résultat de décomposition a permis aussi d’utiliser ’analyse asymptotique
faite lors du chapitre 2 pour donner le comportement asymptotique de h:. Les
résultats de cette analyse montrent I'importance des catégories définies dans la
proposition 8 (p. 63) : la vitesse de décroissance dépend fortement de la présence
ou non d’un zéro pour R ou Q en z = *£1.
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Stabilité EBSB

Im(z2)

0.5 1

Re(z)

F1G. 6.3 — Description de la partie entiére de la décomposition de H, pour des valeurs
croissantes de p € [0.02,2] et pour w = 0.17. Les poles(+) sont représentés en haut et les zéros

en bas(o).
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vitessede . n—B(oc)
convergence Tl . SR S |

casl

Lo } 3 3 3 3 j
-1 1 oL

F1G. 6.5 — Représentation graphique des vitesses de convergence de la réponse impulsionnelle
hY ~ n (@) en fonction de o et de ce que R ou Q a un zéro en z = 1. I est supposé contenu
dans [0, 1] et le cas 1 correspond & R(1) =0, Q(1) # 0; le cas 2 correspond & R(1) = Q(1) = 0;
le cas 3 correspond & R(1) # 0, Q(1) # 0. La zone correspondant & la stabilité EBSB est au
dessus du trait hachuré.



Chapitre 7

Stabilité interne asymptotique du
couplage d’un filtre diffusif avec
un filtre rationnel

A temps continu, la stabilité de nombreux systémes (par exemple dans [Sta94]
et [MMO99]) a été prouvée grace a la dissipativité de l'intégration fractionnaire et
d’autres opérateurs pseudo-différentiels positifs : [Sta94] rappelle qu'un systeme
en viscoélasticité avec un noyau completement monotone (cf : p. 10) peut étre
réalisé par ce que nous appelerions une réalisation diffusive dissipative, et montre
que ce systeme reste stable avec un retour d’état statique.

Nous adaptons ces idées a temps discret et généralisons I’étude menée dans
[DHMO0] aux filtres H € . Ces filtres H¥ = S5 € By sont réalisés par
des systémes de dimension infinie notés H3, dont I'état est noté ®5 . & = 0 est
une position d’équilibre de H3. La stabilité interne autour de ®° = 0 signifie que
pour une entrée nulle & partir de n > ng, I'état ®2 restera toujours proche de cet
équilibre ®° = 0 & condition que ®;  soit suffisamment proche de cet équilibre.
(cf : [ANCL94]). Une fonctionnelle de Lyapunov E(®5) est construite grace a
la dissipativité des réalisations choisies; E révele la stabilité interne de H3 (cf :
§7.1).

La stabilité interne asymptotique est un cas particulier de stabilité interne;
elle signifie qu’a partir de toute condition initiale, 'état ®° converge vers zéro.
Inspirés par [Mon00a], nous proposons ensuite une démonstration originale de
la stabilité interne asymptotique de H3 : E(®5) — 0 quand n — oo. Pour ce
faire, une propriété originale des filtres diffusifs est utilisée : la forme quadratique
V(¢n) s’exprime en fonction d’une forme linéaire en Iétat [; @onpodp (cf : §7.2).
Cette démonstration est exposée sur un exemple dans [DMO1b].

H3 est un systeme de dimension infinie, aussi la stabilité interne et la stabilité
interne asymptotique dépendent de la topologie. Nous choisissons la topologie
associée a H. Pour simplifier les notations nous allons supposer que ’entrée u,,
est nulle pour n > 0 et qu’il y a une condition initiale non-nulle en n = 0 : ®; .

93
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7.1 Stabilité interne

Soit un filtre H® = él+77zm € X5 . Q ! n'est pas un filtre stable; aussi, quelle
que soit la réalisation choisie pour Q7!, il existe toujours une condition initiale
pour laquelle H3 n’est pas stable. Nous proposons de réaliser RQ™! qui est lui
un filtre stable. H3 est une réalisation de H® qui forme un couplage entre une
réalisation minimale de R et la réalisation diffusive de H (définie en §7.1.1). E est
construite en ajoutant les fonctions de Lyapunov qui révelent les dissipativités
des réalisations de H et de R; E permet d’en déduire la stabilité interne (cf :
§7.1.2). Avec une hypothese technique adéquate, nous pensons que le principe
d’invariance de LaSalle permet de prouver la stabilité interne asymptotique de

Hi (cf : §7.1.3).

7.1.1 Réalisation associéé a H° € 3,

Z%L
xgl RQ'} Zn

W R, Xn v
)

H, on

F1G. 7.1 — Schéma fonctionnel de la réalisation H3 de H* € Xs.
L’état de cette réalisation est ®° = (p, X, Z).

y

Les filtres R et RQ~! sont stables. Soient A%, BE, C% et D une réalisation
minimale de R d’état X,,. Soient AR~ BER™' (CRQ™ ot DRQ™" upe réalisation
minimale de RQ ! d’état Z,. (1.9) est une réalisation diffusive de H. Ces réali-
sations forment un systeme Hj, dont I'état est ®5 = (¢,,X,,Z,), et dont les
équations sont :

(1) @nri(p) = pealp) + vn o
réalisation de H
{ (2) yn = R‘];I 1(p) sog(p) dp + ho v, ( )
{ 8; UXHH i éh’;én :th%n (réalisation de R) (7.1)
_ RQ—I RQ—I :
{ Eg; Znﬂ _ éRQ—lén i gRQ_lgn (réalisation de RQ 1)

(7) wp + yn = 0 (équation de couplage)
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avec p € I, oy € Hetn > 0, comme dans (1.9).
La figure 7.1 représente le schéma fonctionnel associé & Hj.

Les équations (7.1) sont en réalité implicites : y,, dépend de v, lequel dépend
de w,,, qui a son tour dépend de y,,. Les conditions imposées sur 3q (i.e. positivité
de R et de H) entrainent que (7.1) peut se mettre sous forme explicite. Cette
forme explicite montre que les dynamiques de R et H sont couplées et qu’elles
entrainent, au sens propre, la dynamique de RQ~!. On note 7° 'opérateur de
transition qui transforme ®7 en &7 ».1 et T Popérateur de transition partiel qui
transforme ®,, = (¢,, X)) en ®,.1 = (pn11, Xpy1). Dans [StaOlb, ch. 11], cet
opérateur T génére un semigroupe a temps discret noté A. Les équations de Hj
se mettent alors sous la forme suivante :

eni1(p) | _ [ pon(p) + D[, pondr + C°X,
n+1 Tq) |: Xn-H :| B |: Bsf]} HPn dr + ASXn (72)

(a) Zpy = ARR'Z, — BOBRQflfH pondr — hyBRTOSX,

(0) Yo = —wn =0 + ilofﬂ [ o dr + heC®X, (7.3)
(¢) vy = + psfﬂ 1 p dr + O°X,

(d) 2, =CEO'Z,  — hyDRQ7 [ pp,dr — hyDEQTCX,,

avec AS = AR — hohyBRCR

BS = —hyB"
CS - hOCR
DS - —hoDR
ho = 1+htDR

En effet, (7.1) se met sous la forme de (7.2) grace a ces substitutions :
(b) s’obtient avec (7) puis (2) puis (4),
(a) s’obtient avec (5) puis (b),
(d) s’obtient avec (6) puis (b),
(c) s’obtient avec (4) puis (7) puis (2),
T s’obtient avec (1) et (3) puis (b) et (c). O

Proposition 14 Les éléments AS, BS, C°, D° définissent un nouveau systéme
qui est commandable et observable.

Preuve Le systeme [A°, B®, C°, D] s’obtient avec le systéme rationnel
[AR B CR DZE] qui est commandable et observable, et un bouclage statique w, =
—Un — hov, OU w, et v, sont I'entrée et la sortie de la réalisation de R, tandis que gy,
est la nouvelle entrée de A%, BS, C°, DS. Cette interprétation de A%, B, C°, D en
terme de bouclage statique s’obtient en posant y,, = fH wpndp.
Ce bouclage statique a un sens et définit un nouveau systéme parce que 1+hoD # 0.
Selon [ANCL94, ch. 5], la commandabilité signifie qu’il existe une entrée et un
temps permettant de d’ammener I'état d’une certaine position & une autre. Il suffit
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donc d’exprimer la nouwvelle entrée en fonction de ’ancienne entrée : 4, = —w, — hovn
pour montrer que la commandabilité de A%, B® CE, D entraine la commandabilité
de A, B, C°, D".

Selon [ANCLY4, ch. 5], l'observabilité signifie qu’il existe un temps et une com-
mande telle que la connaissance de la sortie permette de déterminer 1’état initial. La
sortie est la méme pour les deux systemes, il suffit donc d’exprimer la nouvelle entrée
en fonction de Pancienne pour montrer que I'observabilité de A%, BE C®, DR entraine
'observabilité de A, B, C°, D*. [

Un systeme de dimension finie a certaines propriétés concernant la stabilité
que nous énoncons sous la forme d’un lemme et que nous utiliserons en §7.1.2 et
en §7.2.1.

Lemme 6 Soit [A, B,C, D] un systéme stable de dimension finie, d’entrée u, et
d’état X,,. Ce systeme vérifie :

Jk1, ko tel que XEXn < Ky supu’ + KQXgXO (7.4)
k<n
u, = 0 = X, = 0 quand n — oo (7.5)
Preuve Les définitions de normes classiques sont rappelées, elles permettent de

démontrer successivement les deux résultats.
e Soit N la dimension de 1'état du systéme. L’application X — vV XTX définit

une norme sur les vecteurs notée || ||z~ . Elle induit une norme sur les matrices

IAX|gn S . .
SUPX 40 X notée || [|gy «ry qui est égale a la racine carré de la plus grande

valeur singuliere de A.
e Le choix de la norme permet d’écrire que
1 Xl < IAllew e [ Xalley + 1Bl )
En sommant ces inégalités, il apparait un produit de convolution & temps dis-

L d
cret : || Xy [lpa < <||A||RN><RN * (I Bllrw lue]) | + [l Allg crn ™ | Xollra-
[A, B,C, D] forme un systéme stable aussi ||A||gy gy < 1 et la suite n —

18]I
ATy SUPk<n [tn] + [ Kol ;
cela démontre (7.4). La suite n +— “AH]I%NXRN tend vers zéro et permet de

démontrer (7.5).

|Allgx g st sommable et bornée. || Xy, [[gy <

O

7.1.2 Fonctionnelle de Lyapunov et stabilité interne

Nous utilisons maintenant I’hypothese que H est positif et que p le symbole
diffusif de H est de signe constant noté o = signe(u) € {—1,1} pour déduire la
dissipativité de la réalisation diffusive associée a H.
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La dissipativité des réalisations de H et R permet de construire une fonc-
tionnelle de Lyapunov E qui permet de controler ¢ et X. La stabilité de RQ™!
et le lemme 6 permet d’en déduire la stabilité interne de Hj. La topologie uti-
lisée est celle associée a l'espace de Hilbert H® défini par la norme [|®°|Z; =
Jiln(p p)dp + XTX.

Proposﬂslon 15 Soit H3 la réalisation de H® définie par (7.1) telle que p soit
de signe constant noté o € {—1,1}.
1. Il existe P, une matrice symétrique définie positive telle que B soit une
fonctionnelle de Lyapunov pour ¢ et X au sens du théoréme 3 (p. 56),

1
B(@®) = V(en) + ,XIPX,

avee V(gn) = 4] (o)A (o).
2. Le systéeme M3 est stable au sens o

Ve > 0, 3y, tel que ||®5||gs <7 = Vn >0, ||®||lms < e

Preuve de 1. On utilise la dissipativité des réalisations de H et R.
e 1 est de signe constant et H est positif, aussi la réalisation diffusive est-elle dissi-
pative. En effet la proposition 5 (p. 50) montre que [H > 0 et p > 0] = H(-1) >
0, [H>0et u<0] = H(1) > 0. Le théoreme 3 (p. 56) montre que [H(—1) >
0, 4 > 0] ou [H(1) > 0, p < 0] impliquent que V(p) = %[, |u(p)|¢2dp est une
fonctionnelle de Lyapunov et que V révele la d1$Slpat1V1te de H : V(pns1) —
V(‘Pn) < UnYn-
e Le lemme de Kalman-Yacubovich-Popov énoncé dans le chapitre 3 montre qu’il
existe une matrice P définie positive telle que %Xg 1 PXpy1— %XgPXn < v, Wy,.
On définit un nouvel espace de Hilbert noté Hyp dont la norme vaut ||<I>||?HI& =2V (pn)+
XI'X,,. En sommant ces inégalités, et parce que P est définie positive, on prouve que
E(®) = V(p,) + %XZPXR est bien une fonctionnelle de Lyapunov pour ¢ et X au
sens ou E(®) > 0 quand || @/, # 0et E(0) =0 et E(®) — +o0 quand ||®||m, — +o0
et E(®,41) — E(®,) <0. 0

Preuve de 2. Pour prouver la stabilité interne de ’Hg, o utilise la stabilité du
systeme (¢, X,,) puis la continuité de la relation (p,,X,) — w, et enfin la stabilité
de RO~ L.
e P est une matrice définie positive, aussi il existe r3 et x4 tels que k3 X'X <
XTpPX < k,sXTX. La décroissance de la fonctionnelle de Lyapunov E entraine
qu’il existe aussi k5 tel que

XIX, + 2V (pn) < #5XE Xo + 2V (0) (7.6)

e Selon (7.2), w, = —Bgf ppndp — hoC5X,, et Papplication ¢ — [ ppdp est conti-
nue par rapport a la norme ||¢|| < 2V (p) et X est dans un espace de dimension
finie. Aussi il existe rg tel que w2 < k(XL X,, + 2V (p,)) et par suite avec (7.6)

w; < rgrs(Xg Xo + 2V (o)) (7.7)
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e L’application du lemme 6 & la réalisation de RQ~! montre qu’il existe x| et Ko
tel que ZL'Z,, < k1Z{Zo + kg supy, w2. D’on avec (7.7) ZLZ,, < k1ZLZo +
Kakgks (X3 Xo + 2V (pg)). Finalement il existe x indépendant de n tel que
15 < Al s

U

7.1.3 Principe d’invariance de LaSalle

Nous supposons maintenant que H est strictement positif : Ik; > 0 tel que
Re(H(e¥)) > ky.

Pour démontrer le caractere asymptotique de la stabilité interne, la simple
décroissance de E(®,,) ne nous suffit pas. Par ailleurs HJ n’est pas exponentiel-
lement stable, aussi ne peut-on pas espérer qu'il existe kg > 0 tel que E(®,,) —
E(®,) < —ks||®,||m, - Nous proposons une autre majoration de la variation de
E le long d’une trajectoire. Nous commencons par vérifier sur le bouclage des
réalisations de H et R les hypotheses du principe d’invariance de LaSalle avec
les hypotheses données en dimension finie par [LaS83]. Nous montrons aussi que
si la stabilité asymptotique du bouclage des réalisations de R et H entraine la
stabilité asymptotique de Hj.

Proposition 16 Soit M le plus grand sous-ensemble contenu dans
{®| E(T®) — E(®) =0} et invariant par T.

Alors M = {0}.

De plus si E(®,) — 0 alors ||®:]||gs — 0.

Preuve La démonstration consiste a écrire cette autre majoration de la variation
de E le long d’une trajectoire (calcul de la variation de V). Il est ensuite simple de
vérifier que M = {0}. La derniére assertion de la proposition est une conséquence du
lemme 6.
e A partir de la définition de V (rappelée dans la proposition 15) et de 1. dans

(7.1),

V(ent1) — 2f]1 (o)l [( (penp) + vn)® = op] dp

= [i lu(p) [ p —l)son+psonvn+ sva] dp

On cherche a faire apparaitre ynvn (ou Yn = [11(p)en(p)dp + hovy) :

fﬂ |,u |080n )Undp = ynvn hOU

V(pnt1) - = Jiln(o)| [3(p* = D)gr, + (p = 0)pnvn + 503] dotyuvn —hov;
On reconnalt un carré parfalt
Vipnt1) — Vien) = Zf]l l1u(p) p+g [(p+0)pn + vn] dp + ynvn — H(— ) U, Car

H(—0) = hg +fng,,-
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En sommant I'inégalité XZ 1 PXpp1— XgPXn < vpwy, obtenue lors de la preuve
de la proposition 15 avec la derniére égalité, et en remplacant v, par son expres-

sion définie dans c. de (7.2), on obtient :

o 2
E(®,41) —E(®n) < 5[i100)|552 [(p— 0)pn + D [[ pppdr + C5X,, ] dp

—H(—U)(DSIH th oy dr + C5X,,)? (78)

e La proposition 5 (p. 50) montre que la stricte positivité de H signifie H(—o) > 0.
Soit ® = (¢, X) € M. Alors E(T®) — E(®) = 0 entraine que D® [} pupp dr +
C5X,, =0 et [;|u(p)|(p — o)p2(p)dp = 0; par suite ¢ = 0 et C5X = 0. M est
stable par T aussi Vk > 0, C545*X = 0. La proposition 14 montre que (A%, C%)
est observable et donc, que X = 0.

Selon (7.2) w, = —ﬁof pondp—hoCSX,,, cette application (¢, X) — w est continue par
rapport & la norme ||®|/y, quiest équivalente & la norme E(®) aussi quand E(®,,) — 0,
on a aussi w, — 0 quand n — co. Le lemme 6 permet d’en conclure que Z,, — 0 et par
suite que || Phsy||lgs — 0. O]

Remarque 28 A [’image de la proposition 10 (p. 65), si H® = éHLRH € X,

avec R strictement positif alors il existe k > 0 et un filtre rationnel positif R,

tel que H° = é#@lﬂ) € Yo. H + Kk est un filtre diffusif strictement posi-

tif. 1l existe alors une autre réalisation de H® conforme a (7.1), qui vérifie les
hypotheses de la proposition 16.

Preuve  La proposition 9 (p. 64) permet d’écrire H® = m € X1. Soit k > 0,
HS = Q(R_17H§+Q(7{+H)' Selon la proposition 7 (p. 53), R™! est positif, il est en fait
méme strictement positif parce que R n’a pas de pole sur le cercle unité. Il existe x > 0
tel que R ! —k soit strictement positif. Alors on peut proposer R, = (R~ ' —k) 1= 177273

qui est positif (cf : proposition 7). Finalement la proposition 9 permet de retrouver

Q1+ Zm(H +k)

Exemple 5 (suite) Une réalisation de Hj, conforme a (7.1), est proposée
dans [DMO1b]. La stabilité interne asymptotique de Hj3 est prouvée sans
supposer le caractere strict de la positivité de H comme dans la proposi-
tion 16. Dans cet exemple H,, n’est pas non plus strictement positif.

Pour chaque filtre H° € X5, une réalisation a été proposée : Hj. Les hy-
potheses sur H*® ont permis de construire une fonctionnelle de Lyapunov E et
de déduire la stabilité interne de Hj. Lorsque de plus H est strictement posi-
tive et, sous réserve de montrer la précompacité des trajectoires (voir [Har90)),
le principe d’invariance de LaSalle montre que Hj est asymptotiquement stable.
Nous proposons maintenant une autre démonstration de cette stabilité interne
asymptotique.
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7.2 Démonstration originale de la stabilité in-
terne asymptotique

Sous les hypotheses de la proposition 16, nous allons démontrer la stabilité
interne asymptotique de H3 par d’autres méthodes.

Théoréme 6 Soit Hy la réalisation de H® définie par (7.1) telle que H soit
strictement positif.

Alors Hy est asymptotiquement stable au sens ot, lorsque u, = 0 pour n >0
et &5 € H°, ||®||ms — 0 quand n — .

La démonstration que nous proposons s’organise en deux étapes :

e la fonctionnelle (7.8) montre que 'entrée v, de H tend vers zéro; ceci et la
stabilité interne entrainent la convergence faible de de ,, vers zéro pour la
topologie de H (cf : §7.2.1).

e 7 et son adjoint vérifient une propriété remarquable, (ils sont semblables),
qui permet de prouver la convergence forte de ,, a partir de la convergence
faible de ¢, (cf : §7.2.2).

7.2.1 Convergence faible de 1’état ¢, vers zéro et conver-
gence de X,, et Z, vers zéro.

Soit H* € By tel que H soit strictement positif. Soit H3 la réalisation de H*
définie par (7.1)

Grace a (7.8), E n’est pas seulement une fonctionnelle de Lyapunov révélant la
stabilité interne, B prouve aussi la convergence vers zéro de v, = D” [; p ¢, dr +
C%X,, (cf: (7.2)). En effet la majoration qui suit montre que v, € [? et donc que
v, — 0 quand n — oo :

VN >0, /H(_U)EN:UZ < —E(®,) + E(®) < E(®y)

v, — 0 et la stabilité interne de HJ (qui entraine que ||p,||z est bornée)
prouve que ¢, converge faiblement pour le produit scalaire associé a H et noté
<, >pg comme le montre la proposition suivante.

Proposition 17 Soit H, la réalisation diffusive d’un filtre diffusif H définie par
(1.9). H, est défini avec un espace d’état H. Soit v, une entrée qui vérifie :
(H1) v, — 0 quand n — oo,
(H2) ||pn||m est bornée.

Alors @, converge faiblement vers zéro, au sens ot

Vyp e H, <,p, >g— 0 quand n — oo

En outre, la sortie y, = [, 11(p)en(p)dp converge vers zéro quand n — oo.
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Preuve La démonstration consiste & montrer la convergence uniforme de ¢, sur
[—o, 0] NI avec (H1) quel que soit 0 < o < 1, puis & montrer que ut € L'(I), et enfin &
séparer le comportement de ¢, au voisinage de p = £1 et hors de ce voisinage, (H2)
permet alors de conclure.

e (H1) et le lemme 11 (p. 145) montre que pour tout p €] — 1,1[, ¢, converge
uniformément sur [—p, o] (I quand n — co. En effet selon 1. de (7.1),

d d
lon(p)] = 1Pt x vy < 0"k |un| et o7 € 1L

o€ LY(T)et ¢y € Haussiuyp € L'(I). En effet, /|,u||1,b|dp < \//|,u|¢2d,0\//|u|dp.
T T T

e L’inégalité de la moyenne utilisée sur [—p, o] () [ et I'inégalité de Cauchy-Schwartz
utilisée sur I\[—p, o] montrent que

< vpn>u | =1 [lapondol < s loul [bldo + lealle [ nti2dp (79
I [—o,0]NI I I\[—o,0]

Soit € > 0, il existe p tel que ||50n||1231f]1\[_g d ||y (p)dp < €. La converence uniforme

de ¢, montre qu’il existe N, tel que n > N = [;|uip|dp. (sup[,gygmﬂgono < e.
Finalement < v, ¢, >g— 0 quand n — oco.

La derniere assertion se prouve en applicant ce résultat & ¢y = o € H :
Yn =< 0, ¢n >u. Ceci est possible parce que p € L'(I). l

’Hg est construite avec une réalisation minimale de R et de RQ !, 'entrée de
ces réalisations est w, = —y, = —Hv, — 0 quand n — oo. Le lemme 6 montre
qu’alors les états X,, et Z, de ces deux réalisations convergent vers zéro quand
n — o0o. La sortie z,, de RQ~! tend aussi vers zéro quand n — oo.

Remarque 29 L’assertion (7.5) ne s’étend pas a tous les filtres diffusifs.
_ 1 qFI o
Pour o = 5, H"" est un exemple de filtre diffusif pour lequel quand n — oo,
U, — 0 # H"u, — 0. En effet si cette implication était vraie et si u, =
{10...0...}, alors quand n — oo, HMu, — 0 et HITH u, — 0 ; ceci est
absurde : HITHII(2) = (1 — 271) " et HEIHTTu, est la suite constante égale
al.

7.2.2 La convergence forte est une conséquence de la conver-
gence faible

Nous étudions ici les propriétés de T défini par (7.2). Soit Hg 'espace de

Hilbert associé au produit scalaire < [ § } , [ é } Sp, = /|,u|<,01/)dp + X7Y.
I
La norme est notée || ||m, . Les propriétés sont énoncées dans une proposition qui

utilise le lemme suivant.
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Lemme 7 Soit A, B,C, D les éléments définissant une réalisation minimale d’un
filtre rationnel.

La dimension du systeme est notée n.

La matrice d’observabilité est notée O(A,C) = [CT ATCT .. (AT 1CT|T.

La matrice de commandabilité est notée C(A, B) = [BAB... A" 'B].

Soit T = O(A,C)T'C(A, B)~".

T wvérifie les propriétés suivantes :
1. T est symétrique,
2. TA=ATT,
3.CT=TB et B =CT~.

Preuve La réalisation est minimale aussi O(A, C) et C(A, B) sont inversibles. Les
trois assertions sont montrées successivement.
1. O(A,C)C(A, B) est symétrique : O(C, A)C(A, B) = [CA™I2B];;.
Aussi O(A,C)C(A,B) =C(A,B)TO(A, )T
et alors T7 = (C(A,B)T)~'0(A,C) = O(A,C)T'C(A,B)"' =T.
2. O(A,C)AC(A, B) est symétrique : O(4,C)AC(A, B) = [CA™71B);;.
Aussi O(A,C)AC(A,B) = C(A, B)TATO(A,C)T
et alors TTA = (C(A, B)T)"10(4,0)A = ATO(A,C)TC(A, B) " = ATT.
3. T[BAB...A"'B] = 0(4,C)"C(A,B)"'C(A, B)
=0(A,C)T = [CT ATCT .. (AT 1CT], d'ou TB = CT.
T étant symétrique, on a aussi B = CT~%.

Proposition 18 Soit T [’application linéaire définie par (7.2).
1. T est continue de Hy dans Hg.
2. TP, ladjoint de T pour le produit scalaire <,>p, est défini sur Hp et

vaut :
+ DS[pdr + oBS'Y
TTV } — | e T (7.10)
Y oC® [[ppdr + ASY
3. 1l existe une matrice T telle que
1y 0 |1 0
TT[O aT]_[o JT]T (7.11)

ou o est le signe de fu.

Preuve La démonstration consiste d’abord & montrer la continuité de 7 parce que
cette continuité entraine que 77 est défini sur Hgp. Ensuite 77 est calculé.

1. On cherche & montrer qu’il existe x > 0 tel que [|T®||m, < k|| ®||m, -

2
Tl = [l [pso +° [ par + ch] dp.
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Sachant que pour tous réels z,y,2, on a (z +y + 2)? < 3(2? +y* + 2?), on en
déduit que | T®[|2, < 3|yl [p2<p2 + DS? ([, pepdr)” + (CSX)2] dp.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz montre que (J; ,u(pdp)2 < Jileldp [;|ple*dp et
que (C°X)? < o5 oS XTX.
Finalement aprés calcul, on peut choisir
1

Kk = 3max (1 + DSZ(f]I luldp)?, C’STC'Sf]I |u|dp) ‘)

2. TT gobtient par identification avec < T®, ¥ >, =< & 7w >g, ou ¥ =

[w YT]T.
<T®,9>m, = [lulpppdp + D[ |plpdpfipedr + CX [ |ulpdp
+ BSTYfH/updr + XTaAsTy
T
= [flule [+ DS fyupdr + oB5Y] dp
+ XT [oCST fppdr + ASTY]

3. Selon la proposition 14, le systéme[A®, B®, C®, D] est commandable et obser-
vable, le lemme 7 montre qu’alors il existe une matrice symétrique 7T telle que
TAS = ASTT, 05T = TBS et BST = OST~!. Ces trois relations prouvent

(7.11) :
ﬂ[lﬂ 0][30] _ oo + DSfippdr  + BYTX
0 oT X I aC’STfH,u(pdr + A5TTX
_ [ pp + Dsfﬂugodr + C°X
i UTBSfHugodr + TASX
_ [ o0 ¥
= | 7| %]

Conséquences sur la stabilité asymptotique

Cette analyse sur les opérateurs adjoints permet de déduire la convergence forte
V(¢n) — 0 & partir de la seule convergence faible, car elle permet de transformer
une forme bilinéaire ([ pponpodp) en une forme quadratique ([ ppZdp).

vl ),

fo]’[loﬂ OOT}T”[Q’ODH@ (cf : (7.2))
¥

|
A E e | E e

-l R,

2V (¢n) + o XITX,

I
N
[l

€
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Finalement

2V (o) + O'XETXH = /|u|<p2ng00dp + UXQTnTXO (7.12)
I

Le §7.2.1 montre que, quand n — oo, X,, — 0 et par suite XI TX, — 0 et
XTTX, — 0. L’application de la proposition 17 prouve que, quand n — oo,
i il panpodp — 0. Aussi V(p,) — 0 et E(®2) — 0 quand n — co.

Remarque 30 Lors de ce §7.2, nous avons montré que st u,, = 0 pour n > 0
alors ||®%||ms — 0 quand n — oo. Par ailleurs le filtre H° associé ¢ Hj vérifie
les hypothéses du théoréme 5 (p. 83) et donc H® est EBSB-stable. Le lemme 11
(p. 145) permet d’en déduire que si u, — 0 et ®5 =0 alors x, — 0 et par suite
Yn — 0, v, = 0 quand n — oco. Le principe de superposition des solutions montre
que si u, — 0 et ® € H° alors on a aussi v, — 0, y, — 0 et v, — 0 quand
n — oo.

En résumé, Hj est une réalisation de HS € ¥, qui vérifie la stabilité interne.
Une démonstration originale du caractere asymptotique de la stabilité interne est
proposée. La stricte positivité de Hj entraine que l'entrée du filtre diffusif v, — 0
quand n — oo. Cette convergence et la stabilité interne prouvent que (,, converge
faiblement vers ., = 0. La stabilité des réalisations de R et de RQ~! entrainent
que X, — 0 et Z, — 0, et que la sortie z,, — 0 quand n — oo. Le couplage
est décrit par un opérateur de transition 7 qui vérifie une propriété particuliere :
son adjoint 77 est semblable a 7. Cela permet de prouver la convergence forte
a partir de la convergence faible. Nous prouvons ainsi le caractere asymptotique
de la stabilité interne.

Ce lien entre V(g,) et une forme bilinéaire [; |1t|@anpodp permettra de faire
une analyse asymptotique de V' (¢,) en fonction notamment de la singularité de
o en p = %1, ce qui est 'objet du chapitre 8.



Chapitre 8

Comportement asymptotique du
couplage d’un filtre diffusif avec
un filtre rationnel

Dans [FLO1], un pendule inversé est stabilisé grace a un controleur utilisant
la dissipativité et nécessitant peu d’énergie mais avec une vitesse de convergence
tres lente.

La dissipativité a permis de montrer la stabilité asymptotique interne d’une
réalisation H3 des filtres H° = élﬁfm € 3, : si l'entrée de cette réalisation
est nulle & partir d’un certain instant, alors I'état @2 converge vers zéro quand
n — oo. Nous souhaitons maintenant examiner la vitesse de cette convergence
vers zéro, plus précisément la vitesse de convergence des différentes sorties v,,, Yn,
x, et de la fonctionnelle de Lyapunov V' (¢,).

Le présent chapitre s’organise en deux parties, le §8.1 donne ces comporte-
ments asymptotiques sous la forme du théoreme 7. Un exemple simple dans le
68.2 illustre ce théoreme 7.

Le théoréme 7 suppose que, dans la réalisation Hj définie par (7.2) la condi-
tion initiale Zg est nulle, et que H est le filtre H!. Nous pensons que ce théoréme
pourrait étre généralisé a I'image de la proposition 13 (p. 87).

8.1 Etude du comportement asymptotique du
couplage

Pour l’étude qualitative de la stabilité interne, 'entrée de Hj3 est supposée
nulle. Les sorties vy, yn, &n et aussi [ u"7pnp0dp s'expriment linéairement en
fonction des conditions initiales ¢y et Xg. Lors du §8.1.1, nous donnons la trans-
formée en Z de ces expressions : HY, HY, H*, H**¥° . A I'image du chapitre 6, le
résultat de décomposition est appliqué a HY, HY, H*, H*"#° lors du §8.1.2. L’ana-
lyse du comportement asymptotique des symboles diffusifs 11, fiy, fig, 172%° lors de
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§8.1.3 donne les comportements asymptotiques aux temps longs de vy, Yn, T, V (5)
en fonction notamment de la singularité de pg en p = 1 (i.e. suivant la remarque 5
(p- 29), o n’est pas nécessairement un polynoéme).

Hypothéses supplémentaires sur 3

(H1) La condition initiale Z, de la réalisation de RQ™" est nulle.

(H2) H est le filtre noté H*! pour « €]0, 1] et défini par (1.1).

(H3) o € H est une fonction de support contenu dans [0, 1] et localement
holderienne sur |0, 1].

(H4) Q n’a pas de poles sur [—1,1] ni zéros sur | — 1, 1].

(H5) R n’a pas de poles sur | — 1, 1].

(H6) 1l existe v €] — 1, HTO‘[, tel que @op? est holderienne sur un voisinage de
p=0.

(H7) Tl existe 8 €] — 1,52[ et tel que @y(p)(1 — p)P est holderienne sur un
voisinage de p = 1 et tel que @q(p) ~ b(1 — p)~7~.

(H8) B> 0 et (a,B) # (3,0).
Notations

H, HY, HT, 10 sont les transformées en Z de vy, Yy, &y, et aussi [} ppngo dp.

HZ est I'une de ces fonctions de transfert.

NZ désigne I'une des parties entieres associées & HZ dans la décomposition.

Rx, et Hy, sont les transformées en Z des sorties des réalisations choisies
pour R et H, lorsque les entrées w, et v, sont nulles et lorsque les conditions
initiales sont X, et .

RX est la fonction de transfert associée a la relation v, — X,,.

w1, (i, X, pfn?o sont les symboles diffusifs des parties diffusives de H?,
HY, HE, HX, Homeo

pa(p) = p*(1 = p) ® quand p € [0,1] et po(p) = 0 quand p € [-1,0].
Cela permet d’écrire de fagon plus compacte u!’(p) = %ua(p) et V,rr(p) =
cos(am)pa(p) — 1 (cf : (1.15)).

8.1.1 Transformée en Z des sorties v,, y,, T,
et de [; " pop,dp, X,

Nous cherchons & déterminer vy, yn, =, et de [ " @op, dp, X, en fonction
de ¢y et Xj. L’idée consiste a en calculer les transformées en Z de maniere a rem-
placer les produits de convolution par des multiplications de fonctions complexes.
On remarque aussi que ’état et la sortie d’une réalisation d’un filtre R ou H sont
la somme d’une composante forcée (dépendant de I'entrée) et d’une composante
libre (dépendant de la condition initiale et par suite de la réalisation). Ce principe
de superposition permet a la figure 8.1 de représenter comment v, y,, w, et z,
dépendent de H, H,,, R, Rx, et Q. Cela constitue un schéma fonctionnel de
HS.
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L’hypothese (H1) (i.e. Zy = 0) supprime la composante libre de RQ™'. La
composante forcée de RQ~! s’exprime en fonction de la composante forcée de R.
Notons que la stabilité de RQ ™! n’implique pas la stabilité de Rx,Q !, parce
que l'association d’une réalisation minimale de R et du filtre Q! ne forme pas
nécessairement un systéme stable de facon interne méme quand RQ~! est un
filtre stable.

F1G. 8.1 — Schéma fonctionnel de la réalisation H3 de H* € Xs.
L’état de cette réalisation est ® = (¢, X). Rx, et H,, sont respectivement les transformées en
Z des réponses libres de R et de H lorsque les conditions initiales sont Xq et ¢p.

Proposition 19 Soit H un filtre diffusif et Hy sa réalisation définie par (7.1).
Si,

(H1) La condition initiale Zo de la réalisation de RQ™" est nulle.

(H2) H est le filtre noté H'' pour « €]0, 1] et défini par (1.1),

(H3) ¢y € H est une fonction de support contenu dans [0,1] et localement
hélderienne sur )0, 1],
alors les transformées en Z de vy, yn, x, et X, ﬁluFon dp sont données par :

oo _ Rx, — 2RH"
14+ RHFI
app = T Rx, + 230
N 1+ RHEF!
H" Ry, + 2H!0
T __ —1 0
H=-RQ 14+ RHFT

B x HI'"Rx, + zHI o

1+ RHFI

HWORXO _ zR(’HWO)2
1+ RHF!

HX = + 2(2f — A®)71X,

HPrPo — + Z’HWOZ
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ot Rx,(2) = 2C%(2I — AR)"1X, et R(2) = CR(2I — AR)BE + DE et RX =
(2] — AR)'BE et ot HPPO et 10" sont les filtres diffusifs de lien direct nul et
de symboles diffusifs 1™ (p)io(p) et 1" (p)(o(p))”.

Preuve La démonstration consiste d’abord & calculer les transformées en Z des
réponces libres de H'!, R et la fonction de transfert R, puis & déterminer les expressions
recherchées en suivant le schéma fonctionnel de Hg représenté sur la figure 8.1.

o Hoo(2) = S50 f 1 (D)0 00(p) dpz™ = [, 520 dp = 240 (2)
Rx,(2) =Y 0y CR(AR)"Xyz™" = 20 (21 — AR)~1X,
R(z) = 3250 CR(ARY1BRyn 4 DR = C(21 — A®)"1BR 4 DR
o M’ =TRx, — ROHFIHY + Hy,)
HY = Hypy — HITRHY + HI Rx,

H* =RQ HY
X, = Z;é(AR)n_l_kBka + (AR)” 0
Xo

= HY = —Rx,HY + 2z(z] — AF)71X,
Ji" oo dp = [ " oo (ko 0" Fuk) dp + [i " po?p™ dp
= HPnPO — JHPOYV 4 PHP0
Le principe de la superposition de la solution forcée a la solution libre nous a
permis de calculer les transformées en Z de vy, Y, T, et aussi de [, ™' @np0dp

8.1.2 Application du résultat de décomposition a H", HY,
HE, HPnPo

Nous appliquons le résultat de décomposition aux fonctions de z : H", HY, H”

et HX, Henwo,

Proposition 20 Soit H un filtre diffusif et Hy sa réalisation définie par (7.1).
Si Hy vérifient (H1), (H2) et (H3) ainsi que les hypothéses suivantes :

(H4) Q n’a pas de poles sur [—1,1 ni zéros sur | — 1,1].

(H5) R n’a pas de pdles sur | — 1,1].

(H6) Il existe y €] — 1,32, tel que @op” soit holderienne sur un voisinage
de p=0.

(H7) Il existe B €] —1, 52 et tel que o(p)(1—p)? est holderienne sur un voi-
sinage de p = 1 et tel que o(p) ~ b(1—p)~". alors H®, HY, HT et HX, H %0 sont
chacun la somme d’un filtre rationnel stable et d’un filtre diffusif. Les symboles
diffusifs des différents filtres sont donnés par :

_ sin(am)

y Rx,(p) + peo(p) (L + cos(am)pa(p)R(p)) — pPR(p) Vyrip, (p)
# ) = s talp) 1+ 2cos(am)uaR + p2R?

p=—p R, it =—pRQ Y, uX(p) = —pp? (p)R¥(p) (8.1)
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On 0 o sin(cwr) H1po + ,uz(,OoZ + MgVuFI(pO + M4()0[]VILFI¥JO + u (Vu”wo)
penrele) = x le 2 1+ 2cos(am)paR + u2R?

avee pi(p) = Rx, (1 + cos(am)pa(p)R(p))

p2(p) = p(l + cos(am)pa(p)R(p))?

p3(p) = =R(p)Rx, (p)

palp) = —2PR( )(1 + cos(am)pua(p)R(p))

u5(p) p(R(p))?

Commentaire Les hypotheéses (H6) et (H7) servent a prouver que zHHM#°,
ZHPO" et (1 — 2)HP0, (1 — 2)HP#" convergent vers zéro quand z — 0 et quand
z — 1 avec z ¢ [—1,1]; ceci permet d’appliquer le résultat de décomposition a
H=.
Preuve (H1), (H2), (H3) entrainent la proposition 19. On note #Z l'une des
transformées en Z suivante : HY, HY, H", H*"¥#0. (H2), (H4) et (H5) donnent le com-
portement asymptotique du dénominateur de H? au voisinage de [0, 1]. On applique le
lemme 5 (p. 82), ce qui permet décomposer HZ en une partie entiere notée N et en
— NZ qui peut se prolonger analytiquement sur C\[0,1]. (H3) dit que S = {0,1}
et donne le comportement asymptotique de HZ en o €]0,1[. (H7) et (H8) donnent le
comportement de H? au voisinage de z = 0 et z = 1. L’application du théoréme 1
(p. 31) montre que HZ — N'Z est un filtre diffusif.
1. (H2), (H4) et (H5) impliquent que
voisinage de [0, 1].
En effet 1 + R(2)H!!(z) — 1 quand z — 0 et quand z — 1 avec z ¢ [0, 1] parce
que HF'(z) — 0 quand z — 1 et quand z — 0. Si p €]0,1[ est un zéro de R
alors 1+ R(z)H!!(z) — 1 quand z — p. Si p €]0, 1] n’est pas un zéro de R alors
IZm(1 + R(2)H" (2))] = —2R(e)u"" (0) # 0.
2. L’assertion 1, permet en utilisant le lemme 5, de montrer qu’il existe un filtre
rationnel stable, noté N2, tel que HZ — N'Z soit prolongeable sur C\[0, 1].

3. Pour tout o €]0,1[, (H3) implique que H?(z) admet des limites quand z — o
avec Zm(z) > 0 et aussi avec Zm(z) < 0.

71”%%” et QW sont bornés sur un

En effet les fonctions de transfert rationnelles n’ont pas de poles sur [0, 1] et
admettent donc une limite quand z — p. Le dénominateur de HZ est borné
inférieurement sur un voisinage de [0, 1] (cf 1). H¥Z(z) admet des limites quand
z — o avec Im(z) > 0 et aussi avec Zm(z) < 0. Enfin le théoréme 2 (p. 35)
montre que H¥(z) et H4#" admettent une limite quand z — p avec Zm(z) > 0
et aussi avec Zm(z) < 0.

4. Les limites calculées par ’assertion 3 montrent que les fonctions, données par les

1
cing équations (8.1), valent by [HZ(p —i0) — HZ(p +140)] et sont sommables.
s

5. (H6) et (H7) impliquent que zH?(z) — 0 quand z — 0 et (1 — 2)H?(2) quand
z— 1l avec z ¢ [—1,1].
En effet la convergence de (1 — 2)H % (z) et (1 — 2)H #0° (2) est une application
du lemme 2 dit de correspondance asymptotique, elle entraine la convergence de

(1 —2)HZ(2).
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Suivant la remarque 16 (p. 43), HA¥(1 — z) = HH1=P)20(1=P) () et de méme
Hreo* (1 — z) = H #0010 (). De plus HEI(1 — z) = (1 — 2~ 1)®. Des
lors, le lemme 2 montre que (H6) implique que 2H?(z) — 0 quand z — 0 avec
z & [-1,1].

6. Le théoreme 1 montre que les assertions 4 et 5 impliquent que HZ — N'Z est un
filtre diffusif de symbole diffusif donné par (8.1).

O

Nous avons montré que les transformées en Z de v,,, y,,, T, X,, et fol wf o, oo dp
sont chacune la somme d’un filtre rationnel et d’un filtre diffusif. Les symboles
diffusifs s’expriment en fonction p!, @ et V,rr, Ve, et V,rr,2. Ces expres-
sions soulignent 'importance de I’étude des propriétés de la valeur de continuité

V), faite en §1.3.2.

8.1.3 Comportements asymptotiques aux temps longs
des sorties v,,y,,r, et de la fonctionnelle de Lya-
punov V (¢,)

Les hypotheses (H7) et (H8) donnent au voisinage de p = 1 le comporte-
ment asymptotique des symboles diffusifs donnés par (8.1) grace au lemme 2 dit
de comportement asymptotique. Le lemme 1, dit de Watson-discret, en déduit
le comportement asymptotique de vy, y,, T, X, et fol w00 dp. La propriété
originale de I'opérateur de transition 7 associé & H3 (T est semblable & son auto-
adjoint cf : §7.2) permet d’en déduire le comportement asymptotique de la fonc-
tionnelle de Lyapunov V(¢,). Ces comportements asymptotiques sont énoncés
sous la forme du théoreme suivant :

Théoréme 7 Soit H un filtre diffusif et Hy sa réalisation définie par (7.1). Si
H3 vérifie (H1)—(H6) et aussi :

(H7) Il eziste 5 €] — 1,25%[ et tel que o(p)(1 — p)? est holderienne sur un
voisinage de p =1 et tel que po(p) ~ b(1 — p)~*

(H8) B >0 et (o, B) # (3, 0).

alors quand n — oo

. SZB—O (alors wo(l) = 7é0) et R(1) # 0,
v = 0(5), Tn = 0(3), 0(3)s Y = 0(3), et V(pn) = o(5r=)
. Szﬁ =0 (alors wo(l) = 75 0) et R(1) =0,
Rxo(1)+#o(1) La
R,( ) OF(a) n2-
o Rxo(t+pol) 1
yn F(a) nl—a
xn ~ ”(") quand Q(1) #0 et x, ~ g,—ggyn quand Q(1) =
- O(nl D‘)

R
fﬂu Yooipn dp ~ 21 ot v () = O(=)
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o Sif>0etR(1)#0,
AJ_bﬁn%aw){ I 1 ] I'(1-p)
o T tan(am) tan((a + B)m) nl-8
ynwﬁa”,a:nw— ")eXn O( )
1

Vi) ~ & 2o La

T 21—a—2,3 nl—a—?,@

o 51 3>0 et R(1) =
bsm(om) NGRS

t
1 ]2H1—a—2m 1
n(ar)  tan((a+ B)n)

a— f3)
T TG f)
L.\ Sin '2—a—-p
anR(l) T n2—a—p

T, ~ —% quand Q(1) #0 et x, ~ g—g;yn quand Q(1) =
v’ sin(arm) (1 —a—26) 1
V(Qpn) ~ 5 T 9l—a—28 nl-a—28

Commentaire Le théoreme reprend les mémes idées que la proposition 13
(p. 87). L’hypothese (H8) restreint les cas envisagés par le théoreme. Lorsque f <
0, les valeurs prises par ¢y sur |0, 1] ont plus d’importance sur les comportements
asymptotiques étudiés que le comportement asymptotique de ¢y en p = 1.

Le comportement asymptotique de X, n’est pas forcément identique pour
chaque composante, cela dépend de ce que RX(1) = (I — A®) 1 BE est un vecteur
ou chaque composante est non-nulle. Il est quand méme nécessaire de connaitre
un ordre de grandeur de ce comportement asymptotique pour pouvoir déduire le
comportement asymptotique de V' (¢,) a partir de fol Wonpo dp.

Lors du §7.2.2, il est montré que la forme quadratique V(p,) s’exprime en
fonction de X, 77X, X,,TX, et de fﬂu(pgngpg dp. Une étude succinte du com-
portement asymptotique de X, montre que si § > 0, alors le comportement
asymptotique de V(i) est le méme que celui de % [ P2ntpo dp.

Preuve La démonstration consiste a calculer les comportements asymptotiques des
symboles diffusifs donnés par (8.1) puis & en déduire les comportements asymptotiques
de vn, Yn, Tn X, et fol :U'FI(PTL(PO dp.

Le lemme 2, dit de correspondance asymptotique, montre que (H7) permet de don-
ner les comportements asymptotiques de V, r1,, quand p — 1 :

1FTpq
. _sinfam) oy ya-s
S1 & +B 7é 2 VHFILpO(p) tan((a +B)7T) (1 p)
et sinon V,r1,, (p) = o(1 — P)faiﬁ-
On rappelle que :
' _o Sin(am o
sia # %, V,ri(p) ~ cos(ar)(l —p)~* = tan((aﬁ)) (1—p)

et sinon V,r1(p) = o(1 — p)~".
Des calculs simples sur les symboles diffusifs permettent d’en déduire les compor-
tements asymptotiques de p¥, u¥, u®, pX, p#7%0 au voisinage de p = 1.
e Quand S =0 (alors ¢p(1) =b#0) et R(1) #0,
1 (p) = o(1) et p#m#0(p) =o[(1 - p)~*].
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e Quand S =0et R(1) = 0,'
W (p) ~ [Raxo (1) + oo (D)) 22O (1 — pyo

et 19 (p) ~ o(1) [Rxy (1) + o(1)] 2
e Quand 8 >0 et 72?,(1) # 0,
b sin(an) 1 1

W~ g x [tan(

Pn90 () bQSin?’(mr) 1 B 1 2(1 )7a72ﬂ
o P T tan(ar)  tan((a + B)m) P ’
avec la convention —— = 0.
tan(%)
e Quand 8> 0et R(1) =0,
sin(am e sin(am —a—
() ~ 83T (1 ami g oo ) 20O () _ )2,

e Dans tous les cas, la remarque 8 (p. 63) montre que :

si R(1) = 0 alors p”(p) ~ R'(1)(1 — p)u? (p) ;

si R(1) # 0 alors p?(p) ~ —=R(1)p?(p);

si R(1) =0 et Q(1) =0 alors u*(p) ~ g,—gllg,uy(p);

si R(1) =0 et Q(1) £ 0 alors u?(p) ~ — S (1= p)u? (p) ~ 5L

Enfin ™ (p) = O(1¥(p))-

Le lemme 1, dit de Watson-discret, permet alors d’en déduire les comportements asymp-
totiques de vy, yn, T, X, et fol w0 dp.

~~

La formule (7.12) (p. 104) permet d’en déduire le comportement asymptotique de
V(ep). Quand g > 0, XZTXR et XQTnTXg décroissent asymptotiquement plus rapi-
dement que fol 1 o, dp, aussi le comportement asymptotique de V(¢,,) est égal A
celui de %fol L pon 0o dp. O

Nous avons donné les comportements asymptotiques de v, ¥, €, X, et
de fol o, 00 dp quand la condition initiale ¢ (p) converge vers une limite non-
nulle, éventuellement infinie. Les résultats trouvés nous ont amené a distinguer
le cas ol py(p) admet en p — 1~ une limite finie, infinie et a distinguer suivant
que R(1) est nulle ou non-nulle (comme pour la proposition 13 p. 87).

8.2 Exemple et simulation

Nous donnons un exemple de suite de fonctions dont nous allons montrer
qu’elle converge vers zéro pour la norme associée a H, cette suite ne converge pas
de facon exponentielle.

Exemple 7 Soit ¢, une suite de fonctions défines par

nis(9) = ponlp) — / W) pu(r) dr; g0 € H 8.2)
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n p

1
F1G. 8.2 — Simulation numérique de ¢p,+1 = pp, — / pt Lo, dp pour a = 0.4 et po(p) =
0

1+ |p—0.5|7%1. La suite de fonctions ¢, (p) est représentée sur 'axe vertical avec n sur 'axe
a gauche et p sur 'axe a droite.

avec 'l le symbole diffusif de H? et H l'espace de Hilbert défini pour les
réalisations diffusives au §1.2.2.

L’état de (8.2) est une suite de fonctions ¢, (p) représentée sur la figure 8.2.
Sur cette figure la condition initiale ¢o(p) = 1+ |p—0.5]7"! est représentée
en arriere plan. On observe que ¢,(p) décroit rapidement quand p n’est
pas trop pres de p = 1. ¢, (1) décroit lentement. L’opérateur ¢,, — py,, est
diagonal aussi la singularité de ¢, reste en p = 0.5 pour tout n > 0.

Nous allons montrer que ce filtre est stable parce que H*'(—1) =27% < 1.
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Ce filtre est en fait un couplage entre un filtre diffusif strictement positif
de fonction de transfert H(z) = ’HFI( ) — 1+ hg avec hy €]H"(—1),1] et
un filtre rationnel constant R = 1= positif avec R(1) # 0. Les équations
correspondantes a (7.1) sont

Son-i-l = PPn + Un
= [y 171(p)pn(p) dp + oo,

__Yn
Un 1—ho

Le théoreme 6 (p. 100) montre le caractere asymptotique de la stabilité
interne. L application T utilisée par ce théoreme est ici T(p) = pp —
fo FL(r)p(r) dr et T est auto-adjointe.

Nous supposons maintenant que g vérifie les hypotheses (H3), (H6), (HT)
t (H8). La proposition 19 permet de calculer ’H‘/’" et H¥"¥0, les trans-

formées en Z de fol po, dp = —v, et de fol o, 00 dp. En remarquant
R

que Tz = o777, ces transformées en Z s’écrivent ainsi :
Hon (2) =
. 2R (2 ))2
HEn0(2) = L HIPO" — 2T

La proposition 20 montre que H%" et H?"¥° sont chacun la somme d’un
filtre rationnel stable et d’un filtre diffusif. Le théoréeme 7 donne alors les
comportements asymptotiques defo1 w1 (p)en(p) dp et de V(p,) :

1 1
FI 71 o 1 FI 2 2 )2
| i ey do ~ bt e Vie =5 [t o)t dp 1T

avec 71, Y2 des constantes ne dépendant que de « et 3.

_sin®(am) 1 1 B

nE T {tan(aﬂ) tan((« + B)w)] L —=5)

= (o) [ L1 r I(l—a-2p)
2 27 tan(ar)  tan((a + 8)m) 91-a—28

fol o, dp et V(p,) sont représentés sur la figure 8.3, (des fonctionnelles
de Lyapunov ont aussi été simulées dans [Hel00, chapitre 7]). Les compor-
tements asymptotiques prédits sont donnés en pointillé. Cette simulation a
été difficile a réaliser : ce systeme est approché par un systeme de dimension
finie avec 300 poles répartis comme en §C.2 Le dernier pole est placé a 1 —
10~ Le nombre élevé de poles fait que cm, ’ensemble des résidus associés a
chaque pole ne peut plus étre évalué par le programme approximation?2.m,
une formule approchée a été utilisée : cm=mu.* (rp-rm)/2, ce qui est fait
dans le programme approximation2.m (p. 165).
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10" ; - 10"

10° g
100 g E

10t} g

102}

10 %}

107° : 107 :
o 500 1000 o 500 1000

1
Fi1a. 8.3 — Simulation numérique de @, 11 = pp, — / pt Lo, dp pour a = 0.4 et po(p) =
0

(1—p) " +1p—0.57L. fol wip,, dp est représenté sur le graphique de droite et V(p,) =

% fol o2 dp est représentée sur le graphique de gauche. Les comportements asymptotiques
prédits sont donnés en pointillé sur chaque courbe.

Remarque 31 L’hypothese ¢y € H n’est pas nécessaire pour faire [’analyse
asymptotique de vy, Yn, Tn, il suffit que popu € L* qui entraine que ¥n > 0, @, €
L*. Sous réserve de vérifier les hypothéses (H1)—(H8) avec (H7) modifié pour in-
clure le cas ot < 1 — a, le théoréeme 7 montre que vy, Ypn, T, convergent quand
méme vers zéro. En revanche V(p,) n'est plus nécessairement défini.

En résumé, le systeme étudié est un couplage entre #! et un filtre rationnel
R. Le chapitre 7 avait donné une réalisation de ce couplage et avait démontré sa
stabilité asympotique.

Tous calculs faits, il apparait que les sorties de chaque filtres v,,, ¥y, T,, 'état
X,, et aussi fol o, 00 dp sont la somme d’'une composante entrainée par X, et
d’une composante entrainée par gy, parce que les réalisations de R et de H sont
couplées. Ainsi la condition initiale X a une influence sur v, la sortie de R mais
aussi sur ¥, la sortie de ‘H parce que v, est ’entrée de H.

Les transformées en Z de v, yn, Tn, I’état X,, et aussi fol o, 00 dp s'ex-
priment aussi en fonction de X et ¢gy. Le résultat de décomposition exposé au
§6.2 montre que ces transformées en Z sont la somme d’un filtre rationnel stable
et d’un filtre diffusif.

Les lemmes de correspondance asymptotiques et de Watson-discret présentés
au §2.1 et au §2.2 permettent d’en déduire les comportements asymptotiques de
Uns Uns Tn, X, fol o, 00 dp. Nous avons ainsi montré que la convergence de
I’état @2 est lente et que la vitesse de convergence dépend de ce que R a un zéro
en z = 1.
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Conclusion

addcontentslinetocpartConclusion Pour conclure, nous rappelons les résultat
établis dans ce document. Nous examinons ensuite la définition des filtres diffu-
sifs a temps discret et le role des hypotheses faites sur le symbole diffusif. Une
premiere piste de recherche consiste a étendre le cadre mathématique de facon a
lever ces hypotheses. Enfin nous souleverons quelques questions ouvertes.
L’ensemble de ces résultats sera résumé dans l'article [DM02].

Résultats établis

Les filtres diffusifs sont définis comme une agrégation continue de dynamiques

d’ordre 1 avec un poids appelé symbole diffusif.

e La connaissance numérisée de ce symbole diffusif p suffit pour simuler la
fonction de transfert, son prolongement analytique, la réponse impulsion-
nellle et pour donner une approximation rationnelle du filtre diffusif associé
a [t

e Le comportement asymptotique de ppen p = 1 et en p = —1 détermine
le comportement aux temps longs de la réponse impulsionnelle et aussi le
comportement asymptotique du prolongement analytique de la fonction de
transfertau voisinage de z = 1 et de z = —1. En fiat le carcatere mémoire
longue dépend de ce comportement asymptotique.

e Des conditions suffisantes sont données pour qu’un filtre soit positif (i.e. le
diagramme de Nyquist est dans le demi plan complexe de droite). Les méme
conditions assurent que la réalisation diffusive proposée est dissipative (i.e.
il existe une fonction de Lyapunov dont 1’évolution le long des trajectoires
est majorée par le produit entrée-sortie).

Ces outils sont appliqués a ’étude des stabilités d’un couplage formé, d’un filtre
rationnel positif et d’un filtre diffusif positif .

e [’absence de pole a l'extérieur du disque unité et le critere de Nyquist
permettent ici de prouver la stabilité énergétiques de ces couplages.

e Chacun de ces couplages se décompose en un filtre rationnel stable et un
autre filtre diffusif de symbole diffusif ;2°. Le comportement asymptotique
de p® prouve que cet autre filtre diffusif est EBSB stable et par suite le
couplage est EBSB stable.
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e Une réalisation du couplage est proposée en couplant une réalisation mini-

male du filtre rationnel positif et une réalisation diffusive du filtre diffusif.
La dissipativité de chaqu’une des ces deux réalisations permet de construire
une fonction de Lyapunov qui révele la stabilité interne du couplage. Deux
démonstrations du caracteres asymptotique de la stabilté asymptotique sont
proposée. La premiere suppose la précompacité des trajsectoires et utilisent
le principe d’invariance de LaSalle. La deuxiéme utilise une propriété ori-
ginale des filtres diffusifs : 'opérateur de transition est semblable a son
adjoint.

Cette propriété originale des filtres diffusifs permet d’exprimer la fonction
de Lyapunov comme une réponse impulsionnelle diffusive. Les lemmes de
Watson discret et les lemmes de comportement asymptotiques donnent le
comportement asymptotique de cette fonctionnelle de Lyapunov

Hypotheses sur les filtres diffusifs

Nous avons choisi de définir un filtre diffusif 4 par ces deux hypotheses :

1
(H1) H(z) = ho + Z_1/1 15(721(@ ou z¢[-1,1]
1
etVn>1 h, = / w(p)p™ tdp et hg
-1
(H2)  est une fonction sommable,

Nous faisons en plus et pour chaque utilisation, des hypotheses sur p qui
sont indépendantes :

(H3) Il existe o € [0, 1] tel que u(p)(1 — p)® soit hdlderienne
sur [

(H4) fo |1(p)] In(= ‘p‘)dp < 400

(H5) it est de signe constant sur le support de u et p vérifie
(H4).

(H6) H(—0) > 0 et p vérifie (H5).

(H7) p est localement holderienne sur [—1, 1]

Le choix des hypotheéses que nous avons fait repose sur un compromis

entre la difficulté d’'une démonstration et le fait que ces hypotheses soient

satisfaites par les exemples étudiés. En l'occurence HI'!, HBI HUN HIN
vérifient ces hypothéses. Rappelons le role de chacune de ces hypotheses
dans ce document.

(H1) Les filtres diffusifs sont définis comme une agrégation continue de
filtres élémentaires avec un lien direct hy qui ne dépend pas du sym-
bole diffusif. Cette relation entre hy et p existe naturellement lorsqu’on
discrétise un opérateur diffusif a temps continu, mais cette relation dépend
du schéma de discrétisation (voir §1.2.1).

(H2) Tout au long de ce document, le poids u de cette agrégation conti-
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nue est supposé sommable. Cette hypothese entraine la continuité de
Popérateur d’observation des réalisations diffusives (i.e. ¢ — [, up(p) dp
voir §1.2.2), et la continuité de 'opérateur de transition (i.e. ® — T (P)
voir §7.1.1). (H2) permet aussi de déduire la convergence de la sortie
d’un filtre diffusif vers zéro a partir de la convergence faible de I'état (cf :
§7.2.1).

(H2) simplifie aussi la majoration des inégalités dans le lemme de Watson
discret (cf §2.1).

(H3) Dans le chapitre 2, cette hypothése permet d’en déduire le comporte-
ment asymptotique de la fonction de transfert 7(z) au voisinage de z = 1
et de la valeur principale de Cauchy V, au voisinage de p = 1 grace au
lemme 2 (p. 42) dit de correspondance asymptotique. Cette hypothese
permet aussi d’en déduire le comportement aux temps long de la répons
impulsionnelle grace au lemme 1 (p. 40) dit de Watson-discret.

Ces résultats sont utilisés dans le chapitre 6 pour donner le comporte-
ment asymptotique de la réponse impulsionnelle d’un systéeme couplé.
Ils sont aussi utilisés dans le chapitre 8 pour donner sur un exemple le
comportement asymptotique de V(p,) et de la sortie du filtre diffusif y,,.

(H4) A partir du chapitre 3, u vérifie fol l(p)] ln(l%‘p‘) dp < +o0. En pra-
tique si Ja < 1, p(p) = O(1 — |p|)~® quand p — +£1 alors p vérifie
(H4). (H4) suffit pour montrer que # € H'(E). La positivité peut alors
étre définie par Re(H(e™) > 0 et entrainer que Vz € E Re(H(z)) > 0
(voir §3.1.1). Cette inégalité stricte est utilisée pour prouver la stabilité
énergétique des filtres appartenant a X, (voir le chapitre 5).

(H5) X1 et X sont définis avec des filtres diffusifs H dont les symboles
diffusifs sont de signe constant o et vérifient p = O(1 — |p|)~® quand
p — *1. La positivité de H est équivalente a la positivité de H(—o)
qui a son tour entraine la dissipativité de la réalisation diffusive (1.9),
(voir §3.1.2 et §3.2.1).

(H6) Dans les chapitres 7 et 8 H est supposé strictement positif. Cette
hypothese plus forte que la dissipativité permet de construire une fonction
de Lyapunov E qui montre la stablité asymptotique de H3 (voir §7.1.3
et §7.2).

(H7) Dans le chapitre 6, u est localement holderienne sur [—1,1]. En pra-
tique si g est C' sauf en un nombre fini de points notés S alors pu
vérifie (HT). Le support de p est noté I. Cette hypothése est utilisé pour
démontrer le résultat de décomposition du §6.2 sur H° = éu?m € 3.
Pour p € I\S, la fonction de transfert du filtre diffusif associé a p admet
une limite quand z — ¢ avec Zm(z) > 0 et aussi une limite quand z — o
avec Im(z) < 0 (voir chaitre 1). Des hypotheses supplémentaires sur p,
R et Q montrent que Q(1 4+ R#H) ne s’annule sur un voisinage de [—1,1]
ni sur E. Cela permet de décomposer H° en une fonction de transfert
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rationnelle A/ et une fonction de transfert qui peut étre prolongée sur
C\[-1,1] : X —N. H® admet aussi des limites quand z — g, ces limites
se calculent a partir de celles de H. Quelques hypotheses supplémentaires
sur p et sur les filtres rationnels R et Q@ montrent que H — A est un filtre
diffusif.

Extension du cadre mathématique

Le théoréme 5 (p. 83) a été montré sous des hypothéses qui requiérent une
absence d’oscillations pour p au voisinage de ses éventuelles singularités.
Ces hypotheses permettent d’utiliser les convergences tangentielles utilisées
par le théoréeme 1 (p. 31). Il est possible d’affaiblir les hypotheses requises
sur p en modifiant le théoreme 1 avec des convergences non-tangentielles
(cf : remarque 9 p. 35).

Une premiere généralisation est de supposer que j n’est plus une fonction
1(dp)
1—pz b
Cette mesure se décompose en une partie absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue et une partie discrete. Cette extension! devrait
permettre d’inclure des filtres avec une infinité dénombrable de poles sur

[—1, 1] approchant z =1 ou z = —1.

Il est possible de définir & temps discret un produit # : HMHH2 = HH#H2
ol H™, HH2 et HM#H2 sont les fonctions de transfert associées a pi1, o
p1# o et de liens directs nuls. Si pq et po sont suffisemment réguliers I'ap-
plication du théoréme 2 et du théoreme 1 conduit & po1#pe = Vy, pto+ 11 Vs -
A Timage des travaux faits a temps continu (cf : [Mon98]), nous pen-
sons que ce produit # pourrait étre le produit interne d’une algebre qui
contienne les mesures mais aussi la dérivée d’un Dirac et les valeurs prin-

cipales. Ainsi (1 — 227 %)"%(1 — z7')™® aurait comme symbole diffusif :

—&'(p— 3)# (%pa(l - p)‘o‘)-

Une autre piste de recherche est de considérer les représentations diffusives
de deuxieme espece (cf : [DMO00], [Mon00b] et [MAO1]). Pour cela on in-
troduit une courbe fermée I' contenue dans le disque unité D J{—1,1}.
On parametre cette courbe par v(p) sur [—1,1]. Les relations (1.10) et
(1.6) devraient pouvoir s'écrire u(p) = L& (p) lim, ) H(z) et H(z) =

0w

sommable, mais une mesures signée non diffuse : H(z) = h,0+z_1/

ho + zflf_ll %dp (la limite étant prise pour z hors de I' et pour
chaque valeur de p. Lorsque la courbe I" s’aplatit sur [—1, 1], on retrouve les
représentations diffusives de premiere espece. Sinon H est une agrégation

continue de filtres du second ordre. Nous pensons que pour certaines courbes

!Dans [Sta94], une généralisation semblable & temps continu avec une mesure positive a déja
été proposée



8.2 Exemple et simulation 121

', le travail sur le comportement asymptotique et sur la positivité pourrait
étre préservé. On peut espérer qu’'un choix particulier de courbe I' soit tel
que p est C sur | — 1, 1[. Dans cette perspective, les hypotheses (H1). ..
(H7) seraient moins une restriction.

Questions ouvertes

Nous proposons quelques questions ouvertes.

e Lorsqu'un opérateur diffusif & temps continu H? est discrétisé en H,
quels liens peut-il y avoir entre ’état ¢(&,t) d'une réalisation diffusive
de H* et Iétat ¢, (p) d’une réalisation diffusive de H lorsque la période
d’échantillonnage 1" vérifie t = T'n? Est-ce que la fonctionnelle de Lya-
punov appliqué a ¢, révélant la dissipativité de H converge vers la fonc-
tionnelle de Lyapunov semblable et qui révele la dissipativité de #H%?

e Les résultats obtenus sont valables pour des filtres a temps discret. Dans
le cas ot ces filtres sont des discrétisations d’opérateurs a temps continu,
Est-ce que les résultats de stabilité sont encore vrais lorsque la période
d’échantillonnage tend vers zéro?

e La convergence de ’algorithme qui propose une approximation rationnelle
H A un filtre diffusif X a été démontrée en boucle ouverte. Est-ce que
le couplage formé de # et d’un autre filtre rationnel R converge vers le
couplage formé de H et R 7

e Nous avons montré que ’hypothese (H5) implique que (1—z"1)H(z) — 0
quand z — 1 avec z € E. Les exemples de filtres diffusifs étudiés dans la
these vérifient (1 — 27')H(2) — 0 quand 2 — 1 avec z & [—1, 1] Cette
connaissance est nécessaire pour appliquer le théoreme 1 (p. 31) et ainsi
reconnaitre qu'un filtre est diffusif (voir §6.3 et §8.1.2). Quelles sont les
conditions suffisantes sur le symbole diffusif p d’un filtre diffusif H qui
entrainent que (1 — 2 H)H(z) = 0 quand z — 1 avec z ¢ [—1,1]? La
remarque 9 (p. 35) montre que ces conditions sur p ne peuvent inclure
I’ensemble des fonctions bornées sur un voisinage de p = 1.

e Inspiré par [Mat98b], les réalisations diffusives sont étendues dans [DHMO0O]
A des fonctions de transfert ayant un point de branchement e“° et =%
sur le cercle unité. Ces fonctions de transfert peuvent alors se mettre sous
la forme $[H(e™02) 4+ H(e ™02)] et la réponse impulsionnelle est oscil-
lante et 'amplitude de son oscillation est lentement décroissante.. Ces
filtres sont une agrégation continue de filtres d’ordre 2. Existe-t-il pour
un filtre rationnel R des conditions suffisantes analogues a la positivité,
telles que le couplage formé de R et $[H (e z) +H (e *“0z)] soit stable?

e Nous avons montré qu’il est possible d’utiliser un filtre diffusif pour sta-
biliser un filtre rationnel instable. Peut-on généraliser I’étude au couplage
de deux filtres diffusifs ? Les remarques 25 (p. 74) et 29 (p. 101) suggerent
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qu’il y a quelques points délicats, cependant Particle [WSTO01] invite a
répondre favorablement.

Quelles sont les propriétés, par exemple, en terme de robustesse, qui
feraient qu'’il soit préférable d’utiliser un filtre diffusif plutot qu'un filtre
rationnel pour stabiliser un filtre rationnel instable ?

Il est possible d’utiliser la positivité d’un filtre diffusif 2 pour montrer
la stabilité d’un bouclage avec une non-linéarité vérifiant une condition
sectorielle, a 'image de ce qu’a fait [ZF68]. Une tentative a été faite dans
[DMO01b]. Peut-on écrire % comme une agrégation de filtres H, tels que
les couplages formés d’une non-linéarité donnée et de H, soient stables?
Peut-on alors en déduire la stabilité du couplage formé de cette non-
linéarité et de H 7?7 Est-ce que le couplage formé d’une approximation
rationnelle 7 de H avec cette non-linéarité forme encore un systeme
stable, est-ce que ce couplage converge le premier couplage lorsque H
s’approche de H ?

V' est une fonctionnelle de Lyapunov qui a permis de montrer la stabilité
interne asymptotique du couplage d’une réalisation minimale d’un filtre
rationnel positif et d’un filtre diffusif positif. Lors du chapitre 8 nous avons
montré sous des conditions techniques et quand n — oo, que V(p,) ~ %,
ou K et v dépendent du comportement asymptotique de la condition
initiale ¢y et du symbole diffusif p associé a H. A temps continu, une
autre fonctionnelle de Lyapunov E a aussi permis de montrer la stabilité
interne asymptotique de nombreux couplages comportant un opérateur
diffusif de symbole diffusif . Est-ce qu’avec des conditions idoines sur v
(peut-étre trop restrictives), on peut montrer que E(p(t)) ~ & ol K et
~v ne dépendraient pas de ¢.
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Annexe A

Intégrales de Cauchy

On appelle une intégrale de Cauchy la fonction complexe de variable z

1 1
définie par H(z) = 2—/ ——du(p). Ici, on ne considerera pas le coefficient
™)L 2 —pP

% ; L est en général un arc, par exemple un cercle. Nous allons considérer
uniquement le cas ou L est contenu dans [—1, 1]. #(z) est holomorphe sur
C\L et la question est d’étudier le comportement de #(z) au voisinage de
L ou d’étudier le développement infini de (=) au voisinage d’un point, par
exemple l'infini.

L’étude des intégrales de Cauchy d’une fonction densité arbitraire remonte
au moins jusqu’a Sokhotski en 1883 et Harnack en 1885. Nous résumons ici
les principales propriétés que nous utiliserons.

Les fonctions holderiennes sont présentées dans la définition 2 (p. 34).
Nous reproduisons la définition d’un fonction sectionnellement analytique
dans [Mus92| dans le cas ou la discontinuité est contenu dans [—1,1].

Définition 4 H une fonction sectionnellement analytique avec la ligne de
discontinuité L € [—1,1] si et seulement si

(H1) H est analytique sur C\L.

(H2) Il existe S = {p;} un ensemble fini de points, tel que la restriction
de H a {z € C| Im(z) > 0} est prolongeable par continuité sur L\S, et la
restriction de H a {z € C| Im(z) < 0} est aussi prolongeable par continuité
sur L\S.

(H3) Pour chaque p; € S, il existe k;j et o; < 1 tels que pour z dans un
voisinage de pj, |H(z)| < ‘fﬁ
Quand #H(z) est définie par une fonction de transfert, le théoreme 2 (p. 35)
donne le comportement de #(z) au voisinage de L lorsque p est suffisam-
ment réguliere en l'occurence holderienne. Ce théoréme montre que H(z)
est en fait une fonction sectionnellement analytique.

Le lemme 2 (p. 42) donne le comportement asymptotique de #(z) au voi-

sinage de z =1 et de 2 = —1. Ces points correspondent aux extrémités de
Supp /1.
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Intégrales de Cauchy

Les résultats sont qualitativement différents lorsque le comportement asymp-
totique recherché est autour d’une singularité ¢ qui n’est pas une extrémité
de supp p. Dans ce cas, la singularité de p a gauche de c et la singularité
de p & droite de ¢ s’ajoutent. Voici 1’énoncé qui se trouve dans [Mus92,
p.84-p.85]. Cet énoncé est utilisé par le théoreme 5 (p. 83) pour justifier le
résultat de décomposition sous des conditions suffisantes sur p.

Lemme 8 Soit L = [ry,r4] et H(z) = /:(—p)dp. Soit ¢ €]ry,rql. Sip

Lz —
vérifie les hypotheses suivantes :
(H1) p est localement hélderienne sur [rg, rq]\{c},
(H2) pu(p)(c — p)* est hélderienne sur [ry, c| et admet une limite a_,
(H3) p(p)(p — ) est hélderienne sur [c,r4] et admet une limite a.,
alors il existe Ho(z) et po(p) telles que
1
e sia=0H(z)=(a; —a_)ln <—> + Ho(z) pour z ¢] — oo, (]
z—c
et Ho(z) est une fonction bornée qui admet des limites en z =1, et en
Z =Tq,
1
Vu(p) = (a4 —a_)In (H) + to(p)

et py est holderienne sur [ry, c| et sur [c, 4],

e sia€l0, 1] H(z) = (e“"ay —a) — + Ho(2) pour 2 ¢] — o0, (]

(z = ¢)

et il existe oy < a tel que Ho(z) = O <+),

=0
_7m a4y —a_cos(am) o (p) wan .
Valp) = sin(a) (P(— C))a " (p —(c))ao (quand p < c),
7w agcos(am) —a_ o (p wan .
Vﬂ(p) - sin(cwr) (C . p)a + (C _ p)ao (q d p > ):

o est holderienne sur [rg, c| et aussi sur [c,rq).
La proposition suivante est une démonstration du lemme de Watson-discret
utilisé et énoncé dans le chapitre 2. Du point de vue des intégrales de
Cauchy, ce lemme donne le comportement asymptotique des coefficients
du développement infini d’une intégrale Cauchy en z = co en fonction du
comportement asymptotique de p aux points les plus proches de Uinfini (en
loccurence z =1 et z = —1).
Proposition 21 Soit puy, iy € L'(0,1), si e Twn = o(h?) et si juy est de
stgne constant
alors py = o(pe) = hl = o(h?).
Commentaire L’hypothese e =mrn = o(h2) est utilisée dans la démonstra-
tion, elle provient de la maniere de découper ’expression intégrale de h,,.
En fait nous pensons qu’une hypothese de cette forme-la est nécessaire :
une hypothese qui rappelle que les valeurs prises par p; hors d’un voisinage
de p = 1~ agissent aussi sur hl. Ces comportements sont négligés quand h?
a une décroissance plus lente qu'une suite géométrique de raison r < 1.
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Preuve La propriété se démontre en décomposant I'intervalle [0, 1] en
Vin =10,1— ﬁ] et [1 — ﬁ, 1]. On note £(p) la fonction telle que

n)
pi(p) = p2(p)e(p) avee e(p) — 0 quand p — 1.
1 _ _
o= i ma(p)e"dp + [y, m2(p)e(p)p™ " dp

n—1
mlo< (1-wks)" K m@lde + suwy, @) [f; m2(o)o" Mdp

(A1)

Le premier terme de la majoration de h) est un O (eiﬁ) :
—1 n—
(1 — ﬁ)n = e(n_l) ln(l—ﬁ) < e_ﬁ_
Le deuxiéme terme de la majoration de hl est un o(h?) parce que
fol p2(p)p" tdp = hi (quand n > 1) et que la suite sup,cy; |e(p)| tend vers zéro
quand n — oo. O
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Annexe B

Espaces de Hardy

Les espaces de Hardy nous sont utiles parce que ces espaces vectoriels
contiennent a la fois les filtres rationnels stables et les filtres diffusifs sous
réserve d’une condition technique. Le §B.1 donne une définition de H! (E)
(ou E désigne I'extérieur du disque unité) et montre que les filtres diffusifs
sont dans cet espace. Le §B.2 montre que dans H' (E) la condition entrée-
sortie (3 u,y, > 0) et la condition fréquentielle (Re(H(e™)) > 0) sont
équivalentes. Elles justifient ainsi la définition de la positivité du chapitre 3.
Le §B.3 rappelle la définition de H> (E) et rappelle que cet espace est I’en-
semble des filtres énergétiquement stables. H* (E) est utilisé pour prouver
la stabilité énergétique de couplages. Le §B.3 donne aussi la définition de
W,.

B.1 Définition de H'(E)

La positivité peut étre définie par une condition entrée-sortie (> u,y, > 0)
ou par une condition fréquentielle (Re(H(e*)) > 0). L’équivalence entre
ces deux conditions est un résultat classique (voir par exemple [BD86)), il
est en général présenté en vue de 'utiliser pour des fonctions de transfert
rationnelles. Nous allons reprendre en partie ces idées mais en les appli-
quant aux filtres diffusifs. Pour cela nous utilisons un espace de Hardy noté
H' (E) défini dans [You88], (E désigne I'extérieur du disque unité). Pour la
présentation de cet espace, nous avons choisi de suivre [Par89] et [Par97],
cependant il y a une autre approche avec [Hof88].

La définition et les propriétés de H' (E) sont rappelées dans la définition 5.
La proposition 22 donne une condition technique simple pour que les filtres
diffusifs soient dans H! (E). La proposition 23 et le lemme 10 sont des outils
permettant de prouver le théoreme 8 qui établit ’équivalence entre les deux
définitions de la positivité du chapitre 3.

Lorsque la fonction de transfert est connue et est prolongeable sur le cercle
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unité OE, il est tentant d’utiliser ce prolongement comme réponse fréquentielle
du filtre. La difficulté théorique est de savoir si les propriétés de cette
réponse fréquentielle (par exemple le signe de la partie réelle) sont celles
du filtre; ceci est vrai dans H' (E).

Définition 5 H' (E) est I’ensemble des fonctions de transfert holomorphes

sur E qui vérifient
™

sup/ [H (re™)|dw < oo (B.1)

r>1J g

SiH € H (E) alors

a. pour presque tout w € [—m, 7, la suite de fonctions w — H(re™) converge
vers H(e*) quand r — 1 pour la norme L'(—m, ) ;

b. les coefficients ¢, de la série de Fourier de H(e™) sont nuls sin < 0 et
sont égauz a hy la réponse impulsionnelle de H sin > 0;

c. la fonction de transfert peut s’exprimer a partir de sa réponse
fréquentielle pour |z| > 1 au moyen de la représentation de Herglotz :

H(z) i/Tr Re (H(ew)) L2y, (B.2)

dr ) . 1 —z7lew

Idées principales de la preuve L’espace de Hardy H?(E) est contenu
dans H' (E) et est défini par [7_sup,~, |H(re™)[*dw < 400, sa norme est notée
| [l () - Lies propriétés a. et b. sont simples & démontrer pour H € H? (E) parce
qualors h, € (2. [Par89] utilise le produit de Blaschke pour montrer que si
H € H' (E) alors il existe H1,Ho € H?(E) tel que H = HiHsa, c’est le théoréme
de Riesz et cela permet d’étendre certaines propriétés de H? (E) vers H! (E). Nous
en déduirons a. puis b. La représentation de Herglotz est énoncé dans [KN77, an-
nexe A] sous la forme d’un théoreme de Riesz et Herglotz. Elle utilise notamment
la causalité de H. Avec les mémes idées nous montrerons cette assertion c. La
formule ainsi obtenue pourrait s’interpréter comme une réalisation harmonique
définie dans [Mon0Ob].
a. Soit H € H(E) et Hi,Ho € H2(E) tel que H = HiHz, hl et h2 sont les

réponses impulsionnelles de H; et de Hs.

e hl € [2. En effet, la TZ inverse appliquée & un contour fermé contenu dans

E montre que la réponse impulsionnelle de H, est :

hl = % S fﬂ H 1 (re™)r"e"dw La formule de Parseval appliquée & r~"hl conduit

a ce que pour tout r > 1, > o r72(hL)? < ||H,y “?EP(E) . En passant a la limite

r— 1,0n a hl €% De méme on a aussi h2 € [2.

o Hi(e™) est défini comme la somme de la série >, ., hle™™™ parce que

hl €12 -

o Hi(re®) — Hi(e™) quand » — 17 pour la norme L?(—n,7) parce que

H(ew) — H(re™) =3 Soht(1 —r™™)e ™" et que hl € [?. De méme on a

aussi Ha(re™) — Ha(e™) quand r — 17 pour la norme L?(—m, ).

o H(re™) — H(e™) quand r — 1T pour la norme L!(—m, ). Cette assertion

a. est obtenue en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur cette expression :
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H(re)—H(e™) = F(Hi(re™) —Hi(e™))(Ha(re™) +Ha(e™)) + 5(Hi(re™)+
Hi(6)) (Ha(re™) — Ha(ci¥).

b. Les coefficients de la série de Fourier de H(e’) sont
Cp = % ffﬂ H(e™)e™dw . H est un filtre causal et, quand H est intégrée sur
un contour contenu dans E,
%ffﬁH(reiw)r”eiw”dw = hnlgy>0y- L'assertion a. permet le passage a la li-
mite 7 — 17 et ainsi de prouver ¢, = hrlll{nzo}-

c. H est causal et & coefficients réels, aussi h, et H(z) peuvent s’exprimer en
fonction de Re(H (e™)).
e L’assertion b. prouve hy = 1= [" Re(H(e™))dw et pour n > 0 que h, =
%ffﬂ Re(H(e™))e dw .
e En prenant la transformée en Z H(z) =, ohnz™" =
=" Re(H(e™)) [+ 300, "2 "] dw. Le terme entre crochet vaut juste-

l 1+6iwz—l
ment 3 oo, T-

O

Nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un filtre diffusif soit dans
H' (E). L’appartenance & H' (E) entraine aussi un comportement pas trop
singulier au voisinage de z = 1 et de z = —1. Ces résultats sont démontrés
grace a un lemme et grace a une proposition.

Lemme 9 Soit r > 1 et |p| < 1, il existe Ky et ko tels que

1T de 1
R N B.3
27r/7r rei? — p] =" n<1— |p|> e (B:3)

Commentaire Ce lemme donne des conditions suffisantes sur g pour
que H soit dans H! (E) dans la proposition 22.
Preuve La démonstration est 4 parties. La premiere est un préliminaire. La
seconde et la troisieme démontrent (B.3) pour des valeurs particulieres de r, 8, p.
La quatriéme partie déduit (B.3) pour les autres valeurs de r, 0, p.
1. La fonction z — sh(z) est impaire et bijective de R dans R.

L’inverse est arcsh(y) = %ffy \/ﬁT'

Quand y > 0, arcsh(y) < In(2y + 1).
2. Au voisinage de 6 =0, p € [%, 1] et pour r = 1, on montre que

1[0 1 2
—/ 4 (20 (B.4)
2r J_5 e —p' ~ 27k 1—p

En effet le développement de Taylor de 1 —cos(6) au voisinage de # = 0 montre

qu’il existe § > 0 et x > 0 tel que |0] < = 1 — cos(#) > Kh?

Aussi 0] < = [€? — p| > /(1 — p)? + K62

11 suffit alors d’utiliser les propriétés de sh énoncées en 1. pour trouver (B.4).
3. Hors dun voisinage de =0, avec r = 1 et p € [3,1].

En remarquant que pour § > 0 quelconque 0] > § = |e/ — p| > sin(d) on en
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déduit que

1 / do 1
2 ' =3 B.5
27 Ji_map\[-6.5] € — p| ~ sin() (B.5)

4. Les équations (B.4) et (B.5) suffisent & démontrer (B.3).

En effet on obtient (B.3) pour r = 1 et p € [3,1] en ajoutant (B.4) et (B.5).
La fonction (0, p) — Wl_p' est bornée uniformément sur [—, 7] x [0, %] et donc
on démontre (B.3) pour p € [0, 1] avec r = 1.

Les deux parties de I'inégalité (B.3) sont des fonctions paires de p aussi on
démontre (B.3) pour |p| <1 avec r = 1.
Pour r > 1, une manipulation algébrique permet de majorer l'’expression

intégrale :

1/7r o _ A

— Py —— KRIN | —— K

2w ) |re?® —p| = 1L ’
r

Ce majorant est une fonction décroissante de r, ce qui permet de prouve (B.3)
pour r > 1.
[

Proposition 22 Si le symbole diffusif p € L'(—1,1) d’un filtre diffusif H
vérifie p(p)In (%\M) est sommable alors H € H' (E) et (z — 1)H(z) — 0

quand z — 1 et (z 4+ 1)H(z) = 0 quand z — —1 avec z € E.
Commentaire Le résultat de convergence en z = £1 est utilisé dans le

théoreme 4 (p 73).
Preuve La démonstration consiste a appliquer le théoreme de Fubini sur
(1.6) pour montrer que H € H! (E) au moyen du lemme 9. Ce résultat, H € H! (E)
permet d’en déduire que (z—1)H(z) — 0 quand z — 1 et (z+1)H(z) — 0 quand
z — —1 avec z € E.

1. Selon (1.6),

™

1 71'

2/ .

1
h0+/ £(p) dp‘d@
et —p

’H(rew)‘ do < /

—T

Le lemme 9 montre que quand p(p) In (ﬁ) est sommable le théoréme de
Fubini s’applique et que (B.6) est bornée indépendamment de r.
Aussi H € H' (E).

2. Le théoreme 5.9 dit de Hardy-Littlewood dans [Dur70, chapitre 5] montre
que quand H € H! (E) alors (z—1)H(z) — 0 quand z — L et (2+1)H(2) — 0
quand z — —1 avec z € E.

O
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B.2 Propriété de H'(E)

Zgzo UnY, peut s’exprimer en fonction de la réponse fréquentielle d’un
filtre, ¢’est une étape dans la démonstraton de I'équivalence des deux ca-
ractérisations de la positivité.
Proposition 23 Soient u, et y, les entrées et sorties complexes du filtre
a coeffecients réels H. Alors,

N G N
> i = o / H(e) |3 upetn
n=0 - n=0

Preuve Si H(e™) € L?(—m, ) (par exemple si H € H?(E)) alors (B.6) s’in-
terpréterait comme une application des séries de Fourier en tant qu’isomorphisme

2

dw (B.6)

de I? dans L2(—7,7) & y,, = hy ¢ (unlyo..ny) et & uylyg ny. On aurait alors

N N

1 . -

E Yn(nlgo..Ny) = %/ H(e™) E upe " E upe~n, En réalité on sait seule-
—T

n=0 n=0
ment que H(e™) € L'(—m,n) aussi la preuve proposée est plus longue.
Cette se déroule en trois étapes.

. d
e 7 € H'(E) aussi h,, s’exprime en fonction de H(e*) et comme y,, = hy, * up,

N T
Z UpYn = Z Up, Z % H(eiw)ei“("*k)dw U,

e En échangeant l'intégrale et les sommes (en effet H(e™) € L'(—m, m)) et en
réorganisant les deux sommes, on obtient :

1T P
7 H(e™) E upe” “k y, e=wn duy
s

- 0<k<n<N

e Pour obtenir (B.6), il manque les termes de la somme dont les indices vérifient
k> mnavec k € {0...N}. Ces termes peuvent étre complétés parce que H est
causal (Le. 0 = o= [T H(e)e™ @k~ dw d’apres la définition 5).

l

La définition et les propriétés d’un noyau de sommabilité sont énoncées
dans [Kat68], nous les utilisons pour établir un lemme.

Lemme 10 Soit ky(w) un noyau de sommabilité positif sur [—m,w| qui
vérifie donc

(H2) V6 > 0 sup, 4 kn(w) — 0 quand N — oo

(H3) f:r ky(w)dw =1

Soit f € L'(—m, 7).

SiV0 e [—mm] et VN, gy(9) = [ f(w)kn(0 —w)dw > 0,

alors f(w) > 0 (p.p.).

Preuve f € L'(—m, ) aussi f se décompose en f = f, — f_ avec f, >0 et
f— > 0et supp fi[) supp f— est de mesure nulle. Supposons que supp f_ soit
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de mesure non nulle. L’idée de la démonstration consiste a intégrer gy () sur un
intervalle contenu dans supp f_ et & choisir N pour que ky(f — w) soit petit
quand w € supp f+ et grand quand w € supp f_. Plus précisément, la preuve
utilise successivement les hypotheéses du noyau de sommabilité.

11 existe alors wy € [—m, 7] et & > 0 tel que [wy — 30,wp + 36] € supp f—. On
integre gy (0) sur [wy — 24, wy + 26] :

wo+20 T
(H1) = 0 < / Fw)hin (6 — w)dwdd
wo—20 -
wo+20
< / / Fo(@)hn (0 — w)dwdo (B.7)
wo—20 J|w—wo|>36

wo+9 wo+20
_/ '3 (w)/ k(6 — w)dfdu

0—0 wo—20

(H3) et (H2) = 3Ny, tel que YN > N; fw°+26 N(0 —w)dd > L. En effet cette
intégrale est minorée par f,g kn(0)do =1 — f‘0|>6 kn(0)dd > 1 — supjg)~q kn(6)
Finalement (B.7) donne pour N > N;

0 < supjg_yj>s ki ( 0 —w) [ frlw)dw — —fw°+6 w)dw.

w0+6

Aussi quand N — oo, f f-(w)dw = 0, ce qui est contradlctmre avec I’hy-

potheése supp f_(w) n’est pas de mesure nulle. l

Les outils créés permettent maintenant de démontrer I’équivalence des deux
caractérisations de la positivité.

La proposition 23 montre que la caractérisation fréquentielle de la positivité
implique la caractérisation temporelle de la positivité.

Théoréme 8 Soit H € H'(E), alors

N
VN,Vug ... uy Zunyn >0 & Re(H(e™)) >0 (B.8)

n=0

Dans ce cas, si H # 0, Re(H(z)) > 0 quand z € E.
Preuve La proposition 23 prouve [’smplication.
Pour la réciproque 'idée de la démonstration classique (cf : [BD86]) est d’exciter

‘H a la fréquence 6 avec u,, = \/ﬁewnl{om N}, et de montrer qu’alors 227:0 Uy Yn,

converge vers H(e™) grace au noyau de Fejér ky(w) qui converge vers un Dirac
quand N — oo.

Les fonctions de transfert H!(E) ne sont pas nécessairement continues, mais le
lemme 10 permet de conclure. Nous reproduisons ici la premiere partie de la
preuve classique : Eﬁ:o UnYn est une fonction positive de variable 6 notée gy (6)
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et est aussi le produit de convolution entre #(e’) et le noyau de Fejér noté
kn(w), cela se fait en trois étapes :
e La proposition 23 montre que

N N
1 i iw 1 —i(0—w)(n—k
g (0) ZT;)unyn _ %/H( I X e B,

n=0 k=0N
e Grace a un changement d’indice et grace & la causalité de H,

gn(©) = [T H(e®)kn (0 — w)dw olt by (w) = =y S0 o Sh e e

02
= % N1+1 S S(lg (:;)2‘;/ 2) est le noyau de Fejér qui est un noyau de sommabilité au

sens défini dans le lemme 10 (cf : [Par97]).

e Les fonctions ky(w) et H(e™) sont 27-périodique aussi
gn(0) = fjﬁ?—[(eiw*w))k]v(w)dw.

Le lemme 10 permet alors de prouver la positivité de H(e™).

Pour prouver la derniére assertion, on observe que d’apres (B.2)

™ . g Leiw
Re(H(2)) = — [ Re(H(e™))Re <L> dw (B.9)

- L 1gi
dr J_. 1 -z tew

e Pour z € E, Re(H(z)) > 0. En effet I'inverse de la transformée bilinéaire
1421

ment de variable simple z — ze™™ permet d’en déduire que Re(ifﬁ jz:Z) > 0.

La positivité de H signifie que Re(H(e™)) > 0 et (B.9) entraine que Vz € E,

Re(H(z)) > 0.

e Lorsque H # 0, pour z € E, Re(H(z)) > 0. En effet la causalité de H permet

d’exprimer h,,, la réponse impulsionnelle de H en fonction de Re(H(e)) aussi

transforme E en le demi plan droit du plan complexe aussi un change-

Re(H(e™)) ne peut pas étre presque partout nulle. Ainsi application de (B.9)
prouve que pour tout z € E, Re(H(z)) # 0. U

B.3 Définition et propriété d’autres espaces
de fonctions analytiques

Définition 6 H> (E) est l’ensemble des fonctions de transfert holomorphes
et bornées sur E.

H>(E) est un sous-espace de H' (E) et satisfait donc aussi aux propriétés a.
b. et c. de la définition 5, le produit de deux fonctions de transfert est une
opération interne pour H> (E). H> (E) est ’ensemble des systemes stables
énergétiquement, la démonstration se trouve rappelée dans [Par89].
Proposition 24 Soit un filtre H, il est énergétiquement stable si et seule-
ment si H € H®(E), et dans ce cas pour tout N,

Ym0 ¥n < sup, [H(e¥)PY0,
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La définition générale de ’algebre de convolution 4(/3), son image par la
transformée de Laplace A(f8) et d’une sous-algébre A_ () sont rappelées
dans la définition 7. A(/3) contient en particulier I’algebre de convolution &
temps discret noté [*(p) avec laquelle nous définissons une autre algebre :
I'image de I'(p) par la transformée en Z, ﬁ(p) Nous utiliserons la notation
W, au lieu de ﬁ(l) comme dans [Par97, chapitre 1]. La notation [*(p) est

utilisée dans [DV75, annexe C].

Définition 7 La fonction de transfert du filtre causal H* appartient a fl(ﬁ)
et sa réponse impulsionnelle h(t) appartient a A(5) si h(t) se met sous la
forme :

ht) = { ga(t) + 2 Dot — tn)

ot e P'h,(t) € LY0,+00), hi, € C, t, € R, 6(t — t,) est la distribution
centrée en t,, et Y oo |hile P < oco.
Définition 8 Soit H un filtre de réponse impulsionnelle h,,.

h, € 1(p) & h,p™ €l
Hel(p) & h, €l(p)

Proposition 25 Soit G un filtre rationnel et H un filtre diffusif de symbole
diffusif .
1. Si G est stable alors G € W,.
2. Si suppp C|—1,1] alors H € W,.
Preuve
1. II suffit de choisir p € Jmax|zg|, 1] ou zg sont les poles de module strictement
inférieur 4 1: G € ﬁ(g) C Ws.
2. (1.5) montre que p € Jmax supp p, 1[ convient : G € ﬁ(g) Cc W,
O

Les différents espaces mentionnés dans cette annexe peuvent étre comparés.
Proposition 26

W, Cc H°(E) c H*(E) C H'(E)
SiH € Wy alors ||H||mem < [|hnlln

Nous rappelons un théoreme dans [HP57] avec une formulation adaptée aux
filtres & temps discret (énoncée dans [DVT75, p. 251].

Théoréme 9 (Wiener) Soit H un filtre causal et EBSB-stable tel que
inf,eg |H(2)| > 0 alors H™" est aussi EBSB-stable

Le lemme suivant donne une propriété particuliére des filtres stables EBSB.
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Lemme 11 Soient deuz suites h,, € I' et u, — 0 quand n — oo,

d
alors h, x u, — 0 quand n — oo.
Preuve On observe d’abord que u,, est une suite bornée.

d . . . ‘ ‘
On note y, = hy, * uy. Soit € > 0. Le produit de convolution est découpé en deux
sommes :

|yn| = <

n
E Ptk
k=0

N
E hitn_k
k=0

+ Z|hk| sup |ug|
k>N k

Y ks |Pe] = 0 quand N — oo aussi il existe N tel que Y, y |hi| supy |ug| < e.

Avec N fixe, chvzo hrt,_r — 0 quand n — oo aussi il existe ny tel que
n>ny = |8 o hrtn_i| < e O
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Annexe C

Simulation des filtres diffusifs

L’étude des séries aléatoires a mémoire longue requiert la simulation de 1’au-
tocorrélation (voir [GJ80]) ou de quantités diverses introduites par [BJ76] et
appliquées a HI'! dans [Hos81]. L’approximation entrée-sortie de I'intégra-
tion fractionnaire peut étre faite par une discrétisation en un filtre non
rationnel qui doit alors étre simulé (voir [Lub86]). Lorsqu’un systeme est
stabilisé par un filtre non-rationnel, il est parfois nécessaire pour mettre en
place ce controleur d’approcher ce filtre non-rationnel par un filtre ration-
nel en conservant les propriétés stabilisatrices et de robustesse du filtre non
rationnel a approximer. Ces trois exemples d’utilisation de "approximation
sont différents et nous pensons qu'’ils requierent des algorithmes adaptés.
Les filtres a approximer ne sont pas nécessairement stables, c’est le cas
par exemple de HI', HBL HILN HUN pour a > 0. L’approximation re-
cherchée est a priori stable, on ne pourra donc pas espérer pouvoir toujours
majorer I’erreur en norme L? sur I’ensemble du cercle unité ou ’erreur [*
sur I’ensemble de la réponse impulsionnelle. A défaut nous montrerons la
convergence sur un horizon borné. En fait ces filtres sont dans H'(E) et
méme dans H? (E) pour a < 1 ; ces espaces nous sembleraient un bon cadre
pour analyser la qualité des algorithmes de simulation (cf : [BKO0O])

Dans le §C.1, trois algorithmes classiques sont présentés (MA, AR, Padé).
Dans le §C.2, un algorithme issu des réalisations diffusives est exposé. Enfin
dans le §C.3, nous précisons les algorithmes qui ont été utilisés pour faire
les simulations de la these.

C.1 Meéthodes d’approximation classiques

Un exposé de diverses techniques d’approximation a temps continu se trouve
dans [Hel00].

147
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Simulation des filtres diffusifs

Approximation par un filtre MA :

Cette approximation consiste a ne considérer que les N premiers termes de
la réponse impulsionnelle h, d’un filtre # pour obtenir un filtre MA (i.e.
filtre dont la réponse impulsionnelle est finie, MA pour “moving average”).
Cet algorithme vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 27 Soit H une suite de filtres définis par les N premiers

termes de la réponse impulsionnelle de H.

a. St H est un filtre diffusif, 7:l(ei°’) converge vers H(e™) ponctuellement
quand w €] — m, w[\{0}.

b. Si H est un filtre EBSB stable, alors pour une entrée donnée, la sortie
approchée converge vers la sortie exacte en norme [*(N).

c. H est un filtre stable.

d. Si H est positif alors H est aussi positif.

Preuve  On démontre successivement les différentes assertions.

a. H est prolongeable en une fonction analytique en z = e

N ) ol N ,—iwN
(15) = Y hen = hg 4 et [ P
n=0 -1 L=pe

———dp — H(e")
parce que quand w # 0, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée.
Ceci n’est en général pas vrai si H € H!(E) (cf : [Par89]).
min(N,n) n
b. hgtn—k — Z hrtn—k| < |luglloo a
k=0 k=0
> pen |hk| = 0 quand N — oo.

d. Si H est positif alors le filtre MA associé est aussi positif. En effet la condi-
tion de positivité (3.1) peut s’énoncer comme la positivité d’un ensemble de
matrices (cf : p. 167). Cet ensemble de matrices comprend notamment les ma-
trices associées au filtre MA approchant #H. Par conséquent ce filtre MA est
aussi positif.

Appliquée & HI'! | Papproximation est & minimum de phase et ses zéros

sont régulierement répartis, proches du cercle unité (comme le montre la

figure C.3. Cette méthode est simple a mettre en ceuvre lorsque la réponse
impulsionnelle est disponible, son principal handicap est la lenteur de la

convergence comme le montrent les figures C.6 et C.7.

Approximation par un filtre AR

Cette approximation s’applique a des filtres dont I'inverse est connu, elle
consiste a tronquer 'inverse du filtre a approximer, puis a inverser encore ce
filtre tronqué. Le filtre obtenu est un AR noté A (i.e. un filtre dont I'inverse
a une réponse impulsionnelle finie, AR pour autorégressif).

HE(2) = (1—271)7 est un exemple de filtre ot la méthode s’applique faci-
lement. La proposition suivante donne une maniere de s’assurer la stabilité

de H.
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Proposition 28 Si H(z) € H*(E) et si H strictement positif alors son
approximation par un filtre AR H est stable et strictement positive.

Preuve H~! est stable : |%| < m < +oo pour |z| > 1. H~! est
strictement positif : Re(,H%z)) = ﬁ%ggﬁ))

k > 0 tel que H'(z) — & soit un filtre positif. Comme précédemment la positi-

est borné inférieurement. Il existe donc

vité de H'(z) — k entraine la positivité de la réponse impulsionnelle tronquée
de H~! — k et par suite la stricte positivité du dénominateur du filtre H. Selon
la, proposition 7 (p. 53), H est alors un filtre stable et strictement positif. [

La figure C.3 montre que pour H(z) = (1 — 2z~ 1)"%%, les poles de H sont
régulierement répartis proches du cercle unité et a I'intérieur. Les figures C.1
et C.2 montrent que cet algorithme est 1égerement meilleur que le précédent
pour approximer (1 — z71)~® lorsque « €]0,0.5].

Approximants de Padé

Cette approximation est exposée par exemple dans [Bra86, chapitre 5]
et dans [BCL97]. Elle consiste en général a chercher la fonction trans-
fert rationnelle H = % de degré Ny x Ny (i.e. Ny, Ny étant respective-
ment les degrés de H,H, en tant que polynome de variable z71) telle que
H(z) — H(z) = o(z~ M) quand z — oo. De cette facon, les Ny + Ny + 1
premiers termes de la réponse impulsionnelle de H coincident avec hy,,
la réponse impulsionnelle de H. Ces équations peuvent s’écrire sous la
forme d’'un systéme linéaire en écrivant plutot que Hy(z) — H(z)Ha(z) =
o(z N1-N2),

Cette méthode a fait ’'objet de nombreuses études théoriques avec un calcul
précis de l'erreur (cf : [Bra86, chapitre 5]).

Les figures C.6 et C.7 montrent que "approximation de la réponse impul-
sionnelle et de la réponse fréquentielle de (1 —z71)~® est de qualité sur une
large bande de fréquences. La figure C.3 montre qu'une partie des poles et
zéros se trouvent sur [0, 1] (comme I’approximation issue des représentations
diffusives) et qu’une autre partie des poles et zéros se rapprochent du cercle
unité. Lorsqu’on augmente M, des poles sortent du disque unité et 1’ap-
proximation devient instable. Par ailleurs la matrice a inverser devient mal
conditionnée. Il semble donc que cette méthode doit étre améliorée pour
etre utilisée pour de plus grandes valeurs de M.

Autres méthodes

Dans [Bon92|, [Bon93a] et [Bon93b], il est proposé un algorithme calculant
une approximation de la décomposition en valeurs singulieres de I'opérateur
de Hankel associé & H = (1 —271)"* lorsque a < —1. Cette décomposition
spectrale donne une approximation. Cette technique est aussi étudiée par
[Sas01].




150

Simulation des filtres diffusifs

Par ailleurs [MS94| propose un algorithme héréditaire utilisant une struc-
ture treillis qui permet entre autres de donner ’approximation du filtre
HET | cette méthode dans son principe optimise l’erreur L? sur la réponse
fréquentielle.

Dans [And94] il est montré que lorsqu’on veut approcher optimalement au
sens de LP(OJE) un filtre diffusif de symbole diffusif g > 0 par un filtre
rationnel, alors il faut que les poles soient sur [—1,1]. En revanche si on
veut approcher optimalement au sens de LP(JE) un filtre dont la fonction
de transfert a trois points de branchement z = 0, z = €0 et z = e~™0 il
ne semble pas judicieux d’aligner les poles sur les segments [0, e“°] et sur
[0, e7™0]. Ainsi dans [BKO00], il est montré sur un exemple que ces poles
doivent étre sur deux géodésiques (i.e. pour une métrique hyperbolique)
reliant ces points de branchement.

Les méthodes utilisées sont généralement groupées en deux catégories en
fonction de la maniere avec laquelle la complexité numérique est liée avec le
nombre de pas a simuler. Les premieres méthodes sont dites héréditaires, on
peut citer la troncature de la réponse impulsionnelle infinie (voir [Lub86]),
la troncature de la réponse impulsionnelle du filtre inverse ([GJ80]) et la
transformée de Fourier inverse de la réponse fréquentielle (voir [VDO95]).
Dans toutes ces méthodes, le fait de ne pas négliger les entrées passées
au-dela d’un certain horizon augmente la complexité numérique de fagon
rapide. Parmi les méthodes non-héréditaires, il y a les approximants de
Padé, l'algorithme exposé par [MS94]. Les réalisations diffusives donnent
lieu aussi a une méthode non-héréditaire. Ces méthodes résument le passé
soit sous la forme d’une combinaison linéaire de sorties et d’entrées (ap-
proche entrée-sortie), soit sous la forme d’un état (approche systeme). Dans
les deux cas, ces quantités sont capables de résumer correctement le passé.
Lorsque I’horizon sur lequel on ne néglige pas les entrées est augmenté, la
complexité numérique de ces approximations croit normalement moins vite
que les méthodes héréditaires, parce qu’il s’agit seulement de résumer plus
précisément le passé.

C.2 Approximation issue des diffusions

Nous montrons que les réalisations diffusives permettent aussi de fournir
une approximation des filtres diffusifs a temps discret en nous inspirant
fidelement du travail a temps continu de [HM98], [Hel00] et de [Mon98] et
aussi du travail & temps discret de [Hel00].

L’approximation consiste a approcher 1’état ¢, de la réalisation diffusive
(1.9) par une fonction affine par morceaux ¢, qui coincide avec ¢, sur un
réseau de M points {p; ...py} contenu dans I. La construction de cette
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approximation se fait au moyen de fonctions triangles notées A,, :
L’approximation est définie par :

{ ... = Ap +Bu, o p €RY (1)
Un = Cfn + Du,
avec
P1 0 1
A = : B=|:
0 PM 1

C = [fol,uAldp...fOl,uAMdp] D = hg

Les composantes de C sont notées [c; . ..cM]l. La fonction de transfert
de I'approximation est : H(z) = S0 == . Les poles de #(z) sont
{Pl pM} C [_171]'

Le choix du réseau de points est important pour les performances de 1’algo-
rithme et dépend du support de p noté I. Le réseau de points {p; ... pm}
choisi est adapté a I = [0, 1] et est tel que In me soient géométriquement
répartis sur [0, +oo[. C’est un choix heuristique conforme a ce qui se fait a
temps continu dans [HM98]. En effet, les poles {&; ... &y} géométriquement
répartis de 'approximation des réalisations diffusives a temps continu se
transforment par invariant impulsionnelle en {e ¢ ...e ¢},

L’algorithme déterminant # consiste d’abord A choisir le premier pole p;
et le dernier pole p,s. La maniere de choisir a été étudiée en détails dans

[Hel00]. Le reste du réseau de points est calculé par

] pies:
In(p,) = In(pr) < El((ppM))> . L’évaluation numérique des composantes
1

de C se fait soit en approximant ¢, = fol w(p) A (p)dp par ¢, = w(pm) (Pms1—
Pm—1), soit d’une maniere plus précise et selon un procédé analogue au §C.3.

La premiere approximation est réalisée avec le programme approximationl.m
(p. 166) tandis que la seconde est réalisée avec le programme approximation2.m.
Lorsque ¢, est calculé exactement, la proposition suivante démontre la
convergence de cet algorithme mais en un sens plus faible : p; et py; sont
supposés etre choisis avant que le nombre de poles soit déterminé.

Proposition 29 Soit H un filtre diffusif de symbole diffusif p de support
égal a [0,1] et H, sa réalisation définie par (1.9), H son espace d’état et
o une conditon initiale, @y € H. Soit {0...N} un horizon : n < N. Soit
p1 ... par un ensemble de M points de [0,1]. Soient ¢, les fonctions affines
par morceaus qui coincident avec , sur ces M points. Soit y,, = fol Wpndp.
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Si les hypotheéses suivantes sont vérifiées :

(H1) ¢y continue sur ]0,1]

(H2) pu(p)ws(p) — 0 quand p — 0F

(H3) (1 = p)u(p)pi(p) = 0 quand p — 1~

alors pour tout € > 0, il existe py, pa et v tels que p1 = pg, pu = pq et pour
tout m, |pm+1 — pm| < v implique que Vn € {0... N}, |lon — @nllm < € et
Yo — Tn| < €.

Commentaire Cette preuve reprend les idées exposées dans [Hel00, cha-
pitre 6]. Remarquons que cette preuve n’est plus valable lorsque le filtre
diffusif est inséré dans un bouclage. En effet dans ce cas @, (pm) # ©n(pm)
parce que ’entrée u,, dépend aussi de ¢ # ¢.

Preuve On montre d’abord la convergence de 1’état

lon —&n llZ = fol || (on — ¢n)2dp — 0 en découpant l'intégrale en trois parties

[0,1] = [0, p1]Ulp1, prr] Ulpas, 1] -

D’apres la proposition 2 sur les réalisations diffusives (p. 28), ¢, € H. Les hy-

. . d
potheses sur g et la relation de convolution ¢, = p" ! % u, + p" 'y, prouvent

que pp(p)gn(p)® = 0 quand p — 0% et (1 — p)u(p)pn(p) — 0 quand p — 1~ et
que ¢, est continu sur |0, 1].

pg = p1 désigne le premier pole. Sur [0, py], Pn(p) = ﬁgpn(pg) aussi
Pg
[ s = @ =

Pg Pg 2 Pg
Pn(p va(p
/0 Iu(p)lwidp—2%/o |ulpendp + %/ﬂ |u(p)lp*dp

9 g
Le théoreme de la valeur moyenne prouve que ces expressions tendent vers zéro

quand p, — 0.
pq désigne le dernier pole pys. De méme fpld || (on — ¢n)?dp — 0 quand pg — 1.

On fixe maintenant le premier et le dernier pole p, et pg et on fait varier M
et pa...pnm—1 de telle sorte que sup,,(pm+1 — pm) tende vers zéro. ¢, converge
vers (¢, en norme infinie parce que ¢,, est uniformément continue sur [pg4, p4]. La
linéarité et la continuité de 'opérateur d’observation de la réalisation diffusive
Y= fol wodp permettent maintenant d’en déduire pour n < N que

[ — Gl < [y 100 [0 — Guldp — 0.

Ce résultat de convergence s’étend en fait au cas ou les coefficients c,, sont ap-
prochés par un algorithme convergent, les nouveaux coefficients étant notés ¢,.
En effet ¢, n’est pas modifié, seul 'opérateur d’observation est modifié. Si on
note 7, la sortie modifiée, on montre a n fixé que

R N M N
|90 — Unl < max, [on(om)] Zm:l |cm — Eml 0

Lorsque H est positif, cet algorithme ne conserve pas nécessairement la po-
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sitivité. Nous donnons les propriétés entrée-sortie de cet algorithme lorsque
les ¢,, sont calculés exactement.

Proposition 30 Soit H un filtre diffusif et H le filtre obtenu par Ualgo-

rithme issu des représentations diffusives, dans lequel les coefficients c,,

sont calculés exactement.

a. H est un filtre rationnel stable.

b. Si p est de signe constant, les poles et les zéros sont alternés.

c. A n firé et lorsque M — oo, la réponse impulsionnelle de H vérifie
ﬁn — hy,.

d. A we]—m,x\{0} fizé, H(e™) — H(e™).

Preuve

b. Le numérateur de 7:[(,2) est un polynéme de degré M qui change M fois de
signe entre les points z — —oo, p1...pnp et z = F00.

c. 1l suffit d’appliquer la proposition 29 & u, = {1...0...}.

d. En reprenant la démonstration du théoréme 8 (p. 142). On choisit w, =

¢£|-—Nei6n1{0---N}’ et de montrer qu’alors 25:0 Upyn converge vers H(e™)

grace au noyau de Féjer ky(w) qui converge vers un Dirac quand N — oo.
De méme Zr]j:o Unin converge vers H(e™). Soit € > 0, il existe N tel que
|erj:0 Unyn — H(e™)| < €. Selon la proposition 29, il existe des poles p ... pus
tels que pour tout n < N, |y, — Un| < €. L'entrée choisie étant bornée, on a
donc prouvé la convergence de H(e™) vers H(e™).

O

Les algorithmes d’approximation MA, AR et celui issu des réalisations dif-
fusives et notés DIFF sont testés sur %! . La premiere expérience consiste
a faire passer une suite qui prend aléatoirement ses valeurs parmi {—1,1} ) a
travers H ' et son approximation (cette suite est parfois appelée bpsk). La
différence des deux sorties peut alors étre considérée comme un bruit, ce qui
nous permet de mesurer le rapport signal sur bruit. La figure C.1 retrace le
résultat des simulations pour les trois algorithmes (p; et pys sont choisis par
optimisation d’un critere (i.e. -2 (hy — hy,)?) et par suite dépendant aussi
de ). Le rapport signal sur bruit de I’algorithme issu des représentations
diffusives est entre 25 et 50 dB pour 5 poles. Un tel rapport signifie que
I’algorithme est correct pour une utilisation standard : les erreurs sont sta-
tistiquement peu fréquentes. Cet algorithme est aussi plus robuste vis a vis
de .

La deuxiéme expérience concerne la norme ||h,n—iAz,n||l1(N) = N 1 — Bl
Cette norme garantit une certaine précision de la sortie :

Y < N Yo = Gl < 1 — hallng max [u,| (C.2)

Lorsque o > 0 (H'! est alors instable), cette norme dépend fortement
de N : ||hy — hy|ln(w) diverge quand N — +o0. En effet H est stable et
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donc h,, = O(L). Dapres (1.1) hET ~ ﬁn%a D’ol1 & une constante de

proportionalité pres ||h, — ilnHll(N) ~ N®. La figure C.2 indique I’horizon
N pour lequel cette norme vaut 0.1 en faisant varier v et M (p; et py sont

choisis par optimisation d’un critere (i.e. 3.0 (hy — hn)?)).

100

90 -

80

F1G. C.1 — Les algorithmes d’approximation sont testés sur H'! en faisant varier a sur ’axe
des abscisses. RD(A) désigne 'approximation issue des représentations diffusives, MA(+) la
réponse impulsionnelle tronquée et AR(0) le filtre inversé tronqué et encore inversé.

En ordonnée est indiqué le rapport signal sur bruit en dB. Le bruit est ’erreur quadratique
moyenne entre la sortie exacte et la sortie approximée lorsque ’entrée est une succession
aléatoire de +1 et de —1.

2 alpha=0.4

10
—A— RD
—— AR
—=— MA

10°}

10"}

10°

5 10 15

Fic. C.2 — Les algorithmes d’approximation sont testés sur HI/ en faisant varier a et
le nombre de poles M. RD(A) désigne 'approximation issue des représentations diffusives,
MA(+) la réponse impulsionnelle tronquée et AR(o) le filtre inversé tronqué et encore inversé.
En ordonnée, N est la longueur de I’entrée pour laquelle 'algorithme d’approximation garantit
que Vn < N |yp, — gn| < 0.1% gza§|un| .

A gauche, M = 5 et a est sur Taxe des abscisses. A droite, @ = 0.4 et M est sur Paxe des
abscisses.

La figure C.6 et C.7 montrent qu’en se limitant a 10 poles, I'approxima-
tion issue des réalisations diffusives est plus précise pour les temps longs
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que les approximants de Padé avec 10 poles. Sur la figure C.6, la réponse
impulsionnelle est plus précise pour n > 150, et sur la figure C.7 la réponse
fréquentielle est plus précise pour w < 10~2. La figure C.3 rappelle que
quand on approxime (1 — 2 1)"%% les poles et les zéros sont alternés sur
[0, 1].

0.5

PADE DIFF

0.5 0.5

0 Ox O x Ox

_1 L L L ) L L L )
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 0.5 1

F1c. C.3 — Emplacement des péles et des zéros des différents filtres rationnels MA, AR,
PADE, DIFF approchant (1 — z71)=%% (10 poles et 10 zéros).

Lorsqu’on cherche une approximation plus précise, on a des problemes
comme pour les approximants de Padé. Le dernier pole devrait étre choisi
tres proche de p = 1 pour avoir plus de précisions aux temps longs, mais
dans ce cas il est difficile de calculer précisément cp;. La simulation 8.3
(p. 115) nécessite I'approximation de ¢, (p), nous avons donc utilisé le pro-
gramme approximationl.m avec 300 poles et les coefficients c¢,, sont ap-
prochés par i(pm) (pm1 — pm1).

Pour les autres simulations qui ne requiérent pas de simuler ¢, (p), nous
avons d’autres algorithmes qui sont des interpolations linéaires et qui fonc-
tionnent précisément avec un nombre tres élevé de points d’interpolation.
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C.3 Algorithmes utilisés pour faire les simu-
lations

Nous supposons ici le symbole diffusif connu analytiquement ou connu pré-
cisément. Trois algorithmes fondés sur le méme principe sont exposés, ils
utilisent la linéarité par rapport a p des relations donnant h,,, H(z) et V,.
Nous désignerons ces algorithmes par le terme interpolation. La convergence
des deux premiers algorithmes est démontrée. Ces algorithmes fonctionnent
bien en fait seulement pour a < 0.5. Une nouvelle version est proposée pour
a > 0.5.

Les formules (1.5), (1.6) et (1.14) sont transposées numériquement sous la
forme des programmes mu2hn.m (p. 162) muz2h (p. 163) et mu2vm (p. 165).
Ces trois formules sont des intégrales & poids : (p"~! pour (1.5), lep pour
(1.6) et ﬁ pour (1.14)). L’idée consiste a approcher p par une fonction af-
fine par morceau [ coincidant avec p sur un réseau de points uniformément
répartis sur [—1,1] ou sur [0, 1]. Les deux premiers programmes se réduisent
a un produit matriciel avec des matrices calculées préalablement, tandis que
le troisieme est un produit de convolution avec une réponse impulsionnelle
calculée préalablement.

Les trois approximations constituent en fait un méme nouveau filtre qui
est encore de dimension infinie. Si ce filtre avait été de dimension finie, sa
fonction de transfert aurait comporté des poles a 'intérieur du cercle unité
et aurait été donc une mauvaise simulation du véritable prolongement de
la fonction de transfert.

La proposition 31 en annexe (p. 156) prouve que lorsque p est C° et
décroissante sur un voisinage de p = —1 et croissante sur un voisinage
de p = 1 alors les deux premiers algorithmes d’approximation convergent
lorsque le nombre de points du réseau tend vers l'infini, n et z étant fixés.
( La proposition s’applique aux deux algorithmes avec f(p) = p"~' puis
avec f(p) = lep ). Comme Dillustrent les filtres étudiés (K5, HB!, HN et
HUN) I’hypothese sur p est en général vérifiée.

Proposition 31 Soient f une fonction bornée, u une fonction L'(—1,1)
et [rq,rq) un intervalle contenu dans [—1,1]. Soit [i la fonction affine par
morceaur qui coincide avec p sur un réseau de points réqulierement espacés
dans [ry,rq) noté {p1 ... pp}.

Si les hypotheéses suivantes sont vérifices :

(H1) p est continue sur |ry, rq],

(H2) (p—rg)u(p) = 0 quand p — 1y et (ra — p)u(p) — 0 quand p — 1y,
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rq
alors lim / |f] | — ildp = 0.
P—+oo J,

Commentaire La démonstration est un peu délicate parce que

p € LY(—1,1) n’implique pas que son approximation f sur un réseau de
points soit majorée par une fonction dans L' indépendamment de ce réseau.
Il a fallu donner des conditions supplémentaires sur g pour s’assurer que sa
somme de Riemann converge.

Preuve Classiquement p est supposé C' ou C? sur [ry,74] et une inégalité
des accroissement finis conduit & une majoration de I’erreur. L’idée de la démons-
tration consiste ici a controler le comportement de /i au voisinage de ry et de ry
puis d’utiliser la continuité uniforme de p hors de ces voisinages.. La démonstra-
tion est ici faite pour rg = —1 et vy = 1, une transformation affine permet de
retrouver le cas général.

L’intervalle [—1, 1] est découpé en trois parties dépendantes de p > 0 : [-1,1] =
[—1, —o]U[—0, 0] Ule, 1]. La définition de i et la formule des trapeézes prouvent
que f_ll |ft|dp = PLHZP |1t(pp)| - On obtient alors I'inégalité suivante :

1
2
fllp — fildp < sup |f / pldp + 5— 1(pp)
/llll | HI]II |l il |1 (pp)|

pp<—0

4
—ild d
+/Qlu u|p+/ Iulp+P+1Z|upp

Pp20
SOit€2>0
* 51 2 )l < sup |(p+ ()|
pp<—e p-e
i 2 e < supl(1 = )
Pp>0

Ces deux expressions tendent vers zéro quand ¢ — 1 indépendamment de
P. De méme [° |u|dp et f_lg |p|dp convergent aussi vers zéro quand o — 1.
Il existe donc p tel que ces quatre expressions soient majorées par €, et ce
indépendamment de P.

e 4 est en fait uniformément continue sur [—p, o], il existe donc P, tel que pour

0
P> P, / |p — fildp soit majorée par e.
-0

O

Au voisinage de p = +1, le comportement asymptotique de p vérifie en
général existence de a < 1 tel que u(p) = O (]| pF 1|7%). Les programmes
mu2hn.m (p. 162) et muz2h.m (p. 163) sont en pratique utilisables jusqu’a
|| < 0.5 et ne peuvent donc pas s’appliquer & HEL, HB! et HIN lorsque
la] > 0.5. En fait dans ces cas-la, o et fi sont des symboles diffusifs de
filtres tres différents.

Pour remédier a ce probleme, la solution en analyse numérique consiste a
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oter de p son asymptote en p = py. L’autre solution utilisée par [Hel00]
consiste a raffiner le réseau de points autour de la singularité de p,. L’in-
formation contenue dans h; = f_ll w(p) dp suffit en général a rajouter I'in-
formation qui manquait a /. (1.5) et (1.6) s’écrivent différemment, en rem-
plagant les intégrales de poids p par des intégrales de poids pu(p)(p — po) -

Proposition 32 Soit H un filtre diffusif et po € [—1,1] H se met sous la
forme :

hy 2! 21 () (e — po)
= h d C.3
M) R poz~! = pOZ_l/—l z=p P (©3)

La réponse impulsionnelle s’écrit en fonction de h, = fjl w(p)(p— po)p™ tdp

= [ nlp)dp (.4
Vn>2 h, = hpy !+ pg’liﬁn '
odi est le produit de convolution a temps discret.
Preuve Selon (1.6)

b pu(p)dp 1 [ plp)dp
M) —ho = [ BOP D [ O )k (- )

-1 =P Z—=poJ1 2P
Il suffit de scinder I’expression entre crochets et de remplacer fjl p(p)dp
par hy pour obtenir (C.3).
(C.4) s’obtient a partir de (C.3) en remplagant les produits entre fonctions
par des produits de convolution entre suites. O

Cette proposition permet aux programmes mush2hn.m (p. 163) et mushz2h.m
(p. 164) de simuler numériquement les réponses impulsionnelles et les fonc-
tions de transfert des filtres dont le symbole diffusif a une singularité im-
portante. La convergence de ces algorithmes est aussi prouvée grace a la
proposition 31.

D’une maniere générale ces programmes sont plus cotiteux en temps de
calcul que les méthodes classiques d’intégration. La figure C.4 montre que
la réponse impulsionnelle peut étre évaluée de facon précise a condition
d’utiliser le programme mush2hn.m (p. 163) en choisissant py en fonction
du lieu de la singularité de p (ie. pp = 1 si @« > 0et pp = 0si a <
0. La figure C.5 représente l’erreur commise par le programme mu2vm.m
(p. 165) pour prédire la valeur de continuité V,r: de HI! pour v = 0.5 avec
10000 points : I’erreur est essentiellement localisée proche de la singularité,
néanmoins le graphique 2.3 (p. 44) montre que ce programme peut quand
meme éetre utilisé pour évaluer le comportement asymptotique.
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a

F1Gc. C.4 — Erreur en norme ' de P’évaluation de la réponse impulsionnelle & partir du
symbole diffusif de H¥! en fonction de a €] — 1,1[\{0}. La courbe (+) est obtenue avec le
programme mu2hn.m. Les courbes (>) et (<) ont été obtenues avec le programme mush2hn.m
avec les singularités respectivement en po =1 et en po = 0. Le symbole diffusif p est décrit par
5000 points et I’évaluation se fait sur 200 pas.

10°

10" | E

10°

1

10~

107

3

10~ . . . . . . . . .
(o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. C.5 — Différence entre la vraie valeur de continuité V,:(p) et la valeur de continuité
simulée par le programme mu2vm.m pour a = 0.5 et p € [0, 1].

Les figures C.6 et C.7 montrent qu’avec une complexité beaucoup plus
grande, les algorithmes de type interpolations que nous avons présentés
dans ce paragraphe sont plus précis que les approximants de Padé et que les
algorithmes issus des réalisations diffusives, présentés dans les paragraphes
précédents.
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MA,AR

I I I I I
o 100 200 300 400 500 600

Fi1c. C.6 — Erreur sur chaque terme de la réponse impulsionnelle de (1 — z=1)~%4 par les
différentes approximations rationnelles MA, AR, PADE, DIFF avec 10 poles et 10 zéros.
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Fi1G. C.7 — Module de Perreur sur la réponse fréquentielle de (1 — z71)~%4 par les différentes
approximations rationnelles MA, AR, PADE, DIFF avec 10 poles et 10 zéros.



Annexe D

Programmes

Les simulations présentées sont obtenues avec Matlab. Elles utilisent les pro-
grammes qui suivent. Le programme nom2mu.m donne le symbole diffusif p
de chacun des filtres HI'T, HIN HBI HUN cités en chapitre 1. Les pro-
grammes mu2hn.m, muz2h.m et mu2vm.m évaluent h,, H(z) et V, a partir de
p (cf : chapitre C). Les programmes mush2hn.m et mushz2h.m évaluent h,,,
H(z) a partir de p lorsque p est singulier en r = ¢ (cf : chapitre C), ces pro-
grammes font respectivement appel aux programmes mu2hn.m et muz2h.m.
Le programme approximation.m calcule une approximation en dimension
finie H d’un filtre diffusif & partir de p (cf : chapitre C). Le programme
ishnpositif.m détermine si un filtre de réponse impulsionnelle hn est po-
sitif (cf : chapitre 3).

Notations

Le symbole diffusif x4 est donné sous la forme d’un vecteur ligne mu. La
réponse impulsionnelle hn est donnée sous la forme d’un vecteur ligne dont
le premier terme est hy et le dernier terme est indexé par HORIZON+1. Le
vecteur r est le réseau de points couvrant I'intervalle [—1,1] ou [0, 1] . Notons
ce réseau 1, avec p € {—P...—11... P} (respectivement p € {1...P}),
cet ensemble est noté . Appelons A, les fonctions triangles de support
[7p—1,7p+1] et de sommet Ay(r,) = 1. p est approchée par la fonction affine

par morceau fi(r) = > p p(ry)Ap(r) .

Programme 1 nom2mu.m

Le programme nom2mu.m donne le symbole diffusif des filtres cités en cha-
pitre 1. Ces symboles diffusifs sont ici notées mu et sont données sous la forme
d’un vecteur correspondant aux valeurs prises en P points régulierement
répartis sur [—1, 1]. Les formules utilisées sont issus de (p. 27), (1.8), (1.7)
et (1.12).

Variables en entrée :

nom est une chaine de caractere indiquant le nom du filtre.
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Programmes

alpha est un réel dans | — 1,1[\{0} correspondant a a.
P est un entier.
Variables en sortie :
mu est un vecteur ligne de taille 2P + 1, ce sont les 2P + 1 valeurs prises
par p sur un réseau de points régulierement espacé dans [—1, 1].
rho est un vecteur ligne de méme taille, c’est le réseau de points.
Ezemple :
I'instruction plot(nom2mu(’FI’,0.4,300)) ; trace le symbole diffusif de
HEL,
function [mu,rho]=nom2mu(nom,alpha,P)
rho=[-fliplr(1:P) (1:P)]./(P+1); rhop=rho(rho>0);
if strcmp(nom,’UN’) mu=rho>0; mu=[zeros(1,P) mu];
elseif strcmp(nom,’LN’)
mu=sin(alphax*pi)/pi*(log(1l./rhop))." (-alpha);
mu=[zeros (1,P) mul;
elseif strcmp(nom,’FI’)
mu=rhop.~alpha.*(1-rhop) ." (-alpha) .*sin(alpha*pi)/pi;
mu=[zeros(1,P) mu];
elseif strcmp(nom,’BI’)
mu=2. " (-alpha) .*(1+rho) . “alpha;
mu=mu.* (1-rho) .~ (-alpha) . *sin(alpha*pi) /pi;
else display(’erreur dans le programme nom2mu.m’); mu=Nal;
end;

Programme 2 mu2hn.m
Le programme mu2hn.m évalue la réponse impulsionnelle par

1 1
hy :/ p(r)r™tdr = Zu(rp)/ Apy(r)r"tdr ot n>1 gracea (1.5).
~1 s ~1
L’expggssion intégrale est calculée préalablement :

ﬁ ((rpe) iy = 20(rp)rp ™ + p(rp—1)rpt]) . Le programme évalue
numériquement cette expression. Cela ne peut pas étre fait completement
vectoriellement faute de place mémoire. Ce programme fonctionne bien si
les éventuelles singularités de p ne sont pas trop fortes, sinon il faut utiliser
le programme mush2hn.m.

Variables en entrée :

hO est un réel.

mu est un vecteur ligne correspondant au symbole diffusif p.

HORIZON est un entier, c’est le nombre de points sur lesquels doit étre cal-
culé h,.

Variables en sortie :

hn est un vecteur ligne correspondant a la réponse impulsionnelle du filtre
diffusif de symbole diffusif p. Le premier terme est hg.
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Ezxemple :
I'instruction stem(mu2hn (1,nom2mu(’FI’,0.4,1000),20)) ; trace laréponse
impulsionnelle de HT.
function hn=mu2hn(hO,mu,HORIZON)
P=length(mu) /2;
r=(1:P)./(P+1); r=[-fliplr(r) rl;
rp=[r(2:end) 1]; rm=[-1 r(1:(end-1))];
hp=mu.*rp; hm=mu.*rm; h=mu.*r; hn=[];
for n=1:HORIZON

hp=hp.*rp; h=h.*r; hm=hm.*rm;

hn=[hn sum(hp-h+hm-h)];
end;
hn=(1+P) ./ (1:HORIZON) ./(2: (HORIZON+1)) .*hn;
hn=[h0 hn];

Programme 3 mush2hn.m

Le programme mush2hn.m requiere la connaissance aussi de hy et utilise la
relation h; = f_ll p(r)dr pour évaluer la réponse impulsionnelle d’un filtre
dont le symbole diffusif p est singulier en r = rs grace a (C.4). Ce pro-
gramme fait appel au programme mu2hn . m.

Variables en entrée :

hO, h1 sont des réels.

mu est un vecteur ligne.

HORIZON est un entier, c’est le nombre de points sur lesquels doit étre cal-
culé h,,.

rs est un réel dans [—1,1].

Variables en sortie :

hn est un vecteur ligne correspondant a la réponse impulsionnelle du filtre
diffusif de symbole diffusif p. Le premier terme est hg.

Ezxemple :

I’instruction stem(mus2hn(1,0.4,nom2mu(’FI’,0.4,1000),20,1)) ; trace
la réponse impulsionnelle de HZ.

function hn=mush2hn(h0,hl,mu,HORIZON,rs)

hP=length(mu)/2; r=(1:hP)./(hP+1); r=[-fliplr(r) r];
mu=mu.*(r-rs) ;

hni=mu2hn (0,mu,HORIZON) ;

rsn=[0 rs.~(0: (HORIZON-1))];

hn=filter(rsn,1,hnl)+rsnxhl; hn(1)=ho;

Programme 4 muz2h.m
Le programme muz2h.m évalue H(z) d

H(z) = /_1 %dp = z:u(pp)/_1 /z\pf(p;dp avec z & [—1,1] (u est sup-

peP

)

apres (1.6) par
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posée connue sur [—1, 1]). L’expression intégrale est calculée préalablement :
Y(2(P+1) —p) ot T(2) = —zln(z£5) + In(21) est une fonction holo-
morphe sur |z| > 1. Le programme évalue numériquement ces deux ex-
pressions. Cela ne peut pas étre fait complétement vectoriellement faute de
place mémoire. Ce programme fonctionne bien si les éventuelles singularités
de i ne sont pas trop fortes, sinon il faut utiliser le programme mushz2h .m.
Variables en entrée :
mu est un vecteur ligne.
z est un vecteur ligne composé de complexe.
Variables en sortie :
H est un vecteur ligne de meéme taille que z, c’est I’approximation de la
fonction de transfert H aux points de z.
Ezemple :
I'instruction plot (-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01,...
angle (1+muz2h (nom2mu(’FI’,0.4,1000), ...
exp(sqrt(-1)*x(-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01))))) ; trace le diagramme de
phase de H.
function H=muz2h(mu,z)
P=length(mu)/2;
z=z(:).’; mu=mu(:).’;H=[],
for j=1:length(z)
zp=[(P+1)*(z(j)+1)-(1:P) (P+1)*(z(j)+1)-(P+2): (2*P+1)];
Ups=-zp.*log((zp.~2)./(zp."2-1))+log((zp+1)./(zp-1));
H(j)=sum(mu.*Ups) ;
end;

Programme 5 mushz2h.m

Le programme mushz2h .m requiere la connaissance de h; et utilise la relation
hy = f_ll p(r)dr pour évaluer la prolongement analytique de la fonction de
transfert d’un filtre dont le symbole diffusif x4 est singulier en r» = rs grace
a (C.3).

mu est un vecteur ligne.

z est un vecteur ligne composé de complexe.

hO, h1 sont des réels.

rs est un réel dans [—1,1].

Variables en sortie :

H est un vecteur ligne de meéme taille que z, c’est I’approximation de la
fonction de transfert H aux points de z.

Ezemple :

I'instruction plot (-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01,...

angle (muz2h (nom2mu (’FI’,0.4,1000), ...

exp(sqrt(-1)*x(-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01)),1,0.4,1))) ; trace le dia-
gramme de phase de H.
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function H=mushz2h(mu,z,h0,hl,rs)

hP=length(mu)/2; r=(1:hP)./(hP+1); r=[-fliplr(r) r];
mu=mu.*(r-rs) ;

H=hO+h1./(z-rs)+muz2h(mu,z)./(z-rs);

Programme 6 mu2vm.m
Le programme mu2vm.m évalue V, par V,(r) = > pu(pp)Va,(r) (1 est
donnée sur [0,1]). L’expression est calculée préalablement et vaut

T (r(P+1)—p) avec Y(r) = —rln (TQ"—:) +In (Z51) . T est la restriction
a R\[-1,1] de la fonction T du programme muz2h.m. Ici V, est évalué
seulement sur [0, 1] et non sur C\ [—1, 1]. Aussi il est possible d’évaluer vec-
toriellement tous les Y (r(P 4 1) — p) qui seront utilisées, ce qui forme une
suite notée Vmu_imp. Le résultat est en quelque sorte le produit de convolu-
tion de Vmu_imp avec mu. Ce procédé permet d’augmenter la résolution de
L.

Variables en entrée :

mu est un vecteur ligne correspondant a .

Variables en sortie :

vmu est un vecteur ligne correspondant a V,.

Ezemple :

I'instruction plot (1+mu2vm(nom2mu(’FI’,0.4,1000))) ; trace le graphe
de la partie réelle de H" le long de sa coupure.

function vmu=mu2vm(mu)

NB_POINTS=length (mu) ;

rhop=(1:NB_POINTS) ./ (NB_POINTS+1);

mu_b=[mu zeros(1,NB_POINTS-1)];

d=2: (NB_POINTS-1);

Ups=log((d+1)./(d-1))-d.*log(d"2./(d"2-1));

Vmu_imp=[2*1log(2) Ups];

Vmu_imp_b=[-fliplr (Vmu_imp) O Vmu_imp];

vmu=conv (Vmu_imp_b,mu_b) ;

vmu=vmu ( (NB_POINTS) : (2*NB_POINTS-1));

Programme 7 approximationl.m

Le programme approximation2.m calcule une approximation en dimension
finie H d’un filtre diffusif de symbole diffusif . Le programme suppose que
p est a support contenu dans [0, 1]. r0 et rM sont le plus petit pole et le plus
grand pole qui doivent choisis par 'utilisateur ou par une fonction d’optimi-
sation. M est le nombre de poles de 'approximation. Le programme calcule
rho (1. 1-2) qui est I’ensemble des poles et aussi les éléments diagonaux de A
dans (C.1). Les coefficients ¢, sont approchés par cm= 1(pm)(Pms1 — Pm-1)-
Ce programme est adapté pour permettre l'utilisation de M grand, par



166

Programmes

exemple M = 300. Variables en entrée :

r0, rM sont deux réels contenus dans [0, 1] et doivent étre donnés dans un
ordre croissant.

M est un entier, c’est la dimension de ’approximation.

mu est une chaine de caractere qui permet a la fonction matlab eval de
calculer © en n'importe quels points.

Variables en sortie :

rho est un vecteur ligne, ce sont les poles de ’approximation.

cm est un vecteur ligne, ce sont les résidus associés a chaque pole.
Ezxemple :

mu="rho.~0.4.%(1-rho) .~ (-0.4)*sin(0.4*pi) /pi’;
[rho,cm]=approximation(0.01,0.9999,20,mu) ;
Ces instructions calculent Papproximation de H7.
function [rho,cm]=approximationl(r0,rM,M,mu)
ex=(log(rM)/log(r0))~(1/(M-1));
rho=[r0 r0. (ex.”"(1:(M-1)))];
mu_val=eval (mu) ;
rhoe=[0 rho 1]; rp=rhoe(3:end); rm=rhoe(l:end-2);
cm=mu_val.*(rp-rm)/2;

Programme 8 approximation2.m

Le programme approximation2.m calcule une approximation en dimension
finie H d’un filtre diffusif de symbole diffusif . Le programme suppose que
@ est a support contenu dans [0,1]. r0 et rM sont le plus petit pole et le
plus grand pole qui doivent choisis par l'utilisateur ou par une fonction
d’optimisation. M est le nombre de poles de 'approximation. Le programme
calcule rho (1. 1-2) qui est I’ensemble des poles et aussi les éléments diago-
naux de A dans (C.1) et cm le vecteur d’observation C (1. 12). La matrice
MU2CM= [ 1l ApAmdp]p’m sert d’intermédiaire de calcul. Si u est singuliere en
p=1ouen p=0 les conséquences sur le calcul de cm ne sont pas génantes.
Le programme n’est pas prévu pour le cas ou p est singuliere ailleurs. Dans
ce cas la connaissance de h; permettrait seulement d’améliorer la moitié du
calcul d’une composante de C.

Variables en entrée :

r0, rM sont deux réels contenus dans [0, 1] et doivent étre donnés dans un
ordre croissant.

M est un entier, c’est la dimension de I"approximation.

mu est un vecteur ligne correspondant a .

Variables en sortie :

rho est un vecteur ligne, ce sont les poles de ’approximation.

cm est un vecteur ligne, ce sont les résidus associés a chaque pole.
Ezxemple :
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[rho,cm]=approximation(0.01,0.99,10,nom2mu(’FI’,0.4,1000)) ;
sys=ss(diag(rho) ,ones(10,1),cm,1) ;
ltiview(’pzmap’,sys) ;
Ces instructions trace les poles et zéros de I'approximation.
function [rho,cm]=approximation(r0,rM,M,mu)
ex=(log(rM)/log(r0))~(1/(M-1));

rho=[r0 r0. (ex. (1: (M-1)))];

rhoe=[0 rho 1];

mu=mu(:)’; P=length(mu); p=(1:P);

MU2CM=zeros (M,P) ;

for m=1:M

rm=rhoe(m); r=rhoe(m+1); rp=rhoe(m+2);

pl=p((p/(1+P)-rm) .*(p/ (1+P)-r)<0);

if “isempty(pl)

MU2CM(m,pl1)=(p1/(1+P)-rm)/(r-rm); end;

p2=p((p/ (1+P)-r) .*x(p/ (1+P)-rp)<0) ;

if “isempty(p2) MU2CM(m,p2)=MU2CM(m,p2)+(rp-p2/(1+P))/(rp-r); end;
end;

cm=(MU2CM*mu’) ’/ (P+1) ;

Programme 9 ishnpositif.m

Le programme ishnpositif.m consiste a déterminer si la réponse impul-
sionnelle hn correspond a un filtre positif ou non. L’algorithme consiste a
transformer la relation entrée-sortie en un produit matriciel avec H_T et re-
garder si la plus petite valeur propre est positive.

Variables en entrée :

hn est un vecteur ligne dont le premier terme est hg

Variables en sortie :

test est un entier valant 1 si le filtre de réponse impulsionnelle hn est po-
sitif et O sinon.

Ezxemple :

hn=mu2hn (1,nom2mu(’FI’,0.4,1000),20) ;

if ishnpositif(hn) sprintf(’H.FI est positif’), end ; Cesinstruc-
tions

testent la positivité de H.

function test=ishnpositif (hn)

hn=hn(:).’;

hn=hn.*[1 0.5%ones(1,length(hn)-1)];

H_T=toeplitz(hn);

test=min(eig(H_T))>0;



