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Introduction

Cette th�ese trâ�te de l'�etude des �ltres causaux non rationnels et �a temps
discret : la fonction de transfert de tels �ltres n'est pas une fraction ration-
nelle, et leur r�eponse impulsionnelle est in�nie et n'est pas une combinaison
lin�eaire de suites g�eom�etriques. L'outil que nous nous proposons d'utiliser est
les repr�esentations di�usives et cet outil s'applique �a certains �ltres, dits dif-
fusifs : ces �ltres se mettent sous la forme d'agr�egation continue de �ltres au-
tor�egressifs d'ordre 1, leur r�eponse impulsionnelle est une somme continue de
suites g�eom�etriques.

Applications des �ltres non rationnels �a temps discret dans
la litt�erature

Les di��erences fractionnaires et plus g�en�eralement les �ltres non rationnels
font l'objet d'une �etude th�eorique (cf [SKM87] et [Mat01]). Les applications des
�ltres non rationnels se regroupent en trois domaines.

Certains �ltres non rationnels ont �et�e introduits pour faciliter l'�etude et la
simulation des op�erateurs d'int�egration et de d�erivation fractionnaires. Ainsi les
formules de Gr�unwald-Letnikov ont permis de d�e�nir l'int�egration fractionnaire
comme le rappelle [Pod99, chapitre 2] : pour une fonction u(t) localement som-
mable, l'int�egration fractionnaire de u d'ordre � 2]0; 1[ est la fonction donn�ee
point par point, par :

I�[u](t) = lim
T!0

E[ t
T
]X

k=0

hFIk T �u(t� kT ) (1)

o�u E[ t
T
] est la partie enti�ere de t

T
et hFIk est la r�eponse impulsionnelle des

di��erences fractionnaires d'ordre ��. C'est un �ltre causal dont la fonction de
transfert est (1 � z�1)��, jzj > 1, ce �ltre est not�e HFI et servira d'illustration
tout au long de la th�ese (cf : exemple 1 p. 24).

Les m�ethodes �a pas multiples d'ordre fractionnaire, (cf : [Lub86]), approxi-
ment l'int�egration fractionnaire et aussi des op�erateurs pseudo-diff�erentiels en
utilisant d'autres �ltres non rationnels �a temps discret (voir [Hel00]). Par exemple

les �ltres causaux de fonctions de transfert
�
1
2
(1� z�1)(1 + z�1)�1

���
, ou (25

12
�
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4z�1 + 4z�2 � 4
3
z�3 + 1

4
z�4)��, pour jzj > 1, sont deux autres approximations de

l'int�egration fractionnaire mais, qui sont d'ordre plus �elev�e que (1 � z�1)��. Le
premier �ltre est not�e HBI et servira aussi d'illustration (cf : exemple 2 p. 24).

Dans l'article [Hur51], il est montr�e que le dimensionnement du barrage sur
le Nil en Egypte doit être �evalu�e �a partir de donn�ees statistiques sur le niveau
des crues sur des milliers d'ann�ees et non sur une centaine d'ann�ees. La n�ecessit�e
de connâ�tre un tr�es grand nombre de donn�ees pass�ees traduit le ph�enom�ene de
m�emoire longue.

De tels processus al�eatoires xn peuvent être g�en�er�es �a partir d'un bruit blanc
gaussien not�e ici "n pass�e �a travers un �ltre �a temps discret de r�eponse impul-
sionnelle hn.

xn =
nX

k=0

hn�k"k (2)

Un processus al�eatoire est dit �a m�emoire longue lorsque l'autocorr�elation
E(
P1

n=0 xnxn+k) n'est pas une suite sommable ou lorsque sa densit�e spectrale
(transform�ee en Z de cette autocorr�elation) est singuli�ere en ! = 0 (o�u E d�esigne
l'esp�erance math�ematique). Simultan�ement dans [Gra80], [GJ80] et [Hos81], il a
�et�e propos�e de g�en�erer de tels processus avec (2) en prenant pour hn la r�eponse
impulsionnelle de HFI . Dans [Gra80] il a aussi �et�e montr�e que si hn = 1

�(�)
n��1

alors (2) g�en�ere aussi un processus al�eatoire �a m�emoire longue. Nous appelons
HLN le �ltre d�e�ni par cette derni�ere r�eponse impulsionnelle et il servira aussi
d'illustration. HLN et HFI permettent de g�en�erer des processus al�eatoires dont
le comportement asymptotique de la densit�e spectrale est proportionnel �a !�2�

quand ! ! 0.

Dans [WG78], l'apparition des tâches solaires est aussi mod�elis�ee par un pro-
cessus al�eatoire �a longue d�ependance. L'autocorr�elation de ce processus pr�esente
des oscillations dont l'amplitude d�ecrô�t lentement. La densit�e spectrale est sin-
guli�ere en une fr�equence ! = !0 6= 0 et non plus en ! = 0. [GZW86] montrent
que ces processus peuvent être g�en�er�es par (2) o�u hn est la r�eponse impulsionnelle
de (1� 2 cos(!0)z

�1 + z�2)��. Ces processus sont dits Gegenbauer, et ces �ltres
peuvent aussi avoir une repr�esentation di�usive mais sous une forme g�en�eralis�ee,
dite de deuxi�eme esp�ece, (cf : [DHM00] et [Hel00, x8.2]).

Dans [Lin91], il est propos�e de g�en�erer des processus al�eatoires dont le com-
portement asymptotique de la densit�e spectrale s'�ecrit sous la forme de L(!)!�2�

o�u L(!) est une fonction lentement variante (i.e. L(!)!1 et 8k > 0; L(k!)
L(!)

! 1

quand ! ! 0).

Plus g�en�eralement une litt�erature importante est consacr�ee �a l'�etude de tels
processus al�eatoires. Dans [Vat98, p. 127{134], des algorithmes sont propos�es pour
g�en�erer ces processus al�eatoires. L'article [GD96] est une synth�ese des mod�eles
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qui existent pour d�ecrire ces longues d�ependances.

Si on consid�ere, �
xk+1 = axk + b

Pn
j=1 u

j
k + "k+1

y
j
k = xk + �

j
k

o�u "k et �
j
k sont des bruits blancs gaussiens ind�ependants, xk est l'�etat et u

j
k est

le contrôle e�ectu�e par l'agent j connaissant l'information yj0 : : : y
j
k. Alors, selon

[WR74] le meilleur contrôle lin�eaire possible e�ectu�e par l'ensemble des agents
est donn�e par une fonction de transfert non rationnelle.

Etat de l'art sur les repr�esentations di�usives

L'id�ee des repr�esentations di�usives, �a savoir chercher �a repr�esenter un op�e-
rateur non-standard par une agr�egation continue de dynamiques d'ordre 1, n'est
en fait pas nouvelle. Cette id�ee a �et�e propos�ee par [GJ80] pour repr�esenter le
processus al�eatoires Xn form�e �a partir de (2) quand hn est la r�eponse impul-
sionnelle de HFI . Plus pr�ecis�ement, dans cette optique, on consid�ere K proces-
sus al�eatoires ind�ependants g�en�er�es par (1) o�u, pour chaque processus al�eatoire,
hn est une r�ealisation d'un tirage al�eatoire suivant une loi B�eta. Ces processus
sont ind�ependants et il est montr�e que la moyenne de ces processus tend vers Xn

lorsque K !1. Cette id�ee a aussi permis �a [VDO95] de repr�esenter les processus
de Gegenbauer. Cette id�ee se distingue n�eanmoins des repr�esentations di�usives
en ce que, sur l'exemple d�evelopp�e par [GJ80], la moyenne des hn ne co��ncide pas
avec la r�eponse impulsionnelle de HFI .

Cette id�ee d'agr�eger des dynamiques d'ordre 1 est classique en visco�elasticit�e.
En e�et, le noyau de convolution h(t) liant la contrainte et la d�eformation est ap-
pel�e la fonction de relaxation et est exprim�e en fonction d'un spectre de relaxation
H(�) (cf [Chr82, ch. 1]) :

h(t) =

Z 1

0

H(�)e�
t
� d� (3)

D'ailleurs les op�erateurs di�usifs fractionnaires sont utilis�es en m�ecanique des
milieux continus et cette repr�esentation �a permis de le justi�er (cf : [Rou53]).

Ce spectre de relaxation est aussi introduit, par [GM97], sur des exemples
d'op�erateurs diff�erentiels fractionnaires et, ce spectre est appel�e fonction spectrale.
Les fonctions de transferts de ces op�erateurs sont analytiquement prolong�ees sur
C nR� et la transform�ee inverse de Laplace des fonctions de transfert d'op�erateurs
diff�erentiels est faite avec un contour d'int�egration particulier appel�e Hankel qui
n'entoure que R� .

L'existence de ce spectre est d�emontr�ee par le th�eor�eme de Bernstein (cf :
[Wid46]) sous des hypoth�eses particuli�eres sur la r�eponse impulsionnelles (h(t)
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continue sur [0;+1[, h(t) C1 sur ]0;+1[ et 8n � 0; (�1)nh(n)(t) � 0) ; h(t)
est alors dite compl�etement monotone. Ce r�esultat permet �a [BBF74] d'�ecrire
une r�ealisation en dimension in�nie pour ces syst�emes, cette r�ealisation est ce
que nous app�elerions une r�ealisation di�usive. Ces id�ees ont �et�e appliqu�ees �a la
visco�elasticit�e dans [DM88] �a l'aide des semi-groupes continus (voir par exemple
[CZ95]) et dans [Sta94] o�u la dissipativit�e entrâ�ne le caract�ere bien pos�e du
syst�eme, (voir par exemple [WST01]).

Math�ematiquement, une fonction ainsi d�e�nie par une agr�egation d'op�erateurs
autor�egressifs d'ordre 1 est une int�egrale de Cauchy, dont certaines propri�et�es
sont expos�ees dans [NAC84] et dans [Mus92]. En �electrostatique les potentiels
double couches s'expriment aussi avec un formalisme semblable (cf [DL84, p. 353],
[Mus92, p.23-25]). Un historique sur les int�egrales de Cauchy se trouve dans
[Gak66, p.75-76].

L'�etude des repr�esentations di�usives est l'objet d'une th�ematique de re-
cherche d�evelopp�ee par le groupe de travail1. Les op�erateurs non-standard vis�es
par les repr�esentations di�usives sont en fait des op�erateurs pseudo-diff�erentiels,
leur th�eorie a �et�e �elabor�ee d'abord dans [Mon98] puis dans [Mon00b] (de nom-
breuses simulations se trouvent par exemple dans [DM00]). Les r�ealisations di�u-
sives (au sens de la th�eorie des syst�emes) transforment une �equation pseudo-diff�e-
rentielle avec des op�erateurs h�er�editaires en une �equation di��erentielle du premier
ordre sur un espace de Hilbert de dimension in�nie. Cette structure permet une
analyse de la stabilit�e interne et fournit une m�ethode naturelle pour approxi-
mer les solutions (cf [Hel00]). Des extensions aux �equations temps-variantes et
non-lin�eaires ont �et�e envisag�ees (cf : [AMM00a] et par exemple [Sor00] pour les
op�erateurs �a hyst�er�esis).

Les applications sont diverses (cf : [MM98] et [AMM00b]). Elles concernent
l'�etude th�eorique des processus al�eatoires g�en�er�es par des op�erateurs di�usifs
(cf : [CC98]) et des applications sur les capteurs CCD (cf : [SLMF97]) ou sur
la simulation des turbulences du vent sur une aile d'avion [IMM00]. Un contrôle
di�usif par r�etroaction pseudo-di��erentielle a �et�e propos�e (cf : [MAM97],[Bid98]).
Un nouveau concept de robustesse est appliqu�e dans [VAMM00] : la pseudo-
invariance sous groupe de transformation. L'identi�cation d'op�erateurs di�usifs
est aussi un enjeu important (cf : [Bid98] et [GB98]).

Probl�emes examin�es dans la th�ese

Notre activit�e de recherche se concentre tout d'abord sur la mise en place
des repr�esentations di�usives �a temps discret : l'analyse asymptotique, l'�elabo-
ration d'un crit�ere de dissipativit�e. Ces outils permettent ensuite l'�etude du cou-
plage d'un �ltre di�usif avec un �ltre de rationnel dissipatif : stabilit�es et analyse
asymptotique aux temps longs. Ce travail s'est fait essentiellement �a temps discret

1le site internet est http ://www.laas.fr/gt-opd
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(i.e. sur des �ltres num�eriques) et autant avec une approche externe entr�ee-sortie
qu'avec une approche interne syst�eme.

Ces objectifs soul�event un certain nombre de questions :
� Les �ltres qui admettent une repr�esentation di�usive sont dits di�usifs.
Parmi les exemples de �ltres non rationnels cit�es ci-dessus, quels sont ceux
qui sont di�usifs ? (cf : x1.2).

� La discr�etisation d'un op�erateur di�usif �a temps continu est-elle encore
un �ltre di�usif �a temps discret ? Est-ce que cela d�epend du sch�ema de
discr�etisation ? (cf : x1.2.1).

� Est-ce que le quotient de deux �ltres di�usifs est encore un �ltre di�usif ?
(cf : x6.2).

� Connaissant le symbole di�usif, peut-on simuler le prolongement analytique
d'une fonction de transfert dans le disque unit�e ? (cf : xC.3).

� Pour un �ltre di�usif de fonction de transfert H(z) et de r�eponse impul-
sionnelle hn, �a quelles conditions H(z) et hn ont-ils le même comportement
asymptotique que la fonction de transfert et la r�eponse impulsionnelle des
di��erences fractionnaires ? (cf : x2.1 et x2.2).

� Les di��erences fractionnaires,HFI est un �ltre dit �a m�emoire longue. Existe-
t-il un contrôleur qui donne au bouclage une stabilit�e exponentielle ? (cf :
x6.2 pour un point de vue entr�ee-sortie et x8.1.3 pour une approche syst�eme).

� Pour un syst�eme coupl�e form�e d'un �ltre rationnel et de HFI , et en sup-
posant que le syst�eme soit asymptotiquement stable, est-ce que la vitesse
de convergence vers z�ero est a�ect�ee par le choix de la condition initiale
du �ltre di�usif, peut-on acc�el�erer cette convergence en choisissant un �ltre
rationnel particulier ? (cf : x8.1.3 et x6.3).

� Pour un �ltre di�usif positif, existe-t-il une r�ealisation dissipative ? (cf :
x3.2).

� Lorsqu'on rajoute un retard sur un �ltre di�usif, le nouveau �ltre n'est plus
positif ; peut-on encore utiliser la positivit�e et la dissipativit�e pour prouver
les stabilit�es entr�ee-sortie et interne d'un couplage comprenant ce �ltre ?
(cf : chapitre 4 et x7.1.2).

� Dans quelle mesure un �ltre di�usif peut-il être utilis�e comme un terme
d'amortissement qui stabilise un syst�eme instable ? (cf : chapitre 5).

Pour beaucoup de ces questions nous proposerons des conditions suÆsantes relati-
vement g�en�erales, pour d'autres nous montrons sur des exemples qu'il est possible
de r�epondre favorablement.
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Guide de lecture

Mise en place des repr�esentations di�usives �a temps discret
(chapitre 1)

Un �ltre num�erique di�usif est une superposition continue de dynamiques
classiques d'ordre 1 (i.e. de �ltres d'ordre 1). Le poids de cette superposition
est appel�e symbole di�usif (ou aussi repr�esentation di�usive) not�e � . Il s'agit
dans beaucoup d'exemples d'une fonction sommable �a valeurs r�eelles, d�e�nie sur
[�1; 1] , g�en�eralement singuli�ere en � = �1 et plutôt r�eguli�ere ailleurs. Cette mise
en parall�ele de �ltres d'ordre 1 constitue un syst�eme de dimension in�nie avec une
structure markovienne en temps. L'�etat du syst�eme est constitu�e de l'ensemble
des �etats de chacun de ces �ltres �el�ementaires. Cette r�ealisation di�usive prend
son sens dans un cadre fonctionnel hilbertien appropri�e.

Les di��erences fractionnaires (i.e. la discr�etisation de l'int�egration fraction-
naire par la m�ethode d'Euler r�etrograde) sont un exemple de �ltre di�usif. Plus
g�en�eralement il a �et�e montr�e que certaines m�ethodes de discr�etisations conservent
le caract�ere di�usif.

L'analyse de la fonction de transfert d'un �ltre di�usif montre qu'il n'est
pas exponentiellement stable en g�en�eral. Cette analyse conduit �a la propri�et�e
suivante :

� La fonction de transfert peut toujours être prolong�ee analytiquement dans
le disque unit�e avec en g�en�eral une discontinuit�e le long du segment [�1; 1] .
Et r�eciproquement, toute fonction de transfert qui peut être prolong�ee ana-
lytiquement �a l'int�erieur du cercle unit�e avec une discontinuit�e le long du
segment [�1; 1] est aussi un �ltre di�usif (sous quelques pr�ecautions tech-
niques).

Propri�et�es asymptotiques des �ltres di�usifs (chapitre 2)

La r�eponse impulsionnelle et la fonction de transfert s'expriment �a l'aide de ce
symbole di�usif via deux expressions int�egrales simples. Ces relations ainsi que
les exemples de �ltres di�usifs, permettent d'�etablir une correspondance entre
la singularit�e du symbole di�usif � en � = �1 et, d'une part, la singularit�e de
la fonction de transfert H au voisinage de z = �1 et, d'autre part, la d�ecrois-
sance lente de la r�eponse impulsionnelle hn caract�eristique du ph�enom�ene de
m�emoire longue (cf : [DM99]). Cette derni�ere correspondance porte le nom de
lemme de Watson discret. Elle montre que la caract�eristique m�emoire longue se
trouve d�etermin�ee par le comportement asymptotique de � en � = 1.
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Dissipativit�e et positivit�e des �ltres di�usifs (chapitre 3)

Pour les �ltres rationnels, un �ltre est dit positif si le diagramme de Ny-
quist (i.e. l'image du cercle unit�e par sa fonction de transfert) se trouve dans
le demi-plan complexe droit ou, de fa�con �equivalente, si la somme des produits
entr�ees-sorties est positive (la condition initiale �etant alors suppos�ee nulle). Ces
deux propri�et�es sont appel�ees positivit�e. Sous certaines pr�ecautions techniques,
les fonctions de transfert des �ltres di�usifs sont dans l'espace de Hardy not�e
H 1(E ) pour lequel cette �equivalence reste vraie. Elle permet de construire un
crit�ere de positivit�e portant sur le symbole di�usif. Ces notions sont pr�ecis�ees
dans [DM01b]. Notons que pour certains sch�emas de discr�etisation, un op�erateur
di�usif positif �a temps continu se transforme en un �ltre di�usif �a temps discret
qui reste positif.

Le lien direct, (i.e. le premier terme de la r�eponse impulsionnelle et aussi le
terme D d'une r�ealisation d'�etat (A;B;C;D) ), joue un rôle particulier �a temps
discret pour la positivit�e : un �ltre positif a toujours un lien direct strictement
positif. Contrairement aux repr�esentations di�usives �a temps continu, le lien di-
rect d'un �ltre di�usif num�erique ne d�epend pas du symbole di�usif, et les �ltres
d'ordre 1 (i.e. ceux utilis�es pour d�e�nir H) ne sont pas positifs. Aussi le crit�ere de
positivit�e �a temps discret H(z = �1) � 0 est di��erent de celui �a temps continu
(�(�) � 0), il inclut en particulier des �ltres o�u �(�) � 0 (cf : [DM99]).

A l'image de [Mon98], il a aussi �et�e montr�e que lorsque le crit�ere de positivit�e
est respect�e, la r�ealisation di�usive de ce �ltre est dissipative : une fonctionnelle
de Lyapunov est construite, et son �evolution est telle que sa variation le long des
trajectoires soit major�ee par le produit entr�ee-sortie. Rappelons que la dissipati-
vit�e d'une r�ealisation r�ev�ele la positivit�e du �ltre (cf : [Wil72]).

Tous ces outils vont être tr�es utiles pour l'�etude des stabilit�es de syst�emes
plus complexes.

Stabilit�e H
1 d'un syst�eme coupl�e, form�e d'un �ltre ration-

nel positif et d'un �ltre di�usif positif (chapitres 4 et 5)

Les propri�et�es �etablies pr�ec�edemment permettent maintenant d'�etudier la sta-
bilit�e du couplage d'un �ltre rationnel stable et positifR, coupl�e avec un �ltre dif-
fusif positif H . Ces syst�emes incluent une discr�etisation d'un oscillateur perturb�e
par un op�erateur di�usif, �etudi�e en temps continu dans [Mat98b] et [MAM00]
notamment.

Le concept de positivit�e avait permis de proposer des conjectures et de prouver
des r�esultats de stabilit�e sur le probl�eme de Lur'e �a la �n des ann�ees 60 (cf :
[ZF68]). Ce concept permet ici de prouver que la fonction de transfert du syst�eme
boucl�e, HS est dans H1 , et par suite de prouver la stabilit�e �energ�etique (i.e. si
l'entr�ee est d'�energie �nie alors la sortie est aussi d'�energie �nie, cf : [Par97,
ch. 1, p. 86]). Le th�eor�eme de Nyquist est valable en dimension in�nie, parce qu'il
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repose sur le calcul d'un r�esidu logarithmique. Cependant ce th�eor�eme suppose
en g�en�eral que les fonctions de transfert sont m�eromorphes sur un voisinage du
cercle unit�e (cf : [CZ95, p. 569]). Cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee pour les
�ltres di�usifs, mais une analyse plus �ne du d�enominateur au voisinage de z = 1
permet d'appliquer ce th�eor�eme, et ainsi de prouver que la fonction de transfert
du syst�eme boucl�e HS(z) est dans H1(E ) (i.e. HS(z) est holomorphe et born�ee
hors du disque unit�e).

Stabilit�e EBSB du syst�eme coupl�e (chapitre 6)

La stabilit�e EBSB (i.e. entr�ee-born�ee, sortie-born�ee) de HS s'appuie sur le
r�esultat pr�ec�edent (HS 2 H1(E )) et s'obtient en analysant HS dans le disque
unit�e et en particulier les asymptotiques de HS au voisinage des singularit�es.

HS a une singularit�e le long du segment [�1; 1], tout comme un �ltre di�usif.
Des arguments semblables �a ceux utilis�es dans [BP00b] montrent que HS n'a
qu'un nombre �ni de pôles stables et pas de pôles instables. Le syst�eme �etudi�e
est en fait la somme d'un �ltre rationnel N et d'un autre �ltre di�usif. C'est le
r�esultat de d�ecomposition propos�e par [Mat98b] en temps continu. Les techniques
de simulation (cf : annexe C) permettent de visualiser le symbole di�usif �S de
ce nouveau �ltre di�usif et de localiser les pôles du nouveau �ltre rationnel N .

Une correspondance est �etablie entre la singularit�e de � (non-coupl�e) et la
lente d�ecroissance de r�eponse impulsionnelle du syst�eme boucl�e HS au moyen
des r�esultats �etablis au chapitre 2. On obtient ainsi di��erents comportements
asymptotiques, suivant que R s'annule ou non en z = �1. Ces asymptotiques
prouvent que dans de nombreux cas, le syst�eme est stable EBSB. Ceci est expos�e
dans [DHM00] pour l'exemple de l'oscillateur perturb�e par un �ltre di�usif.

Stabilit�e asymptotique du syst�eme coupl�e (chapitre 7 et 8)

La dissipativit�e a permis dans [MAM97] de prouver notamment la stabilit�e
interne de syst�emes plus complexes au moyen d'une fonction de Lyapunov qui
r�ev�ele la dissipativit�e.

Le lemme de Kalman-Popov-Yacubovich (rappel�e et d�emontr�e dans [Cai88,
p. 244-261]) r�ev�ele la dissipativit�e de toute r�ealisation minimale deR. On forme la
r�ealisation du syst�eme coupl�e �a partir de la r�ealisation du �ltre di�usifH et d'une
r�ealisation minimale de R. La dissipativit�e de chacune des r�ealisations permet
de construire une fonction de Lyapunov globale qui r�ev�ele la stabilit�e interne
du syst�eme (i.e. lorsque le syst�eme est soumis �a une entr�ee nulle et avec des
conditions initiales non nulles, l'�etat du syst�eme reste contenu dans un ensemble
born�e de l'espace d'�etat de Hilbert), ceci est expos�e dans le cas d'un oscillateur
coupl�e avec un �ltre di�usif dans [DHM00].

La stabilit�e interne est en fait asymptotique (i.e. l'�etat du syst�eme converge for-
tement vers z�ero pour la norme associ�ee �a l'espace de Hilbert). En temps continu
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[Mon00a] le prouve sur un exemple. Pour le temps discret, nous adaptons certains
�el�ements de cette preuve, et faisons usage du syst�eme adjoint pour conclure. Cette
d�emonstration est expos�ee dans [DM01b] pour l'oscillateur perturb�e par un �ltre
di�usif. Elle se fait en trois �etapes :

� Une hypoth�ese de coercivit�e prouve que l'entr�ee du �ltre di�usif tend vers
z�ero.

� La stabilit�e interne suÆt alors �a prouver que l'�etat du �ltre di�usif converge
faiblement vers z�ero.

� L'adjoint (au sens de l'espace de Hilbert) du syst�eme boucl�e s'interpr�ete
aussi comme un couplage entre le �ltre di�usif H et un autre ARMA. Il
s'ensuit que la fonction de Lyapunov, forme quadratique en l'�etat �a l'instant
n, se transforme sous l'action de l'adjoint, en une forme bilin�eaire en l'�etat
�a l'instant initial et �a l'instant 2n : elle peut alors s'interpr�eter comme une
r�eponse impulsionnelle di�usive ; la convergence faible de l'�etat implique
dans ce cas la convergence forte vers z�ero.

Cette interpr�etation di�usive de la fonction de Lyapunov permet aussi d'�evaluer
sa vitesse de d�ecroissance en fonction de la singularit�e du symbole di�usif et de
la singularit�e de la condition initiale de H (i.e. c'est une fonction qui peut être
singuli�ere en � = �1). Ces asymptotiques justi�ent a posteriori le choix de la
norme (et donc de l'espace de Hilbert) pour laquelle la convergence forte a �et�e
montr�ee (i.e. il semble que des conditions initiales hors de cet espace de Hilbert
puissent ne plus entrâ�ner la stabilit�e interne).

En r�esum�e, les r�ealisations di�usives �a temps discret ont �et�e mises en place,
quelques propri�et�es ont �et�e �etudi�ees, des outils de simulation ont �et�e d�evelopp�es.
Les applications concernent des syst�emes coupl�es associant un �ltre rationnel po-
sitif et un �ltre di�usif. Les r�esultats obtenus sont : le couplage est �energ�etiquement
stable grâce au th�eor�eme de Nyquist ; le couplage est EBSB-stable grâce �a un
r�esultat de d�ecomposition du syst�eme coupl�e en un autre �ltre rationnel stable
et un autre �ltre di�usif stable ; le couplage des deux r�ealisations est stable de
mani�ere interne parce que la dissipativit�e de chacun des �el�ements permet de
construire une fonction de Lyapunov globale ; ce couplage est en fait aussi asymp-
totiquement stable.

Notations

Sigles

ARMA �ltre dont la fonction de transfert se met sous la forme
d'une fraction rationnelle.

EBSB entr�ee born�ee, sortie born�ee.
TFTD transform�ee en Z :

P1
n=0 hnz

�n
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Filtres et Fonctions de transfert

HFI , HBI , HLN et HUN Filtres di�usifs d�e�nis au chapitre 1.
hn, h

FI
n , hBIn , hLNn et hUNn r�eponses impulsionnelles des �ltres di�usifs

H, HFI, HBI , HLN et HUN , la d�e�nition est
dans x1.1.

H� Filtre di�usif de symbole di�usif �.
H!0 et Hz0 Exemples de �ltres dans �1 d�e�nis dans

l'exemple 5 page 63 et dans l'exemple 6
page 65).

HS Syst�eme boucl�e pr�esent�e page 61.
H(� + i0), H(�� i0) lim�!0+H(�+ i�) et lim�!0+H(�� i�) (voir

x1.3.1).

Ĥ �ltre rationnel approchant H (page 150).
H � 0 H est un �ltre positif au sens d�e�ni page 48.
H�1 inverse du �ltre H (voir le lemme 5).
N �ltre rationnel (voir x6.2).
F , R, G, Q �ltres rationnels pr�esent�es page 61.

R�ealisation d'un �ltres

'n, '0 �etat et condition initiale de la r�ealisation di�usive
(p. 28).

vn; yn; xn; wn entr�ees-sorties de la r�ealisation coupl�ees (voir x7.1).
Hv;Hy;Hx;HX;H'n'0 transform�ees en Z de vn; yn; xn;Xn;

R
I
�'n'0d�

(voir x8.1.2).
HZ , NZ Fonction de transfert �egale �a l'une des transform�ees en

Z et partie enti�ere de HZ .
H'0 ;RX0 transform�ees en Z des sorties libres des r�ealisations de

H et de R lorsque les conditions initiales sont '0 et X0

(voir x8.1).
T S, T op�erateurs de transition �S

n+1 = T S�S
n et op�erateur de

transition partiel �n+1 = T �n (voir x7.1.1).
V ('n) fonctionnelle de Lyapunov associ�ee �a une r�ealisation dif-

fusive (voir x3.2.1).
E(�S

n) fonctionnelle de Lyapunov associ�ee �a HS
� (voir x7.1).
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Symboles di�usifs

� symbole di�usif d'un �ltre num�erique di�usif (voir x1.2).
�FI, �BI , �LN et �UN symboles di�usifs de HFI, HBI , HLN et HUN (voir 1.2.1

et 1.3.1).
�v; �y; �x; �'n'0 symboles di�usifs associ�es transform�ees en Z de

vn; yn; xn;
R
I
�'n'0d� (voir x8.1).

�̂ interpolation lin�eaire de � sur un r�eseau de points uni-
forme (p. C.3).

�(�) symbole di�usif d'un op�erateur di�usif �a temps continu
(voir x1.2.1).

�� symbole di�usif de l'int�egration fractionnaire pour � 2
]0; 1[ (voir x1.2.1).

V� valeur de continuit�e d'un �ltre di�usif (p. 35).

Processus al�eatoires

"n un bruit blanc de variance �egale �a 1.
Yn processus al�eatoire �a m�emoire longue.
SY Y (!) densit�e spectrale.
RY Y (n) fonction d'autocorr�elation.

voir x2.3.

Variables muettes

n; k indices pour le temps.
�; r variable d'int�egration.
%; �j points r�eguliers et points singuliers de �.
�, ! et !0 pulsation r�eduite.
rp r�eseau de points �egalement r�epartis sur [�1; 1]

(voir xC.3).
�m pôles de l'approximation rationnelle (voir xC.2).
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Fonctions et distributions

C1 une fonction est C1, si elle est d�erivable et sa d�eriv�ee est
continue.

�, o et O op�erateurs permettant la comparaison des comporte-
ments asymptotiques de deux fonctions au voisinage
d'un point.

�p(r) fonction triangle (voir xC.2).
P1, P2 polynômes
deg(P1) degr�e d'un polynôme
f , f+ et f� f est une fonction sommable et f = f+ � f�.
supp f support de la fonction f .
1� fonction caract�eristique associ�ee �a l'ensemble �.
kN(!) noyau de F�ejer (page 142).
gN(�) suite de fonctions (page 142).
Æ0 d�eriv�ee de la distribution de dirac.
vp et pf valeur principale et partie �nie en tant que distribution

causale sur R+ .
�� notation compacte pour ��(1� �)�� (page 106).

Vecteurs et matrices

I matrice unit�e.
ai;j coeÆcients d'une matrice A.
O(C;A) et C(A;B) matrices d'observabilit�e et de commandabi-

lit�e du syst�eme lin�eaire d�e�ni par A;B;C;D
(voir 7.1.1).

AR; BR; CR; DR �el�ements d�e�nissants la r�ealisation choisie de
R (voir 7.1.1).

ARQ�1
; BRQ�1

; CRQ�1
; DRQ�1

�el�ements d�e�nissants la r�ealisation choisie de
RQ�1 (voir 7.1.1).

T matrice permettant de montrer que T et T T

sont semblables (voir 7.2.2).
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Plan Complexe

N entiers positifs.
i complexe, i2 = �1.
R; C corps des r�eels et corps des complexes.
R
� ; C � r�eels et complexes non nuls.

s variable de Laplace.
z variable des fonctions de transfert des �ltres num�eriques.
� variable dans une int�egrale sur un contour d'int�egration.
Re(z) et Im(z) partie r�eelle et partie imaginaire de z.
�, �� contours d'int�egration pour la transform�ee en Z inverse.
K un pav�e de C .
D , �D et @D int�erieur du disque unit�e, disque unit�e ferm�e et cercle

unit�e.
E , �E et @E ext�erieur du disque unit�e, ext�erieur du disque unit�e

ferm�e et cercle unit�e.

Ensembles

lp ensemble des suites xn v�eri�ant
P
jxnjp <1.

I support de �, I� [�1; 1] (voir x1.2.2).
S= f�jg ensemble �ni de points contenus dans I. o�u � n'est pas

suÆsemment r�eguli�ere.
V ,Vj voisinage en g�en�eral et en �j.
P ensemble d'entiers f1 : : : Pg ou f�P : : :� 1 1 : : : Pg.
M ensemble utilis�e dans le chapitre 7.
A(�) alg�ebre de convolution (voir xB.3).

Â(�) Â�(�) espace de fonctions (voir xB.3).
W+ �ltres EBSB stables (voir chapitre 6)
H espace de Hilbert associ�e aux r�ealisations di�usives

(voir x1.2.2).
H
S espace de Hilbert associ�e �a HS

� (voir x7.1.2), le S �etant
mis pour syst�eme.

H � espace de Hilbert associ�e aux �etats ' et X de HS
�

(voir x7.2.2).
<;>H , <;>HS et <;>H�

produits scalaires associ�es aux espaces H , H S H � .
H 1 ; H 2 ; H1 espaces de Hardy (page 137).
k kH1 ; k kH2 ; k kH1 normes des espaces de Hardy (page 137).
k kRN et k kRN�RN normes sur les vecteurs et sur les matrices (voir le

lemme 6 p. 96)
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Liste des exemples

Les di��erents r�esultats pr�esent�es dans ce document sont appliqu�es �a di��erents
syst�emes regroup�es en sept exemples.

L'exemple 1 concerne le �ltre HFI et se trouve pages 24, 28, 37, 34, 53.
L'exemple 2 concerne le �ltre HBI et se trouve pages 24, 37, 33, 41.
L'exemple 3 concerne le �ltre HLN et se trouve pages 24, 28, 37, 34, 43, 53.
L'exemple 4 concerne le �ltre HUN et se trouve pages 25, 27, 37, 34, 52.
L'exemple 5 concerne le couplage Hp et se trouve pages 63, 74, 78, 81, 86, 99.
L'exemple 6 concerne le couplage Hz0 et se trouve pages 65, 70, 74.
L'exemple 6 bis concerne le couplage [(1�z0z�1)+p(1�z�1)

1
2 ]�1 et se trouve

page 71.
L'exemple 7 bis concerne le syst�eme d�e�ni par

'n+1(�) = �'n(�)�
R 1

0
�FI(r)'n(r) dr et se trouve page 112.

Remarques sur la forme du document

Le document de th�ese est organis�e en deux parties suivies d'une bibliographie
et des annexes, il y a en tout neuf chapitres num�erot�es ind�ependamment des
parties. A l'int�erieur de chaque chapitre se trouvent di��erentes sections avec une
num�erotation �a l'int�erieur du chapitre, ainsi x2.1 signi�e la premi�ere section du
deuxi�eme chapitre. Les d�e�nitions, les lemmes, les propositions, les th�eor�emes et
les remarques sont num�erot�ees ind�ependamment des chapitres et annexes.

Pour all�eger le propos, certaines conventions de langages ont �et�e adopt�ees.
Un �ltre d�esigne la relation entr�ee-sortie d'un syst�eme lin�eaire temps invariant �a
temps discret. Un op�erateur d�esigne soit une application lin�eaire soit la relation
entr�ee-sortie d'un syst�eme lin�eaire temps invariant �a temps continu. Les �ltres et
les op�erateurs sont a priori suppos�es causaux. Un �ltre et sa fonction de transfert
sont not�es par le même symbole, par exemple H. En revanche la r�ealisation d'un
�ltre est not�ee di��eremment par exemple H�, parce qu'un même �ltre poss�ede
plusieurs r�ealisations �equivalentes du point de vue entr�ee-sortie. En�n le style im-
personnel est adopt�e lorsque ce qui est expos�e est une fa�con classique de proc�eder.
Lorsque nous souhaitons attirer l'attention du lecteur sur une fa�con originale de
proc�eder avec des choix �a discuter, nous emploierons la premi�ere personne du
pluriel.
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Chapitre 1

Exemples et d�e�nitions des �ltres

di�usifs

L'objet de ce chapitre est de d�e�nir et d'�etudier les propri�et�es des �ltres
num�eriques di�usifs en s'inspirant des repr�esentations di�usives �a temps continu.

L'int�egration et la d�erivation fractionnaires sont des exemples maintenant
classiques d'op�erateurs di�usifs. A temps discret, les di��erences fractionnaires
(1�z�1)�� sont aussi un exemple de �ltre di�usif. Lors du x1.1 nous pr�esenterons
d'autres exemples de �ltres non-standard, ils sont obtenus en discr�etisant l'in-
t�egration frationnaire. Nous montrerons par la suite que ces �ltres sont aussi
di�usifs.

Un �ltre num�erique di�usif est d�e�ni comme une agr�egation continue de dyna-
miques classiques d'ordre 1 (i.e. de �ltres d'ordre 1). Le poids de cette agr�egation
est not�e � et est appel�e symbole di�usif (ou aussi repr�esentation di�usive, ou en-
core densit�e d'une int�egrale de Cauchy dans [Mus92]). Cette d�e�nition des �ltres
di�usifs permet, comme en temps continu, de donner une r�ealisation de dimension
in�nie appel�ee r�ealisation di�usive. La r�eponse impulsionnelle et de la fonction
de transfert peuvent aussi s'exprimer au moyen de deux expressions int�egrales
simples et sont lin�eaires en � . Ces notions sont expos�ees dans le x1.2.

Lors du x1.3 nous donnons une condition suÆsante pour qu'un �ltre soit di�u-
sif, cette condition porte sur le prolongement analytique de la fonction de transfert
sur C n [�1; 1] . Puis nous montrons que cette condition est en fait n�ecessaire sous
r�eserve d'une r�egularit�e suÆsante du symbole di�usif.

1.1 Exemples de �ltres di�usifs

L'int�egration fractionnaire et la d�erivation fractionnaire sont des op�erateurs
sur les distributions causales, leur d�e�nition est �enonc�ee dans [SKM87]. Leur fonc-
tion de transfert est s�� dansRe(s) > 0 : � 2]0; 1[ pour l'int�egration fractionnaire
et � 2] � 1; 0[ pour la d�erivation fractionnaire. Leur r�eponse impulsionnelle est

23
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1
�(�)t1��

si � > 0 et Æ0 ? 1
�(�+1)t��

= 1
�(�)

pf
�

1
t1��

�
si � < 0 . L'int�egration fraction-

naire est un �ltre analogique passe-bas, tandis que la d�erivation fractionnaire est
un �ltre analogique passe-haut.

Nous avons envisag�e trois sch�emas de discr�etisation : Euler r�etrograde, la
m�ethode des trap�ezes (appel�ee aussi transform�ee bilin�eaire en traitement du
signal) et l'invariance impulsionnelle. Les trois �ltres obtenus sont causaux et
d�e�nis sur jzj > 1 . Ce sont des �ltres num�eriques passe-bas quand � > 0 et des
�ltres num�eriques passe-haut quand � < 0 . Ces �ltres ne sont pas exponentielle-
ment stables (leur fonction de transfert est singuli�ere en z = 1).

Exemple 1 Le sch�ema d'Euler r�etrograde permet de retrouver le �ltre
introduit par [Gra80] sous le nom de Fractional Integrator.

HFI = (1� z�1)�� (1.1)

Cette discr�etisation pr�eserve le comportement basse fr�equence et donc aussi
la lente d�ecroissance de la r�eponse impulsionnelle. La fonction � qui g�en�eralise
la factorielle permet d'�ecrire la r�eponse impulsionnelle sous la forme : hFIn =

�(�+n)
�(�)�(n+1)

(cf : [GJ80, p. 18]). La formule de Stirling (cf : [AS72]) fournit le

comportement asymptotique hFIn � 1
�(�)

1
n1��

.

Exemple 2 La discr�etisation bilin�eaire d�e�nit HBI , elle pr�eserve les com-
portements basse fr�equence de s�� et am�ene les comportement haute fr�e-
quence de s�� au voisinage de la demie fr�equence d'�echantillonnage (i.e. le
comportement en haute fr�equence se lit en z = �1).

HBI(z) =

�
2
1� z�1

1 + z�1

���
(1.2)

Exemple 3 La r�eponse impulsionnelle de l'int�egration fractionnaire est
singuli�ere en z�ero. Pour � 2]0; 1[, l'invariant impulsionnel permet de d�e�nir
un autre �ltre : HLN dont le comportement �a basse fr�equence est celui
de s�� tandis que le premier terme de la r�eponse impulsionnelle hLN0 est
arbitraire. En fait hLN0 a �et�e choisi �egale �a h1 de mani�ere �a pr�eserver �a temps
discret la positivit�e de s�� (voir la proposition 6 p. 52). La d�enomination
HLN provient de ce que le symbole di�usif (i.e. une fonction qui caract�erise
un �ltre di�usif) est un logarithme.

hLNn =
1

�(�)

1

n1��
et hLN0 =

1

�(�)
(1.3)

Les r�eponses impulsionnelles de ces trois �ltres sont repr�esent�ees sur la �gure
1.1 pour � = 0:4 . Les trois suites de points d�ecroissent lentement, en 0:45n�0:6 ,
plus lentement qu'un ARMA. Int�eress�es par ce comportement, [Gra80] et [GJ80]
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avaient introduits HFI et HLN a�n de d�ecrire des s�eries temporelles �a m�emoire
longue (i.e. la connaissance d'un grand nombre de donn�ees pass�ees d'une s�erie
chronologique aide �a la pr�ediction des donn�ees futures).

0 1 2 3 4 5 6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Fig. 1.1 { R�eponses impulsionnelles de HFI (+), HBI (�) et de HLN (o) pour � = 0:4 . Leur
d�ecroissance lente en 0:45n�0:6 est typique de la m�emoire longue.

Exemple 4 Les asymptotiques des trois �ltres HFI , HBI et de HLN sont
proportionnelles �a n�(1��) lorsque � 2]�1; 1[nf0g . Nous introduisons donc
un nouveau �ltre :

8n � 1 hUNn =
1

n
; hUN0 = 1 et HUN(z) = 1 + ln(1� z�1) (1.4)

Le d�eveloppement analytique de ln(1� z�1) au voisinage de l'in�ni prouve
que les deux caract�erisations de HUN sont coh�erentes. La d�enomination
HUN rappelle que la d�ecroissance de sa r�eponse impulsionnelle est en 1

n
.

Nous montrerons que ce �ltre est aussi di�usif et nous l'utiliserons ult�erieu-
rement dans ce chapitre.

Remarque 1 Les fonctions logarithmes (et donc les fonctions puissances, e� ln(s))
utilis�ees pour d�e�nir ces �ltres sont multivalentes sur C � . Les fonctions de trans-
fert de �ltres causaux sont d�e�nis �a l'ext�erieur d'un disque centr�e en z = 0 (i.e.
domaine de convergence de la TZ). Il existe un domaine et une expression mono-
valente de la fonction logarithme compatible avec ces domaines : fsj Re(s) > 0g
et ln(s) = ln jsj+ i arg(s) .

Nous avons donn�es quatre exemples de �ltres non rationnels, les x1.2 et x1.3
sur la d�e�nition et les propri�et�es des �ltres di�usifs nous permettront aussi de
montrer que les �ltres pr�esent�es sont di�usifs. Ces �ltres serviront d'illustration
dans la suite du rapport.
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1.2 D�e�nition des �ltres di�usifs

A temps continu, un op�erateur di�usif est une agr�egation continue de dyna-
miques classiques d'ordre 1 (cf : [Mon98]). De même �a temps discret un �ltre
num�erique di�usif H est aussi une agr�egation continue de dynamiques d'ordre 1.
Le poids de cette agr�egation est appel�e symbole di�usif (ou aussi repr�esentation
di�usive) et est not�e � . Nous choisissons que les dynamiques agr�eg�ees soient des
�ltres d'ordre 1 retard�es et que le lien direct h0 d'un �ltre di�usif ne d�epende pas
de � .

Nous montrerons qu'avec ces choix il existe di��erents sch�emas de discr�etisations
qui transforment un op�erateur di�usif en un �ltre di�usif, en particulier les �ltres
cit�es en x1.1 sont di�usifs. Dans ces exemples, � est une une fonction sommable
�a valeurs r�eelles, d�e�nie sur [�1; 1] , g�en�eralement singuli�ere en � = �1 et plutôt
r�eguli�ere ailleurs.

Cette notion d'agr�egation avec un poids � conduit �a une expression de la
r�eponse impulsionnelle et de la fonction de transfert lin�eaire en � (cf : x1.2.1) et
�a une r�ealisation en dimension in�nie avec une structure diagonale (cf : x1.2.2).

1.2.1 Caract�eristique entr�ee-sortie des �ltres di�usifs

Pour un op�erateur di�usif �a temps continu de symbole di�usif �(�), la r�eponse
impulsionnelle s'�ecrit h(t) =

R1
0
�(�)e��td� et la fonction de transfert s'�ecrit

H(s) =
R1
0

�(�)
s+�

d�. Nous proposons alors deux d�e�nitions �equivalentes des �ltres
di�usifs. Par la suite nous noterons parfois aussi H� le �ltre di�usif d�e�ni par
(1.6).

D�e�nition 1 Un �ltre H causal et �a coeÆcients r�eels est dit di�usif s'il existe
une fonction sommable � �a valeurs r�eelles telle que l'une des deux conditions soit
v�eri��ee.

8n � 1 hn =

Z 1

�1
�(�)�n�1 d� et h0 (1.5)

H(z) = h0 + z�1
Z 1

�1

�(�)

1� �z�1
d� o�u jzj > 1 (1.6)

Preuve (1.6) est la transform�ee en Z de (1.5).

(1.5))(1.6)
X
n�0

z�n
Z 1

�1
�(�)�n�1 d� est une s�erie convergente pour jzj > 1 qui devient

(1.6) apr�es inversion du signe somme et int�egrale, ce que permet � 2 L1(�1; 1) et le

th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue.

(1.6))(1.5) On choisit un contour � qui encercle le disque unit�e. Pour n � 1
1
2i�

R
�H(z)zn�1dz devient (1.5) apr�es inversion des deux int�egrales, ce que permet
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� 2 L1(�1; 1) et le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue. Pour n = 0, on

remarque que h0 = limz=0H(z) . �

Exemple 4 (suite) HUN est un �ltre di�usif de symbole di�usif �UN =

1[0;1](�) , parce que (1.5) est v�eri��ee pour n � 1 :
R 1

0
�n�1 d� = 1

n
= hUNn .

Remarque 2 La d�e�nition 1 pourrait être g�en�eralis�ee au cas o�u � est une mesure
sign�ee non-di�use (i.e. somme d'une partie discr�ete et d'une partie continue par
rapport �a la mesure de Lebesgue.

A partir de ces deux d�e�nitions nous pouvons d�e�nir des �ltres di�usifs en
discr�etisant (cf [Hel00, annexe D]) par Euler r�etrograde ou par invariant im-
pulsionnel les op�erateurs di�usifs dont le symbole di�usif v�eri�e une condition
d'int�egrabilit�e, celle-ci exclut par exemple la d�erivation fractionnaire. A l'image
de l'extension par di��erentiation des op�erateurs di�usifs (cf : [Mon98]), nous mon-
trons aussi que l'op�erateur des di��erences appliqu�e aux �ltres obtenus par Euler
r�etrograde d�e�nis de nouveaux �ltres (1 � z�1)H(z) qui sont aussi des �ltres
di�usifs.

Proposition 1 Soit � le symbole di�usif d'un op�erateur di�usif �a temps continu
tel que

R1
0

j�(�)j
1+�

d� < +1 (i.e. condition impos�ee dans [Mon98]), alors
a: la discr�etisation par Euler r�etrograde est un �ltre di�usif Ha de symbole
di�usif �a(�) = �(1��

�
) et de lien direct h0 =

R
��0

�(�)
1+�

d� ;

b: l'extension par l'op�erateur des di��erences 1 Hb(z) = (1 � z�1)Ha(z) est
un �ltre di�usif de symbole di�usif �b(�) = �1��

�
�(1��

�
) et de lien direct

h0 =
R
��0

�(�)
1+�

d�

c: la discr�etisation par invariant impulsionnel est aussi un �ltre di�usif avec

�c(�) = �
�
ln
�
1
�

��
. Si � est sommable alors le lien direct est h0 =

R
��0 �(�)d�,

sinon le lien direct doit être choisi arbitrairement, la proposition 6 du cha-
pitre 3 indique comment h0 peut être choisi de mani�ere �a respecter la posi-
tivit�e du �ltre.

Preuve Les �enonc�es a: et b: s'obtiennent en travaillant sur la fonction de transfert,

tandis que c: s'obtient avec la r�eponse impulsionnelle.

a: La fonction de transfert d'un op�erateur di�usif est :

Z +1

0

�(�)

s+ �
d� .

Il suÆt de remplacer s par 1�z�1, de faire le changement de variable � = 1
1+� et d'uti-

liser �(�)
1+� 2 L1(0;1). pour montrer que la d�e�nition 1 est v�eri��ee (i.e. �a 2 L1(��; �)

et Ha(z) = h0 + z�1
R 1
�1

�a(�)
1��z�1 d�).

b: En rempla�cant s par 1 � z�1, Hb(z) =

Z +1

0

(1� z�1)�(�)

1 + � � z�1
d� =

Z +1

0

�(�)

1 + �
d� �

1cette extension est l'annalogue �a temps discret de l'extension par d�erivation propos�ee dans
[Mon98, x5.2].



28 Exemples et d�e�nitions des �ltres di�usifs

Z +1

0

��(�)

(1 + �)2
z�1d�

1� z�1

1+�

. Il suÆt de faire le changement de variable � = 1
1+� et d'utiliser

�(�)
1+� 2 L1(0;1) pour trouver �b(�) et de même v�eri�er la d�e�nition 1. Ainsi Hb est un

�ltre di�usif.

c: La r�eponse impulsionnelle d'un op�erateur di�usif est : h(t) =

Z +1

0
�(�)e��td� .

Il suÆt de faire le changement de variable � = � ln(�) et d'observer que
�(�)
1+� 2 L1(0;1) ) �(�)e�� 2 L1(0;1) ) �c 2 L1(0; 1). Pour la d�etermination de h0,

on observe que � 2 L1(0;1) , [limt!0 h(t) existe]. Ainsi la d�e�nition 1 est v�eri��ee :

�c 2 L1(0; 1) et pour n � 1, hn =
R 1
0 �(�)�n�1d� ; aussi Hc est aussi un �ltre di�usif.�

Exemples 1 et 3 Le symbole di�usif de l'int�egration fractionnaire est
��(�) = sin(��)

�
���. L'application de la proposition 1 prouve que HFI est

un �ltre di�usif pour � 2]� 1; 1[nf0g et que HLN est un �ltre di�usif pour
� 2]0; 1[, pr�ecis�ement :

�FI(�) =
sin(��)

�
��(1� �)�� 1]0;1[(�) (1.7)

�LN(�) =
sin(��)

�

�
ln

�
1

�

����
1]0;1[(�)

(1.8)

Remarque 3 De nouveaux �ltres di�usifs peuvent être construits en changeant
z en �z, ce qui am�ene �a �echanger les comportements haute et basse fr�equences :
le �ltre di�usif associ�e �a ��(��) est H(�z) et la r�eponse impulsionnelle est
(�1)nhn pour n � 1. Ces calculs se font �a partir des �equations (1.5) et (1.6). Ainsi
HFI(�z) = (1+z)�� est encore un �ltre di�usif, et il nous servira ult�erieurement
en x1.3.2.

1.2.2 R�ealisations di�usives

La mise en parall�ele de �ltres d'ordre 1 constitue un syst�eme de dimension
in�nie avec une structure markovienne en temps. L'�etat du syst�eme est constitu�e
de l'ensemble des �etats de chacun de ces �ltres d'ordre 1. Cette r�ealisation dif-
fusive prend son sens dans un cadre fonctionnel hilbertien comme le pr�ecise la
proposition suivante. La r�ealisation di�usive ne sont pas h�er�editaires au sens o�u
les entr�ees pass�ees peuvent être r�esum�ees par un �etat de dimension in�nie.

Proposition 2 Soit H un �ltre de lien direct h0 et de symbole di�usif � de
support I � [�1; 1] .

a. H = f'j
R
I
j�(�)j'2(�) d� < +1g est un espace de Hilbert.
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b. Une r�ealisation en dimension in�nie de H est :�
'n+1(�) = �'n(�) + un o�u � 2 I ; '0 2 H et n � 0
yn =

R
I
�(�)'n(�) d�+ h0 un

(1.9)

un et yn sont respectivement les entr�ees et sorties r�eelles, tandis que 'n est
une fonction, en l'occurrence l'�etat de dimension in�nie, et 'n 2 H . La
condition initiale '0 doit aussi v�eri�er : supp'0 � supp�.

c. Ce syst�eme peut s'�ecrire sous la forme [A;B; C;D] o�u A, B, C et D sont
des op�erateurs lin�eaires continus respectivement de H dans H , de R dans
H , de H dans R et de R dans R .

d. Cette r�ealisation est asymptotiquement stable pour la topologie associ�ee �a
H au sens o�u l'�etat 'n tend vers z�ero lorsqu'il �evolue librement �a partir
d'une condition initiale '0 2 H : un = 0 et '0 2 H ) k'nkH ! 0 quand
n!1.

Preuve
a. H est un espace pond�er�e parfois aussi not�e L2

j�j(I).
b. (1.9) est une r�ealisation qui d�ecoule de la d�e�nition 1. En e�et la sortie yn du �ltre

H d�epend lin�eairement de l'entr�ee : yn =
Pn�1

k=0 hn�kuk + h0un . L'�equation (1.5)

fait apparâ�tre dans cette expression une int�egrale �a droite du signe somme. Apr�es

�echange, l'expression devient : yn =
R
I
�(�)

Pn�1
k=0 �

n�kuk d� + h0un . Il suÆt de poser

'n(�) =
Pn�1

k=0 �
n�kuk et '0(�) = 0 pour montrer que (1.9) est une r�ealisation de H .

c. La continuit�e de C provient de l'hypoth�ese � 2 L1(�1; 1) et de l'application de

l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz :
R j�'j =

R pj�jpj�jj'j �qR j�jqR j�j'2 .

Dans la r�ealisation, l'op�erateur A est continu sur H :kA'kH � k'kH .

Pour les r�ealisations di�usives �a temps continu, il apparâ�t un op�erateur semblable �a

A : '(�) 7! ��'(�) qui n'est pas continu pour la topologie hilbertienne choisie. Cette

non-continuit�e oblige �a introduire le triplet V , H et V 0 (voir par exemple [Mon98] ou

[Hel00, p. 55] pour plus de d�etails), ce qui est inutile �a temps discret.

d. k'nk2 =
R 1
�1 �(�)(�n�1'0)2d�! 0 grâce au th�eor�eme de convergence domin�ee. �

Remarque 4 On pourrait d�e�nir les �ltres di�usifs avec une mesure sign�ee (cf :
[Rud75, chapitre 6]) qui se d�ecomposerait en une partie discr�ete �d et une partie
continue �c par rapport �a la mesure de Lebesgue. La condition � 2 L1(�1; 1)
deviendrait la variation totale de �([�1; 1]) est born�ee. La d�e�nition 1 resterait
valable et permettrait de consid�erer les �ltres rationnels dont les pôles sont sur
[�1; 1] comme des �ltres di�usifs. Les propositions 1 et 2 restent vraies, �a ceci
pr�es que l'assertion d de la proposition 2 impose de ne pas consid�erer les �ltres
ayant un pôle en z = �1 : �d(f�1; 1g) = 0.

Remarque 5 Quand H est �etudi�e du point de vue entr�ee-sortie, la condition
initiale '0 est suppos�ee nulle. Mais notamment pour l'�etude de la stabilit�e interne
il est n�ecessaire d'autoriser '0 6= 0 .
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� Si '0 provient d'une entr�ee u�n compos�ee d'un nombre �ni de termes, alors
'n(�) est un polynôme en �.

� Une entr�ee u�n compos�ee d'un nombre in�ni de termes peut aussi d�e�nir
une condition initiale '0 �a condition que la s�erie

P
n�0 �

nu�n converge dans

H . Par exemple un = 1
�n 1n<0 g�en�ere '0(�) = 1

�
ln
�

1
1��

�
2 H . En e�et

ln
�

1
1��

�
=
P

n�1
�n

n
est vrai sur � 2]� 1; 1[ comme restriction de ln

�
1

1�z
�

pour jzj < 1 .
� Plus g�en�eralement, '0 2 H sans être issu d'une suite u�n peut aussi d�e�nir
une condition initiale. Lors du chapitre 8 nous �etudions sur certains exemples
comment un syst�eme form�e du couplage d'un �ltre rationnel et d'un �ltre
di�usif est a�ect�e par certaines conditions initiales.

Les �ltres di�usifs sont d�e�nis comme une agr�egation continue de dynamiques
d'ordre 1 avec un poids �. Il s'ensuit que la r�eponse impulsionnelle et la fonc-
tion de transfert sont des applications lin�eaires de � et que ces �ltres peuvent
être r�ealis�es par un syst�eme de dimension in�nie. Ce travail permet de montrer
qu'un �ltre est di�usif lorsqu'on connâ�t d�ej�a le symbole di�usif. Nous allons
maintenant proposer un th�eor�eme qui montre qu'un �ltre est di�usif �a partir de
la connaissance analytique de sa fonction de transfert.

1.3 Propri�et�es des �ltres di�usifs

Nous donnons une condition suÆsante pour qu'un �ltre H soit di�usif lors
du x1.3.1, cette condition porte sur le prolongement analytique de la fonction
de transfert sur C n [�1; 1] . Puis lors du x1.3.2 nous montrons que la fonction
de transfert d'un �ltre di�usif peut se prolonger analytiquement sur C n [�1; 1]
et que ce prolongement v�eri�e une grande partie de la condition suÆsante. Ces
conditions sont �enonc�ees sous la forme de deux th�eor�emes.

1.3.1 Conditions suÆsantes pour qu'un �ltre soit di�usif

Pour montrer qu'un op�erateur pseudo-di��erentiel �a temps continu est di�usif,
une m�ethode classique [Mat98b, p. 151-152] consiste �a prolonger analytiquement
la fonction de transfert �a gauche de l'axe imaginaire. Si l'op�erateur est di�usif,
ce prolongement peut se faire sur C nR� et le symbole di�usif est en g�en�eral pro-
portionnel �a la partie imaginaire de l'�eventuelle discontinuit�e sur R� . Montrons
que la même m�ethode peut s'appliquer �a temps discret.

Les fonctions de transfert HFI, HUN et HBI peuvent être prolong�es analyti-
quement sur C n [�1; 1] ou sur C n[0; 1] parce que la fonction logarithme et donc la
fonction puissance sont monovalentes sur C nR� . Les fonctions de transfert �etant
�a coeÆcients r�eels, leur partie imaginaire est sym�etrique par rapport �a l'axe r�eel
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(i.e. H(z) = H(�z)). La partie imaginaire de la fonction de transfert HFI est
repr�esent�ee sur la �gure 1.2.
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Fig. 1.2 { Repr�esentation de la partie imaginaire de la fonction de transfert HFI dans le
disque unit�e (en fait seul le demi-cercle sup�erieur est repr�esent�e). L'axe de sym�etrie �gure en
semi-pointill�e.

D'une mani�ere g�en�erale pour reconnâ�tre qu'un �ltre est di�usif, on prolonge
analytiquement la fonction de transfert �a C n [�1; 1]. Cela permet de choisir pour
la TZ inverse un contour qui n'entoure que la discontinuit�e de H. En se pla�cant �a
la limite le contour s'aplatit sur la coupure et la TZ inverse est alors une expression
int�egrale de la r�eponse impulsionnelle conforme �a la d�e�nition 1. Le symbole
di�usif � peut ainsi être identi��e et il apparâ�t alors qu'il s'exprime en fonction
de la discontinuit�e de la fonction de transfert. Ce proc�ed�e est illustr�e sur la
�gure 1.3 et est expos�e dans [Mat98b]. Le th�eor�eme qui suit g�en�eralise ce proc�ed�e
et donne une condition suÆsante pour qu'un �ltre soit di�usif. Des conditions
techniques sont n�ecessaires pour assurer la convergence de l'int�egrale lorsque le
contour s'aplatit sur la coupure. Comme dans [Boc97] les limites sup�erieurs et
inf�erieurs de H(z) sur la coupure sont not�ees H(�� i0) = lim�!0+H(�� i�) .

Th�eor�eme 1 Soit rg; rd 2 [�1; 1] et H un �ltre dont la fonction de transfert H
est prolongeable sur C n [rg; rd] en une fonction holomorphe. Soit S un ensemble
�ni de points contenu dans [�1; 1] et incluant rg et rd .
Si

(H1) : pour tout �j 2 S, (z � �j)H(z)! 0 quand z ! �j avec z 62 [rg; rd] ;

(H2) : pour tout % 2 [rg; rd]nS, H(z) converge vers H(% + i0) quand z ! %

avec Im(z) > 0 et H(z) converge vers H(%� i0) quand z ! % avec Im(z) < 0 ;
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Fig. 1.3 { TZ inverse appliqu�ee au prolongement de H �a l'int�erieur du cercle unit�e avec un
contour d'int�egration ��. La forme du contour a �et�e choisie pour faire la preuve du th�eor�eme
1 : ici pour S= f�1; 1g, �� = �2

S
�+12

S
�1

S
��12.

on d�e�nit alors :

�(%) =
1

2i�
[H(%� i0)�H(% + i0)] (1.10)

(H3) : � d�e�nit par (1.10) est prolong�ee sur [�1; 1] et v�eri�e � 2 L1(�1; 1)

alors H est un �ltre di�usif au sens de la d�e�nition 1 dont le symbole di�usif
� est donn�e par (1.10),

Preuve La d�emonstration est faite pour rg = �1 et rd = 1. Les �el�ements de S sont
not�es f�jg (i.e. ce ne sont pas des pôles). La r�eponse impulsionnelle hn de H s'exprime
au moyen de la TZ inverse de H avec un contour d'int�egration particulier �� repr�esent�e
sur la �gure 1.3 : �� entoure [�1; 1], �� est la r�eunion d'arcs de cercles autour des
singularit�es �j not�es �j et de segments horizontaux joignant ces arcs de cercles not�es
�+
j;j+1 et ��j;j+1 .

Soit � > 0 . La d�emonstration consiste �a montrer qu'il existe un contour �� tel que���� 1

2i�

Z
��
H(z)zn�1 dz � 1

2i�

Z 1

�1
[H(�� i0) �H(�+ i0)] �n�1 d�

���� < � (1.11)

(1.11) permet de conclure parce qu'alors hn =
R 1
�1 �(�)d� avec � d�e�nie par (1.10), et

que donc H respecte la d�e�nition 1 d'un �ltre di�usif.
(1.11) se prouve en d�ecomposant les deux int�egrales, chacune en di��erentes parties.

La d�emonstration se fait en deux temps : (H1) et (H3) permettent de choisir un rayon
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maximal Æ� pour les arcs de cercle �j , puis (H2) montre qu'il existe des segments �+
j;j+1

et ��j;j+1 .

1. Un calcul simple prouve que
��� 1
2i�

R
�j
H(z)zn�1 dz

��� � supz2�j
��H(z)zn�1(z � �j)

��
et (H1) montre l'existence de Æ0� tel que

8Æ < Æ0�; jz � �jj < Æ )
��� 1
2i�

R
�j
H(z)zn�1 dz

��� < �
4 .

(H3) prouve l'existence de Æ� < Æ0� tel que
���RV� �(�)�n�1d�

��� < �
4

o�u V� = [�1; 1]
Sf� j 8j; j� � �j j < Æ�g .

2. Soient K+
j;j+1 des pav�es dont le bord inf�erieur @Kj;j+1 sont sur [�1; 1]nS , et qui

sont s�ecants avec les cercles de centre �j et de rayon Æ� (i.e. 8j V�
T
@Kj;j+1 6=

�). La fonction z 7! H(z)zn�1 se prolonge sur K+
j;j+1 en une fonction continue

grâce �a (H2) et en fait une fonction uniform�ement continue parce que K+
j;j+1

est un compact. En particulier la continuit�e uniforme implique la convergence
uniforme de la suite de fonctionsH(�+ie)(�+ie)n�1 de variables � 2 @Kj;j+1 vers
H(�+i0)�n�1 quand e! 0+ . Ainsi

R
@Kj;j+1

H(�+ ie)(� + ie)n�1d� converge versR
@Kj;j+1

H(�+ i0)�n�1d� quand e! 0+. Le raisonnement sym�etrique sur K�
j;j+1

prouve
R
@Kj;j+1

H(�� ie)(�� ie)n�1d� converge vers
R
@Kj;j+1

H(�� i0)�n�1d�
quand e! 0+. Il existe donc des segments �+

j;j+1 et ��j;j+1 tels que���R�+j;j+1

S
��j;j+1

H(z)zn�1dz � R@Kj;j+1
[H(�� i0)�H(�+ i0)] �n�1d�

��� < �
2

(il faut aussi tenir compte du sens des contours d'int�egrations �+
j;j+1 et ��j;j+1).

Les segments �+
j;j+1 et ��j;j+1 sont tels qu'ils peuvent être joints par des arcs de

cercles de centre �j et de rayon inf�erieur �a Æ� en respectant (1.11).

Ce probl�eme est abord�e dans [Cha85, ex.10, p. 187]. �

Remarque 6 Compte tenu de ce que H est �a coeÆcients r�eels, (1.10) peut aussi
s'exprimer �(�) = �1

�
ImH(� + i0). La �gure 1.2 permet alors de lire le symbole

di�usif �.

Exemple 2 (suite) Ce th�eor�eme permet de prouver que HBI est un
�ltre di�usif. En e�et, la fonction puissance utilis�ee pour d�e�nir HBI peut
être prolong�e analytiquement sur C nR� , ce prolongement �etend HBI sur
C n [�1; 1]. Pour tout r 2] � 1; 1[, HBI(z) converge quand z ! r lorsque
Im(z) > 0 et HBI(z) ; (z � 1)HBI(z) ! 0 quand z ! �1 avec z 2
C n [�1; 1] ; en�n � 7! 1

2i�

�
HBI(�� i0)�HBI(�+ i0)

�
2 L1(�1; 1).

�BI(�) =
sin(��)

�
(1� �)��(1 + �)� 1]�1;1[(�) (1.12)

Un raisonnement identique permet �a [BK00] d'exprimer H(z) = (ei� �
z�1)��(e�i� � z�1)�� sous la forme de (1.6) pour � 2 R+nN .

Remarque 7 La fonction de transfert d'un �ltre di�usif peut être prolong�ee sur
C n [�1; 1] en la fonction d�e�nie par (1.6) : H(z) = h0 +

R 1

�1
�(�)
z��d� . En e�et le
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th�eor�eme de convergence domin�ee montre que cette expression est d�erivable sur
C n [�1; 1].

1.3.2 Caract�eristique de la fonction de transfert di�usive
au voisinage de la coupure

Il est maintenant naturel d'esp�erer que les �ltres di�usifs v�eri�ent des pro-
pri�et�es semblables aux hypoth�eses du th�eor�eme 1. La fonction de transfertH d'un
�ltre di�usif se prolonge sur C n [�1; 1]. Nous allons montrer que la discontinuit�e
de ce prolongement analytique est imaginaire pure et est proportionnelle �a �.
Cette discontinuit�e n'est pas sym�etrique par rapport �a l'axe des abscisses et il
apparâ�t une valeur de continuit�e not�ee V� . V� est en fait la partie r�eelle de la
fonction de transfert sur [�1; 1] et d�epend lin�eairement de �.

Cette valeur de continuit�e est aussi d�e�nie �a temps continu sur les op�erateurs
di�usifs. Dans [Mon98], le symbole di�usif associ�e �a la composition de deux
op�erateurs di�usifs de symboles di�usifs �1 et �2 est d�e�ni par �1#�2 = �1(vp

1
�
?

�2) + �2(vp
1
�
? �1). Pour un op�erateur di�usif Hc de symbole di�usif �, vp1

�
? �

est justement l'�equivalent �a temps continu de V�.
Dans [Hel00, annexe B], cette valeur de continuit�e est not�ee R(�), elle est

d�e�nie par lim�!0+Re(Hc(�+ i�)) et par vp
1
�
?�, son importance pour le r�esultat

de d�ecomposition est soulign�ee.
Dans [NAC84] V�(�) est appel�ee la valeur principale de Cauchy et est not�eeI 1

�1

�(r)

�� r
dr.

Remarque 8 En �ecrivant (1.6) sous la forme de H(z) � h0 =

Z 1

�1

�(�)

z � �
d�,

on reconnâ�t une int�egrale de Cauchy, et sous des conditions techniques on peut
montrer que H est une fonction sectionnellement analytique (cf [NAC84] et la
d�e�nition 4 en annexe p. 4).

A�n d'utiliser les r�esultats sur les int�egrales de Cauchy, la d�e�nition des fonc-
tions h�olderiennes est rappel�ee (cf [Gak66, P.5{7]).

D�e�nition 2 � est h�olderienne sur un ferm�e J s'il existe � > 0 et � 2]0; 1] tel
que 8r; � 2 J; j�(�)� �(r)j � �j�� rj�. De plus

� 2 C1 sur J ) � h�olderienne ) � C0 sur J

En outre � est localement h�olderienne sur J si � est h�olderienne sur tout compact
sur contenu J, (dans ce cas J n'est pas n�ecessairement un ferm�e).

Exemples 1,3,4 (suite) L'hypoth�ese H�older est en fait adapt�ee aux
exemples que nous �etudions :
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� �UN = 1[0;1] est h�olderienne sur [0; 1]

� �FI(�) = sin(��)
�

��(1 � �)��1[0;1](�) est localement h�olderienne sur [0; 1[
et (1� �)��FI(�) est h�olderienne sur [0; 1].

� �LN(�) = sin(��)
�

h
ln
�
1
�

�i��
1[0;1](�) est localement h�olderienne sur [0; 1[

et (1� �)��LN(�) est h�olderienne sur [0; 1].

Th�eor�eme 2 Soit � 2 L1(�1; 1). Soit S = f�jg un ensemble �ni contenu dans
[�1; 1] et contenant �1 et 1. Si � est localement h�olderienne sur [�1; 1]nS et si
pour tout �j 2 S, 9�j > 0, tel que �(�)j�� �jj

�j est h�olderienne sur un voisinage
de �j,
alors le �ltre di�usif H d�e�ni par h0 et � v�eri�e pour � 2]� 1; 1[nf�jg

H(z) ! �i��(�) + V�(�) + h0 quand z ! � et Im(z) > 0
H(z) ! i��(�) + V�(�) + h0 quand z ! � et Im(z) < 0

(1.13)

o�u la valeur principale de Cauchy V� est d�e�nie par :

V�(r) = lim
�!0+

Z
jr��j>�

�(�)

r � �
d� (1.14)

De plus V� est localement h�olderienne sur [�1; 1]nS

et V�(�) = o

�
1

j�j � �j

�
et H(z) = o

�
1

j�j � zj

�
.

Preuve Le caract�ere h�olderien de V� se trouve �enonc�e et d�emontr�e dans [Gar81,

chapitre 3] dans un contexte l�eg�erement di��erent : le segment consid�er�e est un arc

de cercle au lieu d'être un intervalle ferm�e contenu dans [�1; 1]. Une transforma-

tion conforme permet d'utiliser ce r�esultat pour ce th�eor�eme. Les autres r�esultats sont

�enonc�es et d�emontr�es avec des conclusions plus fortes dans [Mus92, p. 53{55 et p. 83{

85] ou plus r�ecemment dans [Gak66, p.53{62]. �

Les hypoth�eses et les conclusions du th�eor�eme 2 ont �et�e choisies de telle sorte
que ces conclusions v�eri�ent les hypoth�eses du th�eor�eme 1 qui consid�ere en par-
ticulier des limites tangentielles. Cela permet lors du chapitre 6 de coupler les
deux th�eor�emes. Cependant il existe d'autres fa�con de construire un th�eor�eme 1
et 2 qui puissent aussi être coupl�es et avec des hypoth�eses plus faibles comme
l'explique la remarque 9

Remarque 9 L'hypoth�ese H�older permet de contrôler les oscillations de �. Ce
contrôle est n�ecessaire lorsqu'on consid�ere les limites tangentielles comme le

montre cet exemple. Si � =
1X
n=2

1[�gn;�dn] avec �
g
n = 1� 1

n
et �dn = �gn +

1
n2

alors par

un calcul utilisant l'exemple HUN on montre que H�(z) =
1X
n=2

ln

�
1� �dnz

�1

1� �
g
nz�1

�
.
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La discontinuit�e de H� est alors born�e tandis que la valeur de continuit�e est com-
pos�ee d'une in�nit�e d�enombrable de pics en z = �dn et z = �gn. Ces pics sont
dans [0; 1] et tendent vers z = 1. En revanche nous aurions pu tol�erer de telles
oscillations si dans l'�enonc�e du th�eor�eme 1, les limites consid�er�ees n'�etaient pas
tangentielles. En e�et la litt�erature contient de nombreux r�esultats d�emontrant la
convergence d'int�egrales de Cauchy

R
L
�(s)
s�z ds sous des hypoth�eses de r�egularit�es

beaucoup plus faibles sur � que les conclusions du th�eor�eme 2.
� Selon [Gar81, chapitre 3], si le support L de la discontinuit�e est une droite

et si � 2 L1 alors
R
L
�(s)
s�z ds converge pour la topologie faible-� et de plus V�

est L1.
� Selon [Hof88, chapitre 6], quand L est un cercle, si t 7! �(ei(�+t))��(ei(��t))

2 tan( t
2
)

2

L1(��; �) alors
R
L
�(s)
s�z ds converge non- tangentiellement en presque tout

point de L.

Le calcul analytique de V� �a partir de � est rarement explicite. Les exemples
de �ltres dont nous connaissons la fonction de transfert, permettent de constituer
une table de correspondance entre � et V� valable pour � 2]� 1; 1[nf0g.

�(�) V�(�)

HFI(z) sin(��)
�

��(1� �)��1[0;1](�) (cos(��)��(1� �)�� � 1)1[0;1](�)

HFI(�z) � sin(��)
�

(��)�(1 + �)��1[�1;0](�) (cos(��)��(1 + �)�� � 1)1[�1;0](�)

HUN(z) 1[0;1](�) ln
�

�
1��

�
1[0;1](�)

HUN(�z) �1[�1;0](�) ln
�
1+�
�

�
1[�1;0](�)

(1.15)

Remarque 10 La valeur de continuit�e et le symbole di�usif d'un �ltre di�usif H
s'interpr�etent comme Re(H(�+ i0)) et �1

�
Im(H(�+ i0)), parce que H est �a coef-

�cients r�eels. On ne peut pas d�eterminer � �a partir de V� alors que V� s'exprime
en fonction de �. La formule d'inversion de Hilbert (i.e. V� 7! �) n'est pas valable
ici. Dans [NAC84] il est montr�e que la fonctionnelle � 7! V� n'est pas injective
parce que H est analytique sur un arc [�1; 1] qui n'est pas un contour. En l'occu-
rence les deux premi�eres lignes du tableau (1.15) donnent deux symboles di�usifs
distincts associ�es aux mêmes valeurs de continuit�e V�FI(�)(r) = V��FI(��)(r) .
Dans [NAC84] il est montr�e que le noyau de � 7! V� est de dimension 1 et une
formule d'inversion adapt�ee est donn�ee.

Remarque 11 La valeur principale de Cauchy V� est en fait Lp(�1; 1) d�es lors
que � 2 Lp(�1; 1) pour p > 1 comme le rappelle [Gak66, x5.3]. V� est dans
L1(�1; 1) quand � 2 L1(�1; 1) (cf [Gar81, p. 116] dans un contexte l�eg�erement
di��erent).

Pour simpli�er l'�etude des �ltres di�usifs nous allons souvent nous int�eresser
�a des symboles di�usifs r�eels et de signe constant. Chacun des exemples de �ltres
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di�usifs cit�es (HFI, HBI , HLN et HUN) v�eri�e cette condition mais les combi-
naisons lin�eaires de ces �ltres ne la v�eri�ent pas a priori. De tels �ltres ont une
propri�et�e originale : leur fonction de transfert ont au plus un z�ero et ce z�ero se
trouve sur l'axe r�eel et en dehors de I.

Proposition 3 Soit H un �ltre di�usif de symbole di�usif � de signe constant
et de support I= [�0; �1], alors H a au plus un z�ero qui se trouve sur l'axe r�eel
et la fonction r 7! H(r) est monotone sur RnI.

Preuve D'apr�es (1.6) et la remarque 7, H(z) = h0 + z�1
R 1
�1

�(�)
1��z�1 d� pour z 2

C n [�1; 1] Hors de l'axe r�eel Im(H(z)) est non-nul en tant qu'int�egrale d'une fonction

strictement positive : Im(H(z)) = Im(z)
R 1
�1

�(�)
jz��j2d� 6= 0

Sur l'axe r�eel r 7! H(r) est une fonction monotone parce qu'�a � �x�e, r 7! �(�)
jr��j2 est une

fonction monotone quand � est de signe constant. �

Exemples 1,2,3 et 4 Les z�eros de HFI , HBI et HUN sont connus analy-
tiquement parce que leur fonction de transfert est donn�ee. La proposition 3
permet d'aÆrmer que
(C1) HLN a un unique z�ero qui se trouve sur ]� 1; 0[ si � > 0
(C2) HLN n'a pas de z�ero si � < 0 .

Preuve Grâce �a la proposition 3,

si � > 0, HLN (�1) > 0 et limr!0�HLN (r) = �1 ) (C1) ;

si � < 0, limr!�1HLN(r) > 0, limr!0�HLN (r) > 0, HLN(1) > 0 et

limr!+1HLN (r) > 0 ) (C2). �

Nous avons montr�e sous r�eserve de quelques conditions techniques, que lorsque
la fonction de transfert d'un �ltre peut être analytiquement prolong�e en dehors
d'une discontinuit�e contenue dans [�1; 1] alors ce �ltre est di�usif et son symbole
di�usif se lit le long de la discontinuit�e : �(�) / Im(H(�+ i0)). Puis nous avons
montr�e que la fonction de transfert d'un �ltre di�usif peut aussi se prolonger en
dehors d'une discontinuit�e contenue dans [�1; 1] et que cette discontinuit�e est
imaginaire pure et est proportionnelle �a �. La partie r�eelle de cette fonction de
transfert est continue lorsque z traverse [�1; 1], aussi nous avons appel�e valeur
de continuit�e et not�e V� la valeur prise par Re(H(z)) lorsque z 2 [�1; 1] ; V�
s'exprime lin�eairement en fonction de �.

Le chapitre 6 �enonce que la relation entr�ee sortie d'un couplage form�e d'un
�ltre rationnel et d'un �ltre di�usif de symbole di�usif � est en fait la somme
d'un �ltre rationnel et d'un nouveau �ltre di�usif. Le symbole di�usif du nouveau
�ltre peut s'expliciter en fonction de � et de V�. L'�etude pr�ecise de la fonctionnelle
� 7! V� est utile pour �etablir ce r�esultat de d�ecomposition et prouver la stabilit�e
EBSB (i.e. entr�ee born�ee sortie born�ee) des syst�emes �etudi�es.
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Chapitre 2

Propri�et�es asymptotiques des

�ltres di�usifs

Pour l'analyse des s�eries temporelles dans un contexte de signaux al�eatoires
�a m�emoire longue, l'analyse asymptotique est essentielle, elle porte sur la den-
sit�e spectrale et sur l'autocorr�elation. Elle concerne les mod�eles dont la r�eponse
fr�equentielle est fractionnaire (cf :[Gra80]) ou multipli�ee par une fonction lente-
ment variante (cf : [GD96]) au sens de [Sen76]. Pour faire un d�eveloppoement
asymptotique de type fractionnaire, les m�ethodes utilis�ees recourent �a des com-
portements asymptotiques connus (cf : [Hos81]) ou utilisent une formulation in-
t�egrale comme dans [Erd56] et [SKM87].

Dans [Mat98b] il est montr�e que le comportement asymptotique du symbole
di�usif d'un op�erateur di�usif d�etermine le comportement asymptotique de la
r�eponse impulsionnelle aux temps longs, le d�eveloppement asymptotique de cette
r�eponse impulsionnelle porte le nom de lemme de Watson ; cette d�emarche est
appliqu�ee dans [GM97] sur une famille de syst�emes. Par ailleurs dans [Mat98a],
un r�esultat de stabilit�e sur des syst�emes fractionnaires �a temps continu et �a
temps discret d�ecoule du comportement asymptotique de la r�eponse impulsion-
nelle. Nous voulons proposer ici d'adapter et de poursuivre ce travail �a temps
discret .

L'�etude de HFI a montr�e une correspondance semblable entre la singularit�e
de �FI(�) � sin(��)

�
(1 � �)�� quand � ! 1 et celle de hn �

1
�(�)

1
n1��

. De plus

HFI(z) = (1 � z�1)�� et V�FI (�) � cos(��)(1 � �)�� � 1 prouve qu'il existe
aussi une correspondance avec la singularit�e de la fonction de transfert en z ! 1
et la valeur de continuit�e en � ! 1 . Ces observations sont g�en�eralis�ees sous
la forme d'un lemme de Watson discret qui d�etermine la singularit�e de hn �a
partir de la singularit�e de � (cf :x 2.1 et [DM99]), puis sous la forme d'un lemme
de correspondance asymptotique qui d�etermine la singularit�e de H(z) et de V�
en fonction de � (cf :x 2.2). On trouvera dans [ANCL94, p. 228] un rappel du
th�eor�eme des valeurs �nales qui aÆrme limhn = limz!1H(z)(1�z�1) . Le lemme

39
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de Watson discret produit un r�esultat plus fort en faisant des hypoth�eses plus
restrictives (i.e. H est di�usif et sa discontinuit�e le long de la coupure poss�ede
un comportement asymptotique particulier au voisinage de z = 1). Le lemme de
correspondance asymptotique aÆrme que certaines singularit�es d'un �ltre di�usif
H(z) au voisinage de z = 1 ne peuvent exister que lorsque �(�) la discontinuit�e
de H(z) a les mêmes singularit�es au voisinage du même point z = 1. Ces deux
lemmes permettent ensuite de donner une condition suÆsante sur le symbole
di�usif pour que le �ltre di�usif associ�e soit �a m�emoire longue.

2.1 Lemme de Watson discret

Les �ltresHUN , �
sin(��)

HLN et un nouveau �ltre @
@�

�
�

sin(��)
HLN

�
nous donnent

des correspondances exactes entre les singularit�es de � et de hn. La proposition
un peu technique �a prouver �1 = o(�2) ) h1n = o(h2n) permet de donner un com-
portement asymptotique de la r�eponse impulsionnelle si le comportement asymp-
totique du symbole di�usif se trouve proche de l'exemple de r�ef�erence. Cette
mani�ere de proc�eder ne nous renseigne plus sur la singularit�e lorsque le compor-
tement asymptotique du symbole di�usif �etudi�e est trop di��erent de l'exemple de
r�ef�erence.

Le tableau 2.1 indique pour � 2]0; 1[ des correspondances entre les symboles
di�usifs d�e�nis sur [0; 1] et les r�eponses impulsionnelles. La premi�ere ligne est
obtenue avec HUN (p. 27). La deuxi�eme ligne en multipliant (1.8) par �

sin(��)
et

en utilisant la relation : �
sin(��)

= �(�)�(1 � �) (cf : [AS72]). La troisi�eme ligne
s'obtient en d�erivant la pr�ec�edente par rapport �a �. Cette d�erivation par rapport

�a � permet de d�e�nir ce nouveau �ltre @
@�

�
�

sin(��)
HLN

�
en utilisant la d�e�nition 1

(p. 26).

� hn
1[0;1]

1
nh

ln
�
1
�

�i��
�(1��)
n1��

� ln
h
ln
�
1
�

�i
:
h
ln
�
1
�

�i��
ln(n)
n1��

�
�(1� �)� �0(1��)

ln(n)

� (2.1)

Remarque 12 La deuxi�eme ligne du tableau est en fait vraie pour � < 1. En e�et

�a n �x�e,

Z 1

0

�
ln(

1

�
)

���
d� et �(1��)

n1��
sont des fonctions holomorphes de variable

� pour Re(�) < 1. Ces deux fonctions sont �egales pour � 2]0; 1[, elles sont donc
�egales pour � 2]�1; 1[. Cela nous permet d'�etablir le lemme de Watson discret
pour � 2]�1; 1[.

Lemme 1 (Watson discret) Soit � une fonction d�e�nie et sommable sur [0; 1]
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� si le comportement asymptotique de � en � ! 1 est de la forme : �(�) �
a(1��)��
�(1��) (o�u � < 1) alors hn �

a

n1��
.

� Si �(�) �
a(1��)�� ln( 1

1��
)

�(1��) (o�u � 2]0; 1[) alors hn � a
ln(n)

n1��
.

Soit � une fonction d�e�nie et sommable sur [�1; 0]

� Si le comportement asymptotique de � en � = �1 est : �(�) � b(1+�)��

�(1��) (o�u

� < 1) alors hn � b
(�1)n�1

n1��
.

� Si �(�) � b(1+�)��

�(1��) ln( 1
1+�

) (o�u � 2]0; 1[nf0g) alors hn � b
(�1)n�1 ln(n)

n1��
.

Preuve La deuxi�eme partie de l'�enonc�e s'obtient �a partir de la premi�ere par-

tie en utilisant la remarque (p. 28). D'apr�es la proposition 21 en annexe (p. 134), si

�1; �2 2 L1(0; 1) et si �2 est de signe constant alors [�1 = o(�2) quand �! 1 ] )�
h1n = o(h2n) quand n!1� ; la d�emonstration de la proposition 21 suppose en fait

aussi que si e�
n

lnn = o(h2n). L'application de cette proposition �a �1��2 et �a �2 prouve

sous les mêmes conditions que si �1 � �2 alors h1n � h2n . Pour pouvoir se servir du

tableau 2.1 et d�emontrer le lemme, il ne reste plus qu'�a montrer
h
ln(1� )

i�� � (1��)��

et � ln
h
ln(1�)

i
� ln

�
1

1��
�

. La premi�ere relation provient de ce que les fonctions puis-

sances conservent les �equivalents. Le deuxi�eme provient d'une in�egalit�e des accroisse-

ments �nis sur le logarithme : 8� 2 [12 ; 1]; 1� � � ln(1� ) � 2(1 � �) . �

Remarque 13 On dispose des r�eponses impulsionnelles associ�ees aux �el�ements

de base
h
ln
�
1
�

�i��k
. On peut alors obtenir un d�eveloppement asymptotique in�ni

de hn �a partir de celui de � (cf [DM99]). Pour cela il suÆt de faire un simple
changement de base (triangulaire) avec les �el�ements (1� �)��k qui ne fait appel
qu'au d�eveloppement de Taylor. Les calculs alg�ebriques ne sont pas d�evelopp�es ici
car nous n'en aurons pas l'utilit�e.

Remarque 14 Les hypoth�eses de ce lemme supposent que le symbole di�usif est
soit d�e�ni sur [�1; 0] soit sur [0; 1], pour utiliser ce lemme pour d'autres symboles
di�usifs, il suÆt d'utiliser la lin�earit�e de la fonctionnelle qui �a � associe hn et les
r�egles d'addition sur les �equivalents.

Exemple 2 (suite)

Connaissant le symbole di�usif de HBI , �BI(�) = sin(��)
�

(1� �)��(1 + �)�

(d'apr�es (1.12)), le lemme de Watson discret permet de donner le compor-
tement asymptotique de hBIn : si � > 0 alors hBIn � 1

�(�)n1��
et si � < 0 alors

hBIn � 2�2�(�1)n
�(�)n1��

. Cet exemple est repr�esent�e sur la �gure 2.1, qui montre
que même pour des indices peu �elev�es le comportement asymptotique donne
une bonne indication sur la suite �etudi�ee. Cette simulation utilise les pro-
grammes nom2mu.m et mus2hn.m �ecrits dans l'annexe D et pr�esent�es au
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x C.3. HBI est une discr�etisation bilin�eaire de s�� et lorsque � > 0 on
reconnâ�t le comportement basses fr�equences de l'int�egration fractionnaire.
Lorsque � < 0 le comportement hautes fr�equences de la d�erivation frac-
tionnaire se retrouve dans l'asymptote et masque le comportement basses
fr�equences de la d�erivation fractionnaire.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

Fig. 2.1 { R�eponse impulsionnelle du �ltre HBI (Æ) et comportement asymptotique pr�edit
par le lemme de Watson discret en trait continu (�) pour � = 0:4 .

Remarque 15 Si H est un �ltre di�usif avec un symbole di�usif � qui v�eri�e
la premi�ere assertion du lemme 1 avec � 2]0; 1[ alors hn 62 l1 et H n'est pas
stable EBSB (entr�ee born�ee, sortie born�ee). Pour p 2 f1 : : :1g et p < 1

�
alors

si l'entr�ee v�eri�e un 2 lp alors la sortie est born�ee yn 2 l1. La d�emonstration
se fait en �ecrivant le produit de convolution et en �ecrivant l'in�egalit�e de H�older
rappel�ee dans [DV75, annexe A].

2.2 Lemme de correspondance asymptotique

Le �ltre HFI nous donne une correspondance exacte entre les singularit�es
de � et de H(z) et de V�. Une proposition un peu technique en annexe permet
d'�etendre ces r�esultats lorsque le comportement asymptotique de � est proche
du symbole di�usif de HFI . Mais dans cette proposition, le r�esultat �enonc�e est
plus faible que dans celle associ�ee au lemme de Watson discret. Aussi l'�enonc�e
du lemme de correspondance asymptotique est plus restrictif que le lemme de
Watson discret.

Lemme 2 (correspondance asymptotique) Soit S = f�jg un ensemble �ni
contenu dans [�1; 1]. Soit � 2 L1(�1; 1) telle que � est localement h�olderienne
sur [�1; 1]nS

� Si �(�) � a(1��)�� quand �! 1 et si �(�)(1� �)� est h�olderienne sur un
voisinage de � = 1, alors les comportements asymptotiques de V� et H(z)
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v�eri�ent en fonction de � et quand �! 1� et quand z ! 1 (z 62 [�1; 1]) :

� V� H(z)
]0; 1[nf0:5g � a�

tan(��)
(1� �)�� � a�

sin(��)
(1� z�1)��

0:5 = o(1� �)�0:5 � a�(1� z�1)�0:5

0 � a ln (1� �) � a ln (1� z�1)
]� 1; 0[ = O(1) = O(1)

(2.2)

� Si �(�) � b(1 + �)�� quand � ! �1 et si �(�)(1 + �)� est h�olderienne
sur un voisinage de � = �1, alors les comportements asymptotiques de V�
et H(z) v�eri�ent en fonction de � et quand � ! �1+ et quand z ! �1
(z 62 [�1; 1]) :

� V� H(z)

]0; 1[nf0:5g � � b�
tan(��)

(1 + �)�� � � b�
sin(��)

(1 + z�1)��

0:5 = o(1 + �)�0:5 � �b�(1 + z�1)�0:5

0 � �b ln (1 + �) � �b ln (1 + z�1)
]� 1; 0[ = O(1) = O(1)

(2.3)

Commentaire Le comportement asymptotique de V�(�) quand � ! 1� est
donn�e par le terme � � a(1� �)�� lorsque � 2 [0; 1[nf0:5g. De même le compor-
tement asymptotique de H(z) quand z ! 1 avec z 62 [�1; 1] est aussi donn�e par
� � a(1� �)�� lorsque � 2 [0; 1[.
Preuve Cette d�emonstration est faite dans [Mus92, p. 83{85] avec des notations

un peu di��erentes. �

Remarque 16 Si le support d'un symbole di�usif � est [0; 1] (respectivement
[�1; 0]), et si � peut être approch�e par des puissances fractionnaires de � en 0+

(respectivement �� en 0�) alors on pourrait aussi donner des informations sur
le comportement asymptotique de H(z) et de V�. Il suÆt pour d�emontrer cela
d'observer que H��(1��)(z) = H�(�)(1 � z) et que V��(1��)(r) = V�(�)(1 � r)
(respectivement H��(�1��)(z) = H�(�)(�1 � z) et V��(�1��)(r) = V�(�)(�1 � r))
et d'utiliser le lemme de comportement asymptotique.

Exemple 3 (suite) HLN est un �ltre di�usif dont on ne sait pas exprimer
simplement la fonction de transfert �a l'aide de fonctions usuelles, ainsi ce
lemme donne ses comportements asymptotiques au voisinage de z = 1 : si
� 2]0; 1[ alors HLN(z) � (1� z)�1 quand z ! 1 et si � 2]0; 1[nf0:5g alors
V�LN (�) � cos(��)(1��)�� quand �! 1� . Le diagramme de Bode de HLN

de la �gure 2.2 et les courbes V�LN (�) de la �gure 2.3 illustrent cette analyse
asymptotique. Ces courbes t�emoignent de ce que l'analyse asymptotique est
valable tr�es proche de z = 1 et de � = 1 mais ne donne aucune information
pour � = 0:9 et pour z = e

i
20 : l'analyse asymptotique n�eglige des quantit�es
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qui ne sont plus n�egligeables d�es qu'on s'�eloigne de z = 1 ou de � = 1.
Les deux simulations sont faites en utilisant les programmes nom2mu.m et
mushz2h.m �ecrits dans l'annexe D et pr�esent�es au xC.3. En z = 0, le lemme
ne s'applique pas parce que le comportement asymptotique du symbole
di�usif de HLN n'est pas une puissance fractionnaire de 1� � .
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Fig. 2.2 { Diagrammes de Bode du �ltre HLN (�) et du comportement asymptotique pr�edit
par le lemme de correspondance asymptotique en semi-pointill�e (:�) pour � = 0:4 .
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Fig. 2.3 { Valeurs de continuit�e du �ltre HLN (�) et comportement asymptotique pr�edit
par le lemme de comportement asymptotique en semi-pointill�e (:�) pour � = 0:4 . La �gure de
droite est un zoom.

2.3 Processus al�eatoire �a m�emoire longue g�en�er�e

par des �ltres di�usifs

Un enjeu en �econom�etrie dans l'�etude des s�eries temporelles �a m�emoire longue
est de construire un estimateur pour identi�er cette m�emoire longue. Cette �etude
requiert en pr�eliminaire de trouver le comportement asymptotique de la den-
sit�e spectrale ou de l'autocorr�elation d'un processus al�eatoire �a m�emoire longue.
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[Gra80] a �etudi�e le cas d'un processus al�eatoire synth�etis�e parHFI . Les lemmes de
Watson discret et de comportement asymptotique donnent une classe plus large
de �ltres qui permettent de g�en�erer un processus al�eatoire ayant ces mêmes com-
portements asymptotiques (cf [IMM00]). Les processus al�eatoires ainsi synth�etis�es
forment toutefois une famille restreinte des processus �a m�emoire longue (voir
[BMS98]).

Proposition 4 Soit H un �ltre di�usif de lien direct h0 et de symbole di�usif �.
Soit S= f�jg un ensemble �ni contenu dans [�1; 1]. Soit � 2 L1(�1; 1) telle que
� est localement h�olderienne sur [�1; 1]nS
Si �(�) � a(1 � �)�� quand � ! 1 et si �(�)(1 � �)� est h�olderienne sur un
voisinage de � = 1, si l'entr�ee de H est "n un bruit blanc de variance �egale �a 1,
et si la sortie est not�ee Yn,
alors Yn est un processus al�eatoire stationnaire du second ordre de densit�e spec-
trale SY Y (!) et d'autocorr�elation RY Y (n) donn�ees par

SY Y (!) = H(ei!)H(e�i!) �
a2�2

(sin(��))2
!�2�

RY Y (n) =
X
k�0

hkhk+n �
a2�

sin(��)

�(1� 2�)

n1�2�

Preuve Le lemme de Watson discret prouve que la r�eponse impulsionnelle de
H, hn 2 l

2 et donc que Yn est un processus al�eatoire tel que l'autocorr�elation est

d�e�nie (en e�et l2
d
? l2 � l1) et la densit�e spectrale est sommable.

Le lemme de correspondance asymptotique conduit �a :
H(ei!) � a�

sin(��)
(1�e�i!)�� . Il suÆt alors de donner un �equivalent de (1�e�i!)��

pour obtenir le r�esultat.
L'autocorr�elation s'exprime sous forme d'une int�egrale simple adapt�ee au

lemme de Watson discret : d'apr�es (1.5) et en �echangeant la somme et les in-
t�egrales grâce au th�eor�eme de Fubini, on a :P

k�0 hkhk+n = h0hn +
R 1

0

R 1

0
�(r)�(�) �n

P
k�1(r�)

k�1d� dr
= h0

R 1

0
�(�)�n�1d� +

R 1

0

R 1

0
�(�)�(r)�n

1��r drd�
(2.4)

Grâce aux �equations (1.5) et (1.6),

RY Y (n) =
X
k�0

hkhk+n =

Z 1

0

�(�)H

�
1

�

�
�n�1d�

Le lemme de comportement asymptotique prouve que H(1
�
) � a�

sin(��)
(1� �)�� Il

suÆt alors d'utiliser le lemme de Watson discret pour conclure. �

Cette proposition permet ainsi de prouver que HLN peut synth�etiser un pro-
cessus al�eatoire �a m�emoire longue. La �gure 2.4 repr�esente l'autocorr�elation du
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processus al�eatoire synth�etis�e avecHLN pour � = 0:4 . La simulation a �et�e r�ealis�ee
avec les programmes nom2mu.m, mush2hn.m et mushz2h.m �ecrits dans l'annexe D
et pr�esent�es au xC.3. Cette simulation montre que l'�etude asymptotique donne
une approximation de l'autocorr�elation y compris lorsque � est proche de la limite
0:5, pour laquelle l'autocorr�elation est in�nie.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.5

1

1.5

2

Fig. 2.4 { Autocorr�elation de Yn synth�etis�e avec HLN pour � = 0:4 (Æ) et comportement
asymptotique (�) pr�edit par le lemme de comportement asymptotique.

En r�esum�e, nous avons adapt�e �a temps discret le lemme de Watson et ainsi
donn�e le comportement asymptotique de hn en fonction de la singularit�e de � en
� = 1.

Nous avons propos�e le lemme de comportement asymptotique qui donne des
conditions suÆsantes sur � pour que la fonction de transfert et la valeur de
continuit�e aient le même comportement asymptotique que HFI en z = 1.

L'autocorr�elation d'un processus al�eatoire synth�etis�e par un �ltre di�usif est
la r�eponse impulsionnelle d'un autre �ltre di�usif de symbole di�usif �(�)H(1

�
).

L'application du lemme de comportement asymptotique a donn�e des conditions
suÆsantes sur � pour que cette autocorr�elation ait ce comportement asympto-
tique.

Ces deux lemmes permettront �a propos d'un couplage le calcul du comporte-
ment asymptotique aux temps longs de la r�eponse impulsionnelle (cf : chapitre 6)
et de la fonction de Lyapunov (cf : chapitre 8).



Chapitre 3

Positivit�e et dissipativit�e des

�ltres num�eriques

[Zam96] explique qu'en 1960 est apparu l'id�ee qu'une r�etroaction non-lin�eaire
peut stabiliser un bouclage lorsque cette r�etroaction satisfait une condition sec-
torielle. Les recherches ont alors conduit �a des th�eor�emes qui prouvent la stabilit�e
entr�ee-sortie �a partir de conditions sur la positivit�e et la conicit�e (voir [Zam66]
et [WW68] pour une approche plus originale). La th�eorie des syst�emes s'est aussi
enrichie : [Kal63] et [Yak66] sont �a l'origine du lemme de Kalman-Yacubovich-
Popov et [Wil72] a d�e�ni la notion de dissipativit�e et de fonction de stockage.
[MAM93] s'est plac�e dans cette derni�ere perspective pour montrer la positivit�e
de l'int�egration fractionnaire ; [Sta94, x5] privil�egie aussi cette derni�ere approche,
mais la premi�ere approche est aussi mentionn�ee (cf [Sta94, p. 550]).

Nous proposons lors du x3.1 d'�etendre la d�e�nition classique de la positivit�e
aux �ltres di�usifs �a temps discret et de donner un crit�ere de la positivit�e portant
sur le symbole di�usif. Des id�ees sont aussi expos�ees pour construire une vari�et�e
de �ltres rationnels positifs. Le x3.2 montre qu'�a temps discret les r�ealisations dif-
fusives associ�ees sont aussi dissipatives ; le lemme de Kalman-Yacubovich-Popov
est aussi rappel�e parce qu'il montre la dissipativit�e de toute r�ealisation minimale
d'un �ltre rationnel positif.

Notations : dans la litt�erature math�ematique, une fonction de transfert est en
g�en�eral d�e�nie par une TZ anticausale (i.e. H(z) =

P1
n=0 hnz

n). Les ensembles
du plan complexe sont alors D = fjzj < 1g, D = fjzj � 1g et @D = fjzj = 1g ,
(cf : par exemple [Par89]). La convention que nous utilisons pour les fonctions
de transfert H(z) =

P1
n=0 hnz

�n est celle souvent utilis�ee en automatique et en
traitement du signal ; elle nous am�ene �a d�e�nir de mani�ere analogue : E = fjzj >
1g, E = fjzj � 1g et @E = fjzj = 1g .

47
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3.1 Positivit�e des �ltres num�eriques

Le x3.1.1 donne une d�e�nition de la positivit�e. Appliqu�ee aux �ltres di�usifs
lors du x3.1.2, cette d�e�nition donne des conditions suÆsantes qui portent sur
le symbole di�usif pour être positifs. Le x3.1.3 propose quelques id�ees g�en�erales
pour construire un �ltre rationnel positif.

3.1.1 D�e�nition de la positivit�e

La positivit�e d'un �ltre H est g�en�eralement d�e�nie par un crit�ere qui porte
soit sur le comportement temporel du �ltre soit sur son comportement fr�equentiel
Re(H(ei!)) � 0 o�u ! 2 [0; �[, soit sur sa transorm�ee en Z Re(H(z)) � 0 pour
z 2 E (cf [Cai88]). Le premier crit�ere ne suppose que la causalit�e et se g�en�eralise
par exemple au non lin�eaire (cf : [Zam66]), tandis que le deuxi�eme crit�ere est
souvent pr�esent�e pour les �ltres de dimension �nie stables. Le troisi�eme crit�ere
permettrait de travailler hors de H 1(E ) et d'inclure aussi des pôles sur le cercle
unit�e ; il est par exemple expos�e dans [Cai88].

Lorsqu'un �ltre rationnel comporte un pôle sur le cercle unit�e, il peut quand
même être positif mais sa r�eponse fr�equentielle ne suÆt pour l'aÆrmer. Il est
donc en g�en�eral propos�e d'utiliser la positivit�e de la fonction de transfert sur un
contour encerclant les pôles par l'ext�erieur. Les �ltres di�usifs H peuvent être
singuliers en z = �1 mais nous allons montrer que leur r�eponse fr�equentielle
d�e�nie �a partir de la r�eponse impulsionnelle co��ncide avec le prolongement de la
fonction de transfert sur le cercle unit�e et que la positivit�e de ce prolongement
suÆt �a prouver la positivit�e de H .

L'espace de Hardy (cf : [Par89]) H 1(E ) sont des �ltres causaux qui prolongent
analytiquement cerrtaines fonctions dans L1(@E ), la d�e�nition et les propri�et�es
sont rappel�ees en annexe B.

Les �ltres de dimension �nie stables sont naturellement dans H 1(E ) parce
que leur fonction de transfert est holomorphe sur un ouvert contenant E . La
proposition 22 (page 140) montre que c'est aussi vrai pour les �ltres di�usifs sous
r�eserve d'une condition technique sur le symbole di�usif qui contient notamment :
�(�) = O(1� �)�� quand �! �1 .

La d�e�nition 3 donne les deux caract�erisations classiques de la positivit�e et
�enonce qu'elles sont �equivalentes dans H 1(E ) .

D�e�nition 3 Un �ltre num�erique causal H est dit positif et est not�e H � 0 si
l'une des deux conditions n�ecessaires et suÆsantes sont v�eri��ees.

a: Pour toute entr�ee un et quel que soit l'horizon N , l'in�egalit�e suivante est
v�eri��ee. X

0�n�N
un yn � 0 (3.1)

Les sorties fy0 : : : yNg d�ependent exclusivement des entr�ees r�eelles fu0 : : : uNg .
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b: La fonction de transfert appartient �a H 1(E ), s'�etend sur le cercle unit�e et,

Re(H(ei!)) � 0; ! 2]0; �[ (p.p.) (3.2)

De plus si H 2 H
1(E ) et H 6= 0 alors Re(H(z)) > 0 quand z 2 E .

En�n si inf ess!2]��;�[Re(H(ei!)) > 0 alors H est dit strictement positive et est
not�e H > 0.

La positivit�e d'un �ltre peut être test�ee num�eriquement, deux algorithmes
sont possibles. (3.1) peut être �ecrite sous forme d'une expression matricielle dont
le programme ishnpositif.m teste la positivit�e. La condition (3.2) signi�e dans
le plan de Nyquist que la r�eponse fr�equentielle doit se trouver dans le demi plan
droit, et (3.2) signi�e, sur le diagramme de Bode, que la phase doit être dans
[��

2
; �
2
]. Ainsi les �gures 3.1 (ci-dessous) et 2.2 (p. 44) t�emoignent de la positi-

vit�e de HLN . Les programmes muz2h.m et mushz2h.m permettent justement de
simuler ces diagrammes.

0 0.5 1 1.5 2 2.5
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−1.5
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0

0.5

1

1.5
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2.5

ω −> 0+

ω −> 0−

ω −> π

ω −> −π

HLN(eiω)

Fig. 3.1 { HLN(ei!) est repr�esent�ee dans le plan de Nyquist pour � = 0:4 . HLN se trouve
dans le demi-plan droit. Cela con�rme la positivit�e de HLN .

Le lien direct h0 d'un �ltre positif non nul est strictement positif. En e�et la
somme

P
0�n�N un yn peut s'�ecrire vis �a vis de un comme un polynôme du second

degr�e. Le terme de plus haut degr�e en un est h0 u
2
n . La positivit�e du polynôme

entrâ�ne que h0 > 0 . A temps continu aussi l'extension par d�erivation d'un
op�erateur di��erentiel conduit �a introduire un lien direct (cf : [Hel00, ch. 3]) Les
convertisseurs analogiques num�eriques r�ealistes introduisent un retard et trans-
forment un op�erateur �a temps continu en un �ltre �a temps discret avec un lien
direct nul. Cette d�e�nition est un choix, dont d�ecoulent des propri�et�es coh�erentes,
mais d'autres choix peuvent être faits (par exemple

P1
n=0 unyn+1 � 0) qui permet-

traient de conserver la positivit�e avec ces convertisseurs analogiques num�eriques
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(cf : [MNC97, remarque p. 12] 1).
La discr�etisation bilin�eaire de s�� (� 2]�1; 1[nf0g) est HBI(z) qui appartient

�a H
1(E ). La r�eponse fr�equentielle de HBI(z) s'exprime en fonction de la r�eponse

fr�equentielle de s��, aussi la positivit�e de s�� entrâ�ne celle de HBI(z) .

3.1.2 Positivit�e d'un �ltre di�usif

[DM88] (et par la suite [Mon98]) montrent qu'�a temps continu un op�erateur
di�usif est positif lorsque son symbole di�usif �(�) est positif. Nous proposons
ici des conditions suÆsantes analogues pour les �ltres di�usifs �a temps discret
dans la proposition 5, mais elles sont plus compliqu�ees. En e�et selon (1.6) un
�ltre di�usif �a temps discret est la somme d'un lien direct h0 et d'une agr�egation
continue de �ltre d'ordre 1 retard�es qui ne sont pas positifs. La proposition 6
montre que ces conditions sont toutefois coh�erentes avec la condition �a temps
continu. Selon (1.6), H(ei!) est continue sur ]� �; �[nf0g.

Proposition 5 Soit un �ltre di�usif H 2 H
1(E )

a: Lorsque � est positive,

H(�1) = h0 �

Z 1

�1

�(�)

1 + �
d� est �nie et positive () H est positive,

H(�1) est �nie et strictement positive () H est strictement positive,

b: Lorsque � est n�egative,

H(1) = h0 +

Z 1

�1

�(�)

1� �
d� est �nie et positive () H est positive,

H(1) est �nie et strictement positive () H est strictement positive.

c: En g�en�eral, une condition suÆsante de positivit�e est :

� 7!
j�(�)j � ��(�)

1� �2
2 L1(�1; 1) et h0 �

Z 1

�1

j�(�)j � ��(�)

1� �2
d�

(3.3)
d: Si H est positif, si � est de signe constant et si � n'est pas la fonction
nulle,
alors Re(H(z)) > 0 pour z 2 �E nf�1; 1g.

Preuve On montre d'abord a: et b: pour ensuite en d�eduire c. On revient sur la
d�emonstration de a: et b: pour montrer d.

1\ This pathology suggests the introduction of slightly di�erent concepts of passivity in
discrete-time that the ones discussed in the present paper." En fait la notion de passivit�e
implique de la même fa�con un choix arbitraire de d�e�nition de la positivit�e.
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a: La partie r�eelle de (1.6) est :

Re(H(ei!)) = h0 +

Z 1

�1
�(�)

cos(!)� �

1� 2 cos(!)� + �2
d� (3.4)

La fraction est, �a � �x�e, une fonction croissante de ! sur [��; 0] et d�ecroissante
sur [0; �] . On suppose � positive. Si H(�1) existe, alors inf

!
Re(H(ei!)) = H(�1)

et donc selon (3.2), H(�1) � 0 () H � 0 et aussi H(�1) > 0 () H > 0.
On remarque que si l'int�egrale qui d�e�nit H(�1) n'existe pas alors cette int�egrale
vaut �1 et H n'est pas positif.

b: Soit H1(z) = H(�z), alors en utilisant la remarque 3 (p 28), l'�enonc�e de b:

appliqu�e �a H1 est l'�enonc�e de a: appliqu�e �a H.
c: L'assertion c: est une condition suÆsante plus g�en�erale, elle r�esulte de l'asso-

ciation de a: et b . Supposons que (3.3) est vraie, � peut se d�ecomposer en
� = �+ � �� avec �+ � 0 et �� � 0, on pose aussi :

h+0 =

Z 1

�1

�+(�)

1 + �
d� et h�0 =

Z 1

�1

��(�)

1� �
d� (3.5)

La condition (3.3) prouve la convergence des int�egrales dans (3.5). (3.3) dit que
h0 � h+0 + h�0 . La positivit�e de �+ et de �� permet de minorer Re(H(ei!)) par

h+0 +
R 1
�1 �+(�)Re

�
e�i!

1�e�i!�
�
d� + h�0 �

R 1
�1 ��(�)Re

�
e�i!

1�e�i!�
�
d� . Ensuite a:

prouve la positivit�e de la premi�ere partie du minorant et b: prouve la positivit�e
de la deuxi�eme partie du minorant. L'in�egalit�e (3.2) est ainsi v�eri��ee et entrâ�ne c.

d: Si H est positif et � de signe constant et n'est pas la fonction nulle, alors � � 0,
H(�1) � 0, ou � � 0, H(1) � 0. Dans les deux cas la fraction utilis�ee dans (3.4)
est, �a � �x�e, strictement monotone pour ! 2]� �; �[nf0g. Alors Re(H(ei!)) > 0
pour ! 2] � �; �[nf0g. La d�e�nition 3 dit que 8z 2 E , Re(H(z)) > 0. Cette
assertion d: est fausse pour les �ltres hors de H 1(E ) dont la fonction de transfert
est positive sur E , ainsi

8z 2 @Enf1g Re
�

1� z�1
1 + z�1

�
= 0.

�

Remarque 17 Dans la proposition 5, la condition b: correspond au cas o�u le
symbole di�usif � est n�egatif ; cette condition exprim�ee en temps signi�e que
h0 �

P
n�1 jhnj � 0 qui, elle, entrâ�ne la positivit�e. En e�et <(H(ei!)) = h0 +P

n�1 hn cos(!n) � h0 �
P

n�1 jhnj � 0 .

Remarque 18 La proposition 5 peut être g�en�eralis�e au cas o�u � est une mesure
sign�ee avec une partie continue par rapport �a la mesure de Lebesgue et une partie
discr�ete sur ]�1; 1[ (cf : assertion d: qui indique qu'il faudrait exclure les pôles en
z = �1 dans H). Cette g�en�eralisation donne une condition suÆsante de positivit�e
sur les �ltres rationnels.
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Exemple 4 (suite) La proposition 5 prouve que HUN est positif parce
que �UN � 0 et que d'apr�es (1.4) HUN (�1) = ln(2) > 0 .

La proposition 1 (p. 27) montre que que les discr�etisations d'un op�erateur di�usif
em �a temps continu H\(s) de symbole di�usif �(�) par Euler r�etrograde Ha et
par invariance impulsionnelle Hc sont des �ltres di�usifs. Hb est l'extension par
l'op�erateur des di��erence de Ha (voir la proposition 1 (p. 27). Lorsque H\(s)
v�eri�e la condition suÆsante classique de positivit�e �(�) � 0 alors la proposition
suivante montre qu'alors Ha, Hb et Hc sont aussi positifs. Cette proposition et la
remarque qui suit argumentent en faveur du choix de la d�e�nition de la positivit�e
�a temps discret qui �etait discut�e page 50.

Proposition 6 Soit H\(s) un op�erateur di�usif de symbole di�usif �(�) � 0 tel

que �(�)
1+�

2 L1(0;1) (i.e. condition pour les op�erateurs di�usifs). Soit Ha(z) la

discr�etisation par Euler r�etrograde de H\(s) et Hc(z) la discr�etisation par inva-
riant impulsionnel de H\(s).

(i) Ha et Hb = (1� z�1)Ha sont positifs.
(ii) Si � 2 L1(0;1), alors Hc(z) est positif.
(iii) Si � 62 L1(0;1), le lien direct de Hc peut être choisi arbitrairement et

Hc est positif si et seulement si h0 �
R1
0

�(�)
1+e�

d� . De plus si h0 = h1 alors

Hc est positif (i.e. h1 est d�ej�a d�etermin�e par � : h1 =
R1
0
�(�)e��d�).

Preuve Il suÆt d'appliquer la proposition 5 �a Ha et Hc.
(i) Selon la proposition 1, le symbole di�usif de Ha est �a(�) = �(1��� ) � 0 et

Ha(z = �1) = H\(s = 1� (�1)) = H\(2) =
R1
0

�(�)
�+2d� � 0. Aussi Ha est positif.

Le symbole di�usif de Hb(z) = (1 � z�1)Ha(z) est �b(�) = �1��
� �(1��� ) � 0 et

Hb(z = 1) = 0�Ha(z = 1) = 0 � 0 . Aussi Hb(z) = (1� z�1)Ha(z) est positif.
(ii) Selon la proposition 1, le symbole di�usif de Hc est �c(�) = �(� ln(�)) � 0 et

le lien direct de Hc est hc0 =
R1
0 �(�)d�. (1.6) et le changement de variable � =

� ln(�) permettent d'exprimer Hc(�1) en fonction de � : Hc(�1) =
R1
0 �(�)d��R1

0
�(�)
1+e�

d� � 0. Ainsi Hc est positif.
(iii) Selon la proposition 1, le symbole di�usif de Hc est �c(�) = �(� ln(�)) �

0 mais le lien direct h0 est arbitraire. (1.6) et le changement de variable � =
� ln(�) permettent d'exprimer Hc(�1) en fonction de � et de h0 : Hc(�1) =

h0 �
R1
0

�(�)
1+e�

d�. Aussi h0 �
R1
0

�(�)
1+e�

d� est une condition n�ecessaire et suÆsante

de positivit�e de Hc. De plus si h0 = h1 =
R1
0 �(�)e��d� alors cette condition est

satisfaite et Hc est positif.

�

Remarque 19 Soit Hc un op�erateur �a temps continu dans H 2(E ) (cf p. 138),

Hc(s) 7! Hd
�
21�z�1

1+z�1

�
est une transformation de Cayley (cf [Sta01b]) qui est une

bijection entre les op�erateurs �a temps continu v�eri�ant Re(Hc(i!)) � 0 (! 2 R

ppt) et les �ltres �a temps discret v�eri�ant Re(Hd(ei!)) � 0 (! 2]� �; �[ ppt).
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Cette transformation de Cayley peut aussi s'exprimer en temps par l'interm�ediaire
des polynômes de Laguerre (cf : [Sta01b, ch. 11]). Ces polynômes ek(t) d�e�nissent
une base de L2(R) (cf : [Par97, ch. 1]), leur transform�ee de Laplace bilat�erale est

Ek(s) = 2 (2�s)k
(2+s)k+1 . La relation entr�ee-sortie (un 7! yn) de Hd s'obtient en ex-

primant avec la base l'entr�ee u(t) =
P

n�0 unek(t) puis en calculant la sortie
y(t) = Hcu(t) et en d�ecomposant avec la base yn =< y; ek >L2(R) o�u < ; >L2(R)

est le produit scalaire associ�e �a L2(R). Cette approche montre aussi l'�equivalence
entre la d�e�nition de la positivit�e �a temps discret

P
unyn � 0 et �a temps continuR

u(t)y(t) dt.

Exemples 1 et 3 (suite) L'int�egration fractionnaire est un op�erateur dif-

fusif positif de symbole di�usif �(�) = sin(��)
�

��� � 0. Aussi la proposition 6
montre que HFI est un �ltre positif, pour � 2]0; 1[ parce que HFI est la
discr�etisation de l'int�egration fractionnaire, et pour � 2] � 1; 0[ parce que
HFI est l'extension par di��erenciation de la discr�etisation de l'int�egration
fractionnaire. Ainsi HFI est un �ltre di�usif positif alors que son symbole
di�usif �FI est n�egatif.
La proposition 6 montre que pour � 2]0; 1[ HLN est positif si et seulement

si son lien direct v�eri�e h0 �
sin(��)

�

R1
0

���

1+e�
d� . HLN a �et�e choisi avec hLN0 =

hLN1 = 1
�(�)

et donc HLN est positif.

3.1.3 Positivit�e d'un �ltre rationnel

La construction d'un �ltre rationnel positif est en fait d�elicate (par exemple,
pour un �ltre ayant N pôles �x�es, il est diÆcile de savoir les contraintes qu'im-
posent la positivit�e sur la position des z�eros) ; quelques id�ees simples sont expos�ees
�a ce propos. La simulation du crit�ere fr�equentiel montre la positivit�e de certaines
familles de �ltres.

Les �ltres de la forme 1�pz�1

1�qz�1 sont positifs lorsque p; q 2] � 1; 1[ . La �gure

3.2 indique les lieux des complexes z0 pour lesquels les �ltres 1�z�1

(1�z0z�1)(1�z0z�1)

et 1
(1�z0z�1)(1�z0z�1)

sont positifs. Nous d�e�nissons l'oscillateur �a temps discret

H!0(z) =
1�z�1

(1�z�1)2+!20
qui est proportionnel �a 1�z�1

(1�z0z�1)(1�z0z�1)
pour z0 = 1+i!0

1+!20
.

Nous utilisons H!0 dans la deuxi�eme partie pour illustrer notre propos sur la
stabilit�e de syst�emes coupl�es, H!0 se trouve dans le domaine de gauche de la
�gure 3.2. On appelle un �ltre strictement positif un �ltre dont la partie r�eelle
de la r�eponse fr�equentielle est strictement positive. La proposition 7 donne aussi
quelques propri�et�es g�en�erales.

Proposition 7 Soient H1 et H2 deux �ltres rationnels stables.
a: Si H1 est positif alors H1 est �a minimum de phase (i.e. les z�eros sont dans
le disque unit�e).

b: Si H1 est positif alors ses �eventuels z�eros sur le cercle unit�e sont simples.
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Fig. 3.2 { Lieux convexes des pôles z0 assurant la positivit�e de de 1�z�1

(1�z0z�1)(1� �z0z�1)
(�a

gauche) et de 1
(1�z0z�1)(1� �z0z�1)

(�a droite).

c: Si H1 est strictement positif (i.e. Re(H1) > 0 sur @E ) alors l'inverse de
H1 est un �ltre rationnel stable et strictement positif.

d: Si H1 est positif et si H2 est strictement positif alors H1

1+H1H2
est un �ltre

rationnel stable et positif.

Preuve L'assertion a: a d�ej�a �et�e annonc�ee dans la d�e�nition 3 et est prouv�ee dans
l'annexe B. L'assertion b: est justi��ee par un d�eveloppement asymptotique de H1 au
voisinage d'un �eventuel z�ero. Pour c: et d:, il est d'abord montr�e que les inverses sont
stables en remarquant que les z�eros de certaines expressions sont �a l'int�erieur du disque
unit�e, ensuite (3.1) permet de conclure.

b: Soient Q et P des �ltres RIF (i.e. �ltres �a r�eponses impulsionnelles �nies) tels que

H(z) = Q(z)
P(z) . Nous rappelons la preuve donn�ee par [Cai88] : si H1 a un z�ero en

z = ei!0 d'ordre m > 1 alors le d�eveloppement de Taylor au voisinage de ce z�ero
montre qu'il existe z 2 E tel que Re(H1(z)) < 0, ce qui est contradictoire avec
l'assertion �enonc�ee �a la �n de la d�e�nition 3. Ce r�esultat pourrait être g�en�eralis�e
�a certains �ltres non-rationnels dans la mesure o�u c'est en fait l'analyticit�e de H
qui est utilis�ee.

� Q(m)(ei!0 )
m!P(ei!0 ) 6= 0 et H1(z) = 1

P(ei!0) (z � ei!0)m
hQ(m)(ei!0 )

m! + O(jz � ei!0 j)
i

quand

z ! ei!0 .
� L'application z 7! (z�ei!0)m transforment le secteur de sommet ei!0 et d'angle
] � �

m ;
�
m ] en C . L'intuition g�eom�etrique sugg�ere qu'il est toujours possible de

trouver un z� tel que jz�j > 1 et Re(H(z�)) < 0.

� Si � m!P(ei!0 )
Q(m)(ei!0 )

e�im!0 2 R�� , on pose par exemple z� = ei!0(1 + �e
i�
m ) et on a

H1(z�) = ��mQ(m)(ei!0 )
m!P(ei!0) e

im!0 + O(�m+1), ce qui prouve qu'il existe � > 0 tel que

z� 2 E et Re(H1(z�)) < 0 ; ce qui est contradictoire.

� Si � m!P(ei!0 )
Q(m)(ei!0 )

e�im!0 2 C nR� , on pose par exemple

z� = ei!0(1 + �
h
� m!P(ei!0 )
Q(m)(ei!0 )

e�im!0
i 1
m

). L'expression entre crochets est �a partie

r�eelle strictement positive aussi pour tout � > 0, z� 2 E . H1(z�) = ��m+O(�m+1)
alors il existe � > 0 tel que Re(H1(z�)) < 0 ; ce qui est contradictoire.

c: � 1
H1

est un �ltre rationnel.
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� 1
H1

est stable parce que 8z 2 �E ; Re(H1(z)) > 0.

� 1
H1

est positif parce que (3.1) est sym�etrique en un et en yn.

� 1
H1

est en fait strictement positif parce que 8z 2 E Re
�

1
H1(z)

�
= Re(H1(z))

jH1(z)j2 6= 0.

d: � H1
1+H1H2

est un �ltre rationnel.

� H1
1+H1H2

est stable parce que si 1 +H1(z)H2(z) avait un z�ero dans �E alors il y au-

rait une contradiction avec 8z 2 �E ; Re(H1(z)) � 0 ou avec 8z 2 �E ; Re(H2(z)) >
0. En e�et en prenant la partie imaginaire de 1 +H1(z)H2(z) = 0, on a
Im(H1(z))Im(H2(z)) � 0 et en prenant la partie r�eelle, on a
1 +Re(H1(z))Re(H2(z))�Im(H1(z))Im(H2(z)) = 0, ce qui est contradictoire.
� H1

1+H1H2
est un �ltre positif. En e�et lorsque un et wn d�esignent l'entr�ee et la sor-

tie de 1
1+H2H1

, on a un = wn+H2H1wn , et un et H1wn sont l'entr�ee et la sortie de
H1

1+H1H2
. La positivit�e de

P
un(H1wn) =

P
wn(H1wn) +

P
(H2(H1wn))(H1wn) �

0 signi�e la positivit�e de H1
1+H1H2

.

�

Remarque 20 d: permet de prouver la positivit�e de H!0 en utilisant la positivit�e
de H1 =

1�z�1

!20
et de H2 = 1� z�1.

Une condition suÆsante de positivit�e des �ltres di�usifs et le rappel de quelques
propri�et�es g�en�erales des �ltres positifs rationnels permettent de d�e�nir de nom-
breux exemples de couplages de �ltres di�usifs positifs et de �ltres rationnels
positifs. Les chapitres 5 et 6 utilisent notamment la caract�erisation fr�equentielle
de la positivit�e pour en d�eduire les stabilit�es �energ�etiques et EBSB de ces cou-
plages. La positivit�e ne d�epend pas de la r�ealisation aussi la stabilit�e interne
requiert une propri�et�e plus forte que la positivit�e : la dissipativit�e.

3.2 Dissipativit�e des �ltres num�eriques

A l'image de [Mon98], [Sta94] et [Mat98b] sur la dissipativit�e des op�erateurs
di�usifs, nous montrons en x3.2.1 que les r�ealisations di�usives de �ltres di�usifs
positifs sont dissipatives. Le x3.2.2 rappelle que toute r�ealisation minimale de
�ltres rationnels positifs est dissipative.

3.2.1 Dissipativit�e des �ltres di�usifs

La d�e�nition de la dissipativit�e que nous utilisons pour les �ltres di�usifs est
une g�en�eralisation en dimension in�nie de [Cai88], elle coh�erente avec [LaS83]
et avec [Wil72]. Cette g�en�eralisation d�epend donc de la topologie pour laquelle
on veut prouver la stabilit�e interne, ici il s'agit de celle induite par l'espace de
Hilbert H . Le th�eor�eme 3 montre la dissipativit�e des r�ealisations di�usives lorsque
les hypoth�eses de la proposition 5 sont v�eri��ees, l'appartenance �a H 1(E ) n'est ici
plus n�ecessaire.
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Th�eor�eme 3 Soit H un �ltre di�usif.
Si h0 et � v�eri�ent l'une des trois conditions :

� � 0 et H(�1) = h0 �

Z
I

�(�)

1 + �
d� est �ni et positif, (3.6)

� � 0 et H(1) = h0 +

Z
I

�(�)

1� �
d� est �ni et positif, (3.7)

� quelconque et h0 �

Z
I

j�(�)j � ��(�)

1� �2
d� est �ni et positif, (3.8)

alors la r�ealisation di�usive (1.9) est dissipative au sens o�u il existe une fonction
de Lyapunov qui v�eri�e :

a: V est d�e�nie positive et coercive : V (') > 0 quand k'kH 6= 0 et V (0) = 0
et V (')! +1 quand k'kH ! +1 .

b: V ('n+1)� V ('n) � unyn
En l'occurence V (') = 1

2

R
I
j�(�)j'2(�)d� = 1

2
k'k2

H
o�u I est le support de � .

Preuve Un �ltre di�usif est d�e�ni dans le chapitre 1 comme une agr�egation

de �ltres d'ordre 1 retard�es qui ne sont donc pas dissipatifs. Mais lorsque les condi-

tions (3.6) ou (3.7) sont v�eri��ees, (1.6) conduit �a H(z) = H(�1) +
R
I

j�(�) j
1��

1�z�1

1��z�1d� .

Ainsi H est aussi une agr�egation continue de �ltres dissipatifs 1�z�1

1��z�1 . La dissipati-

vit�e de chacun de ces �ltres est assur�ee par une fonction de Lyapunov �el�ementaire

V�('n) = 1
2(1� �)'2n(�) .

Lorsque � v�eri�e (3.8) , alors on peut �ecrire � = �+���, I= I
+
S
I
� et h0 = h+0 +h�0

(cf : (3.5)) de telle sorte que I
+ = supp�+ et h+0 et �+ satisfont (3.6) et de même que

I� = supp�� et h�0 et ��� satisfont (3.7). La dissipativit�e associ�e �a �+ et associ�e �a

�� conduisent �a la dissipativit�e de V (') = 1
2

R
I
(�+ + ��)'2(�)d� = 1

2

R
I
j�j'2(�)d�. �

Remarque 21 Les deux aÆrmations a: et b: suÆsent �a prouver la stabilit�e in-
terne d'une r�ealisation dissipative en dimension in�nie et la positivit�e de la rela-
tion entr�ee-sortie.

En e�et si l'entr�ee est nulle �a partir d'un certain instant N , b: prouve que
V ('n) est alors born�e par V ('N) et a: permet d'en d�eduire que k'nkH aussi par
V ('N), (voir [ANCL94] pour la d�e�nition topologique de la stabilit�e interne). Si
la condition initiale '0 est nulle alors selon a:

PN
n=0 unyn � V ('N+1)� V ('0) =

V ('N+1)� 0 � 0 .

Remarque 22 Dans la mesure o�u les �ltres �etudi�es sont lin�eaires, les aÆrma-
tions a: et b: sont parfois remplac�ees par (cf [Sta01a]) :

il existe une norme k kH telle que k'N+1k2H � k'0k2H �
PN

n=0 unyn
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Cette d�e�nition est alors appel�ee passivit�e. Par ailleurs le �ltre (1+H)�1(1�H)
est dit dissipatif au sens o�u il existe une norme k kH telle que

k'N+1k
2
H
+

NX
n=0

y2n � k'0k
2
H
+

NX
n=0

u2n

Nous n'utiliserons pas cette d�e�nition.

3.2.2 Dissipativit�e des �ltres rationnels

Le lemme de Kalman-Popov-Yacubovich aÆrme la dissipativit�e de toute r�eali-
sation minimale de tout �ltre rationnel positif. Une d�emonstration peut se trouver
�a la fois dans [Cai88],[FCG79] et dans [Ran96] parce que ce lemme est impor-
tant pour l'analyse des s�eries temporelles et pour l'�etude des LMI (i.e. in�egalit�es
lin�eaires matricielles).

Lemme 3 (Kalman-Popov-Yacubovich) Soit un syst�eme de dimension �nie
monodimensionnel (i.e. les entr�ee et les sorties sont �a une dimension, SISO en
anglais) stable et positif alors toute r�ealisation minimale G(z) = C(zI�A)�1B+
D de dimension N et d'�etat X v�eri�e l'existence de P = P T , L 2 RN et J 2 R

tels que (LT ; A) soit observable et8<:
ATPA� P = �LLT

ATPB � CT = �LJ
J2 = 2D �BTPB

(3.9)

Si G > 0 alors il existe P , L et J qui v�eri�ent de surcrô�t J > 0 et A�BJ�1LT

asymptotiquement stable (i.e. ses valeurs propres sont strictement �a l'int�erieur
du cercle unit�e). La fonction de Lyapunov qui r�ev�ele la stabilit�e de G est alors
E(Xn) =

1
2
XT

nPXn au sens o�u E(X) est une forme quadratique d�e�nie positive
telle que E(Xn+1)� E(Xn) � unyn .

En r�esum�e, les conditions suÆsantes de positivit�e portant sur le symbole dif-
fusif d'un �ltre di�usif �enonc�ees en x3.1, entrâ�nent en fait aussi la dissipativit�e
de la r�ealisation di�usive. De même la positivit�e d'un �ltre rationnel stable per-
met d'en d�eduire la dissipativit�e de toute r�ealisation minimale. Les fonctions de
Lyapunov qui r�ev�elent ces dissipativit�es permettent lors du chapitre 7 de prouver
d'une part la stabilit�e interne et d'autre part la stabilit�e interne asymptotique, de
couplages form�es de �ltres di�usifs positifs et de de �ltres rationnels positifs.
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Deuxi�eme partie

Stabilit�es de couplages form�es

d'un �ltre di�usif et d'un �ltre

rationnel

59





Chapitre 4

Pr�esentation des couplages de

�ltres �etudi�es

La stabilit�e des �equations di��erentielles fractionnaires a donn�e lieu �a de nom-
breux articles parmi lesquels [MAM97], [MAM98] ; nous nous int�eressons au cas
o�u cette �equation peut être interpr�et�ee comme un couplage avec un op�erateur
fractionnaire et un �ltre rationnel. Ainsi les solutions analytiques �x+ � _x+!2

0x+
p1D

�( _x) + p2I
�( _x) = 0 et leur comportement asymptotique en l'in�ni ont �et�e

�etudi�es par [GM97], [Mat98b] et [HM99]. La stabilit�e interne (au moyen de la
dissipativit�e) d'une r�ealisation de cette �equation et la stabilit�e EBSB de fractions

rationnelles g�en�eralis�ees (
P

k pks
�k

P
l qls

�l
) est �etudi�ee dans [Mat98b]. La stabilit�e interne

d'une r�ealisation de �x + � _x + !2x + Dx = u avec D un op�erateur di�usif, et la
non pr�esence de pôles instables de la fonction de transfert, sont �etudi�ees dans
[DHM00] et dans [Hel00]. Les syst�emes lin�eaires visco�elastiques sont �etudi�es dans
[DM88] qui donne une condition n�ecessaire et suÆsante pour qu'un bouclage sta-
bilise exponentiellement un syst�eme. Dans [Sta94], il est montr�e qu'un bouclage
statique stabilise ces syst�emes grâce �a la dissipativit�e.

La discr�etisation par Euler-r�etrograde (i.e. s 7! 1 � z�1) de ce �ltre est la
fonction de transfert Hp = [(1� z�1)2 + !2

0 + p(1� z�1)H(z)]�1 avec H un �ltre
di�usif positif. Les stabilit�es externes et internes de ce �ltre ont �et�e �etudi�ees dans
[DHM00], [DM01b], [DM01a]. Ces oscillateurs ont �et�e simul�es dans [Hel00] par
Euler retrograde et bilin�eaire.

Dans cette deuxi�eme partie de la th�ese, nous nous proposons d'�etudier la sta-
bilit�e interne, externe �energ�etique et externe EBSB d'une famille de �ltres not�ee
�1. Les outils pr�esent�es dans les chapitres pr�ec�edents sont utilis�es seulement sur
la famille de �ltres �2 qui est contenue dans �1. La proposition 9 donne des
conditions suÆsantes sur un �ltre HS de �1 pour que H

S appartienne �a �2. Les
exemples montrent aussi que ces conditions suÆsantes ne sont pas n�ecessaires.
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�1 et �2 sont d�e�nies en termes de fonctions de transfert en utilisant les tri-
plets (F ;G;H1) et (R;Q;H2). Les d�ecompositions propos�ees ne sont pas uniques,
notre objectif est surtout de donner des conditions suÆsantes assurant l'appar-
tenance d'un �ltre HS �a �1 ou �a �2.

La premi�ere famille de �ltres que nous proposons est une g�en�eralisation de Hp

qui sera �etudi�ee plus en d�etail dans l'exemple 5 apr�es les d�e�nitions de �1 et �2.
Premi�ere famille de �ltres

HS =
1

F + GH1
2 �1 ()

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

F et G sont des �ltres rationnels causaux
H1 est un �ltre di�usif dans H 1(E ) et

positif
� 6= 0, le symbole di�usif de H1 est de

signe constant �
9� 2]0; 1[ tel que �(�) = O(1� j�j)��

quand �! �1
f0 + g0h0 6= 0

(4.1)

o�u la positivit�e de H1 est d�e�nie par la d�e�nition 3, � est le symbole di�usif
de H1, et f0, g0 et h0 sont les liens directs de F , G et H1. [F + GH1]

�1 est
la fonction de transfert causale que l'on peut d�e�nir parce que le lien direct
f0 + g0h0 6= 0 (cf : [DV75, p. 100]. La quatri�eme hypoth�ese inclut le cas o�u
les comportements singuliers de � ne seraient pas identiques.

La seconde famille de �ltres est un ensemble des �ltres qui peuvent s'in-
terpr�eter comme un couplage de �ltres rationnels positifs et de �ltres di�usifs
positifs.

Seconde famille de �ltres

HS =
1

Q

R

1 +RH2

2 �2 ()

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

R est un �ltre rationnel causal, positif
et stable

Q et RQ�1 sont des �ltres rationnels
causaux et stables

H2 est un �ltre di�usif dans H 1(E ) et
positif

� 6= 0, le symbole di�usif de H2 est de
signe constant �

9� 2]0; 1[ tel que �(�) = O(1� j�j)��

quand �! �1

(4.2)

o�u H2 est positif au sens de la d�e�nition 3 et � est le symbole di�usif de
H2. La quatri�eme hypoth�ese inclut le cas o�u les comportements singuliers
de � ne seraient pas identiques. HS est la fonction de transfert causale que
l'on peut d�e�nir parce que R et de H2 sont positifs et que par suite le lien
direct de 1+RH2 est non-nul. HS s'interpr�ete comme un couplage entre R
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Fig. 4.1 { Sch�ema fonctionnel de HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2, R et H sont positifs et RQ�1 est

stable. Dans l'exemple 5, R(z) = H!0(z) et Q = 1� z�1.

et H2 auquel s'ajoute Q�1 qui n'est pas stable mais qui est tel que RQ�1

soit stable. Le sch�ema fonctionnel correspondant est sur la �gure 4.1.
Hp est un oscillateur perturb�e par un �ltre di�usif, cette perturbation �etant

param�etr�ee par p > 0. Nous allons montrer qu'il s'interpr�ete comme un couplage
entre deux �ltres et qu'il appartient �a �2.

Exemple 5 Les �ltres Hp(z) = [(1� z�1)2 + !2
0 + p(1� z�1)H(z)]�1 avec

un param�etre de couplage p > 0 se mettent sous la forme d'un �ltre de �2 :

Hp(z) =
1

1� z�1
H!0(z)

1 +H!0(z)pH(z)
(4.3)

Ainsi Hp =
1
Q

R
1+R(pH)

avec Q(z) = 1 � z�1, R(z) = H!0(z) =
1�z�1

(1�z�1)2+!20
,

et pH est le �ltre di�usif positif. Hp s'interpr�ete comme un couplage pa-
ram�etr�e par p > 0 entre H!0 et H auquel est ajout�e un int�egrateur 1

1�z�1

qui, associ�e �a H!0 , forme un �ltre stable.
Preuve Un calcul simple montre que Hp peut s'�ecrire comme (4.3) avec

H!0(z) = 1�z�1

(1�z�1)2+!20
. Selon la remarque 20 (p. 55), H!0 est un �ltre positif et

on observe que
H!0

1�z�1 est un �ltre stable. Aussi Hp 2 �2. �

L'exemple 5 est un exemple particulier de �ltres de �2 dans la mesure o�u R
a un z�ero en z = 1. Les �eventuels z�eros de R et de Q ont une grande importance
dans l'�etude de la stabilit�e EBSB (cf : chapitre 6). Nous montrons que les �ltres
de �2 peuvent être regroup�es en neuf cat�egories deux �a deux distinctes.

Proposition 8 Soit HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 .

L'une de ces trois hypoth�eses est v�eri��ee

������
R(1) = 0 et Q(1) 6= 0 et 1 est un z�ero d'ordre 1 de R;
R(1) = Q(1) = 0 et 1 est un z�ero d'ordre 1 de R et de Q;
R(1) 6= 0 et Q(1) 6= 0 ;

et l'une de ces trois hypoth�eses est aussi v�eri��ee
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������
R(�1) = 0 et Q(�1) 6= 0 et �1 est un z�ero d'ordre 1 de R;
R(�1) = Q(�1) = 0 et �1 est un z�ero d'ordre 1 de R et de Q;
R(�1) 6= 0 et Q(�1) 6= 0 :

Preuve Soit HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 . Les hypoth�eses sur �2 et la proposition 7

(p. 53) montrent que R et Q v�eri�ent les propri�et�es suivantes :

� Q est stable ) 1 et �1 ne sont pas pôles de Q.
� R est stable ) 1 et �1 ne sont pas pôles de R.

� R est positif )
� R(1) > 0 ou 1 est un z�ero d'ordre 1 de R:

R(�1) > 0 ou �1 est un z�ero d'ordre 1 de R:
� RQ�1 est stable )

�
si Q(1) = 0 alors 1 est un z�ero d'ordre 1 de R.
si Q(�1) = 0 alors �1 est un z�ero d'ordre 1 de R.

�

�2 est contenu dans �1.L'enjeu maintenant est d'analyser dans quelle mesure
les r�esultats de stabilit�es qui seraient obtenus sur �2 pourraient être �etendus �a
certains �ltres de �1. Nous donnons sous la forme d'une proposition des condi-
tions suÆsantes pour qu'un �ltre dans �1 soit contenu dans �2. Sous certaines
hypoth�eses suppl�ementaires ces conditions sont aussi n�ecessaires.

Proposition 9 Soit HS = 1
F+GH1

2 �1,8<:
a:GF�1 positif
b:F�1 stable
c:G stable

()

8<:
HS = 1

Q
R

1+RH2
2 �2

avec R = GF�1;Q = G
et H1 = H2

Commentaire pour la r�eciproque, l'hypoth�ese H1 = H2 est cruciale, un autre
�ltre di�usifH2 6= H1 donnerait d'autres �ltres rationnelsF ;G dans la d�ecomposition,
ces �el�ements ne v�eri�eraient pas n�ecessairement a: b: c.
Preuve Nous allons prouver successivement l'implication et la r�eciproque.

� Soit HS = 1
F+GH 2 �1 v�eri�ant a, b et c, alors HS = 1

G
GF�1

1+GF�1H 2 �2 avec

R = GF�1 positif, Q = G et RQ�1 = GF�1G�1 = F�1 stables.
� Soit HS = 1

F+GH = 1
Q

R
1+RH 2 �1

T
�2.

alors, en inversant l'expression, on a F + GH = QR�1 +QH.
� G = Q sinon H = QR�1�F

G�Q serait un �ltre rationnel, ce qui impliquerait �
identiquement nulle.

� GF�1 est un �ltre positif parce que,
F �QR�1 = GH1 �QH1 = 0 et alors,
GF�1 = QF�1 = Q(QR�1)�1 = QRQ�1 = R, et R est un �ltre positif.

� F�1 est un �ltre stable, parce que F�1 = (QR�1)�1 = RQ�1 et RQ�1 est un
�ltre stable.

� Q est stable parce que G est stable.

�
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Les �ltres di�usifs H des couplages HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 ont tous un lien

direct h0 strictement positif (cf : x3.1.1 p. 48). Nous allons montrer que quand
HS1 = 1

F+GH 2 �1, un autre �ltre HS2 = 1
F+G(H�h0) , peut quand même être dans

�2 mais sous des conditions plus restrictives sur F et G que dans la proposition 9.
Par ailleurs, si on cherche �a stabiliser un �ltre instable F�1 au moyen d'un

�ltre di�usif, on est amen�e dans ce cadre �a trouver G et H tel que HS = 1
F+GH 2

�1 soit dans �2. Justement les conditions suÆsantes �enonc�ees dans la proposi-
tion 9 supposent que F�1 soit stable. Nous allons proposer une condition suf-
�sante qui est moins restrictive sur F et qui s'appuie sur l'existence de � > 0
tel que H� � soit encore positif. En particulier ces nouvelles conditions peuvent
admettre que F�1 ne soit pas stable.

Proposition 10 Soient HS1 = 1
F+GH 2 �1 et HS2 = 1

F+G(H+�)
.8<:

a:G(F + �G)�1 positif
b: (F + �G)�1 stable
c:G stable

)

�
HS2 = 1

Q
R

1+RH 2 �2

avec R = G(F + �G)�1 et Q = G

Preuve Il suÆt d'appliquer la proposition 9 �a HS2 = 1
(F+�G)+GH 2 �1. �

Le �ltre de fonction de transfert (1� z0z
�1)(1� �z0z

�1) o�u z0 = r0e
i!0 est un

oscillateur �a temps discret de pulsation r�eduite !0 qui est stable lorsque jr0j < 1 .
Nous consid�erons un �ltre not�e Hz0 qui est le couplage form�e de cet oscillateur
et d'un �ltre di�usif positif HFI. Hz0 est dans �1, mais l'appartenance de Hz0 �a
�2 et par suite, la possibilit�e de prouver ses stabilit�es, d�epend de z0.

Exemple 6 �1 contient les �ltres d�e�nis par

Hz0(z) =
1

(1� z0z�1)(1� �z0z�1) + p(1� z�1)HFI(z)
o�u � 2]0; 1[

On cherche (R;Q;H) qui d�ecomposent Hz0 dans �2 suivant z0 en un ou
deux choix possibles.
� Lorsque z0 est tel que R(z) =

1�z�1

(1�z0z�1)(1��z0z�1)
est positif alors Hz0 2 �2

avec Q = 1
1�z�1 et H = pHFI. Le lieu de tels z0 est trac�e sur la gauche de

la �gure 4.2. Ce lieu correspond aux conditions a: et b: de la proposition 9.
� Lorsque z0 est tel que R(z) =

1
(1�z0z�1)(1��z0z�1)

est positif alors Hz0 2 �2

avec Q = 1 et H = pHFI(1� z�1). En e�et HFI(z)(1� z�1) = (1 �
z�1)1�� est aussi un �ltre di�usif positif pour � 2]0; 1[. Le lieu de tels z0
est trac�e sur la droite de la �gure 4.2.

On en tire les conclusions suivantes.
� Le deuxi�eme lieu n'est pas contenu dans le premier, aussi cet exemple
illustre que les conditions a: et b: de la proposition 9 ne sont pas n�ecessaires.
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� L'intersection des ces lieux est non-vide, ce qui montre que la d�ecomposition
de HS = 1

Q
R

1+RH en Q, R et H n'est pas unique.

� HFI est en fait strictement positive : Re(pHFI) � pHFI(�1) = 2�� (cf :
proposition 5 p. 50 et �FI � 0). L'application de la proposition 10 devrait
permettre d'agrandir vers l'ext�erieur du disque unit�e le contour dessin�e
�a gauche de la �gure 4.2.

Ainsi 1�z�1

(1�z0z�1)(1�z0z�1)
est un exemple de syst�eme instable qui pourrait être

stabilis�e avec un amortissement de type di�usif comme pHFI pour cer-
taines plages de valeurs de � et de p > 0. Cette conjecture sera v�eri��ee
ult�erieurement dans un cas particulier � = 1

2
et pour une plage de la forme

p > p� (voir les exemples du chapitre 5 page 70).
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Fig. 4.2 { Lieux convexes des pôles z0 assurant la positivit�e R(z) = 1�z�1

(1�z0z�1)(1� �z0z�1)
�a

gauche et de R(z) = 1
(1�z0z�1)(1� �z0z�1)

�a droite.

En r�esum�e , nous avons tout d'abord d�e�ni une famille de syst�eme de �1 sous
la forme (F ;G;H1) propos�ee naturellement �a partir d'un exemple Hp issu d'une
discr�etisation.

Ensuite nous avons d�e�ni une sous-famille �2 de structure plus complexe
(R;Q;H2) sugg�er�ee par des propri�et�es de positivit�e (�etudi�ees au chapitre 3).

Nous avons cherch�e des conditions d'appartenance �a �2 pour un syst�eme
donn�e sous la forme �1 :

{ Lorsque H1 = H2, les conditions simples sont donn�ees par la proposition 9.
{ Lorsque H2 = H1 + � avec � > 0, les conditions sont donn�ees par la
proposition 10. L'int�erêt est de permettre d'inclure dans �2 des �ltres de
�1 dont le �ltre di�usif H1 a un lien direct h

1
0 nul, (de tels �ltres pourraient

être obtenus par exemple par une m�ethode de discr�etisation r�ealiste).
{ Lorsque H2 = H1+� avec � < 0, les conditions sont �egalement donn�ees par
la prosposition 10. L'int�erêt est d'inclure dans �2 des �ltres de �1 dont le
F�1 est instable.
En particulier cette technique devrait permettre de prouver qu'un �ltre
instable peut être amorti par un �ltre di�usif sous certaines conditons pa-
ram�etriques.
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{ Dans l'exemple 6 nous avons montr�e qu'il existe d'autres fa�cons de prouver
l'appartenance d'un �ltre de �1 �a �2 avec H2(z) = (1� z�1)H1(z).

Dans la suite de la th�ese, nous �etudierons les di��erentes stabilit�es de la sous-
famille �2 : la stabilit�e externe �energ�etique au chapitre 5, la stabilit�e externe
EBSB au chapitre 6, la stabilit�e interne asymptotique d'une r�ealisation au cha-
pitre 7. Les r�esultats du chapitre 2 nous permettront dans certains cas d'e�ectuer
une analyse asymptotique soit de la r�eponse impulsionnelle au chapitre 6 soit de
la fonctionnelle de Lyapunov de l'�etat interne du syst�eme au chapitre 8.
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Chapitre 5

Stabilit�e �energ�etique du couplage

form�e d'un �ltre di�usif et d'un

�ltre rationnel

Un �ltre est dit �energ�etiquement stable si, �a toute entr�eee d'energie �nie (i.e.P
n�0 u

2
n < 1) est associ�ee une sortie d'�energie �egalement �nie (i.e.

P
n�0 y

2
n <

1). Pour les �ltres causaux et non rationnels, cette stabilit�e se distingue a priori
des autres formes de stabilit�es entr�ee-sortie. Les �ltres qui sont �energ�etiquement
stables forment un espace de Hardy H1(E ) rappel�e en annexe B (p. 143), H1(E )
est l'ensemble des fonctions de transfert analytiques et born�ees sur E . Nous uti-
lisons deux outils permettant chacun de conclure �a la stabilit�e �energ�etique : le
crit�ere de Nyquist et l'absence de pôles hors du disque unit�e.

Dans ce chapitre, nous �etudions la stabilit�e des �ltres appartenant aux familles
�1 et �2 d�e�nies par (4.1) et par (4.2). Pour �etudier leur stabilit�e �energ�etique,
nous proposons deux conditions suÆsantes pour qu'un �ltre de �1 soit �ener-
g�etiquement stable. Les �ltres de �2 s'interpr�etent comme un couplage entre
deux �ltres positifs. Cela nous permet de d�emontrer qu'ils sont �energ�etiquement
stables. En�n un exemple illustre ces th�eor�emes.

Soit HS = 1
F+GH 2 �1. Nous donnons une condition suÆsante sous forme

d'une proposition. Nous montrons que le crit�ere de Nyquist peut aussi s'appliquer,
pour cela nous utilisons le contour � indiqu�e sur la �gure 5.1.

Proposition 11 Soit HS = 1
F+GH 2 �1 qui v�eri�e les deux hypoth�eses sui-

vantes :
(H1) F et G sont des �ltres stables,
(H2) il existe V un voisinage de z = 1 et de z = �1 tel que jF + GHj soit born�e
inf�erieurement sur V

T
E .

Soit � un contour qui entoure le disque unit�e et qui est contenu dans @E
S
(V

T
E ).
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I

J

Re(z)

Im(z)

contour Γ

Fig. 5.1 { Repr�esentation du contour utilis�e dans la d�emonstration de la proposition 11 et
du th�eor�eme 4.

Si HS v�eri�e l'une des deux hypoth�eses suppl�ementaires,
(H3) 8z 2 E

S
@Enf�1; 1g, F(z) + G(z)H(z) 6= 0,

(H3bis) lorsque F(z)+G(z)H(z) parcourt �, cette fonction de trans-
fert est non-nulle et n'entoure pas z�ero,

alors HS 2 H1(E ).

Preuve On prouve d'abord que (H1), (H2) et (H3) entrâ�nent que HS 2 H1(E )
au moyen de la continuit�e de HS sur un compact K. Puis on prouve que (H1), (H2) et
(H3bis) entrâ�nent (H3) et par suite, on a que HS 2 H1(E ). En�n la proposition 22
(p. 140) rappelle qu'alors HS est �energ�etiquement stable.

1. Soit HS = 1
F+GH 2 �1 v�eri�ant (H1), (H2) et (H3).

� (H1) indique que la fonction de transfert F(z) +G(z)H(z) est holomorphe sur
�E nf�1; 1g.

� F(z) + G(z)H(z) admet une limite quand z ! 1 en tant que fonction de
transfert d'un �ltre causal, aussi il existe V1 un voisinage de l'in�ni surlequel
que HS est born�ee.

� E nV1 est une couronne dans laquelle on d�e�nit un compact K ne contenant
pas 1 et �1 : soit K un compact tel que E nV1 nV � K � E nV1 nf�1; 1g.

� (H3) entrâ�ne que 8z 2 K (HS(z))�1 6= 0 et que HS est continue sur K, et
par suite born�ee sur K (en e�et K est compact).

� (H2) entrâ�ne que HS est born�ee sur V
T
E .

Finalement HS est born�ee sur E et donc HS 2 H1(E ).

2. Soit HS = 1
F+GH 2 �1 v�eri�ant (H1), (H2) et (H3bis).

� (H1) entrâ�ne que le crit�ere de Nyquist peut s'appliquer �a F + GH parce que
d'une part F+GH est holomorphe sur un ouvert connexe contenant le contour
d'int�egration � et le point �a l'in�ni, et parce que d'autre part F + GH est la
fonction de transfert d'un �ltre causal.

� F + GH n'entoure pas z�ero aussi F(z) + G(z)H(z) est non-nul pour tout z
ext�erieur �a � et en particulier pour z 2 EnV .

� (H2) dit que F(z) + G(z)H(z) 6= 0 pour z 2 E
T

V .
Finalement (H1), (H2) et (H3bis) entrâ�nent (H3) et par suite queHS 2 H1(E ).

�
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Remarque 23 Lorsque � est un rationnel, il est possible de transformer le calcul
des pôles de HS en la r�esolution d'un polynôme �a variable complexe (voir [Mat94,
annexe B]).

Exemple 6 La �gure 5.2 montre les pôles de

Hz0(z) =
h
(1� z0z

�1)(1� z0z
�1) + p(1� z�1)

1
2

i�1
pour jz0j = 1:5. Lorsque

p augmente ces pôles p�en�etrent dans le disque unit�e et convergent vers z = 0.
Ainsi Hz0 est un couplage entre un �ltre instable et un �ltre di�usif pHFI

qui joue un rôle d'amortissement pour p suÆsamment grand.
La remarque 23 a �et�e utilis�ee pour faire cette simulation : en posant 1�z�1 =
&2 avec Re(&) > 0, on transforme le d�enominateur de Hz0 en un polynôme
de degr�e 4 et �a coeÆcients r�eels.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Re(z)

Im
(z

)

Fig. 5.2 { Pôles de Hz0 pour z0 = 1:5ei�. Les pôles correspondant �a la même valeur de �

sont reli�es entre eux. Cette simulation montre que Hz0 devient stable quand p est suÆsemment
�elev�e.

Exemple 6 bis La �gure 5.3 donne aussi les pôles de [(1� z0z
�1) + p(1�

z�1)
1
2 ]�1 avec jz0j = 1:5 en fonction de p et de � = arg(z0). Les pôles sont

indiqu�es par + quand � > 0 et par � quand � < 0. Cette �gure permet
de suivre le d�eplacement des pôles lorsque p �evolue et montre qu'il existe
deux valeurs particuli�eres �1 et �2. Si j�j < �1 alors ces pôles convergent
vers z = 0. Si �1 < j�j < �2 alors ces pôles vont jusqu'�a la coupure puis ces
pôles n'existent plus quand p > p�, ces di��erents pôles ne sont pas reli�es
entre eux. Si j�j > �2, les pôles convergent vers z = 0. Cette simulation
montre qu'un syst�eme peut être stable tout en �etant form�e d'un oscillateur
instable, et d'un �ltre di�usif.
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Cette simulation utilise aussi la remarque 23 et le d�enominateur devient un
polynôme de degr�e 2 �a coeÆcients complexe 1.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Re(z)

Im
(z

)

Fig. 5.3 { Pôles de [(1� jz0je
i�z�1) + p(1� z�1)

1

2 ]�1 avec jz0j = 1:5. Les pôles sont indiqu�es
par + si � > 0 et par � sinon. Ceux qui correspondent �a la même valeur de � sont reli�es entre
eux par un trait quand les pôles convergent vers z = 0 ou z = 1. Cette simulation montre que
ce �ltre devient stable quand p est suÆsemment �elev�e.

-

Σu w

y
H

x
R

R
v

Q-1

Fig. 5.4 { Sch�ema fonctionnel de HS = R
Q

1
1+RH , R et H sont positifs et RQ�1 est stable.

Nous �etudions maintenant la stabilit�e de HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2. Une premi�ere

id�ee serait d'utiliser le th�eor�eme de positivit�e de [Zam66]. Ce th�eor�eme prouve
la stabilit�e de R

1+RH en utilisant la positivit�e de R et et en requ�erant la stricte

positivit�e de H. Malheureusement 1
Q n'est pas stable a priori et l'hypoth�ese R

Q
stable n'a pas �et�e utilis�ee.

1Dans ce document nous n'avons utilis�e que des �ltres �a coeÆcients r�eels, mais il est en fait
possible de d�e�nir des �ltres �a coeÆcients complexe.
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La solution que nous proposons consiste �a mettreHS sous la forme R
Q

1
1+RH . La

�gure 5.4 montre le sch�ema fonctionnel obtenu, di��erent de celui de la �gure 4.1
(p. 63). Nous proposons d'adapter le crit�ere de Nyquist au cas des �ltres di�usifs
pour prouver la stabilit�e de 1

1+RH .H
S = R

Q
1

1+RH sera alors �energ�etiquement stable

parce que R
Q est stable.

Nous allons utiliser le crit�ere de Nyquist pour montrer que 1
1+RH est born�ee

sur E , en e�et la positivit�e de R et de H prouve que le diagramme de Nyquist de
1 +RH ne traverse pas R� et, par suite, ne contourne pas 0. Le crit�ere de Nyquist
s'�etend facilement �a des �ltres non-rationnels (par exemple [Net73, p. 164-167]
pourvu que l'on utilise un contour sur lequel 1 +RH est holomorphe : en e�et
la d�emonstration du crit�ere de Nyquist repose sur un r�esidu logarithmique (voir
[CZ95] ou [Boc96]). [CZ95] propose notamment d'appliquer ce crit�ere sur des
op�erateurs �a temps continu dont la fonction de transfert est holomorphe sur un
demi-plan ouvert contenant l'axe fr�equentiel. Nous proposons d'utiliser le contour
repr�esent�e sur la �gure 5.1. Le crit�ere de Nyquist prouve alors que 1

1+RH est
born�ee seulement �a l'ext�erieur de de ce contour. Une �etude du comportement
asymptotique de 1 +RH au voisinage de z = �1 est n�ecessaire pour conclure.

Th�eor�eme 4 Les �ltres HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 sont �energ�etiquement stables.

Preuve Soit HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2. La d�emonstration consiste �a appliquer la pro-

position 11 pour prouver que 1
1+RH 2 H1(E ). Comme RQ�1 2 H1(E ), 1

1+RH 2
H1(E ) entrâ�ne que HS 2 H1(E ). Nous allons donc montrer que les hypoth�eses
(H1), (H2) et (H3bis) de la proposition 11 sont v�eri��ees pour 1

1+RH . (H2) repose
sur un d�eveloppement de Taylor de 1 +R(z)H(z) sur un voisinage V de z = �1. La
positivit�e de R et de H entrâ�ne, par un raisonnement alg�ebrique, que 8z 2 EnV ,
1 + R(z)H(z) 62 R� et par suite, que sur le contour d'int�egration donn�e �, 1 + RH
n'entoure pas z�ero.

(H1) est v�eri��ee :
la fonction de transfert constante �egale �a 1 est stable,
R est stable parce que R est rationnel et positif (cf : proposition 7, p. 53).

(H2) est v�eri��ee.
En e�et, une analyse asymptotique de 1 + R(z)H(z) au voisinage de z = 1
montre qu'il existe un voisinage V de z = 1 et de z = �1 tel que 8z 2 V

T
E ,

Re [1 +R(z)H(z)] � 1
2 et donc que 8z 2 V

T
E , 1

j1+R(z)H(z)j � 2.

� R(1) � 0 et R(z) = R(1) + O(jz � 1j) quand z ! 1. En e�et, R est �a coeÆ-
cients r�eels implique que R(1) 2 R, R est positif implique Re(R(1)) � 0, en�n
R(�) est C1 au voisinage de � = 1.

� 8z 2 E ; Re(H(z)) � 0.
� [(z � 1)H(z) ! 0] grâce �a la la proposition 22 (p. 140).
Ces trois assertions montrent que :
Re(1 +R(z)H(z)) = 1 +R(1)Re(H(z)) +Re(H(z))O(j1� zj)
et qu'il existe V 1 un voisinage de z = 1
tel que 8z 2 V 1

T
E , Re(1 +R(z)H(z)) � 1

2 .
R(�z) et H(�z) v�eri�ent aussi ces trois assertions, il existe donc
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V = V 1
Sfzj � z 2 V 1g un voisinage de z = 1 et de z = �1

tel que 8z 2 V
T
E , Re(1 +R(z)H(z)) � 1

2 .
(H3bis) est v�eri��ee.

En e�et, soit � un contour contenu dans @E
S

V et entourant le disque unit�e. Un
exemple de contour � est dessin�e sur la �gure 5.1. Le raisonnement alg�ebrique
suivant prouve que 1 +R(z)H(z) ne traverse pas R� en parcourant �.
R est positif et H est un �ltre di�usif positif dans H

1(E ) de symbole di�usif �
de signe constant, aussi 8z 2 �; Re(R(z)) � 0 et Re(H(z)) > 0 (voir l'assertion
d de la proposition 5 p. 50)
S'il existe z 2 � tel que 1+R(z)H(z) 2 R� alors, en prenant la partie imaginaire,
Im(R(z))Im(H(z)) � 0 et, en prenant la partie r�eelle, 1+Re(R(z))Re(H(z))�
Im(R(z))Im(H(z)) = 0 ; ce qui est contradictoire. Aussi 1 + R(z)H(z) ne
contourne pas 0 le long du contour �.

�

Remarque 24 La d�emonstration du th�eor�eme 4 n'utilise pas seulement le fait
que Re(H(z)) � 0 pour z 2 E qui pourrait être une d�e�nition plus g�en�erale de la
positivit�e (cf : p. 48). Le caract�ere di�usif de H permet de mieux contrôler ce qui
se passe notamment sur le cercle unit�e Re(H(z)) > 0 pour z 2 �E nf�1; 1g (cf :
assertion d de la proposition 5 page 50).

Remarque 25 Si on �elargissait la famille �2 de sorte que R puisse aussi être
un �ltre di�usif causal positif et non pas seulement un �ltre rationnel causal et
positif, alors les �ltres de �2 ne seraient plus n�ecessairement stables. Ainsi si
R = HFI, H = HFI et Q = 1 pour � =]0; 1[, alors HS = RQ�1

1+RH = 1
2
HFI et

justement HFI n'est pas stable �energ�etiquement : HFI(z) = (1 � z�1)�� ! +1
quand z ! 1 avec z 2 E .

Exemple 5 (suite) Nous avons ainsi prouv�e que les �ltres de�2 sont �ener-
g�etiquement stables. Par suiteHp(z) =

�
(1� z�1)2 + !2

0 + p(1� z�1)HFI
�
2

�2 (cf : exemple 5) est aussi �energ�etiquement stable. Remarquons que pour
p = 0, Hp est un �ltre rationnel stable dont les deux pôles conjugu�es sont
1�i!0
1+!20

.

Exemple 6 (suite) L'application du th�eor�eme 4 �a Hz0 prouve, que quel
que soit p > 0, Hz0 est �energ�etiquement stable lorsque z0 est dans le lieu de
gauche ou de droite de la �gure 4.2 (p. 66). Nous avons cherch�e le lieu des z0
tels que Hz0 soit �energ�etiquement stable quelque soit p > 0. La simulation
du crit�ere de Nyquist montre que ce lieu est fz0j jz0j � 1; z0 6= 1g. Ce lieu
est repr�esent�e sur la �gure 5.5. Ce dernier lieu comprend les lieux 1 et 2
pour lesquels l'appartenance de Hz0 �a �2 a d�eja �et�e montr�ee (cf : p. 65) ;
cette simulation con�rme donc le th�eor�eme 4 : �2 � H1(E ).

En r�esum�e, nous avons donn�e une condition suÆsante sur les �ltres dans �1

qui permet d'utiliser le crit�ere de Nyquist pour prouver la stabilit�e d'un �ltre.
Nous avons �etabli que les �ltres dans �2 sont �energ�etiquement stables. Quelques
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Fig. 5.5 { La courbe ext�erieure co��ncide avec le cercle unit�e et est l'ensemble des z0 tels

que pour tout p > 0 Hz0 =
�
(1� z0z

�1)(1� �z0z
�1) + p(1� z�1)HFI

��1
soit �energ�etiquement

stable, cette courbe ne d�epend pas de � 2]0; 1[ .
La courbe ovale int�erieure (Lieu1) est l'ensemble des z0 tels que (1 � z0z

�1)(1 � �z0z
�1) soit

positif. La courbe circulaire int�erieure (Lieu2) est l'ensemble des z0 tels que 1�z�1

(1�z0z�1)(1��z0z�1)

soit positif.
L'exemple 6 (p. 65) montre que fz0 jHz0 2 �2g contient la r�eunion des deux lieux d�elimit�es
par les deux courbes.

hypoth�eses techniques suppl�ementaires vont permettre au cours du chapitre 6 de
montrer que ces �ltres sont aussi EBSB stables.
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Chapitre 6

Stabilit�e EBSB du couplage d'un

�ltre di�usif avec un �ltre

rationnel

A(�) d�esigne l'alg�ebre de convolution des r�eponses impulsionnelles des op�e-
rateurs non-rationnels �a temps continu causaux (voir par exemple [DV75, an-
nexe C]). En annexe B, nous d�e�nissons l1(�) comme la partie discr�ete de A(�)
puis �a partir de l1(�), nous d�e�nissons une alg�ebre pour les fonctions de transfert

de �ltres �a temps discret bl1(�). Ainsi bl1(1) not�e aussi W+ d�esigne l'ensemble des
�ltres EBSB (voir la d�e�nition 8 en annexe B p. 144).

La premi�ere m�ethode s'appuie sur un th�eor�eme rappel�e dans [BP99], qui est
l'analogue �a temps discret d'un th�eor�eme dans [HP57]. Ce th�eor�eme aÆrme no-
tamment que si HS 2 H1(E ) et (HS)�1 2 W+ alors HS 2 W+. Nous montrerons
ainsi que certains �ltres de �2 sont dans W+ (cf : x6.1). Cette m�ethode permet
�a [BP01] en temps continu de donner des crit�eres de stabilit�es et de proposer des
d�ecompositions en fractions irr�eductibles.

La deuxi�eme m�ethode s'inspire en l'�etendant d'un r�esultat de d�ecomposition,
propos�e �a temps continu pour les syst�emes di��erentiels fractionnaires commen-
surables et incommensurables, comme conjecture dans [Mat98b] ; la question
ouverte de la �nitude du nombre de pôle ayant �et�e d�emontr�ee ult�erieurement
dans [BP00b] ; une version plus pr�ecise de ce r�esultat de d�ecomposition ayant �et�e
donn�ee dans [AMM00a]. Par ailleurs ce r�esultat a �et�e �enonc�e dans le cadre des
�ltres di�usifs dans [DHM00] et �etudi�e dans [Hel00] avec notamment le cas des
pôles sur la coupure. Sous r�eserve d'hypoth�eses techniques, nous montrerons que
les �ltres de �2 sont aussi la somme d'un �ltre rationnel, stable et d'un �ltre
di�usif. L'analyse du comportement asymptotique de ce nouveau �ltre di�usif
permet de montrer que ces �ltres sont dans W+. Un exemple permet de comparer
les deux m�ethodes (cf : x6.2).

Grâce au chapitre 2, le comportement asymptotique de la r�eponse impulsion-
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nelle peut être �evalu�ee, ce comportement d�epend fortement de la pr�esence d'un
z�ero pour Q et R en z = �1 (cf : x6.3).

Exemple 5 (suite) La �gure 6.1 repr�esente la r�eponse impulsionnelle de
Hp(z) = [(1� z�1)2 + !2

0 + p(1� z�1)H(z)]�1 2 �2 pour deux valeurs de
p > 0 lorsque le �ltre di�usifH = HFI. La �gure 6.2 repr�esente les r�eponses
impulsionnelles de Hp interm�ediaires entre ces deux valeurs, ces r�eponses
sont repr�esent�ees sous la forme d'une nappe. Ces syst�emes ont �et�e �etudi�es
en d�etail �a temps continu dans [Hel00]. Lorsque p = 0, Hp est un oscillateur
exponentiellement amorti (cf : page 74) et l'augmentation de p att�enue les
oscillations et fait apparâ�tre un comportement de type m�emoire longue.
Le r�esultat de d�ecomposition montre que cette courbe est la somme d'une
oscillation exponentiellement amortie et de la r�eponse impulsionnelle d'un
�ltre di�usif.
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Fig. 6.1 { R�eponse impulsionnelle de HS pour deux valeurs de p .
A gauche : (p = 0:02), les oscillations sont pr�edominantes.
A droite : (p = 0:15), la d�ecroissance lente est visible.

6.1 Stabilit�e EBSB par un raisonnement

alg�ebrique

La premi�ere m�ethode consiste �a s'appuyer sur trois propri�et�es pour donner
des conditions suÆsantes pour qu'un �ltre HS = 1

Q
R

1+RH 2 �2 soit dans W+.
L'expression int�egrale de la r�eponse impulsionnelle d'un �ltre di�usif donne des
conditions suÆsantes simples sur le symbole di�usif � pour prouver que le �ltre
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Fig. 6.2 { Nappe de r�eponses impulsionnelles de Hp pour des valeurs croissantes de p 2
[0:02; 0:15] et pour ! = 0:17.

di�usif H appartient �a W+ et par suite pour que 1 +RH 2 W+. Le th�eor�eme 9
en annexe B (p. 144) rappelle qu'alors 1

1+RH 2 W+. En�n W+ est stable par

multiplication avec un �ltre rationnel stable aussi HS = RQ�1 1
1+RH 2 W+. Les

conditions suÆsantes prouvant que HS 2 W+ sont �enonc�ees sous la forme d'une
proposition. La preuve de cette proposition utilise des r�esultats �enonc�es dans le
lemme suivant.

Lemme 4 Soit H un �ltre di�usif de lien direct h0 et de symbole di�usif �. Soit
R un �ltre rationnel stable. Alors,

1: R 2 W+ ;

2:
�1[0;1]
1�� 2 L1(0; 1) ) H�1[0;1] 2 W+ ;

3:
�1[�1;0]

1+�
2 L1(�1; 0) ) H�1[�1;0] 2 W+ ;

4: R(1) = 0 ) RH�1[0;1] 2 W+ ;
5: R(�1) = 0 ) RH�1[�1;0] 2 W+ ;

o�u � et H peuvent se d�ecomposer en � = �1[0;1] + �1[�1;0] et H(z) = h0 +



80 Stabilit�e EBSB

H�1[0;1](z) +H�1[�1;0](z).

Preuve
1: est �enonc�ee dans la proposition 25 (p. 144).
2: (1.5) montre que pour tout N ,

NX
n=1

jh�1[0;1]n j �
Z 1

0
j�(�)j

NX
n=1

�n�1d� �
Z 1

0

j�(�)j
1� �

d� < +1.

Aussi h
�1[0;1]
n 2 l1.

3: La remarque 1 (p. 25) montre que 2: ) 3.

4: R(z)H�1[0;1](z) = (1� z�1)H�1[0;1](z)
h R(z)
1�z�1

i
.

La r�eponse impulsionnelle de (1� z�1)H�1[0;1](z) est h
�1[0;1]
n+1 �h�1[0;1]n avec n � 0.

Grâce �a (1.5) et � 2 L1(�1; 1), on a pour tout N � 1PN
n=1 jh

�1[0;1]
n+1 � h

�1[0;1]
n j � R 10 j�(�)jPN

n=1 j�n�1(�� 1)jd� � R 10 j�(�)jd� < +1.
Donc (1� z�1)H�1[0;1](z) 2W+.
R est le quotient de deux polynômes en z�1, et lorsque R(1) = 0 le polynôme

num�erateur est divisible par 1�z�1 aussi R(z)
1�z�1 est un �ltre stable donc R(z)

1�z�1 2
W+.
Finalement RH�1[0;1](z) 2W+.

5: La remarque 1 (p. 25) montre que 4: ) 5.

�

Proposition 12 Soit un �ltre HS = 1
R

R
1+RH 2 �2 qui v�eri�e l'une des quatre

propri�et�es suivantes :

(H1)R(1) = 0 et
�1[�1;0](�)

1+�
2 L1(�1; 0)

ou (H2)R(�1) = 0 et
�1[0;1](�)

1�� 2 L1(0; 1)

ou (H3)R(�1) = 0 et R(1) = 0

ou (H4) �(�)
1�j�j 2 L

1(�1; 1)

Alors HS 2 W+.

Preuve Soit HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2. Le th�eor�eme 4 (p. 73) en annexe B que 1

1+RH 2
H
1(E ). Le th�eor�eme 9 en annexe B rappelle qu'alors 1

1+RH 2 W+ �a condition d'avoir
�etabli que (1 +RH) 2W+. Justement en utilisant le lemme 4,

1 2W+,

[(H1), (H2), (H3) ou (H4)] ) RH 2W+.

En�n RQ�1 2W+ et 1
1+RH 2W+ prouvent que HS 2W+. �

Le th�eor�eme 9 nous a permis de donner des conditions suÆsantes pour que
HS = 1

Q
R

1+RH 2 W+. Ces conditions ne font pas intervenir la r�egularit�e de �.
Nous pensons qu'en �etablissant la stabilit�e �energ�etique de couplages de �ltres plus
g�en�eraux que �2, nous pourrions au moyen de manipulations alg�ebriques �elargir
les conditions suÆsantes de la proposition 12 en utilisant toujours le th�eor�eme 9.
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Remarque 26 Si HS 2 W+ alors le �ltre n'est pas seulement stable EBSB. Ainsi
qu'il est rappel�e dans [DV75, ch.5 x4], pour tout p 2 f1 : : :1g, si l'entr�ee v�eri�e
un 2 lp alors la sortie v�eri�e xn 2 lp. Notons que ces stabilit�es ne sont pas en
g�en�eral �equivalentes.

6.2 R�esultat de d�ecomposition

La deuxi�eme m�ethode consiste �a chercher une expression de la r�eponse im-
pulsionnelle de HS = 1

Q
R

1+RH en fonction de R, Q et H. Cette m�ethode s'appuie
sur un r�esultat de d�ecomposition : sous r�eserve d'hypoth�eses techniques, les �ltres
HS 2 �2 s'�ecrivent HS = N +H�S o�u N est un �ltre rationnel, stable et H�S

est un autre �ltre di�usif dont le symbole di�usif est �S.
Le r�esultat de d�ecomposition avait �a l'origine �et�e �etudi�e �a temps continu sur

des fractions compos�ees d'op�erateurs fractionnaires : [Ous83], [Mat94] dans le
cas commensurable et [Mat98b] et [GM97] dans le cas non commensurable. De
nombreux syst�emes coupl�es ont ainsi �et�e d�ecompos�es et les pôles des parties
enti�eres et les symboles di�usifs ont �et�e �etudi�es et simul�es par di��erentes m�ethodes
y compris dans le cas non-fractionnaire dans [Hel00].

Ce r�esultat requiert la connaissance du comportement du prolongement ana-
lytique d'un �ltre di�usif au voisinage de [�1; 1] (cf : th�eor�eme 2 p. 35). �S

s'exprime alors en fonction de R, Q, � et de V�, la valeur de continuit�e d�e�nie
aussi par le th�eor�eme 2. Le r�esultat de d�ecomposition utilise aussi le th�eor�eme 1
(p. 31) pour reconnâ�tre que HS �N est un �ltre di�usif.

Dans ce r�esultat de d�ecomposition, le symbole di�usif � est suppos�e avoir une
certaine r�egularit�e. Cette r�egularit�e s'observe dans tous les exemples que nous
avons trait�es et elle permet la d�emonstration de ce r�esultat avec des relations
simples. Mais nous ne pensons pas que cette r�egularit�e soit n�ecessaire pour �etablir
ce r�esultat, qui devrait pouvoir être �etendu.

Le r�esultat de d�ecomposition est d'abord illustr�e par l'exemple qui suit. Ce
r�esultat est ensuite �enonc�e sous forme d'un th�eor�eme dont la d�emonstration utilise
un lemme.

Exemple 5 (suite) Les �ltresHp(z) = [(1� z�1)2 + !2
0 + p(1� z�1)H(z)]�1

peuvent s'�ecrire sous la forme d'un �ltre rationnelNp d'ordre 2 et d'un �ltre
di�usif de symbole di�usif �p.
Les pôles et les z�eros de Np sont repr�esent�es sur la �gure 6.3. Quand p = 0,
Hp est un �ltre rationnel stable avec deux pôles �a l'int�erieur du disque
unit�e. Quand p augmente, ces pôles se d�eplacent vers le centre du cercle
unit�e et convergent vers z�ero. Les z�eros partent de z = 0 lorsque p = 0
et ensuite retournent vers z = 0. Num�eriquement les pôles sont obtenus
en cherchant le maximum z0 de H(z) et les z�eros sont calcul�es �a partir
du lien direct de Hp (

1
1+p+!2

) et du r�esidu 1
H0(z0) (cf : [Hel00, chapitre 7]).

Les simulations montrent que la r�eponse fr�equentielle de H et de Np+H�p
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co��ncident num�eriquement sur ! 2 [ �
30
; �] avec une pr�ecision de 10�5 lorsque

H�p est �evalu�e sur 1000 points avec le programme mush2hn.m en annexe D.
Des calculs asymptotiques sur �p indiquent que �p(�) �

p
!20

sin(��)
�

(1� �)1��

quand �! 1. De tels calculs seront pr�esent�es au x6.3. Les symboles di�usifs
�p sont repr�esent�es par une surface sur la �gure 6.4. On observe que l'un
des maximum locaux de � s'accrô�t et se rapproche de � = 1 lorsque p
augmente. A p �x�e, cette simulation con�rme que �p(�)! 0 quand �! 1.
Le lemme 4 montre qu'alors Hp est EBSB-stable.

Lemme 5 Soient deux fonctions de transfert H1;H2 prolongeables analytique-
ment en deux fonctions holomorphes sur C n [�1; 1] telles que H = H1

H2
2 H1(E ).

S'il existe un voisinage V de [�1; 1] tel que 8z 2 V n [�1; 1] ; jH2(z)j 6= 0,
alors il existe N un �ltre rationnel stable qui n'a pas de pôles sur [�1; 1] et qui
est tel que H1

H2
�N soit prolongeable analytiquement en une fonction holomorphe

sur C n [�1; 1].

Notation Si �1 et �2 sont deux contours d'int�egrations, la r�eunion de �1 et
de �2 parcouru dans le sens inverse est un contour d'int�egration qui sera not�e
�1 � �2.
Preuve On se donne un contour, � qui encercle le disque unit�e et qui est orient�e
dans le sens direct. La formule de Cauchy et la stabilit�e de H (et par suite l'exis-
tence d'une limite de H en l'in�ni) montrent que pour z hors du contour �, H(z) =

1

2i�

Z
�

H(�)

z � �
d�. On se donne un deuxi�eme contour �V entourant [�1; 1], contenu dans

V et orient�e dans le sens direct. On d�e�nit aussi pour z hors du contour � : N (z) =
1

2i�

Z
���V

H(�)

z � � d�.

La d�emonstration consiste �a montrer successivement que H2 n'a qu'un nombre �ni
de z�eros dans D , pour ensuite en d�eduire que la fonction de transfert N (z) correspond
�a un �ltre rationnel stable, et qu'en�n H�N est prolongeable analytiquement en une
fonction holomorphe sur C n [�1; 1]. On remarque que la pr�esence �eventuelle de z�eros
de H2 qui se simpli�eraient avec H1 ne gêne pas le prolongement analytique de H sur
E dans la mesure o�u on sait d�ej�a que H 2 H

1(E ).

1. H2 n'a qu'un nombre �ni de z�eros dans D = C n�E et pas de z�ero dans �E .

En e�et il existe un compact K v�eri�ant �D nV � K � �D n[�1; 1] et sur lequel
H2 est holomorphe. H2 ne peut avoir qu'un nombre �ni de z�ero dans K .

H2 n'a pas de z�ero sur V .

Une m�ethode semblable est utilis�ee dans [BP00b] pour montrer que les fonctions
de transfert n'ont qu'un nombre �ni de z�eros.

2. N est un �ltre rationnel stable sans pôles sur [�1; 1].
En e�et, l'assertion 1 et le calcul des r�esidus de H sur chaque z�ero de H2, montre
que N (z) est une fraction rationnelle avec des pôles uniquement dans D n[�1; 1].

3. H�N peut être prolong�e analytiquement en une fonction holomorphe sur C n [�1; 1].

En e�et pour tout z ext�erieur �a �, H(z) � N (z) = 1
2i�

R
�V

H(�)
z�� d�. Soit z0 2

C n [�1; 1], il existe un autre contour �V 0 qui entoure [�1; 1], qui est �a l'int�erieur de
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� et qui n'entoure pas z0. Pour tout z ext�erieur �a �,H(z)�N (z) = 1
2i�

R
�
V 0

H(�)
z�� d�.

Ainsi H(z)�N (z) est prolong�e analytiquement sur un ouvert connexe contenant
z0, ce prolongement est n�ecessairement unique dans C n [�1; 1].

�

Th�eor�eme 5 Soit HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 . Soit � le symbole di�usif de H et I le

support de �. Soit S = f�jg un ensemble �ni de points dans [�1; 1] contenant
f�1; 1g.

Si les hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees :
(H1) � est localement h�olderienne et non nulle sur InS;
(H2) pour tout �j 2 S, il existe �+

j ; �
�
j 2 [0; 1[ et �j > 0 tels que

�(�)(�j � �)�
�

j soit h�olderienne sur [�j � �j; �j]
T
I

et �(�)(���j)
�+j soit h�olderienne sur [�j; �j+�j]

T
I, de plus une de ces hypoth�eses

doit être v�eri��ee :
(H2:1) R(�j) = 0

ou (H2:2) ��j > �+
j et �(�)(�j � �)�

�

j admet une limite non-nulle
quand �! ��j et R(�j) 6= 0

ou (H2:3) �+
j > ��j et �(�)(�� �j)

�+j admet une limite non-nulle
quand �! �+j et R(�j) 6= 0.
(H3) Q n'a ni pôles sur [�1; 1] ni z�eros sur ]�1; 1[, R n'a pas de pôles sur ]�1; 1[ ;

alors il existe N un �ltre rationnel stable tel que H = N +H�S o�u H�S est le
�ltre di�usif de lien direct nul et de symbole di�usif

�S(�) =
��(�)R2(�)

Q(�)f[1 + (V�(�) + h0)R(�)]
2 + �2�2(�)R2(�)g

si � 2 I (6.1)

�S(�) = 0 si � 2 [�1; 1]nI

En outre, si � v�eri�e les hypoth�eses suppl�ementaires suivantes

(H4) 1 62 I ou R(1) = 0 ou
1

�(�)(1� �)
2 L1(I)

(H5) �1 62 I ou R(�1) = 0 ou
1

�(�)(1 + �)
2 L1(I)

alors HS 2 W+.

Preuve Les hypoth�eses (H2:1), (H2:2), (H2:3) et le lemme 8 en annexe (p. 134)
permettent de connâ�tre le comportement de HS au voisinage de �j 2 S, tandis que le
th�eor�eme 2 (p. 35) permet de connâ�tre le comportement de HS au voisinage de % 2 InS
et ainsi de trouver (6.1). Ces informations prouvent que la fonction �S d�e�nie par (6.1)
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est sommable. Le lemme 5 d�e�nit N , aussi appel�ee partie enti�ere de la d�ecomposition.
L'application du th�eor�eme 1 (p. 31) montre alors que HS �N est un �ltre di�usif de

symbole di�usif �S . En�n (H4) et (H5) entrâ�nent que �S(�)
1�j�j 2 L1(�1; 1) et qu'alors

HS 2W+ grâce au lemme 4.

1. Soit �j 2 S. Il existe Vj un voisinage de �j tel que, 8z 2 V nI;
jQ(z)(1 +R(z)H(z))j 6= 0 et (z � �j)HS(z) ! 0 quand z ! �j avec z 62 [�1; 1].
En e�et d'apr�es le lemme 8, (H2:1) ou (H2:2) ou (H2:3) entrâ�nent que
jH(z)j(z��j) ! 0, (H2:2) ou (H2:3) entrâ�nent que jH(z)j ! +1 quand z ! �j .
(H3) dit que �j n'est pas un pôle de R. Aussi,
� (H2:1) ) [Q(z)(1 +R(z)H(z)) ! Q(�j) 6= 0

quand z ! �j avec z 62 [�1; 1] ], parce que (H2:1) dit que R(z) = O(jz� �jj).
� (H2:2) ou (H2:3) ) [ jQ(z)(1 +R(z)H(z))j ! 1 quand z ! �j

avec z 62 [�1; 1] ],

2. Soit % 2 InS. (H1) permet d'appliquer le th�eor�eme 2 �a H et ainsi d'aÆrmer que
� HS(z) admet une limite quand z ! % avec Im(z) > 0 et une autre limite

quand z ! % avec Im(z) < 0. Ces limites sont not�ees HS(�+ i0) et HS(�� i0)
et apr�es calcul 1

2i�

�HS(�� i0) �HS(�+ i0)
�

= �S(�) lorsque �S est d�e�nie
par (6.1).

� Soit % 2 InS, Q et R sont �a coeÆcients r�eels, �(�) 6= 0, (H4) dit que %

n'est pas un z�ero ni un pôle de R et de R. Aussi Q(%)(1 +R(%)H(% � i0)) =
Q(%)(1 + R(%)(h0 + V�(%) � i��(%))) 6= 0. Il existe un voisinage V% tel que
8z 2 V%; jQ(z)(1 +R(z)H(z))j 6= 0.

3. �S est une fonction sommable parce que le d�enominateur de �S est non nul sur
InS et parce qu'il existe un voisinage Vj de chaque point �j 2 S sur lequel �S est
major�ee par une fonction sommable.
� Soit % 2 InS, (H3) et (H1) prouvent que Q(%)�(%) 6= 0. Selon (6.1), le

d�enominateur de �S ne s'annule pas et, d'apr�es le lemme 8 V� �etant loca-
lement h�olderienne sur InS par suite �S est localement sommable sur InS.

� Soit �j 2 S tel que R(�j) = 0. Selon (6.1) �S(�) � R(�)
Q(�) :

�(�)

[1+(V�(�)+h0)R(�)]2
. La

premi�ere fraction est born�ee parce que Q(�j) 6= 0, ou �j = �1 et RQ�1 est un
�ltre stable.
(H2:1) et le lemme 8 prouve qu'il existe un voisinage de �j surlequel le d�eno-
minateur de la deuxi�eme fraction est born�e inf�erieurement.
� 2 L1(I) permet d'en d�eduire que �S est sommable sur ce voisinage.

� Soit �j 2 S tel que R(�j) 6= 0. (H2:2) ou (H2:3) et le lemme 8 prouvent que
le d�enominateur de �S est born�e inf�erieurement sur un voisinage de �j .
� 2 L1(I) permet aussi d'en d�eduire que �S est sommable sur un voisinage de
�j .

4. [�1; 1] est un compact, les voisinages V% et Vj permettent de construire V un
voisinage de [�1; 1] tel que 8z 2 V n [�1; 1] ; jQ(z)(1 +R(z)H(z))j 6= 0 et ainsi
d'appliquer le lemme 5 �a HS 2 H1(E ) pour construire un �ltre rationnel stable
N tel que HS �N soit prolongeable analytique sur C n [�1; 1].

5. HS � N est un �ltre di�usif parce que HS � N satisfait les hypoth�eses du
th�eor�eme 1 :
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� Pour tout �j 2 S, (z � �j)(HS(z)�N (z)) ! 0 quand z ! �j avec z 62 [�1; 1].
� Pour tout % 2 [�1; 1]nS, HS(z) � N (z) admet une limite quand z ! �j avec
Im(z) > 0 et HS(z) � N (z) admet une autre limite quand z ! �j avec
Im(z) < 0.

� 1
2i�

�
(HS(�� i0)�N (�� i0)) � (HS(�+ i0)�N (� + i0))

�
= �S parce que N

n'a pas de pôles sur [�1; 1]. L'assertion 3: prouve que �S 2 L1(�1; 1).

6. (H4) entrâ�ne que
�S(�)1[0;1]

1�� 2 L1(0; 1). En e�et, on observe que pour � 2 [0; 1]�����S(�)

1� �

���� � ����R(�)

Q(�)

���� ����R(�)�(�)

1� �

���� 1

[1 + (h0 + V�(�))R(�)]2

et

�����S(�)

1� �

���� � 1

jQ(�)(1 � �)�2�(�)j
� Si 1 62 I alors �S(�)

1�� = 0 sur un voisinage de � = 1 et �S(�)
1�� 1[0;1] 2  L1(0; 1)

� Si R(1) = 0 alors (H2:1) et le lemme 8 prouvent que 1
[1+(h0+V�(�))R(�)]2

est

born�e. RQ�1 est stable aussi R(�)(Q(�))�1 est born�e au voisinage de � = 1.

R est un �ltre rationnel et R(1) = 0 donc R(�)
1�� est born�e au voisinage de � = 1

et �1[0;1] 2 L(0; 1) ) �S(�)1[0;1]
1�� 2 L1(0; 1), grâce �a la premi�ere in�egalit�e.

� Si R(1) 6= 0 alors Q(1) 6= 0 (i.e. RQ�1 est stable), et même (Q(�))�1 est
born�e au voisinage de � = 1. Dans ce cas si 1

�(�)1[0;1](�)(1��) 2 L1(0; 1) alors

�S(�)1[0;1]
1�� 2 L1(0; 1), grâce �a la deuxi�eme in�egalit�e.

(H5) entrâ�ne de la même fa�con que
�S(�)1[�1;0]

1+� 2 L1(�1; 0).

7. En appliquant 6 �a Q(�z), R(�z) et �a H(�z) et en utilisant la remarque 3 (p. 28),
on prouve 7.

Finalement (H4) et (H5) entrâ�nent que �S

1�j�j 2 L1(�1; 1) et que HS � N = H�S 2
W+ grâce au lemme 4. N est stable et appartient donc aussi �a W+, par cons�equent

HS 2W+. �

Remarque 27 Lorsque la fonction de transfert H est connue analytiquement,
la valeur de continuit�e V� peut être calcul�ee. Il est naturel de s'attendre �a ce que
V�(�) + h0 admette une limite positive, �nie ou in�nie quand �! �1, parce que
8� 2 InS, V�(�) + h0 = Re(H(� + i0)) et que Re(H(z)) � 0 pour presque tout
z 2 @E .

Si on sait que V�(�) + h0 converge vers une valeur positive quand � ! 1
(respectivement quand �! �1) alors (H4) (respectivement (H5)) peut être rem-

plac�ee par �(�)
1�� 2 L1(�1; 1) (respectivement par �(�)

1+�
2 L1(�1; 1)). On retrouve

ainsi les conditions suÆsantes de la proposition 12.

Preuve Soit HS tel que V�(�) converge vers une valeur positive quand �! 1 .
� Si R(1) = 0, alors H 2W+ selon le th�eor�eme 5.
� Sinon R(1) 6= 0 et alors Q(1) 6= 0 (i.e. stabilit�e de RQ�1). L'hypoth�ese sur V�

montre qu'alors dans (6.1) le d�enominateur de �S est born�e inf�erieurement et
�(�)
1�� 2 L1(�1; 1) entrâ�ne que �S

1�� 2 L1(�1; 1) et par suite que HS 2W+.
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De même on montre que si V�(�) converge vers une valeur positive quand � ! �1

alors �S

1+� 2 L1(�1; 1) et par suite HS 2W+. �

Exemple 5 (suite) Les �ltresHp(z) = [(1� z�1)2 + !2
0 + p(1� z�1)H(z)]�1

sont dans�2 avec Q(z) = 1�z�1,R(z) = H!0(z) et pH pour le �ltre di�usif
positif de symbole di�usif de signe constant. Parmi les di��erentes cat�egories
dans la proposition 8 (p. 63), Hp v�eri�e Q(1) = R(1) = 0 et Q(�1) 6= 0.

Les deux m�ethodes expos�ees pour prouver la stabilit�e EBSB sont compar�ees
sur cet exemple. Des exemples de �ltres H et les valeurs de � pour lesquels
chaque m�ethode prouve que Hp 2 W+ sont list�es dans un tableau (6.2).

La proposition 12 montre que Hp 2 W+ si
�1[�1;0]

1+�
2 L1(�1; 0) ; les valeurs

de � sont alors indiqu�ees sur la deuxi�eme ligne du tableau (6.2).
Le th�eor�eme 5 s'applique �a Hp en consid�erant un ensemble �ni S� f0; 1g.
Sur ces points (H3) est v�eri��ee : � est localement h�olderienne sur [0; 1[ et
�(�)(1��)� est h�olderienne sur [0; 1]. 1+RH tend vers une limite non-nulle
ou in�nie. Les hypoth�eses (H4) et (H5) sont 1

(1+�)�(�)
2 L1(I) ; les valeurs

de � sont alors indiqu�ees sur la troisi�eme ligne du tableau (6.2).
Les valeurs de continuit�e des �ltresHFI(z),HFI(�z) etHUN(z) sont connues
et donn�ees par (1.15), le calcul exact de �S montre que pour les �ltres cit�es
en exemple sont en fait toujours stable EBSB ; les valeurs de � sont alors
indiqu�ees sur la quatri�eme ligne du tableau (6.2).

H HFI(z) HFI(�z) HLN(z) HUN(z)
prop. 12 � 2]� 1; 1[nf0g � 2]� 1; 0[ � 2]0; 1[ oui
th. 5 � 2]� 1; 1[nf0g � 2]0; 1[ � 2]0; 1[ oui
calcul � 2]� 1; 1[nf0g � 2]� 1; 1[nf0g � 2]0; 1[ oui

(6.2)

L'exemple 5 montre que les conditions suÆsantes de la proposition 12 ne sont
pas toutes contenues dans le th�eor�eme 5.

Ce r�esultat de d�ecomposition permet une analyse asymptotique de la r�eponse
impulsionnelle de HS, la vitesse de convergence de cette r�eponse impulsionnelle
peut ainsi être �evalu�ee.

6.3 Comportement asymptotique de la r�eponse

impulsionnelle

Selon (6.1), �S s'exprime en fonction de Q, R, � et V� la valeur de continuit�e
associ�ee �a �. Dans le chapitre 2, l'analyse asymptotique donne une correspondance
entre les singularit�es de �(�) au voisinage de � = �1 et la singularit�e de V�(�) au
voisinage de � = �1 lorsque �(�)!1 (cf lemme 2 p. 42) ; le lemme de Watson
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discret (lemme 1 p. 40) donne aussi une correspondance entre la singularit�e de
�S et le comportement asymptotique de hSn la r�eponse impulsionnelle de HS.

Nous pr�esentons l'application de cette analyse asymptotique pour �S sous
la forme d'une proposition. Les trois premi�eres hypoth�eses sont les mêmes que
celles du th�eor�eme 5. Comme lors du lemme 1, pour n � 1, hSn est d�ecompos�ee en
hSn = hgn+h

d
n, avec h

g
n et h

d
n comme gauche et droite. hgn et h

d
n sont obtenus �a partir

de �1[�1;0] et de �1[0;1] au moyen de (1.5). Les r�esultats sont expos�es s�epar�ement
pour hgn et pour h

d
n. Des calculs simples sur les �equivalents permettent d'en d�eduire

dans la pratique le comportement asymptotique de hSn.

Cette proposition ne prouve pas la stabilit�e EBSB d'un plus grand nombre
de �ltres HS 2 �2 que le th�eor�eme 5. Le lemme 2 ne permet pas d'utiliser
la remarque 27 qui aurait prouv�e la stabilit�e EBSB sous des conditions plus
g�en�erales.

Proposition 13 Soit HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 . Soit � le symbole di�usif de H de

support I. Soit S= f�jg un ensemble �ni de points dans [�1; 1].
Si l'ensemble des hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees :
(H1) � est localement h�olderienne et non nulle sur InS;
(H2) pour tout �j 2 S, il existe �+

j ; �
�
j 2 [0; 1[ et �j > 0 tels que

�(�)(�j � �)�
�

j soit h�olderienne sur [�j � �j; �j]

et �(�)(�� �j)
�+j soit h�olderienne sur [�j; �j + �j], de plus une de ces hypoth�eses

doit être v�eri��ee :
(H2:1) R(�j) = 0

ou (H2:2) ��j > �+
j et �(�)(�j � �)�

�

j admet une limite non-nulle
quand �! ��j et R(�j) 6= 0

ou (H2:3) �+
j > ��j et �(�)(�� �j)

�+j admet une limite non-nulle
quand �! �+j et R(�j) 6= 0.

(H3) Q n'a ni pôles sur [�1; 1] ni z�eros sur ] � 1; 1[, R n'a pas de pôles sur
]� 1; 1[ ;
(H4) il existe � 2] � 1; 1[, telle que �(�)(1 � �)� soit une fonction h�olderienne
sur un voisinage de � = 1 et admette un limite non-nulle en � = 1 ;
(H5) il existe � 2] � 1; 1[, telle que �(�)(1 + �)� soit une fonction h�olderienne
sur un voisinage de � = �11 et admette un limite non-nulle en � = �1 ;
alors hSn, la r�eponse impulsionnelle de HS se d�ecompose pour n � 1 en hSn =
hNn +hdn+h

g
n, o�u h

N
n est associ�ee �a N et est stable EBSB, hdn et hgn sont associ�ees

�a �S1[0;1] et �a �
S1[�1;0] au moyen de (1.5). Les comportements asymptotiques de
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hdn et hgn sont donn�es par deux tableaux.

�; � 2]0; 1[ � = � = 0 �; � 2]� 1; 0[
Q(1) 6= 0
R(1) 6= 0

hdn �
sin(��)

�
1

Q(1)a�(��)
1

n1+�
hdn 2 l

1 hdn = O
�

1
n1+�

�
Q(�1) 6= 0
R(�1) 6= 0

hgn �
sin(��)

�
1

Q(�1)b�(��)
(�1)n�1

n1+�
hgn 2 l

1 hgn = O
�

1
n1+�

�
(6.3)

Q(1) = R(1) = 0 hdn � a
(R0(1))2
Q0(1)

�(2��)
n2��

Q(�1) = R(�1) = 0 hgn � b
(R0(�1))2
Q0(�1)

�(2��)(�1)n
n2��

Q(1) 6= 0 et R(1) = 0 hdn � �a (R0(1))2
Q(1)

�(3��)
n3��

Q(�1) 6= 0 et R(�1) = 0 hgn � �b (R
0(�1))2
Q(�1)

�(3��)(�1)n�1

n3��

(6.4)

Preuve Les comportements asymptotiques de hgn et de hdn s'obtiennent en cher-
chant le comportement asymptotique de �S et en utilisant le lemme de Watson discret
(cf : lemme 1 p. 40). �S d�epend de V� aussi il faut aussi utiliser le lemme de compor-
tement asymptotique (cf : lemme 2 p. 42).

1. La remarque 8 (p. 63) montre que R(�1) = 0 )R0(�1) 6= 0 et que
Q(�1) = 0 ) Q0(�1) 6= 0 . Aussi

R(1) = 0 )R(�) � �R0(1)(1 � �) quand �! 1,

R(�1) = 0 )R(�) � R0(�1)(1 + �) quand �! �1,

Q(1) = 0 ) Q(�) � �Q0(1)(1 � �) quand �! 1,

Q(�1) = 0 ) Q(�) � R0(�1)(1 + �) quand �! �1.

2. Le lemme 2 (p.42) donne le comportement asymptotique de V� lorsque � 2
[0; 1[nf12g quand �! 1. Lorsque � = 1

2 , V� = o(�) quand �! 1.
Les comportements asymptotiques de �S sont donn�es dans ces tableaux.

�; � 2]0; 1[ � = � = 0

Q(1) 6= 0
R(1) 6= 0

�S(�)
�!1� � sin2(��)

�2
(1��)�
aQ(1)

�S(�)
�!1� � 1

Q(1)a(ln(1��))2
et �S

1�� 2 L1(�1; 1)

Q(�1) 6= 0
R(�1) 6= 0

�S(�)
�!�1� � sin2(��)

�2
(1+�)�

bQ(�1)
�S(�)

�!�1� � 1
Q(�1)b(ln(1+�))2

et �S

1+� 2 L1(�1; 1)

�; � 2]� 1; 0[

Q(1) 6= 0
R(1) 6= 0

j�S(�)j � j�(�)j
jQ(�)j�2(�)�2

�!1� (1��)�
jQ(1)aj�2

Q(�1) 6= 0
R(�1) 6= 0

j�S(�)j � j�(�)j
jQ(�)j�2(�)�2

�!�1� (1+�)�

jQ(�1)bj�2

Les autres comportements asymptotiques de �S s'obtiennent en �ecrivant (6.1)
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sous la forme de �S(�) = �R2(�)�(�)

Q(�)f[1+R(�)(V�(�)+h0)]2+R2(�)�2�2(�)g

�; � 2]� 1; 1[

Q(1) = R(1) = 0 �S(�)
�!1� a

(R0(1))2
Q0(1) (1� �)1��

Q(�1) = R(�1) = 0 �S(�)
�!�1� �b (R0(�1))2Q0(�1) (1 + �)1��

Q(1) 6= 0 et R(1) = 0 �S(�)
�!1� �a (R0(1))2Q(1) (1� �)2��

Q(�1) 6= 0 et R(�1) = 0 �S(�)
�!�1� �b (R0(�1))2Q(�1) (1 + �)2��

3. Le lemme 1 permet alors d'en d�eduire les comportements asymptotiques de hgn
et de hdn.

�

La �gure 6.5 r�esume les r�esultats de la proposition 13 en indiquant la vitesse
de convergence de la r�eponse impulsionnelle hSn en fonction de � et de ce que R
ou Q a un z�ero en z = 1.

Lors du chapitre 5, nous avons montr�e que �2 � H1(E ). Dans ce chapitre,
�2 � H1(E ) a permis de donner des conditions suÆsantes sur H 2 �2 pour
que H 2 W+. Ces deux conditions suÆsantes proviennent de raisonnements
tr�es di��erents : un raisonnement alg�ebrique et un r�esultat de d�ecomposition.
Un exemple montre que ces conditions suÆsantes ne sont pas �equivalentes.

Naturellement parmi les exemples �etudi�es, aucun n'est dans �2nW+. Il est
en g�en�eral diÆcile de construire un exemple de �ltre dans �2nW+, aussi nous
pouvons conjecturer que �2 � W+.

Le r�esultat de d�ecomposition a permis aussi d'utiliser l'analyse asymptotique
faite lors du chapitre 2 pour donner le comportement asymptotique de hSn. Les
r�esultats de cette analyse montrent l'importance des cat�egories d�e�nies dans la
proposition 8 (p. 63) : la vitesse de d�ecroissance d�epend fortement de la pr�esence
ou non d'un z�ero pour R ou Q en z = �1.
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Fig. 6.3 { Description de la partie enti�ere de la d�ecomposition de Hp pour des valeurs
croissantes de p 2 [0:02; 2] et pour ! = 0:17. Les pôles(+) sont repr�esent�es en haut et les z�eros
en bas(o).
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Fig. 6.4 { Surface repr�esentant les symboles di�usifs pour des valeurs croissantes de p 2
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Fig. 6.5 { Repr�esentation graphique des vitesses de convergence de la r�eponse impulsionnelle
hSn � n��(�) en fonction de � et de ce que R ou Q a un z�ero en z = 1. I est suppos�e contenu
dans [0; 1] et le cas 1 correspond �a R(1) = 0, Q(1) 6= 0 ; le cas 2 correspond �a R(1) = Q(1) = 0 ;
le cas 3 correspond �a R(1) 6= 0, Q(1) 6= 0. La zone correspondant �a la stabilit�e EBSB est au
dessus du trait hachur�e.



Chapitre 7

Stabilit�e interne asymptotique du

couplage d'un �ltre di�usif avec

un �ltre rationnel

A temps continu, la stabilit�e de nombreux syst�emes (par exemple dans [Sta94]
et [MM99]) a �et�e prouv�ee grâce �a la dissipativit�e de l'int�egration fractionnaire et
d'autres op�erateurs pseudo-di��erentiels positifs : [Sta94] rappelle qu'un syst�eme
en visco�elasticit�e avec un noyau compl�etement monotone (cf : p. 10) peut être
r�ealis�e par ce que nous appelerions une r�ealisation di�usive dissipative, et montre
que ce syst�eme reste stable avec un retour d'�etat statique.

Nous adaptons ces id�ees �a temps discret et g�en�eralisons l'�etude men�ee dans
[DHM00] aux �ltres HS 2 �2. Ces �ltres HS = 1

Q
R

1+RH 2 �2 sont r�ealis�es par

des syst�emes de dimension in�nie not�es HS
�, dont l'�etat est not�e �

S
n . �

S = 0 est
une position d'�equilibre de HS

�. La stabilit�e interne autour de �
S = 0 signi�e que

pour une entr�ee nulle �a partir de n � n0, l'�etat �
S
n restera toujours proche de cet

�equilibre �S = 0 �a condition que �S
n0

soit suÆsamment proche de cet �equilibre.
(cf : [ANCL94]). Une fonctionnelle de Lyapunov E(�S

n) est construite grâce �a
la dissipativit�e des r�ealisations choisies ; E r�ev�ele la stabilit�e interne de HS

� (cf :
x7.1).

La stabilit�e interne asymptotique est un cas particulier de stabilit�e interne ;
elle signi�e qu'�a partir de toute condition initiale, l'�etat �S

n converge vers z�ero.
Inspir�es par [Mon00a], nous proposons ensuite une d�emonstration originale de
la stabilit�e interne asymptotique de HS

� : E(�S
n) ! 0 quand n ! 1. Pour ce

faire, une propri�et�e originale des �ltres di�usifs est utilis�ee : la forme quadratique
V ('n) s'exprime en fonction d'une forme lin�eaire en l'�etat

R
I
'2n'0d� (cf : x7.2).

Cette d�emonstration est expos�ee sur un exemple dans [DM01b].
HS

� est un syst�eme de dimension in�nie, aussi la stabilit�e interne et la stabilit�e
interne asymptotique d�ependent de la topologie. Nous choisissons la topologie
associ�ee �a H . Pour simpli�er les notations nous allons supposer que l'entr�ee un
est nulle pour n � 0 et qu'il y a une condition initiale non-nulle en n = 0 : �S

0 .

93
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7.1 Stabilit�e interne

Soit un �ltre HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 . Q�1 n'est pas un �ltre stable ; aussi, quelle

que soit la r�ealisation choisie pour Q�1, il existe toujours une condition initiale
pour laquelle HS

� n'est pas stable. Nous proposons de r�ealiser RQ�1 qui est lui
un �ltre stable. HS

� est une r�ealisation de HS qui forme un couplage entre une
r�ealisation minimale de R et la r�ealisation di�usive de H (d�e�nie en x7.1.1). E est
construite en ajoutant les fonctions de Lyapunov qui r�ev�elent les dissipativit�es
des r�ealisations de H et de R ; E permet d'en d�eduire la stabilit�e interne (cf :
x7.1.2). Avec une hypoth�ese technique ad�equate, nous pensons que le principe
d'invariance de LaSalle permet de prouver la stabilit�e interne asymptotique de
HS

� (cf : x7.1.3).

7.1.1 R�ealisation associ�e�e �a HS
2 �2

-1RQ

-1
w v

y

ϕ

X 0

0

Z0

Zn;
x

n

ϕn

R;    X

H;

Fig. 7.1 { Sch�ema fonctionnel de la r�ealisation HS
� de HS 2 �2.

L'�etat de cette r�ealisation est �S = (';X;Z).

Les �ltres R et RQ�1 sont stables. Soient AR, BR, CR et DR une r�ealisation
minimale de R d'�etat Xn. Soient A

RQ�1
, BRQ�1

, CRQ�1
et DRQ�1

une r�ealisation
minimale de RQ�1 d'�etat Zn. (1.9) est une r�ealisation di�usive de H. Ces r�eali-
sations forment un syst�eme HS

�, dont l'�etat est �
S
n = ('n;Xn;Zn), et dont les

�equations sont :�
(1) 'n+1(�) = �'n(�) + vn
(2) yn =

R
I
�(�)'n(�) d�+ h0 vn

(r�ealisation de H)�
(3) Xn+1 = ARXn +BRwn

(4) vn = CRXn +DRwn
(r�ealisation de R)�

(5) Zn+1 = ARQ�1
Zn +BRQ�1

wn

(6) xn = CRQ�1
Zn +DRQ�1

wn
(r�ealisation de RQ�1)

(7) wn + yn = 0 (�equation de couplage)

(7.1)
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avec � 2 I; '0 2 H et n � 0, comme dans (1.9).

La �gure 7.1 repr�esente le sch�ema fonctionnel associ�e �a HS
�.

Les �equations (7.1) sont en r�ealit�e implicites : yn d�epend de vn, lequel d�epend
de wn, qui �a son tour d�epend de yn. Les conditions impos�ees sur �2 (i.e. positivit�e
de R et de H) entrâ�nent que (7.1) peut se mettre sous forme explicite. Cette
forme explicite montre que les dynamiques de R et H sont coupl�ees et qu'elles
entrâ�nent, au sens propre, la dynamique de RQ�1. On note T S l'op�erateur de
transition qui transforme �S

n en �S
n+1 et T l'op�erateur de transition partiel qui

transforme �n = ('n;Xn) en �n+1 = ('n+1;Xn+1). Dans [Sta01b, ch. 11], cet
op�erateur T g�en�ere un semigroupe �a temps discret not�e A . Les �equations de HS

�

se mettent alors sous la forme suivante :

�n+1 = T �n =

�
'n+1(�)
Xn+1

�
=

�
�'n(�) +DS

R
I
�'n dr + CSXn

BS
R
I
�'n dr + ASXn

�
(7.2)

(a) Zn+1 = ARQ�1
Zn � ~h0B

RQ�1R
I
�'n dr � h0B

RQ�1
CSXn

(b) yn = �wn = 0 + ~h0
R
I
�'n dr + h0C

SXn

(c) vn = 0 + DS
R
I
�'n dr + CSXn

(d) xn = CRQ�1
Zn � ~h0D

RQ�1R
I
�'n dr � h0D

RQ�1
CSXn

(7.3)

avec AS = AR � ~h0h0B
RCR

BS = �~h0B
R

CS = ~h0C
R

DS = �~h0D
R

~h0 =
1

1+h0DR

En e�et, (7.1) se met sous la forme de (7.2) grâce �a ces substitutions :
(b) s'obtient avec (7) puis (2) puis (4),
(a) s'obtient avec (5) puis (b),
(d) s'obtient avec (6) puis (b),
(c) s'obtient avec (4) puis (7) puis (2),

T s'obtient avec (1) et (3) puis (b) et (c). �

Proposition 14 Les �el�ements AS; BS; CS; DS d�e�nissent un nouveau syst�eme
qui est commandable et observable.

Preuve Le syst�eme [AS ; BS; CS; DS] s'obtient avec le syst�eme rationnel
[AR; BR; CR; DR] qui est commandable et observable, et un bouclage statique wn =
�~yn � h0vn o�u wn et vn sont l'entr�ee et la sortie de la r�ealisation de R, tandis que ~yn
est la nouvelle entr�ee de AS ; BS; CS; DS . Cette interpr�etation de AS ; BS; CS; DS en
terme de bouclage statique s'obtient en posant ~yn =

R
I
�'nd�.

Ce bouclage statique a un sens et d�e�nit un nouveau syst�eme parce que 1+h0D 6= 0.
Selon [ANCL94, ch. 5], la commandabilit�e signi�e qu'il existe une entr�ee et un

temps permettant de d'ammener l'�etat d'une certaine position �a une autre. Il suÆt
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donc d'exprimer la nouvelle entr�ee en fonction de l'ancienne entr�ee : ~yn = �wn� h0vn
pour montrer que la commandabilit�e de AR; BR; CR; DR entrâ�ne la commandabilit�e
de AS ; BS; CS; DS .

Selon [ANCL94, ch. 5], l'observabilit�e signi�e qu'il existe un temps et une com-

mande telle que la connaissance de la sortie permette de d�eterminer l'�etat initial. La

sortie est la même pour les deux syst�emes, il suÆt donc d'exprimer la nouvelle entr�ee

en fonction de l'ancienne pour montrer que l'observabilit�e de AR; BR; CR; DR entrâ�ne

l'observabilit�e de AS ; BS; CS; DS . �

Un syst�eme de dimension �nie a certaines propri�et�es concernant la stabilit�e
que nous �enon�cons sous la forme d'un lemme et que nous utiliserons en x7.1.2 et
en x7.2.1.

Lemme 6 Soit [A;B;C;D] un syst�eme stable de dimension �nie, d'entr�ee un et
d'�etat Xn. Ce syst�eme v�eri�e :

9�1; �2 tel que X
T
nXn � �1 sup

k�n
u2n + �2X

T
0 X0 (7.4)

un ! 0 ) Xn ! 0 quand n!1 (7.5)

Preuve Les d�e�nitions de normes classiques sont rappel�ees, elles permettent de
d�emontrer successivement les deux r�esultats.

� Soit N la dimension de l'�etat du syst�eme. L'application X 7!
p
XTX d�e�nit

une norme sur les vecteurs not�ee k kRN . Elle induit une norme sur les matrices

supX 6=0
kAXk

RN

kXk
RN

not�ee k kRN�RN qui est �egale �a la racine carr�e de la plus grande

valeur singuli�ere de A.
� Le choix de la norme permet d'�ecrire que
kXn+1kRN � kAkRN�RN kXnkRN + kBkRN junj
En sommant ces in�egalit�es, il apparâ�t un produit de convolution �a temps dis-

cret : kXnkRN �
�
kAkRN�RN k d

? (kBkRN jukj)
�

+ kAkRN�RN nkX0kRN .

[A;B;C;D] forme un syst�eme stable aussi kAkRN�RN < 1 et la suite n 7!
kAkn

RN�RN est sommable et born�ee. kXnkRN � kBk
RN

1�kAk
RN�RN

supk�n junj+ kX0kRN ;

cela d�emontre (7.4). La suite n 7! kAkn
RN�RN tend vers z�ero et permet de

d�emontrer (7.5).

�

7.1.2 Fonctionnelle de Lyapunov et stabilit�e interne

Nous utilisons maintenant l'hypoth�ese que H est positif et que � le symbole
di�usif de H est de signe constant not�e � = signe(�) 2 f�1; 1g pour d�eduire la
dissipativit�e de la r�ealisation di�usive associ�ee �a H.
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La dissipativit�e des r�ealisations de H et R permet de construire une fonc-
tionnelle de Lyapunov E qui permet de contrôler ' et X. La stabilit�e de RQ�1

et le lemme 6 permet d'en d�eduire la stabilit�e interne de HS
�. La topologie uti-

lis�ee est celle associ�ee �a l'espace de Hilbert H S d�e�ni par la norme k�Sk2
HS

=R
I
j�(�)j'2(�)d� + XTX .

Proposition 15 Soit HS
� la r�ealisation de HS d�e�nie par (7.1) telle que � soit

de signe constant not�e � 2 f�1; 1g.
1: Il existe P , une matrice sym�etrique d�e�nie positive telle que E soit une
fonctionnelle de Lyapunov pour ' et X au sens du th�eor�eme 3 (p. 56),

E(�) = V ('n) +
1

2
XT

nPXn

avec V ('n) =
1
2

R
I
j�(�)j'2

n(�)d�.
2: Le syst�eme HS

� est stable au sens o�u

8� > 0; 9; tel que k�S
0 kHS �  ) 8n � 0; k�S

nkHS � �

Preuve de 1. On utilise la dissipativit�e des r�ealisations de H et R.
� � est de signe constant et H est positif, aussi la r�ealisation di�usive est-elle dissi-

pative. En e�et la proposition 5 (p. 50) montre que [H � 0 et � � 0] ) H(�1) �
0, [H � 0 et � � 0] ) H(1) � 0. Le th�eor�eme 3 (p. 56) montre que [H(�1) �
0; � � 0] ou [H(1) � 0; � � 0] impliquent que V (') = 1

2

R
I
j�(�)j'2nd� est une

fonctionnelle de Lyapunov et que V r�ev�ele la dissipativit�e de H : V ('n+1) �
V ('n) � vnyn.

� Le lemme de Kalman-Yacubovich-Popov �enonc�e dans le chapitre 3 montre qu'il
existe une matrice P d�e�nie positive telle que 1

2X
T
n+1PXn+1� 1

2X
T
nPXn � vnwn.

On d�e�nit un nouvel espace de Hilbert not�e H � dont la norme vaut k�k2
H�

= 2V ('n)+

X
T
nXn. En sommant ces in�egalit�es, et parce que P est d�e�nie positive, on prouve que

E(�) = V ('n) + 1
2X

T
nPXn est bien une fonctionnelle de Lyapunov pour ' et X au

sens o�u E(�) > 0 quand k�kH� 6= 0 et E(0) = 0 et E(�) ! +1 quand k�kH� ! +1
et E(�n+1)�E(�n) � 0. �

Preuve de 2. Pour prouver la stabilit�e interne de HS
�, o utilise la stabilit�e du

syst�eme ('n;Xn) puis la continuit�e de la relation ('n;Xn) 7! wn et en�n la stabilit�e
de RQ�1.

� P est une matrice d�e�nie positive, aussi il existe �3 et �4 tels que �3X
T
X �

X
TPX � �4X

T
X. La d�ecroissance de la fonctionnelle de Lyapunov E entrâ�ne

qu'il existe aussi �5 tel que

X
T
nXn + 2V ('n) � �5X

T
0X0 + 2V ('0) (7.6)

� Selon (7.2), wn = �~h0
R
�'nd��h0CS

Xn et l'application ' 7! R
�'d� est conti-

nue par rapport �a la norme k'k � 2V (') et X est dans un espace de dimension
�nie. Aussi il existe �6 tel que w2

n � �6(X
T
nXn + 2V ('n)) et par suite avec (7.6)

w2
n � �6�5(X

T
0X0 + 2V ('0)) (7.7)
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� L'application du lemme 6 �a la r�ealisation de RQ�1 montre qu'il existe �1 et �2
tel que ZTnZn � �1Z

T
0 Z0 + �2 supk�nw2

n. D'o�u avec (7.7) ZTnZn � �1Z
T
0 Z0 +

�2�6�5(X
T
0X0 + 2V ('0)). Finalement il existe � ind�ependant de n tel que

k�S
nkHS � �k�S

0 kHS .

�

7.1.3 Principe d'invariance de LaSalle

Nous supposons maintenant que H est strictement positif : 9�7 > 0 tel que
Re(H(ei!)) � �7.

Pour d�emontrer le caract�ere asymptotique de la stabilit�e interne, la simple
d�ecroissance de E(�n) ne nous suÆt pas. Par ailleurs HS

� n'est pas exponentiel-
lement stable, aussi ne peut-on pas esp�erer qu'il existe �8 > 0 tel que E(�n+1)�
E(�n) � ��8k�nkH� . Nous proposons une autre majoration de la variation de
E le long d'une trajectoire. Nous commen�cons par v�eri�er sur le bouclage des
r�ealisations de H et R les hypoth�eses du principe d'invariance de LaSalle avec
les hypoth�eses donn�ees en dimension �nie par [LaS83]. Nous montrons aussi que
si la stabilit�e asymptotique du bouclage des r�ealisations de R et H entrâ�ne la
stabilit�e asymptotique de HS

�.

Proposition 16 Soit M le plus grand sous-ensemble contenu dans
f� j E(T �)� E(�) = 0g et invariant par T .

Alors M = f0g.

De plus si E(�n)! 0 alors k�S
nkHS ! 0.

Preuve La d�emonstration consiste �a �ecrire cette autre majoration de la variation
de E le long d'une trajectoire (calcul de la variation de V ). Il est ensuite simple de
v�eri�er que M = f0g. La derni�ere assertion de la proposition est une cons�equence du
lemme 6.

� A partir de la d�e�nition de V (rappel�ee dans la proposition 15) et de 1: dans
(7.1),
V ('n+1)� V ('n) = 1

2

R
I
j�(�)j �(�'n(�) + vn)2 � '2n

�
d�

=
R
I
j�(�)j � 12(�2 � 1)'2n + �'nvn + 1

2v
2
n

�
d�

On cherche �a faire apparâ�tre ynvn (o�u yn =
R
I
�(�)'n(�)d�+ h0vn) :R

I
j�(�)j�'n(�)vnd� = ynvn � h0v

2
n .

V ('n+1)�V ('n) =
R
I
j�(�)j � 12(�2 � 1)'2n + (�� �)'nvn + 1

2v
2
n

�
d�+ynvn�h0v2n

On reconnâ�t un carr�e parfait :
V ('n+1) � V ('n) = 1

2

R
I
j�(�)j����+� [(� + �)'n + vn]2 d� + ynvn � H(��)v2n, car

H(��) = h0 +
R
I

�(�)d�
��� .
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En sommant l'in�egalit�e XT
n+1PXn+1�XT

nPXn � vnwn obtenue lors de la preuve
de la proposition 15 avec la derni�ere �egalit�e, et en rempla�cant vn par son expres-
sion d�e�nie dans c: de (7.2), on obtient :

E(�n+1)�E(�n) � 1
2

R
I
j�(�)j�+����

�
(�� �)'n +DS

R
I
�'n dr + CS

Xn

�2
d�

�H(��)(DS
R
I
�'n dr + CS

Xn)2
(7.8)

� La proposition 5 (p. 50) montre que la stricte positivit�e de H signi�e H(��) > 0.
Soit � = (';X) 2 M . Alors E(T�) � E(�) = 0 entrâ�ne que DS

R
I
�'n dr +

CS
Xn = 0 et

R
I
j�(�)j(� � �)'2n(�)d� = 0 ; par suite ' = 0 et CS

X = 0. M est

stable par T aussi 8k � 0, CSASk
X = 0. La proposition 14 montre que (AS ; CS)

est observable et donc, que X = 0.

Selon (7.2) wn = �~h0
R
�'nd��h0CS

Xn, cette application (';X) 7! w est continue par

rapport �a la norme k�kH� qui est �equivalente �a la norme E(�) aussi quand E(�n) ! 0,

on a aussi wn ! 0 quand n!1. Le lemme 6 permet d'en conclure que Zn ! 0 et par

suite que kPhsnkHS ! 0. �

Remarque 28 A l'image de la proposition 10 (p. 65), si HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2

avec R strictement positif alors il existe � > 0 et un �ltre rationnel positif R�

tel que HS = 1
Q

R�

1+R�(H+�)
2 �2. H + � est un �ltre di�usif strictement posi-

tif. Il existe alors une autre r�ealisation de HS conforme �a (7.1), qui v�eri�e les
hypoth�eses de la proposition 16.

Preuve La proposition 9 (p. 64) permet d'�ecrire HS = 1
QR�1+QH 2 �1. Soit � > 0,

HS = 1
Q(R�1��)+Q(H+�)

. Selon la proposition 7 (p. 53), R�1 est positif, il est en fait

même strictement positif parce que R n'a pas de pôle sur le cercle unit�e. Il existe � > 0

tel queR�1�� soit strictement positif. Alors on peut proposerR� = (R�1��)�1= R
1��R

qui est positif (cf : proposition 7). Finalement la proposition 9 permet de retrouver

HS =
1

Q
R

1��R
1 + R

1��R(H + �)
2 �2. �

Exemple 5 (suite) Une r�ealisation de HS
�, conforme �a (7.1), est propos�ee

dans [DM01b]. La stabilit�e interne asymptotique de HS
� est prouv�ee sans

supposer le caract�ere strict de la positivit�e de H comme dans la proposi-
tion 16. Dans cet exemple H!0 n'est pas non plus strictement positif.

Pour chaque �ltre HS 2 �2, une r�ealisation a �et�e propos�ee : HS
�. Les hy-

poth�eses sur HS ont permis de construire une fonctionnelle de Lyapunov E et
de d�eduire la stabilit�e interne de HS

�. Lorsque de plus H est strictement posi-
tive et, sous r�eserve de montrer la pr�ecompacit�e des trajectoires (voir [Har90]),
le principe d'invariance de LaSalle montre que HS

� est asymptotiquement stable.
Nous proposons maintenant une autre d�emonstration de cette stabilit�e interne
asymptotique.
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7.2 D�emonstration originale de la stabilit�e in-

terne asymptotique

Sous les hypoth�eses de la proposition 16, nous allons d�emontrer la stabilit�e
interne asymptotique de HS

� par d'autres m�ethodes.

Th�eor�eme 6 Soit HS
� la r�ealisation de HS d�e�nie par (7.1) telle que H soit

strictement positif.
Alors HS

� est asymptotiquement stable au sens o�u, lorsque un = 0 pour n � 0
et �S

0 2 H
S , k�S

nkHS ! 0 quand n!1.

La d�emonstration que nous proposons s'organise en deux �etapes :
� la fonctionnelle (7.8) montre que l'entr�ee vn de H tend vers z�ero ; ceci et la
stabilit�e interne entrâ�nent la convergence faible de de 'n vers z�ero pour la
topologie de H (cf : x7.2.1).

� T et son adjoint v�eri�ent une propri�et�e remarquable, (ils sont semblables),
qui permet de prouver la convergence forte de 'n �a partir de la convergence
faible de 'n (cf : x7.2.2).

7.2.1 Convergence faible de l'�etat 'n vers z�ero et conver-
gence de Xn et Zn vers z�ero.

Soit HS 2 �2 tel que H soit strictement positif. Soit HS
� la r�ealisation de HS

d�e�nie par (7.1)
Grâce �a (7.8), E n'est pas seulement une fonctionnelle de Lyapunov r�ev�elant la

stabilit�e interne, E prouve aussi la convergence vers z�ero de vn = DS
R
I
�'n dr+

CSXn (cf : (7.2)). En e�et la majoration qui suit montre que vn 2 l2 et donc que
vn ! 0 quand n!1 :

8N � 0; H(��)
NX
n=0

v2n � �E(�n) +E(�0) � E(�0)

vn ! 0 et la stabilit�e interne de HS
� (qui entrâ�ne que k'nkH est born�ee)

prouve que 'n converge faiblement pour le produit scalaire associ�e �a H et not�e
<;>H comme le montre la proposition suivante.

Proposition 17 Soit H' la r�ealisation di�usive d'un �ltre di�usif H d�e�nie par
(1.9). H' est d�e�ni avec un espace d'�etat H . Soit vn une entr�ee qui v�eri�e :
(H1) vn ! 0 quand n!1,
(H2) k'nkH est born�ee.

Alors 'n converge faiblement vers z�ero, au sens o�u

8 2 H ; <  ; 'n >H ! 0 quand n!1

En outre, la sortie yn =
R
I
�(�)'n(�)d� converge vers z�ero quand n!1.
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Preuve La d�emonstration consiste �a montrer la convergence uniforme de 'n sur
[�%; %]

T
Iavec (H1) quel que soit 0 < % < 1, puis �a montrer que � 2 L1(I), et en�n �a

s�eparer le comportement de 'n� au voisinage de � = �1 et hors de ce voisinage, (H2)
permet alors de conclure.

� (H1) et le lemme 11 (p. 145) montre que pour tout % 2] � 1; 1[, 'n converge
uniform�ement sur [�%; %]

T
I quand n!1. En e�et selon 1: de (7.1),

j'n(�)j = j�n�1 d
? vnj � %n�1

d
? jvnj et %n�1 2 l1.

� � 2 L1(I) et  2 H aussi � 2 L1(I). En e�et,

Z
I

j�jj jd� �
sZ

I

j�j 2d�

sZ
I

j�jd� :

� L'in�egalit�e de la moyenne utilis�ee sur [�%; %]
T
Iet l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz

utilis�ee sur In[�%; %] montrent que

j <  ;'n >H j = j
Z
I

j�j 'nd�j � sup
[�%;%]T I

j'nj
Z
I

j� jd�+ k'nk2H
Z
In[�%;%]

j�j 2d� (7.9)

Soit � > 0, il existe % tel que k'nk2H
R
In[�%;%] j�j 2(�)d� � � . La converence uniforme

de 'n montre qu'il existe N , tel que n � N ) R
I
j� jd� :

�
sup[�%;%]T Ij'nj

�
� � .

Finalement <  ;'n >H! 0 quand n!1 .

La derni�ere assertion se prouve en applicant ce r�esultat �a  = � 2 H :

yn =< �;'n >H . Ceci est possible parce que � 2 L1(I). �

HS
� est construite avec une r�ealisation minimale de R et de RQ�1, l'entr�ee de

ces r�ealisations est wn = �yn = �Hvn ! 0 quand n ! 1. Le lemme 6 montre
qu'alors les �etats Xn et Zn de ces deux r�ealisations convergent vers z�ero quand
n!1. La sortie xn de RQ�1 tend aussi vers z�ero quand n!1.

Remarque 29 L'assertion (7.5) ne s'�etend pas �a tous les �ltres di�usifs.
Pour � = 1

2
, HFI est un exemple de �ltre di�usif pour lequel quand n !1,

un ! 0 6) HFIun ! 0 . En e�et si cette implication �etait vraie et si un =
f1 0 : : : 0 : : :g, alors quand n ! 1, HFIun ! 0 et HFIHFIun ! 0 ; ceci est
absurde : HFIHFI(z) = (1 � z�1)�1 et HFIHFIun est la suite constante �egale
�a 1.

7.2.2 La convergence forte est une cons�equence de la conver-
gence faible

Nous �etudions ici les propri�et�es de T d�e�ni par (7.2). Soit H � l'espace de

Hilbert associ�e au produit scalaire <

�
'

X

�
;

�
 

Y

�
>H�

=

Z
I

j�j' d� +XTY.

La norme est not�ee k kH� . Les propri�et�es sont �enonc�ees dans une proposition qui
utilise le lemme suivant.
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Lemme 7 Soit A;B;C;D les �el�ements d�e�nissant une r�ealisation minimale d'un
�ltre rationnel.
La dimension du syst�eme est not�ee n.
La matrice d'observabilit�e est not�ee O(A;C) = [CT ATCT : : : (AT )n�1CT ]T .
La matrice de commandabilit�e est not�ee C(A;B) = [BAB : : : An�1B].
Soit T = O(A;C)TC(A;B)�1.

T v�eri�e les propri�et�es suivantes :
1: T est sym�etrique,
2: TA=ATT ,
3: CT = TB et BT = CT�1.

Preuve La r�ealisation est minimale aussi O(A;C) et C(A;B) sont inversibles. Les
trois assertions sont montr�ees successivement.

1: O(A;C)C(A;B) est sym�etrique : O(C;A)C(A;B) =
�
CAi+j�2B]ij .

Aussi O(A;C)C(A;B) = C(A;B)TO(A;C)T

et alors T T = (C(A;B)T )�1O(A;C) = O(A;C)T C(A;B)�1 = T .
2: O(A;C)AC(A;B) est sym�etrique : O(A;C)AC(A;B) =

�
CAi+j�1B]ij .

Aussi O(A;C)AC(A;B) = C(A;B)TATO(A;C)T

et alors T TA = (C(A;B)T )�1O(A;C)A = ATO(A;C)T C(A;B)�1 = ATT .
3: T

�
BAB : : : An�1B

�
= O(A;C)T C(A;B)�1C(A;B)

= O(A;C)T =
�
CT ATCT : : : (AT )n�1CT

�
, d'o�u TB = CT .

T �etant sym�etrique, on a aussi BT = CT�1.
�

Proposition 18 Soit T l'application lin�eaire d�e�nie par (7.2).
1: T est continue de H � dans H � .
2: T T , l'adjoint de T pour le produit scalaire <;>H�

est d�e�ni sur H � et
vaut :

T T

�
 

Y

�
=

"
� + DS

R
I
� dr + �BSTY

�CST
R
I
� dr + ASTY

#
(7.10)

3: Il existe une matrice T telle que

T T

�
1H 0
0 �T

�
=

�
1H 0
0 �T

�
T (7.11)

o�u � est le signe de �.

Preuve La d�emonstration consiste d'abord �a montrer la continuit�e de T parce que
cette continuit�e entrâ�ne que T T est d�e�ni sur H � . Ensuite T T est calcul�e.

1. On cherche �a montrer qu'il existe � > 0 tel que kT �kH� � �k�kH� .

kT �k2H� =

Z
I

j�j
�
�'+DS

Z
I

�'dr +CS
X

�2
d�.
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Sachant que pour tous r�eels x; y; z, on a (x + y + z)2 � 3(x2 + y2 + z2), on en

d�eduit que kT �k2
H�

� 3
R
I
j�j
h
�2'2 +DS2

�R
I
�'dr

�2
+ (CS

X)2
i
d�.

L'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz montre que
�R

I
�'d�

�2 � R
I
j�jd� R

I
j�j'2d� et

que (CS
X)2 � CSTCS

X
T
X.

Finalement apr�es calcul, on peut choisir

� = 3 max
�

1 +DS2(
R
I
j�jd�)2; CSTCS

R
I
j�jd�

� 1
2
.

2. T T s'obtient par identi�cation avec < T �;	 >H�
=< �; T T

	 >H�
o�u 	 =�

 YT ]T .

< T �;	 >H�
=

R
I
j�j�' d� + DS

R
I
j�j d�R

I
�'dr + CS

X
R
I
j�j d�

+ BST
Y
R
I
�'dr + X

TAST
Y

=
R
I
j�j' [� + DS

R
I
� dr + �BST

Y

i
d�

+ X
T
h
�CST

R
I
� dr + AST

Y

i
3. Selon la proposition 14, le syst�eme[AS ; BS ; CS ;DS ] est commandable et obser-

vable, le lemme 7 montre qu'alors il existe une matrice sym�etrique T telle que

TAS = ASTT , CST = TBS et BST = CST�1. Ces trois relations prouvent
(7.11) :

T T

�
1H 0
0 �T

� �
'

X

�
=

"
�' + DS

R
I
�'dr + BSTTX

�CST
R
I
�'dr + ASTTX

#
=

�
�' + DS

R
I
�'dr + CS

X

�TBS
R
I
�'dr + TAS

X

�
=

�
1H 0
0 �T

�
T
�
'

X

�
�

Cons�equences sur la stabilit�e asymptotique
Cette analyse sur les op�erateurs adjoints permet de d�eduire la convergence forte
V ('n)! 0 �a partir de la seule convergence faible, car elle permet de transformer
une forme bilin�eaire (

R
I
�'2n'0d�) en une forme quadratique (

R
I
�'2

nd�).

2V ('n) + �XT
nTXn =

��
'n
Xn

�
;

�
1H 0
0 �T

� �
'n
Xn

��
H�

=

�
T n

�
'0

X0

�
;

�
1H 0
0 �T

�
T n

�
'0

X0

��
H�

(cf : (7.2))

=

�
T n

�
'0

X0

�
; T T n

�
1H 0
0 �T

� �
'0

X0

��
H�

(cf : (7.11))

=

�
T 2n

�
'0

X0

�
;

�
1H 0
0 �T

� �
'0

X0

��
H�
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Finalement

2V ('n) + �XT
nTXn =

Z
I

j�j'2n'0d� + �XT
2nTX0 (7.12)

Le x7.2.1 montre que, quand n ! 1, Xn ! 0 et par suite XT
2nTX0 ! 0 et

XT
nTXn ! 0. L'application de la proposition 17 prouve que, quand n ! 1,R
I
j�j'2n'0d�! 0. Aussi V ('n)! 0 et E(�S

n)! 0 quand n!1.

Remarque 30 Lors de ce x7.2, nous avons montr�e que si un = 0 pour n � 0
alors k�S

nkHS ! 0 quand n ! 1. Par ailleurs le �ltre HS associ�e �a HS
� v�eri�e

les hypoth�eses du th�eor�eme 5 (p. 83) et donc HS est EBSB-stable. Le lemme 11
(p. 145) permet d'en d�eduire que si un ! 0 et �S

0 = 0 alors xn ! 0 et par suite
yn ! 0, vn ! 0 quand n!1. Le principe de superposition des solutions montre
que si un ! 0 et �S

0 2 H
S alors on a aussi xn ! 0, yn ! 0 et vn ! 0 quand

n!1.

En r�esum�e, HS
� est une r�ealisation de HS 2 �2 qui v�eri�e la stabilit�e interne.

Une d�emonstration originale du caract�ere asymptotique de la stabilit�e interne est
propos�ee. La stricte positivit�e de HS

� entrâ�ne que l'entr�ee du �ltre di�usif vn ! 0
quand n!1. Cette convergence et la stabilit�e interne prouvent que 'n converge
faiblement vers '1 = 0. La stabilit�e des r�ealisations de R et de RQ�1 entrâ�nent
que Xn ! 0 et Zn ! 0, et que la sortie xn ! 0 quand n ! 1. Le couplage
est d�ecrit par un op�erateur de transition T qui v�eri�e une propri�et�e particuli�ere :
son adjoint T T est semblable �a T . Cela permet de prouver la convergence forte
�a partir de la convergence faible. Nous prouvons ainsi le caract�ere asymptotique
de la stabilit�e interne.

Ce lien entre V ('n) et une forme bilin�eaire
R
I
j�j'2n'0d� permettra de faire

une analyse asymptotique de V ('n) en fonction notamment de la singularit�e de
'0 en � = �1, ce qui est l'objet du chapitre 8.



Chapitre 8

Comportement asymptotique du

couplage d'un �ltre di�usif avec

un �ltre rationnel

Dans [FL01], un pendule invers�e est stabilis�e grâce �a un contrôleur utilisant
la dissipativit�e et n�ecessitant peu d'�energie mais avec une vitesse de convergence
tr�es lente.

La dissipativit�e a permis de montrer la stabilit�e asymptotique interne d'une
r�ealisation HS

� des �ltres HS = 1
Q

R
1+RH 2 �2 : si l'entr�ee de cette r�ealisation

est nulle �a partir d'un certain instant, alors l'�etat �S
n converge vers z�ero quand

n ! 1. Nous souhaitons maintenant examiner la vitesse de cette convergence
vers z�ero, plus pr�ecis�ement la vitesse de convergence des di��erentes sorties vn, yn,
xn et de la fonctionnelle de Lyapunov V ('n).

Le pr�esent chapitre s'organise en deux parties, le x8.1 donne ces comporte-
ments asymptotiques sous la forme du th�eor�eme 7. Un exemple simple dans le
x8.2 illustre ce th�eor�eme 7.

Le th�eor�eme 7 suppose que, dans la r�ealisation HS
� d�e�nie par (7.2) la condi-

tion initiale Z0 est nulle, et que H est le �ltreHFI . Nous pensons que ce th�eor�eme
pourrait être g�en�eralis�e �a l'image de la proposition 13 (p. 87).

8.1 Etude du comportement asymptotique du

couplage

Pour l'�etude qualitative de la stabilit�e interne, l'entr�ee de HS
� est suppos�ee

nulle. Les sorties vn, yn, xn et aussi
R
I
�FI'n'0 d� s'expriment lin�eairement en

fonction des conditions initiales '0 et X0. Lors du x8.1.1, nous donnons la trans-
form�ee en Z de ces expressions : Hv;Hy;Hx;H'n'0 . A l'image du chapitre 6, le
r�esultat de d�ecomposition est appliqu�e �a Hv;Hy;Hx;H'n'0 lors du x8.1.2. L'ana-
lyse du comportement asymptotique des symboles di�usifs �v; �y; �x; �

'n'0 lors de
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x8.1.3 donne les comportements asymptotiques aux temps longs de vn; yn; xn; V ('n)
en fonction notamment de la singularit�e de '0 en � = 1 (i.e. suivant la remarque 5
(p. 29), '0 n'est pas n�ecessairement un polynôme).

Hypoth�eses suppl�ementaires sur HS
�

(H1) La condition initiale Z0 de la r�ealisation de RQ�1 est nulle.
(H2) H est le �ltre not�e HFI pour � 2]0; 1[ et d�e�ni par (1.1).
(H3) '0 2 H est une fonction de support contenu dans [0; 1] et localement

h�olderienne sur ]0; 1[.
(H4) Q n'a pas de pôles sur [�1; 1] ni z�eros sur ]� 1; 1[.
(H5) R n'a pas de pôles sur ]� 1; 1[.
(H6) Il existe  2]� 1; 1+�

2
[, tel que '0�

 est h�olderienne sur un voisinage de
� = 0.

(H7) Il existe � 2] � 1; 1��
2
[ et tel que '0(�)(1 � �)� est h�olderienne sur un

voisinage de � = 1 et tel que '0(�) � b(1� �)��.
(H8) � � 0 et (�; �) 6= (1

2
; 0).

Notations
Hv;Hy;Hx;H'n'0 sont les transform�ees en Z de vn, yn, xn et aussi

R
I
�'n'0 d�.

HZ est l'une de ces fonctions de transfert.
NZ d�esigne l'une des parties enti�eres associ�ees �a HZ dans la d�ecomposition.
RX0 et H'0 sont les transform�ees en Z des sorties des r�ealisations choisies

pour R et H, lorsque les entr�ees wn et vn sont nulles et lorsque les conditions
initiales sont X0 et '0.

RX est la fonction de transfert associ�ee �a la relation vn 7! Xn.
�v; �y; �x; �X; �'n'0 sont les symboles di�usifs des parties di�usives de Hv,

Hy, Hx, HX, H'n'0 .
��(�) = ��(1 � �)�� quand � 2 [0; 1[ et ��(�) = 0 quand � 2 [�1; 0].

Cela permet d'�ecrire de fa�con plus compacte �FI(�) = sin(��)
�

��(�) et V�FI (�) =
cos(��)��(�)� 1 (cf : (1.15)).

8.1.1 Transform�ee en Z des sorties vn, yn, xn
et de

R
I
�FI'0'n d�, Xn

Nous cherchons �a d�eterminer vn, yn, xn et de
R
I
�FI'0'n d�, Xn en fonction

de '0 et X0. L'id�ee consiste �a en calculer les transform�ees en Z de mani�ere �a rem-
placer les produits de convolution par des multiplications de fonctions complexes.
On remarque aussi que l'�etat et la sortie d'une r�ealisation d'un �ltre R ou H sont
la somme d'une composante forc�ee (d�ependant de l'entr�ee) et d'une composante
libre (d�ependant de la condition initiale et par suite de la r�ealisation). Ce principe
de superposition permet �a la �gure 8.1 de repr�esenter comment vn, yn, wn et xn
d�ependent de H, H'0 , R, RX0 et Q. Cela constitue un sch�ema fonctionnel de
HS

�.
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L'hypoth�ese (H1) (i.e. Z0 = 0) supprime la composante libre de RQ�1. La
composante forc�ee de RQ�1 s'exprime en fonction de la composante forc�ee de R.
Notons que la stabilit�e de RQ�1 n'implique pas la stabilit�e de RX0Q

�1, parce
que l'association d'une r�ealisation minimale de R et du �ltre Q�1 ne forme pas
n�ecessairement un syst�eme stable de fa�con interne même quand RQ�1 est un
�ltre stable.

Σ

Σ

x

H

−1
w

RX

H

0

R

0ϕ

y v

R −1Q

Fig. 8.1 { Sch�ema fonctionnel de la r�ealisation HS
� de HS 2 �2.

L'�etat de cette r�ealisation est � = (';X). RX0
et H'0 sont respectivement les transform�ees en

Z des r�eponses libres de R et de H lorsque les conditions initiales sont X0 et '0.

Proposition 19 Soit H un �ltre di�usif et HS
� sa r�ealisation d�e�nie par (7.1).

Si,
(H1) La condition initiale Z0 de la r�ealisation de RQ�1 est nulle.
(H2) H est le �ltre not�e HFI pour � 2]0; 1[ et d�e�ni par (1.1),
(H3) '0 2 H est une fonction de support contenu dans [0; 1] et localement

h�olderienne sur ]0; 1[,
alors les transform�ees en Z de vn; yn; xn et Xn;

R
I
�FI'0 d� sont donn�ees par :

Hv =
RX0 � zRH�'0

1 +RHFI

Hy =
HFIRX0 + zH�'0

1 +RHFI

Hx = �RQ�1H
FIRX0 + zH�'0

1 +RHFI

HX = �RX
HFIRX0 + zH�'0

1 +RHFI
+ z(zI � AR)�1X0

H'n'0 =
H�'0RX0 � zR(H�'0)2

1 +RHFI
+ zH�'02
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o�u RX0(z) = zCR(zI � AR)�1X0 et R(z) = CR(zI � AR)BR + DR et RX =
(zI � AR)�1BR et o�u H�'0 et H�'02 sont les �ltres di�usifs de lien direct nul et
de symboles di�usifs �FI(�)'0(�) et �

FI(�)('0(�))
2.

Preuve La d�emonstration consiste d'abord �a calculer les transform�ees en Z des
r�eponces libres deHFI ;R et la fonction de transfertR, puis �a d�eterminer les expressions
recherch�ees en suivant le sch�ema fonctionnel de HS

� repr�esent�e sur la �gure 8.1.

� H'0(z) =
P1

n=0

R
I
�FI(�)�n'0(�) d�z�n =

R
I

�FI'0
1��z�1 d� = zH�'0(z)

RX0(z) =
P1

n=0C
R(AR)nX0z

�n = zCR(zI �AR)�1X0

R(z) =
P1

n=1C
R(AR)n�1BRz�n +DR = C(zI �AR)�1BR +DR

� Hv = RX0 �R(HFIHv +H'0)
Hy = H'0 �HFIRHy +HFIRX0

Hx = RQ�1Hy

Xn =
Pn�1

k=0(AR)n�1�kBRwk + (AR)n �

X0

) HX = �RX0Hy + z(zI �AR)�1X0R
I
�FI'0'n d� =

R
I
�FI'0

�Pn
k=0 �

n�kvk
�
d� +

R
I
�FI'0

2�n d�

) H'n'0 = H�'0Hv + zH�'02

Le principe de la superposition de la solution forc�ee �a la solution libre nous a
permis de calculer les transform�ees en Z de vn; yn; xn et aussi de

R
I
�FI'n'0 d�

8.1.2 Application du r�esultat de d�ecomposition �a Hv, Hy,
Hx, H'n'0

Nous appliquons le r�esultat de d�ecomposition aux fonctions de z : Hv;Hy;Hx

et HX;H'n'0.

Proposition 20 Soit H un �ltre di�usif et HS
� sa r�ealisation d�e�nie par (7.1).

Si HS
� v�eri�ent (H1), (H2) et (H3) ainsi que les hypoth�eses suivantes :

(H4) Q n'a pas de pôles sur [�1; 1 ni z�eros sur ]� 1; 1[.

(H5) R n'a pas de pôles sur ]� 1; 1[.

(H6) Il existe  2] � 1; 1+�
2
[, tel que '0�

 soit h�olderienne sur un voisinage
de � = 0.

(H7) Il existe � 2]�1; 1��
2
[ et tel que '0(�)(1��)� est h�olderienne sur un voi-

sinage de � = 1 et tel que '0(�) � b(1��)��. alors Hv;Hy;Hx et HX;H'n'0 sont
chacun la somme d'un �ltre rationnel stable et d'un �ltre di�usif. Les symboles
di�usifs des di��erents �ltres sont donn�es par :

�y(�) =
sin(��)

�
��(�)

RX0(�) + �'0(�)(1 + cos(��)��(�)R(�))� �R(�)V�FI'0(�)

1 + 2 cos(��)��R + �2�R
2

�v = ��yR, �x = ��yRQ�1, �X(�) = ���y(�)RX(�) (8.1)
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�'n'0(�) =
sin(��)

�
��(�)

�1'0 + �2'0
2 + �3V�FI'0 + �4'0V�FI'0 + �5(V�FI'0)

2

1 + 2 cos(��)��R + �2�R
2

avec �1(�) = RX0(1 + cos(��)��(�)R(�))
�2(�) = �(1 + cos(��)��(�)R(�))2

�3(�) = �R(�)RX0(�)
�4(�) = �2�R(�)(1 + cos(��)��(�)R(�))
�5(�) = �(R(�))2

Commentaire Les hypoth�eses (H6) et (H7) servent �a prouver que zH�'0 ,
zH�'02 et (1� z)H�'0 , (1� z)H�'02 convergent vers z�ero quand z ! 0 et quand
z ! 1 avec z 62 [�1; 1] ; ceci permet d'appliquer le r�esultat de d�ecomposition �a
HZ .
Preuve (H1), (H2), (H3) entrâ�nent la proposition 19. On note HZ l'une des
transform�ees en Z suivante : Hv;Hy;Hx;H'n'0 . (H2), (H4) et (H5) donnent le com-
portement asymptotique du d�enominateur de HZ au voisinage de [0; 1]. On applique le
lemme 5 (p. 82), ce qui permet d�ecomposer HZ en une partie enti�ere not�ee NZ et en
HZ �NZ qui peut se prolonger analytiquement sur C n[0; 1]. (H3) dit que S = f0; 1g
et donne le comportement asymptotique de HZ en % 2]0; 1[. (H7) et (H8) donnent le
comportement de HZ au voisinage de z = 0 et z = 1. L'application du th�eor�eme 1
(p. 31) montre que HZ �NZ est un �ltre di�usif.

1. (H2), (H4) et (H5) impliquent que 1
1+RHFI et 1

Q
1

1+RHFI sont born�es sur un
voisinage de [0; 1].

En e�et 1 +R(z)HFI(z) ! 1 quand z ! 0 et quand z ! 1 avec z 62 [0; 1] parce
que HFI(z) ! 0 quand z ! 1 et quand z ! 0. Si % 2]0; 1[ est un z�ero de R
alors 1 +R(z)HFI(z) ! 1 quand z ! %. Si % 2]0; 1[ n'est pas un z�ero de R alors
jIm(1 +R(z)HFI(z))j ! � 1

�R(%)�FI(%) 6= 0.

2. L'assertion 1, permet en utilisant le lemme 5, de montrer qu'il existe un �ltre
rationnel stable, not�e NZ , tel que HZ �NZ soit prolongeable sur C n[0; 1].

3. Pour tout % 2]0; 1[, (H3) implique que HZ(z) admet des limites quand z ! %

avec Im(z) > 0 et aussi avec Im(z) < 0.

En e�et les fonctions de transfert rationnelles n'ont pas de pôles sur [0; 1] et
admettent donc une limite quand z ! %. Le d�enominateur de HZ est born�e
inf�erieurement sur un voisinage de [0; 1] (cf 1). HFI(z) admet des limites quand
z ! % avec Im(z) > 0 et aussi avec Im(z) < 0. En�n le th�eor�eme 2 (p. 35)
montre que H�'0(z) et H�'02 admettent une limite quand z ! % avec Im(z) > 0
et aussi avec Im(z) < 0.

4. Les limites calcul�ees par l'assertion 3 montrent que les fonctions, donn�ees par les

cinq �equations (8.1), valent
1

2�

�HZ(�� i0) �HZ(�+ i0)
�

et sont sommables.

5. (H6) et (H7) impliquent que zHZ(z) ! 0 quand z ! 0 et (1� z)HZ(z) quand
z ! 1 avec z 62 [�1; 1].

En e�et la convergence de (1� z)H�'0(z) et (1� z)H�'02(z) est une application
du lemme 2 dit de correspondance asymptotique, elle entrâ�ne la convergence de
(1� z)HZ(z).
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Suivant la remarque 16 (p. 43), H�'0(1 � z) = H�(1��)'0(1��)(z) et de même

H�'02(1 � z) = H��FI(1��)('0(1��))2(z). De plus HFI(1 � z) = (1 � z�1)�. D�es
lors, le lemme 2 montre que (H6) implique que zHZ(z) ! 0 quand z ! 0 avec
z 62 [�1; 1].

6. Le th�eor�eme 1 montre que les assertions 4 et 5 impliquent que HZ �NZ est un
�ltre di�usif de symbole di�usif donn�e par (8.1).

�

Nous avons montr�e que les transform�ees en Z de vn, yn, xn Xn et
R 1

0
�FI'n'0 d�

sont chacune la somme d'un �ltre rationnel et d'un �ltre di�usif. Les symboles
di�usifs s'expriment en fonction �FI, '0 et V�FI , V�FI'0 et V�FI'02 . Ces expres-
sions soulignent l'importance de l'�etude des propri�et�es de la valeur de continuit�e
V� faite en x1.3.2.

8.1.3 Comportements asymptotiques aux temps longs
des sorties vn; yn; xn et de la fonctionnelle de Lya-
punov V ('n)

Les hypoth�eses (H7) et (H8) donnent au voisinage de � = 1 le comporte-
ment asymptotique des symboles di�usifs donn�es par (8.1) grâce au lemme 2 dit
de comportement asymptotique. Le lemme 1, dit de Watson-discret, en d�eduit
le comportement asymptotique de vn, yn, xn Xn et

R 1

0
�FI'n'0 d�. La propri�et�e

originale de l'op�erateur de transition T associ�e �aHS
� (T est semblable �a son auto-

adjoint cf : x7.2) permet d'en d�eduire le comportement asymptotique de la fonc-
tionnelle de Lyapunov V ('n). Ces comportements asymptotiques sont �enonc�es
sous la forme du th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 7 Soit H un �ltre di�usif et HS
� sa r�ealisation d�e�nie par (7.1). Si

HS
� v�eri�e (H1){(H6) et aussi :
(H7) Il existe � 2] � 1; 1��

2
[ et tel que '0(�)(1 � �)� est h�olderienne sur un

voisinage de � = 1 et tel que '0(�) � b(1� �)��.
(H8) � � 0 et (�; �) 6= (1

2
; 0).

alors quand n!1
� Si � = 0 (alors '0(1) = b 6= 0) et R(1) 6= 0,
vn = o( 1

n
), xn = o( 1

n
), Xn = o( 1

n
), yn = o( 1

n
), et V ('n) = o( 1

n1��
)

� Si � = 0 (alors '0(1) = b 6= 0) et R(1) = 0,

vn � R0(1)RX0
(1)+'0(1)

�(�)
1��
n2��

yn �
RX0

(1)+'0(1)

�(�)
1

n1��

xn � � vn
Q(1)

quand Q(1) 6= 0 et xn �
R0(1)
Q0(1)yn quand Q(1) = 0

Xn = O( 1
n1��

)R
I
�FI'0'n d� �

'0(1)[RX0
(1)+'0(1)]

�(�)
1

n1��
et V ('n) = O( 1

n1��
)
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� Si � > 0 et R(1) 6= 0,

vn � �b
sin2(��)

�

�
1

tan(��)
�

1

tan((�+ �)�)

�
�(1� �)

n1��

yn �
�vn
R(1)

, xn � � vn
Q(1)

et Xn = O( 1
n1��

)

V ('n) �
b2

2

sin3(��)

�

�
1

tan(��)
�

1

tan((�+ �)�)

�2 �(1� �� 2�)

21���2�
1

n1���2�
� Si � > 0 et R(1) = 0,

yn � b
sin(��)

�

�(1� �� �)

n1����

vn � bR0(1)
sin(��)

�

�(2� �� �)

n2����
xn � � vn

Q(1)
quand Q(1) 6= 0 et xn �

R0(1)
Q0(1)yn quand Q(1) = 0

V ('n) �
b2

2

sin(��)

�

�(1� �� 2�)

21���2�
1

n1���2�
Commentaire Le th�eor�eme reprend les mêmes id�ees que la proposition 13
(p. 87). L'hypoth�ese (H8) restreint les cas envisag�es par le th�eor�eme. Lorsque � <
0, les valeurs prises par '0 sur ]0; 1[ ont plus d'importance sur les comportements
asymptotiques �etudi�es que le comportement asymptotique de '0 en � = 1.

Le comportement asymptotique de Xn n'est pas forc�ement identique pour
chaque composante, cela d�epend de ce que RX(1) = (I�AR)�1BR est un vecteur
o�u chaque composante est non-nulle. Il est quand même n�ecessaire de connâ�tre
un ordre de grandeur de ce comportement asymptotique pour pouvoir d�eduire le
comportement asymptotique de V ('n) �a partir de

R 1

0
�'n'0 d�.

Lors du x7.2.2, il est montr�e que la forme quadratique V ('n) s'exprime en
fonction de XnTXn, X2nTX0 et de

R
I
�'2n'0 d�. Une �etude succinte du com-

portement asymptotique de Xn montre que si � > 0, alors le comportement
asymptotique de V ('n) est le même que celui de 1

2

R
I
'2n'0 d�.

Preuve La d�emonstration consiste �a calculer les comportements asymptotiques des
symboles di�usifs donn�es par (8.1) puis �a en d�eduire les comportements asymptotiques
de vn, yn, xn Xn et

R 1
0 �

FI'n'0 d�.
Le lemme 2, dit de correspondance asymptotique, montre que (H7) permet de don-

ner les comportements asymptotiques de V�FI'0 quand �! 1 :

si � + � 6= 1
2 , V�FI'0(�) � sin(��)

tan((� + �)�)
(1� �)����

et sinon V�FI'0(�) = o(1� �)���� .
On rappelle que :

si � 6= 1
2 , V�FI (�) � cos(��)(1 � �)�� =

sin(��)

tan(��)
(1� �)��

et sinon V�FI (�) = o(1� �)��.

Des calculs simples sur les symboles di�usifs permettent d'en d�eduire les compor-
tements asymptotiques de �v, �y, �x, �X, �'n'0 au voisinage de � = 1.

� Quand � = 0 (alors '0(1) = b 6= 0) et R(1) 6= 0,
�y(�) = o(1) et �'n'0(�) = o [(1� �)��].



112 Analyse asymptotique de la convergence

� Quand � = 0 et R(1) = 0,

�y(�) � [RX0(1) + '0(1)]
sin(��)

�
(1� �)��

et �'n'0(�) � '0(1) [RX0(1) + '0(1)]
sin(��)

�
(1� �)��

� Quand � > 0 et R(1) 6= 0,

�y(�) � b

R(1)

sin2(��)

�

�
1

tan(��)
� 1

tan((� + �)�)

�
(1� �)��

�'n'0(�) � b2
sin3(��)

�

�
1

tan(��)
� 1

tan((� + �)�)

�2
(1� �)���2� ,

avec la convention 1
tan(�

2
) = 0.

� Quand � > 0 et R(1) = 0,

�y(�) � b
sin(��)

�
(1� �)���� et �'n'0(�) � b2

sin(��)

�
(1� �)���2� .

� Dans tous les cas, la remarque 8 (p. 63) montre que :
si R(1) = 0 alors �v(�) � R0(1)(1 � �)�y(�) ;
si R(1) 6= 0 alors �v(�) � �R(1)�y(�) ;

si R(1) = 0 et Q(1) = 0 alors �x(�) � R0(1)
Q0(1)�

y(�) ;

si R(1) = 0 et Q(1) 6= 0 alors �x(�) � �R0(1)
Q(1) (1� �)�y(�) � ��v(�)

Q(1) .

En�n �X(�) = O(�y(�)).
Le lemme 1, dit de Watson-discret, permet alors d'en d�eduire les comportements asymp-
totiques de vn, yn, xn Xn et

R 1
0 �

FI'n'0 d�.

La formule (7.12) (p. 104) permet d'en d�eduire le comportement asymptotique de

V ('n). Quand � > 0, XT
nTXn et XT

2nTX0 d�ecroissent asymptotiquement plus rapi-

dement que
R 1
0 �

FI'n'0 d�, aussi le comportement asymptotique de V ('n) est �egal �a

celui de 1
2

R 1
0 �

FI'2n'0 d�. �

Nous avons donn�e les comportements asymptotiques de vn, yn, xn Xn et
de
R 1

0
�FI'n'0 d� quand la condition initiale '0(�) converge vers une limite non-

nulle, �eventuellement in�nie. Les r�esultats trouv�es nous ont amen�e �a distinguer
le cas o�u '0(�) admet en � ! 1� une limite �nie, in�nie et �a distinguer suivant
que R(1) est nulle ou non-nulle (comme pour la proposition 13 p. 87).

8.2 Exemple et simulation

Nous donnons un exemple de suite de fonctions dont nous allons montrer
qu'elle converge vers z�ero pour la norme associ�ee �a H , cette suite ne converge pas
de fa�con exponentielle.

Exemple 7 Soit 'n une suite de fonctions d�e�nes par

'n+1(�) = �'n(�)�

Z 1

0

�FI(r)'n(r) dr ; '0 2 H (8.2)
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Fig. 8.2 { Simulation num�erique de 'n+1 = �'n �

Z 1

0

�FI'n d� pour � = 0:4 et '0(�) =

1 + j�� 0:5j�0:1. La suite de fonctions 'n(�) est repr�esent�ee sur l'axe vertical avec n sur l'axe
�a gauche et � sur l'axe �a droite.

avec �FI le symbole di�usif de HFI et H l'espace de Hilbert d�e�ni pour les
r�ealisations di�usives au x1.2.2.
L'�etat de (8.2) est une suite de fonctions 'n(�) repr�esent�ee sur la �gure 8.2.
Sur cette �gure la condition initiale '0(�) = 1+ j��0:5j�0:1 est repr�esent�ee
en arri�ere plan. On observe que 'n(�) d�ecrô�t rapidement quand � n'est
pas trop pr�es de � = 1. 'n(1) d�ecrô�t lentement. L'op�erateur 'n 7! �'n est
diagonal aussi la singularit�e de '0 reste en � = 0:5 pour tout n � 0.
Nous allons montrer que ce �ltre est stable parce que HFI(�1) = 2�� < 1.
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Ce �ltre est en fait un couplage entre un �ltre di�usif strictement positif
de fonction de transfert H(z) = HFI(z) � 1 + h0 avec h0 2]H

FI(�1); 1[ et
un �ltre rationnel constant R = 1

1�h0 positif avec R(1) 6= 0. Les �equations
correspondantes �a (7.1) sont8<:

'n+1 = �'n + vn

yn =
R 1

0
�FI(�)'n(�) d�+ h0vn

vn = � yn
1�h0

Le th�eor�eme 6 (p. 100) montre le caract�ere asymptotique de la stabilit�e
interne. L'application T utilis�ee par ce th�eor�eme est ici T (') = �' �R 1

0
�FI(r)'(r) dr et T est auto-adjointe.

Nous supposons maintenant que '0 v�eri�e les hypoth�eses (H3), (H6), (H7)
et (H8). La proposition 19 permet de calculer H'n et H'n'0 , les trans-

form�ees en Z de
R 1

0
�FI'n d� = �vn et de

R 1

0
�FI'n'0 d�. En remarquant

que R
1+RH = 1

HFI , ces transform�ees en Z s'�ecrivent ainsi :

H'n(z) =
zH�'0(z)

HFI(z)

H'n'0(z) = zH�'02 �
z (H�'0(z))2

HFI(z)

La proposition 20 montre que H'n et H'n'0 sont chacun la somme d'un
�ltre rationnel stable et d'un �ltre di�usif. Le th�eor�eme 7 donne alors les
comportements asymptotiques de

R 1

0
�FI(�)'n(�) d� et de V ('n) :Z 1

0

�FI(�)'n(�) d� � b
1

n1��
et V ('n) =

1

2

Z 1

0

�FI(�)'2
n d� � b2

2

n1���2�

avec 1; 2 des constantes ne d�ependant que de � et �.

1 =
sin2(��)

�

�
1

tan(��)
�

1

tan((�+ �)�)

�
�(1� �)

2 =
sin3(��)

2�

�
1

tan(��)
�

1

tan((� + �)�)

�2
�(1� �� 2�)

21���2�R 1

0
�FI'n d� et V ('n) sont repr�esent�es sur la �gure 8.3, (des fonctionnelles

de Lyapunov ont aussi �et�e simul�ees dans [Hel00, chapitre 7]). Les compor-
tements asymptotiques pr�edits sont donn�es en pointill�e. Cette simulation a
�et�e diÆcile �a r�ealiser : ce syst�eme est approch�e par un syst�eme de dimension
�nie avec 300 pôles r�epartis comme en xC.2 Le dernier pôle est plac�e �a 1�
10�14 Le nombre �elev�e de pôles fait que cm, l'ensemble des r�esidus associ�es �a
chaque pôle ne peut plus être �evalu�e par le programme approximation2.m,
une formule approch�ee a �et�e utilis�ee : cm=mu.*(rp-rm)/2, ce qui est fait
dans le programme approximation2.m (p. 165).



8.2 Exemple et simulation 115

0 500 1000
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

0 500 1000
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

Fig. 8.3 { Simulation num�erique de 'n+1 = �'n �

Z 1

0

�FI'n d� pour � = 0:4 et '0(�) =

(1� �)�0:15 + j�� 0:5j�0:1.
R 1

0
�FI'n d� est repr�esent�e sur le graphique de droite et V ('n) =

1
2

R 1

0 �
FI'2n d� est repr�esent�ee sur le graphique de gauche. Les comportements asymptotiques

pr�edits sont donn�es en pointill�e sur chaque courbe.

Remarque 31 L'hypoth�ese '0 2 H n'est pas n�ecessaire pour faire l'analyse
asymptotique de vn, yn, xn, il suÆt que '0� 2 L

1 qui entrâ�ne que 8n � 0; 'n� 2
L1. Sous r�eserve de v�eri�er les hypoth�eses (H1){(H8) avec (H7) modi��e pour in-
clure le cas o�u � < 1� �, le th�eor�eme 7 montre que vn, yn, xn convergent quand
même vers z�ero. En revanche V ('n) n'est plus n�ecessairement d�e�ni.

En r�esum�e, le syst�eme �etudi�e est un couplage entre HFI et un �ltre rationnel
R. Le chapitre 7 avait donn�e une r�ealisation de ce couplage et avait d�emontr�e sa
stabilit�e asympotique.

Tous calculs faits, il apparâ�t que les sorties de chaque �ltres vn, yn, xn, l'�etat
Xn et aussi

R 1

0
�FI'n'0 d� sont la somme d'une composante entrâ�n�ee par X0 et

d'une composante entrâ�n�ee par '0, parce que les r�ealisations de R et de H sont
coupl�ees. Ainsi la condition initiale X0 a une inuence sur vn la sortie de R mais
aussi sur yn la sortie de H parce que vn est l'entr�ee de H.

Les transform�ees en Z de vn, yn, xn, l'�etat Xn et aussi
R 1

0
�FI'n'0 d� s'ex-

priment aussi en fonction de X0 et '0. Le r�esultat de d�ecomposition expos�e au
x6.2 montre que ces transform�ees en Z sont la somme d'un �ltre rationnel stable
et d'un �ltre di�usif.

Les lemmes de correspondance asymptotiques et de Watson-discret pr�esent�es
au x2.1 et au x2.2 permettent d'en d�eduire les comportements asymptotiques de
vn, yn, xn, Xn,

R 1

0
�FI'n'0 d�. Nous avons ainsi montr�e que la convergence de

l'�etat �S
n est lente et que la vitesse de convergence d�epend de ce que R a un z�ero

en z = 1.
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Conclusion

addcontentslinetocpartConclusion Pour conclure, nous rappelons les r�esultat
�etablis dans ce document. Nous examinons ensuite la d�e�nition des �ltres di�u-
sifs �a temps discret et le rôle des hypoth�eses faites sur le symbole di�usif. Une
premi�ere piste de recherche consiste �a �etendre le cadre math�ematique de fa�con �a
lever ces hypoth�eses. En�n nous soul�everons quelques questions ouvertes.

L'ensemble de ces r�esultats sera r�esum�e dans l'article [DM02].

R�esultats �etablis

Les �ltres di�usifs sont d�e�nis comme une agr�egation continue de dynamiques
d'ordre 1 avec un poids appel�e symbole di�usif.

� La connaissance num�eris�ee de ce symbole di�usif � suÆt pour simuler la
fonction de transfert, son prolongement analytique, la r�eponse impulsion-
nellle et pour donner une approximation rationnelle du �ltre di�usif associ�e
�a �.

� Le comportement asymptotique de � en � = 1 et en � = �1 d�etermine
le comportement aux temps longs de la r�eponse impulsionnelle et aussi le
comportement asymptotique du prolongement analytique de la fonction de
transfertau voisinage de z = 1 et de z = �1. En �at le carcat�ere m�emoire
longue d�epend de ce comportement asymptotique.

� Des conditions suÆsantes sont donn�ees pour qu'un �ltre soit positif (i.e. le
diagramme de Nyquist est dans le demi plan complexe de droite). Les même
conditions assurent que la r�ealisation di�usive propos�ee est dissipative (i.e.
il existe une fonction de Lyapunov dont l'�evolution le long des trajectoires
est major�ee par le produit entr�ee-sortie).

Ces outils sont appliqu�es �a l'�etude des stabilit�es d'un couplage form�e, d'un �ltre
rationnel positif et d'un �ltre di�usif positif .

� L'absence de pôle �a l'ext�erieur du disque unit�e et le crit�ere de Nyquist
permettent ici de prouver la stabilit�e �energ�etiques de ces couplages.

� Chacun de ces couplages se d�ecompose en un �ltre rationnel stable et un
autre �ltre di�usif de symbole di�usif �S. Le comportement asymptotique
de �S prouve que cet autre �ltre di�usif est EBSB stable et par suite le
couplage est EBSB stable.

117
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� Une r�ealisation du couplage est propos�ee en couplant une r�ealisation mini-
male du �ltre rationnel positif et une r�ealisation di�usive du �ltre di�usif.
La dissipativit�e de chaqu'une des ces deux r�ealisations permet de construire
une fonction de Lyapunov qui r�ev�ele la stabilit�e interne du couplage. Deux
d�emonstrations du caract�eres asymptotique de la stabilt�e asymptotique sont
propos�ee. La premi�ere suppose la pr�ecompacit�e des trajsectoires et utilisent
le principe d'invariance de LaSalle. La deuxi�eme utilise une propri�et�e ori-
ginale des �ltres di�usifs : l'op�erateur de transition est semblable �a son
adjoint.

� Cette propri�et�e originale des �ltres di�usifs permet d'exprimer la fonction
de Lyapunov comme une r�eponse impulsionnelle di�usive. Les lemmes de
Watson discret et les lemmes de comportement asymptotiques donnent le
comportement asymptotique de cette fonctionnelle de Lyapunov

Hypoth�eses sur les �ltres di�usifs

Nous avons choisi de d�e�nir un �ltre di�usif H par ces deux hypoth�eses :

(H1) H(z) = h0 + z�1
Z 1

�1

�(�)

1� �z�1
d� o�u z 62 [�1; 1]

et 8n � 1 hn =

Z 1

�1
�(�)�n�1 d� et h0

(H2) � est une fonction sommable,
Nous faisons en plus et pour chaque utilisation, des hypoth�eses sur � qui
sont ind�ependantes :
(H3) Il existe � 2 [0; 1[ tel que �(�)(1� �)� soit h�olderienne

sur I

(H4)
R 1

0
j�(�)j ln( 1

1�j�j) d� < +1

(H5) � est de signe constant sur le support de � et � v�eri�e
(H4).

(H6) H(��) > 0 et � v�eri�e (H5).
(H7) � est localement h�olderienne sur [�1; 1]
Le choix des hypoth�eses que nous avons fait repose sur un compromis
entre la diÆcult�e d'une d�emonstration et le fait que ces hypoth�eses soient
satisfaites par les exemples �etudi�es. En l'occurence HFI ;HBI ;HUN ;HLN

v�eri�ent ces hypoth�eses. Rappelons le rôle de chacune de ces hypoth�eses
dans ce document.
(H1) Les �ltres di�usifs sont d�e�nis comme une agr�egation continue de
�ltres �el�ementaires avec un lien direct h0 qui ne d�epend pas du sym-
bole di�usif. Cette relation entre h0 et � existe naturellement lorsqu'on
discr�etise un op�erateur di�usif �a temps continu, mais cette relation d�epend
du sch�ema de discr�etisation (voir x1.2.1).

(H2) Tout au long de ce document, le poids � de cette agr�egation conti-
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nue est suppos�e sommable. Cette hypoth�ese entrâ�ne la continuit�e de
l'op�erateur d'observation des r�ealisations di�usives (i.e. ' 7!

R
I
�'(�) d�

voir x1.2.2), et la continuit�e de l'op�erateur de transition (i.e. � 7! T (�)
voir x7.1.1). (H2) permet aussi de d�eduire la convergence de la sortie
d'un �ltre di�usif vers z�ero �a partir de la convergence faible de l'�etat (cf :
x7.2.1).
(H2) simpli�e aussi la majoration des in�egalit�es dans le lemme de Watson
discret (cf x2.1).

(H3) Dans le chapitre 2, cette hypoth�ese permet d'en d�eduire le comporte-
ment asymptotique de la fonction de transfert H(z) au voisinage de z = 1
et de la valeur principale de Cauchy V� au voisinage de � = 1 grâce au
lemme 2 (p. 42) dit de correspondance asymptotique. Cette hypoth�ese
permet aussi d'en d�eduire le comportement aux temps long de la r�epons
impulsionnelle grâce au lemme 1 (p. 40) dit de Watson-discret.
Ces r�esultats sont utilis�es dans le chapitre 6 pour donner le comporte-
ment asymptotique de la r�eponse impulsionnelle d'un syst�eme coupl�e.
Ils sont aussi utilis�es dans le chapitre 8 pour donner sur un exemple le
comportement asymptotique de V ('n) et de la sortie du �ltre di�usif yn.

(H4) A partir du chapitre 3, � v�eri�e
R 1

0
j�(�)j ln( 1

1�j�j) d� < +1. En pra-

tique si 9� < 1; �(�) = O(1 � j�j)�� quand � ! �1 alors � v�eri�e
(H4). (H4) suÆt pour montrer que H 2 H

1(E ). La positivit�e peut alors
être d�e�nie par Re(H(ei!) � 0 et entrâ�ner que 8z 2 E Re(H(z)) > 0
(voir x3.1.1). Cette in�egalit�e stricte est utilis�ee pour prouver la stabilit�e
�energ�etique des �ltres appartenant �a �2 (voir le chapitre 5).

(H5) �1 et �2 sont d�e�nis avec des �ltres di�usifs H dont les symboles
di�usifs sont de signe constant � et v�eri�ent � = O(1 � j�j)�� quand
� ! �1. La positivit�e de H est �equivalente �a la positivit�e de H(��)
qui �a son tour entrâ�ne la dissipativit�e de la r�ealisation di�usive (1.9),
(voir x3.1.2 et x3.2.1).

(H6) Dans les chapitres 7 et 8 H est suppos�e strictement positif. Cette
hypoth�ese plus forte que la dissipativit�e permet de construire une fonction
de Lyapunov E qui montre la stablit�e asymptotique de HS

� (voir x7.1.3
et x7.2).

(H7) Dans le chapitre 6, � est localement h�olderienne sur [�1; 1]. En pra-
tique si � est C1 sauf en un nombre �ni de points not�es S alors �
v�eri�e (H7). Le support de � est not�e I. Cette hypoth�ese est utilis�e pour
d�emontrer le r�esultat de d�ecomposition du x6.2 sur HS = 1

Q
R

1+RH 2 �2.
Pour % 2 InS, la fonction de transfert du �ltre di�usif associ�e �a � admet
une limite quand z ! % avec Im(z) > 0 et aussi une limite quand z ! %

avec Im(z) < 0 (voir chaitre 1). Des hypoth�eses suppl�ementaires sur �,
R et Q montrent que Q(1 +RH) ne s'annule sur un voisinage de [�1; 1]
ni sur E . Cela permet de d�ecomposer HS en une fonction de transfert
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rationnelle N et une fonction de transfert qui peut être prolong�ee sur
C n [�1; 1] : H�N . HS admet aussi des limites quand z ! %, ces limites
se calculent �a partir de celles de H. Quelques hypoth�eses suppl�ementaires
sur � et sur les �ltres rationnels R et Q montrent que H�N est un �ltre
di�usif.

Extension du cadre math�ematique

Le th�eor�eme 5 (p. 83) a �et�e montr�e sous des hypoth�eses qui requi�erent une
absence d'oscillations pour � au voisinage de ses �eventuelles singularit�es.
Ces hypoth�eses permettent d'utiliser les convergences tangentielles utilis�ees
par le th�eor�eme 1 (p. 31). Il est possible d'a�aiblir les hypoth�eses requises
sur � en modi�ant le th�eor�eme 1 avec des convergences non-tangentielles
(cf : remarque 9 p. 35).
Une premi�ere g�en�eralisation est de supposer que � n'est plus une fonction

sommable, mais une mesures sign�ee non di�use :H(z) = h0+z
�1
Z

�(d�)

1� �z�1
.

Cette mesure se d�ecompose en une partie absolument continue par rapport
�a la mesure de Lebesgue et une partie discr�ete. Cette extension1 devrait
permettre d'inclure des �ltres avec une in�nit�e d�enombrable de pôles sur
[�1; 1] approchant z = 1 ou z = �1.
Il est possible de d�e�nir �a temps discret un produit # : H�1H�2 = H�1#�2

o�u H�1 , H�2 et H�1#�2 sont les fonctions de transfert associ�ees �a �1, �2
�1#�2 et de liens directs nuls. Si �1 et �2 sont suÆsemment r�eguliers l'ap-
plication du th�eor�eme 2 et du th�eor�eme 1 conduit �a �1#�2 = V�1�2+�1V�2 .
A l'image des travaux faits �a temps continu (cf : [Mon98]), nous pen-
sons que ce produit # pourrait être le produit interne d'une alg�ebre qui
contienne les mesures mais aussi la d�eriv�ee d'un Dirac et les valeurs prin-
cipales. Ainsi (1 � 1

2
z�1)�2(1 � z�1)�� aurait comme symbole di�usif :

�Æ0(�� 1
2
)#

�
sin(��)

�
��(1� �)��

�
.

Une autre piste de recherche est de consid�erer les repr�esentations di�usives
de deuxi�eme esp�ece (cf : [DM00], [Mon00b] et [MA01]). Pour cela on in-
troduit une courbe ferm�ee � contenue dans le disque unit�e D

S
f�1; 1g.

On param�etre cette courbe par (�) sur [�1; 1]. Les relations (1.10) et

(1.6) devraient pouvoir s'�ecrire �(�) = 0(�)
2i�

(�) limz!(�)H(z) et H(z) =

h0 + z�1
R 1

�1
�(�)

1�(�)z�1 d� (la limite �etant prise pour z hors de � et pour

chaque valeur de �. Lorsque la courbe � s'aplatit sur [�1; 1], on retrouve les
repr�esentations di�usives de premi�ere esp�ece. Sinon H est une agr�egation
continue de �ltres du second ordre. Nous pensons que pour certaines courbes

1Dans [Sta94], une g�en�eralisation semblable �a temps continu avec une mesure positive a d�ej�a
�et�e propos�ee
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�, le travail sur le comportement asymptotique et sur la positivit�e pourrait
être pr�eserv�e. On peut esp�erer qu'un choix particulier de courbe � soit tel
que � est C1 sur ] � 1; 1[. Dans cette perspective, les hypoth�eses (H1): : :
(H7) seraient moins une restriction.

Questions ouvertes

Nous proposons quelques questions ouvertes.
� Lorsqu'un op�erateur di�usif �a temps continu H\ est discr�etis�e en H,
quels liens peut-il y avoir entre l'�etat '(�; t) d'une r�ealisation di�usive
de H\ et l'�etat 'n(�) d'une r�ealisation di�usive de H lorsque la p�eriode
d'�echantillonnage T v�eri�e t = Tn ? Est-ce que la fonctionnelle de Lya-
punov appliqu�e �a 'n r�ev�elant la dissipativit�e de H converge vers la fonc-
tionnelle de Lyapunov semblable et qui r�ev�ele la dissipativit�e de H\ ?

� Les r�esultats obtenus sont valables pour des �ltres �a temps discret. Dans
le cas o�u ces �ltres sont des discr�etisations d'op�erateurs �a temps continu,
Est-ce que les r�esultats de stabilit�e sont encore vrais lorsque la p�eriode
d'�echantillonnage tend vers z�ero ?

� La convergence de l'algorithme qui propose une approximation rationnelle
Ĥ �a un �ltre di�usif H a �et�e d�emontr�ee en boucle ouverte. Est-ce que
le couplage form�e de Ĥ et d'un autre �ltre rationnel R converge vers le
couplage form�e de H et R ?

� Nous avons montr�e que l'hypoth�ese (H5) implique que (1�z�1)H(z)! 0
quand z ! 1 avec z 62 E . Les exemples de �ltres di�usifs �etudi�es dans la
th�ese v�eri�ent (1 � z�1)H(z) ! 0 quand z ! 1 avec z 62 [�1; 1] Cette
connaissance est n�ecessaire pour appliquer le th�eor�eme 1 (p. 31) et ainsi
reconnâ�tre qu'un �ltre est di�usif (voir x6.3 et x8.1.2). Quelles sont les
conditions suÆsantes sur le symbole di�usif � d'un �ltre di�usif H qui
entrâ�nent que (1 � z�1)H(z) ! 0 quand z ! 1 avec z 62 [�1; 1] ? La
remarque 9 (p. 35) montre que ces conditions sur � ne peuvent inclure
l'ensemble des fonctions born�ees sur un voisinage de � = 1.

� Inspir�e par [Mat98b], les r�ealisations di�usives sont �etendues dans [DHM00]
�a des fonctions de transfert ayant un point de branchement ei!0 et e�i!0

sur le cercle unit�e. Ces fonctions de transfert peuvent alors se mettre sous
la forme 1

2
[H(ei!0z) + H(e�i!0z)] et la r�eponse impulsionnelle est oscil-

lante et l'amplitude de son oscillation est lentement d�ecroissante.. Ces
�ltres sont une agr�egation continue de �ltres d'ordre 2. Existe-t-il pour
un �ltre rationnel R des conditions suÆsantes analogues �a la positivit�e,
telles que le couplage form�e de R et 1

2
[H(ei!0z) +H(e�i!0z)] soit stable ?

� Nous avons montr�e qu'il est possible d'utiliser un �ltre di�usif pour sta-
biliser un �ltre rationnel instable. Peut-on g�en�eraliser l'�etude au couplage
de deux �ltres di�usifs ? Les remarques 25 (p. 74) et 29 (p. 101) sugg�erent
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qu'il y a quelques points d�elicats, cependant l'article [WST01] invite �a
r�epondre favorablement.

� Quelles sont les propri�et�es, par exemple, en terme de robustesse, qui
feraient qu'il soit pr�ef�erable d'utiliser un �ltre di�usif plutôt qu'un �ltre
rationnel pour stabiliser un �ltre rationnel instable ?

� Il est possible d'utiliser la positivit�e d'un �ltre di�usif H pour montrer
la stabilit�e d'un bouclage avec une non-lin�earit�e v�eri�ant une condition
sectorielle, �a l'image de ce qu'a fait [ZF68]. Une tentative a �et�e faite dans
[DM01b]. Peut-on �ecrire H comme une agr�egation de �ltres H� tels que
les couplages form�es d'une non-lin�earit�e donn�ee et de H� soient stables ?
Peut-on alors en d�eduire la stabilit�e du couplage form�e de cette non-
lin�earit�e et de H ? Est-ce que le couplage form�e d'une approximation
rationnelle Ĥ de H avec cette non-lin�earit�e forme encore un syst�eme
stable, est-ce que ce couplage converge le premier couplage lorsque Ĥ
s'approche de H ?

� V est une fonctionnelle de Lyapunov qui a permis de montrer la stabilit�e
interne asymptotique du couplage d'une r�ealisation minimale d'un �ltre
rationnel positif et d'un �ltre di�usif positif. Lors du chapitre 8 nous avons
montr�e sous des conditions techniques et quand n!1, que V ('n) �

K
n
,

o�u K et  d�ependent du comportement asymptotique de la condition
initiale '0 et du symbole di�usif � associ�e �a H. A temps continu, une
autre fonctionnelle de Lyapunov E a aussi permis de montrer la stabilit�e
interne asymptotique de nombreux couplages comportant un op�erateur
di�usif de symbole di�usif �. Est-ce qu'avec des conditions idoines sur �
(peut-être trop restrictives), on peut montrer que E('(t)) � K

t
o�u K et

 ne d�ependraient pas de t.
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Annexe A

Int�egrales de Cauchy

On appelle une int�egrale de Cauchy la fonction complexe de variable z

d�e�nie parH(z) =
1

2�

Z
L

1

z � �
d�(�). Ici, on ne consid�erera pas le coeÆcient

1
2�
; L est en g�en�eral un arc, par exemple un cercle. Nous allons consid�erer

uniquement le cas o�u L est contenu dans [�1; 1]. H(z) est holomorphe sur
C nL et la question est d'�etudier le comportement de H(z) au voisinage de
L ou d'�etudier le d�eveloppement in�ni de H(z) au voisinage d'un point, par
exemple l'in�ni.
L'�etude des int�egrales de Cauchy d'une fonction densit�e arbitraire remonte
au moins jusqu'�a Sokhotski en 1883 et Harnack en 1885. Nous r�esumons ici
les principales propri�et�es que nous utiliserons.
Les fonctions h�olderiennes sont pr�esent�ees dans la d�e�nition 2 (p. 34).
Nous reproduisons la d�e�nition d'un fonction sectionnellement analytique
dans [Mus92] dans le cas o�u la discontinuit�e est contenu dans [�1; 1].

D�e�nition 4 H une fonction sectionnellement analytique avec la ligne de
discontinuit�e L 2 [�1; 1] si et seulement si
(H1) H est analytique sur C nL.
(H2) Il existe S = f�jg un ensemble �ni de points, tel que la restriction
de H �a fz 2 C j Im(z) > 0g est prolongeable par continuit�e sur LnS, et la
restriction de H �a fz 2 C j Im(z) < 0g est aussi prolongeable par continuit�e
sur LnS.
(H3) Pour chaque �j 2 S, il existe �j et �j < 1 tels que pour z dans un
voisinage de �j, jH(z)j �

�j
jz��j j�j .

Quand H(z) est d�e�nie par une fonction de transfert, le th�eor�eme 2 (p. 35)
donne le comportement de H(z) au voisinage de L lorsque � est suÆsam-
ment r�eguli�ere en l'occurence h�olderienne. Ce th�eor�eme montre que H(z)
est en fait une fonction sectionnellement analytique.
Le lemme 2 (p. 42) donne le comportement asymptotique de H(z) au voi-
sinage de z = 1 et de z = �1. Ces points correspondent aux extr�emit�es de
supp �.
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Les r�esultats sont qualitativement di��erents lorsque le comportement asymp-
totique recherch�e est autour d'une singularit�e c qui n'est pas une extr�emit�e
de supp �. Dans ce cas, la singularit�e de � �a gauche de c et la singularit�e
de � �a droite de c s'ajoutent. Voici l'�enonc�e qui se trouve dans [Mus92,
p.84{p.85]. Cet �enonc�e est utilis�e par le th�eor�eme 5 (p. 83) pour justi�er le
r�esultat de d�ecomposition sous des conditions suÆsantes sur �.

Lemme 8 Soit L = [rg; rd] et H(z) =

Z
L

�(�)

z � �
d�. Soit c 2]rg; rd[. Si �

v�eri�e les hypoth�eses suivantes :
(H1) � est localement h�olderienne sur [rg; rd]nfcg,
(H2) �(�)(c� �)� est h�olderienne sur [rg; c] et admet une limite a�,
(H3) �(�)(�� c)� est h�olderienne sur [c; rd] et admet une limite a+,
alors il existe H0(z) et �0(�) telles que

� si � = 0 H(z) = (a+ � a�) ln
�

1

z � c

�
+H0(z) pour z 62]�1; c]

et H0(z) est une fonction born�ee qui admet des limites en z = rg et en
z = rd,

V�(�) = (a+ � a�) ln
�

1

j�� cj

�
+ �0(�)

et �0 est h�olderienne sur [rg; c] et sur [c; rd],

� si � 2]0; 1[ H(z) = (ei��a+ � a�)
1

(z � c)�
+H0(z) pour z 62]�1; c]

et il existe �0 < � tel que H0(z) = O
�

1
jz�cj�0

�
,

V�(�) =
�

sin(��)

a+ � a� cos(��)
(�� c)�

+
�0(�)

(�� c)�0
(quand � < c),

V�(�) =
�

sin(��)

a+ cos(��)� a�
(c� �)�

+
�0(�)

(c� �)�0
(quand � > c),

�0 est h�olderienne sur [rg; c] et aussi sur [c; rd].
La proposition suivante est une d�emonstration du lemme de Watson-discret
utilis�e et �enonc�e dans le chapitre 2. Du point de vue des int�egrales de
Cauchy, ce lemme donne le comportement asymptotique des coeÆcients
du d�eveloppement in�ni d'une int�egrale Cauchy en z = 1 en fonction du
comportement asymptotique de � aux points les plus proches de l'in�ni (en
l'occurence z = 1 et z = �1).
Proposition 21 Soit �1; �2 2 L1(0; 1), si e�

n
lnn = o(h2n) et si �2 est de

signe constant
alors �1 = o(�2) ) h1n = o(h2n).
Commentaire L'hypoth�ese e�

n
lnn = o(h2n) est utilis�ee dans la d�emonstra-

tion, elle provient de la mani�ere de d�ecouper l'expression int�egrale de hn.
En fait nous pensons qu'une hypoth�ese de cette forme-l�a est n�ecessaire :
une hypoth�ese qui rappelle que les valeurs prises par �1 hors d'un voisinage
de � = 1� agissent aussi sur h1n. Ces comportements sont n�eglig�es quand h2n
a une d�ecroissance plus lente qu'une suite g�eom�etrique de raison r < 1.
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Preuve La propri�et�e se d�emontre en d�ecomposant l'intervalle [0; 1] en
Vln = [0; 1� 1

ln(n) ] et [1� 1
ln(n) ; 1]. On note "(�) la fonction telle que

�1(�) = �2(�)"(�) avec "(�) ! 0 quand �! 1 .

h1n =
R 1
1� 1

ln(n)
�1(�)�n�1d� +

R
Vln

�2(�)"(�)�n�1d�

jh1nj �
�

1� 1
ln(n)

�n�1 R 1
0 j�1(�)jd� + supVln

j"(�)j
���R 10 �2(�)�n�1d�

��� (A.1)

Le premier terme de la majoration de h1n est un O
�
e
� n

ln(n)

�
:�

1� 1
ln(n)

�n�1
= e

(n�1) ln (1� 1
ln(n)

) � e
� n�1

ln(n) .

Le deuxi�eme terme de la majoration de h1n est un o(h2n) parce queR 1
0 �2(�)�n�1d� = h2n (quand n � 1) et que la suite sup�2Vln

j"(�)j tend vers z�ero

quand n!1. �
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Annexe B

Espaces de Hardy

Les espaces de Hardy nous sont utiles parce que ces espaces vectoriels
contiennent �a la fois les �ltres rationnels stables et les �ltres di�usifs sous
r�eserve d'une condition technique. Le xB.1 donne une d�e�nition de H 1(E )
(o�u E d�esigne l'ext�erieur du disque unit�e) et montre que les �ltres di�usifs
sont dans cet espace. Le xB.2 montre que dans H 1(E ) la condition entr�ee-
sortie (

P
unyn � 0) et la condition fr�equentielle (Re(H(ei!)) � 0) sont

�equivalentes. Elles justi�ent ainsi la d�e�nition de la positivit�e du chapitre 3.
Le xB.3 rappelle la d�e�nition de H1(E ) et rappelle que cet espace est l'en-
semble des �ltres �energ�etiquement stables. H1(E ) est utilis�e pour prouver
la stabilit�e �energ�etique de couplages. Le xB.3 donne aussi la d�e�nition de
W+.

B.1 D�e�nition de H
1(E )

La positivit�e peut être d�e�nie par une condition entr�ee-sortie (
P
unyn � 0)

ou par une condition fr�equentielle (Re(H(ei!)) � 0). L'�equivalence entre
ces deux conditions est un r�esultat classique (voir par exemple [BD86]), il
est en g�en�eral pr�esent�e en vue de l'utiliser pour des fonctions de transfert
rationnelles. Nous allons reprendre en partie ces id�ees mais en les appli-
quant aux �ltres di�usifs. Pour cela nous utilisons un espace de Hardy not�e
H 1(E ) d�e�ni dans [You88], (E d�esigne l'ext�erieur du disque unit�e). Pour la
pr�esentation de cet espace, nous avons choisi de suivre [Par89] et [Par97],
cependant il y a une autre approche avec [Hof88].
La d�e�nition et les propri�et�es de H 1(E ) sont rappel�ees dans la d�e�nition 5.
La proposition 22 donne une condition technique simple pour que les �ltres
di�usifs soient dans H 1(E ). La proposition 23 et le lemme 10 sont des outils
permettant de prouver le th�eor�eme 8 qui �etablit l'�equivalence entre les deux
d�e�nitions de la positivit�e du chapitre 3.
Lorsque la fonction de transfert est connue et est prolongeable sur le cercle
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unit�e @E , il est tentant d'utiliser ce prolongement comme r�eponse fr�equentielle
du �ltre. La diÆcult�e th�eorique est de savoir si les propri�et�es de cette
r�eponse fr�equentielle (par exemple le signe de la partie r�eelle) sont celles
du �ltre ; ceci est vrai dans H 1(E ).
D�e�nition 5 H

1(E ) est l'ensemble des fonctions de transfert holomorphes
sur E qui v�eri�ent

sup
r>1

Z �

��
jH(rei!)jd! <1 (B.1)

Si H 2 H
1(E ) alors

a: pour presque tout ! 2 [��; �], la suite de fonctions ! 7! H(rei!) converge
vers H(ei!) quand r! 1 pour la norme L1(��; �) ;

b: les coeÆcients cn de la s�erie de Fourier de H(ei!) sont nuls si n < 0 et
sont �egaux �a hn la r�eponse impulsionnelle de H si n > 0 ;

c: la fonction de transfert peut s'exprimer �a partir de sa r�eponse
fr�equentielle pour jzj > 1 au moyen de la repr�esentation de Herglotz :

H(z) =
1

4�

Z �

��
Re

�
H(ei!)

� 1 + z�1ei!

1� z�1ei!
d! (B.2)

Id�ees principales de la preuve L'espace de Hardy H
2 (E ) est contenu

dans H 1 (E ) et est d�e�ni par
R �
�� supr>1 jH(rei!)j2d! < +1 , sa norme est not�ee

k kH2 (E) . Les propri�et�es a: et b: sont simples �a d�emontrer pour H 2 H 2 (E ) parce
qu'alors hn 2 l2. [Par89] utilise le produit de Blaschke pour montrer que si
H 2 H 1 (E ) alors il existe H1;H2 2 H 2 (E ) tel que H = H1H2 , c'est le th�eor�eme
de Riesz et cela permet d'�etendre certaines propri�et�es de H 2 (E ) vers H 1(E ). Nous
en d�eduirons a: puis b. La repr�esentation de Herglotz est �enonc�e dans [KN77, an-
nexe A] sous la forme d'un th�eor�eme de Riesz et Herglotz. Elle utilise notamment
la causalit�e de H. Avec les mêmes id�ees nous montrerons cette assertion c. La
formule ainsi obtenue pourrait s'interprêter comme une r�ealisation harmonique

d�e�nie dans [Mon00b].
a. Soit H 2 H 1 (E ) et H1;H2 2 H 2(E ) tel que H = H1H2 , h1n et h2n sont les

r�eponses impulsionnelles de H1 et de H2.
� h1n 2 l2. En e�et, la TZ inverse appliqu�ee �a un contour ferm�e contenu dans
E montre que la r�eponse impulsionnelle de H1 est :
h1n = 1

2�

R �
��H1(re

i!)rnei!nd! La formule de Parseval appliqu�ee �a r�nh1n conduit

�a ce que pour tout r > 1,
P

n�0 r
�2n(h1n)2 � kH1k2H2 (E) . En passant �a la limite

r ! 1, on a h1n 2 l2. De même on a aussi h2n 2 l2.
� H1(e

i!) est d�e�ni comme la somme de la s�erie
P

n�0 h
1
ne
�i!n parce que

h1n 2 l2.
� H1(re

i!) ! H1(e
i!) quand r ! 1+ pour la norme L2(��; �) parce que

H(ei!) � H(rei!) =
P

n�0 h
1
n(1� r�n)e�i!n et que h1n 2 l2. De même on a

aussi H2(re
i!) !H2(e

i!) quand r ! 1+ pour la norme L2(��; �).
� H(rei!) ! H(ei!) quand r ! 1+ pour la norme L1(��; �). Cette assertion
a: est obtenue en utilisant l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz sur cette expression :
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H(rei!)�H(ei!) = 1
2(H1(re

i!)�H1(e
i!))(H2(rei!)+H2(e

i!)) + 1
2(H1(re

i!)+
H1(e

i!))(H2(rei!)�H2(e
i!)).

b. Les coeÆcients de la s�erie de Fourier de H(ei!) sont
cn = 1

2�

R �
��H(ei!)ei!nd! . H est un �ltre causal et, quand H est int�egr�ee sur

un contour contenu dans E ,
1
2�

R �
��H(rei!)rnei!nd! = hn1fn�0g. L'assertion a: permet le passage �a la li-

mite r ! 1+ et ainsi de prouver cn = h1n1fn�0g.
c. H est causal et �a coeÆcients r�eels, aussi hn et H(z) peuvent s'exprimer en

fonction de Re(H(ei!)).
� L'assertion b: prouve h0 = 1

4�

R �
��Re(H(ei!))d! et pour n > 0 que hn =

1
2�

R �
��Re(H(ei!))ei!nd! .

� En prenant la transform�ee en Z H(z) =
P

n�0 hnz
�n =

1
2�

R �
��Re(H(ei!))

�
1
2 +

P1
n=1 e

i!nz�n
�
d! . Le terme entre crochet vaut juste-

ment 1
2
1+ei!z�1

1�ei!z�1 .

�

Nous donnons des conditions suÆsantes pour qu'un �ltre di�usif soit dans
H 1(E ). L'appartenance �a H 1(E ) entrâ�ne aussi un comportement pas trop
singulier au voisinage de z = 1 et de z = �1. Ces r�esultats sont d�emontr�es
grâce �a un lemme et grâce �a une proposition.
Lemme 9 Soit r � 1 et j�j � 1, il existe �1 et �2 tels que

1

2�

Z �

��

d�

jrei� � �j
� �1 ln

�
1

1� j�j

�
+ �2 (B.3)

Commentaire Ce lemme donne des conditions suÆsantes sur � pour
que H soit dans H 1(E ) dans la proposition 22.
Preuve La d�emonstration est 4 parties. La premi�ere est un pr�eliminaire. La
seconde et la troisi�eme d�emontrent (B.3) pour des valeurs particuli�eres de r; �; �.
La quatri�eme partie d�eduit (B.3) pour les autres valeurs de r; �; �.
1: La fonction x 7! sh(x) est impaire et bijective de R dans R.

L'inverse est arcsh(y) = 1
2

R y
�y

dup
1+u2

.

Quand y > 0, arcsh(y) � ln(2y + 1).
2: Au voisinage de � = 0, � 2 [12 ; 1] et pour r = 1, on montre que

1

2�

Z Æ

�Æ

d�

jei� � �
j � 1

2��
ln

�
2�Æ

1� �
+ 1

�
(B.4)

En e�et le d�eveloppement de Taylor de 1�cos(�) au voisinage de � = 0 montre
qu'il existe Æ > 0 et � > 0 tel que j�j < Æ ) 1� cos(�) � ��2

Aussi j�j < Æ ) jei� � �j �p(1� �)2 + ��2

Il suÆt alors d'utiliser les propri�et�es de sh �enonc�ees en 1: pour trouver (B.4).
3: Hors d'un voisinage de � = 0, avec r = 1 et � 2 [12 ; 1].

En remarquant que pour Æ > 0 quelconque j�j > Æ ) jei� � �j � sin(Æ) on en
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d�eduit que

1

2�

Z
[��;�]n[�Æ;Æ]

d�

jei� � �j �
1

sin(Æ)
(B.5)

4: Les �equations (B.4) et (B.5) suÆsent �a d�emontrer (B.3).
En e�et on obtient (B.3) pour r = 1 et � 2 [12 ; 1] en ajoutant (B.4) et (B.5).
La fonction (�; �) 7! 1

jei���j est born�ee uniform�ement sur [��; �]�[0; 12 ] et donc

on d�emontre (B.3) pour � 2 [0; 12 ] avec r = 1.
Les deux parties de l'in�egalit�e (B.3) sont des fonctions paires de � aussi on
d�emontre (B.3) pour j�j � 1 avec r = 1.
Pour r � 1, une manipulation alg�ebrique permet de majorer l'expression
int�egrale :

1

2�

Z �

��

d�

jrei� � �j � � ln

 
1

1� j�j
r

!
+ �2

Ce majorant est une fonction d�ecroissante de r, ce qui permet de prouve (B.3)
pour r � 1.

�

Proposition 22 Si le symbole di�usif � 2 L1(�1; 1) d'un �ltre di�usif H

v�eri�e �(�) ln
�

1
1�j�j

�
est sommable alors H 2 H 1(E ) et (z � 1)H(z) ! 0

quand z ! 1 et (z + 1)H(z)! 0 quand z ! �1 avec z 2 E .
Commentaire Le r�esultat de convergence en z = �1 est utilis�e dans le
th�eor�eme 4 (p 73).
Preuve La d�emonstration consiste �a appliquer le th�eor�eme de Fubini sur
(1.6) pour montrer que H 2 H 1 (E) au moyen du lemme 9. Ce r�esultat, H 2 H 1 (E )
permet d'en d�eduire que (z�1)H(z) ! 0 quand z ! 1 et (z+1)H(z) ! 0 quand
z ! �1 avec z 2 E .

1. Selon (1.6),

1

2�

Z �

��

���H(rei�)
��� d� � Z �

��

����h0 +

Z 1

�1

�(�)

rei� � �d�
���� d�

Le lemme 9 montre que quand �(�) ln
�

1
1�j�j

�
est sommable le th�eor�eme de

Fubini s'applique et que (B.6) est born�ee ind�ependamment de r.
Aussi H 2 H 1(E ).

2. Le th�eor�eme 5.9 dit de Hardy-Littlewood dans [Dur70, chapitre 5] montre
que quandH 2 H 1 (E) alors (z�1)H(z) ! 0 quand z ! 1 et (z+1)H(z) ! 0
quand z ! �1 avec z 2 E .

�



B.2 Propri�et�e de H 1(E ) 141

B.2 Propri�et�e de H
1(E )PN

n=0 unyn peut s'exprimer en fonction de la r�eponse fr�equentielle d'un
�ltre, c'est une �etape dans la d�emonstraton de l'�equivalence des deux ca-
ract�erisations de la positivit�e.
Proposition 23 Soient un et yn les entr�ees et sorties complexes du �ltre
�a coe�ecients r�eels H. Alors,

NX
n=0

�unyn =
1

2�

Z �

��
H(ei!)

�����
NX
n=0

une
�i!n

�����
2

d! (B.6)

Preuve Si H(ei!) 2 L2(��; �) (par exemple si H 2 H
2 (E )) alors (B.6) s'in-

terprêterait comme une application des s�eries de Fourier en tant qu'isomorphisme

de l2 dans L2(��; �) �a yn = hn
d
? (un1f0:::Ng) et �a un1f0:::Ng. On aurait alorsX

yn(�un1f0:::Ng) =
1

2�

Z �

��
H(ei!)

NX
n=0

une
�i!n

NX
n=0

une�i!n. En r�ealit�e on sait seule-

ment que H(ei!) 2 L1(��; �) aussi la preuve propos�ee est plus longue.
Cette se d�eroule en trois �etapes.

� H 2 H 1(E ) aussi hn s'exprime en fonction de H(ei!) et comme yn = hn
d
? un,

NX
n=0

�unyn =
NX
n=0

�un

nX
k=0

1

2�

Z �

��
H(ei!)ei!(n�k)d! uk

� En �echangeant l'int�egrale et les sommes (en e�et H(ei!) 2 L1(��; �)) et en
r�eorganisant les deux sommes, on obtient :
1

2�

Z �

��
H(ei!)

X
0�k�n�N

uke
�i!k une�i!n d!

� Pour obtenir (B.6), il manque les termes de la somme dont les indices v�eri�ent
k > n avec k 2 f0 : : : Ng . Ces termes peuvent être compl�et�es parce que H est
causal (i.e. 0 = 1

2�

R �
��H(ei!)e�i!(k�n)d! d'apr�es la d�e�nition 5).

�

La d�e�nition et les propri�et�es d'un noyau de sommabilit�e sont �enonc�ees
dans [Kat68], nous les utilisons pour �etablir un lemme.
Lemme 10 Soit kN(!) un noyau de sommabilit�e positif sur [��; �] qui
v�eri�e donc
(H1) kN(!) � 0
(H2) 8Æ > 0 supj!j>Æ kN(!) ! 0 quand N !1

(H3)
R �
�� kN(!)d! = 1

Soit f 2 L1(��; �).
Si 8 � 2 [��; �] et 8N , gN(�) =

R �
�� f(!)kN(� � !)d! � 0,

alors f(!) � 0 (p.p.).
Preuve f 2 L1(��; �) aussi f se d�ecompose en f = f+� f� avec f+ � 0 et
f� � 0 et suppf+

T
supp f� est de mesure nulle. Supposons que supp f� soit
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de mesure non nulle. L'id�ee de la d�emonstration consiste �a int�egrer gN (�) sur un
intervalle contenu dans supp f� et �a choisir N pour que kN (� � !) soit petit
quand ! 2 suppf+ et grand quand ! 2 supp f�. Plus pr�ecis�ement, la preuve
utilise successivement les hypoth�eses du noyau de sommabilit�e.
Il existe alors !0 2 [��; �] et Æ > 0 tel que [!0 � 3Æ; !0 + 3Æ] 2 suppf�. On
int�egre gN (�) sur [!0 � 2Æ; !0 + 2Æ] :

(H1) ) 0 �
Z !0+2Æ

!0�2Æ

Z �

��
f(!)kN (� � !)d!d�

�
Z !0+2Æ

!0�2Æ

Z
j!�!0j>3Æ

f+(!)kN (� � !)d!d� (B.7)

�
Z !0+Æ

!0�Æ
f�(!)

Z !0+2Æ

!0�2Æ
kN (� � !)d�d!

(H3) et (H2) ) 9N1, tel que 8N � N1

R !0+2Æ
!0�2Æ kN (� � !)d� � 1

2 . En e�et cette

int�egrale est minor�ee par
R Æ
�Æ kN (�)d� = 1� Rj�j>Æ kN (Æ)dÆ � 1� supj�j>Æ kN (�)

Finalement (B.7) donne pour N � N1

0 � supj��!j>Æ kN (� � !)
R �
�� f+(!)d! � 1

2

R !0+Æ
!0�Æ f�(!)d!.

Aussi quand N ! 1,
R !0+Æ
!0�Æ f�(!)d! = 0, ce qui est contradictoire avec l'hy-

poth�ese supp f�(!) n'est pas de mesure nulle. �

Les outils cr�e�es permettent maintenant de d�emontrer l'�equivalence des deux
caract�erisations de la positivit�e.
La proposition 23 montre que la caract�erisation fr�equentielle de la positivit�e
implique la caract�erisation temporelle de la positivit�e.
Th�eor�eme 8 Soit H 2 H 1(E ), alors

8N; 8u0 : : : uN

NX
n=0

unyn � 0 , Re(H(ei!)) � 0 (B.8)

Dans ce cas, si H 6= 0, Re(H(z)) > 0 quand z 2 E .
Preuve La proposition 23 prouve l'implication.
Pour la r�eciproque l'id�ee de la d�emonstration classique (cf : [BD86]) est d'exciter
H �a la fr�equence � avec un = 1p

1+N
ei�n1f0:::Ng, et de montrer qu'alors

PN
n=0 unyn

converge vers H(ei!) grâce au noyau de Fej�er kN (!) qui converge vers un Dirac
quand N !1.
Les fonctions de transfert H 1(E ) ne sont pas n�ecessairement continues, mais le
lemme 10 permet de conclure. Nous reproduisons ici la premi�ere partie de la
preuve classique :

PN
n=0 unyn est une fonction positive de variable � not�ee gN (�)
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et est aussi le produit de convolution entre H(ei!) et le noyau de Fej�er not�e
kN (!), cela se fait en trois �etapes :
� La proposition 23 montre que

gN (�) =
NX
n=0

unyn =
1

2�

Z �

��
H(ei!)

1

1 +N

NX
n=0

X
k=0N

e�i(��!)(n�k)d!.

� Grâce �a un changement d'indice et grâce �a la causalit�e de H,
gN (�) =

R �
��H(ei!)kN (� � !)d! o�u kN (!) = 1

2�
1

N+1

PN
n=0

Pn
k=�n e

�ik!

= 1
2�

1
N+1

sin2((N+1)!=2)

sin2(!=2)
est le noyau de Fej�er qui est un noyau de sommabilit�e au

sens d�e�ni dans le lemme 10 (cf : [Par97]).
� Les fonctions kN (!) et H(ei!) sont 2�-p�eriodique aussi
gN (�) =

R �
��H(ei(��!))kN (!)d!.

Le lemme 10 permet alors de prouver la positivit�e de H(ei!).

Pour prouver la derni�ere assertion, on observe que d'apr�es (B.2)

Re(H(z)) =
1

4�

Z �

��
Re(H(ei!))Re

�
1 + z�1ei!

1� z�1ei!

�
d! (B.9)

� Pour z 2 E , Re(H(z)) � 0. En e�et l'inverse de la transform�ee bilin�eaire

s 7! 1+z�1

1�z�1 transforme E en le demi plan droit du plan complexe aussi un change-

ment de variable simple z 7! ze�i! permet d'en d�eduire que Re(1+z�1ei!

1�z�1ei!
) > 0 .

La positivit�e de H signi�e que Re(H(ei!)) � 0 et (B.9) entrâ�ne que 8z 2 E ,

Re(H(z)) > 0.

� Lorsque H 6= 0, pour z 2 E , Re(H(z)) > 0. En e�et la causalit�e de H permet

d'exprimer hn, la r�eponse impulsionnelle de H en fonction de Re(H(ei!)) aussi

Re(H(ei!)) ne peut pas être presque partout nulle. Ainsi l'application de (B.9)

prouve que pour tout z 2 E , Re(H(z)) 6= 0. �

B.3 D�e�nition et propri�et�e d'autres espaces

de fonctions analytiques

D�e�nition 6 H1(E ) est l'ensemble des fonctions de transfert holomorphes
et born�ees sur E .
H1(E ) est un sous-espace de H 1(E ) et satisfait donc aussi aux propri�et�es a:
b: et c: de la d�e�nition 5, le produit de deux fonctions de transfert est une
op�eration interne pour H1(E ). H1(E ) est l'ensemble des syst�emes stables
�energ�etiquement, la d�emonstration se trouve rappel�ee dans [Par89].
Proposition 24 Soit un �ltre H, il est �energ�etiquement stable si et seule-
ment si H 2 H1(E ), et dans ce cas pour tout N ,PN

n=0 y
2
n � sup! jH(e

i!)j2
PN

n=0 u
2
n
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La d�e�nition g�en�erale de l'alg�ebre de convolution A(�), son image par la
transform�ee de Laplace Â(�) et d'une sous-alg�ebre Â�(�) sont rappel�ees
dans la d�e�nition 7. A(�) contient en particulier l'alg�ebre de convolution �a
temps discret not�e l1(�) avec laquelle nous d�e�nissons une autre alg�ebre :

l'image de l1(�) par la transform�ee en Z, bl1(�). Nous utiliserons la notation
W+ au lieu de bl1(1) comme dans [Par97, chapitre 1]. La notation l1(�) est
utilis�ee dans [DV75, annexe C].

D�e�nition 7 La fonction de transfert du �ltre causal H\ appartient �a Â(�)
et sa r�eponse impulsionnelle h(t) appartient �a A(�) si h(t) se met sous la
forme :

h(t) =

�
ha(t) +

P1
n=1 h

\
nÆ(t� tn)

0

o�u e��tha(t) 2 L1(0;+1), h\n 2 C , tn 2 R, Æ(t � tn) est la distribution
centr�ee en tn, et

P1
n=1 jh

\
nje

��tn <1.
D�e�nition 8 Soit H un �ltre de r�eponse impulsionnelle hn.

hn 2 l
1(�) , hn�

�n 2 l1

H 2 bl1(�) , hn 2 l
1(�)

Proposition 25 Soit G un �ltre rationnel et H un �ltre di�usif de symbole
di�usif �.
1: Si G est stable alors G 2 W+.
2: Si supp� � ]� 1; 1[ alors H 2 W+.
Preuve
1: Il suÆt de choisir % 2 ]maxjzG j; 1[ o�u zG sont les pôles de module strictement

inf�erieur �a 1 : G 2 bl1(%) �W+.

2: (1.5) montre que % 2 ]max supp�; 1[ convient : G 2 bl1(%) �W+.

�

Les di��erents espaces mentionn�es dans cette annexe peuvent être compar�es.
Proposition 26

W+ � H
1(E ) � H

2(E ) � H
1(E )

Si H 2 W+ alors kHkH1 (E) � khnkl1

Nous rappelons un th�eor�eme dans [HP57] avec une formulation adapt�ee aux
�ltres �a temps discret (�enonc�ee dans [DV75, p. 251].
Th�eor�eme 9 (Wiener) Soit H un �ltre causal et EBSB-stable tel que
infz2E jH(z)j > 0 alors H�1 est aussi EBSB-stable
Le lemme suivant donne une propri�et�e particuli�ere des �ltres stables EBSB.
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Lemme 11 Soient deux suites hn 2 l1 et un ! 0 quand n!1,

alors hn
d
? un ! 0 quand n!1.

Preuve On observe d'abord que un est une suite born�ee.

On note yn = hn
d
? un. Soit � > 0. Le produit de convolution est d�ecoup�e en deux

sommes :

jynj =

�����
nX

k=0

hkun�k

����� �
�����
NX
k=0

hkun�k

�����+

0@X
k�N

jhkj
1A sup

k
jukj

P
k�N jhkj ! 0 quand N !1 aussi il existe N tel que

P
k�N jhkj supk jukj � �.

Avec N �xe,
PN

k=0 hkun�k ! 0 quand n!1 aussi il existe nN tel que

n � nN ) jPN
k=0 hkun�kj � �. �
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Annexe C

Simulation des �ltres di�usifs

L'�etude des s�eries al�eatoires �a m�emoire longue requiert la simulation de l'au-
tocorr�elation (voir [GJ80]) ou de quantit�es diverses introduites par [BJ76] et
appliqu�ees �a HFI dans [Hos81]. L'approximation entr�ee-sortie de l'int�egra-
tion fractionnaire peut être faite par une discr�etisation en un �ltre non
rationnel qui doit alors être simul�e (voir [Lub86]). Lorsqu'un syst�eme est
stabilis�e par un �ltre non-rationnel, il est parfois n�ecessaire pour mettre en
place ce contrôleur d'approcher ce �ltre non-rationnel par un �ltre ration-
nel en conservant les propri�et�es stabilisatrices et de robustesse du �ltre non
rationnel �a approximer. Ces trois exemples d'utilisation de l'approximation
sont di��erents et nous pensons qu'ils requi�erent des algorithmes adapt�es.
Les �ltres �a approximer ne sont pas n�ecessairement stables, c'est le cas
par exemple de HFI , HBI , HLN , HUN pour � > 0. L'approximation re-
cherch�ee est a priori stable, on ne pourra donc pas esp�erer pouvoir toujours
majorer l'erreur en norme L2 sur l'ensemble du cercle unit�e ou l'erreur l1

sur l'ensemble de la r�eponse impulsionnelle. A d�efaut nous montrerons la
convergence sur un horizon born�e. En fait ces �ltres sont dans H

1(E ) et
même dans H 2(E ) pour � < 1

2
; ces espaces nous sembleraient un bon cadre

pour analyser la qualit�e des algorithmes de simulation (cf : [BK00])
Dans le xC.1, trois algorithmes classiques sont pr�esent�es (MA, AR, Pad�e).
Dans le xC.2, un algorithme issu des r�ealisations di�usives est expos�e. En�n
dans le xC.3, nous pr�ecisons les algorithmes qui ont �et�e utilis�es pour faire
les simulations de la th�ese.

C.1 M�ethodes d'approximation classiques

Un expos�e de diverses techniques d'approximation �a temps continu se trouve
dans [Hel00].
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Approximation par un �ltre MA :
Cette approximation consiste �a ne consid�erer que les N premiers termes de
la r�eponse impulsionnelle hn d'un �ltre H pour obtenir un �ltre MA (i.e.
�ltre dont la r�eponse impulsionnelle est �nie, MA pour \moving average").
Cet algorithme v�eri�e les propri�et�es suivantes :

Proposition 27 Soit Ĥ une suite de �ltres d�e�nis par les N premiers
termes de la r�eponse impulsionnelle de H.
a: Si H est un �ltre di�usif, Ĥ(ei!) converge vers H(ei!) ponctuellement
quand ! 2]� �; �[nf0g.

b: Si H est un �ltre EBSB stable, alors pour une entr�ee donn�ee, la sortie
approch�ee converge vers la sortie exacte en norme l1(N).

c: Ĥ est un �ltre stable.
d: Si H est positif alors Ĥ est aussi positif.
Preuve On d�emontre successivement les di��erentes assertions.
a: H est prolongeable en une fonction analytique en z = ei!

(1:5) )
NX
n=0

hne
�i!n = h0 + ei!

Z 1

�1
�(�)�Ne�i!N

1� �e�i!
d�!H(ei!)

parce que quand ! 6= 0, on peut utiliser le th�eor�eme de convergence domin�ee.
Ceci n'est en g�en�eral pas vrai si H 2 H 1(E ) (cf : [Par89]).

b:

������
min(N;n)X

k=0

hkun�k �
nX

k=0

hkun�k

������ � kulk1 �

P1
k=N jhkj ! 0 quand N !1.

d: Si H est positif alors le �ltre MA associ�e est aussi positif. En e�et la condi-
tion de positivit�e (3.1) peut s'�enoncer comme la positivit�e d'un ensemble de
matrices (cf : p. 167). Cet ensemble de matrices comprend notamment les ma-
trices associ�ees au �ltre MA approchant H. Par cons�equent ce �ltre MA est
aussi positif.

Appliqu�ee �a HFI , l'approximation est �a minimum de phase et ses z�eros
sont r�eguli�erement r�epartis, proches du cercle unit�e (comme le montre la
�gure C.3. Cette m�ethode est simple �a mettre en �uvre lorsque la r�eponse
impulsionnelle est disponible, son principal handicap est la lenteur de la
convergence comme le montrent les �gures C.6 et C.7.

Approximation par un �ltre AR
Cette approximation s'applique �a des �ltres dont l'inverse est connu, elle
consiste �a tronquer l'inverse du �ltre �a approximer, puis �a inverser encore ce
�ltre tronqu�e. Le �ltre obtenu est un AR not�e Ĥ (i.e. un �ltre dont l'inverse
a une r�eponse impulsionnelle �nie, AR pour autor�egressif).
HFI(z) = (1�z�1)�� est un exemple de �ltre o�u la m�ethode s'applique faci-
lement. La proposition suivante donne une mani�ere de s'assurer la stabilit�e
de Ĥ.
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Proposition 28 Si H(z) 2 H1(E ) et si H strictement positif alors son
approximation par un �ltre AR Ĥ est stable et strictement positive.
Preuve H�1 est stable : j 1H j � 1

Re(H(z)) < +1 pour jzj > 1. H�1 est

strictement positif : Re( 1
H(z) ) = Re(H(z))

jH(z)j2 est born�e inf�erieurement. Il existe donc

� > 0 tel que H�1(z) � � soit un �ltre positif. Comme pr�ec�edemment la positi-

vit�e de H�1(z) � � entrâ�ne la positivit�e de la r�eponse impulsionnelle tronqu�ee

de H�1 � � et par suite la stricte positivit�e du d�enominateur du �ltre Ĥ. Selon

la proposition 7 (p. 53), Ĥ est alors un �ltre stable et strictement positif. �

La �gure C.3 montre que pour H(z) = (1 � z�1)�0:4, les pôles de Ĥ sont
r�eguli�erement r�epartis proches du cercle unit�e et �a l'int�erieur. Les �gures C.1
et C.2 montrent que cet algorithme est l�eg�erement meilleur que le pr�ec�edent
pour approximer (1� z�1)�� lorsque � 2]0; 0:5[.

Approximants de Pad�e
Cette approximation est expos�ee par exemple dans [Bra86, chapitre 5]
et dans [BCL97]. Elle consiste en g�en�eral �a chercher la fonction trans-
fert rationnelle Ĥ = H1

H2
de degr�e N1 � N2 (i.e. N1; N2 �etant respective-

ment les degr�es de H1;H2 en tant que polynôme de variable z�1) telle que
H(z)� Ĥ(z) = o(z�N1�N2) quand z !1. De cette fa�con, les N1 +N2 + 1
premiers termes de la r�eponse impulsionnelle de Ĥ co��ncident avec hn,
la r�eponse impulsionnelle de H. Ces �equations peuvent s'�ecrire sous la
forme d'un syst�eme lin�eaire en �ecrivant plutôt que H1(z) � Ĥ(z)H2(z) =
o(z�N1�N2).
Cette m�ethode a fait l'objet de nombreuses �etudes th�eoriques avec un calcul
pr�ecis de l'erreur (cf : [Bra86, chapitre 5]).
Les �gures C.6 et C.7 montrent que l'approximation de la r�eponse impul-
sionnelle et de la r�eponse fr�equentielle de (1� z�1)�� est de qualit�e sur une
large bande de fr�equences. La �gure C.3 montre qu'une partie des pôles et
z�eros se trouvent sur [0; 1] (comme l'approximation issue des repr�esentations
di�usives) et qu'une autre partie des pôles et z�eros se rapprochent du cercle
unit�e. Lorsqu'on augmente M , des pôles sortent du disque unit�e et l'ap-
proximation devient instable. Par ailleurs la matrice �a inverser devient mal
conditionn�ee. Il semble donc que cette m�ethode doit être am�elior�ee pour
être utilis�ee pour de plus grandes valeurs de M .

Autres m�ethodes
Dans [Bon92], [Bon93a] et [Bon93b], il est propos�e un algorithme calculant
une approximation de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de l'op�erateur
de Hankel associ�e �a H = (1� z�1)�� lorsque � < �1. Cette d�ecomposition
spectrale donne une approximation. Cette technique est aussi �etudi�ee par
[Sas01].
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Par ailleurs [MS94] propose un algorithme h�er�editaire utilisant une struc-
ture treillis qui permet entre autres de donner l'approximation du �ltre
HFI , cette m�ethode dans son principe optimise l'erreur L2 sur la r�eponse
fr�equentielle.
Dans [And94] il est montr�e que lorsqu'on veut approcher optimalement au
sens de Lp(@E ) un �ltre di�usif de symbole di�usif � � 0 par un �ltre
rationnel, alors il faut que les pôles soient sur [�1; 1]. En revanche si on
veut approcher optimalement au sens de Lp(@E ) un �ltre dont la fonction
de transfert a trois points de branchement z = 0, z = ei!0 et z = e�i!0 , il
ne semble pas judicieux d'aligner les pôles sur les segments [0; ei!0 ] et sur
[0; e�i!0]. Ainsi dans [BK00], il est montr�e sur un exemple que ces pôles
doivent être sur deux g�eod�esiques (i.e. pour une m�etrique hyperbolique)
reliant ces points de branchement.
Les m�ethodes utilis�ees sont g�en�eralement group�ees en deux cat�egories en
fonction de la mani�ere avec laquelle la complexit�e num�erique est li�ee avec le
nombre de pas �a simuler. Les premi�eres m�ethodes sont dites h�er�editaires, on
peut citer la troncature de la r�eponse impulsionnelle in�nie (voir [Lub86]),
la troncature de la r�eponse impulsionnelle du �ltre inverse ([GJ80]) et la
transform�ee de Fourier inverse de la r�eponse fr�equentielle (voir [VDO95]).
Dans toutes ces m�ethodes, le fait de ne pas n�egliger les entr�ees pass�ees
au-del�a d'un certain horizon augmente la complexit�e num�erique de fa�con
rapide. Parmi les m�ethodes non-h�er�editaires, il y a les approximants de
Pad�e, l'algorithme expos�e par [MS94]. Les r�ealisations di�usives donnent
lieu aussi �a une m�ethode non-h�er�editaire. Ces m�ethodes r�esument le pass�e
soit sous la forme d'une combinaison lin�eaire de sorties et d'entr�ees (ap-
proche entr�ee-sortie), soit sous la forme d'un �etat (approche syst�eme). Dans
les deux cas, ces quantit�es sont capables de r�esumer correctement le pass�e.
Lorsque l'horizon sur lequel on ne n�eglige pas les entr�ees est augment�e, la
complexit�e num�erique de ces approximations crô�t normalement moins vite
que les m�ethodes h�er�editaires, parce qu'il s'agit seulement de r�esumer plus
pr�ecis�ement le pass�e.

C.2 Approximation issue des di�usions

Nous montrons que les r�ealisations di�usives permettent aussi de fournir
une approximation des �ltres di�usifs �a temps discret en nous inspirant
�d�element du travail �a temps continu de [HM98], [Hel00] et de [Mon98] et
aussi du travail �a temps discret de [Hel00].

L'approximation consiste �a approcher l'�etat 'n de la r�ealisation di�usive
(1.9) par une fonction aÆne par morceaux '̂n qui co��ncide avec 'n sur un
r�eseau de M points f�1 : : : �Mg contenu dans I . La construction de cette
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approximation se fait au moyen de fonctions triangles not�ees �m :
L'approximation est d�e�nie par :�

'
n+1

= A'
n
+ Bun o�u '

0
2 R

M

ŷn = C'
n
+ Dun

(C.1)

avec

A =

264 �1 0
. . .

0 �M

375 B =

264 1
...
1

375
C =

hR 1

0
��1 d� : : :

R 1

0
��M d�

i
D = h0

Les composantes de C sont not�ees [c1 : : : cM ] . La fonction de transfert
de l'approximation est : Ĥ(z) =

PM
m=1

cm z�1

1��z�1 . Les pôles de Ĥ(z) sont

f�1 : : : �Mg � [�1; 1] .
Le choix du r�eseau de points est important pour les performances de l'algo-
rithme et d�epend du support de � not�e I . Le r�eseau de points f�1 : : : �Mg
choisi est adapt�e �a I = [0; 1] et est tel que ln 1

�m
soient g�eom�etriquement

r�epartis sur [0;+1[ . C'est un choix heuristique conforme �a ce qui se fait �a
temps continu dans [HM98]. En e�et, les pôles f�1 : : : �Mg g�eom�etriquement
r�epartis de l'approximation des r�ealisations di�usives �a temps continu se
transforment par invariant impulsionnelle en fe��1 : : : e��Mg .
L'algorithme d�eterminant Ĥ consiste d'abord �a choisir le premier pôle �1
et le dernier pôle �M . La mani�ere de choisir a �et�e �etudi�ee en d�etails dans
[Hel00]. Le reste du r�eseau de points est calcul�e par

ln(�m) = ln(�1)

�
ln(�M )

ln(�1)

�m�1
M�1

. L'�evaluation num�erique des composantes

deC se fait soit en approximant cm =
R 1

0
�(�)�m(�)d� par cm = �(�m)(�m+1�

�m�1), soit d'une mani�ere plus pr�ecise et selon un proc�ed�e analogue au xC.3.
La premi�ere approximation est r�ealis�ee avec le programme approximation1.m
(p. 166) tandis que la seconde est r�ealis�ee avec le programme approximation2.m.
Lorsque cm est calcul�e exactement, la proposition suivante d�emontre la
convergence de cet algorithme mais en un sens plus faible : �1 et �M sont
suppos�es être choisis avant que le nombre de pôles soit d�etermin�e.

Proposition 29 Soit H un �ltre di�usif de symbole di�usif � de support
�egal �a [0; 1] et H' sa r�ealisation d�e�nie par (1.9), H son espace d'�etat et
'0 une conditon initiale, '0 2 H . Soit f0 : : :Ng un horizon : n � N . Soit
�1 : : : �M un ensemble de M points de [0; 1]. Soient '̂n les fonctions aÆnes

par morceaux qui co��ncident avec 'n sur ces M points. Soit ŷn =
R 1

0
�'̂nd�.
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Si les hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees :
(H1) '0 continue sur ]0; 1[
(H2) ��(�)'2

0(�)! 0 quand �! 0+

(H3) (1� �)�(�)'2
0(�)! 0 quand �! 1�

alors pour tout � > 0, il existe �g, �d et  tels que �1 = �g, �M = �d et pour
tout m, j�m+1 � �mj �  implique que 8n 2 f0 : : :Ng, k'n � '̂n kH � � et
jyn � ŷnj � � .
Commentaire Cette preuve reprend les id�ees expos�ees dans [Hel00, cha-
pitre 6]. Remarquons que cette preuve n'est plus valable lorsque le �ltre
di�usif est ins�er�e dans un bouclage. En e�et dans ce cas '̂n(�m) 6= 'n(�m)
parce que l'entr�ee un d�epend aussi de ' 6= '̂.
Preuve On montre d'abord la convergence de l'�etat
k'n� '̂n k2H =

R 1
0 j�j('n � '̂n)2d� ! 0 en d�ecoupant l'int�egrale en trois parties

[0; 1] = [0; �1]
S

[�1; �M ]
S

[�M ; 1] .

D'apr�es la proposition 2 sur les r�ealisations di�usives (p. 28), 'n 2 H . Les hy-

poth�eses sur '0 et la relation de convolution 'n = �n�1
d
? un + �n�1'0 prouvent

que ��(�)'n(�)2 ! 0 quand � ! 0+ et (1� �)�(�)'2n(�) ! 0 quand �! 1� et
que 'n est continu sur ]0; 1[.

�g = �1 d�esigne le premier pôle. Sur [0; �g], '̂n(�) = �
�g
'n(�g) aussiZ �g

0
j�j('n � '̂n)2d� =Z �g

0
j�(�)j'2nd�� 2

'n(�g)

�g

Z �g

0
j�j�'nd�+

'2n(�g)

�2g

Z �g

0
j�(�)j�2d�

Le th�eor�eme de la valeur moyenne prouve que ces expressions tendent vers z�ero
quand �g ! 0.

�d d�esigne le dernier pôle �M . De même
R 1
�d
j�j('n � '̂n)2d�! 0 quand �d ! 1 .

On �xe maintenant le premier et le dernier pôle �g et �d et on fait varier M
et �2 : : : �M�1 de telle sorte que supm(�m+1 � �m) tende vers z�ero. '̂n converge
vers 'n en norme in�nie parce que 'n est uniform�ement continue sur [�g; �d]. La
lin�earit�e et la continuit�e de l'op�erateur d'observation de la r�ealisation di�usive
' 7! R 1

0 �'d� permettent maintenant d'en d�eduire pour n � N que

jyn � ŷnj �
R 1
0 j�(�)j j'n � '̂njd�! 0 .

Ce r�esultat de convergence s'�etend en fait au cas o�u les coeÆcients cm sont ap-

proch�es par un algorithme convergent, les nouveaux coeÆcients �etant not�es ~cm.

En e�et '̂n n'est pas modi��e, seul l'op�erateur d'observation est modi��e. Si on

note ~yn la sortie modi��ee, on montre �a n �x�e que

jŷn � ~ynj � maxm j'n(�m)jPM
m=1 jcm � ~cmj �

Lorsque H est positif, cet algorithme ne conserve pas n�ecessairement la po-
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sitivit�e. Nous donnons les propri�et�es entr�ee-sortie de cet algorithme lorsque
les cm sont calcul�es exactement.

Proposition 30 Soit H un �ltre di�usif et Ĥ le �ltre obtenu par l'algo-
rithme issu des repr�esentations di�usives, dans lequel les coeÆcients cm
sont calcul�es exactement.
a: Ĥ est un �ltre rationnel stable.
b: Si � est de signe constant, les pôles et les z�eros sont altern�es.
c: A n �x�e et lorsque M ! 1, la r�eponse impulsionnelle de Ĥ v�eri�e
ĥn ! hn.

d: A ! 2]� �; �[nf0g �x�e, Ĥ(ei!)! H(ei!).
Preuve
b: Le num�erateur de Ĥ(z) est un polynôme de degr�e M qui change M fois de

signe entre les points z ! �1, �1 : : : �M et z ! +1 .
c: Il suÆt d'appliquer la proposition 29 �a un = f1 : : : 0 : : :g.
d: En reprenant la d�emonstration du th�eor�eme 8 (p. 142). On choisit un =

1p
1+N

ei�n1f0:::Ng, et de montrer qu'alors
PN

n=0 unyn converge vers H(ei!)

grâce au noyau de F�ejer kN (!) qui converge vers un Dirac quand N ! 1.
De même

PN
n=0 unŷn converge vers Ĥ(ei!). Soit � > 0, il existe N tel que

jPN
n=0 unyn � H(ei!)j < �. Selon la proposition 29, il existe des pôles �1 : : : �M

tels que pour tout n � N , jyn � ŷnj < �. L'entr�ee choisie �etant born�ee, on a
donc prouv�e la convergence de H(ei!) vers Ĥ(ei!).

�

Les algorithmes d'approximation MA, AR et celui issu des r�ealisations dif-
fusives et not�es DIFF sont test�es sur HFI . La premi�ere exp�erience consiste
�a faire passer une suite qui prend al�eatoirement ses valeurs parmi f�1; 1g ) �a
travers HFI et son approximation (cette suite est parfois appel�ee bpsk). La
di��erence des deux sorties peut alors être consid�er�ee comme un bruit, ce qui
nous permet de mesurer le rapport signal sur bruit. La �gure C.1 retrace le
r�esultat des simulations pour les trois algorithmes (�1 et �M sont choisis par
optimisation d'un crit�ere (i.e.

PN
n=0(hn � ĥn)

2) et par suite d�ependant aussi
de �). Le rapport signal sur bruit de l'algorithme issu des repr�esentations
di�usives est entre 25 et 50 dB pour 5 pôles. Un tel rapport signi�e que
l'algorithme est correct pour une utilisation standard : les erreurs sont sta-
tistiquement peu fr�equentes. Cet algorithme est aussi plus robuste vis �a vis
de � .
La deuxi�eme exp�erience concerne la norme khn�ĥnkl1(N) =

PN
n=0 jhn � ĥnj .

Cette norme garantit une certaine pr�ecision de la sortie :

8n � N jyn � ŷnj � khn � ĥnkl1(N) max
n�N

junj (C.2)

Lorsque � > 0 (HFI est alors instable), cette norme d�epend fortement
de N : khn � ĥnkl1(N) diverge quand N ! +1 . En e�et Ĥ est stable et
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donc ĥn = O( 1
n
) . D'apr�es (1.1) hFIn � 1

�(�)
1

n1��
. D'o�u �a une constante de

proportionalit�e pr�es khn � ĥnkl1(N) � N� . La �gure C.2 indique l'horizon
N pour lequel cette norme vaut 0:1 en faisant varier � etM (�1 et �M sont
choisis par optimisation d'un crit�ere (i.e.

PN
n=0(hn � ĥn)

2)).

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
RD
AR
MA

Fig. C.1 { Les algorithmes d'approximation sont test�es sur HFI en faisant varier � sur l'axe
des abscisses. RD(4) d�esigne l'approximation issue des repr�esentations di�usives, MA(+) la
r�eponse impulsionnelle tronqu�ee et AR(o) le �ltre invers�e tronqu�e et encore invers�e.
En ordonn�ee est indiqu�e le rapport signal sur bruit en dB. Le bruit est l'erreur quadratique
moyenne entre la sortie exacte et la sortie approxim�ee lorsque l'entr�ee est une succession
al�eatoire de +1 et de �1 .
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Fig. C.2 { Les algorithmes d'approximation sont test�es sur HFI en faisant varier � et
le nombre de pôles M . RD(4) d�esigne l'approximation issue des repr�esentations di�usives,
MA(+) la r�eponse impulsionnelle tronqu�ee et AR(o) le �ltre invers�e tronqu�e et encore invers�e.
En ordonn�ee, N est la longueur de l'entr�ee pour laquelle l'algorithme d'approximation garantit
que 8n � N jyn � ŷnj � 0:1 �max

n�N
junj .

A gauche, M = 5 et � est sur l'axe des abscisses. A droite, � = 0:4 et M est sur l'axe des
abscisses.

La �gure C.6 et C.7 montrent qu'en se limitant �a 10 pôles, l'approxima-
tion issue des r�ealisations di�usives est plus pr�ecise pour les temps longs
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que les approximants de Pad�e avec 10 pôles. Sur la �gure C.6, la r�eponse
impulsionnelle est plus pr�ecise pour n > 150, et sur la �gure C.7 la r�eponse
fr�equentielle est plus pr�ecise pour ! < 10�2. La �gure C.3 rappelle que
quand on approxime (1 � z�1)�0:4, les pôles et les z�eros sont altern�es sur
[0; 1].
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Fig. C.3 { Emplacement des pôles et des z�eros des di��erents �ltres rationnels MA, AR,
PADE, DIFF approchant (1� z�1)�0:4 (10 pôles et 10 z�eros).

Lorsqu'on cherche une approximation plus pr�ecise, on a des probl�emes
comme pour les approximants de Pad�e. Le dernier pôle devrait être choisi
tr�es proche de � = 1 pour avoir plus de pr�ecisions aux temps longs, mais
dans ce cas il est diÆcile de calculer pr�ecis�ement cM . La simulation 8.3
(p. 115) n�ecessite l'approximation de 'n(�), nous avons donc utilis�e le pro-
gramme approximation1.m avec 300 pôles et les coeÆcients cm sont ap-
proch�es par �(�m)(�m+1 � �m�1).
Pour les autres simulations qui ne requi�erent pas de simuler 'n(�), nous
avons d'autres algorithmes qui sont des interpolations lin�eaires et qui fonc-
tionnent pr�ecis�ement avec un nombre tr�es �elev�e de points d'interpolation.
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C.3 Algorithmes utilis�es pour faire les simu-

lations

Nous supposons ici le symbole di�usif connu analytiquement ou connu pr�e-
cis�ement. Trois algorithmes fond�es sur le même principe sont expos�es, ils
utilisent la lin�earit�e par rapport �a � des relations donnant hn, H(z) et V� .
Nous d�esignerons ces algorithmes par le terme interpolation. La convergence
des deux premiers algorithmes est d�emontr�ee. Ces algorithmes fonctionnent
bien en fait seulement pour � � 0:5 . Une nouvelle version est propos�ee pour
� > 0:5.

Les formules (1.5), (1.6) et (1.14) sont transpos�ees num�eriquement sous la
forme des programmes mu2hn.m (p. 162) muz2h (p. 163) et mu2vm (p. 165).
Ces trois formules sont des int�egrales �a poids : (�n�1 pour (1.5), 1

z�� pour

(1.6) et 1
r�� pour (1.14)). L'id�ee consiste �a approcher � par une fonction af-

�ne par morceau �̂ co��ncidant avec � sur un r�eseau de points uniform�ement
r�epartis sur [�1; 1] ou sur [0; 1]. Les deux premiers programmes se r�eduisent
�a un produit matriciel avec des matrices calcul�ees pr�ealablement, tandis que
le troisi�eme est un produit de convolution avec une r�eponse impulsionnelle
calcul�ee pr�ealablement.
Les trois approximations constituent en fait un même nouveau �ltre qui
est encore de dimension in�nie. Si ce �ltre avait �et�e de dimension �nie, sa
fonction de transfert aurait comport�e des pôles �a l'int�erieur du cercle unit�e
et aurait �et�e donc une mauvaise simulation du v�eritable prolongement de
la fonction de transfert.

La proposition 31 en annexe (p. 156) prouve que lorsque � est C0 et
d�ecroissante sur un voisinage de � = �1 et croissante sur un voisinage
de � = 1 alors les deux premiers algorithmes d'approximation convergent
lorsque le nombre de points du r�eseau tend vers l'in�ni, n et z �etant �x�es.
( La proposition s'applique aux deux algorithmes avec f(�) = �n�1 puis
avec f(�) = 1

z�� ). Comme l'illustrent les �ltres �etudi�es (HFI , HBI , HLN et

HUN) l'hypoth�ese sur � est en g�en�eral v�eri��ee.

Proposition 31 Soient f une fonction born�ee, � une fonction L1(�1; 1)
et [rg; rd] un intervalle contenu dans [�1; 1]. Soit �̂ la fonction aÆne par
morceaux qui co��ncide avec � sur un r�eseau de points r�eguli�erement espac�es
dans [rg; rd] not�e f�1 : : : �Pg .
Si les hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees :
(H1) � est continue sur ]rg; rd[,
(H2) (�� rg)�(�)! 0 quand �! r+g et (rd � �)�(�)! 0 quand �! r�d ,
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alors lim
P !+1

Z rd

rg

jf j j�� �̂jd� = 0 .

Commentaire La d�emonstration est un peu d�elicate parce que
� 2 L1(�1; 1) n'implique pas que son approximation �̂ sur un r�eseau de
points soit major�ee par une fonction dans L1 ind�ependamment de ce r�eseau.
Il a fallu donner des conditions suppl�ementaires sur � pour s'assurer que sa
somme de Riemann converge.
Preuve Classiquement � est suppos�e C1 ou C2 sur [rg; rd] et une in�egalit�e
des accroissement �nis conduit �a une majoration de l'erreur. L'id�ee de la d�emons-
tration consiste ici �a contrôler le comportement de �̂ au voisinage de rg et de rd
puis d'utiliser la continuit�e uniforme de � hors de ces voisinages.. La d�emonstra-
tion est ici faite pour r0 = �1 et r1 = 1, une transformation aÆne permet de
retrouver le cas g�en�eral.
L'intervalle [�1; 1] est d�ecoup�e en trois parties d�ependantes de % > 0 : [�1; 1] =
[�1;�%]

S
[�%; %]

S
[%; 1]. La d�e�nition de �̂ et la formule des trap�ezes prouvent

que
R 1
�1 j�̂jd� = 2

P+1

P
p j�(�p)j . On obtient alors l'in�egalit�e suivante :

Z 1

�1
jf jj�� �̂jd� � sup

[�1;1]
jf j
24Z %

�1
j�jd�+

2

P + 1

X
�p��%

j�(�p)j

+

Z %

�%
j�� �̂jd�+

Z 1

�%
j�jd�+

2

P + 1

X
�p�%

j�(�p)j
35

Soit � > 0

� 2

P + 1

X
�p��%

j�(�p)j � sup
���%

j(�+ 1)�(�)j.

2

P + 1

X
�p�%

j�(�p)j � sup
��%

j(1� �)�(�)j.

Ces deux expressions tendent vers z�ero quand % ! 1 ind�ependamment de
P . De même

R %
�1 j�jd� et

R 1
�% j�jd� convergent aussi vers z�ero quand % ! 1.

Il existe donc % tel que ces quatre expressions soient major�ees par �, et ce
ind�ependamment de P .

� � est en fait uniform�ement continue sur [�%; %], il existe donc P� tel que pour

P > P�,

Z %

�%
j�� �̂jd� soit major�ee par �.

�

Au voisinage de � = �1, le comportement asymptotique de � v�eri�e en
g�en�eral l'existence de � < 1 tel que �(�) = O (j �� 1j��) . Les programmes
mu2hn.m (p. 162) et muz2h.m (p. 163) sont en pratique utilisables jusqu'�a
j�j � 0:5 et ne peuvent donc pas s'appliquer �a HFI , HBI et HLN lorsque
j�j > 0:5 . En fait dans ces cas-l�a, � et �̂ sont des symboles di�usifs de
�ltres tr�es di��erents.
Pour rem�edier �a ce probl�eme, la solution en analyse num�erique consiste �a
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ôter de � son asymptote en � = �s . L'autre solution utilis�ee par [Hel00]
consiste �a raÆner le r�eseau de points autour de la singularit�e de �s . L'in-
formation contenue dans h1 =

R 1

�1 �(�) d� suÆt en g�en�eral �a rajouter l'in-
formation qui manquait �a �̂ . (1.5) et (1.6) s'�ecrivent di��eremment, en rem-
pla�cant les int�egrales de poids � par des int�egrales de poids �(�)(� � �0) .

Proposition 32 Soit H un �ltre di�usif et �0 2 [�1; 1] H se met sous la
forme :

H(z) = h0 +
h1 z

�1

1� �0z�1
+

z�1

1� �0z�1

Z 1

�1

�(�)(�� �0)

z � �
d� (C.3)

La r�eponse impulsionnelle s'�ecrit en fonction de ~hn =
R 1

�1 �(�)(�� �0)�
n�1 d�

h1 =
R 1

�1 �(�) d�

8n � 2 hn = h1�
n�1
0 + �n�10

d
? ~hn

(C.4)

o�u
d
? est le produit de convolution �a temps discret.

Preuve Selon (1.6)

H(z)� h0 =

Z 1

�1

�(�)d�

z � �
=

1

z � �0

Z 1

�1

�(�)d�

z � �
[(z � �) + (�� �0)] .

Il suÆt de scinder l'expression entre crochets et de remplacer
R 1

�1 �(�)d�
par h1 pour obtenir (C.3).
(C.4) s'obtient �a partir de (C.3) en rempla�cant les produits entre fonctions
par des produits de convolution entre suites. �

Cette proposition permet aux programmes mush2hn.m (p. 163) et mushz2h.m
(p. 164) de simuler num�eriquement les r�eponses impulsionnelles et les fonc-
tions de transfert des �ltres dont le symbole di�usif a une singularit�e im-
portante. La convergence de ces algorithmes est aussi prouv�ee grâce �a la
proposition 31.

D'une mani�ere g�en�erale ces programmes sont plus coûteux en temps de
calcul que les m�ethodes classiques d'int�egration. La �gure C.4 montre que
la r�eponse impulsionnelle peut être �evalu�ee de fa�con pr�ecise �a condition
d'utiliser le programme mush2hn.m (p. 163) en choisissant �0 en fonction
du lieu de la singularit�e de � (i.e. �0 = 1 si � > 0 et �0 = 0 si � <

0. La �gure C.5 repr�esente l'erreur commise par le programme mu2vm.m

(p. 165) pour pr�edire la valeur de continuit�e V�FI de H
FI pour � = 0:5 avec

10000 points : l'erreur est essentiellement localis�ee proche de la singularit�e,
n�eanmoins le graphique 2.3 (p. 44) montre que ce programme peut quand
même être utilis�e pour �evaluer le comportement asymptotique.
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Fig. C.4 { Erreur en norme l1 de l'�evaluation de la r�eponse impulsionnelle �a partir du
symbole di�usif de HFI en fonction de � 2] � 1; 1[nf0g. La courbe (+) est obtenue avec le
programme mu2hn.m. Les courbes (.) et (/) ont �et�e obtenues avec le programme mush2hn.m

avec les singularit�es respectivement en �0 = 1 et en �0 = 0. Le symbole di�usif � est d�ecrit par
5000 points et l'�evaluation se fait sur 200 pas.
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Fig. C.5 { Di��erence entre la vraie valeur de continuit�e V�FI (�) et la valeur de continuit�e
simul�ee par le programme mu2vm.m pour � = 0:5 et � 2 [0; 1[.

Les �gures C.6 et C.7 montrent qu'avec une complexit�e beaucoup plus
grande, les algorithmes de type interpolations que nous avons pr�esent�es
dans ce paragraphe sont plus pr�ecis que les approximants de Pad�e et que les
algorithmes issus des r�ealisations di�usives, pr�esent�es dans les paragraphes
pr�ec�edents.
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Fig. C.6 { Erreur sur chaque terme de la r�eponse impulsionnelle de (1 � z�1)�0:4 par les
di��erentes approximations rationnelles MA, AR, PADE, DIFF avec 10 pôles et 10 z�eros.
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Fig. C.7 { Module de l'erreur sur la r�eponse fr�equentielle de (1� z�1)�0:4 par les di��erentes
approximations rationnelles MA, AR, PADE, DIFF avec 10 pôles et 10 z�eros.



Annexe D

Programmes

Les simulations pr�esent�ees sont obtenues avecMatlab. Elles utilisent les pro-
grammes qui suivent. Le programme nom2mu.m donne le symbole di�usif �
de chacun des �ltres HFI , HLN , HBI , HUN cit�es en chapitre 1. Les pro-
grammes mu2hn.m, muz2h.m et mu2vm.m �evaluent hn, H(z) et V� �a partir de
� (cf : chapitre C). Les programmes mush2hn.m et mushz2h.m �evaluent hn,
H(z) �a partir de � lorsque � est singulier en r = rs (cf : chapitre C), ces pro-
grammes font respectivement appel aux programmes mu2hn.m et muz2h.m.
Le programme approximation.m calcule une approximation en dimension
�nie Ĥ d'un �ltre di�usif �a partir de � (cf : chapitre C). Le programme
ishnpositif.m d�etermine si un �ltre de r�eponse impulsionnelle hn est po-
sitif (cf : chapitre 3).

Notations
Le symbole di�usif � est donn�e sous la forme d'un vecteur ligne mu. La
r�eponse impulsionnelle hn est donn�ee sous la forme d'un vecteur ligne dont
le premier terme est h0 et le dernier terme est index�e par HORIZON+1. Le
vecteur r est le r�eseau de points couvrant l'intervalle [�1; 1] ou [0; 1] . Notons
ce r�eseau rp avec p 2 f�P : : : � 1 1 : : : Pg (respectivement p 2 f1 : : : Pg),
cet ensemble est not�e P . Appelons �p les fonctions triangles de support
[rp�1; rp+1] et de sommet �p(rp) = 1 . � est approch�ee par la fonction aÆne
par morceau �̂(r) =

P
p2P�(rp)�p(r) .

Programme 1 nom2mu.m

Le programme nom2mu.m donne le symbole di�usif des �ltres cit�es en cha-
pitre 1. Ces symboles di�usifs sont ici not�ees mu et sont donn�ees sous la forme
d'un vecteur correspondant aux valeurs prises en P points r�eguli�erement
r�epartis sur [�1; 1] . Les formules utilis�ees sont issus de (p. 27), (1.8), (1.7)
et (1.12).
Variables en entr�ee :
nom est une châ�ne de caract�ere indiquant le nom du �ltre.
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alpha est un r�eel dans ]� 1; 1[nf0g correspondant �a �.
P est un entier.
Variables en sortie :
mu est un vecteur ligne de taille 2P + 1, ce sont les 2P + 1 valeurs prises
par � sur un r�eseau de points r�eguli�erement espac�e dans [�1; 1].
rho est un vecteur ligne de même taille, c'est le r�eseau de points.
Exemple :
l'instruction plot(nom2mu('FI',0.4,300)) ; trace le symbole di�usif de
HFI.
function [mu,rho]=nom2mu(nom,alpha,P)

rho=[-fliplr(1:P) (1:P)]./(P+1); rhop=rho(rho>0);

if strcmp(nom,'UN') mu=rho>0; mu=[zeros(1,P) mu];

elseif strcmp(nom,'LN')

mu=sin(alpha*pi)/pi*(log(1./rhop)).^(-alpha);

mu=[zeros(1,P) mu];

elseif strcmp(nom,'FI')

mu=rhop.^alpha.*(1-rhop).^(-alpha).*sin(alpha*pi)/pi;

mu=[zeros(1,P) mu];

elseif strcmp(nom,'BI')

mu=2.^(-alpha).*(1+rho).^alpha;

mu=mu.*(1-rho).^(-alpha).*sin(alpha*pi)/pi;

else display('erreur dans le programme nom2mu.m'); mu=NaN;

end;

Programme 2 mu2hn.m

Le programme mu2hn.m �evalue la r�eponse impulsionnelle par

hn =

Z 1

�1
�(r)rn�1dr =

X
p2P

�(rp)

Z 1

�1
�p(r)r

n�1dr o�u n � 1 grâce �a (1.5).

L'expression int�egrale est calcul�ee pr�ealablement :
1 + P

n(n+ 1)

�
�(rp+1)r

n+1
p+1 � 2�(rp)r

n+1
p + �(rp�1)rn+1

p�1
�
. Le programme �evalue

num�eriquement cette expression. Cela ne peut pas être fait compl�etement
vectoriellement faute de place m�emoire. Ce programme fonctionne bien si
les �eventuelles singularit�es de � ne sont pas trop fortes, sinon il faut utiliser
le programme mush2hn.m.
Variables en entr�ee :
h0 est un r�eel.
mu est un vecteur ligne correspondant au symbole di�usif �.
HORIZON est un entier, c'est le nombre de points sur lesquels doit être cal-
cul�e hn.
Variables en sortie :
hn est un vecteur ligne correspondant �a la r�eponse impulsionnelle du �ltre
di�usif de symbole di�usif �. Le premier terme est h0.
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Exemple :
l'instruction stem(mu2hn(1,nom2mu('FI',0.4,1000),20)) ; trace la r�eponse
impulsionnelle de HFI.
function hn=mu2hn(h0,mu,HORIZON)

P=length(mu)/2;

r=(1:P)./(P+1); r=[-fliplr(r) r];

rp=[r(2:end) 1]; rm=[-1 r(1:(end-1))];

hp=mu.*rp; hm=mu.*rm; h=mu.*r; hn=[];

for n=1:HORIZON

hp=hp.*rp; h=h.*r; hm=hm.*rm;

hn=[hn sum(hp-h+hm-h)];

end;

hn=(1+P)./(1:HORIZON)./(2:(HORIZON+1)).*hn;

hn=[h0 hn];

Programme 3 mush2hn.m

Le programme mush2hn.m requi�ere la connaissance aussi de h1 et utilise la
relation h1 =

R 1

�1 �(r)dr pour �evaluer la r�eponse impulsionnelle d'un �ltre
dont le symbole di�usif � est singulier en r = rs grâce �a (C.4). Ce pro-
gramme fait appel au programme mu2hn.m.
Variables en entr�ee :
h0, h1 sont des r�eels.
mu est un vecteur ligne.
HORIZON est un entier, c'est le nombre de points sur lesquels doit être cal-
cul�e hn.
rs est un r�eel dans [�1; 1].
Variables en sortie :
hn est un vecteur ligne correspondant �a la r�eponse impulsionnelle du �ltre
di�usif de symbole di�usif �. Le premier terme est h0.
Exemple :
l'instruction stem(mus2hn(1,0.4,nom2mu('FI',0.4,1000),20,1)) ; trace
la r�eponse impulsionnelle de HFI.
function hn=mush2hn(h0,h1,mu,HORIZON,rs)

hP=length(mu)/2; r=(1:hP)./(hP+1); r=[-fliplr(r) r];

mu=mu.*(r-rs);

hn1=mu2hn(0,mu,HORIZON);

rsn=[0 rs.^(0:(HORIZON-1))];

hn=filter(rsn,1,hn1)+rsn*h1; hn(1)=h0;

Programme 4 muz2h.m

Le programme muz2h.m �evalue H(z) d'apr�es (1.6) par

Ĥ(z) =

Z 1

�1

�̂(�)

z � �
d� =

X
p2P

�(�p)

Z 1

�1

�p(�)

z � �
d� avec z 62 [�1; 1] (� est sup-
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pos�ee connue sur [�1; 1]). L'expression int�egrale est calcul�ee pr�ealablement :
�(z(P + 1) � p) o�u �(z) = �z ln( z2

z2�1) + ln( z+1
z�1) est une fonction holo-

morphe sur j zj > 1 . Le programme �evalue num�eriquement ces deux ex-
pressions. Cela ne peut pas être fait compl�etement vectoriellement faute de
place m�emoire. Ce programme fonctionne bien si les �eventuelles singularit�es
de � ne sont pas trop fortes, sinon il faut utiliser le programme mushz2h.m.
Variables en entr�ee :
mu est un vecteur ligne.
z est un vecteur ligne compos�e de complexe.
Variables en sortie :
H est un vecteur ligne de même taille que z, c'est l'approximation de la
fonction de transfert H aux points de z.
Exemple :
l'instruction plot(-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01,...

angle(1+muz2h(nom2mu('FI',0.4,1000),...

exp(sqrt(-1)*(-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01))))) ; trace le diagramme de
phase de H.
function H=muz2h(mu,z)

P=length(mu)/2;

z=z(:).'; mu=mu(:).';H=[],

for j=1:length(z)

zp=[(P+1)*(z(j)+1)-(1:P) (P+1)*(z(j)+1)-(P+2):(2*P+1)];

Ups=-zp.*log((zp.^2)./(zp.^2-1))+log((zp+1)./(zp-1));

H(j)=sum(mu.*Ups);

end;

Programme 5 mushz2h.m

Le programme mushz2h.m requi�ere la connaissance de h1 et utilise la relation
h1 =

R 1

�1 �(r)dr pour �evaluer la prolongement analytique de la fonction de
transfert d'un �ltre dont le symbole di�usif � est singulier en r = rs grâce
�a (C.3).
mu est un vecteur ligne.
z est un vecteur ligne compos�e de complexe.
h0, h1 sont des r�eels.
rs est un r�eel dans [�1; 1].
Variables en sortie :
H est un vecteur ligne de même taille que z, c'est l'approximation de la
fonction de transfert H aux points de z.
Exemple :
l'instruction plot(-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01,...

angle(muz2h(nom2mu('FI',0.4,1000),...

exp(sqrt(-1)*(-pi+0.01 :0.01 :pi-0.01)),1,0.4,1))) ; trace le dia-
gramme de phase de H.
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function H=mushz2h(mu,z,h0,h1,rs)

hP=length(mu)/2; r=(1:hP)./(hP+1); r=[-fliplr(r) r];

mu=mu.*(r-rs);

H=h0+h1./(z-rs)+muz2h(mu,z)./(z-rs);

Programme 6 mu2vm.m

Le programme mu2vm.m �evalue V� par V�(r) =
P

P
�(�p)V�p(r) (� est

donn�ee sur [0; 1]). L'expression est calcul�ee pr�ealablement et vaut

� (r(P + 1)� p) avec �(r) = �r ln
�

r2

r2�1

�
+ ln

�
r+1
r�1

�
. � est la restriction

�a Rn[�1; 1] de la fonction � du programme muz2h.m. Ici V� est �evalu�e
seulement sur [0; 1] et non sur C n [�1; 1]. Aussi il est possible d'�evaluer vec-
toriellement tous les � (r(P + 1)� p) qui seront utilis�ees, ce qui forme une
suite not�ee Vmu imp. Le r�esultat est en quelque sorte le produit de convolu-
tion de Vmu imp avec mu. Ce proc�ed�e permet d'augmenter la r�esolution de
�.
Variables en entr�ee :
mu est un vecteur ligne correspondant �a �.
Variables en sortie :
vmu est un vecteur ligne correspondant �a V�.
Exemple :
l'instruction plot(1+mu2vm(nom2mu('FI',0.4,1000))) ; trace le graphe
de la partie r�eelle de HFI le long de sa coupure.
function vmu=mu2vm(mu)

NB_POINTS=length(mu);

rhop=(1:NB_POINTS)./(NB_POINTS+1);

mu_b=[mu zeros(1,NB_POINTS-1)];

d=2:(NB_POINTS-1);

Ups=log((d+1)./(d-1))-d.*log(d^2./(d^2-1));

Vmu_imp=[2*log(2) Ups];

Vmu_imp_b=[-fliplr(Vmu_imp) 0 Vmu_imp];

vmu=conv(Vmu_imp_b,mu_b);

vmu=vmu((NB_POINTS):(2*NB_POINTS-1));

Programme 7 approximation1.m

Le programme approximation2.m calcule une approximation en dimension
�nie Ĥ d'un �ltre di�usif de symbole di�usif � . Le programme suppose que
� est �a support contenu dans [0; 1] . r0 et rM sont le plus petit pôle et le plus
grand pôle qui doivent choisis par l'utilisateur ou par une fonction d'optimi-
sation. M est le nombre de pôles de l'approximation. Le programme calcule
rho (l. 1-2) qui est l'ensemble des pôles et aussi les �el�ements diagonaux deA
dans (C.1). Les coeÆcients cm sont approch�es par cm= �(�m)(�m+1��m�1).
Ce programme est adapt�e pour permettre l'utilisation de M grand, par
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exemple M = 300. Variables en entr�ee :
r0, rM sont deux r�eels contenus dans [0; 1] et doivent être donn�es dans un
ordre croissant.
M est un entier, c'est la dimension de l'approximation.
mu est une châ�ne de caract�ere qui permet �a la fonction matlab eval de
calculer � en n'importe quels points.
Variables en sortie :
rho est un vecteur ligne, ce sont les pôles de l'approximation.
cm est un vecteur ligne, ce sont les r�esidus associ�es �a chaque pôle.
Exemple :

mu='rho.^0.4.*(1-rho).^(-0.4)*sin(0.4*pi)/pi';

[rho,cm]=approximation(0.01,0.9999,20,mu);

Ces instructions calculent l'approximation de HFI.
function [rho,cm]=approximation1(r0,rM,M,mu)

ex=(log(rM)/log(r0))^(1/(M-1));

rho=[r0 r0.^(ex.^(1:(M-1)))];

mu_val=eval(mu);

rhoe=[0 rho 1]; rp=rhoe(3:end); rm=rhoe(1:end-2);

cm=mu_val.*(rp-rm)/2;

Programme 8 approximation2.m

Le programme approximation2.m calcule une approximation en dimension
�nie Ĥ d'un �ltre di�usif de symbole di�usif � . Le programme suppose que
� est �a support contenu dans [0; 1] . r0 et rM sont le plus petit pôle et le
plus grand pôle qui doivent choisis par l'utilisateur ou par une fonction
d'optimisation. M est le nombre de pôles de l'approximation. Le programme
calcule rho (l. 1-2) qui est l'ensemble des pôles et aussi les �el�ements diago-
naux de A dans (C.1) et cm le vecteur d'observation C (l. 12). La matrice
MU2CM=

�R
�p�md�

�
p;m

sert d'interm�ediaire de calcul. Si � est singuli�ere en

� = 1 ou en � = 0 les cons�equences sur le calcul de cm ne sont pas g�enantes.
Le programme n'est pas pr�evu pour le cas o�u � est singuli�ere ailleurs. Dans
ce cas la connaissance de h1 permettrait seulement d'am�eliorer la moiti�e du
calcul d'une composante de C .
Variables en entr�ee :
r0, rM sont deux r�eels contenus dans [0; 1] et doivent être donn�es dans un
ordre croissant.
M est un entier, c'est la dimension de l'approximation.
mu est un vecteur ligne correspondant �a �.
Variables en sortie :
rho est un vecteur ligne, ce sont les pôles de l'approximation.
cm est un vecteur ligne, ce sont les r�esidus associ�es �a chaque pôle.
Exemple :



167

[rho,cm]=approximation(0.01,0.99,10,nom2mu('FI',0.4,1000)) ;

sys=ss(diag(rho),ones(10,1),cm,1) ;

ltiview('pzmap',sys) ;

Ces instructions trace les pôles et z�eros de l'approximation.
function [rho,cm]=approximation(r0,rM,M,mu)

ex=(log(rM)/log(r0))^(1/(M-1));

rho=[r0 r0.^(ex.^(1:(M-1)))];

rhoe=[0 rho 1];

mu=mu(:)'; P=length(mu); p=(1:P);

MU2CM=zeros(M,P);

for m=1:M

rm=rhoe(m); r=rhoe(m+1); rp=rhoe(m+2);

p1=p((p/(1+P)-rm).*(p/(1+P)-r)<0);

if ~isempty(p1)

MU2CM(m,p1)=(p1/(1+P)-rm)/(r-rm); end;

p2=p((p/(1+P)-r).*(p/(1+P)-rp)<0);

if ~isempty(p2) MU2CM(m,p2)=MU2CM(m,p2)+(rp-p2/(1+P))/(rp-r); end;

end;

cm=(MU2CM*mu')'/(P+1);

Programme 9 ishnpositif.m

Le programme ishnpositif.m consiste �a d�eterminer si la r�eponse impul-
sionnelle hn correspond �a un �ltre positif ou non. L'algorithme consiste �a
transformer la relation entr�ee-sortie en un produit matriciel avec H T et re-
garder si la plus petite valeur propre est positive.
Variables en entr�ee :
hn est un vecteur ligne dont le premier terme est h0
Variables en sortie :
test est un entier valant 1 si le �ltre de r�eponse impulsionnelle hn est po-
sitif et 0 sinon.
Exemple :
hn=mu2hn(1,nom2mu('FI',0.4,1000),20) ;

if ishnpositif(hn) sprintf('H FI est positif'), end ; Ces instruc-
tions
testent la positivit�e de H.
function test=ishnpositif(hn)

hn=hn(:).';

hn=hn.*[1 0.5*ones(1,length(hn)-1)];

H_T=toeplitz(hn);

test=min(eig(H_T))>0;


