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Chapitre 1IntrodutionDepuis que l'homme envoie des satellites dans l'espae, plusieurs anoma-lies li�ees �a la pr�esene de harges �eletrostatiques ont �et�e renontr�ees. Cesanomalies de fontionnement onsistent g�en�eralement en ommutations in-tempestives, hangements de mode impr�evus ou, plus rarement, des pannespar destrution de omposants semi-onduteurs. Ces anomalies sont au mi-nimum sans r�eelle ons�equene sur le fontionnement du satellite, mais ilest arriv�e qu'elles entrâ�nent la perte de la mission ; le satellite �etant renduinutilisable. On pourra iter, pour exemple, les satellites TDF-1 et TDF-2,TELECOM-1B, la sonde Viking Lander 1 ou le satellite Intelsat 511, et pourplus de d�etails l'enquête men�ee par la NASA ([21℄) et ([36℄).Les satellites en orbite baignent dans un m�elange de partiules harg�eesave �eventuellement des neutres qui onstituent l'environnement spatial. Lessatellites subissent alors des perturbations induites par et environnement.On distingue g�en�eralement trois types d'interations ave les partiules har-g�ees : Les ph�enom�enes de harge de surfae, la harge interne et les �ev�enementssinguliers dus prinipalement aux protons de tr�es fortes �energies ou aux ionslourds. En e qui onerne la harge de surfae, les satellites �etant reou-verts de mat�eriaux di�eletriques pour des raisons d'isolation thermique, les�eletrons et les ions issus du plasma spatial interagissent ave les surfaesexternes du satellite et modi�ent leurs harges �eletrostatiques.Les di��erenes de harges �eletrostatiques stok�ees par les surfaes g�en�erentdes di��erenes de potentiel entre les surfaes ou entre les surfaes et lamasse �eletrique du satellite. Lorsque le hamp �eletrique d�epasse un er-tain seuil, une d�eharge �eletrostatique apparâ�t. Cette impulsion de ou-rant �eletrique peut perturber les �equipements �eletroniques par ouplage�eletromagn�etique. 9



10 CH. 1. INTRODUCTIONLes ph�enom�enes de harges et de d�eharges �eletrostatiques (ESD) sont�etudi�es depuis longtemps (ann�ees 1970). Des r�egles de design et des m�ethodesde oneption ont �et�e mises en plae pour se pr�emunir des risques ESD.Cependant, de par leur fontionnement, des �equipements embarqu�es telsque les propulseurs plasmiques, g�en�erent un environnement hargeant. Lespropulseurs plasmiques �ejetent un plasma arti�iel qui peut modi�er l'en-vironnement naturel du satellite. Il est don n�eessaire d'�etudier l'impat dees propulseurs sur les risques de harges �eletrostatiques.C'est dans e adre que s'insrit ette th�ese. On travaillera ave des sa-tellites en orbite g�eostationnaire, utilisant un moteur �eletrique �a e�ets Hall( de type SPT�100 ) pour r�ealiser la mise et le maintien �a poste par exemple.Le but est de omprendre les m�eanismes de harges �eletrostatiques enenvironnement plasmique. Ce probl�eme est ruial pour pr�evenir les risquesd'apparition de d�eharges. On pourra se r�ef�erer �a la th�ese de Fran�ois Severinpour es ph�enom�enes [34℄.L'utilisation des propulseurs �a e�ets Hall est relativement r�eente, ellepermet de r�eduire onsid�erablement les oûts par rapport �a des types de pro-pulsions lassiques en r�eduisant onsid�erablement la masse de 'ombustible'embarqu�ee.Le plasma environnant le satellite peut don provenir de deux soures.D'une part, un vent de partiules harg�ees ( ions H+ et �eletrons ) hau-tement �energ�etiques, provient du soleil et forme di��erentes ouhes autourde la terre pour onstituer la magn�etosph�ere. D'autre part, les propulseursplasmiques �ejetent un plasma pour g�en�erer la pouss�ee. Plus pr�eis�ement,dans un SPT le gaz ombustible (x�enon) est ionis�e dans le anal de d�eharge(anode). Un hamp �eletrostatique est alors utilis�e pour a�el�erer les ionspositifs de x�enon a�n de produire la pouss�ee demand�ee. Ce jet d'ions estneutralis�e par les �eletrons �emis par la athode. Le jet de plasma �ejet�e estneutre, dense, froid et diretif. De plus, les ollisions d'�ehanges de hargesentre ions rapides et neutres g�en�erent un plasma dit seondaire. Celui-irelativement dense et de faible �energie, peut être tr�es largement inuen�esous l'e�et des hamps �eletriques entourant le satellite. Nous verrons que eplasma seondaire est suseptible de retourner vers les surfaes du satellitepour g�en�erer des ourants suppl�ementaires.



11Pour omprendre et mod�eliser num�eriquement es ph�enom�enes, nous al-lons ommener par d�erire les ph�enom�enes physiques d�erivant les m�eanis-mes de harges �eletrostatiques en milieu plasmique et introduire une desrip-tion math�ematique. Cei fera l'objet du hapitre II. Dans la premi�ere se-tion, nous ommenerons par une desription physique d'un plasma. Nousd�etaillerons les interations r�egnant en son sein (interations olletives etindividuelles). Nous introduirons les grandeurs physiques qualitativementimportantes pour d�erire et dimensionner le probl�eme. Par la suite, nousdonnerons es grandeurs arat�eristiques pour le plasma magn�etosph�eriqueet pour le plasma issu d'un propulseur SPT � 100. Nous d�erirons ensuiteles m�eanismes de harges �eletrostatiques des surfaes en milieu plasmique.Dans la deuxi�eme setion, nous introduirons un mod�ele math�ematique per-mettant de d�erire es plasmas, e sera le syst�eme de Vlasov-Poisson. Nousommenerons par pr�esenter les �equations onstituant le syst�eme et donnerdes r�ef�erenes quant �a son �etude. Puis, pour le as de la magn�etosph�ere etpour le as du propulseur SPT � 100, nous donnerons un adimensionnementde elle-i, ainsi que les simpli�ations que haun apporte.Dans un seond temps, nous introduirons des mod�eles math�ematiques etles �etudierons dans un adre unidimensionnel. Seul le as de la magn�etosph�eresera trait�e pour nous fournir les ordres de grandeur et des as tests de va-lidation pour le passage en dimension sup�erieure. Cei fera l'objet du ha-pitre III. Lors de la premi�ere setion, nous ommenerons par traiter unmod�ele simpli��e introduit par G.Akoun (EADS). Nous d�erirons e mod�eleet le r�esoudrons num�eriquement. En deuxi�eme setion, nous introduirons unmod�ele unidimensionnel, bas�e sur les �equations de Vlasov-Poisson. Nous met-trons en �evidene les limitations provoqu�ees par le adre unidimensionnel etproposerons une modi�ation permettant de s'en d�egager. Ce as sera r�esolunum�eriquement et un r�esultat math�ematique d'existene sera d�emontr�e. Entroisi�eme setion, nous introduirons un mod�ele sph�erique. Celui-i sera r�esolunum�eriquement et valid�e par des r�esultats de Laframboise. En�n, en derni�eresetion, nous introduirons un mod�ele di��erent pour la desription du plasma,nous utiliserons une approhe uide : le syst�eme d'Euler isotherme-Poisson.Nous ferons un rappel sur le syst�eme d'Euler isotherme et introduirons lesm�ethodes num�eriques permettant de le r�esoudre. Puis, nous d�erirons unmod�ele de harge unidimensionnel pour lequel nous retrouverons des limita-tions dues �a e adre, et un mod�ele sph�erique permettant de s'en d�egager.Le plasma magn�etosph�erique �etant non-ollisionnel, e type de mod�ele seraabandonn�e par la suite. Un tableau r�eapitulatif des r�esultats obtenus poures di��erents mod�eles sera �nalement donn�e pour fournir les ordres de gran-deurs souhait�es.



12 CH. 1. INTRODUCTIONToujours dans le but de fournir des ordres de grandeurs, nous e�etueronsdans le hapitre IV des mesures exp�erimentales permettant de arat�eriserle plasma issu d'un propulseur de type SPT � 50. Dans les deux premi�eressetions, nous introduirons le but de la ampagne de mesures e�etu�ee au la-boratoire LPMI de l'�eole Polytehnique et e�etuerons une desription desmoyens exp�erimentaux mis �a disposition. En troisi�eme setion nous pr�esente-rons omment a�eder aux grandeurs arat�eristiques du plasma grâe auxsondes de Langmuir. Nous pr�esenterons le d�epouillement des donn�ees, et lesr�esultats obtenus. En derni�ere setion, nous onlurons sur les ordres de gran-deurs obtenus.Dans le hapitre V, nous allons introduire un mod�ele math�ematique etnum�erique pour la prise de harge en milieu magn�etosph�erique seul. Celui-isera bidimensionnel et axisym�etrique. Nous ommenerons, en premi�ere se-tion par rappeler le mod�ele et les simpli�ations apport�ees aux �equations.Nous introduirons en seonde setion, les approximations num�eriques uti-lis�ees pour r�esoudre l'�equation de Laplae. Nous utiliserons une approxima-tion �el�ements �nis volumiques oupl�es ave des �el�ements in�nis et ave laprise en ompte des �nes ouhes de di�eletriques. Puis, nous introduironsles approximations utilis�ees pour aluler les ourants re�us par les surfaes.Nous utiliserons une m�ethode de arat�eristiques en remontant les traje-toires. En derni�ere setion, nous donnerons les r�esultats obtenus pour le astest de la sph�ere. Cela nous permettra de valider le alul des ourants, lealul du potentiel spatial et la prise en ompte des di�eletriques. Nous donne-rons un dernier as test pour une forme de satellite plus r�ealiste : un ylindre.Dans le hapitre VI, nous ferons de même pour l'expansion du jet deplasma issu d'un propulseur SPT. Un mod�ele bidimensionnel et axisym�etriquesera introduit. Nous ommenerons, en premi�ere setion par rappeler le mod�eleet les simpli�ations apport�ees aux �equations. Nous introduirons en seondesetion, les approximations num�eriques utilis�ees pour aluler les densit�eset les ourants de partiules. Nous utiliserons une approximation partiu-laire ( 'Partile in Cell' ) ave prise en ompte des ollisions ave �ehangede harge. Puis, nous introduirons les approximations num�eriques utilis�eespour r�esoudre le potentiel �eletrostatique. Dans une premi�ere zone, o�u la neu-tralit�e peut être impos�ee, nous utiliserons une formule expliite. Dans uneseonde zone o�u l'hypoth�ese de neutralit�e n'est plus valable, nous utiliseronsdes �el�ements �nis volumiques ave prise en ompte de la harge d'espae. Deplus, pour traiter les non-lin�earit�es impos�ees dans ette zone, nous utiliseronsun algorithme de Newton. En derni�ere setion, nous donnerons les r�esultats



13obtenus pour un as test du SPT � 50 permettant de les omparer ave lesmesures exp�erimentales. Nous mettrons en �evidene les bons ordres de gran-deurs du alul ainsi que le retour d'ions lents sur le satellite.Finalement, dans le hapitre VII, nous ouplerons es deux mod�eles pourobtenir un mod�ele bidimensionnel et axisym�etrique permettant de aluler laharge �eletrostatique d'un satellite en milieu magn�etosph�erique et l'inuenede la propulsion plasmique sur elle-i.



14 CH. 1. INTRODUCTION



Chapitre 2Desription des ph�enom�enesphysiques de harges
2.1 M�eanisme de harges en milieu plasmique2.1.1 D�e�nition sommaire d'un plasmaLe terme plasma a �et�e introduit en astrophysique, pour d�esigner un �etatdilu�e de la mati�ere. Il est form�e d'un ensemble de partiules pouvant êtreharg�ees ou non, analogue �a un gaz globalement neutre. Compte tenu de sanature physique, les proessus suseptibles de se produire en son sein peuventêtre de deux ordres, des interations de types olletives ou individuelles.2.1.1.1 Interations olletivesLes interations olletives proviennent de la nature propre des partiules.Du fait que elles-i peuvent être harg�ees, il apparâ�t au sein du plasma desfores d'interation �a longue port�ee. Ainsi, un �eart du plasma �a sa neutralit�eva engendrer des fores �eletrostatiques inuen�ant un grand nombre de par-tiules du plasma. Aussi, si le mouvement des partiules harg�ees est maro-sopiquement di��erent, l'apparition de ourant induira un hamp magn�etiqueinuen�ant lui aussi un grand nombre de partiules. Bien entendu, la r�eationarti�ielle de telles fores �eletromagn�etiques inuene de la même mani�erele plasma.2.1.1.2 Interations individuellesLes interations individuelles, proviennent de la nature mirosopique despartiules omposant le plasma ; elles-i peuvent se lasser sous le terme15



16 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESg�en�eral de 'ollisions'.Les ollisions binaires �elastiques onservent le nombre des partiules, laquantit�e de mouvement et l'�energie du syst�eme. La nature de es ollisionsd�epend essentiellement de la nature de la fore d'interation qui lie les par-tiules. S'il y a ollision entre deux partiules harg�ees, se sont les foresoulombiennes, si l'une des deux partiules n'est pas harg�ee, nous parleronsd'interations dues au m�eanisme dit du dipôle induit, si les deux partiulessont neutres nous utiliserons le mod�ele des sph�eres dures.Les ollisions in�elastiques onduisent quant �a elles �a la r�eation ou �a ladisparition de partiules au sein du plasma. Parmi elles-i, on itera enexemple, l'ionisation, la reombinaison ou l'�ehange de harges entre ions etneutres. Les deux premi�eres interations jouent un rôle important dans lar�eation ou destrution des plasmas, et pour la derni�ere, a�ete la mobilit�edes ions.2.1.1.3 Carat�erisation de leurs inuenes respetivesLes interations pr�e�edemment d�erites jouent un rôle plus ou moins im-portant dans la ompr�ehension des ph�enom�enes �a onsid�erer. Pour haunede es interations, on peut introduire un temps arat�eristique d'intera-tion, ou de mani�ere �equivalente ( ompte tenu des vitesses arat�eristiquesdes partiules) une longueur d'interation arat�eristique. Celles-i d�ependentdes param�etres du plasma, telle que la densit�e ( n� ) des partiules ( ii in-di�e par � ), ainsi que leur temp�erature ( T� ). ( Nous ferons ult�erieurementl'amalgame ave kT� o�u k est la onstante de Boltzmann. )Pour les ollisions, le temps arat�eristique ou de relaxation apparâ�t plussouvent sous la forme de fr�equene de ollisions, la longueur arat�eristiqueporte le nom de libre parours moyen ( ��� pour une partiule � en ollisionave une partiule � ).Pour les interations de type �eletrostatiques, nous parlerons de longueurde Debye et pour elles de type magn�etique de rayon de Larmor.Interations �eletrostatiques. La longueur de Debye apparâ�t omme lalongueur ritique d'interations olletives. Sous l'ation d'un hamp ext�erieurayant pour but d'�earter le plasma de sa neutralit�e naturelle, le plasma fera



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 17�eran �a elui-i. L'ation de e hamp ne se ressentira que sur une dis-tane de l'ordre de la longueur de Debye. De même si on observe l'ation�eletrostatique d'un ion sur l'ensemble des �eletrons qui l'entourent, le rayonde la sph�ere d'inuene est donn�e par ette même longueur. Cette gran-deur apparâ�t omme la longueur arat�eristique d'interations olletives�eletrostatique ; nous verrons que son ordre de grandeur devant la taille dusyst�eme �a �etudier joue un rôle important, tant dans le hoix du mod�ele, quenum�eriquement. Son expression est donn�ee par :�d =r�0kTenee2o�u{ �0 est la perm�eabilit�e �eletrique du vide,{ e est la harge �eletrique �el�ementaire,{ kTe est la temp�erature �eletronique,{ ne est la densit�e �eletronique.On introduit de plus le nombre de Debye, permettant de omparer ettedistane ave la longueur arat�eristique du syst�eme d'�etude ( L ) :ND = �dL :L sera par exemple une grandeur arat�eristique du satellite.Interations d'ordre magn�etique. La dimension arat�eristique du plas-ma permettant de juger de l'inuene d'un hamp magn�etique ext�erieur auoeur du plasma est donn�ee par le rayon de Larmor ; ette longueur est d�e�nieomme le rayon de ourbure des trajetoires des partiules sous l'ation d'unhamp magn�etique : �L� = m� v?�eBo�u{ B est le hamp magn�etique,{ v?� est la vitesse perpendiulaire �a elui-i,( ou la vitesse thermique soit pkT=m pour un plasma maxwellien )On pourra introduire aussi le nombre de Larmor :NL = �LL :



18 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESLes ph�enom�enes d'indution de hamps magn�etiques seront n�eglig�es dansla mesure o�u les partiules ont une vitesse relativement faible.Collisions binaires �elastiques entre deux partiules harg�ees. Lesollisions ions-�eletrons, ions-ions ou �eletrons-�eletrons sont bas�ees sur lesinterations oulombiennes. Pour d�e�nir leurs fr�equeness, on ommene parfaire le alul th�eorique de leurs setions eÆaes de transfert de quantit�e demouvement (����) :En partant de la setion eÆae di��erentielle de Rutherford,���(�) = �Z�Z�e28��0�g2�2 1sin4(�)o�u{ � est l'angle de d�eviation,{ g est la vitesse relative initiale des deux partiules,{ Z� le nombre de harge de la partiule,{ � la masse r�eduite des deux partiules : � = m�m�m� +m� ,{ m� est la masse de la partiule �.On a : ���� = 2� Z ��min(1� os(�)) sin(�)�(�)d�= 4�� Z�Z�e24��0��g2�2 ln(�)o�u{ ln(�) est le logarithme oulombien d�e�nit par : � = 4��d�0��g2Z�Z�e2 ,{ �min est la d�eviation minimale pour laquelle on a oupure de Debye,{ �g est la vitesse relative moyenne des 2 partiules.La fr�equene arat�eristique des ollisions est alors donn�ee par :�� = max (n�; n�)�g���Pour avoir la longueur arat�eristique des ollisions relativement au ph�eno-m�ene �a observer, on divise la vitesse arat�eristique ( V ) des partiules �aobserver par ette fr�equene.



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 19L�� = V=��Le vrai libre parours moyen est donn�e par :��� = �g�� = 1max (n�; n�)���On pourra se r�ef�erer �a [10℄ pour le d�etail des aluls.Pour ahever les aluls, on doit �emettre une hypoth�ese sur les fontionsde distribution des partiules pour aluler �g2. On supposera ii qu'elles sontmaxwelliennes. On a alors :�g2 = 2�kT�m� + kT�m� � :{ Pour les ollisions �eletrons-�eletrons, on a alors :� = me=2;�g2 = 4kTeme :{ Pour les ollisions ions-ions :� = mi=2;�g2 = 4kTimi :{ Pour les ollisions �eletrons-ions :� = me;�g2 = 2kTeme :ar mi >> me.Collisions binaires �elastiques ave au moins une partiule neutre.Les ollisions �elastiques entre deux partiules neutres ou entre un ion et unneutre sont d�erites ii par le mod�ele des sph�eres dures :Les aluls des setions eÆaes sont beauoup plus simples dans e as :�sd�� = �D2:



20 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESo�u D est le diam�etre mol�eulaire (identique) des deux partiules. Parexemple pour le X�enon, on a : D = 3:42� 10�10.Et nous avons les mêmes d�e�nitions que pr�e�edemment pour les d�e�nitionsdes fr�equenes et des longueurs arat�eristiques de ollisions.Collisions binaires �elastiques entre un �eletron et un neutre Cetype de ollisions est bas�e sur le prinipe du dipôle induit : au passage d'un�eletron, un neutre se polarise et r�ee autour de lui un moment dipolaire. Enintroduisant la polarisabilit�e du neutre X�enon (  = 4:044 � 10�24m3 ) lepotentiel d'interation est donn�e par :�  e24��0r4 :La setion eÆae int�egr�ee pour des �eletrons de temp�erature 2eV estdonn�ee dans [10℄ : �dipne = 1� 10�20m�3.Collisions binaires in�elastiques entre un ion et un neutre Pour lesollisions in�elastiques d'�ehange de harges, nous utilisons un mod�ele sim-pli��e, et nous n�egligeons l'�ehange d'�energie n�eessaire �a l'arrahage d'un�eletron, et nous onsid�erons que lorsque les deux partiules ollisionnent,elle �ehangent leurs rôle. Mirosopiquement ela orrespond �a �ehanger leursveteurs vitesses. Ce type de ollision a�ete grandement la mobilit�e des ions,et peut être onsid�er�e omme un terme r�eant des ions lents. La setion ef-�ae di��erentielle de ollisions nous est donn�ee dans [25℄ pour les ollisionsdans un plasma de X�enon.{ Pour les ollisions entre un atome (Xe) et un ion (Xe+), Rapp & Fran-is [30℄ donnent :�CEXei = (k1 ln(g) + k2)2 � 10�20m2o�u k1 = �0:8821;k2 = 15:1262:{ Pour les ollisions entre un atome (Xe) et un ion (Xe++), des mesuresexp�erimentales ([25℄) donnent :�CEXei = (k1 ln(g) + k2)2 � 10�20m2



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 21o�u k1 = �2:7038;k2 = 0:34069:Les autres ollisions seront n�eglig�ees.2.1.2 Environnement plasmique2.1.2.1 Plasma d'orbite g�eostationnaireSelon son altitude, l'ativit�e g�eomagn�etique ou sa position orbitale, unsatellite peut baigner dans des plasmas de arat�eristiques tr�es di��erentes.Sur l'orbite g�eostationnaire, dans le seteur nuit ou en p�eriode de sous orage,le plasma est peu dense (moins d'une partiule par entim�etre-ube) et tr�eshaud (quelques dizaines de milliers d'�eletron-volts). Sur des orbites bassesou en p�eriode alme le plasma est dense (quelques milliers de partiules parentim�etre-ube) et froid (moins d'un �eletron-volt). Un grand nombre desituations interm�ediaires peuvent être n�eanmoins renontr�ees.Dans le adre de ette th�ese nous nous limiterons au adre g�eostationnaire.On onsid�ere que 'est un plasma globalement neutre de densit�e n0 �a l'�equili-bre thermodynamique et ompos�e essentiellement d'ions H+ et d'�eletrons,de temp�eratures voisines kT . Les arat�eristiques typiques du plasma sontles suivantes : n(m�3) 1� 106kT (eV ) 1:2� 104�d(m) 8:14� 102�ee(m) 4:21� 1017�ei(m) 5:95� 1017�ii(m) 4:21� 1017�Le(m) 3:36� 102�Li(m) 1:44� 104Les nombres de Knudsen, de Debye et de Larmor peuvent être alul�es enprenant omme longueur arat�eristique elle typique d'un satellite, soit 10m.Compte tenu du tableau pr�e�edent, on onstate que les nombres de Knud-sen sont suÆsamment grands, les interations entre partiules seront n�eglig�ees.On ne tiendra don pas ompte des ollisions. De même, le nombre de Larmorest suÆsamment grand au voisinage du satellite pour que les e�ets de hamp



22 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESmagn�etique soient n�egligeables. Nous verrons ult�erieurement e qu'impliquela grande longueur de Debye.De plus, nous onsid�ererons que suÆsamment loin du satellite, le plasman'est pas perturb�e ; la fontion de r�epartition des partiules peut être ap-proh�ee par une maxwellienne :
g�(v) = n0 � m�2�kT � 32 exp�� 12m�v2kT� � pour k x k� L (2.1)o�u � d�esigne l'esp�ee des partiules onsid�er�ees, x, v, m� et T� sont lespositions, vitesses, masses et temp�eratures des partiules �. n0 est la densit�ede haque esp�ee et k la onstante de Boltzmann.

2.1.2.2 Plasma issu du propulseur SPT-100.L'utilisation de la propulsion �eletrique est en forte progression en utilisa-tion ommeriale des satellites. Prinipalement, ela est dû �a son importanteimpulsion sp�ei�que. Celle-i permet de r�eduire la masse de arburant em-barqu�ee, et ainsi, en la pr�eservant pour une autre utilisation, d'am�eliorer lesperformanes globales du satellite.G�en�eralement les plasmas issus de propulseurs �eletriques sont beauoupplus denses que le plasma g�eostationnaire (quelques millions de partiulespar entim�etre arr�e) mais beauoup plus froids (quelques �eletrons-volts).Dans ette th�ese, nous nous limiterons au as du SPT-100. Celui-i fon-tionne au gaz de X�enon, qui, par un proessus omplexe d'ionisation puisd'a�el�eration dans des hamps �eletriques et magn�etiques rois�es, expulse �agrande vitesse ( � 20000m=s ) un plasma. Ce plasma est ompos�e d'ions Xe+et Xe++, de neutres (beauoup plus lents) et d'�eletrons. Les arat�eristiquestypiques du plasma sont les suivantes ( les donn�ees proviennent de [23℄ ex-ept�e pour les neutres, de [25℄ ) :



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 230:31m 2m 4mne(m�3) 1:5� 1016 5:1� 1014 2� 1014ni(X+e ) 1:5� 1016 5:1� 1014 2� 1014ni(Xe++) 1:5� 1015 4:1� 1013 2� 1013nn 2:9� 1015 6:9� 1013 1:7� 1013kTe(eV ) 2 2 2kTi 2 2 2kTn 8:6� 10�2 8:6� 10�2 8:6� 10�2�d(m) 8:6� 10�5 4:7� 10�4 7:4� 10�4�Le 4:8� 10�2 4:8� 10�1 4:8�Li 2:8� 102 2:8� 103 2:8� 104Lee 5:9� 10�2 1:5 3:7Lei 8:3� 10�2 2:1 5:3Lii 2:9� 101 7:4� 102 1:8� 103Lsdnn 8:2� 103 3:4� 105 1:4� 106Lsdni 1:6� 103 4:6� 104 1:2� 105Ldipne 1:7� 102 4:9� 103 1:3� 104LCEXin 1:6� 102 4:9� 103 1:2� 104Nous avons fait l'hypoth�ese que les �eletrons �etaient isothermes, e quiorrespond aux mesures e�etu�ees dans le propulseur par Manzella [23℄.Quant aux ions, nous avons suppos�e qu'ils �etaient �a la même temp�erature.Nous avons aussi pris omme temp�erature des neutres 1000K en sortie depropulseur.Compte tenu du fait que nous nous foalisons sur les ions issus du plasma,nous prenons leur vitesse d'�ejetion ( V = 2:2 � 104 m/s ) omme vitessearat�eristique pour aluler les longueurs arat�eristiques de ollisions ( L). De plus, les neutres n'�etant pas a�el�er�es par le hamp �eletrique du pro-pulseur, on a une vitesse orrespondant �a une d�etente, soit � 500m=s:On onstate que la longueur arat�eristique pour les ollisions �eletroni-ques est la plus faible. Toujours en alulant le nombre de Knudsen aveune dimension arat�eristique de 10m, une approximation uide pourra sejusti�er en sortie de propulseur.Pour les ollisions a�etant les neutres, nous pouvons onstater qu'ellespourront toutes être n�eglig�ees exept�e les ollisions ave �ehange de harges.N�eanmoins le rôle des neutres �etant nul dans les m�eanismes de harges, nous



24 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESpourrons les n�egliger.Pour les ollisions a�etant les ions, on n�egligera les ollisions oulom-biennes n'a�etant pas beauoup leur mobilit�e. Les ollisions pr�epond�erantesseront les ollisions ave �ehanges de harges, qui auront pour e�et de r�e�erune population d'ions lents.2.1.3 Interations aux surfaesNous onsid�ererons le satellite omme une 'boite' m�etallique (assimil�e �aun onduteur parfait) reouverte de di�eletrique. A ause du plasma de sonenvironnement ext�erieur, le satellite re�oit un ot de partiules harg�ees sousla forme d'un ourant. Des partiules s'implantent en surfae, d'autres sontr�e�emises et d'autres sont dirig�ees vers le onduteur parfait par ondutivit�e.Le bilan de harges re�ues n'�etant nul uniquement qu'�a l'�equilibre, la harge�eletrostatique du satellite s'en trouve a�et�ee.2.1.3.1 Charge �eletrostatique et ondutivit�eLes �equations de Maxwell nous permettent de omprendre les m�eanismesde prises de harge et de ondutivit�e. Nous les rappelons ii :��D�t + rotH = J;divD = �;�B�t + rotE = 0;divB = 0;D = �E;B = �H:Ces �equations sont �a onsid�erer au sens des distributions de IR3.E et H d�esignent les hamps �eletriques et magn�etiques, D et B lesd�eplaements �eletriques et magn�etiques. J et � sont les densit�es volumiquesde ourants et de harges �eletriques. � et � sont respetivement la permitti-vit�e et la perm�eabilit�e �eletrique et sont onstantes pour haque di�eletrique.D'apr�es la setion pr�e�edente, nous pourrons n�egliger les ph�enom�enes d'in-dution, nous avons �B�t = 0.



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 25On a don, rotE = 0 et E d�erive d'un potentiel ( �eletrostatique ) � ;E = �r�. Et les �equations de Maxwell sont �equivalentes �a :� �D�t + rotH0 = J;divD = �;E = �r�;B(t = 0) = B0; divB0 = 0;�B�t = 0;D = �E;B = �H:o�u H0 est le hamp magn�etique onstant orrespondant au d�eplaementB0 onstant v�eri�ant divB0 = 0. Finalement, en prenant la divergene de lapremi�ere �equation, on obtient le syst�eme �equivalent :� ��t divD = divJ;divD = �;E = �r�;B(t = 0) = B0; divB0 = 0;�B�t = 0;D = �E;B = �H:En onservant en m�emoire que le hamp magn�etique onstant n'intervientplus et que le hamp �eletrique d�erive d'un potentiel, nous ne onserveronspar la suite que les 2 premi�eres �equations �erites sous la forme :� ��t divD = divJ;� div�r� = �: (2.2)Notre satellite est ompos�e d'un onduteur parfait que nous repr�esenteronspar l'ouvert 
0 reouvert d'un nombre Nd �nis de di�eletriques, repr�esent�espar les ouverts (
k)k=1::Nd. On notera 
 = ÆSk=0::n
k l'ouvert repr�esentantle satellite et 
 l'ext�erieur de elui-i. Pour haque di�eletrique on notera �ket �k la permittivit�e et la ondutivit�e �eletrique. On introduit de plus :



26 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGES{ � = Sk=0::Nd �
k les interfaes entre haque sous domaines,{ ��v = �nTk=1::Nd �
k l'interfae entre le onduteur et le vide,{ ��d = �
0n��v l'interfae entre le onduteur et les di�eletriques,{ �d�v = �
n��v l'interfae entre les di�eletriques et le vide,{ �d�d = �n (�
0S �
) les interfaes entre 2 di�eletriques voisins.On introduit Jext le ourant total issu du plasma ext�erieur. Pour le hoixde l'orientation des normales ( n ), nous prendrons toujours les normalespointant vers l'int�erieur du satellite et du onduteur parfait.De plus, on onsid�ere que les di�eletriques sont suÆsamment �ns pourque les harges ne s'aumulent pas en volume. Un ourant de fuite existen�eanmoins par ondutivit�e vers le onduteur parfait. On l'�erit sous laforme : Jk = �kEk. De plus nous n�egligerons la ondutivit�e surfaique entredeux di�eletriques. La propri�et�e fondamentale des onduteurs parfaits nousdonne que le hamp E est nul dans le onduteur. De plus il existe �a la sur-fae de elui-i un ourant surfaique tangentiel J�.On suppose que les harges implant�ees sur les interfaes ont une r�egularit�eH�1=2, que la harge a une r�egularit�e L2 dans 
. De plus, nous supposonsque D est suÆsament r�egulier dans 
 et dans haque 
k. Celui-i peut e-pendant avoir des disontinuit�es entre es domaines.En r�e�erivant divD au sens des distributions, on a :8	 2 D(IR3);ZIR3 divD	dx= � ZIR3 D:r	dx= � Z
 D:r	dx�Xk Z
k D:r	dx= Z
 divD:	dx+Xk Z
k divD:	dx� Z� [D:n℄ 	d:o�u [�℄ est le saut de la grandeur � �a travers la surfae onsid�er�ee.et, du fait que les di�eletriques sont �ns, nous onsid�erons qui n'y a pasde harge dans eux-i.



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 27divD = 0 dans haque 
k;divD = ��k ���n � Æ� sur �:o�u Æ� est la mesure de surfae port�ee par �.Nous pro�edons de même pour J = Jext+J�Æ�. Ave Jext repr�esentant ladensit�e de ourant �a l'ext�erieur du satellite, qui est r�egulier dans 
 et danshaque 
k ( nul dans 
0 ). Celui-i peut ependant avoir des disontinuit�esentre es domaines. J� est une densit�e de ourants surfaiques qui est tangent�a �. J� est nul en dehors de Æ
.8	 2 D(IR3);ZIR3 divJ	dx = � ZIR3 Jr	d= � ZIR3 Jext:r	dx� ZÆ
0 J�:r	d= � Z
 Jext:r	dx�Xk Z
k J:r	dx� ZÆ
0 J�:r	d= Z
 divJext:	dx+Xk Z
k divJ:	dx + Z� [Jext:n℄ d + ZÆ
0 div�J�:	d:div�J� est la divergene surfaique de la densit�e de ourant J�.On a alors en utilisant la relation Jk = �kr:� dans 
k et J = 0 dans 
0.divJ = [Jk:n℄ Æ�d�d = ��k ���n � Æ�d�d :divJ = ( divJ� � Jext:n) Æ��v :divJ = �Jk:n� Jext:nÆ�d�v� = ��k ���n � Jext:n� Æ�d�v :divJ = ( divJ� � Jk:n) Æ��d = � divJ� � �k ���n� Æ��d:De plus, par d�e�nition, sahant que la surfae du onduteur ( 
0 ) estferm�ee, le ourant J� v�eri�e : Z�
0 divJ� = 0:



28 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESL'�equation � ��t divD = divJ , devient :��t ��k ���n � �k0 ���n� + �k ���n � �k0 ���n = 0 sur �d�d; (2.3)��t ��k ���n � �0���n� + �k ���n � Jext:n = 0 sur �d�v; (2.4)��t ���0���n� + divJ� � Jext:n = 0 sur ��v; (2.5)divJ�d + ��t ���k ���n�� �k ���n d = 0; (2.6)(2.7)Ces �equations font �etat de la prise de harge par le satellite.En int�egrant les �equations (2.5) et (2.6), pour �eliminer R�
0 divJ� enremarquant que R��0 div�J� = 0 on a :Z��v ��t ���0���n�� Jext:nd + Z��d ��t ���k ���n�� �k ���n d = 0:Nous rapellons l'�equation de Poisson :��0�� = � dans 
; (2.8)� = � = Cst sur �
0: (2.9)L'�equation (2.8) est l'�equation de Poisson Elle traduit les interationsolletives �eletrostatiques.La derni�ere �equation (2.9) traduit le fait que la surfae du onduteur est�equipotentielle.Pour la lart�e de l'expos�e nous supposons maintenant que le satellite n'estreouvert que par une seule ouhe de di�eletrique. Les �equations �a r�esoudrepour le potentiel sont :



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 29��0�� = � dans 
;��t ��k ���n � �0���n�+ �k ���n � Jext:n = 0 sur �d�v;Z��v ��t ���0 ���n�� Jext:nd + Z��d ��t ���k ���n�� �k ���n d = 0;� = � sur �
0;�! 0 �a l'in�ni :En introduisant un op�erateur de apait�e C :�! ���� �k ���n � �0 ���n sur �d�vR��v ��t ���0 ���n � d;un op�erateur de ondutivit�e K :�! ���� �k ���n sur �d�vR��v ��t ���k ���n � d;et J repr�esentant le ourant total ext�erieur reu :J = ���� Jext:n sur �d�vR��v Jext:nd:Le syst�eme s'�erit : ��0�� = � dans 
;��tC� +K� = J sur �;� = � sur �
0;�! 0 �a l'in�ni :Nous verrons ult�erieurement omment se r�esout la partie ��0�� = � �al'ext�erieur du satellite.2.1.3.2 R�e�emissions aux parois2.1.3.3 Emission seondaire �eletroniqueSous l'impat d'�eletrons inidents, des �eletrons dits seondaires sontr�e�emis par la surfae (di�eletrique ou ondutrie). On distingue g�en�eralement



30 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGES
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electrons
reemis

photons

photoelectrons

incidents

conducteur ou
dielectrique

γ

deux sortes de r�e�emissions. Dans la premi�ere, les �eletrons sont di�us�es demani�ere �elastique ( \baksattering" ) et poss�edent une �energie prohe deelle des �eletrons inidents ; e sont des �eletrons r�etrodi�us�es. Dans ladeuxi�eme, des �eletrons seondaires sont vraiment r�e�emis par la surfae. Cesderniers sont d'�energie faible (quelques eV ) et orrespondent aux �eletronsarrah�es �a la surfae.Les taux d'�emissions seondaires, not�e ii Æbak pour les �eletrons r�etrodi�us�eset Æse pour eux vraiment r�e�emis, sont d�e�nis par les rapports des ourantsr�e�emis sur le ourant inident en onsid�erant leur vitesse et leur angle d'in-idene onstant. Ces taux d�ependent aussi de param�etres li�es �a la surfae(type de mat�eriau, �etat de surfae, et. ...)En onsid�erant un ourant d'�eletrons monoin�etiques jin de vitesse vinfrappant une surfae de normale , et en notant jbak et jse les ourantsr�e�emis, on a :



2.1. M�ECANISME DE CHARGES EN MILIEU PLASMIQUE 31Æse(vin) = jsejin ;Æbak(vin) = jbakjin : (2.10)Pr�eis�ement, on a :Æse(vin) = e2Æm EEm exp(�2r EEm )exp(�se(E)(1� os(�))) (2.11)o�u E = mev2in2 ;� = hvin; i;�se(E) = exp(�(E)�p(�(E))2 + 0:0228);et �(E) = 0:2755(ln( EEm )� 1:658):o�u h�; �i est le produit salaire.Em d�esigne le niveau d'�energie in�etique pour lequel le taux Æse est maxi-mal ( not�e alors Æm ).De fa�on analogue, on a pour le taux Æbak :Æbak(vin) = (A� Bexp(�C:E)) exp(�bak(Z)(1� os(�))) (2.12)o�u E = mev2in2 ;� = hvin; i;�bak(Z) = e2Z�0:56875:et Z est le num�ero atomique du mat�eriau omposant la surfae. A,B etC sont des onstantes d�ependant du mat�eriau.On se r�ef�erera �a [19℄ pour plus de d�etails sur es oeÆients. N�eanmoinses oeÆients ne sont pas les plus pr�eis, omme le remarque C.Berthoudans [2℄, et on pr�ef�erera utiliser dans le futur eux donn�es dans [9℄.Dans le adre non monoin�etique, pour r�eup�erer le ourant total r�e�emis,il suÆt d'int�egrer suivant la distribution d'�eletrons inidents, fin(vin) :Jse;bak = Zvin jse;bak(vin)fin(vin)dvin: (2.13)



32 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESOn peut onsid�erer que les r�e�emissions sont de type sp�eulaire pour les�eletrons r�etrodi�us�es. On onsid�erera don que l'angle d'inidene est lemême que l'angle de r�eexion. Pour les vraies �emissions seondaires, ononsid�erera que elles-i suivent une maxwellienne.2.1.3.4 Emission seondaire ioniqueLa loi d'�emission d'�eletrons seondaires due �a l'impat d'ions est simi-laire �a elles donn�ees pr�e�edemment en n�egligeant ependant la d�ependaneangulaire. Æprose(vin) = 2Æimq EEim1 + EEim : (2.14)Æim et Eim sont des onstantes d�e�nie de fa�on analogue �a l'�emission seon-daire �eletronique en 2.1.3.3.On trouvera l'expression des oeÆients dans [22℄2.1.3.5 Photo�emissionExpos�ees au rayonnement solaire, les surfaes �emettent aussi des �eletrons( appel�es photo�eletrons ) de faible �energie ( ' 2 eV ). Cette r�e�emission estresponsable d'un ourant seondaire qu'il faudra onsid�erer ar il joue un rôleimportant dans le m�eanisme de harge.2.2 Mod�elisation math�ematique2.2.1 Le syst�eme de Vlasov-Poisson2.2.1.1 Cadre g�en�eralOn onsid�ere dans ette setion le as o�u la dynamique des partiules(ions et �eletrons) ob�eit �a une �equation de Vlasov et o�u le potentiel �eletrostatiqueest donn�e par l'�equation de Poisson.Plus pr�eis�ement, nous nous pla�ons dans l'ouvert O = IR3n�
 o�u �
 est leferm�e repr�esentant le satellite.Et on notera �
 la surfae d�elimitant 
. On introduit de plus 
 la nor-male ext�erieure �a �
.



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 33Le plasma est suppos�e non ollisionnel et non magn�etis�e, les ions et les�eletrons sont simplement transport�es par le hamp �eletrique E, d�erivantdu potentiel � ( E(t; x) = �r�(t; x)). Les fontions de distribution des ionset des �eletrons f� sont solutions de l'�equation de Vlasov :8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0;�f��t (t; x; v) + v:rxf�(t; x; v)� �� erx�(t; x)m� :rvf�(t; x; v) = 0; (2.15)o�u �e = �1 et �i = +1.Les onditions limites seront pr�esis�ees ult�erieurement.Le potentiel �eletrostatique � v�eri�e l'�equation de Poisson :���(t; x) = e�0 (ni(t; x)� ne(t; x));limkxk!+1�(t; x) = 0: (2.16)o�u n�(t; x) = Zv2IR3 f�(t; x; v)dv;et o�u �0 est la permittivit�e du vide.Le potentiel �eletrostatique introduit un ouplage entre les �equations deVlasov et de Poisson.2.2.1.2 R�esultats d'existene et d'uniit�eLa litt�erature ontient de nombreux r�esultats sur les �equations de Vlasov-Poisson. Dans [16℄, P.Greengard et P.A. Raviart ont d�emontr�e des r�esultatsd'existene et d'uniit�e, en une dimension d'espae, ave une seule esp�ee,dans le as stationnaire. En dimension quelonque, toujours dans le as sta-tionnaire, F.Poupaud dans [28℄ a d�emontr�e l'existene de solution.Pour le as de la dimension 3 et dans le as instationnaire R. DiPernaet P-L Lions ont d�emontr�e dans [12℄ l'existene de solutions faibles globales.K. Pfa�elmoser, a �egalement montr�e dans [26℄ l'existene de solutions glo-bales r�eguli�eres au syst�eme de Vlasov-Poisson instationnaire en dimension 3d'espae.



34 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGES2.2.2 Plasma d'orbite g�eostationnaireNous rappelons les �equations de Vlasov :8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0;�f��t (t; x; v) + v:rxf�(t; x; v)� �� erx�(t; x)m� :rvf�(t; x; v) = 0;o�u �e = �1 et �i = +1.Pour laquelle, dans le adre g�eostationnaire, on veut imposerlimkxk!+1 f�(t; x; v) = g�(v);o�u g� est la maxwellienne donn�ee par (2.1)La ondition limite sur la surfae du satellite est donn�ee par :8x 2 �
; 8v 2 IR3; v:
 > 0;fe(t; x; v) =Æbak(v � 2(v:
)
)fe(t; x; v � 2(v:
)
)+ fse(t; x; v) + fphot(t; x; v);o�u fse(t; x; v) = 12� � mekTse�2 exp�� 12mev2kTse � jse(t; x);ave jse(t; x) = Zv;v:
>0 Æse(v)fe(t; x; v)v:
dv;et fphot(t; x; v) = jphot(t; x) 12� � mekTphot�2 exp�� 12mev2kTphot � :Le potentiel �eletrostatique � v�eri�e l'�equation de Poisson :���(t; x) = e�0 (ni(t; x)� ne(t; x));limkxk!+1�(t; x) = 0:



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 35Les onditions limites pour le potentiel sur la surfae du satellite serontpr�eis�ees ult�erieurement. Pour simpli�er l'expos�e nous nous pla�ons dans leas d'un satellite ompos�e exlusivement de onduteur, on a :Z�
r�(t; x):
d�(x) = � Z�
 �s(t; x)�0 d�(x)� = � = Cst sur �
o�u d�(x) est la mesure de surfae sur �
.L'�evolution de la harge surfaique est donn�ee par l'�equation de onser-vation de la harge �s aumul�ee en surfae, on a :Z�
 ��s(t; x)�t d�(x) = Z�
 Ji(t; x) + Je(t; x)d�(x)o�u Je et Ji sont les ourants inidents �a la surfae du satellite, d�e�nispar : J�(t; x) = Zv2IR3;v:
�0 ��evf�(t; x; v)d3v2.2.2.1 Adimensionnement du probl�emeOn onsid�ere un satellite ompos�e exlusivement de onduteur parfait.La harge du satellite est ontrôl�ee prinipalement par les partiules les plusrapides, soit par les �eletrons. Les potentiels de surfae seront de l'ordre degrandeur du potentiel thermique des �eletrons, soit :�the = me:(V the )2e :o�u V the est la vitesse thermique des �eletrons, soit q kTme .Ces potentiel et vitesse seront hoisis omme grandeurs d'adimensionne-ment.On introduit D la grandeur arat�eristique du satellite, T le temps a-rat�eristique orrespondant, � la harge surfaique arat�eristique ( � =en0V the T ) et J le ourant arat�eristique ( J = en0V the ).On hoisit n0, f0 = n0(V the )3 , D, T , � et J pour adimensionner les densit�es,fontions de distribution, positions, temps, harges surfaiques et ourants



36 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESrespetivement.Le hoix du temps arat�eristique en fontion des autres grandeurs nousest donn�e par l'�equation donnant la ondition limite sur le potentiel :r�(t; x):
 = ��s(t; x)�0 :Donne kTeeD = en0pkTepme�0 TSoit T = �2dDVe alors � = �0�theDOn introduit ainsi les variables et inonnues adimensionn�ees :~t = tT ; ~x = xD; ~v = vV the ; ~f�(~t; ~x; ~v) = f�(t; x; v)f0 ; ~g�(~v) = g�(v)f0 ;~n�(~t; ~x) = n�(t; x)n0 ; ~�(~t; ~x) = �(t; x)�the ; et ~�s(~t; ~x) = �s(t; x)� : (2.17)Ainsi que les onstantes sans dimension :� = memi , et � = �dD :O�u �d est la longueur de Debye �eletronique d�e�nie par :�d =r�0KTen0e2 :On a : ~ge(~v) = � 12�� 32 exp��~v22 �;~gi(~v) = � 12��� 32 exp�� ~v22��:Et les domaines deviennent :~O = �~x 2 IR3; ~xD 2 O	 ;~
 = �~x 2 IR3; ~xD 2 
	 :



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 37Le syst�eme de Vlasov-Poisson adimensionn�e s'�erit :1�2 � ~fi(~t; ~x; ~v)�~t + ~v:r~x ~fi(~t; ~x; ~v)� �r~x~�(~t; ~x):r~vfi(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0limk~xk!+1 ~fi(~t; ~x; ~v) = ~gi(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0~fi(~t; ~x; ~v) = 0; 8~x 2 � ~
; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0; 8~t � 01�2 � ~fe(~t; ~x; ~v)�~t + ~v:r~x ~fe(~t; ~x; ~v) +r~x ~�(~t; ~x):r~vfe(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0limk~xk!+1 ~fe(~t; ~x; ~v) = ~ge(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0~fe(~t; ~x; ~v)= ~Æbak(~v � 2~
(~v:~
); �): ~fe(~t; ~x; ~v � 2~
(~v:~
))+ ~fse(~t; ~x; ~v) + ~fphot(~t; ~x; ~v) ; 8~x 2 � ~
; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0��~x ~�(~t; ~x) = 1�2 � ~ni(~t; ~x)� ~ne(~t; ~x)� ; 8~x 2 ~O; 8~t � 0limk~xk!+1 ~�(~t; ~x) = 0 8~t � 0Z� ~
r~x ~�(~t; ~x):
d�(x) = � Z� ~
 ~�s(~t; ~x)d�(x) ; 8~x 2 �
; 8~t � 0Z� ~
 � ~�s(~t; ~x)�~t d�(x) = Z� ~
 ~Je(~t; ~x) + ~Ji(~t; ~x)d�(x) ; 8~x 2 �
; 8~t � 0~� = ~� = Cst sur � ~
Ave ~n�(~t; ~x) = Z~v2IR3 ~f�(~t; ~x; ~v)d3~v~J�(~t; ~x) = Z~v2IR3;~v:~~
 ��~v ~f�(~t; ~x; ~v)d3~v2.2.2.2 Approximation pour le plasma d'orbiteg�eostationnaireNous avons vu au 2.1.2, que pour le plasma magn�etosph�erique, en orbiteg�eostationnaire, la longueur de Debye est grande devant les dimensions dusatellite ( �d >> D ). Formellement, on �erit le syst�eme obtenu lorsque leparam�etre 1� tend vers z�ero :



38 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGES~v:r~x ~fi(~t; ~x; ~v)� �r~x ~�(~t; ~x):r~vfi(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0limk~xk!+1 ~fi(~t; ~x; ~v) = ~gi(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0~fi(~t; ~x; ~v) = 0; 8~x 2 � ~
; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0; 8~t � 0~v:r~x ~fe(~t; ~x; ~v) +r~x~�(~t; ~x):r~vfe(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0limk~xk!+1 ~fe(~t; ~x; ~v) = ~ge(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0~fe(~t; ~x; ~v)= ~Æbak(~v � 2~
(~v:~
); �): ~fe(~t; ~x; ~v � 2~
(~v:~
))+ ~fse(~t; ~x; ~v) + ~fphot(~t; ~x; ~v) ; 8~x 2 � ~
; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0��~x ~�(~t; ~x) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~t � 0limk~xk!+1 ~�(~t; ~x) = 0 8~t � 0Z� ~
r~x~�(~t; ~x)d�(x) = � Z� ~
r~x ~�s(~t; ~x)d�(x) ; 8~x 2 �
; 8~t � 0Z� ~
 � ~�s(~t; ~x)�~t d�(x) = Z� ~
 ~Je(~t; ~x) + ~Ji(~t; ~x)d�(x) ; 8~x 2 �
; 8~t � 0(2.18)On onstate que l'on obtient le syst�eme de Vlasov-Poisson stationnairepour les ions et les �eletrons et que la harge d'espae est n�eglig�ee. C'este probl�eme que le logiiel ESCAPE [27℄ r�esout. N�eanmoins, pour rame-ner la ondition �a l'in�ni sur des distanes de l'ordre de D, il est suppos�edans e logiiel que les distributions de partiules suivent une distribution deMaxwell-Boltzmann �a l'ext�erieur du domaine de alul.Soit : 8vx 2 IR+;f�(x; vx) =n0 � me2�kTe� 12 exp�� 12mev2x + e�(d)kTe � 6= 0: (2.19)



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 392.2.3 Plasma issu du propulseur SPT � 100Le gaz de X�enon est ionis�e dans la hambre du propulseur, les ionsr�esultants ( que l'on notera iXe+ ) sont a�el�er�es par la tension de d�ehargeUdeh = 300V . Pour d�erire le mouvement de es ions de X�enon rapides,l'�equation de Vlasov sera utilis�ee. Comme nous l'avons vu en introdution,nous ne tiendrons pas ompte des ollisions �elastiques. Les ollisions in�elastiques,ollisions dites d'�ehange de harge ne ralentissent qu'un faible nombre d'ionsrapides, du point de vue de eux-i, nous les n�egligerons aussi.Par ontre, la mod�elisation des ions lents joue un rôle important dansles m�eanismes de harge du satellite, ar ils sont suseptibles de revenir surles surfaes du satellite et d'engendrer un ourant. Leur taux de r�eation estdonn�ee par : qXe+l ent = nXe+nXekVXe+k�CEX(VXe+):o�u nXe+, est la densit�e d'ions rapides, nXe la densit�e de neutre qui seraprise �a 150% de elle des ions rapides, VXe+ la vitesse des ions rapides, et�CEX(VXe+) la setion eÆae de ollisions in�elastiques, donn�ee par :�CEX(VXe+) = (k1 ln (kVXe+k) + k2)2 � 10�20m2Soit, en notant �Xe = 1:5, on a :qXe+l ent = �Xen2Xe+kVXe+k�CEX(VXe+):Pour d�erire le mouvement de es ions lents, on utilisera aussi une �equationde Vlasov.�Ions rapides :L'�equation de Vlasov pour les ions rapides s'�erit :8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0�fXe+�t (t; x; v) + v:rxfXe+(t; x; v)� erx�(t; x)mXe :rvfXe+(t; x; v) = 0La ondition limite d'injetion de partiules en sortie de moteur est donn�eepar : 8x 2 �sort; 8v 2 IR3; v:sort > 0; fXe+(t; x; v) = gSPTXe+ (x; v)



40 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESo�u gSPTir est la distribution des ions dans le plan de sortie du propulseur�sort de normale sort.La ondition limite sur les surfaes du satellite est toujours donn�ee par :8x 2 �
;8v 2 IR3; v:
 > 0;fXe+(t; x; v) = 0:De plus, en onsid�erant que la vitesse d'�ejetion est grande devant la vi-tesse thermique des ions, nous onsid�ererons eux-i omme monoin�etiques.En supposant que les trajetoires issues du moteur ne se oupent pas nouavons : fXe+(t; x; v) = nXe+(t; x)Æ(v � vXe+(t; x)):�Ions lents :Pour les ions lents, les ollisions interviennent, nous avons alors la même�equation de Vlasov ave un terme soure repr�esentant la r�eation de parti-ules : 8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0;�fXe+lent�t (t; x; v) + v:rxfXe+lent(t; x; v)� erx�(t; x)mXe :rvfXe+lent(t; x; v)= qXe+lent(t; x)� mXe2�kTn� 32 exp�� 12mXev2kTn � :o�u kTn est la temp�erature des neutres. (nous verrons ult�erieurement queette temp�erature est suÆsamment faible pour les onsid�erer monoin�etiques)�Eletrons :Pour les �eletrons, nous les onsid�erons �a l'�equilibre �eletrostatique demani�ere analogue �a 3.5.1.2, suivant une distribution de Maxwell-Boltzman.En prenant densit�e et potentiel de r�ef�erene nref et �ref en sortie de propul-seur : ne(x; v) = nref exp�e(�(x)� �ref )kT SPTe � :



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 41Par la suite, nous noterons ��(x) = �(x)� �ref :Le hoix de �ref est ruial, en partiulier pour le ouplage des mod�eles.Ce hoix n'est pas lair. Il faudrait pour ela avoir aussi un mod�ele pour leplasma du moteur lui-même. Une des possibilit�e est de relier �ref au potentieldu satellite �. Le hoix le plus simple propos�e dans [38℄ est de onsid�erer�ref � � onstant, o�u � est le potentiel du onduteur repr�esantant lamasse �eletrique du satellite. Correspondant aux mesures prises en vol dans[38℄ nous prendrons environ d� = �ref � � = 40V .�Potentiel :Pour le ouplage par les �equations de Maxwell, nous nous reportons �a lasetion 2.1.3. En onsid�erant que le potentiel du satellite est �x�e en surfaepar �s ( elui-i sera par la suite elui du au plasma magn�etosph�erique ) :��0�x�(t; x) = e�nXe+(t; x) + nXe+lent(t; x)� ne(t; x)� dans 
�(t; x) = �s(x) sur �d�v [ ��d�! 0 �a l'in�ni :Nous allons voir, qu'apr�es adimensionnement des �equations, une des sim-pli�ations majeures de la mod�elisation dans le oeur du jet onsiste �a im-poser la neutralit�e.2.2.3.1 Adimentionnement du probl�emeNous pro�edons de mani�ere analogue qu'en setion pr�e�edente. N�eanmoins,les grandeurs d'adimensionnement sont di��erentes. Pour adimensionner lesvitesses des ions rapides nous utiliserons la tension Udeh par laquelle ils sonta�el�er�es pour leur prourer une vitesse arat�eristique q2eUdehmXePour les ions rapides, on prend :~t = tTSPT ; ~x = xD; ~v = vq2eUdehmXe ;o�u Udeh est la tension de d�eharge du propulseur servant �a l'a�el�eration desions rapides.



42 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESPour les ions lents le hoix de la vitesse d'adimentionnement est di��erent,on prends : ~vXe+lent = vXe+lentq2kTemXe :Aussi, ~fXe+(~t; ~x; ~v) = fXe+(t; x; v)fref et~gXe+(~v) = gXe+(v)fref ;~fXe+lent(~t; ~x; ~v) = fXe+lent(t; x; v)fref ;~nXe+(~t; ~x) = nXe+(t; x)nref ; ~nXe+lent(~t; ~x) = nXe+lent(t; x)nref ; ~��(~t; ~x) = e��(t; x)kTeOn adimentionne aussi la setion eÆae de ollision in�elastique :~�(v) = �(v)ÆA2o�u ÆA vaut 1 Angstrom.On introduit les onstantes sans dimension :SPT = n0nref �2dD2 ; �SPT = �SPTDD ; � = ÆA2nrefD;�p = eUkT SPTe ; et Tn = kT SPTekTnO�u : �SPTd =s �0kTenrefe2 et fref = nrefr2eUdehmXe 3Pour aluler le temps arat�eristique TSPT n�eessaire �a modi�er la hargesurfaique du satellite, nous �erivons que la harge provenant du propulseurpendant e temps est du même ordre de grandeur que elle provenant de lamagn�etosph�ere. On a alors :TSPT = SPT Dq2eUdehmXeEn omparant le temps arat�eristique pour le propulseur et elui obtenupour la magn�etosph�ere, on a :TSPTT = n0qkTemenrefq2eUdehmXe



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 43soit si l'on se r�ef�ere aux grandeurs pr�esent�ees en 2.1.2, TSPTT est de l'ordrede 1� 10�9. Les ordres de grandeur sont tr�es di��erents.Comme TSPT << T , pour oupler les 2 mod�eles en vue d'atteindre un �etatd'�equilibre nous utiliserons une approhe stationnaire pour le propulseur. Les�equations de Valsov d�erivant les partiules seront don stationnaires.Les �equations deviennent alors :�Ions rapides : 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0~v:r~x ~fXe+(~t; ~x; ~v)� 1�pr~x~�(t; x):r~v ~fXe+(~t; ~x; ~v) = 0Ave : 8~x 2 �
;8~v 2 IR3; ~v:
 > 0;8~x 2 ~�sort; ~fXe+(~t; ~x; ~v) = 08~v 2 IR3;~v:sort > 0; ~fXe+(~t; ~x; ~v) = ~gSPTXe+ (~x; ~v)Et : ~fXe+(~t; ~x; ~v) = ~nXe+(~t; ~x)Æ(~v � ~vXe+(~t; ~x))�Ions lents : 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0~v:r~x ~fXe+(~t; ~x; ~v)�r~x~�(~t; ~x):r~v ~fXe+(~t; ~x; ~v) =�~qXe+lent(~t; ~x)�Tn� � 32 exp ��Tn~v2��Eletrons : ~ne(~x; ~v) = exp � ~��(~x)��Potentiel :��2SPT�~x ~�~x = ~nXe+(~x) + ~nXe+lent(~x)� exp � ~��(~x)� dans ~
~� = ~�s sur ~�d�v [ ~��d~�! 0 �a l'in�ni :



44 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGES2.2.3.2 Approximation pour le plasma issu du propulseurAu �ur du propulseur, les param�etres  et � sont tr�es petits ( resp. 2:52�10�6 et 8:66� 10�16) ; de plus, on onsid�erera le param�etre T suÆsammentgrand ( 24 ). Pour simpli�er les �equations, nous passons don formellement�a la limite lorsque � ! 0,  ! 0 et T ! +1.Nous obtenons alors :�Ions rapides :8~x 2 ~O;8~v 2 IR3~v:r~x ~fXe+(~x; ~v)� 1�pr~x ~�(x):r~v ~fXe+(~x; ~v) = 0Ave : 8~x 2 �
;8~v 2 IR3; ~v:
 > 0;8~x 2 ~�sort; ~fXe+(~x; ~v) = 08~v 2 IR3;~v:sort > 0; ~fXe+(~x; ~v) = ~gSPTXe+ (~x; ~v)Et : ~fXe+(~x; ~v) = ~nXe+(~x)Æ(~v � ~vXe+(x))�Ions lents :8~x 2 ~O;8~v 2 IR3~v:r~x ~fXe+lent(~x; ~v)�r~x ~�(~x):r~v ~fXe+lent(~x; ~v) = �~qXe+lent(~x)Æ(v)Nous onstatons que le terme soure devient un Dira, et don orrespond�a des �emissions �a vitesse nulle. Si le hamp �eletrique a�el�erant les partiulesest suppos�e axisym�etrique autour d'un axe (Oz), alors les partiules aurontun ot axisym�etrique.�Eletrons : ~ne(x; v) = exp� ~��(x)��Potentiel :~nXe+(~x) + ~nXe+lent(~x)� exp� ~��(~x)� = 0 dans 
~�(~x) = ~�s(~x) sur ~�d�v [ ~��d~�(~x)! 0 �a l'in�ni :



2.2. MOD�ELISATION MATH�EMATIQUE 45Cette �equation signi�e que la neutralit�e peut être impos�ee dans le oeurdu jet. Nous pouvons alors aluler le potentiel en fontion de la densit�e�eletronique : ~�(~x) = �ref + log�~nXe+(~x) + ~nXe+lent(~x)�N�eanmoins, ei n'est valable que dans les zones o�u la densit�e est suÆ-samment importante pour que la longueur de Debye soit suÆsamment faible.Dans les zones o�u la densit�e ionique est faible, nous ne ferons plus ette hy-poth�ese et r�esoudrons l'�equation de Poisson ave harge d'espae :��2SPT�~x ~�(~x) = ~nXe+ + ~nXe+lent � exp � ~��(~x))� dans 
~� = ~�s sur ~�d�v [ ~��d~�! 0 �a l'in�ni :Les deux zones di��erentes seront d�etermin�ees par un rit�ere sur le nombrede Debye. Lorsque la longueur de Debye est suÆsamment faible nous impo-serons la neutralit�e, sinon nous r�esoudrons l'�equation de Poisson.Nous donnons ii, un sh�ema repr�esentant es di��erentes zones :
1

2

3

La zone 1 orrespond au �ur du jet o�u la neutralit�e du plasma seraimpos�ee, la zone 2 �a une zone o�u le plasma issu du propulseur est enore



46 CH. 2. DESCRIPTION DES PH�ENOM�ENES PHYSIQUES DE CHARGESpr�esent mais o�u la neutralit�e ne peut être impos�ee. La zone 3 orrespond �a deslongueurs de Debye tr�es grandes. La harge d'espae peut être alors n�eglig�ee.Nous renvoyons au paragraphe 2.2.2.1 pour sa mod�elisation. Le probl�emequi reste �a traiter est de trouver des m�ethodes num�eriques pour r�esoudrenum�eriquement les mod�eles dans les di��erentes zones. Il faut ensuite proposerdes m�eanismes de ouplage entre es mod�eles. Ce sera l'objet des hapitre5, 6, et 7. Avant de s'attaque �a e probl�eme omplexe nous allons validerles adimensionnements hoisis en �etudiant des mod�eles unidimensionnels auhapitre 3 et en r�ealisant des mesures exp�erimentales au hapitre 4. Ceux-inous fournirons l'ordre de grandeur des quantit�es physiques interessantes.



Chapitre 3Mod�elisations simpli��eesunidimensionnelles
3.1 Un mod�ele 1D simpli��eDans e mod�ele, propos�e par Gilles Akoun ( EADS - CCR ), on onsid�ereque les �eletrons sont �a l'�equilibre et que les ions sont monoin�etiques.Deux as sont �etudi�es, on ommenera par d�erire le as d'un ondu-teur plan parfait, puis elui d'un onduteur reouvert d'une �ne ouhe dedi�eletrique.Pour des onsid�erations num�eriques, l'in�ni est ramen�e �a une distane LsuÆsamment grande. Le plasma supportant un �eart de neutralit�e sur desdistanes de quelques longueurs de Debye, on prendra L de et ordre degrandeur.3.1.1 D�erivation du mod�eleNous ommen�ons par r�e�erire le syst�eme de Vlasov-Poisson unidimen-sionnel.3.1.1.1 Le syst�eme de Vlasov-Poisson unidimensionnelNous nous int�eressons �a la harge d'une surfae ompos�ee d'un onduteurd'�epaisseur 2d dans la diretion (Ox) et in�ni dans les diretions (Oy) et (Oz).On n�egligera les densit�es de partiules r�e�emises par la surfae.47



48 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESLa on�guration est :
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2dLa sym�etrie du probl�eme nous permet de supposer que le potentiel ned�epend que de x et que les distributions de partiules ne d�ependent que dex et de vx. De plus, la sym�etrie par rapport au plan (Oyz) nous permet deonsid�erer que toutes les fontions de x sont paires et de raisonner uniquementpour les x > 0. En int�egrant en vy et vz les �equations de Vlasov, on retrouvele as monodimensionnel :8x 2℄d;+1[; 8vx 2 IR;�f��t (t; x; vx) + vx:�f��x (t; x; vx)� �� em� ���x (t; x):�f��vx (t; x; vx) = 0: (3.1)Ave les onditions aux limites :limkxk!+1 f�(x; vx) = g�(vx); 8vx 2 IR; (3.2)f�(d; vx) = 0; 8vx 2 IR+: (3.3)o�u g�(vx) = n0� m�2�kT�� 12 exp�� 12m�v2xkT� � : (3.4)



3.1. UN MOD�ELE 1D SIMPLIFI�E 49En notant �s la harge implant�ee en surfae, l'�equation de Poisson s'�eritdans e as : ��2�(t; x)�x2 = e�0 (ni(t; x)� ne(t; x)); 8x 2℄d;+1[;��(t; x)�x (d) = ��s�0 ;limx!+1�(x) = 0; (3.5)
o�u n�(t; x) = Zvx2IR f�(t; x; vx)dvx:Nous verrons dans le mod�ele stationnaire que la ondition limite (3.2)est d�eliate �a imposer. Nous allons maintenant faire des hypoth�eses simpli�-atries qui onduisent au mod�ele propos�e par G.Akoun. Certaines peuventse justi�er au moins formellement �a partir du syst�eme de Vlasov-Poisson.D'autre seront plus ph�enom�enologiques.3.1.1.2 Mod�elisation des �eletronsOn onsid�ere que les �eletrons sont �a haque instant �a l'�equilibre suivantune distribution de Maxwell-Boltzmann :fe(t; x; vx) = n0 � me2�kTe� 12 exp��12mev2x + e�(t; x)kTe �: (3.6)Cette distribution est bien solution de l'�equation de Vlasov quasi-stationnairev�eri�ant les onditions aux limites �a l'in�ni :8x 2℄d;+1[; 8vx 2 IR;vx:�fe�x (t; x; vx) + eme ���x (t; x): �fe�vx (t; x; vx) = 0;ave limx!+1 fe(t; x; vx) = ge(vx); 8vx 2 IROn a don n�eglig�e le terme �tfe dans l'�equation de Vlasov. La distributionfe d�epend ependant du temps ar le potentiel en d�epend.



50 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESMais la distribution fe ne v�eri�e pas les onditions limites impos�ees surla plaque.En e�et on a : 8vx 2 IR+;fe(t; d; vx) =n0 � me2�kTe� 12 exp�� 12mev2x + e�(t; d)kTe � 6= 0 (3.7)Cependant, nous verrons que, pour v�eri�er ette ondition aux limites,la mod�elisation unidimensionnelle par l'�equation de Vlasov stationnaire nousimpose une demi-maxwellienne �a l'in�ni. ( i.e. en x = L )3.1.1.3 Mod�elisation des ionsLes ions sont, quant �a eux, suppos�es monoin�etiques. De plus la variationen temps de leur vitesse �etant n�eglig�ee, leur distribution est alors donn�eepar : fi(t; x; vx) = ni(t; x)Æ(vx � vi(t; x))En prenant les moments d'ordre 0 et 1 de l'�equation de Vlasov, on obtientle syst�eme �equivalent �a l'�equation de Vlasov sous l'hypoth�ese monoin�etique :�ni�t + �nivi�x = 0 (3.8a)�nivi�t + �niv2i�x = � emini���x (3.8b)Ave les onditions limites (sugg�er�ees par G. Akoun) :ni(t; L) = noni(t; L)vi(L) = jeave n0 = Zvx2IR gi(L; vx) =je = Zvx2IR� vxgi(L; vx) = �n0r kTi2�miCes onditions limites orrespondent, au niveau in�etique, �a prendre unemaxwellienne en x = L pour la onentration. Par ontre, pour le ux,



3.1. UN MOD�ELE 1D SIMPLIFI�E 51que l'on ne peut avoir nul, orrespond �a une demi-maxwellienne. Ces ondi-tions limites semblent d�eliates �a justi�er par une analyse asymptotique del'�equation de Vlasov. De plus, on va n�egliger le terme d'a�eleration des ions :�vi�t (t; x) ' 0. En injetant alors (3.8a) dans (3.8b) et en simpli�ant par ni lesyst�eme se r�e�erit : �ni�t + �nivi�x = 0; (3.9a)��x �12miv2i + e�� = 0: (3.9b)Cette derni�ere �equation exprime la onservation de l'�energie totale(�eletrostatique et in�etique).Compte tenu des onditions aux limites en L on obtient :12miv2i + e� = kTi4� ;et en supposant que � est n�egatif, on a :8x > d ; vi(t; x) = �r kTi2�mi � 2 emi�(t; x):En injetant ette derni�ere relation dans (3.8a), on obtient l'�equationd�erivant l'�evolution de la densit�e ionique :�ni�t � ��x  nir kTi2�mi � 2 emi�(t; x)! = 0:3.1.1.4 Evolution de la harge surfaique de la plaqueL'�evolution de la harge surfaique est donn�ee par l'�equation de ontinuit�ede la harge �s aumul�ee en surfae s'�erit, i.e. :��s�t = Ji + Je + Jse + Jbak;o�u J� sont les ourants d'�eletrons, d'ions et de partiules r�e�emises. Nousferons l'hypoth�ese que la densit�e des partiules orrespondant aux r�e�emissionest n�egligeable.



52 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESOn prendra pour les �eletrons :Je = �e Z +10 fe(t; d; vx)vxdvx;= �en0exp�e�(t; d)me �r kTe2�me :Et pour les ions :Ji = eni(t; d)r kTi2�mi � 2 em�(t; d):De plus, en utilisant l'expression de la densit�e �eletronique (3.7) et laformule (2.13), les ourants r�e�emis se mettent sous la forme :Jbak;se = �gbak;seJeLes oeÆients gbak et gse sont des onstantes que l'on alule grâe auxformules :gbak = �mekTe��exp(�bak(Z))� 1� �bak(Z)�2bak(Z) �Z +10 exp��12meu2kTe � Æbak(u2; 0)u3du;etgse = �mekTe�Z +10 exp��12meu2kTe ��exp(�(u2))� 1� �se(u2)�2se(u2) � Æse(u2; 0)u3du:3.1.1.5 Equation de PoissonLa densit�e �eletronique �etant onnue en fontion du potentiel, on obtient :ne(t; x) = n0 exp�e�(t; x)kTe �Le potentiel �eletrostatique v�eri�e l'�equation de Poisson non lin�eaire :d2�dx2 = � e�0 (ni(t; x)� n0 exp�e�(t; x)kTe �) ; 8x > d;�(L) = 0;d�dx (t; d) = ��s(t)�0 :



3.1. UN MOD�ELE 1D SIMPLIFI�E 533.1.1.6 Le mod�ele �nalLes �equations pr�e�edentes nous permettent de nous ramener aux seulesinonnues, �(t; x); ni(t; x) et �s(t), solutions des �equations :�ni�t (t; x)� ��x �ni(t; x)rV thi 2 � 2emi�(t; x)� = 0;8t > 0; ni(t; L) = n0;8x > d; ni(0; x) = n0; (3.10a)��s�t (t) = e�ni(t; d)rV thi 2 � 2emi�(t; d)� n0exp�e�(t; d)me �V the (1� gbak � gse)�;�s(0) = 0; (3.10b)�2��x (t; x) = � e�0 (ni(x)� n0exp�e�(t; x)me �);�(L) = 0;����x (d) = �s(t)�0 ; (3.10)
o�u V th� est la vitesse thermique des partiules �.3.1.2 Approximation num�erique par di��erenes �niesOn onsid�ere la disr�etisation de l'intervalle ℄d; L[ en Nx points :8j 2 f0::Nxg; xj = d+ j�xo�u �x = L� dNx :On introduit la disr�etisation en temps :8j 2 IN; tj = j�t:



54 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESLes grandeurs nkj ;�kj ; �ks d�esignent les approximations des grandeurs phy-siques, ni(tk; xj);�(tk; xj); �s(tk).nkj = ni(tk; xj);�kj = �(tk; xj);�ks = �s(tk):3.1.2.1 Sh�ema pour les ions :Pour l'�equation de ontinuit�e donnant la densit�e des ions, l'�equation estr�esolue par un sh�ema aux di��erenes �nies d�eentr�e d'ordre un en temps eten espae. Celui-i s'�erit :8j = 1::Nx � 1; nk+1j = nkj + �t�x 0�nkj+1sV thi 2 � 2�kj+1mi � nkjsV thi 2 � 2�kjmi 1Ank+1Nx = n03.1.2.2 Sh�ema pour la harge surfaique :La harge surfaique est realul�ee �a haque pas de temps par le sh�emad'ordre un en temps :�k+1s = �ks+�t0�enkisV thi 2 � 2e�k1mi � n0V the exp� e�k1kTe� (1� gse � gbak)1A :3.1.2.3 Sh�ema pour le potentiel :Le potentiel est realul�e �a haque pas de temps par un algorithme deNewton onstruit �a partir de la disr�etisation de l'�equation de Poisson pardi��erenes �nies entr�ees suivante :�k+11 � �k+12 = �x�0 �k+1s ;�k+1i+1 � 2�k+1i + �k+1i�1 = �x2�0 e�n0 exp�e�k+1ikTe �� nk+1i � ;�k+1Nx = 0:



3.1. UN MOD�ELE 1D SIMPLIFI�E 55Ce sh�ema se r�e�erit sous la forme matriielle :A:�k+1 = B(�k+1);o�u A est la matrie de masse, �k+1 le veteur des (�k+1i )i2f1::Nxg etB(�k+1) le veteur de terme g�en�eral :�x2�0 e�n0 exp�e�k+1ikTe �� nk+1i � :La r�esolution par l'algorithme de Newton d'it�er�ees indi�ees par l s'�eritalors A:(	l+1 � 	l) = B(	l) +B0(	l)(	l+1 � 	l)	l+1= 	l � (A� B0(	l))�1:(A	l � B(	l));o�u B0(	k) est la matrie diagonale de terme :(B0(	l))i;i = �x2kTe�0 e2�n0 exp�e�k+1ikTe �� :On arrête les it�erations lorsque k A:	k�B(	k) kl2 est suÆsamment petit.Pour initialiser l'algorithme, on utilise la valeur  0 = �k (ou le veteurnul �a l'instant initial).3.1.3 R�esultats Num�eriquesOn donne ii les r�esultats obtenus pour une plaque en aluminium plong�edans un plasma neutre de densit�e n0 = 1e6 m�3 et de temp�erature kTe =kTi = 15keV ( les oeÆients de r�e�emission seront trouv�es dans [19℄).
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Les �gures de la partie sup�erieure repr�esentent le potentiel et les densit�esde harge �a l'�equilibre. Les �gures de la partie inf�erieure repr�esentent les�evolutions temporelles du potentiel et de la harge surfaique du onduteur.Nous onstatons sur le potentiel une bonne onvergene du mod�ele, nousobtenons l'�equilibre pour une valeur de �24kV ( quelque fois la temp�erature�eletronique ), en ons�equene nous onstatons sur la densit�e de harge, unedensit�e d'ions plus importante relativement aux �eletrons au voisinage de laplaque.
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Les �gures repr�esentent les �evolutions temporelles des ourants re�us parla plaque. Respetivement, de haut en bas et de gauhe �a droite, nous avonsle ourant d'�eletrons inident, le ourant d'�eletrons r�e�emis par �emission se-ondaire, le ourant d'�eletrons r�e�emis par 'baksattering', le ourant d'ionsinident et le ourant total. Nous onstatons qu'�a l'�equilibre le ourant totals'annule, en aord ave les �equations.



58 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESDe même, on donne les r�esultats obtenus pour une plaque en aluminiumplong�ee dans un plasma neutre de densit�e n0 = 1e6m�3 et de temp�eraturekTe = 20keV et kTi = 28keV .
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Toujours, nous onstatons une bonne onvergene du mod�ele num�erique,au bout de temps t > :02s le potentiel et la harge surfaique du ondu-teur n'�evoluent plus. La valeur d'�equilibre du potentiel du onduteur estde �3:2 � 104V , elle orrespond �a quelque fois la temp�erature �eletroniqueet don bien �a l'ordre de grandeur attendue et nous renseigne d�ej�a sur lavalidit�e de l'adimensionnement du syst�eme.
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Nous retrouvons le fait que le ourant total s'annule lorsque l'�equilibre estatteint. Nous pouvons aussi onstater q�ua mesure que le potentiel diminuele ourant d'ions augmente et le ourant d'�eletrons augmente.



60 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESDans le but ult�erieur de omparer les mod�eles num�eriques nous donnonsii un as test obtenu en absene de r�e�emissions.
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Nous onstatons que l'absene de r�e�emissions n'a pas d'e�ets importantsur le potentiel d'�equilibre. La litt�erature [19℄ mentionnent que ela est fauxen pr�esene de photo�emission, e qui n'a pas �et�e test�e ii.
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Nous onstatons une bonne onvergene du mod�ele, les ourants d'ions etd'�eletrons sont en ad�equation ave l'�evolution du potentiel. Nous onstatons,que le ourant d'�eletrons ontrôle les ph�enom�enes de harge avant l'�equilibre,le ourant d'ions restant n�egligeable.



62 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.1.4 Cas du onduteur reouvert de di�eletriqueOn onsid�ere ii un onduteur d'�epaisseur d dans la diretion (Ox)et in�ni dans les diretions (Oy) et (Oz) reouvert d'une �ne ouhe dedi�eletrique d'�epaisseur e.
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La perte de sym�etrie nous impose le alul des densit�es de partiules etdu potentiel de haque ot�e de notre plaque. La mod�elisation est analogueau as pr�e�edent, seules les onditions aux limites pour le potentiel serontmodi��ees.3.1.4.1 Mod�ele Capaitif r�esistifDans e mod�ele, pr�esent�e dans [22℄, on assimile le di�eletrique �a un onden-sateur C en parall�ele ave une r�esistane R de fuite permettant de mod�eliserle ourant de ondution Jond vers le onduteur.
R

Jc

V

C

Ji+Je+Jsec+Jback



3.1. UN MOD�ELE 1D SIMPLIFI�E 63R et C sont les grandeurs exprim�ees par unit�e de surfae et sont donn�eespar : R = e�C = �r�0eo�u � est la r�esistivit�e surfaique du di�eletrique et �r sa permittivit�e relative.On introduit de plus V la di��erene de potentiel r�egnant �a l'int�erieur dudi�eletrique. Soit la di��erene de potentiel entre �d et �e � d. Ainsi que Jile ourant de ondution �a l'int�erieur du di�eletrique. �diel(x) est le potentielr�egnant �a l'interieur du di�eletrique. Le potentiel du onduteur est �PC , ilest onstant �a l'interieur de elui-i. On a V = �diel(�e� d)� �PC .L'�equation permettant de d�erire l'�evolution de la di��erene de potentieldu ondensateur s'�erit :C�V�t = Jdieli + Jdiele + Jdielse + Jdielbak � Jondo�u Jdiel� sont les ourants d'�eletrons, d'ions et de partiules r�e�emises ôt�edi�eletrique. Le ourant est donn�e par la relation Jond = RV .Pour la harge surfaique de la plaque m�etallique, on a :��s�t = Jondi + Jonde + Jondse + Jondbak + Jondo�u Jond� sont les ourants d'�eletrons, d'ions et de partiules r�e�emises ôt�edu onduteur.Les onditions limites pour le potentiel sur les surfaes s'�erivent alors :���n (�e� d) = ��onds�0 ;�(�e) = �PC ;�diel(0) = V + �PC :3.1.4.2 Approximation num�eriqueLe sh�ema num�erique de r�esolution est identique au as du onduteurparfait pour le alul des densit�es spatiales ainsi que des ourants provenantde la magn�etosph�ere. N�eanmoins le travail doit être fait de haque ôt�e dela plaque.La r�esolution des �equations d�erivant l'�evolution de la harge ensurfae est aussi faite par di��erenes �nies de mani�ere analogue �a 3.1.2.On introduit V k la di��erene de potentiel V au temps tk, V k+1 et �k+1ssont alul�ee par :



64 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESV k+1 = V k + C�t�Jdieli + Jdiele + Jdielse + Jdielbak � V kR ��k+1s = �ks +�t�JPCi + JPCe + JPCse + JPCbak + V kR �Pour la r�esolution de l'�equation de Poisson, il faut, �a haque pas de temps,ommener par aluler le potentiel spatial du ôt�e du onduteur puis lepotentiel surfaique de elui-i. On peut alors d�eterminer la ondition limitedu ôt�e du di�eletrique.3.1.4.3 R�esultats num�eriquesOn donne les r�esultats obtenus pour une plaque en aluminium reouvertede Kapton d'�epaisseur 125�m plong�ee dans un plasma neutre de densit�en0 = 1e6m�3 et de temp�erature kTe = kTi = 10keV . La ondutivit�e duKapton est � = 10�16 
�3 et sa permittivit�e relative �r = 3:5 ( les oeÆientsde r�e�emissions seront trouv�es dans [19℄)

Nous donnons i-dessus respetivement en haut, les �evolutions spatialesdu potentiel, �a gauhe du onduteur, dans le di�eletrique, et �a droite deelui-i, et en bas les �evolutions temporelles du potentiel du onduteur, de la



3.1. UN MOD�ELE 1D SIMPLIFI�E 65harge surfaique et de la di��erene de potentiel r�egnant dans le di�eletrique.Nous onstatons toujours onvergene du mod�ele de haque ôt�e du di�eletrique.De plus le potentiel du onduteur et elui du di�eletrique sont tr�es prohes.Nous donnons ii, le ourants ot�e onduteur, de mani�ere analogue auas du onduteur seul. Nous avons ajout�e le ourant de ondution dans ledi�eletrique. Courant inident ôt�e onduteur



66 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESNous onstatons une nouvelle fois que le ourant total s'annule �a l'�equilibre,et que nous avons un tr�es faible ourant de ondution. Celui-i est propor-tionnel �a la di��erene de potentiel entre le onduteur et le di�eletrique quiest aussi tr�es faible. Courant inident ôt�e di�eletrique

Côt�e di�eletrique, nous faisons les mêmes onstatations.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 673.2 Mod�ele stationnaire de Vlasov PoissonNous nous int�eressons �a l'�etat d'�equilibre d'un onduteur plan in�nidans les diretions (Oy) et (Oz), dans les onditions de harge d�eritespr�e�edemment.
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On n�egligera les densit�es de partiules r�e�emises par la surfae. Nousherherons de plus l'�etat stationnaire, les �equations ne d�ependront plus dutemps.L'�equation de Vlasov stationnaire s'�erit :8x 2℄0; L[; 8vx 2 IR;vx:�f��x (x; vx)� �� em� ���x (x):�f��vx (x; vx) = 0 (3.11)Ave les onditions aux limites :f�(L;�vx) = g�(L;�vx); 8vx 2 IR+f�(0; vx) = 0; 8vx 2 IR+ (3.12)o�u g�(x; vx) = n0 � m�2�kT � 12 exp�� 12m�v2xkT � (3.13)



68 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESOn hoisit pour potentiel de r�ef�erene, le potentiel �a l'in�ni. Pratique-ment, on impose �(L) = 0. La surfae du satellite sera �a un potentield'�equilibre �0 n�egatif. On va herher une solution o�u le potentiel spatialest roissant. On a,
�d2�dx2 = e�0 (ni(x)� ne(x)); 8x 2℄0; L[;�(0) = �0;�(L) = 0; (3.14)

o�u n�(x) = Zvx2IR f�(x; vx)dvx:L'�equilibre �etant atteint, la somme des ourants sur la surfae est nul. Ona : e Zvx2IR vxfi(0; vx)dvx � e Zvx2IR vxfe(0; vx)dvx = 0: (3.15)
3.2.1 R�edution du probl�eme

Nous allons voir que les �equations de Vlasov (3.11) munies de leurs ondi-tions aux limites (3.12) permettent de aluler enti�erement les densit�es n�.De plus, elles-i ave la ondition d'�equilibre sur les ourants (3.15) per-met de aluler le potentiel �0.Ainsi on se ram�enera �a la r�esolution d'un probl�eme elliptique non lin�eairedonn�e par l'�equation de Poisson.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 69� Cas des �eletrons :Le potentiel �etant suppos�e roissant, le diagramme des phases est alors :

En r�esolvant le probl�eme par la m�ethode des arat�eristiques, on a :
fe(x; vx) = (n0p me2�kTe exp ��12 mevx2kTe + e�(x)kTe � si vx <q 2eme (�(x)� �0);0 sinon : (3.16)Cela nous permet de aluler la densit�e d'�eletrons :
ne(x) =n0r me2�kTe exp�e�(x)kTe �Z q 2eme (�(x)��0)�1 exp��12mevx2kTe �dvx;=n02 exp�e�(x)kTe �0�1 + erf 0�se(�(x)� �0)kTe 1A1A : (3.17)



70 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESAinsi que le ourant �eletronique inident �a la plaque :Je =en0r me2�kTe exp�e�0kTe�Z 0�1 vx exp��12mevx2kTe �dvx;=� en0r kTe2�me exp�e�0kTe�: (3.18)
� Cas des ions :De même que pour les �eletrons, le diagramme des phases pour les ionsest :
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On a :fi(x; vx) = 8<:n0q mi2�kTi exp ��12 mivx2kTi � e�(x)kTi � si vx < �q� 2emi�(x);0 sinon : (3.19)



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 71Cela nous permet de aluler la densit�e d'ions :
ni(x) =n0r mi2�kTi exp��e�(x)kTi �Z �q� 2emi�(x)�1 exp��12mivx2kTi �dvx;=n02 exp��e�(x)kTi �0�1� erf 0�s�e�(x)kTi 1A1A ; (3.20)ainsi que le ourant ionique inident �a la plaque :
Ji =� en0r mi2�kTi exp��e�0kTi �Z �q� 2emi (�0)�1 vx exp��12mivx2kTi �dvx;= en0r kTi2�mi : (3.21)
� Calul de �0L'�equation (3.15), ainsi que les expressions des ourants (3.21) et (3.18)permettent de aluler �0 :

�0 = �kTee ln rkTemikTime! : (3.22)



72 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES� Probl�eme r�eduit :Nous nous sommes ramen�es �a la seule inonnue �, solution roissante del'�equation de Poisson non lin�eaire :
�d2�dx2 =en02�0 0�exp��e�(x)kTi �0�1� erf 0�s�e�(x)kTi 1A1A� exp�e�(x)kTe �0�1 + erf 0�se(�(x)� �0)kTe 1A1A ; 8x 2℄0; L[;�(0) = �0;�(L) = 0: (3.23)
Même si on peut r�esoudre e probl�eme par un algorithme de Newton, ononstate que l'on a perdu la neutralit�e �a l'in�ni. En e�et, on a :

ne(L) =n02  1 + erf  r�e�0kTe !! ;ni(L) =n02 ;etne(L)� ni(L) = n02 erf  r�e�0kTe !;= n02 erf 0�vuutln rkTemikTime!1A 6= 0:



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 73Nous donnons une tentive de r�esolution num�erique pour un plasma dedensit�e 1� 106m�3 et de temp�erature 20keV .
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Les r�esultats num�eriques montrent que ette perte de neutralit�e ne permetpas d'imposer le potentiel nul en L. Cela est fortement li�e �a la mod�elisationunidimensionnelle, la surfae suppos�ee in�nie �erante toutes les partiulesqui proviennent de l'arri�ere de elle-i. Nous allons n�eanmoins introduire unnouveau mod�ele permettant de r�eup�erer la neutralit�e �a l'in�ni en ajoutantes partiules manquantes.



74 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.2.2 R�eup�eration de la neutralit�e �a l'in�niDans le mod�ele pr�e�edent, nous avons vu que, le fait d'imposer une fon-tion de r�epartition nulle sur les arat�eristiques provenant de la plaque,onduisait �a perdre la neutralit�e �a l'in�ni. Pour tenir ompte des partiulesprovenant de l'arri�ere de la plaque, on onsid�ere que sur les trajetoires issuesde la plaque la distribution des partiules est de la forme :f�(x; vx) = n0C�(x)� m�2�kT�� 32 exp��12m�vx2kT� � �� e�(x)kT� �o�u C�(x) est un oeÆient d�ependant de la g�eom�etrie de notre plaque,repr�esentant un taux de r�eup�eration de neutralit�e. De plus, nous le suppo-sons ind�ependant du potentiel.D'apr�es l'�etude des arat�eristiques pr�e�edentes, les distributions des par-tiules sont donn�ees par :� Pour les �eletrons :fe(x; vx) = 8<:n0p me2�kTe exp��12 mevx2kTe + e�(x)kTe � si vx <q 2eme (�(x)� �0);n0Ce(x)p me2�kTe exp��12 mevx2kTe + e�(x)kTe � sinon : (3.24)� Pour les ions :fi(x; vx) = 8<:n0q mi2�kTi exp ��12 mivx2kTi � e�(x)kTi � si vx < �q� 2emi�(x)n0Ci(x)q mi2�kTi exp��12 mivx2kTi � e�(x)kTi � sinon (3.25)� Calul de C� :Nous avons suppos�es que C� �etait ind�ependant du potentiel. Pour le al-ul de C�, nous le prenons don nul. Pour e faire nous allons aluler lesdensit�es de partiules donn�ees par notre mod�ele unidimensionnel. Nous fai-sons ensuite un alul en tridimensionnel en tenant ompte de la g�eom�etriede la plaque. En identi�ant les expressions, nous aurons C�.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 75� Pour notre mod�ele unidimensionnel, nous avons :
n� = Z +10 f�(x; vx)dvx + Z 0�1 f�(x; vx)dvx=n0r mi2�kTi �C�(x) Z +10 exp��12mivx2kTi �dvx + Z 0�1 exp��12mivx2kTi �dvx�=n02 (1 + C�(x))� Calul en dimension 3 d'espae :On onsid�ere un onduteur plan in�ni dans la diretion (Oy) et de hau-teur 2d dans la diretion (Oz). Nous resterons dans le adre monodimension-nel.
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Le potentiel � est suppos�e nul. Les arat�eristiques pour l'�equation deVlasov tridimensionnelle, sont des droites. Compte tenu de la g�eom�etrie dela plaque, sur l'axe (Ox),l'ensemble des vitesses provenant de la plaque estalors donn�e par : vx > 0; vy 2 IR; vz > vx dx ou vz < �vx dx:



76 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESLa fontion de distribution est alors donn�ee sur l'axe (Ox) par :f 3d� (x; vx) = 8<:0 si vx > 0; vy 2 IR; kvzk > vx dx ;n0 � me2�kTe� 32 exp��12 mevx2kTe � sinon :Les densit�es n3d� se alulent ais�ement par :n3d� = Z +10 Z +1�1  Z +1vx dx f�(x; vx; vy; vz)dvz + Z �vx dx�1 f�(x; vx; vy; vz)dvz! dvydvx=n0 �1� 1� atan�dx��En identi�ant n� et n3d� , on a alors :C�(x) = �1� 2� atan�dx�� :On remarque que l'on a C�(0) = 0 et C�(+1) = 1. En reportant etteexpression dans les �equations (3.2.2) et (3.25), on alule ais�ement les den-sit�es spatiales et les ourants des partiules :� Pour les ionsni(x) = n0 exp��e�(x)kTi �"r mi2�kTi Z �q� 2eme�(x)�1 exp��12mivx2kTi �dvx+ �1� 2� atan�dx�� 1�r mi2�kTi Z �q� 2eme�(x)�1 exp��12mivx2kTi �dvx!#= n0 exp��e�(x)kTi �24�1� 1�atan�dx��� 1�atan�dx� erf 0�s�e�(x)kTi 1A35 ;Ji = en0r mi2�kTi exp��e�0kTi �Z �q 2emi (��0)�1 vx exp��12mivx2kTi �dvx= en0r kTi2�mi :



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 77
� Pour les �eletrons :ne(x) =n0 exp�e�(x)kTe �"r me2�kTe Z q 2eme (�(x)��0)�1 exp��12mevx2kTe �dvx+ �1� 2� atan�dx�� 1�r me2�kTe Z q 2eme (�(x)��0)�1 exp��12mevx2kTe �dvx!#=n0 exp�e�(x)kTe �24�1� 1�atan�dx��+ 1�atan�dx� erf 0�se(�(x)� �0)kTe 1A35 ;Je =en0r me2�kTe exp�e�0kTe�Z 0�1 vx exp��12mivx2kTi �dvx= �en0r kTe2�me exp�e�0kTe�:On a bien dans les deux as :limx!Ln�(x) = n0;et l'on retrouve bien un plasma neutre �a l'in�ni.En imposant kTi = kTe = kT , la harge totale est donn�ee par :eN(x;�(x)) =e(ni(x)� ne(x)) =� en0 �2�1� 1�atan�dx�� sh�e�(x)kT �+1�atan�dx� exp��e�(x)kT � erf r�e�(x)kT !

+ exp�e�(x)kT � erf re(�(x)� �0)kT !!#



78 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESLe probl�eme se ram�ene alors �a une �equation de Poisson non lin�eaire :�d2�dx2 = e�0N(x;�(x)); 8x 2℄0; L[�(0) = �0 = �kTee ln rkTemikTime!�(L) = 0 (3.26)Num�eriquement on utilise un algorithme de Newton bas�e sur une disr�etisationpar di��erenes �nies de l'�equation (3.26), de mani�ere analogue qu'en 3.1.2.3.2.3 R�esultats num�eriquesOn donne ii les r�esultats obtenus pour une portion de plan baignant dansun plasma de densit�e n0 = 1�108m�3 et de temp�erature kTi = kTe = 200eV .
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Nous pouvons onstater que nous avons bien r�eussi �a imposer la neutralit�e�a l'in�ni et que ela nous a permis d'obtenir un algorithme onvergent. Lepotentiel d'�equilibre �etant n�egatif, nous onstatons sur les densit�es de parti-ules, que la plaque repousse bien les �eletrons et attire les ions.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 79L'�equation (3.26) nous donne �0 = �751V , la harge surfaique estdonn�ee par : �s = ���x (0) = �9:68 � 1012Cm�2.Dans le but d'une omparaison des mod�eles 1D nous donnons les r�esultatsobtenus pour une portion de plan baignant dans un plasma prohe des ondi-tions magn�etosph�eriques, soit de densit�e n0 = 1 � 106m�3 et de temp�eraturekTi = kTe = 12000eV .
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L'�equation (3.26) nous donne �0 = �45090V .Dans haun des deux as tests, apr�es onvergene de notre algorithme deNewton, nous onstatons une allure de potentiel satisfaisante. Les formulesexpliites pour les densit�es ioniques et �eletroniques, permettent d'obtenires densit�es. Le potentiel d'�equilibre est environ de 3:75 fois la temp�erature�eletronique prise en eV , e qui est donn�e expliitement et de l'ordre degrandeur attendu, soit quelque fois la temp�erature �eletronique.



80 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.2.4 R�esultat math�ematique d'existeneEn introduisant la fontion N :N : IR3 �! IR(x; �;  ) p�! Ni(�)ni(x;  ) +Ne(�)ne(x;  )Ave :ni : IR2 �! IR(x;  ) p�! �1� 1�atan �dx��� 1� artan�dx�erf  r�e kT i 1If �0g!ne : IR2 �! IR(x;  ) p�! �1� 1�atan �dx��+ 1�atan �dx�erf  re( � �0)kTe 1If ��0g!Ni : IR �! IR� p�! en0�0 exp �� e�kT i�Ne : IR �! IR� p�! � en0�0 exp � e�kTe� (3.27)On s'int�eresse �a la r�esolution du probl�eme :(P :) ������������(x)= N(x;�(x);�(x))�(0) = �0�(L) = 0Remarquons que la fontion � ! N(x;�(x);�(x)) n'est pas onvexe.Nous ne pouvons utiliser des arguments lassique de minimisation onvexe.Pour obtenir un r�esultat d'existene nous allons utiliser le th�eor�eme de Shau-der :Th�eor�eme de Shauder ( f. [4℄ ). Soit B un espae de Banah et C uneparti onvexe ferm�ee non vide et T : C ! C ontinue, telle que T (C) soitrelativement ompat. Alors T admet un point �xe.Il suÆt alors de trouver l'appliation T et la partie C onvexe ferm�eenon-vide C.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 81On ommene par �etablir le r�esultat suivant :Lemme 1. Soit �i; �e 2 C0([0; L℄) qui v�eri�ent 8x 2 [0; L℄ ���� 0 � �i(x) � 10 � �e(x) � 19� 2 C0([0; L℄); ������������(x) = �i(x)Ni(�(x)) + �e(x)Ne(�(x))= M(x;�(x)) dans D0(℄0; 1[)�(0) = �0�(L) = 0D�emonstration. Nous allons montrer tout d'abord que e probl�eme est �equivalent�a un probl�eme de minimisation onvexe. Des arguments en th�eorie de l'opti-misation nous donneront alors le r�esultats.En introduisant ~� la fontion d�e�nie par x p! �0L (L� x) et U par �� ~�,nous ommen�ons �a montrer par une tehnique de rel�evement que le probl�emeest �equivalent �a la formulation variationnelle pos�ee dans H10 (℄0; L[) :(Pf:v:) : ������� 9U 2 H10 (℄0; L[);8V 2 H10 (℄0; L[)Z L0 rU(x):rV (x)dx� Z L0 M(x; U(x) + ~�)V (x)dx = 0La ontinuit�e de U puis de � s'obtient par injetion de Sobolev deH10(℄0; L[)dans C0([0; L℄).On introduit la fontion V :(x; y) p�! V(x; y) = �Z y0 M(x; t + ~�(x))dtDu fait que 8x 2 [0; L℄; t p! �M(x; t + ~�(x)) est roissante, 8x 2 [0; L℄; t p!V(x; t) est onvexe.Lemme 2. La formulation variationnelle Pf:v: est �equivalente au probl�emede minisation : Pmin : ����� 9U 2 H10 (℄0; L[);J(U) = InfV 2H10 (℄0;L[)J(V );ave la fontionnelle J :J(U) = 12 Z L0 jrU(x)j2 dx + Z L0 V(x; U(x))dx:Ce probl�eme a une solution unique.



82 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESD�emonstration. Soit U 2 H10 (℄0; L[), solution de Pf:v: alors 8V 2 H10 (℄0; L[) ;0 = Z L0 rU(x):r(V (x)� U(x))dx� Z L0 M(x; U(x) + ~�(x)):(V (x)� U(x))dx�12 Z L0 krU(x)k2dx� 12 Z L0 krV (x)k2dx + Z L0 V(x; U(x))dx� Z L0 V(x; V (x))dx;par onvexit�e de t! t2=2 et de t p! V(x; t):Don, 8V 2 H10 (℄0; L[); J(U) � J(V ).Et U est bien solution de Pmin.R�eiproquement. On a tout d'abord failement, U p! J(U) onvexe.On �erit J sous la forme J1 + J2 ave :J1 :U p! 12 Z L0 krU(x)k2dxJ2 :U p! Z L0 V(x; U(x))dxJ1 est une norme hermitienne �equivalente �a la norme H10 (℄0; L[) don J1 estontinue. De plusJ1(U + tV )� J1(U) = t Z L0 rU(x):rV (x) + t22 Z L0 rV (x)rV (x)dx:Don J1 est 2 fois Gateau-di��erentiable ave :J 01(U):V = Z L0 rU(x):rV (x)dx;J 001 (U):V:W = Z L0 rV (x):rW (x)dx:De plus, kJ 001 (U):V:V k = kV k2H10 (℄0;L[) don J1 est ��onvexe, Gateau-di��erentiable et ontinue.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 83Montrons maintenant que J2 est ontinue :Soit (Un) une suite tendant vers U dans H10 (℄0; L[), il existe (Unk) unesous-suite extraite de (Un) telle que : Unk p:p:��! U .CommeM(:; :) est ontinue sur [0; L℄�IR, V(:; :) est ontinue sur [0; L℄�IRet V(:; Unk(:)) p:p:��! V(:; U(:)).Par injetion de Sobolev U 2 C0([0; L℄). Et au moins �a partir d'un ertainrang (Unk) est born�ee ( par K).Et,jV(x; Unk(x))j � Z K0 ���M(x; t + ~�)��� dt� Z K0 ���Ni(t+ ~�)���+ ���Ne(t + ~�)��� dtar �i; �e 2 [0; 1℄� K 0 2 L1([0; 1℄);ar (t; x)! Ni;e(t + ~�(x)) est ontinue sur [0; K℄� [0; L℄:Don par le th�eor�eme de onvergene domin�ee de Lebesgue, J2(Unk) !J2(U). Et on a en fait onvergene pour toute la suite.Don J2 est ontinue.Montrons maintenant que J2 est Gateau-di��erentiable :Soit U; h 2 H10 (℄0; L[), omme M(:; :) est ontinue sur [0; L℄ � IR;V(:; :)est de lasse C1 sur [0; L℄� IR: Et1tV(:; U(:) + t h(:)) p:p:��!t!0 �M(:; U(:) + ~�(:)):h(:):De plus, U et h sont de lasse C0 par injetion de Sobolev, don born�ees.



84 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESOn note mu � U �Mu et mh � h �Mh. On a don :����1t (V(x; U(x) + t:h(x))� V(x; U(x)))����� 1t Z Mu+tMhmu ���M(x; t + ~�(x))��� dt� �Mu �mut +Mh�K 2 L1([0; L℄):Et toujours par le th�eor�eme de Lebesgue,1t (J2(U + t:h)� J2(U))! � Z L0 M(U(x) + ~�):h(x)dx:Et J2 est ontinue, onvexe et Gateau-di��erentiable de d�eriv�ee.J 02(U):h = � Z L0 M(U(x) + ~�):h(x)dx:Don J = J1 + J2 est ��onvexe ontinue et Gateau-di��erentiable surH10 (℄0; L[) ar 'est la somme de fontions onvexes ontinues et Gateau-di��erentiables dont l'une est ��onvexe. Don J admet don un minimumunique U 2 H10 (℄0; L[) v�eri�ant :8V 2 H10 (℄0; L[); J 0(U):(V � U) � 0:Don, 9!U 2 H10 (℄0; L[); J 0(U):V = 0=Z L0 rU(x)rV (x)� Z L0 M(x; U(x) + ~�)V (x)dx = 0) Pf:v::On a don Pf:v: , Pmin, ainsi que l'existene et l'uniit�e d'une solution.Et on a montr�e au passage que Pmin admet une solution unique U quiest dans C0([0; L℄) par injetion de Sobolev.Et � = U + ~� est l'unique solution de lasse C0([0; L℄) v�eri�ant :����������(x) =M(x;�(x)) dans D0(℄0; 1[);�(0) = �0;�(L) = 0:Ce qui termine la d�emonstration.



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 85On introduit maintenant �e et �i les solutions de :����������� = N�(��)��(0) = 0��(L) = 0D'apr�es le lemme 1, on a leur existene et uniit�e. ( Il suÆt de prendre�e � 1 et �i � 0 pour �e et �i � 1 et �e � 0 pour �i). Celles-i sont de plusde lasse C1([0; 1℄). De plus,����������i �0 � ���e�i(0) = �e(0)�i(L) = �e(L)Don par le prinipe du maximum, 8x 2 [0; L℄;�i(x) � �e(x). On noteraIe = Inf(�e) et Si = Sup(�i).Lemme 3. Soit � 2 C0([0; L℄) v�eri�ant����������(x) � Ni(�(x))�(0) = �0�(L) = 0alors, � � �i.D�emonstration. On utilise la m�ethode de Stampahia :On introduitG 2 C1(IR);G(x) = (0 si x � 0> 0 si x > 0 et G roissante.On a : 0 � Z L0 r2(�(x)� �i(x)):G0(�(x)� �i(x))dx= � Z L0 �(�(x)� �i(x)):G(�(x)� �i(x))dx� Z L0 (Ni(�(x))�Ni(�i(x))):G(�(x)� �i(x))dx� 0



86 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESDon Z L0 (Ni(�(x))�Ni(�i(x))):G(�(x)� �i(x))dx = 0Et omme, �i(x);�(x) 2 C0(℄0; L[)(Ni(�(x))�Ni(�i(x))):G(�(x)� �i(x)) 2 C0(℄0; L[))8x 2 [0; L℄; G(�(x)� �i(x)) = 0 ou �(x) = �i(x))8x 2 [0; L℄;�(x) � �i(x)Lemme 4. Soit � 2 C0([0; L℄) v�eri�ant����������(x) � Ne(�(x))�(0) = �0�(L) = 0alors � � �e.D�emonstration. On pro�ede de même que pr�e�edemment :0 � � Z L0 r2(�(x)� �e(x))G0(�e(x)� �(x))dx= � Z L0 �(�(x)� �e(x)):G(�e(x)� �(x))dx� Z L0 (Ne(�(x))�Ne(�e(x))):G(�e(x)� �(x))dx� 0Don Z L0 (Ne(�)�Ne(�e)):G(�e(x)� �(x)) = 0Et 8x 2 [O;L℄;�(x) � �e(x)On introduit alors l'ensemble C = f� 2 C0([0; L℄); �e � � � �ig



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 87Remarque 1. Si �;	 2 C0([0; L℄); trivialement N(:;	(:);�(:)) 2 C0([0; L℄).Et 8x 2 [0; L℄; Ne(�(x)) � N(x;	(x);�(x)) � Ni(�(x))Ce deuxi�eme point vient du fait que :8x 2 [0; L℄; 0 � erf  r�e	(x)kT i 1If	(x)�0g! � 10 � erf  re(	(x)� �0)kT i 1If	(x)��0g! � 1Et 0 � 1� artan�dx� � 12 :Nous pouvons alors annoner le lemme permettant de onstruire l'appli-ation pour le point �xe.Lemme 5. Soit 	 2 C, alors 9!� 2 C solution de :(Pp:f:) ����������(x) = N(x;�(x);	(x));�(0) = �0;�(L) = 0:D�emonstration. Grâe �a la remarque pr�e�edente et en appliquant le lemme1 ave �i(:) = ni(:;	(:)) 2 C0([0; L℄);�e(:) = ne(:;	(:)) 2 C0([0; L℄):On a : 9!� 2 C0([0; L℄) solution de : (Pp:f:):Et d'apr�es la remarque 1,Ne(�(x)) � ���(x) � Ni(�(x)):Don d'apr�es les lemmes 3 et 4 �e � � � �i et � 2 C.On est alors en mesure d'introduire l'op�erateur L permettant de r�ealiserle point �xe : C ! C	 p! L(	) = � solution unique de Pp:f::



88 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESLemme 6. L est ontinue de C, C pour la toplogie C0([0; L℄).D�emonstration. Trivialement, N(:; :; :) est ontinue sur [O;L℄ � [Ie; Si℄ �[Ie; Si℄ don est uniform�ement ontinue, et :8� > 0; 9� > 0; 8x; y; 8z; z0; jz � z0j < �; jN(x; y; z)�N(x0; y0; z0)j � �:Soit 	n C�! 	 et soit � > 0;9N > 0; 8n > N ; 8x 2 [O;L℄; j	n(x)�	(x)j � �)9N > 0; 8n > N ; 8x 2 [O;L℄; jN(x;�(x);	n(x))�N(x;�(x);	(x))j � �:Don 	! N(:;�(:);	(:)) est ontinue de C dans C0([0; L℄).Soit (	n) une suite tendant vers 	 dans C. On a :N(x;�(x);	n(x)) L2�! N(x;�(x);	(x))et L(	n) H1(℄0;L[)�����! L(	):D'apr�es la ontinuit�e de l'inverse du laplaien. Et par injetion ompate deSobolev, il existe une sous-suite extraite (	nk) de (	n) telle que L(	nk) C�!L(	). La limite �etant unique, on a en fait onvergene pour toute la suite.Et, L est don ontinue de C ! C.Lemme 7. L(C) est relativement ompat dans C.D�emonstration. Nous utilisons le th�eor�eme d'Asoli, que nous rappelons ii :Th�eor�eme d'Asoli ( f. [4℄ ). Soit K un espae m�etrique ompat et soitH un sous-ensemble born�e de C(K). On suppose que H est uniform�ement�equiontinu. Alors H est relativement ompate dans C(K).Pour montrer que L(C) est born�e et uniform�ement �equiontinue, on pro�edede mani�ere analogue �a Greengard et Raviard dans [16℄ :N(:; :; :) �etant ontinue sur [0; L℄ � [Ie; Si℄ � [Ie; Si℄, elle est born�ee, onnotera kNk1 sa norme.En utilisant la repr�esentation int�egrale de L(	) on a :L(	)(x) = �0L (L� x)� Z L0 G(x; y)N(y;�(y);	(y))dxave G(x; y) = (x(1� yL) si 0 � x � y;y(1� xL) si y � x � 1:



3.2. MOD�ELE STATIONNAIRE DE VLASOV POISSON 89Don 8x 2 [O;L℄jL(	)(x)j ��0L (L� x) + kNk1 Z L0 G(x; y)dy=�0L (L� x) + kNk112(x� L)2 + LX2 � K:Et L(C) est born�ee dans C.De plus 8x 2 [0; L℄��x (L(	)(x)) =� �0L � Z L0 �G�x (x; y)N(y;�(y);	(y))dy) ���� ��x (L(	)(x))���� ��0L + kNk1(x� L2 ) � K 0:Don8� 2 C; 8	 2 C; 8x; y 2 [0; L℄; jL(�)(x)� L(	)(y)K 0j � jx� yj :Et L(C) est uniform�ement �equiontinue.Don par le th�eor�eme d'Asoli L(C) est uniform�ement ompat dans C.Nous sommes alors en mesure d'annoner le th�eor�eme d'existene :Th�eor�eme 1. Il existe au moins une solution � de :(P :) ������������(x)= N(x;�(x);�(x))�(0) = �0�(L) = 0o�u N(x;�(x);�(x)) est d�e�nit par (3.27)D�emonstration. Il reste �a s'assurer que C est une partie onvexe non-videdu Banah C0([0; L℄) pour pouvoir appliquer le th�eor�eme 3.2.4. Cela �etanttrivial les lemmes 6 et 7 fournissant le reste des hypoth�eses.



90 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.3 Mod�ele stationnaire de harge d'une sph�ereOn s'int�eresse au mod�ele de harge d'une sph�ere de rayon R de ondu-teur parfait baignant dans un plasma neutre et maxwellien.Nous nous pla�ons dans l'ouvert O d�e�ni par :O = IR3nB(0; R)Et on notera �R = S(0; R) de normale ext�erieure R = xjxj .En indexant par � (= i pour les ions et e pour les �eletrons), le mod�elemath�ematique d�erivant l'�etat stationnaire des partiules est alors donn�e parl'�equation de Vlasov : 8x 2 O; 8v 2 IR3;v:rxf�(x; v)� �� erx�(x)m� :rvf�(x; v) = 0 (3.28)o�u � = i ou e.Les onditions limites proviennent, pour ette �equation, d'une part de laneutralit�e �a l'in�ni : 8v 2 IR3 ; limkxk!+1 f�(x; v) = g(v) (3.29)et d'autre part des onditions sur la sph�ere : ( Pour les r�e�emissions, nousne onsid�erons uniquement les �eletrons r�etrodi�us�es et es r�e�emissions serontsuppos�ees sp�eulaires, f. 2.1.3.3 )8x; k x k= R; 8v 2 IR3; v:R > 0;fe(R; v) = �Æbak(v2; �):fe(R; v � 2R(v:R))fi(R; v) = 0 (3.30)De plus, la harge surfaique de la sph�ere �etant onstante, on veut imposersur elle-i la nullit�e du ourant total. Soit :8x; k x k= R;Zv2IR3 (fi(x; v)� fe(x; v)) v:Rd3v = 0 (3.31)



3.3. MOD�ELE STATIONNAIRE DE CHARGE D'UNE SPH�ERE 91En introduisant les densit�es des ions et des �eletrons, ni(x) et ne(x)d�e�nies par : n� = Zv f�(x; v)dvles �equations de Vlasov sont oupl�ees �a l'�equation de Poisson, donnant lepotentiel �eletrostatique �.��� = e�0 (ni(x)� ne(x));limkxk!+1�(x) = 0; (3.32)o�u �0 est la permittivit�e du vide.Dans la pr�evision de l'approximation num�erique nous ram�enerons la ondi-tion limite �a l'in�ni �a une distane de l'ordre de quelque longueur de Debye,soit p�d.La ondition limite devient alors :8x 2 �p�d�(x) = 03.3.1 Mod�elisation et adimensionnement du probl�emeL'adimensionnement se fait de mani�ere analogue �a la sous-setion 2.2.2.1.Le syst�eme de Vlasov-Poisson stationnaire adimensionn�e s'�erit :8~x 2 ~
; 8~v 2 IR3;~v:r~x ~fi(~x; ~v)� �r~x ~�(~x):r~vfi(~x; ~v) = 0;~v:r~x ~fe(~x; ~v) +r~x ~�(~x):r~vfe(~x; ~v) = 0;��2�~x ~� = ~ni � ~ne , ~n� = Z~v2IR3 ~f�(~x; ~v)d3~v: (3.33)o�u : � = memi , et � = �dD :



92 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESAve les onditions limites :8~x 2 �p�; 8~v 2 IR3; ~v:p� > 0;~f�(~x; ~v) = ~g�(~x; ~v):8~x 2 �1; 8~v 2 IR3; ~v: > 0;~fe(~x; ~v) = � ~Æbak(~v2; �): ~fe(1; ~v � 2(~v:))~f�(~x; ~v) = 0:8~x 2 S(0; 1);Z~v2IR3( ~fi(~x; ~v)� ~fe(~x; ~v))~v::8~x 2 �p� ~�(~x) = 0:Par la suite, on notera X les grandeurs adimensionn�ees ~X.3.3.1.1 Calul des densit�es et ourants par la m�ethode des a-rat�eristiquesNous pr�esentons ii un moyen de aluler, pour un potentiel �x�e donn�e,les densit�es de partiules.En passant en oordonn�ees sph�eriques, la sym�etrie du probl�eme permetd'�erire que f� ne d�epend que de r; vr; v? et que � ne d�epend que de r, o�ur = kxk, vr = v:x=r et v? = v � vrx=r.Les fontions de r�epartition sont onstantes sur les trajetoires des parti-ules d�e�nies par la onservation de l'�energie totale et du moment in�etique :12(v2r + v2?) + C��(r) = Erv? = J (3.34)o�u Ce = �1 pour les �eletrons et Ci = � pour les ions. E et J sontonstants.En un point donn�e (r0; vr0; v?0) pour d�eterminer la valeur de f� on doitd�eterminer si la arat�eristique provient de l'in�ni ou de la boule. En notant(r; vr; v?) le point mobile de ette arat�eristique, on a :vr20 + v?20 + 2C��(r0) = vr2 + v?2 + 2C��(r) = Er0:v?0 = r:v? = J (3.35)
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En admettant une r�egularit�e suÆsante sur le potentiel, on admettra que :� Si vr2 ne s'annule ni pour r < r0, ni pour r > r0, la arat�eristique vientde la boule pour rejoindre l'in�ni pour les valeurs de vr positives (zone 1).Elle vient de l'in�ni et atteint la boule pour les valeurs de vr n�egatives (zone10).� Si vr s'annule uniquement pour r < r0, la arat�eristique est issue del'in�ni et va vers l'in�ni ( zone 2 ).� Si vr s'annule uniquement pour r > r0, la arat�eristique est issue de laboule et se retourne sur la boule ( zone 3 ).� Si vr s'annule �a la fois pour r > r0 et pour r < r0, la arat�eristique estreferm�e. Elle n'atteint ni la boule ni l'in�ni ( zone 4 ).On a : vr2 = vr02 + v?02(1� �r0r �2) + 2C�(�(r0)� �(r)): (3.36)



94 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESPour d�eterminer dans quelle zone se trouve la arat�eristique passant parr0, on introduit :	�(r) = �v2?(1� �r0r �2)� 2C�(�(r0)� �(r)) (3.37)Et V d� (r0; v?0) = Supr>r0(	�(r); 0)V g� (r0; v?0) = Supr<r0(	�(r); 0)Si vr02 > V d� (r0; v?0), 8r > r0; v2r = vr02 + 	�(r) > 0 Alors la a-rat�eristique atteint l'in�ni.Si vr02 < V d� (r0; v?0), 9r > r0; v2r = vr02 + 	�(r) = 0 Alors la a-rat�eristique n'atteint pas l'in�ni.De même, si vr02 > V g� (r0; v?0), alors la arat�eristique provient de laboule.Et si vr02 < V g� (r0; v?0), alors la arat�eristique ne provient pas de laboule.Don, si vr02 > V d� (r0; v?0) et vr02 > V g� (r0; v?0), pour les valeurs devr0 < 0, nous sommes dans la zone 10, f est impos�e par la ondition �a l'in�ni,soit : f�(r; vr0; v?0) = g�(vr02 + v?02 + 2C��(r0))et si vr0 > 0, nous sommes dans la zone 1, f est impos�e par les r�e�emissions,soit :fe(r0; vr0; v?0) = Æbak(vr02 + v?02(1� r02); os(�)) � 12��32 exp��vr02+v?022 + �(r0)�fi(r0; vr0; v?0) = 0o�u � est l'angle d'impat des partiules sur la sph�ere, on aos(�) =s vr2vr2 + v?2 = svr02 + v?02(1� r02) + 2(�(r0)� �(1))vr02 + v?02 + 2(�(r0)� �(1))Si vr02 > V d� (r0; v?0) et vr02 < V g� (r0; v?0), nous sommes dans la zone 2,pour les valeurs de vr0 < 0 et vr0 > 0, f est impos�e par la ondition �a l'in�ni.f�(r0; vr0; v?0) = g�(vr02 + v?02 + 2C��(r0))



3.3. MOD�ELE STATIONNAIRE DE CHARGE D'UNE SPH�ERE 95Sinon nous sommes dans la zone 3 ou 4 et f est nul.On alule les densit�es en int�egrant sur l'ensemble des vitesses par :n�(r0) = Z 2�0 Zv?0�0 Zvr02IR v?0f�(vr0; v?0)dvr0dv?0d (3.38)En notant Vm1 =Max(pV d� (r0; v?0);pV g� (r0; v?0))Vm2 =pV d� (r0; v?0)VM =pV g� (r0; v?0)On a pour les �eletrons :ne =2� exp (�(r0)):Zv?0�0 v?0�Zvr0>Vm1 exp��vr02 + v?022 �(1 + Æbak(vr02 + v?02(1� r02); os(�)))dvr0+2 Z VMvr0=Vm2 exp��vr02 + v?022 �dvr0� dv?0=2� exp (�(r0))�Zv?0�0 v?0r�2 exp��v?022 ��1� erf�Vm1p2 �+ erf�VMp2�� erf�Vm2p2 �� dv?0+ Zv?0�0 Zvr0>Vm1 v?0 exp��vr02 + v?022 �Æbak �vr02 + v?02(1� r02); os(�)� dvr0dv?0�Et pour les ions :ni =2� exp (��(r0)):Zv?0�0 v?0�Zvr0>Vm1 exp��vr02 + v?022� �dvr0+2 Z VMvr0=Vm2 exp��vr02 + v?022� �� dvr0=2� exp (��(r0))�Zv?0�0 v?0r�2 exp��v?022� ��1� erf� Vm1p2��+ erf� VMp2��� erf� Vm2p2��� dv?0�



96 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESDe même, on alule les ourants inidents �a la sph�ere, en int�egrant surl'ensemble des vitesses d�etermin�e �a r0 = 1 :
J� = �� Z 2�0 Zv?0�0 Zvr0�0 v?0vr0f�(vr0; v?0)dvr0dv?0d (3.39)On a pour les �eletrons :Je = �2� exp (�(r0))Zv?0�0 v?0 Zvr0>Vm1 vr0 exp��vr02 + v?022 �(1� Æbak(vr02 + v?02(1� r02); os(�)))dvr0dv?0= �2� exp (�(r0)) Zv?0�0 v?0 exp��Vm12 + v?022 �dv?0� Zv?0�0 Zvr0>Vm1 v?0vr0 exp��vr02 + v?022 �Æbak(vr02 + v?02(1� r02); os(�)))dvr0dv?0(3.40)Et pour les ions :Ji = 2� exp (��(r0))Zv?0�0 v?0 Zvr0>Vm1 vr0 exp��vr02 + v?022� �dvr0dv?0= 2� exp (��(r0)) Zv?0�0 v?0 exp��Vm12 + v?022� �dv?0 (3.41)

� Remarque Pour les �eletrons, dans l'hypoth�ese o�u � est roissante,la fontion 	e, donn�ee par (3.37), est d�eroissante. On a alors :V de = 0; V ge = �v?02(1� r02) + 2(�(r0)� �(1))



3.3. MOD�ELE STATIONNAIRE DE CHARGE D'UNE SPH�ERE 97Et, en notant �� = �(r0)� �(1), et en n�egligeant les r�e�emissions :ne(r0) = 2� exp(�(r0)) Zv?0�0 Zvr0>pv?02(r02�1)+2�� v?0� 12�� 32 exp��vr02 + v?022 � dvr0+2 Z pv?02(r02�1)+2��vr0=0 v?0� 12�� 32 exp��vr02 + v?022 � dvr0! dv?0= exp(�(r0)) 1�r 12� Zv?0>0 Zvr0>pv?02(r02�1)+2�� v?0 exp��vr02 + v?022 � dvr0dv?0!= exp(�(r0))0�1�r 12� Zvr0>p2�� Zv?0<rvr02+2��r02�1 v?0 exp��vr02 + v?022 � dv?0dvr01A= exp(�(r0))2  1 + erf �p���+ exp r ��r02 � 1!r1� 1r02  1� erf  s ��1� 1r02 )!!!EtJe =� Z 2�0 Zv?0�0 Zvr0�0 v?0vr0� 12�� 32 exp��vr02 + v?022 � dvr0dv?0d =� 1p2� exp (�(1))Nous voulons alors trouver � v�eri�ant (3.31) et (3.32). Dans le but der�esoudre e probl�eme num�eriquement. Nous allons r�esoudre le probl�eme demani�ere pseudo-stationnaire en disr�etisant l'�equation de onservation de laharge surfaique du satellite : ��t�s = Je + JiSi la onvergene est atteinte, nous aurons �a l'�equilibre :Je + Ji = 0Nous rappelons alors, les �equations que nous devrons r�esoudre pour lepotentiel : � 1r2 ��r2 �r2�(r)� = (ni(r)� ne(r))d�dr (1) = ��s�(p�) = 0



98 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESAve :ne =2� exp (�(r0))�Zv?0�0 v?0r�2 exp��v?022 ��1� erf�Vm1p2 � + erf�VMp2�� erf�Vm2p2 �� dv?0+ Zv?0�0 Zvr0>Vm1 v?0 exp��vr02 + v?022 �Æbak �vr02 + v?02(1� r02); os(�)� dvr0dv?0�ni =2� exp (��(r0))�Zv?0�0 v?0r�2 exp��v?022� ��1� erf� Vm1p2�� + erf� VMp2��� erf� Vm2p2��� dv?0�Je =� 2� exp (�(r0))Zv?0�0 v?0 exp��Vm12 + v?022 �dv?0� Zv?0�0 Zvr0>Vm1 v?0vr0 exp��vr02 + v?022 �Æbak(vr02 + v?02(1� r02); os(�)))dvr0dv?0Ji =2� exp (��(r0))Zv?0�0 v?0 exp��Vm12 + v?022� �dv?03.3.1.2 R�esolution num�eriqueDans la sous-setion pr�e�edente, nous avons exprim�e densit�e et ourantsen fontion du potentiel. Pour aluler num�eriquement eux-i, il faut alu-ler les int�egrales (3.38) et (3.39) sur une disr�etisation spatiale de [1;+1[. Demême qu'en 3.1.1.1 on se ram�ene �a l'intervalle [1; L℄ o�u L repr�esente quelqueslongueurs de Debye.On d�e�nit (rj)j2[1;Nx℄ Nx points de disr�etisation de l'intervalle [1;+1[.Pour aluler les densit�es et ourants on utilise une m�ethode d'int�egrationnum�erique lassique. Par exemple, pour la densit�e ionique :ni(rj) = 2� exp (��(rj))�Zv?0�0 v?0r�2 exp��v?022� ��1� erf� Vm1p2��+ erf� VMp2��� erf� Vm2p2��� dv?0�' 2� exp (�(rj)) NXk=1 vk0r�2 exp��vk022� ��1� erf�Vm1kp2�� + 2�erf�VMkp2��� erf�Vm2kp2�����vk0!



3.3. MOD�ELE STATIONNAIRE DE CHARGE D'UNE SPH�ERE 99o�u Vm1 = Max(qV di k(r0; v?0);qV gi k(r0; v?0))Vm2 =qV di k(r0; v?0)VM =qV gi k(r0; v?0)ave V di k = Maxk0>k(	i(rk); 0)V gi k = Maxk0<k(	i(rk); 0)Cela nous permettra alors de r�esoudre l'�equation de Poisson ave uneondition limite de Neumann par di��erenes �nies, de mani�ere analogue �a3.1.2.Connaissant le potentiel spatial �, on alule les densit�es et les ourantsinidents par int�egration num�erique. Les ourants nous permettent alors dealuler l'inr�ement de harge surfaique �s r�epartie sur la sph�ere par ladisr�etisation de l'�equation de ontinuit�e.Ainsi, nous obtenons � qui nous permet d'it�erer suessivement jusqu'�al'obtention de l'�equilibre o�u (3.31) et (3.32) sont v�eri��ees.
3.3.1.3 R�esultats num�eriquesNous donnons ii les r�esultats obtenus sur une sph�ere de rayon 10mplong�ee dans un plasma de densit�e 106m�3 et de temp�erature 10keV .
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Ces r�esultats sont obtenus apr�es onvergene de notre algorithme pseudo-stationnaire. Le potentiel d'�equilibre est d'environ �25000V . Nous retrou-vons quelque fois la temp�erature �eletronique et son inuene sur les densit�esde partiules. Des aluls num�eriques e�etu�es par Laframboise [18℄ donnentles expressions des ourants ollet�es par une sonde sph�erique �a un potentieln�egatif, dans le adre de gaine in�nie R << �d non ollisionnelle :



3.3. MOD�ELE STATIONNAIRE DE CHARGE D'UNE SPH�ERE 101
Je = �en0r kTe2�me exp�e�(x)kTe �Ji = en0r kTi2�mi �1� e�(x)kTi �Ces expressions sont elles utilis�ees par les aniennes versions du logiielNASCAP ( f [9℄ ). Pour le ourant �eletronique, la remarque pr�e�edentedans le adre de l'hypoth�ese o�u � est roissante nous donne la même ex-pression. Nous n'avons n�eanmoins pas pouss�e les aluls et approximationssuÆsamment loin pour retrouver l'expression du ourant d'ions. N�eanmoins,nous omparons sur la �gure suivante les ourants alul�es par Laframboisedans e as et nos approximations num�eriques ( JiN et JeN ).
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Nous donnons i-dessus les ourants alul�es par notre mod�ele divis�es pareux de Laframboise. Nous onstatons de bonnes approximations. De plus,en r�esolvant l'�equation Je + Ji = 0, nous retrouvons le potentiel d'�equilibre



102 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESobtenu : environ �25000V .3.4 Comparaison des mod�eles 1D3.4.1 Tableau r�eapitulatifOn donne ii la omparaison des di��erents mod�eles, elui de G.Akoun, lemod�ele de Vlasov-Poisson unidimensionnel ave r�eup�eration de neutralit�e,le as sph�erique. On indique les potentiels et les harges surfaiques adimen-sionn�ees obtenu dans haque as �a l'�equilibre, et pour di��erentes valeurs duparam�etre L=�d. L vaudra soit 1 dans le as du mod�ele de Gilles Akoun, soitD la largeur de la plaque pour le mod�ele 1D ave r�eup�eration de neutralit�e,soit R le rayon de la boule pour le mod�ele sph�erique. Dans tous les as, lesgrandeurs d'adimensionnement �the et � sont respetivement kTee et �0�theL , etl'on n�eglige l'e�et des r�e�emissions.Akoun 1D plan 1D sph�erique�d=L �0=�the �s=� �0=�the �s=� �0=�the �s=�5 -1.99 -0.54 -3.76 -5.11 -2.51 -3.7810 -1.99 -0.54 -3.76 -6.40 -2.51 -3.96100 -1.99 -0.54 -3.76 -8.30 -2.51 -4.44On onstate que les r�esultats d�ependent fortement du mod�ele onsid�er�en�eanmoins l'adimensionnement du mod�ele pr�esent�e en 2.2.2.1 est oh�erent.Une autre mod�elisation pour la dynamique des ions est int�eressante �a�etudier : 'est le mod�ele uide isotherme. C'est l'objet de la setion suivante.3.5 Mod�elisation uideDans le adre de la harge en milieu plasmique, on introduit ii un nou-veau mod�ele. Dans ette partie nous onsid�erons un mod�ele de type uidepour d�erire le mouvement des ions ; on supposera pour ela que le plasmad'ions est suÆsamment ollisionnel. Les �eletrons seront toujours suppos�es�a haque instant �a l'�equilibre. Nous onsid�ererons 2 g�eom�etries ramen�ees au



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 103adre unidimensionnel, la premi�ere orrespondant �a la harge d'une plaquein�nie, la seonde �a la harge d'une sph�ere. Pla�ons-nous tout d'abord dansun adre g�en�eral.3.5.1 Le syst�eme d'Euler-PoissonNous nous pla�ons dans l'ouvert O = IR3n
 o�u 
 est le ferm�e repr�esentantle satellite. Et on notera �
 la surfae d�elimitant 
.3.5.1.1 Mod�elisation des ionsLe mod�ele uide utilis�e pour d�erire l'�evolution des ions est le syst�emed'Euler isotherme. On onsid�ere pour ela que le plasma d'ions est assimilable�a un gaz parfait �a temp�erature onstante. Sa loi d'�etat est donn�ee par :pi = nikTio�u pi est la pression du gaz, ni sa densit�e volumique, Ti sa temp�erature im-pos�ee onstante et k la onstante de Boltzmann.Celui-i est obtenu �a partir de l'�equation de Vlasov 'ollisionnelle' :�fi�t (t; x; v)+v:rxfi(t; x; v)� emirx�(t; x):rvfi(t; x; v) = ��fi�t �oll (3.42)o�u x, v, mi, fi sont position, vitesse, masse et fontion de r�epartition desions, t est le temps et � le potentiel �eletrostatique.��fi�t �oll est l'op�erateur de ollisions qui onserve la masse et la quantit�ede mouvement des partiules, on a :Zv ��fi�t �oll = 0et Zv v��fi�t �oll = 0 (3.43)On pourra se r�ef�erer �a [5℄ pour plus de d�etail sur elui-i.On introduit :



104 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES� la densit�e volumique :ni(t; x) = Zv fi(t; x; v)dv� la quantit�e de mouvement :niui(t; x) = Zv vfi(t; x; v)dvo�u ui est la vitesse moyenne des ions.� le tenseur de pression :Pi(t; x) = mi Zv(v � ui)
 (v � ui)fi(t; x; v)dvPour lequel on fait l'hypoth�ese :Pi(t; x) = mipiId = minikTiOn alule les deux premiers moments de l'�equation de Vlasov ollision-nelle, ompte tenu des relations de onservations du terme de ollisions (3.43),on obtient le syst�eme d'Euler isotherme ave seond membre d�etaill�e dans[31℄ : �tni +rx:(niui) = 0�t(niui) +rx:(niui 
 ui) +rxnikTimi = � qminirx� (3.44)On voudra retrouver �a l'in�ni un �etat orrespondant �a un �etat maxwellien,sur �
, on voudra exprimer le fait que les ions sont absorb�es par la plaque.Nous verrons ult�erieurement omment imposer es onditions.3.5.1.2 Mod�elisation pour les �eletronsLes �eletrons sont suppos�es �a haque instant �a l'�equilibre. Leur fontionde distribution sera suppos�ee onnue. On hoisira une distribution de typeMaxwell-Boltzmann, orrespondant �a un plasma d'�eletrons ollisionnel en�equilibre : fe(x; v) = n0� kTe2�me� 32 exp� 12mev2 + e�(x)kTe �



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 105Cela nous permet de aluler leur densit�e spatiale ainsi que le ourantinident aux surfaes en fontion du potentiel �eletrostatique :ne(x) = Zv2IR3 fe(x; v)dv = n0 exp�e�(x)kTe �8x 2 �
; je(x) = �e Zv2IR3 ; v:>0 v:fe(x; v)dv = �en0r kTe2�me exp�e�(x)kTe �3.5.1.3 Evolution de la harge surfaique de la plaqueL'�evolution de la harge surfaique est donn�ee par l'�equation de onser-vation de la harge �s aumul�ee en surfae, on a :8x 2 �
 ; 8t > 0��s(t; x)�t = ji(t; x) + je(t; x)o�u je et ji sont les ourants inidents �a la surfae du satellite, d�e�nis par :8x 2 �
 ; 8t > 0;ji(t; x) = eniui(t; x)je(t; x) = �en0r kTe2�me exp�e�(t; x)kTe �3.5.1.4 Equation de PoissonLe potentiel �eletrostatique � v�eri�e l'�equation de Poisson :���(t; x) = e�0 �ni(t; x)� n0 exp� e�kTe��r�:
 = �s sur �
limkxk!+1�(t; x) = 0 (3.45)o�u ne(t; x) = n0 exp�e�(t; x)kTe �



106 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.5.1.5 Syst�eme d'Euler-Poisson / R�esultats th�eoriquesLe syst�eme global obtenu est elui d'Euler Isotherme-Poisson pour lesions ave un terme non lin�eaire dans l'�equation de Poisson, provenant de ladensit�e �eletronique.Rappel du syst�eme global On redonne ii l'ensemble des �equations for-mant le probl�eme �a r�esoudre :8x 2 
 ; 8t > 0; �tni +rx:(niui) = 0;�t(niui) +rx:(niui 
 ui) +rxnikTimi = � qminirx�;8x 2 �
 ; 8t > 0;��s(t; x)�t = eniui(t; x)� en0r kTe2�me exp�e�(t; x)kTe � ;8x 2 
 ; 8t > 0;���(t; x) = e�0 �ni(t; x)� n0 exp� e�kTe��;r�:
 = �s ; sur �
;limkxk!+1�(t; x) = 0:Il existe des r�esultats d'existene dans la litt�erature pour le probl�emed'Euler Isotherme-Poisson. F.Poupaud, M. Rasle et J.P. Vila ont d�emontr�edans [29℄ l'existene de solution faible globale, dans le ontexte des semi-onduteurs en une dimension d'espae, pour une seule esp�ee de partiuledans un fond neutralisant. La même m�ethode �a �et�e employ�ee par S. Cor-dier dans [8℄ pour d�emontr�e l'existene d'une solution au probl�eme d'EulerIsotherme-Poisson dans le as de d'ions et d'�eletrons, toujours en une di-mension d'espae.3.5.1.6 Adimensionnement du probl�emeOn onsid�ere un satellite ompos�e exlusivement de onduteur parfait.La harge du satellite est ontrôl�ee prinipalement par les partiules les plusrapides, soit par les �eletrons. Les potentiels de surfae seront de l'ordre degrandeur du potentiel thermique des �eletrons, soit :



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 107�the = me:(V the )2eo�u V the est la vitesse thermique des �eletrons, soit q kTme :Ces potentiel et vitesse seront hoisis omme grandeur d'adimensionne-ment.On introduit D la grandeur arat�eristique du probl�eme, T le tempsarat�eristique orrespondant ( T = D=V the ), � la harge surfaique a-rat�eristique ( � = en0V the T ) et J le ourant arat�eristique ( J = en0V the ).On hoisit n0, D, � et J pour adimensionner densit�e, position, harge surfa-ique et ourants respetivement.On introduit les variables et inonnues adimensionn�ees :~t = tT ; ~x = xD; ~ui = uiV the ; ~ni(~t; ~x) = ni(t; x)n0 ; ~ne(~t; ~x) = ne(t; x)n0 ;~�(~t; ~x) = �(t; x)�the ; et ~�s(~t; ~x) = �s(t; x)� : (3.46)Ainsi que les onstantes sans dimension :� = memi , et � = �dD :Le probl�eme se r�e�erit alors :�~t ~ni(~t; ~x)+r~x:( ~ni(~t; ~x) ~ui(~t; ~x)) = 0;�~t( ~ni(~t; ~x) ~ui(~t; ~x))+r~x:( ~ni(~t; ~x) ~ui(~t; ~x)
 ~ui(~t; ~x)) + �r~x ~ni(~t; ~x) =�� ~ni(~t; ~x)r~x ~�(~t; ~x);��~x ~�(~t; ~x) = 1�2 � ~ni(~t; ~x)� exp �~�(~t; ~x)��;limk~xk!+1~�(~t; ~x) = 0;r~x ~�(~t; ~x)= � 1�2 ~�s(~t; ~x);� ~�s(~t; ~x)�~t = 1p2� exp(~�(~t; ~x)) + ~ni(~t; ~x) ~ui(~t; ~x) ; 8~x 2 �
; 8~t � 0:
(3.47)



108 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.5.2 Rappel sur le syst�eme d'Euler isothermeNous nous pla�ons ii dans le adre monodimensionnel. En prenant lesnotations de [20℄, le syst�eme d'Euler isotherme s'�erit :��tW + ��xF (W ) = 0:Wv�eri�ant ertaines onditions initiales et limites (3.48)ave W := � niqi �ave qi = niui et F (W ) := 0B� qini �2 + � qini�2! : 1CAEn posant A la matrie jaobienne de F , on a :A(W ) = �F (W )�W = 24 0 1�2 � � qini�2 2 qini 35 :La matrie A est diagonalisable, pour toute valeurs de W et es valeurspropres sont r�eelles, le syst�eme est don stritement hyperbolique, les valeurspropres sont donn�ees par :�1(W ) = qini � � ; �2(W ) = qini + �:Leurs veteurs propres assoi�es sont :�1 = � 1qini � � � ; �2 = � 1qini + � � :3.5.2.1 Le probl�eme de Riemann.On s'int�eresse �a la r�esolution du probl�eme de Riemann suivant :��tW + ��xF (W ) = 0;W (0; x) = ���� Wg si x < 0;Wd si x > 0: (3.49)



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 109o�u Wd et Wg sont deux �etats distints.Nous allons onstruire une solution faible exate �a e probl�eme. Cela nouspermettra par la suite de valider les r�esultats num�eriques. Pour plus de d�etailsur la m�ethode employ�ee on se r�ef�erera �a [20℄. Pour all�eger les notations, onomettra par la suite les indies i.Tout d'abord, on remarquera que les hamps assoi�es aux deux valeurspropres sont vraiment non lin�eaires. C'est �a dire qu'ils v�eri�ent8k 2 1::2 ; 8W 2 IR�+ � IR ; rW�k(W ):�k(W ) 6= 0:En e�et, rW�k(W ):�k(W ) = ��n:On appellera solution faible autosimilaire au probl�eme de Riemann, unesolution W 2 L1(IR�+ � IR; IR�+ � IR) tel qu'il existe une fontion ~W 2L1(IR; IR�+ � IR) de la forme W (t; x) = ~W �xt �.On appellera onde de rar�efation (ou de d�etente) assoi�ee �a la valeurpropre �k ( k-rar�efation ) une solution de lasse C1 autosimilaire s�eparantles �etats Wg et Wd d�e�nit sur (t; x) 2 IR�+ � IR ; �k(Wg) < xt < �k(Wd).On appellera onde de ho assoi�ee �a la valeur propre �k ( k-ho ) unesolution s�eparant les �etats Wg et Wd par une disontinuit�e se propageant �ala vitesse s. Ce ho doit v�eri�er les onditions de Rankine-Hugoniot :F (Wg)� F (Wd) = s(Wg �Wd)Soit :qg � qd = s(ng � nd)qg2ng + �2ng � qd2nd � �2nd = s(qg � qd) (3.50)Ainsi que les onditions d'admissibilit�e entropique de Lax :� Si k = 1 ; s < �1(Wg) et �1(Wd) < s < �2(Wd)� Si k = 2 ; �1(Wg) < s < �2(Wg) et �2(Wd) < s (3.51)On a alors le th�eor�eme donnant l'existene et l'uniit�e d'une solution auprobl�eme de Riemann suivant :Pour deux �etats Wd et Wg suÆsamment prohes, le probl�eme de Rie-mann (3.49) �a une solution. Cette solution est autosimilaire et onstitu�ee



110 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESde 3 �etats onstants. Wg et Wm sont s�epar�es par un 1-ho entropique ouune 1-rar�efation, Wm et Wd sont s�epar�es par un 2-ho entropique ou une2-rar�efation. Cette solution est de plus unique dans ette lasse de solutions.Pour la formulation plus g�en�erale ainsi qu'une d�emonstration de e th�eor�emeon pourra se r�ef�erer �a [15℄.3.5.2.2 Constrution des ondes de hoOn s'int�eresse aux onditions n�eessaires pour que deux �etats Wg et Wdsoient reli�es par un k-ho.On notera �k = �1 si k = 1 et �k = 1 si k = 2. Les onditions de Rankine-Hugogniot (3.50) sont v�eri��ees ainsi que les onditions d'entropie (3.51) si etseulement si :qgng + �k� > qgng + �k�rndng = s = qdnd + �k�rngnd > qdnd + �k�:On a alors un 1-ho entropique siud < ug et ng < nd;et un 2-ho entropique si ud < ug et nd < ng:3.5.2.3 Constrution des ondes de rar�efationOn s'int�eresse aux onditions n�eessaires pour que 2 �etatsWg etWd soientreli�es par une k-onde de rar�efation.Il est d�emontr�e dans [20℄ que Wg et Wd sont s�epar�es par une onde derar�efation si Wd est sur la ourbe int�egrale du ki�eme hamp passant par Wgd�e�nit par : 8s > 0 ; dds ~W (s) = �k( ~W (s));~W (0) = Wg:De plus ette ourbe int�egrale a pour �equation :



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 1118s > 0;nd(s) = ng + �ks;qd(s) =qg(ng + �ks)ng + �k�(ng + �ks) log�ng + �ksng � :on r�e�erit ette expression :ud = ug + �k� log�ndng� :On a alors une 1-rar�efation siud � ug et nd � ng;et une 2-rar�efation si ud � ug et ng � nd:On remarquera que la quantit�e u � �k� log(n) est onstante le long deette ourbe int�egrale, on l'appelle le ki�eme invariant de Riemann.3.5.2.4 Constrution d'une solution au probl�eme de RiemannD'apr�es le th�eor�eme (3.5.2.1) nous devons trouver 3 �etats, Wg, Wm et Wdonstants, Wg et Wm sont s�epar�es par une 1-onde, Wm et Wd �etant s�epar�espar une 2-onde.Nous avons don 4 types de solutions :� Wg et Wm sont s�epar�es par un 1-ho. Wm et Wg sont s�epar�es par un2-ho. ( 1C-2C )On a :ud < um < ug ; ng < nm et nd < nm;nm = 14�2 ngnd(pnd +png)2  (ug � ud) +s(ug � ud)2 + 4�2 (pnd +png)2pngnd !2 ;um = pngug +pndudpng +pnd + 2�2 (ng � nd)pngnd �(ug � ud) +q(ug � ud)2 + 4�2 (pnd+png)2pngnd � :



112 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES� Wg et Wm sont s�epar�es par une 1-rar�efation. Wm et Wg sont s�epar�espar une 2-rar�efation. ( 1D-2D )On a : ug � um � ud ; nm � ng et nm � nd;nm = pndng exp ug � ud2� ;um = ug + ud2 � � log�rndng� :� Wg et Wm sont s�epar�es par une 1-rar�efation. Wm et Wg sont s�epar�espar un 2-ho. (1D-2C )On a : um � ug ; um > ud et nd < nm � ng;um = ug � � log�nmng � ;um = ud + �(1� ndnm )rnmnd :� Wg et Wm sont s�epar�es par un 1-ho. Wm et Wg sont s�epar�es par une2-rar�efation. ( 1C-2D )On a : um < ug ; ud � um et nd � nm > ng;um = ug � �(1� ngnm )rnmng ;um = ud + � log�nmnd � :Pour les deux derni�eres l'�etat interm�ediaire Wm ne peut être alul�e explii-tement, on utilisera un algorithme de Newton.Finalement,� Si ug � ud,- Si ng > nd , on a une 1-rar�efation suivie d'une 2-rar�efation ou une 1-rar�efation suivie d'un 2-ho.



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 113- Si ng < nd , on a une 1-rar�efation suivie d'une 2-rar�efation ou un 1-hosuivie d'une 2-rar�efation.- Si ng = nd, on a une 1-rar�efation suivie d'une 2-rar�efation.� Si ug > ud,- Si ng > nd , on a un 1-ho suivi d'un 2-ho ou une 1-rar�efation sui-vie d'un 2-ho.- Si ng < nd , on a un 1-ho suivi d'un 2-ho ou un 1-ho suivi d'une2-rar�efation.- Si ng = nd , on a un 1-ho suivi d'un 2-ho.Cas partiulier ud = ug = 0Dans e as on ne peut avoir une solution onstitu�ee de 2 d�etentes, aron devrait avoir dans e as nm = pngnd, ave nm > ng et nm > nd e quiest impossible ar 2pndng � nd + ng.Nous avons don 2 types de solutions :� Un 1-ho suivi d'une 2-rar�efation, si nd > ng,nm est solution de l'�equation :�1� ngnm�rnmng + log�nmnd � = 0:� Une 1-rar�efation suivie d'un 2-ho, si nd < ng,nm est solution de l'�equation :�1� ndnm�rnmnd + log�nmng � = 0:La solution est stationnaire si nd = ng.3.5.3 Approximation num�erique du syst�eme d'EulerIsothermeOn utilise une approximation de type volumes �nis pour aluler num�eriquementla solution du syst�eme d'Euler isotherme ; plus pr�eis�ement on utilisera unsh�ema de Roe. On reste toujours dans le adre monodimensionnel.



114 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESOn se plae sur un intervalle [l,L℄, disr�etis�e en Np+1 ellules de ontrôleCj d�e�nies par :Cj =℄l + �j � 12��x ; l + �j + 12��x[ ; 8j 2 f1:::Np � 1g;C0 =℄l; l + �x2 [;CNp =℄L� �x2 ; L[:ave �x = LNp .3.5.3.1 Approximation par volumes-�nisEn appelant xj� 12 et xj+ 12 les extr�emit�es de la ellule Cj, on peut �erirela relation de onservation pour ette ellule sous la forme :Z xj+12xj� 12 W (x; t+�t)� Z xj+12xj� 12 W (x; t) =� Z t+�tt F (W (xj+ 12 ; s))ds+ Z t+�tt F (W (xj� 12 ; s))ds:L'approximation par volumes �nis de ette relation repose sur les approxi-mations : W nj ' 1�x Z xj+ 12xj� 12 W (y; tn)dy;	nj+ 12 = 	(W nj ;W nj+1) ' 1�t Z tn+1tn F (W (xj+ 12 ; s))ds;o�u 	j+ 12 est le ux num�erique entre les ellules Cj et Cj+1.Le sh�ema volumes �nis onservatif s'�erit alors sous la forme :W n+1j �W nj�t + 	j+ 12 � 	j� 12�x = 0:Nous hoisissons ii, d'utiliser le ux de Roe :	j+ 12 = F (Wj+1) + F (Wj)2 � 12 j A( ~Wj+ 12 ) j (Wj+1 �Wj);



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 115o�u, A est la jaobienne de F :A(W ) = �F (W )�W = � 0 1�2 + u2 2u � :~Wj+ 12 est l'�etat moyen de vitesse moyenne d�e�nie par :~uj+ 12 = pnj+1uj+1 +pnjujpnj+1 +pnj :Le sh�ema se r�e�erit alors :W n+1j �W nj�t + A�( ~Wj+ 12 )(Wj+1 �Wj) + A+( ~Wj� 12 )(Wj �Wj�1)�x = 0:3.5.3.2 Sh�emas d'ordre �elev�eL'extension du sh�ema aux ordres sup�erieurs se fait en utilisant la m�ethodeMUSCL ( Monotoni Upwind Shemes for Conservation Laws ) en onservantla même fontion de ux num�erique 	(Wj;Wj+1) mais en modi�ant es ar-guments par les �etats interpol�es aux fronti�eres de deux ellules. On onsid�eremaintenant les ux : 	j+ 12 = 	(W�j+ 12 ;W+j+ 12 );o�u W�j+ 12 et W+j+ 12 sont obtenus �a l'aide d'un �-sh�ema, on se r�ef�erera �a [11℄pour plus de d�etails sur les ��sh�ema :W+j+ 12 = Wj+1 � 12[(1� �)(Wj+1 �Wj) + �(Wj �Wj�1)℄;W�j+ 12 = Wj + 12[(1� �)(Wj+1 �Wj) + �(Wj �Wj�1)℄:Ave � 2 [0; 1℄, le sh�ema est au moins d'ordre 2 en espae, et d'ordre 3si � = 13 .En ons�equene, nous voulons des int�egrations temporelles, d'ordre 2 ou 3,nous utilisons pour ela des sh�emas de types Runge-Kutta d'ordre k 2 [1::3℄ :W0 = W nWl = W0 ��t kXj=1 �j;lD(Wj�1)W n+1 = Wk



116 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESo�u D(Wj) repr�esente le ux total, 	i+ 12 �	i� 12 alul�e ave la valeur Wj.Les oeÆients (�j;l)j;l21::k sont :(�j;l)k=2 = � 12 00 1 � ; (�j;l)k=3 = 24 13 0 00 23 014 0 34 35Pour les sh�emas d'ordre �elev�e les �-sh�emas peuvent r�eer ou ampli-�er des osillations parasites. On utilisera des limiteurs de ux bas�es sur lamoyenne de Van Albada, pour orriger es osillations.3.5.3.3 Traitement des onditions limitesNous sommes amen�es �a traiter 2 sortes de onditions limites en L et r.La premi�ere en L permet d'imposer les �ehanges ave le milieu ext�erieur,la seonde, permet de d'imposer que la plaque absorbe les ions.� Conditions limites �a l'in�niPour traiter les �ehanges ave le milieu ext�erieur, on utilise une d�eompositiondu ux de type Steger-Warming :	(WNp;W1) = A+(WNp)WNp + A�(WNp)W1:� Conditions limites sur la plaquePour traiter le fait que la plaque absorbe les partiules, on impose qu'au-une information ne provient de la plaque, en �xant A+(W0) = 0. Le uxs'�erit : 	(W0;W1) = A�(W1)W1:3.5.3.4 R�esultats num�eriquesOn donne ii la omparaison entre les r�esultats obtenus par le sh�emanum�erique ( ordre 1 et 3 ) et la solution exate. Le as test est elui dutube �a ho, on prend un �etat �a gauhe donn�e par ng = 1 et ug = 0 et un�etat �a droite donn�e par nd = 0:1 et ud = 0 ( on travaille ii diretement engrandeurs adimensionn�ees ).
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Nous onstatons des r�esultats satisfesants.



118 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESLe mod�ele num�erique pour le syst�eme d'Euler isotherme �etant expliit�e,nous allons maintenant l'utiliser pour r�esoudre un mod�ele unidimensionneluide de prise de harge.3.5.4 Mod�ele unidimensionnelNous nous int�eressons �a la harge d'un onduteur plan in�ni dans lesdiretions (Oy) et (Oz), dans les onditions de harge et de mod�elisationuide d�erite pr�e�edemment. On n�egligera les densit�es de partiules r�e�emisespar la surfae.
������������

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

������������������������������������������������������

Y

XO

La sym�etrie du probl�eme nous permet de supposer que le potentiel ned�epend que de x et que les densit�es et ux de partiules ne d�ependent que dex et de vx. De plus, la sym�etrie par rapport au plan (Oyz) nous permet deonsid�erer que toutes les fontions de x sont paires et de raisonner uniquementpour les x > 0.3.5.4.1 Adimensionnement du probl�emeNous rappelons l'adimentionnement de la setion 3.5.1.6.



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 119�tni(t; x)+�x:(ni(t; x)ui(t; x)) = 0;�t(ni(t; x)ui(t; x)) + �x:(ni(t; x) �ui2(t; x) + 1�) =�ni(t; x)�x�(t; x);��x�(t; x) = (ni(t; x)� exp (�(t; x)) (t; x));limx!+1�(t; x) = 0;�x�(t; 0)= ��s(t);��s(t)�t = 1p2�� exp (�(t; x)) + ni(t; x)ui(t; x):
(3.52)

3.5.4.2 Approximation num�eriqueOn se plae sur un intervalle ℄0; L[, o�u L est pris suÆsamment grand pours'assurer avoir retrouver la neutralit�e du plasma, typiquement on prendraquelques longueurs de Debye. Cet intervalle est disr�etis�e en ellules ommeen 3.5.3 .On se plae sur un intervalle [l,L℄, disr�etis�e en Np+1 ellules de ontrôleCj d�e�nit par : ℄xj� 12 ; xj+ 12 [ ; 8j 2 1:::Np � 1;C0 =℄0; �x2 [;CNp =℄L� �x2 ; L[;ave �x = LNp , et xj+ 12 = (j + 12)�x:On introduit une disr�etisation en temps tn = n�t, on notera nnj et unj ,les approximations des densit�es et vitesses des ions dans les ellules Cj autemps tn. De plus, on notera �nj la valeur du potentiel �eletrostatique aupoint xj et au temps tn. En�n, on notera �ns la valeur de �s au temps tn.Les sh�emas utilis�es seront �erits diretement en grandeurs adimension-n�ees.L'approximation de la partie Euler se fait par un sh�ema de Roe d�erit en3.5.3.1, le terme soure provenant du potentiel est alul�e par une approxi-



120 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESmation du gradient de type di��erenes �nies. Le alul par volumes �nis estd�eompos�e en deux parties pour permettre d'impliiter e terme soure. Onpourra se r�ef�erer �a [31℄ pour plus de d�etails.On onsid�erera des onditions limites absorbantes �a la plaque pour lesions. Pour imposer la ondition limite �a l'in�ni on suppose que l'�etat estmaxwellien en L. La fontion de distribution des ions est don :fi(v) = n0 � mi2�kT � 12 exp�� 12miv2kT � :Nous imposons la densit�e n0 ( 1 apr�es adimensionnement ) et la vitesseorrespondante �a la vitesse moyenne des vitesses entrantes dans notre do-maine, soit r kT2�mi (r 12� apr�es adimensionnement ).En supposant toutes les grandeurs onnues au temps n, on ommene paraluler la harge surfaique au temps tn+1.� Sh�ema pour la harge surfaique .La harge surfaique est alul�ee par un sh�ema de type di��erenes �nies :�n+1s = �ns +�t�nn0un0 � 1p2�� exp (�n0 )� :On prendra �0s = 0 pour ondition initiale.� Sh�ema pour la densit�e ionique :nn+1j = nnj � �t�x ��	nj+ 12�1 � �	nj� 12�1�o�u �	nj� 12�1 repr�esente les premi�eres oordonn�ees du ux.On prendra 1 omme ondition initiale pour la densit�e ionique, orres-pondant apr�es adimensionnement �a la densit�e du plasma neutre.Les densit�es ioniques �etant onnues au temps tn+1 on peut alors alulerle potentiel �eletrostatique au temps tn+1.



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 121� Sh�ema pour le potentiel �eletrostatiqueLe potentiel est alul�e �a partir de la disr�etisation de l'�equation de Pois-son par di��erenes �nies entr�ees.On impose omme onditions limites �n+1(L) = 0 et �x�n+1(0) = �s.On a : �n+11 � �n+12 = �x�n+1s ;�n+1i+1 � 2�n+1i + �n+1i�1 = �x2 �exp ��n+1i �� nn+1i � ;�nNx = 0:Cette �equation non lin�eaire en �n+1 est r�esolue par un algorithme deNewton de mani�ere analogue �a 3.1.2.On peut maintenant aluler les ourants d'ions ave le terme soure im-pliit�e :� Sh�ema pour le ourant ionique :un+1j nn+1j = unjnnj � �t�x ��	nj+ 12�2 � �	nj� 12�2�� �t�xnn+1j ��n+1j+1 � �n+1j � ;o�u �	nj� 12�2 repr�esente les deuxi�emes oordonn�ees du ux.On it�ere suessivement jusqu'�a atteindre l'�equilibre.On notera qu'�a l'�equilibre on doit avoir :�x (niui) = 0:Cela donne ji = en0r kTi2�mi ;et je = ji:On obtient �0 = �kTeme log�rmime� :3.5.4.3 R�esultats num�eriquesOn donne ii les r�esultats avant onvergene obtenus pour une plaque deonduteur parfait plong�ee dans un plasma neutre de densit�e n0 = 1e10m�3et de temp�erature kTe = kTi = 10eV .
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Nous avons, respetivement, de bas en haut, et de gauhe �a droite, la den-sit�e spatiale, la vitesse moyenne, le potentiel spatial, l'�evolution temporelledu potentiel de la plaque, de sa harge surfaique, du ourant total re� u, desourants d'�eletrons et d'ions. Les r�esultats avant onvergene parraissent



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 123aeptables.Malheureusement les r�esultats pour un temps plus long montrent que l'onn'atteindra pas un �etat d'�equilibre :
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124 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESOn pense que les onditions limites �a la plaque emp�ehe ette onvergene�a l'�equilibre. Il parâ�t en e�et diÆile d'imposer des onditions limites subso-niques �a l'in�ni et des onditions absorbantes sur la plaque en une dimensiond'espae. En quelque sorte, nous retrouvons e qui a d�ej�a �et�e renontr�e pourle mod�ele unidimensionnel.Le as test suivant, dans lequel nous imposons �a l'in�ni une vitesse super-sonique ( 2kTimi ), onverge, e qui nous onforte dans ette id�ee. N�eanmoins,on s'�earte ainsi de la r�ealit�e physique.
6.5e+09

7e+09

7.5e+09

8e+09

8.5e+09

9e+09

9.5e+09

1e+10

0 5 10 15 20 25

Rho

’Rho’

-95000

-90000

-85000

-80000

-75000

-70000

-65000

-60000

0 5 10 15 20 25

Vit

’Vit’

-25

-20

-15

-10

-5

0

0 5 10 15 20 25

Phi

’Phi’

-25

-20

-15

-10

-5

0

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

Phi_0

’Sol_temp0’ u 1:2

-5e-10
-4.5e-10

-4e-10
-3.5e-10

-3e-10
-2.5e-10

-2e-10
-1.5e-10

-1e-10
-5e-11

0

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

Rho_surf

’Sol_temp0’ u 1:3

-0.0008

-0.0007

-0.0006

-0.0005

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0

0.0001

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

J_i+J_e

’Sol_temp1’ u 1:4

-0.0009

-0.0008

-0.0007

-0.0006

-0.0005

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

J_e

’Sol_temp1’ u 1:2

0

2e-05

4e-05

6e-05

8e-05

0.0001

0.00012

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

J_i

’Sol_temp1’ u 1:3



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 125Pour relaxer es onditions limites, on a hoisi de passer en dimensionsup�erieure par l'�etude d'un mod�ele sph�erique, e qui est l'objet de la setionsuivante.3.5.5 Mod�ele sph�eriqueNous nous int�eressons maintenant �a la harge d'une sph�ere de rayon R,toujours dans les mêmes onditions de mod�elisation. La sym�etrie du probl�emenous permet de supposer que le potentiel ne d�epend que de r, ainsi les densit�eset ux de partiules ne d�ependent que de r, et don les vitesses des ions serontradiales.3.5.5.1 Adimensionnement du probl�emeNous partons des �equations d'Euler isothermes tridimensionnelles, en ef-fetuant le hangement de variable en oordonn�ees sph�eriques, en imposantu� = u� = 0, et en multipliant par r2. On obtient :�tr2ni + �r:(r2niui) = 0;�t(r2niui) + �r(r2niu2i ) + r2kTimi �rni = �qnir2�r�; (3.53)o�u ni et ui repr�esentent la densit�e et la omposante radiale de la vitesse.Cei se r�e�erit sous la forme onservative :�tr2ni + �r:(r2niui) = 0;�t(r2niui) + �r(r2ni(u2i + kTimi ) = ni�2rkTimi � qmi r2�r�� :Le mod�ele s'adimensionne omme en 2.2.2.1 ( on prendra diretement lalongueur de Debye omme grandeur d'adimensionnement ). Les �equations ser�e�erivent alors, en notant n la grandeur r2ni et u, ui.



126 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES�tn(t; r)+�r:(n(t; r)u(t; r)) = 0;�t(n(t; r)u(t; r)) + �r:(n(t; r) �u2(t; r) + 1�) =n(t; r)�2r � �r�(t; r)�;� 1r2�r �r2�r�(t; r)� = (n(t; r)� exp (�(t; x)));limr!+1�(t; r) = 0;�r�(t; R)= ��s(t);�t�s(t) = 1p2�� exp (�(t; r)) + n(t; r)u(t; r):On onstate que l'on retrouve les �equations d'Euler isothermes unidimen-sionnelles 'lassiques' ave un terme soure suppl�ementaire de pression dû aupassage en oordonn�ees sph�eriques.3.5.5.2 Approximation num�eriqueDe mani�ere analogue �a 3.5.4.2, l'approximation se fait par disr�etisationde type Volumes-Finis des �equations d'Euler. Ii on impliitera toujours leterme soure d�ependant du potentiel mais pas elui d�ependant de la pression.Ce terme, provenant des ux, est pris au même instant que eux-i.On onsid�erera toujours des onditions limites absorbantes sur la sph�erepour les ions. Pour imposer la ondition a l'in�ni, on suppose que l'�etat estmaxwellien en L, soit que la fontion de distribution des ions est :fi(v) = n0 � mi2�kT � 12 exp�� 12miv2kT �Nous imposons la densit�e n0 ( 1 apr�es adimensionnement ) et la vitesseorrespondante �a la vitesse moyenne des vitesses entrantes dans notre do-maine, soit r kT2�mi ( r 12� apr�es adimensionnement )En supposant toutes les grandeurs onnues au temps n, on ommene paraluler la harge surfaique au temps tn+1.



3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 127� Sh�ema pour la harge surfaique.La harge surfaique est alul�ee par un sh�ema de type di��erenes �nies :�n+1s = �ns +�t�nn0un0 � 1p2�� exp (�n0 )� :On prendra �0s = 0 pour ondition initiale.� Sh�ema pour la densit�e n.Le sh�ema pour la harge surfaique s'�erit :nn+1j = nnj � �t�r ��	nj+ 12�1 � �	nj� 12�1� ;o�u �	nj� 12�1 repr�esente les premi�eres oordonn�ees du ux.On prendra 1 omme ondition initiale pour la densit�e ionique, orres-pondant apr�es adimensionnement �a la densit�e du plasma neutre.Les densit�es ioniques �etant onnues au temps tn+1 on peut alors alulerle potentiel �eletrostatique au temps tn+1.� Sh�ema pour le potentiel �eletrostatiqueOn impose omme onditions limites �n+1(L) = 0 et �x�n+1(0) = �sLe potentiel est alul�e �a partir de la disr�etisation de l'�equation de Pois-son par di��erenes �nies entr�ees�n+11 � �n+12 = �r�n+1s ;�n+1i+1 � 2�n+1i + �n+1i�1 + 2�rri ��n+1i � �n+1i�1 � = �x2 �exp ��n+1i �� nn+1i � ;�nNx = 0:Cette �equation non lin�eaire en �n est r�esolue par un algorithme de Newtonde mani�ere analogue qu'en 3.1.2.On peut alors aluler les ourants d'ions ave le terme soure impliit�e .� Sh�ema pour le ourant ionique.Le sh�ema s'�erit :un+1j nn+1j = unj nnj��t�r ��	nj+ 12�2 � �	nj� 12�2���t�rnn+1j ��n+1j+1 � �n+1j ���t 2rj nnjo�u �	nj� 12�2 repr�esente les deuxi�emes oordonn�ees du ux.



128 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLES3.5.5.3 R�esultats num�eriquesNous donnons ii les r�esultats obtenus sur une sph�ere de rayon 1m plong�eedans un plasma de densit�e 106m�3 et de temp�erature 200eV .
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La ourbe du potentiel �a l'�equilibre est aeptable, nous obtenons ommepotentiel d'�equilibre �448V , e qui repr�esente quelque fois la temp�erature�eletronique exprim�ee en eV .
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3.5. MOD�ELISATION FLUIDE 129Pour les densit�es �eletroniques on retrouve le fait que la plaque, harg�een�egativement, attire les ions et repousse les �eletrons.Nous donnons, de plus, les �evolutions temporelles du potentiel et desourants re�us ( Ji et �Je ) le tout, en grandeurs adimensionn�ees :
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On observe que le potentiel tend vers une valeur onstante et, sur la�gure suivante que le ourant total s'annule. Nous onstatons une bonneonvergene du mod�ele.
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130 CH. 3. MOD�ELISATIONS SIMPLIFI�EES UNIDIMENSIONNELLESCe mod�ele fournit des r�esultats aeptables, n�eanmoins, dans un adrenon ollisionnel, omme elui de la magn�etosph�ere, l'utilisation d'un mod�eleuide est diÆilement justi�able.3.5.6 ConlusionNous avons pr�esent�e dans ette setion quelques mod�eles de plasmas r�egispar des syst�emes de Vlasov-Poisson stationnaires en on�guration monodi-mensionnelle et sph�erique. On rappelle que le but de l'�etude est l'analyseet la simulation du m�eanisme de harge d'un satellite pla�e dans un envi-ronnement plasmique peu dense haud et ompl�etement ionis�e. Les mod�eles�etudi�es ii, bas�es sur le syst�eme de Vlasov-Poisson, permettent de rendreompte qualitativement des ph�enom�enes de harge dans le milieu onsid�er�e.En e�et, on observe bien le omportement des potentiels et ourants surl'obstale ainsi que la ondition de neutralit�e �a l'in�ni.(i.e. suÆsamment loinde la surfae du satellite). N�eanmoins, on a dû modi�er le mod�ele de Vlasov-Poisson stationnaire pour �xer ette ondition. Nous sommes onvainus quee d�efaut provient essentiellement du arat�ere monodimensionnel du mod�ele( i.e. surfae suppos�ee in�nie dans 2 diretions ), ei se retrouve par ailleurspour le mod�ele uide. Le mod�ele uide sera abandonn�e par la suite. Bien queles mod�eles V lasov � Poisson nous fournissent les ordres de grandeurs despotentiels de surfae de notre satellite, nous devrons par la suite passer endimensions sup�erieures pour prendre en ompte des g�eom�etries plus r�ealistes.



Chapitre 4
Mesures Exp�erimentales
4.1 ObjetifsL'utilisation de la propulsion �eletrique sur les satellites n�eessite demâ�triser les interations du plasma g�en�er�e par e type de propulseur aveles di��erentes fontions du satellite. Une des perturbations est l'inuene dujet sur l'�evolution et la r�epartition spatiale des potentiels �eletrostatiques �ala surfae du satellite.La pr�esene du plasma propulseur, onstitu�e de partiules harg�ees, envenant modi�er l'environnement �eletrique du satellite, n�eessite la mise aupoint d'un outil de simulation adapt�e apable de pr�edire la modi�ation despotentiels lors du fontionnement du propulseur. Dans le but de valider emod�ele num�erique, l'objetif de es mesures est de arat�eriser le plasma issudu propulseur par la d�etermination des densit�es de ourant ionique et den-sit�es �eletroniques, de la temp�erature du plasma et de son potentiel.Des mesures exp�erimentales ont d�ej�a �et�e e�etu�ees par le pass�ee, onpourra iter par exemple [23℄. Dans et artile nous trouvons des donn�eesmesur�ees �a une distane �xe pour un SPT � 100. Ii, nous tenterons d'ob-tenir une artographie plus ompl�ete dans le �ur du jet en prenant despoints de mesures sur un domaine bi-dimensionnel disr�etis�e mais ave unSPT � 50. 131



132 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALES4.2 Moyens exp�erimentauxPour r�ealiser les mesures on utilise les moyens exp�erimentaux dont dis-pose le laboratoire PMI de l'�eole Polytehnique :{ Un propulseur de type SPT-50.{ Une bouteille de Xenon, n�eessaire �a l'alimentation du propulseur, une d�erivationqui permet d'alimenter la athode et l'anode.{ Deux r�egulateurs de pression Sha�er permettant d'imposer et de ontrôlerles d�ebits de gaz injet�e.{ Un aisson �a vide, de longueur 2m et de diam�etre 80m.{ Un syst�eme de pompage permettant de desendre dans la gamme des 10�8mbar.{ Un bras manipulateur de type MECA-2000, permettant 20 m de d�eplaement,sur l'axe horizontal, 32mm dans un arr�e vertial, et 360 degr�es de rotation.( Celui-i est poss�ede une interfae GPIB permettant de le ommander parordinateur ).{ Une rampe de sonde fabriqu�ee sur plae, ompos�ee de 7 sondes planes ( arrede 5mm de ote ) s�epar�ees de 2 m situ�es �a l'avant et 7 sondes arri�eres.{ Trois amp�erem�etre-voltem�etre de type Helwlett-Pakard 34401A omman-dable par interfae GPIB.{ Un osillosope de type Helwlett-Pakard 54602B ommandable par inter-fae GPIB.{ Un multiplexeur 7 voies ommandable par interfae GPIB.{ Un bô�tier de ommutation.{ Deux alimentations stabilis�ees, de type ETAT SK-600-0,5.{ Une alimentation stabilis�ee de type ETAT SK-500-5.{ Un ordinateur de type Power-Mahintosh 8200/120 Power-PC.{ Le logiiel Labview.



4.2. MOYENS EXP�ERIMENTAUX 1334.2.1 Sh�ema �eletrique

4.2.2 Arhivage des donn�eesDans le but de respeter les demandes pour la r�ealisation des mesures,( variation des di��erents param�etres : d�ebit de athode, tension d'alimen-tation du moteur, position de sondes et inlinaison, soit 60000 �hiers), ona pro�ed�e de mani�ere eÆae pour stoker les donn�ees orrespondant auxarat�eristiques de sondes. Nous avons r�ealis�e des drivers sous Labview per-mettant de onstruire une arboresene et d'inlure des en-têtes aux �hiersde mani�ere �a les retrouver failement. La pro�edure utilis�ee est d�etaill�ee en4.6. Dans la pratique, la dur�ee onsar�ee aux mesures n'a pas permis de fairevarier tous les param�etres omme il �etait pr�evu initialement. Nous n'avonsdon pas pu exploiter es possibilit�es dans leur int�egralit�e.



134 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALES4.2.3 Automatisation des instrumentsPour r�ealiser la prise de mesures de mani�ere automatis�ee, on utilise le logi-iel LabView install�e sur un Power Mahintosh (8200/120). Par le biais d'in-terfae GPIB, elui-i ontrôle les d�eplaements du bras, la tension d'alimen-tation de la rampe de sondes et le multiplexeur. Pour r�eup�erer les mesures,il ontrôle de plus les multim�etres et permet de onstruire la pro�edure d'ar-hivage. Pour plus de d�etails onernant le d�eveloppement des drivers LAB-VIEW, on pourra se r�ef�erer �a l'annexe 4.7. De mani�ere analogue �a l'arhivagedes donn�ees, nous avons ommen�e �a d�evelopper les drivers pour respeterles demandes ; n�eanmoins apr�es avoir onstat�e que la pro�edure pour avoirune arat�eristique de sonde n�eessitait d'une �a inq minutes, nous avonsabandonn�e l'id�ee d'en avoir 60000. Les variations sur les param�etres d�ebit deX�enon �a la athode, tension de d�eharge, ainsi que les multiples rotations dela rampe de sonde, ont �et�e supprim�ees.4.3 Th�eorie suinte des sondes de LangmuirPour a�eder au potentiel plasma Vp (potentiel �eletrostatique au pointdu plasma auquel la sonde se trouve), temp�erature kTe et densit�e �eletroniquene ainsi que le ourant ionique, on analyse la arat�eristique Volt-Amp�ere desondes de Langmuir planes pla�ees dans le jet.Nous donnons un sh�ema simpli��e de sonde :
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4.3. TH�EORIE SUCCINCTE DES SONDES DE LANGMUIR 135Nous donnons sur la �gure suivante une arat�eristique de sonde obte-nue dans le jet du propulseur. (Cf. Frame 001, nous faisons varier la ten-sion V pour traer l'intensit�e en fontion de elle-i.) Nous onstatons quela ourbe est onstitu�ee d'une partie lin�eaire de saturation ionique suivied'une partie exponentielle donnant le ourant �eletronique sous la forme :I(V ) = Ie0(V ) exp( e(V�Vp)kTe ) ( ave Ie0 = eneSq kTe2�me , S �etant la surfae de lasonde ), puis d'une branhe de saturation �eletronique peu pronon�ee.
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136 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALESOn d�etermine{ le potentiel plasma, Vp. On utilise deux m�ethodes di��erentes : la premi�erem�ethode onsiste �a trouver le point d'inexion de la ourbe ( atteinten un point voisin du potentiel plasma ave une pr�eision de l'ordrede kTee ). On trae la d�eriv�ee premi�ere de la ourbe et on prend lemaximum. ( Cf. Frame 002. ) La deuxi�eme m�ethode onsiste �a traerla arat�eristique en �ehelle logarithmique, ( f Frame 003 ) puis oninterpole lin�eairement la partie exponentielle et la partie de saturation�eletronique. Le potentiel plasma est prohe de l'intersetion entre esdeux droites. Pour hoisir le potentiel plasma, on hoisit elui qui per-met la meilleure pr�eision en fontion de la forme de la ourbe ( plus oumoins bruit�ee ). N�eanmoins on onstate que les deux m�ethodes donnentdes r�esultats tr�es prohes( 1 �a 2 V d'�eart ).{ kTe, la temp�erature �eletronique. On trae la arat�eristique en �ehellelogarithmique, ( f Frame 003 ) puis on interpole lin�eairement la droiter�esultant de la partie exponentielle de la ourbe, on r�eup�ere ainsi lapente : ekTe .{ ne, la densit�e �eletronique. On releve la valeur du ourant au potentielplasma : eneSp( kTe2�me ).{ I0, la densit�e de ourant ionique ollet�e par la sonde. On interpolela branhe de saturation ionique de la arat�eristique et on prend lavaleur au potentiel plasma ( f Frame 004 ).4.4 R�esultatsLe d�emarrage de la manipulation a ommen�e r�eellement apr�es 2 semainesde d�eveloppement et orretion des drivers, de mise en plae et de r�esolutionde probl�emes tehniques. L'assistane de Yann Dantal et de Mihel Tanguym'a �et�e d'un grand seours. Pour des raisons de s�eurit�e, il �etait impossiblede maintenir le vide pendant la nuit. Chaque matin, il �etait n�eessaire der�ealiser le vide �a l'int�erieur du aisson ( 3-4 h ). Le d�emarrage du propulseurne pouvait ommener qu'en d�ebut d'apr�es-midi. Les r�esultats de la manipu-lation sont entah�es de beauoup d'ennui onernant le bon fontionnementdu propulseur. Celui-i est �equip�e d'une athode froide, qui malheureuse-



4.4. R�ESULTATS 137ment n'�etait pas en bon �etat. Les param�etres de elle-i ont dû être adapt�esbien souvent par Mihel Tanguy en s'�eartant du r�egime nominal sp�ei��e.Le d�ebit d'injetion de X�enon sur elle-i a dû être augment�e pour la forer�a produire suÆsamment d'�eletrons. Le fontionnement du propulseur �etaitde e fait bien apriieux, il hangeait de r�egime relativement souvent. Leplasma g�en�er�e a don pu fortement être modi��e. Conernant l'inuene del'augmentation de d�ebit sur la pr�esene d'ions lents dans le plasma, ela n'estpas gênant, ar le rôle des sondes arri�eres est pr�eis�ement de les supprimer.Par ontre, on risque d'augmenter ainsi le taux de neutres dans le plasma(neutres non ionis�es par la athode). Ceux-i sont bien sur transparents vusdes sondes.L'�evolution dans le temps de la s�erie de positions est indiqu�ee par le ta-bleau suivant :Z / � 0Æ 90Æ 180Æ 270Æ953 26=04Essai MC27=04 7S:AV7S:AR853 26=04 Essai MC753 27=04 7 S:AV553 28=04 7 S:AV2 S:AR05=05 7 S:AR 10=05 7 S:AV7 S:AR 05=05 7 S:AV7 S:AR 10=05 7 S:AV7 S:AR353 28=04 4S:AV02=05 7 S:AV7 S:AR 10=05 7 S:AV7 S:AR 05/05 7 S:AV7 S:AR 10=05 7 S:AV7 S:AR303 02=05 7 S:AV7 S:AR 04=05 7 S: AV7 S: AR253 02=05 7 S: AV7 S: AR 04=05 7 S: AV7 S: AR203 03=05 7 S: AV7 S: AR 04=05 7 S: AV7 S: AR153 03=05 7 S: AV7 S: AR 04=05 7 S: AV7 S: AR{ Z indique la position de la rampe par rapport �a la sortie du propulseur( f 4.2.1 ).{ � indique l'angle de rotation de la rampe par rapport �a l'axe Z ( f4.2.1 ).{ Dans haque ase on trouve



138 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALES{ La date.{ Les mesures r�ealis�ees.{ Essai MC indique les premiers essais ave la masse des sondes reli�eeau aisson.{ S. AV ou S. AR indique que la mesure est r�ealis�ee sur les sondesavants ou arri�eres pr�e�ed�es par le nombre de sondes e�etu�ees.4.4.1 D�epouillementPour r�ealiser le d�epouillement, on utilise le logiiel 'glove'. Des �ltres pro-gramm�es en C permettent de r�eer le �hier exploitable diretement par gloveen tra�ant la arat�eristique, elle-i en log ainsi que sa d�eriv�ee. Le logiielglove permet ensuite de r�ealiser les r�egressions lin�eaires, intersetions, re-herhes de maximum failement. Une fois e traitement r�ealis�e, les donn�eessont stok�ees diretement sous Exel. Le tableau ainsi onstruit est indiqu�ei-apr�es en annexe 4.8. On y a ajout�e en orrespondane les donn�ees du pro-pulseur relev�ees �a la main.On donne quelques �gures donnant les ourbes en fontion des sondes.On ompare aussi les r�esultats, sondes avants, sondes arri�eres. Les r�esultatssont donn�es sans traitement ni interpolation, diretement depuis Exel. Lesdonn�ees orrespondent �a la rampe de sondes situ�ees �a 130m de la sortiedu propulseur ( axe Z sur le sh�ema 4.2.1 ). Sur l'axe des absisses estrepr�esent�e la position horizontale de la sonde ( axe X sur le sh�ema 4.2.1 ).Les sondes avants sont repr�esent�ees en traits pleins et les sondes arri�eres entraits pointill�es.
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Fig. 4.1 { Temp�erature (eV)

Fig. 4.2 { Potentiel plasma ( V )La temp�erature �eletronique et le potentiel plasma sont tr�es hahut�es.Comme on le retrouvera plus tard, ela provient de la athode d�efetueuse.On onstate que les r�esultats pour les sondes avants et arri�eres sont relative-ment prohes.
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Fig. 4.3 { Courant �eletronique

Fig. 4.4 { Courant ionique
On onstate sur les ourants �eletronique et ionique que le ourant re�upar les sondes arri�eres est tr�es faible devant elui des sondes avants, elaprovient essentiellement du fait que les sondes arri�eres sont �erant�ees par lessondes avants.
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Fig. 4.5 { Densit�e �eletroniqueCette même onstatation peut être faite pour la densit�e �eletronique.Pour eux-i ela parâ�t plus �etonnant, du fait de leur faible poids ; on peutsupposer qu'ils se mettent instantan�ement �a l'�equilibre selon une distributionde Maxwell-Boltzmann, soit isotrope. N�eanmoins le plasma ayant une tr�esfaible longueur de Debye, la neutralit�e s'impose d'elle-même dans elui-i. Surles sondes arri�eres, du fait que les ions sont �erant�es par les sondes avants,le manque d'ions se retrouve sur un manque d'�eletrons. Malheureusementette exp�eriene ne permet pas de on�rmer l'isotropie des d'�eletrons.On donne aussi, ii les variations suivants l'axe Z des ourants mesur�essur une sonde avant :

Fig. 4.6 { Courant ionique
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Fig. 4.7 { Courant �eletroniqueOn retrouve sur es �gures la d�eroissane du ourant en fontion de lasortie du propulseur.Finalement, 261 arat�eristiques ont �et�e mesur�ees et d�epouill�ees. Lesr�esultats sont diÆilement interpr�etables ompte tenu du faible nombre depoints obtenus. De plus la rampe de sonde est inlin�ee de 10Æ. Il est donn�eessaire de orriger le ourant ionique et d'interpoler les r�esultats.4.4.2 Interpolation des r�esultatsCompte tenu du faible nombre de points obtenus, il est n�eessaire d'utili-ser un outil d'interpolation pour obtenir une artographie suÆsamment four-nie. Pour ela on utilise le logiiel TePlot. Compte tenu de l'inlinaison dela rampe de sonde (10 Æ par rapport au plan perpendiulaire �a l'axe) oninterpole une premi�ere fois sur une grille art�esienne ontenant les donn�ees.
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4.4. R�ESULTATS 143Pour d�eterminer la position de l'axe du propulseur on r�ealise alors desoupes �a Z onstant, et l'on trae l'�evolution du ourant ionique en X et desdensit�es �eletroniques ( f �gure i-apr�es ).
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On trouve alors le entre du jet en X = �55m. En raison de e d�ealage,la majorit�e des points de mesure est situ�ee du même ôt�e du jet. Pourr�eup�erer l'autre partie, on onserve les points situ�es pour les X > �55m, onles translate pour les reentrer et on sym�etrise les donn�ees. Pour deux plansde mesure, des donn�ees ont �et�e prises en Y dans l'intention de pro�eder dela même fa�on ; n�eanmoins, le signal r�eup�er�e est trop faible pour en d�eduirele entre de sym�etrie, es plans ont �et�e pris trop loin. On suppose don quele jet est entr�e en Y = 0. Le r�eglage �a �et�e e�etu�e en observant par unhublot du aisson. Ave le propulseur en fontionnement, il �etait faile deonstater son bon alignement ave l'axe du bras manipulateur. Malgr�e ela,nous n'avons pu obtenir une meilleure pr�eision.Conernant le ourant d'ions, on a pu onstater que le ourant r�eolt�esur les faes arri�eres �etait toujours n�egligeable devant elui r�eolt�e par lesfaes avants. On ne fera don pas de soustration pour supprimer le ourantprovenant des ions lents.De plus, pour le ourant ionique, on e�etue une orretion venant du faitque la rampe de sonde est inlin�ee de 10Æ et que les ions sont diretifs. Poure faire, on onsid�ere que le jet est onique (le ône est suppos�e entr�e sur la



144 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALESsortie du propulseur) et que le ourant d'ions j est radial. Le ourant ioniquejn ollet�e par la sonde est la projetion de elui-i selon la normale �a la sonde.On a don : j = jn pZ2 +X2Zos(10Æ) +Xsin(10Æ) :Les oupes suivant des erles de rayons variables sont donn�ees sur la�gure suivante :
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On onstate que le jet est presque onique. Le ône est d'angle environ7Æ et va en r�etr�eissant. N�eanmoins, l'hypoth�ese a �et�e sugg�er�ee par le alulpermettant de orriger le ourant ionique. Le ourant tra�e est le ourantradial. Cette hypoth�ese peut être rapidement ar�edit�ee par la d�eroissanedu signal en 1r2 impos�e par la onservation du ourant total. En e�et, ensupposant le ourant radial, de vitesse radiale et que le ourant ne d�ependque de r, la onservation du ourant donn�e :r:(nivi) = 0En int�egrant sur une sph�ere de rayon r on a :�r(43�r2nivi) = 0



4.4. R�ESULTATS 145Don nivi = Cstr2On donne ii le tra�e du ourant d'ions en fontion de r pour di��erentsangles d'ouverture, que l'on ompare ave une ourbe en 1r2 .
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Par la suite, toujours grâe �a e logiiel, on interpole sur une grille beau-oup plus �ne. Ci-apr�es, on indique les vues 3D r�esultant de ette manipu-lation, pour la temp�erature �eletronique, le potentiel plasma, ainsi que ladensit�e �eletronique, le tout uniquement sur les sondes avants.
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On onstate que temp�erature �eletronique et potentiel plasma sont tr�eshahut�es : ela proviendrai du manque de stabilit�e du propulseur provoqu�epar la athode. La temp�erature varie entre 0:5eV et 1:5eV . Le potentielplasma entre 18V et 25V .Nous donnons, de même les ourants ionique et �eletronique
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4.4. R�ESULTATS 147Puis, la densit�e �eletronique :
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On onstate que les donn�ees de ourant ionique et de densit�e �eletroniquesont beauoup plus �ables. Pour le ourant ionique, on retrouve une allured�ej�a renontr�ee dans la litt�erature [23℄, mais ette forme est renontr�ee beau-oup trop loin. Par ontre, les interpolations sont onstruites �a partir depoints tr�es prohes du entre, ( en X les points ne d�epassent pas 13 m) : onne peut onstater suÆsamment sur les vues 3D l'aspet onique du jet dufait du manque de points loin de l'axe en Z.Une autre grandeur tr�es int�eressante pour le hoix du mod�ele est la lon-gueur de Debye. Cette grandeur arat�erise la distane �a laquelle jouentles interations �eletrostatiques. Nous indiquons ii, une vue 3D ainsi quedes oupes �a di��erentes distanes du propulseur, et l'�evolution en Z pourdi��erents angles.
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Nous pouvons onstater que même relativement loin du propulseur lalongueur de Debye reste tr�es faible. Dans le hoix du mod�ele, ela pourranous permettre d'imposer la neutralit�e du plasma.4.5 ConlusionCette manipulation a onduit �a des r�esultats relativement satisfaisants.Nous n'avons pu obtenir le nombre de mesures demand�ees, peu r�ealiste �etantdonn�e le temps imparti et les probl�emes tehniques renontr�es. Les r�esultatsobtenus sont n�eanmoins suÆsamment fournis pour permettre des interpo-lations onvenables. Les r�esultats n�eessitant une grande stabilit�e du pro-pulseur sont relativement diÆiles �a interpr�eter. On obtient une temp�erature�eletronique osillante autour de 1eV ave une amplitude relativement grande( 1eV ). Cette valeur est prohe des donn�ees trouv�ees dans la litt�erature maismanque de pr�eision. Pour le potentiel plasma, on retrouve es mêmes onsta-tations. Pour le ourant ionique, les r�esultats sont beauoup plus stables.Nous retrouvons quasiment la onservation du ourant, mais ne pouvantobtenir suÆsamment de pr�eision, il nous est impossible de quanti�er lespertes pouvant provenir des ollisions, le jet n'�etant pas onique ou l'in-uene du syst�eme de pompage ayant de l'inuene. Pour le ourant et ladensit�e �eletronique, les r�esultats sont aussi assez orrets.



4.6. ANNEXE 1 : ARCHIVAGE DES R�ESULTATS 1494.6 Annexe 1 : Arhivage des r�esultatsLorsque l'on r�ealise des mesures en tr�es grand nombre, il faut absolumentse poser la question de la mani�ere d'arhiver es donn�ees pour pouvoir lesr�eup�erer dans leur ensemble failement. Cei pour deux raisons prinipales :{ Il doit être possible de retrouver failement un �hier de mesure, enonnaissant ses arat�eristiques prinipales. Cela permettra de mettreen plae des programmes ( on les appelle souvent de 'moulinettes' ) a-pables de synth�etiser un ensemble de �hiers de mesure. Par exemple,un programme doit pouvoir r�eup�erer des �hiers de mesures repr�esen-tant des veteurs, tous de même taille, pris �a des positions di��erentes,pour onstituer une matrie dont les olonnes seront es mêmes ve-teurs. Un autre exemple, sur le même th�eme des veteurs de donn�ees,est un programme pouvant lire es veteurs, aluler leurs valeurs moyen-nes, et rer�eer un veteur de valeurs moyennes aux di��erentes positionsde mesures. Il est sûr que, s'il n'existe pas une mani�ere simple de re-trouver es �hiers en fontions de arat�eristiques �el�ementaires, on nepourra pas e�etuer de telles op�erations.La deuxi�eme question �a se poser est le format de �hier �a employer. Il estint�eressant d'organiser es �hiers de mani�eres �a e que les donn�ees soientompr�ehensibles au premier oup d'�il, enore une fois pour deux raisonssimples :{ Un utilisateur ne onnaissant pas le format de �hier doit pouvoir ra-pidement omprendre les donn�ees qui y sont enferm�ees.{ Il doit exister des mani�eres simples d'extraire les donn�ees pour qued'autres programmes puissent les interpr�eter.Cela passe par deux �etapes. D'une part la r�eation d'une strat�egie desauvegarde, 'est-�a-dire une arboresene de �hier logique en fontion desrit�eres reherh�es. Deuxi�emement, un doument doit expliquer la m�ethodeemploy�ee pour qu'elle puisse rapidement être omprise par tout le monde.Nous allons dans la suite de e hapitre expliquer es m�ethodes.4.6.1 Format des �hiers de mesureBeauoup de �hiers ne ontiennent que des donn�ees, mais je pense quee n'est pas suÆsant. Il est int�eressant d'inlure dans le �hier la mani�ere delire es donn�ees. L'exp�eriene montre que ela n'alourdit nullement l'�eriture



150 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALESdu �hier tout en le rendant nettement plus lisible.Pour ela, nous utilisons plusieurs m�ethodes :{ Syst�ematiquement, nous utilisons le format texte qui permet �a un uti-lisateur non-initi�e d'ouvrir n'importe lequel de es �hiers pour avoirune id�ee de e qu'il ontient. On peut objeter que, pour ertainesrepr�esentations de donn�ees, omme de grosses matries, la repr�esentationtexte des nombres peut devenir lourde. On peut tout de même utiliserla repr�esentation binaire de donn�ees num�eriques, �a ondition qu'uneligne de ommentaires vienne expliquer qu'�a sa suite on hange derepr�esentation des donn�ees en passant d'un format texte �a un formatbinaire.{ Nous utilisons des lignes de ommentaires qui ne ontiennent pas dedonn�ees mais seulement des expliations simples de e que ontientla ligne ou les lignes suivant le ommentaire. Nous utilisons la mêmenotation que le langage C en mettant nos ommentaires sous la forme :/*(ommentaires)*/{ Un �hier peut ontenir des informations suppl�ementaires aux donn�eesprinipales. Par exemple, un �hier de mesures exp�erimentales peutontenir des onditions exp�erimentales de la mesure qu'il est int�eressantde fournir en même temps que la mesure. Un autre exemple est, lorsde la repr�esentation d'un veteur, de fournir en en-tête la taille de eveteur a�n de failiter la leture du �hier de mesure.{ Le d�ebut de haun des �hiers ontient syst�ematiquement un ode de4 arat�eres suivi d'un saut de ligne. Cela peut permettre �a un pro-gramme en lisant e ode de reonnâ�tre le type de �hier qu'il est entrain de parourir et d'appliquer une tatique de leture de donn�eessp�ei�ques.Dans la suite de ette setion, nous allons d�etailler sp�ei�quement le for-mat de �hier que nous avons employ�e.4.6.1.1 Entête de �hierTous les �hiers de mesure ommenent par le ode 'ALCA' (notez enmajusule) suivi d'un saut de ligne. La leture des quatre premi�eres lettrespeut permettre de onnâ�tre le type de donn�ees que nous avons sauvegard�eet la mani�ere de le faire.



4.6. ANNEXE 1 : ARCHIVAGE DES R�ESULTATS 1514.6.1.2 Donn�ees suppl�ementairesLes �hiers sauvegard�es ontiennent des informations suppl�ementairesaux donn�ees prinipales que nous d�erivons ii. Chaune de es donn�ees estpr�e�ed�ee par un ommentaire qui tient la plae d'une ligne et d'une seule.On ne doit pas trouver de saut de ligne sur e ommentaire. Par ontre leommentaire peut ontenir e qu'il veut. Il doit pourtant être suÆsammentexpliite.{ La position de mesure :Cette donn�ee indique la position suivant l'axe z (axe du propulseur)et x diretion orthogonale �a l'axe du propulseur de la mesure. Elle estexprim�ee en m par deux nombres s�epar�es par un unique blan. Puisun saut de ligne suit es deux donn�ees. Les nombres sont des r�eels, ilfaut don essayer de lire des r�eels.Nous donnons l'exemple suivant :0.75 54{ Le d�ebit de gaz :Cette donn�ee indique le d�ebit de gaz anode employ�e dans le propulseurpendant son fontionnement. C'est un nombre r�eel suivi d'un saut deligne. Il faut don essayer de lire un r�eel. Ce d�ebit est exprim�e en mg=s.Nous donnons l'exemple suivant :1.1{ La tension de d�eharge :Cette donn�ee repr�esente la tension de d�eharge du propulseur 'est-�a-dire la tension qui r�egne entre sa athode et son anode. C'est un nombrer�eel même si on le repr�esente toujours en nombre entier. Ce nombre estsuivi par un saut de ligne. Nous vous onseillons don d'essayer de lireun nombre r�eel. Cette tension est exprim�ee en V olt.Nous donnons l'exemple suivant :200{ La date :Il s'agit de la date de l'exp�eriene. Il s'agit de trois nombres entierss�epar�es par un blan et suivis par un saut de ligne. Il faut don lire desentiers. Le premier nombre repr�esente un jour, le seond un mois et letroisi�eme une ann�ee.Nous donnons l'exemple suivant :02 05 2000{ La temp�erature :Cette donn�ee repr�esente la temp�erature d'un point de mesure du pro-pulseur. Elle est exprim�ee en Ko. Il s'agit d'un nombre r�eel suivi par



152 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALESun saut de ligne.Nous donnons l'exemple suivant :360{ L'angle par rapport un plan vertial :Il s'agit de l'angle que fait la sonde par rapport �a un plan vertial. Ilest exprim�e en radian. C'est un nombre r�eel.Nous donnons l'exemple suivant :3.14{ Le nombre de donn�ees :Il s'agit du nombre de lignes de donn�ees de la mesure. Les mesurese�etu�ees sont des arat�eristiques de sondes que l'on arat�erise parun veteur double dont haque �el�ement est onstitu�e de deux nombresr�eels s�epar�es par un blan et suivis d'un saut de ligne. Le nombre delignes indique don la taille de e veteur. Il s'agit d'un nombre entiers�epar�e par un blan et suivi par un saut de ligne.Nous donnons l'exemple suivant :100{ Les donn�ees :Les donn�ees sont un veteur dont haque �el�ement est onstitu�e de deuxnombres r�eels s�epar�es par un blan et suivis par un saut de ligne. Le pre-mier nombre est exprim�e en V olt et le seond est exprim�e en Amperes.Nous donnons l'exemple suivant :0.000000e+00 6.416115e-013.000000e-04 3.198083e+004.500000e-04 6.375064e+006.000000e-04 1.078834e+017.500000e-04 1.640398e+019.000000e-04 2.317909e+011.050000e-03 3.106243e+011.200000e-03 3.999503e+011.350000e-03 4.991096e+014.6.2 Arboresene des mesuresNous allons maintenant d�erire la mani�ere dont sont pla�e les �hiers demesure et don la mani�ere de les retrouver ou de les ranger. Cette positionde sauvegarde d�epend en fait des arat�eristiques de la mesure qui sont aunombre de 7 :{ Le d�ebit de gaz.{ La tension de d�eharge.{ L'inlinaison de la rampe de sondes.



4.6. ANNEXE 1 : ARCHIVAGE DES R�ESULTATS 153{ La position suivant z.{ La position suivant y.{ La position suivant x.{ S'agit t'il d'une mesure sur la fae avant ou sur la fae arri�ere.C'est exatement dans et ordre qu'est organis�ee l'arboresene de sau-vegarde. On part tout d'abord d'un r�epertoire p�ere dont le nom n'a pasd'importane.4.6.2.1 Nom des r�epertoires de d�ebitDans e r�epertoire p�ere, on trouve les r�epertoires qui vont indiquer led�ebit de gaz auquel on e�etue es mesures.{ Le nom du r�epertoire ommene par 'Debit' suivi d'un blan soulign�e.{ Il suit un nombre r�eel imm�ediatement suivi de la hâ�ne de arat�ere'mg s'. Vous vous en doutez e nombre indique le d�ebit de gaz.Nous donnons ii un nom de r�epertoire type : Debit 0:7mg s4.6.2.2 Nom des r�epertoires de tension de d�ehargeDans es r�epertoires, on en trouve d'autres qui eux vont indiquer la ten-sion de d�eharge �a laquelle on e�etue es mesures.{ Un entier qui indique la tension de d�eharge{ Il suit la hâ�ne de arat�ere 'V olt'.Nous donnons ii un nom de r�epertoire type : 150V olt4.6.2.3 Nom des r�epertoires d'inlinaison de la rampeDans es r�epertoires, on en trouve d'autres qui eux vont indiquer l'angled'inlinaison de la rampe de sondes. Le nom de es r�epertoires a la syntaxe :{ La hâ�ne de arat�eres 'Inlin' suivi d'un blan soulign�e.{ Il suit un nombre entier qui indique l'angle d'inlinaison de la rampe{ Puis la hâ�ne de arat�ere 'deg'.Nous donnons ii un nom de r�epertoire type : Inlin 0deg.Dans es r�epertoires, on trouve en�n les �hiers de mesures dont le nomrespete la syntaxe suivante :4.6.2.4 Nom des �hiers de mesures{ Le nom du �hier ommene par 'X'.{ Il suit un nombre entier.{ Il est imm�ediatement suivi par 'Y '.{ Il suit un nombre entier.



154 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALES{ Il vient ensuite 'Z'.{ Il suit un nombre entier{ On trouve alors soit la hâ�ne de arat�ere 'F ' (Front) soit la hâ�ne dearat�ere 'R' (Rear).Nous donnons ii un nom de �hier type : X1Y 1Z10R4.6.3 Chemin d'a�esDans la pratique, la dur�ee onsar�ee aux mesures n'a pas permis de fairevarier tous les param�etres (d�ebit, tension, inlinaison) omme pr�evue initia-lement. Ceux-i sont rest�es �x�es �a 1 mg=s pour le d�ebit athode, 200 V oltpour la tension et 10 deg pour l'inlinaison.Le hemin d'a�es �a un �hier qui r�esulte de et arhivage, est sous laforme :./Debit 0.7mg s/200Volt/Inlin -10deg/X1Y1Z10R



4.7. ANNEXE 2 : AUTOMATISATION DES INSTRUMENTS 1554.7 Annexe 2 : Automatisation des instru-mentsDi��erentes interfaes logiielles ont �et�e d�evelopp�ees sur e logiiel pourautomatiser les s�equenes de mesures �a e�etuer. Chaune re�oit des donn�eesen entr�ee et renvoie leurs r�esultats apr�es avoir e�etu�e une s�erie d'op�erations.4.7.1 ManipulationDeux interfaes ont �et�e d�evelopp�ees pour ommander la manipulation.La premi�ere permet de ommander les d�eplaements du bras de mani�ereautomatis�ee par des s�eries de d�eplaements et rotations d'intervalle onstant,la seonde permet d'imposer manuellement les d�eplaements du bras.1. Manip :Donn�ees :{ Chemin p�ere de sauvegarde.{ Donn�ees de param�etrage de d�eplaement du bras.{ Donn�ees de la rampe de sondes.{ Donn�ee de param�etrage du propulseur.{ Indiateur test de d�eplaement du bras ou manip ompl�ete.Desription :Cette interfae appelle 'Init Bras', alule une suite de d�eplaement dubras et appelle 'Tableau Bras'. Et pour haun d'entres eux appelle'Sonde'. Les d�eplaements sont e�etu�es de la mani�ere suivante :{ On reale le bras sur l'origine.{ On se d�eplae suivant z ( on d�emarre d'un z d'origine et on avanepar pas onstant ).{ Pour haque z on hoisit un angle par rapport �a l'axe, 0Æ ou 180Æ{ Pour haun de es angles on se d�eplae suivant x pour d�erire l'es-pae inter sondes.Pour haune des axes de d�eplaement, un indiateur permet de hoisirsi le d�eplaement se fait par les moteurs du bras ou manuellement (danse as le programme demande le d�eplaement �a e�etuer). De plus, on



156 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALESalule la position de la rampe de sonde grâe �a des o�sets :Xrampe = Xoffset +XbrasYrampe = Yoffset + YbrasZrampe = Zoffset � Zbras2. Manip Manuelle :Donn�ees :{ Chemin p�ere de sauvegarde.{ Donn�ees de param�etrage de d�eplaement du bras.{ Donn�ees de la rampe de sondes.{ Donn�ee de param�etrage du propulseur.{ Indiateur test de d�eplaement du bras ou manip ompl�ete.Desription :Cette interfae appelle 'Init Bras', puis boule sur une suite de de-mandes de d�eplaement du bras �a e�etuer et appelle 'Tableau Bras'.Et pour haun d'entres eux appelle 'Sonde'. Les d�eplaements sonte�etu�es de la mani�ere suivante :{ On reale le bras sur l'origine.{ On se d�eplae suivant z ( on d�emarre d'un z d'origine et on avanepar pas onstant ).{ Pour haque z on hoisit un angle par rapport �a l'axe, 0Æ ou 180Æ{ Pour haun de es angles on se d�eplae suivant x pour d�erire l'es-pae inter sondes.Pour haun des axes de d�eplaement, un indiateur permet de hoisirsi le d�eplaement se fait par les moteurs du bras ou manuellement (danse as le programme demande le d�eplaement �a e�etuer).4.7.2 Bras manipulateurOn d�erit ii, les drivers permettant de ommander le bras manipulateurCes modules ont �et�e d�evelopp�es initialement par Lionel Menetrier et, pourertains, modi��es par nos soins.



4.7. ANNEXE 2 : AUTOMATISATION DES INSTRUMENTS 1571. Init Bras :Entr�ee :{ Donn�ees de d�eplaement du bras.Desription :En fontion des indiateurs bool�eens de d�eplaement manuel ou non,reale le bras �a l'origine. Appelle Liaison RS485-RS232.2. Tableau Bras :Entr�ee (utilis�ees) :{ Veteur des positions X,Y,Z et r d'arriv�ee (en mm, et degr�e).{ Veteur des positions X,Y,Z et r de d�epart ( en pas de moteur ).{ Indiateur bool�een d axe de d�eplaement �a e�etuer ou non.Sortie :{ Veteur des positions X,Y,Z et r d'arriv�ee ( en pas de moteur ).{ Indiateur bool�een d axe de d�eplaement e�etuer orretement ounon.Desription :Connaissant sa position atuelle, d�eplae le bras selon les axes souhait�esjusqu'�a la position d�esir�ee. Appelle Liaison RS485-RS232.3. Liaison RS485-RS232 :Entr�ee :{ Code �a envoyer au moteur du bras.Desription :Envoie un ode permettant d'ationner ou de param�etrer un moteurdu bras, et attend le ode de r�eponse du bras envoy�e apr�es haque



158 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALESd�eplaement. Les odes sont d�erits dans le rapport de stage de Lio-nel Menetrier. Ce programme a provoqu�e des bloages des interfaesGPIB, visiblement des ompliations ont �et�e rendues n�eessaire pourinterepter les messages du bras qui ne sont pas de taille onstante.4.7.3 SondesOn d�erit ii, les drivers permettant de relever les mesures de sondes.1. Sonde :Entr�ee :{ Chemin d'a�es parent de sauvegarde.{ Donn�ees arat�eristiques de la rampe de sonde.{ Donn�ees de param�etrage du propulseur.{ Donn�ee de r�ealisation de arat�eristique de sonde.{ Position de la rampe de sonde.Desription :Parours les 14 sondes de la rampe, en appelant 'multiplexeur' et endemandant d'ationner le swither sondes avant sondes arri�ere. Il al-ule la position de la sonde et appelle 'arat�eristique'. Permet en outrede visualiser le parours des sondes.2. Carat�eristiqueEntr�ee :{ Chemin d'a�es parent de sauvegarde.{ Position et inlinaison de la sonde.{ Donn�ees de r�ealisation de arat�eristique de sonde.{ Donn�ees propulseur.Desription :R�ealise la arat�eristique en appelant 'Rampe tension' et sauvegarde ler�esultat.



4.7. ANNEXE 2 : AUTOMATISATION DES INSTRUMENTS 1593. Rampe TensionEntr�ee :{ Donn�ees de r�ealisation de arat�eristique de sonde.Sortie :{ Tableau des mesures de la arat�eristique.Desription :Commande les alimentations et le syst�eme des mesures pour r�ealiserla arat�eristique Tension-Intensit�e. Permet en outre de visualiser laarat�eristique en ours de onstrution.
4.7.4 SauvegardeOn d�erit ii les modules permettant de pr�eparer et d'e�etuer les sauve-gardes.1. Aess dir :Entr�ee :{ nom du r�epertoire parent{ donn�ees de position des sondes{ donn�ees de param�etrage du propulseurDesription :En fontion des donn�ees on r�ee et onat�ene une s�erie de hâ�nes dearat�eres pour former et r�eer le r�epertoire de sauvegarde suivant lapro�edure d�erite pr�e�edemment.



160 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALES2. Aess path :Entr�ee :{ nom du r�epertoire parent{ donn�ees de position des sondes{ donn�ees de param�etrage du propulseurSortie :{ hemin d'a�es du �hier de sauvegardeDesription :En fontion des donn�ees on r�ee et onat�ene une s�erie de hâ�nes dearat�eres pour former le hemin de sauvegarde suivant la pro�edured�erite pr�e�edemment.3. Châ�ne :Entr�ee :{ donn�ees de position des sondes{ donn�ees de param�etrage du propulseur{ tableau de mesures d'une arat�eristiqueSortie :{ hâ�ne de arat�ere orrespondant au ontenu du �hier �a sauverDesription :En fontion des donn�ees on r�ee et onat�ene une s�erie de hâ�nes dearat�eres pour former le ontenu du �hier de sauvegarde suivant lapro�edure d�erite pr�e�edemment.



4.7. ANNEXE 2 : AUTOMATISATION DES INSTRUMENTS 1614. Save string :Entr�ee :{ hemin d'a�es du �hier de sauvegarde{ hâ�ne de arat�ere orrespondant au �hier �a sauverSortie :{ Indiateur d'erreurDesription :Erit sur le disque le �hier de sauvegarde.



162 CH. 4. MESURES EXP�ERIMENTALES



4.8. ANNEXE 3 : DONN�EES D�EPOUILL�EES 1634.8 Annexe 3 : donn�ees d�epouill�eesDans le tableau suivant, on trouve sur la page de gauhe toutes les infor-mations relatives �a la prise de mesures sur les sondes et leur d�epouillement (Nom du �hier ontenant les donn�ees de la arat�eristique, date et heure deprise de mesure, sonde avant ou arri�ere, position selon Z,X et Y , temp�erature�eletronique ( en eV ), potentiel plasma ( en V ), ourant �eletronique et io-nique ( en A=m2 ) et densit�e �eletronique ( en m�3 ). En orrespondane surla page de droite on a les donn�ees d'alimentation du propulseur.
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Chapitre 5Mod�elisation 2D axisym�etriquedu milieu magn�etosph�erique.Nous nous int�eressons ii �a une mod�elisation bidimensionnelle de la prisede harge �eletrostatique en milieu magn�etosph�erique. Des travaux dans edomaine ont d�ej�a �et�e e�etu�es. On pourra iter, par exemple les d�eveloppementsde l'�equipe am�eriaine de I.Katz [17℄ qui ont onstruit depuis 20 ans un lo-giiel de harge �eletrostatique : NASCAP.Nous pouvons aussi iter les d�eveloppements du Laboratoire de Mosou,le RIAME, qui ont onstruit le logiiel ESCAPE [27℄ pour lequel nous avonsapport�e une attention toute partiuli�ere �a leur m�ethode 'baktrajetories'.Pour les travaux fran�ais, nous itons la th�ese de Damien Clementz [7℄qui a onstruit un ode tridimensionnel utilisant la m�ethode des �equationsint�egrales pour inverser l'�equation de Poisson.5.1 Simpli�ation des �equations5.1.1 Rappel des �equationsNous rappelons ii les �equations de Vlasov pr�esent�ees en setion 2.2.2munis de leurs onditions limites :8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0;�f��t (t; x; v) + v:rxf�(t; x; v)� �� erx�(t; x)m� :rvf�(t; x; v) = 0; (5.1)177



178 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.
limkxk!+1 f�(t; x; v) = g�(v):o�u g� est la maxwellienne donn�ee par (2.1).En n�egligeant les e�ets des r�e�emissions, la ondition limite sur les surfaesdu satellite est donn�ee par :

8x 2 �
; 8v 2 IR3; v:
 > 0;f�(t; x; v) = 0:Pour le ouplage par les �equations de Maxwell nous nous reportons �a lasetion 2.1.3. En onsid�erant que le satellite n'est reouvert que par, au plus,une ouhe de di�eletrique, nous obtenons :
��0�� = � dans 
;��t ��k ���n diel � �0���n� + �k ���n diel � Jext:n = 0 sur �d�v;Z��v ��t ���0���n�� Jext:nd + Z��d ��t ���k ���n diel�� �k ���n dield = 0;� = � sur �
0;�! 0 �a l'in�ni :Nous allons voir qu'apr�es adimensionnement des �equations, une des sim-pli�ations majeures de la mod�elisation en orbite g�eostationnaire onsiste �an�egliger la harge d'espae.



5.1. SIMPLIFICATION DES �EQUATIONS 1795.1.2 Adimensionnement des �equationsNous pro�edons de mani�ere analogue qu'en setion 2.2.2, ave quelquesmodi�ations dues �a la pr�esene des di�eletriques. Leur �epaisseur, permitti-vit�e et ondutivit�e arat�eristique sont respetivement : d; �0 et �.On introduit ainsi les variables et inonnues adimensionn�ees :
~t = tT ; ~x = xD; ~v = vV the ; ~f�(~t; ~x; ~v) = f�(t; x; v)f0 ; ~g�(~v) = g�(v)f0 ;~n�(~t; ~x) = n�(t; x)n0 ; ~�(~t; ~x) = e�(t; x)kTe ;~dk = dkd ; ~�k = �k�0 ; ~�k = �k� : (5.2)
On introduit les onstantes sans dimension :� = memi ; � = �dD ; � = Dd et � = �T�0 :O�u : �d =r�0KTen0e2 ; T = �2 DV the et V the =rkTeme :
De plus, les termes ���n diel orrespondent au hamp �eletrique r�egnant �al'int�erieur des di�eletriques d'�epaisseur �ne arat�eristique d. Compte tenudes hypoth�eses sur elui-i, on a : ���n = ���dk .



180 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.
Les �equations deviennent alors :
1�2 � ~fi(~t; ~x; ~v)�~t + ~v:r~x ~fi(~t; ~x; ~v)� �r~x~�(~t; ~x):r~vfi(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;limk~xk!+1 ~fi(~t; ~x; ~v) = ~gi(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;~fi(~t; ~x; ~v) = 0; 8~x 2 � ~
; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0; 8~t � 0;1�2 � ~fe(~t; ~x; ~v)�~t + ~v:r~x ~fe(~t; ~x; ~v) +r~x~�(~t; ~x):r~vfe(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;limk~xk!+1 ~fe(~t; ~x; ~v) = ~ge(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;~fe(~t; ~x; ~v) = 0; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0;��~x ~�(~t; ~x) = 1�2 � ~ni(~t; ~x)� ~ne(~t; ~x)� ; 8~x 2 ~O; 8~t � 0;��~t  � ~�k ~� � ~�~dk � � ~��n!+ �� ~�k ~� � ~�~dk � ~Jext:n = 08~x 2 ~�d�v; 8~t � 0;Z~��v ��~t  �� ~��n!� ~Jext:nd + Z~��d ��~t  ��~�k ~� � ~�~dk !� �� ~�k ~� � ~�~dk d = 0;~�(~t; ~x) = ~�(~t)8~x 2 � ~
0; 8~t � 0;~�(~t; ~x)! 0; 8~x; k~xk ! +1; 8~t � 0:

(5.3)



5.1. SIMPLIFICATION DES �EQUATIONS 1815.1.3 Passage �a la limite formelEn orbite g�eostationnaire le param�etre � est relativement grand ( environ80 ) si l'on se r�ef�ere au tableau de la setion 2.1.2 ). Pour simpli�er les�equations nous passons don formellement �a la limite lorsque �2 ! +1.Nous obtenons alors :~v:r~x ~fi(~t; ~x; ~v)� �r~x ~�(~t; ~x):r~vfi(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;limk~xk!+1 ~fi(~t; ~x; ~v) = ~gi(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;~fi(~t; ~x; ~v) = 0; 8~x 2 � ~
; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0; 8~t � 0;~v:r~x ~fe(~t; ~x; ~v) +r~x~�(~t; ~x):r~vfe(~t; ~x; ~v) = 0 ; 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;limk~xk!+1 ~fe(~t; ~x; ~v) = ~ge(~v) ; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;~fe(~t; ~x; ~v) = 0; 8~v 2 IR3; ~v:~
 > 0;��~x ~�(~t; ~x) = 0; 8~x 2 ~O; 8~t � 0;��~t  � ~�k ~� � ~�~dk � � ~��n!+ �� ~�k ~� � ~�~dk � ~Jext:n = 08~x 2 ~�d�v; 8~t � 0;Z~��v ��~t  �� ~��n!� ~Jext:nd + Z~��d ��~t  ��~�k ~� � ~�~dk !� �� ~�k ~� � ~�~dk d = 0;~�(~t; ~x) = ~�(~t)8~x 2 � ~
0; 8~t � 0;~�(~t; ~x)! 0; 8~x; k~xk ! +1; 8~t � 0: (5.4)Ces �equations traduisent en partiulier le fait que la harge d'espae puisseêtre n�eglig�ee. Pour le potentiel �eletrostatique, nous devrons don r�esoudrel'�equation de Laplae, les onditions limites pour le potentiel restant in-hang�ees. D'autre part, le temps arat�eristique de harge du satellite estsuÆsamment grand devant les temps arat�eristiques des partiules. Pourle mouvement des partiules, nous devrons don r�esoudre les �equations deVlasov mais en r�egime stationnaire.



182 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.5.2 Approximation num�erique5.2.1 Equation de LaplaePour r�esoudre ette �equation, plusieurs travaux ont d�ej�a �et�e faits. Nouspouvons iter par exemple le laboratoire Riame de Mosou [27℄, ou les travauxde th�ese de Damien Clementz [7℄ e�etu�e pour Matra. Pour es travauxl'approhe utilis�ee est elle des �equations int�egrales. Cette m�ethode est bienadapt�ee �a l'�equation de Laplae. Dans notre as de �gure, nous devons pr�evoirla prise en ompte du propulseur pour lequel nous ne pouvons n�egliger lesph�enom�enes de harge d'espae. Nous allons don raisonner par �el�ements �nisvolumiques. Pour e faire nous introduisons don la formulation variationnellen�eessit�ee par ette m�ethode.5.2.1.1 Formulation variationnelle.Pour plus de lart�e, nous supprimons �a pr�esent la notation ~� , maisnous onserverons �a l'esprit que toutes les grandeurs physiques sont adi-mensionn�ees.Nous nous pla�ons dans C = f� 2 H1(O); �(x)(1+kxk2) 12 2 L2(O); � =Cste = � sur �g.Munie de la norme :kukC = ZO u(x)2dx+ ZO(ru(x))2dx:La formulation variationnelle de l'�equation de Laplae pr�esent�ee pr�e�edemments'�erit :��t  ZOr�(x; t):r	(x)dx + Z�d�v � �kdk (�(x; t)� �(t))(	(x)� 	)d! =� Z��v Jext:n	d � Z�d�v Jext:n	(x)d � Z�d�v �� �kdk (�(x; t)� �)(	(x)� 	)d:D'apr�es les r�esultats d�emontr�es dans [24℄ la forme bilin�eaire ontenue dansla d�eriv�ee en temps est ontinue et oerive.



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 183Cette formulation variationnelle nous servira pour disr�etiser le probl�emenum�eriquement par une m�ethode de Galerkin. Nous nous pla�ons en 2D-axisym�etrique et introduisons un maillage triangulaire. Se pose alors le probl�emede la ondition �a l'in�ni. Le potentiel doit tendre vers 0 au moins aussi viteque 1=r. Normalement, dans le plasma, le potentiel doit tendre vers 0 surdes distanes de l'ordre de la longueur de Debye. Comme elle-i est tr�esgrande devant les dimensions du satellite, nous ne pouvons mailler jusqu'�al'atteindre. Nous allons don introduire une surfae �tive not�ee �s beau-oup plus prohe du satellite. Celle-i nous servira �a traduire ette ondition�a l'in�ni. Plutôt que d'utiliser du ouplage �el�ements �nis-�equations int�egrales,nous utilisons pour e faire des �el�ements in�nis.Nous introduisons don un ouvert not�eO d�elimit�e par les surfaes repr�esentantnotre satellite et une sph�ere de rayon R d�e�nissant �s, et l'ouvert repr�esentantle volume ext�erieur �a ette sph�ere not�e O.5.2.1.2 Passage en axisym�etriqueNous onsid�erons ii le as de g�eom�etries axisym�etriques, nous devonsdon r�e�erire les �equations pr�e�edentes dans e adre. Les oordonn�ees se-ront not�ees (r; �; z).La repr�esentation du volume O, en 2D�axisym�etrique, est une surfaed�elimit�ee par la ourbe repr�esentant la surfae du satellite, l'axe de sym�etrieet le demi-erle repr�esentant la sph�ere.Toutes les d�enominations d'�el�ements de g�eom�etrie seront onserv�ees.Nous donnons diretement la formulation variationnelle en oordonn�eesaxisym�etriques.��t �Z ZO rrr;z�(r; z; t):rr;z	(r; z)drdz+Z�d�v �r �kdk (�(r; z; t)� �(t))(	(r; z)�	)d! =� Z��v rJext:n	d � Z�d�v rJext:n	(r; z)d� Z�d�v ��r�kdk (�(r; z; t)� �)(	(r; z)�	)d:



184 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.Nous introduisons la forme bilin�eaire sym�etrique :
AylFV (�(r; z);	(r; z)) =�Z ZO rrr;z�(r; z):rr;z	(r; z)drdz+Z�d�v �r �kdk (�(r; z) � �(r; z))(	(r; z)� 	(r; z))d! :

En nous nous pla�ant dans l'espae dans Cyl = f� 2 H1(O); �(x)(1+r2+z2) 12 2L2(O); � = Cste = � sur �g, munie de la norme :
kukCyl = ZO ru(r; z)2drdz + ZO r(rr;zu(r; z))2drdz:

Cette formulation reste sym�etrique et oerive.Nous maillerons la surfae 
 par des triangles. Pour r�eer le support des�el�ements in�nis, nous utilisons les segments fronti�eres de la sph�ere que nousprolongerons radialement jusqu'�a l'in�ni. Nous donnons ii un exemple demaillage :



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 185

5.2.1.3 El�ements �nisBien que le alul des trajetoires des partiules, pr�esent�es ult�erieurement,n�eessite une r�egularit�e du hamp �eletrique W 1;1. Nous utilisons, pour rai-son de simpliit�e, des �el�ements �nis standard d'ordre 1 pour aluler le po-tentiel. Le hamp �eletrique dont le potentiel d�erive sera don d'ordre 0 etnous devrons le r�egulariser apr�es oup.Pour haque n�ud du maillage �h, les fontions de base sont don desfontions valant 1 au n�ud onsid�er�e, 0 sur tous les n�uds voisins et sontdes polynômes d'ordre 1 sur les triangles. Pour haque triangle, la valeur dela fontion de base assoi�ee �a un n�ud en un point dans e triangle est donn�epar la valeur de la oordonn�ee baryentrique assoi�ee �a e n�ud de e point.Celle-i est alors donn�ee par les polynômes de Legendre :



186 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.
�T1 = ������ (z2 � z3)(r � r3)� (r2 � r3)(z � z3)(z2 � z3)(r1 � r3)� (r2 � r3)(z1 � z3) ; 8(r; z) 2 T;0; 8(r; z) 62 T;�T2 = ������ (z3 � z1)(r � r1)� (r3 � r1)(z � z1)(z2 � z1)(r3 � r1)� (r3 � r1)(z2 � z1) ; 8(r; z) 2 T;0; 8(r; z) 62 T;�T3 = ������ (z1 � z2)(r � r2)� (r1 � r2)(z � z2)(z1 � z2)(r3 � r2)� (r1 � r2)(z3 � z2) ; 8(r; z) 2 T;0; 8(r; z) 62 T:

O�u nous utilisons la num�erotation loale des n�uds du triangle de o-ordonn�ees (ri; zi). Nous introduisons de plus un op�erateur NumT qui, a unnum�ero loal du triangle T , lui assoie le num�ero global orrespondant dansle maillage.Pour un n�ud i du maillage de 
, qui n'est pas sur la sph�ere ext�erieure�s, ni sur une surfae du satellite en onduteur, l'expression de la fontionde base �i est alors donn�ee par :
�i(r; z) = XT2�h;i2T �TNum�1T (i)(r;z):



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 187Pour imposer que le potentiel reste onstant sur les surfaes en onduteurparfait, nous introduisons une nouvelle fontion de base :�(r; z) = Xi2��v[�d�v XT2�h;i2T �Num�1T (i)(r; z):L'expression de l'approximation de la solution par �el�ements �nis dans ledomaine 
 est alors donn�ee par :�h(r; z; t) = Xi2
n�sn��vn�d�v �i(t)�i(r; z)+Xi2�d�v(�i(t)� �(t))�i(r; z) + �(t)�(r; z; t)=Xj2�h �j XT2�h;j2T �Num�1T (i)(r; z):Pour plus de d�etails sur la m�ethode des �el�ements �nis, on pourra se r�ef�erer�a [6℄.Cei n'est pas enore l'expression de l'approximation globale. Il nous resteenore �a introduire les fontions de bases assoi�ees aux �el�ements in�nis.5.2.1.4 El�ements in�nisPour r�ealiser le ouplage ave la ondition limite �a l'in�ni, nous avonsintroduit la g�eom�etrie des �el�ements in�nis. Pour onstruire les fontions debase, nous rappelons que nous voulons une fontion qui d�eroisse au plus en1=rs ou rs est la distane au entre de la sph�ere. Des travaux sur les �el�ementsin�nis ont d�ej�a �et�e e�etu�e pour r�esoudre l'�equation de Laplae �a l'ext�erieurd'une sph�ere, nous iterons par exemple [14℄. Notre approhe onsiste �a uti-liser les fontions de bases lin�eiques assoi�es aux segments de notre sph�ereque nous multiplions par Rr .Nous introduisons l'ensemble des �el�ements in�nis � infh , ils seront exprim�esette fois-i en oordonn�ees sph�eriques (rs = pr2 + z2; �; �) :Un �el�ement in�ni Tinf port�e par les noeuds loaux 1 et 2 est d�e�nit par :r > R;� = 0;�1 � � � �2:



188 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.

Les fontions de base assoi�ees aux noeuds loaux, 1 et 2 valent respeti-vement dans et �el�ement :�Tinf1 (rs; �) = Rrs � �2 � ��2 � �1� 8rs � R; 8�1 � � � �2;�Tinf2 (rs; �) = Rrs � �1 � ��1 � �2� 8rs � R; 8�2 � � � �1:Pour un n�ud i de la sph�ere ext�erieure, l'expression de la fontion debase � est alors :�infi (r; z) = XT2�h;j2T �Num�1T (i)(r; z) + XTinf2� infh ;j2Tinf �TinfNum�1Tinf (i)(rs; �):



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 189Nous sommes don en mesure d'�erire l'expression de l'approximation dela solution par �el�ements �nis dans le domaine ext�erieur au satellite :�h(r; z; t) = Xi2
n�sn��vn�d�v �i(t)�i(r; z) +Xi2�s �i(t)�infi (r; z)+Xi2�d�v(�i(t)� �(t))�i(r; z) + �(t)�= Xi2
n�sn��dn�d�v �i XT2�h;i2T �Num�1Tinf (i)(r; z)Xi2�d�v(�i(t)� �(t)) XT2�h;i2T �Num�1T (i)(r; z)+Xi2�s �i(t) XT inf2� inf ;i2T inf �infNum�1Tinf (i)(r; z)+ �(t) Xi2��v[�d�v XT2�h;i2T �Num�1T (i)(r; z):Par la suite, nous noterons Æi(t) = �i(t)� �(t).5.2.1.5 R�esolution matriielleNous pr�esentons, ii la m�ethode de Galerkin permettant d'arriver �a unsyst�eme matriiel. En appliquant la formulation variationnelle �a une approxi-mation num�erique d'une fontion que l'on teste ave haque fontion de baseassoi�ee �a tous les n�uds du maillage, nous obtenons :8i 2 
n��vn�s;��t �Z ZO rrr;z�h(r; z; t):rr;z�i(r; z)drdz+ Z�d�v �r �kdk (�h(r; z; t)� �(t)�(t))�i(r; z)d!= � Z�d�v rJext:n�i(r; z)d� Z�d�v ��r�kdk (�h(r; z; t)� �(t)�(r; z))�i(r; z)d;



190 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.8i 2 �s;��t �Z ZO rrr;z�h(r; z; t):rr;z�infi (r; z)drdz� = 0;��t �Z ZO rrr;z�h(r; z; t):rr;z�(r; z)drdz�= � Z��v rJext:n�(r; z)d � Z�d�v rJext:n�(r; z)d:Soit :8i 2 
n��vn�d�vn�s;Xj2
n�sn��vn�d�v ��t�j(t)�Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�i(r; z)drdz�+ Xj2�d�v ��tÆj(t)�Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�i(r; z)drdz�+Xj2�s ��t�j(t)�Z ZO rrr;z�infj (r; z):rr;z�i(r; z)drdz�+ ��t�(t)�Z ZO rrr;z�(r; z):rr;z�i(r; z)drdz� =� Z��v rJext:n�i(r; z)d � Z�d�v rJext:n�i(r; z)d;8i 2 �d�v; Xj2
n�sn��vn�d�v ��t�j(t)�Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�i(r; z)drdz�Xj2�d�v ��tÆj(t)�Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�i(r; z)drdz+ Z�d�v �r �kdk�j(r; z)�i(r; z)d!+ ��t�(t)�Z ZO rrr;z�(r; z):rr;z�i(r; z)drdz� =� Z�d�v rJext:n�i(r; z)d� Xj2�d�v Æj(t) Z�d�v ��r�kdk�j(r; z)�i(r; z)d1A ;



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 1918i 2 �s; Xj2
n�sn��v ��t�j(t)�Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�infi (r; z)drdz�+Xj2�s ��t�j(t)�Z ZO rrr;z�infj (r; z):rr;z�infi (r; z)drdz� = 0Xj2
n�sn��vn�d�v ��t�j(t)�Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�(r; z)drdz�+ ��t�(t)�Z ZO rrr;z�(r; z):rr;z�(r; z)drdz� =� Z��v rJext:n�(r; z)d � Z�d�v rJext:n�(r; z)d:Pour introduire la notation matriielle, nous introduisons �(t) le veteur�(�i(t))i2
n�d�v ; (Æi(t))i2�d�v ; �(t)�.Le syst�eme global devient.��t (Ah�(t)) = B(�(t)):Pour le r�esoudre nous utiliserons un sh�ema d'Euler expliite lassique :t0 = 0;�0 hoisi ;8n 2 IN; tn+1 = tn +�t;Ah�n+1 � Ah�n = �tB(�n);Soit :�n+1 = �n +�tA�1h B(�n):Les premiers aluls r�ealis�es ave ette matrie onduisent �a de mauvaisr�esultats : la matrie Ah est diÆile �a inverser �a ause de son mauvais ondi-tionnement. Nous onstatons que le param�etre � est tr�es grand en raison dela faible �epaisseur des di�eletriques. Dans la matrie de masse Ah, les termesapaitifs sont alors tr�es mal onditionn�es. Nous allons don introduire unredimensionnement des inonnues et fontions de bases sur les di�eletriques,e qui nous permettra d'am�eliorer le onditionnement de Ah.



192 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.5.2.1.6 Am�elioration du onditionnement du syst�emeNous introduisons les nouvelles fontions de bases et inonnues sur lesdi�eletriques : 8i 2 �d�v; ��i(r; z; t) = �i(r; z; t)p� ;�Æi = p�Æi:Une solution s'�erit alors dans ette nouvelle base :�h(r; z; t) = Xi2
n�sn��vn�d�v �i(t)�i(r; z) +Xi2�s �i(t)�infi (r; z)+Xi2�d�v �Æi ��i(r; z) + �(t)�:Exprim�ee dans es nouvelles variables et inonnues, la formulation varia-tionnelle est identique. Il suÆt juste de modi�er la notation pour les degr�es,de libert�e et fontion test appartenant aux di�eletriques. N�eanmoins, on a :8i; j 2 �d�v�Æj Z�d�v �r �kdk ��j(r; z)��i(r; z)d= Æj Z�d�v r �kdk�j(r; z)�i(r; z)d;Ce qui nous onduit �a un meilleur onditionnement du syst�eme. Pourr�esoudre le probl�eme, nous utilisons le même algorithme de Newton que eluid�erit pr�e�edemment.La forme bilin�eaire assoi�ee �a la matrie de masse, �etant sym�etriqueet oerive, la matrie r�esultant de la disr�etisation par �el�ements �nis estsym�etrique et d�e�nie positive. Pour inverser le syst�eme, nous utilisons lam�ethode de Choleski qui permet de fatoriser la matrie sous la forme L:Lt,o�u L est triangulaire inf�erieure. L'inversion demande alors l'inversion de deuxsyst�emes triangulaires, e qui est tr�es rapide. La matrie est stok�ee sous laforme 'Skyline' qui permet de pr�eserver la plae m�emoire, et qui a pour grosavantage de pr�eserver le masque lors de la fatorisation.



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 193Pour ahever la desription de la r�esolution, nous devons aluler les ou-rants inidents aux surfaes Jext pr�esents dans la formulation variationnelle.Pour e faire nous devons r�esoudre les �equations de Vlasov stationnairespr�esent�ees pr�e�edemment.5.2.2 Calul des ourants inidents au surfae5.2.2.1 Mise en �equationNous allons d�erire ii, une m�ethode inspir�ee des travaux du RIAME [27℄,le alul des ourants par 'bak-trajetories'.La th�eorie de l'�equation de Vlasov nous indique que les fontions de dis-tribution d'ions et d'�eletrons sont onstantes le long des trajetoires despartiules. Une trajetoire �etant d�e�nie par la position X et la vitesse V ,v�eri�e en grandeurs adimensionn�ees les �equations :8s 2 IR+ ;�X(s)�s = V (s);�V (s)�s = K�rx�;X(0) = X0 et V (0) = V0:ave� Ke = 1 pour les �eletrons.� Ki = �� pour les ions.Nous d�e�nissons T diret� (X0; V0), ette trajetoire de pied X(0) = X0 etV (0) = V0.Nous d�e�nissons aussi les trajetoires T bak� (Xf ; Vf) arrivant au point �nalXf ; Vf par : 8s 2 IR+ ;�X(s)�s = �V (s);�V (s)�s = �K�rx�;X(0) = Xf et V (0) = Vf :



194 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.C'est en fait une trajetoire parourue en sens inverse.La th�eorie des �equations de Vlasov nous donne alors que la fontion dedistribution des partiules est une maxwellienne sur toutes les trajetoiresqui rejoignent le satellite, et 0 ailleurs :f�(Xf ; Vf) = ������� g�(qV 2f � 2K��(Xf )) si lims!1;X(s)2T bak� (Xf ;Vf )kX(s)k = +1;0 sinon.Nous noterons V inf� (Xf) l'ensemble des vitesses Vf telle quelims!1;X(s)2T bak� (Xf ;Vf )kX(s)k = +1pour un Xf donn�e.Don, si l'on onsid�ere un point Xf d'une surfae de normale  de notresatellite, le ourant adimensionn�e re�u est alors :Je(Xf) = � ZVf2IR3;Vf :<0 Vf :fe(Xf ; Vf)d3Vf= � ZVf2Vinfe (Xf ) Vf : � 12�� 32 exp��Vf 22 + �(Xf )� d3Vf ;Ji(Xf) = ZVf2IR3;Vf :<0 Vf :fi(Xf ; Vf)d3Vf= ZVf2Vfinfi (Xf ) Vf : � 12��� 32 exp��Vf 22� � �(Xf)� d3Vf :La harge d'espae �etant, de part le mod�ele nulle, nous n'avons pas besoinde la aluler. La seule n�eessit�e r�eside dans le alul des ourants surfaiques ;nous nous servirons alors de es expressions pour les aluler.5.2.2.2 Passage en axisym�etriquePour passer les �equations en axisym�etrique, nous avons uniquement �ar�e�erire les trajetoires, ainsi que les int�egrales d�e�nissants les ourants.



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 195� Trajetoires :Les �equations d�e�nissants les trajetoires de T bak� (X; V ) arrivant en (r; 0; z); (Vr; V�; Vz)s'�erivent : 8s 2 IR+ ;��s � ���� r(s)z(s) � = � ���� Vr(s)Vz(s);��s 0� ������ Vr(s)V�(s)Vz(s) 1A = � ���������� K����r + V 2�r�VrV�rK����z ;������ r(0)�(0)z(0) = ������ r0z ; ������ Vr(0)V�(0)Vz(0) = ������ VrV�Vz :Les ensembles V inf� (r; z) seront d�e�nis omme pr�e�edemment.� Courants inidentsPour �erire failement les int�egrales des ourants inidents, nous �erivonsles vitesses en fontion de leur module V et des angles � et � qu'elles fontave la normale  �a la surfae :������� VrV�Vz = V ������� os(�)r � sin(�) os(�)z;sin(�) sin(�)r;sin(�) os(�)r � os(�)z:ave � et � variant dans [��2 ; �2 ℄.Dans e syst�eme de oordonn�ees, les int�egrales valent :



196 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.Je(r; z) =� exp(�(r; z)) Z +10 Z �2��2 Z �2��2 V 3 � 12�� 32 os(�)j sin(�)j:exp��V 22 � 1IV (V ;� ;�)2Vinfe (r;v)dVd�d�;=� exp(�(r; z))� 12�� 32 Z +10 Z �2��2 Z �2��2 V 3 os(�)j sin(�)j:exp��V 22 � 1IV (V ;� ;�)2Vinfe (r;v)dVd�d�;Ji(r; z) = exp(��(r; z)) Z +10 Z �2��2 Z �2��2 V 3 � 12��� 32 os(�)j sin(�)j:exp��V 22�� 1IV (V ;� ;�)2Vinfi (r;v)dVd�d�=exp(��(r; z))� 12��� 32 Z +10 Z �2��2 Z �2��2 V 3 os(�)j sin(�)j:exp��V 22�� 1IV 2Vinfi (r;v)dVd�d�;o�u 1IV 2Vinf� (r;v) est la fontion indiatrie valant 1 si V 2 V inf� (r; v) et 0sinon.Le arat�ere axisym�etrique n'intervient alors uniquement �a travers l'ex-pression de V inf� (r; z), et don des trajetoires des partiules.Nous allons maintenant d�erire l'approximation num�erique permettant dealuler es int�egrales.5.2.2.3 Approximation num�erique� Courants inidentsNous allons exposer ii, le alul du ourant d'ions uniquement, le aluldu ourant d'�eletrons �etant identique.



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 197Nous ommen�ons par limiter la borne sup�erieure de l'int�egrale en V parV max .En un point (r; z) d'un segment repr�esentant une surfae de notre satellite,on a :Ji(r; z) ' exp(��(r; z))� 12��� 32 NrXir=1 N�Xi�=1 N�Xi�=1 Z irNr Vmaxir�1Nr Vmax Z ��2+ i�N� ���2+ i��1N� � Z ��2+ i�N� ���2+ i��1N� � V 3 :os(�)j sin(�)j exp��V 22�� 1IV (V ;� ;�)2Vinfi (r;v)dVd�dV d�' exp(��(r; z))� 12��� 12 NrXir=1 N�Xi�=1 N�Xi�=1 �N� �Ci( irNrV max )� Ci( ir � 1Nr V max )��os2( i�N��)� os2( i� � 1N� �)� 1IV ( 2ir�12Nr Vmax ;��2+ 2i��12N� �;;��2+ 2i��12N� �)2Vinfi (r;v);o�u Ci(V ) = �V 2+2�4 exp ��V 22�� et V (V ; �; �) la vitesse de norme V, etd'angle � et � par rapport �a la normale .Cette expression nous permet d'expliiter le alul num�erique des ou-rants. Pour haque terme de la somme nous devons �evaluer le terme1IV (V ;� ;�)2Vinfi (r;v). Pour e faire nous suivons num�eriquement la trajetoireV infi (r; v) jusqu'�a e que elle-i sorte du domaine de alul. Si elle-i sortpar la fronti�ere �s nous onsid�erons que ette trajetoire provient de l'in�niet1IV (V ;� ;�)2Vinfi (r;v) = 1. Et si elle-i provient d'une fronti�ere du satellite,1IV (V ;� ;�)2Vinfi (r;v) = 0. Pour les �eletrons, on a de même :Je(r; z) ' exp(�(r; z))� 12�� 12 NrXir=1 N�Xi�=1 N�Xi�=1 �N� �Ce( irNrV max )� Ce( ir � 1Nr V max )��os2( i�N��)� os2( i� � 1N� �)� 1IV ( 2ir�12Nr Vmax ;��2+ 2i��12N� �;;��2+ 2i��12N� �)2Vinfe (r;v);o�u Ce(V ) = �V 2+24 exp ��V 22 �.Et le ourant n�eessaire au alul du potentiel est :



198 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.Jext(r; v) = Ji(r; v) + Je(r; v):Le ourant pouvant être alul�e en haque point d'un segment, pour avoirune approximation P0 sur e segment �j nous prendrons plusieurs points dee segment de noeuds i1 et i2 :J�jext = N�jXi Jext:Pour ahever la desription du alul, il nous reste �a d�erire la m�ethodenum�erique permettant de parourir les trajetoires.� TrajetoiresEn indi�ant le temps par n et en introduisant un pas de temps �t, lesh�ema num�erique permettant de aluler les trajetoires s'�erit :rn+1 = rn ��tVrn;zn+1 = zn ��tVzn;Vrn+1 = Vrn ��t�K����r + V�2nrn � ;V�n+1 = V�n ��t��VrnV�nrn � ;Vzn+1 = Vzn ��t�K����z � ;r0 = rz0 = z ; Vr0 = VrV�0 = V�Vz0 = Vz:Nous rappelons que e suivi de trajetoire est r�ealis�e sur un maillagetriangulaire. Sur e maillage, nous avons une approximation P1 du potentiel�eletrique. Le hamp �eletrique d�eriv�e de elui-i est don une approximationd'ordre P0. Nous avons hoisi de le r�egulariser, le hamp �eletrique au n�udi s'�erit : Ei = �rr;z:�(r; z) = XT2�h;i2TXj2T �j ���� ��r�j(r; z)��z�j(r; z) :



5.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 199En un point d'une trajetoire (r; z) inlus dans le triangle T , le hamp�eletrique vaut don : E(r; z) =Xj2T �j(r; z)Ej:De plus, en suivant num�eriquement les trajetoires, nous onstatons qu'elles�evoluent d'un triangle �a un autre, et que nous devons onnâ�tre le triangledans lequel le point de la trajetoire se trouve. Pour e faire, il suÆt de sa-voir faire passer une trajetoire d'un triangle �a un autre. Apr�es avoir d�epla�ele point, nous alulons les oordonn�ees baryentriques assoi�ees au trianglede d�epart. Si au moins une des oordonn�ees est n�egative, nous sortons dutriangle, et le point se trouve du ot�e du segment oppos�e au n�ud orres-pondant. Connaissant le triangle voisin par e segment, nous nous pla�onsalors dans elui-i et r�eit�erons la reherhe jusqu'�a tomber dans le triangledans lequel le point se trouve.
5.2.2.4 Algorithme g�en�eralNous donnons ii l'algorithme g�en�eral de alul.� Initialisation.! Assemblage de la matrie de masseAh:! Fatorisation de elle-i par Choleski.! �0 = 0 en haque n�ud.! Calul de E0:! Calul des ourants Jext.! Assemblage du seond membre du syst�eme : �0 +�tBh(�0):� It�eration en temps.������������

! Calul de �n+1en inversant les syst�eme triangulaire.! Calul de En+1:! Calul des ourants Jext.! Assemblage du seond membre du syst�eme : �n+1 +�tBh(�n+1):! Calul du r�esidu kBh(�n+1)k pour e�etuer un test d'arrêt.



200 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.5.3 R�esultats num�eriques5.3.1 Cas test de la sph�ereLe as test d'une sph�ere de onduteur parfait, trait�e par Laframboise[18℄ et num�eriquement �a la setion 3.3, nous permettra de valider le potentielspatial �a l'�equilibre ave sa forme analytique :�(r) = �2:5� 104r :et le alul des ourants ave eux de Laframboise :Je = �en0r kTe2�me exp�e�(x)kTe � ;Ji = en0r kTi2�mi �1� e�(x)kTi � :Celle i est plong�ee dans un plasma neutre de densit�e n0 = 1e6m�3 et detemp�erature kTe = kTi = 10keV .Nous donnons d'abord la artographie du potentiel, une fois l'�equilibreatteint :
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On retrouve bien un potentiel se omportant en 1=r. Ce graphique n'�etantpas suÆsamment expliite, nous donnons une vue en oupe :
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Nous retrouvons le fait que l'�equilibre est atteint lorsque le potentiel vautquelques fois la temp�erature �eletronique exprim�ee en eV .Nous donnons les omparaisons ave les r�esultats analytiques :
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202 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.On onstate une bonne repr�esentation du potentiel, on onstate aussi peud'imperfetion au niveau du bord de notre zone de alul, e qui nous rassuredans le hoix des �el�ements in�nis.
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Les ourants sont aussi en bonne orrespondane ave les ourants alul�espar Laframboise [18℄. En outre, nous avons pu onstater que l'indiatrie1IV ( 2ir�12Nr Vmax ;��2+ 2i��12N� �;;��2+ 2i��12N� �)2Vinfe (r;v)des approximations d'int�egrales de la sous setion 5.2.2.3 vaut toujours 1pour les �eletrons. Les trajetoires touhant le satellite sortent toutes denotre boite de alul. Le alul donne alors exatement l'expression analy-tique de Laframboise.



5.3. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 2035.3.1.1 Validation de la prise en ompte des di�eletriquesNous donnons maintenant un as test permettant de valider la prise enompte des di�eletriques :Nous onsid�erons une sph�ere de rayon 10m reouverte de di�eletrique depermittivit�e � = 3�0, de perm�eabilit�e � = 1�10�14siemens=m et d'�epaisseurd = 10�m.Nous ne la plaerons pas dans un plasma mais dans le vide, et nous im-poserons omme ondition initiale pour le onduteur parfait un potentiel de�1V et de 0V pour les faes ext�erieures du di�eletrique. Une di��erene depotentiel de 1V r�egne don �a l'�etat initial dans le di�eletrique.La sym�etrie sph�erique et l'absene de ourant ext�erieur nous permettentde r�esoudre analytiquement le probl�eme. Les �equations pr�esent�ees en 2.1.3 ser�eduisent onsid�erablement �a 2 �equations r�egissant le potentiel de la surfaedi�eletrique �diel(t) et elui du onduteur �ond(t) en fontion du temps t :
��t�diel(t) = 0;��t � �d�ond(t)� + �d�ond = 0:qui se r�esolvent ais�ement :
�diel(t) = 0;�ond(t) = exp�� t�=�� :



204 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.Nous donnons alors le r�esultat num�erique obtenu en tra�ant le potentielde haque ellule de di�eletrique ( Celn ) et du onduteur :
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On onstate que, les potentiels des di�eletriques sont presque nuls, malgr�equelques imperfetions n�egligeables, et que le potentiel du onduteur o��nideave l'expressions exate. Nos potentiels sont en bonne ad�equation ave lesr�esultats th�eoriques.
5.3.2 Cas test plus r�ealiste : un ylindreNous donnons ii, un as test de g�eom�etrie plus r�ealiste : un ylindre.Celui-i sera reouvert de di�eletrique de permittivit�e � = 3�0, de perm�eabilit�e� = 1� 10�14siemens=m et d'�epaisseur d = 10�m.



5.3. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 205Nous donnons la arte de potentiel autour du satellite, �a l'�equilibre.
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La artographie du potentiel est tr�es prohe de elle donn�ee pour lasph�ere, hormis, biensûr, au voisinage de l'objet repr�esentant le satellite. Lasurfae ext�erieure de la sph�ere est don pla�ee suÆsamment loin de notresatellite. Le hoix de maillage triangulaire nous permet de onstruire desg�eom�etries plus ompliqu�ees, et l'arhiteture du programme nous permet deprendre en ompte plusieurs types de di�eletrique di��erents.



206 CH. 5. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU MILIEU MAGN�ETOSPH�ERIQUE.Aussi les ourants re�us par une surfae du satellite :
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Nous onstatons une bonne onvergene des ourants, mais un tr�es faibleourant de ondution. Le potentiel du onduteur et elui du di�eletriquerestent tr�es prohes.



Chapitre 6
Mod�elisation 2D axisym�etriquedu propulseur.

Nous nous int�eressons ii �a la mod�elisation bidimensionnelle d'un pro-pulseur de type SPT , Beauoup de travaux ont d�ej�a �et�e e�etu�es dans ledomaine. nous iterons par exemple, Samantha Roy et Daniel Hasting [32℄du Massahuhusetts Institute of Tenology, qui ont onstruit un mod�ele deplume hybride. Les ions sont trait�es de mani�ere partiulaire, les �eletronssuivent une distribution de Boltzmann, et les ions lents sont r�e�es ave unop�erateur de ollision de type Monte-Carlo (MCC). Puis, plus tard DanielHastin et David Oh [25℄ ont onstruit un mod�ele similaire mais en modi�antle traitement des ollisions, la m�ethode DSMC (Diret Simulation MonteCarlo) est utilis�ee. Un autre mod�ele similaire a �et�e onstruit par J. Wangand J. Brophy [38℄ du Jet Propulsion Laboratory. M. Tajmar [35℄ du entrede reherhe autrihien Seibersdorf, a aussi onstruit un mod�ele partiulairehybride. Pour les mod�eles fran�ais, nous iterons J. Bareilles, L. Guarrigues etJ.P Boeuf [1℄ qui ont eux aussi d�evelopp�e un mod�ele hybride uide Pi-MCC.Parmi les travaux russes, nous iterons A.M. Bishaaev, V.K. Kalashnikov etA.V. Shavkyna [3℄ qui ont d�evelopp�e un logiiel JET bas�e sur un mod�elesimilaire mais utilisant ette fois-i, un mod�ele B.G.K. pour traiter les ol-lisions. Nous iterons aussi les travaux russes du TsNIIMASH [13℄, ou unmod�ele uide pour le plasma primaire et partiulaire pour les ions lents a �et�ed�evelopp�e. 207



208 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.6.1 Simpli�ation des �equations6.1.1 Rappel des �equationsNous rappelons les �equations de Vlasov pr�esent�ees en setion 2.2.3 munisde leurs onditions limites :�Ions rapides :8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0;�fXe+�t (t; x; v) + v:rxfXe+(t; x; v)� erx�(t; x)mXe :rvfXe+(t; x; v) = 0:Ave : 8x 2 �sort;8v 2 IR3; v:sort > 0;fXe+(t; x; v) = gSPTXe+ (x; v);8x 2 �
;8v 2 IR3; v:
 > 0;fXe+(t; x; v) = 0:�Ions lents : 8x 2 O; 8v 2 IR3; 8t � 0;�fXe+lent�t (t; x; v) + v:rxfXe+lent(t; x; v)� erx�(t; x)mXe :rvfXe+lent(t; x; v);= qXe+lent(t; x)� mXe2�kTn� 32 exp�� 12mXev2kTn :�Ave : 8x 2 �
;8v 2 IR3; v:
 > 0;fXe+lent(t; x; v) = 0:Et qXe+lent = nXe+nXekVXe+k�CEX(VXe+):



6.1. SIMPLIFICATION DES �EQUATIONS 209�Eletrons : ne(x; v) = nref exp�e��(x)kT SPTe � :�Potentiel :��0�x�(t; x) = e(nXe+(t; x) + nXe+lent(t; x)� ne(t; x)) dans 
;�(t; x) = �s(t; x) sur �d�v [ ��d;�! 0 �a l'in�ni :6.1.2 Adimensionnement des �equationsNous pro�edons de mani�ere analogue qu'en setion 2.2.3.Nous rappelons les variables d'adimensionement :~tSPT = tSPTTSPT ; ~x = xD; ~vXe+ = vXe+q2eUdehmXe ; ~fXe+(~t; ~x; ~v) = fXe+(t; x; v)fref ;~gXe+(~v) = gXe+(v)fref ; ~vlentXe+ = vlentXe+q 2kTemXe ; ~fXe+(~t; ~x; ~v) = fXe+(t; x; v)fref ; ~gXe+(~v) = gXe+(v)fref ;~nXe+(~t; ~x) = nXe+(t; x)nref ; ~��(~t; ~x) = e��(t; x)kTe ;~dk = dkd ; ~�(v) = �(v)ÆA2 :On introduit les onstantes sans dimension : = n0nref �2dD2 ; � = �SPTDD ; � = ÆA2nrefD;�p = eUkT SPTe ; et Tn = kT SPTekTn :O�u :�SPTd =s �0kTenrefe2 ; TSPT = �2 Dq2eUdehmXe et fref = nrefr2eUdehmXe 3:



210 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.Ave omme temps arat�eristique TSPT :TSPT =  Dq2eUdehmXe :Et de même qu'en 2.2.3 les �equations de Valsov d�erivant les partiulesseront stationnaires.Les �equations deviennent alors :�Ions rapides : 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;~v:r~x ~fXe+(~t; ~x; ~v)� 1�pr~x ~�(t; x):r~v ~fXe+(~t; ~x; ~v) = 0:Ave : 8~x 2 �
;8~v 2 IR3; ~v:
 > 0;8~x 2 ~�sort; ~fXe+(~t; ~x; ~v) = 0;8~v 2 IR3;~v:sort > 0; ~fXe+(~t; ~x; ~v) = ~gSPTXe+ (~x; ~v):�Ions lents : 8~x 2 ~O; 8~v 2 IR3; 8~t � 0;~v:r~x ~fXe+(~t; ~x; ~v)�r~x ~�(~t; ~x):r~v ~fXe+(~t; ~x; ~v) =��Xe~n2Xe+(~t; ~x)kvk~�CEX(v):�Tn� � 32 exp ��Tn~v2� :Ave : 8x 2 �
;8v 2 IR3; v:
 > 0;~fXe+lent(t; x; v) = 0;�Xe = 1:5;et, �CEX(v) = (k1 ln (kvk) + k2)2 � 10�20m2



6.1. SIMPLIFICATION DES �EQUATIONS 211�Eletrons : ~ne(~x; ~v) = exp � ~��(~x)� :�Potentiel :��2�~x ~�~x = ~nXe+(~x) + ~nXe+lent(~x)� exp� ~��(~x)� dans ~
;~� = ~�s sur ~�d�v [ ~��d;~�! 0 �a l'in�ni :6.1.3 Passage �a la limite formelPour simpli�er les �equations, nous passons don formellement �a la limitelorsque  ! 0 et T ! +1. Nous obtenons alors :�Ions rapides :8~x 2 ~O;8~v 2 IR3;~v:r~x ~fXe+(~x; ~v)� 1�pr~x ~�(x):r~v ~fXe+(~x; ~v) = 0:Ave : 8~x 2 �
;8~v 2 IR3; ~v:
 > 0;8~x 2 ~�sort; ~fXe+(~x; ~v) = 0;8~v 2 IR3;~v:sort > 0; ~fXe+(~x; ~v) = ~gSPTXe+ (~x; ~v)�Ions lents :8~x 2 ~O;8~v 2 IR3;~v:r~x ~fXe+(~x; ~v)�r~x ~�(~x):r~v ~fXe+(~x; ~v) = ��Xe~n2Xe+(~t; ~x)kvk~�CEX(v):Ave : 8x 2 �
;8v 2 IR3; v:
 > 0;~fXe+lent(t; x; v) = 0;



212 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.�Eletrons : ~ne(x; v) = exp � ~��(x)� :�Potentiel :Pour la zone, en sortie prohe du propulseur o�u la neutralit�e peut êtreimpos�ee : ~�(~x) = �ond + d� + log�~nXe+(~x) + ~nXe+lent(~x)� :Pour la zone o�u la neutralit�e ne peut plus être impos�ee :��2�~x ~�(~x) = ~nXe+ + ~nXe+lent � exp � ~��(~x))� dans 
;~� = ~�s sur ~�d�v [ ~��d;~�! 0 �a l'in�ni:Pour d�eterminer les di��erentes zones, nous utiliserons un rit�ere sur lenombre de Debye, lorsque elui-i d�epassera 1, par exemple, nous n'impose-rons plus la neutralit�e.Dor�enavant, nous supprimerons la notation ~�, les grandeurs restant adi-mensionn�ees.6.2 Approximation num�erique6.2.1 Densit�e de partiules6.2.1.1 Passage en axisym�etriqueNous r�e�erivons les �equations en axisym�etrique. Nous remarquons quepour les ions, l'approximation monoin�etique permet d'aÆrmer qu'auunepartiule n'a de vitesses perpendiulaires au plan (rOz) :fXe+(r; z; vr; v�; vz) = nXe+(r; z)Æ(vr � vrXe+(r; z))Æ(vz � vzXe+(r; z))Æ(v�);fXe+lent(r; z; vr; v�; vz) = nXe+lent(r; z)Æ(vr � vrXe+lent(r; z))Æ(vz � vzXe+lent(r; z))Æ(v�):



6.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 213Nous pro�edons alors omme dans [33℄, les �equations deviennent :�Ions rapides :8r; z 2 O;8vr; vz 2 IR3; 8t � 0;���� vrvz :rr;z[rfXe+℄(r; z; vr; vz)� 1�prr;z�(r; z):rvr ;vz [rfXe+℄(r; z; vr; vz)) = 0:Ave :8r; z 2 �
;8vr; vz 2 IR3; ���� vrvz :
 > 0;[rfXe+℄(r; z; vr; vz) = 08r; z 2 �sort;8vr; vz 2 IR3; ���� vrvz :sort[rfXe+℄(r; z; vr; vz) = [rgSPTXe+ ℄(r; z; vr; vz):�Ions lents :8(r; z) 2 O;8(vr; vz) 2 IR2; 8t � 0;���� vrvz :rr;z[rfXe+℄(r; z; vr; vz)�rr;z�(r; z):rvr ;vz [rfXe+℄(r; z; vr; vz) =�qXe+lent(r; z)Æ(vr)Æ(vz):Nous onstatons don que nous devons r�esoudre pour les 2 esp�ees d'ions,l'�equation de Vlasov bidimensionnelle. N�eanmoins, la grandeur transport�eeest (rf).�Eletrons : ne(r; z; vr; vz) = exp (��(r; z))) :La densit�e des �eletrons �etant uniquement, fontion du potentiel, sonalul sera trivial sur un maillage sur lequel le potentiel est onnu.



214 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.6.2.1.2 M�ethode partiulaireNous allons utiliser une m�ethode partiulaire d�eterministe pour r�esoudreles �equations de Vlasov stationnaires. Cette m�ethode est plus onnue sousle nom PIC, 'Partile In Cell'. Pour ommener nous introduisons les tra-jetoires issues d'un point x du bord �O ave une vitesse v entrante dansO. 8s 2 IR+;�X(s; x; v)�s = V (s; x; v);�V (s; x; v)�s = � 1�rx�;X(0) = x et V (0) = v:ave � = 1 pour les ions lents;� = �p pour les ions rapides:Nous introduisons aussi le temps de sortie du domaine O de ette traje-toire : T (x; v).Nous rappelons que nous sommes en axysym�etrique, que X = (r; z) etV = (Vr; Vz), et que la grandeur transport�ee par l'�equation de Vlasov sta-tionnaire est [rfX+e ℄.Nous allons pro�eder omme dans la th�ese de Bruno Salanon [33℄ pourintroduire la m�ethode num�erique.�Ions rapides :La th�eorie sur l'�equation de Vlasov nous donne que la fontion de distri-bution des ions est onstante le long des trajetoires, on a alors :[rf ℄(X(t; x; v); V (t; x; v)) = [rgSPTXe+ ℄(x; v): (6.1)Don, en nous pla�ant en un point (X 0; V 0) de O � IR2[rf ℄(X 0; V 0) = ZX(t;x;v) ZV (t;x;v)[rf ℄(X(t; x; v); V (t; x; v))Æ(X 0 �X(t; x; v))Æ(V 0 � V (t; x; v))dX(t; x; v)dV (t; x; v):



6.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 215En utilisant la formule de hangement de variabledX(t; x; v)dV (t; x; v) = jv:(x)jdvd(x)dt;et en utilisant (6.1), on a :
[rf ℄(X 0; V 0) = Z t0 Zv Z�sort[rgSPTXe+ ℄(x; v)Æ(X 0 �X(t; x; v))Æ(V 0 � V (t; x; v))v:(x)dvd(x)dt: (6.2)�Ions lents :Nous pro�edons de même que pr�e�edemment, les sp�ei�it�es viennent iidu fait que nous avons un terme soure pour l'�equation de Vlasov et auuneondition d'injetion.[rf ℄(x; v) = Z 0�1 �[rqlentXe+℄(X(s; x; v))Æ(V (s; x; v))ds: (6.3)Don, en nous pla�ant en un point (X 0; V 0) de O � IR2.[rf ℄(X 0; V 0) = Zx Zv[rf ℄(x; v)Æ(X 0 � x))Æ(V 0 � v)dxdv:Or, en posant, y = X(s; x; v); w = Y (s; x; v) et t = �s, on ax = X(t; y; w); v = V (t; y; w) et dxdvds = �dydwdt, puis en utilisant (6.3),on a :
[rf ℄(X 0; V 0) = Zy Zw Z +10 �[rqlentXe+℄(y)Æ(w)Æ(X 0 �X(t; y; w))Æ(V 0 � V (t; y; w))dydwdt:(6.4)



216 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.�Approximation des fontions de distributions :La r�esolution par la m�ethode partiulaire onsiste �a approher les gran-deurs, rf(t; :; :) par une somme de masses de Dira :[rf ℄(s; x; v) = NpXk=1 wkÆ(x� xk(s))Æ(v � vk(s)):O�u Np est le nombre de partiules, wk est le poids assoi�e �a la partiulek, et xk(s); vk(s), ses oordonn�ees dans l'espae et dans l'espae des phases.Et rk(s) et zk(s) sont sur les trajetoires d�e�nies par :dxds = �������drds(s)dzds(s) = v(s) = ����� vr(s)vz(s);
dvds = �������dvrdsdvzds = �������� � 1� ���r (r; z)� 1� ���z (r; z);ave � = 1 pour les ions lents;� = �p pour les ions rapides:Pour r�esoudre es trajetoires nous utilisons le sh�ema de Newton lassique :rn+1 = rn +�svnrzn+1 = zn +�svnz ;vn+1r = vnr � �s� ���r (rn; zn)vn+1z = vnz � �s� ���z (rn; zn):Nous avons d�ej�a vu au hapitre pr�e�edant omment suivre e type de traje-toires sur un maillage non strutur�e triangulaire.



6.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 217L'approximation des fontions de distribution rf s'obtient en utilisantune approximation du terme d'injetion pour les ions rapides et du termesoure pour les ions lents :�Ions rapides :En utilisant :[rgSPTXe+ ℄(x; v) 'Xk [rgSPTXe+ ℄(xk(0); vk(0))Æ(x� xk(0))Æ(v � vk(0))�xk(0);o�u �xk est un �el�ement de surfae.et en rempla�ant dans l'�equation (6.2), nous avons :[rf ℄(X 0; V 0) ' Z t0 Zv Z�sortXk [rgSPTXe+ ℄(xk(0); vk(0))Æ(x� xk(0))Æ(v � vk(0))�xk(0)Æ(X 0 � xk(t))Æ(V 0 � vk(t))v:(x)dvd(x)dt' Z t0 Xk [rgSPTXe+ ℄(xk(0); vk(0))Æ(X 0 � xk(s))Æ(V 0 � vk(s))vk(0):(xk(0))�xk(0)dt'Xn Xk [rgSPTXe+ ℄(x0k; v0k)Æ(X 0 � xnk)Æ(V 0 � vnk )vk(0):(x0k)�x0k�t:�Ions lents :En utilisant :[rqlentXe+℄(x) 'Xk [rqlentXe+℄(xk(0))Æ(x� xk(0))�xk(0);et en rempla�ant dans l'�equation (6.4) ave vk(0) = 0, nous avons :[rf ℄(X 0; V 0) ' Z +10 ZvXk �[rqlentXe+℄(xk(0))(x� xk(0))�xk(0)Æ(v)Æ(X 0 � xk(s))Æ(V 0 � vk(s))dt'Xn Xk �[rqlentXe+℄(x0k)Æ(X 0 � xnk)Æ(V 0 � vnk )�x0k�t:



218 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.Ave qlentXe+ = �Xen2Xe+kVXe+k�CEX(VXe+), o�u nXe+ et VXe+ sont les gran-deurs marosopiques alul�ees pour les ions rapides.Les grandeurs int�eressantes sont les grandeurs marosopiques. Nous avonsdon besoin de formules d'interpolation pour aluler les densit�es d'ions ra-pides et lents.Nous d�eterminons alors les poids wk pour haune des esp�ees d'ions.6.2.1.3 Choix des poids wk�Ions rapides :Pour les ions rapides nous sommes dans le as d'une surfae emmitrie�sort de normale sort. Celle-i est d�eoup�ee en Np points de oordonn�ees(rk(0); zk(0)) s�epar�ee par des intervalles onstants de taille �x. La distri-bution �etant suppos�ee onnue et monoin�etique, la vitesse en e point estonnue et vaut (vrk(0); vzk(0)). Les poids sont donn�es par :wk = [rgSPTXe+ ℄(x0k; v0k) ���� vr0kvz0k :sort�t�x0k:�Ions lents :Pour les ions lents, nous sommes dans le as d'�emission en volume. Pourhaque triangle de notre maillage dans lequel des ions lents sont r�e�es nousintroduisons les 3 points de Gauss desquels nous injeterons des partiules.Au total, nous aurons don Np points de oordonn�ees (rk(0); zk(0)). La vitessed'�emission est nulle. Le nombre de partiules r�e�ees pendant un pas �s detemps �etant onnue. Les poids sont donn�es par :wk = [rqlentXe+℄(x0k)�x0k�t:6.2.1.4 Formule d'interpolationEn utilisant les d�e�nitions de la densit�e de harge ni et de la densit�e deourant enivi, ainsi que l'expression de la fontion de distribution, on a :
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rni(r; z) = NsXn=0 NpXk=0 wkÆ(r � rk(n�s))Æ(z � zk(n�s));erni(r; z)vri(r; z) = NsXn=0 NpXk=0 wkvrk(n�s)Æ(r � rk(n�s))Æ(z � zk(n�s));erni(r; z)vzi(r; z) = NsXn=0 NpXk=0 wkvrk(n�s)Æ(r � rk(n�s))Æ(z � zk(n�s)):Pour pouvoir r�esoudre l'�equation de Poisson, nous avons n�eanmoins be-soin d'une approximation �el�ements �nis de rni en haque noeud du maillagei, soit :
(rni)i = XT ;i2T ZT rni(r; z)�Ti (r; z)= XT ;i2T 1jT j NsXn=0 NpXk=0 wk�Ti (rk(n�s); zk(n�s));o�u jT j orrespond �a l'aire du triangle TNous avons de même pour la densit�e de ourant :(rnivri)i = XT ;i2T ZT rni(r; z)vr(r; z)�Ti (r; z)= XT ;i2T 1jT j NsXn=0 NpXk=0 wkvrk�Ti (rk(n�s); zk(n�s));(rnivzi)i = XT ;i2T ZT rni(r; z)vz(r; z)�Ti (r; z)= XT ;i2T 1jT j NsXn=0 NpXk=0 wkvzk�Ti (rk(n�s); zk(n�s)):



220 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.6.2.1.5 Pas de temps variableDans la plupart des as le maillage devra être raÆn�e pr�es de la sortiedu propulseur et beauoup moins loin du satellite. Le pas de temps initiald�ependant de la taille des triangles, il est tr�es int�eressant de prendre un pasde temps variable pour parourir les trajetoires. Si nous prenons un pas detemps realul�e �a haque it�eration, nous devons alors modi�er les formules despoids et d'interpolation, en exemple nous les donnons pour les ions rapides :wk = rk(0)gSPTiXe+ (rk(0); zk(0)) ���� vrk(0)vzk(0) :sort�s�x= XT ;i2T 1jT j NXk=1 1r NsXn=0 NpXk=0 wk�Ti (rk(n�ns); zk(n�ns)�ns):6.2.1.6 Densit�e �eletroniqueNous avons don d�erit omment aluler la densit�e ionique. Nous devonsintroduire maintenant la densit�e �eletronique. Dans le oeur du jet, o�u, nousl'avons vu, la neutralit�e peut être impos�ee, on a ne = niXe+ + niXe+lent . Al'ext�erieur de ette zone nous rajouterons des �eletrons en haque noeud dumaillage pour lequel la densit�e ionique n'est pas nulle sur au moins un dees voisins. Cei nous d�etermine une deuxi�eme zone 
harg. Dans elle-i ladensit�e �eletronique est donn�ee par :ne = exp (�� �ref)Et son approximation �el�ements �nis s'�erit :ne = Xi2
harg exp (�i � �ref) �i6.2.2 Equation de Poisson6.2.2.1 Formulation variationnelleLa formulation variationnelle se onstruit de mani�ere analogue au ha-pitre pr�e�edent. N�eanmoins, le domaine de r�esolution est modi��e du fait quele potentiel est �x�e dans la zone Oneu o�u la neutralit�e est impos�ee. De plus,dans la zone Oharg o�u la harge d'espae n'est pas nulle et o�u la neutralit�ene peut être impos�ee nous devons prendre en ompte ette harge dans leterme soure. La formulation variationnelle, diretement en axisym�etrique,



6.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 221s'�erit :Nous nous pla�ons dans C = f� 2 H1(O); � � 1r ; � = �s sur ��v [�d�vg.Z ZOnOneu rrr;z�(r; z):rr;z	(r; z)drdz =Z ZOharg r:�niXe+ (r; z) + nilentXe+ (r; z)� exp(��(r; z)))�	(r; z)drdzNous raisonnons omme pr�e�edemment par �el�ements �nis.6.2.2.2 El�ements �nisNous donnons ii, diretement l'expression des �equations menant �a lar�esolution matriielle.8i 2 
n��vn�d�vn�sXj2
n�sn��vn�d�v �j �Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�i(r; z)drdz� =Z ZOharg r:�niXe+ (r; z) + nilentXe+ (r; z)��i(r; z)drdz� Xj2
hargn�sn��vn�d�v exp(��j) Z ZOharg r�j(r; z)�i(r; z)drdz8i 2 �s Xj2
n�sn��v �j �Z ZO rrr;z�j(r; z):rr;z�infi (r; z)drdz�+Xj2�s �j �Z ZO rrr;z�infj (r; z):rr;z�infi (r; z)drdz� =Z ZOharg r:�niXe+ (r; z) + nilentXe+ (r; z)��i(r; z)drdz� Xj2Ohargn�sn��vn�d�v exp(��j) Z ZOharg r�j(r; z)�infi (r; z)drdz� Xj2Oharg\�s exp(��j) Z ZOharg r�infj (r; z)�infi (r; z)drdz



222 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.Nous onstatons que le syst�eme matriiel auquel es �equations aboutissentest non-lin�eaire. Cela vient du fait que les inonnues sont les valeurs dupotentiel aux noeuds et que la densit�e �eletronique en d�epend. Pro�tant dela onvexit�e de la fontion exponentielle, pour le r�esoudre nous utiliseronsune m�ethode de Newton.6.2.2.3 Algorithme de NewtonNous introduisons ii, une m�ethode it�erative permettant de r�esoudre lesyst�eme pr�e�edant. Si nous notons Ah la matrie du syst�eme pr�e�edant etB(�) le seond membre, nous introduisons le proessus it�eratif :�0 �x�e(Ah �B0(�n))�n+1 = B(�n) +B0(�n):(�n+1 � �n)Formul�e ainsi, la matrie B0(�n) est non-sym�etrique, les termes sont dela forme : B0(�n)i;j = exp(��nj ) Z Z r�j(r; z)�infi (r; z)drdzComme la formulation ontinue est sym�etrique, nous allons sym�etriserla matrie disr�ete de fore, pour e faire nous utiliserons une m�ethode deondensation de masse, en utilisant l'approximation :exp(��nj ) Z Z r�j(r; z)�infi (r; z)drdz ' XT2Th;i2T jT jrj exp(��nj )Æi;jNous utiliserons pour r�esoudre, e syst�eme, toujours une m�ethode de Cho-leski. N�eanmoins dans e adre elui-i est tr�es oûteux puisque nous devonsfatoriser la matrie �a haque it�eration. Nous arr�eterons le alul lorsquek�n+1 � �nk sera suÆsament faible.6.3 R�esultats num�eriques6.3.1 Cas du SPT-50Nous donnons ii, les r�esultats d'un alul fait pour un SPT �50, elui-iest identique au SPT � 100 mais de taille r�eduite.



6.3. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 223Nous donnons tout d'abord la densit�e ionique, dans le domaine de alulext�erieur au satellite.
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Pour ommenter es r�esultats nous d�eomposons ette densit�e en densit�ed'ions lents et densit�e d'ions rapides :



224 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.Pour les ions rapides, nous avons :
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Cela orrespond bien �a une expansion de jet, nous retrouvons la di�usionradiale provoqu�ee par le hamp �eletrique, ainsi que la d�eroissane le long del'axe. Nous onstatons, que ontrairement au mod�ele 'ESCAPE' [27℄, qu'au-un ion rapide ne retourne sur le satellite. Cela est dû �a leur forte a�el�erationdans le anal du propulseur ( a�el�eration par un hamp de 200V . La neu-tralit�e du plasma dans lequel ils �evoluent n'implique qu'un faible hamp�eletrique (dizaines de Volts de di��erene de potentiel), pas assez importantpour les d�evier.



6.3. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 225Pour les ions lents, nous avons :

1E+08
1E+09

E+09

1E+10

1E
+1

0

1E+10

1E+10

1E
+1

0

1E+10

1E+10

1E+10

1E+11

1E+11

1E+11

1
E

+
1
2

Z

R

0 10 20 30 40 50

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

Frame 001  17 Sep 2001 Frame 001  17 Sep 2001 

Sur les ions lents, nous onstatons une forme partiuli�ere, orrespondant �aune population d'ions lents se propageant le long de l'axe et �a une populationdi�usant sur les bords du jet. Nous portons maintenant notre attention sures ions lents. Ceux-i sont r�e�es �a une vitesse tr�es faible. Ils subissent alorsle hamp �eletrique, qui ontrairement aux ions rapides est alors suÆsant.Nous avons d'ailleurs aÆrm�e qu'ils �etaient suseptibles de retourner sur lesatellite et de r�eer un ourant ionique positif.



226 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.Nous donnons ii le ourant re�u par les surfaes situ�ees juste en arri�eredu propulseur. ( Z = 2:5m sur la �gure )
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La ourbe du ourant re�u par les faes arri�eres manque de r�egularit�e,ela provient probablement de la m�ethode partiulaire utilis�ee. Il serai bon,d'augmenter dans le futur le nombre de partiules, o�u d'ajouter des ollisionsentre ions lents ou entre ion lent et neutre.6.3.2 Comparaison ave les mesures exp�erimentalesPour omparer les r�esultats obtenus ave les mesures nous donnons iiuniquement la omparaison ave le ourant ionique, tra�e sur des erlesentr�es sur la sortie du propulseur pour di��erents rayons. Les ourants sontindiqu�es sur une �ehelle logarithmique.
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Le r�esultat obtenu nous donne un pro�l alul�e beauoup moins di�uset a une plus grande amplitude que pour les mesures. Nous devons rappelerles onditions dans lesquelles se sont faites les mesures. Le aisson �etait detaille relativement faible. De plus, le fait d'avoir augment�e le d�ebit de laathode pour maintenir le propulseur allum�e a ajout�e une proportion deneutre importante dans le aisson. La pression r�esiduelle en r�esultant a puprovoquer davantage de di�usion par ollision non prise en ompte dans lemod�ele num�erique.



228 CH. 6. MOD�ELISATION 2D AXISYM�ETRIQUE DU PROPULSEUR.



Chapitre 7Couplage des mod�eles
7.1 IntrodutionNous allons pr�esenter dans e hapitre, une tentative de ouplage des 2mod�eles pr�e�edants. Le but sera de modi�er les potentiels du satellite lorsde l'allumage du propulseur. Des travaux ont d�ej�a �et�e e�etu�e pour tenterde r�esoudre le prôbl�eme oupl�e. Par exemple, nous reiterons les travaux duRIAME de Mosou [27℄, qui utilisent un mod�ele de propulseur pour lequele lese�ets de harge d'espae sont n�eglig�ees. Nous pourrons aussi iter les travauxde J. Wang et D.E. Brinza [37℄ qui ont raisonn�e �a potentiel de satellite �x�e.7.1.1 ButDans les deux hapitres pr�e�edents, nous avons d�erit le m�eanisme deharge en environnement magn�etosph�erique et l'expansion du jet de plasmad'un propulseur �a e�et Hall de type SPT . Pour haun d'entre eux, nousavons propos�e un mod�ele physique et num�erique permettant de les alu-ler. Dans le but de omprendre l'inuene de la propulsion plasmique surla harge �eletrostatique d'un satellite nous devons don oupler es deuxmod�eles. C'est l'objet de e hapitre qui fera fortement r�ef�erene aux deuxpr�e�edents.7.1.2 Strat�egieDans un premier temps, le satellite est harg�e par la magn�etosph�ere. A untemps not�e Ta le propulseur est allum�e, nous pourrons hoisir pour elui-i,le temps auquel l'�equilibre est atteint. Des ions lents vont être attir�es parle satellite et r�eer des ourants sur elui-i pour ainsi modi�er sa arte de229



230 CH. 7. COUPLAGE DES MOD�ELESpotentiels. Pour les temps inf�erieurs �a Ta, nous utiliseront le mod�ele et l'al-gorithme de r�esolution pr�esent�ee en 5 sans auune modi�ation. Au tempsTa, nous b�en�e�ions alors d'une arte de potentiel sur le satellite. Nous al-ulerons alors �a Ta l'expansion du jet de plasma en utilisant le mod�ele etl'algorithme de r�esolution pr�esent�e en 6. Nous l'utilisons en gelant les poten-tiels sur le satellite pour fournir une ondition limite sur son bord de Dirihlet.Une fois la plume alul�ee nous avons �a notre disposition les ourants ini-dents provenant du propulseur. Nous devrons alors trouver la nouvelle artede potentiel visant �a annuler le ourant total re�u par le satellite.7.2 Approximation num�eriqueLes approximations num�eriques utilis�ees pour le ouplage font fortementr�ef�erene aux 2 hapitres pr�e�edents, nous pr�esenterons ii uniquement lessp�ei�it�es apport�ees par le ouplage des 2 mod�eles.7.2.1 Magn�etosph�ereNous sommes ii �a des temps inf�erieurs �a Ta, le propulseur �etant �eteintseul la partie orrespondant �a la magn�etosph�ere joue un rôle. Auun ouplagen'est n�eessaire et ette setion fait enti�erement r�ef�erene au hapitre 5. Autemps Ta nous arrivons �a une arte de potentiel sûr le satellite donn�e par :�(Ta; x) = �Ta(x)8x 2 �vo�u �v est la surfae ext�erieure au satellite, soit si l'on reprend les notationsde 2.1.3 �v = �d�v[��v. Les ourants provenant de la magn�etosph�ere, re�uessur les surfaes seront not�ees Ji pour les ions et Je pour les �eletrons.7.2.2 Propulseur SPT � 100Au temps Ta, les potentiels sont onnus en surfae du satellite. Dans unpremier temps, nous alulons l'�etat stationnaire de la plume ompte tenude ette arte de potentiel. Nous utilisons diretement l'algorithme d�erit auhapitre 6 en n'utilisant qu'une seule it�eration de l'algorithme de Newton.Nous avons vu que des surfaes du satellite reevaient un ourant d'ionslents que nous noterons J lenti . De plus, ompte tenu de la pr�esene d'�eletronsmaxwelliens dans le jet du propulseur, un ourant d'�eletrons est aussi pr�esentsur ertaines surfaes, il est alors de la forme :



7.2. APPROXIMATION NUM�ERIQUE 231JSPTe = �enrefskT SPTe2�me exp�e(�(x)� �ond � d�)kT SPTe �Pour modi�er la harge �eletrostatique du satellite nous devrons int�egreres ourants. Pour e faire, nous herherons �a �equilibrer le ourant totalre�u. C'est l'objet de la setion suivante.7.2.3 Calul des potentielsPour �equilibrer le ourant total re�u nous allons onstruire un algorithmepseudo-stationnaire onstruit autour de l'�equation de Laplae pr�esent�e en2.2.2 que nous donnons diretement sous forme adimensionn�ee, pour le mêmedimensionnement : ��x�(t; x) = 0; 8x 2 O; 8t � 0��t ���k� � �dk � ���n� + ���k� � �dk � Jext:n = 08x 2 �d�v; 8t � 0Z��v ��t �����n�� Jext:nd + Z��d ��t ����k� � �dk �� ���k� � �dk d = 0�(t; x) = �(t)8x 2 �
0; 8t � 0�(t; x)! 0; 8x; kxk ! +1; 8t � 0ave Jext = Je + Ji + (JSPTe + J lenti )T SPTTle param�etre TSPTT provient des di��erenes d'adimensionnement entre les�equations de la magn�etosph�ere et elle du propulseur.Ces �equations seront r�esolues de mani�ere analogue qu'au hapitre 6.N�eanmoins, �a haque it�eration en temps, nous devons realuler la plumeen refaisant une it�eration de Newton. Les ourants provenant de la magn�etosph�eredevront aussi être realul�es. Le ourant Jext pourra alors être realul�e ainsiqu'une nouvelle arte de potentiel. En r�eit�erant plusieurs fois nous pourronsatteindre un nouvel �equilibre dû �a la pr�esene de la plume.



232 CH. 7. COUPLAGE DES MOD�ELES7.2.4 Algorithme g�en�eralNous donnons ii l'algorithme g�en�eral de alul.
t < Ta

� Initialisation.! Assemblage de la matrie de masseAh:! Fatorisation de elle-i par Choleski.! �0 = 0 en haque noeud.! Calul de E0:! Calul des ourants Jext.! Assemblage du seond membre du syst�eme : �0 +�tBh(�0)� It�eration en temps.��������� ! Calul de �n+1en inversant les syst�eme triangulaire.! Calul de En+1:! Calul des ourants magn�etosph�eriques Jext.! Assemblage du seond membre du syst�eme : �n +�tBh(�n)

t � Ta
� It�eration en temps.������������������������������������

! Calul des densit�e d'ions rapides:! Calul des densit�e d'ions lents:! D�e�nition de la zone neutre:� It�eration de Newton.��������� ! Assemblage de la matrie de masse (Ah �B0(phik)):! Fatorisation de elle-i par Choleski.! Assemblage du seond membre du syst�eme : B(�k)� B0(�k):�k! Calul de �k+1:! Calul des ourants magn�etosph�eriques.! Calul des ourants issus du propulseur Jext.! Assemblage de la matrie de masse Ah:! Fatorisation de elle-i par Choleski.! Assemblage du seond membre du syst�eme : �n +�tBh(�n)! Calul de �n+1:! Calul de En+1:



7.3. R�ESULTATS NUM�ERIQUES 2337.3 R�esultats num�eriquesNous donnons ii, le r�esultat obtenu pour un satellite ylindrique ompos�eessentiellement de di�eletrique. Celui-i est plong�e dans un plasma neutre dedensit�e n0 = 1e6m�3 et de temp�erature kTe = kTi = 10keV .Le propulseur est allum�e �a partir d'un temps Ta prohe de l'�equilibre.Nous donnons la ourbe du potentiel absolu (potentiel du onduteur parfaitrelativement �a l'in�ni) en fontion du temps :
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234 CH. 7. COUPLAGE DES MOD�ELESNous onstatons une neutralisation du potentiel absolu important et tr�esrapide. Nous onstatons un potentiel absolu d'�equilibre de l'ordre de 40kV , equi est beauoup trop important pour être aeptable. Nous devons don sou-lever ii un point important, la quantit�e de ourant d'ions et d'�eletrons pro-venant du propulseur d�epend fortement du potentiel plasma de la plume re-lativement au potentiel des surfaes. Don du hoix du potentiel de r�ef�erene�ref . Dans e mod�ele, elui-i a �et�e hoisi �a 40V + �ond. Les ourantsd�ependent don fortement de es 40V qui restent onstants. L'unique moyend'�equilibrer le ph�enom�ene de neutralisation provient alors des �eletrons de lamagn�etosph�ere. Pour �equilibrer le ourant d'ions lents par un ourant pro-venant de la magn�etosph�ere nous devons avoir une valeur de potentiel del'ordre de quelques fois la temp�erature du plasma magn�etosph�erique. Celle-i�etant de 12keV la valeur trouv�ee est raisonnable ompte tenu du mod�ele.Nous rappelons qu'auune desription du âblage �eletrique du propulseurn'a �et�e onstruite. Ce mod�ele permettrait de relier le potentiel du ondu-teur aux ourants re�us provenant du propulseur. Ii, le mod�ele de plumedu propulseur SPT apparâ�t trop fortement omme une soure ext�erieure ausatellite.



Chapitre 8ConlusionLa pr�esene d'un plasma entourant un satellite engendre des ph�enom�enesde harge �eletrostatique sur elui-i. Un satellite �evoluant en orbite g�eosta-tionnaire est entour�e par un plasma de type de magn�etosph�erique, peu denseet haud. La pr�esene de elui-i va don entrâ�ner des e�ets sur la harge�eletrostatique. L'utilisation d'un propulseur �eletrique �a e�et Hall vient mo-di�er le plasma et don es e�ets. Nous avons herh�e au ours de ette�etude �a simuler la prise de harge �eletrostatique d'un satellite en orbiteg�eostationnaire ainsi que l'inuene de la proposition �eletrique sur elle-i.Pour haun des deux environnements plasmiques, nous avons dû �etudierleur physique et onstruire un mod�ele math�ematique et num�erique. Le but a�et�e d'�evaluer l'inuene de la propulsion �eletrique sur la harge �eletrostatiqued'un satellite.Cette th�ese est d�eompos�ee en plusieurs parties. Nous avons ommen�epar d�erire la physique des ph�enom�enes plasmiques pouvant inuener laharge �eletrostatique d'un satellite. Nous y avons extrait les grandeurs a-rat�eristiques physiques permettant de dimensionner notre probl�eme. Nousavons introduit les mod�eles math�ematiques bas�es sur le syst�eme de Vlasov-Poisson. Ces �equations ont �et�e adimensionn�ees et simpli��ees en ons�equene,ei pour le as de la magn�etosph�ere et pour le as du propulseur SPT�100.Par la suite, nous avons eu besoin de fournir des ordres de grandeursphysiques et des as tests de validations pour haun des deux plasmas.Pour le as du plasma magn�etosph�erique, nous ont �etudi�e di��erents mod�elesdans un adre unidimensionnel et introduit des mod�eles unidimensionnelsbas�es sur les �equations de Vlasov-Poisson. Les as trait�es sont des as stri-235



236 CH. 8. CONCLUSIONtement unidimensionnels et des as sph�eriques ramen�es au adre unidimen-sionnel. Pour l'un d'entre eux nous avons d�emontr�e un r�esultat math�ematiqued'existene. Nous avons aussi introduit un mod�ele di��erent pour la des-ription du plasma par une approhe uide : le syst�eme d'Euler isotherme-Poisson. Ce type de mod�ele plus �eloign�e de la r�ealit�e physique a �et�e aban-donn�e par la suite.Pour le as du propulseur, nous avons e�etu�e des mesures exp�erimentalespermettant de arat�eriser le plasma issu d'un moteur de type SPT � 50.Renfor�es par es r�esultats, nous avons d�evelopp�e des mod�eles bidimen-sionnels axi-sym�etriques pour haun des deux plasmas.Pour le as du plasma magn�etosph�erique, nous avons d�erit des m�ethodespermettant de r�esoudre l'�equation de Laplae et de aluler les ourants departiules inidents aux surfaes. Pour l'�equation de Laplae, nous avons uti-lis�e une approximation �el�ements �nis volumiques oupl�es ave des �el�ementsin�nis et ave prise en ompte des �nes ouhes de di�eletrique. Pour le al-ul des ourants re�us par les surfaes, nous avons utilis�e une m�ethode dearat�eristiques en remontant les trajetoires. Les r�esultats obtenus ont �et�efournis ainsi que des as de validation.Pour le as du propulseur, nous avons d�erit des m�ethodes permettantde aluler l'expansion du jet de plasma issu d'un propulseur SPT. Nousavons utilis�e une approximation partiulaire ( 'Partile in Cell' ) ave priseen ompte des ollisions ave �ehange de harge. Pour r�esoudre le potentiel�eletrostatique, dans une premi�ere zone, o�u la neutralit�e peut être impos�ee,nous avons utilis�e une formule expliite. Dans une seonde zone o�u l'hy-poth�ese de neutralit�e n'est plus valable, nous avons utilis�e des �el�ements �nisvolumiques ave prise en ompte de la harge d'espae. De plus, pour traiterles non-lin�earit�es impos�ees dans ette zone, nous avons utilis�e un algorithmede Newton.Finalement, nous avons oupl�e es deux mod�eles pour obtenir un mod�elebidimensionnel et axi-sym�etrique permettant de aluler la harge �eletro-statique d'un satellite en milieu magn�etosph�erique et l'inuene de la pro-pulsion plasmique sur elle-i.Dans l'objetif du ouplage, le rôle du param�etre permettant de relier lepotentiel plasma dans la plume du propulseur au potentiel de surfae n'a puêtre suÆsamment �etudi�e. La plume est apparue d�es lors omme une soure



237ext�erieure d'ions lents. L'�etude d'un mod�ele �eletrique du âblage du propul-seur devra être envisag�ee pour tenter de orriger ela.Pour parfaire le mod�ele nous rappelons que les e�ets de gaine aux sur-faes ne sont pas suÆsamment pris en ompte. Pour le plasma r�e�emis par lessurfaes, nous avons vu que elles-i engendraient un plasma froid qui risquede rester loalis�e pr�es des surfaes. D'autre part, une attention partiuli�eredevra être apport�ee pour les gaines r�e�ees par la pr�esene du plasma issu dupropulseur pr�es des surfaes. En�n, pour prendre en ompte des on�gura-tions plus r�ealistes, un mod�ele tridimensionnel devra être envisag�e.
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