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CONTROLE DE REACTEURS DE
POLYMERISATION, OBSERVATEUR ET
INVARIANCE

NASRADINE AGHANNAN

Résumé. — Cette thése s’est construite avec une approche double, a la fois théorique
et pratique. D’un coté, nous avons mené un travail de régulation sur des réacteurs de
polymérisation de la société ATOFINA. De 'autre, nous avons développé des observateurs
asymptotiques pour des systémes nonlinéaires présentant des symétries.

Le travail de régulation concernait des réacteurs tubulaires en boucle, fonctionnant en
phase liquide. Nous avons & partir des lois de conservation de masse et d’énergie, établis
des modéles. Ces derniers étant nonlinéaires, nous avons utilisé des techniques de controle
(linéarisation par bouclage) et d’observateur (contraction) nonlinéaires, que nous avons
installées sur les unités.

Ce projet nous a amené a réfléchir sur la maniére dont on peut tenir compte des symé-
tries d’un systéme pour élaborer des observateurs. Nous avons considéré le cas de systémes
invariants sous ’action de groupe de transformations : notre contribution réside dans la
définition de la notion d’erreur invariante, ingrédient important dans la conception d’ob-
servateurs invariants. Nous décrivons ensuite un observateur asymptotique, localement
convergent pour une classe de systéme Lagrangiens, qui a la propriété d’étre intrinseque
tout comme le sont les équations d’Euler-Lagrange. Ces deux études remettent ainsi en
perspective la notion d’erreur pour les systémes nonlinéaires, en tenant compte de la géo-
métrie qui structure ces systéemes.






SUMMARY

Key words : Process control, Continuous stirred reactor, asymptotic observer, Trans-
formation group, Invariant, Moving frame method, Symmetry, Contraction, Intrinsic equa-
tions, Riemannian structure, Lagrangian systems, Mechanical systems.

This thesis is composed of two parts : an industrial application and an academic work.
On one side, we have developed controllers for polymerization reactors belonging to the
ATOFINA company. On the other, we have worked on the design of asymptotic observers
for nonlinear systems with symmetries.

This document is thus organized in two parties : the first one deals with the regulation
work for ATOFINA, the second one concerns the work on the asymptotic observer design.

Part I : Control of polymerization reactors. — The ATOFINA project concerns
the reactor PP2 (polypropylene) on the petrochemical plant of Feluy (Belgium), and the
reactors C and D (polyethylene) on the petrochemical plant of Anvers. The objectives
consist in both cases in increasing the productivity while maintaining a better stability for
the polymer quality. In this order, we have developed new regulators to control better the
principal variables defining the reactors content, which are at the heart of these production
plants. First, our task was to establish a model to represent the reactors working behaviour,
and then from this model we have designed soft sensors to estimate the key variables and
designed the controller laws. Our contribution is not a new control method : the control
laws we have used are designed by feedback linearization of the model equations. This was
possible because we had a model representing the reactors working behaviour well enough.
Our contribution is this model. From the mass and energy conservation laws, and from
some simplifying hypothesis, we have built a model adapted to our control objectives. In
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Feluy, the project has been finished : the controller final version is working since February
2003, and the process engineers have already noticed a better stability for the reactor. In
Anvers, the soft sensor is working since November 2001.

In chapters 1 and 2, we present the process and the model we have designed, respec-
tively, for the reactors PP2 and PE. In chapter 3, we describe the observer controller we
have designed.

While working on this project, we faced the question concerning the choice of the units in
which we had to write the equations. We were concerned by writing algorithms independent
from this choice as the reactors behaviour is. This questioning is at the origin of the
academic work presented in this thesis, and which has been published in [3] and [4].

Partie II : Observer and invariance. — Indeed we have considered nonlinear systems
with symmetries and we have designed asymptotic observers invariant with respect to this
symmetries, as it is done in [50| where the invariant tracking problem is addressed. We have
first looked at systems with dynamics invariant under the action of group transformations
with a finite number of parameters. Then we have considered the mechanical systems
that preset the important propriety to have intrinsic equations, that is to say equations
independent from the choice of a particular set of configuration coordinates.

Chapter 4 : On invariant asymptotic observers

For dynamics & = f(x) with output y = h(z) invariant with respect to a transformation
group G, we define invariant asymptotic observer of the form # = f (z,y) where y = h(x)
is the measured output and z an estimation of the unmeasured state x. Such a definition
is motivated by a class of chemical reactors, treated in details, when the transformation
group corresponds to unit changes and the output y to ratio of concentrations. We propose
a constructive method that guaranties automatically the observer invariance i = f (Z,y) : it
is based on invariant vector fields and scalar functions, called invariant estimation errors,
that can be computed via the Cartan moving frame method. The observer convergence
remains, in the general case, an open problem. But for the class of chemical reactors
considered here, the invariant observer convergence is proved by showing that, in a Killing
metric associated to the action of G, the symmetric part of the Jacobian matrix 0 f /0% is
definite negative (contraction).

Chapter 5 : An intrinsic observer for a class of Lagrangian systems
We propose a new design method of asymptotic observers for a class of nonlinear me-
chanical systems : Lagrangian systems with configuration (position) measurements. Our
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main contribution is to introduce a state (position and velocity) observer that is invariant
under any changes of the configuration coordinates. The observer dynamics equations, as
the Euler-Lagrange equations, are intrinsic. The design method uses the Riemannian struc-
ture defined by the kinetic energy on the configuration manifold. The local convergence is
proved by showing that the Jacobian of the observer dynamics is negative definite (contrac-
tion) for a particular metric defined on the state space, a metric derived from the kinetic
energy and the observer gains. From a practical point of view, such intrinsic observers can
be approximated, when the estimated configuration is close to the true one, by an explicit
set of differential equations involving the Riemannian curvature tensor. These equations
can be automatically generated via symbolic differentiations of the metric and potential
up to order 2. Numerical simulations for the ball and beam system, an example where the
scalar curvature is always negative, show the effectiveness of such approximation when the
measured positions are noisy or include high frequency neglected dynamics.
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INTRODUCTION GENERALE

Cette thése s’est construite avec une approche double, & la fois théorique et pratique.
D’un coté, nous avons mené un travail de régulation sur des réacteurs de polymérisation
de la société ATOFINA. De 'autre, nous avons développé des observateurs asymptotiques
pour des systémes nonlinéaires présentant des symétries.

Le projet chez ATOFINA concernait le réacteur PP2 (polypropyléne) situé a Feluy en
Belgique, et le réacteur D du PE (polyéthyléne) situé a Anvers. L’objectif était dans les
deux cas d’augmenter la productivité de I'unité tout en assurant une meilleure stabilité
de la qualité du polymére formé. Nous avons pour cela développé de nouvelles régulations
pour mieux controler les principales variables définissant le contenu des réacteurs, qui sont
au coeur de ces unités de production. Notre tache a d’abord été d’établir un modéle pour
représenter le fonctionnement de ces réacteurs, a partir duquel nous avons élaboré des
capteurs logiciels pour reconstruire les variables clés et établis les lois de commande. Notre
contribution ne réside pas dans la conception d’une nouvelle méthode de régulation : les
lois de commandes ont été obtenues par linéarisation exacte par bouclage, & partir des
équations du modele. Cela a été possible parce que nous avions un modéle qui représentait
suffisamment bien le fonctionnement des réacteurs. Notre contribution réside ainsi dans
cette modélisation. A partir des lois de conservation de masses et d’énergie, et d’hypotheses
simplificatrices, nous avons obtenu un modéle adapté a 'objectif de controle. A Feluy, le
projet a pu étre mené au bout : la version finale du régulateur est en fonctionnement depuis
février 2003, et la direction a déja noté une meilleure stabilité du réacteur. A Anvers, le
capteur logiciel est en fonctionnement depuis novembre 2001. Depuis des probléemes de
calendrier ont remis a plus tard notre travail.

A T’occasion de ce travail, la question du choix des unités dans laquelle écrire les équations
s’est posé a nous. Notre souci était d’écrire des algorithmes indépendants de ce choix étant



2 INTRODUCTION GENERALE

donné que le fonctionnement des réacteurs ’est. Cette réflexion est a l'origine du travail
théorique présenté dans ce mémoire et qui a fait 'objet des publications [3] et [4].

Nous avons en effet considéré des systémes nonlinéaires présentant des symétries et nous
avons cherché a construire des observateurs asymptotiques respectant ces symétries, a
'image de ce qui est fait dans [50] ot est considéré le probléme de tracking invariant. Nous
avons examiné d’abord des systémes dont les dynamiques sont invariantes sous l’action
d’un groupe de transformations avec un nombre fini de parameétres. Notre contribution
consiste en la définition de la notion d’erreur invariante, qui nous a permis pour une classe
de réacteurs chimiques, invariants sous 'action du groupe des homothéties, d’obtenir un
observateur globalement asymptotique, également invariant. Puis nous avons considéré le
cas des systémes mécaniques qui présente la propriété importante d’avoir des équations
intrinséques, c’est a dire indépendantes du choix d’un systéme particulier de coordonnées
sur la variété de configuration. Nous avons construit un observateur asymptotique intrin-
séque, localement convergent, qui permet a partir de la mesure bruitée des positions de
reconstruire les vitesses. Dans les deux cas, la convergence est démontrée en utilisant un
argument de contraction [44].

Notre mémoire s’organise donc en deux parties : la premiére traite du travail de régulation
pour ATOFINA, la seconde de la construction d’observateurs asymptotiques respectant les
symétries.

Partie I : Commande de réacteurs de polymérisation. — Dans les chapitres 1 et 2, nous
présentons le procédé et le modéle que nous avons développé, respectivement, pour le
réacteur PP2 et PE. Dans le chapitre 3, nous décrivons ’observateur controleur que nous
avons élaboré.

Partie II : Observateur et invariance. — Dans le chapitre 4, nous présentons le travail
concernant les systémes invariants sous l’action de groupe de transformation. Dans le
chapitre 5, nous décrivons un observateur asymptotique intrinséque pour une classe de
systémes Lagrangiens.



PARTIE 1

COMMANDE DE REACTEURS DE
POLYMERISATION



Dans cette premiére partie, nous présentons le travail de régulation que nous avons
effectué sur des réacteurs de polymérisation appartenant a la société ATOFINA : ces
réacteurs représentent le coeur des unités de production. Le but des projets est le méme a
chaque fois : augmenter la production tout en assurant un meilleur contréle de la qualité
du polymeére. Le chapitre 1 est consacré au réacteur PP2 (polypropyléne) du site de Feluy
(Belgique). Le chapitre suivant présente le réacteur D situé & Anvers ot ATOFINA produit
du polyéthyléne (PE).

Ce travail est le fruit d’une collaboration avec :

Frédéric GUERIN ATOFINA Lyon
Céline LAMBERT ATOFINA Lyon
Marc SOUCHE ATOFINA Lyon
Denis MIGNON ATOFINA Feluy
Renaud OREINS ATOFINA Feluy
Marc WEINBERG ATOFINA Feluy
L’équipe d’Opérateurs de PP2 ATOFINA Feluy
Dr. Ir. Pierre VAN GRAMBEZEN ATOFINA Anvers
L’équipe d’Opérateurs de PE ATOFINA Anvers
Guy VAN ACKER HONEYWELL

Cette étude s’inscrit dans la méthodologie de travail du CAS qui associe applications
industrielles et travail “théorique”. Comme nous le verrons dans cette partie, le travail plus
“académique” présenté dans la partie II trouve son origine dans une réflexion menée pour
la conception d’observateur, ou capteur logiciel, pour les réacteurs PP2 et PE. Pour les
deux réacteurs, nous avons ainsi élaboré un capteur logiciel et un contréleur utilisant cet
estimateur. Nous sommes partis d'une modélisation des réacteurs qui tient compte des
échelles de temps et d’espace : nous avons ainsi considéré un modéle adapté a nos objectifs
de controéle. Les modéles étant non linéaires, nous avons utilisé des techniques d’observateur
et de commande non linéaires : observateur contractant et linéarisation par bouclage avec
ajout d’un effet intégral.

Le travail a pu étre mené au bout pour le réacteur PP2 ot la version finale du contréleur
est en fonctionnement depuis février 2003 : la direction a noté depuis une meilleur stabilité
du réacteur, d’ot1 une qualité mieux controlée pour le polypropyléne. Pour I'unité d’Anvers,
un capteur logiciel est en fonctionnement depuis Novembre 2001. Depuis, des problémes
de calendrier ont remis a plus tard notre travail.

L’installation des capteurs logiciels et des controleurs a nécessité de nombreux déplace-
ments dans les usines. Ces visites avaient pour objectif le réglage du programme ; elles ont



permis aussi d’expliquer aux opérateurs le fonctionnement de notre controleur. Le résultat
est concluant notamment pour le site de Feluy ot la nouvelle régulation a été acceptée : le
taux de bouclage est supérieur a 95%. Il est prévu d’installer la méme régulation sur une
nouvelle unité PP3 (démarrée en Mars 2002) : il s’agit du réacteur au second plan sur la
Figure 1. Son installation sur une unité pilote a également débuté sur le site de Feluy.

Cette partie est structurée de la facon suivante. Les chapitres 1 et 2 sont respectivement
consacrés a la description des procédés et des modéles pour les réacteurs PP2 et PE. Dans
le chapitre 3, nous décrivons ’'observateur-controéleur que nous avons développé pour les
deux réacteurs et présentons les résultats obtenus sur les deux sites.

Références Bibliographiques. — Pour le travail de modélisation, nous avons consulté
principalement les trois ouvrages suivant [70] , [43] et [2], ainsi que des articles des “Tech-
niques de I'Ingénieur” : [10], [26], [29], [65] et [68].

Pour I’élaboration de 1'observateur-controleur, nous avons consulté : [7], [37], [44], 8]
et [57].

L’observateur-controleur que nous avons développé pour les réacteur PP2 et PE consti-
tuent des algorithmes relativement simples, comparés aux techniques que ’on trouve dans
la littérature : essentiellement du contréle prédictif ([63],[73]), avec l'utilisation de réseau
de neurones comme dans [69], ou de filtre de Kalman étendu [64], pour estimer I’état. Ces
derniéres techniques s’avérent étre cotiteuses en puissance de calcul. Comme nous étions
sur 'unité PP2 limité par rapport a la taille du code, notre approche plus simple pouvait
étre implémenté.






CHAPITRE 1

REACTEUR PP2 A FELUY

FIGURE 1. Reéacteur PP2 Feluy (au premier plan, le réacteur concerné par ce projet)

Nous décrivons dans ce chapitre le procédé PP2 du site ATOFINA de Feluy : sa capacité
de production est de 250 k'T' par an, pour un marché européen de 10000 kT en 2002. Le
coeur de 'unité est constitué d’'une série de réacteurs tubulaires en boucle et polyméri-
sant du propyléne. Afin d’atteindre I'objectif du projet (augmentation de la production et
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meilleur contrdle de la qualité), nous avons mis en place cing régulateurs qui stabilisent les
principales variables définissant le fonctionnement du réacteur : densité, concentration en
hydrogéne et production. Cela permet aujourd’hui aux opérateurs de conduire le réacteur
plus pres de ses limites de fonctionnement.

Dans la section 1.1, nous présentons le procédé. Puis dans la section 1.2, nous donnons
un modeéle pour la dynamique des principales variables caractérisant le fonctionnement du
réacteur. Ce modele est adapté a notre objectif de controle et représente correctement le
fonctionnement des réacteurs : il est fondé sur les lois de conservation de masse et d’énergie.
Nous aborderons le calcul de I'observateur-contréleur dans le chapitre 3, ot1 nous présentons
également les résultats obtenus sur le site.

1.1. Description du procédé

Catalyseur

R1 R2

L Bloc —) Extrusion
Copolymérisation

Y

(

\J) \J/ \
C3 + H2 /::jm fJ

FIGURE 2. Schématisation d’un procédé type Feluy.

L’unité. — L’usine PP2 & Feluy produit du polypropyléne & partir de monomeére de
propyléne C3 dans une réaction exothermique activée par un catalyseur Ziegler-Natta. La
qualité du produit est controlée par une alimentation en hydrogene qui détermine le Melt
Index du produit formé : c’est a dire sa viscosité. La partie du procédé sur laquelle nous
avons travaillée a été schématisée, comme indiqué sur la figure 2 :

— une zone de préparation du catalyseur

— et deux réacteurs tubulaires en boucle, R1 et R2.



1.1. DESCRIPTION DU PROCEDE 9

Le polymeére est envoyé a la sortie du réacteur R2 vers un réacteur phase gaz (zone de
copolymérisation) avant de terminer dans la zone d’extrusion, ou des additifs peuvent étre
ajouté pour obtenir le produit final.

Dans la zone de préparation, le catalyseur est mis en suspension. Il est conditionné en
vue des propriétés chimiques et mécaniques souhaitées pour le produit final. Le mélange
catalytique appelé “mud”, préparé dans le petit récipient présenté dans la figure 2, est
envoyé vers un petit réacteur boucle, qui est aussi alimenté par du propyléne : la réaction
est alors activée. Ce mélange est ensuite envoyé vers le réacteur R1 qui recoit également
une alimentation en propyléne et hydrogéne. Le contenu de ce réacteur R1 se déverse
entierement dans le réacteur R2. Ce dernier recoit sa propre alimentation en propyléne
et en hydrogéne. Cette structure permet d’augmenter le temps de séjour du catalyseur et
ainsi sa productivité, tout en utilisant des réacteurs de taille “réduite”. Etant donné que la
réaction de polymérisation est exothermique, les réacteurs R1 et R2 sont entourés par des
jaquettes ou de l’eau circule pour assurer le refroidissement.

5 entrées , 5 sorties. — Le mélange réactionnel est constitué par le propyléne liquide
dans lequel le polypropyléne sous forme de poudre est en suspension. Pour éviter que le
réacteur ne prenne en masse, il est important de réguler la fraction massique en poudre ou
taux de solide, ce qui revient a réguler la densité du mélange réactionnel.

La qualité du produit est déterminée par son Melt Index qui est fonction de la longueur
moyenne des chaines de polymére formées. L’hydrogéne agit sur la terminaison des chaines
et donc influe sur le Melt Index. Il est donc aussi important de réguler la concentration de
I’hydrogéne dans chaque réacteur.

Enfin, le tonnage produit est déterminé par la quantité de catalyseur utilisée.

Pour notre systéme, nous nous intéressons donc aux 5 sorties suivantes :

— x1 et xo : la fraction massique du polypropyléne respectivement dans les réacteurs R1
et R2.

— 1 et yo : la concentration en hydrogene respectivement dans les réacteurs R1 et R2.

- P = P, + P, : le débit de production instantanée égal a la somme des débits de
production respectifs, P, et P, des réacteurs R1 et R2.

5 entrées correspondent a ces sorties :

— x7 et x9 sont régulés respectivement par les débits, F'C'3; et F (35, de propyléne

entrant respectivement dans les réacteurs R1 et R2.
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— 11 et yo sont régulés respectivement par les débits, F'H2, et F'H2,, d’hydrogéne ali-
mentant les réacteurs R1 et R2.

— P est régulé par le débit de catalyseur F'Cata entrant uniquement dans le R1, apreés
avoir traversé la zone de préparation du catalyseur.

1.2. Equations de la dynamique

1.2.1. Hypothése de modélisation. — Bien que les réacteurs soient tubulaires, comme
les pompes de circulation des produits assurent une rotation rapide du mélange, propy-
léne liquide + polypropyléne poudre ( ou “slurry”), ’hypothése de réacteur parfaitement
mélangé s’est avérée bien adaptée a notre systéme : les résultats obtenus pour notre esti-
mateur le confirment. Nous considérons donc que le contenu des réacteurs est homogéne
et que ce qui quitte un réacteur a la méme composition que le contenu du réacteur.

Le modéle s’appuie sur des bilans matiére et énergie. Il s’appuie aussi sur ’hypotheése de
volume constant des réacteurs : cette derniére permet de calculer le débit & la sortie des
réacteurs, en tenant compte des effets de contraction, due aux différences de densité entre
le propyléne dans la phase liquide et dans la poudre.

Nous n’avons pas écrit de modéle cinétique pour les termes de production. Le bilan ther-
mique était suffisant pour estimer la quantité instantanée de polypropyléne produite dans
chacun des réacteurs. Nous nous sommes appuyés pour cela sur le fait que la dynamique
de la température dans les réacteurs est trés rapide comparée a celle des sorties décrites
dans la section précédente.

Avant de décrire les équations régissant la dynamique, nous précisons nos notations dans
la section suivante.

1.2.2. Notations. — Nous décrivons dans le tableau 1 les notations utilisées pour décrire
les équations régissant la dynamique du réacteur.

1.2.3. Bilan de masse. — Pour calculer nos commandes, nous avons cherché a connaitre
les équations régissant la dynamique des sorties qui nous intéressent. Pour cela, nous
sommes partis des bilans de masse et d’énergie établis pour chacun des réacteurs.

Le bilan massique s’écrit
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Variable Description

Mp; Masse de propyléne dans le réacteur R;

Mpp; Masse de polypropyléne dans le réacteur R;

Muori Masse d’hydrogene dans le réacteur R;

Mecatai Masse de catalyseur dans le réacteur R;

Mo Masse totale dans le réacteur R;

FC3; Débit massique de propyléne entrant dans le réacteur R;

FH2, Débit massique d’hydrogéne entrant dans le réacteur R;

F; sortie Débit massique a la sortie du réacteur R;

FCata Débit massique de catalyseur entrant dans le premier
réacteur

FH?20; Débit massique de 1’eau circulant dans la jaquette du
réacteur R;

x; Fraction massique du polypropyléne dans le réacteur R;

Yi Fraction massique de I'’hydrogene dans le réacteur R;

= Terme de production dans le réacteur R;

P Terme de production total

A; Activité du catalyseur dans le réacteur R;

i Parameétres associés a I’hydrogéne dans le réacteur R;

J; Puissance de la pompe de circulation du réacteur R;

Qi Puissance échangée avec la jaquette du réacteur R;

T; Température du réacteur R;

T, Température de I’alimentation en propyléne

AT; Différence de température de l'eau de refroidissement
entre la sortie et ’entrée de la jaquette

V Volume des réacteurs

op Densité du propyléne

prp Densité du polypropyléne

AH Enthalpie de polymérisation

Cpp Capacité calorifique du propyléne

Cppp Capacité calorifique du polypropyléne

Cproo Capacité calorifique de I'eau

hp Enthalpie du propyléne

hpp Enthalpie du polypropyléne

TABLE 1. Notations du Modéle réacteur PP2 Feluy

11
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— pour le propyléne et le polypropyléne :

d
—M = P1 — Fl sortie
g e 1 1,sortiel1
d
%MPl =FC3; — Fl,sortie(l - xl) - P
d
%MPP2 = P2 + xlFl,sortie - F2,sortiex2
d
EMPQ = FC3y + (1 — 1) F1 sortic — Fasortie(1 — x2) — Po
— pour le catalyseur :
d MCatal
_M ata FC t F sortie
di Catal ata Mo 1,sort
d MCatal MCata2
—M, ata2 — Fsorie_ Fsorie
dt Cataz Mtotl fsort Mtot2 Zosort
— et pour ’hydrogéne :
d Mg
—M = FH2, — Fi sortie
g H2RL 1 Mo 1,s0rt
d Mg Mpogo
—M :FH2 Fsorie_iF sortie
gy 2R 2+ Moo, 1,s0rt Myoss 2, sort

(8)

Comme il n’y a pas de débimétres a la sortie des deux réacteurs, mais seulement a I’entrée

pour mesurer les débits F'C3; et F'(C3s, il est nécessaire de déterminer les débits de sortie

Fi sortie €t F sortie. Pour cela nous allons exploiter le fait que le volume réactionnel est

constant dans les deux réacteurs. Par exemple, nous obtenons pour le premier réacteur :

MPI + MPPl

pr prp

V:

(9)

Nous avons négligé la masse représentée par le catalyseur et ’hydrogéne. En dérivant (9),

nous obtenons en utilisant les équations du bilan massique :

V=0

_ Mpy X Mppy
PP PPP
_ FC3, — Fl,som‘e(l - $1) - P i P — Fl,sm"tiexl

PP prp
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Il suffit alors de réorganiser les termes de la derniére ligne :

FC3 1 1 1
Fl,sortie: ( 1+P1 (—__)> .
PP pep PP L4 (L — L)
PP PPP

PP

Avec la méme démarche, on obtient le débit de sortie du second réacteur :

FC3 + F sortie 1 1 1
F2750Tti6 _( 2 Lsort + (PQ + fL’lFl,sortie) <— - _) ) .
Pp ppp PP L+$2(L_L>
PP PPP PP
1.2.4. Bilan d’énergie. — Pour exprimer les termes de production P; et P, nous allons

établir un bilan thermique en considérant que la dynamique régissant la température dans
les réacteurs est rapide, étant donné le temps de séjour dans les réacteurs. Nous n’avons
donc pas développé de modéle cinétique.

Le bilan d’énergie s’écrit pour le premier réacteur :

d
—(Mp1hp(Ty) + Mppi1hpp(T1)) = FC31hp(Te)

dt
- Fl,sortie(l - xl)hP(Tl)
— Fisortiex1hpp(T1) + Jy — Q.

en négligeant les termes d’énergie cinétique et d’énergie potentielle. Comme nous supposons
que la dynamique de la température est trés rapide, nous allons donc considérer que la
température dans le réacteur est constante. Ainsi

d d d
@(MPth(Tl) + Mpp1hpp(T1)) = hP(Tl)EMPl + hPP(Tl)EMPPl-

On utilise alors les équations de bilan de masse (1) et (2)
(FC31 — Py — (1 — 1) Fi sortie)hp(Th) + (P1 — 21 F sortie) hpp(T1)
= FC31hP(T€) - Fl,sortie<1 - $1)hP(T1) - F1,sortie$1hPP(T1)
+J1— Q1.
Aprés simplification, cela conduit a
Pi(hpp(Ty) — hp(Th)) = FC3y(hp(Te) — hp(T1)) + J; — Q1.
Nous obtenons ainsi I’expression du terme de production P; dans le premier réacteur :

_ FC3,Cpp(Ty = T) + G —
AH

P, (10)
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Une démarche analogue pour le second réacteur conduit a

_ FC3,Cpp(Ty — T¢) + Fi sortic(x1Cppp + (1 — 21)Cpp)(1r — T1) + Q2 — Js

P, o (1)

1.2.5. Dynamique des 5 sorties. — A partir des équations de bilan massique, nous
en déduisons la dynamique des sorties qui nous intéressent.

Dynamique de x1, x5, y1 et y,. — Les calculs permettant de déterminer la dynamique
de 1, x2, y; et yo sont analogues. Pour obtenir la dynamique du taux de solide z; dans le
premier réacteur, il suffit de revenir a sa définition :

Mppy = 1 My  avec My = Mp1 + Mppy

La masse du catalyseur et de ’hydrogéne sont en pratique négligeables . Par dérivation,
nous obtenons alors :

d d
—Mppy = 17— My, Mo
g eer = Ty Mion + Miot121
soit
Py — Fi sortiet1 = 1(FC31 — Fi sortie) + Mion @1
d’ou
1 /1 1 1
.ifl = —(——i-[El <— — —>)(—FC31331+P1)
V\pp pPpP PP
puisque
\%
Mtotl - 1 1 1 .
et (e~ )
Dynamique de P. — Pour établir le modeéle pour la production totale, nous avons

introduit le modéle cinétique simplifié suivant :
Py = Ay Mcaar et Py = Ay Mcatao

ol les parameétres d’activité A, et A, pour le catalyseur sont calculés a partir de la mesure
de réaction par bilan thermique, c’est a dire :

A P, mesuré ¢ A P, mesuré
1= —7, — € 2= Ty
MCatal MCata2
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Pour obtenir la dynamique de P = P;+ P», nous avons négligé la dynamique des parameétres
d’activité, car en pratique ils varient lentement. Ainsi, en tenant compte de (5) et de (6) :

: d d
P=A —Mcuta1 + A2 —Mcuta
L Catal T 2 g cataz
MCatal > <M0ata1 MC’ataQ >
:A FCata— F sortie +A F sortie — F: sortie | -
! ( totl Lsort ? Mtotl bsort Mtot? Zsort
Modéle retenu. — Finalement, le modéle retenu est le suivant :
. 1
T = Mtoﬂ — FC?)ll’l + P1 (12)
1
{t‘g = ( — (FC?)Q + Fl,sortie)IZ + PQ + :L‘lFl,sortie) (13)
Mtot2
1
U1 = (FH21 - FC31?/1) (14)
Mtotl
. 1
Yo = (FH22 — FC3ys + Fi sortie(y1 — yz)) (15)
tot2
d M, ata
_MCatal = FCata — Cat lFl,sortie (16)
dt totl
d MCatal MCata2
_Maa = —7UF sortie — Fsorie 17
dt Cata2 Mtotl 1, t MtOtQ 2, t ( )
. M, ata M, ata M, ata
P = Al FCCLtCL— CtlFlsortie +A2 CtlFlsortie_ Ct2F2sortie .
totl ’ Mtotl , Mtot2 ,

(18)



16 CHAPITRE 1. REACTEUR PP2 A FELUY

Les variables intermédiaires sont définies par :

v
Mtotl - 1 1 1
r T <—ppp - p—p)
\%4
Mtot2 = 1 1
pp T 22 (PPP B p_p>
FC3 1 1
PP PPP PP
Fl,sortie =

FC3 + F sortie 1 1 1
F2,Sortie :( 2 Lsort + (PQ + fL’lFl,sortie) <— - _) ) .
ppr ppp PP L+$2(1 _L>
PP PPP PP



CHAPITRE 2

REACTEUR PE A ANVERS

FiGURE 1. Site ATOFINA d’ANVERS en Belgique

Nous décrivons dans ce chapitre le procédé PE HD du site ATOFINA d’Anvers : sa
capacité de production est de 500 kT par an, la production européenne étant de 4000 k'T
en 2001. Le coeur de 'unité est schématisé par un réacteur tubulaire en boucle (réacteur D)
ou est réalisé la polymérisation de I’éthyléne en phase liquide. Les principales différences
avec le procédé PP2 sont les suivantes :
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— Nous ne prendrons dans ce cas-ci qu’un seul réacteur.

— La réaction se fait dans un solvant : 'isobutane.

— Il s’agit d’une réaction de copolymérisation.

Afin d’atteindre objectif du projet (augmentation de la production et meilleur contrdle de
la qualité), nous avons développé un observateur-controleur pour stabiliser les principales
variables définissant le fonctionnement du réacteur : densité, concentration en éthyléne et
hexéne, et production.

Jusqu’a aujourd’hui, seul le capteur logiciel a pu étre installé : les résultats obtenus
par cet estimateur peuvent remplacer les mesures données par le chromatographe placé
a la sortie du réacteur (voir Figure 2). Etant donné Iintérét des résultats obtenus par
Iobservateur et ’analogie entre la structure des équations des réacteurs PP2 et PE, il
est raisonnable de penser qu’un contréleur similaire a celui de PP2, fondé sur la méme
technique, devrait fournir un résultat trés satisfaisant.

Dans la section 2.1, nous décrivons 'unité. Puis dans la section 2.2, nous donnons un
modéle pour la dynamique des principales variables caractérisant le fonctionnement du
réacteur. Nous aborderons le calcul du contréleur dans le chapitre 3 et nous y présenterons
les résultats obtenus sur le site.

2.1. Description du procédé

L’unité. — L’usine PE & Anvers produit du polyethyléne HD & partir du monomeére
d’éthyléne C2 et d'un comonomeére, I’hexéne C6. Cette réaction exothermique est activée
par différents types de catalyseur, en fonction de la qualité du produit recherchée. La réac-
tion se produit dans de I'isobutane C4 qui joue le réle de solvant pour I’éthyléne et I’hexéne
et de diluant pour le polyethyléne solide, en suspension dans le mélange réactionnel. Deux
parameétres déterminent la qualité du polymeére : sa densité et son melt index.

La Figure 2 fournit un schéma du procédé. Le coeur de I'unité est constitué d’un réacteur
tubulaire en boucle, alimenté par les réactifs C2,C6 et H2, le solvant C4 et le catalyseur. A la
sortie du réacteur, la poudre est séparée du reste dans un flash et le gaz de sortie (Off Gaz)
est récupéré pour étre analysé et recyclé. Etant donné que la réaction de polymérisation
est exothermique, le réacteur est entouré par une jaquette ou de I’eau circule pour assurer
le refroidissement.

4 entrées , 4 sorties. — Le mélange réactionnel est constitué par l'isobutane liquide
dans lequel sont dissous I’éthyléne et I’hexéne, avec en suspension le polyethyléne qui est
sous forme de poudre. Pour éviter que le réacteur ne prenne en masse, il est important de
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FIGURE 2. Schématisation d’un procédé type PE HD Anvers.
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réguler la fraction massique en poudre ou taux de solide, ce qui revient a réguler la densité

du mélange réactionnel.

La qualité du produit est déterminée par son Melt Index et sa densité qui sont fonction de

la fraction massique dans la phase liquide de I’éthyléne et de ’hexéne, et de la température

de réaction.

Enfin, le tonnage produit est déterminé par la quantité de catalyseur utilisée.

Pour notre systéme, nous nous intéressons donc aux 4 sorties suivantes :
— x : le taux de solide ou fraction massique du polyethyléne dans le réacteur.
— Yoo et yeoe : les fractions massiques respectives de 1’éthyléne et de I’hexéne dans la

phase liquide du milieu réactionnel.
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— P : le débit de production.
4 entrées correspondent a ces sorties :
— x est régulé par le débit d’isobutane F'C4.
— Yoo et yoe sont régulés respectivement par les débits, F'C2 et F'C6, d’éthyléne et
d’hexéne alimentant le réacteur.
— P est régulé par le débit de catalyseur F'Cata.

2.2. Equations de la dynamique

2.2.1. Hypothése de modélisation. — Bien que le réacteur soit tubulaire, comme
la pompe de circulation des produits assure une rotation rapide du mélange réactionnel,
I’hypothése de réacteur parfaitement mélangé s’est avérée bien adaptée a notre systéme :
les résultats obtenus pour notre estimateur le confirment. Nous considérons donc que le
contenu des réacteurs est homogeéne et que ce qui quitte un réacteur a la méme composition
que le contenu du réacteur.

Le modéle s’appuie sur des bilans matiere et énergie. Il s’appuie aussi sur ’hypothése
de volume constant dans le réacteur : cette derniére permet de calculer le débit a la sortie
des réacteurs, en tenant compte des effets de contraction, dus aux différences de densité
entre ’éthyléne dans la phase liquide et dans la poudre.

Nous n’avons pas écrit de modéle cinétique pour le terme de production. Le bilan ther-
mique était suffisant pour estimer la quantité instantanée de polyethyléne produite . Nous
nous sommes appuyés pour cela sur le fait que la dynamique de la température dans le
réacteur est trés rapide comparée a celle des sorties décrites dans la section précédente.

Avant de décrire les équations régissant la dynamique, nous précisons nos notations dans
la section suivante.

2.2.2. Notations. — Nous décrivons dans le tableau 1 les notations utilisées pour décrire
les équations régissant la dynamique du réacteur.

2.2.3. Bilan de masse. — Pour calculer nos commandes, nous avons cherché a connaitre
les équations régissant la dynamique des sorties x, yc2, ycs et P. Nous allons plus préci-
sément écrire la dynamique de x, x¢9, xcg €t P. Pour cela, nous sommes partis des bilans
de masse et d’énergie.

Le bilan massique s’écrit
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Variable Description
Meo Masse d 'éthyléne dans le réacteur
Mey Masse d’isobutane dans le réacteur
Mce Masse d’hexéne dans le réacteur
Mpg Masse de polyethyléne dans le réacteur
Mcata Masse de catalyseur dans le réacteur
Mot Masse totale dans le réacteur
Fe Débit massique total a I’entrée du réacteur
FC2 Débit massique d’éthyléne entrant dans le réacteur
FC4 Débit massique d’isobutane entrant dans le réacteur
FC6 Débit massique d’hexéne entrant dans le réacteur
FCata Débit massique de catalyseur entrant dans le réacteur
Foortic Débit massique a la sortie du réacteur
FH?20 Débit massique de I'eau circulant dans la jaquette du réacteur
x Fraction massique du polyethyléne dans le réacteur
To2 Fraction massique de I’éthyléne dans le réacteur
Ty Fraction massique de 'isobutane dans le réacteur
Tcog Fraction massique de I'hexéne dans le réacteur
Yoo Fraction massique de I’éthyléne dans la phase liquide
Yce Fraction massique de I’hexéne dans la phase liquide
P Terme de production total
Peoo Terme de consommation de 1’éthyléne
Peg Terme de consommation de I'hexéne
A Activité du catalyseur dans le réacteur
J Puissance de la pompe de circulation du réacteur
Q Puissance échangée avec la jaquette du réacteur
T Température du réacteur
T, Température de I'alimentation en réactif et solvant
AT Différence de température de I'eau de refroidissement entre la sortie et
I’entrée de la jaquette
V Volume du réacteur
PMel Densité de la partie liquide
PPE Densité du polyethyléne
AH Enthalpie de polymérisation
Cpare Capacité calorifique de la partie liquide
Cpprr Capacité calorifique du polyethyléne
Cprao Capacité calorifique de I'eau
heo Enthalpie de I’éthyléne
hcy Enthalpie de I’isobutane
hce Enthalpie de ’hexéne
hpg Enthalpie du polyethyléne

TABLE 1. Notations du Modéle réacteur PE Anvers
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— pour les réactifs, le solvant et le polyethyléne :

d

%MPE =P - szm"tie (19)
d

%MC4 =FC4— xC’4Fsm"tie (20)
d

%M(H =FC2— :L‘C’QFsortie - PCQ (21)
d

EMCG = FC6 — xCGFsortie - PCG (22)

— pour le catalyseur :

d MCata

_Maa:FCt — ——Foortic 23
di Cat ata M, t ( )

Pour déterminer le débit de sortie Fj,.4., nous allons exploiter le fait que le volume
réactionnel est constant dans le réacteur. Nous négligeons dans la masse totale, la masse
du catalyseur. Nous considérons que le mélange réactionnel est composé d’une partie liquide
de densité pps et d’une partie solide le polyethyléne. Ainsi le volume du réacteur peut
s’exprimer de la facon suivante :

My M
v = HAme  Mre (24)
PMel PPE
En dérivant (24), nous obtenons en utilisant les équations du bilan massique :
V=0
_ Mper n Mpg
PMel PPE
o F€ - (1 - x)Fsortie - P + P - szortie
PMel PPE
Il suffit alors de réorganiser les termes de la derniére ligne :
F 1 1 1
Fsortie:< ‘ +P( - )) .
PMel PPE  PMel L 4 (L _ 1 )
PMel PPE PMel
2.2.4. Bilan d’énergie. — Pour exprimer le terme de production P, nous allons établir

un bilan thermique en considérant que la dynamique régissant la température dans le
réacteur est rapide, comparée au temps de séjour dans le réacteur.
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Terme de production P. — Le bilan d’énergie s’écrit pour le réacteur :

d
7 (M02h02(T) + Meyhes(T) + Meshes(T') + MPEhPE(T)>

= FC2 heo(T,) + FC4 hey(T,) + FC6 hee(T)
— Tc2 Fsortie hC2 (T> — Tca Fsortie hC4(T> — Tce Fsortie hCG (T>
- T FsortiehPE<T) +J - FH20 CPHZ() AT
en négligeant les termes d’énergie cinétique et d’énergie potentielle. Comme nous supposons

que la dynamique de la température est trés rapide, nous allons donc considérer que la
température dans le réacteur est constante. Ainsi,

d
— (MC2hC’2(T) + Mcahea(T) + Meghes(T) + MPEhPE(T))

dt
— hen(T) S Mos + hea(T) S Mos + hes (T) L Mg + hpp(T) LM
— o2 dt C2 C4 dt Cc4 C6 dt C6 PE dt PE

On utilise alors les équations de bilan de masse (19) a (22) :

(FCQ — o2 Fsortie — PCQ) heo(T) + (FC4 - $C4Fsom'e) hea(T)
+ (FC6 — xc6Fsortic — Pes) heo(T) + (P — @Fsoriic) hpe(T)
— FO2 heo(T.) + FC4 hey(To) + FOB heg(T))
— 202 Fortie heo(T) — 24 Faortie haa(T) — 26 Fiortie hos(T)
— 2 Foortiehpr(T) +J — FH20 Cppag AT

Aprés simplification, cela conduit a

P hpp(T) — Poy heo(T) — Peg hes(T)

= FO2 (heo(T.) — hea(T)) + FCA (hea(TL) — hea(T))
+ FC6 (hes(T.) — heo(T))
+J — FH20 Cpyse AT

Soit

—PAH =(FC2 Cpey + FC4 Cpey + FC6 Cpeg) (T, — T)
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D’ou I'expression du terme de production :

(FC2 Cpcs + FC4 Cpey + FC6 Cpeg) (T. — T) + FH20 Cppag AT — J

AH
Termes de consommation Pcy et Pog. — Pgoo et Pog correspondent respectivement

aux débits auxquels sont consommés 1’éthyléne et ’hexéne pour assurer le taux de produc-
tion de polyethyléne P. Ces deux termes dépendent de la réactivité de chacun des réactifs
en présence du catalyseur :

mol

. . , x
Peo = “réactivité C2” Moy o
xmol + xmol + xmol
C2 C4 e

mol

. . , :C
Pog = “réactivité C6” Mcaa o
xmol + xmol + xmol
2 Cc4 C6

Nous avons supposé ici que la cinétique est du premier ordre : les résultats obtenus par le
capteur logiciel montrent que cette approximation est suffisante : nous n’avons donc pas
cherché a développer de modéle cinétique plus précis. L’exposant “mol” indique que nous
travaillons avec les fractions molaires. Ainsi nous avons le systéme d’équations suivant pour
déterminer (Pgo,Prg) :

P = Pcy + Fes
P “réactivité C6” x5!
c6 = oo >————
“réactivité C2” x%’l
Nous obtenons alors :
o2
Poy = ——F——
Too + kxeg
kiCCG
Pog=——P
Tcoo + kxce

ou le paramétre k est donné par :

b “réactivité C6” Masse Molaire C2 B 1 “réactivité C6”
~ “péactivité C2” Masse Molaire C6 3 “réactivité C2”

Avec un coefficient £ > 1, on interpréte cette répartition, comme une fraction massique

apparente pour I’hexéne, plus réactif, plus importante que la fraction massique réelle.

2.2.5. Dynamique des 4 sorties. — A partir des équations de bilan massique et d’éner-
gie, nous allons déterminer la dynamique des sorties qui nous intéressent.
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Dynamique de v, rcy et xcg. — Les calculs permettant de déterminer la dynamique
de x, xco et xog sont analogues. Pour obtenir la dynamique du taux de solide z dans le
premier réacteur, il suffit de revenir & sa définition :

Mpg =2 My avec My = Mpp + Mco + Mcy + Mcs

La masse du catalyseur est en pratique négligeable. Par dérivation, nous obtenons alors :

d d
—Mprp = x— My + Myt
dt PE dt tot tot
soit
P — szortie == x<F6 - Fsortie) + ]\4tot-i7
d’ou
- ( Fe+ p)
T = —xFe
Mtot
avec
v
Mtot - 1 1 1 .
v T L (FE - p7>
Dynamique de P. — Pour établir le modéle pour la production totale, nous avons
introduit le modéle cinétique simplifié suivant :
P=A MCata

ol le parameétre d’activité A pour le catalyseur est calculé a partir de la mesure de réaction
par bilan thermique, c’est a dire :

Pour obtenir la dynamique de P, nous avons négligé la dynamique du paramétre d’activité,
car en pratique il varie lentement. Ainsi, en tenant compte de (23) :

. d
P=A—M¢ua
dt Cat

MCata
= Al FCata — Fioortie |-
( ata M + >

tot
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Modéle retenu. — Finalement, le modéle retenu est le suivant :

1
&= —xFe+ P)
Mtot (

Tog = ]\411%015<—£L'02F€+FC2—
i ! Fe+ FC6
Toeg = Mtot ( Togl € +
Lo FCata — =S“°F,
dt Cata Mtot sortie
MCata
P = A(F Cata M Fsome)
_ Tc2
Yoo = 11—
el
Yce = 11—~

Les variables intermédiaires sont définies par :

v

Too + kxeg

Too + kxes

Mtot = 1 1 1
v L (pTE - pT)
Fe 1 1
Foortie :m o <E - m>
1 1 1
PMel T (E - p]\/lel)
(FCQ CpCQ + FC4 Cpc4 + FC6 CpC(;) (Te — T) + FH20 CpH20 AT —J
P =
AH
A :P mesuré

MCata



CHAPITRE 3

OBSERVATEUR CONTROLEUR

Dans ce chapitre, nous décrivons I’'observateur-contréleur que nous avons développé pour
les réacteurs PP2 et PE. L’observateur s’appuie sur une propriété forte du modéle : dans
une métrique que nous préciserons, les dynamiques de PP2 et PE sont contractantes. Pour
le controleur, nous nous sommes appuyés sur la structure triangulaire des modéles pour
appliquer la technique de linéarisation par bouclage : les deux modéles représentent, comme
nous allons le voir, suffisamment bien la dynamique des réacteurs.

Nous revenons sur la similitude des modeles PP2 et PE dans la section 3.1. Puis nous
exposons successivement ’observateur et le controleur dans les sections 3.2 et 3.3.

3.1. Deux modéles similaires

Malgré la différence entre les procédés PP2 et PE, nous avons obtenu des modéles de
structure similaire. Les lois de conservation de masse et d’énergie, ainsi que ’hypothése
de volume constant, nous ont conduit dans les deux cas a un systéme algébro-différentiel,
avec des équations différentielles du premier ordre pour décrire la dynamique des différentes
espéces présentes dans les réacteurs, ainsi que des équations algébriques a partir desquelles
nous avons pu déterminer les débits de sortie en tenant compte des effets de contraction,
due aux différences de densité entre le monomeére et le polymére. Nous avons donc a faire
dans les deux cas a des systemes d’index deux.

Il est raisonnable de penser que toute réaction de polymérisation en phase liquide, ou
liquide-solide, peut se décrire avec des équations de structure trées similaire a celles que
nous avons obtenues. Il suffit pour cela de se baser sur les lois de conservation.
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Pour les deux procédés, un bilan thermique s’est avéré suffisant pour représenter la
réaction, ce qui nous a évité d’avoir a déterminer un modeéle cinétique pour chacun des
procédés.

3.2. Observateur

Pour les deux réacteurs, nous disposions

— des mesures de débit et de température pour tous les produits en entrée,

— des mesures de température et de densité du milieu réactionnel,

— et des mesures de débit et de température du liquide circulant dans les jaquettes.

Nous avons donc mis en place un observateur, ou capteur logiciel, pour reconstruire la
concentration des différentes espéces présentes dans le milieu réactionnel. Pour cela nous
nous sommes basés sur une propriété importante du modeéle : dans les deux cas, PP2 et
PE, la dynamique est contractante.

3.2.1. Un modéle contractant. — Nous montrons ici que les deux modéles que nous
avons considérés sont contractants au sens de [44, 35|.

Réacteur PP2. — Pour le réacteur PP2, nous allons montrer que cette propriété est
vraie pour le premier réacteur. Le modéle de ce dernier s’écrit d’apres les paragraphes
précédents :
' ! ( FC3y2, + P, )
Iy = - 171 1
Mtotl
) ! (F H2, — FC3 )
Y1 = 1 1Y1
Mtotl
d MCatal
— M, ata FCata — ————F} sortie
g Catal My Lot
avec
V
Mtotl -

P est ici une mesure, une entrée du modéle.
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Pour montrer que ce systéme est contractant, considérant le changement de variable
suivant pour le taux de solide z; :

1 1 1
bi=log | — +m (= - —
pp prp PP
Le modéle se réécrit alors :

: 1 1 1 1
51:V(_F031 (exp(fl)—p—P) + P <,0;_p_p))

g = % (FH21 - FC’31y1>

d Meogiar [ F 1 1
o = P~ e (O3 (1 1)
dt \% pp ppp PP

puisque

exp(&1) — =
T =

ppp PP

Mo =V exp(—él)

FC3 1 1
Fl,sortie = eXp(—&)( ! + Pl (— _ _) )
PP pep PP

La matrice Jacobienne du systéme vaut :

—FC3, 2% 0 0
g mes (FH21 - FC31y1) —F(C'3, 2B 0
1| FC3 1 1
. 0 v p—pl+P1(p;—p—p>)
Sa partie symétrique vaut :
—FC3, 22l oplen) (FH21 - FO31y1) 0
s - | =l (FH21 — FC’31y1) —F(3, 228 0
1 FC3 1 1
0 0 —v(—pp1+P1<E—p—p)>
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Etant donné sa structure, S est une matrice définie négative si et seulement si le détermi-

nant suivant est strictement positif :

—F(C'3, 28 o) (FH21 — Fc3ly1)
D = det
=) (FH21 - FC’31y1) —F(3, 228

B ,exp(26) (1 (FH2 1\’
D= (FC3)*— 51— Fe3, Y

Donc D > 0, puisque 0 < ?ggi <1let0 <y <1. Ainsi la dynamique de notre modéle
pour le réacteur R1 est une contraction. La métrique associée est définie par :

ds? = (d&)? + (di)? + (dMcapar)?

1 1\’ dry)?
N (— N _> ( 1) 5 T (dy1)2 + (dMCam1)2
pep PP 1 1 1
or T (E - p—p>
Réacteur PE. — Pour le réacteur PE, nous adoptons une démarche analogue. Le modéle

s’écrit d’apres les équations (25) & (28) :

1 1 1 1
V A\ pure PPE  PMel
1 1 1 1
:;;CQ:_( —|—a:(—— ))(_g;mpewog_Lp)
V A\ pura PPE  PMel Too + kxeg

1 1 1 1 k
9'506:—( —l—x(—— >)(—xCGF6+FC6—¢P)
V \ puel PPE  PMel Too + kxeg

d Mcaia [ F 1 1
o= poua - Vesa( P (1 1Y)
dt V PMel PPE  PMel

Appliquons le changement de variable suivant :

1 1 1
¢ = log +x| — —
PMel PPE  PMel
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Les équations précédentes deviennent :

1 L SR
£ = V<_F6 (6xp(§)_ pMel> +P<E_ pMel))

b= %V@(—WH(FOHF%)—P)
. 651719(5) kxce
= CPS) egFe+ FC6 — P
ros V ( Tosse + v+ (k—1)zce
iMCata = F'Cata — MCatzz( re + P (L - ! > )
dt Vv PMel PPE  PMel

La matrice Jacobienne du systéme dans ces coordonnées s’écrit :

xp(£)
—Fe22O 0 0
ap  —FeRl 0 0
_ eap(€) ke
j Qo (0% 5 ( — Fe — m P) 0
1 Fe 1 1
0 0 0 v (p +P (FE ~

avec

oy = CoE) ( —¢Fe+ (FC2 + FC6) — P)

kl’cﬁ

b (k= Dacs P)

g = em‘?/(g)(—a:%Fe—i—FC(S—

_exp(§) kxce
V (’QD —|— (k’ - 1)3706)2

Cette matrice Jacobienne a une structure triangulaire avec des termes diagonaux stricte-
ment négatifs : en phase de fonctionnement normal du réacteur, on peut les majorer par une
constante strictement négative. Comme les termes en dehors de la diagonale, (a1, as, a3),
sont bornés dans les conditions de fonctionnement du réacteur, on en déduit que le sys-
téeme est contractant. On peut trouver une métrique de matrice M dans ces coordonnées,
ne dépendant pas de l'état, tel que JTM + MJ soit définie négative, AT désignant la
transposée de la matrice A.
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3.2.2. Dynamique de l’observateur. — Au vu de ces résultats, nous avons choisi
comme dynamique pour les observateurs une simple recopie des équations représentant la
dynamique des réacteurs PP2 et PE. On obtient

— pour PP2, en notant (&1, Z2, 1, U2, Mol M(;amg) Pestimée de 1’état :

avec

: 1
T = — FC3121 + P)
1 Mmﬂ( 171 1
: 1 . .
Ty = ( — (FC39 + Fi sortic)Ta + Po + $1F1,som'e)
Mtot2
: 1
Uy = (FH21 — FC31@1)
totl
2 1 . P
Y = FH2y — FC3592 + F1 sortiec (11 — 92)
tot2
d - M ata
_MCatal = FCata — Cat 1F1,sortie
dt tot1
d AC o MCatal MCata2
7. ata2 — T L lsortie — T4 5 4 2sortie
dt Mtotl Mt0t2
v
Mtotl - - 1 1
r T (p; - p—p>
Vv
Mtot2 - R 1 1
et (E - p—P>
FC34 1 1
(s )
Fl,sortie - pf R lpPP lpP
pp T (p; - p—P>

FC3 + F sortie ~ 1 1 1
F sortie :( 2 Lorlle 4 (P + &1 FY sortic) <— - —) )

— pour PE, en notant (&, oo, Toe, Moata, Yoo, Yos) Vestimée de I'état :
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fo 2 ( i Fe + P)
T = —2Fe
Mtot
. 1 z
Foo = ( — deoFe+ FC2 — — =2 P)
tot Teo + kZes
i 1 . kZce
Tog = _xCGF€+FC6_fP
tot Too + kice
d -~ MC’ata
—Mecata = FCata — ———Fortic
dr ¢ Mo '
N er
Yoo 11—
fice = Tce
R
avec
v
Mtot - 1 N 1 1
PMel Tz <P1’7 - PMel>
Fe 1 1
F PMel +P (E N PMel>
sortie
1 (1 1
PMel + x (E - pI\lel)
3.2.3. Résultats capteur logiciel : PP2 et PE. — Nous présentons maintenant le

résultat obtenu par ces observateurs, dans les deux sites.
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Densité R1

- mesure

+ = estimation
L L L L L L
Densité R2
T T T T T T
B N

L N S, - - - -

"\.§./"'\’\/ e o=~ S~ \’ \"’ <t
0 — mesure A
L + = estimation i

FI1cURE 1. Exemple de résultat obtenu par I'estimateur des densités PP2 : 1 jour
de fonctionnement.
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Offgaz C2
T T
—— yC2 mesuré
- —— yC2 estimé H
L L
Offgaz C6
T T
—— yC6 mesuré
—— yC6 estimé

FIGURE 2. Exemple de résultat obtenu par ’estimateur pour la composition de
l'offgaz PE : 6 jours de fonctionnement

Dans la Figure 1, nous comparons les densités mesurées et estimées dans chacun des
réacteurs de 'unité PP2. Malgré 'existence d’un biais, le comportement dynamique est
bien reproduit par ’estimateur. On peut méme noter que I'estimateur présente une avance
sur le densimétre : cela donne & notre régulateur une anticipation qu’un simple PID sur
les densimétres ne permet pas.

Dans la Figure 2, nous donnons une illustration du résultat obtenu pour 'unité d’Anvers.
Nous voyons que nous arrivons & reconstruire la composition de 1'offgaz. La mesure de la
composition est faite a 1'usine par un chromatographe : appareil qui est trés sensible aux
pannes.

La qualité de ces résultats permet de valider notre modélisation et donne confiance dans
le controle envisagé.
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3.3. Controleur

3.3.1. Loi de commandes. — Les deux modéles présentent une structure triangulaire
par rapport aux controles. En considérant 'exemple du réacteur PP2, les équations régis-
sant la dynamique des sorties peuvent en effet étre réécrites sous la forme :

T = fx1(X) + 9n (X)FC31
i? = fxz(Xv chl) + gzz(X)FC32
U = fy1<X7 FC31) + gyl(X)FH21
y'g = fy2<X,F031,F032) + ng(X)FHQQ

P = fp(X, FC31,F032) + gp(X)FC’ata.

avec X = (x1,22,Y1, Y2, P). Les fonctions g en facteur des commandes, ne s’annulent pas.
On procéde ainsi par linéarisation exacte (voir [37]) pour déterminer les lois de commandes.
Comme chacune des sorties § € {x1, 22, Y1, Y2, P} a une dynamique affine par rapport a la
commande u¢ qui lui est associée :

€= fe+ g¢ ue
la commande est donnée par :
1
we= (= fer e~ 9+ K [6-9)

puisque le facteur g¢ ne s’annule pas. & désigne la consigne (référence) a suivre par la
sortie £, et (K, K;) les gains du régulateurs.

Remarques. — Les réacteurs sont équipés de densimétres. Ainsi, nous avions le choix
pour x; et zo, entre la valeur estimée par l'observateur et la mesure du densimétre. La
densité D du mélange réactionnel est en effet liée au taux de solide X par la relation

suivante :
1

1 1 1
p—p+X(pE—p—p>

Comme le montre la Figure 1, il existe un biais, qui varie lentement dans le temps, entre

D =

notre estimateur et la mesure de densité. Comme les opérateurs étaient accoutumés a des
références de densité exprimé par rapport a leur densimétre, nous avons adopté la structure
suivante pour la régulation des taux de solides x € {1, x5} :

1
Uy = — ( - fz + Kp(xr - xObservateur) + K; /(xT - xDensimétre)) ’

Jx
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On a pu ainsi profiter des avantages de la quantité Topservateur : grandeur filtrée et non
perturbée par les éléments qui faussent parfois le capteur de densité (petite variation de
température dans le réacteur). Le terme intégral dans le controle permet alors classique-
ment d’assurer la convergence de Tpepsimetre VET'S Ty

Pour le contréle des concentrations en hydrogéne et de la production, nous n’avions pas
de mesures disponibles. Dans la loi de commande, nous avons donc utilisé les estimations
fournies par l'observateur.

3.3.2. Résultats controleur : PP2. — Nous présentons maintenant les résultats ob-
tenus par notre observateur-controleur pour le réacteur PP2. L’installation du contréleur
a Anvers pour des raisons de calendrier n’a pas encore pu étre faite.

Densité R1 et R2

L — x1

FC3 R1 et FC3 R2

F T T T T T T T T T T

— R2

Ficure 3. Exemple de régulation des densités : 2 jours de fonctionnement

Régulation de la densité. — Dans la Figure 3, nous donnons un exemple de la régulation
densité sur une période de deux jours. Pendant la premiére journée, la consigne est fixe.
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Elle est modifiée ensuite seulement dans le premier réacteur. Nous pouvons ainsi constater
lefficacité du controleur, puisque la consigne est réalisée suffisamment rapidement dans le
premier réacteur, tandis que le second absorbe correctement cette perturbation.

Production

T T T T T T T

FIGURE 4. Exemple de régulation de la Production : 7 jours de fonctionnement

Régulation de la production. — Dans la Figure 4, nous montrons un exemple de régu-
lation de la production sur une période de 7 jours. On y observe un important changement
de consigne correspondant & une réduction du tonnage par deux : cette baisse de produc-
tion importante fait suite a des soucis techniques dans la zone d’extrusion. Dans la Figure
5, nous montrons comment le régulateur de la densité dans le premier réacteur absorbe
cette perturbation, en réduisant 1’alimentation en C3 d’un facteur deux environ.

Régulation de l’hydrogéne. — Dans la Figure 6, nous montrons un exemple de ré-
gulation de I’hydrogéne sur une période d’une journée, correspondant a une transition
(changement de qualité de produit) importante. Le changement de consigne est fait pro-
gressivement pour tenir compte des capacités de refroidissement du réacteur. En effet,
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Densité R1

T T T T T T T

FIGURE 5. Exemple de rejet de perturbation pour les densités : 7 jours de fonctionnement

I’hydrogéne accroit I'activité du catalyseur : ces précautions sont nécessaires pour éviter
un emballement de la réaction.
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Hydrogéne R1

T T T

— yir

FH2 R1

FIGURE 6.

Exemple de régulation Hydrogéne :

1 jour de fonctionnement
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Bilan du projet mené chez ATOFINA

Ce travail sur ces deux procédés nous a permis de réfléchir a la notion de modéles
adaptés aux objectifs de contréle : nous n’avons pas en effet cherché a déterminer I’ensemble
de la dynamique du fluide circulant dans les réacteurs. Nous avons pris des hypotheéses
simplificatrices qui & partir des lois de conservation de masse et d’énergie, ont permis
d’élaborer des capteurs logiciels et des régulateurs qui actuellement tournent en ligne sur
les unités. A Feluy, le régulateur assure aujourd’hui une plus grande stabilité du milieu
réactionnel, facilitant ainsi la tache des opérateurs dans leur recherche d’une productivité
maximum.

Invariance du modéle, observateur invariant et contraction

Au moment d’écrire les modeles, il s’est posé a nous la question du choix des unités pour
les variables pour lesquelles nous cherchions & modéliser la dynamique : massique, molaire
ou volumique par exemple. Pour I'auteur, le choix de grandeurs massiques a rendu I’écriture
des équations plus simples. En pratique, cela ne devrait pas avoir d’importance puisque
le fonctionnement des réacteurs est indépendant de ce choix. L’idée est alors d’écrire des
algorithmes indépendants également de ce choix d’unité.

Un modéle invariant. — Afin d’illustrer cette remarque, considérons la dynamique
(12) du taux de solide dans le premier réacteur de PP2 et réécrivons la sans préciser
I’unité choisie pour exprimer les quantités intervenant dans I’équation. Soient ¢p et Y pp
les quantités de propyléne et de polypropyléne présentes dans le réacteur R;. On suppose
seulement que ces quantités s’obtiennent & partir des grandeurs massiques par action du
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groupe des homothéties :
Yp=apMp et pp = appMpp

avec ap et app deux réels strictement positifs.
Le bilan s’écrit avec ces variables :

d
%@ZJP:FP_(l_X)Fsortie_PP

d
- = Ppp — XFlsortie-
dt%ﬁp PP — X t

Fp et Fy.ie désignent respectivement les débits d’entrée et de sortie du réacteur, exprimés
dans les unités associées a 1p et Ypp. La fraction y est définie par :

__ Yrr
X UYp +Ypp

Pp représente la quantité de propyléne consommé par la réaction et Ppp celle de polypro-
pyléne formé.

En procédant comme au chapitre 1, on obtient la dynamique suivante pour la fraction
de solide  :

1 1 1 1
(Y (C(Fet P Po) 4 P 32
X V(,LLP X(upp MP))(X(P rp — Pp) + Prp) (32)

avec up = appp et upp = appppp, les densités obtenues par application de I’homothétie
définie précédemment.

Dans le cas ot I'on travaille avec des grandeurs massiques, on retrouve bien évidemment
I'équation (12) puisque 'on a alors ap = app = 1 et Ppp = Pp. Dans ce cas particulier,
I’équation se simplifie.

L’équation (32) est dite invariante sous l’action du groupe des homothéties (R**, x).
Lorsque I'on fait agir ce groupe sur les variables de quantité 1)p et 1 pp, ainsi que sur les
différents termes intervenant dans la dynamique (densité, débits...), on obtient exactement
la méme équation dans le nouveau jeu de coordonnées.

Mesure d’erreur invariante. — Cette invariance n’est pas si triviale, puisque la res-
triction de cette action de groupe a la fraction de solide conduit & une transformation
homographique. En effet si

X

_ Mpp ot {¢P = apMp
Mp + Mpp Ypp = appMpp
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alors
Ypp appMpp x

~ Yp+tpp  apMp+apMpp T+ %(1 —x)

Ainsi si dans D’écriture d’un observateur pour la fraction solide, on utilise un terme

X

d’erreur classique du type (x—2), pour mesurer la distance entre I’estimée & et la mesure z,
on perd l'invariance du modéle (32). En effet, (z— &), aprés action du groupe d’homothétie,
devient :

~

X X

~

Xx+2201-x) x+L0-x)
et non (y — X), en définissant x par :

A

. T
X:A « AN
T+ 22(1-2)

Considérons maintenant ’observateur de la fraction solide suivant :

R 1 1 ~ 1 1
X:V —+x|—
Hp Hnpp np
. I—x x
—X(Fp + Ppp — Pp) + Ppp — k H Ty (33)

ou k est un parametre réel qui constitue le gain de I'observateur, et H une fonction sca-
laire réelle strictement croissante et réguliére (C! par exemple), s’annulant en 1. X désigne

I'estimée de x. Cet observateur est invariant comme ’est 1’équation (32), sous l'action du
groupe des homothéties. On a en effet, en s’inspirant des travaux sur le tracking invariant
[50] :

l-x x 1-2 «w

Y 1—x & 1—2a
Nous montrons dans le prochain paragraphe qu’en choisissant le gain k positif, on obtient
un observateur convergent. Il est a noté ici que le terme de correction de I'observateur est
non trivial :

k[ 1 1 1 1—x
Terme de correction = —— (— +X (— — —>) H ( — XL) .
V \up wpp  Up X l—x

Un observateur contractant. — Pour montrer que cet observateur est convergent, nous
allons montrer que sa dynamique est contractante (voir B) : puisque x est aussi solution

de (33), on obtiendra ainsi le résultat de convergence. Pour cela, appliquons le changement

de variable
- 1 R 1 1
E=log| —+X|———
Kmp mpp  Hp
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qui conduit a la dynamique

é:%{—(exp(f)—“ip) (FP‘FPPP_PP)“‘PPP(M%_MLP)

11
ol (e ) X (L_L)
exp(€) — - L=x ) \pupp  pp
dont le Jacobien J est donné par :

L ()
J = —Vexp(f){(FP+PPP — Pp)+k

Il est strictement négatif puisque
— le terme (Fp + Ppp — Pp) est positif : Fp — Pp = ap(Fassigue — Prassique) > 0 (dans
les conditions de fonctionnement du réacteur) et Ppp > 0,
— il suffit de prendre le gain k > 0,
— et la dérivée H' de la fonction scalaire strictement croissante H est strictement positive.
Ceci prouve la contraction de la dynamique de I'observateur (33).

Cette réflexion sur le lien entre observateur et symétrie par le biais du choix
d’un terme d’erreur invariant est a ’origine du travail présenté dans la partie
II, o1 ’on examine plus en détail cette idée.



PARTIE 11

OBSERVATEUR ET INVARIANCE



Dans cette partie, nous reprenons l'idée d’invariance évoquée dans la partie précédente
pour ’approfondir. Nous allons considérer en effet deux types de symétries que peuvent
présenter des systémes et nous allons voir comment concevoir alors des observateurs qui
demeurent invariants vis a vis de ces mémes symétries. Le mot symétrie est ici utilisé
avec un sens assez large. Nous allons d’abord considérer, dans le chapitre 4, des systémes
invariants sous l’action de groupe de transformations : pour les réacteurs, le groupe évoqué
était celui des homothéties. Ensuite, dans le chapitre 5, nous considérons le cas particulier
mais important des systémes Lagrangiens.

Nous résumons ci-dessous le contenu de cette partie.

Observateurs et groupe de transformations. — Pour une dynamique @ = f(x) avec
pour sortie y = h(x) invariante sous I’action du groupe de transformations G, nous définis-
sons un observateur invariant asymptotique de la forme & = f(Z,y) avec y = h(z) la sortie
mesurée et T une estimation de I’état non mesuré z. Une telle définition est notamment
motivée par une classe de réacteurs chimiques, traitées en détails, quand le groupe de trans-
formations correspond au changement d’unité et la sortie y & un rapport de concentrations.
Nous proposons une méthode constructive qui garantit automatiquement l'invariance de
observateur 2 = f (Z,y) : elle est basée sur des champs de vecteurs invariants et sur des
fonctions scalaires, que I’on nomme des erreurs d’estimation invariantes, qui sont calculées
via la méthode du repére mobile de Cartan. La convergence de 'observateur , dans le cas
général, demeure un probléme ouvert. Mais pour la classe de réacteurs chimiques considé-
rés ici, la convergence de I'observateur invariant est prouvé en montrant que, au sens d’une
métrique de Killing associé & ’action de G, la partie symétrique de la matrice Jacobienne
df /0 est définie négative (contraction).

Observateur intrinséque pour une classe de systéemes Lagrangiens. — Dans le
chapitre 5, nous proposons une nouvelle méthode de construction d’observateurs asympto-
tiques pour une classe de systéme mécanique nonlinéaire : les systémes Lagrangiens pour
lesquels on mesure toutes les positions (ou configurations). Notre contribution principale
est d’introduire un observateur d’état (position et vitesse) qui est invariant par rapport a
tout changement de coordonnées de configuration. Les équations régissant la dynamique de
cet observateur, tout comme les équations d’Fuler-Lagrange, sont intrinséques. La méthode
s’appuie sur la structure Riemannienne définie par I’énergie cinétique sur ’espace des confi-
gurations. Pour prouver la convergence locale, nous montrons que la matrice Jacobienne
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de la dynamique de I'observateur est défini négative (contraction) pour une métrique par-
ticuliére définie sur I’espace des phases, métrique construite & partir de la matrice d’inertie
et des gains de 'observateur. D’un point de vue pratique, un tel observateur intrinseque
peut étre approximé, lorsque la configuration estimée est proche de celle du vrai systéme,
par un ensemble d’équations différentielles explicites impliquant le tenseur de courbure de
Riemann. Ces équations peuvent étre générées automatiquement par différentiation sym-
bolique de la métrique et de ’énergie potentielle a 1’ordre 2. Une simulation numérique
pour le systéme du Ball and Beam, un exemple pour lequel la courbure scalaire est toujours
négative, montrent 'efficacité d’une telle approximation lorsque les positions mesurées sont
bruitées ou incluent des dynamiques hautes fréquences négligées.






CHAPITRE 4

OBSERVATEUR ET GROUPE DE
TRANSFORMATIONS

Le résultat présenté dans ce chapitre a fait 'objet d’'une communication [3].

Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons comment exploiter les symétries d’un systéme nonli-
néaire pour la conception d’un observateur asymptotique. La contribution principale est
I'introduction de la notion d’erreur d’estimation invariante et leur construction via la mé-
thode du repére mobile de Cartan. Bien que nous n’ayons pas de résultats généraux sur la
convergence de tels observateurs invariants, nous pouvons prouver pour une classe parti-
culiére de réacteurs chimiques un résultat de convergence globale asymptotique.

Considérons d’abord l’exemple simple d’un réacteur parfaitement agité de volume V'
avec deux espéces de concentrations ¢y et ¢y et une sortie mesurée y :

d .
V—c; = F(c" — 1)

dt
v, - F(cy' — c9) (34)
dtCQ = Co (&)
y= c1 + CQI

F est le débit d’entrée, et (¢, c") les concentrations en entrée. Ce systéme est invariant
sous l’action du groupe des homothéties. Ces équations de bilan ne dépendent pas en effet
du fait que les concentrations (¢, ¢2) soient exprimées en g/ L ou en mol/ L. Cela signifie que
pour toutes constantes positives M; et M, et tout mise a ’échelle, C; = Mici, Cy = Mscs,
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Civ = Myct™ et O = Myci?, les équations demeurent inchangées :

d A

V2 Ci=F(C] — ()
d ‘

V2 Co=F(C5 — ).

Notons que cette mise & 1’échelle conduit pour la sortie y & une transformation homogra-
phique :
M,
Y =C/(Ci+C)=y/ly+3-(1-y).
Considérons 'observateur suivant ou ¢q, ¢5 et  sont les estimées respectives de ¢y, s et y,
et k le gain de 'observateur :

d A in A A J 1 -
V%CI = F(c]" — &) — kéq log <1 3 QTy)
d R in N ~ 1 - g )
V£C2 = F(C2 — Cg) — k’CQ 10g ( g H) (35)
o
TS

Un calcul simple montre que cette dynamique est aussi invariante sous l'action du méme
groupe d’ homothétie, puisque le terme d’erreur devient

Y 1-Y GG e § 1-y

11—y Y 0 &e 1-§ y

Si, a la place de log <%%), nous utilisons un terme d’erreur de la forme (¢ —y), alors on

perd l'invariance. Cette observation a motivé ce chapitre. En effet, le terme d’erreur (3 —y)
n’a pas de sens physique puisque nous comparons deux fractions molaires ou massiques :
on peut comprendre alors pourquoi 'invariance est perdue avec ce terme d’erreur. Pour les
systémes nonlinéaires, les méthodes de conception classique (comme celles décrites dans
[56]) ou plus récentes (comme celles décrites dans [51]), reposent essentiellement sur le
terme d’erreur (y — y). Ce premier chapitre est une premiére tentative d’écriture d’un
observateur asymptotique avec des termes d’erreur nonlinéaires dérivant des symétries du
systéeme. Comme nous le verrons dans la section 4.3, nous obtenons, pour notre exemple
(34), un observateur asymptotique globalement convergent pour k positif : on prouve que

la dynamique de 'observateur est strictement contractante pour la métrique ds? = (Eic 011))22 +

((‘i 022))22 au sens de [44].
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Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.1, nous rappelons quelques ré-
sultats sur les groupes de transformations, nous définissons les observateurs invariants, et
proposons un méthode pour la construction de tels observateurs. Cette méthode s’appuie
sur des erreurs d’estimation invariantes qui, pour une sortie G-invariante, peuvent étre
calculée, comme décrit dans la section 4.2, via la méthode du repére mobile de Cartan
rappelée dans 'annexe A. Nous illustrons alors cette démarche avec trois exemples d’ob-
servateur invariant : pour une classe de réacteur chimique dans la section 4.3, pour un
systéme mécanique dans la section 4.4 et pour les systemes linéaires dans la section 4.5.
Une autre illustration pour cette notion d’erreur invariante est donnée dans l'annexe C,
ou l'on considére le probléme d’estimation du flot optique dans une séquence vidéo. Le
second ingrédient pour la construction d’observateur invariant est donné par les champs
de vecteurs invariants sous 'action du groupe de transformations : nous donnons ainsi un
critere différentiel qui les caractérise dans la derniére section 4.6.

Ce chapitre est d'une certaine fagon la contre-partie de [50] ot le probléme de tracking
invariant est examiné.

4.1. Groupe de transformations et invariance

Nous utilisons ici des notions sur les groupes de transformations qui sont décrites en dé-
tail dans [54|. Aprés avoir rappelé quelques éléments de définition d’une action de groupe,
nous considérons des systémes dynamiques invariants sous 'action de groupe de transfor-
mations et nous proposons une définition d’observateur également invariant sous I’action
de ces groupes. Nous utiliserons dans ce chapitre ’adjectif “régulier” au sens du mot “ana-
lytique”. L’objectif de ce chapitre est avant tout de présenter une nouvelle approche pour
la construction d’observateur. Il est possible de proposer des définitions avec des conditions
de régularité plus faible (C*, k € N par exemple).

4.1.1. Groupe de transformations. — On se donne un ensemble X qui peut étre plus
ou moins structuré : par exemple un ensemble fini, R", un sous ensemble de R", ou une
variété. On s’intéresse alors & ’ensemble G(X') des applications bijectives de X dans lui
méme : muni de la loi de composition de fonction, cet ensemble (G(X),0) a une structure
de groupe. On dit que G(X') agit sur I’ensemble X.

Si maintenant, I’ensemble X’ a une structure particuliére, il peut s’avérer plus intéressant
de se limiter & un sous groupe de G(X'). Par exemple si X = R", on peut se limiter au
sous groupe des transformations inversibles continues de X dans lui méme.
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Définition 1 (Action d’un groupe de transformations). — Un groupe de transfor-
mations agissant sur un ensemble X est défini par un morphisme de groupe

v:G— G(X)

qui envoie un groupe quelconque (G, -) sur un sous ensemble de ’ensemble des applications
wnversibles de X dans lur méme. Pour chaque élément g de GG, on associe une application
inversible sur X notée @, :

©g1-9:(T) = ©g, 0 0g,(T) = 0g, (9092(33)) Vg1, € G, VreX.

On utilisera dans ce mémoire une des notations suivantes pour noter ’action du groupe
de transformations :

Ve e X, Vg e G, p)(z) =g.x0 =w(g, ).

Les deux exemples que nous traitons dans les sections 4.3 et 4.4 illustrent 'intérét de
cette définition. Un sous-groupe de G(X) peut en effet parfois se résumer a une famille
d’applications paramétrées par un nombre fini de paramétres. G représente alors le groupe
ou sont définis ces paramétres, et décrit comment se composent les applications du sous
groupe de G(X') ainsi considéré. On parle alors de groupe de dimension finie.

4.1.2. Dynamique G-invariante. — Considérons une dynamique réguliere

i = f(x) (36)

ou I’état x appartient & un sous-ensemble ouvert X de R". Soit G’ un groupe de transfor-
mations local agissant sur X selon

X =yp4(x), ge€d,

ol ¢, est un diffeomorphisme local. Dire que G un groupe de transformations local sur
X signifie que pour un x € X donné, 'application ¢,(x) peut n’étre définie que pour des
éléments g € G proches de I'identité. En outre, nous supposons la dépendance par rapport
a g, réguliére. Notons r la dimension du groupe G.

Définition 2 (dynamique G-invariante). — La dynamique (36) est dite G-invariante
st pour tout g € G, nous avons Vr € X

Floy(a)) = 5(a) - 1a).
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On dit alors que G est un groupe de symétrie pour le systéme. La définition équivaut
a dire que pour tout g € G, nous avons X = f(X), c’est a dire que la représentation du
systéeme demeure inchangée sous 'action du groupe de transformations.

Pour (34), le groupe de transformations G est de dimension r = 2, dépends de deux
parameétres positifs M; > 0 et My > 0, et son action est donnée par

(C1, Cy) = o )1, 2) = (Mycy, Macs)

oll nous avons noté Y, i) 'élément de G associé aux parameétres (M, Ms). Notons que
les concentrations (ci", ¢i") sont aussi transformées selon (Ci", Ci") = (M, Mycyt). Cela
revient donc a étendre 'état en y ajoutant les constantes (¢t ci") : c’est une extension
naturelle, néanmoins nous ne considérerons pas leur dynamique 4¢i" = 0 et 4ci* = 0 dans
la construction de I'observateur. Si les paramétres ne sont pas constants, ou si le modeéle
inclue un controle ou des perturbations, il faut alors préciser la définition en précisant
comment le groupe de transformations agit sur ces éléments, dont on n’a pas voulu tenir
compte dans la définition 2.

4.1.3. Observateur G-invariant. — Considérons maintenant une application de sortie
réguliére h : x — y = h(z) sur X'. La sortie y est définie sur un sous ensemble ouvert ) de
R™ (dimy = m).

Définition 3 (Observateur G-invariant). — Considérons une dynamique G-invariante
& = f(x) avec une sortie mesurée y = h(x) (pas nécessairement G-invariante). L’ observa-
teur asymptotique

d R
—1x = f(z,h(x
= (2, b))
est dit G-invariant si et seulement si, pour tout g € G, pour tout état estimé & et tout état
T, nous avons

%@ f (@, 1)) = flog(), Rl (@))-

Cette définition signifie simplement que les équations de 1'observateur demeurent in-
changées

d -~ A

avec X = @ (&) (on suppose que & € X) et X = @, (z). L'observateur (35) présenté en
introduction constitue un exemple d’observateur G-invariant. Dire que 1’observateur est
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asymptotique signifie que

lim 2(t) = x(¢).

t——4o00
Comment construire un observateur G-invariant ?— Une méthode consiste a uti-
liser deux ingrédients clés :
— des champs de vecteurs invariants : supposons que nous ayons un ensemble de p
champs de vecteur w;(x), i = 1, ..., p, définis sur 'espace d’état, invariants vis a vis de

G

Vge G,Vie{l,....,p} wi(py(x)) = %(:ﬁ) ~w; ().

— et des fonctions scalaires invariantes : de la forme J;(Z, h(z)), i € {1,...,p}, qui
vérifient pour tout g € G, tout T et tout x

Ji(0g(2), h(pg(w))) = Ji(&, h(x)), i €{1,...p}.
Alors le systéme suivant

d . R =Y o
2= @)+ > (i(@,y) = Ji(@, §)wi(#) (37)
i=1
est un observateur invariant. C’est une application directe de la définition. Notons que
nous n’avons pas examiné ici la convergence de & vers x. Nous avons seulement considéré
la question de 'invariance.

4.2. Erreur d’estimation invariante

Nous revenons dans cette section sur le calcul de fonction scalaire invariante, via la
méthode du repére mobile de Cartan. Ces fonctions permettent de construire des termes
d’erreur d’estimation invariants sous l’action du groupe de transformations.

Définition 4 (Erreur d’estimation invariante). — Supposons que la dynamique ré-
guliere & = f(x) soit G-invariante. Prenons une sortie y = h(x) de dimension m. Une
erreur d’estimation invariante est un ensemble de m fonctions réguliéres dépendant de
’état estimé & et de la sortie mesurée y, 1(z,y) = (I1(Z,y), ..., In(Z,y)), telles que :

1. pour tout g € G, pour tout T et tout x,

I{pg(2), hpg(2))) = 1(%, h(x))
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2. et pour tout T, application y — I(Z,y) définit un difféomorphisme s’annulant lorsque
h(z) = h(z) :
I(z,h(z)) = 0.

Voyons maintenant comment construire de telles fonctions invariantes I. Nous avons
d’abord besoin de la définition suivante.

Définition 5 (Sortie G-invariante). — Supposons que la dynamique réguliére & = f(x)
soit G-invariante. Alors la sortie Y > y = h(x) est G-invariante si l'action de G sur x
admets une restriction bien définie sur ), c’est a dire, pour g € G, il existe une transfor-
mation de sortie o, sur Y telle que h o g, = g4 0 h.

Si X = ¢4(z) et sil'on pose Y = h(X), dire que la sortie est G-invariante signifie que Y’
peut se calculer a partir de y. La sortie y de (34) est G-invariante puisque @y, ar,) conduit
a

Y = Cl —= M101 e y
01+CQ M101+M202 y—l—%(l —y)

qui définit 'action de G sur ’espace de sortie. Cette définition signifie donc que ’action de G

sur l'espace d’état et I’application sortie h doivent étre compatible. Seules des applications
h particuliéres fournissent des sorties G-invariantes : pour I’ exemple (34), application
h(c1,co) = ¢1+ o ne définit pas une sortie G-invariante. En effet, Y = €} 4+ C2 ne peut pas
se définir comme une fonction de y = ¢; + ¢5 seulement (sauf cas particulier ou M; = My),
mais comme une fonction de y et de I’état (cy, ¢2). D’un point de vue pratique, lorsque ’'on
change d’unité, on peut déterminer la valeur de I'appareil de mesure (sortie Y) & partir
uniquement de sa valeur précédente (sortie y).

Théoréme 1 (Existence d’erreur d’estimation invariante)
Prenons une dynamique G-invariante © = f(x) et une sortie G-invariante y = h(zx).
Supposons que pour un xq, ’application réguliere

G 39— p,(x)

soit de rang r = dim G' autour de g = Id avec r < n = dimx. Alors , localement autour de
xo il existe m = dimy fonctions invariantes régulieres I;(Z,y), i = 1...m, qui constituent
une erreur d’estimation invariante.

Les hypothéses sur 'action de G impliquent que G agit effectivement (c’est a dire que le
groupe d’isotropie est trivial ou discret). Cela ne constitue pas réellement une limitation. Le
caractére local de ce résultat ne constitue pas une grande restriction non plus. Lorsque G est
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un groupe analytique connexe avec une action analytique, les fonctions I; sont analytiques
dés que h lest.

Preuve du théoréme :

Nous utilisons ici la méthode du repére mobile rappelée dans 'annexe A, avec les no-
tations qui y sont décrites. Dans notre cas la variété > correspond a l’espace dans lequel
est définit (z,y) et les coordonnées locales £ aux composantes de (z,y). L’action de G sur
cet espace est bien définie puisque y est une sortie G-invariante. A tout élément g € G
correspond la transformation suivante

(Z,y) = (g(2), 04(y))-
L’hypothése de rang constant implique que les éléments de GG proches de 'identité agissent
réguliérement autour de (x¢,y). Les coordonnées de la fibre &; peuvent étre formées a
partir d’un sous ensemble des coordonnées de z. Puisque a = ¢(Z, =), cela signifie que
la transformation Y = p(y, a), correspondant & g € GG associé au paramétre a, s’écrit

Y = o(y, ¢s(2,Zy)) == Y(y, 2, Zy).

Il est évident que pour toute normalisation Egﬁ, les m fonctions scalaires dans
T(y.2,2%)

sont invariantes. Deplus, le rang de T par rapport & de y est maximal et égal & m. On
pourra utiliser

](ya i') = T(?/a z, E?) - T(Q, i‘7 E?)
pour obtenir une erreur d’estimation invariante. ll

Pour 'exemple (34), Perreur d’estimation invariante est

~

. gy 11—y
) - s (25152).

-y y

4.3. Exemple 1 : Une classe de réacteurs chimiques

4.3.1. Le systéme. — Nous considérons un réacteur parfaitement agité de volume V'
avec n espéces de concentrations (cq,...,¢,) :
d .
V%Ci = F(c" —¢;) +rier, ..o, cn)

&

Vi = —=m—— , 1=1,...,n
Zh:l Ch
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F est le débit d’entrée, et (ci, ..., c™) sont les concentrations des espéces dans l’entrée.
Les n espéces réagissent selon les termes de réaction r;(cy,...,¢,) : ces n fonctions sont
supposées étre homogeénes de degré un. Nous mesurons les fractions y; et nous cherchons a
reconstruire 1'état (c1,...,¢,).

L’exemple (34) appartient a cette classe de réacteur chimique : nous avons dans ce cas

n = 2 et pas de termes de réactions r = 0.

4.3.2. Groupe de transformations. — En reprenant les notations des paragraphes
précédents, 'état du systéme x = (cy,...,¢,) est défini dans X = (RT)" C R™. La sortie
y = (y1,...,Yn) prend ses valeurs dans ) = [0, 1]”. L’action du groupe des homothéties
agissant sur I’état du systéme est définie par :

v: G=(RH",.) — GX) g X — X
g=(My,...,M,) — ¢, ’ (c1,...y¢n) — (Myey, ..., Mycy,).
Quant a sa restriction a ), elle est donnée par :

Pg : Yy — Y

My Mnyn
(yl’ ’ yn) (} i1 Miyi? P i Miy;

4.3.3. Fonction invariante. — Ce systéme n’est pas strictement invariant au sens de
la définition 2. Pour étre invariant au sens de cette définition, nous devons aussi considérer
’action du groupe des homothéties sur les concentrations en entrée ¢, et sur les paramétres
cachés dans les cinétiques chimiques r;. Avec une telle extension naturelle, nous pouvons
dire qu’un tel systéme est invariant sous l'action du groupe des homothéties définie dans
le paragraphe précédent.

Pour construire 'observateur, nous considérons les fonctions invariantes du groupe de
transformations agissant sur l’espace des ((&;), (y;)). Les équations de normalisation s’écrivent :

o ap~
C? = Mg, 1=1,..,n

et la solution est donnée par

ot (C?) est notre référence.
Comme l'action du groupe sur I'espace des sorties est donnée par
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nous obtenons les fonctions invariantes suivantes :
CO
_aY i

2t & yh

ou ¢ = (¢;) et y = (y;). Une combinaison simple de ces fonctions invariantes conduit aux

R Yy
Lij(ey) = 1og< ”)

Y5 Yi
qui donnent des termes d’erreur d’estimation invariants, pour tout i et j dans {1...n}.

H(c,y) = i=1,...,n

suivantes (plus symétriques) :

4.3.4. Un observateur invariant. — Pour construire ’observateur, nous utilisons les
termes d’erreur d’estimation invariants I;; et les n générateurs infinitésimaux de l’action
de groupe agissant sur ’espace d’état :

Vie{l,...,n}

vi(ery . ) = ¢

puisque ces champs de vecteur sont ici invariants. Nous obtenons alors I’observateur suivant
(k > 0 est un paramétre de réglage) :

d : N - U
VEQ =F(d"—5)+ czm((&)lggn) — ke log ( yT%) (38)
Yi hel hoti Yn Yi
N Ci .
Ui=—=r—— , Vie{l,...,n}

n o~
D h—1 Ch
qui est invariant sous l'action du groupe des homothéties. Notons que lorsque ¢; = ¢;,
d -~ 4.,

nous retrouvons la dynamique originale, Z¢; = Z.c¢;. Nous avons exploité la propriété

d’homogénéité des termes de réaction r; :

& Cp U1 Yn
ri(cl,...,cn)=ciri | —,...,— | =i | =,...,—].
& & Yi Yi

4.3.5. Convergence de ’observateur. — Pour prouver la convergence, nous réalisons
un changement de coordonnée :

& =log(c;) i=1,...,n
Les équations de I'observateur deviennent :

V%g =F(C§"exp( 5@) - 1) + Tz((y )1<]<n) —k ( Z (g"; — 51) + log( H %)>

)
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La partie symétrique de la matrice Jacobienne (par rapport a 5 seulement) est égale a :

, ~ —(n—Dk k - k
—Fereap(~&) |

A :i . n 1 k . i :
% 0 ' 0 \%4 : k

—Fclexp(—¢&,) " ok —(n— 1)k

La seconde matrice est négative : elle admet —nk comme valeur propre de multiplicité
n — 1, et 0 comme valeur propre associé au vecteur propre dont toutes les composantes
sont égales a 1.

La premiére matrice est négative. Soit J I’ensemble des indices {84, ..., i} tel que pour
tout k € J, ¢i" = 0. Soit B = (ey,...,¢,) la base canonique de R". Comme la seconde
matrice est définie négative sur le sous espace engendré par {ez, k € J}, nous pouvons
conclure que A est une matrice définie négative. Ce résultat montre que I'observateur est
globalement contractant (au sens de [44]) ce qui prouve la convergence globale. L’obser-
vateur (38) est donc un observateur globalement asymptotique invariant.

Pour résumer : On a montré que 'observateur est une contraction lorsque les équa-
tions sont écrites dans les coordonnées (g) et nous avons employé la métrique Euclidienne
pour exprimer la partie symétrique de la matrice Jacobienne. Il est équivalent de dire que
I'observateur (38) est une contraction vis & vis de la métrique :

n ) 2 n
i =Y (%) =St
i=1 v i=1

c’est a dire la métrique de Killing du groupe de transformations agissant sur I’espace d’état
du systeme.

4.4. Exemple 2 : Voiture non-holonome

4.4.1. Le systéme. — On considére maintenant ’exemple de la voiture non holonome
dont la dynamique est régie par :

T =wu cos(0)
g =u sin(0)
0

= % tan(yp).

Comme indiqué sur la Figure 4.4, P = (z,y) représente la position du milieu de I’essieu
arriére, u la vitesse du véhicule, et ¢ l'angle avec lequel les roues sont braquées. Dans le



60 CHAPITRE 4. OBSERVATEUR ET GROUPE DE TRANSFORMATIONS

A
y
X 7
FI1GURE 1. Voiture : notations

repére de Frenet, les équations peuvent se réécrire :

P=ut

LU

T=— tan(p) UV

7 tan(p)
avec
= cosf ot 7 —sinf
~ \ sinf N cosf '

4.4.2. Groupe de transformations. — L’état (z,y,6) du systéme est défini dans 'es-

pace X = R? x S'. On suppose les commandes u et ¢ connues.

Ici le systéme est invariant par translation et rotation du systéme : c’est 'action du
groupe SE(2). Cela correspond d’une certaine fagon au changement d’unité du réacteur
chimique. L’action du groupe SE(2) s’écrit plus précisément :

v: G=SE(2) — G(&) Py X — X

g=(roty,Tz) — 1, avee (15, T) +— (rota(ﬁ + @), rot(7T)).
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rot, désigne la rotation d’angle o de centre l'origine du repére et T; la translation de
vecteur a. Il s’agit donc d’un groupe de transformations a trois parameétres.

Pour la voiture, si on applique une rotation et une translation & tout le systéme, les
équations de la dynamique demeurent inchangées. L’invariance des équations est obtenue
ici en les exprimant dans le repére de Frenet.

4.4.3. Un observateur invariant. — Nous décrivons maintenant I’observateur construit
pour la voiture par les auteurs de [32]. Pour ce systéme, on mesure la position P= (z,y)
et on cherche & reconstruire 7 soit #. Les auteurs citent un article [59|, dans lequel est
décrit un observateur de type filtre de Kalman étendu, qui peut s’appliquer a la voiture.
Cet observateur n’est cependant pas invariant sous l’action du groupe SE(2).

Venons en a 'observateur des auteurs de [32|. Il est donné par le systéme d’équations
suivantes :

(K- (P~ B))

ol 77 est le vecteur normal a 7.

Il a été obtenu en copiant la dynamique de la variable auxiliaire X =7+ iﬁ, ou P,
définit une position de référence.

Les auteurs démontrent que l'observateur est convergent en prenant pour le parametre
a un réel strictement négatif. Cet observateur est bien invariant :

— L’invariance par rapport aux translations est assurée par le terme (]3 - 15;)

— L’invariance par rapport aux rotations est assurée par le fait que I’on travaille dans le

repére de Frenet.

Contrairement a l’exemple du réacteur chimique traité dans la section 4.3, les auteurs
ne rajoutent pas de terme d’erreur dans l’observateur. Comme la dynamique de X est

invariante sous l'action du groupe SE(2), celle de X lest aussi.

4.5. Exemple 3 : Les systémes linéaires stationnaires

Cet exemple a pour origine une discussion avec M. Witold RESPONDEK.
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4.5.1. Le systéme. — On considére maintenant le cas particulier des systémes linéaires
stationnaires :

T = Az

y=Cx

avecr € R", y e RP, A e R" xR" et C € RP x R".

4.5.2. Groupe de transformations. — L[’état  du systéme est défini dans X = R".
La sortie y est définie dans ) = R”. On considére dans la propriété de linéarité ’action du
groupe de transformations suivant :

p: G=(R".) — GX) 0, X — X
g=A Qg T — AT

Quant a sa restriction a )/, elle est donnée par :

pg : y — y
y — Ay
4.5.3. Erreur invariante. — Pour construire ’erreur d’estimation invariante, on consi-

dére 'action du groupe de transformations agissant sur ’espace X x ). Les équations de
normalisation s’écrivent :

x’ = Az, reX
Y’ = Ay, yey

avec (x°,94°) € X x Y la référence considérée par la technique du repére mobile de Cartan.
La solution est donnée par A = g—j, pour i quelconque pris dans {1,--- ,n}. En réinjectant
dans les équations de normalisation concernant la sortie, on obtient la famille suivante de

fonctions invariantes : '
j

Hij(2,y) = %
Pour obtenir des termes d’erreur invariants, on peut considérer notamment les combinai-
sons suivantes :

€ij(y, ) = v

’ ot

ou ¢ est défini par § = C'z.



4.6. CRITERE DIFFERENTIEL D’INVARIANCE 63

4.5.4. Un observateur invariant. — On construit un observateur invariant pour le
systéme linéaire que nous considérons en utilisant les n champs de vecteurs invariants
suivants :
W . 0 .
m(m):xaﬂ., Vie{l,---,n}

qui se réécrit :

avec K = (k;;) € R"xRP une matrice de gain. Si (A, C') est observable (au sens du critére de
rang de Kalman), alors on peut choisir K de maniére a obtenir un observateur convergent.
Cette analyse de la linéarité sous ’angle des groupes de transformation nous permet de
retrouver ’écriture classique d’un observateur pour un systéme linéaire stationnaire.

4.6. Critére différentiel d’invariance

4.6.1. Champ de vecteur G-invariant. — La méthode du repére de mobile de Cartan
fournit une méthode de calcul d’erreur d’estimation invariante. Le second ingrédient dans
la construction d’observateur invariant, comme nous l’avons vu dans la section 4.1, est
I'utilisation de champs de vecteur G-invariant. La détermination de ces champs pour un
groupe de transformations donné demeure une question difficile comme cela est décrit
notamment dans [54] et [55]. Cependant il existe des critéres les caractérisant. Dans [55],
le théoréme suivant est donné :

Théoréme 2 (Critére différentiel d’invariance pour un champ de vecteur)

Soit G un groupe de transformations conneze agissant sur la variété X. Un champ de
vecteur f défini sur X est dit G-invariant si et seulement si (crochet de Lie) [v, f] = 0
pour tout générateur infinitésimal v du groupe.
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4.6.2. Critére différentiel d’invariance pour un observateur. — Nous allons dé-
duire du théoréme précédent un critére différentiel caractérisant les observateurs invariants.
Nous nous limitons aux observateurs construits comme des systémes dynamiques de méme
dimension que le systéme initiale dont on cherche a reconstruire ’état. En reprenant les
notations des paragraphes précédents, la dynamique de I'observateur peut se réécrire sous
la forme :

VR
SRR

I > = F(2,2) = Fi(z,3) + Fy(x, )

avec

. T . 0
Fi(z,z) = ( ?Ef; ) et Fy(z,z) = ( W (h(x), 7) ) )

On étend 'action du groupe de transformations GG sur I'espace X x X’ ou est défini I'état
(x,2) :

W Gx(XAxX) — X x X

(g2, 8)  — (w(g,z),w(g, 7))

ol w désigne 'application correspondant & I’action de GG sur X'. Les générateurs infinitési-
maux de I'action de G sur X x X sont de la forme :

ol v est un générateur infinitésimal de I'action de G sur X.

Le critére d’invariance pour I'observateur s’écrit donc : pour tout générateur infinitésimal
V de l'action de G sur X x X, le champ de vecteur F' définissant ’observateur doit vérifier
[V, F] = 0.

Développons le crochet de Lie

[V, Fl = [V, i] + [V, F3].

Comme
0 0
V= v(:v)% + v(x)ai
0 L0
Py = f(@) e+ S8
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on obtient
v (052 - 050 5
(50 %5) 5
(%5 %) 5
(02 -1 )
On en déduit que [V,Fi] = 0 : le premier et le dernier terme de la somme sont nuls

(invariance de f sous l'action de G sur X'), ainsi que les deux termes du milieu (z et Z sont
deux variables indépendantes). Donc la condition [V, F/| = 0 se réduit a [V, F3] = 0. On a

V, Fy] = (U(@)% ~ W(h(ﬁv)@")agf)) aagz
o) PEDD 0y ) 3210 0

Cela conduit & la proposition suivante : (en reprenant les notations utilisées dans la défi-
nition de I'observateur invariant)

Proposition 1 (Critére d’invariance pour un observateur)
Un observateur est invariant sous l'action du groupe G sur X x X si et seulement si,
pour tout générateur infinitésimal v de 'action de G sur X, on a

)
(&), W (h(x), )]s + a—Z/Lvh(x) =0

ou L,h(x) est la dérivée de Lie de h selon v et ot [,], signifie que dans le crochet, on

considére x constant.

Conclusion

Considérer les groupes de transformations agissant sur le systéme dans l'optique de
construire un observateur est une démarche raisonnable puisqu’elle permet d’une certaine
maniére de tenir compte de la physique du systéme dans la dynamique de 1’observateur.
On utilise alors non seulement les mesures mais aussi des informations sur la structure
particuliére des équations du systéme.
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Notre contribution ici est surtout de poser le probléme et de définir quelques notions
qui semble étre importantes dans la conception de tels observateurs invariants, comme
les erreurs d’estimation invariantes, que I'on peut calculer notamment via la méthode du
repére mobile de Cartan.

La question de la convergence demeure un probléme ouvert : tous les observateurs in-
variants ne sont pas convergents. Néanmoins, pour la classe de réacteurs chimiques que
nous avons considérée, nous avons pu obtenir une preuve de convergence globale par un
argument de contraction. Un lien semble exister entre la convergence d’un observateur in-
variant et le fait qu’il définisse une contraction pour la métrique de Killing, c’est a dire la
métrique pour laquelle les transformations du groupe constituent des isométries.



CHAPITRE 5

OBSERVATEUR INTRINSEQUE POUR UNE
CLASSE DE SYSTEMES LAGRANGIENS

Le résultat présenté dans ce chapitre a fait 'objet d’une publication [4].

Introduction

Les observateurs pour les systémes nonlinéaires ont été largement étudiés ces dernieres
décennies, et de réels progrés ont été réalisés pendant cette période (voir par exemple,
[51, 30]). Pour le controle de systémes mécaniques, les symétries jouent un role important
(voir [48, 14, 39]). Dans ce chapitre, nous montrons comment exploiter les “symétries"
(comme nous 'avons déja fait pour les systémes chimiques considérés au chapitre 4) pour
la construction d’observateurs asymptotiques pour une classe de systéme nonlinéaire : les
systémes Lagrangiens dont on mesure toutes les positions. Les équations d’Euler-Lagrange
sont en effet intrinséques : leur expression ne dépendent pas du choix d’un ensemble par-
ticulier de coordonnées dans I’espace des configurations. Cela représente la “symétrie" que
nous allons traiter ici. Ce genre d’invariance a déja été pleinement utilisée pour le controle
optimal (cf., e.g., [67]) et pour I’élaboration de controleurs intrinséques pour les systémes
mécaniques complétement actionnés (cf., e.g., [17]). L’observateur présenté dans ce cha-
pitre a été construit de maniére & préserver cette invariance. Tout comme dans D’article
[17], notre méthode s’appuie sur la structure Riemannienne de I'espace des configurations
et les outils (distance géodésique, dérivation covariante, courbure, voir pour plus de détails
[27, 66]) définis par I’énergie cinétique. Des travaux importants dans la théorie du controle
des systémes mécaniques s’appuient déja sur la géométrie Riemannienne. Cela inclut des
travaux sur la controlabilité [42, 18], la planification de trajectoire [18, 19, 20|, le controle
optimal [52, 41] et la stabilisation de systémes sous-actionnés |72, 15, 21, 12|.

La preuve de la convergence locale est basée sur deux points clés :
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— des calculs intrinséques utilisant la dérivée covariante pour écrire la premiére variation
de la dynamique de 'observateur. Ces calculs sont liés a I’équation de Jacobi dans
laquelle les termes de courbure apparaissent naturellement.

— une propriété de contraction [44, 35| pour une métrique bien choisie dans ’espace
des phases. Cette métrique est une extension, dans ’espace des phases, de la structure
Riemannienne définie seulement sur 1’espace des configuration. Cette extension dépend
des gains de 'observateur. Cette métrique est étroitement liée a la métrique de Sasaki
61, 62].

Afin d’expliquer I’idée principale, considérons dans un premier temps le cas simple pour
lequel la dynamique du systéme se réduit a celle des géodésiques (c’est a dire, pas d’énergie
potentielle et pas de forces extérieures).

Dans un espace de configuration Euclidien (pas de courbure), I’équation des géodésiques
s’écrit ¢ = 0 ou ¢ sont les coordonnées Euclidiennes. En général, I’équation s’écrit Vg = 0
ou V désigne la connection Riemannienne. On suppose que la configuration ¢ est mesurée.
On cherche a construire une estimation sans bruit ¢ et v de la position ¢ et de la vitesse
G = v. Lorsque ¢ = 0, ceci est tres simple. Il suffit de considérer ’observateur de Luenberger
suivant

g=tv—alg—q), v2=-p(G—q)
avec « et (5 deux constantes positives pour assurer la convergence exponentielle. Dans le
cas ol V4¢ = 0, on remplace le terme d’erreur ¢ — ¢ par un terme d’erreur intrinséque : le
gradient grad,F', ot F'(q,q) représente la moitié¢ du carré de la distance géodésique entre

g et g. On est ainsi conduit a penser qu’un bon candidat pour V;q = 0 pourrait étre
I’observateur suivant

j=0—a grad;F, V0= —[ grad,F.

Il est invariant par rapport a tout changement de coordonnées sur g. Cet observateur est
bien défini lorsque ¢ est proche de ¢, puisque grad;F’" appartient a I’espace tangent a ¢ et
comme le vecteur ¥ est défini le long de la courbe ¢ +— (), sa dérivation covariante V;0
est géométriquement bien définie le long de cette courbe. Néanmoins, cela n’assure pas la
convergence pour tout « et (3 positifs. Il est bien connu que la courbure négative impliquent
des instabilités exponentielles du flot géodésique (voir, e.g., les résultats ergodiques d’Ano-
sov sur les variétés compactes de courbure négative [6]). Ainsi il est nécessaire de compenser
au moins ce type d’instabilité par ’emploi de termes d’erreur astucieux. Par suite, notre
observateur convergent difféere quelque peu de celui écrit ci-dessus par l'introduction d’un
terme de courbure
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G=10—« grad;F, V0= —f grad;F' + R(0, grad,F")o

ot R représente le tenseur de courbure de Riemann. Puisque R(%, grad,F")0 a une dépen-
dance linéaire par rapport a grad;F’ et quadratique par rapport a 0, on obtient ainsi un
réglage automatique des gains en fonction de la vitesse. De tels gains sont la pour compen-
ser la divergence ou les oscillations dues aux effets de courbure (termes gyroscopiques).

On prouve a l'aide d’arguments de contraction [44, 35| que, pour tout « et 3 positifs,
un tel observateur est exponentiellement convergent localement autour de toute trajectoire
t — q(t). En effet, lorsque ¢ est proche de ¢, la premiére variation de la dynamique de
I’observateur s’écrit :

Vil =C—ag, Vi =-0§
ou & = ¢ — q. Cela correspond exactement a la dynamique classique d’erreur dans le cas
Euclidien (G = 0) :
g=v—aq, v=-0]q

avec ¢ = ¢ —q et v = 0 —v. Lorsque R = 0, la dérivation covariante V; coincide avec
I'opérateur standard d/dt dans les coordonnées Euclidiennes. L’ajout d’un potentiel ou de
forces extérieures modifient légerement la dynamique de 1’observateur et requiert I’emploi
de transport paralléle (voir (40)).

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 5.1 est dévouée aux notations et dé-
finitions générales. Dans la section 5.2, nous décrivons la dynamique de 'observateur in-
trinséque dans le cas général, et nous illustrons I'invariance sur un exemple simple dans
lequel sont présentes des forces extérieures. Dans la section 5.3, nous prouvons la stabilité
exponentielle locale (contraction) autour de toute trajectoire (convergence locale). Nous
illustrons, sur le systéme du Ball and Beam, 'efficacité de cette méthode avec une simula-
tion numérique décrite dans la section 5.4. Dans ’annexe B, nous explicitons la propriété
de contraction.

5.1. Systéme Lagrangien et métrique Riemanienne

On considére un systéme mécanique Lagrangien avec une variété de configuration de
dimension n munie d’une métrique Riemanienne (voir [27]). Les coordonnées locales de
q € M sont notées (¢');=1..,- Le Lagrangien est donné par :

1

L(q,q) = igij(Q)diq'j —Ulq)
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ou la matrice définie positive g(q) = (¢ij(q))i=1..nj=1..n définit la métrique (matrice d’iner-
tie) et la fonction scalaire U(q) ’énergie potentielle. Les équations d’Euler-Lagrange sont,
dans les coordonnées locales,

d (0 0 :
i (566) = g+ et i=tin

ot u(q,t) = (u'(q,t))i=1..n est une fonction connue de ¢ et ¢, qui correspond en général a
des entrées connues. La formulation Riemanienne des équations d’Euler-Lagrange est

Vi = —grad,U(q) + g(q) 'u(q,t) = S(q.t)

sont respectivement, la connection de Levi-Civita, 'opérateur gra-

ou V, grad, et g(q)™"!

dient associé & la structure Riemanienne et 1’ inverse de la matrice de la métrique g(q).
Comme la position ¢ est mesurée, le terme source S(q, t) est un champ de vecteur sur M dé-
pendant du temps et connu. Dans les coordonnées locales, les équations d’Euler-Lagrange
s’écrivent :

i =-Tu@dd" + 5 (q.t) (39)

ol les termes de connection F;k (symboles de Christoffel) sont donnés par

I 1y (agug 9g;1 agjk)

k=27 \ag " agk  aq
avec ¢' les composantes de la matrice g~'. Nous utilisons ici la convention de sommation :
quand un indice apparait a la fois en exposant et en indice, cela signifie que la sommation
selon cet indice doit étre faite.

Rappelons que V v est la dérivée covariante du champ de vecteur v le long de ¢. Dans
les coordonnées locales, on obtient

{Vo} =o' + T ()’

ou { }* signifie coordonnée i.

5.2. Un observateur intrinséque

Dans cette section, nous définissons un observateur intrinséque pour le systéme Lagran-
gien défini dans la section précédente. Comme les équations d’Fuler-Lagrange sont indé-
pendantes du systéme de coordonnée choisi (elles sont intrinséques), nous avons construit
la dynamique de 'observateur avec pour objectif la préservation de cette propriété. Aprés
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avoir donné la définition de la dynamique de 'observateur, nous vérifierons que son ex-
pression est bien intrinséque et nous en donnerons une illustration sur un exemple simple.
La convergence de cet observateur sera considérée dans la section 5.3.

5.2.1. Dynamique de ’observateur. — On suppose que 1’on mesure les positions (
c’est a dire , les ¢') et que I’on ne mesure pas les vitesses ( c’est a dire les ¢' = v*). Notons
q et ¥ les estimations de la position ¢ et la vitesse v. Elles sont définies par la dynamique
suivante indépendante du choix d’un systéme de coordonnées :

Vi(i+a grad,F(d,)) = T)/g-3S(a,t) — B grad;F(d,0)

+R

S

(4+a grad; F(3,0)). grad; F(3,0) ) (4 + o gradyF(d. )
qui s’écrit aussi

= ?—« grad, (4, q) (40)
v

ol

— « et (3 sont des paramétres positifs.

— F(q,q) est la moitié du carré de la distance géodésique entre ¢ et ¢. Cette fonction est
bien définie et réguliére lorsque ¢ et ¢ sont suffisamment proches.

— T//q—q est le transport parallele de ¢ vers ¢ le long de la géodésique joignant g a 4.
C’est une isométrie linéaire de ’espace tangent a g vers ’espace tangent a . Comme
pour F', cet opérateur est bien défini pour g et ¢ suffisamment proches.

— R est le tenseur de courbure de Riemann.

Dans les coordonnées locales (¢'), la dynamique de I'observateur s’écrit

i'=1-a {graqu(d, q) }

o' = —T%(9)q" + {T//qaqs(w) — 3 grad,F(q,q) + R(0, grad,F(q, Q))@} -

Cet observateur ne dépend pas d’un choix particulier de systéme de coordonnées pour ¢ : la
connection V, la fonction I, 'opérateur 7,/,.4 et le tenseur R sont des objets intrinseques
attachés a la structure Riemanienne sur M.

La Figure 1 illustre la dynamique de 'observateur (40). Comme ’espace des configura-
tions M a une structure Riemanienne, on ne peut pas comparer des vecteurs appartenant
a des espaces tangents en différents points de M, comme il est habituel de le faire pour
les espaces Fuclidiens. En effet, nous devons prendre en compte la courbure introduite
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FIGURE 1. Transport paralléle du terme source S(q,t) de espace tangent a g vers
I’espace tangent a ¢, le long de la géodésique .

par la métrique : le terme d’injection de sortie 7,/,.;5(q,t) appartient a I'espace tangent
T;M, alors que S(q,t) appartient a T, M et ne peut donc étre combiné avec V0 € TiM.
Nous remplagons aussi le terme d’erreur souvent utilisé (¢ — ¢) par grad,F'(g, q) pour tenir
compte de la courbure puisque il donne la direction dans laquelle on peut joindre g depuis
¢ en suivant le chemin le plus court. Le terme —f grad, F’ (4, q) peut étre interprété comme
un terme de ressort si I’on considére sa contrepartie dans le cas Euclidien comme décrit en
introduction. Le terme R(0, grad;F'(¢,q))? est aussi un terme de ressort, avec une raideur
quadratique par rapport a la vitesse, qui représente le terme de compensation minimum
nécessaire pour éliminer les possibles effets d’instabilité liés a la courbure (voir [6]). Dans la
Figure 1, nous représentons I'opération de transport paralléle le long de la géodésique vy qui
joint la position du systéme ¢ & son estimée ¢ sur la variété M. On peut voir par exemple
que I'angle entre S(q,t) et grad, F'(g,q) est le méme que celui entre leurs transportés par
parallélisme 7;,,.45(q,t) et 7))44grad F(q,q) = —grad,F(q,q).

5.2.2. Invariance sur un exemple pédagogique. — Il s’agit de montrer qu'une fois
les gains « et (3 choisis, ’équation (40) définit un unique observateur indépendant du choix
d’un systéme particulier de coordonnées sur la variété des configurations M.
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Dynamique dans les coordonnées q. — On considére le systéme mécanique & un degré
de liberté dont le Lagrangien est donné par :
1 1
E N\ — 2 2
(0:4) = 50" — 54
qui représente la dynamique de 'oscillateur standard avec ¢ € R : § = —¢q. Pour ce systéme,

comme l’espace des configurations est Euclidien, I’équation de 'observateur intrinséque
(40) s’écrit :

0=—q—B(G—q) (41)

Si les gains « et (3 sont choisis positifs, la convergence de ¢ et v vers respectivement g et ¢
est assurée.

Dynamique dans les coordonnées r. — Considérons maintenant le changement de
coordonnée suivant r = exp(q). Le Lagrangien devient

L(r,7)==— — =(Inr)?
(1) = 55 — 5 (1)
et la dynamique du systéme s’écrit alors :
7 =w
2
Ww=——rlnr pour 7 €]0, +o0].
r

Ecrivons maintenant les équations de I'observateur (40) :

P = — o grad, F(r, 7)

A A

W= T)jr—i(—rInr) — 3 grad, F(r,7) + R(w, grad, F(7, ))w. (42)
r
La métrique est donnée par g = g1 avec ¢11(r) = =. Le symbole de Christoffel vaut
'} (r) = —1. L’¢quation de la géodésique qui joint r; et ry est

~4(s) = exp (m (:—‘i’) s+ lnrl)

avec 7(0) = ry et y(1) = ro. Ainsi la distance géodésique entre 7, et ry vaut

dy(r1,72) = / VIO (#)ds = | Inry — I
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ou ' signifie d/ds. Le terme F(7,r) est alors donné par
1
F(r,7) = i(lnr —1In#)?
et son gradient par

In7 —1
grad . F(r,7) = 722M =7(ln7 —1Inr).

A

L’équation du transport paralléle le long de la géodésique

s — (s) = exp (ln (;) 5+ lnr)

qui joint ren s =0 et 7 en s = 1 s’écrit :

1
W ——(s)u=0
(s) 2
u(0) = —rlnr
et admet pour solution :
u(s) = —rinrexp ((In7 —Inr)s).

Nous avons alors
T)p—i(=rInr) =u(l) = —Flnr.
Ainsi (40) dans les coordonnées r donne :
F=1w—af(lnF—Inr)
wr

~

~

w =

—rlnr— g #(lnr —1Inr)

Notons que le terme de courbure est ici nul. Cette annulation est indépendante du choix

d’un systéme de coordonnée pour les configurations, alors que cela est faux pour les sym-

boles de Christoffel.

Dans ce systéme de coordonnées, nous constatons que ’expression de I’'observateur n’est

plus si intuitive : le terme d’erreur 7(In7 — Inr) est nonlinéaire et différe du terme d’erreur

habituel # — r. Par contre la convergence est claire puisque 'on peut vérifier qu’il s’agit

juste de I'expression de (41) dans les coordonnées r. Lorsque la composante de la métrique

g vaut g11(q) = 1, nous avons en effet

T//q—n;?S(Qat) = T//q—>c§<_Q) = —q
R(0, gradgF'(¢, q))o = 0.
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Ainsi la dynamique des observateurs (41) et (42) sont deux expressions du méme observa-
teur, écrit dans deux systémes de coordonnées différents.

5.2.3. Approximation au premier ordre. — FEn général, nous n’avons pas de formules
explicites pour I et 7,/,_.; pour une métrique donnée. Néanmoins, les termes de courbure
sont explicites, puisque

{ R0, grad;F(3,0)0 } = Riyo*{grad, F(q. )P
avec R’} les composantes du tenseur de courbure :

.oy, o,
= = =+ T
oq? dq

Cependant lorsque ¢ est proche de ¢, I et 7,/,_.; admettent les approximations suivantes

P i TP
'y, Fkaﬂ.

2F = g;;()(@ — )@ — )+ O(lg —ql’) (43)
{grad F}' = ¢ — ¢" + O(|lg — q|*) (44)
{T)/g—qw} = w' =T (q)w’ (¢ — ¢") + O(llg — ql*) (45)

pour tout w appartenant & l’espace tangent en ¢ a M. La premiére égalité vient de la
définition de la distance géodésique. La seconde dérive de la définition du gradient pour
une fonction scalaire. La derniére vient de l’expression du transport paralléle (voir |66, 6]
pour plus de précisions). Notons que les termes négligés gardent leurs formes lorsque les
coordonnées sont changées de maniére différentiable.

Ainsi nous pouvons construire une approximation explicite a ’ordre 2 de (40), qui dans
les coordonnées locales, peut étre intégrée numériquement :

~i

¢ = o' = a(g - 7)
v = T4 (' q" + S (g, t) — T%(q)S7 (g, t)(¢" — ¢') (46)
—6(¢" — ¢') + Rﬁz(qwk(@j — )0t
Dans le terme F;k(cj)@jék, il est important de considérer F;k(Q) au lieu de F;k(q) puisque
c’est un terme de la dérivée covariante de v par rapport a q Néanmoins dans les termes
I'(0)S7(q,t)(G'—¢') et Riy,(q)0" (¢ —¢7 )0, nous pouvons utiliser I, (¢) et RY;;(¢), puisqu’il
s’agit de perturbations du second ordre. L’intérét de (46) repose sur deux points :
— Les gains sont explicites et peuvent étre calculés via la matrice d’inertie (g;;) et ses
dérivées par rapport a g jusqu’a 'ordre 2.
— Nous prouvons dans la suite la convergence locale de (46) dés que a et 3 sont stricte-
ment positifs.
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5.3. Convergence de ’observateur

La dynamique de l'observateur (40) est localement (¢ ~ ¢) contractante dans le sens
défini par [44, 35| : quelques explications sur cette notion sont données dans l’annexe
B. Comme la dynamique du systéme (39) est une solution de (40), on prouve ainsi la
convergence locale.

Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3. — Considérons le systéme défini par la dynamique (39) sur le fibré tangent
TM. Considérons un sous-ensemble compacte K de TM et deux parametres positifs o et
B (les gains de l’observateur).

Alors il eziste € > 0 (fonction seulement de K, o et ), u > 0 et une métrique Riema-
nienne G sur TM (fonction seulement de o et 3) telle que, pour toute solution de (39)
restant dans K,

0, T[>t — X(t) = (q(t), (1)) € K

avec T < +00, la solution de (40), t — X (t) = (4(t), 5(t)) avec X (0) vérifiant de(X(0), X (0))
< g, est définie pour tout t € [0,T] et deplus, ¥t € [0,T]

A

de(X (8), X (1)) < da(X (0), X (0)) exp(—put).

Ici dg désigne la distance géodésique associé a la métriqgue G sur TM .

La métrique G est en fait une version modifiée de la métrique de Sasaki [61], c’est & dire,
I’extension de la métrique définie par I’énergie cinétique a T'M . Les gains de 'observateur «
et 3 sont utilisés dans la définition de GG dans le but d’obtenir ’estimation de convergence et
le fait que, localement, la distance géodésique dg(X (t), X (t)) est une fonction décroissante
de t.
La démonstration se fait en deux étapes :
— Premiére étape : pour tout ¢, on détermine de maniére intrinséque (comme pour la
premiére variation des géodésiques) la premiére variation par rapport a ¢ et v de (40).
Si on note (¢ + d¢, 0 + dv) un point défini dans le voisinage de (g, 0), nous cherchons
a déterminer la formulation intrinséque de la dynamique de (64, 60).

— Seconde étape : on déduira de cette formulation intrinséque, une métrique G sur le
fibré tangent T'M pour laquelle la dynamique de ’observateur (40) est une contraction
lorsque ¢ est proche de gq.
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5.3.1. Premiére étape : premiére variation de la dynamique de ’observateur.
— Nous allons mimer la méthode qui a été utilisé pour obtenir I’équation de Jacobi [27],
c’est & dire la premiére variation de 1’équation des géodésiques V;¢ = 0 (voir annexe E).
Tous les calculs présentés ici sont faits dans un systéme de coordonnées particuliers (¢'),
mais la formulation du résultat final est intrinséque. Comme la premiére variation 00 n’est
pas un terme intrinséque, nous allons définir son équivalent intrinséque ¢ qui appartient a
I’espace tangent en ¢ a M. Puis nous allons déterminer la dynamique du couple de vecteurs
(& =84, () associé a (0q,00).

5.3.1.1. Les vecteurs intrinseques & et (. — Nous introduisons un autre jeu de coordonnées
(“intrinséques") :

L= 00"+ T (§)0¢ 0, i=1,...n 47
ik

On peut vérifier que &' ainsi que ¢ correspondent aux coordonnées de deux vecteurs £ et
¢ appartenant au méme espace linéaire, ’espace tangent en ¢ & M. En effet nous avons en
négligeant les termes du second ordre :

— £ = €%(0), pour tout petit réél € > 0 avec 7 une géodésique qui joint les points y(0) = ¢

et y(e) = ¢+ d¢,

— et ¢ = T)/3409-4(0 + 00) — 0.
Les vecteurs tangents ¢ and ¢ sont définis le long de la courbe ¢ +— §(t). Nous pouvons
donc considérer leur dérivations covariantes V£ et V;( qui appartiennent aussi a I’espace
tangent en g a M.

Notons que la premiére variation de (40) donne :

(m) — 5( ;ik(qw(jk) (48)

+ {5(’]'//q_,q5(q, t)) - p 5(gradéF((j, q)) + 5<R(@, grad, F'(q, q))@) }l
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5.3.1.2. Calcul de V;§. — Dans les coordonnées locales, nous avons pour tout ¢ = 1, ...,n:

{viel =+ @ite
=0 — « {(5<graqu(cj, q)) }Z + F;k(Q) (f}k —a {grad,F'(q, q)}k> &

=00t T o ({0 (a0, P00 } 4 Tl g a)Y'e ).

Nous obtenons alors :

Vil = (—a Vegrad,F(q,q)

q

avec

[Vearad,Fla.q) } = {5(arad;P(d.0)) } + Tiuld) (arad, F(3 )€

5.3.1.3. Calcul de V;C. — la dérivée covariant de ¢ est donnée par :

[V} = ¢+ mh@ite

D’aprés (48) et (47), nous avons

o B+ e

=~ o(Ti(@)v'd")
+ {6<T//(H;S(q, t) — B grad,F'(q, q) + R(9, grad,F(q, Q))@> }

+ o (T@ve)
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Ainsi en ne conservant que les termes du premier ordre en dq et 00 :

SN 0T
$(Nu@i) = eV + D@0 + Tp(@PE
j (Cj) cnj Ak
chf vq
FT@)CF — T (@@ e
+F§k(ﬁ)ﬁj€k

d /i or ((j)ic v PRy o
£<ij(q)qﬂ§k> = 5;6 g é‘kv] +ij(q>£k,uj + ij(q>€kvj

0q¢
= T5(@)Te()8" 4 0"

‘ J
D@8 Tjg-48(a,t) — B grad, F(d,0) + R(o,grad, F(3,0))0 |

+ F;‘k(é)g Fol
On rassemble les deux précédentes équations :

3 (on@wer) - o(ru@vit)

= —ij(q)gjék
, J
D@ TS0, ) — B grad F(d,q) + (0, grad, F(d,0))0}

o (OO0 OTL(@) e
+fkqvp< apgc - aqu +ch(q)]:‘;k(Q)_ij(Q)F;)C(Q)

79
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On obtient alors pour (Z :
¢ == Tu@)dd"

{ <7//qu — B grad,F'(¢,q) + R(0, grad,F(q, q)ﬁ)) }
J

+F§k((j)§ {’Z‘//quS( t) — B grad,;F(q,q) + R(v, grad,F'(q,q))v }
AL )
ce qui donne ’expression “semi-intrinséque" suivante :
V(= —R(q,€)0+ V¢ (T//qaqs (q,1) ) — BVegrad, F(¢,q) + "V’ (R(@, grad, (4, q))v )
ou
% i i /A Y
(Ve (T8 0)} = {0(Ta-aS(a0) } + D@ T0-eS(a.1)}
et
" " N A A\ 4 N - N i (a\¢k A ~ N\’
{"V." (R(0,grad;F(q,q))0)} ={5(R(v7graqu(q,Q))v>} +T(9)¢ {R(v,gradgF(q7Q))v}

Pour le terme de courbure nous utilisons "Vg" au lieu de V, puisqu’il ne s’agit pas d’une
vrai dérivation covariante par rapport a § : le vecteur R(0,grad,F(q,q))0 est seulement
défini le long de la courbe ¢ +— ¢(t). Ainsi on ne peut pas définir correctement sa dérivée
covariante dans une direction ¢ qui n’est pas colinéaire a (}

Exprimons maintenant le terme "V," de maniére intrinséque. Puisque

5t = ¢ — T, (4)5¢"
{0(erad;F(d.0)) } = {Vegrad,F(d.0)}' = Dju(@)0d" {gradyF(q. 4)Y
des calculs élémentaires fournissent I’expression intrinséque suivante :

..vg.. (R(U grad,F'(q,q))v ) (VeR)(0, grad,F'(q,q))0 + R(0, Vegrad, F(q, )0
+ R((, grad; F(¢, q))0 + R(9, grad;F (4, ¢))C.

ot VR désigne la dérivée covariante du tenseur de courbure le long de §.
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Finalement, nous obtenons la formulation intrinséque suivante pour la premiére variation
de (40) par rapport & § et © :

Vil = ¢—aVegrad, (4, q)

Vi¢ = —R(G.©0+ Ve (T)/4-45(¢,1) ) — BVegrad,F(q, q)
+(VeR)(0, grad,F (G, q))0 + R(0, Vegrad,; F(q, q))0
+R(¢, grad; F (¢, )0 + R(0, grad F'(q, q))¢

(50)

ol £ correspond a la premiére variation de ¢. Quand S = 0 et F' = 0, on retrouve 1’équation
classique de Jacobi :

D¢ .
~ > = _R(G,6)q
e (4,€)q
avec D/Dt = V.
5.3.1.4. Premiére variation pour § proche de q. — Supposons que § est proche de ¢ (on

ne suppose pas ici que o est proche de v). Alors I’équation de la premiére variation devient
beaucoup plus simple puisque en ne gardant que les termes du premier ordre en ¢ — q :

graqu((j, q) =0, VggradgF(cj, q)=¢& et cj = 9.
Deplus
{Ve(@r-ist@n) } = {8(T-i8(@0) | + D@ Tja-aSla.0)'¢
Comme
{Te-aSa)} = S(,1) - Tip()(@ — ¢")S(a,0)"
Pour ¢ proche de ¢, nous avons alors :
{6(T-a50)) } = —Tiul@)es(q 1"

Fé’k(g){T//qHéS(qvt)}kfj = Fék(Q)ij@?t)k

a des termes du second ordre prés en (¢ — ¢). Ainsi

Ve (T//,H;S (g, t)) =0.



82 CHAPITRE 5. OBSERVATEUR INTRINSEQUE

Donc, pour ¢ = ¢, (50) devient

Vi = (—ag

Vi = g 1)

D’une certaine maniére, nous retrouvons le cas Euclidien avec I'observateur classique de
Luenberger décrit en introduction. Cela résulte de la compensation des termes de courbure.

5.3.2. Seconde étape : analyse des propriétés de contraction. — A partir de (51),
nous montrons d’abord que la dynamique de 'observateur est strictement contractante
lorsque ¢ = q. Des arguments élémentaires de continuité permettent ensuite de garantir la
propriété de contraction lorsque ¢ reste proche de g : cette démarche explique la contrainte
imposée a la condition initiale pour la dynamique de I'observateur. Pour parler de contrac-
tion, nous devons d’abord définir une métrique sur ’espace d’état de 'observateur, c’est a
dire, sur le fibré tangent T'M.

5.3.2.1. Structure Riemanienne sur le fibré tangent T M. — Puisque les gains des obser-
vateurs « et (3 sont positifs, la matrice

= (7500)

est Hurwitz et il existe une matrice symétrique définie positive () telle que

A'Q+ QA= -1
Soit
a c
(1)
et considérons la quantité
b
V(60 = 56 +¢(6,0 + 5(¢.0) (52)

ou (,) désigne le produit scalaire associé a la métrique g déduit & partir de 1'énergie
cinétique. Cette quantité munit 7'M d’une métrique, puisque @) est définie positive : dans
les coordonnées locales (¢’,v"), la longueur du petit vecteur (d¢’, dv’) tangent en (q,v) a
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TM est
V(80 . (60" + Dha(a)o* o )imr..n ) =3
+ ¢ gij (60" + T}y (@)v*8¢") ¢

Gij 5qi 5qj

b o o
+5 91 (00" + I} (q)v*6q") (007 + Ty, (q)v*6q")

Dans les coordonnées locales (¢, v'), la métrique est une matrice 2n x 2n dont les compo-
santes sont des fonctions scalaires de ¢ et v. En notant X = (¢,v), on désignera par G(X)
la matrice définissant cette métrique sur T'M. Il s’agit d’une version légérement modifiée

de la métrique de Sasaki sur TM (voir [61, 62]) : on obtient la métrique de Sasaki avec
(a,b,c) = (2,2,0).

5.3.2.2. Analyse de la convergence. — Lorsque & et ¢ vérifient (51), un calcul simple
conduit a

W a(V£.6) + eV£.0) + V30, €) + BViC.C)

dt
= (6O + (G0,

Ainsi il existe A > 0 tel que

dV
— < )\
dt —

Cela signifie que la dynamique de 'observateur (40) est une stricte contraction pour la
métrique G(X) lorsque § = ¢ quelque soit la valeur de .

Afin de le reformuler, notons X = Y(X, X) 'observateur (40). Par construction, X =
T (X, X) correspond a la vraie dynamique (39). L’inégalité % < —\V signifie seulement
que l'inégalité suivante est vérifiée :

t
0G N oY N N oY .
%G yix )+ [ L ax)+ o) [ & <AGX) (53)
0X | % ( X (X,fo) 0X | (x.%)

pour X = (q,v) et X = (q,v) avec q, v et v arbitraires. G est définie positive et la
dépendance de (53) par rapport & X et X est réguliére. Ainsi, pour tout 0 < p < A, il
existe € > 0 tel que, pour tout X dans le compacte K et tout X vérifiant dg(X, X) < ¢,

nous avons

t
0G . oY - N oY .
9% x4 [ & aX) +aX) | & < —pG(X).
0X [ (8 (X,X')) 0X |(x,%)
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Supposons que X(O) est suffisamment proche de X(0), c’est a dire, dg(X(O),X(O)) <e.
D’apreés 'annexe B, nous avons pour t > 0 petit,

A~

da(X(1), X(t)) < dG(X(O),X(O))eXp(—gt)'
Ainsi, comme décrit dans la Figure 2, pour tout temps ¢ € [0,T[, da(X (1), X(t)) < ¢
et X (t) demeure dans la région de contraction. Par ailleurs nous avons une convergence
exponentielle avec = p/2. la preuve du théoréme 3 est ainsi achevée.

FIGURE 2. Tube de contraction

5.4. Exemple : ball and beam

Nous avons choisi de traiter ’exemple classique du Ball and Beam [38] parce que la
courbure scalaire de la métrique donnée par sa matrice d’inertie est strictement négative.
Les résultats obtenus en simulation montrent I'intérét de 1’observateur asymptotique in-
trinséque : on peut en effet choisir des gains petits afin de rejeter le bruit tout en annulant
les effets négatifs dus a la courbure.
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Ficure 3. Ball and Beam

5.4.1. Dynamique du systéme. — nous considérons une version normalisée du sys-
téme ball and beam (bille sur un rail), comme montré dans la Figure 3, avec r la distance
de la balle au centre de la planche, et 6 ’angle de la planche avec ’horizontale. Un couple
u est appliqué pour contrdler le systeme.
L’énergie cinétique est donnée par :
1 .
iT:§<F+%1+r%W)
et ’énergie potentielle de gravitation par :
U =rsinf.

Nous obtenons alors la dynamique réduite suivante :

7=,

0 = vy

O, = Uy — sin f (54)

. —2r u—rcosf

Vy = mfurvg + W
5.4.2. L’observateur intrinséque. —
Eléments de métrique. — La matrice des composantes de la métrique g définie par
I’énergie cinétique s’écrit dans ces coordonnées :

(0 14)
0 1+72
Les symboles de Christoffel non nuls sont :
F%Q = —r
r %2 = F%Q =

14 r?
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Les composantes non nulles du tenseur de courbure de Riemann sont :

0 1
122 — _m
Ry = +——
22T 42
1
2 _
R121 - +(1 + 7’2)2
1
2 _
R211 - _(1 I T2)2
La courbure scalaire est alors :
4 —2
_ Jipp __
Rs=g Rpli = 7(1 )

Le ball and beam a une courbure scalaire strictement négative.

Ezxpression de l’observateur. — Nous considérons I'observateur intrinséque approximé
(46) :

1472 1472
(55)
iy 1:LA2(7*~@9+@T9)
n u — 1 cost T (7 )u—r0080+(é 0)(— sin 6)
- F—r)—— —60)(—sin
142 1472 1472

. 1 - —1
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a r b) theta
15 ;

: —_ real
= = int.obs.
1t s oo simple

0.5}

5 10 15 0 5 10 15
c)r d) theta

15

05} =

5 10 15 0 5 10 15

e) d(r/dt f) d(theta)/dt
15 = " " 4 . .

[EnY
i

5 10 15 0 5 10 15
FIGURE 4. Simulation de 'observateur pour le ball and beam : real = vrai systéme
(54) , int obs = observateur intrinséque (55), simple = observateur (56).

87
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5.4.3. Simulation numérique. — Nous avons choisi pour la simulation présentée dans
la Figure 4, un contréle qui maintient la balle en oscillation prés du point d’équilibre
instable (r = 0,0 = 0,v, = 0,u9 = 0) : u = —20 0 4+ 101 r. Comme r reste petit, la
courbure scalaire garde une valeur proche de —2. Deplus, nous avons rajouté des signaux
hautes fréquences b, et by respectivement aux mesures r et 6 pour simuler des imperfections
des capteurs et des dynamiques hautes fréquences négligées.

Pour montrer I'importance du transport paralléle et de la compensation de courbure,
nous avons comparé ’observateur intrinséque (55), avec le suivant :

fz@r—a(f—r)

6= tp— a(d—0)

Oy = 70F —sin@ — B(7# — 1) (56)
=27 rcosf —u -

= ——00g — ——— — [B(0—0
Tyl = A0

C’est un observateur standard avec un terme d’injection de sortie pour r et 6. Il est

Vg

convergent pour des gains suffisamment grands en supposant que les vitesses restent bor-
nées. Cet observateur est trés efficace pour les basses vitesses ol les termes gyroscopiques
ne sont pas trop grands.

Les conditions initiales pour la simulation sont :

Vrai Systéme Observateurs (55) et (56)

r 0.02 0.021
Uy 0.05 0.525
0 0 0.2
Vo 0 2

Si les gains « et [ sont choisis suffisamment grands, les observateurs (55) et (56) sont
alors tous les deux convergents. Néanmoins, les signaux hautes fréquences b, et by ne sont
alors pas filtrées.

Pour la simulation présentée dans la Figure 4, nous avons choisi les valeurs suivantes
pour les gains :

1
wo = =V/2
2
o = 2w,
8 =w;

puisqu’en valeur absolue, la courbure scalaire a un maximum de valeur 2.
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Dans la Figure 4, les graphes c et d sont des copies des graphes a et b, ol la position réelle
du systéme r et # sont représentés sans les signaux hautes fréquences b, et by introduits
par les capteurs. Nous pouvons ainsi voir que 'observateur (56) ne convergent pas : le
paramétre 3 n’est pas assez grand pour compenser les effets de la courbure négative.
Cependant 'observateur intrinséque (55) est convergent. Cela montre I'importance du
terme de courbure, qui est quadratique par rapport aux vitesses, dans l’expression de
I’observateur.

5.5. Systéme Lagrangien avec un terme de frottement

Cette section représente un complément a la publication [4].

5.5.1. Dynamique de l’observateur intrinséque. — Nous reprenons les systémes
Lagrangiens introduits a la section 5.1, en ajoutant un terme de frottement a la dynamique :

q=v
Vv = S(q,t) — Alg)g-

A(q) est une matrice dont la partie symétrique est définie positive, au sens de la métrique
donnée par la matrice d’inertie sur la variété de configuration.

Nous supposons toujours que nous mesurons la configuration ¢ et nous cherchons a
estimer la vitesse ¢. Considérons 1’observateur intrinséque suivant :

=0 —a grad,F(q,q)

V4o T)1q-qS(0:1) = T /g4 (A(q)T//é—nzé) (57)
_ﬁ graqu<(j7 Q> + R(@a graqu((jv q))ﬁ

|| Q.

5.5.2. Premiére variation de I’équation de l’observateur (57). — En reprenant
les calculs faits dans les sections précédentes, la premiére variation de la dynamique (57)
s’écrit

Vi = (—aVegrad;F(q,q)

Vit = —RG.90+ Ve (Tyu-50.0) = Ve (T i ADT i) ) (58)
—BVegrad,F'(q, q) + (VeR)(0, grad,; F(q, q))0 + R(0, Vegrad, F(q, q))0
+R(C, grad;F(¢, )0 + R(0, grad, F (4, ¢))¢
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avec
{Vé (IT//qﬂri (A(q)’T//ngch} :{5<7//qu (A(Q)T//dﬂq‘j»}
- Y
+ D@D T i (AT ) | -
Premiere variation pour ¢ = q. — Nous procédons comme dans les sections précédentes

pour montrer la convergence locale de cet observateur :
1. nous montrons d’abord que I'observateur (57) est contractant pour ¢ = ¢,

2. puis nous utilisons des arguments de continuité, pour prouver que le résultat est
préservé pour ¢ proche de q.

Nous déterminons maintenant ’expression de cette premiére variation (58) pour ¢ = ¢. Il

nous manque donc a déterminer ’expression de V; <T/ Ja—i (A(q)T/ /q_,q(j) ) .
Ezpression dans des coordonnées locales de 7/, .4 (A(q)’]y/q_n]cf). —
[T)0a(A@ T 0a6) Y = { AT i}~ Tiala)@ — o) { A0 Ty}
d’ou
{T)0-a(A@ T jimgd) b =A@} (0 + D) (@ — 4™)i)
= T(@)(@ — &) (A& + The(a) (@ — a™)d) ).
Si ’on ne conserve que les termes du premier ordre en ¢ — ¢

LT a (AT o)} =A@} + A@iTu0) (@™~ 4~ Tiala) (@ — o)) Ala)fi"

Calcul du premier terme 5<T//q_>q (A(q)’]'//,j_)qé)> —

[6(T)0a( AT i) )} = 3( A + AT @)@” — )i
- Thla)(@ — ¢)A(a)}d")
d’ou |
{0(Ta-a(A@T3-ad)) } =Ala)i€
+ A@)iT (€74 + A@)iT, () (" — ¢™)E°
— U506 Alg)id" — Ti(a)(@ — a) Alg)iE".
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Comme
¢ ={ve} —Th (e
et, comme ¢ et (§ — ¢q) sont petits :
= {Vie} ~Thl0)e'd"
On obtient en ne conservant que les termes du premier ordre en & et (§ — q) :
{8(T0-a(A@ T i-0d) ) } =A@V} = Al Thcl)6™d
+ A(@)iT, (€74 + A@)iT, ()" — ¢"){ V£
~ D@ AlQ)Sd" — Ti(@)(@ — @) A)E{Ve€}"

qui se simplifie :

{5 (T//(H; (A(Q)T//qaqéw } :{T//qeq” (A@)T)/3-4V5€) } (59)
— i) Alg)d"
Traitement du second terme F;k((})ﬁk{’f//q_@ (A(q)’f//q_,qc}) }j :~— au premier ordre

enfetenqg—q:
T @E{ T-a (AT -ad) | = D@ A" (60)

D’ou l’expression de V¢ <T//q_>q (A(q)?}/q_)qé) ) pour q proche de q. — En rassem-
blant les résultats précédents (59) et (60), on obtient :

Ve <T//q—>é (A(Q)T//C}—ﬂz‘j)) =T)/q— (A(Q),]V//‘?—’qvqf)'

Lorsque ¢ = g, nous avons donc 7,4 = Idr, )y = 7T/ /5—q €t :

Ve (Z/qﬁa(A(Q)T//qﬁqén = A(Q)V€.

L’équation de premiére variation pour (57), s’écrit pour ¢ = ¢

Vi = (—at
Vil = —pE - A@(C—ag) (61
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5.5.3. Analyse des propriétés de contraction. — Examinons maintenant les pro-
priétés de contraction de (61). Introduisons le changement de variable

Y =¢—at.
L’équation (61) se réécrit dans les coordonnée (¢, )
Vi = ¢

Vib = —pE— (A(d) + al,)w (62)

ou [, désigne la matrice identité de taille n.

Nous supposons les parameétres o et (§ strictement positifs. Considérons maintenant la
fonction de Lyapunov suivante :

vie,y) ="

1
9 (€, §>g(é) + B) (1, ¢>g(é)'

Sa dérivée vaut :
V= —(9, (A(Q) + aln)Y) g4 < 0.

La dérivée V est seulement semi-définie négative ce qui ne permet pas d’obtenir un résultat
de contraction : mais cette fonction V' permet de voir que la matrice A a un effet qui va dans
le méme sens que celui du au parameétre a. En effet, le terme — (1, A(¢)1)) 4 est négatif
puisqu’il résulte d’un terme de frottement. Il semble donc raisonnable de penser qu’il existe
une métrique W (dépendant de §) pour laquelle la dérivée W est définie négative, quitte
a rajouter des hypothéses supplémentaires sur la matrice A. Nous n’avons pas su pour
I'instant déterminer cette métrique. Si on peut trouver une telle métrique, on pourra alors
conclure a la convergence locale de (57).

Conclusion

Les résultats obtenus en simulation ( pour ’exemple du ball and beam notamment, que
nous avons traité dans la section 5.4) tendent & montrer que la région de convergence de
notre observateur intrinséque (40) est assez large. Cela peut étre lié au fait que nous avons
obtenu un résultat de contraction lorsque la position estimée ¢ est proche de la position
réelle ¢, méme si alors l'erreur faite pour 'estimation de la vitesse est importante. Dans
notre analyse de la convergence, nous n’avons pas complétement exploité cette propriété
non locale. Il est possible, qu’en présence de structure additionnelle, comme par exemple
dans le cas ot M serait un groupe de Lie munie d’une métrique invariante a droite, on
puisse démontrer un résultat de convergence plus fort. L’observateur (40) a une expression
indépendante des coordonnées et pourrait donc, au moins formellement, étre appliqué a
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des systémes mécaniques de dimension infinie comme les fluides parfaits incompressibles
pour lesquels le tenseur de courbure défini dans [6, 5] est explicitement donné dans [60)].






CONCLUSION SECONDE PARTIE

Dans cette partie, nous avons mis en perspective la notion d’erreur, en considérant
le probléme de la synthése d’observateur pour des systémes nonlinéaires. Ces systémes
présentent en effet des invariances qui les structurent, et notre démarche a consisté a
écrire des observateurs avec les mémes invariances. Ainsi, dans le chapitre 4, les systémes
considérés sont invariants sous 1’action de groupe de transformations, tandis que dans le
chapitre 5, la dynamique des systémes Lagrangiens est invariante & tout changement de
coordonnées de configuration. Nous avons dans les deux cas écrit des observateurs avec des
termes d’erreur qui préservent I'invariance du systéme initial.

Cette démarche qui consiste a tenir compte des invariances ne garantit en rien la conver-
gence des observateurs. Cependant c’est une démarche raisonnable qui est généralement
adoptée, en pratique, notamment par les ingénieurs. Ils sont amenés a faire des choix qui
peuvent étre arbitraires pour les unités et les coordonnées dans lesquelles formuler leur
probléme. Reformuler ensuite le probléme sous forme adimensionnelle constitue souvent
I’étape suivante dans leur travail : cela représente une premiére méthode pour limiter 'in-
fluence des choix arbitraires qu’ils ont pu faire.

Aprés avoir considéré des systémes chimiques et mécaniques, nous examinons dans I’an-
nexe C un probléeme d’identification de parameétres, considéré en traitement d’images :
I’estimation du flot optique dans une séquence vidéo. Ce probléme est indépendant de la
définition du contraste, et nous donnons une méthode pour mesurer la distance entre deux
images également invariante au changement de contraste. Ce troisieme domaine d’appli-
cation montre que l'idée de termes d’erreur invariants peut étre assez générale. En outre,
cette approche semble nouvelle dans le cadre de la théorie des observateurs.
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ANNEXES






APPENDICE A

METHODE DU REPERE MOBILE DE CARTAN

Nous présentons dans cette annexe, la technique de normalisation que nous avons utilisée
pour calculer les fonctions invariantes qui interviennent au chapitre 4 dans la construction
d’observateurs invariants. Il s’agit de la méthode du repére mobile de Darboux Cartan :
une trés bonne présentation en est faite dans le chapitre 8 de [55]. Nous reprenons les
notations du chapitre 4.

Un exemple dans R?

L’idée de base est simple, comme nous allons le voir, lorsque la variété ¥ correspond a R?,
lorsque le groupe de transformation GG agissant sur > admets deux parameétres et lorsque
les orbites sont des plans. La technique de normalisation repose sur I'idée suivante. Sous de
bonnes conditions de régularité du groupe de transformation, nous pouvons définir un jeu
de coordonnées (&1, &2, &3) tel que, comme indiqué sur la Figure 1, les directions {5 = (&1, &2)
permettent de parcourir une orbite, tandis que la direction transverse &, = &3 détermine
sur quelle orbite on se trouve. Ainsi, pour savoir si deux points P et S sont sur la méme
orbite, c’est a dire, sil existe un élément g de G tel que S = ¢, (P), il suffit de vérifier
que les deux points ont la méme coordonnée &3 : &3 est une fonction invariante. Tout autre
fonction scalaire invariante est une fonction de &3.

Maintenant, nous supposons que nous ne connaissons pas ce jeu de coordonnée. Notons
(p1,p2, p3) (respectivement (sy, Sa,83), (11,72,73)) les coordonnées d’un point P (respecti-
vement S, R) dans un référentiel donné. Si P et S appartiennent & la méme orbite, il existe
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P RS
g
€3
A 122
‘L> €, 0]

FI1GURE 1. Orbites du groupe de transformation G agissant sur ¥ dans les coor-
données du redressement

un élément g € G tel que (en coordonnées) :

Le probléme ici est la dépendance des trois coordonnées de S vis & vis d’un jeu particulier
des parameétres du groupe. Pour trouver les fonctions invariantes, nous devons éliminer les
deux parameétres associés a g. Nous introduisons un troisiéme point R sur la méme orbite
que nous allons prendre comme référence. On peut alors déterminer I’élément g(P) du
groupe vérifiant R = ¢,p)(P). Cet élément est solution du systémes d’équations suivant
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(équations de normalisation) :

r1 = (pg(P))
o = (pg(P))2

Si le théoréme des fonction implicites s’appliquent ( le rang de ce systéme par rapport aux
deux paramétres associés a GG doit étre 2), nous avons alors :

g(P> = fY(P»Tl’T?)

La fonction invariante est alors :

I(P) = (#r(Prira) (P))s

En effet, /(P) = r3 et comme R et S sont sur la méme orbite, nous avons aussi : [(S) =
r3 = I(P), puisque ©y(s,r,.r)(S) = R.

Le cas général

Considérons un groupe G agissant réguliérement sur une variété > de dimension o avec
des orbites de dimension r, r < o. Dans les coordonnées locales £ sur ¥, notons = = ¢(&, a)
la transformation associée a ’élément de G de paramétres a. Alors les équations de ’orbite
(qui constitue un ensemble d’invariants fondamentaux) sont obtenues par élimination de
a une fois les coordonnées £ = (&, &y) décomposées suivant les coordonnées de base, &,
de dimension o — r et les coordonnées de la fibre, ¢, de dimension r. La transformation
== (£, a) se lit alors

Eb - 9017(57 CL)
== 5§ a)

avec a — @y(&, a) une application inversible pour tout £. Si nous notons ¢;(§, =) 'appli-
cation inverse (ps(§, (£, Zr)) = Zy), nous obtenons

= = op(&Vr(&,Er)) = vu(§, Ep).-

Supposons que ( et & sont sur la méme orbite. Alors ils ont les mémes coordonnées de base.
Cela signifie qu’ une fois que la coordonnée =; est fixée, a ES{ par exemple (normalisation),
on a

wb(ga E?‘) = wb(C> E?)
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En d’autres termes, les o — r fonctions scalaires indépendantes & +— (€, Egl) sont inva-
riantes, i.e., pour toute transformation = = (&, a), nous avons

¢b(§v E?) = ¢b(¢(§v a)’ E(})



APPENDICE B

INTERPRETATION DE LA CONTRACTION

La notion de contraction [44, 35| pour un systéme, avec une dynamique & = f(x,t),
peut étre interprétée comme la décroissance exponentielle, avec le temps, de la longueur
de tout segment de conditions initiales transporté par le flot.

Définition 6 (Contraction Stricte). — Soit un systéme dynamique & = f(x,t) régu-
lier (C' par exemple) défini sur une variété M réguliere. Soit g une métrique sur M. Soit
U C M un sous ensemble de M. La dynamique f est dite strictement contractante sur U
au sens de la métrique g, si la partie symétrique de sa matrice Jacobienne est une matrice
définie négative, c’est a dire, s’il existe X > 0 tel que, dans des coordonnées locales x sur
U, nous avons pour tout t,
T
L )+ o) 2+ P a1y < —rgl).

Nous avons le résultat suivant qui justifie cette définition et cette terminologie.
Théoréme 4. — Soit un systéme dynamique & = f(x,t) régulier défini sur une variété
M réguliere. Soit g(x) une métrique sur M. Soit X (x,t) le flot associé a f

%X(x,t} = f(X(x,t),t) Vte[0,T] avec T < 4o0.

X(z,0) ==
Considérons deuz points xo and x1 dans M et une géodésique Y(s) qui joint xy = (0) et
xy =7(1). St
— f est une stricte contraction sur un sous ensemble U C M, avec A la constante présente
dans la définition 6,

— et si X(v(s),t) appartient a U pour tout s € [0,1] et pour tout t € [0,T] .
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alors
A
dy(X (2o, t), X (21,1)) < e 2'dy(wg, 1) VYt €[0,T]

ot dgy est la distance géodésique associée a la métrique g.

Preuve. — Cette preuve s’inspire de calculs faits par Laurent Praly (communication
privée). Soit [(t) la longueur de la courbe (X (v(s),t),s € [0,1]) au sens de la métrique g

= [ \/ PO 5 x (351, PO g

Nous avons alors

)T \
dl(t) ! %{W g(X(v(s),t))%W}d
dt - S.
: i WWTg(X(v(s),t))%y@
Comme
d dX(y(s),t) d 5 )
ddX(y(s)t) _ d o 0 i
i ds = g XO0):0.8) = gxf(X((6), 0.0 2 X (1), )

nous obtenons

d {dX(j;j’t>Tg<X<7<S>,t))d“’;(jﬁ} XG0 AX G50

dt ds ds
P(s,1) = PO g0y 190 2280 098
et
X = X(y(s),1).

Puisque f est une contraction sur U, il existe A > 0 tel que
P(s,t) < =Ag(X(v(s),1)).
On obtient alors I'inégalité suivante pour la dérivée 2L1(t)
d A
—I(t) < —=I(t
Lty < -1
qui conduit a
A
I(t) <1(0)e 2" Vtel0,T].
Puisque d,(X (z¢,1), X (z1,t)) < I(t) et I(0) = dy(zo, 1) (en effet v est la géodésique qui
joint les deux points xy et z1), le théoréme est démontré.
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ESTIMATION INVARIANTE DU FLOT OPTIQUE

Nous présentons une application possible de 1'idée de mesure invariante, présentée dans
le chapitre 4. Nous considérons le probléeme d’estimation du flot optique entre les images
successives d’une séquence vidéo. Nous proposons une fonction pour mesurer la distance
entre deux images, invariante par rapport & tout changement de contraste.

Introduction

Le calcul du flot optique pour une séquence vidéo a fait I’objet de nombreuses études ces
deux derniéres décennies. Il a pour but ’estimation du champ de vitesse pour le mouve-
ment entre deux images successives dans une séquence vidéo. Presque toutes les méthodes
s’appuient sur une hypothése de luminosité constante : si (x,y) représente la position d’un
pixel dans une image, et ¢t son temps d’ apparition, nous avons

dl _ oI(x,y,t) . 8](x,y,t)u+ 8I(at,y,t)v
dt ot ox dy

ot (u,v) désigne les composantes du champs de vitesse et [ la fonction donnant I'intensité

~0 (63)

lumineuse. Cela signifie simplement que I(x + u,y + v,t + 1) = I(z,y,1).

La relation (63) ne fournit qu’une seule contrainte alors que nous avons a déterminer
deux valeurs u et v : en effet, cette équation ne donne des informations sur le champ
de vitesse que dans la direction du gradient de l'intensité VI = (%, g—;). Ainsi toutes
les méthodes développées repose au moins sur une seconde hypothése pour estimer le
flot : essentiellement une contrainte de régularité pour le champ de vitesse. Les principales
méthodes se répartissent en trois familles :

— Des méthodes différentielles [36, 71| fondées sur l'optimisation de critéres définis a

partir de deux termes : la contrainte donnée par (63) et une norme sur les vitesses
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dans un espace de Hilbert donné

(u,v) = argmin {// (% + C}‘) .v1>2 dwdy + )\HUHQ} (64)

— Des méthodes de corrélation ou d’identification par blocs basées sur le critére suivant :

// (I(x+u,y+ov,t+1) —I($,y,t))2dacdy (65)

sur une fenétre locale ou globale définie autour de chaque point, ot le flot optique est
supposé étre constant.

— Des méthodes fréquentielles [1, 11] qui s’appuie sur des décompositions en fréquence

que ce soit en espace ou en temps.
L’article [9], écrit en 1996, présente une vue plus exhaustive des différentes méthodes
développées a cette date.

Dans cette annexe, nous ne présentons pas une nouvelle méthode d’estimation du flot
optique. Notre contribution réside dans une nouvelle définition du critére a optimiser. L.’idée
est de définir un terme d’erreur qui soit invariant par rapport aux changements de contraste.
En effet, si I'intensité [ est solution de I’équation du flot optique (63), alors J = ¢(1) est
aussi solution de cette equation lorsque ¢ est un difféomorphisme qui définit le changement
de contraste. Notre contribution est donc de donner une expression invariante aux méthodes
existantes. Cette approche est donc dans le prolongement du travail présenté au chapitre
définissant le changement de contraste.

Dans la section C.1, nous donnons un exemple de mesure de distance entre deux images
d’une séquence, indépendante du constraste. Dans la section C.2, nous utilisons cette me-
sure de distance associée a une technique d’identification par blocs pour estimer le flot
optique.

C.1. Une mesure invariante

Invariance de ’équation du flot optique. — On considére une séquence vidéo com-
posée d’images en noir et blanc, d’intensités données, au temps ¢, et au pixel (z,y), par
I(x,y,t). L’équation du flot optique (63) est I’expression de 'hypothése d’illumination
constante. Si (u,v) = (u(z,y),v(z,y)) représente la vitesse du mouvement suivi par le
pixel (z,y) dans la séquence vidéo, nous avons alors

Iz +u,y +v,t+1) =I(2,y,1)
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qui s’exprime aussi par

dl 9l U
“ oz VI =
7y + (v) v 0 (66)

avec VI le gradient spatial de I'intensité.

Cette équation de flot optique est invariante par rapport aux changements de contraste.
En effet, si I est une solution de (66), alors pour tout difféomorphisme ¢ qui représente le
changement de contraste, ¢(I) est aussi une solution. En effet, nous avons

do(I) _opdl _
dt ol dt

Les critéres d’optimisation classiques ne sont pas invariants. — Les critéres dé-
crits en introduction ne sont pas invariants par rapport & un changement de contraste :
— Le critére des méthodes différentielles (64) n’est pas invariant puisqu’un changement
de contraste de la fonction intensité I vers ¢(I) fait apparaitre dans le terme

(5 (2) 1) o

la matrice Jacobienne du difféomorphisme ¢. Il s’en suit immédiatement que le para-
métre de gain A dépends de la définition du contraste.

— Pour les mémes raisons, le critére (65) n’est pas invariant. En effet, un difféomorphisme
¢ modifie le poids de l'erreur a chaque pixel (x,y) par un facteur égal au déterminant
de la matrice Jacobienne de ¢ en ce point.

Un terme d’erreur invariant. — L’idée est alors de définir un terme d’erreur qui soit
invariant par rapport aux changements de contraste, pour que les algorithmes qui sont
basés sur de tels termes d’erreur aient des performances indépendantes du contraste. Le
flot optique ne dépend pas de la définition du contraste. Il semble alors raisonnable de
rendre son estimation indépendante vis a vis de ce facteur.

Soit 3(I) C Z* I'ensemble fini qui définit les coordonnées des pixels dans I'image I.

Considérons maintenant les fonctions o (a) et ol (a) définies respectivement par

La) = card{(;c,y) € X(I) vérifiant I(z,y) < a}
T = card> (1)

, YaelR

et
B card{(z,y) € S(I) vérifiant I(z,y) > a}

= cardX(])

, VaeR.
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Counsidérons ensuite la fonction d’erreur suivante

Er (I(1,0), Io(22,92)) = |02 (Ia(2,92)) — 02 (I (21,11)))|
+ok (I(x2,92)) — 0% (Ii(21, 1))

qui représente une mesure de la distance entre I'intensité au pixel (z1,y;) dans la premiére
image de fonction d’intensité I;, avec l'intensité au pixel (zs,y2) dans une seconde image
avec la fonction d’intensité I,. I, est une image de la séquence vidéo, utilisée comme
référence. On peut vérifier que les axiomes de définition d’une distance sont vérifiés.

Montrons que ce terme d’erreur ne dépend pas de la définition du contraste. Soit ¢ un
difféomorphisme définissant le changement de contraste. Nous avons

card{(z,y) € S(I) vérifiant ¢(I)(z,y) < &(J)(20,%0) }

o2 (D) (0, 0)) = cards (1)

et

card{(x,y) € X(I) veérifiant o(I)(z,y) > <Z5(J)($o,yo)}
cardX(1) '

o2 (G() (oY) =

Nous obtenons alors deux résultats différents suivant la monotonicité de ¢ :
— Si ¢ est une fonction croissante, alors

et

— sinon, nous obtenons

et

Cela donne le résultat d’'invariance :

Eyy(o(I) (@1, 1), ¢(L2)(22,92)) = Er (Ii(z1,31), Ia(@2, y2)).
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C.2. Application au calcul du flot optique

Méthode d’identification par blocs avec un terme d’erreur invariant. — Nous
utilisons une méthode d’identification par bloc pour estimer le flot optique entre deux
images successives dans la séquence vidéo. Nous ne traitons pas les effets de bord : nous
considérons seulement le centre de chaque image de sorte que durant le mouvement dune
image a l'autre, le pixel ot ’on détermine le flot optique demeure dans I'image. Le but est
juste de tester le terme d’erreur invariant et non d’implémenter une méthode d’estimation
compléte.

Pour estimer le flot optique au pixel (z,, 3,), nous considérons le critére d’erreur suivant :

2
J(u,v) = //W( ) (EIT(](x,y,t),[(x+u,y+v,t+ 1))) dxdy
Zo,Yo,t

ou W(x,,yo,t) est une fenétre centrée au pixel (z,,y,) dans I'image a linstant ¢, dans
laquelle nous supposons que le champ de vitesse est constant : ceci représente la contrainte
de régularité supplémentaire. L’image I, utilisée comme référence, constitue un degré de
liberté : nous pouvons par exemple choisir I, = I(-,-,t) ou I, = I(z,y,t)|@y)ew, ot W,
est une fenétre centrée en (z,,y,) plus petite que 'image entiére (I'idée est d’avoir une
référence adaptée a chaque partie de I'image lorsque l'illumination n’est pas uniforme sur
I'image).

Le champ de vitesse du mouvement (u,v) dans la fenétre W (x,,y,) est estimée par la
méthode du gradient

u(t+ 1) = Mu(t) + o grad, J(u,v)
v(t+1) = Mv(t) + « grad, J (u, v)

ou A est un facteur de mémoire et « le gain de la méthode du gradient. L’avantage de ce
terme d’erreur est de rendre ce gain indépendant de la taille de I'image et de la définition
du contraste.

Résultats des simulations. — Nous avons essayé cette méthode sur des séquences
vidéo classiques : “taxi" dans la Figure 1, “trees” dans la Figure 2 et “rubic" dans la Figure
3. On constate que la méthode fonctionne, méme si I’on n’obtient pas nécessairement un
résultat d’'une aussi bonne qualité que ce que 'on peut trouver dans la littérature : par
exemple, on peut voir des effets de bords sur I'estimation du flot pour le “Taxi". Cela est
simplement du a notre facon naive d’appliquer la méthode de gradient.

Dans les Figures 4 et 5, nous présentons une séquence plus simple : deux disques sont
comprimés dans la direction verticale. Nous avons choisi des niveaux de gris différents
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pour les deux disques, de facon a tester 'indépendance vis & vis du contraste : on observe
qu’avec le terme d’erreur invariant, on obtient une estimation du flot identique pour les
deux disques.

Pour toutes les séquences, nous avons pris pour W (x,, y,,t) une fenétre de taille 8 x 8
pixels. La fenétre de référence W, de taille 72 x 72 pixels, est centrée en (z,,y,). Notam-
ment, cette taille pour W, a permis de tester 'indépendance par rapport au changement
de contraste pour la séquence avec les disques.

Conclusion

L’intérét de cette annexe est de montrer que les idées développées au chapitre 4 peuvent
s’appliquer a des domaines trés variés : aux systémes chimiques et aux systémes mécaniques
comme présenté au chapitre 4, mais aussi au traitement d’image. Le but est avant tout
d’inciter le lecteur a remettre en cause la définition des termes d’erreur.

FIGURE 1. Séquence “Taxi” (190 x 256) et son flot optique
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FIGURE 3. Séquence “Rubic” (240 x 256) et son flot optique
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FIGURE 5. Séquence “Disque” (157 x 336) et son flot optique : position aprés 10 images



APPENDICE D

DERIVEE COVARIANTE

Dans cette annexe, nous présentons une illustration de la notion de dérivée covariante,
destinée aux lecteurs pour qui cette notion n’est pas familiére. Ils peuvent trouver une
définition plus rigoureuse dans [27]| ou [66] par exemple.

Ficurg 1. Taux d’accroissement sur une variété Riemannienne

Considérons une courbe ¢(t), paramétrée par le temps ¢, et définie sur une variété Rie-
mannienne M. On considére un champ de vecteur £ défini le long de la courbe ¢(t) sur M.
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On s’intéresse & la dérivée par rapport au temps de £(t) = £(q(t)) € T,M : T,M désignant
I’espace tangent a M au point q.

La dérivée s’obtient en prenant la limite du taux d’accroissement de cette grandeur. Il
faut prendre garde cependant a ne comparer que des vecteurs appartenant au méme espace
tangent. Ainsi, cet accroissement peut s’écrire pour h # 0 :

M) = 7 (Tt —ao (€0 + 1)) — €1)
et non 1
Ah) = 5 (€(t +h) = £(t))
puisque &(t + h) appartient & T qn) M # Ty M (voir Figure 1). 7)/q(t4n)—q(r) st Vopéra-
teur de transport parallele depuis Tf 4.4 M vers T; )M : nous ne précisons pas la courbe
suivant laquelle nous effectuons ce transport puisque la dépendance vis a vis de cette courbe
disparait lorsque I'on passe a la limite pour h.

En reprenant la relation (45) pour le transport paralléle, on obtient dans des coordonnées

locales ’expression suivante au premier ordre en h :

{A(R)} = % (€7t + h) = T5(a®) (@ (t) — ¢’ (t + 1))"(t + h) = €'(1))

On obtient en passant a la limite pour A

lm{Am) =&+ T, 0pe

soit

Illig(l) A(h) = V4.
Ainsi, la dérivée covariante V,; pour un champ de vecteur £ défini le long de la courbe
q(t) est la notion de dérivée adaptée a la structure Riemannienne liée a la variété. Lorsque
la métrique est de courbure nulle, alors dans les coordonnées FEuclidiennes, cette dérivée
s’identifie avec la simple dérivation par rapport au temps : V; = %. En effet, dans ces
coordonnées Euclidiennes, les symboles de Christoffel s’annulent.
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EQUATION DE JACOBI

Nous reprenons dans cette annexe un résultat trés bien décrit dans [6], pages 309 a 313.
Il permet de bien comprendre le role joué par le terme de courbure dans I’expression de
I’observateur intrinseque décrit au chapitre 5.

La courbure Riemannienne sur une variété est étroitement liée au comportement de ces
géodésiques. Considérons une géodésique passant par un point donné dans une direction
donnée et modifions légérement les conditions initiales, c’est a dire, le point initial et
la direction initiale. Autour de l'origine, cette géodésique differe peu par rapport a la
géodésique d’origine. Pour étudier la divergence, linéarisons 1’équation différentielle des
géodésiques autour de la géodésique initiale. L’équation différentielle linéaire du second
ordre ainsi obtenue est appelée “équation de Jacobi”.

Notons z(t) un point en mouvement le long d’une géodésique sur une variété M, avec
une vitesse (d’amplitude constante) v(t) € T M (I'espace tangent a M au point z(t)).
Si les conditions initiales ont une dépendance réguliére par rapport & un parameétre c«,
alors la géodésique dépend aussi de maniére réguliere de ce paramétre. Nous considérons
maintenant le mouvement correspondant a une valeur donnée de « : notons z(t,«) € M la
position du point courant a I'instant ¢. Nous supposons que la géodésique initiale correspond
a la valeur nulle du paramétre o : x(t,0) = ().

Le champ de vecteur définissant la variation de la géodésique {(t) € T, M a pour valeur
au point z(t) :
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Ce champ de vecteur vérifie I’équation différentielle linéaire du second ordre suivante :
D2¢
D —R(v,§)v (67)

ot R est le tenseur de courbure et v = v(t) la vecteur vitesse du mouvement le long de la

géodésique initiale. L’opérateur de dérivation 2 correspond a la dérivation covariante V,,.

Dt
L’équation (67) constitue I’équation de Jacobi.

FIGURE 1. Variation des géodésiques sur des variétés de courbure positive et négative

Considérons le cas particulier ou la variété M est une surface. Soit y(t) 'amplitude de
la composante du vecteur £(¢) dans la direction orthogonale a la géodésique initiale et
supposons que le vecteur v(t) soit de norme 1. Alors y vérifie 'équation différentielle

y = _Ky7

ou K = K(t) désigne la courbure Riemannienne au point z(t). La Figure 1 illustre le
comportement des géodésiques suite a une perturbation des conditions initiales, dans le
cas d’une variété de courbure positive puis négative.
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