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Introduction g enerale

A présent, nous voyons dans un miroir et de fagon confuse,
mais alors, ce sera facgface.
A présent, notre connaissance est lipait

Premiere Lettre aux Corinthiens 13, 12

L'optique atomique est un domaine relativement récentsgusitue au carrefour
de I'optique traditionelle, de la physique atomique et deé&canique quantique. L'on
y cherche a agir sur le mouvement d’'un ensemble d’atomesmel’optique tradi-
tionnelle agit sur la propagation d'un faisceau luminewxypréaliser des €lements
optiques tels que des miroirs, des lentilles, des réseauxiffraction et des in-
terferometres. Dans le présent travail de these, atudions le miroir a atomes réalisé
par une onde évanescente lumineuse, en suivant la priopa# R. J. ©0oK et R. K.
HiLL de 1982 [1]. Afin d’étudier un tel dispositif, trois voiesagbproches s’envisagent :
le point de vue de I'opticien, celui du physicien atomiqueedti de la mécanique des
ondes de matiére. Nous entendrons d’abord I'opticieresiimiroir a atomes en tant
gu’élement de I'optique atomique. Ensuite, nous demardeau physicien comment
se présente une expérience-type du miroir a atomes caiasl’expliquer les principes
physiques de la réflexion. Puis, nous écouterons unestignuentre collegues au su-
jet des difficultés des réseaux de diffraction en réflex@bde la réflexion spéculaire.
Finalement, nous écouterons I'approche«ditécanicien quantiquea la description
théorique du miroir a atomes. C’est également lui qespritera le plan du présent
mémoire ainsi qu'uncguide de lecture a travers ce mémoire dont nous sommes
conscient du volume.

1 Le point de vue de 'opticien
Le miroir a atomes est un élément-clé de I'optique atpraipour plusieurs raisons:

En optique habituelle, les miroirs ont permis de constrdes systemes optiques
non dispersifsce qui fut une avancée significative pour les téléscaga®nomiques,

17



18 Introduction générale

par exemple. La question est de taille pour I'optique atamiparce que les faisceaux
d’atomes sont généralement loin d’étre monochromasdmonocinétiques).

En dotant le miroir d’'une surface concave, il se transformareelentille avec la-
guelle I'on peut focaliser un faisceau atomique. Commeriglur d’'onde des atomes
est généralement beaucoup plus petite que la longueandd’optique, un faisceau
d’atomes focalisés serait un outil de préférence pouxdgplications de I'optique
atomique qui émergent actuellement dans la recherchenedyart dans la lithogra-
phie atomique ou les atomes servent a écrire des stascsur un substrat [2, 3, 4, 5];
et d’autre part dans I'analyse de surfaces: 'on mesures @orbien les atomes dif-
fusés par une surface [6], ou bien — s'il s'agit d’'atomedastables — I'€lectron
éjecté lorsque I'atome entre en contact avec la surfdc®phs les deux applications,
les atomes pourraient permettre d’atteindre une résolgpatiale sur la surface qui
est de I'ordre de quelques nanometres.

Le miroir & atomes permet de réaliser deserferometres atomiques ou |l
retourne les trajectoires atomiques pour recombiner las be l'interféerometre.
L'interferométrie atomique présente d’abord une haésolution a cause de la pe-
tite longueur d’'onde atomique, et ensuite, ayant une mass@ulle, les atomes sont
sensibles au champ de pesanteur [8] ainsi qu’aux forcesrti@9].

Finalement, le miroir se transforme easeau de diffractiomorsque sa surface
présente une modulation périodique. L'onde atomiquélente est séparée en plu-
sieurs ondes diffractées qui se propagent dans des dimedtifferentes. Ces ondes
sont cohérentes entre elles de sorte que le réseau etia@ifbeut servir de séparatrice
dans un interferometre. La diffraction d’atomes par unéeoévanescente stationnaire
a été proposée par J. VAENAL et G. |. GPAT de I'Université de Melbourne (Austra-
lie) en 1989 [10], et le méme groupe a également proposé&adeaux de diffraction
électrostatique et magnétique en 1992 [11]. La diffacipar une onde évanescente
stationnaire fut observée en 1994 par le groupe de ®MER, alors a I'Université
de Bonn (Allemagne) [12], ainsi que par le groupe de YARENT de I'Université
de Paris-Nord a Villetaneuse, en 1996 [13]. Le groupe deALIHARD au Labora-
toire KASTLER—-BROSSELde I'Ecole Normale Supérieure (Paris) réalisa la ditfi@at
d’'une onde atomiquedans le temps en la réflechissant par un miroir a modulation
temporelle [14]. A la difference d’'un réseau de diffractidans I'espace, I'onde ato-
mique recoit alors des transferts de frequence (Enepdiddt que de vecteur d’'onde
(impulsion).

En somme, nous constatons que le miroir a atomes est umegtéde grande
flexibilite de I'optique atomique, et qu'il permet de lisar a la fois la réflexion et
la diffraction d’atomes. Ceci dit, les questions suivaseposent pour I'opticien :

e Quelle est la réflectivité du miroir ? ou plus précisémeguasqu’a quelle énergie
incidente les atomes peuvent-ils étre réfléchis ?

e Le miroir est-il dispersif ? Autrement dit: quelle est la phale 'onde atomique
réflechie, et comment dépend-elle de la longueur d’ondelente ?
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e La réflexion par le miroir est-elle spéculaire ? ou plusgsément: quelle est
la limite de résolution angulaire de la réflexion et quejlelité de surface est
requise pour obtenir une réflexion spéculaire plutotdjffese ?

e Dans quelle mesure la réflexion par le miroir déformel¢-lg front d’'onde ato-
mique ? La phase de I'onde atomique est-elle suffisammeseprée pour que
des franges puissent étre observées dans un intedémmh

e Quant au réseau de diffraction en réflexion, quelle egtipasation angulaire des
ondes atomiques diffractées, et combien d’ordres s@sgmts dans la figure de
diffraction ? Quels sont les parametres qui déterminestquantites ?

Le point de vue de I'opticien dans ce r@moire

Les questions énoncées ci-dessus trouveront leur segont au long de ce mémoire :
c’est ainsi qu’a la partie I, ou nous étudions la réflexapéculaire par le miroir, nous
nous intéressons d’une part a I'’énergie incidente malardes atomes qui puissent étre
réflechis (chapitre 2) et d'autre part a la phase de I'caidenique apres la réflexion
(chapitre 3). Dans la partie Il, nous développons la tietde la diffraction par un mi-
roir avec une modulation spatiale. Cette théorie senarssda partie 11l & caractériser
la réflexion diffuse d’atomes a cause des irrégulanitéda surface du miroir (cha-
pitre 15), a la fois du point de vue de la divergence angeldés atomes diffusés et a
I'égard des propriétés de cohérence de la réflexiotepauiroir.

2 Le point de vue du physicien atomique

Le physicien se voit tout d’abord devant la charge de p&pan ensemble dtomes
lentsqui puissent étre réfleéchis par le miroir. S’il admet geerliroir est caractérisé
par une barriére de potentiel, cette barriere aura cemaént une hauteur finie ; il fau-
dra donc que les atomes aient une vitesse incidente dontripagante le long de la
normale a la surface du miroir ne soit pas trop élevéesDapratique, deux stratégies
sont suivies pour remplir cette condition de réflexion: edre chronologique, la
premiere utilise un jet d’atomes thermiques, avec uneséeale I'ordre du millier de
metres par seconde, qui est incident sur le miroir sous gleaasant. C'est ainsi que le
groupe de V. S. ETokHOV a I'Institut de Spectroscopie de I’Académie des Sciences
de Russie (Troitsk) réalisa la premiere observation d@&flaxion d’atomes par une
onde évanescente [15, 16]. En incidence rasante, les'@ts1kes incident et réflechi
sont généralement séparés par un angle de quelquesadidhs et par conséquent,
une bonne collimation du jet est nécessaire, moyennaréxganple des fentes. Dans
la suite, la réflexion d’atomes en incidence rasante fueolée par les groupes de
T. HANSCH de I'Université Ludwig Maximilian a Minchen (Allemaghfl7], de J.
BAUDON de I'Université de Paris-Nord a Villetaneuse [18] aingegle J. MYNEK

de I'Université de Konstanz (Allemagne) [19, 20].
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La deuxieme stratégie part d'un ensemble d’atomes quigégés dans un piege
magnéto-optiguea quelques millimétres au-dessus du miroir. Les atomebént
sur le miroir dans le champ de pesanteur terrestre, ce qudl@une une vitesse in-
cidente de l'ordre du metre par seconde. La premierasgtan expérimentale de
cette stratégie avec une onde évanescente lumineuseesiudgroupe de S.HU
de I'Université de Stanford (Etats-Unis) [22], et le greugie J. DLIBARD et de C.
COHEN-TANNOUDJI de I'Ecole Normale Supérieure a pu observer les atomesdibo
une dizaine de fois sur le miroir [23]. La réflexion par unenimagnétique d’atomes
tombant d’'un piege a été rapportée par le groupe de IED#] alors a I'Université
de Yale (Etats-Unis) [24], et par le groupe de RNHIAFORD et de G. I. AT de
I'Université de Melbourne (Australie) [25].

Nous notons que la réflexion d’atomes qui tombent d’'un@i@dest possible que
grace au refroidissement d’atomes par laser [26, 27, 283@931] qui permit de
réaliser des ensembles d’atomes extremement bien eas&stdu point de vue de leur
mouvement. Les atomes froids ouvrirent des perspectiié&rement nouvelles pour
la physique et I'optique atomiques, et pour ne citer queelhegle le plus frappant, ils
préparérent le chemin, dans un passé tout récent, aeeslisation expérimentale de
la condensation de@sE-EINSTEIN dans un gaz d’atomes [32, 33, 34, 35].

Disposant ainsi d'atomes suffisamment lents, regardontudeopes comment une
onde évanescente lumineuse permet de réflechir des sitdtappelons que I'onde
évanescente est créée lorsqu’un faisceau de lumidyié soe réflexion totale in-
terne sur I'interface entre deux milieux diélectriques @put des indices de réfraction
differents. Le faisceau est incident dans le milieu de plast indice, et dans le mi-
lieu de faible indice (il s’agit généralement de I'air ou dde), la lumiéere se propage
parallelement a l'interface, avec une amplitude quirdéae facon exponentielle en
fonction de la distance a l'interface. Une telle onde @smente correspond a une
«couche de lumiéredont I'épaisseur est d’'une fraction de la longueur d’onplgquie.

Lingrédient essentiel pour comprendre l'interactiontrenl’atome et I'onde
évanescente est le déplacement des niveaux d’éneogigcates dans un champ lumi-
neux intense avec une fréquence voisine de la résonaocecate. Plus précisément,
'on montre que I'énergie de I'état fondamental de I'atrast augmentée si la
fréquence lumineuse se trouve au-dessus de la fréequendesdnance de 'atome.
Dans l'onde évanescente, lintensité du champ lumifeeix par conséquent le
déplacement lumineux présentent un fort gradient quiuiepe I'atome de la surface
du diélectrigue. Lorsque la saturation de la transitiematjue est faible, 'atome reste

Dans un piege magnéto-optique, les atomes sont sounes &atceaux lumineux et un champ
magnétique quadrupolaire (voir par exemple [21]). Soastion conjointe de la pression de radiation,
du pompage optique et de I'effeEEMAN, un nuage atomique se forme avec une taille de I'ordre du
millimétre, ou les atomes sont animés d’'une vitesse adoges centimetres par seconde. Ceci corres-
pond & une température de I'ordre du millionieme de degrdessus du zéro absolu.

2Au sens habituel du terme, l'intensité de 'onde évanetsca’existe pas parce que celle-ci n’est
pas un mode rayonnant du champ lumineux. Nous utiliserofesotion d’intensité dans un sens plus
large, pour désigner le module au carré de I'amplitudeldump électrique.
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dans son état fondamental et la probabilité d’émisspontanée est négligeable. Le
déplacement lumineux joue alors le rdle d’'un potentiglcamiique, lepotentiel di-
polaire, qui détermine le mouvement de I'atome par les lois habésale la dyna-
mique. En particulier, 'atome est réflechi si son eénerginétique incidente (le long
de la normale a la surface) est inférieure a la valeur male du potentiel dipolaire.
Il s’approche de la surface du diélectrique en ralentisgasqu’a la distance ou le
potentiel dipolaire est égale a I'énergie cinétiqueidente. A cette position, I'atome
rebrousse chemin pour sortir de nouveau de I'onde évantesdkereprend son énergie
cinétique incidente une fois gu'il est suffisamment loinldesurface que le champ
lumineux est négligeable.

En somme, I'onde évanescente crée donc une barrieretdatigb répulsive par
laquelle 'atome est réflechi. Etant donné que la distahe point de rebroussement
est de I'ordre d’'une fraction de la longueur d’onde optigegyhysicien se souvien-
dra cependant que l'interaction #eN DER WAALS entre I'atome et la surface n’est
pas forcément négligeable devant le déplacement lwmwidans I'onde évanescente.
L'interaction devAN DER WAALS provient des fluctuations quantiques du dip0le ato-
mique : celui-ci crée alors un champ électro-magnétguiesst réflechi par l'interface
et interagit de nouveau avec le dipble [36, 37, 38]. Patat' fondamental de I'atome,
l'interaction devAN DER WAALS est attractive et réduit donc la hauteur de la barriere
de potentiel. Cette réduction a en effet été observées daxpérience du miroir
a atomes de notre groupe de l'Institut d’Optique a Ors&].[Be potentiel dipo-
laire du miroir a atomes permit ainsi de sonder linteractde VAN DER WAALS
avec une précision remarquable : il fut méme possible déndjuer entre la limite
électrostatique de I'interaction, ou I'on néglige lenes fini de propagation du champ
électro-magnétique entre I'atome et l'interface, et timeorie plus précise basée sur
I'électrodynamique quantique.

Le point de vue du physicien dans ce @moire (partie I)

Nous ne pouvons pas exposer ici le refroidissement radisdtbmes par laser, ce
gue d'autres ont d’ailleurs fait mieux avant nous: pour getsu est difficile de ne
pas renvoyer le lecteur aux travaux de GOHEN-TANNOUDJI [40, 28, 29, 30, 41].
Nous ne pouvons que rappeler, au chapitre introductif dtdfaction entre un atome
et le champ lumineux dans le régime ou c’est le potentigbldire qui détermine le
mouvement de I'atome. Dans la partie | de ce mémoire, ntudidns la barriere de
potentiel du miroir a atomes (chapitre 2), avec une br&sgexption de l'influence de
l'interaction devAN DER WAALS. Dans la suite de la premiére partie, nous considérons
un potentiel simplifieé avec une forme exponentielle qui Bis@ la réflexion d’'un
atome dont le point de rebroussement est loin du sommet darigte de potentiel.
Le potentiel exponentiel est suffisamment simple pour prendes solutions analy-
tiques pour les fonctions d’'onde atomiques. A l'aide de @st®ns, nous étudions
le déphasage a la réflexion par le miroir (chapitre 3)siagoie la réflexion par un po-
tentiel attractif pour lequel aucune réflexion n’est pbkesd’un point de vue classique
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(chapitre 4).
En ce qui concerne les parties Il et Il sur la diffraction @tréflexion diffuse,
donnons encore la parole au physicien.

Interlude a deux: diffraction d’atomes

Pour décrire le mouvement d’'un atome dans lI'onde évanéscgationnaire qui
réalise un réseau de diffraction en réflexion, le phgsictera tenté de procéder
par analogie a la diffraction par une onde stationnaireinigose en transmission.
Dans ce contexte, la diffraction d’atomes s’appelle ayalet «effet KapiTzA—
DIRAC quasi-résonnantet des efforts considérables ont été consacrés a tsole €
[42, 43, 44, 45, 40, 46, 28, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53]. L'ontpeterpréter la dif-
fraction de I'atome par des cycles d’absorption et d’émisstimulée de photons
des deux ondes lumineuses qui forment I'onde stationn&ireque I'atome absorbe
un photon d’'une onde et en émet un autre dans 'autre onéehdnge une quan-
tite de mouvement de deux impulsions de photon le long déréetibn parallele a
'onde stationnaire. Dans I'onde évanescente cepentEmntphotons ont des pro-
priétés particulieres parce que d’une part, ils se pgeptle long de linterface avec
un vecteur d’onde plus grand que le vecteur d’'onde optiqus tavide et d’autre
part, ils présentent un profil d’'intensité dans la dir@ctperpendiculaire a l'interface
qui est beaucoup plus raide que celui d'une onde lumineusggEgeant dans le
vide. L'analogie entre les deux ondes stationnaires luoses ne semble donc pas
si simple. La faible«épaisseur de I'onde évanescente stationnaire pourrait encore
faire naitre I'idée de la rapprocher d’'un réeseau de @iffion«mince» ou I'on suppose
gue c’est seulement dans la direction parallele au pagskat que I'échange de la
guantité de mouvement a lieu, alors que dans la directiopepeliculaire au pas du
réseau (la direction longitudinale), le mouvement deoha¢ n’est pas modifié. (Dans
'optique atomique, cette approximation est associéersums de RMAN et NATH
[45].%) Mais le physicien hésitera de nouveau parce que dansd’'éwdnescente, la
trajectoire de I'atome a une forme complexe, étant doruiéllge présente un point
de rebroussement; en outre, il ne parait pas évident ciirel&échange de photons
entre 'atome et I'onde évanescente stationnaire alaedajlongueur d’'onde atomique
semble devenir infinie au point de rebroussement.

Peut-&tre une collegue pourra-t-elle aider notre plgsia vaincre quelques-unes
de ses inquiétudes: la collegue qui étudie la réflextodiferaction d’atomes par des
surfaces cristallinesnues (sans onde évanescente) [55, 6]. Il s’agit dans ce domaine
de la physique certes d’atomes avec une énergie beaucosi@lpvée que celle des
atomes lents réfléchis par 'onde évanescente, maisilpaura, I'on y rencontre des
problémes analogues : comme les atomes ne peuvent@éddés le cristal, sa surface
correspond a une barriere de potentiel sur laquelle teaed se réflechissent ; et pour

SRAMAN et NaTH I'ont développée pour la diffraction de la lumiére paewnde acoustique sta-
tionnaire, voir au chap. Xl de M. BrN et E. WOLF, Principles of Optic{Pergamon Press, 1959).
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interpréter par exemple la diffraction, I'on fait appel@échange dephonons, c’est-
a-dire des ondes de son de la surface cristalline. Laguodléle la physique des surfaces
peut alors faire part a notre physicien d’'une théorie géeraire de la diffusion des
ondes de matiére par une surface cristalline: les presieontributions remontent
aux années trente de notre siecle, peu apres la naisdarlaemécanique quantique,
elles sont dues, entre autres, au groupe de JEENRRD-JONES[56, 57]. Dans cette
théorie, l'interaction entre I'atome et la surface resskna une collision que 'on
peut décrire par une approche perturbative similair@@ptoximation de BRN, a la
difference que les fonctions d’onde non perturbées neamdes ondes planes, mais
gu’elles décrivent la réflexion spéculaire par une sigfparfaitement plane. Notre
physicien atomique sort donc rassuré de la rencontre aveallegue de la physique
des surfaces: une telle analogie jette en effet un peu pluswere sur la description
théorique de I'onde évanescente stationnaire en tanégpeau de diffraction d’atomes
en réflexion.

Les points de vue des deux physiciens dans ceemoire (partie Il)

Apres avoir obtenu, a la partie |, les fonctions d’onden@tpues pour la réflexion
spéculaire par une onde évanescente simple, nous nauetsdans la partie Il vers
la diffraction par une onde évanescente stationnaire hiapitre central en est le cha-
pitre 7 qui présente une approche perturbative a I'aid&agproximation de RN ou
nous utilisons les fonctions d’onde pour la réflexion gpé&ce comme solutions non
perturbées. D’apres la physicienne des surfaces, ggpt®ehe s’appelle fapproxi-
mation de BORN a partir d'ondes déforméegdistorted waveBORN approximation
[58] parce que ses solutions a I'ordre zéro ne sont pasmissqlanes. Le chapitre 7
permet d’identifier des régimes physiques differentsr pesguels nous présenterons,
aux chapitres 8 a 11, des approches particulieres pairaltdela de la limite pertur-
bative.

Interlude a trois ; r éflexion diffuse

La rencontre entre les deux physiciens souleve maintamaatquestion de la part
de la physicienne des surfaces: elle sait bien, elle, qusudaces ne sont jamais
parfaitement planes, et qu’elles présentent de la rugaséc des variations de hauteur
au moins de l'ordre deﬁlngstrbm, étant donné que ce sont des atomes individuels
la composent. Les deux iront poser la question a I'opti@ance qui concerne les
surfaces diélectriques: oui, les meilleurs polis ont datefne rugosité résiduelle de
cet ordre de grandeur [59, 60, 61]. Quelle est donc I'infleadesces irrégularités sur le
miroir a atomes et sur la spécularité de la réflexion agomn? Le physicien doit avouer
gue les atomes incidents sur le miroir a onde évanescebhtge longueur d'onde de
guelques dizaines éhgstrbm, ce qui n'est pas si loin de la rugosité du digique.
Mais il se posera la question: les défauts de surface péilgarraiment étre d’'une
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influence importante pour un atome qui rebrousse chemineadigtance de l'ordre
de la longueur d’onde optique, soit a des miIIierémbstrbms? Les deux physiciens
sont encore dans l'atelier de I'opticien lorsque celuisgiervient en rappelant que
le champ proche au-dessus d’une surface diélectriquaceeten effet le profil de la
surface : c’est ainsi que dans la microscopie optique a effeel, 'on a acces a la
topographie de la surface, en mesurant le champ proche avgairite d’'une fibre
optique [62, 63, 64, 65]. Ayant entendu cette remarque edweenant que la barriere
de potentiel du miroir a atomes est en effet donnée paehisité du champ lumineux
au-dessus de la surface, le physicien n’est plus tres bidliser que la barriere de
potentiel du miroir a atomes n’est pas parfaitement plaagéflexion d’atomes peut
donc devenir diffuse, et en effet, ceci a été observ@moent par notre groupe a Orsay
[66].

Les points de vue des trois collgues dans le pesent mémoire (par-
tie I11)

La réflexion diffuse d’atomes par le miroir a atomes reprée le sujet de la partie llI
de ce mémoire. Nous proposons au chapitre 15 des mécanmysiques qui in-
duisent une interaction entre I'atome et la surface rugeidugliélectrique, et nous ca-
ractérisons la distribution angulaire des ondes atonsigé#echies. Nous étudions en
particulier dans quelle mesure la réflexion diffuse d’atsrdonne des renseignements
sur la rugosité de surface du diélectrique. En ce qui aoecke miroir a atomes en tant
gu’élement de l'optique atomique, cette partie Il cdmie a préciser les contraintes
sur les surfaces utilisées dans I'expérience si I'on gt la réflexion par le miroir
soit «la plus spéculairepossible.

3 Le point de vue du¢mecanicien guantique

Présentons maintenant le plan du présent mémoire, aeattention particuliere pour
les approches théoriques que nous avons suivies.

Partie | : la r éflexion sgeculaire

Une fois que nous avons adopté une description de liniera@ntre I'atome et

le champ lumineux en termes du potentiel dipolaire (au d¢readi.1), la réflexion
d’atomes se réduit & un probleme élémentaire de laanmiguoe quantique : la solution
de I'équation de SHRODINGER pour une barriere de potentiel répulsive (chapitre 2).
Pour le«mécanicien quantique la réflexion est alors entierement caractérisée par le
déphasage de 'onde réflechide potentiel dipolaire de I'onde évanescente le met

4A. MEssIAH, Mécanique Quantiquédunod, Paris, nouvelle édition 1995), tome 1, chap. X.
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en outre dans la situation heureuse que la barriere detmitest d’'une forme parti-
culierement simple (une fonction exponentielle) qui petriahe trouver des solutions
analytigues explicites a I'équation de&$RODINGER (au chapitre 3). Les premiers a
les écrire furent J. M.ALKSON et N. F. MoTT en 1932 [68F Ayant a notre dispo-
sition une solution complete du probleme de la réflexmayys pouvons étudier deux
situations limites: il s’agit des régimes semi-classigheuantique ou la longueur
d’'onde de I'onde atomique incidente est soit treés petitét, tses grande devant la
longueur caractéristique du potentiel exponerttibans la limite semi-classique, la
solution analytique exacte permet de retrouver le résdiianée par I'approximation
BKW [67] : 'on peut alors obtenir la phase de I'onde réflicén intégrant impulsion
le long de la trajectoire classique réfléchie par le pageribans la limite quantique
par contre, la barriere de potentiel varie rapidemengeéhielle de la longueur d’onde
incidente. L'on obtient alors une bonne approximation dpliisage a la réflexion en
remplacant le potentiel exponentiel par une barriere atergiel infinie. Dans cette
limite, il est méme possible d’'observer la réflexion d'wrele atomique, avec un co-
efficient de réflexion non nul, par un potentiel exponerdtélactif sur lequel aucune
réflexion ne se produit d’un point de vue classique (chagijr Tels sont les résultats
de la premiere partie de ce mémoire ou nous nous limitarmableme simple d’'une
barriere de potentiel de forme exponentielle.

Partie Il ; la diffraction

Du point de vue de la mécanique quantique, la diffracticatathes par une onde
évanescente stationnaire se présente dans le cadratsuiest nécessaire de décrire
I'atome par une approche ondulatoire pour que la notion fiiadiion ait un sens. Le
champ lumineux par contre n’intervient qu'a travers legmbiel dipolaire que nous
pouvons décrire par un potentiel externe indépendargmips$, comme dans la théorie
quantique de la diffusion. L'onde atomique est diffraqt@ece que le potentiel externe
lui transfere des vecteurs d’'onde, tout en respectant iaarwation de I'énergie. Il
s’ensuit que leimécanicien développera une théorie de la diffraction d’atomes par
'onde évanescente stationnaire, dans laquelle il n’ysade photons (parce que le
champ lumineux n’est pas quantifié).

Nous ferons encore une concession au mécanicien et a sends simplifica-
tion, en présentant d’abord, au chapitre 7, un étude goative de la diffraction. Nous

SJACKSON et MOTT étudiérent alors I'eéchange d’énergie a I'interfacére un gaz et un solide.

5Dans ce mémoire, nous utilisons I'adjectdemi-classiquedans le sens précisé ci-dessus. Notons
gu’il existe un usage different du mesemi-classique dans le contexte du refroidissement radiatif,
ou I'on considere un atome avec une position et une vitbese définies et dont on décrit de fagon
guantique la dynamique des états internes. Dans ce ceftgXe mouvement du centre de masse de
I'atome est décrit de facotlassiqueil N’y a pas de fonction d’ondeexterne. Si par contre le mou-
vement externe de I'atome est quantifié, I'on se sert pampie des« équations de BoCH optiques
géréralistes) ou des«fonctions d’'onde Monte Carla Ces approches ne sont pas nécessaires ici parce
gu’en négligeant I'emission spontanée, il est justifé@décrire I'atome par une fonction d’onde (un
«état pum).
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considérerons une onde évanescente stationnaire aedaible composante contra-
propageante. Le potentiel dipolaire contient alors unaggavec une modulation spa-
tiale, superposée sur un potentiel non modulé. Lapprqurturbative consiste a trai-
ter la partie modulée du potentiel comme une perturbatians I'approximation de
BORN a partir d'ondes déformées. Il s’avere que le point deoassement de I'atome
ne présente pas de probleme lorsque I'on prend les forsctiiondes exactes pour la
réflexion spéculaire comme point de départ dans le dppelment perturbatif : celles-
ci varient en effet de fagcon réguliere autour du pointel@oussement.

Les résultats principaux de la théorie de diffractiontydrative sont les suivants:
d'une part, dans le régime semi-classique et au voisinggirecidence normale,
il suffit d’'une onde évanescente avec une faible composstateonnaire pour ex-
citer les premiers ordres de diffraction non spéculaitésnde atomique présente
donc une grande sensibilité aux variations spatiales dengiel dipolaire du miroir
a atomes. D’autre part, dans la direction perpendiculaite surface du miroir, la
difféerence du vecteur d’onde de I'onde atomique diffeggbar rapport a une réflexion
spéculaire, est au plus de l'ordre de la constante de dsarce caractéristique de
'onde évanescente. Ceci implique que dans le régime -s&ssique, la compo-
sante normale du vecteur d’'onde atomique est quasimenéi@ss a une réflexion
spéculaire pres. Par conséquent, le potentiel dippolaér peut transférer le vecteur
d’onde nécessaire a la conservation de I'énergie edémge oblique et rasante, et la
diffraction devient alors inefficace.

Mais le physicien voudra aller plus loin que I'approximatide BORN qui est li-
mitée au calcul des premiers ordres de diffraction nor@p@es. Nous mettrons ici
en relief deux parmi les quatre approches que nous préseateet effet: Rapproxi-
mation du réseau de phase min¢ehapitre 8) et ladiffraction assistée par structure
interne (chapitre 11).

L' approximation du éseau de phase min@st développée au chapitre 8. Elle
s’appuie sur le fait que les expériences de miroir a atoseesituent généralement
dans le régime semi-classique ou la longueur d’'onde apoenest faible devant les
échelles caractéristiques du potentidlous choisissons alors une position de départ
differente : au lieu de résoudre I'équation deHRODINGER, nous nous placons dans
la limite semi-classique de la formulation de la mécaniquantique dans l'intégrale
de FEYNMAN [69, 70, 71, 72]. La phase de la fonction d’onde s’obtientssém moyen
de lintégrale d’'actiof que I'on calcule le long d’une trajectoire classique. Cafte
proche généralise I'approximation BKW a un nombre as#uié de dimensions. En op-

"Nous voudrions souligner que dans I'approximation du agsée phase mince, I'extension du
réseau n’est pas faible devant la longueur atomique, hiedegqualificatifc mince» puisse le suggérer.
Le contraire est le cas, étant donné que I'on se place @éaggime semi-classique. C'est la forme des
trajectoires classiques dans le réseau qui détermireisi@ est«mincey.

8Vintégrale d’action est une quantité empruntée au falisme lagrangien de la mécanique classique
dont nous rappelons les principes au chapitre 1.2.1. Dagsrtexte, les trajectoires classiques sont
déterminées par un principe variationnely j@rincipe de moindre action: ce sont elles qui minimisent
I'action.
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tigue lumineuse, une approche analogue correspond agimpiéométriqu ou I'on
calcule la phase du champ lumineux a l'aide du chemin optiguong des rayons
géomeétriques. A partir de ce cadre théorique, nousldpgens une approche pertur-
bative ou ce n’est pas la fonction d’'onde qui fait I'objetid’développement pertur-
batif, comme dans I'approximation deoBN, mais plutdt sa phase. L'on peut alors
interpréter la diffraction de I'onde atomique par une mlatdan de phase spatiale
gue lui impose le réseau de diffraction. Pour une amplidelenodulation de phase
plus grande que l'unité, plusieurs ordres sont préseats da figure de diffraction.
En optigue lumineuse, une approche équivalente estadipsur la diffraction par des
réseaux de phase minces, et c’est pour cette raison quavanschoisi le nom dap-
proximation du réseau de phase minc€omme I'a montré C. GHEN-TANNOUDJI
[71, 72], cette approximation peut servir de facon plusggéle a calculer le déphasage
de la fonction d’'onde atomique lorsque I'atome est soumis gotentiel faible, un
probleme qui se pose frequemment dans I'interféroimdta physicienne des surfaces
connaitra une approximation équivalente sous le nontmrdgectory approximation,
dont les premiers traces remontent a J. [EEBY [73] et qui a &té développée dans
les groupes de A. C.gvI de I'Université de Genova (Italie) [74], de POENNIESdu
Max-Planck-Institutifir Sttomungsforschung Gottingen (Allemagne) [75], de D. M.
NEWNS de I'lmperial College a London (Grande-Bretagne) [76]&Mi. BRENIG de
I'Université Ludwig Maximilian a Minchen (Allemagne)dir [77]).

Au chapitre 11, nous ferons appel a la structure internétlenhe pour interpréter
la diffraction d’atomes en incidence rasankéistoriquement, il s’agit la de la premiéere
approche expérimentale a la diffraction, et nous devamronter la théorie aux ob-
servations expérimentales des groupes de REMER a Bonn et de V. IORENT a
Paris-Nord [12, 13]. L'approche du potentiel dipolaire sauve en difficultés pour
expliquer la diffraction en incidence rasante, parce dgiiakerdit, a cause de la quasi-
conservation de la composante normale du vecteur d’'ondeigte, les transferts de
vecteur d’onde entre les ordres de diffraction qui sont is@sopar la conservation
de I'énergie. Nous présentons donc des théories dediiitm alternatives qui ont été
développées pour le cas de I'incidence rasante parfRITBCHMANN, W. ERTMER
et H. WALLIS de I'Université de Bonn [78, 79]. En comparant la théori& abserva-
tions expérimentales, nous soulignons que la diffraatistrseulement possible si elle
fait intervenir des transitions entre les sous-niveauxmétigues de I'état fondamental
atomique. Une telle conclusion a déja été présendedepgroupe de C. M. &/AGE
de I'Université Nationale d’Australie (Canberra), moypant une solution numeérique
de I'equation de SBHRODINGER dépendante du temps [80, 81].

®Nous utiliserons dans ce mémoire la notionaptique géomeétriguedans un sens un peu large, en
y incorporant la notion de lphasedu champ lumineux. Le long d'un rayon de I'optique géorioie
habituelle, la phase est donnée par le chemin optique visadt par la longueur d’'onde lumineuse.



28 Introduction générale

Partie lll: lar éflexion diffuse

Dans la partie 1ll de ce mémoire, lemécanicien quantiguese voit confronté a
I'observation expérimentale qu’en incidence normaleéfiexion d’atomes par le mi-
roir a onde évanescente est plutdt diffuse que spé&eujéb]. Etant convaincu par
le physicien et I'opticien que le champ lumineux préserds wrégularités qui sont
dues a la rugosité de la surface du diélectrique, il dreisne approche statistique
a la rugosité ainsi qu’a la réflexion diffuse (chapitdset 14). Par cette approche,
nous traduisons notre ignorance de la forme détailleerdiil gde la surface rugueuse,
et nous nous limitons a prédire des valeurs moyennes pporaa un ensemble de
réalisations indépendantes de la surface. En optiquethé&orie analogue est suivie
pour caractériser la diffusion de la lumiére par une sigrfaugueus®; dans la dif-
fraction d’atomes par des surfaces cristallines, il fatroiuire un tel cadre pour tenir
compte du mouvement thermique de la surface [83, 84]. Nawsduisons au cha-
pitre 14 deux notions centrales pour caractériser laxiefhediffuse atomique : la dis-
tribution angulaire moyenne des atomes réfléchis, aunsieur fonction de cohérence.
Bien qu’elles contiennent une information équivalengs, otions décrivent des situa-
tions physiques difféerentes: la distribution angulaioerespond a une expérience de
diffusion, comme celle d’Orsay [66], alors que la fonctiam@bhérence est mesurée
par un dispositif interferométrique, comme par exemiohddrferometre atomique qui
a été realisé par le groupe de JAIBARD a Paris [85], ou les atomes sont réflechis
plusieurs fois par le miroir a onde évanescente.

Aux chapitres 15 et 16, nous présentons les mécanismescpieg d’interaction
entre 'atome et la surface rugueuse qui rendent diffuséflaxion des atomes. Nous
considérons d’abord legotentiels rugueuxau voisinage de la surface (chapitre 15)
et ensuite le potentiel dipolaire du champ lumineux diffasiglle demi-espace au-
dessus de la surface (chapitre 16). En particulier, naxdi@is dans quelle mesure la
réflexion diffuse d’atomes permet d’obtenir des rensaiggres sur le profil de la sur-
face rugueuse. La diffusion d’atomes lents représenteng application intéressante
du miroir a atomes qui permettrait de caractériser laitpudlune surface diélectrique,
a I'échelle de la longueur d’onde atomique et ce de fagondestructive.

Lorganisation du méemoire

Etant conscient de la complexité du présent mémoires nmudrions proposer au
lecteur quelques pistes pour orienter sa lecture. Dansdghgues 1 a 3 suivants, les
encadrés correspondent aux chapitres centraux, et lemaanportantes sont notéees
a droite en caracteres italiques.

10M. NIETO-VESPERINAS Scattering and Diffraction in Physical Opti¢gviley, 1991), chap. 7.



29

Partie |
Reflexion speculaire

(Chapitre 2) La barriere de potentiel Reflectivite du miroir
Chapitre 3 ; ) N Dephasage
(Chap ) Fonctions d’'ondes exactep Dispersion

semiclassique

> Approximation B.K.W. valab

(Chapitre 4) quantique >i_ Reflexion quantique |

i
_________ a

Figure 1: Organigramme de la partie | : réflexion spécalair
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Partie Il
Diffraction

(Chapitre 5) Le reseau de diffraction

(Chapitre 6) Le mouvement classique Distribution de vitesse classic
: . . Angles de diffraction

(Chapitre 7) Approximation de Born Efficacite de la diffraction

(Chapitre 8) incidence normale,) Approximation du
semi-classique reseau de phase minc

reseau epais
(Chapitre 9) P > Diffraction de Bragg
longueur d’onde

(Chapitre 10) — > Regime quantique
incidente tres grande

incidence rasante i N "acci "
(Chapitre 11) > Diffraction assistee
par structure interne

Diffraction par un miroir

(Chapitre 12) - odulation temporelle

Figure 2: Organigramme de la partie Il : diffraction.

Les chapitres les plus proches des expériences de dififnadtatomes par I'onde
évanescente stationnaire sont le chapitre 8 pour uneeincé&au voisinage de la nor-
male et le chapitre 11 pour l'incidence rasante.
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Partie Il
Reflexion diffuse

(Chapitre 13) Surface rugeuse

Approche statistiqu

(Chapitre 14) Reflexmp d.’une ond
par un miroir rugueu

(Chapitre 15) Mecanismes d'’interaction avec la surfage
Diffusion par les potentiels rugueux
’ dans le champ proche
| ~ Difiusion |
>|
(Chapitre 16) | dansle champ Iointaig!

Figure 3: Organigramme de la partie Il : réflexion diffuse.
Le chapitre 15 utilise I'approximation d@oRN (Chap. 7). Les chapitres 15 et 16
utilisent I'approximation du réseau de phase mince (CBap.
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Chapitre 1

Atome a un niveau : description
guantique du mouvement

Nous rassemblons dans ce chapitre quelques outils thiesrigpour décrire
l'interaction entre I'atome et le champ lumineux de I'orel@hescente. Dans un pre-
mier temps, nous rappelons I'expression du potentiel dipplet ses conditions de
validité. Nous l'identifions ensuite avec un potentielaagique qui détermine le mou-
vement du centre de masse d’'un atome. Dans le deuxiemeckapgre, les descrip-
tions classique et quantique du mouvement sont passéesuen r

1.1 Interaction atome—lumiere dans la limite de faible
saturation

1.1.1 Linteraction dipolaire €lectrique

Nous rappelons dans ce paragraphe [linteraction dipola@ectrique et
I'approximation du champ tournant pour un atome a deuxanixe

Le Hamiltonien d’interactiori/a,(r) entre un atome et un champ lumineux est
donné par I'interaction dipolaire électrique :

VaL(r,t) = —D-E(r,t), (1.1)

ou D est le moment dipolaire électrique de I'atomeRdt, t) le champ électrigue
a la positionr de I'atome. Nous décrirons dans ce mémoire le champrijaet par
un champ classique et externe, en ignorant ses fluctuatiargiques. Le champ est

1Le champ électriqu&(r, ¢) dans (1.1) correspond & la partie transverse de I'indaéiectrique,
au facteurey pres, voir la transformation de OWER-ZIENAU—WOOLLEY au chapitre IV.C. de
C. CoHEN-TANNOUDJI, J. DUPONT-ROC et G. (RYNBERG, Photons et atomes — Introduction
a I'électrodynamique quantiqu@nterEditions, Paris, 1987). Cette distinction n’estnioins pas
nécessaire pour l'interaction avec un champ lumineuxregtqui lui est toujours transverse.
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—* Ee
I
I
S E,
Figure 1.1: Atome a deux niveaux d’énerdig et £, séparés pdiw 4.

supposé monochromatique, avec la déependance temporelle
E(r,t) = E(r) e “t! + E*(r) et (1.2)

ou E(r) est 'amplitude complexe du champwei sa pulsatioh Le moment dipolaire
D est un opérateur hermitien qui agit sur les états intated'sttome. Etant donné qu'il
est impaif, ses éléments de matrice sont non nuls seulement enti&atesnternes
differents. Nous nous limitons & deux étdip, et |e), que nous appelerons les états
fondamental et excité (voir la figure 1.1). Leurs énerg@st noteed’, et £, = E, +
hwa, OUw4 est la frequence de transition atomique. Dans le souszesjgces deux
états internes, I'opérateur du moment dipolaire admeéieloppement

D =D"[e){g| + D" |g){el- (1.3)

L'opérateurD™ est appelé lapartie montante de I'opérateur dipolaire parce gu’en
agissant sur I'état fondamentg), il le transforme en état excité. De fagon analogue,
D~ = (D")' en est la partie descendante.

Du point de vue quantique, 'atome est décrit par les annbiis de probabilité
Yg(r,t) pour les états fondamental et excité. Le couplage au cHammeux se
traduit alors par la matrice suivante

P ()= (Lm0 )(0) e

dont les €léements proviennent du couplage par l'intesadtipolaire électrique (1.1)
—dE(r,t) = —(e[D*-E(r,t)|g) = —(9|D~-E(r,)[e), (1.5)

avecd le moment dipolaire €lectrique réduit. Un atome a deweaix interagit donc
avec un champ électrigeealaire E(r, t) qui correspond généralement a une compo-
sante de polarisation du champ lumineux.

2Par abus de langage, nous utiliserons le nigiquence au lieu de« pulsation pourw;, bien que,
au sens stricte, la frequence lumineuse soit donnée pélr.

3D’un point de vue microscopiqui est la somme sur les moments dipolaijgs,, des charges,
qui constituent I'atome, avec, leurs positions par rapport a centre de masse
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L'approximation r €sonnante

Sous l'influence du champ lumineux, 'amplitude de I'etatiee commence a osciller
a la frequencey;, imposée par le champ,(r, ) oc exp(—iwrt). L'on introduit alors
des amplitudes lentement variablgs. en passant dans leepéere tournant

e(r,t) = IEQ(I‘, t) exp[—i(E, + hwp)t/h],
Py(r,t) = aby(r,t) exp[—iE,t/h]. (1.6)

Les couplages de la matrice (1.4) se transforment alorsfdgda suivante
dE(r,t) +— dE(r,t)e*" = dE(r) + dE*(r) e (1.7)

L'on néglige maintenant le deuxieme terme dans cette ssmoi évolue a une
frequence beaucoup plus élevée que le premier:

dE(r) + dE*(r) e*“tt = dE(r). (1.8)

L'approximation (1.8) est appelée«Bpproximation du champ tournan{rotating
wave approximationpour des raisons historiquésJn nom plus transparent serait
I' capproximation résonnantgour la raison suivante : pour coupler I'état fondamen-
tal |g) & I'état excité|e), il faut fournir une énergigiw, a I'atome et donc aug-
menter la fréequence de I'onde atomique. Cependant, c&dement la “partie de
frequence positive” du champ électrique (1Rjr) e~'“£f, qui augmente la fréquence
de I'onde atomique. Pour;, proche de la frequence de résonangec’est donc elle
qui couple l'état|g) de fagon quasi-résonnante a I'état. Par contre, la partie de
frequence négative du chan®pi(r) e'“z?, est désaccordée d’envir@w;, par rapport
a la résonance atomique. La condition de validité depfagimation résonnante est
donc

Al < wa, (1.9)
oU nous avons introduit léésaccordh resonance\, avec

AE(UL—Q)A. (110)

Dans l'approximation résonnante, le couplage au champniemx (1.8) devient
indépendant du temps. En effet, I'équation deHSODINGER pour les amplitudes
y(r,t) et(r,t) s’écrit maintenant

L0 [ T RA  dE(r )
Ay O I (), @
ot \ Uy Vg dE™*(r) 0 Vg
4Dans le contexte de la resonance magnétique nucléairapment magnétique nucléaire interagit,
par 'interaction dipolaire magnétique, avec un champ métigue oscillant a une fréequence proche de
la frequence de précession du moment magnétique. Lsftnamation (1.6) correspond alors au passage

dans un repére qui tourne a la frequence d'oscillatiorcldamp magnétique. L'approximation (1.8)
consiste a ne retenir que la composante du champ qui equstatans ce repere.
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ouT = —(h?/2M)V? est 'opérateur de I'énergie cinétique. A cause de |astar-
mation (1.6), les deux niveaux) et |e) sont séparés en énergie par le désachadyd
PourA positif (un désaccordblew), I'état excité se trouve en-dessous de I'état fon-
damental.

1.1.2 Le potentiel dipolaire

Mise a part I'approximation résonnante, I'équation de480DINGER (1.11) est une
équation exacte. Nous allons nous placer dans ce mémaire ld régime de faible
saturation ou il est justifié de la simplifier de facon aidalisparaitre I'état excité.

Elimination adiabatique de I’ état excite

Plus précisément, nous supposons que I'énergie déatien est faible devant le
désaccord:
[Var(r,t)] < hA. (1.12)

Dans I'equation de SHRODINGER (1.11), le champ lumineux induit alors un couplage

entre les états fondamental et excité qui est faible papod a leur séparation en

énergie. Pour cette raison, I'on appelle aussi le regitrie2() celui du couplage faible.
L'équation de SHRODINGER pour I'état excité s’écrit

ih 0. = T1he — hA Y, — dE(r) 1),. (1.13)

Nous supposons pour l'instant que I'énergie cinétigueégalement faible devant
le désaccordA. (Cette condition sera relaxée au paragraphe suiva@ijriihation
adiabatique de I'état excité que nous allons justifiesdaninstant, consiste a resoudre
'équation (1.13) de la fagon suivante :

dE(r) -
(). (1.14)

Avec cette solution, I'évolution de I'état excité estabopilotée par celle de I'état fon-
damental. En reportant I'expression pour I'état excadgll’équation de SHRODIN-
GER pour le fondamental, nous obtenons

e(r,t) ~ —

ih 0y, = Ty + V(r) . (1.15)

Il apparait ici une énergie potentiell§r) donnée par
d2
" hA

Ce potentiel est I'expression approchéepdtentiel dipolairea la limite de faible satu-
ration. On I'appelle également le déplacement luminearce qu’'il modifie I'énergie
de I'etat fondamental d’'un atome éclairé par un champrennx. Pour un désaccord

V(r) |E(r)|?. (1.16)



37

positif, le potentiel dipolaird/(r) repousse un atome des régions de forte intensité
lumineuse.

Pour justifier la solution adiabatique (1.14), nous notonge d’équation
differentielle (1.13) pour I'état excité, sans I'égar cinétique, admet la solution sui-
vante

Gl t) = TP e+ e T g e ) 4

t

dE(I') " : oy d -

— 2 [ qt At — ¢ 1.17
+ hA / € dt/wg(r7 )7 ( )

avec la condition initiale que 'amplitudé. s’annule pourt = ;. Au premier terme
dans (1.17), nous retrouvons la solution adiabatique J1Mdus pouvons suppo-
ser que le deuxieme terme s’annule en choisissant l'ihgtéral ¢; tel que I'atome
se trouve alors en dehors du champ lumineux (s’il s’agit @gaquet d’ondes loca-
lis€), ou bien tel que le champ lumineux lui-méme s’annble utilisant I'équation de
SCHRODINGER (1.15) pour I'état fondamental, nous constatons quedgrand dans
le troisieme terme est de l'ordre @& + V (r)] ¢,/%. En intégrant par parties, nous
trouvons que le troisieme terme dans (1.17) corrige latswladiabatique par une
guantité qui est plus petite par un facteur de I’ordré]éle V(r)]/hA. Dans le regime
de couplage faible (1.12) et d’énergie cinétique faildgaht le désaccord, cette cor-
rection est donc négligeable.

L'effet DOPPLER

Dans le calcul préecédent, nous avons négligé I'opérad’énergie cinétiqué devant
le désaccordA. Cette restriction n’est cependant pas nécessaire, stpmuwons la
remplacer par une condition moins forte.

Considérons a cet effet des atomes incidents avec unesgie et une énergie
cinétiquek; = %va. Nous pouvons choisif; comme l'origine de I'énergie. C’est
alors seulement le changement de I'énergie cinétifyii®;,, qui est pertinente pour
estimer I'ordre de grandeur de I'opératdurSupposons qu’un atome dans I'état fon-
damental interagisse avec une onde plane lumineuse deivdtdadek; . Lors d'un
processus d’'absorption, I'onde atomique recoit un temsfe vecteur d'ondk;, et
par conséquent, I'énergie cinétique change d’'une duéant

AEq, = hAp + h?k2 /2M, (1.18)

ou Ap est donné par
Ap =k v, (1.19)

ce qui correspond au décalageBrLERde la frequence lumineuse dans le référentiel
de 'atome. Avec ce choix de 'origine de I'énergie, lt@iination adiabatique de I'état
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excité est donc justifiee si le décalage®PLERet la«fréquence de reculik? /2M
sont faibles devant le désaccord

2

hk7
—=, |A A. 1.20
La condition la plus stricte portera généralement suéleathge @PPLER

Le suivi adiabatique

Lorsqu’un atome est en mouvement dans un champ lumineuriogene, il faut que
I'amplitude de probabilité’, (r, t) s’«adapte au profil du chamg&(r), pour que la re-
lation (1.17) soit toujours satisfaite. L'on peut s’attemd ce que ceci soit le cas pour
une vitesse atomique faible, et I'on parle alors dusuivi adiabatique de I'atome
sur la courbe de potentiel donnée par le déplacement kuride I'état fondamental.
Notons que c’est seulement dans ce régime que nous pougnsslérer le potentiel
dipolaire comme une énergie potentielle. Pour une vitespegrande, I'état atomique
peut«décrocher, et 'atome passe alors sur une autre courbe de potentielstjais-
sociée a I'état excité. Nous donnons ici une estimatiaur la probabilité de transition
non adiabatique.

Introduisons a cet effet lesiiveaux habilles®, c’est-a-dire les valeurs propres de
la matrice de couplage (1.4). Pour un couplage faible, it# slonnés par (voir la
figure 1.2)

Vi) = B, (1.21a)
Va(r) = —hA—:—A|E(r)|2. (1.21b)

La valeur propréel/i(r) est identique au potentiel dipolaire (1.16) pour I'étande-
mental. Le niveau d’énergi,(r) est proche de I'état excité. Nous notons qu'il attire
I'atome vers les régions de haute intensité lumineude @saccord\ est positif).

Les états habillésl, r), |2, r) associés aux niveaux d’énergdigs(r) sont donnés
par, au premier ordre en perturbations,

11) = Igy - Py (1.222)
12,1) = |e) + dﬁ;;A(r) lg) (1.22b)

ou nous retrouvons, aux amplitudes de I'état habille), la relation (1.14) qui permet
d’éliminer I'état excité. Nous nous intéressons icic@ouplage non adiabatiquede

SNous utilisons ici la notion de niveau habillé dans un sangd. A I'origine, elle a été introduite par
C. CoHEN-TANNOUDJI en tenant compte de la quantification du champ lumineux @airexemple
[28]).
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4 E
Vq(r)
etat 1r
E=0

* etat ¢
I
| hA
I
' etat «

V(1) E =-hA

etat 2r
forte intensite faible intensite

Figure 1.2: Niveaux habillés pour un atome a deux nivedlirtensité lumineuse
augmente de la droite vers la gauche.
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I'état |1,r) vers I'état|2, r) induit par le mouvement d’'un atome a la vitesseCe
couplage est caractérisé par la frequetigeg, , avec

dE(r)
hA

La probabilité de transition non adiabatiqug.q. est négligeable si la frequence de

couplagef, .q est faible devant la séparation en fréequence des niveabilds®

Dans le régime du couplage faible, les niveaux sont apprativement séparés par
le désaccord\, de sorte que I'estimation donnée par AEMBIAH implique

max | ad | (ko |dE@)]\
nad. < | — < [ 2= . 1.24
i <m1n|v1<r>—v2<r>|> A hA (24

Q. = (2,11V-V[1,1) = ~(v-V) (1.23)

Nous avons estimé le gradient du champ électrijde) par k; E(r), ou k;, est le
vecteur d’onde optique.

Nous concluons de (1.24) que le suivi adiabatique est @ssir,. < 1, dans la
limite de faible saturation (1.12) et si la vitesse atomiquest au plus de l'ordre de
A/]{ZL

Remarque. Puisque le potentiel dipolaire (1.16) est indépendantediups, I'énergie

de I'atome est conservée lors de son interaction avec ImgHamineux. Ceci peut
surprendre parce que c'est seulement I'énergie du segstetal, catome+ champ lu-
mineuxy, qui est conservée priori. Nous rappelons a ce sujet que la force dipolaire est
le résultat de processus d’absorption et d’émission dedie qui sont stimulés et qui
font intervenir un champ lumineux avec une seule fréquebhorsque I'atome absorbe
un photon d’'un mode du champ et en émet un dans le méme ounennaode spatial,
I'état final de I'atome a donc la méme énergie que I'atdttal. Ces double processus
sont schématisés sur la figure 1.3.

1.1.3 L'émission spontage

A cause des fluctuations quantiques du champ électridaat Excité de I'atome estin-
stable et possede une durée delViE finie. L'atome émet alors spontanément un pho-
ton, encaisse un recul et passe dans I'état fondamenréahigSion spontanée détruit la
cohérence temporelle de 'atome parce que I'instant @éion du photon spontané est
aléatoire ; et comme I'atome recule dans une directioataige, la cohérence spatiale
de 'onde atomique est réduite a une longueur de cohéréad’ordre de la longueur
d’onde optique, apres une seule émission spontanéé&f41Nous nous intéressons
ici au régimeccohérent de I'optique atomique ou la probabilité d’émission sizorée
est faible. Nous montrons que ce régime peut étre eedbs's la limite de saturation
faible, a condition de se limiter a un temps d’interacti@s trop long.

C’est parce que I'état habillg, r) contient une contribution non nulle de I'état
excité, qu’il acquiert une durée de vie fifi¢l';. Nous la calculons de deux manieres :

5A. MEssIAH, Mécanique Quantiqueouvelle édition (1995), t. 2, chap. XV#,13.
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EO

Figure 1.3: Interprétation du potentiel dipolaire en tesde processus d’absorption et
d’émission stimulée.

e D’une part, nous pouvons décrire I'instabilité de I#&gacité en ajoutant une par-
tie imaginaire & son énergié’, — E. — ihI'/2, qui conduit & une décroissance
exponentielle de I'amplitude. (r, t) oc e */2, Le potentiel dipolaire pour I'état
fondamental a alors lui aussi une partie imaginaire :

2 S
I' = —7 ImV(r) = F§ (1.25)

ou s est le parametre de saturation

d*|E(r)|”

AT <L (1.26)

Il est petit devant I'unité a cause de la limite de faibleusation (1.12).

e D’autre part, le nombre de photons spontanés par unitemed (lectaux de
fluorescence) pour un atome dans I'état habillg r) est donné par la probabi-
lité que I'atome se trouve dans I'état excité, muliéghar le taux de fluorescence
I'. Nous trouvons alors également

Iy =T|{e|L,1)[? ~ Fg, (1.27)

dans la limiteA > T'. Cette condition est en effet nécessaire pour décrire
'émission spontanée de cette maniere, en se placar#t ldabase de I'atome
habillé [28].

L'émission spontanée peut donc étre négligée si lgptediinteractionr,,; est suffi-
samment court de fagon a avoir

[ Tine = %Fﬂm < L (1.28)
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1.1.4 L'«atomea un niveaw

En éliminant I'état excité d’'un atome a deux niveauatdme se réduit a une particule
scalaire qui se déplace dans le potentiel dipolaire. Damngdlite, les états atomiques
ont cependant une structure de sous-niveaux magnétigas#tuation la plus proche
d’'un atome a un niveau est une transitibr= 0 — J, = 1, ou le potentiel dipolaire
o 1B

V(r)= A (1.29)
etE(r) est le vecteur (complexe) du champ électrique lumineux.

Ensuite, pour un atome préparé dans un sous-niveau ticqaa@articulier./, m)

et si le champ lumineux ne contient qu’une seule composanpolhrisatiorE(r) =
u,F,(r) (v = 0,+£1 caractérise le moment angulaire des photons du champ est
son vecteur de polarisation), seulement deux sous-niveagrétiques interviennent
dans le couplage, I'un dans la multiplicité de I'état faniental et I'autre dans I'état
excité. En absence d’émission spontanée, il s’agit dicunte réalisation physique d’un
systeme a deux niveaux. Le potentiel dipolaire pouat&@ndamental/, m) contient
alors un coefficient de EEBSCH-GORDAN ¢,,,,, = (J,m; 1, p|Je, m + p)

, PIE@)?

Vin(r) = ¢ A (1.30)

Dans une situation plus générale, le potentiel dipoleseun opérateur qui agit a
l'intérieur de la multiplicité des sous-niveaux maggées. Ses élements de matrice
sont de la forme
d2
(my|V (r)|mgy) = A Z E(r) B (r) (J,ma s 1, plde, me)(Je, melJ,ma ; 1, w).
S (1.31)
Les valeurs propres du potentiel dipolaire donnent alarsipurs courbes de potentiel.
L'on rencontre des exemples dans le refroidissement iddigtadient de polarisation
[29] et dans les réseaux optiques [88]. Comme les étafesoarient généralement
en fonction de la position, des transitions non adiabatigurdre les niveaux peuvent
avoir lieu.

Conclusion. Le mouvement d’un atome dans un champ lumineux peut éuetdé
par le potentiel dipolaire de I'état fondamental dansileiés

VaL/h

wA>>A>>{ kv

} , Dsmip < 1, (1.32)
ou I'atome est éclairé par un champ lumineux quasi#wtgéaat, mais suffisamment
désaccordé pour que le couplage induit par le champ etdaldge @PPLERSOient
faibles; et tant que le temps d’interaction est suffisamroeutt pour que I'on puisse
négliger I'émission spontanée.
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1.2 Rappels sur la quantification du mouvement dans
la limite semi-classique

Nous résumons dans ce sous-chapitre la formulation de¢amque classique a l'aide
du principe de moindre action, ainsi que son lien avec lagfition du mouvement
dans I'approche de l'intégrale de chemins derRMAN.

1.2.1 Formalisme lagrangien
Le principe de moindre action

L'éguation du mouvement pour un point matériel de magsgans un potentiél (z, ¢)
(qui peut dépendre du temps) s'étrit

Mi(t) = —%V[az(t),t]. (1.33)

Dans la formulation lagrangienne de la mécanique, I'omohtit le Lagrangien
L(z,%,t) qui est la difference entre I'énergie cinétique et éggie potentielle :

L(z,@,t) = $Mi* — V(z,t). (1.34)
L'équation du mouvement (1.33) se déduit alors du

Principe de moindre action: La trajectoire classique(t) qui relie les
positionsz; etz aux instants, ett; est celle qui, parmi toutes les tra-
jectoires satisfaisant a ces conditions initiales et ésaminimisd’action
S[x(t)], avec

S[z(t)] = / dt Liz(t), (1), 1]. (1.35)

Un calcul de variations permet de tirer la condition suieatht principe de moindre
action

! oL

0=6S=o0z(t) —

1) 3

apres une intégration par parties. Le terme intégrénsike parce que les positions

initiales et finales sont fixéesy(t;;) = 0. Nous trouvons donc I'eéquation differentielle
suivante pour la trajectoire classique :

oL dorL _

or dtdr
qui s’appelle I'équation d’'HLER—-LAGRANGE. Pour un Lagrangien de la
forme (1.34), I'on vérifie immédiatement que l'on retreuVéquation de Mw-
TON (1.33).

"Pour alléger la notation, nous nous plagons ici en une miine. La généralisation & un nombre
arbitraire de dimensions est cependant immédiate.

bt oL  d oL
<(’9x dt 6:1'5) (1.36)

+ / dt 6x(t)

t;

(1.37)
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Lois de conservation

L'intérét du formalisme Lagrangien est qu’il permet urrargde liberté dans le choix
des coordonnées. Les équations W ER—LAGRANGE ont en effet la méme forme
si I'on décrit le systeme par dexoordonnées généraliséeg,. En particulier, s'il
se trouve le Lagrangien ne dépend pas explicitement dedaoonée;,, la dérivée
0L/dq, s'annulle, et par conséquent, la quantitéitipulsion généraliség

oL
Pa = 75— (138)
9o
est conservée.
Exemple. Considérons une particule dans un plan sous l'influenca gatentiel central
V(r). Enintroduisant des coordonnées polaire®), le Lagrangien devient
L(r,736,8) = $M (2 +124%) = V(7). (1.39)

Il estindépendant de la coordonnée angulairde sorte que le moment angulaire azimuthal
Mr?¢ est une constante du mouvement.

Une autre loi de conservation apparait lorsque le Lageamgé dépend pas expli-
citement du temps. Introduisons I'impulsipn= 0L /0 et leHamiltonien

H(p,z) = ip — L(z, &). (1.40)

L'on constate alors que le Hamiltonien est constant le Icngeltrajectoire classique

x(t):

d . dp oL . 0L

—H=ip+1t— — 03— —0— = )

o Tp xdt x&c x&& 0, (1.41)
—_—————

parce que les termes soulignés se simplifient a cause edgidtion d’EJLER—
LAGRANGE (1.37). Pour un Lagrangien de la forme (1.34), le Hamiltorpeend la
forme familiere

p2
Sil’énergie est conservée, I'intégrale d’action (J.@83ong d’une trajectoire classique
se simplifie : 'on peut séparer la partie de I'action gupedd explicitement du temps,

+ V(x). (1.42)

Sla(t)] = [at {at) plt) — HIp(t), 2(0)]}

_ /p(x) dz — E(t; —t,), (1.43)

ou E est la valeur constante de I'énergie et I'impulsjdm) est exprimée en fonction
de la positionr, en utilisant la conservation de I'énergig(zx) = 2M (E — V (x))]/2.
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Le principe de MAUPERTUIS

Le premier terme de l'action (1.43) s’appelledction réduite. Celle-ci permet de
formuler un autre principe variationnel, celui deAMPERTUIS, qui S’applique lorsque
I'énergie est conserveée.

Principe de MAUPERTUIS: La trajectoire classiq@er(/) qui relie les po-
sitionsz; etz est celle qui, parmi toutes les trajectoires qui satiséores
conditions initiales et finales, pour une énergidixée, minimise I'action
réduiteS’[x(1)], avec

STe)] = [ple]dr (1.44)

Ce principe variationnel correspond au principe @&HMAT de I'optique : 'impulsion
p(z) correspond alors a I'indice(z), et I'action réduite au chemin optiqyie[x(1)] dl.

Dans le cas particulier d’'une particule libre, le module’ohegdulsion est constant;;
I'action réduite (1.44) est alors minimale pour une tregee qui relie les positions;
etz par une droite. En optique, 'on montre ainsi que les rayansiieux sont des
droites dans un milieu & indice constant.

Action pour une vitesse initiale donrée

Finalement, introduisons une autre variante de I'acf¢n(¢)] (1.35) qui correspond
a des conditions initiales et finales differentes. L'ona@entre ces conditions dans une
situation de diffusion ou les particules sont incidentassdun jet de vitesse donnée.
Nous fixons donc a l'instant initia}; I'impulsion p; et a l'instant finalt; la position
finalex . La trajectoire classique qui satisfait a ces conditistsors celle qui mini-
mise I'action suivante:

Syl (t)] = ps () + / dt Llz(t), i (1), 1), (1.45)

ou le premier terme sert a fixer I'impulsion initiale : un@a variationnel analogue
a (1.36) donne en effet la condition

0 =68 = p; dx(t;) + 6x(t) p(t)

ty
tf aL d aL

L'annulation de lintégrale est équivalente a I'égoat d’ EULER—LAGRANGE. Le
terme intégré s’annule pouy parce que la position finale est fixée. A l'instant ini-
tial ¢;, nous avons donp; — p(t;)] dz(t;) = 0, ce qui détermine I'impulsion initiale
p(ts) = pi.

8Le parametré donne la longueur de la trajectoire.
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1.2.2 Quantification du mouvement avec I'inégrale deFEYNMAN
Le point de vue habituel

Dans la formulation habituelle de la mécanique quantitjar,introduit la fonction
d’'onde(x,t) de la particule, qui donnedmplitude de probabil&pour que la parti-
cule se trouve a l'instarita la positionz. La fonction d’'onde satisfait a une équation
d’ondes, I'équation de &HRODINGER

~

ihoyp(x,t) = H(x, —1ho,) ¥(x,t), (1.47)

dans laquelle on obtient I'opérateur Hamiltoni&nen remplacant I'impulsiop par
I'opérateur differentiel-in0, .

Lint égrale de chemins

R. P. EYNMAN a donné une formulation alternative de la mécanique qyaata
I'aide de l'integrale de chemins: I'on considére I'antptie de probabilité de trouver
une particule a l'instant; a la positionz , étant donnée que la particule était a I'instant
t; a la positionz; bien définie. Cette amplitude, que nous notéfis , t¢|x;, t;), est
une solution a I'equation deC$RODINGER avec la condition que la particule est
initialement localisée a une position donnée. L'on digp&'(x, ts|z;, t;) €galement

le propagateur R. FEYNMAN I'écrit sous la forme [69, 71, 72]

i

f
Gleptylet) = [Dle(t)] exp (£5(0)]), (1.48)

ou S[xz(t)] est I'action classique introduite a I'équation (1.35)|eesymboleD[z(¢)]
signifie une intégration surtoutes les trajectoires classiques qui satisfont aux condi
tions initiales et finales(t;) = z;, x(tf) = x¢». lln'est pas du tout aisé de donner une
formulation mathématique précise pour cette intédrateis nous n’allons pas entrer
dans les détail®

La limite semi-classique du propagateur

Le point de vue de EYyNMAN rend particulierement transparente la limite semi-
classique, ou l'actioy[z(t)] varie rapidement a I'échelle de la constante deNtK

h. Pour la plupart des trajectoires, les facteurs de phasé€iS[z(t)]/h) interferent
alors de fagon déstructive, et il ne reste plus que lesriboions des trajectoires

%Dans la pratique, I'on découpe l'intervalle, t ;] en N morceaux de méme longueur et considére
des trajectoires qui sont rectilignes sur chaque morceauditférentielle de l'intéegrale dans (1.48)
devientalorslz; ...dxzy, etl'on peut’évaluer. C'est a la fin du calcul que I'on pdda limite N — oo.

®Dans un sens, R.EYNMAN a rétabli dans le monde quantiqueégalité entre les trajectoires
elles contribuent toutes de la méme fagon au propagétewy, t ¢|z;, t;) ; dans le monde classique, par
contre, régne lefavoritisme» privilegiant I'unique trajectoire qui minimise I'action
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qui rendentstationnaire la phases[z(t)]/h. Par le principe de moindre action, ce
sont donc les trajectoires classiques(t) qui dominent 'amplitude de probabilité
dans la limite semi-classique. Il est alors possible deubaida phasedu propagateur
G(zy,tflx;, t;) par le moyen de l'intégrale d’action

G(xg,trlz,t;) o< expipg = exp (%S[xd(t)]), (1.49)
ou z(t) est la trajectoire classique qui relie les positian®t z ;. Du point de vue
guantique, la valeur de I'action pour la trajectoire clgasidétermine donc une quan-
tité importante, la phase de la fonction d’'onde. Rappetpresdans le contexte de la
mécanique classique, la valeur numérique de I'actionaitgpas d'importance, elle
servait seulement a formuler les principes variationnels

Plusieurs améliorations de I'expression (1.49) pour tgppgateur semi-classique
ont eté étudiees. Notons d’abord que (1.49) fut dgjang par J. HVAN VLECK en
1928 [70], bien avant quesFyNMAN ne formulat son intégrale. Ensuite, il est possible
gue plusieurs trajectoires classiques existent qui reridgohase stationnaire; leurs
facteurs de phasep iy, interferent alors dans I'amplitude de probabilité findte
nalement, la phase du propagateur doit étre corrigéeqsamdiltiples der/2 lorsque
'ensemble des trajectoires classiques contient dagstiques, c’est-a-dire des points
de convergence ou des lignes et surfaces d’accumulatiqry{89Dans le cas d’'une
seule dimension spatiale, ceci revient a la formule dearaiament de I'approximation
BKW autour d’un point de rebroussement classi¢fue.

Exemple. Calculons I'action pour une particule dans le champ de gesarie po-
tentiel dans le Lagrangien vaut aldrgz) = Mgz. En utilisant la solution générale
pour la trajectoire classique

zalt) =z +vo(t —t;) — 59t — t:)%, (1.50)

ou x; et vy sont la position et la vitesse initiale, I'intégrale d'iact (1.35) donne le
résultat suivant, apres avoir effectué deux intégreti

Slralt)] = % (v — glty — 1)* — o]

—Mg [zi(t; — t:) + 3oty — t:)* — kgt —t:)*] . (1.51)

Dans cette expression, la vitesse initiajeest fixée par les positions initiale et finale :

rp—xi gty —b)
t— 1 2

(1.52)

Vo =

A, MEssIAH, Mécanique Quantiqueouvelle édition (1995), t. |, chap. \4,9.
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Nous pouvons aussi faire un calcul alternatif et utilisecdaservation de I'énergie.
L'action se simplifie alors comme a I'équation (1.43),laté reste plus qu’'une seule
intégrale a calculé® Nous trouvons alors

Slralt)] = +% [(v0 = gty — 1)) = vf]
B [ngg + ngl-] (ty — ). (1.53)

Les deux méthodes donnent évidemment le méme résuitdtdour I'action. Nous
concluons que 'on a le choix entre plusieurs formulatiegsivalentes de l'action,
qui dans la pratique conduisent a des calculs plus ou momglexes.

Le cas d’'une onde plane incidente

Considérons le cas d’'une particule qui, a I'instgntest décrite par une onde plane
avec un vecteur d’'ondg; bien défini. Par le principe de superposition, sa fonction
d’onde a la positionr; a l'instantt; est donnée par

Y(xp, ty) = G(ay, tylki ti) = /dxi G(xy, trlz;, t;) expik;;. (1.54)

En cherchant de nouveau la condition de phase stationnaurecptte intégrale, nous

trouvons
108

Or, la dérivée de l'action par rapport a la coordonnétaile est reliée a I'impulsion
initiale [voir (1.43)], de sorte que la phase est statiorepour la trajectoire classique
dont I'impulsion initiale vaup(t;) = hk;. La phase de 'amplitude de probabilité finale
vaut donc

+k; = 0. (1.55)

pa = kiza(t) + 3 Slra(d)], (1.56)

ou le premier terme correspond a la phase de I'onde plarideinte a la position ini-
tiale de la trajectoire classique. La phase (1.56) estigea® I'actionS, /i que nous
avons introduite pour une impulsion initiale donnéedli@ation (1.45)].

Exemple. Calculons le déphasage pour la réflexion par un potentsgmi-
harmonique, c’est-a-dire une barriere de potentiel paraboliquér (edfigure 1.4)

V(z) = tMw?2?, z<0. (1.57)

)

Pour définir le déphasagey a la réflexion, nous considérons une onde incidente dans
la région asymptotique — +oo avec le vecteur d’'onde k; et I'énergieE;. Apres

12Cette integrale p(x) dz, se calcule méme sans qu'il soit nécessaire de conraitrajectoire
classique en fonction du temps.
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Figure 1.4: Réflexion d’une particule par un potentiel séarimonique.

réflexion par la barriere, elle se trouve de nouveau darégian asymptotique, et son
vecteur d’onde a changé de signe. Nous définissons leadagh a la réflexion par le
comportement asymptotique suivant pour la fonction d’ciotiele

r— +oo:  P(z,t) x [e’ikim — elkietae)| o=iBit/h (1.58)

Le déphasagé  donne la correction de phase par rapport a une réflexidartenée
a la positionz = 0. Dans la limite semi-classique, nous trouvons donc le déahe
Ay en écrivant la phase,, de I'onde réfléchie de la fagon suivante

rf— +00:  @q=Muvxs/h+ Ap—m— E(t;y —t;)/h, (1.59)

ouwv; = hk;/M est la vitesse incidente et le déephasagm®rrespond a la réflexion par
une barriere infinie & = 0 [voir (1.58)]. Nous nous servons de la conservation de
I'énergie pour calculer I'action. En comparant (1.45) 260), nous constatons qu'il
ne reste plus que 'action réduite (1.44) a calculeednbhs-la par parties pour trouver

ty
d
(= Moz + / dz p(z) = Mgy + / dt za(t) -V [ra (b)), (1.60)
T
t;
parce que I'impulsion de la particule réflechie tend vgts) = AMv; dans la région
asymptotique. Nous voyons donc apparaitre la phase ddd'c&flechie Mwv;x, de
sorte que le déphasage est simplement donné par l'aleeguivante ou intervient la
force agissant sur la particule :

Ap=m+— / dt xd(t)d%wxd(t)]. (1.61)
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Dans le demi-potentiel harmonique, la trajectaiggt) est donnée par
to<t<to+m/w: xq(t) = U sinw(t — to), (1.62)
w

out, est l'instant ou I'atome entre dans la barriere de pogémtikc 0. Par conséquent,
l'intégrale (1.61) pour le déphasage devient

2t0+7‘(‘/u} 9
wM:
dt 2% (1) = L 1.63
/ Tl =7+ (1.63)
0

Mw

Ap =
<p7r+h

Pour interpréter I'ordre de grandeur du déphasage, nobtsns que la particule
rebrousse chemin dans la barriére de potentiel a la positi, = —v;/w. Le
déphasage (1.63) est donc de I'ordre de la phdser,., /h qui correspond au mou-
vement libre jusqu’au point de rebroussement a la vitexsdeénte.

Préfacteur de I'amplitude de probabilité semi-classique

Pour finir, donnons la normalisation de I'amplitude de ptoli@ G(x, t¢|k;, t;) dans

la limite semi-classique. Nous nous servons a cet effat digument completement
classique: dans la limite semi-classique la quantiter,ts|k;, t;)|* donne en effet

la probabilité pour que la particule arrive a la positiomafe z;. Or, le nombre de
particules qui arrivent &, a dz; pres, est égal au nombre de particules qui sont
parties de la positiom; = z.(¢;), adx; prés. Comme la densité spatiale dans I'onde
plane incidente est uniforme, la normalisation de I'anuolé semi-classique est donc

la suivanté?
1/2

Ox;
G(xy, telki t;) o ‘_:c exp Q. (1.64)
8:(;f

Notons que I'on obtient un résultat similaire dans I'optggéométriqué: le flux
d’énergie lumineusex n|&|*dX d’'un «pinceaw de rayons géométriques avec une
sectiondX: est conservé le long des rayons, de sorte que I'amplitude champ
lumineux varie commén dx)~1/2.

Exemple. La barriere semi-harmonique permet de calculer expiiodet le
préfacteur dans (1.64) : considérons a cet effet unécpéetqui part a I'instant; de la
région asymptotique; — +oo et se trouve a l'instant; dans la barriere de potentiel
xy < 0. Les positions:; etz vérifient alors les équations

z; = —vi(ti —to), (1.652)
Ty = b sinw(ty —to) (tf —to < m/w). (1.65b)
w

13En un nombre plus élevé de dimensions, le rapforfdz ¢ dans (1.64) devient ledéterminant
deVvAN VLECK) det dr;/dr; = — det 82S/0r ;Op; [70].
14M. BoRrnN et E. WOLF, Principles of Optics6e édition, chap. 3.1.2.
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La deuxieme équation (1.65b) permet d’exprimer l'instaren fonction dex, ¢, et
v;. En reportant la solution dans I'expression pour la pasiinatiale x;, nous pouvons
calculer sa dérivée par rapportg, ce qui donne

Ovp 1= (wapfv:)* /1= (€7/2reb)?
Nous retrouvons ici le résultat bien connu que I'exprasssemi-classique pour
la fonction d’onde diverge au point de rebroussemegt, comme c'est le cas

pour I'approximation BKW, par exemple. En effet, nous paws@ncore écrire le
préfacteur (1.66) comme

(1.66)

6[[’2‘ V;

= 1.67

Ory  w(xy) (1.67)
ce qui donne avec (1.64) la normalisation familiere de lacfion d’'onde de
'approximation BKW.

Remarque. Le résultat (1.67) est valable pour un potentiel quelcengaour le
déemontrer, il suffit de choisir l'instantyy au voisinage de;. La position finaler; est
donnée par la trajectoire classiqug(ts) et depend en fait seulement de la difference
tr—to parce que l'origine du temps est arbitraire. La déeri9&g 0z ¢ est alors identique
alinverse de la vitesse(z ), et (1.67) s’ensuit.

Conclusion

Dans le point de vue de l'intégrale de chemins @& ®MAN, I'on peut calculer, dans

la limite semi-classique, le propagateur quantique paréthode de la phase station-
naire. En vertu du principe de moindre action, ce sont aleutesnent les trajectoires
classiques qui contribuent a l'intégrale. Le long degetrmires classiques, I'action
permet de calculer la phase de la fonction d’onde.



52

Atome a un niveau



Premiere partie

Réeflexion sgeculaire d’atomes par le
miroir a ondeévanescente
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Introduction a la premiere partie

Nous étudions dans cette partie, constituée des chagi@ed, la réflexion spéculaire
d’atomes par la barriere de potentiel du miroir & ondenésaente. Rappelons que les
principes physiques de ce miroir ont été exposés en 188RpJ. @WOK et R. K.
HiLL («An electromagnetic mirror for neutral atoms), et que la réflexion d’atomes
par une onde évanescente a été observée expérimmeatdlen 1987 par le groupe
de V. S. LETOKHOV de I'Institut de Spectroscopie de I'’Académie de Sciences d
'U.R.S.S [15]. Lon utilisa alors un jet de sodium en incmbe rasante. En 1990, le
groupe de S. Bu de I'Université de Stanford (Etats-Unis) fut le premiestaserver la
réflexion d’atomes en incidence normale, ou les atomebéotnd’'un piege magnéto-
optique a quelgques centimetres au-dessus du miroir,Isofisence du champ de pe-
santeur [22].

Nous allons supposer que I'onde évanescente est créée pElexion totale in-
terne d’'une onde plane lumineuse sur une interface digjeet-vide. Son potentiel
dipolaire est alors invariant par translation dans lesctivas paralleles a I'interface,
et le probleme se réduit a une barriere de potentiel endimension le long de la di-
rection normale. La réflexion spéculaire représentedme situation assez pure pour
analyser le mouvement de I'atome des deux points de vudauisst quantique.

Du point de vue classique, I'atome est réflechi si songiaainétique incidente le
long de la normale est inférieure a la valeur maximale €edigie potentielle : en en-
trant dans le potentiel, 'atome est ralenti et il S’appedie la surface du diélectrique
jusqu’au point de rebroussement, ou I'énergie potdetesdt €gale a I'énergie cinétique
incidente. L'atome revient alors en arriére et finit partisate 'onde évanescente a
la vitesse a laquelle il y est entré, a ceci pres que lapazante normale de sa vi-
tesse a changé de signe. La trajectoire classique de katlams le potentiel dipolaire
de 'onde évanescente a été publiee par le groupe de GrAT en 1992 [11]. Il a
egalement donné une analyse semi-classique de la phéisadiatomique réflechie
par le miroir, sur laquelle nous reviendrons dans un instant

Du point de vue quantique, la fonction d’'onde de I'atomeysoh de I'équation de
SCHRODINGER stationnaire, est une superposition d’'une onde inciddrteire onde
réflechie dans la région asymptotique ou le potentiehitwir s’annule. A l'intérieur
du potentiel, 'onde atomique est composée d'unade évanescente atomiqugui
pénetre, pareffet tunneb, dans la région classiquement interdite au-dela du mlEnt

1Optics Communicatior3, pp. 258—260 (octobre 1982).
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rebroussement classique ; et d’'une onde stationnaireea-du point de rebrousse-
ment, qui présente des oscillations avec une périodeoddré de la longueur d’onde
de BROGLIE incidente

27h

Mvzi.

)\dB =

La longueur d’'onde dee BROGLIE introduit une deuxieme échelle de longueur
dans le probleme de la réflexion d’atomes que nous pouvamparer a I'extension
caractéristique de la barriere de potentiel. Nous djstims alors entre deux limites:

¢ lalimite «semi-classiqueou la longueur d’onde atomique est beaucoup plus pe-
tite que I'extension du potentiel. Dans ce régime — quiespond généralement
a la situation expérimentale pour le miroir a atomes —hdaiere de potentiel
varie lentement a I'échelle de ;

¢ lalimite «quantique d’'une longueur d’'onde atomique grande devant I'extension
du potentiel.

Dans son analyse [11], le groupe de G. IPAD, se restreignant a la limite semi-
classique, s’est servi de I'approximation d&IBLOUIN, KRAMERS et WENTZEL
("approximation«BKW »?) pour calculer la phase de I'onde atomique réflechie. Ce-
pendant, cette méthode ne peut donner la fonction d’'onds dae région autour du
point de rebroussement : a cette position, la solution BKY&rde parce que la vitesse
classique s’annule.

Dans la limite quantique, I'on peut s’attendre a ce que tm#détaillée de la
barriere de potentiel importe peu parce qu’elle est mogersur la longueur d’onde,
beaucoup plus grande, @& BROGLIE. Ceci suggere une descriptioeffective) de
la barriere en termes d’un miroir parfaitement réfleshig, c’est-a-dire d’une barriere
de potentiel infinie. Le seul parameétre libre est alors Isitmm de cemiroir effectif
gue I'on peut calculer a partir de la relation de phase ditnele incidente et 'onde
réflechie. La position du miroir effectif détermine sigroir a atomes estispersif tel
est le cas si le miroir effectif varie avec la longueur d’omigdente ou, formulation
équivalente, avec la vitesse incidente de I'atome. Emaptiumineuse, un exemple
de miroir non-dispersif est le miroir métallique : le chalmmineux doit s’annuler sur
la surface du miroir et y présente un nceud, ce qui fixe la pthkagende réflechie. Un
miroir a couches diélectriques, par contre, est disppestce qu’il fait intervenir des
réflexions multiples aux interfaces qui dépendent dehdéages du champ lumineux
dans les couches et donc de la longueur d’onde lumineuse.

2A. MESSIAH, Mécanique QuantiquéDunod, Paris, nouvelle édition 1995), t. 1, chap. VI. En an
glais, le signet WKB » est utilisé, et parfois aussiJWKB» en mémoire dedNES, voir N. FROMAN
et P. O. ROMAN, JWKB approximations: contributions to the theqiyorth-Holland, Amsterdam,
1965).
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L’organisation de la partie |

Chap. 2. Nous introduisons ldarri ere de potentiel du miroir a atomes qui est
la somme du potentiel dipolaire de I'onde évanescente epatentiel de
l'interaction devAN DER WAALS.

Chap. 3. Nous nous limitons dans la suite au seul potentiel dipolgireprésente
une forme de simple exponentielle et pour lequel on peut elodessolutions
analytiques explicitesa I'équation de 8HRODINGER. A I'aide de ces solutions,
nous calculons le déphasage que subit 'onde atomiqueltta réflexion. Le
passage continu du régime semi-classique vers le régimetigue est étudié.
Nous notons également la solution explicite pour la ttajee classique, qui
permet de définir un miroir effectif classique.

En annexe au chapitre 3, nous reproduisons l'artiédaase shifts of atomic
de Broglie waves at an evanescent wave mirrpar C. H., J.-Y. ©URTOIS,

R. KAISER, C. WESTBROOK et A. ASPECT, qui a été publié dans le numéro
spécialLaser cooling and trappinde la revud.aser Physicg (no. 5), pp. 1042—

1049 (1994).

Chap. 4. A titre d'illustration du régime quantique, nous étudiota réflexion
d’atomespar un potentiel attractif, qui correspond a une onde évanescente
avec une fréquence en-dessous de la résonance atomiqueég@accord
«rouge). Alors que du point de vue classique, aucune réflexion g @eoir
lieu, 'atome est en fait réflechi avec une probabilitennaulle lorsque la
longueur d’'onde incidente est beaucoup plus grande quedtrmeur de
pénétration de I'onde évanescente.

En annexe au chapitre 4, nous reproduisons l'artiQeantum reflection : ato-
mic matter-wave optics in an attractive exponential pasntpar C. H., C.
|. WESTBROOK, A. ASPECT, publié dans leJournal of the Optical Society of
America B13, pp. 233—-243 (février 1996).

Remarque : Note pour la lecture.Le chapitre central de cette premiére partie est le cha-
pitre 3 parce que les fonctions d’'onde dans le potentielldigpde I'onde évanescente
simple vont &tre utilisées tout au long de la suite de caaiie. Le chapitre 2 précise les
conditions dans lesquelles il est justifiee de négligetdraction devAN DER WAALS

par rapport au potentiel dipolaire de I'onde évanescente.
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Chapitre 2

La barri ere de potentiel du miroir a
atomes

La barriere de potentiel du miroir a atomes est réalps@de potentiel dipolaire d’'une
onde évanescente. Dans le régime de faible saturatiométgligeant I'émission spon-
tanée, la réflexion d’atomes devient un probleme hamiéto. En outre, le potentiel di-
polaire est invariant par translation dans les directi@ralfeles a I'interface ou I'onde
évanescente est créée. L'atome est donc en mouvemélhignecet uniforme parallele
a l'interface, et nous pouvons nous limiter au mouvemensda direction normale.

Nous présentons dans ce chapitre le champ lumineux et énfpeitdipolaire de
'onde évanescente, et nous précisons les conditions ldaguelles il est legitime de
négliger I'interaction de/AN DER WAALS par rapport a ce potentiel.

2.1 L'onde évanescente

Considérons une onde lumineuse plane qui subit une réfiéetale interne sur une
interface entre le vide et un milieu diélectrique (la figdr#). Dans le vide au-dessus
de l'interfacez = 0, une onde évanescente se propage parallelement a &ceurf
avec une amplitude qui décroit de fagon exponentielléoantion de la distance.
L'amplitude complexe du champ électrique de 'onde égarate est donnée par, dans
I'approximation scalaire,

z2>0: FE(r)= FEyexp (igxr — kz). (2.1)
Les composantes du vecteur d’onde lumineux dans le plarcidéncexzOz sont
notées pay et ix. Lamplitude E, est reliee a 'amplitude du champ incident dans

le diélectrique par un coefficient d&RESNEL
La composante du vecteur d’'onde de I'onde évanescente est donnée par

q = kpngsinfy. (2.2)
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onde evanescente

X
>

Ny eL

onde
lumineuse

Figure 2.1: Dispositif expérimental schématique pounleir & onde évanescente.

Dans cette expressiof; = wy/c est le module du vecteur d’onde optique dans
le vide, n, est l'indice de réfraction du diélectrique @t est I'angle d’incidence de
I'onde lumineuse, mesuré par rapport a I'axe verticalr(laofigure 2.1). Dans la di-
rection verticale, 'onde évanescente (2.1) a uapaisseur donnée par la longueur

de décroissanck/x, avec
k= kpy/n3sin® 6, — 1. (2.3)

L'épaisseur de I'onde évanescente est généralemeidrdee de la longueur d’onde
optique réduite\;, /27. Par contre, pour une onde incidente au voisinage de l'angle
limite (ngsinf;, — 1), x tend vers zéro et la profondeur de pénétration de I'onde
évanescente devient grande. La valeur minimale de &spar esh, /27 (n2 — 1)Y/2;

elle correspond a une onde lumineuse qui est incidente ldagiglectrique en inci-
dence rasante.

2.2 Le potentiel dipolaire

Une onde évanescente avec un désaccord a résonapositif correspond a un po-
tentiel dipolaire (1.16) répulsif avec une forme exporedie

V(2) = Viax € 2%, (2.4)
dont la valeur maximale a l'interface & 0) est égale a
d2|E0|2
Vmax = 2.5
A (2.5)

Comme le potentiel dipolair&(z) ne dépend que de la distancel’atome est en
mouvement rectiligne et uniforme dans dans le ptéhy. Nous pouvons alors nous
limiter a la directionOz pour décrire son mouvement.
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2.2.1 La condition de ©flexion

Si nous considérons seulement le potentiel dipolairealele évanescente, la hauteur
de la barriere de potentiel du miroir est donnéelgar, en supposant que les atomes
qui atteignent la surface du diélectrique sont alors perda condition de réflexion
pour le miroir s’écrit donc

E.; = iMvZ < Vi, (2.6)

ou —uv,; est la composante de vitesse incidente le long de la normatgrair, et £
I'énergie cinétique associée.
Si la condition de réflexion (2.6) est satisfaite, I'atonepproche de l'interface
jusqu’a une distance,,;,, avec
1 Vmax

re =—1 .
Freb 2K 08 EjzZ

2.7)

A cette position se trouve lgoint de rebroussemede I'atome : sa vitesse s’annule, et
sa trajectoire classique est renversée. L'atome reddsmesuite la barriere de poten-
tiel en reprenant son énergie cinétique initiale, poutiisde 'onde évanescente a la
vitessev.;. Nous pouvons nous attendre a ce que la réflexion a lieursuéchelle de

temps de l'ordre de
1
Tint = —
KUz
ce qui sera confirmé au chapitre 3, ou nous donnerons kctoije classique dans
le potentiel dipolaire (2.4) [a I'equatiorPfia 2)]. Le temps caractéristique,; est

généralement de I'ordre de la centaine de nanosecondes.

(2.8)

2.2.2 Conditions de validie

Nous rassemblons ici les contraintes qu'impose I'appratiom d’atome a un niveau
ou l'interaction avec I'onde évanescente est décritdgpotentiel dipolaire.

La condition de réflexion ainsi que kegime de faible saturationdonnent les
inégalités suivantes pour le parametre de saturationa la surface du diélectrique
[voir (1.26)]

Ezi * Vmax
Yy

hA hA

La condition de réflexiof«) impose une borne inférieure pour l'intensitédu champ
lumineux, étant donné que le paramétre de saturatioh vaut

2 ~ 5(0) < 1. (2.9)

B 2 d?|Ey|?/h? I/l

O =" T Traa (2.10)

avecl, l'intensité de saturation.

INous définissons tintensité) de 'onde évanescente comme étant proportionnelle a@ chr
champ électrique.
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Pour pouvoimégliger I'effet Doppler, il faut que la composante de vitesse de
I'atome paralléle a la direction de propagation de I'ogglanescente satisfasse

A
e (2.11)
q

Cette condition est en fait reliée a la précédente (@3jui apparait de fagon transpa-
rente si nous nous placons dans le référentiel de I'aténoause de I'effet @PPLER

la frequence de I'onde évanescente est reduitd gle- quv,;, de sorte que le désaccord
devientA — A — Ap. Si maintenant (2.11) est violé, I'atomgoit» un champ lumi-
neux dont la frequence s’approche de la résonance atensghien que le régime de
faible saturation est remis en question.

L'hypothése desuivi adiabatique sur le niveau habillé associé a I'état fondamental
implique également une contrainte sur la vitesse atonmpauee que les états habilles
dans I'onde évanescente dépendent de la position. Naustde (1.24) I'estimation
suivante pour la probabilité de transition non adiabaiqyl.q. :

qUz; + K“vzi)Q 5(0) (2 12)

A 2

Compte tenu de (2.9) (faible saturation) et de (2.11) (eaDoPPLERNEQligeable),
le terme faisant intervenir la composante de vitesse hot@t®v,; dans (2.12) est
faible devant I'unité. Pour la composante normalg nous trouvons donc la limite
suivante

Wh.ad. S (

A |2

L — | —=. 2.13

Vi < — S0) (2.13)
Finalement, nous pouvom&gliger I'émission spontagesi le temps d’interaction

Tt (2.8) est suffisamment court de sorte que la probabhilitg, ~ %Fs(o)nm (1.28)
est faible. En fait, I'on peut montrer en intéegrant le taténeission spontanée le long

de la trajectoire classique dans le miroir, queg, . est donnée paf22, 23]
Mvzi r

Wem.s. = 1—‘S(Zreb)Tint - WK) (214)

et nous en déduisons la limite suivante pour la composamteaile de la vitesse :

hr A
i K —— 2.15
Vi € 75T (2.15)
Le résultat (2.15) montre que pour une vitesse inciderdadg devant lavitesse de

recub hx/M (ce qui est généralement le cas dans I'expérience)t ih@sessaire de

2La probabilité d’émission spontanée (2.14) augmenée da vitesse parce que I'atome entre alors
plus profondément dans I'onde évanescente ou il est soamn champ lumineux plus intense. Plus
précisément, le taux d’émission spontanée au pointetleoussement est donné p%a‘r“s(zreb) ~
I'(E.;/hA), il augmente donc plus vite aveg; que ne décroit le temps d’interaction; o 1/v.;.
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Atome 1He* ONe* 22Na %Rb  B'Cs
AL 1080nm 640nm 589nm 780nm 852nm
T'/(hk%/2M) 40 340 400 1530 2570

Tableau 2.1: Rapports entre la largeur naturEllet la fréquence de rectik? /2M
(le « paramétre de mass§91]) pour quelques atomes et transitions utilisés erqojeti
atomique.

se placer dans le regim®& > I" pour que la réflexion soit possible avec une faible
probabilité d’émission spontanée.

La plus restrictive des conditions (2.13) et (2.15) estedéinée d'une part,
par le parametre de saturatie(0) et d’autre part, par le rapport sans dimension
I'/(hx?/2M). Nous en donnons au tableau 2.1 quelques valeurs pour gsedtpmes
et transitions frequemment utilisés dans la maniputediatomes par laser, en prenant
R = 27T/)\L.

2.3 Le potentiel devAN DER WAALS

Nous étudions maintenant comment la barriere de potehtimiroir a atomes est mo-
difiee par l'interaction attractive deaN DER WAALS avec la surface du diélectrique.
En particulier, nous identifions un régime ou cette intéom est faible devant le po-
tentiel dipolaire.

2.3.1 Comparaison au potentiel dipolaire

L'interaction devAN DER WAALS modifie la barriere de potentiel en lui ajoutant un

potentiel de la forme
C3

V;,dw(2> = —;, (216)

ou le coefficient; est de I'ordre dé&T'/k? [38, 92]. L'interaction de/AN DER WAALS
a son origine dans les fluctuations quantiques du momerniaitipde I'atome. L'atome
crée alors un champ électromagnétique qui est réffgantia surface du diélectrique et
interagit de nouveau avec le dipdle atomique. L'expres§20l6) pour le potentiel de
VAN DER WAALS est correcte dans la limitelectrostatiqueou le temps de propaga-
tion du champ électromagnétique de I'atome vers l'irdtegf est beaucoup plus court
gue la période-type des transitions dipolaires élegtsqgde I'atome. Cette limite est
vérifiee si la distance de I'atome de I'interface est plus petite que la longueund®
optique réduite\;, /27 des transitions de résonance importantes.

Nous allons supposer dans ce mémoire que l'interactionagde DER WAALS
est «faible» devant l'interaction avec le champ lumineux. Pour donnemprtemier
critere quantitatif, comparons I'énergie incidetg au potentiel d&AN DER WAALS
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Viaw (zreb) @U point de rebroussement que I'on calcule d’apres (2.7)

V;de(Zreb) o 03(2'%)3 (log Vmax>_3 .

B Ezz'

2.17
Ezz' Ezi ( )

L'interaction devAN DER WAALS est donc négligeable si le potentiel dipolaire et
I'énergie incidente sont plus grands que I'échelle d@réstique

3
Vi > Eai > ¢3(2k)° ~ BT (kﬁ) . (2.18)
L

Pour une estimation plus précise, notons que la barrepotentiel du miroir est mo-
difiée par l'interaction d&AN DER WAALS de fagon considérable (voir la figure 2.2) :
le potentiel présente un sommet a une distanade I'interface de I'ordre de ; /2,
et une pente tres raide dans la région z,. La hauteur de la barriere de potentiel est
donc réduite, ce que I'on a pu observer expérimentaleosmg notre groupe a Orsay
[39]. La modification de la barriére est néanmoins négllge, si I'énergie incidente
E.; est bien inférieure a la hauteur de la barriere. Dans ce régime, I'atome rebrousse
chemin loin de la position, du sommet. Dans la suite de ce paragraphe, nous évaluons
la position et la hauteur du sommet de la barriére.

2.3.2 Le sommet de la barrére de potentiel

La position du sommet est déterminée par la condition gugradient du potentiel
total s’annule:

d h
— Veaw(2) + V(2)], =0 <= (2uz,)e 2% =3 i , (2.19)
dZ %s Vmax

ou nous avons introduit la quantité = c3(2x)? qui est de I'ordre déT". La solution
zs de I'équation (2.19) permet d’exprimer la hautégrdu sommet de la barriere de
deux maniéres équivalentes:

Vi = Vipag € 255 (1—2“25): ol (3 —1). (2.20)
3 (2K25)3 \2Kzq

Nous constatons que dans le cas particulier = % le sommet de la barriere se
trouve a I'énergie nulle (la courbe en tirets épais suidare 2.2). D’apres (2.19),
cette situation est réalisée pour un potentiel dipolaire

3
Vs = Iy (g) ~ 0.74 hry. (2.21)

3Dans cette expérience, il fut possible de mesurer |'éaare la forme électrostatique (2.16) du po-
tentiel devAN DER WAALS et un calcul plus exacte de I'électrodynamique quantiquétient compte
du temps fini de propagation du champ électromagnétigtre €atome et la surface. Dans ce para-
graphe, nous nous restreignons néanmoins a la limie¢rétatique pour simplifier les calculs.
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V total [ hbarre Gammal]

Kappa z

Figure 2.2: Barriére de potentiel du miroir a atomes, @amé compte de l'interaction
deVAN DER WAALS avec le diélectrique. Le potentiel est donné en unitésidet la
distance: en unités dé /. Le potentiel dipolaire a l'interface est fix8/a,, = 10 il’,
et le coefficients varie.

Tirets fin : sans interaction daN DER WAALS, c3 = 0; trait plein :c3(2x)? = 0.3 hT;
pointillées :c3(2k)® = 2Al; tirets épais t3(2rk) = (3/e)*Viuax ~ 13 AL Pour cette
valeur, le sommet de la barriere se trouve a I'énevgie 0, a la position:, = 3k,

Pour un potentiel dipolair&’,., inférieur a ce seuil, le potentiel total est négatif a
toutes les distances. Afin de réaliser une barriere denpelgil faut donc quej,.x
soit beaucoup plus grand g€ environ.

Considérons maintenant la limite d’un potentiel dip@aies élevey,, .. > hv.
L'on s’attend alors a ce que I'on se rapproche d’un potéetiponentiel pur. Cepen-
dant, le potentiel d®AN DER WAALS, a cause de sa divergence & 0, 'emportera
toujours sur le potentiel dipolaire au voisinage de l'ifaee. Pour un potentiel dipo-
laire V..., €levé, nous pouvons tout au plus supposer que la positiGohmet:, est
faible devantl /x. Dans cette limite, I'équation (2.19) admet la solutioivante (en
remplacant 'exponentielle par 'unité)

1/ 3hy\"*
Ve > Hy s 2y — . 2.22
> hy zZ P (Vmax) ( )

Nous constatons que la distance du sommetiminue assez faiblement avec le po-
tentiel dipolairel,,... En reportant la solution approchée (2.22) dans la prendes
expressions (2.20), nous trouvons que la hauteur du sonautet v

1 I 1/4 I 1/4
Vmax>>hfy: ‘/sﬁvmax{l__<37> }eXp _<$7> . (223)

3 Vmax
Mis a part un facteur correctif (en accolades), la hauteutadbarriere de poten-
tiel est donc donnée par la valeur du potentiel exponeatlal positionz, (2.22) du
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sommet. En particuliefl/; est inféerieur a la hautedr,,., du seul potentiel dipolaire.
Dans I'expérience de notre groupe, le rapgart,/V; est généralement de I'ordre de
quelques unités [39] et dépend faiblementdgg, [voir (2.22)]4

Sur la figure 2.3, nous comparons I'expression (2.23) pouralateurV, de la
barriere de potentiel a la solution exacte donnée pd9(22.20). La hauteur est
tracée en fonction du potentiel dipolait§,.,, pour quelques valeurs du parametre
v/T = ¢3(2k)3/RT. La droite en tirets fins correspond a I'estimatidn= V.. qui
ignore l'interaction de/AN DER WAALS. Nous constatons que I'expression asympto-
tique (2.23) donne une bonne approximation de la hauteus Barriere, si I'énergie
c3(2k)? est faible devant le potentiel dipolaifé,.. (les courbes en trait plein et en
pointillées sur la figure 2.3).

Conclusion

La réflexion d’'un atome par le miroir & onde évanescentd p&e décrite par un
potentiel exponentiel répulsif si le désaccord du chanmpiheux est grand et positif.
La condition la plus restrictive pour le désaccord esecdliline probabilité d’émission
spontanée faible (2.14):

A (P

r > hi /M
étant donné que la vitesse incidente des atomes estaj@méent grande devant la
vitesse de recutx /M.

La présence du potentiel daN DER WAALS implique qu'il faut un potentiel
dipolaire avec une valeur a l'interfadé,,, d’environ 2I' au moins, pour que le po-
tentiel total ait une valeur maximale positive. Dans I'ephce de notre groupe, une
contrainte comparable provient de la condition de réfieyparce que I'énergie in-
cidenteF.; est de I'ordre de quelqued’. Avec (2.9, 2.10, 2.24), nous trouvons les
conditions suivantes pour I'intensité lumineusede I'onde évanescente

> 1, (2.24)

4A? I, A
— — > 1. 2.25
PP (2.25)

Dans la pratique, des intensités lumineuses assezesleoat alors nécessaires, ce qui
a conduit au développement de techniques d’exaltatiorhdmp évanescent [17, 18,
93, 20].

Dans la limite d’'un potentiel dipolaire fort, le sommet dékariere de potentiel se
trouve au voisinage de la surface, et sa position dépend@&uvaleur exacte du po-
tentiel dipolaire. La hauteur de la barriere est réduite dacteur approximativement
constant qui est généralement de I'ordre de quelquegsuniependant, si I'atome
rebrousse chemin loin du sommet de la barriére, le potesdi®AN DER WAALS

4Pour faire varier le rappoft,,../Vs, un moyen expérimental est de choisir des valeurs diftese
pour la constante de décroissancee qui modifie le parametiey = c3(2x)3.
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Figure 2.3: HauteuV; de la barriére de potentiel du miroir en fonction du pownti
dipolaireV,,., a l'interface, pour quelques valeurs du coefficiendle I'interaction de
VAN DER WAALS (2.16). Les énergies sont données en unitéd get les chiffres sur
les courbes donnent le rappoifl’ = c3(2k)3/hT.

La droite en tirets finsSY, = Vi,..x, Ignore l'interaction de/AN DER WAALS : ¢3 =

0. Trait plein:c3(2x)® = 0.3 1T, I'expression asymptotique (2.23) [représentée pour
Vimax > 10 Al'] se confond presque avec le résultat exacte. Pointilléé3r)® = 2 T,
avec un écart plus grand par rapport a (2.23). Longs tirg(8x)® ~ 13 hl'; pour une
valeur aussi grande du potentiehdel DER WAALS, I'estimation asymptotique (2.23)
n’est plus valable (la courbe négative).
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représente une faible déformation du potentiel dipelgue nous pouvons négliger.
Ce régime correspond a une énergie inciddnte(le long de la normale au miroir)
faible devant la hauteur de la barriere.



Chapitre 3

Reflexion d’atomes par un potentiel
dipolaire r epulsif

Présentation

En annexe de ce chapitre, nous reproduisons l'artielease shifts of atomic de Broglie
waves at an evanescent wave mirrgrar C. H., J.-Y. ©URTOIS, R. KAISER, C.
WESTBROOKet A. ASPECT, qui a été publié dans le numéro spétiaser cooling and
trappingde la revue_aser Physicgl (no. 5), pp. 1042—-1049 (1994 Nous étudions
dans ce travail la réflexion d’'une onde atomique par le getedipolaire de I'onde
évanescente. Grace au fait que ce potentiel a une fornhgtigna simple (2.4),

V(2) = Vipax € 2%, (3.1)

il est possible de résoudre completement le problemeanigue, et ce aussi bien du
point de vue classique que quantique. Nous résumons icé$estats que I'on obtient
d’'une part pour le mouvement classique dans la barriereotenpel et d’autre part
pour les fonctions d’onde quantiques.

Le processus classique de réflexion a lieu sur une échestenps caradristique
Tint dONNEe par le temps nécessaire pour traverser la prafoddgénétration/x de
'onde évanescente a la vitesse incidentdvoir I'équation Pha 2)]:

1

KU,

Tint = (32)
comme nous l'avons anticipé a I'équation (2.8). Danséigion asymptotique ou le
potentiel s’annule, 'atome est en mouvement rectilignergtorme longtemps avant

et apres la réflexion. La figuthal montre que les deux branches asymptotiques de
la trajectoire se croisent a une distanrce(Pha 5) de la surface. Du point de vue
classique, nous pouvons donc nous représenter le mikmida évanescente par un

Dans ce mémoire, nous utilisons le sign&hay pour faire référence aux équations, figures et
pages de cette publication.
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miroir effectif situé a cette position: lorsque I'on ignore la dynamigétadiée du

processus de réflexion, I'atome réfléechi sort du potédtiemiroir de la méme fagon
gue s'il avait rencontré une barriere de potentiel infifuie « miroir parfait)) située a

Ccl-

Du point de vue quantique, I'atome est décrit par forection d’ondeyy_ . (z) qui
est une solution de I'équation decSRODINGER stationnaire pour la barriére de po-
tentiel du miroir. Dans la région asymptotiqug,_,(z) est une superposition d’une
onde incidente et d’'une onde réfléchie dont les vecteunsd® valentrk,; et ouk,;
est relié a la vitesse incidente par = Muv,;/h. Nous définissons ldéphasage la
réflexionAp par le comportement asymptotique suivant de la fonctiondka)y._, (2)
[voir (1.58) et Pha8, Phal8)]:

z— 400 Yy, (2) x {e’ikiz — ei(ki”A”)} ) (3.3)

Dans cette expression, la deuxieme exponentielle reptéd’onde réfléchie, et le
déphasagé\p donne la correction de sa phase par rapport a la réflexaiaritanée
par un miroir parfait situé sur la surface du diélectrigue 0.

Nous montrons a I'équatioPpal9) de I'annexe 3.A que le déphasalye est de
I'ordre de la phasé.;/x associée a la propagation libre de I'onde incidentevetsala
profondeur de pénétratialy x de 'onde évanescente. Dansrgime semi-classique
k.; > k, ou la longueur d’'onde atomique incidente est beaucouppmtite qud /x,
Ay est donc grand devant l'unité. A I'equatioRi{a20) du paragraphBha3.2, nous
trouvons que dans cette limite, la solution exacte de Béign de $HRODINGER et
'approximation BKW donnent un déphasage identique, @ correction de 'ordre
de(k.;/x)~! prés. En patrticulier, ce déphasage dépend de la vitasgiente, et par
conséquent, la réflexion d’atomes par le miroir est disiger

Dans lalimite quantiquék.; < «, ou la longueur d’'onde atomique est plus grande
quel/k, le développement asymptotique (3.3) de la fonction déopelut s’écrire sous
la forme suivante

Z — +00,

ko < K } - () ocsin[kaa(z - )] - (3.4)

Le miroir a onde évanescente se comporte alors comme wirrparfait situé a la
position fixe¢S$"r (Pha22b), avec

1
eSf(f:hr - log <627 Vinax ) . (35)
K K

[v ~ 0.577 est la constante d&.ER.] Cette position est proche du point de rebrous-
sement d’'un atome avec une vitesse incidente égalecaitesse de recul hx /M.
Comme(5s™ ne dépend plus de la vitesse incidente, nous constatonk quioir
devient non dispersif dans le régime quantique.

2Le signe— de I'onde réfleéchie provient du choix d’une barriere désptiel infinie pour donner la
référence de phase.
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Notons finalement I'expression exacte de la fonction d’oatlamique pour la
réflexion par une onde évanescente simple. A la differatecl’article en annexe [les
expressionsRhal7, PhaB8)], nous avons choisi dans ce mémoire une normalisa-
tion différente, ou)y_, (2) tend dans la région asymptotique vers une onde stati@nair
d’amplitude unité:

z— +00: Yy, (2) =sin {k:iz + %Acp} ) (3.6)
Avec cette normalisation, la fonction d’onde est donnée pa

Ui, (2) = K sinh

TR

szi

Kip.o/ulu(2)] (3.7)

ou Kj.,/x(u) est une fonction de BsseL modifiee de la deuxiéme espéodont
'argumentu(z) est défini par

Vmax ef2nz 1/2

La fonction d’onde (3.7) est représentée sur la figRlna2, pour un vecteur d’'onde in-
cident assez faiblé;.; = 3 . La figure 3.1 correspond a un vecteur d’onde plus grand,
k.; = 30 k. Nous observons 'augmentation de I'amplitude de la farct’'onde au-
tour du point de rebroussement classique, sans toutef@legy présente une singu-
larité comme c’est le cas pour la solution donnée par Fapination BKW (la courbe

en tirets sur la figur®ha?2).

Remarque. Aprés la publication de l'article reproduit dans I'annereus avons pris
connaissance du fait que les premiers a écrire les farectitonde (3.7) dans le potentiel
exponentiel (3.1) furent J. MAZKSON et N. F. MOTT en 1932 :«Energy exchange
between inert gas atoms and a solid surfacBroc. Roy. Soc. (London) Ser. 187,
pp. 703-717.

Erratum. La note de bas de page no. 7 de I'annexe 3.A devrait étreafaeence biblio-
graphique a l'articletResonant enhancement of evanescent waves with a thintdelec
waveguide par R. KAISER, Y. LEVY, N. VANSTEENKISTE, A. ASPECT W. SEIFERT, D.
LEIPOLD et J. MLYNEK, Opt. Communl104, 234 (1994).

Notations. Nous donnons au tableau suivant une synopse des notatiiséest dans
I'article Phade I'annexe 3.A et dans le présent mémoire.

| Grandeur physique | dans ce mémoir¢  dans l'annexe 3.A |
potentiel &z = 0 Vimax  €0.(3.1) | p2../2M éq. Phal)
vitesse incidente Vi Poo/M
distance de rebroussementz.,, €q. (2.7) 20 eq. Pha3l)
temps de réflexion Tmt  €Q. (2.8) Trefl €g. Phad)

3Handbook of Mathematical Functionadité par M. sBRAMOWITZ et |. STEGUN (Dover, New
York, 1965), chap. 9.6 et 9.7.
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Figure 3.1: Fonction d’onde atomique dans la barriere deerel de I'onde
évanescente. Le vecteur d’onde incident Vayut= 30« etV,.. = 10 E.; de sorte
quelgg ~ 0.21 k! etz ~ 1.15 k1. La position est donnée en unitésige:.

Annexe

3.A Phase shifts of atomic de Broglie waves at an eva-
nescent wave mirror(Pha)

Ce papier a été publié dans un numéro spécial (AtomoSgtnd Interferometry) de
la revueLaser Physicgl (1994) 1042. Une version électronique en est accessiale vi
arxiv.org/quant-ph/0301080.



Chapitre 4

Reflexion quantique d’atomes par un
potentiel dipolaire attractif

Présentation

La limite quantique de la réflexion d’atomes par le mirooride évanescente est ca-
ractérisée par une longueur d’'onde atomique incidendeidmup plus grande que la
profondeur de pénétration de I'onde évanescente. Apitkgrécédent, nous avons
constaté que dans ce régime, la réflexion par le mirotoenas devient équivalente
a la réflexion par une barriere de potentiel infinie. Noossidérons dans ce cha-
pitre I'interaction entre une onde atomique et une ondeéseente avec un désaccord
«rouge ; le potentiel dipolaire est alors un potentiel attractif gtiire les atomes vers
la surface du diélectrique. Pour une particule classigueune réflexion ne peut se
produire dans un tel potentiel. Par contre, la réflexionig@iée d’'une onde atomique
est effectivement possible avec une probabilité non raillon se place dans la li-
mite quantique ou la barriere de potentiel varie rapidenad’échelle de la longueur
d’onde atomique. Nous montrons que dans ce régime, le figteipolaire attractif
se comporte comme une marche de potentiel. Ces résultdtexgmseés en plus grand
détail dans I'articlecQuantum reflection : atomic matter-wave optics in an attraect
exponential potential par C. H., C. |I. WESTBROOK, A. ASPECT publié dans le
Journal of the Optical Society of AmericalB, pp. 233243 (février 1996), que nous
reproduisons en annexe 4*A.

Expérimentalement, le régime quantique n’est pas facikaliser parce qu’il faut
gue lI'atome soit incident sur le miroir avec une composaeteitesse normale bien
en-dessous de lavitesse de reculix /M. A titre d’'exemple, méme une vitesse inci-
dentev,; = %fm/M donne un coefficient de réflexion en intensité qui vautesaeint
R = e ™ = 4% [voir 'équation QRef2.16)]. Il est donc préférable d’utiliser des
atomes tres legers dont la vitesse de recul est grandeit&redin de réduire la com-

INous utilisons le signetQRef» dans ce mémoire pour faire référence aux équationsuaeficde
cette publication.
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posante normale de la vitesse incidente, il convient deai@il les atomes en incidence
rasante ou bien de placerdmiroir attractify au sommet d’'unefontaine atomiqueou

les atomes sont lancés vers le haut dans le champ de pad@3teBi. Notons finale-
ment que pour éliminer 'émission spontanée, I'on peatpder de fagon analogue au
miroir a atomes habituel, en choisissant un désacconddoe@ plus grand que la lar-
geur naturelle de I'état excité. Il est cependant n&iessle prendre un désaccord en-
core plus grand que pour le miroir répulsif parce que le ®dijmteraction de I'atome
est plus long, étant donné sa faible vitesse incidentie (¢¥28)].

Estimation de lI'influence de I'interaction de VAN DER WAALS

L'interaction devAN DER WAALS a tendance a rendre impossible la réflexion quan-
tique parce qu’elle a une portée plus longue que le potemtonentiel de I'onde
évanescente. En s’approchant du miroir, 'atome est doogel@ré par ce potentiel, et
si son énergie cinétique augmente au-dela daniérgie de reculh?x2/2M, la proba-
bilité de réflexion devient négligeable.

Pour une estimation plus précise, nous nous placons @ddign de l«hori-
zony (., de la trajectoire classique que nous introduisons a 8&qon QRef2.4). A
partir de cette position environ, le potentiel dipolairgraattif de 'onde évanescente
commence a modifier sensiblement la trajectoire classiguéatbme (voir la fi-
gure QRefl). En imposant qu’a I'horizon, le potentiel daN DER WAALS (2.16)
soit faible devant I'énergie de recul, nous trouvons laditbon

Vmax K 03(2/{)3 r K
1 ~ — 4.1
( o8 4EZZ-) = w20 " hkE2M (4.1)

oU — V..« est la valeur du potentiel dipolaire a la surface= 0 du diélectrique et
E.; 'énergie cinétique incidente des atomes. Pour I'atothi&lium qui est tres leger,
le parameétre de masse vall/T'/hik? =~ 40 (voir au tableau 2.1), de sorte que la
condition (4.1) est satisfaite polif,.. > 120 E.; (aveck = kr).? Pour une barriére
de potentiel répulsive, des valeurs beaucoup plus gratel&s,., sont couramment
utilisées dans les expériences de réflexion d’atomes déliminer I'influence de
I'interaction devAN DER WAALS, I'on peut donc utiliser un potentiel dipolaire du
méme ordre de grandeur que pour les expériences du raiedomes. La plus grande
difficulté expérimentale reste la réalisation d’'unesge incidente suffisamment faible
pour entrer dans le régime quantique.

2Pour I'atome de Rubidium par contre, qui est plus lourd, nooigvons la limiteV,,., > 4 x
10° E,;, ce qui représente une limite plus stricte que céllg,, > 7’12/@2/2M, venant du potentiel
exponentiel tronqué étudié au paragragpiieef 5. Des techniques d’exaltation de I'onde évanescente
semblent nécessaires pour se placer dans cette limite.
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Notations. Dans I'annexe 4.A, nous nous servons des notatignst &k, pour la vitesse
atomique incidente et le vecteur d’onde incident, alors dares le présent mémoire, nous
utilisons les symbbdles,; etk.;.

La quantitér qui figure a I'équation@QRef2.3) représente I'echelle de temps caractéristique
pour le mouvement classique,= 1/xv,;. L'orientation de I'axeOz est renversée dans
I'article QRef: I'atome est incident de la région— —oo, et I'onde évanescente attractive
se trouve dans le demi-espace 0.
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Annexe

4.A Quantum reflection: atomic matter-wave optics in
an attractive exponential potentiglQRef)

Ce papier est accessible dansdeirnal of the Optical Society of AmericalB (1996)
233.



Conclusion de la premere partie

Le miroir a onde évanescente permet de réflechir spenhent un atome si dans la
direction perpendiculaire au miroir, I'énergie incidenles atomes est en-dessous de la
hauteur maximale de la barriere de potentiel (chap. 2)réalésations expérimentales
du miroir & atomes se situent généralement dans le eegami-classique qui est défini
par une longueur d’onde atomique incidente beaucoup parsigrque la profondeur
de pénétration de I'onde évanescente. Le déphasagendie Iréfleéchie est alors grand
devant l'unité, et il dépend de I'énergie incidente (@had). Le miroir a atomes est
donc dispersif. C’est seulement dans la limite quantiquéaovitesse incidente a une
composante normale en-dessous devitesse de reculiix /M, que le miroir devient
non dispersif: la réflexion est alors équivalente a gafleun miroir parfait situé a une
distance de 'ordre de la profondeur de pénétratipm de la surface du diélectrique.
Dans le réegime quantique, nous prédisons qu'il est egahe possible d’observer la
réflexion partielle d’'une onde atomique par un potentipbthire attractif avec une
probabilité non nulle (chap. 4). Un tel potentiel est igapar une onde évanescente
désaccordée en-dessous de la frequence de résonanugua.

En supposant que la barriere de potentiel du miroir & asoes¢ donnée par le
seul potentiel dipolaire et dans la limite de faible saioratdes solutions exactes a
'équation de SHRODINGER peuvent étre données [a I'équation (3.7)]. Nous allons
nous servir de ces fonctions d’onde tout au long de ce mé&moir

Notons pour finir que le déphasage de [l'onde atomique cf@#é
Ay [équations Pha9, Phal9)] présente une grande sensibilité aux variations
0Vmax de la hauteur du potentiel dipolaire : la variation corresfante du déphasage
0 Ap vaut

ou le rapportMv,;/hr est grand devant I'unité dans le régime semi-classiqaesD
la partie suivante, nous verrons qu’a cause de cette sktésibne faible modulation
spatiale de l'intensité de I'onde évanescente est saffispour diffracter I'atome de
facon efficace.
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Seconde partie

Diffraction d’atomes par une onde
evanescente stationnaire
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Introduction a la seconde partie

Nous nous tournons dans cette partie (les chapitres 5 aet@)la diffraction d’'une
onde atomique par I'onde évanescente stationnaire. @ase que l'intensité lumi-
neuse présente alors une modulation spatiale que le ndiraiomes se transforme
en un réseau de diffraction en réflexion. Comme dans laeparrécédente, nous al-
lons supposer que les atomes incidents sont suffisammestdear qu’ils puissent
étre réflechis par un champ lumineux a grand désaccands le regime de satura-
tion faible. Le mouvement de I'atome est alors détermiaéym potentiel scalaire, le
potentiel dipolaire qui correspond au déplacement lumirde I'état atomique fonda-
mental. Le probleme de la diffraction de I'onde atomiquastiiue ainsi un exemple
de la théorie quantique de la diffusion par un potentieiquique planaire.

D’un point de vue historique, la théorie de la diffractiom r@flexion d’une onde
de matiere par un potentiel périodique remonte aux atréate de ce siecle. Elle fut
développée suite aux expériences de TR\, F. KNAUER et R. FRISCH a Hamburg
(Allemagne), ou un jet atomique thermique fut réfléchdiéitacté par une surface cris-
talline [96, 97]. En 1932, J. MAEKSON et N. F. MOTT étudiérent I'echange d’énergie
entre la surface et 'atome incident [68]; ils furent lesmrers a se servir d’'un po-
tentiel répulsif avec une forme exponentielle pour dectinteraction de I'atome
avec la surface. En 1936 et 1937, A. FE\®DNSHIRE et J. E. LENNARD-JONES cal-
culerent l'efficacité de la diffraction d’'une onde atomégdans I'approximation de
BORN [56, 57], en utilisant un potentiel de ®RSE pour tenir compte a la fois de
I'attraction devAN DER WAALS a longue distance et de la répulsion par la surface
a courte distance. La formulation moderne de la théorimdbffraction d’'un atome
par une surface fut donnée en 1970 par NBRERA, V. CELLI, F. O. GOODMAN et
R. MANSON («Scattering of atoms by solid surfacél une fois que des expériences
plus fines de diffraction d’atomes par des surfaces furessiptes. Dans la suite, de
nombreux modeles théoriques simplifiés furent intrexlat confrontés aux observa-
tions expérimentales (voir I'article de revue par HOINKES [55] pour davantage de
réferences). Un aspect important de la diffraction par sunface cristalline est qu'il
faut généralement tenir compte du mouvement thermique sieface, en introduisant
des moyennes appropriées dans la théorie.

Revenons maintenant aux travaux sur la diffraction d’a®pea un champ lumi-
neux évanescent. C’est en 1989 que J. ¥JkhL et G. I. OPAT de I'Université de

ISurface Scienck9, 67-92 (1970).
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Melbourne (Australie) proposent d’utiliser 'onde évapente stationnaire comme un
réseau de diffraction en réflexion pour un jet atomiquBiffraction of atoms by a
standing evanescent light wave — a reflection grating fonaa). Ils s’intéressent en
particulier au cas d’un jet thermique en incidence rasanti&ecloppent une théorie
a partir d’eéquations d’ondes couplées pour un atomeua deveaux. Des populations
diffractées importantes sont prédites pour I'état &et pour I'état fondamental dans
I'ordre +2. Quelques mois plus tard cependant, il fut impossible ddoles la diffrac-
tion dans I'expérience du groupe de G. IpAY [98]. Cet échec fut attribué aux im-
perfections expérimentales qui ne permirent pas de desdordre de diffractiont+2
parce que I'angle de diffraction se trouve alors entre kxkau réflechi spéculairement
et la surface du diélectrique. La recherche de la diffoacti’un jet thermique en inci-
dence rasante se poursuiviten 1993 et 1994 lorsque dewrészs Doppleron furent
observées dans la réflexion par une onde évanescentdlparent stationnaire par les
groupes de J. BUDON a I'Université de Paris-Nord (Villetaneuse) [18, 99] etld.-

A. BACHOR et K. G. H. BALDWIN de I'Université Nationale d’Australie (Canberra)
[100]. Les Dopplerons sont des processus a plusieurs phaio I'état fondamental
de I'atome est couplé de fagon résonnante a I'état@xta réflectivité du miroir est
alors réduite parce que I'état excité est attiré versuldace. Par contre, aucune trace
d’atomes diffractés ne put étre décelée. En 1993 agaé, la théorie de R. BUTSCH
MANN, W. ERTMER et H. WALLIS, alors a I'Université de Bonn (Allemagne), prédit
de faibles populations diffractées dans les ordr@s—4 pour un jet atomique ralenti
[78], Dans leur approche, ils utilisent les niveaux hasildans I'onde évanescente
a titre de potentiels adiabatiques; I'atome est difgdot'squ’il passe d’une courbe
de potentiel & une autre par une transition non adiabatiaette image a été uti-
lisée par J. E. MIRPHY, L. S. HOLLENBERG et A. E. SvITH de I'Université de Mel-
bourne (Australie) pour interpréter les résultats guiht obtenus par une simulation
numeérique de I'expérience du groupe de H.-AdBIOR sur les résonances Doppleron
[101].

La premiere observation expérimentale de la diffracttbatomes par I'onde
évanescente stationnaire fut rapportée par le groupe .deR\WMER de I'Université
de Bonn en 1994 [12]. L'on utilisa alors un jet d’atomes rélen collimaté par re-
froidissement laser en incidence rasante. Le jet fut difer@ans I'ordre-2, avec un
rendement de quelques pour cent. En 1996, le groupe de®ENT de I'Université de
Paris-Nord & Villetaneuse put observer des populatioffidiées atteignant jusqu’a
40 % pour un jet d’atomes thermique [13]. Dans cette expéegele plan d’incidence
du jet a été tourné par rapport au plan d’'incidence dedéoavanescente stationnaire,
de facon a réduire la vitesse atomique dans le plan daated e groupe de C. M.AS
VAGE de I'Université Nationale d’Australie (Canberra) a pébtles résultats de si-
mulations numériques, en accord avec les expériences-#e BACHOR [80] et de
W. ERTMER [81]. Pour obtenir la diffraction dans les conditions depérience de
W. ERTMER, il fallut tenir compte de la structure magnétique degsetomiques

20Optics Communicationsl, 119-124 (1989).
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fondamental et excité. Notons que REDISCHMANN et ses collegues a Bonn ont
proposé une séparatrice atomique analogue en 1993 |7 9 atome avec plusieurs
sous-niveaux magnétiques est réflechi par une ondeegegante progressive a laquelle
se superpose un champ magnétique.

Quant a la diffraction d’atomes en incidence normale,sgtoupe a Orsay a tout
réecemment obtenu de premiers résultats. diffraction «dans le tempspar un mi-
roir a onde évanescente avec une modulation temporeliédiisée en incidence nor-
male par le groupe de J.ADIBARD du laboratoire KSTLER—-BROSSELde I'Ecole
Normale Supérieure (Paris) [14, 85], suite a une profosithéorique de C. H.,
A. M. STEANE, R. KAISER et J. IrLIBARD [102]. L'onde atomique réfléchie par
le «miroir vibrant> est alors modulée en frequence et ses bandes latérdldsni-
tesses differentes dans la direction perpendiculaireianintDes transferts de vitesse
discretisés de plusieufs:/M ont été observés.

Notons finalement qu’a part 'onde évanescente statioend’autres réseaux de
diffraction d’atomes ont été proposés. Citons les psitmns du groupe de G. |. RAT
de 1992 [11] ou figure en particulier un réseau de diffraceén réflexion basé sur
un champ magnétique périodique. Linteraction du monu#pdlaire magnétique de
I'atome avec le champ conduit a un potentiel périodigumtsif pour des sous-niveaux
magneétiques particuliers. Du point de vue mathématigonéel réseau magnétique est
décrit par un potentiel de forme similaire au potentieldigire de I'onde évanescente
stationnaire, mais a des échelles spatiales diffeserRappelons que la réflexion
d’atomes sur un tel miroir magnétique, sans diffractiobt@aobservée par le groupe
de E. A. HNDsS, alors a I'Université de Yale (Etats-Unis), en utilisame bande
magnétique [24], ainsi que par les groupes de BRNKAFORD et G. |. OPAT de
'Université de Melbourne (Australie) ou le miroir estalisé par une disposition
périodique d’aimants permanents [25].

Dans cette partie du présent mémoire, nous étudionlarithde la diffraction
d’'une onde de matiere par un potentiel exponentiel payiascalaire. Par rapport
a l'interaction d’'un atome a deux niveaux avec une ondmneéscente stationnaire,
nous nous limitons ainsi au regime de faible saturatioteammouvement de I'atome
est déterminé par le potentiel dipolaire; nous suppogoled’émission spontanée est
négligeable. L'onde lumineuse sera décrite par un chadagsicue externe. Dans la
plupart des cas, notre approche théorique sera motiveeira expérience ou les
atomes sont incidents au voisinage de la normale, telldlgiest réalisée dans les
groupes de J. BLIBARD et de A. ASPECT Nous emprunterons néanmoins volontiers
des approches développées dans d’autres domaines deslguey comme la diffusion
d’atomes par des surfaces cristallines ou encore I'opliguéneuse.

Du point de vue théorique, la diffraction d’atomes dan€@me de faible satura-
tion représente une situation modele pour la théeoriatigiae de la diffusion. Elle per-
met donc d’étudier plusieurs limites differentes et cténentaires. Des exemples sont
le régime perturbatif ou la figure de diffraction contisatilement de faibles ordres non

3A. LANDRAGIN, G. HORVATH, L. COGNET, communication privée (1996).
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spéculaires, ou encore la limite semi-classique ou lguenr d’'onde des atomes est
beaucoup plus petite que la profondeur de pénétratioloddd évanescente. Dans la
limite semi-classique, I'on peut s’attendre a ce que larégie diffraction s’approche
de la distribution des vitesses pour des particules classignous pouvons alors com-
parer la théorie quantique a une approche purementglassi les atomes sont décrits
par des points matériels. Nous verrons que la diffractiatoches lents par une onde
évanescente stationnaire permet de mettre en évidesggh@momenes divers liés a
des régimes physigues complémentaires.

Rappelons tout d’abord que I'apparition méme des ordredifffaction pour un
atome réflechi par 'onde évanescente stationnaireodéma que I'atome est une onde
de matiere debE BROGLIE. En effet, les angles de diffraction discrets ne peuvent
étre interprétés qu’en invoquant des interférencessitactives et destructives entre
les ondes atomiquessecondairesrayonnées par les differentes périodes du réseau.
Par rapport a la réflexion sur une onde évanescente simpleaous avons vu que
le régime quantique correspond a une vitesse incidergauignes en-dessous de la
vitesse de recul, la diffraction présente I'avantageseixpéntal que I'on peut la réaliser
avec des vitesses incidentes beaucoup plus élevées sé@sment nécessaire que la
collimation du faisceau atomique dans la direction trars/eoit meilleure que la
vitesse de recul, pour que I'on puisse résoudre les ordrelffdaction.

Une autre propriété importante de la diffraction est gndle atomique diffractée se
trouve dans une superposition d’états externes qui ontitesses differentes. L'onde
évanescente stationnaire réalise alors une séparatfterente pour I'onde atomique,
elle constitue ainsi un élément-clé pour l'interféreme atomique.

Finalement, nous voudrions attirer I'attention sur uné&dince significative entre
les réseaux en réflexion de I'optique lumineuse, d’'ung péate réseau de diffraction a
atomes que réalise 'onde évanescente stationnaingtrd’part : généralement, 'onde
évanescente varie lentement a I'échelle de la longueunde des atomes incidents.
Par conséquent, nous ne pouvons trouver les populatienerdees de diffraction de
la méme fagon que dans la théorie de la diffraction derf@éuoe, en imposant, a la sur-
face du réseau, des conditions aux limites appropriéesliffraction d’'un atome par
une onde lumineuse stationnaire ressemble plutdt affacliion de la lumiere par une
onde acoustiqufeet les descriptions théoriques de ces deux phénomemtigcnent
en effet de nombreux analogies. Cette analogie se limitercignt a une géométrie de
transmission, alors que dans I'onde évanescente stairenta trajectoire de I'atome
est renversée et sa vitesse s'annule au point de rebroessdrm fait que la longueur
d’onde atomique devient alors infinie, d’'un point de vue selassique, complique ap-
paremment la théorie de la diffraction d’atomes en réflexiOr, nous avons constaté
gue les fonctions d’onde atomiques exactes qui décrienéflexion par une onde
évanescente simple ne contiennent pas de singularitéiatige rebroussement clas-
sigue. Nous pouvons donc nous en servir comme point detd@marcalculer la figure
de diffraction de fagon perturbative. Cette approcheespond a I'approximation de

“M. BoRN et E. WOLF, Principles of Optic{Pergamon Press, 6e édition), chap. XII.
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BORN de la théorie de la diffusion quantique.

L’organisation de la partie I

Chap. 5. Nous présentons d’abord I&seau de diffractionréalisé par le potentiel
dipolaire de I'onde évanescente stationnaire.

Chap. 6. Ensuite est étudié imouvement classiqual’un atome ponctuel dans ce po-
tentiel. Nous calculons la distribution classique dess@és des atomes réflechis,
et nous interprétons sa forme et sa largeur, ainsi que satigaravec I'angle
d’incidence.

Chap. 7. La théorie cinématique de la diffraction est présentaeus calculons
les angles de diffraction et proposons une approche pettueba I'aide de
I"approximation de BORN. Nous étudions I'efficacité de la diffraction dans les
régimes semi-classique et quantique.

Chap. 8. Nous développons une méthode d’approximation pour ¢gnré semi-
classique, Bpproximation du réseau de phase mincegui permet de ca-
ractériser la figure de diffraction au-dela de la limitetpebative, a condition
gue les atomes ne soient pas incidents en incidence rasamee la profon-
deur de pénétration de I'onde évanescente stationsaitecomparable a sa
période. Dans I'approximation du réseau de phase miadgure de diffraction
se rapproche de la distribution classique des vitesseguersn grand nombre
d’ordres de diffraction est peuplés. Nous comparons egipeoximation a celle
de RAMAN—NATH qui est utilisee pour un réseau en transmission.

En annexe au chapitre 8, nous reproduisons l'artidleomic diffraction by a
thin phase grating par C. H., J.-Y. ©URTOIS et A. ASPECT, paru dans le
numeéro spécial Optique et interferométrie atomiquelu Journal de Physique
Il (France) 4, pp. 1955—-74 (novembre 1994).

Chap. 9. Nous montrons qu’une onde évanescente avec une grandeelange
décroissance permet de réaliser un réseau de diffraépais. Il apparaissent
alors degésonances d8BRAGG ou seulement deux ordres de diffraction sont
couplés entre eux de facon résonnante. Nous mettroesg@ence qu’au-dela de
la limite perturbative, les populations des ordres réaatsmsont décrites par un
basculement périodique, un phénomene connu sous le edenRendelbsung
dans la diffraction des rayons X ou des neutrons par un n&Seas.

Chap. 10. Dans lerégime quantique le réseau de diffraction peut étre modélisé
par une barriere de potentiel infinie. Nous empruntongtijue lumineuse
'approximation de RYLEIGH qui permet de calculer, dans le cadre de ce
modele, la figure de diffraction au-dela de I'approximattde BORN.
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Chap. 11. Nous montrons qu’une théorie de diffraction avec un atarag niveau est
insuffisante pour expliquer [iffraction en incidence rasante Nous dépassons
alors le cadre de la théorie scalaire et présentons deanoclpes alternatives:
la théorie de R. BUTSCHMANN et ses collegues qui fait intervenir I'état ex-
cité [78], et la diffraction d’un atome avec une structuragmétique dans I'état
fondamental [81, 79]. Nous comparons ces approches adaiéhScalaire, ainsi
gu’aux expériences de diffraction en incidence rasante.

Chap. 12. Nous reproduisons notre proposition théorique pour umike @vanescente
avec unemodulation temporelle, qui permet diffracter une onde atomique
dans le temps¢A modulated mirror for atomic interferometryar C. H., A.
M. STEANE, R. KAISER et J. DALIBARD, qui a également &té publié dans le
numeéro spécial Optique et interferométrie atomiquelu Journal de Physique
Il (France) 4, pp. 1877-96 (novembre 1994).

Remarque: Note pour la lecture. Le chapitre 7 représente la pierre angulaire de
cette partie : c’est la théorie des perturbations danpt@pmation de B RN qui nous
permet d’identifier des situations physiques difféerentess chapitres suivants 8 a 10
sont indépendants les uns des autres, mais ils s’appuieres résultats perturba-
tifs pour développer des approches théoriques apmepraux differentes situations
physiques. Le chapitre 6 éclaire les résultats de I'appration de BorRN d'un point
de vue classique; il précise également le régime d'weaé«mince) auquel est li-
mité I'approximation du réseau de phase mince du chagitrees chapitres 11 et
12, également indépendants, vont au-dela de la théerigiffraction par un potentiel
scalaire et indépendant du temps; ils servent a prélg@sken aux autres réalisations
expérimentales de la diffraction par le miroir & onderascente.

Les chapitres les plus proches des expériences actuetieges chapitres 8 et 11,
ils se complétent mutuellement pour les deux cas limiteirtgdence quasi-normale
et rasante.



Chapitre 5

Le reseau de diffraction

Le réseau de diffraction a atomes que nous étudions detites jgartie est créé par
le champ lumineux d’'une onde évanescente stationnaires Barégime de faible
saturation, et en négligeant 'émission spontanéejffeadtion d’atomes devient un
probleme hamiltonien ou le mouvement de I'atome estrd@te par le potentiel di-
polaire. Ce potentiel est donné par le déplacement lumirte I'état fondamental
atomique, il est proportionnel au module carré du charaptéfjue lumineux.

Dans ce chapitre, nous présentons le champ lumineux ded’émanescente sta-
tionnaire et nous en étudions les échelles spatialestéaistiques. Ensuite, nous don-
nons le potentiel dipolaire correspondant et nous rapgeies conditions dans les-
guelles ce potentiel permet de décrire la diffraction atags.

5.1 Londeévanescente stationnaire

Considérons deux ondes lumineuses planes qui subisseméfiexion totale interne
sur l'interface entre le vide et un milieu diélectrique eti ge propagent en sens
opposé parallele a linterface. La géométrie est es@e sur la figure 5.1. Dans le
vide au-dessus de l'interface, deux ondes évanescenestenent et créent une onde
évanescente stationnaire. Nous nous limiterons auxcéssadeux ondes lumineuses
ont la méme fréquence et sont incidentes sous un méme paglrapport a la nor-
male de l'interface. Dans I'approximation scalaire, I'diiygle complexe du champ
électrigue est donnée par

E(r) = [By e + E_e 7] e, (5.1)

Les gquantitég et ix sont les composantes du vecteur d’onde lumineux paraele
perpendiculaire a I'interface. Nous avons choisi uneyst des coordonnées tel que le
planzOz se confond avec le plan d’'incidence des deux ondes lumiselusg modules
carrés des amplitudes électriques sont proportionnelles aux intensités des ondes
lumineuses incidentes.
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7 onde evanescente stationnaire
\_/\_/\/\
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Figure 5.1: Dispositif expérimental schématique poéectune onde évanescente sta-
tionnaire.

Le champ €électrique (5.1) de I'onde évanescente stadiomast invariant par trans-
lation dans la directiorOy. Ceci implique qu’un atome qui interagit avec lui de-
meure en mouvement rectiligne et uniforme dans cette diredilous pouvons donc
nous limiter au plancOz pour décrire son mouvement. Par analogie avec le schéma
expérimental de la figure 5.1, nous appelerénsla direction«verticale), et Ox la
direction«horizontale.

Echelles spatiales caradristiques

Les deux ondes lumineuses ont un vecteur d’'onde dont la ceanmp® horizontale est
donnée par
q = krngsinfy,. (5.2)

Dans cette expressioh;, est le module du vecteur d’onde optique dans le vige,
est I'indice de réfraction du diélectrique &t est I'angle d’incidence des ondes lumi-
neuses, mesuré par rapport a I'axe vertical. Le vecteurdBq définit la période: de
l'intensité de I'onde évanescente stationnaire:

T__ M (5.3)

a =
q 2ngsinfy

ou A\, = 27 /k;, est la longueur d’onde lumineuse dans le vide. Nous notoedaju
période du réseau est inférieure a la moitié de la lengd’onde optique) ;. /2.

Dans la direction verticale, le champ électrique (5.1) @au@paisseur 1/x donnée
par la profondeur de pénétration des ondes évanesceatesnstante de décroissance

Kk vaut
k= kp\/nZsin? 6, — 1. (5.4)

Si les ondes lumineuses sont incidentes au voisinage dgd'fimite (nysin 6, — 1),
 tend vers zéro et I'épaisseur de 'onde évanescentediegrande. A I'exception de
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Figure 5.2: Schéma expérimental pour une onde évantesséationnaire avec une
longue période.

cas particuliers, nous allons considérer que I'eépaisded’onde évanescente est de
I'ordre de la longueur d’onde optique réduitg/2x.

Remarque.On peut créer une onde évanescente stationnaire doatitadpa est plus
longue que\;, si les deux ondes lumineuses qui la composent ne se propaaeen
sens opposé, mais que leurs plans d'incidence s’écattentangle~ du planzOz,
comme le représente la figure 5.2. Le vecteur d’'opdgui est la projection du vec-
teur d’'onde lumineux sur 'ax@z, est alors plus petit parce qu'il contient un facteur
supplémentaireos v par rapport a (5.2). Si les deux ondes lumineuses sontyeess;
propageantesy(— 90°), ¢ tend vers zéro et on obtient une onde stationnaire avec une
période treés longue.

5.2 Le potentiel dipolaire

Rappelons que dans le réegime de faible saturation, le pektdipolaire est proportion-

nel au module carré du champ électrique et qu'’il repousseatiomes de l'interface
pour un désaccord a résonance positif [voir (1.16)].rRomde évanescente station-
naire (5.1), il prend la forme d’'une barriére de potentigd@nentielle dont la hauteur
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est spatialement modulée:
V(r) = Vipax (1 + € cos 2qx) e 2~ (5.5)

La valeur moyenne du potentiel & I'interface=£ 0) égale

Vinax = |E+‘2 + |E*‘2) ) (56)

2
s
et le contraste de la modulation du potentiel vaut

2B, E._|

=" 5.7
VN SN ToNL &1

Notons que le contraste est indépendant de la distagckinterface, et inferieur ou
égal a l'unité.

Le potentiel dipolaire (5.5) est représenté sur la figuie Ses échelles spa-
tiales caractéristiques sont la longueur de décroigsancet la période: de I'onde
évanescente stationnaire que nous avons étudiéesayrapine précédent. La barriere
de potentiel présente devallées aux nceuds de I'onde évanescente stationnaire
x = (p+ 1/2) a avecp un entier, qui sont séparées par detes situées aux ventres
x = pa. Un atome avec une énergie incidente supérielte-ac) V,,., peut atteindre
la surface: = 0 du diélectrique au fond des vallées du potentiel. Si nappssons que
'atome est alors perdu, cette energie représente latiade la barriere de potentiel.
Il est commode de I'exprimer par la vitessg,,

M2 = (1 =€) Vinax. (5.8)
Cette vitesse,, ., €st non nulle pour un contraststrictementinférieur a I'unité. Nous
allons exclure le cas= 1 dans la suite.

5.2.1 La condition de flexion pour le reseau

Considérons un atome incident sur la barriere de potgftig) avec une vitesse in-
cidentev;. Comme sa composante de vitesse dans la dire€tipast conservée, une
condition suffisante pour qu'il soit réflechi par le poiehést que son énergie cinétique
incidente dans le planO~z soit inférieure a la hauteur de la barriére. En utilidant-
tesse maximale,,.,, cette condition s’écrit

Uiz‘ + ng’ < Urznax' (5.9)
Cette condition est une limite pessimiste. Elle assure @ienhe est réflechi quels
gue soient sa position d’impact et son angle d’'incidenceéflexion est néanmoins
possible pour des vitesses incidentes plus grandes darstdasons particulieres :
par exemple, si 'atome arrive en incidence normale sur wate du potentiel, ou
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Figure 5.3: Le potentiel dipolaire de I'onde évanescemégicgnaire (en unités de
Vinax)- Le contraste vaut= 0.5.
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encore en incidence oblique, si la composante horizontala ditesse reste non nulle
pendant la réflexion. La condition de réflexion devientslegale a celle du miroir a
onde évanescente::

Vzi S Umax- (510)

Remarque.Un potentiel semblable au potentiel dipolaire de I'ondartascente station-
naire (5.5),

Va(r) = Vinax exp(—2kz + € cos 2qx) , (5.11)

a été étudié par G. RMAND pour décrire la diffraction d’'un atome par une surface-cris
talline [103, 104]. La période /¢ du potentiel correspond alors a la maille élémentaire
du cristal, et la longueut /x modélise une profondeur de pénétration non nulle de
'atome dans le cristal. Dans la limite/x — 0, I'on retrouve une barriere de poten-
tiel infinie située sur la surface du cristal= (e/2x) cos 2¢qx. D’autre part, a la limite
d'un contraste faible, les potentiels (5.5) et (5.11) deviennent iderdi&ju

5.2.2 Conditions de validie

Rappelons que la description de l'interaction entre I'a¢oghle champ lumineux en
termes du potentiel dipolaire est justifiee si la saturatie la transition atomique
est faible et si le temps d’interaction est suffisammenttcpaur que la probabilité
d’émission spontanée soit négligeable. En outre, nous fimitons au seul potentiel
dipolaire de I'onde évanescente et nous négligeonefaation attractive deaN DER
WAALS, en supposant que I'atome rebrousse chemin suffisammentiopsommet
de la barriere de potentiel. Ces conditions impliquentni&snes contraintes pour la
diffraction que pour la réflexion d’atomes, et nous renvs/au paragraphe 2.2.2 du
chapitre 2 pour une étude plus quantitative.

En revanche, nous devons ré-examer encore deux condifioregoutent de nou-
velles contraintes parce que le mouvement atomique daestidin horizontale)x
intervient explicitement dans la théorie. Nous supposonsffet

e que le déplacement @PPLER est négligeable par rapport au désaccord de la
fréquence lumineuse et

e que l'atome suit adiabatiquement le niveau habillé quirej’'état fondamental
en absence du champ lumineux.

En incidence au voisinage de la normale, le mouvement denflatdans la direction
horizontale est lent par définition de sorte que le deplar¢rDoPPLER est faible
et que I'état de 'atome peut suivre adiabatiquement leauvde I'état fondamental.
Les contraintes suivantes sont donc pertinentes surtemi@diffraction en incidence
oblique.
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Le déplacementDopPPLER Lorsque I'atome est en mouvement a la vitessdans
la direction horizontale, il voit, dans son référentiebpre, les fréquences lumineuses
des deux composantes progressives de I'onde évanesémtae@ks a cause de 'effet
DoPPLER Les décalages en frequence valedf , ou Ap = qu, est le déplacement
DoPPLER et v, la composante horizontale de la vitesse atomique. Pour nde o
évanescente simple, nous avons pu incorporer ce change®drequence dans la
définition du désaccord\, en nous placant dans le référentiel propre de l'atome. S
nous faisions cette transformation pour I'onde évandscstationnaire, elle créerait
une difference de frequen@&\ , entre les deux ondes lumineuses et le potentiel di-
polaire deviendrait donc dépendant du temps. Nous &vitette dépendance en res-
tant dans le référentiel du laboratoire dans lequel lex deades évanescentes ont la
méme frequence. Cependant, au sens strict, le potemiglade dépend alors de la
vitesse horizontale, a travers le désaccord. Nous négligeons cette dépeadam
nous placant dans le régime ou le désaccord est beapdasigrand que le décalage
DOPPLER:

A > Ap. (5.12)

Les décalages ODPPLER pour la vitesse incidente,; et pour les vitesses des ordres
de diffraction ne different que par une frequence de fFerde la frequence de re-
cul, hk? /2M, et cette difference est généralement faible devanésaccord\. Le
décalage @PPLER pertinent dans (5.12) est donc celui pour la vitesse intaen
vz Comme il s’annule en incidence normale, c’est en incidersante que le
regime (5.12) peut étre remis en question. Nous présmmgeau chapitre 11 une ap-
proche alternative a la diffraction qui ne repose pas sysaiantiel dipolaire scalaire
et qui est valable méme quand le décalageeBLERest comparable au désaccord.

Le suivi adiabatique. Le mouvement de I'atome dans la directiom crée un«cou-
plage non adiabatique[78] entre les états habillés associés aux états fordéah
et excité parce que ceux-ci présentent des variationadgst Nous avons vu au cha-
pitre 1.1, a I'équation (1.23), que la frequence caastiques), .q. pour ce couplage
est de l'ordre
[dE(r)]
hA
La estimation (1.24) pour la probabilité de suivi adiatpaé donne alors la condition
suivante

Ona ~ qUg (5.13)

|dE(r)
qUy A
pour la composante horizontale de la vitesse atomique. Banstatons que ce critere
est satisfait, compte tenu du régime de faible saturatloh2, dés que nous nous
sommes placé dans le regime d’'un décalageB®LERA ;, faible devant le désaccord
A [la condition (5.12)].

<A (5.14)
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Chapitre 6

Le mouvement classique

Nous étudions ici le mouvement classique d’'un atome darsotentiel dipolaire
de 'onde évanescente stationnaire. Nous considéraisd] une onde stationnaire
avec un contraste faible et calculons de facon analytiqueeurbative le transfert
de vitesse dans la direction horizontale, parallele audpaeseau. Nous constatons
gue le transfert de vitesse diminue quand I'angle d’incigeties atomes s’écarte de
I'incidence normale, et nous donnons une interprétatiysgue de cette diminution.
Le résultat analytique est ensuite comparé a une salutionérique des équations
classiques du mouvement. La comparaison nous permebtifata critere quantitatif
pour la validité de I'approche perturbative.

6.1 Calcul analytique perturbatif

6.1.1 Leséquations du mouvement

On déduit du potentiel dipolaire de I'onde évanescergtatnaire (5.5) les équations
du mouvement suivantes

2

Z(t) = € q]‘\/;lax sin 2qx(t) e~ 27 *®) (6.1a)
2 max —

) = “A‘; 1+ € cos 2qz ()] o250 (6.1b)

Bien avant d'interagir avec I'onde évanescente, I'atoreetrsuve dans la région
asymptotique ou le potentiel s’annule. Il y est donc en neowent rectiligne et uni-
forme a la vitesse incidente.;, —v.;). Les conditions initiales pour les équations du
mouvement sont alors

t— 00 : {ﬁgg - (6.2)

1Comme I'atome est en mouvement avec une vitesse constargdeddirectionDy, nous omettons
cette coordonnée.
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Longtemps apres l'interaction, I'atome se trouve de nauveans la région asymp-
totique avec une vitesse finale, s, v.¢). A cause de la conservation d’énergie, nous
avons

vif + vgf =02, + vk (6.3)

Nous introduisons le transfert de vitesse horizontal
Avy = Vgp — Uy (6.4)

qui est la difference entre les composantes de vitessedmbales apres et avant
l'interaction.

6.1.2 Solution perturbative

Il semble difficile de donner une solution analytique auxi@&@gpns du mouvement
(6.1). Nous avons donc recours a un calcul approché, solvant les équations
du mouvement pour un faible contrastele 'onde évanescente stationnaire. Si le
contraste vaut strictement zéro, la trajectoire de I'aoest celle que nous avons
etudiée pour le miroir a onde évanescente, dans lagparéicedente. Nous calculons
ensuite le transfert de vitesse horizontal, au premieregodr rapport au contraste de
'onde évanescente.

Rappelons la trajectoire non perturbée pour le potenéi¢lahde évanescente non
modulée Pha 2)

z© (t) = Tpep + Vait (6.5a)
20 (t) = Zwep +r Incosh(kv.t) (6.5b)

ou z.., est la distance entre I'interface et le point de rebroussefda 3)

1 | 2Vinax
Zreb = — In
PT ok M v

(6.6)

L'origine du temps est choisie telle que I'atome rebroudssmn a l'instant = 0
dans la directiorOx, il se trouve alors a laposition d'impact z..,. Par ailleurs,
'atome est en mouvement a vitesse constante dans laidivdairizontale. La trajec-
toire (6.5) est représentée sur la figure 6.1 (avg¢ 2., = 0).
Pour un contrastenon nul, nous écrivons la composante horizontale de ladraj
toire sous la forme
w(t) = 2O0) + 20 + ..., (6.7)

ou la corrections(Y)(¢) est du premier ordre en Nous insérons cette expression dans
'équation du mouvement (6.1a). En remplacant, dans Ieione droit de I'équation
du mouvement, la trajectoire par son expression (6.5)rdriéozéro, on trouve

2 sin 2q (xreb + Uarzt)
“ cosh®(t/ Ting)

iV (t) = equ (6.8)
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Figure 6.1: Trajectoire classique non perturbée (6.5).

ou nous avons not@,; le temps d’interaction de I'atome avec lI'onde évanescente
Comme pour la réflexion simple;,; est égal au temps nécessaire pour traverser la
longueur de décroissance de I'onde évanescente a &sgitacidente verticale

1

KUy

Tint = (69)
L’équation (6.8) pour la correction™™ () montre que la partie modulée du po-
tentiel exerce une accélération sur I'atome pendant orpsede I'ordre du temps
d’interactionr;,;. Au point de rebroussement, I'accélération vaut
10V
iV (t=0)=— e = € q v sin 2qTep.- (6.10)

(xreb 7Zreb)

Cette quantité ne dépend pas de la hauteur de la baregretdntiel/,,... parce que, au
point de rebroussemeny,,, la valeur du potentiel égale I'énergie cinétique imeite
Muv?, /2 (6.6).

Il est possible d’intégrer une fois de fagon analytiquedélérationi:™ (¢) (6.8),
et de trouver la correction(! (¢) de la vitesse horizontale en fonction du temps. Le
calcul détaillé est présenté dans I'annexe 6.A. Noudamons ici que le transfert de
vitesse final, que I'on I'obtient a la limite des temps longs

Av, = vV (t — +o0) = 2¢ gvziﬁ(f) $in 2qZrep (6.11)
K
La fonction3(¢) dans cette expression est donnée par
w2

son argumeng est un parametre sans dimension

§ = 2qUy; Tint = 24 tan 0, (6.13)
K
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Figure 6.2: Réflexion localement spéculaire sur la sertéerebroussement (6.16).

qui dépend de l'angle d’incidenck des atomes. Nous appelerofi&) le «facteur
d’obliquité». En incidence pres de la normale, il tend vers l'unité

2
. 1T 4
E<1: &) =1~ ¢ +0(¢"), (6.14)
alors qu’en incidence oblique, il décroit exponentieldnt vers zéro

§>1: (€)= mexp(—mE/2) + O [€ exp(—3mE/2)] . (6.15)

Dans le paragraphe suivant, nous interprétons le trarmdfevitesse (6.11) dans les
deux cas limite d’incidence normale et d’incidence oblique

6.1.3 Interprétation du transfert de vitesse
Incidence normale

Pour interpréter le transfert de vitesse (6.11), intredns lasurface de rebroussement
Zeb (), OU I'ENnergie potentielle égale I'énergie cinétigneidente. Cette surface est
donnée par I'équation

Zreb (T) = zfgl)) + i In(1 + € cos2qx) (6.16)
ou szj@, est la distance du point de rebroussement pour un contnalqi @). La surface
de rebroussement est dessinée en pointillées sur la figRré\ cause de la conser-
vation de I'énergie, un atome peut pénétrer dans leareske diffraction seulement
jusqu’a cette surface.

Imaginons-nous maintenant le potentiel dipolaire renmolzar une barriere de po-
tentiel infinie qui se trouve sur la surface de rebroussemeyit:). Quand un atome
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Figure 6.3: Composante horizontale de la vitesse atomaupremier ordre par rap-
port au contraste. Nous avons pris la vitesse incidepteomme unité de vitesse.

est réflechi spéculairement par un telle barriere,@oktion d’'impacte,,, il recoit un
transfert de vitesse horizontal parce que la surface eskdo®nt inclinée par rapport
au plan horizontal (voir la figure 6.2). Pour un contrastaible, le vecteur normal a
la surface (6.16) forme un angidq/x) sin 2qx.., avec I'axe vertical. La trajectoire
atomique réfléchie est déviée du double de cet angleyiceogrespond a un transfert
de vitesse horizontal égal&v, = 2¢(q/k) v.; sin 2qz,q,. Ce transfert est en accord
avec (6.11), compte tenu du fait qué&) est égal a I'unité en incidence normale.

Cette interprétation suggere que la réflexion de l'at@rmieeu de facon instan-
tanée ce qui n'est pas tout a fait exact. En réalitépftad est déja soumis a une force
non nulle avant d’arriver a la surface de rebroussementtrd d’illustration, nous
avons tracé sur la figure 6.3 la vitesse horizontale au gneondre que I'on obtient en
intégrant 'équation (6.8) pour,; = 0, avec le résultat

B Av,
1 exp(—t/Ting)

v (t)

xT

(6.17)

On voit sur la figure que la vitesse horizontale change denfaspntinue pendant
l'interaction. Elle augmente pendant un temps de I'ordraegdups d’interaction,,,
et atteint sa valeur asymptotigie, apres quelques,;.

Néanmoins, si le changement de la vitesse horizontaletrodnit pas de
déplacement important de I'atome a I'échelle de la quiidu réseau, la réflexion
instantanée sur la surface de rebroussement reste unptaride. Nous en donne-
rons au paragraphe 6.2 un critere de validité plus préuoisque nous comparerons les
résultats de I'approche perturbative a un calcul nuquaride trajectoires.
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Figure 6.4: Correction de la vitesse horizontale en inaéewblique, en fonction du
temps.

(a) Nombre de périodes traversées faillg{;,. = 1). (b) Nombre de périodes
traversées éleveduv,; i = 5).

Incidence oblique

Le transfert de vitessAuv, (6.11) devient petit lorsque I'on s’éloigne de l'incidenc
normale, & cause de la décroissance (6.15) du facteuligliite. Pour interpréter cette
décroissance, notons qu’en incidence obliqug & 0), 'atome traverse plusieurs
périodes du réseau pendant le temps d’interaction. Laeparodulée du potentiel
exerce donc une force oscillante sur I'atome (6.8), avecfrt@mpience d’oscillation
donnée parqu,;. Le transfert de vitesséuv, correspond a la valeur moyenne de
cette force sur un intervalle de temps de l'ordre du tempstefactionr;,; (voir
'équation 6.8). Si maintenant I'atome traverse un gramichbre de périodes du réseau
pendant la réflexion, on s’attend a ce que le transfert tksse& devienne petit, d’'une
part parce que la moyenne sur l'oscillation tend vers zémaitre part parce que
I'amplitude des oscillations de la force varie de facontoare? Le transfert de vi-
tesseAwv, devient donc négligeable dans la limite:

2QVy; Ting = 2g tanf; > 1. (6.18)
K

C'est précisément ce phénoméne qu’exprime le factéabliduité F(¢) dont
'argument¢ (6.13) est d’ailleurs égal a (6.18).

2C'est a cause de I'enveloppe continue des oscillations derte que dans la limite d’une grande
frequence d'oscillatior2qu,; > 1/7int, le transfert de vitesse décroit plus vite qu’une loi dsgance,
a la différence d’une enveloppe en créneau.
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Sur lafigure 6.4, nous montrons le changement de la vitessohtale au premier
ordre en fonction du temps, pour deux valeurs differengdadréquence d’oscillation
de la force. On constate que pour une oscillation rapideiésse suit les oscillations
de la force de facon “adiabatique” pendant I'interactsifgien qu’aux temps longs, le
transfert de vitesse s’annule en méme temps que la force.

Remarque 1.Pour la composante de vitesse suivant la directierticale le calcul
perturbatif devient plus complexe pour la raison suivafiéjuation pour la correction
du premier ordre/")(¢) contient une force de rappel

COs 2q (xreb + Uarit)

(1) 2 M (1) = q
ZH(t) +wi(t) 247 () eli%ﬁt Ty — (6.19)

avec une fréequence d’oscillatian (¢) qui dépend du temps

\/E/Tint

) 6.20
cosh(t/Tint) ( )

w,(t) =
Il est possible d'intégrer I'équation (6.19) de facombique, en utilisant la fonction de
GREEN pour I'opérateur différentiel du membre gauche, maissnoallons pas entrer
dans les détails. En effet, il suffit d'invoquer la consénmd’énergie (6.3) pour trouver
le transfert de vitesse findlv, : au premier ordre par rapport au contraste, ceci donne

Vs

Av, ~ —Av,— = —2¢ gvmﬂ@) sin 2¢Trep - (6.21)
Vs K
Remarque 2.Nous constatons que les rapports entre les transferts elgseihv,, .
(6.11, 6.21) et la vitesse verticale incidenig ne dépendent plus que de l'angle
d’incidenced; et des parameétreset ¢/« caractérisant la forme géométriqgue du po-
tentiel. Pour interpréter cette invariance, introdusales unités naturelles dans les
équations du mouvement (6.1) : choisissons comme unitérdgieur la longueur de
décroissancé /x de 'onde évanescente et comme unité de vitesse la vitesisiente
verticalev,;. L'unité naturelle pour le temps est alors donnée parrfgted’interaction
Tt (6.9). En utilisant ces unités, les équations du mouvémeviennent

i (i) = e% sin [2% 55(5)] e 2(3(D—%en) (6.22a)
o (f) = {1 + ecos {2% i(f)} } e~ 2(2(Dren) (6.22b)

ol les quantités avec I'accent circonflexe sont sans difoer{les primes dans (6.22)
dénotent la dérivée par rapportt i et ol 2, €st la position du point de rebrousse-
ment (6.6). Si nous répérons maintenant la coordorinpgar rapport .., les seuls
parametres qui restent dans ces équations sont en effenteaste du réseauet le
rapportg/x entre les échelles spatiales verticale et horizontaléseau.

Les conditions initiales (6.2) deviennent, en utilisastuaités naturelles,

= tané,,
; ) (6.23)



102 Diffraction

ou n'intervient plus que 'angle d’'incidence. Par consént, la forme géométrique des
trajectoires est indépendante de la vitesse incidentaerle, seul le temps nécessaire
pour parcourir les trajectoires en dépend.

6.1.4 Ladistribution classique de la vitesse finale

Considérons maintenant un ensemble classique d’atomiesoqt réflechis par le
réseau, et calculons leur distribution de vitesse agFiexion. Nous supposons que
les atomes sont tous incidents a la méme vitesse et sowEnte mngle et que leur dis-
tribution en position est uniforme sur une période duaésavec une densité linéique
Pi-

Dans le cadre de I'approche perturbative, la vitesse fiftalel] deépend de la posi-
tion d’'impactz..,, c’est-a-dire de la position de I'atome a I'instant oand la direction
verticale, il rebrousse chemin:

Vg f(Zreb) = Vgi + AvL™ sin 2qTyep (6.24)
Le transfert de vitesse maximak*** dans cette expression vaut

AvP™ = 2¢e (q/k) v, B(E) - (6.25)

Le résultat (6.24) permet de calculer la distribution deitesse finale par le raisonne-
ment suivant: le nombre d’atomes qui rebroussent chemanpisitionz,.;,, a d,,
pres, est égal @; dx,.,. Par ailleurs,p; dz.o, est égal au nombre d’atomes qui ont
une vitesse finale, ;, adv, prés. La distribution des vitesses finalés, ;) est donc
donnée par

’ N o7 -1/2
= Au {1 - <Tfm> ] (6.26)

Cette distribution est représentée sur la figure 6.5.d&llee largeur caractérisée par le
transfert de vitesse maximal et contient deux pics de mé@utehr aux vitesses finales
Vg = AveX,

Pour interpreter les pics de la distribution de vitesse sn@appelons que la vi-
tesse finale (6.24) passe par des valeurs extrémes auopssiimpactz,., = +a/4
ou le gradient horizontal du potentiel est maximal (pouncidence normale, voir
la figure 6.2). Tous les atomes qui interagissent avec keatéslans une bande in-
finitesimaledz,., autour des ces positions d’'impact, contribuent a la méiesse
finale, a une largeutv, ; prés qui est d’ordre quadratique én,.,,. La distribution de

8x reb

p(vay) = 2p;

(%x f

3Le facteur2 dans I'équation (6.26) tient compte du fait que deux posgipar période du réseau
correspondent a la méme vitesse finale. Elles se trouvefagbn symétrique de part et d’autre de la
position ou le gradient du potentiel est extrémum.
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Figure 6.5: Distribution de vitesse classique de parteukfléchies par une onde
évanescente stationnaire. Incidence normale. La vitessest mesurée en unités de
v,;. Le transfert de vitesse maximal vaNt** ~ 0.04 v,;.

vitesse diverge donc aux valeurs extréfdsv,; = v,; = Av™*. Nous notons que
l'integrale de la distribution sur les pics divergentsteefinie, puisque la distribution
est normalisée.

Pour la diffraction d’atomes, nous allons constater (awagaphe 8.4.6) que la
distribution classique (6.26) donne I'enveloppe de la fgie diffraction, si toutefois

'approche perturbative que nous avons suivie pour caldelgansfert de vitesse, est
valable.

6.2 Comparaison au calcul nunerique

La solution numérique des équations classiques du moenepermet d’etudier de
facon quantitative jusqu’a quelle valeur du contrasa@proche perturbative reste va-
lable. Quand le contraste de I'onde stationnaire augmémtieajectoire de I'atome
s’écarte de plus en plus de sa forme non perturbée. Nowtéasons d’abord
cette déviation en incidence normale, en comparant le dedipteraction aux
temps d’oscillation dans les modulations du potentiel. Nalentifions ainsi deux

4Un effet semblable est a I'origine de I'arc-en-ciel : un@ayumineux réfracté par une goutte d’eau
est dévié par un angle qui dépend du parametre d'impacygbn. Les valeurs extremes de la déviation
angulaire du rayon correspondent aux angles ou appangissercs-en-ciel. Voir aussi [105, 106] pour
un tel effet dans la diffusion d’atomes par un surface dtista
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régimes qui permettent d’interpréter les résultats @igues. Ensuite, nous étudions
I'influence du contraste sur la déviation des trajectogreincidence oblique.

6.2.1 Incidence normale

L'approche perturbative utilise la trajectoire non pdr&g de I'atome qui est stricte-
ment verticale en incidence normale. Cependant, la vrajedioire s’écarte de I'axe
vertical sous I'influence du gradient horizontal du poteinfNous nous attendons a ce
gue le calcul perturbatif soit une bonne approximation sié@placement de I'atome
dans la direction horizontale est petit a I'echelle dedagale du réseau. Dans la limite
opposée, la trajectoire de I'atome est modifiée de fagguoitante, et I'atome effectue
alors un mouvement oscillatoire dans le potentiel.

Pour caractériser ces deux régimes, considérons ureajanentre dans le poten-
tiel au«fond d’'une vallée, autour de la positiom = /2. En approximant le potentiel
(5.5) au fond de la vallee par un potentiel harmonique, oovie que la frequence
d’oscillationw, dans la direction horizontale est donnée par

Wy = 2q1\/ Evﬁem (6.27)

Dans la région asymptotique, le potentiel et par cons&gue fréequencew,
s’annulent. Quand I'atome entre dans le potentiglaugmente et atteint sa valeur
maximale & la position = z.,(z = a/2) de la surface de rebroussement (6.16). La
valeur maximalev*** de la frequence d’oscillation vaut donc

2
D Ly (e (6.28)

* KTt | 1 — €

Le déplacement de I'atome dans la direction horizontatefable si le temps
d’interactionr;,,; est court, comparé a la période d'oscillation. Cettedition peut

s’exprimer sous la forme
2
Wy Ty = g\/ € <1, (6.29)
o

ou le parametre 7, donne I'ordre de grandeur du nombre d’oscillations pendant
le temps d’interaction. Nous appelons ce régime celuirégeau gonetriquement
mince La situation est illustrée sur la figure 6.6.

Le réegime opposé est celui d'ugseau gonetriguemengépais cas dans lequel
I'atome oscille plusieurs fois dans la vallée de poteq@idant le temps d’interaction.
Ce régime est caractérisé par la condition

> 1. (6.30)
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Figure 6.6: Trajectoire classique dans un réseau g@@mément mince.

X

Figure 6.7: Trajectoire classique dans un réseau gémuémment épais.
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Figure 6.8: Transfert de vitesse horizontal maximal endeece normale, en fonc-
tion du contraste. Points : résultats numériques. Tinetévision perturbative (6.31).
L'unité de vitesse est la vitesse incidentg Les valeurs du paramétig®r,,, sont
notées en haut de la figure. On a pris k.

Nous illustrons cette situation sur la figure 6.7 par unettajire qui monte deux fois
sur les«flancs) de la vallée.

Nous présentons maintenant les résultats d’'un calculénigore qui met en
evidence la transition du regime du réseau géométnmnt mince vers celui du réseau
géométriqguement épais. A cet effet, nous avons ietégg ‘équations du mouvement
(6.1) numériquement, pour un certain nombre de positinitelies dans une demi-
période du réseaulUne fois que I'atome est sorti du réseau apres la réflexam
vitesses horizontales ; permettent de calculer les valeurs maximales et minimales d
transfert de vitesse horizontal, et donc la largeur de kaildigion de vitesse classique.

Sur la figure 6.8, nous montrons le transfert de vitesse mabdm"**, en fonc-
tion du contraste de I'onde stationnaire. La ligne en ticetgespond a la prévision
perturbative (6.25) qui vaut, en incidence normale,

AvP™ = 2e (q/K) v (6.31)
On voit sur la figure que le transfert de vitesse augmengaiiement avec le contraste
¢, en accord avec (6.31), jusqu’a une valeur 0.2. Pour un contraste plus grand,
Avr*x g’écarte de la prévision perturbative, et on entre danedéme du réseau

géométriquement épais. Cette transition a lieu quammatametre de la condition du

SEnincidence normale, les trajectoires de I'autre denniggie sont obtenues en utilisant la symétrie
de réflexionz — —x du potentiel (5.5).
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Figure 6.9: Transfert de vitesse horizontal maximal (vaifigure 6.8), pour un réseau
plus épais{ = 3 k).

réseau géométriguement mince (6.29) vaut
Wy iy = 0.7 (6.32)

Dans le régime du réseau géométriquement épais,risféd de vitesse sature parce
gue I'atome oscille dans le potentiel autour du fond d’unié&ea Le transfert de vi-
tesse est alors déterminée par I'ouverture angulaira dallee. Nous notons que cette
ouverture est proportionnelle au rappeyy entre les échelles horizontale et verticale
du potentiel.

A titre de comparaison, nous présentons sur la figure 6.atesfert de vitesse
maximal pour un réseau plus épais (le paramgtreest plus grand). En comparant a
la figure 6.8, on constate quev.*** augmente plus vite avec le contrasten accord
avec (6.31). La transition vers le regime du réseau giéogquement épais a lieu pour
un contraste plus faible comme prévu par la condition (6.30). Nous caiasts que
dans les deux cag & « etq = 3k), le nombre d’oscillations** 7, est a peu pres
le méme (6.32) a la transition entre les deux régimes. disele régime du réseau
géométriquement épais atteint, le transfert de vitessagre a un niveau plus bas, de
I'ordre dew.;(x/q), en accord avec I'idee qu'il est fixé par I'ouverture araid des
vallées de potentiel.

Nous concluons de la comparaison au calcul numérique gpernoche perturba-
tive est valable quand le réseau de diffraction est géaguEment mince [la condi-
tion (6.29)].



108 Diffraction

Pei)

> ad

I
I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
1 1

>
>

v~ 0 Av * Av

X

X

Figure 6.10: Exemple de distribution de vitesse finaleAuv,,).

6.2.2 Incidence oblique

Rappelons que le calcul perturbatif prédit une décroissadu transfert de vitesse
lorsque I'on s’éloigne de l'incidence normale, parce ge dscillations de la force
qui agit sur I'atome sont moyennées sur un temps de I'ordreethps d’interaction.
Le calcul numérique permet de vérifier si ce résultaereatable, méme si le contraste
e de I'onde stationnaire est plus élevé.

Nous avons a cet effet calculé, en fonction de la vitessedtale incidente,;,
les transferts de vitesgev (v,;) qui correspondent aux deux pics de la distribution de
vitesse finale. La figure 6.10 présente un exemple d’'une diditribution. Rappelons
gue la distribution de vitesse (6.26) que nous avons obtdang I'approche perturba-
tive, présente les valeurs suivantes pour les transferdgesseA v (v,;)

2qvxi

calcul perturbatif:  AvF(v,) = £AV™™ = 42¢ (q/k) vzzﬂ( ) (6.33)
ou nous avons explicité la dependancevgelLe calcul perturbatif prédit donc que les
deux pics de la distribution de vitesse finale sont symééscpar rapport au transfert
de vitesse zéro, et que les transferts de vitesse (6.38h@ne leurs valeurs extremes
+2¢(q/k)v,; en incidence normale, donc pour une vitesse incidefitenulle :

21

calcul perturbatif: v = 0. (6.34)

Tt

Lorsquev,; augmente, I'expression (6.33) pour les transfexts (v,;) décroit, avec
une échelle de vitesse caractéristigug; qui est donnée par la largeur du facteur
d’'obliquité 5(2qv.;/kv.;)

calcul perturbatif:  dv,; ~ (k/q)v.;. (6.35)
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Figure 6.11: Transferts de vitesse pour les pics de la bligtan de vitesse, en fonc-
tion de la vitesse incidente horizontalg.  Trait plein : résultats numériques, tirets :
calcul analytique perturbatif. Les vitesses sont donmgegnités de la vitesse inci-

dente normale ;. Les courbes correspondent aux contrastes 0.03,0.1,0.3 (en
s’éloignant de I'axe horizontal). On a ptjs= k.

Nous comparons sur la figure 6.11 le résultat perturbatB36au résultat du
calcul numérique. Les courbes correspondent a deseifiés valeurs du contraste
e. On constate que les deux approches sont en bon accord paantraste faible
(les courbes proches de I'axe horizontale). Par contrer, powcontraste plus éleve,
les transferts de vitess&v™ ne sont plus symétriques par rapport\a, = 0. En
outre, leurs extremums ne correspondent plus a lI'incidermemale. Le maximum de
Avjf(vg;) est plutdt atteint pour une vitesse incidentenégative. Inversément, le mi-
mimum deAv; (v,;) Se trouve a une vitesse; positive® En revanche, les valeurs des
transfertsAvE aux extremums sont en accord avec I'extremum en incidenceaie,
+2¢(q/kK)v.;, de la prediction perturbative (6.33).

Pour interpréter ce comportement, nous allons étudsdrdgectoires tracées sur les
figures 6.12 et 6.13. Leurs positions d'impact se trouvami le gradient horizontal
du potentiel est le plus grand. Rappelons que ce sont cestags qui correspondent
aux pics de la distribution de vitesse finale. Sur les figueespurbe en pointillees
représente la surface de rebroussemens(z).

Considérons d’abord les trajectoire» de la figure 6.12 qui sont incidentes en
incidence normale. On constate qu’elles n'atteignent gastement la surface de re-
broussement. La raison en est qu'elles sont déja souraisggadient du potentiel

SNotons que ceci est une conséquence de la symétrie—z du potentiel.
’En incidence oblique, il faut inclure la composante de giteBorizontalev,; dans I'énergie
cinétique incidente pour calculer la surface de rebraussgz,.i,(z) (6.16).
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Figure 6.12: Trajectoires classiques pour le transfertitksse maximal. Incidence
normale. Pointillées : surface de rebroussement. Cdatras(.5.

Kz

2| 12
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0— 0

0 0.5 1 xa
Figure 6.13: Trajectoires classiques pour le transfertitbsse maximal. Incidence
oblique. Pointillées : surface de rebroussement.
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au-dessusle la surface de rebroussement. Les trajectoires sont@esigar la com-

posante du gradient perpendiculaire a la vitesse ator@tjpar conséquent, elles ne
pénetrent pas davantage dans le réseau ou la forcauesinainde. En outre, leur com-
posante de vitesse perpendiculaire a la force est cogseBlles subissent donc un
transfert de vitesse moins grande que si elles atteigniaientface de rebroussement.

Les trajectoiresR.. » de la figure 6.13 sont incidentes en incidence oblique. Leur
vitesse incidente et leurs positions d'impact sont cheigéles qu’elles correspondent
a I'extremum pour le transfert de vitesgev, (v,;). La trajectoire«R_» (transfert
de vitesseAv; ) atteint la surface de rebroussement sur une pente positiyeest
rétroréflechie. Pour cette raison, son transfert desséeest plus important que ce-
lui des trajectoiresN» : elle s’arréte sur la surface de rebroussement, et ssgitest
completement renversée. Cet argument montre que léérades vitesse peut étre plus
important en incidence oblique qu’en incidence normale.

La trajectoire«R, » s’approche de la surface de rebroussement au voisinage d’'un
pente négative. Toutefois, avant de I'atteindre, elle €ndéviée par le gradient du
potentiel, comme les trajectoiredly, et son transfert de vitesg®ev,” est moins im-
portant que celui de la trajectoir®_ ». Ceci explique pourquoi, en incidence oblique,
les positions des deux pics dans la distribution de viteessont pas symétriques par
rapport aAv, = 0 (voir la distribution sur la figure 6.10).

Les propriétés de la trajectoirdR_» énoncées ci-dessus permettent de calculer la
valeur extréme du transfert de vitesSe, : d'abord, puisqu’elle est rétroréflechie en
elle-méme, son transfert de vitesse est relié a la \ategsdente par

Avy (v3) = —208" (6.36)

Cette relation est réeprésentée par la droite en pdeslsur la figure 6.11. On constate
que le minimum du transfert de vitesge_ (v,;) se trouve en effet sur cette droite.
D’autre part, elle arrive perpendiculairement a la swefde rebroussement. Dans la
limite d’un contraste faible, la pente la plus grande de lese 2., () vaute(q/x).
En approximant I'angle entre la trajectoire a la positiimgact et I'axe vertical par
I'angle d’incidence, on trouve alors la vitesse incidente

calcul numérique: v ~ €(q/kK)v.;. (6.37)

Les relations (6.36) et (6.37) impliquent que la valeur@xte du transfert de vi-
tesse vaut

Avg (v5) = =2€(g/K)vas, (6.38)

Tt

en accord avec la valeur extreme=£ 1) de la prévision perturbative (6.33).

Remarque. Ce raisonnement permet de confirmer, pour I'incidence obligussi, le
critere de validité (6.29) du calcul perturbatif. Ragped a cet effet que la vitess€:*

(6.37) pour laquelle le transfert de vitesse est extréraediérente de la prévision
perturbative (6.34). En comparant a la figure 6.11, nousquaal estimer que le calcul



112

Diffraction

perturbatif est valable si ce déplacement de I'extremurtrahsfert de vitesse est petit
par rapport a sa largeur caractéristidue; (6.35) :

VS & By (6.39)

On en déduit le critere suivant
L <. (6.40)
K

Pour un contraste faible, il est équivalent a celui dieagisgéométriquement mince
(6.29) introduit dans le paragraphe précédent.
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Annexe

6.A Calcul du transfert de vitesse au premier ordre

Nous calculons dans cette annexe le transfert de vitesssohtal au premier ordre
ainsi que le facteur d’obliquitg(¢) défini & I'eéquation (6.12).
Dans I'équation du mouvement au premier ordre (6.8), naigehs le changement
de variable
t— T =1t/Tins. (6.A.1)

La vitesse horizontale au premier ordre prend alors la forme

t/Tint . /

) ] . i&T
vV (t) = 2020 [y iowen [ qpr © 5 (6.A.2)

K s cosh” 7/
ou¢ = 2qu.;Ting. Il SUffit donc de calculer la fonction complexe
T eig,r/
Fe,r) = / dr — . (6.A.3)
Ry cosh” 7/

Nous notons que la méme fonction détermine I'action aunpee ordre ene
[équation (8.45)] :

Mvzi oz
S (t) = —e 5, Re X975 (€, 7 = (b7 — tous) /Tims)] - (6.A.4)

6.A.1 Limite de temps infini

Nous calculons d’abord la valeur d&€¢, 7) dans la limiter — oco. L'intégrale (6.A.3)
devient alors la transformée d®BRIERde 1/ cosh’ 7:

’

el§ T

F(€,00) = / dr’ (6.A.5)

cosh? 7/
Nous observons les propriétés suivantes

1. pour¢ réel, F'(£, 00) est une fonction réelle et paire dearce que l'intégrand
est pair;

2. comme la primitive dé/ cosh® 7 esttanh 7, F(£ =0, c0) = 2.

Sans restriction de généralité, nous pouvons alorsaagmue > 0. Dans le plan
complexe pour la variable, nous fermons le chemin d’intégration par un demi-cercle
al'infini dans le demi-plan supérieiinh 7 > 0. Ce cercle ne contribue pas a I'intégrale
acause de I'exponentiek&™ . L'integrand a des podles dans le demi-plan supérieur aux
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positionsr, = ir(2n +1)/2,n = 0,1,... et se comporte commee™ /(7 — 7,,)?
autour des poles. Le théoreme deUCHY donne alors l'intégrale sous la forme d’'une
série géomeétrique dont la somme vaut

F(&, 00) = 27i(—if) n;oe—’f(n“/” = ﬁfé/?) = 253(¢). (6.A.6)

On constate que ce résultat vérifie les propriétés éemci-dessus.

6.A.2 Cas gnreral
Le changement de variable— x = e” transforme l'intégrale (6.A.3) en

1+1£

T (6.A.7)

F(e,r) =4 / dor—
Nous développons le facte(ir + z%)~2 en une série binomiale et intégrons terme par

terme. La convergence:a = 0 est assurée par le facteurdans le numérateur. On
obtient alors X
2 +
F(¢,7) = 26271 S (-1 —
(&7) nz::O( ) n+1+i£/2
ce que I'on peut écrire a I'aide de la fonction hypergetmaué
['(e) i lla+n)D(b+n) 2"
M@l = Tletn) ol

e, (6.A.8)

oFi(a,b;c;z) = (6.A.9)

sous la forme

F(faT):m

Dans la limiter — —oo, (6.A.9) montre que la fonction hypergéométrique dans
(6.A.10) tend vers l'unité de sorte qu&(¢, 7) « e*” < 1. Ceci correspond phy-
siguement au fait que I'atome est loin du point de rebrouss¢rat n’a pas encore
interagi avec le réseau.

Pour obtenir le comportement dg &, ) aux temps longs, nous observons que le
changement de variabte— —7 dans l'intégrale (6.A.3) implique la relation

F(gv T) = 2ﬁ(£) - F(£7 _7-)*7 (6A11)

si ¢ est réel. Nous avons donc

TSR (2,1 416/232 4 16/25 ™), (6.A.10)

T oo i F(6,7) ~26(6) 1 _Qi : /Qe*%iﬁf. (6.A.12)

Le transfert de vitesse (et le déphasage) s’approche dosa daleur asymptotique sur
une échelle de temps caractéristique donné par le tetimpasrectionr;,;.

8ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, chap. 15.



Chapitre 7

La diffraction d’atomes dans
I'approximation de BORN

Introduction

Nous abordons maintenant I'eétude de la figure de diffracitbomique. L'atome est
décrit par une fonction d’onde qui est une solution deudipn de 8HRODINGER.
Une nouvelle échelle de longueur apparait dans cetteigéen, qui est la longueur
d’onde deDE BROGLIE de I'atome incident. Nous pouvons alors distinguer entse le
deux cas limite d’'une longueur d’onde atomique soit pesibét, grande comparée aux
échelles caractéristiques du réseau de diffractiopremier cas correspond au régime
semi-classique ou la figure de diffraction s’approche d#dg&ibution de vitesse clas-
sique. Le deuxieme cas représente le regime quantigua oature ondulatoire de
I'atome joue un rdle important pour déterminer la figuredd&action.

Le premier paragraphe formule le probleme de la diffractd@tomes. Nous iden-
tifions les angles de diffraction et introduisons ensuitéolection d’onde atomique
sous la forme d’'un état stationnaire de diffusion.

Dans le deuxieme paragraphe, nous commencons le calsybafmilations des
ordres de la figure de diffraction. Nous présentons un tgetturbatif a I'aide de
I'approximation de B RN au premier ordre. Cette approximation consiste a dépelop
la fonction d’onde jusqu’au premier ordre par rapport autiastee du réseau de dif-
fraction. Elle n’est valable que pour un contraste suffis@minfaible de sorte que la
fonction d’onde differe peu de celle obtenue pour un paéénbn modulé. Les po-
pulations des ordres non spéculaires- +1 dans la figure de diffraction sont alors
faibles devant I'unité, et la plus grande partie de la papoh atomique reste dans
I'ordre spéculairer = 0.

Bien qu’elle soit limitée au régime perturbatif, 'appimation de BORN permet
de calculer la figure de diffraction quelle que soit la longué’onde de I'onde ato-
mique incidente. Par conséquent, nous pouvons nous ein gang les deux régimes
semi-classique et quantique. Dans le troisieme paragrapius étudierons la limite
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semi-classique de la diffraction, pour une vitesse indiel@eaucoup plus grande que
la vitesse de recul. Nous montrons en particulier l'inflleede I'épaisseur non nulle de
I'onde évanescente sur I'efficacité de la diffraction.flgure de diffraction est com-
parée a la distribution de vitesse classique étudi@hapitre précédent. Au quatrieme
paragraphe, le réegime quantique (avec une vitesse irteideférieure a la vitesse
de recul) permet de faire un rapprochement entre la diftraa’atomes par I'onde
évanescente stationnaire et celle de la lumiere parseatemétallique.

7.1 Présentation du probEme

7.1.1 Latheorie cinematique
Les ordres de diffraction

Supposons pour commencer que I'onde atomique soit in@d&unt le potentiel di-
polaire (5.5) dans le plamOz, comme représenté a la figure 7.1. Puisque le poten-
tiel dipolaire s’annule dans la région asymptotique loénla surface du diélectrique,
'onde atomique y est une onde plane. Soikps sa longueur d’'onde é son angle
d’incidence, mesuré par rapport a la direction normatan@e le réseau est invariant
suivant la directiorOy, la composantg de la quantité de mouvement atomique est
conservée et les ondes diffractées se propagent égalelaes le plancOz. Comme

le potentiel dipolaire du réseau de diffraction est irgfggant du temps, I'énergie
est conservée et dans la region asymptotique, I'atonfeadié a la méme énergie
cinétigue que l'atome incident. La longueur d’onde desesndiffractées vaut donc
également\qz. Nous notongl,, I'angle entre I'onde diffractée dans I'ordre et la
normale.

Les angles de diffractiofi, sont déterminés par la condition que les ondes ato-
miques réflechies par le réseau interferent de facostoactive dans cette direction.
Sur la figure 7.1, nous représentons les ondes atomiquedepdaronts d’ondes as-
sociés a des trajectoires classiques. Pour que I'erente soit constructive, il faut
que la difference de marche entre les ondes réflechiedguer périodes voisines du
réseau soit un multiple entier de la longueur d’'onde atomnidur la figure 7.1, cette
difference de marche correspond a la difference deemin atomique AB — A’'B’.
Nous notons que la périodicité du réseau implique qudées trajectoires atomiques
(A — CetC" — B’) sont simplement décalées I'une par rapport a l'autoeirRal-
culer leur difféerence de marche, on peut donc se placerldaggion asymptotique ou
les trajectoires sont droitédNous sommes alors ramené a la construction habituelle
des angles de diffraction: la difference de marche est@emparC'B — A'C’ et I'on
trouve I'équation suivante pour I'angle

a (sin @, — sin0;) = n\gg, n=0,%1,... (7.1)

ILe fait que les trajectoirs soient courbes a l'intérieurréseau n'a donc pas d’influence sur les
angles de diffraction.



Approximation deBORN 117

A Z |

v><

PR

Figure 7.1: Construction des angles de diffraction.

oua est la période du réseau (5.3).

Au lieu de caractériser les ordres de diffraction par legles¥,,, nous calcu-
lons maintenant leurs vecteurs d’onde. Le vecteur d’ondiglémt a les composantes
(k4i, —k.;) dans le plan d’'incidence, avec

kyi = k;sin®;, k,; = k;cosb;. (7.2)

Sa composante normale est négative parce que I'onde ieide propage vers le
réseau de diffraction. Le module du vecteur d’'onde incident est relie, d'une part,
a la longueur d’onde de BOGLIE par la relationk; = 27/\gg. D’autre part, il est
proportionnel au module; de la vitesse incidente de I'atome, grace a la formule de

DE BROGLIE "

)\dB
Les composante§k,.,, k.,,) des vecteurs d’'onde diffractés sont données par des ex-
pressions analogues a (7.2) en fonction des arigles

La condition d’interférence constructive (7.1) s’éalibrs

2
b = ki 4+ — ki 4+ 2ng, n=0,41,... (7.4)
a

Dans la directionOx parallele au pas du réseau, I'onde atomique diffractg®it
donc un transfert de vecteur d’'onde égal a un vec?eyrdu réseau réciproque du
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Figure 7.2: Interprétation de la diffraction a l'aide deogessus d’absorption et
d’émission stimulée.

potentiel périodique. Par conservation d’énergie, lmgosante normale du vecteur
d’onde diffracté vaut

k., = \/kgz — 4nq (ky + nq), n=0,%+1,... (7.5)

Remarque 1.Dans le régime quantique ou la longueur d’ondebdeBROGLIE est
grande devant les échelles spatiales du réseau, il Higsppssible d'attribuer des tra-
jectoires classiques a I'onde atomique diffractée. lpomrrait alors remettre en cause
la démonstration de la figure 7.1. Mais, nous pouvons inid¢ep I'eéquation (7.4) de
facon complétement quantique, en invoquant des prosababsorption et d’émission
stimulée (voir la figure 7.2) : par exemple, lorsque I'ontl@que absorbe un photon de
'onde évanescent& . qui se propage dans la direction desroissants [voir le champ
lumineux (5.1)], elle recoit un transfert de vecteur d'enge; ; I'émission stimulée d’'un
photon dans I'onde contra-propageafte lui communique un autre transferyy. Aprés

le processus complet, le vecteur d'onde horizontal de Batdmique a donc changé de
+2¢q, alors que I'énergie (la frequence) de I'onde atomiguecesservée parce que les
deux ondes lumineuses ont la méme frequence et que lessiacd’émission est sti-
mulé.

Si nous nous placons dans un référentiel en co-mouvemeart I'atome, I'effet
DoppPLERdEplace les frequences des deux ondes lumineuses d'angtgh p = qug;.
L'énergie de I'atome change alors d’une quar@ié\ , aprés un processus d’absorption
et d’émission stimulée. Ce changement d’énergie cpomd au terme croisé (ety)
dans I'expression (7.5) pour le vecteur d’onde diffractg. Le dernier terme (en?q?)
dans cette formule représentkeffet de recub qui provient du changement de vitesse
de I'atome lors de I'absorption d’un photon.

Remarque 2.Si le plan d’incidence atomique ne se confond pas avec le plan
(voir la figure 7.3), il suffit d’ajouter aux expressions (7e4 (7.5) la conservation de la
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Figure 7.3: Plan d’incidence atomique en dehors du plas.

composante du vecteur d’'onde
kyn = kyi, n=0=%1,... (7.6)

pour déterminer les vecteurs d’'onde des ondes diffractéeus notons que le transfert
de vecteur d'onde s’effectue encore le long de la diredfion la diffraction fait alors
sortir 'onde atomique de son plan d'incidence. Les équmti(7.4) et (7.6) donnent
alors les conditions suivantes pour les angles de diftract,,, ¢,,)

a (sin 0, cos ¢, —sinb; cos ¢;) = nAgs, (7.7a)
sin @, sin ¢,, —sinf;sing; = 0, (7.7b)

ou les anglesy; , reperent le plan d’incidence atomique et le plan de l'onde d

fractée par rapport au plarOz. Ces expressions remplacent la condition d’interférence

constructive (7.1). Une telle géométrie de diffractioatdmes a été utilisée par le
groupe de Vincent bRENT a I'Université de Paris-Nord [13].

La construction d’' EWALD

Il est instructif de se représenter les ordres de diffoact 'aide de la construction
d’EwALD (voir lafigure 7.4). A cause de la conservation de I'éneligigecteur d’onde
atomique incident et les vecteurs d’'onde diffractés seveeat sur la méme sphere.

Comme par ailleurs la composantelu vecteur d’'onde est conservée, on peut se res-
treindre a une coupe circulaire de cette sphere. Cetigeoest représentée par le cercle

de la figure 7.4 dont le rayon vaki Les composantes horizontales, (7.4) des vec-

teurs d’onde diffractés se trouvent sur un ensemble dedigerticales equidistantes
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Figure 7.4: La construction BWALD pour les ordres de diffraction.
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de 2¢ qui correspond au réseau réciproque du potentiel digofgriodique. On ob-
tient les vecteurs d’onde diffractés aux points d'intetiem entre le cercle et le réseau
réciproque. Nous notons gu'’il n’y a qu’'un nombre fini d’irgections, le nombre des
ordres qui apparaissent dans la figure de diffraction et tiorité.

A l'aide de la construction d'®ALD, nous étudions maintenant 'influence de
la hauteur de la barriere de potentiel sur les ordres qui @ocessibles dans la fi-
gure de diffraction. Nous rappelons que la vitesse maximgleintroduite dans (5.8)
fixe un vecteur d'onde maximai, .. = Muv,.x/h. La condition de réflexion (5.10)
correspond alors a une limite horizontale dans le diagrardiBwALD : les atomes
sont réflechis si leur vecteur d’onde se trouve en-desdeustte ligné.Nous nous
limiterons au cas ou le vecteur d’onde maximagl,, est beaucoup plus grand que
I'espacemen?q entre les ordres.

Nous pouvons alors distinguer quatre régimes differpats le nombre des ordres
accessibles dans la figure de diffraction :

1. Tout d’abord, si le vecteur d’onde incidéntest inférieur au pas élémentaig
du réseau réciproque du potentiel, seul I'ordre sp@auéxiste dans la figure de
diffraction, quel que soit I'angle d’incidence (voir la figu7.5 a gauche). Les
transferts de vecteur d'onde sont alors interdits par lseation d’énergie.
(En fait, les vecteurs d’onde diffractés, sont tous imaginaires de sorte que les
ondes diffractées ne peuvent se propager dans la régrorpéstique au-dessus
du réseau. De tellesondes atomiques évanescentesstent localisées dans le
réseau de diffraction.)

Ce régime est difficile a réaliser expérimentalememc@aue la vitesse inci-
dente dans le planOz doit &tre inférieure d&q/M, ce qui est de I'ordre de la
vitesse de reculk;, /M. Une solution possible est de choisir le planz comme
plan d’incidence et d'utiliser I'incidence rasante poaduire les vitesses ato-
miques dans les directiord&r etOz.

2. Pour un vecteur d’onde incideht de I'ordre de quelques, un petit nombre
d’ordres non spéculaires apparaissent dans la figure dmatibn, avec de
grandes séparations angulaires. (Voir la figure 7.5 aeljdComme la longueur
d’onde atomique est alors comparable a la période daveése régime est do-
miné par les effets ondulatoires. Pour une réalisatiggéamentale possible,
voir 1.

2En principe, il est possible que I'atome gagne de I'éneciiétique pendant qu’il sort du réseau
de diffraction et que son vecteur d’onde norrhg} soit plus grand qué,... Mais c’est un probleme
de la théorie dynamique de la diffraction de déterminel@ur maximale dé. ;. Pour I'instant, nous
allons nous contenter de comparer les vecteurs d’ondedtiffs &, ..

3Dans les réalisations expérimentales du miroir & 'oédanescente, la vitesse maximalg,,
est généralement grande devant la vitesse de fdeul/M. Comme le vecteur d’onde de 'onde
stationnaire est de I'ordre du vecteur d’onde optiyela conditionk,,.x > ¢ est donc généralement
satisfaite.
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Figure 7.5: Construction BWALD pour une énergie incidente tres basse. A gauche:
k; < q. Adroite:k; 2 q.

3. Ensuite, pour un vecteur d’onde inciddntbeaucoup plus grand qug mais
inférieur au vecteur d’'onde maximal,.., un grand nombre d’ordres est ac-
cessibles, indépendamment de I'angle d’incidence (eofigure 7.6). Cette si-
tuation est généralement réalisée dans les exp@&sethe réflexion d’atomes en
incidence normale. La séparation angulaire entre lesesrde diffraction est
alors petite : a partir de (7.1), on trouve qu’en incidenoenmale ¢; = 0), les
angles des premiers ordres valent approximativement

2
0., ~ ik_?; (7.8)

7

et qu’en incidence rasanté, (— = /2), 'angle de I'ordren = —1 vaut

™ q
= =2, 7.
0o~ 5 -2 /1 (7.9)

(En incidence rasante, les ordres= +1,+2, ... sont interdits par la conser-
vation d’énergie.) Nous notons qu’en incidence rasaraeséparation angu-
laire entre les ordres de diffraction est plus grande quiemence normale.
La construction d’BvALD montre que cet effet provient des differents angles
d’intersection entre le cercle de la conservation d’éiesztle réseau réciproque.

4. Si finalement le vecteur d’'onde incidentest beaucoup plus grand qug.,
les atomes ne peuvent &étre réflechis que s’ils sont intédau voisinage de
I'incidence rasante. Les ordres qui apparaissent dansiefdg diffraction sont
alors déterminés par les conditiofs< k., < kmax (VOIr la figure 7.7). Les
premieres expériences de diffraction d’atomes ontré&atisées dans ce régime
[12, 13] parce qu'il peut étre atteint avec un faisceau &jamde vitesse élevée.
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Figure 7.6: Construction BWALD pour une énergie incidente élevée, mais inférieure
a la hauteur de la barriére de potentigks k; < kyay.

Ay

Z

<4 ” >

Figure 7.7: Ordres de diffraction pour une énergie incide-dessus de la hauteur de
la barriére de potentiek; > k..
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Remarque.La séparation angulaire entre les ordres de diffractibues quantité im-
portante pour des raisons expérimentales : comme on mgsoésalement les compo-
santes des vitesses atomiques perpendiculaires a laiatiree 'ordre spéculaire, les
écarts entre les ordres de la figure de diffraction sontqat@mnels a leurs séparations
angulaires. En incidence normale, une résolution desstele I'ordre de la vitesse de
recul hky /M est nécessaire pour résoudre les ordres de diffractiome#anche, une
résolution de vitesse de I'ordre dé(hk., /M )v,; suffit en incidence rasante.

7.1.2 L'etat stationnaire de diffusion
L’ équation de SCHRODINGER

Nous nous plagons dans le point de vue de I'equation@erRSDINGER stationnaire

pour formuler le probleme de la diffraction d’atomes. Nalmerchons la fonction
d’onde atomique sous la forme d’un état stationnaire degldn : un tel état est solu-
tion de I'équation de SHRODINGER stationnairé

hQ

oM \ 922 " 922

2 2
(5 + 3 ) W) 4 Vi (o) = Bvtes). (710)
ouV(x, z) est le potentiel dipolaire (5.5) de 'onde évanescentiostaaire. La valeur
propre de I'énergié’; est donnée par les composantes du vecteur d’'onde incidest d
le planxO~z et vaut
E, = h—2k2 _ B (K2, + K2) . (7.11)
1 2M 1 2M x1 z

Conditions asymptotiques

Nous imposons deux conditions a I'état stationnaire deigion. La premiere porte
sur son comportement dans la région asymptotique ou Enfiet dipolaire s’annule::

z — +00 :

Y(x,2) = expi(kyr —kuz)+ Z an expi(kenx + konz).  (7.12)

Dans cette région, la fonction d’onde contient I'onde dleeite et une somme d’ondes
diffractée$ dont les vecteurs d’ondes sont données par la théoreszitique du pa-
ragraphe préecédent [les équations (7.4) et (7.5)]. loedficients complexes,, de
cette somme sont lemmplitudes de diffractionLeurs normalisations ainsi que leurs
phases sont fixées par la forme de I'onde incidente et dessodiffractées dans le

4Comme la composanigedu vecteur d’onde atomique est conservée (7.6), la d@peadeny de la
fonction d’onde atomique se réduit & un facteur multigtiicexp i%,,y que nous omettons.

SLa somme dans (7.12) ne contient que les ondes diffractéesld composanté.,, (7.5) du
vecteur d'onde est réelle. Des valeurs imaginaireskge correspondent a desondes atomiques
évanescentesqui ne contribuent pas a la fonction d’onde dans la réggymgptotiquez — +oc.
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développement asymptotique (7.12). Nous verrons au kg suivant que les am-
plitudes de diffraction déterminent les populations delses de la figure de diffraction
atomique.

La deuxieme condition asymptotique concerne le compaterde la fonction
d’'onde a l'intérieur du réseau de diffraction. Du poir due classique, I'atome ne
peut entrer dans la régian< z..,(z) au-dessous de la surface de rebroussement parce
que I'énergie potentielle y est supérieure que I'eremnétique incidenté La fonc-
tion d’'onde atomique doit donc y tendre vers zéro:

z— —00 : Y(z,z) —0. (7.13)

Dans cette formulation, nous supposons que I'expressiguotentiel dipolaire (5.5)

est valable pour toutes les positionsous ne tenons donc pas compte de la surface du
diélectrique qui limite la hauteur de la barriere de pti@nCette approche est justifiee

si I'énergie incidente est suffisamment faible pour queudase de rebroussement
classique se trouve loin de la surface du diélectriqueasse de la décroissance de la
fonction d’'onde dans la région classiquement interdéegrbbabilité de présence de
'atome a proximité de la surface est alors petite, si lgjge nous pouvons négliger
son interaction avec la surface.

Les populations des ordres de diffraction

Dans le développement asymptotique (7.12), considédtomde diffractée d’ordren.
Son courant de probabilife vaut

hk,

jn = CRe A7

|an)?, (7.14)

ou le facteur global’ normalise la fonction d’onde de facon a représenter uobgs
bilité de présence. Le nombre d’atomes diffractés pdéude temps et par unité de
surface du planOy ou se trouve le réseau, est donc donné par

aN, hk..
dAd S = CRe—;

D’autre part, le nombre d’atomes incidents par unité depteet unité de surface est
donné par le courant de probabilité de I'onde incidentesd&.12), ce qui donne

|an|” . (7.15)

dN; Tk
dAdt ¢ M-

5Pour un contraste maximal= 1, une particule classique peut traverser le réseaufond des
vallées» ou le potentiel s’annule. Du point de vue quantique, patregita fréquence d’oscillatioa,,
au fond de la vallée [voir I'équation (6.27)] devient oiément tellement grande que I'énergie du point
zéroihw, est supérieure a 'énergie incidente et que I'onde agormiest réflechie.

A cause de la partie réellge dans (7.15), les ondes atomiques évanescentes pour llesgug
est imaginaire, ne donnent aucun atome diffracté.

(7.16)
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Nous définissons alors une probabilité de diffraction emmalisant le nombre
d’atomes diffractés (7.15) par le nombre d’atomes indislén.16). C’est cette proba-
bilité que nous identifions a la populatiany de I'ordren dans la figure de diffraction:

kzn
kzi

Puisque nous supposons dans la condition asymptotigu® Guil n’y a pas de trans-
mission a travers la barriere de potentiel, le nombrd theomes diffractes, sommé
sur tous les ordres, est égal au nombre d’atomes incidezggpopulations des ordres
sont donc normalisées telles que

w, = Re =22 |a,|*. (7.17)

S w, =1 (7.18)

7.2 Calcul perturbatif de la figure de diffraction

7.2.1 Principe du calcul

Par analogie avec le calcul perturbatif de la trajectoiassijue de I'atome (6.7), nous
écrivons la fonction d’onde atomiqugz, =) sous la forme d’'un développement

U(x,z) = 1/1(0)(:10, z) + w(l)(x, 2)+ ... (7.19)

ol (z, 2) est la fonction d’onde pour un contrastaul, ety)(!) (x, z) est la correc-
tion au premier ordre en Dans I'approximation de 8RN, nous supposons que cette
correction est petite par rapport a la fonction d’onde nertiygbée

\w)(x, z)\ < ]¢<°>(x, z)\ . (7.20)

Nous pouvons alors résoudre I'équation dB480DINGER ordre par ordre en: pour
un contraste nul, on trouve le potentiel exponentiel nonut@de I'onde évanescente
simple, pour lequel les fonctions d’onde$’) (z, z) ont été calculées dans la partie
précédenté Au premier ordre par rapport au contraste, I'equation dar®DINGER
(7.10) donne I'équation suivante

h? < 0* 0

S 2M \ 922 T 922

Wi ) w(l)(x, 2) + Vinax 6_2’”@/)(1)(:15, z) + (7.21)

+€ Vinax cos 2qz e %O (2, 2) = E;opW(x, 2).

Nous notons que dans cette équation, la partie moduléeothngel n'agit que sur
la fonction d’onde non perturb@g® (z, z) qui est une fonction donnée. Nous allons

8A cause de la réflexion par le potentiel non modulé, lestions d’onde non perturbéeg?® (z, z)
different d’'ondes planes. C’est pour cette raison que densontexte, I'approximation dedRN est
aussi appeléeapproximation de BRN a partir d’'ondes modifiées (distorted wave Born approxima-
tion) [58].
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résoudre I'équation (7.21) en utilisant une fonction deeEN. Le développement de
la fonction d’ondeyp™)(z, 2) dans la région asymptotique— oo donne alors les am-
plitudes de diffraction. Nous devons nous assarposterioride la validité du résultat
en vérifiant que la condition (7.20) est satisfaite.

Remarque.Une présentation alternative de I'approximation derBI est basée sur la
regle d’or de ERMI: dans ce cadre, la partie modulée du réseau de diffraoiatunt
des transitions entre les fonctions d’ondes non pertgtlifé sont caractérisées par une
section efficace difféerentielle de diffusion donnée par

ay _2m 1

dQ; — hji

dnf
dEdQ;

30w (7.22)

<1ﬁ§0) (r)‘ €Vinax COS 2q e~ 27

Cette approche présente néanmoins de nombreux indemt&rd’ordre technique. La
section efficace (7.22) est formulée pour une situatiomas timensions, les fonctions
d’ondes initiale et finaleﬁg?}(r) doivent étre normalisées, et pour obtenir les probabi-
lites de diffraction, il est nécessaire de normaliserdetisn efficace elle-méme. Dans
'annexe 7.A, nous montrons I'équivalence entre cette@g®e et la démarche que nous
suivons dans ce paragraphe-ci.

7.2.2 Solution non perturkee

Nous rappelons qu’en absence de modulation, la fonctiomd#est donnée par le pro-
duit direct d’'une onde plane (dans la direction horizontated’'une fonction propre
¢r.,(z) du potentiel dipolaire d’'une onde évanescente simples(damlirection nor-
male). La fonction propre_,(z) est donnée a I'équation (7.B.29). Dans la région
asymptotique loin de I'onde évanescente, elle a le corepurht asymptotique suivant

200 Gp(2) =sin|kuz + $Ap(k.)] (7.23)

ou Ap(k.;) estle déphasage de I'onde atomique & la réflexion dar{iié.31). Dans
la région classiqguement interdite, la fonction propge(z) décroit vers zéro, en accord
avec la condition asymptotique (7.13). Nous trouvons derrésultat suivant pour la
fonction d’onde non perturbée

VO (z, 2) = —2i exp|3Ap(kui)| ¥ ¢y (2) (7.24)

ou le préfacteur tient compte de I'amplitude de I'ondeideate dans la condition
asymptotique (7.12).

Pour un contraste nul, la réflexion est spéculaire et darglitude aéo) dans le
développement (7.12) est non nulle avec

aéo) = —expiAp(k.;). (7.25)
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7.2.3 Solution au premier ordre

En introduisant I'abbréviation o1
U= vaaxa (726)

nous pouvons écrire I'équation du premier ordre (7.21L)yda forme

2 2
<% + % —Ue ™% + kf) YW (z,2) = €U cos 2qz e 2O (2, 2) . (7.27)
L'approximation de BRN implique que le membre droit de cette équation est une
fonction connue, donnée par la fonction d’onde non peéeh® (z, 2). Pour trouver

la correctiony)(!)(z, z), nous avons donc a résoudre une équation inhomogeéne aux
dérivées partielles. Introduisons a cet effet la fomttde GREEN du présent probleme:
cette fonction est définie par I'equation differengell

2 2
<% - % —Ue ™ + k?) G (z,z;2,2") =0(x — ) 6(z — &) (7.28)

et satisfait aux conditions asymptotiques suivantes:

1. en fonction dgz, z) et dans la région classiquement interdite—» —oco, la
fonction de QREEN G, (x, z ; o, 2) décroit vers zéro;

2. dans la région asymptotique— oo, Gy, (z, z; 2/, 2') (a ', 2’ fixés) ne contient
gue des ondes atomiqussrtantesc’est-a-dire des ondes qui se propagent dans
la direction des croissants.

La fonction de REEN Gy, (z, z; 2, 2’) permet d’écrire la solution générale de (7.27)
de la fagon suivante

W (z, ) = {solution de 'equation homogehe-
€ /dx'dz' G (x, 22,2 U cos 2qz’ e~ 2% O (2, 2') . (7.29)

Pour trouver la solution de I'équation homogene dansoetpression, nous allons
imposer les conditions asymptotiques (7.13) et (7.12) &ohetion d’onde totale
PO (z, 2) + v (z, 2). Dans la région classiquement interdite~ —oo, la fonction
d'onde)® (xz, ) et le deuxiéme terme dans (7.29) qui fait intervenir la fancde
GREEN, décroissent vers zéro. Il s’ensuit que la solution hgame dans (7.29) doit
aussi tendre vers zéro dans cette limite. Par conségerefnction dez, elle est une
somme de fonctions propreg_(z). Dans la région asymptotique— + oo, les fonc-
tions propres;._ (=) ont toutes un comportement de la forme (7.23), elles coméieta
la fois une onde incidente et une onde réflechie. Cepenldaionction d’onde d’ordre
zéroy ¥ (z, 2) (7.24) tient déja compte de I'amplitude de I'onde incitdequ'impose
la condition asymptotique (7.12). Nous en concluons quel#essolution homogene
possible dans (7.29) est identiquement nulle.
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Imk,
0 pole k,, Rek
g N

Figure 7.8: Chemin d’intégration polir dans la fonction d&REEN (7.30).

La fonction d’ondey!)(z, z) est donc donnée par lintégrale dans (7.29) qui fait
intervenir la fonction de GEEN. Dans I'annexe 7.B, nous montrons que la fonction de
GREEN qui vérifie les conditions asymptotiques énoncées ssdg est donnée par

11%(:13 z')
(w5, 2) /dk /dk P2 ‘b’“—z(kz> S (1:30)

Les fonctions d’'onde®_(z') sont les fonctions propres du potentiel exponentiel,
leur normalisation dans la région asymptotique est la en@oia I'équation (7.23).
L'intégrale surk, dans la fonction de EEN est calculée le long du chemin
d’intégrationC indiqué sur la figure 7.8: il contourne le pole situk.a= (k? — k2)'/2

en passant par le demi-plan inférieur du plan complexe.

En insérant I'expression (7.30) de la fonction deE&N dans l'integrale (7.29)
pour la fonction d’'onde/!) (, z) et en échangeant I'ordre des intégrations, on constate
que les intégrales sur donnent des fonctionslocalisées aux vecteurs d’ondes,

(7.4) pour les ordres de diffraction= +1. L'intégration surk, est alors immédiate et
nous obtenons le résultat suivant

Y0, 2) =~ exp[ (k. >} x (7.31)

1kznm /dk gbkz kQ (bkz (Z/)| Uei2HZ/ |¢kzz (’Zl)> )

ou nous avons écrit I'intégrale surcomme un élément de matrice.

7.2.4 Amplitudes et populations des ordres non gzrulaires

Pour trouver les amplitudes de diffraction, nous dévetmygda fonction d’onde (7.31)
dans la région asymptotigue— oo. L'intégrale surk, peut alors étre évaluée (voir
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I'annexe 7.B) et on trouve que’) (z, z) contient les ondes diffractées pour les ordres
n=-=+l1:

2 — 00 : YW (x, 2) = > a\V expi (kgnt + kun2), (7.32)

n=+1

avec des amplitudes de diffraction données par

alh =

(0 (2) U™ [, (2)) exp 3 [Ap(ker) + Ap(kan)]
n = =+1. (7.33)

L'amplitude ay de I'onde spéculaire n’est pas modifiée au premier ordre garce
gue la valeur moyenne de la partie modulée du potentiekdeau s’annule (elle ne
contient pas de composante deURIER a frequence spatiale nulle).

Finalement, on obtient a partir de (7.33) les populati@sardres de diffraction

62

ol o (O L O]

ou nous rappelons qué est proportionnel a la hautel,., du potentiel [voir (7.26)].
L'element de matrice dans cette expression est évaduis dlannexe 7.C, avec le
résultat

, n = +1, (7.34)

W,

(Oh. (2)| U ™ |, (2)) =
ggv%mﬁgith(wknJm)th(wkn/m)x

T (kon + ki) /2K (ko — ki) /2K
sinh 7(k., + k.;)/2k sinhm(k., — k.;) /2K

Dans les paragraphes suivants, nous étudierons cettessiqon dans les limites semi-
classique et quantique.

Rappelons que les populations (7.34) ont été obtenues ltipproximation de
BORN. L'hypothese (7.20) que la correction a la fonction d’eregt petite par rapport
a la solution non perturbée, implique donc la condition

(7.35)

w, <1, n==£l (7.36)

Dans I'approximation de BRrN, la figure de diffraction contient donc un pic spéculaire
fort (wy =~ 1) et de faibles pics diffractés. ;.

Remarque.L'@lément de matrice (7.35) est indépendantidet donc de la valeuy, .«

du potentiel dipolaire a la surface. Pour interpréteii,aemus notons que changef, .
revient a déplacer spatialement le potentiel exponkertnc la position du point de
rebroussement classique. Tant que la hauteur de la lBadéepotential reste suffisam-
ment élevée pour que I'atome soit réflechi, les fondidionde¢y, , (2) sont simple-
ment déplacées par la méme distance que le potentigl.cEaucorrespond donc a un
déplacement de la variable d'intégration dans I'éléhte matrice, ce qui ne change pas
la valeur de l'intégrale.
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7.3 Etude de lafigure de diffraction dans la limite semi-
classique

Dans la limite semi-classique, la longueur d’onde atomigsietres courte par rap-
port aux échelles caractéristiques du réseau de diffracPlus précisément, nous
considérons la diffraction d’'une onde atomique dont leseuers d’ondes incident et
diffractés veérifient

kuiykop > K. (7.37)

Rappelons que ce régime est généralement réalisél@megpériences de diffraction
d’atomes parce que la vitesse incidentgest beaucoup plus grande queVétesse de
recub hr/M.

7.3.1 Les populations des ordres de diffraction

Dans la limite semi-classique, I'eélément de matrice §y devient

— 2Kz 1 kzn + kzz’ Akzn
(BT 00,2 = g b 25 (2] 3m)

en négligeant des corrections exponentiellement petjigssont de l'ordre de
exp(—7k.; /). Pour écrire I'expression (7.38), nous nous sommes servacteur
d'obliquité 3(¢) défini a I'équation (6.12). Dans son argumént Ak, /x apparait
le transfert de vecteur d’onde vertical

Les populations des premiers ordres de diffraction (7.24gnt donc, dans la limite
semi-classique,

2 (k0 Ak, \° [ Ak
wy = = () (142 g2 (28— 4 (7.40)
4 \ kK 2k.; K

Nous rappelons que les transferts de vecteur d’'oAde ., sont donnés par
I'expression suivante [voir (7.5)]:

Ak s1 = K2 F Aqhy; — 4 — k. (7.41)

Au voisinage de l'incidence normale, les transfeft&, ., sont petits et le facteur
d’obliquité 5 dans (7.40) est proche de sa valeur maxinvate 1. On trouve alors que
les populationsv; sont de I'ordre de

ek \?
Wy ~ ( 5 ZZ) . (7.42)

R
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Le calcul perturbatif de la figure de diffraction est doncavd¢ si le contraste du
réseau satisfait a la condition suivante [voir (7.36)]

e 2t (7.43)
kzi
Notons que cette limite pour le contraste est trés infieeiéx I'unité dans le régime
semi-classique. Par conséquent, le domaine de validit&adproximation de BRN
est beaucoup plus restreint que celui de l'approche petiveb dont nous nous
sommes servi pour calculer le transfert de vitesse clagsiquette approche classique
est valable pour un contrastes 0.25(x/q)? [voir les équations (6.29) et (6.32)].

7.3.2 Le mockle du miroir effectif ondulé

Pour interpréter I'ordre de grandeur des population(7réprenons le concept de mi-
roir effectif et plagons-nous en incidence normale. Ladtre étude de la réflexion
d’atomes par une onde évanescente simple, nous avon®tquévle déphasage de
'onde atomique, dans le régime semi-classique, peut s&arsous la forme [voir
'équation Pha9) dans I'annexe 3.A]

™
ASDBKW = 5 — 2]{322 EHKW. (744)

Ce déphasage correspond a la réflexion de I'onde atonpguen«miroir effectif) a
la position¢3Y donnée parRha 10b)

€

CEWV = 2y — K log 2, (7.45)
oU z,.1, €St la position du point de rebroussement classique.

Supposons maintenant que I'onde évanescente ait un stentran nul, mais faible.
L'ondulation de la surface de rebroussemept(z) définie a I'équation (6.16) im-
plique alors que le miroir effectif est ondulé lui aussiléScontraste est petit devant
I'unité, son ondulation est sinusoidale :

Y () = BV + - cos 2qa, (7.46)
K
ou I'amplitude de modulation est de I'ordre de la longueerd&croissance/x de
'onde évanescente, multipliée par le contrast®ans I'hypothése ou le front d’onde
de I'onde atomique réflechie reproduit exactement la oomdulée du miroir effecif
le déphasage (7.44) de I'onde atomique réfléchie esté@pan(voir la figure 7.9)

€ kzz
A@BKW (.T) = A@BKW — T COS 2(]37 (747)

9Cette hypothese néglige la déformation du front d’oneledant la propagation de I'onde atomique
dans la région au-dessus du miroir.
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2 X | a

Figure 7.9: Modéle de miroir ondulé.

Son amplitude de modulation est de I'ordre de 'amplitudé’@edulation du miroir
effectif (7.46), divisée par la longueur d’'onde atomiqueidente.

Dans la limite perturbative caractérisée par le regimdé3), la modulation du
déphasage est faible et I'onde atomique réflechie aointies bandes latérales

expilk.iz + Appkw(z)] ~

1 kzi i 1 kzi —92i
expi (kuiz + Apprw) [ 1 — S2ietior 19021 =2igz ) (7 48)
2K 2K

Les populations des ordres de diffraction- +1 sont alors données par

2
Wiy kz’%l <€2k:> ; (7.49)

elles sont tres proches du résultat de I'approximatioBdeN (7.42).

Notons que l'image du miroir effectif suggere que la réfdexde I'onde ato-
mique ait lieu de fagon instantanée sur la surfgge" (z). Ce modéle ignore donc
I'épaisseur du réeseau de diffraction. Dans le paragraph@nt, nous verrons que c’est
précisément I'épaisseur non nulle du réseau qui fgiaegitre le facteur d’obliquité
dans les populations (7.40).
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7.3.3 Influence du facteur d’obliquite
Coupure du transfert de vecteur d’'onde

Rappelons que le facteur d’obliquité¢) décroit exponentiellement pour de grandes
valeurs de l'argumenf = Ak, .,/ [voir le comportement asymptotique (6.15)].
Ceci implique que les populations,; deviennent négligeables lorsque le transfert de
vecteur d’'onde\k, .., augmente au-dela d’une valeur limite de 'ordre de la camtst

de décroissance de I'onde évanescente::

(7.50)

| Ak,
Ak, 41| >k - Wiy X €XP <—%> )
Les populations des premiers ordres de diffraction ne samic dnotablement
differentes de zéro que si le transfert normal de vectéamded satisfait a la condi-
tion suivante:

1Ak, 1| S . (7.51)

Pour interpréter cette limitation de I'efficacité de daittion, nous rappelons que dans
la diffraction, I'onde atomique absorbe un vecteur d’onderéseau réciproque du
potentiel dipolaire de I'onde évanescente stationn&ens la direction horizontale,
ceci se traduit par les transferts discret®; parce que le potentiel est périodique et
gue son réseau réciproque ne contient que les composnEesIRIER +2¢. Dans la
direction verticale, le potentiel a une étendue de I'odré/x, et son développement
en ondes planes est limité a des vecteurs d’'ondes ded'alels. Par conséquent, il
ne peut fournir a 'onde atomique un vecteur d’onde vertiga soit supérieur a la
constante de décroissancée I'onde évanescente.

La condition (7.51) caractérise les situations dans letegi la diffraction est
efficace. Notons qu’elle exprime un résultat de la thedgaamique (la limite de
I'efficacité de la diffraction) en termes d’une quantité l& théorie cinématique (le
transfert de vecteur d’onde verticalk, ;). Dans le diagramme d\EALD (voir les
figures 7.10 et 7.11), nous pouvons représenter la coupusé)(de I'efficacité de la
diffraction par une bande horizontale de largeur vertieal® centrée autour du vec-
teur d'ondek,;, k.;) de I'ordre spéculaire. Les populations non spéculaieda figure
de diffraction sont notables seulement si les vecteursd#erliffractésk, 1, k. +1)
se trouvent a l'intérieur de cettdande du couplage efficaceDans les paragraphes
suivants, nous étudions les conséquences de cette eodjalnord en incidence nor-
male et ensuite en fonction de I'angle d’incidence.

Incidence normale

En incidence normale, nous distinguons entre deux réggquesont représentés sur
les figures 7.10 et 7.11, respectivement.

10Cet argument n’est pas en contradiction avec la réflexiatodies ayant une vitesse incidente bien
plus grande qué&x/M par 'onde évanescente parce qu’il est un argument petifiralors que la
réflexion est un effet non perturbatif.
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—>2q}<7

Figure 7.10: Bande de couplage efficace large : réginiera@aN —NATH (7.52).

Le régime de RAMAN—NATH. Sur la figure 7.10, plusieurs ordres diffractés se
trouvent a l'intérieur de la bande du couplage efficacen@e le transfert normal
de vecteur d'onde (7.41) pour les ordres premiers vaut appetivementAk, ., =
—2¢*/k.; en incidence normale, ce régime est caractérisé pamnidition

2q2

’szi

< 1. (7.52)

Le facteur d’obliquités dans (7.40) est donc proche de l'unité et les populatioss de
ordres de diffractiom = =+1 sont données par I'estimation (7.42) du paragraphe
précédent. Nous notons que la condition (7.52) est as#testlans le cas générique
ou ¢ et k sont du méme ordre de grandeur, a cause de la limite sassique. Par
analogie avec la diffraction par une onde stationnairearstnission, nous appelerons
le régime (7.52) celui de RMAN —NATH.

Le régime deBRAGG. La figure 7.11 représente le régime opposé: la bande de
couplage efficace est étroite a I'échelle des transtkrtgecteur d’onde. La diffraction
est alors peu efficace en incidence normale. Ce régime esitedsé par la condition
opposée de (7.52):

2
2 > (7.53)
Kvkzi
Pour le réaliser dans la limite semi-classique, il fautséaite I'inégaliteq > k.
L'épaisseun /x du réseau de diffraction est alors beaucoup plus grandsajpériode
7/q. Ce régime est complémentaire du modéle du miroir dffemdbdulé parce que
I'épaisseur non nulle du réseau implique une modificatigportante des populations
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Figure 7.11: Bande de couplage efficace étroite : réginteriesG (7.53).

non spéculaires par rapport au résultat (7.49). Nousleppes ce régime celui de
BRAGG.

Incidence oblique

Nous distinguons de nouveau entre les réegimesaleAR —NATH et de BRAGG parce
gue les populations des ordres de diffraction y présedentomportements differents
en fonction de 'angle d’incidencg.

Le réegime deRAMAN—NATH. Sur la figure 7.12, nous présentons les populations
des ordres de diffraction = =+1, données par I'expression (7.40) que nous avons
trouvée dans le régime semi-classique, en fonction degléad’incidenced; dans
le plan du réseau:Oz. Nous constatons que les populations des ordres +1
etn = —1 (les courbes en trait plein et en tirets) sont proches 'vad’altre et
gu’elles décroissent vers zéro lorsque I'angle d’inoicke augmente. En particulier,
elles décroissent plus vite que I'estimation (7.49) du elediu miroir effectif ondulé
ou le facteur d’obliquité n’est pas pris en compte (lesrbes en pointillées).

Pour interpréter ce comportement, étudions le diagrardfB&ALD représenté
sur la figure 7.13. Nous rappelons que dans le régime Al@AR —NATH, la bande
du couplage efficace est large devant les differences depasantes normales des
vecteurs d’onde diffractés. Nous pouvons alors approximeercle de conservation



Approximation deBORN 137

w n

10 20 30 40 50 60 70 80 @[

Figure 7.12: Populations (7.40) de la figure de diffractianglle régime dRAMAN —
NATH, en fonction de I'angle d’incidenag dans le plan du réseaw) = (en degrés).
Trait plein : ordren = +1, tirets: ordren = —1. Point-tirets : approximation (7.56)
dans le régime dRAMAN—NATH. Pointillées : résultat (7.49) du modéle du miroir
effectif modulé qui ne tient pas compte du facteur d’obibgu

Paramétresk; = 50q, x = q,¢ = 0.02. Le parametre du critéere (7.52) vaut

2¢*/kk; = 0.04.
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Figure 7.13: Bande de couplage efficace dans le réginierdesN —NATH en inci-
dence oblique.

d’énergie par sa tangente a la position du vecteur d’opéeldaire. Les transferts
normaux de vecteur d'onde (7.41) sont alors donnés par

Ak, 11 ~ F2qtanb,. (7.54)

Cette approximation montre quek, ., augmente avec I'angle d’incidence. Le facteur
d’obliquité g dans (7.40) fait alors décroitre I'efficacité de la difftion lorsque I'on
s'éloigne de I'incidence normalé.La coupure (7.51) poufk, ., implique que la
diffraction est efficace dans une plage d’angles d’'inciéadmnnée par

4 ane, < < (7.55)
K 2

Cette plage est grande dans le cas génériqugeiu sont du méme ordre de gran-
deur. Nous l'appeleronsiticidence obliquePour les parametres de la figure 7.12,
I'estimation (7.55) donne la limité; < 27°, et nous constatons qu’au-dela de cet
angle, les populations non spéculaires deviennentgemiles.

L'approximation (7.54) poul\k, ., montre également que les transferts normaux
de vecteur d’'onde pour les ordres= +1 etn = —1 different seulement par leur
signe. Le facteur d'obliquit®(Ak, 1,/x) prend donc la méme valeur pour ces deux

INotons que dans I'approximation (7.54), le facteur d’obiig est identique a celui que nous avons
trouvé pour le mouvement classiquk¢), avect = 2q tan 6;/« [voir (6.12, 6.13)].
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ordres. En nous placant en incidence oblique et en n&gligges petites corrections
de I'ordre dex/k.;, les populations (7.40) peuvent alors étre approximaes p

2
WY <i> 3 (2g tan 9i> . (7.56)
2K K

La figure de diffraction est donc symétrique dans le regileeRAMAN —NATH. Le
résultat (7.56) est représenté par la courbe en pamets-tsur la figure 7.12, et en
comparant a I'approximation ded®N (les courbes en trait plein et en tirets), nous
constatons qu’il est une bonne approximation de la figuraftfaction.

Calculons finalement un critere de validité quantitatiiple regime de RMAN —
NATH en incidence oblique. A cet effet, nous approximons le eatella conservation
d’énergie dans le diagramme dABLD (figure 7.13) non pas par une droite, mais
par une parabole. On trouve alors I'expression suivante lesuransferts de vecteur
d’'onde 0?1

Ak, 11 ~ F2qtanb, — k%COSQ 5
L'approximation précédente (7.54) correspond au pretarene de ce développement.
Nous pouvons nous en contenter si le deuxieme terme esppetiapport a I'echelle
caractéristique: de la coupure de l'efficacité de diffraction. Ainsi trougnous la
condition suivante :

(7.57)

2¢° 1

rk.; cos? 0
Si nous nous limitons a I'incidence oblique (7.55), cetvadition est équivalente a
celle pour l'incidence normale (7.52) parce que le factguios® 0; y est de I'ordre de
lunité:

< 1. (7.58)

KJ2

4q?
En incidence rasante par contre, nous avan®); — 0, et la condition (7.58) est
violée. L'approximation linéaire pour le transfert decteur d’onde n’est donc plus
valable. Nous allons étudier ce cas a la fin du paragrapirevenant au résultat (7.40)
de l'approximation de BRN.

=1+tan®6, S1+ (7.59)

cos? 0;

Le régime deBRAGG. Sur la figure 7.14, nous montrons les populations (7.40) des
ordres de diffraction en fonction de I'angle d’incidenge pour un vecteur d’onde
incident et un réseau tels que la condition (7.53) du regilm BRAGG est satisfaite.
Par rapport au regime deARIAN—NATH (la figure 7.12), nous constatons que les
populations des ordres= +1 etn = —1 sont assez differentes, et qu’elles passent par
un maximum a des angles d’incidentéz non nuls. En outre, la diffraction devient
rapidement inefficace lorsque I'angle d’incidence s’ézde la normale.

Pour interpréter ce comportement, nous notons qu’aunegs de l'incidence nor-
male, les transferts de vecteur d'onde (7.41) peuveng@ipeoximés par

2
Ak,oy ~ F ot (kai e q) (7.60)

z1
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Figure 7.14: Populations (7.40) de la figure de diffractianglle régime dBRAGG,

en fonction de I'angle d’incidencé dans le plan du réseatO~z (en degrés). Trait
plein: ordren = +1, tirets: ordren = —1, en pointillées : résultat (7.49) du modele
du miroir effectif modulé qui ne tient pas compte du factéabliquité.

Paramétresk; = 10q, x = 0.1q, ¢ = 0.01. Le paramétre de la condition (7.53)
vaut2q®/kk; = 2. La résonance dBRAGG a lieu aux angles-0y ~ +6° (les traits
verticaux).
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A cause du facteur d’obliquit&(Ak. +1/x), les populations non spéculaires sont
maximales lorsque ces transferts s’annulent:

Ak, 1 =0, (7.61)

donc pour des vecteurs d’'onde incidents telskgue= +¢. En fonction de la longueur
d’onde atomique dans le plai®z, \qg = 27/k;, et de la période du réseau- 7/q, la
condition (7.61) s’écrit encore sous la forme plus faendid’'une condition de BAGG,

gsin 03 = iAdB, (762)

oudp est'angle d’'incidence au maximum. Nous appelerons ces@&ies de diffrac-
tion desrésonances dBRAGG. Dans le régime semi-classique, les angles de résonance
0 donnés par (7.62) sont généralement proches de l'incelaormale.

Sur la figure 7.15, nous montrons la géométrie de diffosct la résonance de
BRAGG pour I'ordren = —1. C'est alors la differencé\k, _; = 0 qui S’annule, et
le vecteur d’onde incident est égal@ —k.;). L'ordre de diffractionn = —1 corres-
pond donc a un vecteur d’'onde firnalq, k.;), et cette onde diffractée se propage dans
la direction inverse de I'onde incidente. A la résonancdB&@GgG, la géométrie de
diffraction & atomes correspond donc a un montage de typerow.

Estimons maintenant la largeur de la résonance ded®. En utilisant la li-
mite (7.51) pour l'efficacité de diffraction et I'expreesi (7.60) pour les transferts
de vecteur d’onde, on trouve que la diffraction vers l'ordre- —1 est efficace tant
gue la composante horizontalg du vecteur d’'onde incident vérifie

e S kSt S
2q

q— (7.63)
2q
En dehors de cet intervalle, le facteur d’obliquité\%. _, /) fait décroitre la popula-
tion w_, vers zéro [voir la figure (7.14)]. Nous constatons donc dest@récisément
dans le régime de BAGG rk.;/(2¢%) < 1 (7.53) que l'intervalle (7.63) est plus étroit
gue la séparatioflg entre les maximums des populations, comme c’est le cas sur la
figure 7.14. Dans ce régime, les résonancesried® sont nettement résolues.

Etant donné que les résonances de8G ont lieu au voisinage de l'incidence
normale, les populations des ordres de diffraction (7.4@)wr des résonances peuvent
étre approximées par

Wiy = (61“) 52[ (tane + k)] (7.64)

Pour les parametres de la figure 7.14, cette approximatan les populationsv.,
se confond avec le résultat (7.40) de I'approximation d®B. A la résonance pour
l'ordre n = —1, le facteur d’obliquité3 est égal a l'unité et la population_; dans
(7.64) est donnée par I'estimation (7.42). Par contexjuation (7.64) montre que la
populationw, ; est alors réduite parce que I'argumenttieautdq?/rk.; 2
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Figure 7.15: Diffraction d’atomes dans le régimeBieAGG. Géométrie d& ITTROW
pour l'ordren = —1.
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Pour observer expérimentalement la diffraction deaBG, il faut satisfaire a la
condition (7.53). La vitesse incidente des atomes doit @ébrecfaible :

o (4 2h
Vi S </€> R (7.65)
Pour qu’une telle vitesse corresponde encore au régimedassique, il est alors
nécessaire que le rappartx soit grand devant I'unité? Il convient donc d'utiliser
une onde évanescente avec une longueur de décroissanteaucoup plus grande
gue la période du réseau. Ceci qui peut étre réalisamparéflexion totale interne pres
de I'angle limite. En effet, 'expression (7.63) montre das résonances deRBGG
sont d’autant plus étroites que la constante de décroissadu réseau de diffraction
est petite.

Comparons finalement le regime deAsG au régime du réseau géométriguement
épais. Rappelons que nous avons identifé ce régime dacmntexte du mouvement
classique et qu’il est caractérisé par le fait que I'atasellle plusieurs fois dans une
«valléey du potentiel dipolaire de I'onde évanescente statioenaéndant le temps
d’interaction. Nous considérons a cet effet une situadio, a la resonance derRBGG
pour 'ordren = —1, I'expression (7.64) pour la populatian_; devient de 'ordre de
I'unité. Ceci correspond a une valeur du contraste delt®de

2K
€~ o (7.66)
et le calcul perturbatif n'est alors plus valable. Etant mlomue la diffraction vers
'ordre n = +1 est beaucoup moins efficace, nous nous attendons a ce qyramsge
partie de la population de I'ordre spéculaire soit trars¢ vers I'ordre-1. En com-
binant (7.66) avec la condition du régime deA&sG (7.53), nous trouvons que cette
situation est équivalente au régime du réseau géameément épais (6.30):

2 2
q ek; 2q >

i - 1. 7.67
652 <2/<;) (/{?ZZH> ~ (7.67)

Le transfert de population vers l'ordre = —1 a la résonance deRA\GG apparait
donc comme l'analogue quantique des oscillations classigle 'atome dans les
vallées du potentiel dipolaire. Pour calculer la figure df&attion dans ce régime,
I'approximation de BRN n’est plus suffisante. Nous étudierons ce probleme dans le
chapitre 9.

Incidence rasante

Nous avons déja constaté que les populations des orérefffdaction décroissent
lorsque I'on s’éloigne de I'incidence normale (voir lesuiigs 7.12 et 7.14). En nous

2Nous verrons au paragraphe 7.4 suivant que pour une vitesgemtev,; plus petite que la li-
mite semi-classiquéx /M, le facteur d’obliquité n’intervient plus dans les pogidas des ordres de
diffraction.
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Figure 7.16: Bande de couplage efficace en incidence rasante
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placant maintenant en incidence rasamte-{ 90°), le diagramme d’®ALD de la
figure 7.16 montre que la difféerence de vecteur d'onde _, est du méme ordre que
le vecteur d’onde inciderit,;. Or, dans le regime semi-classique (qui est généralemen
réalisé dans les expériences de diffraction en incideasante [12, 13]), le vecteur
d’onde incidentk.; est beaucoup plus grand guell s’ensuit que la population_;
est proportionnelle a un facteur exponentiellement miit'ordre deexp(—nk.;/k)
[voir (7.50)]. La diffraction est inefficace parce que lenséert de vecteur d’onde ver-
tical est beaucoup plus grand que le vecteur d’'onde maximalpyisse transferer
le potentiel dipolaire. Nous concluons que les observatexpérimentales de la dif-
fraction d’atomes en incidence rasante [12, 13] ne peuvangpre interprétées dans
le cadre théorique que nous avons choisi ici. Nous étadgedans le chapitre 11 un
modele plus complexe [78, 79, 81] qui permet d’expliquedifraction par des tran-
sitions entre états internes de I'atome auxquels sontéssdes potentiels dipolaires
differents.

7.3.4 Comparaisom la distribution classique de vitesse

La distribution de vitesse classique et la figure de diffeacsont schématisées sur la fi-
gure 7.17. Notons tout d’abord que les deux ont des allusezatifferentes : la figure

de diffraction contient des pics discrets situés aux featsde vitess®, +2hq/M ;

la distribution classique par contre, est une fonction iooiet avec une largeur ca-
ractérisée par le transfert de vitesse maxitval**>.

Pour une comparaison plus précise, nous allons nous pices le régime de
RAMAN—NATH (7.58). Nous supposons également que I'approximation@®enBest
valable pour tous les angles d'incidence, ce qui corresgoladlimite e < 2x/k,;
(7.43) pour le contraste du réseau. A l'inverse de I'estioma(7.67), ces deux condi-
tions impliquent que le réseau de diffraction est géoigp@ement mince [voir (6.29)] :

2 2
@  (eki\ [ 2q
€5 = <2/{> (kml{> < 1. (7.68)

Nous pouvons donc comparer les populations (7.56) de laefiger diffraction a
la distribution classique (6.26) que nous avons obtenus tlamégime du réseau
géométriqguement mince au chapitre 6.

On constate sur la figure 7.17 que la distribution classicgu&toite par rapport
a I'espacement entre les ordres de diffraction. Ceci estammséquence du régime
perturbatif: en effet, la demi-largeur (6.25) de la digitibn de vitesse classique peut
s’écrire sous la forme suivante

Ekzi

2h
AvS™ = 2¢e v, gB(thzm 0;/k) =2 < d
K 2K

ﬁ(2qtan0i//{)> Y (7.69)

T

ou le facteur en parenthéses est égal a la racine deﬂ!aliopswflm (7.56). Dans le
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Figure 7.17: La distribution de vitesse classique (en [itées) et la figure de diffrac-
tion dans le régime perturbatif.

Paramétres : mi-largeur de la distribution classiqué&** = hq/M, populations non
Spéculairesvy; = 1/16.

régime perturbatif, il est petit devant I'unité ce qui ilicjie

max _ 414
AP < — 5. (7.70)

Dans les deux distributions, la population atomique estdepartie de deux fagons
tout a fait differentes: du point de vue classique, praigent tous les atomes su-
bissent un transfert de vitesse non nul, bien que petit; dot e vue quantique,
par contre, seulement une petite fraction d’atomes softadiés dans les ordres non
spéculaires, mais en subissant un grand transfert deseites

Cependant, bien que les points de vue classique et quartdaquesnt des distri-
butions de vitesse trés differentes, I'on trouve desiltéts identiques pour la valeur
guadratique moyenne du transfert de vitesse : en effetritet ga la distribution clas-
sique (6.26), on vérifie aisément que

(A02) = [Avag ploag) (g = v0)” = (D07, (7.71)
Pour la distribution quantique, cette quantité est défiar

(Av2) = (wyr+wy) (%) , (7.72)

et les populations (7.56) donnent le résultat

(Av2) =3 (Aop)?, (7.73)
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ce qui est identique a (7.71). Par ailleurs, la distributitassique et la figure de dif-
fraction sont toutes les deux symétriques de sorte quedaivenoyenne du transfert
de vitesse s’annule.

Cette coincidence est une illustration dprincipe de correspondanceui ex-
prime que la mécanique quantique s'approche de la méearlgssique lorsque la
longueur d’onde d®E BROGLIE devient petite par rapport aux echelles spatiales ca-
ractéristiques du potentiel. Nous avons effectivementétte hypothése ici, en nous
placant dans les régimes semi-classiqué (; < 1/x) et de RRMAN—NATH (k ~ q).

Remarque. Notons néanmoins que ce n’est pas le transfert de viteassiglie pour

une seule trajectoire qui coincide avec la valeur moyemaatigue, mais un transfert
de vitesse moyenné sur une distribution de trajectoiréssiwniforme sur une période
du réseau. Physiquement, cette distribution correspdadénsité de probabilité spatia-
lement uniforme de I'onde atomique incidente que nous ssmE©étre une onde plane.

Grace a la coincidence entre les valeurs quadratiqugsmes classique (7.71) et
guantique (7.73), on peut retrouver les populations demiprs ordres de diffraction
sans recourir a I'approximation deoN : il suffit de connaitre la largeukv*** de la
distribution de vitesse classique et le transfert de wit&dementair@hq/M pour le
réseau de diffraction, pour en déduire:

(Avy=)®
Wy ~ ——— 5~
4(2hq/M)
Ce résultat montre encore que le régime perturbatif deadifon est équivalent a une
distribution de vitesse classique étroite a I'échelletcnsfert de vitesse quantique
2hq/M.

(7.74)

7.4 Etude de la figure de diffraction dans la limite
guantique

Dans le chapitre 3 de la premiéere partie, nous avons trquigla limite d’'une lon-
gueur d’onde atomique tres longue comparée a I'epaisiel’onde évanescente, I'on
peut remplacer le potentiel dipolaire par une barriereatergiel infinie. Dans le cas
de I'onde évanescente stationnaire, nous nous attendomsalce que son potentiel
dipolaire ressemble a une barriere de potentiel infinig thoposition est spatialement
modulée. Le réseau de diffraction a atomes peut aloesrapproché d’un réseau de
diffraction métallique de I'optique lumineuse.

7.4.1 Les populations des ordres de diffraction

En fonction des vecteurs d’ondes incident et diffractéréigime quantique est ca-
ractérisé par la limite
kzia kzn <K (775)
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qui est opposée a la limite semi-classique (7.37). Noppeimns que les vecteurs
d’'onde diffractég k., k.,,) sont encore donnés par les expressions (7.4) et (7.5) de la
théorie cinématique de la diffraction. Au paragrapheZ?,.dous étudierons les condi-
tions cinématiques nécessaires pour réaliser le @gimantique.

Dans la limite quantique (7.75), I'approximation deo®N donne a partir de
I'expression générale (7.34) le résultat suivant pesrdopulations des ordres de dif-
fraction
62 kzzkzn
4 K2
On constate que cette expression est identique a cell@)(@ue nous avons trouvée
a l'aide du modele du miroir effectif modulé au paragraph3.2. Comme ce modele
suppose que I'atome est réflechi de fagon instantanée paroir effectif, nous avons
donc la une indication pour I'existence d’'une barriergodeentiel infinie qui permet-
trait d’'interpréter la diffraction.

Plus précisément, nous pouvons refaire le raisonnemepadagraphe 7.3.2, en
nous servant du miroir effectif du régime quantique: ragpe que pour l'onde
évanescente simple et dans le régime quantique, le dagbade I'onde atomique
réflechie est équivalent a une réflexion sur une bk potentiel infinie située a la
position¢> [donnée a (3.5)]. En généralisant cette idée au ca®ddd évanescente
stationnaire, nous trouvons un miroir effectif qui se treswur la surface

, n = =+1. (7.76)

Wy =

1
it (7) = G + 5 I (14 €cos2qz). (17
K
A partir du déphasage
Ap(z) = =2, CS () (7.78)

de I'onde atomique réflechie, le calcul du paragraphe#eionne alors I'expression
(7.76) pour les populations de la figure de diffraction adie le plus bas ea

Nous notons que les populations non spéculaires (7.76¥aities devant 'unité
parce qu’elles font intervenir deux petites quantitegdetraste: ainsi que le rapport
k.;/k [voir le régime quantique (7.75)]. Ceci suggere que nausvpns effectuer un
calcul perturbatif par rapport a un petit parametreeudfit pour calculer la figure de
diffraction méme si le contraste est plus élevée. A cettefious présentons au cha-
pitre 10 'approximation de RYLEIGH qui permet d’étudier la diffraction d’'une onde
par une interface dont la hauteur varie peu a I'échell@derigueur d’onde incidente.
Cette hypothése est en effet vérifiee dans le régimetmuen car (7.75) et (7.77)
impliquent

kzi
bt |G () — G| < 22 log(1 — o)) < 1, (7.79)

eff eff

a moins que le contrastesoit tres proche de 'unité. Dans I'approximation dayR
LEIGH, I'on développera la fonction d’onde atomique par rapporparameétré.;/x,
tout en gardant I'expression complete de la modulation doinmeffectif en fonction
du contraste.
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Notons finalement que I'approche daR EIGH ne peut se généraliser au régime
semi-classique parce qu’en remplacant le réeseau par amfe de potentiel infi-
nie, I'on ignorerait son épaisseur non nulle et donc la coelplu transfert de vecteur
d’onde vertical.

7.4.2 Conditions cirematiques pour realiser le regime quantique

Dans la limite quantique (7.75), la composante verticalladgesse incidente,; doit
étre faible par rapport a la vitesée /M. De plus, nous avons vu dans la construc-
tion d'EwWALD (la figure 7.5) que le transfert de vites®®;/M du réseau doit étre
inférieur au module de la vitesse incidente, sinon la alffion serait interdite par la
conservation de I'énergie.

En incidence normale, ces conditions impliquent

q < K, (7.80)

et il faut utiliser un réseau de diffraction dont I'épadesl /x est beaucoup plus faible
que la périoder/q. Rappelons qu’un tel réseau peut étre réalisé en faistarferer
deux ondes évanescentes qui se propagent presque dagmaditéction (parallele a
la directionOy).

Une possibilité alternative est de se placer en incideasante, a cause de la
réduction de la composante verticale de la vitesse intédedr, si 'atome est in-
cident dans le plaOz, le vecteur d’'onde diffracté dans l'ordre = —1 vaut
k. _1 =~ \/4qk.;. Pour qu'il vérifie également la limite quantique (7.7bfaut donc

satisfaire a la condition
q

K < 4kmz’
et comme le membre droit est généralement petit devanit&ucette condition est
encore plus difficile a réaliser en incidence rasante @ug0j en incidence normale.
Cependant, si le plan d’'incidence atomique est le pl@a, 'on peut combiner la
condition moins forte (7.80) et l'incidence rasante qudui la composante de vi-
tesse perpendiculaire a la surface du réseau. Latomépaat alors presque dans le
méme plan que les faisceaux laser qui créent 'onde &eamee stationnaire (voir la
figure 7.18).

(7.81)

7.4.3 Le regime«semi-quantique

Nous notons que la diffraction d’atomes lents en incideasamte permet de réaliser
un régimexsemi-quantique ou d'un coté, le vecteur d’onde incident est inférieur

a x et se trouve donc dans le régime quantique, et de l'autié & vecteur d’'onde
diffracté dans lI'ordrex = —1 est dans le régime semi-classique. A partir du résultat
général de I'approximation dedRkN (7.35), on obtient dans ce régime I'expression
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Figure 7.18: Schéma experimental pour réaliser la diffioam d’atomes dans le régime
quantique. Le dessin dans I'encadré présente une vueadudphcidence des atomes
yOz. Les fleches en trait épais représentent les faisceawixéux et celles en trait fin
les faisceaux atomiques incident et diffractés.



Approximation deBORN 151

suivante pour la population_;

kzi << K << kz771 .
2,371 4
w_q = € ha (kz’1> exp<—7rkz’1> X (7.82)

64 kK K K

17k’ ki \
1 + 21 _9 zi ] 4 —7k. _1/K )
x{ +2<2/{> (kz,—l) +(’){(/{:ZZ//<;) , e }}

L'exponentielle de la premiere ligne implique que la patign diffractée décroit
lorsque le vecteur d’onde, _; devient plus grand que la constante de décroissance
r de I'onde évanescente. Ceci correspond a la coupure uisféxrd de vecteur d'onde
(7.51) du régime semi-classique, a ceci prés que daglme semi-quantique, nous
avonsAk, 1 =k, 1 — k= k, 1.

Sur la figure 7.19, nous représentons les populations diessor = +1, données
par (7.34), en fonction de I'anglg; entre le plan d’incidence de I'atome et le plan
2Oz du réseau. L'angle d’incidencg par rapport a la verticale est constant et choisi
de facon a ce que la composante verticale du vecteur d'muittent se trouve dans
le régime quantiquek,; = |k;|cosf; < k. La composante horizontale du vecteur
d’onde incident est donnée play; = |k;| sin 6; cos ¢;.

A ¢; = 0, le plan d’incidence se confond avec le plafz et c’est cette situation
qui réalise le régime semi-quantique. Lorsguaugmente, le vecteur d’onde diffracté
k., diminue et & cause de I'exponentieltep(—nk, _;/x) dans I'expression (7.82),
I'efficacité de diffraction augmente (la courbe en tiretg)rsquep; augmentek, _,
passe en-dessous de la limiteet I'on entre dans le régime quantique (voir les courbes
en pointillées qui représentent les populations (7. a@sde régime quantique). La po-
pulationw_; diminue de nouveau a cause du facteur, dans (7.76). Pour ces angles
d’incidence, I'ordre de diffractiom = +1 est également permis par la conservation
d’énergie (la courbe en trait plein).
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Figure 7.19: Populations des ordres de diffractions dasisdgimes semi-quantique
(p; — 0°) et quantiqued; — 90°), en fonction de l'angle; (en degrés) entre le plan
d’incidence atomique et le plarOz. L'ordren = +1 (en trait plein) apparait poytr;
proche ded0°. Tirets : ordren = —1, pointillées : expressions approchées (7.76) pour
w41 dans la limite quantique.

L'atome est incident avec un vecteur d’'on#tegl = 10 x, sous un anglé; ~ 87.°1,

de sorte qué:.; = 0.5 . Le vecteur d’'onde du réseau vaut 0.1 x et le contraste

e = 0.5. Pourg; = 0, le vecteur d’onde diffracté dans l'ordne= —1 vautk, _, ~ 2.

Le régimek. _, < k correspond &; 2 79°.
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7.5 Conclusion et perspectives

L'approximation de BRN nous a permis d’identifier une coupure d’ordre dyna-
mique pour l'efficacité de la diffraction d’atomes: dansdi@ection normaleOz,

a la difference de la réflexion spéculaire, le potentiel réseau de diffraction ne
peut transférer un vecteur d’onde a I'atome qui soit g@gérieur a la constante de
décroissance de I'onde évanescente. Cette coupure permet d’évaletichcité de
la diffraction en comparant le transfert limitkeaux differences verticalesk, 1, des
vecteurs d’'onde des ordres de diffraction. Elle impliqueoarticulier que la diffrac-
tion devient inefficace en incidente rasante. Il semble diifiicile d’expliquer les
observations expérimentales de la diffraction d’atonregneidence rasante [12, 13]
dans le cadre du modele du potentiel dipolaire scalairexqus avons choisi ici. Nous
étudierons ce probleme au chapitre 11 a l'aide d’un rfeogkis complexe ou inter-
vient également la structure interne de I'atome.

Avant d’aborder ce modele plus complexe, nous allons restes le cas scalaire
et présenter trois approches qui permettent de dépassagiine perturbatif auquel est
restreinte I'approximation de ®&N. En effet, nous avons pu établir dans ce chapitre
une limite de validité pour I'approximation ded&N: il faut que le contraste de
I'onde évanescente stationnaire soit inférieur au rapptk,; entre lalongueur d’onde
deDE BROGLIE de I'atome incident et I'épaisseur du réseau de diffoactUne fagon
équivalente d’exprimer cette condition est que la positio miroir effectif associé
au réseau de diffraction soit faiblement modulée ah&e de la longueur d’'onde
atomique incidente. Dans le régime semi-classique @mnaisseur du réseau est grande
devant la longueur d’onde atomique, 'approximation derB n’est alors valable que
pour des valeurs tres petites du contraste.

Sur le schéma 7.20, nous représentons les differegisnes que nous avons
identifiés jusqu’ici, ainsi que des directions possiblesipdépasser les limites de
'approximation de BRN. La condition de validité de I'approximation deoBN est
représentée par la ligne horizontale du schéma 7.20idoe Idiagonale sépare les
régimes du réseau géométriguement mince (au-dessugaeiche) et eépais que nous
avons identifies au chapitre 6. La partie gauche du scheprégente le régime de
RAMAN—NATH ou I'épaisseur de I'onde évanescente stationnaire@aparable ou
plus petite que sa période [la condition (7.52)]. Dans Idi@alroite, le réseau est
beaucoup plus épais, et I'on réalise alors le régime Rledss [la condition (7.53)3

Sur le schéma (7.20), les fleches illustrent deux strasgopur dépasser le regime
perturbatif (dans la limite semi-classique) :

1. Nous avons constaté que si I'épaisseur et la périodesiau sont du méme
ordre de grandeur (le régime deaiRAN —NATH situé sur la partie gauche du

13 orsque I'angle d’incidence augmente, la ligne vertical@léplace en direction de la régigr< «
a cause de la condition (7.58). Quant a la limite pour lragpnation de BRN, elle se déplace vers des
valeurs plus grandes du contrastea cause du facteur d’obliquif® < 1, un contraste plus élevé est
nécessaire en incidence oblique pour créer une popnolatio spéculaire donnée.
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Figure 7.20: Représentation schématique des differe@dgimes en fonction du
contraste: de I'onde évanescente stationnaire et du rappbttentre sa longueur de
décroissance et sa période. Le schéma est esquissBipadence normale et dans le
régime semi-classique.
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schéma 7.20), la figure de diffraction présente des poortsmuns avec la distri-
bution de vitesse classique du régime du réseau géigmétnent mince : les va-
leurs moyennes et quadratiques moyennes du transfertedseisont les mémes
dans les deux points de vue. Si le contraste augmente awddeEgime pertur-
batif, la distribution de vitesse classique devient plugdaet couvre plusieurs
ordres de diffraction. Nous nous attendons donc a ce que lddigure de dif-
fraction, des ordres supérieurs apparaissent et queel@ope des populations
des ordres soit donnée par la distribution de vitesseiglassL'on peut alors se
demander si 'approche perturbative classique qui nousraipale trouver la
distribution de vitesse pour un réseau geométriquemeénte, peut etre utilisée
aussi pour calculer la figure de diffraction. Nous répondra cette question
par I'affirmative au chapitre 8 qui présente I'approximatdu«réseau de phase
mince». Dans le regime de RMAN—NATH et pour un réseau géomeétriquement
mince, cette approximation permet de décrire a la foigtgme perturbatif ou
'approximation de B RN est valable, et une région de valeurs plus importantes
du contraste, ou plusieurs ordres sont peuplés dans la figure de diffrac

2. Pour le cas d’'un réseau épais (le regime den®G sur la partie droite du
schéma 7.20), nous avons constaté que les populatiorsdiesn = +1 sont
differentes. L'asymétrie maximale se produit a la réstce de RAGG ou deux
ordres;n = 0 etn = —1, par exemple, ont des vecteurs d’onde dont les compo-
santes normales sont les mémes. Le vecteur d’'onde défdectordren = +1
se trouve alors en-dehors de la bande de couplage efficasdaeddragramme
d’EWALD, et la populationv; est beaucoup plus faible que ;. Au-dela du
régime perturbatif, nous nous attendons a ce que une gizartie de la popu-
lation atomique soit transférée vers l'ordré. Il parait alors justifieé de se res-
treindre aux seuls ordres= 0, —1 entre lesquels le couplage est maximal. C’'est
une telle approche (symbolisée par la fleche a droitectié@rea 7.20) que nous
permet au chapitre 9 de mettre en évidence le phénomdad’dadelbsung(la
¢solution du pendulg dans la diffraction de BAGG.

Finalement, I'approximation de &N nous a également permis d’étudier la dif-
fraction d’atomes dans le régime quantigkg, < x, ou la longueur d’onde dee
BROGLIE est beaucoup plus grande que la portée du potentiel. DaBgicae, la cou-
pure de I'efficacité de la diffraction n’est pas perting@iant donnée que les transferts
de vecteur d’'onde sont tous inférieurs.dNous avons montré que la figure de diffrac-
tion atomique peut alors étre interprétée par la réflexdur une barriere de potentiel
infinie dont la position présente une faible modulationtisea Ce modele est ana-
logue a la diffraction d’'une onde lumineuse par un réseadiffraction métallique.
Cette analogie permet d’envisager une troisieme stiejggur calculer la figure de
diffraction au-dela de la limite perturbative (voir le &tha 7.21):

3. Dans le réegime quantique, nous avons constaté quedessonon spéculaires
de la figure de diffraction restent faiblement peuplésmaéi le contraste du
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Figure 7.21: Représentation schématique analoguegulafr.20, mais pour le régime
quantique.

A droite de la ligne verticale, les ordres non spéculaimg sterdits par la conser-
vation de I'énergie. L'approximation dBORN décrit la diffraction dans la par-
tie supérieure du schéma parce qu’elle est limitée amjereordre par rapport au
contraste.

L'approche d&RAYLEIGH (symbdlisée par la fleche) permet de couvrir le régimmd’
contraste comparable a l'unité ou les ordnes: +2,+3, ... apparaissent dans la fi-
gure de diffraction.
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réseau est de I'ordre de I'unité. Cette observation ineique le développement
au premier ordre en, qui est a la base de I'approximation de®\, n'est pas
le choix optimal pour caractériser la diffraction d’atasraans le régime quan-
tique. Dans le chapitre 10, nous présentons une approheative inspirée par
I'analogie au miroir métallique ondulé : en partant du mledd’une barriere de
potentiel infinie dont la position est modulée, nous nowgisms de la méthode
de RAYLEIGH pour calculer la fonction d’'onde, en supposant que la maidula
de la barriere est faible devant la longueur d’onde indielelh se trouve que ce
modele n'est pas restreint a des valeurs faibles du csieted permet d’obtenir
des expressions approchées pour les populations des aujpérieurs dans la
figure de diffraction.
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Annexe

7.A Calcul de lafigure de diffraction a l'aide de laregle
d’or de FERMI

Dans cette annexe, nous démontrons I'expression (7.34) les populations des
ordres de diffraction a partir de la théorie de la diffusiguantique. Nous calculons
une section efficace de diffusion a I'aide de la regle der@rRMI. Moyennant une
normalisation par la surface du réseau, la section effipao@et d’obtenir les popula-
tions des ordres de diffraction.

7.A.1 La section efficace de diffusion

Du point de vue de la théorie quantique de diffusion, I'oatlemique est diffractée
parce que la partie modulée du réseau de diffraction fraks transitions entre les
états atomiques incident et final. En représentatiortiposices états sont donnés par
les fonctions d’ondes;;(r), elles sont des fonctions propres du Hamiltoriténavec
h2
2 —2Kz
— Vi , 7.A.1

Ho 5 MV + e ( )
qui décrit la partie non modulée du réseau. La transitien; (r) versy(r) est alors
caractérisée par une section efficace differentiéll¢d(),. Dans I'approximation de
BornN!4, la section efficace est donnée par la régle d’or HeNF :

d¥ 21 1

a0 = 7 e@vOm

dnf

— 2
5)| ~rapiae o (7.A.2)

Dans cette expressiod(); est I'element d’angle solide autour de la direction de
'onde atomique finaley; le courant de probabilité de 'onde atomique incidente,
V®(r) la partie modulé du potentiel lumineux de I'onde évanetestationnaire et
dn;/dEGP) |la densité d'états finaux pour I'énergie®?) de I'onde incidente. Les
fonctions d’ondes);;(r) sont normalisées de fagon a représenter une densjiéode
babilité en trois dimensions.

7.A.2 Populations des ordres de diffraction

Avant de calculer explicitement la section efficace (7.Ar®)us montrons comment
elle permet d’obtenir les populations des ordres de diffsac A cet effet, nous nor-
malisons la section efficace par la surface du réseau dadifin. Cette procédure est

1plus précisément, I'approximation (7.A.2) pour la sectefficace s’appelle approximation de
BORN a partir d'ondes modifiees(distorted wave Born approximatipparce que les états initial et
final ne sont pas des ondes planes (comme pour un potenfigalif localisé en trois dimensions),
mais tiennent déja compte de la réflexion sur le potenti@lmodulé du Hamiltonief,.
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nécessaire parce que, a la difference d’'un potentiéisifir localisé dans I'espace,
nous avons affaire a un réseau de diffraction qui s’ésemdin plan infini.

Probabilit &€ differentielle de diffraction

Nous définissons d’abord une probabilité differengiele diffractiondw/d2;. A cet
effet, nous divisons le nombre d’atomes diffractés patéude temps par le nombre
d’atomes incidents par unité de temps. Par la définitiemmde la section efficace, le
nombre d’atomes diffractés par unité de temps est doané p

dNgg . dX
a - aa,

(7.A.3)

ou j; est le courant de probabilité incident. Le nombre d’atoimeglents est infini
si nous considérons un réseau de diffraction qui s’égndout le plantOy. Nous
limitons donc le réseau a une aité finie de sorte que le nombre d’atomes incidents
vaut
dNinc
dt

Le facteurcos 0; dans cette expression est la projection de la normale aftaceu:Oy
sur la direction de I'onde incidente. Il tient compte defétfde perspective qui réduit
la surface du réseau lorsque les atomes sont incidentsusoasgle different de la
normale.

En divisant (7.A.3) par (7.A.4), nous obtenons la probsbiifferentielle de dif-
fraction qui est donc donnée par

= j; L? cos 0);. (7.A.4)

dw 1 dXx
dQ;  L2cosf; dS);’

(7.A.5)

Nous notons gu’elle peut &tre interprétée comme wgextion efficace par unité de
surface du réseau

Poids des pics de diffraction

Nous notons maintenant qu’en fonction de la direction dad®finale, la probabi-
lité differentielle dw/dS2; est piquée aux angles de diffracti¢f,, »,,). De fagon
équivalente, nous pouvons considérer une probabiétditfusion par unité de vec-
teur d'onde findP dw/dk,dk, ;. Le changement de variablé;, ;) — (kus, kys)

15Elle ne contient pas de differentielié. ; parce que la composante normale du vecteur d’onde
final est fixée par la conservation de I'énergie:

k.p = \/(k(3D>)2 — k2, — k2.
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implique le Jacobien

dk?xf dk’yf = Kf dKf ngf
= (K®P))2sin 0 cos O df; de;
kBP k. dQy, (7.A.6)
ol nous avons utilisé la quantité; = (k2; + k2;)'/? = k®P)sin ; et le module de

vecteur d’'onde
2M EBD)

kB3P = P (7.A.7)
La relation (7.A.6) permet d’exprimehw/dk, ;dk,; en fonction delw/d2; :
1
dw dw (7.A.8)

dkypdkyy  kGD, dQ,

Cette probabilité differentielle est piquée aux vecsedionde diffractésk,,,, k,,) et
nous pouvons alors identifier les populatiensdes ordres avec les poids des pics de
diffraction :

dw B

— — i 7.A.

n

7.A.3 Calcul explicite de la section efficace

Pour calculer la section efficace de diffusion (7.A.2), tiescessaire d’'introduire une
boite de quantification pour normaliser les fonctions d®ua;;(r). Nous considérons
une boite cubique de volunie dont la base coincide avec la surfdcdedu réseau de
diffraction. Son arétd, est choisie beaucoup plus grande que la période et la longue
de décroissance du réseau de diffraction. Dans les dinseDx et Oy, nous choisis-
sons des conditions aux limites périodiques; au plaa L, la boite est fermée par
une barriére de potentiel infinie.

Normalisation desétats initial et final

Comme le potentiel du Hamiltonien (7.A.1) ne dépend queadmbrdonnée normale
z, les états);¢(r) sont de la forme

?/;if(r) = Cexpi (k?x,z‘f$ + ky,ify) gbk'z’if(z) ) (7.A.10)

ou la constante de normalisatiGhest déterminée par le comportement asymptotique
de la fonction d’'onde a une dimensiop . (z) dans la région: — +oc [voir (7.23)]:

z — 400 : ¢if(r) = sin [k:mfz + %Agp(k:mf)} : (7.A.11)

En imposant que la probabilité de présence de I'atome ldansite vaille I'unité, 'on
trouve

C=4=. (7.A.12)
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Nous pouvons maintenant écrire le courant de probabiiit&lent et la densité
d’états finaux. Le courant de I'onde incidente dans la fonction d’ondgr) (7.A.10)
vaut
hEGBP) 0% pgBD)

M 4 2ML3¥
Pour calculer la densité d’états, nous observons queldduste de quantification, les
vecteurs d’onde finauk; sont discrétisés avec des espacements

Ji = (7.A.13)

Sk, = 0ky = — et Ok, = —. (7.A.14)

La densité d’états vaut alors

dny 1 dky L3 MkGD)
AEGD) ~ 5k, 5y ok, AEGD) — 48 2 O (7.A.15)

Résultat pour la section efficace diférentielle
Rappelons que la partie modulée du potentiel est donnée pa
v (r) = € Viax € "% cos 2qx. (7.A.16)

Dans la régle d’or de ErMI, nous avons a calculer son élément de matrice

() |VOw) o)) = [ar @ VO a).  (7ALY)

Si nous étendons l'intégrale sur tout I'espace, leggragons sur les coordonnéest
y font apparaitre des fonctiomdocalisées aux vecteurs d’onde diffractés au premier
ordre:

(@) VO ) [hi(r)) = %5(1@,[—1@) x (7.A.18)
X Zi 0(kazg = Kan) (B (2)] Vinax €™ |01.,(2)) ,

ou le dernier élément de matrice représente I'intégnasur la coordonnée. Pour
calculer le carré du résultat (7.A.18), nous nous serdaen boite de quantification
qui permet de régulariser les carrés des fonctiots la fagon suivante

L
10(Kys — kan)|” = o0 (kay = Fun). (7.A.19)

En utilisant le flux incident (7.A.13) et la densité d’'&td7.A.15), la section efficace
différentielle (7.A.2) donne alors le résultat
ds o, 42 M2EBD)

XY 8lkar = hien) | (B ()] Vinas € [1.,(2))

’2
n==+1
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Nous constatons que cette section efficace est proportlerinkaire L? du réseau de
diffraction et qu’elle est une somme de pics localisés actaurs d’onde diffractés au
premier ordre.

Résultat pour les populations des ordres

En utilisant la normalisation (7.A.5), le changement deialde (7.A.6) et la
définition (7.A.9) des populations des ordres de diffiactila section efficace
différentielle (7.A.20) implique que les populations dedres de diffraction au pre-
mier ordre sont données par

2

4¢2 M
‘ . n==+l (7.A.21)

B h4 kzi kzn

Wn,

[(Bhen] Vinax €72 |65..)

Nous constatons que cette expression est identique alatgsu34) que nous avons
obtenu au paragraphe 7.

7.B Fonction deGREENpour le potentiel exponentiel

Nous donnons ici la démonstration de I'expression (7.8Q) pa fonction de GEEN

du potentiel exponentiel. Au cours de cette démonstrations établissons le com-

portement asymptotique (7.B.32) de la fonction dReGN. Nous calculons ainsi

l'intégrale surk, de la formule (7.31) pour la fonction d’onde diffractée ettbntrons

I'expression (7.33) pour les amplitudes de diffractiongiBapproximation de BRN.
Nous allons nous placer eh= 2, 3 dimensions.

7.B.1 Definition

Considérons I'opérateur difféerentiel
D=A—-Ue 2 + k% (7.B.22)

ou A est le Laplacien eti dimensions et les quantitéset k% sont relieées a la hauteur
du potentiel exponentiél,... et & I'énergie incident&(? :

2M Viax

U = o (7.B.23a)
2ME@
K = Ea (7.B.23Db)

La fonction de ®REEN G(r,r’) de I'opérateur differentieD satisfait aux deux condi-
tions suivantes:
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1. en fonction de la variabbe G(r,r’) est solution a I'equation difféerentielle
DG(r,r') =6(r — 1), (7.B.24)

ou la fonctiond du membre droit représente I'opérateur identité daesplace
des solutions réguliéres(r) de I'équation de SHRODINGER

Di(r) = 0, (7.B.25)

c’est-a-dire des solutions qui s’annulent dans la régiassiquement interdite
z — —0Q0,

2. dans la région asymptotique— +oo, G(r,1r’) est une superposition d’'ondes
sortantesxp ik - r aveck? = k% etk, > 0.

Nous notons que la premiere de ces conditions impliguegi@ection der, la fonc-
tion de GREEN G(r,r’) a un comportement asymptotique analogue aux fonctions
d’'onde réguliéres)(r), a savoir gu’elle s’annule elle aussi dans la limite> —oo.

7.B.2 Enoneé

La fonction de QREeN G(r,r’) de I'opérateur difféerentiel (7.B.22) est donnée par

1KR R/)

G(r ¢kz( ) Or.(2), (7.B.26)

ou les vecteurs et k ont les composanteR et K paralléles au plan = 0 et les
composantesetk, le long de I'axeDz. Les fonctions d'onde, (z) sont des solutions
de I'equation de BHRODINGER stationnaire en une dimension

d2 —ZRZzZ
<—F +Ue 2 ) (bkz (Z) = ]iiz (ka(Z) (7827)
avec les comportements asymptotiques
Z— —00 : or.(z) = 0 (7.B.28a)
2 — 400 : . (2) = sin[kzz + %Agp(l{;z)} . (7.B.28b)

Les¢y. (z) ont I'expression

k. |sinh(rk./K)

Pr.(2) = — o Jn K,y (ug "), (7.B.29)

ou K, /x(uge™"*) est une fonction de BsseL modifiee de la deuxieme espece. Le

parametre:, vaut
U
uy =1/ =, (7.B.30)
K
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Imk,
0 pole kg Rek
> *
\_/

Figure 7.22: Chemin d’intégratiahpour l'intégrale suk.. dans la fonction d&REEN
(7.B.26).

et le déphasagAy(k,) est donné par
Ap(k,) = 2k log(ug/2) + 2argT'(1 + ik, /k) . (7.B.31)
K

Le chemin d’intégratio® pour la variable:, dans l'integrale (7.B.26) est esquissé sur
lafigure 7.22: il part de I'origine vers, = +oc et contourne, dans le plan complexe, le
pole situé &, = ks = (k> — K?)/2 en passant par le demi-plan inféri&uim k., < 0.

Dans la région asymptotique— +oo, la fonction de ®ReeN G(r,r’) a le com-
portement asymptotique suivant

z — 400 : (7.B.32)
) 1 eiK(R.—R.’) ) 1 ,
G(I’, I') = —W / dKT exXp1l |:k’32 -+ 5A(p(kg)j| ¢k3(2’ )
K|<k
avec
ks = +vk? — K2 pour|K| < k. (7.B.33)

Les vecteurs d’'ond& avec|K| > k correspondent a des ondes évanescentes qui
décroissent de facon exponentielle dans la limite +oc.

7.B.3 Demonstration

Equation diff érentielle. En échangeant I'opérateur differentiel(7.B.22) avec les
intégrales de la fonction deREEN (7.B.26) et en utilisant I'eéquation decBRODIN-

16De fagon equivalente, I'on peut préciser le chemin @gration en remplacant le dénominateur
k? — k? dans (7.B.26) pak? — k? + 10" ou0* représente une quantité infinitesimale positive. Lie pd
est ainsi déplacé veds, = (k7 +i07)'/2 et se trouve donc dans le demi-plan supériewk, > 0.
En intégrant alors le long de 'axe réelle positive, ldepést également situé au-dessus du chemin
d’intégration.
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GER(7.B.27) pour les fonctions d’ondg,_ (=), nous trouvons

4 ~K? -+ wrmow
DG(r,x') = W/dK /dkz 2 — K2 MR (2) o (2)
C

= 2R R) [k 60, (2) 65, ()). (7.8.34)
C

Notons que l'intégrand n’a plus de singularité proche'abed réelle [voir les fonctions
d’onde (7.B.29)], nous pouvons donc remplacer le confopar I'axe réelle positive.

Identité dans l'espace de solutions égulieres. |l reste donc a montrer que
lintegrale suivante représente I'opérateur identilans l'espace des solutions
régulierespy, (')

2 [k 00, (2) 60, () = 6= — ). (7.8.35)
0

A cet effet, nous introduisons, en suivant GRMAND [103], une boite de quantifica-
tion en ajoutant une barriere de potentiel infini a la posit = L dans la région
asymptotique L > 1/k). La condition que les fonctions d’'ondg,_(z) (7.B.29)
s’annulent pour = L, entraine alors que les vecteurs d’oideont quantifiés :

k. =k, avec k,L+ iAp(ky)=mmr, m=12,... (7.B.36)

Alalimite L > 1/k, le termek,, L dans (7.B.36) I'emporte sur le déphasage (7.B.31)
et les vecteurs d’onde quantifigs ont un espacement

T
k, = —. 7.B.37
ok, 7 ( )

Les fonctions d’ondesy, (z) sont orthogonales

<¢km|¢km/> = /dz o, (2) dr, ,(2) =0 pour m #m/, (7.B.38)
et le comportement asymptotique (7.B.28b) implique quetare despy,, (z) vaut
L
(P |Okn) = 5 (7.B.39)

Nous pouvons alors écrire I'opérateur idenfitpour les fonctions d’onde régulieres
dans la boite de quantification de la fagon suivante :

1= 25 10n,) {0 (7.B.40)

m=1
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A la limite d’'une boite infinie. — oo, la somme sur lek,, devient une intégrale, et
avec I'espacement:, (7.B.37), nous avons la représentation suivante

2 o0
1= O/ dk.16x.) (b (7.8.41)

En représentation position, le membre gauche devient wretibn §(z —
z'). Ceci compléte la demonstration de la formule (7.B.35) et l@quation
differentielle (7.B.24) pour la fonction deKEEN.

Comportement dans la egion asymptotiquez — +oo. |l reste a étudier le
comportement asymptotique (7.B.32) de la fonction deeE&N G(r, ') a la limite

z — +o0. Plus précisément, compte tenu du comportement asyigpéof7.B.28b)
des fonctions d’'ondey._ (=), il suffit d’établir la formule suivante

2 sin|k.z + 2 Ap(k.) 1 _
= /dk‘z [ 12 2k2 } Or.(2') = T, Pl ksz + %ASD(k?s)} Prs (1),
37 vy

(7.B.42)

T
c

ou k3 > 0 est défini a I'équation (7.B.33).

En suivant N. @BRERA et al.[58], nous notons qu’en fonction de, la fonction
d'onde ¢y (') est impairet’ Comme lesin dans (7.B.42) donne le comportement
asymptotique dey_(z), il est @également impaire en fonction ée Par conséquent,
l'integrand dans (7.B.42) est pair, et nous pouvons recgpléintégrale suk, par

1 .
/d/{:z - —/ dk.., (7.B.43)
c 2 Jer

ou le chemin d’intégratiod’ commence &, = —oo, contourne le pdle situéfa =
—k3 par le demi-plan supérieur et celui situé.a= +k3 par le demi-plan inférieur et
se termine &, = +oo (voir la figure 7.23).

Introduisons maintenant I'expression (7.B.29) pour lect@n d’ondegy., (=) dans
l'intégrale (7.B.42) ; il vient

1 oo sinfkz + 3A0(k:)| k. [sinh(nk,/k) :
I _/dkz k. K j(uge™).  (7.B.44
-] e p ok ks /e (U0e™ ™) ( )

En utilisant la définition (7.B.31) du déphasafye(k.) et la propriété suivante de la

fonctionI” (pourk, réel)
. k. /K

"\oir 'expression (7.B.29) poupy, (z'). La fonction de BSSEL Kikz/,ﬁ(uoe*m/) est paire en
fonctiondek, (M. ABRAMOWITZ et |. STEGUN, Handbook of Mathematical Functiorfermule 9.6.6).
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Figure 7.23: Chemin d’intégratiati pour l'intégralél surk, dans (7.B.44). Le demi-
cercle symbolise la fermeture du chergina l'infini pour le calcul de l'intégralé&
dans (7.B.47).

nous obtenons I'expression suivante

sinh(mk./k)

Tk, /K

1 eikz[z—fi_llog(uo/Q)] e—ikz[z—n_llog(uo/Q)}
5{ T(1—ik./k)  D(1+ik./k) }

sin [kzz + %Acp(kz)}

(7.B.46)

qui donne la continuation analytique du membre gauche alesirs complexes de
k..

Lintegrale Z (7.B.44) devient alors la somme de deux intégrdles; 7, + Z_,
dont la premiere s’écrit

k; //{ elkz k1 log(uo/2)] o
ks / g i Tty ern(t00™): (7.8.47)

Dans la limitez — +o00, nous pouvons supposer que- ! log(uy/2) > 0 et fermer

le chemin d’intégratiorC’ par un demi-cercle a l'infini dans le demi-plan supérieur
Im k, > 0 (voir la figure 7.23). A cause de I'exponentietfé:l=—=""les(w0/2)]  |e demi-
cercle a I'infini ne contribue pas a la valeur de l'intdgraD’apres le theoreme de
CAUCHY, lintégrale (7.B.47) est déterminée par les poles’iéigrand qu’enferme

le chemin d'intégration. Il est bien conffuque la fonctionl /T'(1 + ik./k) n’a pas
de singularités dans le plan complexe de la varidbld! en est de ménié€ pour la
fonction de BESSEL K,_ . (upe™"*). L'intégrand a donc deux poles simples paur=
+ks dont seulement le pdle, = +k3 se trouve a I'intérieur du chemin d’intégration

BABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, chap. 6.1.
I9ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, chap. 9.1 et formule 9.6.4.
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(au-dessus du chemiH). Le théoreme de @JCHY donne alors le résultat suivant

kfg/li elks [z—r " log(ug/2)]

© 2k;  D(1—iks/r)

= o e [hyz o+ BA(ky)] 6k, (). (7.8.49)
3

v Kty (pe™) (7.B.48)

En passant a la deuxieme ligne, nous avons utilisé laitiéf (7.B.29) de la fonction
d'ondeg¢y,(z), le déphasagAy(ks) (7.B.31) et la propriété (7.B.45) de la fonctibn
étant donné quk; est réel.

De fagon analogue, mais en fermant le chemin d’intégnatigoar un demi-cercle
dans le plan inférieurm k£, < 0, 'on démontre que la deuxieme intégrale

k /I{ e —ik,[z—k ™1 log(uo/2)] o
:_%/ e e T ke eeltoe™). (7.B.50)

a la méme valeur (7.B.49) qué,. Ceci complete la démonstration de la for-

mule (7.B.42), ainsi que du comportement asymptotique.B82Bde la fonction de
GREENG(r,1’).

7.C Eléments de matrice du potentiel exponentiel (1)

Nous calculons dans cette annexe I'eélément de matri@&)7.

(1, (2)| U e |y, (2)) (7.C.51)

ou les¢y,, (2) sont des fonctions propres de I'équation dB4BODINGER stationnaire
avec le potentiel exponentigle=2**. Rappelons qu’elles sont données par

Dryy (2 \/— sinh (7kif/K) Kik,y /s (uo e "“Z) , (7.C.52)

avecKi,,/«(uo e "*) une fonction de BsseLmodifiée de la deuxieme espece:gt=
(U/FLQ)l/Q.

Pour évaluer I'element de matrice, nous utilisons lengjeanent de variable —
u = ug e "* (voir aussi [68]). L'expression (7.C.51) se ramene ators

(1, (2)| U e |y (2)) = %\/k;f ki sinh (ks /) sinh (wk;/r) Z(kg, k;) (7.C.53)

avec

Z(ky, ki /duuKlkf/H( u) Kig,/(1). (7.C.54)
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Pour évaluer cette intégrale, nous utilisons la repréadon intégrale suivante pour les
fonctions de ESSEI?°

Kinelu) = 5 / (¢ e eosh RCHEC (7.C.55)

qui permet d’effectuer I'intégration surdans (7.C.54), avec le résultat

expi(ksC + k(')
Llky, ki /dC dc’ (cosh k¢ + cosh k()% (7.C.56)

Un autre changement de variablg, ('} — {7 = x((+ {")/2,7 = k(¢ — {')/2}
permet de factoriser l'intégrale (7.C.56) et de la rameriartransformée dedURIER
del/ cosh?:

Tk k) = %/dT expil(ky + ki)7/n /dT' expillky —k)T/K] 7 ¢ s7)

cosh? 7 cosh? 7/

Le résultat (6.A.6) de I'annexe 6.A donne alors
1 (kr+ kK ke — k;
T(kyo k) = —B( st ) ﬁ<f7> (7.C.58)
2 K K

En utilisant la définition (6.12) du facteur d’obliquité nous avons donc

(ks +ki)/2k m(ky —ki)/2k

1
T(ky ki) = = -
(k. ki) 2sinh (ks + k;) /26 sinh (ks — ki) /2K

(7.C.59)

Compte tenu de (7.C.53), ceci complete la démonstratetiadément de matrice
(7.35).

20ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, équation 9.6.24.
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Chapitre 8

L'approximation du r eseau de phase
mince

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une méthode d’appriiaimgui permet de ca-
ractériser la diffraction d’atomes dans le régime selassique. Dans ce régime, les
trajectoires classiques servent a calculer la phase datiién d’'onde. En optique lu-
mineuse, une approche équivalente est celle de I'optiGoen@triqué ou la phase du
champ lumineux est donnée par le chemin optique d’'un raywnirleux, divisé par la
longueur d’onde réduitg/27. Cette approche s’avére particulierement adaptée pour
déterminer la figure de diffraction pour un réseau de ph@sst alors une modulation
spatiale de la phase du champ lumineux (ou de la fonctionrdd#@tomique) qui est a
I'origine de la diffraction. Le probléme se réduit doncaalcul d’'un déphasage.

Nous allons d’abord étudier la diffraction par un réseaupthase du point de
vue de I'optique lumineuse (au paragraphe 8.1). Nous iotsahs de fagon intuitive
I'approximation ducréseau de phase mincqui est une approche moins générale que
I'optique géométrique habituelle, et qui consiste a&gkdr la phase du champ non pas
le long des vrais rayons géométriques qui sont courbes lgar@seau (comme le fait
I'optique géomeétrique), mais le long des rayons rectiig que la lumiére suivrait en
absence de réseau. Nous comparons cette approche gu@gi&omeétrique.

Au paragraphe 8.2, nous revenons aux atomes et considerordiffraction par
une onde stationnaire lumineuse dans une géométrierdairssion. L'approximation
de RAMAN —NATH est rappelée qui permet de caractériser la figure de diifra au-
dela de la limite perturbative. Nous montrons qu’elleegtivalente a I'approche du
réseau de phase mince de I'optique et nous en étudionsnelitions de validité.

1Au sens strict, la notion de phase du champ lumineux n’exiatedans I'optique géométrique.
Cependant, il semble naturel de l'introduire par la cortttom énoncée dans le texte si bien que, par
abus de langage, nous convenons de l'inclure dans ce quappekns “optique géométrique” dans le
présent mémaire.
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Dans la partie centrale de ce chapitre, au paragraphe &i8ymettrons en évidence
que ces deux approches équivalentes, celle du réseauade ptince de l'optique
et celle de RMAN—NATH sont des cas particuliers d’'un développement perturba-
tif de la phase atomique au premier ordre par rapport a uangiet perturbateur
faible. C’est par ce développement perturbatif que naimitsons dans ce mémoire
'approximation du réseau de phase mince.

Dans la suite (au paragraphe 8.4), 'approximation dua@sks phase mince per-
met de calculer la figure de diffraction d’atomes par une o&walnescente station-
naire, donc dans une géométrie de réflexion. Nous compases résultats a ceux de
I'approximation de BRN du chapitre 7, ainsi qu’au calcul classique de la distrdouti
de vitesse du chapitre 6. A I'aide de I'exemple de la difi@tpar 'onde évanescente
stationnaire, nous confrontons finalement au paragraph& 8approximation du
réseau de phase mince au calcul semi-classique de la figutiEfrdction dans I'esprit
de l'optique géométrique. Cette approche semi-clagsiggt une généralisation de
I'approximation de RILLOUIN, KRAMERS et WENTZEL (I'approximation«BKW »)

a un nombre de dimensions arbitraire.

L'annexe 8.A de ce chapitre reproduit l'articl&tomic diffraction by a thin phase
grating» par C. H., J.-Y. ©URTOIS et A. ASPECT, paru auwournal de Physique 11l
(France)4, pp. 1955-74 (1994). Nous ferons réference aux équatiercet article par
le signet«ADif ».

8.1 Diffraction de la lumiére par un objet de phase

Considérons la diffraction d’'une onde lumineuse par ureitdg phase dont l'indice
de réfraction varie dans lI'espace (voir la figure 8.1) etpies-nous dans le point de
vue de I'optique géométrique. Lorsqu’un rayon luminetavérse I'objet, la variation
de I'indice a deux effets: d’'une part, le chemin optique legalu rayon est modifié,
et d’autre part, le rayon s’écarte de sa direction init@dece qu’il y a un gradient de
l'indice. La modification du chemin optique donne le dé@wgesdu champ lumineux
apres la traversée de I'objet, et I'on obtient la figure d&attion dans le champ
lointain en prenant la transformée de#RIER du champ lumineux déphaseé.

Sil'objet de phase a une épaisseur faible, les rayons lemie’€cartent peu de leur
direction initiale a I'intérieur de I'objet de phase. Bace régime, la phase du champ
lumineux peut étre calculée le long des rayons rectikgmae la lumiere suivrait en
absence de I'objet. La modification du chemin optique s#siitalors simplement en
accumulant la variation de I'indice a travers I'objet, éa¢) de la direction de I'onde
lumineuse incidente. Ce régime est habituellement &ppelli duréseau de phase
minceou encore de I'hologramme mince. Ses conditions de val&lbtit quelque peu
floues dans la littérature. Dans ce mémoire, nous alldlisartie termeapproximation
du réeseau de phase ming®ur I'approximation qui consiste a calculer la phase du
champ lumineux le long des rayons que la lumiere suivrda snodulation d’indice
n’existait pas.
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C) n(r)

Figure 8.1: Diffraction d’une onde lumineuse par un objeptiase.

Pour fixer les idéees, étudions un réseau de phase dodicki varie de fagon
sinusoidale dans la directi@nz, avec une période et une amplitude de variatiom,
et soite I'épaisseur du réseau dans la directi@n (voir la figure 8.2). Lorsque une
onde lumineuse traverse le réseau en incidence normakdigba & la directiorOz),
elle accumule un déphasage(x) qui est modulé lui aussi de fagon sinusoidale, avec
une amplitude de modulatian,, donnée par

Uopt = kreon (8.1)

ou k;, est le (module du) vecteur d’'onde optique dans le vide. Lengh@amineux est
donc spatialement modulé en phase, ce qui implique quentessités/,, des ordres
de diffraction sont données par les fonctions desBEL:

In = [inc J72L<uopt> (82)

ou I;,. est l'intensité incidente. La figure de diffraction estawérisée par le pa-
rametreu,,;, que I'on appelléndice de modulatiorElle présente des bandes latérales
faibles si I'indice de modulation est petit devant I'unii2ans ce régime, nous pou-
vons également obtenir la figure de diffraction a I'aidared approche perturbative,
analogue a I'approximation ded®N. L'intérét de I'approximation du réseau de phase
mince est gu’elle permet aussi de décrire le réegime d’'uadutation de phase forte ou
I'indice de modulation,,; est grand devant I'unité. Dans ce qui suit, nous allons nous
concentrer sur ce régime. Un certain nombre d’ordresreeyo® apparaissent alors de
facon symétrique de part et d’autre de I'ordre spéceldans la figure de diffraction.
Les propriétés des fonctions de8seLimpliquent que le nombre des ordres., qui
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Figure 8.2: Rayons lumineux dans un réseau de phase sialiso”

sont présents dans la figure de diffraction est de I'ordre.gde ~ u,,. Pour cet ordre,
I'angle de diffraction vaui\,,,, aved

Aemax = ﬁnmax = 2me 5”
a

(8.3)
a
Cet angle est faible pour la diffraction par une onde acqusti par exemple, parce
que I'amplitude de variation de I'indic®: est généralement tres inférieure a I'unité.
Etudions a I'aide de cet exemple les conditions sous ldkgpieapproximation du
réseau de phase mince est valable. La figure 8.2 montre on teynineux qui est
dévié de I'angleAd,... par le gradient d’indice (le rayonR, »). Dans la direction
Oz, Il S’est déplacé d’'une distancer,,., apres avoir traversé I'épaisseutdu réseau,
aveCAr .« = etan Ab... Nous obtenons une condition nécessaire pour la validité
de 'approximation du réseau de phase mince, en demandardegdéplacement soit
faible devant la période du réseau :

AZax

—  tan Ao, < 1. (8.4)
a a

2Du point de vue de I'optique géomeétrique, la déviatiogaaire maximale correspond a un rayon
lumineux qui traverse le réseau de phase aux positions gtelient d’indice est maximal. Comme le
rayon de courbure du rayon est égal a I'inverse du gradiemdice, p. ~ a/27én, 'angle de déviation
du rayon est de l'ordre/p. ~ 2me dn/a identique a (8.3). Le maximum de la figure de diffraction a
cet angle est appelé urarc-en-ciel [107, 74].
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En utilisant 'expression (8.3) pour I'angle de déviatimaximal Ad,,.., cette condi-
tion est remplie dans le réegime caractérisé par

2me? on

a?

< 1. (8.5)

(Pour alléger les formules, nous avons supposé que BangkimalAd,,., est faible.)
Ce régime impose une limite supérieure a I'épaissedu réseau, en-dessous de la-
guelle 'approximation du réseau de phase mince est \@alabl

Cependant, nous voyons dans la figure 8.2 que derriersdauéle rayon lumineux
«R, » croise un autre rayonR_». Ce rayon a traverseé le réseau une demi-période plus
loin dans la directioiWx et a été dévié par 'angle Ab,,..... Les deux rayons se croisant
a une distance.,, = a/(4tan Abf,,.). A cette position apparait une caustique dans le
champ lumineux et I'optique géométrique n’y est plus kaMais, si la caustique se
trouve loin derriere le réseau de phase, I'on peut sersgggirayons géomeétriques pour
calculer le champ lumineux jusqu’a une surface situéeedatréseau et la caustique.

A partir de cette surface, le principe d&JMGHENS-FRESNEL permet de propager le
champ vers l'infini, et I'on trouve ainsi la figure de difframt. La condition que la
caustique se trouve loin derriere le réseau s’écrit

anu . a
e 4e tan Al .«

> 1, (8.6)

et en comparant au critere (8.4), nous constatons queagiaur numeérique pres, cette
condition est equivalente a un déplacemAnt,., du rayon lumineux petit devant la
périodea du réseau.

L'équivalence entre les conditions (8.4) et (8.6) est um ggrprenante, car tandis
gue (8.4) est nécessaire pour la validité de I'approxiomatu réseau de phase mince
ou I'on calcule la phase du champ lumineux le long des rayectdignes, la condition
(8.6) caractérise la validité de I'optique géométaayui calcule la phase du champ lu-
mineux le long desvrais » rayons lumineux qui sont courbés par le gradient d’indice.
Physiquement, il parait évident que cette derniereagb@ permet d’obtenir une des-
cription plus précise du champ lumineux, et ceci implique dapproximation du
réseau de phase mince doit étre sujette a une conditivaldité supplémentaire qui
soit plus restrictive que la condition (8.4). Nous conclsidonc que la condition d’'un
déplacement du rayon lumineux faible devant le pas datgger,,... < a, caractérise
la validité de I'optique géométrique, mais non pas ladit# de I'approximation du
réseau de phase mince. Il s’agit certes d’une conditi@essgaire, mais non pas suffi-
sante.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre que I'approximalioréseau de phase
mince peut également s’utiliser en optique atomique, esmoettrons en évidence ses
conditions de validité de facon plus précise dans cesaetla.
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8.2 Ladiffraction d’atomes par un réseau de lumére
dans l'approximation de RAMAN et NATH

Avant de revenir a la réflexion d’atomes par 'onde évaeage stationnaire, nous
allons rappeler la diffraction d’atomes dans une géomé&ke transmission, par une
onde stationnaire formée par deux ondes lumineuses @mgiges. Ce phénomene est
précisément la transposition a I'optique atomique dgiffeaction de la lumiere par un
réseau d’indice, ou les roles de la lumiere et de la@natsont échangés. La diffrac-
tion d’atomes sur un réseau de lumiére est aussi appitde&ariTzA—DIRAC et a été
étudiée abondamment en optique atomique, aussi bienidtigmvue expérimental
[108, 47, 109, 53] que théorique [42, 43, 110, 45, 40, 49].

Dans ce paragraphe, nous rappelons le calcul de la figurdfoectdon d’atomes
par un réseau de lumiére dans I'approximation devBN —NATH.3 Cette approche
suppose que le temps d’interaction avec I'onde statioarest«court) de sorte que
la vitesse de I'atome reste approximativement constargadi®la traversée du réseau.
Notons que cette approximation permet aussi de caragtéanee situation ou la dif-
fraction peuple des ordres supérieurs. En étudiant Ipsthgses sous-jacentes a cette
approche, nous montrons qu’elle transpose I'approximatioréseau de phase mince
de I'optique lumineuse a I'optique atomique. Nous en sl ensuite les conditions
de validité.

8.2.1 Calcul de la figure de diffraction

Comme dans les chapitres précédents, nous modélistosik par un systeme a deux
niveaux et nous nous plagons dans le régime de faibleatatnrde la transition ato-
migue. Nous décrivons donc linteraction de I'atome awe dndes lumineuses par
le potentiel dipolaire et négligeons I'emission spog&nPour une onde stationnaire
formée par deux ondes progressives, le potentiel diokst de la forme (I'indice
«KD» rappelle gu'il s’agit du potentiel dipolaire pour I'effetA®1TzA—DIRAC)

Vkp(z,2) = Vif(2) (1 + cos2kpz), (8.7)

ou la hauteui/; est proportionnelle a l'intensité lumineuse [voir liggion (1.16)]. La
fonction sans dimensiofyz) donne le profil de I'onde lumineuse perpendiculairement
a la direction de propagation, elle est centrée-a 0. Nous dénotons son intégrale
sur I'axe Oz, cette longueur correspond a I'épaisseur de I'ondecstatire dans la
directionOz. La période du réseau de diffraction est égale la moiééa longueur
d’onde optique.
Considérons des atomes incidents depuis—oo en incidence normale, avec une

énergie cinétiqué’; = h?k2,/2M beaucoup plus grande que la valeur maxinigle

3Notons que I'approximation de AMAN-NATH a été développée dans le contexte du probléme
d’optique lumineuse du paragraphe précédent, a savdiffraction de la lumiere par une onde acous-
tique (BORN et WOLF, op. cit, Chap. XII).
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du potentiel dipolaire, d’'une part, et que&nergie de recul2?k? /2M, d’autre part.
Nous pouvons alors faire I'approximation paraxiale : $épa le mouvement le long
de 'axeOz de la fonction d’onde :

U(z,2) = e*=2p(x, 2), (8.8)

et supposons que I'amplitud€z, =) varie lentement en fonction dea I'echelle de la
longueur d’onde atomiquer/k.;. L'équation de 8HRODINGER stationnaire

2

_;L—Mvz + VKD(x7 Z) w<x7 Z) = EZ' w<x’ Z) (89)

donne alors I'equation suivante

. 0 h? 02
lhvzia_f = _m(’?—;ﬁ +VKD(~T, Z)(b(ﬂf, 2)7 (810)
ou la vitessev,; est liée au vecteur d’'onde,; parv,; = hk,;/M. En développant

¢(x, z) en une série deGURIER par rapport &,
P(r,2) = by(z) 27, (8.11)

on trouve le systeme d’équations suivant pour les coefftsb,,(2) :

db,,
v = ABreen® by (2) + Vif (2) {bn(2) + 3bn1(2) + 3buia(2)}, (8.12)

ol nous avons not&,.. = h’k? /2M I'énergie de recul associée au vecteur d’onde
lumineuxk .

L'approximation de RMAN et NATH consiste a négliger le premier terme du
membre droit de I'eéquation (8.12), qui correspond ad’i@gie cinétique des ondes dif-
fractées. Il est alors possible de trouver une solutiomyéigae [111] pour les coeffi-
cients de BURIER b,,(z) : on impose la condition initiale

Z— —00 : bn(2) = dno (8.13)

qui exprime que les atomes sont incidents dans 'ordre 0. En utilisant I'identité
pour les fonctions de BSSEL

— Ju(u) [Jn1(u) = Jnga(u)], (8.14)

1
2
on montre que les, (z) sont donnés par

b (2) = (—1)" exp[—iukp(2)] Jn[uxp(2)] - (8.15)
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ou 'argumentukp(z) des fonctions de BSSEL vaut

Vi [
hvnédz £(). (8.16)

UKD(Z) =

Nous notons qu’il varie a I'eéchelle de I'épaissaurde I'onde stationnaire. Dans la
limite = — 400, la solution (8.15) donne alors les amplitudes de diffacti

a, = Zlirfoo bn(z) = (—1)" exp(—iukp) Jn(ukp), (8.17)
ou ukp vaut
Viw
hvzi

Comme les atomes sont incidents avec une vitegss®eaucoup plus grande que
la vitesse de recutk; /M, les angles de diffraction sont trés proches de I'éxe
Par conséquent, nous pouvons négliger le factewyk,; = cos6,/cos6; dans
'équation (7.17) pour les populations des ordres deatifion et obtenons:

WP = |a,|* = J}(ukp). (8.19)

Ce résultat est identique a la figure de diffraction opi¢f12) pour un réseau de phase
sinusoidal, a une normalisation pres.

8.2.2 Equivalencea I'approximation du r éseau de phase mince

Regardons de plus prés les approximations que nous avibes liars de ce calcul.
Tout d’abord, nous avons supposé que I'énergie incidestdeaucoup plus grande
gue la hauteur du potentiel. Par conséquent, I'atomersav®nde stationnaire avec
une composante de vitessg constante le long de I'ax@:z. Ensuite, en faisant
I'approximation d’une enveloppg(z, z) lentement variable a I'échelle de la longueur
d’onde atomique, nous supposons que la longueur d’ondegierast beaucoup plus
courte que I'épaisseur du réseau de diffracti@n/k,; < w. La longueur d’onde
atomique est également plus courte que la période, du réseau parce que la vi-
tesse incidente,; est beaucoup plus grande que la vitesse de fégil)M . Nous nous
sommes donc placé dans le régime semi-classique.

Finalement, en faisant I'approximation deARRAN—-NATH dans le systeme
d’équations (8.12), I'equation decCBRODINGER (8.10) a &té remplacée par

ihvzi% = Vkp(x, 2)p(x, z) (8.20)

ou l'opérateur de I'énergie cinétique transvers€h’/2M)(9°/0x%) est négligé.
Comme la coordonnée est alors un parameétre dans (8.20), nous pouvons ignorer le
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déplacement de I'atome dans la direction. En effet, 'équation (8.20) a la solution
simple suivante:
6(x, z) = explidp(x, 2)] ¢(x,z = —o0), (8.21)
ou le déphasage de la fonction d’'onde est donné par
Ap(z,z) =

(z,2) 1+ cos2kpz), (8.22)

et nous constatons qu’il est obtenu en int'egrant le patidipolaireVip (z, 2) le long
de la trajectoire rectiligne qui traverse I'onde statidnma une position: donnée.
En utilisant I'identité suivante pour les fonctions de<sEL

exp (—iucos2krz) = Y (—1)" J,(u) exp 2inkz, (8.23)

n=—oo

I'expression (8.21) pour la fonction d’'onde admet le déppement de BURIER

P(z,z) =D (—1)" exp|—iukn(z)] Ju[ukp(z)] exp 2ink, z, (8.24)

n

avecukp(z) donné par (8.16). En comparant aux coefficientsdemieR (8.15), nous
constatons que ce résultat est équivalent a celui dulgadécédent.
Apres l'interaction avec le réseau de diffraction, Ipkiésage (8.22) vaut

Viw

2> w Acp(x,z):—vA

(1 + cos2kpz) . (8.25)

La fonction d’onde atomique est donc spatialement modetgghase, de sorte que la
figure de diffraction est donnée par les fonctions @gss8eL de I'équation (8.19).

Nous avons donc montré que I'approximation deMAN —NATH est la transposi-
tion de I'approche du réseau de phase mince de 'optique:

e elle s'inscrit dans un cadre semi-classique (équivadidptique géométrique)
ou la longueur d’onde atomique est petite par rapport acikelées ca-
ractéristiques du réseau de diffraction,

e et elle obtient la phase de la fonction d’onde atomique erghaint le potentiel
dipolaire du réseau le long des trajectoires rectilignes kptome suivrait en
absence du réseau.

Dans le paragraphe suivant, nous examinons les conditiensvalidité de
'approximation de RMAN—NATH. La formulation présente du calcul de la figure
de diffraction, a I'aide de I'eéquation deCBRODINGER, mettra alors en évidence que
I'approximation du réseau de phase mince est une apprdabdimitée que 'optique
géomeétrique, dans la mesure ou ce sont les traject@ctiignes (non perturbées) qui
servent a calculer la phase atomique.

4Handbook of Mathematical Functionidité par M. BRAMOWITZ et |. STEGUN, formules 9.1.44
et 9.1.45.
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8.2.3 Lavalidité de I'approximation de RAMAN —NATH

Rappelons que l'approximation deARAN—NATH consiste a négliger I'eénergie
cinétique transverse dans I'equation d84BODINGER. Le systeme d’équations (8.12)
pour les amplitudes, () montre que cette approximation est justifiée si deux condi-
tions son remplies :

1. L'énergie cinétique transverse est négligeable wiehgahauteur du potentiel di-
polaire
An’ELe. < V4. (8.26)

Nous nous sommes restreints ici a la zone d’interactiole quofil f(z) est de
I'ordre de I'unité parce qu'il n’est pas nécessaire desfalapproximations pour
décrire le mouvement libre en dehors de I'onde statioenair

2. Le facteur de phase de I'amplitullg ») associé a I'énergie cinétique transverse,
exp(—4in?F...z/hv.;), peut étre négligé sur la longueur d’interaction, cast
dire

g2 B (8.27)
hv.;

Pour interpréter ces conditions, nous allons nous plaaes bk régime ou plusieurs
ordres sont peuplés dans la figure de diffraction. L'ordeximal ., présent dans
la figure de diffraction est alors approximativement dopagl'indice de modulation
ukp- En utilisant I'expression (8.18) poui;p, la premiere condition (8.26) peut étre
écrite sous la forme

LA

M Tint

ou T, = w/v,; est le temps-type d'interaction. En observant que la qtéafgj., ~
2k V1 est la valeur maximale de la force transverse qu’exerce tenpel dipolaire
(8.7) sur 'atome, nous constatons que le membre gauché&gladtion (8.28) fait in-
tervenir la quantité\z,,,, ~ %Fmaxri%t/M, égale au déplacement maximal de I'atome
dd & cette force. La condition (8.28) impose donc que e&lgbit négligeable devant
la période du réseau

<1, (8.28)

2%ir Aymax < 1. (8.29)

Cette condition est équivalente au critere (8.4) d'urpldéement transverse
négligeable devant le pas du réseau que nous avons tpmuwée réseau de phase
mince en optique.

En comparant les conditions (8.26) et (8.27), nous conssatppie la deuxieme
est plus contraignante par un factéquw/hv,; = ukp =~ nmax. EN €xprimant cette
condition en fonction du déplacement de I'atome, on olbtiemc

2nmax kL Axmax < 1. (8 30)

L'échelle caractéristique pour le déplacement de iteton’est alors pas la période
Ar/2 du réseau, mais la fractioR; /2n,,... Pour interpréter ceci, nous rappelons
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Figure 8.3: La phase atomique calculée a l'aide de trajexs classiques dans
I'approximation deRAMAN —NATH. A partir de la surfacé, située a une distancg
en aval de 'onde stationnaire, la fonction d’'onde est pgéeaen utilisant I'équivalent
du principe deHUYGHENS-FRESNEL

gue la quantité du membre gauche de l'inégalité (8.3p)amente la phase atomique
k. Azmayx pour un vecteur d’onde diffracte, ; = 2n,,..k;, et un déplacemenkz,,y.
L'approximation de RMAN—NATH qui ignore le mouvement transverse de I'atome
est valable si cette phase est négligeable devant l'unité

Les équations (8.12) permettent de donner une intetjyétalternative de
I'approximation de RMAN—NATH : nous notons que l'erreurp,,(z) sur la phase de
'amplitudeb, (z) augmente proportionnellement avec la distance

2 21.2
don(z) = —47255602 = —QT;Z]:L,Z. (8.31)

Cette quantité correspond a la difféerence de phase €otrde incidente et I'onde
diffractée, car dans la limite ou les vecteurs d’ondedrotk,; et diffractésk,,, sont
grands devant le vecteur d’onde optidyg leur difference vaut

2 2/{72
Koom — Kooy = K2, — 4n2k2 — ko~ — 72 iz (8.32)

de sorte que l'erreur de phase (8.31) est égalépa(z) =~ (k.. — k)=
L'approximation de RMAN-NATH, qui néglige le déphasage, (=), ne tient donc
pas correctement compte des vecteurs d’onde des ondexctéifs. Au sens strict,
I'on ne peut s’en servir dans la limite— +oo pour calculer le champ a I'infini.

Cet inconvénient ne présente néanmoins pas une entrajeim lorsque le cal-
cul de RRMAN et NATH permet de trouver la fonction d’onde atomique juste apres
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le réseau de diffraction, sur une surfagesituée a une distance = z; (voir la fi-
gure 8.3). Pour calculer la fonction d’onde a I'infini, nqaeuvons alors nous servir de
I'équivalent quantique du principe deUMGHENS-FRESNEL qui permet de propager
la fonction d’'onde dans I'espace libre a partir des valquislle prend sur la surface.
Pour que I'on puisse décrire la fonction d’onde atomiqusgjjua la surface a I'aide

de I'approximation de RMAN—NATH, il est nécessaire que I'on puisse placer la sur-
face avant que lesvraies trajectoires atomiques ne se croisent, parce que I'approch
semi-classique deviendrait alors invalide a cause desticaes de la fonction d’onde.
Comme nous l'avons vu pour le réseau de phase optiquesigmes équivalents (8.4)
et (8.6)], les trajectoires se croisent en-dehors de la doneraction, si et seulement
si leur déplacemenhz,,., dans le réseau est faible devant la période du réseast C’e
cette condition que nous avons trouvée a I'equation9)8.2lle est nécessaire, mais
non pas suffisante, car il faut en plus que les erreurs de phage) (8.31) soient
petites devant I'unité a la positiof de la surface,

2n2k?

|0n(2f)] =~ zp < 1, (8.33)

z1

pour que les phases des amplitudes de diffraction soieméates. En choisissant
zy de l'ordre de la longueur d'interactiom, nous trouvons que cette condition est
précisément ce qu’exprime I'équation (8.27).

8.2.4 Conclusion

Nous avons montré que l'approximation deaNRaN—NATH pour la diffraction
d’atomes par une onde stationnaire progresive est éguitah I'approximation du
réseau de phase mince de l'optique lumineuse: elle sitndans un cadre semi-
classique ou la longueur d’onde d& BROGLIE est petite par rapport aux échelles
caractéristiques du réseau, et pour calculer la phaseigie, elle se sert des trajec-
toires rectilignes que I'atome suivrait en absence de Eostdtionnaire. L'étude de la
validité de I'approximation de RMAN —NATH montre qu’elle est sujette a deux condi-
tions. La premiére limite le déplacement transverse a®ihe a l'intérieur du réseau
a une période. Une formulation équivalente de cette itiomdest que les trajectoires
se croisent loin derriere le réseau, ce qui assure quekancalculer la figure de dif-
fraction de fagcon semi-classique. La deuxieme condidiewalidité porte sur I'erreur
de phase que I'on fait en calculant la phase atomique le l@sgtijectoires recti-
lignes. Pour une figure de diffraction ou un grand nombredi&s sont présents, cette
condition limite le déplacement transverse de I'atomaa fwaction de la période du
réseau.
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8.3 La diffraction d’atomes par un réseau de phase
mince

Nous présentons maintenant d’'un point de vue assezaéaénéorie de la diffraction
d’atomes dans I'approximation du réseau de phase mincgafagraphe 8.3.1, nous
rappelons d’abord le calcul semi-classique de la fonctiondk a I'aide de l'integrale

de chemins de ErNMAN. Cette approche consiste a calculer la phase de la fonction
d’'onde a l'aide de l'intégrale d’action le long d’'une &ajoire classique. Elle est va-
lable pour une longueur d’onde atomique petite par rapportghelles spatiales ca-
ractéristiqgue d’'un potentiel donng, en analogie a lgqyot géométrique, et généralise
I'approximation de RILLOUIN, KRAMERS et WENTZEL (I'approximation«BKW »)

a un nombre arbitraire de dimensions.

Nous prenons ensuite I'approche BKW généralisée comoia pe départ pour
effectuer un développement perturbatif de la phase atggnigns une situation ou la
diffraction est due a un potentiel faible (paragraphe2.3ar analogie a I'optique
lumineuse, nous appelerons ce développement perturbafproximation du réseau
de phase mince En effet, le développement perturbatif montre que que peut
tenir compte de I'effet du potentiel faible en calculant leape atomique le long des
trajectoires classiques que I'atome suivrait en absenpederbation. Cette approche
permet de retrouver les résultats de I'approximation de1/N —NATH dans un cas
particulier ou les trajectoires non perturbées sontligiees. Au paragraphe (8.3.3),
nous étudions la validité du développement perturluigifa phase atomique, et nous
en comparons les conditions de validité a celles de lappration de RMAN —NATH.

Le principe général du calcul ne sera que résumé iciy pbus de détails, le
lecteur consultera I'article Atomic diffraction by a thin phase gratingeproduit a
'annexe 8.A.

8.3.1 Formulation dans I'esprit de I'optique geométrique

Si la longueur d’onde atomique est petite par rapport atrelées spatiales d’'un po-
tentiel donné, I'on montre a partir de I'intégrale de cties de EYNMAN que I'on
peut calculer la fonction d’onde atomique en utilisanttBigrale d’action le long de
trajectoires classiques (voir [69, 71, 72] et aussi au ¢hafi2). Pour une formulation
plus précise, plagons-nous dans une situation ou l'atorteragit avec un potentiel
localisé dans I'espace. Nous considérons qu’a l'intstaria fonction d’onde est une
onde plane incidente dans la région asymptotique ou kenpiet s’annule,

Y(r,t;) = exp(ik;-r). (8.34)

Alinstantt, apres l'interaction, I'approximation semi-classiqudaitonction d'onde
a la positionr; dans la région asymptotique est alors donnée par [v@a{].

V(e ty) = Aexp| = S(rp,tylvi b)) (8.35)
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ou l'action S est égale a (1.45)
b
S(rp ts|vist)) = Mvi - x(t;) + /dtL[r(t), v(t),4]. (8.36)
t;

Dans cette expressioh(r, v, t) est le Lagrangien qui détermine les équations du mou-
vement classiques. La trajectoire classigUg satisfait aux conditions suivantes: sa
vitesse a l'instant initiat; vautv; = nk;/M, et elle aboutit a la positior; a I'instant
final ¢;. Le facteur de normalisatioA de la fonction d’onde (8.35) est donné par

s
A= o (8.37)

oudX; s sont les sections d'unpinceauw de trajectoires classiques aux instants initial
et final, ce pinceau étant centré sur la trajectoiré.

Ayant ainsi calculé la fonction d’onde atomique aprestéraction avec le poten-
tiel, on obtient son expression a l'infini en utilisant l&tneme de HLMHOLTZ et
KIRCHHOFF® qui est une version élaborée du principe devidHENS—FRESNEL |l
permet de calculer la fonction d’'onde a une positiaihans I'espace libre a partir de
ses valeurs et celles de sa dérivée normale sur une stf@cmée qui est située dans
I'espace libre apres la zone d’interaction :

Y(r) = —ﬁ / dSny - [(rf)ViGr(ry, 1) — Gr(ry, )V (ry)]. (8.38)
S

Dans cette expressiofiz(rs, r) est la fonction de GEeN dans I'espace libre pour
I'énergie £ = h’k?/2M [donnée & I'équationADif B.3)]. Le pointr; se trouve sur
la surfaceS dontn; est le vecteur normal unitaire orienté vers I'extérietif/ ; est le
gradient par rapport &;.

Pour un réseau périodique dans la directi@n (avec périodez) et invariant
par translation dans la directiaby, on montre alors [équation@&Dif B.5-11)] que
la fonction d’onde a l'infini est une somme discrete d’ondiffractées comme au
développement (7.12),

r—oo:  YP(r) = a,exp(ikont + ik.p2), (8.39)

et que les amplitudes de diffractiap sont données par I'intégrale

ad M
an = / ;f (1 + vzggff, Zf)) P(xy, zp) exp(—ikgnx s — ikanzy), (8.40)
a zZNn
0

SM. BoRrN et E. WOLF, Principles of Optic6e édition 1980), chap. 3.1.2; A.&4sIAH, Mécanique
Quantiqgug(nouvelle édition 1995), chap. \4,4.

5M. NIETO-VESPERINAS Scattering and Diffraction in Physical Opticshap. 1.6.3; BRN et
WoOLF, op. cit, chap. 8.3.
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ouwv.f(xys, zy) est la composante de vitesse le long de I'axede la trajectoire clas-
sique qui aboutit a la position finale, z¢). Le facteur en parenthéses du membre
droit de (8.40) tient compte de I'inclinaison des trajexsiclassiques par rapport a la
surface d’intégration. Nous notons qu'’il est I'analoguefaicteur d’obliquité du prin-
cipe de HUYGHENS-FRESNEL de l'optique’ Dans une situation ou les trajectoires
classiques et les ondes diffractées s’écartent peu de Qa, il est approximative-
ment constant. Les amplitudes de diffraction sont alorsy@en par la transformée de
FOURIER de la fonction d’'onde)(z ¢, z¢) par rapport .

Remarque 1.Nous avons fait le choix de calculer la fonction d’onde finale,t ;)
(8.35) en représentation position, a partir d'une on@aglincidente au vecteur d'onde
k;. Ce choix n'est pas le seul possible. D’'une part, il difféeda présentation habituelle
de l'intégrale de EYNMAN [69, 71, 72], ou I'on calcule la propagation de la fonction
d’'onde a partir d’'une position initiale; fixée vers une position finabe;. Nous avons
etudié le lien entre ces deux formulations au paragrapk.1D’autre part, I'on peut
choisir des conditions initiales et finales dans I'espaceuitesses et calculer I'action
le long d’'une trajectoire dont la vitesse initiale vayt= %k;/M et la vitesse finale
v, = hk,/M ouk, estun vecteur d'onde diffracté. Cette approche reviecdléu-
ler directement les amplitudes de diffraction parce ge’@lcorpore la transformée de
FOURIER (par rapport & la positiony) de la fonction d’onde finale)(rf,¢s). L'action
S(vn, t¢|vi, t;) contient alors un autre terme supplémentaite v,, - r(t¢) par rapport

a (8.36). Cependant, cette approche se complique lorsquitelsse diffractéer,, se
trouve en dehors de la distribution classique de vitess&efpace qu'il n’existe pas de
trajectoire classique qui satisfasse aux conditions agyigpes imposées. Il faut alors
faire intervenir des trajectoires complexes [107, 75, 1C2ki est évité dans I'approche
gue nous avons choisie : il est généralement possiblededr une trajectoire classique
réelle pour calculer I'actiord(r, t¢|v;,¢;), a condition de calculer les amplitudes de
diffraction par l'intégrale (8.40). Les trajectoires cplexes apparaitraient si I'on calcu-
lait cette intégrale par la méthode de la phase statiomnai

Remarque 2.Si le LagrangienL = L(r,v) ne dépend pas explicitement du temps,
I'énergie est conservée. Le long de la trajectoire atpesi(t), nous pouvons alors
écrire le Lagrangien sous la forme (1.40)

Llir(t),v(®t)] = p(t)-v(t) — H[r(),p(t)]
= p(t)-v(t)— E, (8.41)

ou p(t) est 'impulsion etH [r(t), p(t)] le Hamiltonien classique. Le long de la trajec-
toirer(t), le Hamiltonien est constant et égal a I'énergie tofale- %Mv?. L'integrale
dans l'action (8.36) prend donc la forme

tr ry
/ dt L[r(t), v(t)] = / dr - p(r) — Bty —t;). (8.42)
t; r(t;)

La dépendance temporelle de I'action (8.36) se réduitale F(t; —t;), et en séparant
ce terme de I'action, I'on obtient la fonction d’onde statiaire.

"BORN et WOLF, op. cit, chap.8.2.
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8.3.2 Calcul perturbatif de I'action

Pour effectuer le calcul semi-classique de la fonction déolgue nous venons de
présenter, il est nécessaire de résoudre les équatiassiques du mouvement pour
trouver la trajectoirer(t¢). Dans la pratique, ceci demande souvent une solution
numerique et nous en présentons un exemple a la fin durnpptsg suivant (au pa-
ragraphe 8.4.7). Nous montrons ici, en suivant O©OHEN-TANNOUDJI [71, 72], que
dans une situation ou la diffraction est due a un potentiglr) «faible»®, il est pos-
sible par un développement de I'action de rendre compténfuénce du potentiel
eVi(r) sans qu'il faille connaitre les trajectoires classiquediypbées par ce dernier.

Nous supposons donc que le Lagrangien qui détermine le emoent de I'atome
est de la forme

L(r,v) = Lo(r,v) — €Vi(r). (8.43)

Le potentieleV; (r) présente une modulation spatiale et est a I'origine deffead-
tion® Le LagrangienL,(r,v) n'est pas modulé et décrit le mouvement de I'atome
en absence du réseau de diffraction. A titre d’exempleiffeadtion d’atomes par un
réseau de lumiere en transmission (I'effetl{TzA—DIRAC) correspond a un Lagran-
gien non perturbé librd,, = 1 Mv?, et un potentiel perturbateur identique au potentiel
dipolaire Vkp(z, z) (8.7) de I'onde stationnaire lumineuse. Pour I'onde ésaapte
stationnaire, nous identifieron$’ (r) avec la partie modulée du potentiel dipolaire,
proportionnelle au contraste du réseau. Il est & noterdams ce cas, le Lagrangien
Lo(r,v) ne se réduit pas a la seule énergie cinétique, maiserdrié potentiel dipo-
laire non modulé. (L'on aurait un potentiel analogue daeffet KAPITzA—DIRAC,
si les intensités des deux ondes lumineuses qui forme@skEau de lumiere étaient
différentes.)

Nous montrons a I'annexe 8.A par un développement peatiiidie I'action et des
trajectoires classiques en puissances du param@éeexposantd)), (1), (2) donnent
I'ordre dans le développement),

S — SO gm0 ... (8.44a)
I'(t) — I'(O) (t) + I'(l)(t) + I'(2) (t) 4+ ... (844b)

que I'effet du potentiel perturbateur a I'ordre le plus leas de modifier I'action par
une quantités™ donnée paf

b
SO(s ts|vist) = —e / ARG (8.45)
t;

8Nous reviendrons au paragraphe 8.3.3 & une formulatiecig® de cette condition.

SAu chapitre 12, nous étudions un exemple ot le Lagranbieest perturbé par un potentiel modulé
temporellementV; (r, t).

10Au chapitre 12, nous présentons une démonstration atieerde I'expression (8.45), en partant de
I'eéquation de 8HRODINGER.
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Ce résultat nous montre que le potentiel perturbateurgshémphase de la fonction
d’onde par un déphasages!) = S /i que I'on obtient en intégrant le potentiel per-
turbateur le long de la trajectoire classiquen perturteer©(t) que I'atome suivrait
en absence de perturbation (peus 0). En généralisant I'analogie a I'optique lumi-
neuse, nous définissons dans ce mém@pproximation du éseau de phase mince
par ce calcul perturbatif.

Nous pouvons démontrer le résultat (8.45) par le prindgpenoindre action : rap-
pelons que ce principe implique que l'intégrale d’actiaicalée le long d’une trajec-
toire quelconque dont I'écart par rapport a la trajeetaiassique est de I'ordre d’'une
petite quantit&, ne differe qu’'a I'ordre=2 de I'action pour la trajectoire classique. Or,
comme lacvraie) trajectoirer(t) est celle qui tient compte du potentiél;(r), elle
differe de la trajectoire non perturb@®)(¢) par un écart proportionnel& au moins
dans la limite perturbative < 1. Jusqu’au premier ordre eninclus, nous trouvons
donc l'action en intégrant le Lagrangiénle long der(®)(¢). Comme par ailleurs la
seule différence entre et L, est le potentiel perturbatewreV; (r), la modification de
I'action par la perturbation est bien donnée par I'ingdgi(8.45).

Dans le cas de I'effet KpiTzA—DIRAC, les trajectoires non perturbée$) ()
sont rectilignes et I'expression (8.45) donne un déphadag = S /i identique au
résultat (8.22) que nous avons obtenu a l'aide de I'agpration de RRMAN —NATH
au paragraphe précédent. Nous constatons donc quediapyation de RMAN —
NATH est un cas particulier de I'approche du réseau de phasesrtorsque le La-
grangienl, non perturbé se réduit a la seule énergie cinétiquautdé part, le présent
cadre perturbatif montre que I'approximation du réseapldase mince permet de
décrire des situations plus générales ou les trajestaion perturbées sont déja mo-
difiees par un potentiel dans le Lagrangign En particulier, nous pouvons nous en
servir pour caractériser la diffraction d’atomes par undeévanescente stationnaire,
ou les trajectoires atomiques sont réflechies par lenpiele méme en absence d’'une
composante stationnaire dans I'onde évanescente.

Remarque. La formulation présente de I'approximation du réseau Hasp mince
permet de généraliser aisément I'approximation deMmBN—-NATH a la diffraction
d’'atomes par une onde stationnaire en incidence obliqug] [lilsuffit d’intégrer le
potentiel dipolairdvkp(x, z) le long de la trajectoire qui traverse le réseau sous lang|
d’incidenced;. On obtient alors un déphasage

A = ukp (14 Brp cos 2k z) (8.46)

ou x, est la position ou la trajectoire traverse le plan de syimét = 0. Si I'onde
stationnaire a un profil d’intensité gaussien de largeux e=2, le facteur d’obliquité
Bkp pour I'effet KAPITZA—-DIRAC est donné par

Bkp = exp{—% (kpw tan Hi)2} . (8.47)

Par analogie au facteur d’'obliquiteé pour I'onde évanescente stationnaire, la quan-
tité Bkp fait décroitre 'amplitude de la modulation de phasepSkp, lorsque I'on
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s'éloigne de I'incidence normale. Cette décroissantié&srapide dans le cas générique
ou I'épaisseurv de I'onde stationnaire est beaucoup plus grande que laéamglionde
optique2r /kr,.

8.3.3 Conditions de validie

Rappelons tout d’abord que I'approximation du réseau des@hmince est une ap-
proche semi-classique puisqu’elle se sert des trajestoisssiques pour calculer la
phase de la fonction d’'onde. Elle nécessite donc que laukungd’onde atomique
soit petite par rapport aux échelles de variation des pielsrdans le Lagrangien. En
outre, il faut que les trajectoires classiques ne se cros@na l'intérieur de la zone
d’interaction parce que sinon des caustiques seraies¢éptés dans la fonction d’'onde
et 'approche semi-classique ne serait plus valable.

Ensuite, dans I'approximation du réseau de phase minas,calculons 'action de
facon perturbative par un développement en puissances\iris obtenons un critere
de validité pour ce développement en étudiant le terreddé deuxS® : d’une part,
le dephasage atomique est donnépat!) = S /i avec une précision suffisante si
I'action a I'ordre deux est petite par rapport a la conttate RANCK :

1S@| < h. (8.48)

D’autre part, pour que le développement perturbatif sai@ble, il faut queS® soit
petit devant I'action au premier ordre:

1S®| <« |SW]. (8.49)

Nous notons que la premiére de ces conditions est plusctagrsi I'action SV au
premier ordre est supérieureha Puisque le déphasagey(!) est alors supérieur a
l'unité, nous appelerons ce régime celui d’'umedulation de phase fort®ans les
paragraphes précédents, nous avons constaté que pounadulation de phase si-
nusoidale, des ordres supérieurs apparaissent al@$edidgure de diffraction, jusqu’a
un ordre maximah,,,, avec

Nmax ~ SW /R (8.50)

Pour un critere de validité plus quantitatif, consid&ae nouveau un réseau de
diffraction dans le plancOz et invariant par translation dans la directiGyy. Aux
equations ADif 7, 8), nous démontrons alors I'estimation suivante poactibn a

I'ordre deux

M
|S(2)| < 7 (AU?aXAfEmax + AU?aXAzmax) , (8.51)

ol Av;'e* sont les transferts de vitesse classiques maximaux (enrnvaksolue) et

Arnax, Aznax €S déplacements maximaux par rapport a la trajectoinepsoturbée
(0) (t)

r .
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Ecrivons la condition de validité (8.48) d’abord sous lanie d’'une limite pour
le temps d’interactiorr,;. En notant que les déplacemens .., et Az,.x sont de
I'ordre deAv;%j"rint, nous obtenons

|S(2)| < M max\2 max 2

— S 57 [(A0r™)? + (AvP™)?] 73y < 1. (8.52)
Pour interpréter cette condition, nous observons que Happroche perturbative,
I'énergie est seulement conservée au premier &rga@ rapport au parametee au

premier ordre, ceci implique la relation suivante pour lasse finale :

vi? v =, (8.53)

alors qu’au deuxieme ordre enl’on trouve un«défaut d’énergie 5EC(123 donné par

M 2 2 M 2
(2 _ (0) 1) (0) ~ 1
A ce défaut d’énergie est associée une erreur de phase
1
00 = S i, (8.55)

et nous constatons que la condition de validité (8.52) papproximation du réseau
de phase mince impose que cette erreur soit inferieutm#d’. Cette condition précise
a partir de quel temps d’interaction le réseauw@since.

L'estimation (8.51) nous permet également de déduire limée pour le
déplacemenidz de I'atome dans le réseau de diffraction. A cet effet, noot®ms
que pour une figure de diffraction ou les ordres jusqulas n.. sont peuplés, la
valeur maximale du transfert de vitesse horizontal vaut

2hq
Av, ™ = max 1y 3
vl Momax 7

oua = m/q est la période du réseau le long de la directibn D’autre part, la conser-
vation d’énergie au premier ordre (8.53) donne un trahstatical maximal

(8.56)

Av]™ & tan 0; Av, ™, (8.57)

z

ou I'anglef; donne la direction finale de la trajectoire non perturbéesdaplan:Oz.
L’action S® (8.51) est donc petite devahtsi la condition suivante est remplie :

2)
| S @ Mmax (ATmay + tan 0; Azpay) < 1. (8.58)

En incidence normale, nous avofis= 0 et nous retrouvons ici le méme critere de
validité que pour I'approximation deAMAN -NATH [I'équation (8.30)], a savoir que

pour le demontrer, il suffit de développer les équatianexduvement jusqu’a I'ordre deux en
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le déplacement transverger,,., soit inférieur a la fractiom /n,., du pas du réseau.
Ceci confirme que les approximations deNRu\N -NATH et du réseau de phase mince
sont des approches équivalentes. En incidence obliquasaunte, le deuxieme terme
dans (8.58) rend cette condition de validité plus strictefaible écart\ z,,. de la tra-
jectoire non perturbée dans la direction normale impligloes un écartan 0; Azp,..
beaucoup plus grand parallele au pas du réseau. Nousiggroor I'exemple de la dif-
fraction par I'onde évanescente stationnaire que I'apipealu réseau de phase mince
n’est en effet plus valable en incidence rasante.

Notons pour finir que les deux approximations équivalentele de RMAN—
NATH et du réseau de phase mince, sont plus restreintes queadymEp BKW
généralisée parce que celle-ci n'est sujette qu’a talitmn qu’il n'y ait pas de caus-
tiques a l'intérieur de la zone d’interaction, ce qui equivalent & un déplacement
faible devant la période du réseau (voir au paragraphe 8.1). En fait, c’est cettdieon
tion plus faible qu’exprime le deuxieme critere de vabdi8.49) : avec (8.50) et (8.58),
nous avons en effet

5]
SO

S @ (Amax + tanb; Azmay) < 1, (8.59)

ou I'échelle pour le déplacemendtr,,,., est la période: du réseau.

8.3.4 Expression simplifee pour les amplitudes de diffraction

Une fois le déphasage au premier ordxe) (z;, 2¢) = SW(zy, 2;)/h déterming,
nous disposons d’une expression approchée pour la forttmde a la position; en
aval de la région d'interaction [voir (8.35)] :

Y(xy, zf) = Alxy, z5) expi [ap(o)(:cf, z) + AW (xy, zf)} : (8.60)

ou le facteur d’amplitudel(z, z;) est donné par (8.37) et” = S/ est la phase
de I'onde finale pour le Lagrangidi, non perturbé.

Pour calculer les amplitudes de diffraction, nous pouvoonsacdnous servir
de lintégrale (8.40) qui a été obtenue par l'analoguardigue du principe de
HUYGHENS-FRESNEL [le théoreme de HLMHOLTZ—KIRCHHOFF (8.38)]. Nous
montrons cependant dans I'annexe 8.B que cette integralewlifie, compte tenu des
conditions de validité de I'approximation du réseau dagghmince. Plus précisément,
le facteur d’amplitudeA(xzy, z¢) ainsi que le facteur d’obliquité de WYGHENS-
FRESNEL dans (8.40) peuvent étre remplacés par des constantas.uRoangle
d’'incidence modéré, les amplitudes de diffraction sdotsadonnées par I'expression
Suivante

a

dz .
arm) = /Tf expi {w(o)(xﬁ 2p) + AW (xf, 2f) — kgt — kznzf} ,  (8.61)
0
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ou nous reconnaissons la transformée d&/®ER de la fonction d’'onde déphasée
par rapport a la coordonnég parallele au pas du réseau. Lorsque l'incidence devient
rasante, le transfert de vecteur d’onde normal devientiplp®rtant, et il faut alors
multiplier I'expression (8.61) par un facteur correctifroh@ a I'annexe 8.B.

Notons finalement que la phase® contribue seulement un facteur de phase
constant aux amplitudes de diffraction parce qu’elle resente pas de modulation
spatiale en fonction de;, étant calculée par rapport au Lagrangigmon perturbé.

Les populationsw,,. Les amplitudes de diffraction déterminent maintenanples
pulations des ordres dans la figure de diffraction. A I'aen@8B, nous montrons que
dans I'approximation du réseau de phase mince et en deddiisadence rasante, les
populations sont simplement égales aux carrés des amgditde diffraction :

wi™) = Jali™))?, (8.62)

Pres de l'incidence rasante, par contre, il faut tenir cenaly facteur supplémentaire
k../k.; qQui figure dans I'expression exacte (7.17).

8.3.5 Conclusion

En approximant l'integrale de chemins deYWMAN dans le régime semi-classique
par la méthode de la phase stationnaire, I'on peut caldaléwnction d’'onde dans
I'esprit de I'optique géomeétrique, a lI'aide de l'int&de d’action le long des trajec-
toires classiques. Dans le cas de linteraction avec unnfietefaible, nous avons
montré par un calcul perturbatif que l'influence de ce ptieésur la fonction d’'onde
est caractérisée par un déphasage et que ce déphatadfpees en intégrant le po-
tentiel perturbateur le long des trajectoires classiquesi’@tome suivrait en absence
de perturbation. La figure de diffraction a I'infini est eitewbtenue par une trans-
formée de BURIER de la fonction d’'onde déphasée. Par analogie a I'optlgoe-
neuse, nous avons appelé cette approche I'approximatiogésttau de phase mince.
Pour un réseau de diffraction en transmission, elle pedaattrouver le déphasage
donné par I'approximation de ARMAN—NATH, si le potentiel du réseau est une per-
turbation par rapport a I'energie cinétique incidentes, trajectoires non perturbées
traversent alors le réseau de fagon rectiligne. Maigpfapimation du réseau de phase
mince permet également de décrire des situations ourdgsctoires non perturbées
ont une forme plus complexe. Ce cas se présente en pagtidalins la diffraction par
'onde évanescente stationnaire.

Le domaine de validité de I'approximation du réseau desphmince est délimite,
d’une part, par le régime semi-classique et, d'autre part)e calcul perturbatif de la
phase atomique. Le réseau de diffraction@since sile calcul de la phase le long des
trajectoires non perturbées n’introduit pas des erreeipghdise qui soient supérieures a
l'unité. En patrticulier, le developpement perturbaditfintervenir, au deuxieme ordre,
un défaut d’énergie cinétique et donc une erreur de phasgugmente avec le temps
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d’interaction. En incidence normale, nous obtenons le eerntere de validité que
pour I'approximation de RMAN—NATH, a savoir que I'atome se déplace peu dans la
direction du pas du réseau, a une échelle donnée paract®ha/n,,., de la période

oU n.,.x €St la largeur en ordres de la figure de diffraction.

8.4 Application a la diffraction d’atomes par I'onde
évanescente stationnaire

Nous appliquons maintenant I'approximation du réseauhdes@® mince que nous ve-
nons d’esquisser de fagon générale a la diffractiotod’®s par une onde évanescente
stationnaire. Nous rappelons d’abord les conditions pag cette approche semi-
classique puisse étre utilisee (paragraphe 8.4.1). Aagpaphe 8.4.2, nous suivons
ensuite la démarche perturbative pour calculer I'acti@est la partie modulée du po-
tentiel dipolaire qui sera considéréee comme une pertiinaet nous identifions le
contraste de I'onde stationnaire au paramette développement perturbatif. L'action
au premier ordre par rapport au contraste permet de caleutd&phasage de I'onde
atomique réflechie, et nous constatons que la diffracgirdue a une modulation de
phase de la fonction d’'onde (paragraphes 8.4.3, 8.4.4 Barégime d’'une modula-
tion de phase faible, nous comparerons les amplitudes ftaafibn aux résultats de
'approximation de B RN, ceci nous permet d’établir des conditions de validitarpo
I'approximation du réseau de phase mince a la limite pledtive (paragraphe 8.4.5).
Pour une modulation de phase forte, un grand nombre d’osmineisprésents dans la
figure de diffraction et nous montrons que son enveloppeasté&k par la distribution
classique de vitesse (paragraphe 8.4.6). Finalementragnaahe 8.4.7, nous compa-
rons I'approximation du réseau de phase mince a un calaslgrécis dans le régime
semi-classique, a I'aide de I'approche BKW généralisé

8.4.1 Cadre semi-classique

Nous établissons dans ce paragraphe les conditions peuadliffraction d’atomes
puisse étre décrite par une approche semi-classique.

Il faut d’abord que la longueur d’'onde ade& BROGLIE des atomes dans le plan
20z du réseau de diffraction soit petite par rapport aux éebedpatiales du poten-
tiel dipolaire de I'onde évanescente stationnaire, ezedire son épaisseur/ s et sa
périodea = 7/q. Dans I'approximation de 8RN, nous avons étudié ce régime au
paragraphe 7.3.

Nous avons vu ensuite dans des géomeétries en transmips@tes trajectoires
classiques permettent facilement de calculer la phasei@tensi elles ne se croisent
pas a l'intérieur du réseau, sinon des caustiques apfzaeat dans la fonction d’onde.
Pour préciser cette condition dans la présente géaeirréflexion, nous allons nous
servir des trajectoires classigues que nous avons obtanugsapitre 6 sur le mouve-
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ment classique. Rappelons que le transfert de vitessedmta@iz\ v, (z,,) €st donné
par (6.11)
Avg (Zyen) = Avy ™ 8in 2q ey, (8.63)

et qu’il dépend de la position,, ou la trajectoire classique rebrousse chemin. Le
transfert de vitesse maximal vaut (6.25):

2

Avy™ = 2¢ gvzzﬂ(—q tan Gi) , (8.64)
R K

ou (5 est le facteur d’obliquité défini en (6.12). La figure 8.4ntre que les trajec-

toires qui rebroussement chemin autour d'un nceud de I'emde€scente stationnaire

(zrer = (p + 1/2)a, avecp un entier), se croisent a une distangg, au-dessus du
réseau. On obtient cette distance en développant leféramnie vitesse (8.63) autour

du nceud? B
0Av K
Zean = —Us e ~ (8.65)
f ( xreb:a/2) 4EQ2ﬁ

6xreb
La condition que les trajectoires se croisent dans la reggymptotique loin du réseau,
Zeau > 1/K, €st alors équivalente a

2
4epL < 1. (8.66)
K

Comme la valeur maximale du facteur d’obliquit@st I'unité, cette condition est sa-
tisfaite si le reseau est géométriqguement mince [vaioladition (6.29)}:® C'est donc
pour un tel réseau que I'approche semi-classique permedrdetériser la diffraction
d’atomes.

Cependant, contrairement au cas d’'une géomeétrie emtission, il est inévitable
gu’une surface caustique ne soit présente a I'intérdeureseau parce que les atomes
sont réflechis par le réseau. Cette caustique correspdiethveloppe des points de
rebroussement des trajectoires classiques (voir la figusg 8t I'approche semi-
classique ne permet pas d’obtenir la fonction d’onde aunvage de la caustique. A cet
effet, il faudrait réesoudre I'équation dec8RODINGER, au moins de fagcon approchée
[113]. Si par contre nous nous intéressons seulement hdsepatomique, I'optique
lumineuse nous apprend qu'il suffit de la corriger d'un reétde phase-r/2 aprées

12| es trajectoires qui rebroussent chemin aux positionseogradient horizontal est maximal se
croisent & la position
/4 K
Z/ ~ Uzi—/ q =

Avmax — 8eq23’

qui se trouve plus loin que.., (8.65), par un facteur/2.

3Rappelons qu’au paragraphe 6.2.1, nous avons introduiéédene du réseau géomeétriguement
mince en imposant que I'atome se déplace peu dans la dindatrizontale pendant la réflexion. Comme
pour le réseau de phase optique du sous-chapitre 8.1, nnstatons donc de nouveau que cette condi-
tion est équivalente a celle que les caustiques se troiniardu réseau.
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10+

1 o0 1 2 3 4
Figure 8.4: Croisements de trajectoires atomiques Ig#6cpar I'onde évanescente
Stationnaire, en incidence normale.

~d_~- ~__

Figure 8.5: Surface caustique (tirets) formée par legdtajres réflechies par I'onde
évanescente stationnaire.
A gauche : incidence normale, a droite : incidence oblique.

que la trajectoire (le rayon lumineux) a touché la caustiiNous notons que pour
une situation a une dimension, la formule de raccordemetiagproximation BKW
autour d’un point de rebroussem&torrespond a la méme correction de phase.

14 ANDAU et LIFSCHITZ, Klassische FeldtheorjelOe édition, chap. VII§ 59. BorRN et WOLF, op.
cit., chap. 8.8.4.
Lors du passage a travers un foyer, la phase changendparce que deux surfaces caustiques s'y
confondent.

5MESsSsIAH, op. cit, tome |, chap. VI§ 9.
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8.4.2 Calcul du cephasage

Nous calculons maintenant le déphasage de la fonctiondd’@omique apres la
réflexion par I'onde évanescente stationnaire, en d@yelnt I'action par rapport au
contraste de I'onde stationaire. Nous suivons donc la démarche gtive présentée
au sous-chapitre précédent.

Comme a I'equation (8.43), le Lagrangien pour I'onder®msctente stationnaire
est décomposé en deux termles= L, — €V;. Le premier,L, est le Lagrangien non
perturbé

M
Lo(z, 25 vgyv,) = 5 (vi + vf) — Vipax €272, (8.67)

qui contient la partie non modulée du potentiel dipolar®), et le deuxieme corres-
pond au potentiel perturbateur

eVi(x, 2) = Vipax € 2" cos 2qx, (8.68)

qui représente la partie modulée du potentiel.

Les trajectoires non perturbées

Rappelons que pour un contraste nul, I'action classiqugt}8sst calculée le long
d’une trajectoire classique® (¢) qui aboutit a I'instant ; a la positionr; = (zy, zf)
en dehors du réseau de diffraction et qui commence adimstavec une vitesse égale
a la vitesse incidente; = (v,;, —v,;) dans la région asymptotique.

Pour le Lagrangien non perturldg (8.67), nous constatons qu’il y a deux trajec-
toires possibles qui sont représentées sur la figure s.ﬁrerniéreri(gg(t), correspond
aun atome qui n'a pas encore interagi avec le réseau, letisent la deuxiémerégz (1),

a un atome réfléchi. Nous notons que ces deux trajectoireespondent a I'onde ato-
mique incidente et I'onde réfléchie spéculairementadobhction d’onde totale en est
la superposition.

Les trajectoiresri(gg(t) et rg (t) sont toutes les deux de la forme (6.5) donnée au
chapitre 6, a un changement de l'origine du temps press leemposantes verticales
valent

20 (t) = zZren (V) + %' 1n cosh (t — tineret) /Tint, (8.69)

inc,réf
I'équation (6.6), etn,, = 1/kv,; est le temps d'interaction. Les instarts. ¢ ou
I'atome rebrousse chemin, sont fixés a partir de la candliti

A lty) = zy. (8.70)

En développant la trajectoire (8.69) dans la region aggtique, on trouve ainsi

(cl)
Z —
tinc,réf = tf + ! Ceff
Vzi

(8.71)
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Figure 8.6: Deux trajectoires classiques,. et r.s qui aboutissent a la position
(g, 2f).

ou il faut prendre le signe supérieur (inférieur) poyr (t.), respectivement, et ou
g“(fcfl) = zeb — k1 1In 2 est la position du miroir effectif classique définiRh@s). Pour

€

la trajectoire incidentet;,. correspond a l'instant oﬁfﬂz(t) va atteindre le point de
rebroussement,;, dans I'onde évanescente ; pour la trajectoire réfleahiedonne
l'instant ou rfgz(t) se trouvait a la position,,. Les deux trajectoires incidente et

réflechie ont la méme composante horizontafé(t) donnée par
e Ot) =z + vy (t — t5) . (8.72)

Comme les direction®z et Oz sont découplées pour le mouvement de I'atome
le long de la trajectoire non perturbée, I'action est damgas une somme de deux
termes. Pour la direction horizontale, elle correspond &nouvement libre ; pour la
direction verticale, nous pouvons nous servir des résutta paragraphPha 2.3 a
'annexe 3.A sur la réflexion simple. Pour la trajectoireidente, on trouve alors

Si(r?c)(rf\vl-) = Mugxy — Muv,zy, (8.73)

ou nous avons omis le termekE;(t; — t;) dépendant du temps. Pour la trajectoire
réflechie, nous avons

Sﬁgf)(rﬂvi) = Muvgxs + Musiz + h[Appkw(vsi) + 7, (8.74)

ol Apprw(v.;) est le dephasage a la réflexid?h@ 9) dans I'approximation BKW®

16| a phaser dans (8.74) a son origine dans notre définition du déplagag qui utilise le
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L'action au premier ordre : le d éphasage

Pour obtenir I'effet de la perturbatiaiV; (x, z) & l'ordre le plus bas en nous calcu-
lons I'action au premier ordr8"). D’apres I'expression (8.45), nous devons intégrer
la perturbation:V; (x, z) le long des trajectoires non perturb@é&¥(¢). Comme la tra-
jectoire incidente n'’interagit pas avec le potentiel pout ¢;, sa contributionSi(jC)
s’annule.

Pour la trajectoire réfléchie, I’actioﬁ(élf) prend la forme suivanté

¢
Muv?, [ cos 2q[x s 4 vyi(t — t5)]
2 ; coshQ(t — trs) / Ting

i

S&(xslve) = —¢

réf

(8.75)

L'intégrale a calculer dans (8.75) est de la méme forme aplle pour le transfert de
vitesse classique (6.8). Le calcul présenté a I'annekelénne alors le résultat suivant

M’UZZ‘

Slfélf)(rf|vz~) = —¢ B(2q tan 0;/ k) cos 2qxyep, (8.76)
ou ((2¢qtané;/k) est le facteur d’obliquité défini a I'equation (6.12) &tl'angle
d’incidence dans le planOz du réseau. La position de rebroussemepiest égale a
la position de la trajectoire réflechie a I'instant dermlssement,; :

Treb = Xf + Um'<tréf - tf) =Tf — (Zf - <e(§fl)> tan@i, (877)

et c'est a travers,;, que I’actionSﬁéf) dépend de la position findfe(z;, z;). Elle ne
dépend dailleurs pas des instantst ¢t dans la mesure ou I'atome se trouve alors
dans la region asymptotique ou le potentiel s’annuler[Moitégrale (8.75)].

L'onde atomique réflechie présente donc un déphasage @ave modulation si-
nusoidale

Ap(xf, 2f) = —Umod COS 2qTreh, (8.78)

développement asymptotique (7.23) de la fonction d’orateperturbée
2z — 400 : 7,/1(0) (z,2) sin(kziz + %Agﬁ) expikg;x.

La référence de phase pofiy est donc la réflexion sur une barriere de potentiel infanie= 0. Le
changement de signe de I'onde a la réflexion corresponcphasage que nous avons ajouté dans
(8.74).

Pour la diffraction en transmission par le potentiel dijrelé8.7) de I'effet KaPITZA—DIRAC, nous
trouvons une expression de la méme forme que (8.75) si fd puaxréseau est donné par

MU; 1
2)=¢
I 2V1 cosh? kz

qui est proportionnel & I'énergie cinétique incidedte/ v2; et présente une épaisseur !
18Notons que le résultat (8.76) pour I'action au premiereﬁfﬁ>(xf, zy) permet d'obtenir les trans-
ferts de vitesse classiques (6.11, 6.21) en prenant sa&eegrar rapport & etzy, respectivement.
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dont 'amplitude de modulation,,,q vaut

Mvzi
hk

Nous constatons d’abord que l'indice de modulatign, augmente avec la vitesse
incidente,u,.q x v.;, alors qu’en transmission (I'effet AP1TzA—DIRAC), il lui était
inversement proportionnel,,,q « 1/v,; [voir (8.18)]. Ceci est di au fait que I'indice
de modulation est proportionnel au produit de la valeur make du potentiel pertur-
bateur et du temps d’interaction. Pour I'effeAKiTzA-DIRAC, la hauteur du potentiel
est fixée, et,,,q diminue avec la vitesse parce que le temps d'interactipn= w/v.;
diminue. Pour 'onde évanescente stationnaire par cdatv@leur maximale du poten-
tiel perturbateur (atteinte au point de rebroussement)x&st par I'énergie incidente
et vauteMv? /2. Son augmentation avec la vitesse incidente 'emporte donda
diminution du temps d'interaction,; = 1/kv.;.

Ensuite, I'indice de modulation (8.79) décroit lorsqu'e’éloigne de l'incidence
normale a cause du facteur d’obliqujt&$). Nous notons que nous avons trouvé le
méme argumen{ = 2¢tan6;/x au transfert de vitesse classique (8.64). Rappelons
gue le facteur d’obliquité apparait également sousdettme dans I'approximation
de BoRN au régime de RMAN—NATH [voir (7.56)]. En effet, nous verrons que
I'approximation du réseau de phase mince n’est valablelgus ce régime.

B(2qtanb;/k) . (8.79)

Umod = €

Estimation de I'erreur de phasea I'ordre deux

Pour estimer I'erreur sur I'action que I'on fait dans I'apgimation du réseau de phase
mince, nous allons nous servir de I'estimation (8.52) p@ation a I'ordre deux. Rap-
pelons que I'approximation est valable & condition cettitoa S est petite devant
h.

Plus précisément, nous utilisons dans la condition (8l&2emps d’interaction
Tmt = 1/Kv,;, la relation (8.56) entre le transfert de vitesse maximdadargeur
Nmax = Umoq de la figure de diffraction, ainsi que la conservation digreau premier
ordre erk (8.57). Nous trouvons alors la condition suivante :

5@ 2¢* 2¢*

% S n;m ~ u;dm <1 (8.80)
Dans cette expression apparait le paramgirexk.; cos? §; que nous avons iden-
tifie au paragraphe (7.3.3) pour caractériser le regim&aMAN—NATH [la condi-
tion (7.58)]. Dans le présent contexte, c’est ce paragrir fixe une limite supérieure
a l'indice de modulation,,,q. En particulier, nous constatons que pour décrire le
régime d’une modulation de phase forig,,q > 1, avec I'approximation du réseau
de phase mince, il est nécessaire de se placer dans leerégifaMAN —NATH ; car
la condition (8.80) implique alors

kzz’ 2 ‘9@
1 < Upoq < 1| L2805 i (8.81)
2q¢?
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ce qui est équivalent au critere (7.58) pour le régime de&N —NATH. D’autre part,
nous verrons au paragraphe (8.4.5) que dans le régime dhadklation de phase
faible, u,,q < 1, le regime de RMAN—NATH est également nécessaire pour que
I'approximation du réseau de phase mince reproduisekdtets de I'approximation
de BORN.

Notons pour finir que si I'on fixe un indice de modulation de lques unités, la
condition (8.80) est généralement vérifiee dans lafis&ions expérimentales de la
diffraction d’atomes par I'onde évanescente statiomnlairsque I'on se place au voi-
sinage de l'incidence normale. La raison en est que I'on@evér largement dans le
réegime de RMAN—NATH parce que le vecteur d’'onde incident est beaucoup plus
grand que la vitesse de recliy/M et que les vecteurs d’'ondg et x de I'onde
évanescente sont comparables.

Remarque. La présente condition de validité permet également defief que
I'approche BKW généralisée est valable dans un domagngasiametres plus large que
I'approximation du réseau de phase mince. En utilisandide de modulation:;,,q
donné par I'expression (8.79), I'on tire de (8.80) :

2 2) 2 .2 9@,
. (2) g« (2570 (8.82)
K Kk

et en comparant a la condition (8.66) pour I'approche sdassique (que les trajectoires
classiques ne se croisent pas dans la zone d’interaction$, gonstatons que (8.82) est
généralement beaucoup plus restrictif. Pour le cas deidence rasante, ou (8.82) est
certes satisfaite, la comparaison avec I'approximatioB©dreN montrera que I'approche
du réseau de phase mince n’est pas valable parce que lavatise d'énergie au pre-
mier ordre est insuffisante pour déterminer les vectewsd® diffractés.

8.4.3 Les amplitudes de diffraction

Les amplitudes de diffraction sont maintenant donnéed’'péegrale de PURIER
(8.61). Rappelons qu'y interviennent les phases assoeiée actionss” a l'ordre
zéro (8.74) et5M) au premier ordre (8.76). Nous considérons d’abord la dmriton
de la trajectoire réfléchie:

alét) = _iAwsrw (8.83)

n
a

d ¢
X /ﬁ expi [—umod cos2q(zy — (25 — Céffl)) tan6;) — 2ngry — (k. — kzi)zf} :
a
0

Le calcul de cette intégrale donne

alt™™) = (=)™ J,, (Umod) €Xp1i {A@BKW + and}g) tan 6;+
+(kzi — 2nqtan®; — k.,)zf] (8.84)



200 Diffraction

ou l'argumentu,,,q des fonctions de BSSEL est égal a I'indice de modulation de
phase donné a I'équation (8.79). Les populations (8d@2)ordres de diffraction sont
alors données par

w ™) = T3 (tUmoa)- (8.85)

Remarque. Comme I'onde incidente se propage vers le réseau, nousati@mions a
ce gu’elle ne contribue pas a la figure de diffraction. Peur@rifier, nous devons reve-
nir a l'intégrale (8.40) qui contient le facteur d’oblit¢@ du principe de HYGHENS-
FRESNEL En rappelant que la vitesse finale de la trajectoire ind;éjeﬁ)z(t) vaut

v p = —v, et que lactions'!) s'annule, nous trouvons alors :

inc
a

, d ki . .
aline) = /ﬂ (1 — ) exp[—2inqry — i(k.n — kzi)2f] - (8.86)
5 2a kzn

L'integrale sur z; étant proportionnelle &, , c'est le facteur dobliquite de
HUYGHENS-FRESNEL, en parenthéses au deuxieme membre de (8.86), qui fait que

(inc)

les amplitudes,, ’ s’annulent toutes.

8.4.4 Allure de la figure de diffraction

Nous étudions ici la dépendance de la figure de diffrac(g&85) en fonction de
l'indice de modulation de phasg,.q.

Notons d’abord que comme pour l'effetaAlRITzA—DIRAC dans I'approximation
de RAMAN—NATH, les populations (8.85) font intervenir les carrés desfions de
BESSEL Ceci n'est pas surprenant puisque dans les deux cas, l& pi@sique
présente une modulation sinusoidale apres l'intavacivec le réseau de diffraction.
Sur la figure 8.7, nous montrons les carrés des premiersidosode BESSEL J,, en
fonction de I'indice de modulation,,,.4. A cause de la relation

T (Umod) = (—1)" T (tmoq), n=0,1,... (8.87)

la figure de diffraction (8.85) est symétrique.

Pour un indice de modulation faible devant l'unité, la plagion de I'ordre
spéculaire est proche de 'unité et parmi les populatimrsspéculaires, seules celles
des ordres: = +1 sont notablement difféerentes de zéro (voir la figure 88jisque
'approximation de BRN est valable dans ce régime, nous pouvons la comparer au
résultat (8.85) et établir ainsi un critere de valigitaur I'approche du réseau de phase
mince dans la limite perturbative (voir au paragraphe 8digant).

Lorsque l'indice modulation devient de I'ordre de I'unité population de 'ordre
spéculaire diminue. Elle s’annule en particulier auxmaside la fonction de BsSEL
Jo dont les premiéres sont données'par

Jo(tmod) =0 <= tmoq = 2.40483, 5.52008, 8.65373, . .. (8.88)

1I9ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, tableau 9.5.



Réseau de phase mince 201

Umod

Figure 8.7: Carrés des fonctions BESSEL J?(umeq) pourn = 0, 1,2, 3, en fonction
de l'indice de modulation,,.q. Traits pleins nh = 0, tirets :n = 1, point-tirets n = 2,
pointillées :n = 3.
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Figure 8.8: Figure de diffraction pour un indice de modwlatiaible (i,,,q = 0.1).
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Figure 8.9: Figure de diffraction pour un indice de modwlati.,.,q = 2.405 ou
Jo(umod) = 0.

La figure de diffraction correspondant a la premiere mcip,.,q ~ 2.405 est
représentée sur la figure 8.9.

Finalement, pour un indice de modulation grand devanttgnin grand nombre
d’ordres apparaissent dans la figure de diffraction. Un gterast présenté sur la fi-
gure 8.10. Nous constatons que les populations les pluslggasont celles des ordres
n ~ tumeq €t qu’entre ces maximums, les populations ont un comporieoeeilla-
toire en fonction de l'ordren. La figure montre aussi la distribution de vitesse finale
donnée par I'approche perturbative du chapitre 6, et noysns qu’elle est une bonne
approximation pour I'allure générale de la figure de diffion. Nous comparerons les
deux distributions en plus grand détail au paragraphé.8.4.

8.4.5 Modulation de phase faible : comparaisoa I'approximation
de BORN

Sur la figure 8.11, nous comparons, en incidence normal@oleslations (8.85) des
ordresn = 0, 1,2 au résultat (7.40) de I'approximation dedoBN pourn = 1, en
fonction du contraste du réseau. Nous constatons que les deux approximations son
en accord pour des contrastes faibles, tant que les pamsdates premiers ordres sont
petites devant 'unité. Pour un contraste au-dela den#diperturbatives3 2 «/k.;,

les populations des ordres= +1 restent en deca de I'estimation deBN parce que

les ordrest2 commencent a étre peuplés eux aussi.
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Figure 8.10: Figure de diffraction dans le régime de mathtade phase forte
(umoa = 6). En pointillées : distribution de vitesse classique avee largeu\v™* =

umod(QBQ/M) .

Comparaison des populations

Nous étudions maintenant les conditions qui permettemetteuver les populations
données par I'approximation deoBN par la méthode du réseau de phase mince. Rap-
pelons que pour un indice de modulation petit devant lejri@s fonctions de BSSEL

ont le comportement suivant

1 (o \" ,
oo € 1 Talttmed) =~ (“20) 4 Of(umea)™?]  (8:89)

[pourn > 0, le casn < 0 est couvert par la relation (8.87)]. A I'ordre le plus bas en
Umod, €S populations (8.85) des ordnes= +1 deviennent donc

r.m 62 k'z@' 2 2 tan@l-
wi = € <—> 52<q7> . (8.90)

4 \ K K

D’autre part, nous avons obtenu le résultat (7.40) a¢'ad I'approximation de 8RN
dans la limite semi-classique :

2 2 2
(Born) E_ @ Akz,il 2 Akz,il
wii™ = 2 <R> <1+ ) Pl (8.91)

Nous constatons que, mis a part I'argument du facteur wjoié 3, les populations
(8.90) et (8.91) different au premier ordre par rappof/a ., /k.;. Cette difference
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Figure 8.11: Populations des ordres de diffraction 0, 1,2 en fonction du contraste
e du réseau.

Trait plein : approximation du réseau de phase mince (8Bgts : approximation de
BORN dans la limite semi-classique (7.40). La ligne en poie¢i marque la limite de
validité de I'approximation dBORN u,.q = €0k.;/k = 1.

Les atomes sont incidents en incidence normale kyee 50 k, etq = k.
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est une petite correction tant que le transfert de vecteumd# est faible devant le

vecteur d’onde incident :
Akz,:l:l

kzi

D’autre part, les arguments du facteur d’obliguitéans (8.91) et (8.90) font intervenir
le transfert de vecteur d'ond®%k, 4, et son approximation linéaire

< 1. (8.92)

Ak, 41 = F2qtanb;, (8.93)

gue nous avons introduite dans le regime devRN—-NATH au paragraphe 7.3.3
[’équation (7.54)]. Nous avons vu que cette approxintat@vient a remplacer, dans le
diagramme d’BVALD, le cercle de la conservation d’énergie par sa tangentecewr
d’onde spéculaire (voir la figure 7.13). Rappelons qu’eliejustifiee pour calculer la
valeur du facteur d’obliquité, si la condition (7.58) pderégime de RMAN —NATH
est satisfaite :

2¢ 1

kk.; cos? 0;
En utilisant I'approximation linéaire (8.93) pour les riederts de vecteur d’onde
Ak, +1, on montre que la condition précédente (8.92) est coetelans le régime
de RAMAN—NATH (8.94):

< 1. (8.94)

kzi

Akz,:l:l
kzz' - kzi COS 91

2¢g tan 0; 2 (8.94) |2k
~ 24 < < Vi <1 (8.95)

ou la derniere inégalité est une conséquence du kgemi-classique. C'est donc
la condition (8.94) du régime de ARIAN—NATH qui caractérise la validité de
'approximation du réseau de phase mince dans la limiteelimodulation de phase
faible. Notons que nous I'obtenons également en prenacadeparticulien:,q ~
nmax = 1 dans le critere de validité (8.80) que nous avons trowé# pne modulation
de phase forte.

Pour illustrer la mise en défaut de I'approximation dwedasde phase mince, nous
comparons aux figures 8.12 et 8.13 les expressions (8.9Pa) pour les populations
w41 en fonction de I'angle d’incidence.

La figure 8.12 correspond au régime deA®&G que nous avons introduit au pa-
ragraphe 7.3.3 et qui est complémentaire a la conditio®4§8 Nous voyons que
'approximation du réseau de phase mince ne peut rendr@teodes résonances de
BRAGG. La raison en est I'approximation linéaire (8.93) pourttassferts de vecteur
d’'onde, qui néglige le fait que le&k, ., s’annulent non pas en incidence normale,
mais aux angles de résonantés.

Sur la figure 8.13, nous constatons que la décroissanceagesations lorsque
'angle d’incidence augmente n’est pas correctementitdepar I'approximation du
réseau de phase mince : celle-ci donne certes des pomslatio decroissent, mais ne
rend pas compte de I'asymétrie de la figure de diffractiogci@st la conséquence
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Figure 8.12: Populations., en fonction de 'angle d’incidence, dans le régime de
BRAGG. Les traits verticaux marquent les angles de résongmee +5.°7.

Tirets (point-tirets) : populations (8.91) dans I'approgtion deBORN pour les ordres

n = +1 (n = —1). Trait plein : résultat (8.90) de I'approximation du eé@si de phase
mince; ces populations sont identiques pour les ordres +1, et leur maximum
est inférieur aux populations maximales de 'approximatieBORN, a cause d’une
population non nulle dans les ordres= +2.

Paramétres : le module du vecteur d’onde incident ¥aut 100k, Kk = 0.1q, € =
0.005. Le paramétre (8.94) pour le régime R@MAN —NATH vaut2/ cos® 6);.
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Figure 8.13: Populations., en fonction de I'angle d’incidence, en échelle logarith-
mique.

Tirets (point-tirets) : populations (8.91) dans I'approgtion deBORN pour les ordres

n = +1 (n = —1); trait plein: résultat (8.90) de I'approximation du e@s de phase
mince pour les ordres = 0 etn = +1.

Parameétres : le module du vecteur d’'onde vigut 50k, k = ¢q, ¢ = 0.04. Le pa-
ramétre (8.94) pour le régime @aMAN—NATH vaut0.04/ cos? 6;.

du fait que le facteur d’obliquit&(Ak. +,/x) varie alors de fagon rapide en fonction
des transferts de vecteur d'ondé, 1, et que les expressions approchées pEbkir 1,
conduisent a des écarts importants. Finalement, enancel rasante, les transferts
Ak, 11 deviennent du méme ordre que le vecteur d’'onde incigdlgrde sorte que les
deux conditions (8.92, 8.94) sont violées.

Comparaison des phases des amplitudes de diffraction

Apres avoir étudié les populations des ordres, comganoaintenant les phases des
amplitudes de diffraction pour les approximations du agsde phase mince et de
BORN dans la limite d’'une modulation de phase faible.

Dans I'annexe 8.C, nous évaluons la difference de phdseles résultats (7.33) et
(8.84) pour les amplitudes de diffraction. Nous constatprescelle-ci a deux origines :

e I'approximation linéaire (8.93) pour les vecteurs d’omtiractés, d’'une part,
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e et la linéarisation du déphasage a la réflexion, d’aosint:

OAppkw

e (8.96a)

Apprw(k, 1) = Apprw (ki) + Ak, 1

En poussant ces développements limités jusqu’au dewexardre, nous obtenons dans
'annexe 8.C I'estimation suivante pour la phage.; que néglige I'approximation du
réseau de phase mince

Born r.m.
(il )~ <P(i1 )

2
Zf— (H + K “sm70;)|. .
o= (G + w26, (8.97)

k.; cos? 0; ¢

041

Q

Cette phase est petite devant I'unité dans le regimesdeaR —NATH (8.94) tant que la
distancer; — g‘élffl) entre la position finale et le miroir effectif est de I'ordre guelques
longueurs de décroissantgx.

Comme pour I'approximation de AMAN—NATH [voir a I'équation (8.31)], nous
constatons donc de nouveau que le calcul de la phase le |srtgajiectoires non per-
turbées est valable seulement jusqu’a une distancefirga aval du réseau de diffrac-
tion, et qu’il faut se servir d’une approche plus rigoureflis@rincipe de HYGHENS-
FRESNEL) pour propager la fonction d’onde diffractée vers l'infai les amplitudes
de diffraction sont observées. En outre, c’est dans lemégle RAMAN—NATH qu'il
est possible de trouver une positiopfinale qui permette a la fois de tenir compte
du déphasage accumulé dans le réseau de diffractiotgwted que le traitement ap-
proché de la conservation d’énergie inhérent a I'apipnation (8.93), ne conduise a
des erreurs de phase qui dépassent l'unité.

Conclusion pour le regime de modulation de phase faible

Pour une modulation de phase faible, I'approche du réseqahdse mince rejoint la
limite semi-classique de I'approximation d®BN lorsqu’il est Iégitime d’approximer
le cercle de la conservation d’énergie par sa tangente pouwer les transferts
de vecteur d’'onde normauik, ;. Cette approximation correspond au régime de
RAMAN—NATH que nous avons identifié au paragraphe 7.3.3 et qui esttedaséc
par la condition (8.94). Nous rappelons que ce régimeezdisé dans la limite semi-
classique en incidence normale et oblique, si la période et I'épaisseurl /x de
'onde évanescente stationnaire sont du méme ordre delgua L'approximation du
réseau de phase mince réproduit alors les populationsrdessn = +1 de diffraction
données par I'approximation ded&N. Par contre, elle s’écarte de I'approximation de
BORN dans le regime de RAGG (complémentaire au régime deARAN —NATH) et

en incidence rasante parce qu’elle ne tient pas correctasopipte de la conservation
d’énergie pour déterminer les vecteurs d’ondes difdacDans ces situations, seule
'approximation de B RN est valable.
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L'approximation du réseau de phase mince permet égaledt@stenir les phases
des amplitudes de diffraction, en accord avec I'approxiomade BORN, si I'on arréte
le calcul semi-classique de la fonction d’'onde a une destalu point de rebroussement
qui est au plus de l'ordre de quelques longueurs de déergisd /x, et que 'on
calcule a cette position les amplitudes de diffraction lfEvalogue du principe de
HUYGHENS-FRESNEL Lorsque la position finale; tend vers l'infini, par contre, les
expressions approchées pour les vecteurs d’onde déBaaitrainent des erreurs de
phase pour les amplitudes qui divergent proportionnellement:a.

8.4.6 Modulation de phase forte : comparaisor la distribution de
vitesse classique

Nous montrons maintenant que dans la limite d’'une moduladi® phase forte, la
distribution de vitesse classique donne I'enveloppe dgladi de diffraction.
La figure de diffraction (8.85) correspond a la distribatae vitesse suivante

pqu(vmf> = Z ‘Jn<umod)‘25(vmf — Uy — 2nhQ/M>7 (898)

et a la limite d’'une modulation de phase forte, les fonida BEsSELont le compor-
tement suivarsf

Umod > 1, N < Umoq : (8.99a)
\/2/m
Jn(tmoq) = Tj_ﬂ? cos (+\/u3nod —n? — Z — narccos U:od) ,
Umod > 1, N > Umeq - (8.99b)
/2w n
I (Upod) A ——————eX ( \/n? —u?,_, —narcosh ) )
(tmo) vn? —u? 4 PLr mod Umod

Ces expressions montrent que les plus grandes populatolasfigure de diffraction
correspondent aux ordres~ +u,,,q (Voir aussi la figure 8.10). Nous constatons que
pour ces ordres, la diffraction conduit a un transfert desge qui est égal au transfert
de vitesse classique maximal (8.64)

2hq q hk.;

Umod——F = 2e—

M Kk M

Les maximums des populations coincident donc avec ledeits distribution de vi-
tesse classique. On peut aller encore plus loin et montestaqaistribution ondulatoire
pqu(vs5) rejoint la distribution de vitesse classiqug(v, ) (6.26)

l 1
T\ J(Avma)? — (v, — v,

20ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, formules 9.3.2, 9.3.3.

B = Apme, (8.100)

(8.101)

Pel (Uxf) -
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pour v, r — vs;| < Av®*. A cet effet, I'on moyenne sur les pics de diffraction dans
(8.98) et sur les oscillations dus? dans les carrés des fonctions desBEI?! (8.99a).
Ceci est illustré sur la figure 8.10 ou la courbe en poidt représente la distribution
de vitesse classique (8.101).

Remarque. La valeur quadratigue moyenne du transfert de vitesse ofigure de
diffraction vaut, en utilisant une régle de somme pour ¢tegfions de BSsEI??

2hq\ 2
(38), = (%)

120\ 5 1 e
= 3 (57 a5 (Ao, (8.102)

et 'on constate que méme pour une modulation de phase fléecoincide encore
avec la valeur quadratigue moyenne du transfert de vitdassigue [voir (7.71) au
paragraphe 7.3.4].

8.4.7 Comparaisoma I'approximation BKW

Dans ce paragraphe, nous comparons pour I'exemple de kadadifin par I'onde

évanescente stationnaire, I'approximation du réseapltese mince a un calcul
numérique de la fonction d’'onde dans le régime semi-ijass dans l'esprit de
'optique géométrique. Nous utilisons I'approximati®&KW généralisée que nous
avons introduite au paragraphe 8.3.1, et présentons midbdgrincipe du calcul.

La méthode nunerique

Rappelons que la généralisation de I'approximation BK&Yhpet d’obtenir, dans la
limite semi-classique, la fonction d’onde atomique en &smde quantités classiques,
guel que soitle nombre de dimensions du probleme. Poufftaction d’atomes par le
potentiel dipolaird/(r) de 'onde évanescente stationnaire, nous avons alotsidea
I'action (8.36)

Ly
S(rytylviti) = Mv; -r(t;) + /dt (%VQ(” - V[r(t)]) ; (8.103)
t;
ou r(t) est une trajectoire classique dans le potentiel dipolaimaptet V(r). A

l'instant ¢;, la trajectoirer(t) a une vitesse égale &, et elle aboutit & la position
r; a l'instantt;. En utilisant la conservation d’énergie,

%vm) +VIE() = B, (8.104)

21 es oscillations des populations, en fonction den (pour |n| < umeq) proviennent d’'un effet
d’interférence entre deux trajectoires classiques quda@sent a la méme vitesse finale (6.24) en fonc-
tion de la position de rebroussement;, [115].

22Cette régle de somme peut &tre démontrée a partir dertaule 9.1.41 dans BRAMOWITZ et
STEGUN, op. cit.
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l'integrale sur le potentiel peut s’exprimer en fonctiom ltknergie, ce qui permet de
séparer la dépendance explicite du temps, avec le agsult

b
t;

En intégrant le dernier terme par parties, nous obtenamspte tenu les équations du
mouvement ainsi que des conditions aux bords pour la trajeat(t),

ty
S(ry,ts|vists) = Mv(ty) vy — Ei(ty —t;) + /dt r(t) - VVir(t)] — wh/2, (8.106)

ou nous avons ajouté le retard de phase venant de la aaeistigfour du point
de rebroussement (le dernier terme). L'expression (8.pd&3ente I'avantage que
l'intégrale

AS = / dtr(t) - VVI]r(t)] (8.107)

a un intégrand qui est localisé dans la zone d’interadi®isorte que nous pouvons
limiter I'intégration a un intervalle de temps de l'ordde quelques fois le temps
d’interaction.

Pour ce qui est des unités du calcul, il est commode de sk desvmémes échelles
naturelles que pour le calcul des trajectoires du chapifieléngueur de décroissance
1/k et le temps d’interaction,, = 1/kv,;). On trouve alors que l'unité naturelle pour
I'action (8.107) est donnée par le produit d’un temps, élongueur et d’'une force,

ot Mue Mouey (8.108)

K Tint K

La vitesse incidente entre donc dans la phase de la foncbode par le facteur global
Muv,;/hk = ki /K.

Dans le calcul numérique, nous déterminons les trajed@iassiques pour un cer-
tain nombre de positions initial¢s; "), z;), I = 1,..., N dans la région asymptotique.
Aprées un temps de propagation de I'ordreXdg/v,;, nous obtenons les positions fi-
nales(z;", z;) ainsi que les vitessas ! et les actions\ S, Ces résultats permettent
de construire la fonction d’onde aprés I'interaction aleecéseau de diffraction et
d’évaluer l'integrale (8.40) pour les amplitudes de mifftion.

Présentation des esultats

Choix de la position finale. La valeur précise de la position finatg est a choisir
de facon a ce que, d’'une part, l'intégrale (8.107) tieoommpte de tout le potentiel, et
d’autre part, que les trajectoires classiques ne se citgisanencore. Ceci est illustré
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Figure 8.14: ActionAS (8.107) en fonction de la position finatge, calculée avec
I'approximation BKW généralisée. L'action atteint saleur asymptotique pout; ~

5...6/k. L'action est donnée en unités naturelles (8.108) poetques positions ini-
tialesz;.

par les figures 8.14 et 8.15. Sur la figure 8.14, nous avongsepté I'actionAS
(8.107) en fonction de;. Nous constatons qu’elle atteint sa valeur asymptotiqug si
est de I'ordre de quelquégx.

Dans la colonne droite de la figure 8.15, nous montrons laeparbdulée de
l'action S(rs,ts|v;,t;) en fonction dex;, pour quelques valeurs de la distange

(Nous avons enlevé l'action constarﬂé?t (8.74) venant de la réflexion par 'onde
évanescente non modulée.) On constate que l'actiorepi@sine modulation a peu
pres sinusoidale, et qu’elle est proche du résultat algpfoximation du réseau de
phase mince (la courbe en tirets). Lorsque la positioa’approche d’une caustique
(qui se trouve &.,, ~ 10/~ pour les parameétres de la figure), cet accord se détériore
Sur les figures de la colonne gauche, nous constatons quatlamesntre les positions
finales:pgf) et les positions initiales s’écarte de plus en plus d’'udatiom linéaire,

en approchant la caustigue, jusqu’a ne plus étre monaoraela de la caustique. A
ce moment, les trajectoires classiques se croisent etdlopgéométrique n’est plus
valable.

Dans ce qui suit, nous choisissons une distance firyade 5 . . . 6/ pour calculer
la figure de diffraction. Pour que les trajectoires atomigiechies ne se croisent pas
avant cette distance, nous devons restreindre I'espacpatlasetres de sorte que la
condition suivante soit satisfaite [voir (8.66)]:

2

q
— <
€0 k2  4Rzp

~ 0.05. (8.109)
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Figure 8.15: Comparaison entre 'action calculée danspfache BKW généralisée
[équation (8.106)] et I'approximation du réseau de phasgce, pour quelques va-
leurs de la position finale;. Du bas vers le hauty = z.., + 4/k, 8/k, 12/k.

A gauche : position finale; en fonction de la position initiale;, pour quelques dis-
tancesz; du réseau. Cette relation n'est plus monotone si la posfiiale se trouve
au-dela de la caustique.{, ~ 10/x). Points: approche BKW généralisée, tirets:
xy = x; (@pproximation du réseau de phase mince).

A droite : partie modulée de I'actiors; — S), en fonction de la position finale;.
Points : approche BKW généralisée [en unités natis¢Bel08)], tirets : approxima-
tion du réseau de phase mince, trait plein: modele emy@r(§.110) introduit au pa-
ragraphe suivant.

Paramétres : incidence normalez 0.025, ¢ = k.
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Etude du déphasage. Nous étudions maintenant un modeéle semi-analytiqueemi p
met d'interpréter la relation entre les approximationsréseau de phase mince et
BKW généralisée.

La figure 8.15 nous montre que I'action varie de fagon riégelen fonction de:,
avant que la caustique n'apparaisse. Nous constatons iencué le dephasage donné
par 'approche BKW peut &tre modélisé par I'expressionante

Apprw (Tf, 2f) R —Umod COS 2qTret, — 1) Sin® 2¢Zrep, (8.110)

ou le premier terme correspond au déphasage (8.78) dumBapproximation du
réseau de phase mince. L'expression (8.110) est repgees@ar la courbe en trait
fin de la figure 8.15, et nous constatons que lI'accord avecléalcBKW complet
est excellent jusqu’a peu avant la caustique. Numériguemous avons trouvé que
'amplituden du deuxieme terme dans le modele (8.110) est donnée uaebonne
précision, par

2 2q°
mod 1. - cos?

Pour motiver ce résultat, nous observons qu’il permetrité le deuxieme terme
dans (8.110) sous la forme

n~u (2f — Zreb) - (8.111)

o sin? 2, ~ _% (A (@ran) + A2 (@] (E — ) (8.112)
ou nous avons utilisé les transferts de vitesse au preonige Av, .(x.) donnés
aux équations (6.11, 6.21), et — t.e, = (25 — zwen)/v2; €St le temps nécessaire
pour parcourir la distance entre le point de rebroussemeanet la position finale
z; a la vitesse asymptotique,;. Nous constatons alors que le deuxiéme terme du
déphasage (8.110) correspond a I'action & I'ordre dgdk de la condition de vali-
dité (8.52) pour I'approximation du réseau de phase miRkes précisément, ce terme
est égal a l'erreur de phase® = —5E§123 (t; — twen) (8.55) qui intervient parce
que I'approche perturbative de I'approximation du resgaphase mince introduit un
défaut d’énergie cin’etiquéEéﬁf (8.54) au deuxiéme ordre du développentérita
condition de validité (8.52) exprime que cette erreur dasetdoit rester faible devant
l'unité.

Nous nous servons maintenant du modele (8.110) pour leed@ge de I'approche
BKW pour estimer de fagon analytique I'influence du termeectif enn ~ S /i sur
les modules et les phases des amplitudes de diffractiont Affe#, nous négligeons
la variation du préfacteur de la fonction d'onde finaler;) (8.35) dans l'intégrale
(8.40) pour les amplitudes de diffraction. Les amplitudé¥™) de I'approche BKW
sont alors données par la transformée deJRIER de la fonction d’onde déphasée
expilAppkw. OF, il en est de méme pour les amplitudes de diffractigii™) et

Z’expression (8.112) montre que l'intervalle de temps iperit pour calculer I'erreur de phase
53 estt; — t,e1, plutdt que le temps d'interaction,, comme a I'estimation (8.55).
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la fonction d’ondeexp(—iumoq cOs 2qz,q,) dans 'approximation du réseau de phase
mince. Les résultats des deux approches sont donc religseaux par une convolution

discrete
alBEW) — Z e a™), (8.113)

ou les coefficientsc,, donnent le developpement deoBRIER du facteur de
phaseexp (—insin? 2qz,q,) qui provient du terme correctif en dans le déphasage

Cm

—in/2 :m/2 i i
{ e EIME a(n/2),  Sim pair, (8.114)
0, sim impair.

Dans le domaine de validité de I'approximation du réseaplthse mince, I'actiof(®
est petite devant et le parametre donc faible devant l'unité. Il s’ensuit que les co-
efficientsc,,, sont approximativement égauxa, et que les amplitudes de diffraction
aBXW) dans (8.113) different peu de§-™)

Au premier ordre em, I'on trouve, en utilisant les amplitude§ ™) (8.84) et les
relations de recurrence des fonctions desBEI?4, que les amplitudes de diffraction
(8.113) dans I'approche BKW vérifient

(BKW) L n? (rm.) e A0
a, ~ | 1—in— ap ™ + (—i) J (Umod)- (8.115)
u

mod Umod

Le facteur en parenthéses du premier terme donne donc ureeiwon de phaseé a
I'amplitudeaPXW) qui varie linéairement aveg Quant aux populations des ordres de
diffraction, I'écart entre les approches BKW et du résgaphase mince est seulement
du deuxieme ordre en:

‘w(BKW) (rm ’ x n?, (8.116)

avec un facteur de proportionnalité de I'ordre de l'unitdme expression explicite en
est donnée a I'equatio®Dif 31). Nous concluons que la condition de validjt& 1
du réseau de phase mince est surtout pertinente lorsquenous intéressons aux
phases des amplitudes de diffraction : par rapport a lagpe BKW, I'approximation
du réseau de phase mince fait une erreur de phase qui eseepreportionnelle &.
Les populations de la figure de diffraction, par contre, gouas «robustes: comme
elles ne s’écartent qu’a I'ordre deux de I'approche BK&\tHitere de validité pertinent
estn? < 1 et permet des valeurs plus élevées du parametre

Le modele (8.110) pour le déphasalyeskw permet aussi d’interpréter comment
I'approximation du réseau de phase mince est rendue caddays le regime =
1: plusieurs des coefficients, (8.114) sont alors non nuls et la convolution (8.113)
montre que les amplitudes de diffracti@fi™ sont assez differentes de celles données
par 'approche BKW qui, elle, a un plus grand domaine de &lid

24ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, formule 9.1.27.
5’on peut montrer que cette correction élimine la dépewegale la position finale; des amplitudes
de diffraction (8.84) que prédit I'approximation du rasede phase mince.
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Figure 8.16: Comparaison entre I'approche BKW génégalist 'approximation du
réseau de phase mince.

En haut: figures de diffraction pour un déphasage de la f¢811d0) (barres grises),
tel que le donne 'approche BKW généralisée, et un déphea sinusoidal (barres
blanches), donné par I'approximation du réseau de phaseetrEn bas : différences
de phase des amplitudes de diffraction. (Les grandeselfées de phase aux ordres
n = +2 proviennent du fait que 'amplitude de diffractiag'm') S’annule approxima-
tivement et que la dérivée de la fonctionBeSSEL Js(umeq) Passe par un maximum
[voir (8.115)].)

L’indice de modulation vaut.,,.q = 5 et le paramétre = 0.05. Pour les différences
de phaséy, = pPEW) — orm) nous avons tracé la foncti@sin(dp,, /2)|.
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Figure 8.17: Identique a la figure 8.16, mais avec un patt@néeplus pres de l'unité
(n =0.5).

A titre d’illustration, nous comparons sur les figures 8.1684.7 les popula-
tions des ordres et les phases des amplitudes de diffragtierfon obtient avec un
déphasage de la forme (8.110), d’une part, et un déphasagsoidal (8.78) tel que le
prédit I'approximation du réseau de phase mince, d’goaire. Les deux figures 8.16,
8.17 correspondent au méme indice de modulatigry et a des valeurs differentes
pour le parametre. Sur la figure 8.16y est petit devant I'unité, et nous observons
que les figures de diffraction sont en trés bon accord eagaéux approches; les
differences de phase des amplitudes de diffraction sdativement faibles, avec un
comportement proportionneh# [voir (8.115)] qui est assez bien vérifie. Pouplus
elevé (la figure 8.17), nous constatons que les diffeeede phase sont beaucoup plus
marquées que les écarts entre les populations des o@¥keisconfirme notre conclu-
sion que le critere de validit¢ < 1 concerne davantage les phases des amplitudes de
diffraction que les populations des ordres.

Sur les figures 8.18, 8.19 et 8.20, nous présentons une cais@a systematique
entre le déphasage donné par I'approche BKW et le mod@lElQ). Les courbes
représentent les prédictions de I'approximation duea@sde phase mince pour
l'indice de modulationu,,.q (8.79) (la courbe en tirets) et le parametrg8.111)
(en pointillees). Pour le déphasage de I'approche BKWsnavons déterminé les
parametres:,,,q €tn numériqguement, en calculant les composantes @eRFER de
Apprw (s, z5) par rapport & (les pionts sur les figures).

Sur lafigure 8.18y,,,q €tn sont tracés en fonction du contrasten incidence nor-
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Figure 8.18: Comparaison entre le déphasage donné pardehe BKW (points) et
le modéle (8.110) de I'approximation du réseau de phaseenicourbes en tirets en
en pointillées), en fonction du contrastdu réseau, pour l'incidence normale.

Tirets : amplitude de modulation du déphasagg,, pointillées : parametre.
Parameétres : le vecteur d’onde incident viayt= 50 x, la distance finale; = 5/x
etq = k. Les valeurs du contrastepour le calcul a l'aide de I'approche BKW sont
limitées par la condition (8.109) que les trajectoireseersisent pas avant la position
finalez;.

male, et surlafigure 8.19 en incidence oblique. Sur la figLi®@,8 contraste est fixé et
c’est I'angle d’incidencd; dans le plarrOz du réseau qui varie. Nous constatons que
les prédictions analytiques de I'approximation du résee phase mince sont en bon
accord avec les résultats de I'approche BKW et que c’estfement dans la région

n ~ 1 que l'indice de modulation,,,q S’écarte de la prédiction de I'approximation du
réseau de phase mince.
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Figure 8.19: Identique a la figure 8.18, mais pour l'incicemblique avec un angle
d’incidencef); = 45° dans le plan:Oz du réseau. La composante normale du vecteur
d’onde vaut encorg,; = 50 .
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Figure 8.20: Identique a la figure 8.18, mais en fonctioriategle d’incidencd); dans
le planzOz du réseau. Le contraste est fixéa 0.05, et le module du vecteur d’onde
incident dans le planOz vautk; = 50 k.
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Figure 8.21: Comparaison entre les populations des ordeeslifftaction n =

0, +1,+2 données par les approximation BKW et du réseau de phassngn fonc-
tion du contraste du réseau, pour I'incidence normale.

Les points représentent les résultats numériquesolaes en tirets les résultats de
I'approximation du réseau de phase mince (8.62). Les jajpuls sont identiques pour
les ordres, et—n.

Parameétres : le vecteur d’onde incident viayt= 200 «, la distance finale; = 6/x
etq = k.

Populations des ordres de diffraction. Sur les figures 8.21, 8.22 et 8.23, nous
présentons les populations des ordres de diffractien 0, =1, +-2 pour un indice de
modulationu,,.q jusqu’a quelques unités. Les figures 8.21 et 8.22 les rannhén fonc-
tion du contraste du réseau, pour deux angles d’'incidence differents. Nonsta-
tons pour I'incidence normale (la figure 8.21) que I'appnoation du réseau de phase
mince est en accord excellent avec le calcul BKW. En incidestdique, par contre
(la figure 8.22), les populations non spéculaires difiefegerement de la prédiction
du réseau de phase mince. En particulier, les ordres ifegaecn ~ —u,0q (I€S
losanges creux) ont des populations plus élevées quadessa ~ +u,,.q (les lo-
sanges pleins). Ceci fait écho aux positions asymeétsigles pics de la distribution
de vitesse classique (voir la figure 6.11 du paragraphe @appelons que le trans-
fert de vitesse classique est plus grand (en module) dansédetidn opposée a la
direction de propagation de I'atome incident que paraifédnt a cette direction. Pour
la diffraction, ceci se traduit apparemment par une poprgblus élevée pour les
ordres de diffraction negatifs (aveck,; ~ k,; — 2um.qaq) que pour les ordresposi-
tifs) (Kzf =~ ki + 2Umoaq).

Sur la figure 8.23, les populations, sont tracées en fonction de I'angle
d’incidence dans le plan du réseau. Nous voyons que |'dceoire 'approche BKW
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Figure 8.22: Identique a la figure 8.21, mais en incidendigoét; = 45°.

Les losanges pleins (creux) représentent les résulat&@pproche BKW pour les
ordres positifs (négatifs). Les courbes en tirets donkesmésultats de I'approximation
du réseau de phase mince (8.62) (identiques pour les ordresn).

La composante normale du vecteur d’onde incident vaut ericor 200 k.

et I'approximation du réseau de phase mince est excellettiua de I'incidence
normale ou les populations des ordmeset —n sont identiques. Lorsque l'angle
d’'incidence augmente, nous voyons apparaitre I'écaiteeles résultats BKW et
du réseau de phase mince pour les populations non spesul@Nous observons
eégalement I'asymeétrie entre les ordregt —n dans I'approche BKW, comme sur la
figure précédente 8.22.) Par contre, 'approximation&heau de phase mince repro-
duit bien I'allure générale de la décroissance des pajmuls non spéculaires lorsque
I'on s’approche de I'incidence rasante. Rappelons qu’uadeord qualitatif apparait
aussi sur la figure 8.13 ou nous comparons a I'approximatéeBoRN.
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Figure 8.23: Identique a la figure 8.22, mais en fonctioriategle d’incidencéd; dans
le plan du réseau.
Parametres : le module du vecteur d’onde incident katt 200 k.

8.4.8 Le domaine de validieé de I'approximation du réseau de
phase mince

Dans ce paragraphe, nous résumons les conditions det&aligi’approximation du
réseau de phase mince pour le cas de la diffraction d’atgaeBonde évanescente
stationnaire. Rappelons que nous avons pu trouver cestmorgdpar comparaison
avec d'autres approches dans leurs domaines de validpecgfs. L'approximation
de BORN, par exemple, donne priori une description plus précise de la diffraction a
la limite d’'une modulation de phase faible, parce qu’ellg gaectement de I'équation
de SSHRODINGER. Pour que I'approximation du réseau de phase mince saibialil
faut donc qu’elle rejoigne les résultats de I'approxiroatile BORN dans cette limite.

Pour le cas de I'incidence normale, nous avons représéegédifferentes condi-
tions de validité sur la figure 8.24 qui compléte le schéh20 que nous avons in-
troduit a la fin du chapitre 7. Le régime perturbatif,q; < 1 se trouve dans la partie
supérieure du schéma. La partie inférieure représemégime de modulation de phase
forte, et I'approximation du réseau de phase mince a peadmisouvrir une partie de
ce domaine de parametres qui est inaccessible a I'appatixin de EORN.

La ligne verticale délimite le régime deARIAN—NATH (8.94) (dans la partie
gauche du schéma), ou I'approximation linéaire poundesteurs d’onde diffractés
k., est legitime. L'approximation du réseau de phase minestrvalable que dans ce
régime. En effet, nous avons vu (voir la figure 8.12) qu'ekepermet pas de décrire
le régime de RAGG qui se trouve a droite de la ligne verticale.

La ligne diagonale du schéma sépare les réegimes duuéggsameétriquement
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mince (en haut a gauche) et épais (en bas a droite). loapprdu réseau de phase
mince est limitée a un réseau géométriguement minoeepgu’elle est une approche
semi-classique : pour un réseau géométriquement,deaisajectoires classiques sont
focalisées a l'intérieur du réseau [voir le critere6@)], et la méthode semi-classique
de calculer la phase de la fonction d’onde le long des traijesst n’est pas justifiée.

Finalement, la ligne courbe correspond a la conditipn~ S®@ /b = 1
[voir (8.111)], ouS?) est I'estimation du terme d’ordre deux dans le développeme
perturbatif de I'action. Dans la région au-dessus de lalmmu’action a I'ordre deux
S est inferieure &, et 'approximation du réseau de phase mince est valaladesN
rappelons que cette limite est plus stricte pour les phaseamplitudes de diffraction
(la conditionn < 1) que pour les populations des ordres pour lesquelles lererit
pertinent es)? < 1.

Nous constatons que dans le régime d’une modulation deedbae, la condi-
tion n < 1 est plus restrictive que le critere du réseau géomértent mince.
L'approximation du réseau de phase mince permet alorstrdiedans le domaine
non perturbatifu,,,q > 1 ou plusieurs ordres de diffraction sont peuplés; maks ell
est limitée davantage que I'approche semi-classiqueetjai, est valable dans tout le
domaine du réseau géométriguement mince, jusqu’gme ldiagonale.

Remarque. Lorsque I'angle d'incidence s’'écarte de la normale, ladidimite hori-
zontale pour une modulation de phase faible et la ligne dialgodu schéma 8.24 se
déplacent vers des contrastes plus élevés, a causectdwrfal’obliquite. En méme
temps, la ligne verticale se déplace vers la gauche [2ecaudacteurl / cos? §; dans

le critére (8.94)]. Le domaine de validité de I'approxiioa du réseau de phase mince
se déforme donc, se limitant & des réseaux qui sontghisces (avec un rappotg/x
plus petit), mais qui peuvent avoir un contraste pluselev’

Par contre, lorsque I'on augmente la distance finala laquelle les amplitudes de
diffraction sont calculées, la ligne verticale se déplgers la gauche (parce les erreurs
de phase dues aux valeurs approchées des vecteur dlendaggmentent), et la ligne
courbe se déplace vers le haytetant @également proportionnel a la distance finale). Le
domaine de validité de I'approximation du réseau de phaisee s’en trouve globale-
ment réduit.

8.5 Conclusion et perspectives

Dans le régime semi-classique ou la longueur d’'onde ajoendans le planOz du
réseau est petite par rapport aux échelles caractgrestidu potentiel, I'action clas-
sique, divisée par la constante deaARCK h, permet d’obtenir la phase de la fonc-
tion d’onde aprées la zone d’interaction. La phase est t&dcle long des trajectoires
classiques de I'atome. Cette approche semi-classiqueBKMW généralisée) permet
de caractériser la diffraction lorsque le réseau de atiffon estcgéométriquement
mince». Cette condition peut s’exprimer de deux manieres édgiivas : ou bien les
trajectoires classiques ne s’écartent pas beaucoup aesttires non perturbées a
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Figure 8.24: Représentation schématique du domaine litBt&ale I'approximation
du réseau de phase mince (a comparer a la figure 7.20).

L’approximation est valable a gauche de la ligne verti¢gdgime deRAMAN —NATH )
et au-dessus de la ligne courbe (rappoentre I'action maximale a l'ordre deux et
inférieur a l'unité).
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I'échelle de la période du réseau, ou bien les trajeesattassiques ne se croisent qu'a
I'extérieur de la zone d’'interaction. Dans ce régime,daation périodique du poten-
tiel du réseau impose une modulation de phase spatialeoaddon d’onde qui est a
I'origine de la diffraction.

Lorsque la diffraction est due a un potentiel faible, lenpipe de moindre action
implique que I'on peut calculer le déphasage atomique amiar ordre le long des
trajectoires non perturbées. Cette approche pertugbptivcede de fagon analogue a
un réseau de phase mince de I'optique lumineuse, et c’'estqate raison que nous
I'avons appelée Kapproximation du réseau de phase mindeour le cas particulier
d’un réseau de diffraction en transmission dont le pogéest faible devant I'énergie
incidente, la méthode du réseau de phase mince donnesidtats eéquivalents a ceux
de 'approximation de RMAN —NATH.

Par contre, la présentation que nous avons donnée ppprégimation du réseau
de phase mince montre qu’elle permet également d’obtesiegpressions analytiques
pour les amplitudes de diffraction pour une onde évandsc&ationnaire. Comme
dans I'approche perturbative que nous avons suivie dankdpitce 6, nous calcu-
lons la phase atomique au premier ordre dans le contrasiededes trajectoires pour
une réflexion simple. La figure de diffraction est alors dampar une transformée de
FOURIER. Sous réserve de certaines conditions, ce résultahtdjapproximation de
BORN dans la limite d’'une modulation de phase faible, et la distion de vitesse
classique dans la limite opposée. La figure de diffracti@dipe par 'approximation
du réseau de phase mince est symétrique ce qui est unequamee du fait que les
vecteurs d’onde normaux sont déterminés par une appatiximlinéaire, la conserva-
tion de I'énergie n’étant respectée qu’'au premier oplrerapport au vecteur d’onde
horizontalg. Par conséquent, cette approche ne peut rendre compéeteonent de la
diffraction ni dans le régime demBh\GG, ni en incidence rasante. Il va de soi qu’elle
ne peut pas caractériser le réegime quantique €« «) parce que la longueur d’onde
atomique est alors trop grande pour que I'approche serssigae puisse étre justifiée.

Nous notons que des approches similaires a I'approximatioréseau de phase
mince ont été développées de fagon indépendante dlanfres domaines: pour la
diffusion de la lumiere par une interface rugueuse [116, 11.8] ou encore dans le
contexte de la diffusion d’atomes par des surfaces ciis¢sll[84, 75, 77, 119, 115,
120]. Ces approches ont en commun que ce n’est pashiEmp (le champ lumineux
ou une onde de matiere) qui est I'objet d’'un développerperturbatif, mais sa phase.
Pour réparer le défaut que nous venons d’évoquer, ardavtraitement approchée
de la conservation d’énergie, il a été proposé de chdiffieremment la trajectoire
classique le long de laquelle I'action est calculee [73)]18 se trouve alors que
des trajectoires dont la position change brusquement ant gei rebroussement —
ou encore des trajectoires complexes — permettent uneiplésamplus précise des
amplitudes de diffraction.

Finalement, nous voudrions attirer I'attention sur le taie 'approche du réseau
de phase mince peut également étre utilisée pour caldeke dephasages dus a des
potentiels faibles qui ne sont pas modulés spatialementqZ]. Cette situation se
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présente en particulier dans linterferométrie atameiget nous en donnerons deux
exemples pour le miroir a onde évanescente.

Le déphasage @ a l'interaction de VAN DER WAALS. Dans la réflexion simple
par une onde évanescente, I'atome est soumis aussi ardigtion devAN DER
WAALS qui, a courte distance du diélectrique, est cara@eérar un potentiel de la
forme (2.16)

C:
Viaw(2) = ——3. (8.117)

Rappelons qu’a une distance de I'ordre)jg 27, I'énergie d’'interaction d@AN DER
WAALS est généralement de I'ordre d&, ou1/T" est la durée de vie de I'état excité
de I'atome [121, 39].

Dans la limite ou le potentiel deaN DER WAALS est une perturbation par rapport

au potentiel dipolaire de I'onde évanescente, il conduih déphasagge,qw que nous
pouvons évaluer par une intégrale le long de la trajegtaan perturbée® (¢):

“+o0
1
Pyvaw = % /dﬂ/vdw[z(o)(t)]

205K Tint 70 dx
(

h KZreh, + I cosh a:)3 '

(8.118)

Pour une distance générique du point de rebroussement~ 1/, le déphasage
de VAN DER WAALS est de 'ordre dé'7;,;. L'intégrale sans dimension dans (8.118)
dépend de la distance réduite.;, et est représentée sur la figure 8.25.

Pour mesurer le déphasage,w, I'on peut envisager un interferometre atomique
comme celui du groupe de JADIBARD [85], ou I'atome est réfléchi plusieurs fois par
'onde évanescente, en faisant varier la hauteur du petelpolaire d'une réflexion a
l'autre de sorte que la distance du point de rebroussemgridhange. Une possibilité
alternative serait d'utiliser une seule réflexion, maigmpm atome avec plusieurs états
magnétiques dans I'état fondamental. Supposons quetdés par rapport un axg
sont des états propres du potentiel dipolaire avec desrggpeopres differentes. Ces
états sont alors associés a des trajectoires avec dds pgeirebroussements differents,
et a cause du potentiel d&N DER WAALS, leurs amplitudes de réflexion accumulent
des phases differentes. Ceci peut étre détecté en argsapres la réflexion, les popu-
lations des sous-niveaux magnétiques par rapport a uditi&eente,.

Déphasage d’'un potentiel de«jauge». Lorsque nous représentons la fonction
d’onde atomique dans la base des niveaux habillés, |latiariapatiale de ces états
propres du couplage laser—atome ne conduit pas seulerdestcuplagesnon adia-

batiques entre les differents niveaux habilfsmais aussi a un potentiel fictif que

26A. MESSIAH, Mécanique quantiqueouvelle édition (1995), tome II, chap.XVH,13.
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intégrale dans delta phi (vdW)
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Figure 8.25: Intégrale dans le déphasagexie DER WAALS (8.118) en fonction de
la distance réduitez..,, du point de rebroussement. Le déphasage; est obtenu en
multipliant ave@c3 k3 7y /B ~ TTing.

nous pourrions appeler urpotentiel de jauge ®(z) [122]. Dans la limite de faible
saturation et pour une onde évanescente simple, ce patergnd la form#

P(2) = T S e 2 (8.119)

oU s.x €St le parameétre de saturation a I'interface du diékpatr. Le déphasage as-
socié a ce potentiel vaut alors

h
Yy = —Wszax e_QHZreb (8120)

Nous notons d’abord qu'il est proportionnel a la constalgéR ANCK ce qui est in-
habituel puisque les déphasages sont généralemenfalena d’'une intégrale clas-
sique), divisée par:. Cette dépendance est due ici au potentiel fietif) qui contient

le facteurh?. Ensuite, le déphasage, est généralement trés petit par rapport a I'unité,
il semble donc difficile a mettre en évidence.

27e potentiel®(z) est relié a la dérivée seconde des états habillespparait lorsque I'on exprime
I'opérateur d’énergie cinétiquesi’ V2 /2M dans la base habillée ; voir par exemple [78].
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Annexe

8.A Atomic diffraction by a thin phase gratingADif)

Nous reproduisons ici I'article Atomic diffraction by a thin phase gratingoar C.
H., J.-Y. GOuRTOIS et A. ASPECT, paru dans leJournal de Physique Il (France)
4, pp. 1955-74 (novembre 1994). Le lecteur y trouvera le tattdiaillé du
développement de l'action et des trajectoires classigdasparticulier, les expres-
sions (8.45) et (8.51) pour I'action au premier et secondeosthnt démontrées [aux
equationsADIf 7, 8)], et I'on calcule les amplitudes de diffraction a patfti theoreme
de HELMHOLTZ—KIRCHHOFF [aux équationsADif B.5-11)].

Une version électronique de ce papier est accessible suv.cmg/quant-
ph/0408157.
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8.B Calcul des amplitudes de diffraction dans le
regime du réeseau de phase mince

Nous montrons dans cette annexe que dans I'approximaticgséau de phase mince,
il est legitime de calculer les amplitudes de diffractimnrpas par l'intégrale (8.40)
(qui provient du théoreme de BHiMHOLTZ—KIRCHHOFF), mais par l'intégrale de
FOURIER (8.61).

En insérant la fonction d’onde finale (8.35) dans I'in&dgr(8.40), nous obtenons

ad M zz+M ¥, 9
an:/ﬂ | My ver @p2p)
/ 2a hk.,,

i
xA(zg) exp |8 (a7, 27) + SU(ag, 27)]
xexpi[—2nqrs — (kun — k2i)2y] (8.B.1)

ou vi})(x 7, 2r) est la composante normale du transfert de vitesse au prenoier et
I'amplitude A(x ;) de la fonction d’onde est donnée par

Ox; cosb,;
A = ! L. .B.2
(ws) Oz cos by (8 )

Le produitcos §; dz y donne la section finale d’un pinceau de trajectoires centtéur
de la trajectoire non perturb@€ (t).

Pour simplifier le facteur d’obliquité del¥ GHENS-FRESNEL [en parentheses de
la premiéere ligne de (8.B.1)], nous notons d’abord quedadfert de vitessei}) est

faible devant la vitesse incidente a cause de la conditovatidité (8.52)

_ (Do) + (A2 e [ _ 3
- M'U,gi'rint - ]CZZ"IU

Vzi
(8.B.3)

ou T, = w/v,; estle temps d’interaction et est I'épaisseur du réseau; la derniére
inégalité est la conséquence du réegime semi-classique

Pour une figure de diffraction ou plusieurs ordres sont [&uf,,.. > 1), hous
nous attendons a ce que la distribution de vitesse classiqane I'enveloppe de la
figure de diffraction. Pour les ordrés| < nu.. dont les populations sont notables,
le méme raisonnement montre alors que la composante rerkia) du transfert de
vecteur d’onde est faible devant le vecteur d’onde incident

‘ Ak,

1)
v,

Vzi

max
Av}

Vzi

<|

max
Av?

Vzi

S|

< 1. (8.B.4)

kzi

Ainsi, les estimations (8.B.3, 8.B.4) permettent de rermgde facteur d’obliquité de
HUYGHENS-FRESNEL dans (8.B.1) par la constan®e Elles impliquent également
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que le rapportos 6/ cos §; dans le facteur d’amplitude(z ) (8.B.2) et dans les po-
pulationsw,, = (cos 0/ cos 6;)|a,|* peut étre approximé par I'unité [voir (8.62)].
Notons que l'estimation (8.B.4) n’est plus valable procleel'thcidence rasante
parce que la diffraction conduit alors a des transferts eeteur d'ondeAk, .,
comparable &,,. Dans ce cas, il convient d’utiliser I'expressian+ k.;/k.,, pour
le facteur d’obliquité, et les populations (8.62) sontrala corriger par le facteur
Finalement, pour estimer la dérivéer;/Ox,; qui intervient dans le facteur
d’amplitude (8.B.2), nous approximons, au premier ordre, éatrajectoire classique
par deux branché%: une premiére en mouvement libre a la vitesse incidentesqu’a
une«position d'impact r;,, ou I'atome croise la zone d’interaction située autour de
% = Zimp, €t UNE deuxieme, également en mouvement libre, maisitekse finalev ;.
On obtient alors les expressions suivantes pour I'instamtpéct ¢;,,,, et la position
d'impact:
timp = tf — (Zf — zimp)/vzf, (885&)
Timp = Tf — Umf(tf — timp)- (885b)
En utilisant le transfert de vitess®v, (zimp) (Qui dépend de la position d’'impact),
cette construction permet d’établir la relation suivante
Tp =2 + gty — ;) + Avp(Timp ) (tf — timp)- (8.B.6)
En la dérivant par rapport &, et en estimant la dérivée du transfert de vitesse par
Avl® /g (oua est la période du réseau), nous obtenons
al’i
6{L‘f
En choisissant une position finale de I'ordre de quelques épaisseurslu réseau, le
membre droit de cette inégalité est petit devant I'upiééce que I'atome se déplace

peu dans la zone d’interaction par rapport au pas du réseause de la condition de
validité (8.59).

,S Av;nax(tf - timp) _ Axmax Zf - Zimp. (8B7)
a a w

-1

8.C Les phases des amplitudes de diffraction:
diff erence par rapport a l'approximation de
BORN

Les résultats (7.33) et (8.84) pour les amplitudes deatifion dans les approximations
de BORN et du réseau de phase mince donnent les phasesuivantes, si l'indice de

28Cette forme pour la trajectoire classique est a la baseag@ioximation: soudaine (sudden ap-
proximation) qui est une amélioration de la présente approche pettiveh Cette approximation est
utilisée dans la diffusion d’atomes par des surfaces dansgime semiclassique (voir [120] pour da-
vantage de références a ce sujet).
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modulationu,,,q est petit devant l'unité :

o™ = T 1 L (Apprw(k.) + Apprw(kza1)) (8.C.8a)
o™ = 5 + Appkw (k.i) £ 2qtan 0.¢5 +
+(kui F2qtan6; — k, 11)zy. (8.C.8b)

Pour calculer leur difference, nous développons d’'une lea vecteurs d’onde dif-
fractésk, 1, jusqu’au deuxieme ordre en[voir (7.57)], et d’autre part le déphasage
Appkw (k. +1) jusqu’au deuxieme ordre elk, . ;. Rappelons a cet effet la relation
entre le miroir effectif classiqueéfcfl) et le déphasage semi-classigl\@gkw [voir
(Pha26,Pha?29)], ainsi que I'expression explicite du miroir effectif @énction dek;
(Phab)
@  10Appkw 1 MViax
S N ( 271%;.) (8.C9)

En remplacant(Ak, 11)> = (2¢tan6;)?, ce qui est justifie a cet ordre du
développement, nous obtenons alors

2 242 2
(Born)  (rm.) _, 2q (cl) 2(] tan 9@ N 2q
Pl Pl + k.; cos? 6; ot Kk k.; cos? 6; cf

(8.C.10)

Nous trouvons alors la difference de phase donnée en)(8.97
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Chapitre 9

La diffraction d’atomes par I'onde
evanescente stationnaire dans le
regime deBRAGG

Introduction

Lorsqu’une onde est diffractée par un potentiel périadigfini et indépendant du
temps, les ondes secondaires diffusées par le potertigeidrent de fagon constructive
seulement dans certaines directions de I'espace et seutl@mer certaines directions
de I'onde incidente (la condition deRBGG). Ceci est une conséquence du fait que le
potentiel périodique ne transfere a I'onde incidente das vecteurs d’onde discrets
et que I'onde diffractée doit avoir la méme fréequence kprede incidente. Nous pou-
vons interpréter ce phénomeéne par la conservation dedatgé de mouvement et de
I'énergie : la diffraction n'a lieu que dans des géonextparticulieres ou un transfert
de quantité de mouvement venant du réseau réciproquetdntjel permet de conser-
ver I'énergie. Cependant, si le potentiel périodique @ @xtension spatiale limitée, les
vecteurs d’'onde de son réseau réciproque acquierendigpersion non nulle, et par
conséquent, la conservation de la quantité de mouveneert moins contraignante.

Considérons a titre d’exemple la diffraction d’atomes pa réseau en transmis-
sion en incidence normale. Si le réseau est mince, il contiee grande dispersion de
vecteurs d’onde dans la direction longitudinale (la dicettle propagation de I'onde
atomique incidente) et peut donc transférer a I'ondeatitee la composante de vec-
teur d'onde longitudinale nécessaire a la conservatiénetgie (voir la figure 9.1
a gauche). C'est donc pour un réseau mince que I'on pewraisla diffraction
d’atomes dans le regime deARAN —NATH (voir au paragraphe 8.2), c’est-a-dire une
figure de diffraction ou plusieurs ordres sont peuplés [43].

Si par contre le réseau est épais (la figure 9.1 a drogg)cbmposantes longi-
tudinales des vecteurs d’ondes du réseau sont mieux ekeftila diffraction n’est
efficace que lorsque les ondes atomiques incidente etal#faont le méme vecteur
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Figure 9.1: Vecteurs d’ondes atomiques diffractés dasgigimes d®AMAN —NATH

(a gauche) et dBRAGG (a droite). La largeur de la bande grise représente laedisp
sion des vecteurs d’onde longitudinaux du réseau de diitra, elle est inversement
proportionnelle a I'épaisseur du réseau.

d’'onde longitudinal. Pour satisfaire a la conservatioangrgie, il faut alors que les
vecteurs d’onde incident et diffracté forment la géamegbarticuliere représentée sur
la figure 9.1. L'angle d’'incidencé et le vecteur d’onde inciderit sont donc reliés
par la condition de BAGG

kisinfpg = mZ (9.1)
a
ouUa estla période du réseawet= 1,2, ... 'ordre de larésonance deRRGG (m = 1

sur la figure). Rappelons queest le module du vecteur d’onde atomique dans le plan
de diffraction.

A la réesonance de BAGG, deux ordres de diffraction sont couplés entre eux de
facon resonnante. Comme pour un atome a deux niveaus,pepulations présentent
alors des oscillations en fonction de I'épaisseur duaés de la force de couplage.
Ces oscillations sont dues au transfert de populationreoh@duit par le réseau de
diffraction. Dans le contexte de la diffraction de la lungi®u des neutrons par un
réseau épais, ce phénomene s’appellestdution du pendule(Pendelbsung [123].

Pour la diffraction d’atomes par une onde lumineuse staioe en transmission
('effet KAPITZA—-DIRAC), le régime de BRAGG a été étudié plusieurs fois dans la
littérature, du point de vue théorique ainsi qu’expé&mntal : du coté théorique, citons
a ce sujet A. F. BRNHARDT et B. W. SHORE qui ont déja fait la distinction entre les
régimes de RMAN—NATH et de BRAGG en 1981 [45]. Plus recemment, le groupe de
P. MEYSTRE a analyse le role de I'émission spontanée a la resmnde BRAGG [49];

M. MARTE et S. SENHOLM ont interprété les resonances deA&G (9.1) en termes
de transitions a plusieurs photons [124]; le groupe de BLWY a considéré la dif-
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Figure 9.2: Résonance BRAGG entre les ordres de diffraction= 0, —1.

fraction de BRAGG d’'un faisceau atomique dont la densité est telle qu’il fautécrire
par un champ quantique [50]; et le groupe de HrdRH a étudié la diffraction de
BRAGG dans un régime ou I'énergie de recul est beaucoup plugigrgue la largeur
naturelle de la transition atomique [125].

Du coté expérimental, la premiere observation de Igadifion d’atomes en trans-
mission et dans le régime deRBGG a été faite par le groupe de DRRCHARD en
1988 [47]. L'effet a été étudié de nouveau pour des atophes lents (en chute libre au
lieu d’'un faisceau thermique) par le groupe de GMRE ou plusieurs périodes de la
Pendelbsungont pu étre observées [53]. Finalement, citons I'ireeyfetre a atomes
du groupe de S. A. EE [126] ou la diffraction de RAGG sert de séparatrice en créant
une superposition cohérente de deux ondes atomiques gubgageant dans des di-
rections differentes; et les travaux du groupe de AILANGER sur la diffraction de
BRAGG par une onde stationnaire modulée temporellement [52healpart, et leur
mise en évidence des ondes atomiques stationnairesé&itiar du réseau de lumiere
en utilisant I'émission spontanée [127].

En revenant maintenant a la diffraction par 'onde évaeete stationnaire, rap-
pelons que nous avons identifié le régime deABG au paragraphe 7.3.3, en
étudiant l'influence du facteur d’obliquit&(Ak, 1, /x) sur les populations,; dans
I'approximation de BRN. A la résonance de®AGG (9.1), 'onde atomique diffractée
dans l'ordren = —1 se propage dans le sens inverse de I'onde incidente, comumne po
un réseau optique dans un montage de typakow (voir la figure 9.2). Dans cette
géomeétrie, le transfert normal de vecteur d’orxfe, _; s’annule. Par contre, le trans-
fert Ak, 1, pour l'ordren = +1 est different de zéro, et dans le réegime deABG,
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il est beaucoup plus grand que la constante de décroissaoque donne la disper-
sion des composantes normales des vecteurs d’onde dw rd@sehffraction, voir la
bande grise sur la figure 9.2). La population; est alors beaucoup plus petite que
celle de I'ordren = —1. Nous rappelons que le réegime de&sG est caractérisé par
la condition (7.53)

2

l‘{,kfzi
qui impose en particulier que I'épaisselyix du réseau de diffraction soit beaucoup
plus grande que sa période= 7 /q. Ce régime peut étre réalisé expérimentalement en
utilisant un faisceau lumineux en réflexion totale intepnés de I'angle limite. L'on
crée alors une onde évanescente avec une longueur dassacice beaucoup plus
grande que la longueur d’onde optique. Cependant, 'on negapprocher arbitrai-
rement pres de I'angle limite pour des raisons techniqieesprte qu'il faut également
préparer les atomes avec une vitesse incidente assez(bdasxedre de quelques vi-
tesses de recul) pour satisfaire au regime (9.2). La diifya de BRAGG d’atomes en
réflexion par 'onde évanescente présente donc desulifiEcexpérimentales et c’est
pourquoi elle n’a pas encore été observée a notre cssanace.

En ce qui concerne la description théorique de la diffoactie BRAGG, le cou-
plage résonnant entre les ordres- 0 etn = —1 suggere de décomposer la fonction
d’onde atomique sur une basecdhdes partielles qui sont associées chacune a un
ordre de diffraction et couplées entre elles par le resbmihématiquement, cette
décomposition transforme I'équation def8RODINGER en un systeme (généralement
infini) d’équations couplées que I'on appelle habituakst leséquations d’ondes
coupkes En nous limitant aux deux ondes partielles qui sont cagtntre elles de
facon résonnante, nous obtenons un systeme d’égesddamé que nous résolvons de
facon analytique.

(9.2)

9.1 Leséquations d’ondes coupdes de la diffraction

Nous présentons d’abord le calcul qui conduit aux éguoatid’'ondes couplées.
Comme le potentiel dipolaire de I'onde évanescente stative est périodique dans
la direction horizontale)z, le théoreme de BOCH—-FLOQUET [128] nous permet

d’écrire la fonction d’'onde atomique sous la forme

U(z,2) = e*=iTy(x, 2) (9.3)

ou I'«onde de BOCH)» x (z, z) est périodique em avec la période = /¢ du réseau.
En développant (x, z) en une série de®URIER par rapport a la variable, la fonc-
tion d’'onde atomique peut étre représentée sous la forme

U(x, 2) = Zeikmxxn(z) (9.4)
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ou lesk,,, = k.;+2nqg sontles composantes horizontales des vecteurs d’ondaatés
[comme a I'équation (7.4)]. Lesndes partielleg,,(z) sont maintenant a déterminer a
partir de I'équation de SHRODINGER.

En insérant le développement (9.4) dans I'équation@erRODINGER (7.10) et en
comparant les coefficients deoBRIER pour chaque exponentielld="* nous trou-
vons le systeme d’équations suivant

— 2Kz € —4ZRKRZ
<@ +k2, —Ue™? ) Xn(2) = S0 {1 (2) + Xnt1(2)}
n=04+1,... (9.5)

ou k., est la composante normale du vecteur d’onde diffractérjdera (7.5)] et
nous avons de nouveau utilisé la notatién= QMVmaX/h2 introduite en (7.26). Les
equations (9.5) s’appellent légjuations d’ondes coupts

Les conditions asymptotiques (7.12) pour la fonction d®fidr, =) se traduisent
par les conditions suivantes pour les ondes partiglié¢s)

z2— 400 1 xn(2) = Onoexp(—ik.n2) + a, exp (ik.,2) (9.6a)
z——00: xn(2) = O (9.6b)

ou 4, est le symbodle de KONECKER Nous rappelons que la premiere de ces
équations exprime que l'onde spéculaire= 0 contient une onde plane incidente
d’amplitude égale a I'unité. En outre, les amplitudeslifeaction a,, sont définies par

le développement (9.6a). La deuxiéme condition corredpola décroissance de la
fonction d’onde dans la région classiquement interdite.

Formellement, nous pouvons interpréter les équationgplées (9.5) comme
décrivant un atome a plusieurs niveaugont les énergies sont données par I'énergie
cinétique (h?/2M)k2,,. Ceci est illustré sur la figure 9.3. Dans ce point de vue, le
réseau de diffraction couple un nivealtaux niveaux voising + 1. Les conditions
asymptotiques (9.6) expriment que I'atome entre dans la dénteraction dans I'état
n = 0 et qu’il en sort avec des amplitudes de probabiljtgour les états.

Notons que les équations (9.5) présentent la difficudtéiquliere que le poten-
tiel (au membre gauche) ainsi que le terme ce couplage egrendes partielles (au
membre droit) dépendent de la positiarEn ceci, notre situation differe d’un réseau
optique ou l'indice de réfraction est constant en fonttie z, au moins par tranches.
Pour une description de la diffraction a I'aide des équratid’ondes couplées dans le
contexte optique, nous renvoyons au livre daR*. La diffraction d’atomes par une
surface cristalline a été étudiée par ce moyen psBRERA, GOODMAN, CELLI et
MANSON [58], ainsi que par VBLKEN [131]; le groupe de D. WLLS a présentée
une solution numeérique des équations d’ondes coupléesla diffraction d’atomes
par un réseau de lumiere [132]. Nous allons poursuivrerieiapproche analytique en
nous concentrant sur la résonance GaB8G.

IR. PETIT, Ondesélectromagatiques(Masson, Paris, 1989). Voir aussi RERT (éditeur),Elec-
tromagnetic Theory of Grating3opics in Current Physics t. 22 (Springer 1980)
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Figure 9.3: Interprétation des équations d’ondes aee(9.5) en termes d’un atome
a plusieurs niveaux. L'atome est incident en incidencenabe, et la parabole (en
tirets) représente I'énergie cinétique associée adres de diffractiom.

9.2 Solution approclteea la resonance d88RAGG

Dans ce paragraphe, nous étudions la diffraction d’atataas le réegime de BAGG a
I'aide des équations d’ondes couplées (9.5). Cette @pprest particulierement bien
adaptée a ce probleme parce que contrairement a I'ajppation du réseau de phase
mince du chapitre 8, elle tient compte d’emblée de la caasien d’énergie pour fixer
les vecteurs d’'ondes diffractés,. En outre, nous savons de I'approximation derBl

gue dans le regime deRRAGG (9.2), le couplage vers l'ordre = +1 est beaucoup
plus petit que celui vers I'ordre = —1 et nous pouvons donc limiter les équations
couplées aux seuls ordres= 0, —1. En résolvant ce systeme réduit, nous verrons
gu'il est possible d'aller au-dela de I'approximation dem\ et d’étudier la limite
non perturbative [voir I'équation (7.66)]

ou le résultat (7.64) de I'approximation dedoBN pour la populationv_; serait plus
grand que l'unité.

Cette approche est limitée parce que nous négligeonsilgdages vers les ordres
n = +1 etn = —2. Nous pouvons en établir un critere de validité quattien
estimant les populations de ces ordres. Nous nous sendraes effet d’un calcul
itératif dans I'esprit de celui que nous avons suivi au geaphe 7.2.
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9.2.1 Calculal'int érieur des ordres fortement coupés

Les équations couplées (9.5) pour les ondes partigles et x_(z) s’écrivent

d_2 2 _ [Ja—22 x-1(2) ) _
{d22 thy U }( Xo(2) >_

ez Xo(2) S22 X-2(2)
3V ( X-1(2) ) N < x1(2) ) ©8)

Dans cette équation, nous négligeons maintenant le tdumaeuxieme membre qui
fait intervenir les ordres-2 et +1, afin d’obtenir un systeme d’équations fermé pour
les ordres-1 et0. Du point de vue de I'atome a plusieurs niveaux, NOUS NONBYEES
ainsi restreint a deux niveaux qui sont dégénérésnengée et qui sont couplés entre
eux de fagon résonnante par le réseau de diffraction.

Le systeme d’équations pour les ordres résonnants @eetrésolu de facon
exacte en calculant d’abord deux solutions indépendarggmiétriques et «anti-
symeétriques

(g 2 ud) @ (N0 2 ) es

Nous choisissons ensuite une superposition de ces deuiosslde facon a satisfaire
a la condition asymptotique (9.6a).

En insérant les expressions (9.9) dans le systeme (:1\&)owove que les fonctions
n+(z) vérifient des équations non couplées

d2 —ZRZzZ
<@ + k2, —Ule™ ) n+(z) = 0. (9.10)
Ces équations sont de la méme forme que I'équation@erSDINGER (en une di-
mension) pour le potentiel exponentiel non modulé, adéaption pres que sur le plan
z = 0, le potentiel vaut

UL=(1+¢€/2)U. (9.11)

Nous connaissons donc les solutiongz) de (9.10) qui décroissent dans la région
classiqguement interdite — —oo, comme I'exige la condition asymptotique (9.6b).
Dans la région asymptotique — +oo, ces solutions ont le comportement [voir
(7.23)]
z — 400 : ne(z) = sin {kziz + %A(p’i(e)} : (9.12)

ou les déphasagesy’, (¢) different du déphasag&y, = Ap(k.;) pour la réflexion
spéculaire, a cause de (9.11):

kzz'
Ay (€) = Apy — ?ln(lzlze/Q). (9.13)
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Pour satisfaire a la condition asymptotique (9.6a), nbvesahons une combinaison
linéaire des solutions (9.9)

( pH ) o ( e ) e ( R ) - (0.14)

En utilisant le développement asymptotique (9.12), nousvbns un systeme linéaire
pour les coefficients.. dont la solution est donnée par

ag = —iexp{%Agp’i(e)} : (9.15)

Les amplitudes de diffraction valent alors

ay = —3 [exp 1AY! (e) — exp iA(pL(e)} (9.16a)
a = —3 [exp iAQ", (€) + exp iAcp'_(e)} (9.16b)

et il s’ensuit que les populations des ordres= —1,0 de la figure de diffraction
atomique sont données par

) k., 1+¢€/2
o 2 zZ
w_; = sin l_2/f In <1 — e/2>] (9.17a)
ki 1+¢/2
o 2 zi
wy = COS [_2/1 In <1 — 6/2>‘| (9.17b)

Ce résultat est représenté sur la figure 9.4.

Remarque.Pour interpréter les valeuts, (9.11) de la hauteur du potentiel exponentiel
pour les solutions symeétrique et antisymétrique, notsmoque la solution symeétrique
n+(z) correspond & une onde stationnaire atomique dans laidmeet:

Yy (,2) = e Px0(2) + e 9y _1(2) = 2cos qx 14 (2) (9.18)

dont les ventresi(= pr/q avecp un entier) coincident avec lesrétes du potentiel du
réseau. (Voir la densité de probabilite«de(z, z) représenté sur la figure 9.5.) La valeur
moyenne du potentiel, pondérée avec la densité de pivbate I'onde atomique sta-
tionnaire, est donc plus grande que pour une densité atemigiforme. Ceci explique
la valeur augmenté®’, > U du potentiel pour I'état symétrique, (z, z).

La situation est renversée pour la solution antisymesrig_(z) ou U’ < U:
les ventres de I'onde atomique stationnaire coincidesrsavec les nceuds de I'onde
évanescente stationnaire. La probabilité de présemtatdme est donc concentrée aux
«fonds des valléesdu potentiel, et en moyenne, I'atome est soumis a un petanains
éleve.
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Figure 9.4: Populations (9.17) des ordres de diffractiea —1 (tirets) etn = 0 (trait
plein) en fonction du contraste La composante normale du vecteur d’onde incident
vautk.; = 100 et la période (9.20) dupendule Aec = 7 /50 ~ 0.063.

9.2.2 Etude des populations fortement cougles

On constate sur la figure 9.4 que la diffraction fait bascldgpopulation atomique
entre I'ordre spéculaire et I'ordre = —1. Pour un contraste faible devant 'unité,
nous pouvons développer le logarithme dans (9.17) pouréroque ce basculement
s’effectue de fagon périodique en fonctionede

w_; ~ [1—cos(2me/Ae
e<1: ' j[ (2me/Ac)) (9.19)
wy & 5 [l+cos(2me/Ac)]
avec une périodéec donnée par
Ae = 2}:“. (9.20)

Nous notons que dans le régime semiclassiques> «, la période d’oscillation est
petite devant I'unité. De faibles variations du contrasiet alors suffisantes pour faire
basculer la population d’'un ordre vers l'autre. Par exemplecontraste égal a la
moitié de la période¢ = Ae/2 = nk/k,;, correspond a unpulser) ou toute la
population est transférée de I'ordre= 0 versn = —1. Un autre exemple est celui
d’'un contraste = Ae¢/4 (un «pulser/2»), la diffraction crée alors une superposition
a poids égales des ordres= 0 etn = —1.
Les oscillations des populations sont I'analogue d@dadelbsungdans la dif-

fraction d'une onde (ou bien électromagnétique ou biemdgere [123, 47, 53, 127])
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Figure 9.5: Lignes de niveaux pour la densité de probabilé la fonction d’onde
atomiquey, (x, z) (9.18). La ligne ondulée représente une surface éqenpiel ou
le potentiel est égal a I'énergie cinétique incidetité/2M)k?,. La densité de pro-
babilité poury_(z,z) présenterait des nceudsca= a/2, qui seraient décalés plus
profondément dans le réseau.

Parametrese = 0.3, k.; = 6 k.
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par un réseau épais dans une géométrie Bed®. Dans la description de cet ef-
fet, 'on décompose également I'onde dans le réseau desopartielles dont deux
sont couplées entre elles de fagon résonnante. En seigesint a ces deux ondes, on
trouve alors que leurs superpositiarsymeétrique et «antisymétrique (9.9) forment
des ondes stationnaires dont ou bien les ventres ou bieadadsicoincident avec les
centres diffuseurs du réseau. Ces ondes sont soumisespomtiels d’'interaction
differents et se propagent donc dans la direction longiald avec des vecteurs
d’'ondes differents. A cause de cette difference, une ostddonnaire se forme
également dans la direction longitudinale ; en la racaardda sortie du réseau aux
ondes diffractées libres, I'on trouve que les intensiti#sactées présentent un com-
portement oscillatoire en fonction de I'épaisseur deaes

Pour la diffraction d’atomes par 'onde évanescente @takire, nous observons
que la dégénérescence des vecteurs d’onde longitudihesl solutions).(z) n'est
pas levée parce que dans la region asymptotique loingatg elles se raccordent par
construction a des ondes planes dont le vecteur d’éndsst fixé par I'onde incidente.
Par contre, étant soumises a des potentiels moyensatife elles sont déplacées spa-
tialement I'une par rapport a l'autre [voir (9.13)], et isudéphasages a la réflexion
sont alors difféerents. De ce point de vue, nous pouvonsgréeer les oscillations du
«pendule comme des interférences entre deux composangysnetrique et «anti-
symeétrique) de I'onde atomique qui sont réflechies par des points detssement
differents?

Calcul avec la methode du reseau de phase mince

Nous montrons maintenant que I'on obtient égalementdeltét approché (9.19) pour
les populations diffractées par une généralisationadméthode du réseau de phase
mince. A cet effet, nous écrivons I'équation deHRODINGER pour les ondes par-
tiellesy_1(z) et xo(z) sous la forme

h_Qd_Q ) 4 €Vl X-1(2) _h_2 o [ x-1(2)
(—2Mdz2 + Vo(z) + eVa( )) ( Yo(2) >_ 2Mkzi< Yo(2) ) (9.21)

ou Vy(z) est le potentiel exponentiel habitugl(z) = Vi,.x e 2%*. Le potentielV;(2)
a la forme d’une matrice et représente le couplage entrrtesn = 0 etn = —1:

Vi(z) = %vmax e 22 ( (1) é ) . (9.22)

A larésonance deBAGG, les trajectoires classiques dans le potenfjét) sontiden-
tiques pour les ordres = 0 etn = —1. Nous pouvons donc généraliser la formule

2Par conséquent, I'on peut s’attendre a ce que le potefgieiN DER WAALS modifie la difference
des déphasages a la réflexion entre les composantesrgymét anti-symeétrique, et donc les oscilla-
tions (9.17) de la PNDELLOSUNG.
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du déphasage (8.45) pour obtenir I'effet cumulé de la iceatle couplagé’ (=) au
premier ordre em par I'expression suivante

Ap — —% / at Vi [0 (1)] (9.23)

ol la trajectoire classique(® () (6.5b) décrit le mouvement classique dapi-
neun (y_1(z), xo(z))" dans le potentiel non perturt(z). L'intégrale (9.23) donne

le résultat
ekzi 0 1
A<p_—2/€ (1 0). (9.24)

Le déphasagé\p est donc également une matrice, et le facteur de pbgsel\y
est a interpréter comme une matrice carré qui agit suetgeur colonng0, 1)T des
amplitudes incidentes. En utilisant les propriétés dagiges de RULI, on trouve

. Ekzi .. Ek:zi 0 1
expilAp = COS(%) — 1sm<§) ( L0 ) , (9.25)

et le vecteur colonne des amplitudes diffracttes est @onpar
(—isin(ek.;/2k), cos(ek.; /2k))*. L'on obtient alors le résultat approché (9.19)
pour les populations des ordres de diffractfon.

Ce résultat est un peu surprenant, car rappelons que daegitee de RAGG,
d’'un point de vue purement classique, I'atome oscille jglus fois dans les vallées
du potentiel pendant sa réflexion, et ces oscillationsrdréle multiples caustiques
dans la fonction d’onde atomique. Par conséquent, ungigésn semi-classique de
la diffraction dans le réegime deFBGG semble impossible. Pourtant, le présent calcul
a l'aide de I'approximation du réseau de phase mince essiple parce que nous
avons séparé les directions horizontale et verticals tamouvement de I'atome: le
mouvement horizontal est en effet quantifié et décrit paplineur( y_1(z), xo(2))",
et le mouvement vertical est déterminé par un potentiéticiel. La trajectoirez(*)(t)
n'est donc pas la composante verticale d’'une trajectoiysighe, c’est une quantité
fictive pour décrire, de facon semi-classique, le mouvemertical du spineur. Notons
encore que cette approche est seulement faisable a lzargsode BAGG, parce que
les deux ondes partielleg (=) et y_1(z) ont alors le méme vecteur d’onde incident
de sorte que nous pouvons leur associer une seule tragestoiri-classique ; pour un
angle d'incidence en dehors de la résonancerleds, les vecteurs d’'onde,; etk, _;
sont differents et le choix de la trajectoire fictive le lahgylaquelle nous calculons le
déphasage matriciel, n’est pas univoque.

SEn multipliant les amplitudes diffractées par le factesipthase- exp iA g dii a la réflexion par le
potentiell(z) non perturbé, on retrouve également les amplitudesY8i16n se restreint au premier
ordre erc dans les déphasagas’, (¢).
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9.2.3 Les populations des ordres faiblement coups

Pour l'instant, nous nous sommes restreint aux ordres ftaatibn fortement couplés
n = —1,0. Or, les populations de ces ordres diminuent a cause duagripux ordres
n = —2,4+1, et par conséquent, les oscillations dePEndelbsungsont atténuées
lorsque le contraste augmente ou que le réseau devient plus épais. Nous &gluo
ici cette diminution; en supposant que les ondes partiglles (=) sont faiblement
couplées aux ondes partiellgs, o(z), nous pouvons alors nous servir d'une approche
perturbative dans I'esprit de I'approximation de®N. Nous présentons le calcul pour
l'ordre n = +1, il S’effectue de fagon analogue paur= —2.

Les équations d’'ondes couplées donnent I'equatiorastévpour I'onde partielle
X+1(2), en négligeant le couplage aveg, (=) :

d? €
<7 + - U62m> X+1(2) = QUef%ZXo(Z)- (9.26)

En remplagant I'onde partiellgy(z) au deuxieme membre de cette équation par la
solution (9.14) que nous avons trouvée precédemment,

Xo(z) = ayni(2) + a-n-(2), (9.27)

nous avons en (9.26) une équation différentielle inhoanegx résoudre, comme c’était
le cas a I'équation (7.27). Nous obtenons donc sa solétiteide d’'une fonction de
GREEN. En développant ensuite, ;(z) dans la région asymptotigue— +oo, nous
trouvons le résultat suivant pour 'amplitude de diffianta; :

ap1 = LeiA@(kz,-kl)/Q <¢k27+1(2)’ [Jo—2r% XO(Z)> ' (9.28)

- 2kz,+1

L'element de matrice dans cette expression differe di@ geie nous avons rencontré
dans I'approximation de 8RN (7.35) parce qu'il fait intervenir les fonctions d’onde
®r. .. (2) etnw(z) qui correspondent a des amplitudéet U, differentes du potentiel
exponentiel [voir (9.11)]. Nous I'évaluons dans I'ann@&xA.1 ou nous montrons qu'il
peut se mettre sous la forme [voir 'équation (9.A.9)]

(k.1 (2)| U™ ns(2)) = (6., (2)| Ue™ |6y, (2)) F(e), (9.29)

ou le facteurF (¢) sans dimension est donné a I'équation (9.A.10). |l délpges vec-
teurs d’onde réduits.;/x, k. 11/, mais se réduit a I'unité pour= 0.

Un exemple est présenté sur la figure 9.6 ou nous avorslgagopulations pour
les ordres de diffraction = —2, —1, 0, +1. Nous constatons que les populations non
résonnantes augmentent de fagcon monotone avec le dentrassqu’elles deviennent
de l'ordre de l'unité (pout ~ 0.1 environ), I'approche que nous avons suivie en nous
restreignant d’abord aux ordres résonnants, n’est plablea

Pour en préciser davantage la validité, nous observaisodi que I'elément de
matrice (9.29) est proportionnel a celui que I'on obtieatiples fonctions d’ondes
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0.75¢

0.5

0.25¢

Figure 9.6: Populations des ordres= —1,0,+1 a la résonance dBRAGG pour
n = —1, en fonction du contrastedu réseau. Trait pleinn = 0, tirets:n = —1,
points-tirets n = +1.

Parametresk,, = 100k, ¢ = 10k, de sorte qué\k, o, = Ak, ; ~ —4.1k. La

population pour 'ordren = —2 se confond avec celle de= +1 a la précision de la
figure.
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bk, .. (2) et ¢y, (2) dans 'approximation de 8RN [voir I'équation (7.33)]. Comme
nous l'avons vu au paragraphe 7.3.3, le couplage vers Bordt +1 est inefficace si
la difféerence de vecteur d’'ond®%, ., = k. .1 — k.; est plus grande que la constante
de décroissance du réseau de diffraction. C’est dans ce régime [qui Sex@ipar la
condition (9.2)] que la populatiom . ; est plus petite quev_; a la limite perturbative.
Ensuite, le facteurF(¢) dans (9.29) donne une correction par rapport au résultat
de I'approximation de BRN. Cette correction differe de I'unité pour un contraste no
nulle parce que les fonctions d’'onge(z) sont spatialement déplacées d’'une distance
~ (1/2k)In(1 £ €/2) par rapport ap;_,(z) [voir les amplitudesV!. (9.11)]. Dans
'annexe 9.A.2, nous montrons que ce déplacement peut entgmconsidérablement
la valeur de I'élément de matrice (9.29). En particulbetui-ci passe par un maximum
lorsque les points de rebroussemeﬁg) et zﬁf@ pour les fonctions d’'onde, (z) et
¢k, .. () coincident, de fagon analogue a un facteur @aNck—CONDON. Cette
situation correspond a wrtontraste critiquee., qui vaut

oy 1, Ud+e2)  g_ 1, U

= =—1
“reb 2K k2, reb = 5 k2 4
k2. Ak,
= ey =2 (2— — 1) ~ 4M. (9.30)
kz,—i—l kZZ'

ou nous avons supposé dans la derniere ligne que laatiffé de vecteur d’'onde
Ak, 1 est faible devant le vecteur d'onde incidént. En estimant la valeur de
I'éléement de matrice (9.29) pour< ¢, nous obtenons dans I'annexe 9.A.2 une es-
timation pour la populatiom,; [I'équation (9.A.13)]. La condition que celle-ci soit
inférieure a I'unité donne alors la limite supérieuvévante pour le contraste

2 [|Ak
€ < Ne= @ (9.31)

™ K

ou la périodeAe est donnée a (9.20). C’est donc dans le regime Rled®, Ak, 1 2
k, que la présente approche permet de décrire plusiedrdps de laPendelbsung
Pour les paramétres de la figure 9.6, la limite (9.31) domeevaleur maximale <
1.3 Ae, ce qui est en accord avec les courbes tracées.

9.2.4 Domaine de validié du présent calcul

Nous avons visualisé le domaine de validité de notre gesmn de la diffraction de
BRAGG sur le schéma 9.7. Ce schéma reprend la représentasalifterents regimes
gue nous avons introduite a la fin du chapitre 7 (la figure)7.20

L'axe horizontal représente le transfert de vecteur déoners I'ordre non
resonnanf\k, . Le régime de BAGG se trouve du coté droit de la ligne verticale ou
Ak, 1 = k. L'axe vertical correspond au contrastele 'onde évanescente station-
naire, avec une échelle caractéristique donnée parlage dw pendule Ae (9.20).
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reseau mince QK reseau epais q >
€=0
regime de regime de
RamAN - NATH BrRAGG
couplage restreint
aux ordres resonnan te—————
n=0,-1 €>Ae
(Pendelloesung)
Wy <1
e=1 Akz,+1 > K

Figure 9.7: Représentation schématique de la validitéadprésente approche a la
diffraction deBRAGG. Les courbes sont expliquées dans le texte.
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Le régime perturbatif ou I'approximation ded&N est valable, se trouve au-dessus de
la ligne horizontale = Ae. La ligne courbe représente la limite (9.31) sur le com¢ras
a partir de laquelle les populations non résonnantegdaent non négligeables.

En somme, la solution approchée des équations d’ondgdéaEsinous a permis
d’étendre les résultats de I'approximation dem\ au-dela du régime perturbatif, dans
le domaine de parametres délimité par le régime Hads (la ligne verticale), d’'une
part, et la ligne courbe [la condition (9.31)], d’autre part

9.3 Conclusion

La résonance de BAGG apparait lorsque deux ondes partielles ont le méme vecteu
d’onde normal. Elles sont alors couplées de facon rématenpar le réseau de dif-
fraction. Dans le régime semiclassique, des faibles valdu contraste de I'onde
évanescente stationnaire sont alors suffisantes poar are superposition a poids
arbitraires entre I'onde atomique spéculaire et 'ond&alitée a réesonance. Pour un
contraste plus élevé, nous avons mis en évidence urfeérade population entre les
deux ondes qui est approximativement périodique en fonctec. Ce phénomene est
I'analogue de la solution du pendule(Pendelbsung dans la diffraction de la lumiere
ou des neutrons par un réseau épais. Pour la diffractiofopae évanescente station-
naire, nous avons également pu interpréter ce phéneparl’interférence entre deux
composantessymeétrique et«antisymétrique de I'onde atomique incidente, qui sont
réflechies a des positions differentes, avec des pléalsa€flexion différentes.

Rappelons finalement que la diffraction d&&sG peut étre réalisée si I'onde
évanescente stationnaire est suffisamment épaisse e g la conservation de
'énergie et de la quantité de mouvement réduit le coyplaers les ordres non
réesonnants. Ce régime est caractérisé par la cond{@d?) qui exprime que les
transferts de vecteur d’'onde pour les ordres non résosrsamit plus grands que la
constante de décroissancee I'onde évanescente. En fonction du contraste de I'onde
évanescente stationnaire, il est alors possible d’'obseuelques oscillations dypen-
dule» avant que celles-ci ne soient atténuées parce que lesgpiops des ordres non
résonnants deviennent trop importantes.
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Annexe

9.A Elements de matrice du potentiel exponentiel (Il)

9.A.1 Calcul

Nous calculons dans cette annexe I'élément de matric28)9qui détermine
'amplitude de diffraction pour l'ordres = +1 de diffraction non résonnant (voir au
paragraphe 9.2.3). Cet €léement de matrice générali€e51) a des fonctions d’onde
initiale et finaleg; ; (2) qui correspondent a des amplitudes difféereritgd/; du po-
tentiel exponentiel.

Nous considérons donc I'élément de matrice suivant

(07 ()| U e |y(2)) (9.A.1)
ou les fonctions d’'onde sont données par
Gir( \/— sinh (7k; y/K) Kik, ;/x (Uz;f e_m) , (9.A.2)

avecu; ; = (U; s/x?)'/%. Dans le contexte de la diffraction deRBGG, les valeurs de
ces parametres sont

kp = k., up = o,

]i]l' = ]i]z70, U; = u0(1i6/2)1/2, (9A3)

oliuy = (U/K?)Y2.
En utilisant le méme changement de variable que dans B&nRieC,z — u =
ug e~ ", 'élement de matrice (9.A.1) se rameéne a

¢z(2)> = %\/kfk:isinh(ﬂkf//{) sinh (7k;/k) X
XIQ(k:f,k:i,uf,ui) (9A4)

(dp()|Ue ™=

avec
To(kys, kiyup,u;) = /duuKikf/K[(uf/uo) ] Kig, e [(wi /o) u). (9.A5)
0

Nous constatons d’abord que cette intégrale ne dépesdjpkides parametres réduits
{ks/K, us/uo, ki/k, u;/uo}. Dans les tables d'intégrales deRESHTEYN et Ryz-
HIK?, la solution pour l'intégrale (9.A.5) est donnée a liagjon 6.576.4. Nous trou-
vons alors le résultat:

u2 U; ihi/r k _kz k +kz
To(kg, ks up,u;) = —02(—> 5( / )5( / >>< (9.A.6)

2uf Uy K K

4. S. GRADSHTEYN et I. M. RyzHIK, Tables of Integrals, Series, and Prodycsd. A. EFFREY.
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2
kr— ks kr+ ks ;
W oy |1 it R R ;2;1-(“—)].
2K 2K

ou nous avons utilisé la propriété suivante du factéoilayuité 5(¢):

B(€&) = ﬁ@ﬂ) =T(1+i£/2)[(1 —i£/2), (9.A.7)

et oU, Fy est la fonction hypergéomeétricue

D() & Doyt )l ag+n)a
Fo)l (a2 Tlin) i

oI [041, Q573 SU] = (9.A.8)

L'expression (9.A.6) pour 'intégrale est valable sousdaditionRe (u s +u;)/ug > 0
qui est d’ailleurs vérifiee pour tous les cas qui nousrgggent.

Dans le cas particuliet; = u;, = uy, 'éléement de matrice (9.A.1) se réduit a
celui (7.C.51) que nous avons calculé a I'annexe 7.C. i/enifie en effet que dans ce
cas, la fonction hypergéométrique dans (9.A.6) se t&dllunité, et nous obtenons le
résultat (7.C.58).

Dans le cas général, nous constatons que I'elément thicenast proportionnel a
celui (7.C.58) ou les fonctions d’onde initial et final aspondent au méme potentiel
exponentiel

(07(2)| U e |4i(2)) = (b, (2)| U e |y, (2)) x (9.A9)
x“—g<ﬁ> 1M k’,1+ikf+kl;2;1—<ﬁ)}
up \uf 2K 2K uy

Pour les parametres (9.A.3) de la diffraction deA&G, ceci implique que le facteur
F(e) dans I'expression (9.29) est donné par la deuxieme lign@®d\.9) :

ikZi € Akz -kzi + kz €
F(e) = eXp[% ln(l + 5)] 2F1[1 —i 2,:1,1 +1T7+1;2; |
(9.A.10)

Le développement en série (9.A.8) de la fonction hypemy&rique montre que nous
avonsF(e =0) = 1.

9.A.2 Estimation

Nous estimons ici I'ordre de grandeur des éléments deiceaff.29,9.A.9) qui
donnent la population non résonnnante, .

Rappelons d’abord que pour un contraste non nul, les famcttbonden..(2)
dans (9.29) sont déplacées par rappod;a(z) a cause des valeurs modifie€$

SABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, chap. 15.
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(9.11) du potentiel exponentiel auquel elles sont soumBles précisément, lorsque
le contraste augmente, la fonction d’ongdé =) est soumise a un potentiel plus élevé de
sorte que son point de rebroussement se rapproche de cejui dez), qui correspond
a une vitesse incidente moins élevée. Inversement,ife ge rebroussement de (z)
s'éloigne de celui de;,_ _,(z). Le contraste critique., défini a I'eéquation (9.30) cor-
respond a la situation ot les points de rebroussementpouy ete;,_ ., (2) coincident
a la positionz, .

Pour estimer dans ce cas I'éléement de matrice, nous nagsms dans le régime
semi-classiquek,;, k. +1 > k, et supposons égalemeht > |Ak, 41]. En notant
que les fonctions d’onde décroissent rapidement dansg@m classiquement inter-
dite z < Z.a, €t qu’elles sont d’amplitude unité dans la région asytigtie, nous
allons prendre en compte seulement la région- z.,, et approximer le produit
k. .. (2)n+(2) des fonctions d’'onde par une constante numérifjuée I'ordre de
l'unité.

Par la définition méme du point de rebroussement, le petelite—2** y prend
la valeurk? . Lintégrale sur 'exponentielle décroissante donnersll’estimation

suivante
BE?

€= €y ! ’<¢k27+1(z)’ Ue %% n+(z)>‘ ~ T:rl (9.A.11)

Dans quelques cas particuliers, nous disposons d’expressixactes de I'élément
de matrice (9.A.11): pour = 0, nous retrouvons I'élement de matrice habituel
(avec des points de rebroussement differents), et Idta¢4id.38) donne alor# ~
B(Ak. +1/k); d’autre part, si nous remplagons(z) par ¢y ., (z), les points de re-
broussement coincident et la difference des vecteunsdé'a’annulle ; en utilisant
encore le résultat (7.38), nous trouvaBs= 1. De fagon générale, pouxk, ., # 0,

le produit¢;_ (2)n+(z) des fonctions d’onde est une fonction oscillantezdgui
présente des battements a la péribde\k. 1| ; I'intégrale surz est donc réduite par
rapport aAk, ., = 0, et nous avon® < 1.

Sur la figure 9.8, nous représentons les valeurs absolige&l@ments de ma-
trice (9.29) en fonction du contraste Nous constatons en effet que le recouvre-
ment avee), (z) passe par un maximum au voisinage du contraste critiquejaqui
e ~ 0.17 pour les parametres choisis. La valeur maximale derfiel& de matrice
donneB ~ 0.8 en comparant a I'estimation (9.A.11).

Pour estimer la valeur de I'élément de matrice (9.29) damégione < €., hous
allons utiliser 'approximation linéaire suivante

ne(2))] S i@, (9.A.12)

€er 2K

(Bh., 1 (2)| Ue2

ou nous avons pris la limite supérieuBe = 1 pour le coefficientB dans (9.A.11).
L'approximation (9.A.12) est représentée par la ligneitéren pointillees sur la fi-
gure 9.8, et nous constatons qu’elle est une surestimagitisfagsante de la valeur
exacte de I'élement de matrice. C’est seulement pour umraste assez petit que
la valeur exacte dépasse I'estimation (9.A.12): en coarmad la valeur exacte non
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Figure 9.8: Valeur absolue des éléments de matrice (9e29pnction du contraste

Trait plein: recouvrement aveg (z), tirets: recouvrement aveg (z), pointillées:
surestimation linéaire (9.A.12) pour le recouvrementayd z). Les éléments de ma-
trice oscillent en fonction du contraste lorsque les vengenceuds des ondes ato-
miques stationnaires.(z) passent par le point de rebroussement de la fonction d’onde
¢kz,+l (z ) .

Parameétres identiques a la figure %6, (= 100k, Ak, 1 =~ —4.1k). L'estimation
(9.30) pour le contraste critique vaudt ~ 0.17.
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nulle de I'élément de matrice pour= 0, nous trouvons que (9.A.12) est valable pour

€ > €Ak, 11/K).
A partir de (9.A.12) et (9.28), nous trouvons maintenargtif@ation suivante pour
la populationw, :

ka 2
wi S <g> . (9.A.13)

derk

En imposant qu’elle soit inférieure a I'unité, nous tvoas une limite supérieure pour
le contraste en dessous de laquelle il est legitime dagexde couplage aux ordres

non résonnants
€< 2, eq——. (9.A.14)
kz,Jrl

En utilisant les expressions (9.20, 9.30) pour la périddet le contraste critique.,,
la limite (9.A.14) peut s’écrire

2 [|Ak
€ < Ae= @ (9.A.15)
T K

ce qui démontre la condition (9.31).

5Pour que cette condition soit compatible avec la conditiervalidite e > e..3(Ak, +1/k) de
I'estimation linéaire (9.A.12), il faut satisfaire l'agalité

VIAK: 11|/6B(Ak: 11/K) < 1.

Or, la valeur maximale de la fonction dék, ;1| au membre gauche est 0.69 (atteinte pour
|Ak. 1] ~ 0.82 k). Cette inégalité est donc toujours satisfaite, quelle goit la valeur du transfert
de vecteur d’onde.



Chapitre 10

La diffraction d’atomes dans le regime
guantique

Introduction

Nous nous plagons maintenant dans le régime quantiqueditfraction d’atomes par
'onde évanescente stationnaire. Nous supposons donteguwomes incidents ont
une vitesse tellement faible que leur longueur d’ond®H&BROGLIE est beaucoup
plus grande que la longueur de décroissance de I'ondeséwante. Rappelons que
pour le cas de la réflexion spéculaire, nous avons canatathapitre 3 que dans le
régime quantique, le potentiel dipolaire de I'onde éwzeate peut étre assimilé a une
barriere de potentiel infinie. Cette observation a étéfiomée au paragraphe 7.4, ou
nous avons montré que la diffraction d’atomes par I'ongmescente stationnaire dans
les limites quantique et perturbative est équivalenta diffraction par une barriere
de potentiel infinie dont la position est spatialement médubvec une modulation
sinusoidale d’amplitude faible devant la longueur d’oimdgdente. En optique lumi-
neuse, un probleme analogue se présente pour la diffrepéir un reseau métallique,
et dans ce contexte, la théorie dynamique de la diffractieteé étudiée par LordAx-
LEIGH en 1907 {On the dynamical theory of grating9. Nous nous servons mainte-
nant de son approche pour calculer la figure de diffractienadlemes. A la difféerence
du paragraphe 7.4, nous ne nous limitons pas au premiergadrapport au contraste,
et nous verrons que l'approche deREIGH permet alors de calculer les populations
des ordres de diffraction supérieurs= +2, +3, ...

Proc. Roy. Soc. (London) Ser7A, 399.
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——

Figure 10.1: Construction BWALD pour les vecteurs d’onde diffractés dans le régime
quantique.

10.1 Rappels: carackrisation du regime quantique

Le regime quantique de la diffraction d’atomes s’exprina@ |a condition suivante
pour les composantes normales des vecteurs d’onde in@tlidiftractés

Cette condition implique en particulier que le vecteur dlerhorizontal; de I'onde
évanescente doit étre beaucoup plus petit que sa coastaiecroissance

q < K, (10.2)

pour que les transferts de vecteur d’'onde a la diffractmiardg permis par la conser-
vation d’énergie (voir le diagramme MALD sur la figure 10.1). Pour une réalisation
expérimentale possible du régime quantique, nous remsye lecteur au para-
graphe 7.4.2.
Nous allons supposer que dans le régime quantique, I'emda€scente station-
naire est équivalente a une barriere de potentiel infjniese trouve a la position
¢S () = ¢S i In(1 + ecos2qz) . (10.3)

Dans cette expressioi™ est la position du miroir effectif pour la réflexion
spéculaire par une onde évanescente simple que nouscalonkee a I'équation (3.5).
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Comme aux chapitres précédents, nous nous placonseatenlzOz du réseau,
en omettant le mouvement libre de I'atome dans la directign

10.2 L'approche deRAYLEIGH

Nous présentons maintenant I'approche deIEEIGH qui permet de calculer la fonc-
tion d’onde diffractée par la barriere de potentiel irgisituée sur la surface ondulée
G ().

La fonction d’onde est déterminée par deux conditions:

1. elle doit s’annuler sur la surface du réseau
Ve, G5 ()] =0, (10.4)

2. etdans'espace> (5 (z) au-dessus du réseau, elle doit satisfaire a I'équation
de SCHRODINGER libre pour I'énergieF;

h2

2M ( o ) U(x, 2) = Eii(x, 2). (10.5)

922 " 922
Cette énergie est fixée par:

hQ 2 2
Ei= o (K2 + k%), (10.6)
ou (k.;, —k.;) estle vecteur d’onde incident.

Nous cherchons a calculer les amplitudes de diffractjpqui sont définies par le
développement (7.12) de la fonction d’'onde

z— 400 Y(x,2) = expi(kyr — kiz) + Z ay expi(kenx + k.nz)  (10.7)

dans la région asymptotique loin du réseau. Dans cettession, les vecteurs d’onde
diffractés(k,,, k.,) sont donnés par les expressions habituelles (7.4, 7.5).

L'approche de RYLEIGH consiste a supposer que le développement asymptotique
(10.7) décrive la fonction d’'onde dans tout I'espace assde du résead,> (5 ().
Notons que ceAnsatzest exact dans la région au-dessus de la hauteur maximale du
réseauz > max 5™ (x) (voir la figure 10.2), mais que I'on néglige dans la région
hachurée sur la figure <™ (r) < » < max (S5 (z), des ondes diffusées qui se propa-
geraient dans la direction du réseau avec un vecteur d'diff@eent du vecteur d’'onde
incident. Cette approximation est habituellement appbig/pothése de RYLEIGH?,
et nous en évoquerons les conditions de validité au paphgr10.3.3.

2M. NIETO-VESPERINAS Scattering and Diffraction in Physical Opticshap. 7.7.
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Figure 10.2: lllustration de 'hypothése BaYLEIGH : I'on suppose que dans la région
hachurée, la fonction d’onde est donnée par le dévetoppé(10.7).

Il convient de prendre la position du miroir effectif non nubl (5" comme
référence de phase pour les amplitudes de diffraction

n = G exp [i (kan + ki) G (10.8)

La condition aux limites (10.4) donne alors I'eéquatiorvemite pour les amplitudes,
400 )

1+ Z G €9 exp [i (kup + k2i) 6¢(2)] = 0, (10.9)

ou d((x) est la partie modulée de la surface du réseau (10.3) :

3¢(z) = i In(1 + ecos2qzx) . (10.10)

10.3 La figure de diffraction

10.3.1 Calcul perturbatif des amplitudes de diffraction

Afin de résoudre I'eéquation (10.9) pour les amplitudes iffeagttion, nous allons uti-
liser un développement perturbatif. A cet effet, nousn&r@rofit du fait que dans le
régime quantique (10.1), I'amplitude de modulation duamieffectif (10.10) est de
I'ordre del/x et donc beaucoup plus petite que la longueur d’onde inaideEntk;.
Nous résolvons donc les équations (10.9) de facon fetive, en puissances as-
cendantes du paramette;6((z). En développant les amplitudes de diffracti@n
jusqu’au deuxieme ordre inclus et en séparant les difiisr ordres, nous obtenons

1+ > aW e = 0, (10.11a)
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S0 4 (ke + k) 0 () 6 }em — 0, (10.11b)
Z{df’ﬂ (kan + ki) 6 ()
— (ke + k)?0C3 (x) 60| 97 = 0, (10.11c)

ou les exposantd), (1), (2) notent I'ordre dans le développement. Ces équations sont
résolues par une transformation deURIER®, et I'on trouve alors les amplitudes de
diffraction suivantes [133]

il = —bno, (10.12a)
all = 2ik,[6¢], , (10.12b)
al? = 2k; > k. [6CI, [6¢],, (10.12c)

ou les[d¢],, sont les composantes de Fourier de la modulation du réseaur(/ g est
la période du réseau):

[6¢), = / %x 3¢ (x) e~ 2mae, (10.13)
0

Les amplitudes de diffraction au premier ordre (10.12b) stamc proportionnelles
aux coefficients de ®URIER du miroir effectif.

10.3.2 Etude de la figure de diffraction

Sur la figure 10.3, nous représentons les populations= (Re k., /k.;)|a,|* des
ordres de diffraction, pour des valeurs differentes durestee. Nous avons utilisé
les amplitudes (10.12) jusqu’au premier ordred€mour les ordres non spéculaires, et
jusqu’au deuxieme ordre pour I'ordre= 0

Nous constatons qu'a la limite d’'un contraste faible, selds ordres non
spéculaires: = +1 ont une population notable dans la figure de diffraction. En e
fet, dans cette limite, la surface du réseau présente waelation (10.10) sinusoidale

e<1l: ()= 2i cos 2qz, (10.14)
K
et nous retrouvons alors les résultats du régime petiti(@a/6), avec les populations
suivantes pour les ordres= +1:

E kzzkz :I:l

Wi = —
4 K2

3Pour obtenir 'équation du second ordre (10.12c), nouisatis I'identité de RRSEVAL

/—5< =29,

0

(10.15)
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Figure 10.3: Populations des ordres de diffraction danégéeme quantique, calculées
a partir des amplitudes (10.12) jusqu’au premier ordred@mour les ordres non
spéculaires. # 0 et jusqu’au deuxieme pour= 0.

Du haut vers le bas : contraste= 0.5, 0.9, 0.99. Incidence normale, avec un vecteur
d’'onde incidenk_; = 0.5k etq = 0.05 k.
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Pour les parametres de la figure 10k3 (= 0.5 ), cette situation est realisee méme
pour un contraste = 0.5.

Lorsque le contraste augmente, la surface du réseau #cder harmoniques
supérieures

2 3
0¢(x) =~ i cos 2qx + i—ﬁ cos® 2qx + g—ﬁ cos® 2qr + . .. (10.16)

et des ordres plus élevés apparaissent dans la figurefdeetidn (voir les cag = 0.9
ete = 0.99 sur la figure 10.3).

La population de I'ordre spéculaire

Nous notons qu’au premier ordre éq, I'amplitude de I'ordre spéculaire a la forme
d’un facteur de phase [en utilisant (10.12a, 10.12b)]

) +al) = —1 4 2ik.; [6¢], ~ expi (1 — 2k.; [5¢],) (10.17)

ou le déphasage constantorrespond a la réflexion sur le miroir effectif non maalal”
la position¢S$™. La phase au premier ordre2k,; [6¢], correspond au déplacement de
la surface du réseau par rapport a la position non mogdmiégenné sur une période.
Nous constatons donc que la population de I'ordre sp&eutsit inchangée au premier
ordre du développement perturbatif. C’'est a I'ordre gqatique que I'on trouve la
diminution de la population spéculaire, avec le rés|iitas]

wo = |a” +a +al|

= 1—4ku Y Rek.,,|[6¢],|? (10.18)

A partir de cette expression, I'on vérifie aisement quepepgulations des ordres de
diffraction s’additionnent a l'unité, a I'ordre quadigue end( inclus.

10.3.3 Validité de I'approche deRAYLEIGH

Rappelons que lAnsatz10.7) de la méthode deARLEIGH néglige la possibilité que
I'onde incidente soit déviée avant d’étre réflechie lpaéseau. Une telle situation est
représentée sur la figure 10.4. L'approche d&FEIGH est alors limitée a des réseaux
qui ne sont pas trop profondément modulés. Le probleme dfitere de validité plus
précis a été étudié plusieurs fois dans la littemt@t nous renvoyons a ce sujet au
chapitre 7.7 du livre de MTO-VESPERINAS[82]. Pour un réseau avec une modula-
tion sinusoidale, un critere généralement admis estsqun amplitude de modulation

4Notons qu’au premier ordre enla modulation du réseau est sinusoidale (10.14), e¢padément
moyen s’annule.
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N

Figure 10.4: Trajectoire classique au-dessus d’un réggzaentant une forte ondula-
tion.

soit petite devant la période. En appliquant ce critengr potre réseag s (x) (10.3)
(bien que sa modulation ne soit pas sinusoidale), nousdr@ia condition

1 q
—|ln (1 —€)| = 1 10.1
5 |1n ( e)|/€<< (10.19)

Comme nous avong < k (10.2) dans le régime quantique, l'inégalité (10.19) es
satisfaite méme pour un contraste assez proche de la vateuimales = 1, parce que
la divergence du logarithmn (1 — €)| dans la limites — 1 est tres faible.

Sur le schéma 10.5 qui reprend la représentation de laefigu20, la condi-
tion (10.19) correspond a la ligne courbe dans la régignl. D’'une part, I'approche
de RAYLEIGH nous a donc permis d’étendre les résultats de I'appraxamae BORN
sur un grand intervalle de contrastes. D’autre part, eb¢erémitée a de faibles va-
leurs du vecteur d’onde; cependant, cette limitation est d’ordre plus fondamental
parce qu’'elle est la conséquence de la conservation idjiene

10.4 Conclusion

Dans la limite quantique, nous pouvons décrire 'ondenegaente stationnaire comme
une barriere de potentiel infinie qui est modulée spatialet. La diffraction de 'onde
atomique par cette barriere ressemble alors a la diitracte la lumiere par un réseau
métallique. Pour calculer les amplitudes de diffractioays nous sommes servi de
I'approximation de RYLEIGH ou I'on suppose que le développement asymptotique
de la fonction d’onde la décrit eégalement au voisinageadsulface du réseau. Nous
avons effectué un développement perturbatif en utitigarfait que dans le régime
quantique, le profil du réseau présente des variatio(is) beaucoup plus petites que
la longueur d’onde atomique incidente. Au premier ordredéfx), les amplitudes
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reseau mince q <K reseau epais gqr

approximation
de Born valable

q>ki

e . . . .
approche de diffraction interdite
RayLEIGH valable par conservation d’energie
ordres de
diffraction
superieurs

e(q/Kk)2>1

(g/k) log(1-¢) <1

Figure 10.5: Représentation schématique de la domaivaldité de 'approximation
deBORN et de la méthode dRAYLEIGH.

Partie supérieure : limite perturbative<. 1, approximation dd8ORN valable. Par-
tie inférieure :c < 1, des ordres supérieures apparaissent dans la figure dacdiff
tion. Partie gaucheq < k;, diffraction permise par la conservation de I'énergie.
Partie droite: diffraction interdite [toutes les ondedrdiftées avea. # 0 dans le
développement (10.7) sont alors évanescentes].
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de diffraction sont alors proportionnelles aux composadie FOURIER du profil, et
I'on retrouve les résultats de I'approximation de®\ dans la limite d’un contraste
faible. Par contre, la méthode desR.EIGH permet aussi de couvrir le régime d’un
contraste comparable a I'unité, ou le développement @suRIER du réseau contient
des harmoniques plus élevés. La figure de diffractiosemée alors plusieurs bandes
latérales.



Chapitre 11

La diffraction d’atomes par I'onde
evanescente stationnaire en incidence
rasante

Introduction

Nous nous tournons maintenant vers la diffraction d’atoemgscidence rasante. Cette
géométrie mérite un intérét particulier parce lamittion d’atomes en incidence ra-
sante a pu étre observée dans les éxpériences des groeipd. ERTMER et de V.
LORENT[12, 13]. D’'un point de vue historique, I'incidence rasaptesente I'avantage
gue I'on peut réflechir et diffracter un jet d’atomes avee witesse assez elevée (un jet
thermique, par exemple). En effet, pour assurer la réfiexidaut comparer le poten-
tiel lumineux de I'onde évanescente stationnaire & lgaormaleF.; = ;Mv2; de
I'énergie cinétique incidente, et en incidence rasardtge derniere est beaucoup plus
petite que I'énergie cinétique totale du jet. Nous rappglegalement que par rapport a
la diffraction en transmission pres de I'incidence nomméincidence rasante présente
'avantage que la séparation angulaire entre les ordre#fdaction est beaucoup plus
elevée, tous vecteurs d’onde (atomique et lumineuxamesonstants.

L'observation expérimentale de la diffraction en incidemasante permet de vali-
der les maintes approches théoriques qui ont été dépeés pour décrire l'interaction
d’'un atome avec I'onde évanescente stationnaire [10,1184,,18, 78, 79, 80, 81]. La
théorie dynamique de la diffraction est en effet dans unmton difficile en ce qui
concerne l'incidence rasante : dans I'approche scalagequs avons développée aux
chapitres précédents, nous avons constaté a plusiganises qu’'a cause du facteur
d’obliquité 3, la diffraction est inefficace en incidence rasante. Enqarer,

e du point de vue classique, I'atome traverse un nongbre 1 de périodes du
réseau pendant le temps-type de réflexion; il est alorsmsoa une force qui
oscille rapidement et dont I'effet cumulé (le transfertvitesse) s’annule. Pour
un réseau géométriguement mince, la valeur maximaleanhsfer de vitesse

265
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Av* est proportionnelle au facteur d’obliquit&¢), donc exponentiellement
petite (6.11)
AU o exp(—€[2)

e dans l'approximation de 8RN, la diffraction par I'onde évanescente sta-
tionnaire nécessite un transfert de vecteur d’onde \a&rtikk, , qui est
généralement grand devant le vecteur d’onde optique @dence rasante ; or,
'onde évanescente contenant dans la direction normaevdeteurs d’onde
limités par la constante de décroissanceun transfert de vecteur d’onde
|Ak, 11| > k est extremement improbable et les populatiens des premiers
ordres de diffraction sont proportionnelles a (7.40)

wig X exp(—mAk, 11/K);

e dans I'approximation du réseau de phase mince, la fonctionde atomique
réflechie par le réseau de diffraction présente une tatidn de phase avec une
amplitudeu,,,q proportionnelle a (8.79)

Umod X eXp(—’qu tan '92/’{‘) )

qui est tellement faible en incidence rasante que les baatisles ont des
amplitudes négligeables.

A la lumiere de ces résultats, il semble qu'il faille abander le modéle du potentiel
dipolaire scalaire pour interpréter les observationgerpentales de la diffraction en
incidence rasante. Nous montrons dans ce chapitre qud &l effet le cas.

Dans la premiere partie 11.1 de ce chapitre, nous allaseptéer une premiere ap-
proche alternative a la diffraction qui a été dévelegpour un atome a deux niveaux
par R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS, alors a I'Université de Bonn (Al-
lemagne) [78]. Nous en rappelons les idées principalepaeticulier le réle crucial
gue joue I'état excité de I'atome dans le mécanisme deadifon (paragraphes 11.1.1
et 11.1.2). Au paragraphe 11.1.3, la comparaison au matieleotentiel dipolaire
scalaire nous permettra de donner une interprétatiomaliee de I'inefficacité de la
diffraction en incidence rasante. D’autres approchesrihées seront mentionnées au
paragraphe 11.1.4. Au paragraphe 11.1.5, nous compaap@dche de R. BUT-
SCHMANN et ses collegues aux expériences de diffraction d’atorNesis mon-
trons alors qu’elle ne peut, elle non plus, rendre compte@rdtats expérimentaux.
Nous confirmons ainsi, par des arguments analytiquesetsgtats négatifs des cal-
culs numériques effectués par le groupe de C. MASE a I'Université Nationale
d’Australie (Canberra) [80].

Finalement, nous indiquons dans la deuxieme partie 11.2 cHapitre
linterprétation théorique de la diffraction d’atomes &cidence rasante qui nous
parait la plus prometteuse: son principe a été donnémodeeau par R. BUT-
SCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS [79], et elle a été confirmée par des calculs
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numeériques de D. GRDON et C. M. SAVAGE [81]. Cette interprétation fait inter-
venir la structure magnétique interne de I'état fondat@lestomique. Mis a part cet
élément structural nouveau, la diffraction s’inscrinceptuellement dans le cadre de
'approche donnée par R.HDTSCHMANN et ses collegues pour un atome a deux
niveaux (des transitions non adiabatiques entre niveatexnes). Nous allons illus-
trer cette approche a la diffraction a I'aide d’'un modeimplifié pour une transition
J=1/2— J, =3/2.

11.1 Ladiffraction (assis€e) par I’ etat excite

Dans leur publication Reflection and diffraction of atomic de Broglie waves by an
evanescent laser wave R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS développent
un modele pour la diffraction d’'un atome a deux niveaux yr@& onde évanescente
stationnaire dont nous allons rappeler les éléementsigskse Nous notons ce modele
par le signet DEW 1».

11.1.1 Threorie cinematique

L'on se place dans le plarOz du réseau de diffraction et décrit I'atome par des ampli-
tudes de probabilité, .(z, z) pour deux états internes, I'état fondamengalet I'état
excité|e), respectivement. L'équation d’'ondes pour ces amplituietd’équation de
SCHRODINGER stationnaire [voir (1.11) du chapitre 1]

ey 0 de* \ (g \ _ o ( ¥
(V) (e 02 ) () =)
ou B; = 1M (v + v%) est I'énergie incidente dans le pla®z et d est I'element
de matrice du moment dipolaire €lectrique entre les &tatise. Le champ lumineux
est désaccordé d& = w; — w, et son amplitude complex®(z, ) est donnée par
[voir (5.1)]:
E(x,z) = (&reiqm + €_e_iq“”) e . (11.2)

A cause de la périodicité de 'onde évanescente statiognle vecteur d’onde ato-
migue change par des multiples gldans la directiorDz parallele au pas du réseau.
Ce changement peut également étre interprété par deegsus d’absorption et
d’émission stimulée de photons dans les ondes luminguséisest donc commode de
décrire le mouvement le long de la direction: dans une base d’ondes planes avec les

Physical Review 47, 2169-2185 (mars 1994).

2Pour éviter la confusion avec I'énergie, nous utilisamsymbdles pour le champ électrique lu-
mineux. Notons également que les amplitufligsdans (11.2) sont réelles pour un choix approprié de
I'origine de I'axeOz.
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e,+3

e, +1

2hAp

Figure 11.1: lllustration des couplages induits par I'oédagnescente stationnaire entre
des états d’ondes planes (pour le mouvement dans la dinéeii).

vecteurs d’ondek,, = k,; + vq. La diffraction ameéne 'atome soit dans un état fon-
damentalg, v), et I'indice v est alors pair, soit dans un état exdite/) avecr impair.

La figure 11.1 montre que I'onde évanescentejui se propage dans la direction des
x croissants, couple les étaisv) et|e, v+ 1), et'ondef_ les étatgg, v) etle, v —1).
Par exemple, apres une absorption de I'ofidest une émission stimulée dans I'onde
E_, I'atome est passé de I'étagt v = 0) a I'état|g, v = +2) et son vecteur d’'onde,;

a été augmenté dgy.

A cause du désaccorlN positif entre la frequence lumineuse et la réesonance ato-
mique, la diffraction transfere une énergie cinétigupémentairA a I'atome si
celui-ci sort de 'onde évanescente dans un état exceéte e€nergie se retrouve dans
la composante verticale,, des vecteurs d’'onde diffractés parce que la composante
k.. est fixée par les transferts de vecteur d’'onde discretsy ebiposanté,, est
conservée. Les vecteurs d’onde diffractésvalent donc

vpar: k, = \/ng — vq(2ky; + vq), (11.3a)
vimpair: k., = (k% +2MA/h — vq(2k, + vq). (11.3b)

Ces équations généralisent (7.5) pour les vecteurgld'diffractés du modele scalaire.
Dans le diagramme d\®ALD, les ordres de diffraction se trouvent sur deux cercles
qui correspondent aux energies cinétigliest £; + hA pour les états fondamental et
excité, respectivement (voir la figure 11.2).

3Dans ce chapitre, pour éviter la confusion avec les chespjtrécédents, nous libellons les ordres de
diffraction par le nombre de photons échangés entre I'atome et I'onde évanesstatignnaire. Dans
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Figure 11.2: Diagramme BWALD pour la diffraction d’'un atome a deux niveaux.

Leséquations d’'ondes coupdes

Nous allons nous servir des équations d’ondes coupléas ghecrire le couplage
entre les ordres de diffraction gu’induit 'onde évanegeestationnaire. Afin de trou-
ver les équations couplées, I'on tire profit de la péadidu champ lumineux pour
développer les amplitudes de probabilitecemdes partielles[voir (9.4)]

Yoz, 2) = ngl(z) exp ik, 2, (11.4a)
1

Q/Je(%z) = ZT/?Z-H(Z) eXpika:,Ql-i—lx- (114b)
1

Les ondes partiellego(z) et ny.1(z) correspondent & une représentatiampul-
sion» pour le mouvement parallele au pas du réseau (des ondessplepérées par
lindice v = 21, 21+ 1), et une représentatiomosition» pour le mouvement le long de
la normaleOz. En insérant les développements (11.4) dans I'équaléo8HRODIN-
GER(11.1), 'on trouve le systeme d’équations suivdnt(0, +1, .. .)

K2 g2
_WQXQI — (dEimoy1 +dE_mo 1) e+
+(2hAp +4PEy) xa1 = Euxa  (11.58)
K2 d2

—m@ﬁzlﬂ — (d€ i xar + dE_xor12) e+

“RA+ (20 + DRAD + (2 + 1°E,) s = By (11.5b)

cette notation, les ordres de diffractiande la théorie scalaire correspondent aux états fondament
lg, v = 2n).
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2hAp

—

e,v=2 |+1

Figure 11.3: Représentation des équations couplées)(fdr un systéeme a plusieurs
niveaux.

ouAp = qu,, est le déplacement @PPLERde la frequence lumineuse vue par un
atome en mouvement a la vitesse incidente En incidente rasante, il est beaucoup
plus grand que la frequence de recul associée au vectendel;, hAp > E, =
h*q?/2M. Lénergie cinétiquel,; = h*k?,/2M correspond & la composante verti-
calek.; du vecteur d’onde incident. Notons en passant, que I'apyercboisie par les
groupes de D. WLLS et de C. M. SVAGE consiste a intégrer numériquement les
équations couplées (11.5) [134, 80].

L'on peut interpréter les équations couplées (11.5)Ilaaalogie avec un atome
a plusieurs niveaux, comme nous I'avons fait au paragr@phévoir la figure 11.3):
en absence de champ laser, les ondes partigli¢s) pour I'état fondamental cor-
respondent a destnergies internesx 2/ hAp, et les ondes partielleg,;,(z) pour
I'état excité aux énergies —hA + (21 + 1) hAp. Les états fondamentaux et excités
forment ainsi deux séries de niveaux a peu pres égarttiss qui se décalent I'une par
rapport a I'autre en fonction du désaccakd Sous l'influence du couplage au champ
lumineux, les énergies des états fondamentaux augntestterlles des états excités
diminuent si bien que pour un couplage suffisamment fortétats seront mélangés
entre eux.

4Plus précisément, le groupe de C. MAVAGE a intégré I'équation de GHRODINGER dépendante
du temps, que I'on obtient a partir de (11.5) par le remptaa® E,; — ihd, au second membre.
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11.1.2 Le necanisme de la diffraction

Nous présentons d’abord les niveaux d’énergie des oraltiglfes en présence d’'une
onde évanescente simple. Dans I'approche DEW 1, ces mszau appelés lespo-
tentiels diabatiques Ensuite, nous introduisons les potentielliabatiques pour
une onde évanescente stationnaire ; il apparaissentaddsreroisements évités entre
les niveaux associés a I'etat fondamental, d’'une paFétat excité, d’autre part. Pour
une onde atomique en mouvement sur les niveaux adiabatigaesoisements évités
agissent comme des séparatrices. Nous calculons leUfei@ms de transmission et
réflexion par le modele deANDAU—ZENER.

Potentiels diabatiques

Pour résoudre les équations couplées (11.5), 'apgr&@iEW 1 consiste a utiliser les
«niveaux habillés que I'on obtient en diagonalisant, a une positiodonnée, le Ha-
miltonien de couplage et la partie horizontale de I'eregnétique [tous les termes
sauf la dérivée seconde au premier membre des eéquatoptees (11.5)].

Pour une onde évanescente simgle= 0, les déplacements lumineux ainsi obte-
nues donnent legotentiels diabatiqued’ (4 () représentés sur la figure 11.4. Dans
la limite d’'un désaccord A grand devant le couplagk’, et devantI'e€nergie cinétique
E.;, les valeurs propres du Hamiltonien de couplage dans lestiegs couplées (11.5)
valen® [voir (1.21)]:

dQ(S'JQr e—QHZ

Wit (2) ~ A AD) + 2lhAp, (11.6a)
(dia) dQSJQF e—2r~cz

Ces expressions sont représentées sur la figure 11.4speouebes en point-tirets et

en pointillées. Nous constatons sur la figure qu’elles dohmne bonne approxima-
tion des potentiels diabatiques a grande distance de fiaceuou le champ lumineux
est faible. Dans la limite ou le désaccord est beaucoupgrand que le déplacement
DoPPLER A > Ap, les expressions (11.6) permettent de retrouver le pelahifio-

laire d>£2 e |hA = Vinace™ %%, que nous avons utilisé dans les chapitres précédents
[voir (1.16)].

Pour une onde évanescente simple, les niveaux diabatsgugsoupent donc en
paires{WQ(fia)(z), Wﬁ?(z)} qui sont découplées les unes des autres. Dans chaque
paire, le niveaWQ(ldia)(z) rejoint I'état fondamental loin de I'onde évanescenten
veau correspond a un déplacement lumineux répulsif elexgéme niveaWz(fﬁ)(z)
est attractif et rejoint I'état excité. L'onde atomiqust eéflechie si elle est incidente
dans I'état fondamental et si son énergie cinétiquadgmieF,; est inférieure a la va-

leur maximale du potentié/VQ(fia)(z). Par cette condition, I'on peut estimer le nombre

SIci et dans la suite, nous négligerons I'énergie de régulievant le déplacementd®PLERA p.



272 Diffraction
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Figure 11.4: Niveaux habillés diabatiques pour une onva@éscente simple, en fonc-
tion de la distance du diélectrique. Les déplacementsnenxV 4% () sont donnés
en unités du déplacemeDbPPLERRAp, et la distance en unités de la longueur de
décroissancé/r de I'onde évanescente. Les courbes en pointillées et it-pets
représentent I'approximation (11.6), valable si I'@gierde couplage est faible.

Les paramétres sont similaires a la figure 4b de la réterd78]: désaccord\ ~

2 Ap, énergies d’interactiodE, ~ 6.9hAp, d€_ = 0. L'énergie de recul vaut
E, ~ 8.6 x 107" hAp, et la ligne horizontale représente une énergie cinétig-
cidenteE,; ~ 3.2 hA.
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des ordres de diffraction permis: leurs niveaux habillas un déplacement lumi-
neuxWZ(fia)(z = 0) a la surface du diélectrique supérieur a I'énergig incidente.
Pour les niveaux représentés sur la figure 11.4, par exeraplne énergie incidente
E.; ~ 3.2hA, le réeseau de diffraction peut réflechir les ordres dé&atifion pairs
avecr > —2,0,+2. Si 'atome fait une transition vers un niveau excité, ledres

v = +1,+3, +5 lui sont accessibles.

Les niveaux adiabatiques et leurs croisementsvités

Dans le cas général d’'une onde évanescente statioraeaiceun contraste non nul,
les déplacements lumineux (11.6) sont modifiés a cau$ertt#e contra-propageante
E_ # 0, mais la difference la plus importante provient de I'iféeence entre les ondes
&, et&_ qui induit un couplage entre les niveaux diabatiques. Lgahalisation du
Hamiltonien de couplage donne alors tégeaux adiabatiquesl (¥ (z) représentés
sur la figure 11.5. Nous constatons que sous l'influence dplaga, les niveaux adia-
batiques se repoussent aux positions ou les niveaux dialeati’ (i@ (z) se croisent
(comparer a la figure 11.4). L'on parle alors dhti-croisementsou de«croisements
évités (avoided crossing

Pour décrire le mouvement de I'atome sur ces niveaux djmel’on fait dans
'approche DEW 1 I'hypothése d’'un suivi adiabatique surnigeau adiabatique
W) () qui rejoint I'état dans lequel se trouve I'atome inciddrgs équations (11.5)
se découplent alors completement, et pour chaque ordigfeetion, 'onde partielle
¢, (z) vérifie une équation deC3RODINGER scalaire,

h? d? d
s ae® ~ WiV 6 = Eaidy, (11.7)

ol le niveau adiabatiqué’ (¥ (z) joue le role d’un potentiel mécanique.

Cependant, si le suivi adiabatique était assuré parfatwme resterait sur le ni-
veaur = 0 sur lequel il est entré, et il atteindrait la surface= 0, ou bien il serait
réflechi spéculairement pour une énergie incidentigssumment petite. En particulier,
I'atome ne passerait pas sur un autre niveau d’énergieguotir dans un ordre de dif-
fraction non spéculaire : dans I'approximation adiahagigl n'y a pas de diffraction.
Pour que la diffraction ait lieu dans le modele DEW 1, il fdohc que le suivi adiaba-
tique ne soit pas assuré. Ceci est précisément le cadefaaisements évités parce
gue les niveaux adiabatiques se rapprochent. C’est dorscushacroisement évité que
I'atome peut subir une transition non adiabatique vers teanivealf Ces transitions
constituent I'elément-clé de I'approche DEW 1 a la miéftion.

SNotons que la probabilité de transition dépend égalémera vitesse a laquelle 'atome passe par
le croisement évité. Nous reviendrons a cette questiors de modele de ANDAU—ZENER pour les
transitions non adiabatiques.
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Figure 11.5: Niveaux adiabatiques pour une onde évantessttionnaire. Les unités
sont identiques a la figure 11.4.

Les paramétres sont identiques a la figure 4a de la référf/8]: désaccord\ ~

2 Ap, énergies d’interactiodE, ~ 5.4hAp etdE_ ~ 2.3hAp, énergie de recul
E, ~ 8.6 x 107*hAp. Les niveaux d’énergie ont été obtenus en diagonalikant
Hamiltonien de couplage pour les ordres- —20 . . . + 20.
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Interpr étation des croisementgvités comme desé&sonances Doppleron

Afin d’interpréter les transitions non adiabatiques awisgments évités, revenons
aux niveaux diabatiques (voir la figure 11.4). Nous notores ¢gisont deux niveaux
diabatiques de nature difféerente qui se croisent: unfetatamental qui monte en
énergie rencontre un état excité qui lui est abaissén&risement donng, ils sont
dégénérés en énergie de sorte que la partie statiendail’onde évanescente induit
un couplage résonnant entre eux. Plus précisémemtdesfondamental et excité sont
couplés par un échange d’'un nombre impair de photons. Gglage n’est possible
gue dans une onde stationnaire car il fait intervenir desgasus d’absorption d’un
photon d’'une onde et d’émission stimulée dans I'autresond

Considérons a titre d’'exemple un atome dans I'gtat) qui passe a l'étde, 20+1)
en absorbant un nombter 1 de photons de I'onde co-propageafiteet en émettant
[ photons de fagon stimulée dans I'onde contra-progagéantPour trouver la condi-
tion de résonance de ce processus, placons-nous damgeuentiel en mouvement
a la vitessev,; de I'atome. Sous l'effet DPPLER la fréquencev; de I'onde co-
propageante diminue alors dep, et celle de 'onde contra-propageante augmente
deAp. Latransition &/ + 1 photons est donc résonnante si

(I +1)(wr —Ap) = l(wr + Ap) =wa (11.8)
— wr—wa=A=(2141)Ap.

Cette résonance a été appelée une résonddmgpleron par E. KYROLA et S. SEN-
HOLM [135, 28]. On emploie également le nomelocity tuned resonane@uisque
la condition de résonance dépend de la vitesse de I'atanrayvers le déplacement
DOPPLER

La condition de résonance (11.8) pour le couplage Doppletest valable que
dans un champ lumineux faible. Pour un champ plus intensétdggg, 0) et|e, 2[41)
sont également soumis a des déplacements lumineux,rtke qaee la condition de
résonance du Dopplerak = (21 + 1)Ap est modifiee et devieht

dia dia
W™ (z.) = Wity (z0). (11.9)

Dans I'onde évanescente stationnaire, du point de vue disémance Doppleron, le
couplage entre les niveali, 0) et |e, 2/ + 1) devient donc résonnant a la positign
ou se croisent les niveaux diabatiques correspondants.

Grace au fait que la réesonance Doppleron a été le sujgblueurs études
théoriques [124, 49], nous pouvons évaluer de facornydgak le couplage entre les
niveaux|g, 0) et|e, 2/ 4 1) a la résonance. Nous nous servons de I'approche perturba-
tive de M. MARTE et S. SENHOLM [124], en supposant que I'énergie incidente et les
energies de couplage sont plus petites que le désacawelZR ou plus précisément

’Rappelons que les décalage®RPLER vAp sont incorporés dans les niveaux diabatiques
wid®) (2) (11.6).
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E.;,dE+ < 2hAp. Dans ce regime perturbatif, I'on peut éliminer adiadpagéiment les
2] états non résonnants entre les nivegux) et |e, 2{ + 1) pour obtenir les résultats
suivants: les déplacements lumineux sont donnés par

W ()~ Ve (11.10a)
Wal(2) ~ —Vie ™ 4+ 1§, (11.10b)

oud, = (2l+1)Ap — A > 0donne le décalage de la résonance Doppleron par rapport
a la condition (11.8) a cause des déplacements lumir@apres (11.9), la transition
Doppleron est résonnante a la positigriixée par

hoy = 2V, e 2%, (11.11)
On trouve que les déplacements lumineux sont caraetepar I'eénergid/; avec
B 2E2 . €2
"TRA—Ap+0/2) T R(A+Ap+6,/2)

et que I'énergie d'interactiorC; entre les étatgg,0) et |e,2l + 1) est égale a
[cf. équation (25) de [124] et équation (29) de [49]]

d*E.E_ : I'(1—4,/4Ap) ’ —(20+1)kz
Cp =déy <_ 4h2A%> (1"([ +1—6,/4Ap) ¢ ’ (1.19)

ouT(-) est la fonction Gamma d'&.ER.2 L'énergie de couplag€; de la résonance
Doppleron donne, du point de vue des niveaux adiabatiqasggaration des niveaux
au croisement évité.

Nous pouvons interpréter I'expression (11.13) du couplagppleron comme un
calcul en perturbations a I'orde# + 1: nous retrouvongl + 1 facteurs avec les am-
plitudes&, e~ "* du champ, ce qui exprime le fait que la transition Dopplersinua
processus a/ + 1 photons, et au dénominateur le produit dedifféerences en énergie
des états intermédiaires par lesquels s’effectue lelagep

(11.12)

Interpr étation du croisementévité comme une paratrice pour 'onde atomique

Lorsque I'atome traverse le croisement évité, les égaty et |e, 2/ + 1) sont mélangés
entre eux par le couplage Doppleron, et apres la travefséeme se trouve dans
un état de superposition des deux: le croisement de nivagiixdonc comme une
separatricequi sépare, de facon cohérente, un paquet d’ondes atesan deux par-
ties. Ces deuxmorceaux sont ensuite soumis & des potentidlg(z) et Wy 1(2)
differents et rencontrent d’autres séparatrices eréfpént davantage dans I'onde
évanescente statonnaire.

8La fonction Gamma sert de notation compacte pour le produit

(141 —68/4Ap)
I'(1—d0/4Ap)

qui provient des énergies dekétats intermédiaires que I'on a éliminés adiabatigeletn

(1—6/AAp)(1 —1— 8 /4Ap) ... (1 — 8 /4Ap) =
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0

Figure 11.6: Trajectoires sur les niveaux adiabatiquesatigint I'état incidentg, v =

0) a l'état diffracté|g,v = —2). Pour diffracter I'atome, un couplage Doppleron
d’ordre 3 fait passer I'atome au croisemehsur le niveau attractif associé a I'état
le,v = 3); au croisemenB, un Doppleron d’ordre 5 'amene sur le niveau répulsif
lg,v = —2) ; 'atome est ensuite réfléchi sur le potentiel répulgpifés avoir traversé
une premiére fois le croisemetit Pour sortir dans I'état;, v = —2), il traverse aprés
la réflexion les trois croisements B et A’.
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M(-2)  M(5) M)  M(3)

D(3)

Figure 11.7: Représentation schématique du processudifidection a l'aide de
Séparatrices et de miroirs. Les miroirs correspondenpaiiis de rebroussement fixés
par I'énergie incidente et les potentiels adiabatiques.écran$)(3) et D(5) symbo-
lisent la surface du prisme que I'atome atteint sur les nixedtractifs.

Etudions a titre d’exemple la situation représentédastigure 11.6 ou nous avons
représenté les potentiels diabatiques qui aménewoifiata sortir dans I'ordre de dif-
fractionv = —2. Les courbes en tirets (en trait plein) correspondent andesaux
attractifs (répulsifs). Sur la figure 11.7, nous avonseschtisé le méme processus a
I'aide de séparatrices et de miroirs. Les miroirs corresiemt aux réflexions par les
points de rebroussement dans les potentiels lumineux. Blaustatons que pour at-
teindre le potentiel qui rejoint I'ordre de diffraction= —2, 'atome estréflechi par
la séparatriced pour passer sur le niveau attractif= +3 (la courbeAB en tirets
épais) et est réflechi de nouveau par la séparaftid@our sortir dans I'ordre = —2,

il faut que I'atome soit d’abord transmis deux fois par lpa@triceC’, et ensuite par

les séparatrice® et A’ au chemin retour. En somme, I'atome traverse quatre croise-
ments évitési, B, C, A’ avant de sortir de I'onde évanescente. Le schéma 11.7enont
en outre que I'onde atomique subit des réflexions multipéess les potentiels adiaba-
tiques (entre les miroird/(0) et M (3), par exemple). Ces réflexions multiples donnent
lieu a des franges d’interférence dans les populationsuigss de diffraction en fonc-
tion du vecteur d’'onde incident (le®scillations de SUCKELBERG)).

Pour calculer les populations diffractées, il faut doneraitre, d'une part, les am-
plitudes de réflexion et de transmission pour les sépeeatmarquéed, B, C, A’ sur
le schéma 11.7, et d’autre part, les phases associégsapkgation dans les potentiels
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Figure 11.8: Définition de la transmissidnet de la réflectivité? du croisement évité.

lumineux entre les séparatrices et lors des réflexionsomtgpde rebroussement (les
pointsM (—2), M (0), M(3) et M (5) sur le schéma 11.7). Ceci est un probleme com-
plexe qui a &té résolu par R.EDTSCHMANN et ses collegues moyennant une com-
binaison d’approches numériques et analytiques. Uneculifii particuliere provient
du fait que nombre de croisements évités se trouvent da@sagion ou le champ
lumineux est fort et qu’une approche perturbative n’ess plossible.

Modele simplifie pour la sparatrice

Nous avons ici une ambition plus modeste et cherchons &fiéetes parametres phy-
siques pertinents pour la premiere séparatrice atonfigaequéeA sur les figures 11.6
et 11.7). Nous partons du modele deNDAU—ZENER pour les transitions non adia-
batiques. Cette approche permet de définir la transmigsida la séparatrice comme
la probabilité que I'atome continue de suivre, apres t@sament évité, le potentiel
diabatiqueWédia)(z), comme si la séparatrice n’existait pas (voir la figure L1108
facon analogue, la réflectivite de la séparatrice correspond a la probabilité de trouver
I'atome apres le croisement sur I'autre courbe de potefaitractive si 'atome était
incident sur une courbe répulsive, par exemple).

Pour utiliser le modele deANDAU—ZENER, nous allons faire les approximations
suivantes: nous supposons que le coupldgél1.13) di a la résonance Doppleron
soit constant a travers le croisement €yitéous linéarisons les potentielg,(z) et
Wa11(2) autour de la position. du croisement

Wo(dia) (Z) ~ Wo(dia) (zc> + (zc _ z)FO’ (1114a)
WQ(ffl)(z) ~ Wz(fﬁ)(zc) — (2e — 2) Farqa, (11.14Db)

°En vue de la variation rapide de (11.13) avecette approximation parait assez grossiére, mais
nous allons nous en contenter pour estimer I'ordre de grartiela transmission et de la réflectivité de
la séparatrice.
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et nous supposons, dans un esprit semi-classique, quaégiasse a travers le croise-
ment évité avec une vitesse constantgqui dépend de I'énergie potentieﬂ@édia) (zc)

a cause de la conservation de I'énergie. Le modele aledDlau—-ZENER donne alors
les expressions suivantes pour la réflectivité et la trassion [136, 122]:

21 C?
he| Fy + Fop|

TLZ = exp (— ) y RLZ =1- TLZ- (1115)

Dans le cas particulier d’'un atome extremement lent—~ 0, la réflectivité R tend
vers l'unité parce que lI'atome suit adiabatiquement lgsanix diagonalisés a travers
le croisement évité® Un autre cas limite est celui d’une onde évanescente simple
Le couplage’; s’annule alors et aucun transfert de population a lieu @damance :
'atome traverse le croisement tout en restant sur le pelatiibatique initial. Fina-
lement, un cas intéressant pour la diffraction est unarséce qui crée une super-
position & poids égaux entre les deux états finaux, corersadgere le schéma 11.7.
La formule de IANDAU—ZENER implique gu’il faut alors ajuster le couplagé et les
autres parametres de facon a avoir

C? _ In2
hUC‘FQ + F21+1| N 2

~ 0.11. (11.16)

Pour vérifier cette approche perturbative, nous allonssreu servir pour ca-
ractériser la séparatricé du schéma 11.7 dans une situation ou RUDSCHMANN
et ses collegues ont trouvé, par un calcul plus précisegipopulations des ordres de
diffraction pairs sont optimisées. lls ont détermin& get optimum correspond au jeu
de parametres suivant:

A ~ 2Ap, d€, =~ 2.33dE_ ~5.4hAp,
E. ~ 32hAp E, ~ 86x10~*hAp (11.17)
(v; ~ 122hk/M), ~ 5.6h°k?/2M.

Sur lafigure 11.9, nous comparons les énergies des nivediliés que I'on obtient en
diagonalisant le Hamiltonien de couplage pour les paraaaél1.17), aux prédictions
de I'approche perturbative pour le couplage DoppleronteQidrniere approche prédit
que la séparation des niveaux au croisement évitéajayt, ce qui est représenté par
les deux traits horizontaux sur la figure. Nous constatorsagtte prédiction est en
bon accord avec la séparation des niveaux adiabatiquesuwbpar le calcul complet
(les courbes en trait plein et en tirets). Les courbes entiogis et en pointillees
donnent les potentiels diabatiques (11.10) du calcul deatif, elles rejoignent les
niveaux exacts de fagon satisfaisante dans la régionz. en amont du croisement
evité. Elles s’écartent des niveaux exacts dans laregi< z. parce que le calcul
perturbatif n’y est plus valable.

ONotons cependant que dans ce cas limite, notre approchectassique ne serait plus valable.
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Figure 11.9: Comparaison entre le calcul complet des nivéabillés et I'approche
perturbative pour le couplage Doppleron.

Trait plein : niveau adiabatiqué’\™” (), tirets : niveau adiabatiqué’*” (=), point-
tirets : calcul perturbatif du niveau diabatique (non-déplwo(dia)(z), pointillées :
ngdia)(z). L’approche perturbative prédit un couplage résonadfntersection entre
les niveaux diabatiques. L'energie de couplagest représentée par les deux traits ho-
rizontaux dont la distance va2(iC|. Cette distance est & comparer a I'écart minimal

entre les niveaux adiabatiques dans le croisement éviteé.
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En utilisant I'expression (11.13) pour I'énergie de cagd (), la formule de
LANDAU—ZENER (11.15) donne une transmissidh; ~ 75%. Nous notons que
pour ce choix de parametres, I'atome rencontre sur le nidkabatiquelly(z) en-
core deux croisements évités (voir la figure 11.5) qui petiveux aussi, 'amener
vers d’autres ordres de diffraction. Cette valeur intetiaige entre50 % et 100 % pour
la transmission de la premiere séparatrice parait daisomnable pour optimiser les
populations des ordres pairs= +2. Les populations diffractées sont néanmoins de
I'ordre de quelgques pour cent seulement parce que l'atorssegaar au moins quatre
croisements évités (voir la figure 11.6), avant de sosit'dnde évanescenté Avec
'approximation grossierd” ~ R ~ 50 % qui correspond au maximum du produit
T R, les populations valent., ~ (1/2)* = 6.25 %. Ceci est en effet I'ordre de gran-
deur des populations qu’ont trouvées REUDrSCHMANN et ses collegues par un calcul
plus précis.

11.1.3 Comparaison au egime de faible saturation

Nous comparons maintenant I'approche DEW 1 développas dagroupe de Bonn
au modele du potentiel dipolaire scalaire que nous énsdilans ce mémoire.

Une approche plus @nérale

Notons tout d’abord que I'approche DEW 1 s’inscrit dans udreglus général parce
gu’elle part des équations d’ondes exactes pour un atodeig niveaux, alors que
le modele scalaire n’est valable que dans une certaingelioti I'on peut éliminer
I'état excité. Ceci implique immédiatement que le mledscalaire ne peut reproduire
le mécanisme de diffraction assistée par I'état exquiéa €té identifié dans I'approche
DEW 1. Par contre, nous nous attendons a ce que I'approchi¢ Digermet de retrou-
ver les résultats du modele scalaire dans le domaine diditéadle ce dernier. C’est
précisément ce que nous allons faire dans ce paragrapip@rache DEW 1 éclairera
alors d’un point de vue different les résultats obtenuschapitres précédents.

L'approche DEW 1 s’inscrit pour d’autres raisons encoresdan cadre plus
général que le modele scalaire : a la difference degpfaximation du réseau de phase
mince, par exemple, elle tient compte exactement de la camtsen de I'énergie
parce gqu’elle part des équations d’ondes couplées. He,alte n’est pas limitée au
régime semi-classique alors que c’est le cas pour I'appratkon du réseau de phase
mince qui utilise des trajectoires classiques pour catdeteamplitudes de diffraction.
Néanmoins, nous allons nous limiter au régime semi-itjasgddans la suite parce qu'il
est pour I'instant le seul qui ait été réalisé dans lexgnce. Les situations étudiées par
R. DEUTSCHMANN et ses collegues se trouvent d’ailleurs également dansgiee
[voir les paramétres optimisés (11.17)].

1Ceci correspond au nombre minimal de croisements évias|p diffraction dans les ordres=
+2 (voir les figures 11.5 et 11.6).
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Pour comparer au modele scalaire, nous sommes donc dimii@ résultats
de l'approximation de BRN du chapitre 22 Nous les avons déja rappelés en
I'introduction, a savoir que les populations diffractémnt exponentiellement petites
en incidence rasante. Se posent donc les questions s@vante

e dans le régime de validité du modele scalaire, I'appedoEW 1 permet-elle de
confirmer que la diffraction est absente en incidence rasant

e comment peut-on interpréter dans le cadre de I'approché/ DEefficacité de
la diffraction en incidence normale ou oblique prédite [panodéle scalaire ?

Deux ingrédients de I'approche DEW 1 nous permettronegendre a ces questions:
d’'une part le rdle de relais que joue I'état excité daaproche DEW 1, et d’autre
part I'hypothese du suivi adiabatique, entre les croisgmeévités, sur les niveaux
adiabatiques.

Le couplagea I’ état excite a la limite d’'un grand d ésaccord

Rappelons que dans le modele scalaire, I'on élimine adigiiement I'état excité et
gue ceci est justifié dans le réegime ou le désacéakdest grand devant I'énergie
incidente 2, = M (v, + v2) et devant I'energie d'interactiois. Notons que le
déplacement DPPLERAp = qu,; est alors également petit devant le désaccbrd
Du point de vue des potentiels adiabatiques de I'approche/DEreprésentés sur la
figure 11.6), le premier croisement évité que I'atome osie fait donc intervenir une
résonance Doppleron & un nombre de photons trés éBve1l ~ A/Ap > 1.l
s’ensuit que le couplagg; (11.13) est de I'ordre de

2l
|Cy| ~ dE <;—Z e) , (11.18)
donc trés petit a cause du régim& < hA (faible saturation) qui permet d’éliminer
I'état excité. Par conséquent, la transition non adigha vers le potentiel diabatique
associé a I'etat excité est inefficace [voir le coeffitide transmission (11.15)], et
I'atome continue de suivre le niveau diabatique dans ledwest entré dans I'onde
évanescente. L'on peut tout aussi bien ignorer les paisntiiabatiques associés a
I'état excité, et I'on retrouve alors le modele scalalams la formulation des équations
d’'ondes couplées. Notons que cet argument utilise seuleltteypothese que le
décalage DPPLERSsoIt faible devant le désaccord et qu’il est donc valablel que
soit I'angle d’incidence.

La diffraction assistée par I'état excité, mécanisrdentifié dans I'approche
DEW 1, n'est donc possible que si le couplage Doppleron \etat lexcité est efficace.

2pour la diffraction de BAGG, nous avons certes utilisé, au chapitre 9, des équatimmsles
couplées (9.5), mais nous nous sommes alors concentrééaarances de BAGG qui ont lieu au
voisinage de l'incidence normale.
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Ceci correspond a un désaccakdqui ne soit pas trop grand devant le déplacement
DoPPLERAp ou a une forte saturation de la transition atomique [vamdarametres
optimisés (11.17)]. Notons que dans le deuxieme camj$§on spontanée commence
a jouer un rodle important et gu’elle réduit la réfledivde I'onde évanescente. Si par
contre le désaccord est grand par rapport au décalagee =R le couplage Dop-
pleron entre les niveaux fondamentaux et excités esigeadile, et ce n’est pas par
I'assistance de I'état excité que la diffraction peutialieu.

Interpr étation de la diffraction en incidence normale et oblique das le cadre de
I'approche DEW 1

Nous nous plagons maintenant dans le réegime d’'un déshgeand ou I'élimination
adiabatique de l'état excité est justifiee. Les potémtediabatigues donnés par
'approche de DEW 1 sont alors tous répulsifs (voir la figide10), et a premiere
vue, il n’y a pas de diffraction : I'atome ne sortirait-il pdans le méme potentiel adia-
batique dans lequel il est entré dans I'onde évanescewt®i8 montrons maintenant
que la diffraction est néanmoins possible parce que le adigbatique sur les niveaux
adiabatiques de I'etat fondamental n’est pas assuréogteince oblique ou normale.

Plus précisement, les niveaux adiabatiques sont egpan eénergie les uns des
autres par une distance de l'ordre 2ieA, en incidence oblique et de I'ordre de
~ [, en incidence normale (voir la figure 11.10). Supposons reaarit qu’un pa-
quet d’ondes atomiques soit incident sur le niveas= 0 et qu’il se trouve autour
de la positionz en mouvement a la vitesse (voir la figure 11.11). Comme les états
propres associés aux potentiels adiabatiques dépeteléntiistance, le mouvement
de I'atome induit un couplage non adiabatique vers les nixeaisins. Ce couplage
est caractérisé par une frequenite,q , et pour le couplage vers les niveaux= +2,
en incidence oblique et pour un contraste faible, I'on teogues?, .q. est de I'ordre
de

EWO(dia) (Z)

W, (11.19)

Qn.ad. =~ RV,

ol W, () est le deplacement lumineux diabatique: et 21E.E-1/(E2 +E2) le
contraste de I'onde évanescente stationnaire. Poupnéter I'expression (11.19), rap-
pelons que la partie stationnaire de 'onde évanescarirtamine |'état propre du
niveau habillél/[/édia) (z) par les étatsy, +2). Pour un contraste faible, la contamination
correspond a une amplitude de probabilité de I'ordreldft dia)(z)/zlhAD. Cette am-
plitude varie sur une échelle spatial®x, et la frequence,, .q. en donne la vitesse de
changement vue par un atome en mouvement a la vitesB®ur la probabilitéo,, .q.

de transition non adiabatique vers les niveaux d’énédrgig(z), I'estimation donnée
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Figure 11.10: Potentiels adiabatiques dans la limite deédaaturation, pour un atome
en incidence oblique (angle d’incidente~ 70°). Les potentiels sont donnés en unités
du déplacememOPPLERKA p, et la position en unités de la longueur de décroissance
1/k de I'onde évanescente.
Trait plein (tirets) : potentiels assciés a I'état fondmtal (excité), trait épais : poten-
tiels pour les ordres = 0,+1. Les potentiels sont donnés en unités du déplacement
DoPPLERARAp, et la position: en unités da /.
Paramétres : désaccotd = 30 Ap, énergie de recul, = hAp/200, énergies

d’interactiond€, = 20hAp, £ = 0.5&,, correspondant & un contraste~ 0.8.
L'énergie incidente vaut,; = 7 hAp (v,; ~ 37hq/M).
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Figure 11.11: Paquet d’'onde atomique incident dans le niggabatiques = 0. En
tirets : les niveaux diabatiques voisins= +2.

par MESSIAH! implique alors

2 2

max |Qn.ad. | *) ( €  RU Ezz )

Wy ad. < - - < (11.20)
‘ (min W wgan) 3v/3 20 hAp

oll nous avons pris, a l'inégalite), la valeur maximale du produit, W " (z) =
(2/3v3)v.;E.; que I'on déduit de la conservation de I'énergie. Si nousrfixla
composante normale,; de la vitesse incidente, la transition non adiabatique est

négligeable si 9
e= 280 >>< € ) (11.21)

KU 3v3hk/M

ou £ est le parametre d’obliquité classique que nous avomeduit au chapitre 6.
La condition (11.21) montre que c’est donc seulement erdérge rasantg, > 1,
gue l'atome suit adiabatiquement les potentiels assaigsordres de diffraction
lg,v = 2n). En incidence normale ou oblique par contre,oft 1, 'atome ne suit
pas adiabatiquement le nivegu0) par lequel il est entré dans I'onde évanescente. Le
suivi adiabatique est certes assuré pour un conteastiéparce que les états, 0) et
lg, —2) se découplent, mais un contraste faible (de I'ordre dg &%k /k.;) est déja
suffisant pour créer des transitions non adiabatiques &dretats fondamentaux.

En incidence normale ou oblique, la diffraction apparaitcdde nouveau comme
une violation de I'approximation adiabatique. Mais com&@ent a l'incidence ra-
sante, les états habillés des niveéﬁ%ﬂd)(z) sont constamment mélangés entre eux

13A. MEssIAH, Mécanique Quantiqueouvelle édition (1995), t. 2, chap. XVH,13.
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dans I'onde évanescente, et le couplage non adiabatiggepas localisé a une posi-
tion précise. Par conséquent, I'image de la diffractionrtee par 'approche DEW 1
est mal adaptée en incidence normale et oblique pourrnerédifacon quantitative les
populations des ordres de diffraction. Dans cette sitnatleest techniquement plus
efficace de choisir comme point de départ les niveaux digioes qui correspondent
au déplacement lumineux moyéf,.. e~2**. Le couplage entre les niveaux est alors
induit par la partie modulée du déplacement lumineuxpprtonnelle au contraste

€, qui est non nulle sur toute I'épaisseur de I'onde évaertsc Dans I'approximation

de BoRN (chapitre 7), les populations diffractées sont alors mis en intégrant le
couplage entre les fonctions d’'onde dans les niveaux diples. L'approximation

du réseau de phase mince (chapitre 8) suit une démarchleyaaan accumulant un
déphasage pendant le processus de réflexion. Ceci egmiggsi que la diffraction
peut étre plus efficace en incidence normale qu’en incieleasante : en effet, le maxi-
mum des populations,_., (8.85) dans I'approximation du réseau de phase mince
est de 'ordre de30 %, alors qu’en incidence rasante, I'approche DEW 1 donne des
populations optimisées de I'ordre 6é%.

L'estimation (11.21) montre €galement qu’en incidencarge ¢ > 1, 'atome
suit en effet les potentiels adiabatiques associéstat féndamental. Nous trouvons
ainsi une interprétation alternative de la coupure dditatite de diffraction en in-
cidence rasante dans le cadre du modele scalaire : laasigpades niveaux habillés
associés aux ordres de diffraction est suffisamment grande que I'atome suive
adiabatiquement le niveau d’énergie dans lequel il estatdns I'onde évanescente
stationnaire. Il n'y a pas de transfert vers les ordres nécw@dpires, a moins qu'il soit
(assisté par le passage dans I'état excité.

Conclusion. Le schéma 11.12 permet d'illustrer les difféerences efdpgproche de
R. DEUTSCHMANN et ses collegues et celle du potentiel dipolaire scalliagparait
gue les deux approches donnent des descriptions compi@nesrpour la diffraction
d’atomes par I'onde évanescente stationnaire : dansrbape DEW 1, la diffraction
n’est efficace que si le désaccord est comparable au ad#péat DOPPLER (en bas
a gauche sur le schéma 11.12) parce que I'état excité&lserelais entre les ordres
de diffraction et que le couplage entre les états fondaahentexcité est induit par
une transition a plusieurs photons, la résonance Doppléin incidence normale ou
oblique (en haut a gauche), le désaccord serait tellepsittjue I'émission spontanée
rendrait impossible la diffraction, voire la réflexion mé des atomes.

Dans I'approche du potentiel scalaire par contre, I'on seg@bans le régime d’'un
grand désaccord) > Ap, pour éliminer I'état excité. La diffraction assistpar
I'état excité est alors inefficace (la partie droite du&mola 11.12). En incidence ra-
sante, 'atome suit adiabatiquement le niveaux habiliégzpiel il est entré dans I'onde
évanescente; il n'y a pas de diffraction (en bas a droitéesschéma 11.12). En inci-
dence oblique et normale (en haut a droite), de forts cgaglaon adiabatiques entre
les niveaux habillés dans I'état fondamental sontstéésque I'atome traverse I'onde
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Figure 11.12: Comparaison entre I'approche DEW 1 et le neostgalaire.

Partie gauche: désaccord comparable au décalage Dopalgie droite: grand
désaccord.

Partie supérieure : incidence normale ou oblique, avecal@slages non adiabatiques
forts entre les niveaux adiabatiques de I'état fondanteptatie inférieure : incidence
rasante, suivi adiabatique assuré, sauf aux croiseraeités.”

Les expériences de Bonn et de Paris-Nord se situent endrage.

évanescente, et ce sont eux qui sont responsables derétidfh. Cependant, le for-
malisme du modele DEW 1 n’est pas adapté pour calculerdadide diffraction dans
cette situation parce que les couplages non adiabatiquest@as localisés dans des
croisements évités.

11.1.4 Approches tleoriques alternatives

Avant de comparer I'approche théorique du groupe de Bomreapériences de dif-
fraction, passons en revue d’autres théories qui ord@&téloppées pour la diffraction
par 'onde évanescente stationnaire. Dans leur propasitiginale [10], J. V. AINAL

et G. |. OpAT reformulent les équations couplées (11.5) en une amuattégrale, qui

est résolue numériquement par une méthode itérativein@e pour le développement
de BORN—VON NEUMANN, I'on peut s’attendre a ce que cette approche souffre de
problemes de convergence pour un champ lumineux fort, cexqlique pourquoi
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elle n'a pas été reprise par le groupe de Bonn qui, lui,tsiéressé au régime du
couplage fort.

Le groupe de V. ODRENT et de J. BUDON qui a pu observer les résonances
Doppleron dans I'onde évanescente [18], les a égalemeprétées théoriquement
[99]. Cependant, pour tenir compte de I'émission spaggaféur point de départ sont
les équations de IBOCH optiques sans quantification du mouvement externe. Ceci
empéche priori de décrire la diffraction d’atomes. Par contre, cett@tigpermet de
comprendre les résonances Doppleron observées dapéiiemce [18] parce que la
force dipolaire de 'onde évanescente est réduite audeda condition de résonance
du Doppleron. Les résonances Doppleron se manifestenst@o une réduction de la
réflectivité de 'onde évanescente en fonction du désiac

L'approche des niveaux adiabatiques du modele DEW 1 auétisée par
J. E. MURPHY, L. HOLLENBERG et A. E. SvITH [101] pour interpréter les résultats
numeériques qu'ils ont obtenus en intégrant les équationdes couplées, ainsi que
pour expliquer les observations des résonances Dopp[éfif)j du groupe de H.-
A. BACHOR. Dans ce point de vue, la réflectivité de I'onde évanetgcest réduite
Si un croisement évité apparait précisément a fgeencidenteF; : 'atome passe
alors adiabatiquement dans I'état excité qui est soanais potentiel attractif, et il est
adsorbé a la surface du diélectrique.

Des approchesitout numériques ont aussi été suivies par les groupes de
D. WALLS [134] et de C. M. 8VAGE [80]. Dans ses résultats, D. AM.s s’est
concentré sur une onde lumineuse stationnaire en géendettransmission, et sur les
résonances Doppleron vers I'état excité final. Le gras€. M. S\VAGE a simulé les
conditions de I'expérience du groupe de H.-AAdi0OR [100] et a trouvé un accord
satisfaisant pour les résonances Doppleron. Il a égalenérifie que l'intégration
numerique reproduit les résultats de I'approche DEW 1r pesl parametres choisis
par R. DEUTSCHMANN et ses collegues. Par contre, il a constaté qu’il 'y a mas d
diffraction pour les conditions expérimentales ou leugre de Bonn a effectivement
observé la diffraction. Ce differend entre I'expérieret une approche théorique qui
semble exacte (résolution numérique des équationsld®oouplées) nous amene au
paragraphe suivant, ou nous allons étudier la théoribE/ 1 dans le régime ou la
diffraction a &été observée dans I'expérience.

11.1.5 Comparaison aux exg@riences de diffraction

Dans l'annexe 11.A, nous présentons de facon plus tEsailes conditions
expérimentales dans lesquelles la diffraction d’atometabservée par les groupes
de W. ERTMER [12], d’'une part, et de V. bRENT [13], d’autre part. Nous allons
nous contenter ici des conclusions suivantes: tout d’alaaids les expériences, le
désaccord\ est beaucoup plus grand que le déplacemaerm® ERAp, et le poten-
tiel dipolaire de I'onde évanescente est suffisammenfiour que I'atome reste dans
une région ou la saturation de la transition atomiqueaabtd.

Ensuite, la longueur d’onde atomique incidente est tréisepgevant les échelles
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caractéristiques du réseau, de sorte que les expésisage#acent dans le régime semi-
classique. En particulier, les differences verticales,, entre les vecteurs d’'onde
diffractés sont grandes devant la constante de décrmiesa et I'approximation de
BORN pour un potentiel dipolaire scalaire implique alors que pepulations des
ordres de diffraction non spéculaires sont négligeabileons finalement que du
point de vue classique, 'onde évanescente stationrizatese un réseau de diffraction
géométriquement épais, dont le contraste est relagmeralevé (supérieur 80 %).
Ceci implique que l'approximation du réseau de phase mimegeut servir pour
décrire ces expériences.

Sur le schéma 11.12, les expériences de diffraction sergidlans la partie en bas
a droite. Elles correspondent donc a un régime de pdrameu les deux théories,
'approche DEW 1 ainsi que le modele scalaire, prédisemtlg diffraction est ineffi-
cace. Pour I'expérimentateur, le fait que la diffractiopuaétre observée pour ces va-
leurs du désaccord est plutdt une bonne nouvelle, pared¢agurobabilité d’émission
spontanée est alors négligeable. Pour le théoricierc@atre, une autre théorie sera
nécessaire pour expliquer les observations expériresnta

Sur les figures 11.13 & 11.15, nous représentons les mivadiabatiques que
I'on obtient dans le cadre de I'approche DEW 1 pour les pataes utilisés dans les
expériences. Sont également inclus les niveaux d’'@eignnés par I'approche per-
turbative pour le couplage Doppleron que nous avons espias paragraphe 11.1.2.
Sur la figure 11.13, nous constatons que dans I'expérieadotin, I'énergie inci-
denteFE.; des atomes est pres de la moitié du déplacememADERAZA p, et que les
atomes atteignent a peine le premier croisement évitegquL@lus est, celui-ci res-
semble plutdt a un croisement (voir aussi la figure 11.1dlaaczone du croisement a
été agrandie). Le couplage di a la résonance Doppkesben effet trop faible pour
écarter les niveaux habillés. Ceci est en accord aveddal@nalytique représenté par
le trait horizontal : il s’y confondent en fait deux traitsrdda distance, infime, corres-
pond a I'énergie de couplage du Doppleron. En effet, il s'agit la d’'un Doppleron
d’ordre tres élevé + 1 = 21), qui induit un couplage beaucoup plus petit que les
déplacements lumineux [voir (11.18)]

19
Ci(ze) = W™ (z.) (,ff—i e) < W™ (z,) (11.22)
parce quel&, e!~"* /AA ~ 0.3 < 1. Ceci implique que le premier croisement évité
gue I'atome rencontre, correspond a une séparatriceumetransmission tres proche
de 100% [voir le modéle de ANDAU—ZENER (11.15)], sauf dans une bande infime
d’énergies incidentes autour dg;, = Wo(dia)(zc). Cette bande d’énergies correspond
a des atomes qui rebroussent chemin a la position du aneisieévité ). = 0 dans
la formule (11.15)]. Dans les conditions expérimentdeetgrgeur de cette bande vaut
SE.; ~ 1072V E_;, elle est donc trop étroite pour étre observée.

L'on obtient des résultats analogues pour I'expérieneddris-Nord (voir la fi-
gure 11.15).
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Figure 11.13: Potentiels adiabatiques pour les paraséled’expérience de Bonn.
Les déplacements lumineux sont donnés en unités dacEmenDoOPPLERAA p, la
position en unités de la longueur de décroissdrieede I'onde évanescente.

En trait plein: potentiel adiabatiqdéféad)(z), en tirets:Wz(fd)(z), en point-tirets :
résultat perturbatif pour le potentiel diabatiqwédia)(z), en pointillées :WQ(fia)(z).
Le trait vertical marque le croisement de niveaux dans leutgderturbatif. Le cou-
plage Doppleron au croisement est trop faible pour que faréifice en énergie dans
le croisement évité soit visible dans la figure. Le rectamgitour du croisement évité
est agrandi sur la figure 11.14.

Paramétres : désaccofdl = 20 Ap, énergies de couplagiE, = 4.1hAp, E. =
0.69 ., énergie incidenté’,; = 0.46 hAp (v.,; = 7T3hkx/M). Les potentiels adiaba-
tiques ont été calculés numériquement en utilisarétaeis = —40, . . .+40. L'énergie
de reculE, a été négligée devant le déplacemoPPLERAA .
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Figure 11.14: Agrandissement des potentiels adiabatigoes!’expérience de Bonn
autour du croisement des niveaux (le rectangle de la figudS).1
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Figure 11.15: Potentiels adiabatiques pour I'expériate®aris-Nord. Mémes unités
que pour la figure 11.13.

Paramétres : désaccofdl = 8.3 Ap, énergies de couplagE, = 10hAp, £ =
0.4 &, énergie incidenté&,; = 0.21 hAp (v,; = 160 hx/M). Les potentiels adiaba-
tiques ont été calculés numériquement en utilisarétagls, = —20, . . .+20. L'énergie
de reculE, a été négligée devant le déplacemBoPPLERAA .
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11.1.6 Conclusion

Les niveaux adiabatiques de l'approche de DEW1 permettentcamprendre
les résonances Doppleron observées pour un désaccottbrdee de quelques
déplacements DPPLER Ap, dans un régime ou I'émission spontanée joue un rdle
important. Par contre, les observations de la diffracti@amhomnes en incidence rasante
faites a Bonn et a Paris-Nord restent inexpliquées pguede désaccord est alors beau-
coup plus grand qué p, et que le couplage Doppleron aux croisements évitégfait
tervenir une transition a un nombre de photons tres€Raf conséquent, la résonance
Doppleron est trop faible pour amener I'atome a travestat ‘excité vers un ordre
de diffraction non spéculaire. Nous avons ainsi inteiptés résultats numeériques de
D. GORDON et C. M. SAVAGE.

Les expériences de Bonn et de Paris-Nord se rapprocheatdiame situation ou
I'état excité ne joue aucun rdle dans la diffraction. @egant, si 'on adopte alors
le modele diatome a un niveay en se restreignant a I'état fondamental, la théorie
scalaire que nous avons développée au chapitre 7 dapsdidmation de B RN prédit
elle aussi que l'efficacité de diffraction est extremeiggtite en incidence rasante.
Nous avons constaté en utilisant 'image développés tapproche DEW 1, que cette
coupure de I'efficacité de diffraction provient d’un suadiabatique de I'atome sur les
niveaux d'énergie de I'état fondamental.

Dans la partie suivante de ce chapitre, nous présenterangraisieme approche
gui nous semble la mieux adaptée pour expliquer les obsengaexpérimentales de
la diffraction d’atomes en incidence rasante.

11.2 La diffraction ¢assiske) par sous-niveaux
magnetiques

Introduction

Nous montrons dans la deuxieme partie de ce chapitre q@é eretenant compte
de la structure magnétique de I'état atomique fondanheputd est possible de com-
prendre les observations expérimentales de la diffraiincidence rasante. En fait,
les mémes ingrédients ont déja été utilisés par RUTBCHMANN, W. ERTMER et
H. WaLLIS dans leur publication Reflection beam splitter for multilevel aton¥§
mais ils ont alors mis I'accent sur une onde évanescentglajmn la combinant a un
champ magnétique. lls ont montré que dans les potentigbatiques pour les sous-
niveaux magnétiques, des croisements évités appanaissus l'influence simultanée
des champs lumineux et magnétique. Dans le méme espuiteasd’approche DEW 1,
ces croisements évités agissent alors comme une ségag@iur une onde atomique
incidente. Par opposition a la théorie a deux niveaur, gnande valeur du désaccord
n‘empéche pas que les croisements évités des sousirimeEgnétiques apparaissent

14physical Review 48, R4023-26 (décembre 1993), réf. [79]
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de facon efficace, avec I'avantage que la diffraction niepas intervenir I'état excité
et évite donc I'émission spontanée.

Dans la diffraction d’'un atome avec une structure magoetigar une onde
évanescente stationnaire, des croisements évitegaggent aussi, méme en ab-
sence d'un champ magnétique. Dans les croisements, kafpent changer d’état
interne ce qui conduit a la diffraction dans un ordre noecsggire. Ce mécanisme
a été également observé par DORDON et C. M. SAVAGE de I'Université Nationale
d’Australie (Canberra) a I'aide d’'une solution numeéegie I'equation de SHRODIN-
GER dépendante du tempsHvanescent wave diffraction of multi-level ator®. Ils
ont constaté que dans les conditions expérimentalesegpéiience de Bonn, la po-
pulation de l'ordre de diffractiomw = —2 peut atteindre jusqu’'a- 15%. Nous al-
lons illustrer ce mécanisme deliffraction assistée par sous-niveaux magnétigues
l'aide d’'un modele simplifié qui permet des estimationalgtiques de la population
diffractéew_,. Nous en donnerons en méme temps une interprétatiomaiitex en
terme d’un interferometre a efferfSRN—GERLACH.

11.2.1 Peésentation du moele simplifie
Le champ lumineux

Considérons une onde évanescente stationnaire foraréeng onde en polarisation
p (ou « TM», champ magnétique perpendiculaire au plan d’incidencahe onde en
polarisations (« TE», champ électrique perpendiculaire au plan d’incidenegirepa-
geant en sens opposeé. Le champ 'electr'tf(uﬁ de 'onde évanescente s’écrit alors

E(r) = [Ee, expigr + Ese, exp (—igz)] exp (—k2), (11.23)

ou &, ; sont les amplitudes des champs électriques a la surfade&tietrique ek, ,
leurs vecteurs de polarisation. En choisissant la direafio vecteure, (la direction
Oy) comme axe de quantification, le vecteur de polarisatioromelép se decompose
en composantes, eto_,

K—q K+q
e,=a e, +a_e_= e, + e_, 11.24
f4 +%+ \/ikL + \/§kL ( )
ou les vecteurs unitaires. pour les polarisations, sont donnés par
1 :
(e, ie,). (11.25)

eL=F—
i:F\/i

Nous allons supposer que le désaccord a réesonanest grand devant la frequence
de couplage@é&,/h, ainsi que devant le déplacement Doppley. Rappelons que dans
ce régime, la saturation de la transition atomique estdabque nous pouvons nous

150ptics Communicationk30, 34—40 (15 septembre 1996), réf. [81] ; wBrratum) est a paraitre ol
les populations diffractées sont revues a la baisse paoraa la premiere version de I'article.
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Figure 11.16: Coefficients deLEBSCH-GORDAN pour une transitiod = 1/2 —
J. =3/2.

restreindre a la multiplicité des sous-niveaux magnés|m) de I'état fondamental.
Cette approche est justifiee par les conditions expéitiates

En ce qui concerne la structure des sous-niveaux magestiquous allons
considérer une transitioh = 1/2 — J. = 3/2. Les forces des transitions entre
les sous-niveaux qu’excitent les composantes de polansde I'onde évanescente,
sont alors caractérisées par les coefficients deBSCH-GORDAN donnés sur la fi-
gure 11.16.

Remarque.Ce modele simplifié differe dans certains détails daganx de R. BUT-
SCHMANN et ses collegues ainsi que de ceux du groupe de C.AMAGE : eux ont
choisi la directionOz comme axe de quantification ; ils ont inclus I'état excitea
sa multiplicité magnétique dans le calcul ; et la trapnsitatomique est une transition
J =2 — J, = 2, ce qui correspond aux conditions de I'expérience de B{bans
'expérience de Paris-Nord, une transition= 2 — J, = 3 a été utilisee.) Pour
notre part, nous avons choisi une description plus simghmtd’'objectif plus modeste
d’exposer le principe de la diffraction assistée par stusaux magnétiques.

Le cas d’une ondeévanescente progressive

Supposons d’abord que I'onde évanescente soit progessisiormeée par la seule onde
p. Nous constatons que les sous-nivepux(m = +1/2) et|—) (m = —1/2) de I'état
fondamental sont alors des états propres de I'opératediéglacement lumineu¥
dont les valeurs proprds. (=) sont données par

€2

Vi(2) A (\a+|2 + §|a,\2) exp (—2kz2), (11.26a)
dQSI% 1 2 2
V.(z) = - (§|a+\ + || )exp (—2k2). (11.26b)

Ces déplacements lumineux sont représentés sur la figut& ou nous voyons que
I'état |—) est davantage déplacé que I'éta}. Ceci est la conséquence du fait que la
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Figure 11.17: Déplacements lumineux des sous-niveauxiétagies+, v) pour une
onde évanescente en polarisatigren tenant compte de I'eff@OPPLER (comparer
a la figure 11.4). Les déplacements lumineux sont donnaméés du déplacement
DOPPLERKA, et la distance en unités dé /.

Parameétres : onde évanescente gvecy/2k;,, k = k. Les déplacements lumineux &
la surface du prisme sont déterminés @at. /nA = 2 hAp.

composante_ de I'onde évanescente en polarisatjpast plus forte que la compo-
santeo, [voir (11.24)], et que le coefficient deLEBSCH-GORDAN pour la polari-
sationo_ est plus grand pour le sous-nivelath que pour le sous-nivedy-) (voir la
figure 11.16).

Comme auparavant, nous décrivons le mouvement le longdiegietionOx dans
une base d’onde planes avec les vecteurs d'okges= k,; + vq (avecr pair) que
nous notons+, v) ; 'énergie cinétique associée au vecteurs d’ondeatifest,, im-
pligue que les paires de niveaitk, v) sont séparées les unes des autre2pa,
(voir la figure 11.17). Les courbes de potentiel de cette éigaarrespondent aux po-
tentiels diabatique$V/ (¥ (z) du sous-chapitre précédent (la figure 11.4). Pour une
onde évanescente simple, ils ne sont pas couplés entre eux

Le couplageRAMAN dans une ondeévanescente stationnaire

Ajoutons maintenant une faible onde contra-propageérdaeec la polarisation, pour
créer une onde évanescente stationnaire a faible statriaes sous-niveauxt, v)
sont alors couplés entre eux par des transitioasA qui sont schématisées sur
la figure 11.18. Ces transitions transferent des vectelorsdd +2¢ dans la direc-
tion Oz a 'onde atomique et couplent ainsi les ordres de diffaactElle sont ca-
ractérisées par des énergies de couplage qui correspbadx €léments non diago-
naux de I'opérateur du déplacement lumindixPar exemple, les transitionARAN
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Figure 11.18: TransitiorBAMAN entre sous-niveaux magnétiques pour une transition
J =1/2 — J. = 3/2 dans I'onde évanescente stationnaire.

(a,b) : 'atome absorbe d’abord un photon de I'onde contopageanté, et en émet

un autre dans I'onde co-propageagifece qui conduit a un transfert de vecteur d’'onde
Ak, = —2q. Dans le processus (a), 'atome émet un photon avec laipaii@mo _,

en passant du sous-nivead) vers le niveau+). Le processus (b) fait intervenir
I'émission d’un photom , et le changement inverse entre les sous-niveaux.

(c,d) : processus avec d’abord une absorption de I'onde@pageante€,, et ensuite
une émission dans 'onde contra-propageditevec un transfert de vecteur d’'onde

Ak, = +2q.
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Figure 11.19: TransitiolRAMAN résonnante entre sous-niveaux magnétiques dans
I'onde évanescente stationnaire. La résonance apparafjue la difference des
déplacements luminedX.(z) des états magnétiques) compense le décala@eop-

PLER 21 A p.

qui couplent les ordres de diffractioret v — 2 ont des couplages (les processus (a, b)
sur la figure 11.18)

- 4 \/5 d2 * Ok —2Kz
C5)G) = (v —2V(z)|— ) = orat§Ee™ (11.27a)
~ 2 d?

Le couplageC(fg) (z) (11.27b) correspond a une transitioaNRAN ou I'atome absorbe
un photon en polarisation de I'onde contra-propageantg et émet, de facon sti-
mulée, un photon polarisg, dans I'onde co-propageants (le processus (b) sur la
figure 11.18). L'atome passe alors de I'état magnétiguevers I'état|—).

Nous notons gu’a la difference de I'approche DEW 1, leptages entre les ordres
de diffraction sont créés par une transition a deux piofdans (11.27) intervient un
produit de deux amplitudes, , du champ lumineux]. Pour un grand désaccord, le
couplage RMAN est par conséquent plus efficace que le couplage Doppleron.

Dans la région asymptotique loin de I'onde évanescestefransitions RMAN
sont désaccordées par rapport a la condition de résenpar le doubleA, du
déplacement DPPLER (voir la figure 11.19). Dans I'onde évanescente, elles de-
viennent résonnantes lorsque les differences des a#@plents lumineuX’,.(z) des
sous-niveaux magnétiques) compensent I'écart en énerggA . Ceci correspond
aux croisements entre les potentiels diabatiques de laefigli20. Nous notons que
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Figure 11.20: Trajectoires sur les niveaux diabatiques pouatome incident dans
I'état |+, v = 0) et diffracté vers I'état—, v = —2).

les croisements ne sont possibles que parce que les niy¢awont soumis a des
déplacements differents. Comme dans I'approche DEWdguplage RMAN trans-
forme les croisements des niveaux diabatiques en croidsraertés, ou I'atome peut
passer sur une autre courbe de potentiel.

Par exemple, la transition qui relie les étptsv) et|—, v — 2) (11.27b), devient
résonnante a la position fixée par

V_(ze) = Vi(z) = 2hAp. (11.28)

Par contre, le potentiel diabatique pour le niveauv) se trouve toujours au-dessus de
celui du niveay+, v — 2) de sorte qu’ils ne se croisent pas et que le couplageR
(11.27a) n’est jamais résonnant.

Pour modéliser la diffraction d’'un atome incident daretdt|+), nous pouvons
donc nous limiter aux seuls étafts, v = 0) et |—, v = —2). Les potentiels dia-
batiques présentent un seul croisement évité (voir lardig.1.20), de sorte qu’il est
possible de donner une expression analytique simple psupdeulationswg, w_»
des ordres de diffraction. Nous présentons deux calctfisrelints : un premier dans
I'esprit de 'approche DEW 1, ou nous décrivons le croisemmévité par une tran-
sition non adiabatique a l'aide du modéele deNDAU—ZENER; et un deuxieme a
I'aide de I'approximation de BRN, ou la diffraction sera interprétée par le principe de
FRANCK—CONDON.
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11.2.2 Resultats pour la population diffractée dans I'ordre —2
Calcul avec le moatle deL ANDAU—ZENER

Pour caractériser le croisement évité des niveaux) et |—, —2) (a la positionA
sur la figure 11.20), utilisons le modele daNDAU—ZENER pour les transitions non
adiabatiques: la transmissidh; de cette séparatrice atomique est alors donnée par

(11.15)
71CH (202
Ty 7 = - 11.29
Lz exp( 2h2IiADUC ’ ( )

ou v, est la vitesse de I'atome au croisement, et nous avonséutilisariation expo-
nentielle des niveaux diabatiques pour déterminer letadignts autour de la position
z. du croisement [voir (11.14)]. En suivant 'approche DEW aus allons nous ser-
vir des fonctions d’onde semi-classiques (dans I'apprexiom BKW) en dehors du
croisement évité. A la position du croisement, nous lesgedons par une matrice de
transition de IANDAU—ZENER [voir I'équation (B5) de la réference [78]] aux ondes in-
cidentes et diffractées. L'on obtient alors le résultavant pour les populations, _-
des ordres de diffraction

Wy = 1—-4 TLZRLZ COS2 (5%0,
(11.30)
W_9 = 4 TLZRLZ COS2 5()0,

oudy estla difference de phase pour la propagation semi-giassie I'onde atomique
entre la séparatrice et les points de rebroussemengt z_ _, des potentiels associés

aux étatg+, 0) et|—, —2). Dans I'approximation BKW, nous avons
M ¥ M 7
o = — / vyo(z)dz — — / v__o(z)dz

h ’ h ’
24,0 Z— -2

M zl c M z,— c

= U2 arctanh ¢ — 2202572 gretanh — , (11.31)
hk Vs hk V2

ou a la deuxieme ligne, nous avons utilisé le résultat\dique pour la phase BKW
dans un potentiel exponentiel ['équatidPh@6) a I'annexe 3.A].

A cause de la difference de phage la populationw_, (11.30) présente des os-
cillations en fonction de la vitesse incidentg que I'on appelle le®scillations de
STUCKELBERG. Par ailleurs, la populatiom_, est proportionnelle au produt ; Ry 7
parce que l'atome doit passer par la séparatrice en trassmia lallery et en
réflexion au«retoun (ou en ordre inverse). Sur la figure 11.21, nous représsnton
les populationsv, etw_, (11.30), en fonction de I'énergie incidentk;. Nous consta-
tons que la populatiom_, s’annule si I'énergie incidentE.; est inférieure a la valeur
V. (z.) du déplacement lumineux au croisement évité. Ceci spomed au fait que d’un
point de vue classique, I'atome n’atteint pas la positipu croisement ou la tran-
sition RAMAN devient résonnante. Pour une énergie autouv’ de.), la population
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Figure 11.21: Résultat (11.30) pour la population de Ferde diffractiony = —2
dans le modéle deANDAU—ZENER, en fonction de I'énergie incidente.; (en unités
de I'énergieDOPPLERKAp). L'atome est incident dans I'état, v = 0) et diffracté

vers l'état|—, v = —2).

Trait plein (tirets) : populationv_, (wy). L'onde contra-propageante (polaris€ea
une amplitude€, = 0.25 E,. Les paramétres pour I'onde évanescente sont identaues
ceux de la figure 11.17. Le croisement évité se trouveriefgieV, (z.) ~ 1.12hAp,
ce qui correspond & une vitesse incidente~ 47 hx /M (nous avons pris’ 12 /2M =

hAp/2000).
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w_, augmente brutalement et atteint jusqu0@ %.% En fait, 'approche de ANDAU -
ZENER Nn’est pas valable dans cette situation parce que I'atonreusbe chemin a la
position du croisement évité, de sorte que la vitess€annule. Qualitativement, il
est néanmoins vrai que I'atome est alors soumis pendamnupstlong a la resonance
RAMAN . M@me une onde contra-propageafitéaible conduit alors a un transfert effi-
cace entre les potentiels diabatiques. Pour une énErgigus grande qué&’, (z.), les
oscillations de SUCKELBERG apparaissent. Leur amplitude diminue lorsque I'énergie
E.; augmente parce que I'atome traverse le croisement &g e vitesse, plus
grande et que la transmissi@p, (11.29) augmente.

La singularité des populations autour du seui] = V. (z.) provient du fait que
la longueur d’onde atomique au croisement évité devilems @omparable a I'étendue
spatiale du croisement ce qui rend caduque le calcul sessicjue qui conduit, dans
'approche de IANDAU—ZENER, a I'expression (11.29) pour la transmissitiy. Au
paragraphe suivant, nous esquissons une approche coamntéére a la diffraction as-
sistée par sous-niveaux magnétiques, ou le couplageAaR est traité comme une
perturbation a I'aide de I'approximation deoBN. Dans cette approche, la singularité
des populations au seuil disparaitra, mais nous seroitg ntles valeurs faibles pour
la population diffractéev_,.

Calcul dans I'approximation de BORN

Nous considérons maintenant le couplagevRN C(_Jg)(z) (11.27b) comme une per-
turbation qui induit une transition de I'atome de I'étaitim |0, +) vers I'état final
|—, —2). Ces états sont caractérisés par les fonctions d'endez) eto_ _»(z) dans
les potentiels diabatiqués, (z) et V_(z), avec des vecteurs d’onde asymptotiques
donnés pak.; etk. _» (voir les fonctions d’onde sur la figure 117p

Rappelons que dans I'approximation dem\, la probabilité de transition entre
les états initial et final est donnée par I'éléement derioaidu couplage RMAN entre
les fonctions d'ondeé_ o(z) et¢_ _»(z) ['€quation (7.34) au chapitre 7]

16 M?

= i [0 CR G o) (1132)

w—2

Nous donnons aux équations (11.B.4, 11.B.5) de 'annex@leixpression analytique
pour I'élément de matrice dans (11.32). Nous nous cooteriti des observations sui-
vantes: le recouvrement entre les fonctions d'ondg(z) et ¢_ _,(z) passe par un
maximum en fonction de I'énergie incidenig; lorsque leurs points de rebroussement
classiques coincident parce que I'amplitude de prolialelt grande a ces positions
(voir la figure 11.22). Ceci correspond ptincipe deFRANCK—CONDON de la phy-

®La valeurw_, = 1 correspond &1z, = Rz = 1 etdp = 0 (mod 27) dans (11.30).

YSur la figure 11.22, au lieu de décaler les déplacementmé&ur par lenergie DPPLER2AAp,
nous avons dessinées les fonctions d’onde aux énetgies, /2 qui correspondent aux vecteurs
d’onde diffractés. Ceci permet de mieux visualiser Egtale sur: dans I'élément de matrice (11.32).
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Figure 11.22: Illustration du principe d&RANCK—CONDON. Le recouvrement des
fonctions d’onde et donc l'efficacité de la diffraction eséximale lorsque coincident
les points de rebroussement dans les potentiels luminespétégs|+,v = 0) et

|—,v = —2). Les fonctions d’onde de cette figure sont dessinées aergiers qui
correspondent aux vecteurs d’'orfdeetk, _, .

sique moléculaire. Du point de vue des potentiels adigbasi qui sont décalés I'un
de l'autre par la difference en énergigA p, la coincidence des points de rebrousse-
ment des étatst, 0) et |—, —2) correspond a un croisement de niveaux a la hauteur
de I'énergie incidenté”.;. Nous retrouvons la le maximum de la population diffracté
w_o de la figure 11.21.

Contrairement a 'approche deaNDAU—ZENER, le fait que la vitesse, s’annule
au croisement ne pose pas de problemes pour I'approximd8oBoRN, car celle-
ci n'est pas limitée au régime semi-classique. Nous edoss sur la figure 11.23
gue la populationv_, augmente de fagon continue d’'une valeur nulle dans larégi
E,; < Vi (z.) (latome atteint alors le croisement évité seulement/effiet tunnel),
vers un maximum de I'ordre d& % pour E,; ~ V., (z.). Pour une énergie incidente
au-dessus du seuil, 'approximation de®N donne aussi lieu a des oscillations de
STUCKELBERG. Du point de vue du principe deRRNCK—CONDON, 'intégrale de re-
couvrement est alors dominée par la position ou les fonstd’onde ont la méme lon-
gueur d’'onde locale (la méme vitesse classidfi€e résultat de I'intégration dépend
alors de la phase relative des ondes atomiques a cettéoposie qui revient, dans
le régime semi-classique, a la difference de phigsél1.31). Nous constatons sur la
figure 11.23 que la phase des oscillations #8ECKELBERG n’'est pas la méme dans
'approche de IANDAU—-ZENER et dans I'approximation de &@N. Ceci provient du

18Cette position coincide encore avec le croisement deswveiabatique¥’, (z) etV_(z)—2hAp.
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Figure 11.23: Résultat (11.32) pour la population de Ferde diffractiony = —2
dans l'approximation dBORN, en fonction de I'énergie incidenté,; (en unités de
I'énergieDOPPLERAAp). A comparer a la figure 11.21.

Points : approximation dBORN, trait plein: modéle de&.ANDAU—ZENER (11.30)
pour le croisement évité, tirets : modéleldeNDAU—ZENER avec une correction pour
la phase de 'amplitude de transmission. En haut de la figeineecteur d’onde inci-
dentk.; en unités de:.

L'amplitude & de I'onde contra-propageante (polarisevaut€, = 0.25&,. Les
autres parametres sont identiques a ceux des figures at111721.

fait que dans le modele deANDAU—ZENER présenté ici, 'on néglige la phase as-
sociée a I'amplitude de transition dans le croisemeitegvoir par exemple [137]).
Pour obtenir la courbe en tirets sur la figure 11.23, nous stagouté un retard de
phasé®’ —7/4 a la difference de phas&y (11.31). Nous constatons qu’avec cette
correction, le modele deANDAU-ZENER reproduit avec une précision excellente le
résultat de I'approximation ded@RrN.

Pour finir, nous observons que le principe deaNCk—CONDON (la coincidence
des points de rebroussement classiques) implique la conditivante pour le maxi-
mum de ['efficacité de diffraction:

V+ Ezz

—_ = 11.33
Vo E.+2RhAp ( )

Cette condition est remarquable parce qu'elle relie desdgnars physiques trés
differentes: le rapport au premier membre dépend seuledes composantes de po-

19Cette correction est en accord avec I'expression (2.119 deférence [137], & la limite perturbative
ou la probabilité de transition non adiabatique est &ibl
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larisation de I'onde évanescente et de la structure magmede la transition ato-
mique; il est indépendant de la distangearce que les déplacements luminé&uxz)
(11.26) varient tous les deux en?*. Le membre droit de (11.33), par contre, ne
dépend que de la cinématique du jet atomique incident etedteur d’onde; des
ondes évanescentes (dans le deplacememPDER A p), il est fixé par les vecteurs
d’onde diffractés:,; etk, ..

Dans I'expérience, il serait donc intéressant d’ajugteapportl’, /V_ du membre
gauche de (11.33) de facon a optimiser I'efficacité de ifradtion. A cet effet,
'on peut envisager de tourner le vecteur de polarisatiorfaikceau lumineux qui
crée I'onde évanescente co-propageante: pour notrepaeastune transition/ =
1/2 — J. = 3/2, les déplacements lumineux varient de fagon continueedat
cas limites d’une polarisation (V.. identiques) et d’une polarisatign[V. donnés
par (11.26)]. Pour des moments cinétiques- 1/2 apparaissent des difféerences en-
core plus grandes entre les potentiels lumineux des seesum magnétiques ce qui
permet de remplir la condition (11.33) méme2siA, > F.;, donc pour un vecteur
d’onde diffracték, _, beaucoup plus grand que;. Une fois la condition (11.33) sa-
tisfaite, I'on peut ajuster la valeur du couplageNRN en faisant varier I'intensité de
'onde évanescente contra-propageante (avec une milanglifféerente de I'onde co-
propageante). Ceci permet d’optimiser les populationsodaes de diffraction pour
réaliser, par exemple, une séparatrice % /50 %».2°

11.3 Conclusion et perspectives

Pour un atome a deux niveaux, la diffraction par 'onden@gzente stationnaire en in-
cidence rasante n’est possible que grace a I'assistanoetat excité. Dans le modele
de R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS [78], I'état excité est couplé a I'état
fondamental par un processus a plusieurs photons, laaése Doppleron. Ce pro-
cessus devient résonnant dans I'onde évanescente édessjdéplacements lumineux
des états fondamental et excité compensent le désapaordpport a la condition de
résonance du Doppleron. Du point de vue des potentielbatiimes, la resonance
se manifeste a une position particuliere comme un cra@sg@vité. A cette position,
'approximation adiabatique n’est plus valable et 'ondenaique est séparée en deux
de facon cohérente lors du passage a travers le crois@viétn Nous avons constaté
gue la transmission et la réflectivité de la premiéreas@pice que I'atome rencontre,
peuvent étre modélisées de fagcon satisfaisante pavdel®de IANDAU—-ZENER pour
les transitions non adiabatiques. L'onde évanescertierstaire apparait alors comme
un ensemble de séparatrices et de miroirs: I'onde aton@traverse en empruntant

20pour estimer la valeur maximale de la population diffract®dus pouvons prendfg; = Riz = 3

dans (11.30), et estiméro = 7/4 le déphasage lorsque coincident les points de rebroesgebnn
trouve alors une population_, = 1/v/2 ~ 70 %. Voir aussi les résultats de R.EDTSCHMANN et
collegues pour I'onde évanescente avec un champ mageé&r9], ou un transfert de population de
80 % est possible.
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Figure 11.24: Interprétation de la diffraction a I'aideml interférométre dé1CHEL-
SON. L'onde atomique est separée en deux lors du premier pagsade croisement
évité A. Les deux parties sont réflechies aux miraifg0) et M(—2) qui corres-
pondent aux deux ordres de diffraction. Les ondes se reeammbapres la réflexion, et
des franges d’interférence apparaissent dans les pamgates ordres de diffraction.

plusieurs chemins qui interferent entre eux pour crééglae de diffraction.

Cependant, dans la limite d’'un désaccord grand devarggiadément DPPLER
la résonance Doppleron fait intervenir un grand nombre litgns, et le couplage
entre les états fondamental et excité est négligealdas@e régime, qui correspond
aux observations expérimentales, la diffraction d’atemest possible que grace a la
structure magnétique de I'état fondamental atomiqueyoe I'ont observé R. BuT-
SCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS [79], ainsi que D. @RDON et C. M. SA-
VAGE [81]. Des croisements évités apparaissent alors endgreldplacements lumi-
neux des differents sous-niveaux magnétiques. Danggosements, les sous-niveaux
peuvent étre couplés entre eux par une transitiaamAN qui devient résonnante
lorsque la difference des déplacements lumineux congiendécalage DPPLER Ce
mécanisme est efficace méme a la limite d’un grand desdgarce qu'’il ne fait inter-
venir que des transitions a deux photons. Il prédit quéffeadtion demande une onde
évanescente avec un gradient de polarisation et que leseatdiffractés se trouvent
dans des sous-niveaux magnétiques particuliers. En,desr@opulations des ordres
de diffraction peuvent étre augmentées en utilisant ud’g@omes préparés dans un
état magnétique donné [81].

Nous avons constaté que du point de vue de I'approximagdBakN, I'efficacité
de la diffraction est maximale lorsque les états incidéfibal ont le méme point de re-
broussement classique. Ce principe @& RCK—CONDON permet de formuler une re-
lation simple (11.33) entre les déplacements lumineuxsdes-niveaux magnétiques,
d’'une part, et les composantes normales de I'énergigiguedes ordres de diffrac-
tion, d’autre part.
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Un interf érometre de MICHELSON atomique. Nous voudrions attirer I'attention
sur I'analogie entre la diffraction assistée par les stiusaux magnétiques et un
interferometre atomique a effetrtSBRN—GERLACH [138]: dans les deux cas en ef-
fet, la structure interne de I'atome permet de créer unerpgsition d’états internes
qui suivent ensuite des trajectoires spatiales diffe®nNous pouvons alors nous
représenter le processus de diffraction comme un intarfétre de MCHELSON (voir

la figure 11.24, qui fait echo au schéma 11.7) : 'onde atpmiest d’abord séparée par
la séparatriced, les deux parties sont ensuite réflechies par des padtedtféerents,
pour se recombiner a la séparatrice lors du passage retsideux voies de sortie de
linterferometre correspondent aux ordres de diff@actr = 0, —2 dont les popula-
tions sont données par (11.30).

Dans cette image, les oscillations deU8KELBERG qui apparaissent en fonction
de la difféerence de phaser, correspondent aux franges de linterferometre. En ef-
fet, lorsque I'on fait varier, par exemple, la longueur dlendes atomes incidents,
I'on change lexchemin atomique qui est associé aux cheming(0)A et M(—2)A
représentés sur la figure 11.24. Cette interprétatiggéste aussi que I'on puisse me-
surer de facon interferométrique I'interaction den DER WAALS. Celle-ci modifie
les phases associées aux cheming)A et M(—2)A parce que lesmiroirsy (les
points de rebroussement) (0) et M (—2) se trouvent & des distances differentes de
la surface du prisme et sont soumis a des valeurs diffésaht potentiel deaN DER
WAALS. En faisant varier I'intensité de I'onde évanescentéataaire, ces points de
rebroussement se déplacent de sorte que la differencbadeqp est modifiee. L'on
pourrait méme envisager d’accéder a la partie quadaingotie I'interaction de/aN
DER WAALS (pour un état fondamental avéc> 1/2) [92] parce que les deux bras de
l'interferometre correspondent a des sous-niveauxnatagues differents.

Dépendance de I'intensié de I'ondeévanescente. Dans I'expérience du groupe de
Paris-Nord, I'on a observé une variation des populatidfisadtées avec l'intensité
globale de I'onde évanescente stationnaire [13]. Cepgndans I'hypothese ou tous
les champs lumineux varient en”*, les populations des ordres de diffraction ne
dépendent pas de l'intensité de 'onde évanescente mare un changement des am-
plitudes€E du champ lumineux revient simplement a déplacer spatiafe les poten-
tiels lumineux. C’est seulement la présence de la surfackédectrique qui peut intro-
duire une dépendance de I'intensité lumineuse, soitpaue le potentiel dipolaire de
'onde évanescente est limité par la surface, soit aecded’interaction de/AN DER
WaALS qui modifie la forme des potentiels diabatiques avec unealépendance
fonctionnelle de la distance

La diffraction assistée par sous-niveaux magetiques en incidence normale. Il

est possible detsimulen la diffraction d’atomes en incidence rasante dans une
géomeétrie d’'incidence normale. Il suffit a cet effet deesrdans le réféerentiel du labo-
ratoire ce que I'atome voit dans son référentiel propreneidence rasante : une onde
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Figure 11.25: Vlecteurs d’onde diffractés par une ond@éseente bi-chromatique.

évanescente stationnaire formée par deux ondes lungsealmt les frequences sont
décalées par une frequente- 2A , égale au double du décalag@BrPLER Puisque
le potentiel dipolaire de 'onde évanescente dépendsagplicitement du temps, la
fréquence de I'onde atomique peut changer par des mudtgigers de : I'on peut
donc transférer des énergieso (n entier) a 'atome réfléchi. Les autres composantes
des vecteurs d’onde diffractés étant fixées par la syenée I'onde évanescente, ce
transfert d’énergie augmente la composante normale dawed’ onde atomique (voir
la figure 11.25). Comme dans la diffraction en incidencentesain transfert de vec-
teur d’onde du méme ordre que le vecteur d’onde incidergesgible si I'on utilise la
structure magnétique de I'état fondamental. Des tratssfeaucoup plus grands que
le vecteur d’onde optique peuvent alors étre réalisas tarégime semi-classique.
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Annexe

11.A Les exgeriences de diffraction d’atomes

Nous rassemblons ici les parameétres pertinents pour lesriexces de diffraction
d’atomes par une onde évanescente stationnaire en ieidasante. Le dispositif
expérimental est schématisé sur la figure 11.26. Noossakhous limiter a deux pu-
blications ou a été mise en évidence la séparatiomadyangle d’'un jet atomique, en
accord avec la théorie cinématique de la diffraction :

1. la premiere observation a été présentée par le grdepW. RTMER, alors a
I'Université de Bonn (Allemagne) [12], ou I'on a utilisén jet ralenti d’atomes
de néon métastables;

2. une deuxieme observation, faite par le groupe de QRENT de I'Université
de Paris-Nord a Villetaneuse [13], avec un jet thermiquetathes de néon
métastables. Le jet est incident en dehors du ptan du réseau de sorte que la
composante de vitesse; parallele au pas du réseau est réduite par un facteur
géomeétrique.

Pour alléger le texte, nous allons parler simplement dpéreances deBonny et de
«Paris-Nord.

11.A.1 Resultats ex@rimentaux

Dans I'expérience de Bonn, envir@f % des atomes incidents sur la surface de I'onde
évanescente sont détectés dans 'ordre de diffracpécidaire ¢y = 0), et environ
1.5...3% dans l'ordrev = —2. Les populations de la figure de diffraction dépendent
du désaccord\ et passent par un maximum pour le désaccord donné au wahileh.
L'apparition du pic de diffraction dépend de fagon cruitggdu rapport des intensités
I_/I, des faisceaux qui forment 'onde évanescente statioanair

Dans I'expérience de Paris-Nord, les populations desesrdr= 0 etv = —2
valent~ 60% et~ 40%, respectivement, pour les parametres donnés aux tableau
L'on a constaté que si l'intensité lumineuse est rédd@&s %, la fraction d’atomes
diffractés diminue pour atteindre 25%, au profit de I'ordre spéculaire, alors que la
réflectivité totale reste approximativement inchangée

11.A.2 Paranetres exgerimentaux

Au tableau 11.1, nous donnons les valeurs pour le désackaztlle déplacement
DoPPLERA des expériences de Bonn et de Paris-Nord. Nous constatendams
les deux expériences,, est petit par rapport au désaccaxd
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Figure 11.26: Schéma expérimental pour la diffracticataimes en incidence rasante.
Le tableau 11.1 montre également les intenditédes faisceaux laser ainsi que le
parameétre de saturatisz = 0) a la surface du prisme, avec

L4+ T
L D244A2

s(z=0) (11.A.2)

Il restent des incertitudes sur ces quantités: d'une parduse des définitions des sec-
tions des faisceaux, et d’autre part, a cause de l'inceisur 'efficacité du systeme
d’amplification de I'onde évanescente qui a été utitias I'expérience de Paris-Nord.
Nous obtenons une estimation alternative du parametratdeasion en supposant que
'atome reste dans une partie de 'onde évanescente catusasion de la transition
atomique est faible de sorte que le potentiel dipolaire ngta forme

Viip(r) = %S(r). (11.A.2)

Si maintenant ce potentiel est suffisant pour assurer kexiéfi des atomes, nous ob-
tenons la valeus(z.,) du parametre de saturation au point de rebroussement par

2Ezi

T (11.A.3)

S(Zrep)

Pour que ce raisonnement soit valable, il suffit g, ) soit petit devant l'unité. Les
parametres expérimentaux donnés au tableau 11.1 moqgtre ceci est en effet le cas.

Les vecteurs d’onde diffracés

Au tableau 11.2, nous donnons les composantes de la vitessente, en unité de
la vitesse de recul. Ces nombres donnent également lesrtagmtre la longueur
d’onde optique et la longueur d’onde d& BROGLIE des atomes incidents. Nous
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Quantité Unité | Bonn Paris-Nord
AL nm 594 640
r 27 MHz 1.67 8.2
r Wrec 60 340
1/T ns 95 19.2
Lot mw/cn? 1 4.1
A r 540 200
Ap r 27 24
I, (@ Lot 10° 4.8 x 10°

I_]I, 0.61 0.16
E; hl’ 12 5
s(z=0) 0.14 3.5
5(2reb) 0.046 0.051
['Ting 2.9 15

Tableau 11.1: Paramétres expérimentaux pour les ey de diffraction d’atomes
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par les groupes de VERTMER a I'Université de Bonn et de LORENT a I'Université

de Paris-Nord.

(@) Pour I'expérience de Bonn, l'intensité lumineuse cqurerl a la puissance par section du
faisceau. Pour I'expérience de Paris-Nord, nous nous ssservi de la proportionnalité entre

la puissance du faisceau lumineux incident, d’'une parg patamétre de saturatiefz: = 0)
a la surface du prisme, d’autre part (voir la référen&j)[1
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Quantité Unit¢) Bonn Paris-Nord
Uree cm/s 3.3 3.1
q kr, 1.068 1.035
K kr, 0.37 0.27
U; Urec 760 25000
a; @ mrad 36 1.6
Ky © q 710 3800
k. K 73 160
ko K 170 496
ky—a K 230 680
koo © K 136i 4401
572 (d) ~ 1096 ~ 10230

Tableau 11.2: Paramétres caractéristiques pour legwescti’onde incidents et dif-
fractés. Nous notons /v.e. = A\, /Aqg > 1.

(@) Angle d'incidence par rapport a la surface du prisme (\@iigure 11.26).

®) Pour I'expérience de Bonn, le vecteur d’oride est égal au vecteur d’onde longitudiral

du faisceau atomique ; pour celle de Paris-Nord, le faisoeadent est tourné dg; ~ 81° par
rapport au plan du réseau de sorte gue= k; cos ¢;.

(©) |'onde atomique diffractée dans I'ordre= +2 est évanescente et ne contribue pas a la
figure de diffraction.

(@ Facteur d'obliquité dans I'approximation de Born poumijlitude de diffraction dans
lordrev = —2.



Régime deBRAGG 313

Quantité| Bonn Paris-Nord
q/k 2.9 3.8
£ 160 710
€ 0.97 0.69
Wy T | >~ 23 ~ 17

Tableau 11.3: Paramétres caractéristiques pour le moeneclassique.

constatons que ces rapport sont tres grands, la diffrasgsitue donc dans le régime
semi-classique.

En outre, les transferts de vecteur d'onde entre les ordeediftaction sont
grands devant la constante de décroissandear conséquent, le facteur d’obliquité
B(Ak, _o/k) est extremement petit (voir au tableau 11.2). L'approtiomade BoRN
prédit donc que les atomes sont réflechis spéculairereenue les populations non
spéculaires sont pratiquement nulles.

Le mouvement classique

Nous rappelons que le mouvement classique dans 'ondeegvante est caractérisé,
d’'une part, par le nombre de périodes de I'onde évanesstationnaire que traverse
'atome pendant le temps-type d’interactigp le long de la trajectoire classique non
perturbée. Ce nombre est de I'ordre du paramgtjee nous avons introduit au cha-
pitre 6 a I'équation (6.13). Au tableau 11.3, nous comstaijuet est grand dans les
conditions expérimentales. Rappelons que ce régimetéaise I'incidence rasante du
point de vue classique.

D’autre part, I'allure des trajectoires classiques daosde évanescente station-
naire est differente pour un réseau géomeétriguememtaret épais. Ces régimes sont
caractérisés par la valeur (petite ou grande) du paremé&t*r,, = (¢/x)[2¢/(1 —
€)]'/? [voir I'equation (6.28)] : dans un réseau géomeétrigeetrépais et en incidence
normale, 'atome oscille plusieurs fois avec un frequeanagulairev, < w** dans les
«vallées du potentielpendant le temps,,; de réflexion. Le tableau 11.3 montre que
les expériences de diffraction se situent dans le régimeédeau géométriquement
épais. Nous en concluons que le calcul perturbatif classigtroduit au chapitre 6
n’'est pas valable, il peut tout au plus donner des indicatoumlitatives. En outre,
I'approximation du réseau de phase mince n’est pas valeldenon plus, parce qu’elle
est basée sur la méme approche perturbative.

11.B Elemeénts de matrice du potentiel exponentiel (I11)

Nous donnons dans cette annexe I'expression analytiqud’p&ment de matrice qui
intervient dans la populatiom_, (11.32) de I'ordre de diffractioh—, v = —2), pour
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un atome incident dans I'état, v = 0).

En fait, nous avons déja calculé l'integrale correstaorie dans I'annexe 9.A.1
avec le résultat (9.A.9). Pour la diffraction assistéesoais-niveaux magnétiques, nous
trouvons alors I'expression suivante pour I'élément dxdrioe dans (11.32):

2M

2 (¢ —a(z )\C ( ) D40(2) = (11.B.4)
C(:;)(z = 0) kz,f2 + ki V+(Z _ 0) ik.i /2K
SRRt g ) (RE) T x
S P S L L P SO V+(z=0)

2K 2K (Z — 0)

qui est valable dans la limite semi-classiqug k. _» > , et ou o F; est la fonction
hypergéométrique définie en (9.A.8). La populatien, (11.32) de I'ordre de diffrac-
tion |—, v = —2) est donc donnée par

(+) _ k k..
W_g = <C2 (Z O) 27—2+ 21

V(z=0) 2s 5@’%,2/%)) 2P, (11.B.5)

ou ,F) estla fonction hypergéométrique dans (11.B.4).



Chapitre 12

La diffraction d’atomes par un miroir
modulé dans le temps

Présentation

Nous reproduisons en annexe de ce chapitre I'artidlenodulated mirror for atomic
interferometry par C. H., A. M. SEANE, R. KAISER et J. DALIBARD, paru dans
le Journal de Physique Il (France), pp. 1877-96 (novembre 1994). Nous y étudions
la réflexion d’atomes par un miroir a onde évanescente légootentiel dipolaire est
modulé dans le temps.

Ce systeme présente une analogie étroite a la diffnragtar une onde évanescente
stationnaire, le temps jouant le rdle de la coordonné&biotale . Aux transferts
de vecteur d’'ond@nqg dus a la périodicité spatiale de 'onde évanescentestaire
(avec une période/q), correspondent alors des transferts de frequenceu 27 /w
est la période de modulation du potentiel. A cause de lasswason de I'énergie ou,
ce qui revient au méme, de la relation de dispersion de éastdmique, les ondes
atomiques diffractées ont un vecteur d’onde avec des ceampes differentes dans
la direction perpendiculaire au miroir. La diffraction garmiroir modulé peut alors
servir de séparatrice qui crée une superposition cok@détats externes differents.
Au § 6 de cet article seront évoqués deux interferomet@sigiues pour des atomes
qui tombent dans le champ de pesanteur et qui sont réfléctifractés plusieurs fois
par le miroir modulé. Le seul élement optique dans cesfar@metres est le miroir
modulé qui sert a la fois & séparer et a recombiner lde®atomiques.

Dans l'article en annexe, les populations des ordres deadifbn seront cal-
culées pour un atome a un niveau, a l'aide de I'approxmnatie BorN (§ 3), de
I'approximation du réseau de phase mingd), ainsi qu’en résolvant numériqguement
'équation de 8HRODINGER dépendante du temp$%). Les domaines de validité des
difféerentes approches sont identifiés ; nous en compdesngsultats qui se trouvent
en bon accord dans leurs domaines de validité respectifiléqation (4.10) du
§ 4, le lecteur trouvera une demonstration alternative derlaule du déphasage de
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'approximation du réseau de phase mince [I'équatioAgBdans ce mémoire], cette
fois-ci a partir de I'équation de GHODINGER. Dans 'approximation du réseau de
phase mince, la diffraction des atomes est due a une mamtutie phase (temporelle)
de I'onde atomique réflechie, qui présente alors desdmtatérales. Nous constate-
rons de nouveau que la diffraction n’est efficace que si éesterts de vecteurs d'onde
Ak, entre les bandes latérales sont au plus de I'ordre de ldantesde décroissance
x de I'onde évanescente. Nous montrons une formulatioivéigmte de ce résultat:
la modulation de phase est inefficace si I'atome subit undyraambre de périodes
de modulation pendant le temps d’interaction. L'inverseaiaps d’interaction définit
donc lacbande passantelu miroir modulé.

Ajoutons encore que la diffraction d’'une onde de matiereupapotentiel modulé
dans le temps a été étudiée aussi dans le domaine desmgeutidée d’un miroir
modulé a été proposée par D. LAK/IG et R. REIFENBERGERen 1982 [139], et un
interferometre a trois réseaux de diffraction tempoeeété étudié par R. @ uB et
S. K. LAMOUREAUX [140]. J. FELBER du groupe de R. GLUB a présenté une étude
théorique et expérimentale de la diffraction d’'une ondetronique par une marche de
potentiel dont la position est modulée [141] ; il a en paiigr développé une approxi-
mation qui permet d’aller au-dela du spectre symétriquiadnodulation de phase que
I'on trouve dans I'approximation du réseau de phase mince.

Du coté de la diffraction d’atomes dans le temps, le graigé. DA\LIBARD du La-
boratoire KASTLER—-BROSSELde I'Ecole Normale Supérieure a Paris a pu obtenir des
résultats expérimentaux suite a la proposition tlgeaidu miroir modulé : la modula-
tion de phase de I'onde atomique réfléchie a été obsam@écembre 1994 [14], et en
fevrier 1996, un interferometre atomique a été migeidénce, ou I'atome est réflechi
trois fois par le miroir [85]. Dans la premiere de ces elg@es, les populations
des bandes latérales présentent un accord satisfaigmtiae solution numérique de
I'équation de 8HRODINGER scalaire pour un potentiel exponentiel modulé. Un écart
apparait néanmoins pour des hautes frequences de rtiodutie I'ordre de quelques
1/7ue (Ting €St le temps d'interaction) ; la modulation de phase aretévée plus ef-
ficace que prévu par la théorie. Cet écart a été adriliinteraction devAN DER
WAALS et a la présence de la surface du diélectrique qui intseehi des échelles de
temps plus courtes dans la dynamique classique de I'atdmiene une bande passante
plus élevée.

Notons finalement que la diffraction d’'une onde de mati@eym miroir modulé
représente une vérification de I'équation dH8ODINGER dépendante du temps [140,
85], et qu’elle ouvre la possibilitt de mesures de préoigarce que parmi toutes
les grandeurs physiques, une fréquence peut étre sig@@@ujourd’hui avec la plus
grande précision.
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Annexe

12.A A modulated mirror for atomic interferometry

Une version électronique de ce papier est accessiblesuraag/quant-ph/0408156.
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Conclusion de la seconde partie

Dans le régime de faible saturation, le mouvement d’'un aténdeux niveaux dans

une onde évanescente stationnaire est déterminé patdetjel dipolaire scalaire. Ce

réseau de diffraction en réflexion permet de réaliserambre de régimes differents

pour la diffraction d’'une onde atomique: d’'une part, suiMargéomeétrie du réseau,

son épaisseur et son contraste, et d’autre part, suivaprgriétés cinématiques des
atomes incidents, leur angle d’incidence et leur longuénde.

Le regime semi-classique

Les expériences de diffraction actuelles se situent damédime semi-classique de
la diffraction ou la longueur d’'onde dee BROGLIE est tres petite par rapport aux
échelles spatiales de I'onde évanescente. Plus praeist, nous avons constaté que
bien que la longueur d’'onde atomique locale varie dans Boeebhnescente station-
naire, c’est la longueur d’onde des atonmesidentsqui est pertinente pour définir le
régime semi-classique. Ce régime differe des réseauwifftaction que I'on rencontre
habituellement en optique lumineuse, ou l'indice deaétion est ou bien constant,
ou bien il varie rapidement a I'échelle de la longueur dieroptique. La diffraction
d’atomes se rapproche donc plutdt de I'optique géompétridans un milieu avec un
indice lentement variable.

Dans le régime semi-classique, la diffraction d’atomessente plusieurs pro-
priétés caractéristiques. Du point de vue de la thédrnématique, les angles de dif-
fraction sont généralement petits parce que le vecteurd# incident est grand devant
les transferts de vecteur d’onde que I'atome recoit daa@sle diffraction.

Pour les populations des ordres de diffraction, le régimmislassique im-
plique également qu’en incidence normale, une onde &eanée stationnaire avec
un contraste faible peut créer une figure de diffractioncgpieisieurs ordres non
spéculaires (voir au paragraphe 7.3). Nous avons ird&mette sensibilité de la dif-
fraction par la réflexion de I'onde atomique sur une surfacdulée, formée par les
points de rebroussement classiques. L'amplitude de mtdulde la surface de re-
broussement est une fraction de la longueur de décroissinibonde évanescente, et
la diffraction est forte lorsque cette amplitude devientaiéme ordre que la longueur
d’onde des atomes incidents. L'onde mie BROGLIE réflechie par le réseau présente
alors une forte modulation de phase.
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En incidence oblique ou rasante, I'épaisseur non null&deau implique que dans
la diffraction au premier ordre, la composante normale diterg d’'onde atomique
est quasiment conservée, a la constante de décroissaleckonde évanescente pres.
Dans le régime semi-classique, cette loi de conservagiproghée a pour conséquence
que la diffraction devient inefficace en incidence obligeisgu’elle est impossible en
incidence rasante. D’autre part, la quasi-conservatioredteur d’'onde normal permet
de realiser la diffraction de BAGG d’'une onde atomique en réflexion si le réseau
est épais. Dans ce régime, I'onde atomique incidente regfffet couplée de fagon
résonnante a une seule onde diffractée avec la mémeasanie normale de vecteur
d’onde. Cependant, pour que le couplage aux autres ondiestBes soit négligeable,
il est nécessaire que I'épaisseur du réseau soit bepystos grande que sa période ce
qui rend difficile une réalisation expérimentale de ldrdition de BRAGG.

Nous avons montré que dans le régime semi-classique, eefige diffraction
peut étre calculee avec I'approximation du réseau deseplmaince. Cette approche
est inspirée de l'optigue géométrique, ou I'on calclagphase du champ lumineux
le long des rayons géométriques. Nous l'avons identd@ame une généralisation
de I'approximation de RMAN —NATH qui est généralement utilisée pour des réseaux
de diffraction en transmission. Bien que I'atome ralemtissrebrousse chemin dans
'onde évanescente de sorte que sa longueur d’onde augniesttrajectoires clas-
siques sont un outil précieux pour déterminer la modoilatle phase de I'onde ato-
mique réflechie par 'onde évanescente stationnaireisNwons montré que la phase
de I'onde réfléchie peut étre calculee en accumulanbtergiel dipolaire de I'onde
évanescente stationnaire le long des trajectoires quoe@suivrait lors de la réflexion
par une onde évanescente simple. La figure de diffractibraless donnée par la
transformée de URIER de I'onde atomique déphasée. L'approximation du réskeau
phase mince permet de caractériser la diffraction aa-delrégime perturbatif, ou les
populations des ordres élevés sont notables. Dans detiticen, la figure de diffrac-
tion suit a peu pres la distribution de vitesse pour unéiqde classique et présente
des«arc-en-ciels aux valeurs maximales du transfert de vitesse classique point
de vue plus général, I'approximation du réseau de phaseenpermet de calculer des
déphasages dus a des potentiels qui perturbent peu owpgastda trajectoire ato-
mique. L'on rencontre de tels potentiels frequemment dlarisrférométrie atomique.

D’autres regimes

Nous avons également étudié la diffraction d’atomessdanégime quantique ou la
longueur d’'onde de BOGLIE est beaucoup plus grande que I'épaisseur de I'onde
évanescente. L'on se rapproche alors d’'un réseau dadifin optique, comme par
exemple une surface métallique ondulée. En particuléediffraction est efficace
guelque soit I'angle d’incidence.

Finalement, pour expliquer les observations expérintestde la diffraction en in-
cidence rasante, le modele d’atome a un niveau (et médeei& niveaux) n’est pas
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suffisant. Il faut alors prendre en compte la multiplicigsdous-niveaux magnétiques
de I'état fondamental atomique, ainsi que la structure elargation de l'onde
évanescente stationnaire. Dans une approche semieglasson a alors affaire a des
trajectoires sur les potentiels differents associéssaus-niveaux magnétiques et a des
transitions entre ces potentiels. La diffraction n’estgiloie que parce que la difféerence
entre les énergies internes des sous-niveaux crée ursitima résonnante qui permet
la conversion d’énergie potentielle en énergie cinégidDans ce point de vue, la dif-
fraction s’apparente a I'effeti ®RN—GERLACH dans la mesure que les états internes
sont associés a des trajectoires classiques diffearente

Perspectives

C’est un résultat un peu surprenant que ce soit seulemetitfdaction assistéee par
sous-niveaux magnétiques qui rende possible de grandsférts de vitesse (beau-
coup plus grands que la vitesse de recul) dans la directiomaie au miroir. Il est
également intéressant d’étudier ce mécanisme endancel normale ou oblique, en
utilisant une onde évanescente bi-chromatique. La strechagnétique de I'état fon-
damental atomique permet alors d’augmenter considéradriela bande passante pour
les transferts d’énergie, en comparant a un miroir vibsaalaire.

En ce qui concerne le mouvement classique d’'un atome a @amigtans I'onde
évanescente stationnaire, nous nous sommes limité damsémoire a un réseau
géomeétriqguement mince. Cependant, les équations dwenwent classiques ont la
structure d’un oscillateur non linéaire piloté ce quirpet d’envisager un mouvement
chaotique pendant la réflexion. Cette observation pragetement des conséquences
curieuses pour la théorie quantique.
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Troisieme partie

Reflexion diffuse d’atomes par le
miroir a ondeévanescente

323






Introduction a la troisieme partie

Quand une onde est incidente sur un miroir de bonne qualité,grande fraction
de son intensité est réflechie dans la direction sp&eulixée par la loi de SELL—
DESCARTES Le miroir a atomes permet effectivement de réflechirt qggyur cent
des atomes incidents a condition que les atomes soiergaufinent lents et que la
barriere de potentiel du miroir soit suffisamment élewé&espécularité de la réflexion
est le sujet de cette partie du présent mémoire, que twastiles chapitres 13 a 17.
Ce probleme a un intérét immédiat si le miroir fait partiun systeme d’'imagerie
ou encore d’'un interferometre atomique: d’'une part, &ction d’atomes qui sont
réflechis de facgon diffuse, ainsi que leur divergenceudaige, déterminent la taille de
la tache focale que I'on peut réaliser en imagerie, mévaatda limite de diffraction;
d’autre part, la réflexion diffuse réduit le contraste ttasges d’'interférence dans un
interferometre parce que les ondes atomiques diffus@ades phases aléatoires. Notre
étude contribue donc a évaluerdqualité optique du miroir a atomes. En particulier,
nous allons établir les contraintes auxquelles sont t®gjées composants du miroir
pour que celui-ci soit un élément utile de I'optique atque.

Par rapport a 'optique lumineuse, nous constatons t@liad que I'optique ato-
mique impose des criteres plus séveres a ses comppsanement parce que la
longueur d’'onde atomique est généralement beaucouppdtie que la longueur
d’onde optique. Ceci augmente considérablement la sétéside 'onde atomique aux
irrégularités dans lasurface du miroir. Mais comment le miroir a onde évanescente
peut-il présenter des irrégularités ? La barriere demitel du miroir écrante la surface
du diélectrique au-dessus de laguelle se propage I'ondeescente, et bien que la
surface puisse étre rugueuse a I'echelle de la longueadd atomique, les atomes
n'interagissent pas directement avec elle. C’est seulemdanavers un médiateur
gu’une interaction entre I'atome et la surface rugueusé peyproduire. Dans cette
partie, nous ferons appel au champ lumineux, ou plus géar@ent au champ électro-
magnétique, pour jouer ce role. En effet, la rugositéadriiface du diélectrique diffuse
le champ lumineux incident ce qui modifie le potentiel dij@ae 'onde évanescente.
En outre, I'interaction de/AN DER WAALS contient uneccorrection rugueusesi
I'on y tient compte de la structure de linterface. Dans lesidcas, nous pouvons
décrire la rugosité du miroir a atomes par potentiel ruguewqui diffuse I'atome
a son tour. Pour un potentiel rugueux donné, notre olbjestialors de préciser son
lien avec le profil de la surface rugueuse et d’évaluer ldgodite de réflexion dif-
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fuse pour une onde atomique, ainsi que la divergence angulas atomes réflechis.
Nous établissons ainsi des contraintes sur la rugosigeidace du diélectrique et sur
I'intensité du champ lumineux diffusé : le miroir est denbbe qualité si la probabilité

de réflexion diffuse est la plus petite possible.

Quant aux expériences de réflexion d’atomes, la réflediffnse a été observée
dans un passeé relativement récent par notre groupe ¥ QiSpecular versus diffuse
reflection of atoms from an evanescent wave mirtprLes atomes sont réflechis en
incidence normale, et I'on sélectionne une distributiervidesse transverse avec une
largeur de I'ordre de la vitesse de recul, en limitant ldeadu miroir. Cette sélection
revient a collimater lefaisceau atomiquepar une fente. Apres la réflexion, I'on ob-
serve que la distribution de vitesse s’est €largie a umgeila de quelques vitesses de
recul. Cette largeur semble corrélée avec la rugosité sierface du diélectrique qui est
utilisée pour créer I'onde eévanescente. Nous notongrergue dans les expériences de
réflexion en incidence rasante, un élargissement duefaisatomique a été observée
sans que le phénomeéne ait été etudié davantage [L8[dLit au plus, I'élargissement
fut attribué soit a I'émission spontanée dans I'onglanescente [19], soit au profil
d’intensité gaussien de I'onde évanescente qui créeitoirravec une surface convexe
[12]. Dans un interferometre atomique avec un miroir@as, le groupe de J.AD
LIBARD au Laboratoire KSTLER—-BROSSELde 'Ecole Normale Supérieure (Paris)
[85] a constaté que les défauts de la surface du diédgetimposent une limite a la
taille du miroir pour maintenir la cohérence des atomééchis.

La réflexion diffuse par le miroir & atomes est uwmaauvaise nouvelbe pour
'optiqgue atomique, mais nous pouvons étudier ce phé&r@rencore sous un autre
point de vue: s’il est vrai que I'atome est sensible a la sitgode la surface du
diélectrique, peut-on se servir de la distribution angeldes atomes réfléechis pour
obtenir des renseignements sur le profil de la surface ? Lispoderait alors d’'un
outil d’analyse de haute sensibilité. Pour ce problempase la question d’extraire
information sur la surface d’'une mesure portant sur lesregs réflechis. S'il s’agit
d’'un processus de diffusion simple, I'on peut s’attendi@aue la section efficace
de diffusion soit proportionnelle a la transformée d®URIER du profil de la surface.
En fait, nous verrons que I'atome est seulement sensibite &ertaine plage de com-
posantes de ®URIER de la surface. La réflexion diffuse d’atomes présentesaloe
résolution voisine de la microscopie optique en champ hpd62, 63, 64, 65]. En
particulier, 'atome n’est pas sensible a des structarkschelle atomique de la sur-
face, comme c’est le cas pour d’autres méthodes d’analyseidace (la diffraction
d’électrons lentsglow energy electron diffraction (LEED) ou d’atomes d’Hélium
thermiques [6], par exemple).

Dans la description théorique de la réflexion diffuse ata¢s, il est nécessaire de
conjuguer la théorie de la diffraction avec une approchgssique pour la surface ru-
gueuse. En effet, le profil de la surface est en généralamaibn compliquée, et nous

IA. LANDRAGIN, G. LABEYRIE, C. HENKEL, R. KAISER, N. VANSTEENKISTE, C. |. WEST
BROOK et A. ASPECT, Opt. Lett.21, 1581 (1996), réf. [66].



Introduction 327

devons nous restreindre a n’en décrire que des pregrigbyennes pour pouvoir faire
des prédictions. Nous aurons alors affaire a un probl@endiffusion par un potentiel
stochastique. Pour chaque composante@ertER de la rugosité, la réflexion diffuse
est équivalente a la diffraction par un potentiel d’iatgtion périodique. Nous sommes
ainsi amené a calculer ufienction de eponse atomiqugui caractérise la probabilité
de réflexion diffuse pour une composante @eJRIER donnée de la surface rugueuse.

Une telle approche est bien adaptée pour l'interactiorialerhe avec les poten-
tiels rugueux présents au voisinage de la surface duatiigjee. La réflexion diffuse
ressemble alors a unesollisiony dont la «section efficace est reliée a la fonction
de réponse atomique. Par contre, la surface rugueusekbetiue donne également
lieu & un champ lumineux diffus dans le champ lointain assde de la surface, avec
lequel I'atome interagit pendant un temps plus long. Le neowent de I'atome peut
alors devenir diffusif, et des approches théoriquesedifites sont nécessaires pour
caractériser I'évolution de la distribution des vitesatomique.

Soulignons pour finir que le processus de réflexion diffeseliée ici a lieu en
'absence d’émission spontanée ; nous supposons engeiefatome interagit avec
des potentiels conservatifs. Pour une surface rugueuseedptionde atomique est
certes diffusée par un potentiel déterminé ; c’est seald parce que nous ignorons la
forme explicite du potentiel rugueux qu’il nous faut inttme une description statis-
tique et qu'apparait une distribution angulaire moyenor pes atomes réflechis. Le
fait que cette distribution puisse présenter une compgesmeculaire est d'ailleurs une
signature de la nature ondulatoire des atomes : si nous/dési’atome par une par-
ticule classique, il est inévitable qu’un transfert desge ait lieu, aussi faible que soit
la rugosité. Rappelons le phénomeéne analogue pourflactibn: la distribution de
vitesse classique présente toujours un élargissemaertuipquel que soit le contraste
du réseau de diffraction ; dans la figure de diffraction mantie, I'ordre spéculaire peut
étre completement dominant si la phase de la fonctiondgaifléchie est faiblement
modulée.

L’organisation de la partie IlI

Chap. 13. Nous commencgons par présenter I'approche statisticpoessaire pour
décrire unesurface rugueuse En particulier, nous introduisons la densité spec-
trale de la rugosité qui caractérise les propriétéseanags de la surface.

Chap. 14. La réflexion d’'une onde par umiroir rugueux demande également une
approche statistique. Nous introduisons une probaldliiterentielle moyenne
pour la réflexion diffuse, ainsi que la fonction de cohérede I'onde réflechie.
Ces notions sontillustrées pour le cas simple d’'un miraifgt (infini) rugueux.

Chap. 15. Nous identifions deux mécanismes physiques qui rajoutembginage de
la surface du diélectrique, destentiels rugueuxau potentiel dipolaire du mi-
roir a onde évanescente : lI'interactiondeNn DER WAALS et l'interférence de
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la lumiére diffusée par la surface avec I'onde évanescéa miroir plan. Nous
calculons unerugosité effective pour le miroir a atomes qui est due a ces deux
mécanismes, ainsi que la largeur de la distribution dess#ades atomes dif-
fusés. Deux régimes differents sont identifieés : unmegquasi-spéculaire ou
la diffusion par le potentiel rugueux est faible et peut@&taractérisée dans
'approximation de BRN; et un régime diffus ou la distribution de vitesse
ne contient plus de composante spéculaire. C'est I'appraton du réseau de
phase mince qui permet de caractériser ce dernier régime.

En annexe du chapitre 15, nous reproduisons l'arti€lgfuse atomic reflection
at a rough mirron par C. H., K. MBLMER, R. KAISER, N. VANSTEENKISTE,

C. I. WESTBROOK et A. ASPECT, qui a été accepté le 17 octobre 1996 pour
publication dans l&hysical Review Aa paraitre en février 1997). Dans ce tra-
vail, nous étudions le potentiel rugueux créé par liféeence entre la lumiere
diffusée et 'onde évanescente.

Chap. 16. Nous étudions de fagon qualitative le mouvement d’'un atdams le poten-

tiel dipolaire de ldumieére diffusée dans le champ lointaina grande distance
de la surface. Nous constatons qu’aux temps d’interactingd, la distribution

de vitesse s’élargit de fagon diffusive, similaire a uauvement Brownien. Fi-

nalement, au

Chap. 17, nous comparons les differentes mécanismes de la réfladiffuse et

résumons les images physiques qui ont été degagéesapiicrire.

Remarque : Note pour la lecture.Le chapitre 14 introduit les notions de base pour ca-
ractériser la réflexion diffuse. Il peut étre lu avantthapitre 13 ou I'approche statistique
est présentée d'une facon un peu plus formelle. Au cteafpl, les résultats pour le po-
tentiel rugueux di a l'interféerence de la lumiere diusont seulement résumeés ; nous
donnons les détails du calcul dans l'articIBiffuse atomic reflection at a rough mir-
ror » reproduit a I'annexe 15.B. Au chapitre 16, nous nous serdenquelques résultats
donnés a I'annexe 15.B: d’'une part pour le champ luminéfiiusd et d’autre part pour

la variante statistique de I'approximation du réseau desphmince.



Chapitre 13

Description statistique d’'une surface
rugueuse

Nous présentons dans ce chapitre un modele statistiqued@arire une surface ru-

gueuse. Cette approche permet de calculer des valeurs nes/de certaines quan-
tités physiques qui interviennent dans l'interaction @éumiéere ou des atomes avec
une surface rugueuse. Nous allons supposer que les pgésgstatistiques de la surface
sont caractérisées par la densité spectrale du profils adeuxieme moitié du cha-

pitre, nous présentons des mesures expérimentales moéftent d’obtenir la densité

spectrale.

13.1 Mockle statistique

13.1.1 Le profile de surface

Nous allons décrire la surface rugueuse par la notatioreseptée sur la figure 13.1:
les points de la surface sont donnés par

(z,y,2) = (R, s(R)) (13.1)
Z
A
Z= SR) R
—MW%—_"_)

Figure 13.1: Notations pour décrire une surface rugueuse.
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ou s(R), le profil de surfaceest sa déviation du plan de référence- 0. Nous sui-
vons la convention de ABRERA, CELLI, GOODMAN et MANSON [58] et notons les
coordonnées paralléles au pla@y par le vecteur a deux composanig@s= (z,y).
De fagon analogue, les composan(tes k,) d’un vecteur d’ondék seront notées par
K.

Le profil s(R) de la surface est en général une fonction compliquélesttdifficile
de I'obtenir explicitement. Nous avons donc recours a y@ache statistique ou
n'interviennent que ses proprieétés moyennes. Plusgim@éent, nous modélisons le
profil s(R) par unprocessus @atoire gaussien invariant par translation qui vaétra
en moyenneExpliquons-nous.

Propri étés statistique en un point

A une positiorR donnée, nous modélisons la céte- s(R) par unevariable akatoire
qui est caractérisée par une densité de probapiité). Sa valeur moyenne s’annule

(s(R)) = / ds pr(s) s = 0, (13.2)
et son écart quadratique moyen vaut
<52(R)> = /ds pr(s)s? = o2 (13.3)

Nous appelerons la quantit@a rugosi€ de surface.

La densité de probabiliter (s) contient toutes les informations statistiques sur le
profil en un poinfR donné. Le fait que le processus aléatoire gaitssienmplique en
particulier quepr(s) est une densité de probabilité gaussienne. Au lieu derlaitde
de probabilitépg (s), il est plus commode d'utiliser fonction carackristiqueMg (1)
gui contient I'information équivalente : elle est défipar la valeur moyenne

Mg (p) = (expips(R)) = /ds pr(s) expips. (13.4)

Remarquons gu’elle est la transformée drJRIER de la densité de probabilig (s)
par rapport a la cote. En développant la fonction caractéristique en puisssuait
parameétre:, nous retrouvons les valeurs moyenf€sR)) (les«moments) du profil
de surface:: (i)
)"
Mr(p) =Y “20 (s"(R)). (13.5)

|
n—=0 n.

Le développement de la fonction caractéristiqggénere donc les moments de la va-
riable aléatoires(R), c’est pour cette raison que I'on appellé (1) aussi la fonction
génératrice.

Comme la densité de probabiliter (s) est une gaussienne, la fonction ca-
ractéristique vaut

2
Il s’ensuit que le moment d’ordre quatre, par exemple, yat(R)) = 30*.

Mg (u) = exp (—M—ZJQ) ) (13.6)
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Fonction de corrélation en deux points

La densité de probabilitéen un point pr(s) [ou la fonction generatricé/g (1)] ne
contient pas encore toutes les propriétés de la surfageeeuse. En effet, nous pouvons
eégalement considérer une mesure conjointe des profdeambsitionR; etR,. Cette
mesure donne acces aftanction de corelation

Cs(Rl, Rg) = <S(R1)S(R2)> . (137)

Notons que par sa définition méme, la fonction de coridagst paire C;(R1, Ry) =
Cs(Ro, Ry).

La fonction de corrélation exprime dans quelle mesure dsscde la surface aux
positionsR; et R, ne sont pas indépendantes : dans la lifite— R, hous avons
s(Ry) — s(Ry), et la fonction de corrélation tend vets?*(R,)) = o?; pour une
grande distance enti®; etR,, par contre, les cotegR ) ets(R,) n’ont plus aucune
relation entre elles, et la fonction de corrélation tendyg(R,)) (s(Rz)) = 0 & cause
de (13.2).

Le fait que le processus aléatoire sidtistiquement invariant par translatiom-
plique que la fonction de corrélation (13.7) ne dépend dri¢a difference des posi-
tions 1

Cs(R2, Ry) = C5(R1 — Ry). (13.8)

Nous représentons des exemples de fonctions de coorélatir la figure 13.2. La
distance-type. = |R, — R4| sur laquelle les corrélations entre deux points de la
surface disparaissent, s’appellddagueur de corelation

Le résultat d’'une mesure simultanée des profils= s(R;) ets; = s(R;) est
distribué selon une densité de probabilité joinke r, (s1, s2). De fagon équivalente,
la statistique de la surface en deux points est contenudaémsction caractéristique

Mr, Ry (b1, p2) = (expliprs(Ra) + ip2s(Ra)]) - (13.9)

Pour le cas d’'un processus gaussien invariant par trams)atile prend la fornve

1
Mg, R, (1, p2) = exp{—§ [u?aQ + 211111205 (Ry — Ry) + ugaﬂ} . (13.10)

Par transformée deduRIER inverse par rapport a; et ., hous obtenons la densité
de probabilité conjointe pour les coteset s, :

(13.11)

1 [ S% + 20128152 + S§‘|
exp|—

PR1,R (81, 52) =
o 2102,/1 — C, 202%(1 = C1,)

IPour un processus aléatois¢) dépendant du temps, cette propriété est satisfaitét siest un
processustationnaire La fonction de corrélation dépend alors seulement deflarence de temps:

(s(t1)s(t2)) = (s(0)s(ta — t1)).

2M. NIETO-VESPERINAS Scattering and Diffraction in Physical Opticgquation (7.41).
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ou nous avons noté la fonction de corrélation R, — R,) par Cy» pour alléger
I'écriture. Les cbtes; et s, sont donc desariables abatoires gaussienngparce que
leur densité de probabilité est I'exponentielle d’'unerie quadratique). Cependant, a
cause du termé’jys;s, dans I'argument de I'exponentielle, la densité de prdiiabi
(13.11) ne se décompose pas en un produit de deux lois dalplitds pour les cotes

s1 etsy ; ceux-ci ne sont donpas des variables ahtoires inépendanteC’est seule-
ment dans la limiteR, — R;| > /. qu’elles deviennent indépendantes parce que la
fonction de corrélatiod';, tend vers zéro.

Caractérisation statistiquea tous les ordres

Finalement, toutes les propriétés statistiques de l@aseirsont contenues dans une
hiérarchie infinie de fonctions de corrélations

(s(R1)s(Ry)...s(Ry)), n=12,... (13.12)

On peut les trouver toutes & partir decfanctionnelle caractéristiqué/ [{x.(R)}] qui
est définie par la valeur moyenne

M{uR)Y] = <expi/dRu(R) 8(R)>. (13.13)

La fonctionnelle génératrice dépend de la fonctigiR). Elle généralise les fonc-
tions caractéristiques/g, (1) (13.4) etMr, r, (11, 12) (13.9) que I'on retrouve pour
u(R) = po(R—Ry) et uw(R) = w1 6(R — Ry) + p20(R — Ry). Pour obtenir la
fonction de corrélation (13.12), nous prengr®) = 3", 11;6(R — R;) et identi-
fions le terme proportionnel au produity . . . 1, dans le développement limité de la
fonctionnelle caractéristique (13.13) en fonction des

La propriété importante des processus aléatoires gaussest que leur fonction-
nelle caractéristique est connue et prend une forme sirRplgr le cas d’'un processus
de valeur moyenne nulle et invariant par translation, eltelennée pér

M{{p(R)}] = exp| 5 [dR AR 4(R)u(R) C,(R' ~ R) . (13.14)

A cause de cette forme de la fonctionnelle caractéristitates les fonctions de
corrélation an points avecn > 2 d’'un processus aléatoire gaussien s’expriment a
l'aide de la seule fonction de corrélatioh (R’ — R). A titre d’exemple, la corrélation

a quatre points vaut

(s(R1) s(R2) s(R3) s(Ry)) = C5(R; — Ry) C5(R3 — Ry) +  (13.15)
+Cs(Ry — R3) C5(Ry — Ry) + C5(Ry — Ry) C5(Ry — Ry),

alors que les corrélations pourimpair s’annulent.

3L. MANDEL et E. WoLF, Optical Coherence and Quantum Optiégjuation (2.1-11), réf. [142)].
4Ceci est un résultat particulier dihéoréme de WK ». Dans le contexte des processus aléatoires,
ce théoreme s’appelle encoredhnéoreme des moments gaussie(gaussian moment theorgfi42].
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13.1.2 Spectre dd-OURIER

Nous pouvons également exprimer les propriétés stpiess de la surface par sa trans-
formée de BURIER. Nous supposons que ce développement existe de sorte que le
profil de surface peut s’écrire sous la forme::

s(R) = / (iW?QS(Q) QR (13.16)

ol Q = (¢, g,) est un vecteur d'onde (ou uriequence spatiaf® parallele au plan
z = 0. Comme le profils(R) est une quantité réelle, nous observons que sa trans-
formée de BURIER S(Q) vérifie la propriété

S(-Q) = 5°(Q). (13.17)
Pour une surface de taille finie?, le développement (13.16) devient
1 i
s(R) =75 2 S(Qu, ) Qe B, (13.18)
ou les vecteurs d’ondes discr€s, ,,, sont donnés par

2

an,ny = f (nara ny) 5 (1319)

avecn,, n, des entiers (positifs ou négatifs).

Densite spectrale

L'équation (13.2) implique que les coefficients deURIER du profil s’annulent en
moyenne
(S(Q)) =0. (13.20)

Ensuite, la corrélation entre les frequences spati@e®t Q. vaut, en utilisant la
fonction de corrélation (13.7) et I'invariance par traign (13.8),

(S*(Q1)S5(Qa)) = (2m)%6(Q1 — Q2) Ps(Qu), (13.21)

ouP(Q) est la transformée deduRIER de la fonction de corrélation
PQ) = / dAR C,(AR) e IQAR, (13.22)

Cette quantité s’appelle ldensié spectralgou le spectre) de puissance de la rugo-
sité de surface. Elle donne la valeur quadratique moyeorn@afil de surface a une

SAu sens stricte, les composantgsg, représentent despulsations spatiales, mais nous n'allons
pas faire cette distinction ici.
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fréequence spatiale donnée. Pour une surface finie d/&iréa corrélation (13.21) de-
vient

(S*(Q1)S(Q2)) = L*q,.q. P:(Qu). (13.23)

0Udq,.q, estle symbodle de KONECKERhabituel. La relation (13.22) entre la densité
spectrale et la fonction de corrélation est le theorem@MENER et KHINTCHINE
[142]8 Dans I'hypothése d’'une surface a statistique gaussjdargensité spectrale
(étant la transformée deduRIER de la fonction de corrélation) contient donc toutes
les propriétés statistiques de la surface.

En prenant I'inverse de (13.22) et en sachant que la fondearorrélation vaut?
pour AR = 0, nous obtenons la rugosité de surfaceomme une intégrale sur toutes
les frequences spatiales de la densité spectrale :

2 dQ
0% — / G P(Q) (13.24)
Cette expression montre que la rugosité de surface conbieaucoup moins
d’'information que la densité spectrale. Notons encoraigg’mesure expérimentale
de rugosité donne une valeur pauwrqui est l'intégrale de la densité spectrale sur
une bande limitée de frequences spatiales qui dépena dsdlution (transverse) de
'appareil de mesure.

La représentation deduRIER du processus aléatois€R ) présente I'avantage que
dans la fonctiort(Q), considérée comme un processus aléatoire, les amgditi{@ )
sont non corrélées comme le montre I'expression (13K4)s pouvons méme mon-
trer qu’elles sont des variables aléatoires indépemrdasitla surface a une statistique
gaussienne : considérons a cet effet la fonctionnelleataristique définie par

Q)Y = (expi [1QE(Q (@) (13.25)

ou la fonction complexé(Q) a la méme symétrie (13.17) que I'amplitude deu~
RIER S(Q): £(—Q) = £*(Q). Pour calculer (13.25), nous utilisons la fonctionnelle
caractéristiqué/[{u(R)}| définie & (13.13), avee(R) donné par

u(R) = [aQe (@) e ", (13.26)

En utilisant I'expression (13.14) poud[{x(R)}] et l'invariance par translation, on
obtient alors

WHEQ@)] = e[ [aQ EQF erP@)].  (327)

Comme cette fonctionnelle caractéristique est I'exptiea d’une forme quadra-
tique, la transformée deduRrRIER S(Q) estégalement un processustaloire gaus-
sien comme c’est le cas a I'équation (13.14) pour le prafit). En outre, la fonction-
nelle caractéristique (13.27) est un produit (infini) dedibons caractéristiques pour

SNotons que ce théoréme existe méme si le profil de surtage@me n'admet pas de transformée
de FOURIER; il suffit en effet que cette transformée existe pour la fanmcde corrélation de la surface.
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chacune des frequences spatidlgsEn prenant la transformée d®BRIER inverse
[pour I'ensemble continu de§Q)], I'on trouve alors que la densité de probabilité
pour les amplitudes dedURIER S(Q) se factorise, les'(Q) sont donc des variables
aléatoires indépendantes.

Exemples

Une densité spectrale particulierement simple est unstaate (unxbruit blano),
P.(Q) = (0/K), (13.28)

ouo /K estune rugositBmspar unité de frequence spatiale. La fonction de cotidxat
est alors une fonctiod:

Cs(AR) = (0/K)*5(AR), (13.29)

et les cotes(R,) ets(R,) sont des variables aléatoires non corrélées et indigpees
pourR; # R, [voir la fonctionnelle caractéristique (13.14) dans cg]ca

Expérimentalement, I'on rencontre souvent des densfiéstrales en loi de puis-
sance,P;(Q) « |Q|~%, qui ont une portée assez longue. Dans ce cas, la rugosité
n'est finie que si I'exposant est strictement supérieur2a[sinon l'intégrale (13.24)
diverge a la limitdQ| — oo] et si I'on introduit une coupure aux basses fréquences,
par exemple de la forme suivante

o? 2m(a—2)
X (L QAT

Ps(Q) = (13.30)

ou le vecteur d'ondé\ régularise la divergence de la densité spectrdle & 0. La
fonction de corrélation est alors donnée’par

a/2-1
) Koo (AAR)) (13.31)

202 (AA
CJ(AR) = ——— <|R‘

(/2-1)\ 2

ou I'(-) est la fonction Gamma d'H.ER et K, (-) la fonction de BSSEL modifiée

de la deuxieme espece. Nous avons supposé ici que lat@lepsictrale est inva-
riante par rotation dans le plan des vecteurs d’oell s’ensuit que la fonc-
tion de corrélation est aussi invariante par rotation danglan zOy. La fonction

de corrélation (13.31) est représentée sur la figure, ¥®Ar quelques valeurs de
'exposantw. Notons que dans le cas particuliee 3, elle décroit de fagon exponen-
tielle, C,(AR) = o? exp(—A|ARJ). Cette forme pour les corrélations a été proposée
par EASTMAN [59] sur la base d’observations expérimentales et atligar le groupe
de FELLETIER [61].

’La transformée de GURIER inverse de la densité spectrale (13.30) se calcule ael'dis for-
mules 6.2.1 et 6.2.2 ddandbook of Mathematical Functioréxdité par M. BRAMOWITZ et |. A. STE-
GUN.
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Figure 13.2: Fonction de corrélation (13.31) pour des e&pts différents, en fonction
de la distance normaliség) = A|AR| et normalisée a I'unité poyr= 0. Tirets:
a = 2.2, trait plein :a. = 3, point-tirets ‘o = 4.

Finalement, du point de vue du calcul analytique, une fonatie corrélation par-
ticulierement commode est une gaussienne:

(13.32)

A 2
C,(AR) = 0% exp <— R ) :

202

ou/. estlalongueur de corrélation. La densité spectraldest gaussienne elle aussi:

PA(Q) = 27 0202 eXp<—%Q2€3> , (13.33)

avec une portée de I'ordre d¢) ~ 1/¢..

Simulation numérique

Rappelons qu’a cause de l'invariance par translationaheglitudes de BURIER du
profil de surfaceS(Q) sont des variables aléatoires indépendantes [voir 1 322
(13.27)]. Nous pouvons tirer profit de cette propriéténsiouler numériquement une
surface rugueuse. L'on choisit d’abord une taille fihfepour la surface, les frequences
spatiales prennent alors les valeurs discr@lgs,, données a (13.19). La valeur qua-
dratigue moyenne de I'amplitude d®BRIER du profil vaut alors [voir (13.21)]

(18(Qu.n,)?) = L* Pu(Qu, ., ). (13.34)
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Figure 13.3: Réalisation d’'une surface rugueuse a unemsion avec une densité
spectrale gaussienne. La rugosité mrgert d’unité pour les cotes verticales et la lon-
gueur de corrélatiof. d’unité pour les positions transversesDans la simulation, la
taille de la surface rugueuse vaut= 25/, et nous avons simulé la surface par 128
points équidistants.

Une possibilité de générer une réalisation parterelide la surface rugueuse est donc
de choisir les amplitudes deoBRIER de la fagon suivante

S(Quun,) = VL*P(Qnan,) €XPign, n, (13.35)

ou les phasesg,, ,, sont des variables aléatoires indépendantes avec unieution
uniforme entre) et 27. [Le choix (13.35) n’est pas unique, il ignore en particulie
des fluctuations du module d&Q,,, »,).] Un exemple de surface aléatoire en une
dimension avec une densité spectrale gaussienne essegpee sur la figure 13.3.

13.1.3 Ergodicié

Les valeurs moyennes dont nous avons parlé jusque laasotdrpréter dans le sens
d’'une moyenne d’ensembld¢’'on imagine une collection infinie de réalisations de la
surface rugueuse qui sont distribuées selon une dersipeatabilitép[{s(R)}] qui
dépend du profik(R) a toutes les positiorR.

Cependant, dans la réalité, I'on ne dispose souvent quieedseule réalisation
d’une surface rugueuse. Nous pouvons alors obtenir quanaenses propriétés statis-
tiques si la rugosité de surface esgjodique ceci veut dire que les valeurs moyennes
calculées par rapport a tous les points d’'une réalisgigrticuliere de la surface sont
identiques aux moyennes sur un ensemble infini de réalisatPar exemple, 'on peut
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alors obtenir la rugosité par

12

2
o

% /dR S2(R) (13.36)

sur une surface de taille?, sila moyenne de(R) sur la surface s’annule.

13.2 Mesures exprimentales

Nous avons effectué des mesures expérimentales de t@igosiur les surfaces
de quelques prismes diélectriques qui ont été util&déddnstitut d’Optique pour
I'expérience du miroir & atomes a onde évanescenteniessires ont été faites avec
deux méthodes differentes: un profilometre optique emicroscope a force ato-
mique. Dans ce paragraphe, nous allons d’abord rappel@rilegpes physiques de
ces méthodes et ensuite présenter comment I'on obtiengtzsité et la densité spec-
trale a partir des données expérimentales.

13.2.1 Methodes de mesure
Profilomeétre optique

Le dispositif central du profilomeétre optique de la scgiBygd est un interféerometre
laser dont le schéma est esquissé sur la figure 13.4. Dalniaamle I'interferometre,
un pointR dans la surface a mesurer sert de miroir (partiellemdl@atéissant) pour
un faisceau lumineux. Le profi{ R) modifie la phase(R) du faisceau réfléchi:

o(R) = 2k s(R), (13.37)

ol k est le vecteur d’'onde du faisceau luminéwes variations de la phagéR.) du
faisceau réfléchi par la surface sont mesurées en |lentargarférer avec un faisceau
réflechi par un point de réferenBéffixé sur la surface. Lintensité lumineuse mesurée
est alors proportionnelle a

I1, o |expid(R) + expi(gusr + )|’ (13.38)

ou o est la difféerence de phase entre les deux bras de I'imtarfétre. Ce montage
interferométrique permet de mesurer des variationsoatess du profil de surface en-
dessous de la longueur d’onde optique: en effet, en chargigonvenablement la
phasep par rapport a la phasg du faisceau de référence et pour une phade)
faible devant I'unité, la variation/;, de I'intensité lumineuse est directement propor-
tionnelle au profil de surface:

oI, x ks(R). (13.39)

8Zygo Inc.,Heterodyne Profilgrmodele no. 5500, voir aussi [143].
SLe profilometre« Zygo» utilise une longueur d’onder/k = 632 nm.



Surface rugueuse 339

C: Det.

A Sep.

Prot P(R)

Figure 13.4: Schéma expérimental du profilométre opgtidlappareil mesure le profil
de surface sur un cercle autour de la position de réfénegte
Sép. : séparatrice, Dét. : détecteur.
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Figure 13.5: Exemple de profil de surface mesuré par le proétre optique. Le profil
est donné eA.

Une haute résolution des variatiofis, se traduit donc par une haute résolution du
profil s(R). L'appareil avec quuel les mesures ont été faites estip pour une
résolution verticale dés < 1 A.

La mesure est effectuée en déplacant le gRistir un cercle centré autour du point
de référencdRéf (voir la figure 13.4), le périmetre de ce cercle vaut 1017 um.
Le profilometre couvre donc une partie essentiellemerdiom@nsionnelle de la sur-
face. Le faisceau laser du profilometre optique est amané&ipe fibre optique vers
I'échantillon et focalisé sur la surface. Selon les #jpétions du constructeur, la tache
focale a un diametre;, ~ 2 um. La résolution transverse de la mesure du profil de
surface est donc de I'ordre de;, et le profilomeétre n’est pas sensible a des compo-
santes de BURIER de la rugosité de surface au-dela d’une frequence $péitidte de
'ordre degn.x ~ 1/w;. Du cdté des basses frequences spatiales, le profilerast
limité par la longueul finie du tracé echantillonné, et la fréquence spatial@male
vautgyi, ~ 27/ L.

Un profil-type mesuré par le profilométre est donné suglaré 13.5. Les données
expérimentales correspondent aux valeyss) du profil de surface & un nombpé =
1024 de positions:; équidistantes, avetr = x;,; — x; = L/N =~ 1 um. La rugosité
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Figure 13.6: Distribution des hauteu#s:;) pour les données de la figure 13.5.
Tirets : distribution gaussienne centrée a zéro et deewariancer> que la distribu-
tion expérimentale.

de surfacer est alors donnée par la version discrete de I'expres&i®i36) :

SR
o = NZ (z;) (13.40)

ol Nous avons supposé que les poiits) sont de valeur moyenne nulle.

Nous comparons sur la figure 13.6 la distribution des vale(rs dans le pro-
fil mesuré a une distribution gaussienne avec une variahc€eci nous permet de
vérifier si la surface a une statistique gaussienne. Nonstatwns que la distribution
expérimentale est un peu moins large qu’'une gaussienns,ghadalement, 'accord
est assez satisfaisant. Notons néanmoins que cette maswgeffit pas pour affir-
mer que la statistique de la surface est gaussienne. A @ gffaudrait analyser
également des distributions analogues pour toutes legiéms de corrélation. Nous
allons quand méme supposer une statistique gaussierceqaz cette hypothéese est
particulierement commode pour le calcul théorique.

Sur la figure 13.7, nous représentons la fonction de airo#l a deux points que
nous avons calculée a l'aide de I'expression

1
Cs(Ax,y,) :NE s(x;) $(Tmas) (13.41)
i=1

ou la distance entre les points vaut,, = m dz. Nous constatons que les corrélations
décroissent sur une distante~ 5 um. Les oscillations a plus longue période qui ap-
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Figure 13.7: Fonction de corrélation (13.41) pour les d@msnde la figure 13.5. Elle
est normalisée a l'unité pouxx = 0.

paraissent sur la figure 13.7 et qui font que la fonction degtation présente aussi des
valeurs négatives a certaines distances, sont deaetgéfus a I'appareil de mesufe.

Microscope a force atomique

Le microscope a force atomique permet de mesurer le profdultace avec une
résolution transverse bien meilleure que le profilomeptque [143, 144]. Il présente
méme la possibilité de résoudre la structure atomiquéadsirface, mais nous ne
nous sommes pas servi de cette résolution maximale. S@mvénient est que la
mesure couvre la surface sur une taille beaucoup plus pe&tBordre de quelques
micrometres au carré.

Le principe de I'appareil est esquissé sur la figure 13.8. La surface est balayée
par une pointe de silicium cristallin qui est montée sureandr. A une distance a la
surface de quelque&sngstr'om, la pointe est soumise a une force qui varie Epiht
avec la distance (attractive a grande distance, puidsi®pla courte distance). Cette
force conduit a un flechissement du levier qui tient la pmiet en vertu de la loi de
HookK, ce flechissement est proportionnel a la force exercéla gwinte. L'on mesure
le flechissement du levier par le déplacement d’'un faisdaser qui est réflechi par
un miroir monté sur le levier. Ce signal permet d’assemidistance entre la pointe
et la surface a une valeur fixe, en déplacant la surface ldagirection normale avec
un élément piézo-électrique. L'échantillon avecuaface a mesurer est montée sur un
tube flexible qui est déformé par des éléements pidectégues également. Linflexion

OMichel MuLLOT, ingénieur de recherche a I'atelier d’optique de I'lhsto’Optique.
park Scientific Instrumentgtomic Force Microscope
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z=5sR)

Figure 13.8: Schéma de principe du microscope a forceigt@mpPte. : pointe, Lev.:
levier, Dét. : détecteur sensible a la position du faasciaser.

de ce tube déplace la surface dans les directions tramsvedre signal du systeme
d’asservissement de la distance de la pointe permet alobdatiir une cartographie
de la surface rugueuse.

Le microscope a force atomique fournit une image rectamgubjui contientV?
points de mesure ave€ = 256. Nous avons pris des images en forme de carré avec
des arétes dé.5 um et del ym. En raison du systeme de déplacement transverse de
la surface, les images brutes contiennent une courbureuwtansdirection qu'il faut
corriger avant de les exploiter. A cet effet, nous avonaretné un polyndme d’ordre
4 de chaque ligne des imagesdé x 7.5 um? et un polyndme d’ordré des images
del x 1 um?, la distorsion étant plus forte pour les images a plusdjfarmat.

Les données expérimentales correspondent aux vadétirs/;) du profil pour un
maillage (z;,y;) de N* = 256 positions equidistantes dans un carré de tdifle
(L = 7.5pum ou L = 1pum). La résolution transversér est donnée par la distance
entre les points de mesure, elle estide= 30 nm pour les images de grande taille et
dedxr = 4nm pour les petites imagé$.Nous représentons une partie d’'une image-
type du microscope a force atomique sur la figure 13.9. LEsivss(x;, y;) du profil
de surface donnent la rugosité de surfagear une expression analogue a (13.40).

13.2.2 Resultats pour la rugosié de surface

Nous présentons ici les résultats expérimentaux poux derfaces polies de qua-
lités legerement differentes. La surface A a étéital¥e dans I'atelier d’optique de
I'Institut d’'Optique a Orsay en polissant un substrat deevele type« LASFN18),
et la surface B par la société General Optics au Etats;Unis un substrat de
type « TaFD30). Au tableau 13.1, nous donnons les résultats obtenus pouwgb-

12| a limite inférieure pousz dépend de la taille et de la forme de la pointe qui interagicda
surface. Elle peut étre estimée de I'ordre de quelduggstrom, étant donné que le microscope a force
permet de résoudre la structure atomique d'une surfac [144].
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Figure 13.9: Partie d’'une image de surface mesurée aveaarnsoope a force ato-
mique. Cette partie a des dimensiansl x 1.41 um, et contienti8? points de mesure.
Le profil de surface est donné én

L’anisotropie de I'image provient du mécanisme de la pdes données: la pointe
du microscope a force atomique balaie la surface le longadéirectionOx, et en
déplacant I'échantillon dans la directi@ry, I'on construit la topographie de la surface
ligne par ligne.
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Prof. opt. M.fa.7.5pum M.fa.,1pum
A 2.6 3.0 1.8
B 1.2 2.1 1.0

Tableau 13.1: Rugosité de surfax:(éenf\) pour les deux surfaces analysées, obtenues
avec le profilometre optique et le microscope a force afomni(a partir d’images de
taille7.5 x 7.5 ym? et1 x 1 um?).

Surface A: superpoli de I'atelier d’optique de I'InstitutQptique a Orsay (substrat
LASFN18), surface B : superpoli de la société General €3@iix Etats-Unis (substrat
TaFD30).

sité o par le profilometre optique et le microscope a force atamjcgen utilisant la
formule (13.40). Nous constatons guest de I'ordre de Angstrom, donc tres petit
par rapport a la longueur d’onde optique.

13.2.3 [etermination de la densi€ spectrale
Principe du calcul

Les données expérimentales permettent de calculer tesftnanée de BURIER
discrete du profil de surface. Nous nous sommes restreias &pectres deduRIER
en une dimension.

Pour obtenir la densité spectrale a partir d’'un tracé mdilpmetre optique, nous
avons découpé le tracé dé points en8 morceaux{s;(z;)},i = (j — 1)N' +
1,...7N’, i =1,...8,avecN’ = N/8 points chacui® Chaque morceau de longueur
L’ = L/8 donne alors un spectre d®BRIER,

JN’
Si(qe) = bz Y e Tis(xy), (13.42)
i=(j—1)N'+1

ou les vecteurs d’onde, prennent les valeurs discrétes,, = 2mm/L' avecm =
—N'/2,...N'/2—1. Nous obtenons la densité spectrale (en une dimensiomeaanmt
la moyenne sur le morceaux des modules au carré des coefficientsodeRFERM

PY(q,) 8L,Z|S @) (13.43)

13 e choix deS morceaux est un compromis entre un ensemble statistigfisssument grand (les
8 morceaux servent de réalisations indépendantes defeceunugueuse) et une plage de frequences
spatiales suffisamment grande, la frequence minimate &ta, = 27 (8/L).

14Dans cette expression, les modules au carré des coefficlerffourier sont normalisés par la lon-
gueurL’ du morceau du tracé, a cause de I'analogue unidimendidena relation (13.23).
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Surface| o AM A
A 24 78 %1077 2.0x10°°
B 22 20x1077 4.4x1077

Tableau 13.2: Paramétres pour la densité spectrale edimmeasion (13.44) et en deux
dimensions (13.46), déduite d’'un modéle en forme de Igiulesance.

Pour les images du microscope a force atomique, nous oalelgs transformées de
FOURIER pour chaque ligne de I'image (avé€¢ = 256 points) et nous calculons la
moyenne, sur les 256 colonnes de I'image, de leurs modulesrakL

Présentation des esultats

La densité spectrale (en une dimension) est représentéa figure 13.10, en double
échelle logarithmique. Nous constatons que les résuttatprofilometre optique et
du microscope a force atomique se recouvrent de facosfaigante dans la plage de
frequences spatiales commune aux deux méthodes. Laccest pas parfait parce
que cette plage correspond, d’une part, aux hautes fregaetu profilometre op-
tique qui sont modifiees a cause de la taille finie du faisdaser et d’autre part, aux
basses frequences du microscope a force atomique guisfammées par le traitement
d’'image.

Nous remarquons également que la densité spectralefreunodélisée de facon
satisfaisante sur toute la gamme de fréequences spatialdés par une loi de puis-
sance (les lignes droites en tirets sur la figure 13.10). Psuteux surfaces analysées,
nous avons ainsi obtenu la représentation suivante podenaité spectrale en une
dimension

AW g\ ot
7))
Nous choisissons comme unité pour les frequences spajiale vecteur d’onde op-
tique k;, de la transition a\; = 780 nm de I'atome de*’Rb. Les paramétres sans
dimensionA™® et o dans (13.44) sont donnés au tableau 13.2. Dans le paragraph
suivant, nous déduisons une densité spectrale en dewendions de ces données (le
parametred® du tableau 13.2).

PY (q,) = (13.44)

Relation entre les densiés spectrales en une et deux dimensions

Nous pouvons déduire la densité spectrale en deux dimesiBi(q,, ¢,) a partir des
résultats présents moyennant deux hypotheses:

1. la densité spectrale en deux dimensions est isotroped#pend que du module
du vecteur d’'onde;

2. elle ala forme d’une loi de puissance.
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Figure 13.10: Densité spectrale de rugosité de surfaesurée avec le profilométre
optique (basses fréquences) et avec le microscope adtoneque. Les deux gammes
de fréquences spatiales correspondent aux deux tailleages.

Trait plein: surface A, pointillées: surface B (voir le tleé#u 13.2). Les tirets
représentent la loi de puissance (13.44) obtenue aveetlaadé de moindres carrés,
dont les parametres sont donnés au tableau 13.2.
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La premiére de ces hypothéses semble raisonnable posuriages polies dont il est
guestion ici. Nous montrons maintenant que la deuxiemetmgse implique que la
densité spectrale en une dimension est une loi de puissa@ussi.

Nous nous servons du fait que la densité spectrale en urendion est obtenue
par une intégrale de celle en deux dimensions sur la compmgadu vecteur d’onde
Q. Pour une résolution infiniey¢ — 0) dans la directior®y, nous avons

7d
PN () = / %Ps(qm,qy). (13.45)

Si Py (4., q,) Ne dépend que du module= (¢2 + ¢2)"/? et si elle a la forme d’une loi
de puissance,
A® QN
Pulaea) = 7 (1) (13.46)
L L

nous obtenons le résultat suivant

1 C T[(a—1)/2] A® /g, \ ot
773( )((J:c) ~ 2yrla/2] K (k_L) . (13.47)

La densité spectrale en une dimension est donc une loi dsgnie avec un exposant
1 — «. En comparant a la représentation (13.44), nous comstafoe les coefficients
AW et A ne different que par un facteur numérique qui dépend delkur den :

1 _ [[(a—1)/2] (2)
A SN A (13.48)

Les parameétred® etq pour la densité spectrale en deux dimensions que I'onitlédu
de ce modele sont rassemblés au tableau 13.2 pour les uidaces A et B.

Remarque. Les résultats expérimentaux de la figure 13.10 suggametmeilleure
représentation de la densité spectrale en une dimensionilsant deux lois de puis-
sance sur deux intervalles spectraux differents : uneurapte pente est visible autour

du vecteur d'onde, ~ 5 k;,. Ce changement d’exposant ne semble pas corrélé avec les
plages spectrales des méthodes de mesure. Pour les deweliesg, = 0.05...5ky,

etq, = 5...100ky, nous obtenons alors des lois de puissance de la forme jiRad

les parametres et A() sont donnés au tableau 13.3. Ce modele est représari@ su
figure 13.11 par les lignes droites en tirets.

L'exposanta est inféerieur & dans la gamme spectrale inférieure. Ceci implique
gue la rugosité mesurég,.; augmente lorsque I'on la mesure avec une plus haute
résolution, mais a nombre fixe de points de mesure. En, effets pouvons approxi-
mer ones Par l'intégrale de la densité spectrail’él)(qx) sur un intervall€{gmin, ¢max]
de fréquences spatiales avgg.x ~ 7/0Z, ¢min = dmax(2/N). Pour la loi de puis-
sance (13.44), I'on obtient alors

2—a
(%)
N

2 (qumi ) = AW (Qmax)Q_a
mes qmln7 Qmax - 27T kj%|2 _ a| kL

g

, (13.49)
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Intervalleq, = 0.05...5k; | Intervalleq, =5...100 &y,
Surface| « AWM a AW
A 1.8 11 x 107" 3.0 46 x 1077
B 1.7 2x 1077 2.5 7 x 1077
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Tableau 13.3: Paramétres d’'un modéle plus complexe palgrisité spectrale en une
dimension, en utilisant des lois de puissance pour deusveites spectraux différents.

et cette expression augmente aygg. Sia < 2. Ce comportement est apparent dans les
deux premiéres colonnes du tableau 13.1. Par contre uied8mn entre dans la gamme
spectrale supérieure, I'exposantest supérieur &. La situation se renverse alors et la
rugosité décroit lorsque la résolution devient mailke Ceci correspond aux résultats
des deux derniéeres colonnes du tableau 13.1.
Notons finalement que le modéle a deux exposants sembiesaeme meilleure
représentation des spectres expérimentaux, mais a’plas difficile de déterminer
une densité spectrale en deux dimensions qui fournissea palation (13.45), une loi

de puissance a deux exposants pBlr (¢,).

Conclusion

Le profil s(R) d’'une surface rugueuse peut étre modélisé par un prosedsatoire.
Dans I'hypothese ou la surface a une statistique gaussjees propriétés statistiques

sont caractérisées par sa fonction de corrélation ausaealensité spectrale.

Pour deux surfaces de verre utilisees dans les expéseateaniroir a atomes
a l'Institut d'Optique, la densité spectrale a été ol expérimentalement sur une
grande gamme de fréquences spatiales, moyennant desesahumprofil de sur-
face par un profilometre optique et un microscope a foroenajue. Les résultats
expérimentaux montrent que la densité spectrale peetnédbdélisée de facon satis-
faisante par une loi de puissance dont I'exposant (en deugmions) est situé entre

2 et 3.
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Figure 13.11: Modeéle plus complexe pour la densité spcen une dimension, avec
deux lois de puissance sur deux intervalles spectrauerdifts. La rupture de pente se
situe &g, ~ 5 kr.

Trait plein: surface A, pointillées: surface B (voir le leéu 13.2). Les tirets
représentent les lois de puissance pour deux intervailestrmux différentsq, =
0.05...5k; etq, =5...100 ky,.



Chapitre 14

Reflexion diffuse d’'un champ scalaire
par un miroir parfait rugueux

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques conceptariogigtaux pour caractéeriser
la réflexion d’'une onde par un miroir rugueux. Nous congdins I'exemple concret
d’'un «miroir parfait rugueux, c’est-a-dire une barrieére de potentiel infinie située s
une surface rugueuse. En optique lumineuse, ce problemespond a la réflexion par
une surface métallique [82]. Nous avons vu qu'un tel pagépermet également de
décrire la diffraction d’'un atome par le miroir a onde Bgscente dans le régime quan-
tique (voir au chapitre 10). Dans la diffusion d’'un atome e surface cristalline, le
modele de la barriere de potentiel infinie et rugueuse@stc sous le nom dumur
dur rugueux (corrugated hard wall[74, 145, 146].

Comme nous décrivons la surface rugueuse par un modédistigtze, il est
nécessaire d’étendre cette approche a la réflexioroddéd. A cet effet, nous introdui-
sons d’abord la distribution angulaire moyenne du chamipghf ou la moyenne est
prise par rapport a I'ensemble statistique pour la surfdce probabilité de réflexion
diffuse est définie qui permet de caractériser la spéitelide la réflexion. Ces notions
sontillustrées a I'aide d’une solution approchée paumiroir de faible rugosité, dans
'approximation de RYLEIGH.

Ensuite, nous étudions la cohérence de la réflexion parifeir rugueux. Nous
considérons a cet effet des expériences d’'interfetamou le miroir rugueux inter-
vient comme élément optique. Le contraste des frangededféerence permet alors
de mesurer la valeur moyenne du coefficient de réflexion eplirde, d’'une part,
et la fonction de cohérence du champ réfléchi, d’autré paous relions ces notions
a la probabilité de réflexion diffuse et a la distributiangulaire moyenne du champ
diffusé.

Dans ce chapitre, nous nous servirons du m@tamp pour décrire a la fois
une onde de matiere ou un champ électromagnétique. Nmusslimitons également

351



352 Réflexion diffuse

a l'approximation scalaire. En ce qui concerne la lumiéreus résumons dans
'annexe 15.B les résultats que I'on obtient en géngaali I'approximation de Ry-
LEIGH a la réflexion diffuse par une interface diélectriqueuigse ; nous tenons alors
également compte de la polarisation de I'onde lumineuse.

14.1 Reflexion diffuse

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la réflexiongdifidu point de vue de la
théorie de la diffusion: nous introduisons une probabidifferentielle de réflexion
diffuse dont nous calculons la valeur moyenne par rappddrssemble statistique
pour le miroir rugueux.

14.1.1 Distribution angulaire du champ reflechi

Dans 'espace libre — 400 au-dessus du miroir rugueux, le cham) = i,.(r) +
e (r) estla superposition d’'une onde incidentg. (r) et d’'une onde réflechig,«(r)
qui sont données par

z— 400 : Yine(r) = expi(K; - R — k.;2) (14.1)
et
dK s ~
2400 s Y(r) = /(2—7T)f2¢réf(Kf) expi(K;-R+kyz).  (14.2)

Nous avons introduit le développement deURIER du champ réflechi ou leK,
dénotent les composantes du vecteur d’onde parallééesuaface moyenne du miroir
(le planzOy). La composante normale ; du vecteur d’onde est fixée par I'equation
de propagation libre ('équation deBdmMHOLTZ) a laquelle satisfait le champ dans
I'espace au-dessus de la surfa¢R) du miroir

z>s(R): (V24 E)9(r) =0 (14.3)
oU k est le module du vecteur d’onde dans le vidéous avons donc

ko = k2 — K2 (14.4)

Le vecteur d’'ondé ; est positif parce que I'onde réfléchie se propage dansdatitin
desz croissants. Si le module d€; est supérieur au vecteur d’'onklgla composante
normalek. ; estimaginaire avelin k., > 0; ceci correspond a un mode évanescent du

ILe champy(r) est supposé monochromatique et un facteur tempardl-iwt) est omis partout.
Pour un champ lumineux, onka= wy, /¢, et pour une onde de matiere = v2M E /h.
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Figure 14.1: Angles de diffusiaiy et¢;.

champ réflechi«(r). Le développement (14.2) généralise le développemasymp-
totique (7.12) que nous avons rencontré pour la diffractitans le cas d’'un potentiel
non périodiqué.

Pour obtenir la distribution angulaire du champ diffuséirfdicatrice de diffu-
siony), nous allons calculer le signal observé par un détegiagé a I'infini dans une
direction caractérisée par le vecteur unitaire(voir la figure 14.1). Cette direction
peut aussi étre repérée par les angle®t ¢,;. Sans restriction de généralité, nous
pouvons choisir 'axé&x parallele au vecteur d’'onde incideit.

Dans un éléement d’angle solidi); autour deny, le détecteur observe un flux
differentiel réflechid/,¢ donné par

0

d]réf(ef, gbf) = (C lim Im wféf(rnf)a—@bréf(rnf) 7’2de (145)
r—00 r

ou la constante de proportionnalitedépend de la normalisation du champ. Il est bien

connu que le développement deBRIER (14.2) permet d’obtenir le champ lointain

au pointrn; en évaluant l'intégrale sUK ; par la méthode de la phase stationnire

I'intégrale est dominée par le vecteur d’orlde fixé par la direction d’observation

kyy = ksinfycos oy
ky=kn; ou kyy = ksinfysin ¢y (14.6)
k.f = kcosby,

2 Pour des questions de normalisation, nous allons parfoiteli la surface du miroir & un carré fini
d'aire L. En utilisant des conditions aux limites périodiquesittigrale suk ; dans le développement
de FOURIER (14.2) devient alors une somme sur les vecteurs d'ondesdsdss,, ., = K; + Qy, 1,
comme a I'équation (13.18), ou I€¥,, ,,, sont donnés par (13.19).

3M. NIETO-VESPERINAS Scattering and Diffraction in Physical Opticshap. 2.8.
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et on trouve alors une onde sphérique

elkr

T — 00 Q/}réf(’f’nf) = —ig—;f@Z)réf(Kf) (147)

T
Ici, la composante normalé,; du vecteur d’'onde final est réelle, les ondes
évanescentes en effet ne contribuent pas au champ ail’infin

Le développement asymptotique (14.7) permet donc d'exgrle flux differentiel
réflechi par les amplitudes deoBRIER du champ :

d Lot _ kkZ;
1, “an?

‘ 2

r&réf(Kf)

(14.8)

Pour obtenir un@robabilitée differentielle de éflexiondw/d2;, I'on considére un mi-
roir avec une surface finié? et I'on normalise le flux réflechi par le flux de I'onde
incidente (14.1Y;,. = Ck.,L*:

dw 1 d[réf k k?g ~ 2
- wréf(Kf)‘

—— = 14.9
de Iinc de (27TL)2 k’zz ( )

Il est commode d’exprimer la probabilité differentielle non pas par élément d’angle
solided(2;, mais par élement de vecteur d’onde fidkl ;. Ceci revient au changement
de variable

dKf = |Kf| d|Kf| d¢f = ]{32 sinﬁfdsinef d¢f =
k k. dQy. (14.10)

Nous obtenons ainsi
dw 1 k’zf

— 22 (K

dK;  (27L)? ks Yrer (K )
Par abus de langage, nous appelerons cette expressistriution angulaire du
champ Eflechi

‘ 2

(14.11)

Remarque. Si nous considérons une surface périodigue (un réseadiffdaction),
'amplitude de FOURIER zﬁréf(Kf) du développement (14.2) est piquée aux vecteurs
d'ondes diffractesK,, = K; + G, (les G,, sont les vecteurs d’onde du réseau
réciproque) :
lz)réf(Kf) = (2n)? Zan 6Ky —Kp).
n

La distribution du flux réflechi (14.11) est alors donnée p

dw N sz
K~ 2 ks

‘an‘Q 5(Kf - Kn),

oll nous nous sommes servi de l'aire fidié du miroir pour régulariser les carrés des
fonctionsd. La distributiondw/dK; est également piquée aux vecteurs d’onde dif-
fractés, et les poids des pics de diffraction sont don&dgs populations des ordres

Wn, = (sz/kzi)|an|2 (7.17).
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14.1.2 Moyenne statistique

Les amplitudes de GURIER @réf(Kf) du champ réflechi dépendront du profil
de surfaces(R) du miroir rugueux. Dans notre approche statistique, eltast s
donc également des quantités aléatoires et nous allmosler lavaleur moyenne
(dw/dK) de la probabilité differentielle que nous venons d’idnoe. Formellement,
cette quantité représente la distribution du champaiflapres avoir moyenné sur un
grand nombre de réalisations du miroir rugueux. Dans léique, (dw/dK[) peut
décrire la distribution réflechie par une réalisatiortigaliere du miroir si la rugosité
est ergodique et que I'on introduise expérimentalemeatrmnayenne appropriée. Pour
un faisceau incident collimaté, on peut par exemple faaréev la position d’'impact sur
le miroir et moyenner les distributions diffusées. Uneayossibilité est que I'onde
incidente contient un grand nombre de composantes inentes qui sont réflechies
de fagon indépendante et sur lesquelles 'on moyennedeia détection. Ce cas se
présente en optique lorsque I'on utilise la lumiéere neltar et en optique atomique
pour un gaz d’atomes dilué et non dégénére.

14.1.3 Calcul du champ Eflechi

A titre d'illustration, nous calculons maintenant les aityules de BURIER zZréf(Kf)
du champ réflechi dans I'approximation deYREIGH. Elles sont déterminées par la
condition que le champ s’annule sur la surface s(R) du miroir parfait :

¥[R, s(R)] = 0. (14.12)

Le modele du miroir parfait rugueux apparait dans desasdns physiques tres
differentes: en optique, pour un miroir métallique, eeaanique quantique, pour
une barriere de potentiel infinie, et aussi en acoustig88,[117]. Par conséquent,
il existe des méthodes diverses pour résoudre ce prebEmmi lesquels nous citons
'approximation de RYLEIGH [133] et I'approximation de RCHHOFF[83, 74] ; Une
formulation exacte basée sur le theoreme d’extinétast due a G. RMAND [145];
des conditions aux limites linéarisées ont été &esipar H. QURA et N. TAKA -
HASHI [147], et D. P. WNEBRENNER et A. ISHIMARU ont développé une approche
perturbative par rapport a la phase du champ [117, 118 auk travaux de N et
MARADUDIN [116].

Nous allons choisir ici I'approche deARLEIGH que nous avons déja utilisée
au chapitre 10. Rappelons qu’elle suppose que les déwatogpts asymptotiques
(14.1, 14.2) pour les ondes incidente et réflechie déntite champ jusqu’a la sur-
facez = s(R). La condition aux limites (14.12) donne alors I'équatiaivante pour
les amplitudes de GURIER 9 (K f)

/% Uret(K) expi [(Ky = KR+ (ksy + kai)s(R)] +1=0,  (14.13)

4M. BORN et E. WOLF, op. cit, chap. 2.4.
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qui est la généralisation de (10.9) pour un miroir noriquéque.

Pour résoudre (14.13), nous supposons que les variatiopoéll de surface(R)
sont faibles devant la longueur d’onée/k du champ. Comme au chapitre 10, nous
développons donc le champ jusqu’au premier ordre inclusgmgoort au profil, et nous
obtenons alors

PAKy) = —(2m)2(K; - K)), (14.14a)
DKy = +2ikuS8(K, — K;), (14.14b)

ouS(K;—K,) estlatransformée dedurRIER du profil de surface [voir (13.16)]. Les
exposant$0), (1) dénotent I'ordre dans le développement perturbatif.

Nous constatons qu’au premier ordre, le champ diffuséléb).est proportionnel
a la composante dedurIER S(Q) du profil de surface pour le transfert de vecteur
d'ondeQ = K; — K. Nous pouvons donc interpréter la réflexion diffuse contane
diffraction du champ incident par les réseaux que formestcomposantes deob-
RIER du miroir avec les périodexr/|Q)].

Remarque. Pour référence ultérieure, donnons encore I'amplitddeFOURIER que
I'on obtient en poussant le développement der BEIGH jusqu’au deuxieme ordre par
rapport au profil de surface :

_ - dK’
TR = 42k [ G HSIK K S'(K ~K,) (14.140)

Dans (14.14c), le vecteur d’'ond¢ est relie aK' par (14.4).

14.1.4 Etude de la distribution angulaire €flechie
Pic speculaire et fond diffus

Le résultat (14.14a, b) pour les amplitudes adsJRIER du champ permet d’écrire la
probabilité differentielle de réflexion (14.11) comnaesbmme de deux termes

dw dw dw
- W (14.15a)
dKf dKf spéc dKf diff
Le premier représente lgic spéculaire,
dw
K =i(K; — K;) (14.15b)
f spéc
qui est une fonction, et le deuxieme unfond diffus)
dw 4k, k., 2
— = S(K;—-K; 14.15c
K|~ G 1K) (14.15¢)
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qui varie de facon continue avec le vecteur d’'onde final efajuintervenir la trans-
formée de BURIER du profil de surface. Dans la limite d’une rugosité faiblesdete
gue le calcul au premier ordre est justifie, une mesure déstalaition diffuse du
champ réfléchi par le miroir donne donc acces au modula tiahsformée de du-
RIER de la rugosité de surface. Cette relation est d’ailleursésnltat bien connu de
la théorie de la diffusion. Dans le contexte présent,13d) est a la base de la ca-
ractérisation de la qualité de surface par diffusion dwidue (voir [61, 60, 143] pour
davantage de références).

Distribution moyenne

En prenant la valeur moyenne de la probabilité (14.15) g@port a I'ensemble statis-
tique pour la surface rugueuse, et en utilisant (13.34) jgotaleur moyenne des carrés
des amplitudes dedurIER S(K; — K;), nous obtenons la distribution moyenne du

champ diffusé
dw \ / dw dw
(i) = (o) (s
Sa partie spéculaire est encore une fonctiocomme en (14.15b), et sa partie diffuse
est donnée par
dw
(i,

dkik.
dﬁ> = “an)? P.(K; — K, (14.17)
ouP,(K; — K,) est la densité spectrale de la rugosité.

Sur la figure 14.2, nous représentons la partie diffuse diskaibution (14.17)
en fonction de I'angl&, pour le cas de I'incidence normalé (= 0). La courbe en
tirets correspond a une densité spectrale qui esbant blano, et celle en trait plein
a une loi de puissance (13.30) avec un exposant 3 et une coupure aux basses
frequences\ = 0.01 k. Pour les deux densités spectrales, la rugosité pren@haanm
valeuros = 0.5/k aprés intégration sur l'intervalle spectf@}| = 0.01 k. . . k.

> : (14.16)
diff

Probabilit & de reflexion diffuse

Pour caractériser laspécularité de la réflexion par le miroir rugueux, il est natu-
rel d’introduire uneprobabilité totale de éflexion diffuse elle est définie comme
l'intégrale sur la partie diffuse (14.15c) de la distrilomtmoyenne du champ réfléchi :

dw
e dK — . 14.18
e / ! <dKf diff> ( )

IKyl<k

L'intégrale ne porte que sur les ondes diffusées homeg&ui se propagent dans
'espace libre au-dessus du miroir.
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Figure 14.2: Distribution angulaire moyenne (14.17)aéfie par un miroir parfait
rugueux, pour l'incidence normale, en fonctiontgeLe pic spéculaire a été supprimé
sur la figure. La distribution est donnée(€n—".

Trait plein : densité spectrale en loi de puissance, tiré&nsité spectrale constante.
Les parametres sont donnés dans le texte.

En utilisant le résultat (14.17), nous pouvons écrirer@pbilité de réflexion dif-
fuse (14.18) sous la forme [148]

2
Waig = (2k.i00)° = <47T cos §; 0;ﬁ> (14.19)

ou larugosie effectiver.; est donnée par l'intégrale

dK; cos GfP
(27)2 cosO; °

o0 k) = |

|Kf‘<k‘

(K, — K,), (14.20)

et \ = 2rx/k est la longueur d’'onde du champ dans le vide. La rugositéceff
tive 0.4 caractérise la non-spécularité de la réflexion sur Imimrugueux: si elle
est beaucoup plus petite que la longueur d’onde du chamgentila réflexion est
guasiment spéculaire [voir (14.19)]. Les amplitudes d®JRIER non spéculaires
zZ(Kf) (K; # K;) sont alors beaucoup plus petites que I'amplitude speeuldK;)
[voir (14.14a,b)]. Si par contre la rugosité effective @stméme ordre qus, une frac-
tion importante du flux incident est réflechie de facoriudié. En incidence rasante
cependant, une réflexion spéculaire est possible mémg s+ \ parce que la com-
posante normalg,; du vecteur d’'onde incident diminue proportionnellemeatsd;.
Physiquement, ceci correspond a I'effet de perspectiveeqgiuit la rugosité du miroir,
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Figure 14.3: Interféerometre avec un miroir rugueux conatégnent optique.

vue de la direction d’incidence. Du point de vue théorigaeugosité effective fixe

I'échelle pour la rugosité du miroir a partir de laqudkedéveloppement perturbatif
pour la diffusion du champ n’est plus valable. En effet, sidsultat (14.19) devient
supérieur a l'unité, il n’est plus possible d’interf@ewy;s comme une probabilité de
réflexion non spéculaire.

En ce qui concerne une mesure de rugosité par diffusiomugtia rugosité ef-
fective oz donne une bonne approximation dedaaie) rugosités dans l'intervalle
spectral|Q| < kz. Notons néanmoins qu’en général, la rugosité effectiy (6;, k)
(14.20) dépend de 'angle d’incidenéeet du vecteur d’ondé du champ.

14.2 La colerence du champ efléechi

Nous étudions maintenant le miroir parfait rugueux du pdmvue de la cohérence
du champ réflechi. Au lieu de raisonner en termes d’'une ghitike de diffusion
comme au paragraphe 14.1 précédent, nous allons coasidé des mesures in-
terferométriques du champ réfléchi. Ceci nous amediatzord a étudier le coefficient
moyen de réflexion en amplitude et ensuite, de facon phnegle, la fonction de
cohérence du champ réfléchi.
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14.2.1 Le coefficient de &flexion moyen
Interf @rométrie avec un miroir rugueux

Considérons un interferometre comme celui de la figur8 @di contient le miroir ru-
gueux dans un des bras et ou le champ réflécimterfere avec un champ de réféerence
9. Le signal mesuré par I'interféerometre est alors prtiponel a

o + ¢, > = [t0]” + [ ]* 4 2Re U . (14.21)

C’est le dernier terme dans cette expression qui donnelie@ranges d’interférence.
A cause de la rugosité du miroir, I'amplitude et la phase ldanep réflechi), varient
d’une réalisation a une autre du miroir. Par conséquamplitude et la position des
franges fluctuent et la valeur moyenne de leur amplituderdimiCeci est exprimé de
facon quantitative par leontrastedes frangesA (leur visibilit€) dont la définition est

A= ool {0l (14.22)

[ol” + {Jwr[2)

Le contraste d’un tel interferométre donne donc accksv@aleur moyennéqy,) de
'amplitude du champ réflechi, par opposition a la dimition angulaire moyenne qui
ne contient que des probabilités de diffusion.

Amplitude spéculaire réflechie

Calculons maintenant leoefficient de &flexion sgculaire en amplitude;... Il est
défini par le développement asymptotique (pous +00)

W(r) = (e—i’“ziz + rspéce““ziz) expiK; - R + {ondes non spéculaires  (14.23)

et il est évident que,.. est proportionnel a I'amplitude dec®RIER spéculaire

z/?(Ki). Pour la normaliser, nous rappelons que pour un miroir iagfeplan situé

az = 0, nous avonsg,,. = —1. Lapproximation de RYLEIGH (14.14) permet
d’obtenir ce résultat si nous limitons le miroir & uneltafinie L2. Le développement
de FOURIER (14.2) devient alors une somme discrete sur les vectearsld’ diffusés

[voir (13.18)], et le terme spéculaire dans cette sommaddmcoefficient de réflexion
Tspéc- Jusgu'au deuxiéme ordre éiiQ) inclus, nous trouvons ainsi

2k.,5(0)

dK
Tspéc = —141 !

T3 + 2k i p kop |S(K; — K;)|. (14.24)

Au premier ordre enS(Q), nous trouvons que le champ réflechi est déphasé de
dp = —2k,;0z, ou le déplacement moyen de la position du miroir Vaut= S(0) /L.

Ici intervient la surface entiere du miroir parce que noossidérons une onde plane
incidente qui s’étend sur tout le plaiWy. Finalement, le terme du deuxieme ordre en
(14.24) tient compte de la diminution de l'intensité splaae a cause de la réflexion
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diffuse. En effet, la valeur moyenne du coefficient de réfliexen intensité vaut, a
I'ordre le plus bas par rapport a la rugosité du miroir,

Rspéc == <|T’Spéc|2> =1- Wit (1425)

ou la probabilité de réflexion diffuseqs (14.19) apparait comme un coefficient de
perte de I'intensité spéculaire.

Considérons finalement un interféerometre équilibré@ donde réflechie
spéculairement et 'onde de référence ont la méme gitéenLe contrasted de
la figure d’interférence (14.22) est alors donné par l@awamoyenne de I'amplitude
spéculaire; et le résultat (14.24) implique

A = |(ropec)| = 1 = jwag = 1 — 2k% 0%, (14.26)

ou nous avons utilisé la rugosité effectivg; définie en (14.20). La réflexion dif-
fuse réduit donc le contraste de la figure d’interférenee Itpn obtient avec le miroir

rugueux. Du point de vue de la théorie de la diffusion, cestidfi aux ondes non
spéculaires qui ne contribuent pas, en moyenne, a la fdjurerféerence. Au para-

graphe suivant, nous interprétons ce méme phénomenegp#tuctuations de phase
du champ réfléchi.

Facteur deDEBYE—WALLER

Nous présentons ici un calcul alternatif du coefficient&iéexion moyen. Supposons
gu’a chaque positioR dans la surface, le champ incident soit réflechi spémraent
avec un coefficient de réflexion en amplitudexp|—2ik.;s(R)] qui rend compte du
déphasage di au profil du miroir. Le coefficient de réflex@péculaire est alors donné
par la somme sur tous les points de la surface :

1
Fopéc = — 75 / dR exp[—2ik.is(R)]. (14.27)

A travers la surface du miroir, la phase de I'onde réflegnasente donc des fluctua-
tions de sorte que la valeur moyenne du coefficient de reflesin amplitude diminue.

Un phénomene physique similaire a été étudié par B8ME en 1914 dans le
contexte de la diffraction des rayons X par un cristal a teramre non nulle [149].
A cause du mouvement thermique, les ondes partielles ré@gsnpar les centres dif-
fuseurs du cristal sont déphasées d’'une quantitér; ou q est le transfert de vec-
teur d'onde etu; le déplacement dvueme centre diffuseur par rapport a sa position
d’équilibre. Il faut alors moyenner sur le mouvement destress diffuseurs dans le
temps, et I'on trouve que I'amplitude diffusée est donpéaele facteur de BBYE—
WALLER

(expiq - u;) = exp(—Whw). (14.28)

Dans grand nombre de cas, la statistique des déplacemeeast gaussienne si bien

gue I'exposant de BBYE—WALLER vautWpw = %q2<u22> [149, 84]. Il permet alors
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de mesurer la frequence des oscillations des centres€liffg, ainsi que la température
du cristal [150].

Dans le cas du miroir rugueuy, le transfert de vecteur d’candehamp réfléchi
vautq = 2k.;. A partir de I'expression (14.27), la fonction caractégge (13.6) pour
la variable aléatoire(R) permet alors d’obtenir un résultat analogue a (14.28) fgu
coefficient de réflexion moyen [148]

(ropec) = — exp(—2k2%07) . (14.29)

Nous constatons que cette expression est la génératigdti coefficient de réflexion
moyen (14.26) que nous avons trouvé a la limite de faibipsiié, a ceci prés que
la rugosité effectiver.s a été remplacé dans (14.29) par la rugositd’on peut
démontrer par une approche plus précise [116, 151] que gek nous avons suivie
ici, que le coefficient moyen de réflexion spéculaire estféet de la forme exponen-
tielle (14.29), et qu'il fait intervenir la rugosité effée: (rqe.) = exp(—2k2,0%).

A la limite d’'une rugosité effective grande devant la loagud’onde du champ, la
probabilité de réflexion spéculaire est donc exponéetrent petite.

14.2.2 La fonction de colerence
Définition

Pour caractériser la cohérence du champ réflechi parir@rnugueux, imaginons
une expérience analogue aux fentes deuMG (voir la figure 14.4): soit un écran
avec deux trous situés aux positiangt r’ dans le champ réflechi. L'on observe la
figure d’'interference créée par le champ rayonné padés< trous. Pour effectuer
la moyenne sur les réalisations du miroir rugueux, uneipiiss est de déplacer ra-
pidement le miroir dans le planOy et de détecter une moyenne temporelle de la
figure d’interférence. La cohérence du champ est aldesahénée par le contraste des
franges de la figure d’interference moyennée, lorsquefkit varier les positions et

r’. En particulier, I'on s’attend a ce que le contraste chatsedue les deux trous sont
tres loin I'un de l'autre parce que les fluctuations du chagff@&chi ont alors détruit
toute relation de phase entre les amplitudgs(r) et ¢ (r’) du champ. La distance
caractéristique entre les point®tr’ pour laquelle le contraste des franges disparait,
définit alors ldongueur de coérencel.,;, du champ réflechi par le miroir.

Comme a l'équation (14.22), le terme d’interférence slén signal mesuré est
proportionnel au produit)’,(r) . (r’), & un facteur de phase prés qui dépend de
la difference de chemin entrer’ et le point d’observatio® (voir la figure 14.4). En
supposant que la rugosité du miroir est ergodique, nousqrauidentifier la moyenne
sur les déplacements du miroir et la moyenne statistiqukesuéalisations du miroir.
Le contraste des franges d’interférence est alors prioport| a la quantité

F(I‘, IJ) = <7vb:éf(r) wréf(r/» ) (1430)
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Figure 14.4: Schéma d’une expérience qui permet de mdsLfanction de cohérence
['(r,r’). Afin d’effectuer une moyenne sur les réalisations du mirogueux, I'on
déplace rapidement le miroir parallélement a sa sunfaggenne.

qui définit lafonction de cobrencedu champ réfléchi [54]. En normalisant la fonction
de cohérence, nous obtenonslégye complexe de cé@ence
, [(r, 1
~(r,r') = - (r,r') RESVIR (14.31)
([ teer (0) ) {[re () )

Par sa définition, le degré complexe de cohérence ekh&gaité si les positions et
r’ se confondent.

Nous notons I'analogie aux fonctions de corrélation : dete$i nous interprétons
le champi.¢¢(r) comme un processus aléatoire complexe, la fonction dereokbé
(14.30) en est une fonction de corrélation a deux poittsadongueur de cohérence
correspond précisément a la longueur de corrélation.

Relation a la distribution moyenne

Nous montrons maintenant que la fonction de cohérencéettith méme information
gue la distribution moyenne du flux réflechi.

En utilisant le développement dedBRIER (14.2) du champ réfléchi, la fonction
de cohérence peut s’écrire sous la forme

P(r,r) = /%% <7/~’:éf(K) @réf(K/)> X

xexpi(K'"R' —K-R+k,z—k'2). (14.32)
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Si I'onde incidente est une onde plane et que la rugositéidnimast statistiqguement
invariante par translation, les differents vecteurs d®@du champ réflechi ne sont pas
corrélés entre eux, et la valeur moyenne dans (14.32) vaut

(Vi (K) et (K)) = (27)” 6(K' — K) prer(K), (14.33)

ou p.¢r(K) est la distribution moyenne des vecteurs d’onde du chaftgchg. Notons
gue (14.33) fait écho a la relation (13.21) entre la famctie corrélation des ampli-
tudes de BURIER S(Q) de la rugosité et la densité spectr@g Q). La fonction de
cohérence est donc la transformée d@RIER de la distribution moyenne des vecteurs
d’onde réfléchis:

dK

D(r,r) = / Gy Per(K) DI (R = R) ! — k22 (14.34)
m

un résultat qui correspond encore une fois au theoremé& id&ER—KHINTCHINE.

Nous observons en outre la relation suivante entre la bligion moyenne,¢ (K) et

la probabilité moyenne de réflexion diffuse (14.17)

dw 1 /{sz
R P2 e (K 7). 14.35

A titre d’illustration, calculons la fonction de cohérenpour le miroir parfait a
faible rugosité. La distribution angulaire moyenne durapaliffusé (14.16) et la re-
lation (14.34) donnent alors la fonction de cohérence $fmrme suivante: elle est
une somme de deux termes,

L(r,r') = Teon(r, ') + Tineon(r, 1), (14.36a)

ou le premier termec«cohérent provient du pic spéculaire de la distribution
(dw/dK;) (14.16)

Leon(r, 1) = expi[K; - (R’ — R) + k(2" — 2)] ; (14.36b)

cette partie de la fonction de cohérence correspond aomgeieur de cohérence infinie.
Le fait que le miroir rugueux ne détruit pas forcéement lesfes d’interférence est
un résultat caractéristique pour la théorie ondulata@n obtient en effet un résultat
different d'un point de vue classique: les irrégulasitée la surface du miroir, aussi
infimes gu’elles soient, font dévier une particule incigetie sorte qu’elle ne sera pas
réflechie dans la direction spéculaire.
Le deuxieme termeincohérent dans (14.36a) correspond a la partie diffuse de la

distribution (14.16) :

dK
Dineon (1, 1) = 4k /TJ;PS(Kf —K;) expi {Kf (R'=R) + k2’ — k:jfz} .

(2m)
(14.36¢)
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Figure 14.5: Construction pour la position d’imp&t,,, (14.39).

Nous notons qu’'a hauteur fixe et loin du mirait,= z — +o0, la partie incohérente
de la fonction de cohérence est approximativement praporelle a la fonction de
corrélation de la surface ruguetise

Tineon(R, 23 R, 2) >~ 4k Cy(R/ — R); (14.37)

la longueur de cohérence du champ diffusé est donc @daleongueur de corrélation
de la surface rugueuse.

Exemple pour un mockle simple

Nous allons montrer comment I'on peut obtenir la distribatilu champ réfléchi a par-
tir d’un calcul direct de la fonction de cohérence. Notreatgtion est complémentaire
de la méthode de R'LEIGH, nous suivons en effet une versiomaive) de I'approche
de KIRCHHOFF qui a été utilisée, par exemple, par M. VEBRY [83].

Nous supposons que le champ réfleghi(r) s’écrit

Pree(r) = expi [K; - R+ k(2 — 25(Rimp))] - (14.38)

Dans ce modele, la rugosité du miroir rugueux déformerdatfd’onde de I'onde
réflechie spéculairement par un déphasagé.;s(Rinp,) OU Riy, €St la«position
d’'impact
K,
Rimp =R — 2 (14.39)

dont la signification géométrique est illustrée sur laifegl14.5.

SL'expression (14.37) est exacte si la plage de frequengatiatesQ = K; — K; qui excitent
des ondes diffusées évanescentes (&vgémaginaire) donne une contribution négligeable a la éns
spectraleP, (K — K;).
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A partir du modele (14.38) du champ réflechi, nous pouvatsuler la fonction de
cohérencetransverse'(R, z; R/, z) & une hauteut fixe loin du miroir. En utilisant
la fonction caractéristique (13.9) pour les variablestdiress (Rinp) ets(Ry,,,), nous
obtenons alors

I'R,z; R, z) = exp[iK; - (R — R/)] exp[—4k§i (02 — Cs(Riy,, — Rimp))} :
(14.40)
La figure 14.5 montre que la différence des positions d'icpautR;, , — Rin, =
R’ — R [voir aussi (14.39)]. La fonction de cohérence ne dépdndsaque de la
differenceAR = R’ — R, comme a I'équation (14.34), et nous obtenons la distribu
tion moyenne du flux réflechi (14.35) en prenant la transéwme BURIER inverse

de (14.40) par rapportAR. Le résultat peut s’écrire

< dw > = /(K;—-K,) exp(—4k§i02) +

dKy
]{]zf —4k2 52 dAR .
+k—ne =i /(2#)2 H(AR)exp[—i(K; — K;) - AR[14.41)

ou nous avons séparé la distribution en une partie $pieeyla premiere ligne) et
une partie diffuse. Dans l'intégrale pour la partie di#wpparait la fonctiod/ (AR)
définie par

H(AR) = exp[4k%C,(AR)] — 1. (14.42)

La distribution angulaire du champ réflechi (14.41) centiun pic de réflexion
spéculaire avec un poidsp(—4k%0?), ce qui est identique au coefficient moyen de
réflexion en intensité que nous avons trouvé en (14.29)Ure, pour une rugosité
faible, nous pouvons développé&f(AR) dans (14.41) au premier ordre par rapport
a la fonction de corrélation’s(AR). Dans cette limite, I'intégrale se calcule et nous
retrouvons la densité spectrale de la surface rugueuse:

dw
< dK;
La partie diffuse de la distribution du champ réflechi estra identique au
résultat (14.17) de I'approximation deARLEIGH.
Si par contre la rugosité est grande par rapport a la longueur d’ordé¢k.; du
champ, le pic spéculaire dans (14.41) disparait et il seenglus que la réflexion diffuse

du champ (voir M. V. EERRY [83] pour un calcul approché explicite de la distribution
du champ réflechi dans cette limite).

> ~ Ak, rk.iPs(Kr — K;), (14.43)
diff

Conclusion

Un miroir dont la surface est rugueuse donne lieu a unexiéfiediffuse. Si la rugo-
sité est faible devant la longueur d’'onde du champ incidantistribution angulaire
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du champ réflechi contient un pic de réflexion spéculainene partie diffuse. Apres
une moyenne statistique, la partie diffuse de la distrdvutefléechie donne acces a la
densité spectrale de la rugosité du miroir.

A l'aide de I'approximation de RYLEIGH, nous avons montré que pour une rugo-
sité faible, les quantités pertinentes pour la spéttalde la réflexion sont larugosité
effectiver du miroir [donnée par (14.20)] et la longueur d’onde du chancident. Si
la rugosité effective est faible devant la longueur d’qrid@ic de réflexion spéculaire
domine la distribution du champ réfléchi et sa partie diffest faible.

Si le miroir rugueux fait partie d'un interferometre, l®entraste des franges
d’interférence permet de mesurer la valeur moyenne ddicasft de réflexion en am-
plitude. A I'aide d’'un modele simple, 'on montre que le t@ste des franges décroit
exponentiellement avec la rugosité. Ceci peut égale@teminterprété par les fluctua-
tions de phase du champ réfléchi, de facon analogue ateufade EBYE—WALLER.
D’un point de vue plus général, les propriétés de cehée du miroir rugueux sont
caractérisées par la fonction de cohérence du chamgchgflqui est une fonction
de corrélation du champ. Pour un miroir a rugosité faitdefonction de cohérence
contient une partie incohérente, proportionnelle a tecfimn de corrélation de la sur-
face, et une partie cohérente dont la longueur de cohéresicinfinie. Nous avons
etudié un exemple simple ou le front d’'onde du chamokil est deformé par la rugo-
sité du miroir. Cette description permet de calculer drdda fonction de cohérence de
laquelle I'on déduit ensuite la distribution du champé&éfii. Pour une rugosité faible,
I'on retrouve ainsi les résultats de I'approximation devyREIGH ; si par contre la ru-
gosité est grande devant la longueur d’onde du champ, ldeié&flexion spéculaire
disparait et la distribution devient compléetement diéfu

Perspectives

Pour l'instant, nous nous sommes restreint a un miroirgitarfigueux, donc a une
barriere de potentiel infinie rugueuse. Cependant, cefeoghe ne semble pas tres
réaliste pour décrire la réflexion par le miroir a ongtlar@escente parce que les atomes
interagissent avec un potentiel dont la profondet est généralement grande devant
la longueur d’onde incidente. Dans le chapitre suivantsnetudierons les interac-
tions indirectes de I'atome avec la rugosité de la surfAamet effet, nous allons tenir
compte du fait que le faisceau lumineux qui crée 'ondenegaente par réflexion to-
tale interne, est diffusé par la rugosité de surface. éarire la diffusion du champ
lumineux, I'on peut se servir d’'une généralisation deieoche de RYLEIGH. Les
résultats en sont résumeés &j#xll et B de I'annexe 15.B, ou nous tenons également
compte de la polarisation de la lumiére.
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Chapitre 15

Diffusion d’atomes par les potentiels
rugueux en champ proche

Introduction

Nous étudions dans ce chapitre deux mécanismes quitcogenréflexion diffuse
des atomes par le miroir a onde évanescente, a cause dgdsité de la surface
du diélectrique. L'atome peut seulement interagir defadirecte avec la surface
parce qu’il en est repoussé par le potentiel dipolaire dedé évanescente. Dans les
deux mécanismes que nous allons étudier, le champ @lsgnétique joue le role
de «médiateur entre la surface et 'atome. La rugosité de la surface @iedifique
implique gu'’il existe un champ électro-magnétique dify I'interaction de ce champ
diffusé avec I'atome fait apparaitre potentiel rugueuxjui s’ajoute au potentiel lu-
mineux de I'onde évanescente plane. Latome est diff@asdepotentiel rugueux : il
subit un transfert de vitesse aléatoire et c’est ainsi guéflexion par le miroir devient
diffuse.

Aprés une présentation qualitative de deux mécanismieseiction (para-
graphe 15.1) nous allons illustrer notre démarche ad'atun calcul simplifié du
potentiel rugueux qui apparait a cause de l'interactiervaN DER WAALS (para-
graphe 15.2). Cet exemple simple nous permettra d’intreduiefonction de transfert
qui relie la rugosité de la surface du diélectrique au pi@érugueux. Nous calculons
ensuite la distribution angulaire des atomes réfléchis dlapproximation de BRN.

Il se trouve que cette distribution se factorise en un pitodieiia densité spectrale de
la rugosité de surface, d’une part, et d’'doaction de eponse atomiqye’autre part.
Nous étudions la portée de la fonction de réponse et essrta probabilité totale de
réflexion diffuse.

Au paragraphe 15.3, nous présentons une étude détdillpotentiel rugueux créé
par I'interference entre la lumiere diffusée par la aoe diélectrique, d’'une part, et
'onde évanescente, d’autre part. Cette étude a évgefale I'article«Diffuse atomic
reflection at a rough mirror que nous reproduisons a I'annexe 15.B.

369
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Nous nous limitons dans ce chapitre a I'influence des pelisnmugueux au voisi-
nage de la surface du diélectrique (dans le champ procleéetide la lumiere diffusée
dans le champ lointain est etudié au chapitre 16.

15.1 Mecanismes d’'interaction avec la surface ru-
gueuse

15.1.1 Linteraction de VAN DER WAALS en présence de rugosé

Rappelons que l'origine de l'interaction d#&N DER WAALS pour |'état fondamen-
tal atomique est dans les fluctuations quantiques du monigoliade électrique de
I'atome ; ces fluctuations font que I'atome crée un chanegtéb-magnétique qui est
réflechi par la surface diélectrique et interagit de reaw avec le dipdle atomique
[37, 38]. Lorsque la surface est rugueuse, le champ élecagnétique réflechi est
modifié, et le potentiel d®AN DER WAALS acquiert une partie rugueuse. Une telle
approche a été suivie par M. J.BML et W. L. SCHAICH [37] pour une surface
métallique. Nous pouvons qualifier cette approche:mécroscopique car elle per-
met de déduire le potentiel rugueux de l'interactionvde&l DER WAALS a partir
de premiers principes. Notons néanmoins que c’est un @mablcomplexe: il faut
déterminer la réflexion diffuse du champ électro-maigpe par la surface diélectrique
pour toutes les frequences du champ, et intégrer ensuite spectre de fluctuations
du dipdle atomique.

Nous allons suivre ici une approcheffective) plus simple, ou nous représentons
le diélectriqgue comme une distribution continue de digdhvec lesquels le dipdle
atomique interagit par I'interaction dipole—dipole taklle

C
Vaa(r) = —T—g, (15.1)

our est la distance entre les dipdles. Dans (15.1), nous avpm®sé que les moments
dipolaires ont des fluctuations isotropes, ce qui reviemgliger la partie quadrupo-
laire de I'interaction de/AN DER WAALS [92]. En intégrant le potentiel d’interaction
Vaa(r) sur les dipdles du diélectrique, I'on trouve le potendieVAN DER WAALS en
1/2% [144]. En tenant compte du profil de surface dans cette rial&égnous pouvons
obtenir la partie rugueuse du potentiehden DER WAALS.!

15.1.2 Deux potentiels dipolaires dua la lumiere diffusée

Un deuxieme mécanisme d’interaction avec la surface euge fait intervenir
linteraction de l'atome avec la lumiere évanescentedassus de la surface du
diélectrique, ce qui représente I'essence méme du maoatomes. Cependant,

1K. M@LMER, Université dArhus (Danemark), communication privée (1995).
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le champ lumineux au-dessus de la surface differe d’'unes @nwénescentepar-
faitey lorsque la surface présente de la rugosité. Les défausidace font diffuser le
faisceau lumineux qui crée I'onde évanescente, de sagdegchamp lumineux total
prend la forme

z>sR): Er)=EO@r)+ EY(r), (15.2)

ol E©(r) correspond a I'onde évanescente pour une surface plafé ét) a la
lumiere diffusée. Comme nous I'avons vu au chapitre 14igeeloppement dedu-
RIER du champ diffus& ) (r) contient a la fois des ondes évanescentes et des ondes
planes homogenes ; rappelons aussi que son amplitudetdstgar rapport a 'onde
évanescent®©) (r) si la surface est peu rugueuse a I'échelle de la longueumo
optique. Ceci est généralement le cas pour les surfaéectiiques utilisées dans les
expériences du miroir a atomes, puisqu’il s’agit de stefade qualité optique.

Le potentiel dipolairé/(r) o« |E(r)|? contient donc trois termes avec des ordres
de grandeur différents::

V() =VO@r) + VWO(r) + VO (r). (15.3)

Le premier termé’ (*)(r) correspond au potentiel dipolaire de I'onde évanescante q
nous avons étudié dans la premiere partie de ce mémoire.

Le deuxieme term& (V) (r) représente le potentiel rugueux créé par l'interfeeen
entre le champ diffusé et 'onde évanescente principale:

VO (r) oc EO*(r) EW(r) + EW*(r) EO(r). (15.4)

Nous allons I'appeler Igpotentiel dipolaire rugueuxCe potentiel présente une mo-
dulation spatiale si 'onde évanescente et le champ difttentiennent des vecteurs
d’onde différents. Un exemple est donné par I'onde ésesete stationnaire qui est
formée par l'interférence entre deux ondes évanessebemns le cas de la surface ru-
gueuse, le champ lumineux diffusé contient un ensembléraod’ondes diffusées,
évanescentes et homogenes, qui interferent avec I'énaeescente. Le potentiel di-
polaire rugueuX’ ) (r) possede alors une structure aléatoire et non périodijoe
tons encore que le potentiel dipolaire rugueux est promumil & 'onde évanescente
principale £ (r), il est donc localisé prés de la surface. Il contient celpen des
composantes dedURIER avec une portée plus longue que le poteritiéd (r) ; ces
composantes correspondent par exemple a l'interféerentre 'onde évanescente et
une onde diffusée homoged&? (r) « expik’ - r (k. réel) qui se propage dans le
demi-espace au-dessus de la surface diélectrique.

Finalement, le potentied ®(r) [le troisitme terme dans (15.3)] correspond au
potentiel dipolaire de la lumiere diffusée:

VO (r) o< |[EW(r) % (15.5)

Il présente également une structure aléatoire commetengel rugueux du terme
d’interférence (15.4), mais a la difféerence de ce deriliest non nul dans tout I'espace
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au-dessus de la surface diélectrique a cause des ondes flamogenes du champ
diffusé. Le potentiel’?) (r) décrit I'interaction de I'atome avec les tavelurepécklié
du champ lointain de la lumiere diffusé. Le temps d’intdi@n des atomes avec ce
potentiel est beaucoup plus long que le temps caractprestile la réflexion par le
miroir. Nous sommes donc la devant un mécanisme physisgezalifferent pour un
mouvement diffus des atomes. Nous allons étudier ce pnodde fagon qualitative au
chapitre 16.

15.1.3 Le Ble du mouvement thermique de la surface

Finalement, I'on peut se poser la question de l'influence duvement thermique de
la surface sur la rugosité du miroir a atomes. Pour l'instaous nous sommes en
effet limité a un profil de surface statique. Cependastpkxillations thermiques de la
surface ont une fréquence caractéristiqwe= kzTp/h de I'ordre del0'? 27Hz, ol
Tp ~ 100 K est appelé latempérature de BBYE» [73]. Elles sont donc beaucoup
plus rapides que le temps d’interaction caractéristigue~ 10~ s de I'atome si bien
que I'atome n’est sensible qu’a un potentiel moyefRa.fait, cet effet de moyenne est
déja pertinent pour la diffusion d’un jet d’atomes ragar une surface cristalline; les
interactions attractives de longue portée deviennemns alifectivement indépendantes
du temps, comme I'a montré J. L.EBBY en 1971 [73]. Son argument est d’autant
plus valable dans notre situation parce que nous considéles atomes plus lents qui
sont réfléchis loin, a I'échelle des potentiels d’iaietion avec la surface.

Si toutefois nous considérons des oscillations de la saeidgplus basse fréquence,
avec une période comparable au temps d'interactiony 1/7,; ~ 10° 27Hz, il
s’agit en fait d’'ondes de son (dephonons) qui ont une amplitude:. tres faible
dans la direction verticale. Dans une approche simplifé&eniodele de BBYE»3), la
densité d’états des phonons valtv) = 3w?/w?, pourw < wp. La valeur quadratique
moyenne de I'amplitude des phonons dans la gamme de frégsigui nous intéresse
est alors donnée parf; est la masse d’'un atome de la surface]

1/7-.int

/ o ) _ 3ksTs (15.6)

2 3 )
0 w mstTint

o kBTs

ur

(u3)

ou T, est la température de la surface. Nous trouvons alors go®litude des pho-
nons dans cette gamme de frequences est négligeabld telamgueur d’onde dee
BROGLIE des atomes incidents :

kT, B; 1 M
e (u2) /2 = \/3 B~ o D < 1. (15.7)

? (k?BTD)2 WD Tint m_s

2Nous avons constaté un effet analogue au chapitre 12.
3La densité d'états et le spectre pour les amplitudes desqis sont tirés des équations (4.34) et
(4.46) de l'article de A. C. Evi et H. SUHL [84].
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En effet, méme si 'on &, > Tp a température ambiante, I'énergie incidente des
atomes est tres inférieure a la température dBYE F.; < kgTp, et le temps
d’interaction long devant la période deEBYE wp 7 > 1.

Remarque. Nous voudrions attirer I'attention sur une differenceremtotre démarche
sur l'interaction avec la surface rugueuse et celle agiMet SCHAICH [37]. Les poten-
tiels rugueux que nous considérons sont en effet calewi@semier ordre par rapport au
profil de surface(R), et par conséquent, ils s’annulent aprés la moyenneensdmble
statistique pour la rugosité. L et SCHAICH ont d{ calculer la correction au potentiel
de VAN DER WAALS jusqu’au deuxieme ordre eifR), pour obtenir un résultat qui ne
s’annule pas en moyenne. Cependant, pour une réalisatiomed du miroir a atomes,
I'atome est diffusé par les potentiels rugueux du premigre et leur distribution angu-
laire n'a aucune raison de s'annuler apres la moyennestigaie. Dans notre approche
statistiqgue, un calcul des potentiels rugueux au premigireogst donc suffisant pour
décrire la réflexion diffuse des atomes, a condition deutar la moyenne statistique
pour les bonnes quantités physiques.

15.2 La contribution du potentiel de VAN DER WAALS
rugueux

Nous étudions dans ce paragraphe le potentiel rugueax’diieraction devAN DER
WAALS et sa contribution a la réflexion diffuse d’'une onde atamigar le miroir a
onde évanescente. Nous calculons d’abord la fonctioradsfert du potentiel rugueux
et ensuite la distribution en vecteurs d’'onde des atonf&shis, dans I'approximation
de BORN.

15.2.1 Calcul du potentiel rugueux

Considérons un atome a une positios: (R, z) dans le vide au-dessus de la surface
d’'un diélectrique. Le milieu diélectrique remplit le deespace’ < s(R’) situé au-
dessous de la surface. Nous le représentons par une wistnilzontinue de dipdles
avec une densité en nomhrgeconstante. L'énergie d’interaction deN DER WAALS
Viaw(r) est alors la somme des potentiels d’interaction dipoledldi (15.1) sur tout
le milieu diélectriqué (r' = (R/, 2/)):
s(R)
Viaw(r) = = [dR’ [ a2 F— f’d’36|6. (15.8)
r —r

Si la surface du diélectrique est planéR’) = 0, I'évaluation de I'intégrale (15.8)
donne le potentiel deaN DER WAALS habituel (dans la limite électrostatique)

VO (2) = —% avec 3 = W'Og%. (15.9)

4D. SARID, Scanning force microscopghap. 13.3, réf. [144].
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A

Figure 15.1: La partie rugueuse du potentiehd® DER WAALS ne dépend que de
la moyenne du profil de la surface rugueuse sur un cercle dedy ~ z situé
au-dessous de I'atome.

Cette relation permet d’exprimer le paramétyes en fonction du coefficients que
I'on peut calculer par une théorie plus précise [37, 38].

Si la surface présente un profil rugueux, I'énergie diatdion devAN DER
WAALS contient une correctiob(v(j%\,(r) par rapport au potentiel (15.9) qui est donnée
par

s(R)
‘/V(C}\)N(r) — _/de /dzl pd CG
0

(R —R)?+ (2 = 2)2)°

- /dR/ Pd Ce 5<Rl) _
(R R+ 7

Q

(15.10)

En passant a la deuxieme ligne, nous avons négligé iatiear de I'intégrand avee’

a I'échelle du profil de surfacgR). Cette approximation est justifiée si les variations
de hauteur de la surface sont petites par rapport a la destatie I'atome, ce qui est
généralement le cas dans I'expérience parce que landestainimale d’approche de
I'atome est de I'ordre de la longueur d’onde optigue> o.

Le potentielvv(jév(r) représente Ipotentiel rugueuxl( a I'interaction de/AN DER
WAALS. Nous constatons dans (15.10) qu’il correspond a une nmeydn profil de
surface, pondérée avec la fonctibfi(R'—R)*+22]%. Lorsque la distanceaugmente,
I'on peut alors s’attendre a ce que le potentieMdel DER WAALS rugueux ne soit
pas sensible a des structures dans le profil de surfaceekdirhensions transverses
sont inférieures &R ~ z [voir l'illustration 15.1].

Mathématiquement, le potentiel rugueux (15.10) est umeaation du profil de
surfaces(R). Par conséquent, il est commode d’introduire le dévedopgnt de Bu-
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Figure 15.2: Module de la fonction de transféltw (Q, z) du potentiel rugueux de
VAN DER WAALS (15.13), en fonction du vecteur d’'ondg pour quelques valeurs de
la distance:. La fonction de transfert est donnée en unitéssété et le vecteur d’onde

Q) en unités du vecteur d’onde optigkie

En pointillées : les expressions asymptotiques (15.14d5el14b).

RIER du potentiel rugueukfv(j%\,(r) par rapport a la coordonn& dans le plancOy :

d -
Vi (r) = / (QSQK(S%V(Q, 2) expiQ - R. (15.11)

La transformée de GURIER du potentiel rugueux est alors proportionnelle a la trans-
formée de BURIER de la surface :

ou Faw(Q, 2) est lafonction de transferfqui a la dimension physique d’une force).
Elle introduit un filtrage des frequences spatiales de ittasa rugueuse en amplifiant
certaines plages de fréquences et en en supprimant datanegénéral, ce filtrage
dépendra de la distaneale la surface moyenne, et d’aprées ce que nous venons de dire
ci-dessus, nous nous attendons a une frequence de calgliwedre ded) ~ 1/z.

Pour le potentiel d®AN DER WAALS rugueux, la fonction de transfert est donnée



376 Réflexion diffuse

par: .

/'dRPdC6 e IQR _3a @7 Q2
(R?+22)° 2

ou K, (-) est une fonction de BssSeLde la deuxieme espéce,@t: |Q|. Nous consta-

tons que la fonction de transfert est isotrope parce queldépend que du module de
Q. Notons les comportements asymptotiques suifants

Foaw(Q,2) = — Ky (Qz), (15.13)

Qz—0: Faw(Q,z) = —% [1 — szz + (’)[(Qz)‘l]] . (15.14a)
3 Z
Qr— o0 Faw(Q,z) = 2\\;—_ Q4<e )5/2 X

15 1
|1+ s 0l 1 )| -asaan

Sur la figure 15.2, nous représentons le module de la fandétransfert (15.13)
en fonction du vecteur d’ond@, pour quelques distances Nous constatons que le
filtrage par la fonction de transfert supprime effectivetries frequences spectrales
de la rugosité de surface avér 2 1/z, comme le montre aussi le comportement
asymptotique (15.14b). Pour les structures a grand lecfies$ petits vecteurs d’onde),
le développement (15.14a) de la fonction de transfert neaqie

d C3
dz 23’
le potentiel rugueux correspond donc au changement au @rendire de I'interaction

de VAN DER WAALS a cause de la variation de la distance de la surface digjeet
Par conséquent, le potentiel rugueux est de I'ordre de

Q< TH(Q )~ 5@ (15.15)

Vine() ~ 2V (2), (15.16)

et généralement, il est beaucoup plus petit que le pelaigivAN DER WAALS plan.

15.2.2 La fonction de Eponse atomique

Nous allons considérer le potentiel deN DER WAALS rugueux comme une pertur-
bation, en utilisant I'approximation ded®N. Le miroir a atomes rugueux est donc
caractérisé par le potentiel

V(r)=VO) + vl (), (15.17)

ol le potentiel’(*)(z) est plan, indépendant du profi{R) de la surface rugueuse
et répulsif de facon a assurer la réflexion des atometepairoir. Nous l'identifions

SLlintégrale (15.13) est calculée a l'aide la formule4.84 de BRAMOWITZ et STEGUN, op. Cit.
6ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit, formules 9.6.9 et 9.7.2.
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généralement avec le potentiel dipolaifg,, e~2* de I'onde évanescente plane, mais
I'on peut y incorporer le potentiel deaAN DER WAALS plan (15.9)’ En absence de
rugosité, un atome avec un vecteur d’'onde atomique intiken= (K;, —k.;) est
réflechi spéculairement par le potentiel plan, et sationa’onde est le produit d’'une
onde planexxpiK; - R dans le plancOy et d’'une fonction propre en une dimension
ér..(z) pour le potentiel/(*)(z). Nous normalisons les fonctions d’onde comme a
I'équation (3.7) du chapitre 3.

Dans I'approximation de 8RN, nous calculons une correction a la fonction
d’onde spéculairey™ (r), au premier ordre emfv(j\),v(r). En nous placant dans la
région asymptotique — oo, ¥)(r) est donné par le développement deur
RIER (14.2), ou les amplitudes deoBRIER (1) (K ) valent [voir (7.33) et les
équations (3.7, 3.10b) de NABRERA et al.[58]]:

VO(Ky) = (cbsz( IViaw(Q.2) [0r..(2)) exp §[Ap(kai) + Ap(ke)]

(15.18)
Dans cette expressiol\y(k, ;f) est le déphasage pour la réflexion sur le potentiel
moyen,Q est letransfert de vecteur d’onde atomiqdenné par

h2

Q=K,;-K; (15.19)

et la composante normalg; du vecteur d’'onde findt; = (K, k.;) est fixée par la
conservation d’énergie
K} + k2, =K + k2, (15.20)

Nous constatons que les amplitudes @eJRIER (15.18) de I'onde atomique dif-
fusée sont proportionnelles aux éléments de matricadehsformée de FURIER
VV(dW(Kf K,, z) du potentiel rugueux. Dans les directions paralléles am plu
miroir, nous retrouvons ici un résultat bien connu de keotié de la diffusion dans
'approximation de BRN, a savoir que la probabilité de diffusion est donnée par |
transformée de GURIER du potentiel diffuseur, calculée pour le transfert de vec-
teur d'ondeQ. Le mouvement de I'atome perpendiculaire au plan est contems
I'éléement de matrice dans (15.18).

Rappelons que les coefficients deURIER @E“)(Kf) (15.18) déterminent la dis-
tribution angulairelw/dK; des atomes réflechis (14.11). En prenant la moyenne par
rapport a 'ensemble statistique pour la surface ruguyemses trouvons finalement
gue la probabilité differentielle moyenne de réflexich @e la forme

<;—Il{l;> = 6(K; — Ki) + (21) 7% [B(Q)* Po(Q). (15.21)

Dans ce résultat, la foncti@ircorrespond a la réflexion spéculaire de la fonction déeond
non perturbée, et le deuxieme terme aux atomes qui erdiéfitisés par le potentiel

’Notons que dans ce cas, I'on dispose pas de solutions anpagtpour les fonctions d’onde non
perturbées.
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rugueux. Nous constatons que la probabilité differdetae réflexion diffuse est pro-
portionnelle a la densité spectrébe(Q) de la rugosité de surface. La densité spectrale
est pondérée par le carré dddaction de éponse atomiquB,;(Q), avec

B.(Q) = ﬁ%wmz)mm(@, 2) 6. (2)) (15.22)

La fonction de réponse est donc donnée par I'elément afeice de la fonction de
transfertF,qw(Q, 2).8

Linterprétation physique de I'équation (15.21) est iéuhate: la fonction de
réponse caractérise la probabilité de réflexion défpsur une fréquence spatidle
donnée dans le spectre deRIER de la rugosité de surface. Par exemple, si la den-
sité spectrale contient seulement les frequences &=t = +G, le potentiel ru-
gueux réalise un réseau de diffraction avec une pétiodeG| ; les carré$ B, (+G)|”
de la fonction de réponse donnent alors les populationsde la figure de diffrac-
tion. L'équation (15.22) montre en outre que l'efficacité la réflexion diffuse est
déterminée par le couplage (I'éléement de matrice)ecles ondes atomiques incidente
et diffusée gu’induit une composante deURIER donnée du potentiel rugueux. Ce
couplage dépend de la portéede la fonction de transfett, 4w (Q, z) en fonction
de la distance, dont nous donnerons une estimation au paragraphe suamime
pour la diffraction par 'onde évanescente stationnaims nous attendons a ce que
I'elément de matrice limite le transfert de vecteur d’enlk, dans la direction nor-
male au miroir & environ /..

Finalement, la fonction de réponse atomique interviemisda probabilité totale
wqig de réflexion diffuse (14.18). Exprimons-la comme a l'étjon (14.19) par une
rugosité effective wyg = (2k.;0.z)°. Nous obtenons alors

= e [ o 1P PUQ) (15.23)

Il s’ensuit que d’'une part, la variation de la fonction denstert B,;(Q) avec la
fréquence spatial@ filtre une certaine plage de frequences spectrales quiilboant

a la rugosité effective du miroir. D’autre part, la quédgans dimensioB,;(Q)/2k.;
détermine le rapport entre la rugosité effective du miebla«rugosité non filtréee de

la surface rugueuse [I'intégrale de la densité spec#al€)) sur toutes les frequences
spatiales, voir (13.24)].

8Notons que pour le miroir parfait rugueux, la fonction deakse vautB,;(Q) = Ak ks
[voir (14.17)].

9A cause de la relatios (—Q) = S*(Q) (13.17), la densité spectrale est une fonction pair@de
Les frequences spatiales apparaissent donc toujoursres p@, —Q}.
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15.2.3 Estimation pour la fonction de Eponse

Pour la fonction de réponse (15.22) du potentiel/ds DER WAALS rugueux, nous
devons évaluer I'elément de matrice de la fonction desfiert 74w (Q, zren) (15.13)

Ky(Qz)

(On., ()| Feaw(Q, 2) |1.,(2)) = =3 e3Q° (., ()] [0r..(2)) . (15.24)
Nous notons que la fonction de réponB8g(Q) est isotrope en fonction d@, elle
aussi. A notre connaissance, il n’existe pas de solutiolytaae a I'intégrale (15.24).
Pour simplifier le probleme, nous nous placons en incidermemale ou la difféerence
entre les vecteurs d’'onde ;; est faible. A 'annexe 15.A, nous démontrons alors les
estimations suivantes pour I'elément de matrice :

zr—;vadW(Qazreb)v pOUf ereb < 1’
(Drs ()| Paaw (Q, 2) [0, (2))| S {4
@Fde(Q,zreb), pour Qzep > 1.
(15.25)

Nous constatons que, comme la fonction de trandfery (Q, z..»), la fonction de
réponse a une largeur de l'ordre 8@ ~ 1/z., [voir le comportement asympto-
tique (15.14b)]. Pour une densité spectrale de rugositstante dans cette gamme
de fréquences spatiales, les atomes diffusés par le tpgtda VAN DER WAALS ru-
gueux auront donc une distribution de vitesse transveesewave largeur de I'ordre de
h/M z.. Cette largeur est de I'ordre de la vitesse de recul pour unt gde rebrousse-
mentz.q, >~ A /27 ; par ailleurs, elle diminue si.,, s’éloigne de la surface.

L'estimation (15.25) implique en outre que la fonction dpanses,(Q) (15.22)
atteint sa valeur maximale dans la lim{fe— 0, ou elle est de I'ordre de

max | Buy(Q)| =~ szYEM (15.26)

[Nous avons utilisé le développement asymptotique @#y).pour la fonction de trans-
fert et supposeé que.r ~ k.;.] Ici, Vv((%v(zreb) = —c3/23, estle potentiel d®AN DER
WAALS plan au point de rebroussement. Par conséquent, la raggigttive (15.23)

du miroir a atomes due au potentiel\deN DER WAALS rugueux est de 'ordre de

Vi zre
Uéﬁ‘dW) | dV\é( b) | 1 zeens (1527)

oua,,.,, correspond a la rugosité de surface dans la gamme deefiégs spatiales
Q| =0...1/2., (voir la fonction de filtrage représentée sur la figure 15.2

La rugosﬂe effectlver(VdW) est donc plus petite que larraie) rugosité de sur-
faceo si 'atome rebrousse chemin a une distangg ou le potentiel de/AN DER
WAALS est négligeable devant I'énergie incidente. Ceci esegilement le cas pour
une énergie incidente bien en-dessous du maximum de lefgade potentiel créée
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par le potentiel lumineux répulsif et le potentiel deNn DER WAALS attractif. Pour
une énergie incidente au voisinage du sommet de la barpar contreg.¢ est du
méme ordre que.

Remarque. La rugosité effective varie comme le potentiel @eN DER WAALS, en
1/23,, alors que le potentiel rugueux, lui, est proportionng) &, , comme la dérivee
du potentiel devaN DER WAALS [voir (15.16)]. Pour interpréter ceci, rappelons que la
probabilité de réflexion diffuse est déterminée paffé¢ecumulé du potentiel rugueux
pendant le processus de réflexion, comme I'exprime Brake surz dans I'élement de
matrice ; et puisque le potentiel rugueux varie comme uneldopuissance, il est de
longue portée ce qui rajoute un facteyl, a l'intégration dans (15.25).

Notons cependant que les estimations (15.25) surestim&atdur de la fonction de
réeponse. En effet, I'approximation électrostatiquerdeypotentiel de/AN DER WAALS
n'est plus vérifiee pour les contributions a I'élémdetmatrice qui proviennent de dis-
tances trés grandes. Le vrai potentiel pour l'interactiervAN DER WAALS présente
alors des oscillations [38] qui réduisent la valeur déehgent de matrice.

15.3 La contribution du champ évanescent rugueuwa
la réflexion diffuse

Préesentation

Nous reproduisons a I'annexe 15.B l'articIBiffuse atomic reflection at a rough mir-
rory par C. H., K. MBLMER, R. KAISER, N. VANSTEENKISTE, C. |. WESTBROOK
et A. ASPECT, qui a été accepté pour publication aRhysical Review Ae 17 oc-
tobre 1996. Dans ce travail, nous étudions l'influence derfaere diffusée par la sur-
face diélectrique rugueuse sur la réflexion d’atomes@aritoir a onde évanescente.
Plus précisément, nous nous limitons au potentiel dipoleugueuxV®(r) créé
par l'interference entre 'onde évanescente principatldéa lumiere diffusée. Nous
résumons ici les résultats que nous avons obt&hus.

La théorie se sépare en deux étapes: dans un premier t€mpid de
'annexe 15.B), nous calculons le champ lumineux, danspfaxmation scalaire,
jusqu’au premier ordre par rapport au profil de surface, asmdentifions le potentiel
rugueux avec le terme d’interféerence dans le potentigldipe du champ lumineux
(§ IV).

Nous calculons ensuite la diffusion de I'onde atomique pgvatentiel. Nous nous
servons a cet effet de deux approches differentes; Xul'approximation de B RN
nous permet de déterminer la fonction de réponse atom@ptée approche est valable
dans le régime quasi-spéculaire ou la probabilitéiéoda réflexion diffuse est faible
devant l'unité. Pour couvrir aussi la limite opposée @uéflexion completement dif-
fuse, nous présentons un deuxieme calcul basé sur dappation du réseau de phase

ONous ferons réference aux équations de I'annexe 15.Biksant le signetDifR ».
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Figure 15.3: Diffusion de la lumiére par une surface rugedd.,, K’, : composantes
paralléles au plamOy de I'onde évanescente principale et d’une onde lumineifise d
fusée ;Q : vecteur d’onde du spectre de rugosité de la surface.dtigwr du cercle
correspond aux ondes homogeénes diffusées pour lesg|}lle < k.

mince § VI): nous déterminons le déphasage de I'onde atomidfliectée par I'onde
évanescente rugueuse et calculons ensuite sa fonctionhdgence. Comme nous
'avons vu au paragraphe 14.2.2, la fonction de cohéreecmégt d’obtenir la pro-
babilité differentielle de réflexion par une transfaede BURIER. Au dernier§ VII,
nous généralisons notre approche a un champ lumineaxipdlet un atome avec plu-
sieurs sous-niveaux magnétiques dans I'état fondarnenta

15.3.1 Le champ lumineux diffu®

Comme au chapitre 14, nous calculons le champ lumineuxsgiffusqu’au premier
ordre par rapport au profil de surface, en utilisant 'appr@tion de RYLEIGH. La
seule difféerence par rapport a un miroir parfait rugueemttaux conditions aux limites
puisque I'onde lumineuse est diffusée par l'interfaceeenn milieu diélectrique et le
vide.

Le champ lumineux est donc la somme de deux termes [voir J|L5uBe onde
évanescente principale® (r) qui est présente méme en absence de rugosité, et un
champ diffuséE™ (r). La composante deduriER EW (K ) du champ diffusé est
proportionnelle & la transformée deBRIER S(Q) de la surface, pour le transfert de
vecteur d’'onde optiqu€® = K’ — K, ou K, est le vecteur d’onde paralléle au
planzOy de I'onde évanescente principale. Suivant son vecteund#&’, , le champ
lumineux diffusé correspond également a wmeleévanescentépour K’ | > k1),
ou bien a unende plane homame(|K’; | < k) qui se propage dans le demi-espace
au-dessus de la surface (voir la figure 15.3).
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15.3.2 Le potentiel dipolaire rugueux

Dans I'espace dedURIER, le potentiel dipolaire rugueuxV(r) (15.4) est caractérisé
par la fonction de transfert ['équatioD{fR 4.4)]

FOQ.2) = E@)‘%{E”’*E“><Kév+Q>exp[—<ﬁ+ﬂ’+>z1+

+ BV (Key — Q) EQexp|—(k + #7)2]}
Vinaxk {f (Ko + Q) exp[—(r + ', )2] +
+ 1" (Key — Q) exp—(k + £7)2]} (15.28)

oU Vi.ax €St la valeur du potentiel dipolaire de 'onde évanescpriteipale a la sur-
face du diélectrique, et la quantité sans dimengid{’, ) correspond & unefonction

de réponse optique elle détermine 'amplitude dedurIER EM (K/) du champ
lumineux diffusé [voir DIfR 3.3)]. Dans la direction normale, les ondes diffusées
EW (K¢, + Q) ont des constantes de décroissasiceLes /. sont imaginaires avec
une partie imaginaireégative s'’il s’agit d'une onde plane homogene qui se propage
dans la direction des croissants.

La fonction de transfert (15.28) est la somme de deux terraes'qn peut in-
terpréter par deux transitionsARAN (voir la figure 15.4): le premier terme cor-
respond a un processus ou I'atome absorbe un photon d#ellomineuse diffusée
EW(Ke, + Q) et en émet un autre dans I'onde évanescente princigdlér) [la
figure 15.4(a)]; le deuxieme terme dans (15.28) caraétabsorption d’un pho-
ton de I'onde évanescente principale et I'emission siémulans I'onde diffusée
EW (K¢ — Q) [la figure 15.4(a)]. Dans les deux processus, le changemewecH
teur d’'onde atomique paralléle au plan vau®.

Rappelons finalement que le potentiel dipolaire est prapurel a I'intensité lu-
mineuse du champ proche. Le calcul que nous en avons peéisemist donc bien
connu dans le contexte de la microscopie optique en changh@rou I'on introduit
une sonde dans le champ lumineux au voisinage d’'une suBacé3, 64, 65]. La re-
lation entre le potentiel ruguedx!)(r) et le profils(R) permet alors de reconstruire
la topographie de la surface a partir d'une mesure de Hgité lumineuse du champ
proche. La fonction de transfeft!) (Q, ») a également été introduite dans ce contexte
pour caractériser la reponse spectrale de I'appareil egune au profil de la surface
[152].

15.3.3 La fonction de Eponse atomique

En ce qui concerne les atomes, leur fonction de répadhsgl) est déterminée par
'eléement de matrice de la fonction de transfert (15.28)pbtentiel rugueux entre
les fonctions d'ondep;_ ., (z) pour la réflexion spéculaire. Nous supposons que le
potentiel planV©)(z) est donné par le potentiel dipolaire de I'onde évanescent
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Figure 15.4: Interprétation de la réflexion diffuse d’wmale atomique par des proces-
SUSRAMAN stimulés.
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principale, et nous négligeons linteraction geN DER WAALS. Dans cette ap-
proximation, I'éléement de matrice se calcule de fagoalgigue, et nous trouvons
['équation OIfR 5.15)]

By (Q) = ki {f(Ka+Q) exp[(r— ¥} ) ze| B+
+(Key — Q) exp[(/i — I{/_*) zreb} ﬁf} (15.29)

ou k.; est la composante normale du vecteur d’onde atomique imcide z.,
le point de rebroussement classique pour la vitesse inden = hk.;/M.
L'expression (15.29) est valable dans la limite semi-atpgsk,; > k.

A part les facteurg,. sur lesquels nous reviendrons dans un instant, la foncgon d
réponse (15.29) est proportionnelle @ontraste du potentiel dipolaire rugueux au
point de rebroussement de I'atome incident:

@ F(l)(Qa Zreb)

Bat (Q) ~ K V(Q) (Zreb)

(15.30)

et nous constatons I'analogie avec la diffraction par urde@vanescente stationnaire :
'amplitude du premier ordre vaut en effet;| ~ ek.;5/2x. Dans la diffraction, le
contraste est cependant constant a travers I'onde staii@n alors que pour le poten-
tiel rugueux, il varie avee,., parce que le champ lumineux diffusé contient des ondes
évanescentes (et homogenes) avec des constantes disskguce (de propagatios)
differentes.

Les facteursp. = B(Akz/m, li,i/li) dans la fonction de réponse (15.29)
généralisent le facteur d’obliquit&(Ak,/x) que nous avons rencontré dans
I'approximation de BRN pour la diffraction [a I'équation (7.40)]. lls tiennenbmpte
du fait que le potentiel diffuseur a une constante de désamice: + /. differente
de celle2x du potentiel dipolaire de I'onde évanescente principdiaus appelerons
0 le «facteur de recouvremen{overlap factoj dans 'annexe 15.B, et son expres-
sion explicite est donnée a I'équatioRifR 5.12). Nous trouvons encore que le fac-
teur de recouvrement limite les transferts de vecteur déalvél, a la constante de
décroissance de I'onde évanescente, comme pour la diffraction d’atorbDess le
régime semi-classique, la composante normale du vectendel atomique est donc
guasiment conservée lors de la réflexion diffuse.

Les fréquences spatiales pertinentes

Au § V.3.1 de 'annexe 15.B, nous montrons que la portée de letifam de réponse
atomiqueB,;(Q) (15.29) en fonction d€) est déterminée par la fonction de transfert
F(Q, z:ep) du potentiel rugueux a la distaneg, du point de rebroussement et par les
facteurs de recouvremept .

Le résultat est le suivant: si le point de rebroussemenbsee loin de la surface,
kzen 2 1, la fonction de réponse est concentrée autour de deulesedéfinis par
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Figure 15.5: Lignes de niveaux de la fonction de réponseiggae| B,;(Q) |* (15.29)
pour un point de rebroussement loin de la surface, en inca&laormale. Le transfert
de vecteur d’'onde atomiqu@ est donné en unités du vecteur d’onde optigueLes
régions grisées correspondent a des grandes valewuadatection de réponse. L'insert
montre une coupe le long de la ligne épaisse en tirets,lpkral la direction de pro-
pagation de I'onde évanescente principale (I'éxg.

Le point de rebroussement se trouve a la distapge= 2~ log 2, et les atomes sont
incidents en incidence normale avec un vecteur d’dnde- 50 x. Le vecteur d’onde
de 'onde évanescente principale V&, = /2 k;, e, et nous avons choisi= k;.
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Qy [kL]

Qx [en unités de KL]

Figure 15.6: Identique a la figure 15.5, mais avec un paédifpolaire principal moins
fort de sorte que le point de rebroussement se trouve pasge la surfacez.., =
1k Tlog2.

2

K¢ + Q| < kg, (voir la figure 15.5). Les contributions significatives dduaniere
diffusée a la diffusion de I'atome proviennent alors seutnt des ondes planes ho-
mogenes et des ondes évanescentes avec une grande puofdedpénétration. En
effet, des frequences spatiales beaucoup plus grandés gerteur d’'onde optiquie;,
créent des ondes lumineuséses évanescenteslont I'amplitude au point de rebrous-
sement est tres petite. Lorsque le point de rebrousseraeapproche de la surface,
la contribution de la lumiere évanescente augmente, &rletion de réponse ato-
mique s’élargit autour des deux cercles (voir la figure L3&ns les deux cas, nous
constatons I'anisotropie de la fonction de réponse : dteptus large dans la direc-
tion parallele au vecteur d'onde de I'onde évanescenteipale que dans la direction
perpendiculaire.

Finalement, la portée de la fonction de réponse atomiqtieestreinte a cause de
la limite pour le transfert de vecteur d’ondet, donnée par le facteur de recouvre-
ment . Cette limite du transfert de vecteur d’'onde:. n'impose cependant pas de
restriction particulierement sévere en incidence radenparce que le vecteur d’'onde
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vertical ne change qu’au deuxieme ordre par rapport agfeasi®) dans le plan. C’est
en incidence oblique et rasante que la restriction deviardre : dans cette géométrie,
la conservation d’énergie demande un transfert de vedtende atomique\k, dans
la direction normale avec

Q-K;

kzi ’
ou K; est le vecteur d’onde atomique incident parallele au pPar.conséquent, la
réflexion diffuse a presque exclusivement lieu pour dessfeats de vecteur d’'onde
qui sont perpendiculaires au plan d’incidence atomigdel, K;, parce que la com-
posante verticale du vecteur d’'onde atomique reste alorairgée. A lintérieur du
plan d’'incidence atomique, par contre, la réflexion estsgquant spéculaire. Cette
asymeétrie est illustrée sur les figures 15.7 et 15.8 olor'@ est incident sous un
angle de45°. Sur la figure 15.7, 'atome est incident dans le méme planlgqunde
évanescente principale ; les contributions des deuxe®stnt alors réduits a la partie
centrale autour d€ = 0. Sur la figure 15.8, les plans d’'incidence atomique et optiqu
sont perpendiculaires. Les transferts de vecteur d’ontnlgde I'axe qui rejoint les
deux cercles conservent alors la composante normale dewetbnde atomique de
sorte que et les frequences spatiales importantes satsiuur ce cet axe.

Ak, ~

(15.31)

La rugosité effective du miroir

Au § V.3.2 de 'annexe 15.B, nous montrons que la rugosité efedu miroir due au
potentiel dipolaire rugueux est du méme ordre de grandeaitajrugosité de la surface
du diélectrique elle-méme. Plus précisément, nous/yos la surestimation suivante

Oeff 5 [o) eftPreb — 1/ %axEB (1532)

ou G représente la rugosité de la surface dans la gamme deefnégs spectrales
déterminée par la portée de la fonction de réponse atosi?,(Q) (généralement de
I'ordre de quelques vecteurs d’onde optiques).

Nous constatons que la rugosité effective augmente aveistance du point de
rebroussement, proportionnellement&<> = (V,.../E.;)'/. Pour interpréter ceci,
nous rappelons que dans la diffraction, les populationssp@tulaires sont propor-
tionnelles au contraste de I'onde évanescente statimrdonc au rapport entre les
parties modulée et non modulée du potentiel dipolairguetle méme comportement
apparait dans la réflexion diffuse par le potentiel dipeleugueux [voir (15.30)]. Ce-
pendant, a cause de la lumiere diffusée vers le haut,tenpel rugueux contient des
composantes dedURIER qui décroissent moins vite en fonction degue le potentiel
dipolaire principal. Le potentiel rugueux correspond danme onde évanescente sta-
tionnaire dont le contraste augmente avec la distance eopaéquent, la probabilité
de réflexion diffuse et la rugosité effective augmenteeta,.,.

Nous relevons cependant deux situations ou ce raisonrigneshpas valable et ou
la rugosité effective est bien inféerieure a I'estimat{@5.32) : d’une part, il est possible
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Qy [kL]

Qx [en unités de KL]

Figure 15.7: Identique a la figure 15.6, mais en incidend&oé. Les atomes sont
incidents sous un angle = 45° avec une composante de vecteur d’onde normale
k., = 50k. Le plan d’incidence atomique se confond avec le plan ddewnce de
I'onde évanescente principale (le pla®:z) : K; = 50 k e,. A l'intérieur des cercles

en tirets épais, des ondes lumineuses homogénes carttidila réflexion diffuse des
atomes.
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Qy [kL]

Qx [en unités de KL]

Figure 15.8: Identique a la figure 15.7, mais les atomesigoiatents dans le playO =
perpendiculaire au plan d’incidence optique (le ptar) : K, = 50 k e,,.
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gue la densité spectrale de rugosité ne contienne pasctiEuve d’'onde suffisamment
grands; rappelons ici que la fréquence spatiale minimédessaire pour exciter des
ondes homogenes vaut en effgt= K¢, | — k, = ¢ — kz, oUq = kyngsin 6y, (5.2) est

la composante horizontale du vecteur d’'onde de 'onde&s@nte principale (voir la
figure 15.3). D’autre part, en incidence oblique, c’est lactoon de réponse atomique
qui supprime une partie des frequences spatiales queekades ondes homogénes et
la rugosité effective s’en trouve réduite. En incidenoenmale par contre, nous nous
attendons a une rugosité effective proche de I'estimdtié.32).

15.3.4 Le regime d’une réflexion compktement diffuse

Lorsque la rugosité effective.;s devient du méme ordre de grandeur que la lon-
gueur d’onde atomiquiyg, I'approximation de BRN n’est plus valable parce qu’elle
donnerait une probabilité de réflexion diffuse supé&eean I'unité. Nous nous atten-
dons alors a ce que la réflexion devienne completemefsdif La grandeur physique
intéressante est alors la largeut ;¢ en vecteur d’onde de la distribution des atomes
réflechis.

Au § VI de 'annexe 15.B, nous présentons une approche alteengtii permet
de décrire le régime d'une réflexion completement déuCette approche utilise
'approximation du réseau de phase mince (introduite apitte 8); nous décrivons
l'influence du potentiel rugueux par un déphasageR) par rapport a la fonction
d’onde réfléchie spéculairement [I'équatidifRk 6.1)]:

Yret(R) = 4% (R) exp [id0 (R)]. (15.33)

Nous obtenons alors les résultats suivants:

La probabilité totale de réflexion diffuseys = (2k.,0.¢)? peut étre ré-interprétée
dans la limiteo.¢ > A\gg, OU 'approximation de BRN n’est plus valable : elle donne
alors la valeur quadratigue moyenne des fluctuations deeptiad’'onde atomique
réflechie ['équationDifR 6.15)] :

wair = ([5p(R)]*) > 1. (15.34)

Dans cette limite, les atomes réfléchis ont une distrputie vecteurs d’onde gaus-
sienne et complétement diffuse, dont la largeur dans lejla, est de I'ordre de

0K air >~ v/Wair 0 KBorns (15.35)

ou dKg,m, €st la largeur de la probabilité differentielle de réitex diffuse dans
'approximation de BRN. La distribution diffuse présente par ailleurs la mémisan
tropie que pour une diffusion faible (voir aussi M. VEBRY [83] a ce sujet).
L'équation (15.35) généralise a une onde évanescegtesuse la relation entre le
transfert de vecteur d’'onde maximak™ ~ wu,.q 2¢ et I'indice de modulation de
phaseu,,,q pour une modulation de phase forte: le vecteur d’opglelu réseau de



Potentiels rugueux en champ proche 391

Diffraction Reflexion diffuse

—» E;

2hig Vi

\\ \\ 2 hK; - Qpax
v 44— & .

44—

—’ E, (max)

Figure 15.9: Comparaison entre I'effet Sisyphe stimulérga diffraction (a gauche)
et la réflexion diffuse (a droite).

diffraction correspond alors a la largeuks,,,, de la plage de frequences spatiales du
potentiel rugueux qui contribuent a la réflexion diffusepgemier ordre en perturba-
tions ; et l'indice de modulation,,.q correspond a I'ecart-typgsp(R)]*)Y? = | /wa
des fluctuations de phase de I'onde atomique réflechie.

15.3.5 Fole des sous-niveaux magatiques et de la polarisation de
la lumiere

Analogie a la diffraction

Jusqu'a maintenant, nous avons considéré le champ &uxindiffusé comme un
champ scalaire, en négligeant la polarisation. Latomeauissi a été modélisé par
un atome a un niveau. Or, dans la réalité en trois dimassion ne peut faire abs-
traction de la polarisation de la lumiere. C’est pourquoikaVIl de I'annexe 15.B,
nous généralisons la théorie de la réflexion diffusetesrant compte également des
sous-niveaux magnétiques de I'etat fondamental dertiato

Rappelons que dans la diffraction par 'onde évanescdat®mnaire (au para-
graphe 11.2), les sous-niveaux magnétiques ont permigfleaschir de la coupure
|Ak.| S k pour le transfert de vecteur d’onde atomique dans la deegierpendi-
culaire au miroir (voir la figure 15.9): I'atome peut entreand I'onde évanescente
sur une courbe de potentiel, passer par une transitkmaAR stimulée sur un autre
sous-niveau, et sortir sur une courbe de potentiel diffexel’€nergie cinétique dans
la direction normale change alors par la difference dgdadements lumineux des
sous-niveaux (voir la figure 15.9 a gauche).

Dans le contexte du refroidissement laser, ce mécanismespond a I'effet Si-
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syphe identifié par C. GHEN-TANNOUDJI et J. DALIBARD [28, 29]. Le change-
ment d’énergie provient alors de I'émission spontariée ghoton avec une frequence
differente de la frequence laser. L'effet Sisyphe spo@ta été étudié aussi pour des
atomes alcalins réflechis par une onde évanescentenantteompte de transitions
spontanées entre les niveaux hyperfins de I'état fondeahid@®3, 154, 155, 156, 157].
Dans notre situation, I'effet Sisyphe est stimulé, enéggie est conservée. Ceci n’est
possible que parce que la transitioaNRAN permet une conversion entre I'énergie po-
tentielle interne (les déplacements lumineux) et I'girecinétiqgue dans la direction
parallele au réseau (qui correspond au décalageeBLER 21 Ap dans le réféerentiel
de I'atome). Le principe de FANCK—CONDON implique que la probabilité pour un
tel processus Sisyphe stimulé est maximale lorsque leggpde rebroussement des
fonctions d’'onde dans les deux potentiels coincident. @ert¥&nergie cinétique nor-
male £, de I'état final est fixée par les vecteurs d’onde diffradtg,, le principe de
FRANCK—CONDON permet d’estimer si le transfert de population vers un agares-
niveau est efficace. Sur la figure 15.9 a gauche, les pointstteussement des états
initial et final ne coincident pas, la population diffraetSera donc plus faible que le
maximum, tout en étant non nulle.

Pour la réflexion diffuse par contre, un continuum d’émesdinaleskE, ; est ac-
cessible dans la direction verticale parce que le potentgleux offre une distribu-
tion continue de réseaux de diffraction (voir la figure 1&.8roite). Le principe de
FRANCK—CONDON permet alors d’identifier les frequences spatidgs,. pour les-
guelles la probabilité de réflexion diffuse est maximalarce qu’elles couplent des
états initial et final dont les points de rebroussementsauaent.

Plus précisément, considérons un processus ou l'atemte avec une énergie
cinetique F,; dans I'onde évanescente sur un niveau avec le déplacdomimeux
V© e=2%= et sort sur le nivealvf(o) e~2%, Parmi toutes les énergies final&s;, le

principe de RANCK—CONDON permet d’'identifier une énergie cinétique finale parti-
culiere E(‘?ax pour laquelle les points de rebroussement classiquestatssinitial et

z

final coincident. L’energleE(max est donc fixée par [voir aussi (11.33)]:

V. (0) E.;

— = 15.36)
(0) (max) ’ (

Vi E,

Notons queE max) dépend seulement de I'énergie inciderite et du rapport des

déplacements Iumlneux. Le transfert de vecteur d'oQgdg, parallele au miroir qui

est nécessaire pour conserver I'eénergie est alorsrditepar

2

oYV [(Ki + Quan)? — K7| = By — B, (15.37)

ou K; est le vecteur d’'onde atomique incident parallele au miroi
Nous illustrons cet effet, laréflexion diffuse amplifiée par effet Sisyphe stimylé
sur les figures 15.11 a 15.14. Nous prenons I'exemple d'tamgsition/ = 1 —
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Figure 15.10: Coefficients d&.EBSCH-GORDON pour une transitiod =1 — J, =
2. A cause de la symétrie des coefficients par rapport-a 0, seuls ceux avee. > 0
sont représentés.

J. = 2 et d’une onde évanescente en polarisation linéaifeu TE). Pour un axe
de quantification paralléle au champ électrique, les-smesaux|m = 0,+1) sont
des états propres de I'opérateur du déplacement lumiraurs déplacements sont
donnés par les carrés des coefficients deBESCcH-GORDAN de la figure 15.10. Pour
un atome incident dans I'eétat, = +1) et diffusé vergm; = 0), I'équation (15.36)
et les coefficients de la figure 15.10 montrent que le maximarfiefficacité de la
réflexion diffuse correspond a un vecteur d’onde final dantomposante verticale
vaut

4
gmax) _ [ 2 15.38
zf 3 ( )

Notons que pour un vecteur d’onde incident semi-classicem,implique un change-
ment de vecteur d’onde considérable a I'échelle du vea®nde optique;..

Cependant, a cause de la conservation de I'énergie et duemtoangulaire,
deux conditions sont nécessaires pour réaliser I'efisydhe stimulé dans I'onde
évanescente rugueuse::

e d'une part, il faut que I'atome interagisse avec une ondeariaose de pola-
risation differente de I'onde évanescente principatajrpgpouvoir changer de
sous-niveau magnétique ;

e d’autre part, il faut que le potentiel dipolaire rugueuxrimgse le transfert de
vecteur d'ondd) ... €xigé par la conservation de I'énergie (15.37).

Congquences du changement de sous-niveau

Nous donnons aux équatioi3ifR B1, B2) les vecteurs de polarisation pour les com-
posantes de #URIER du champ lumineux diffusé [158]. Pour une polarisatiori-inc
dente parallele a 'ax®y, la lumiére diffusée a l'intérieur du plan d’incidenog-
tique (le planzO*z) est également polarisée parallele a I'éxg, pour des raisons de
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Figure 15.11: Fonction de réponse atomique (lignes deaowjepour la réflexion dif-
fuse vers le méme sous-nivea;, = +1) — |m; = +1).

Le point de rebroussement se trouve a la distange= %;{1 log 2, et les atomes
sont incidents en incidence normale awvec = 50 k. Le vecteur d’onde de 'onde
évanescente principale vakt, = /2 k; e,, et nous avons choisi= k.

symeétrie. La réflexion diffuse de I'atome par ces modesheaonx n’'induit donc pas de
changement de sous-niveau. Les transferts de vecteura@rsdnt alors paralléles a
'axe Ox. Ce sont seulement des modes lumineux qui se propagent ersdthplan
d’incidence optique, qui ont des composantes de polasisati susceptibles d’'induire
une transition RMAN vers un autre sous-niveau. L'atome encaisse alors un érnsf
de vecteur d’ond€) en dehors de I'ax@zx.

La figure 15.11 montre en effet que la probabilité de diffassans changement
d’état interne (le processiis;; = +1) — |ms = +1)) est concentrée autour de I'axe
Oz, parallele au vecteur d'ond€,, de I'onde évanescente principale. Pres de I'axe,
la probabilité de diffusion ressemble au résultat du eledcalaire (comparer a la
figure 15.6). Sur la figure 15.12, nous constatons que la piitgade diffusion pour
l'autre état finalm; = 0) s’annule sur I'axe)z. Linterprétation de 'asymétrie de la
figure 15.12 par rapport aux directions parallele et aatafele a 'axeDx dépasse le
cadre de notre exemple; notons seulement que nous avansat@gtaté une brisure
de symétrie analogue pour une onde évanescente en potamiEM qui se propage le
long de I'axeOx : sa composante de polarisation plus est forte que la composante
oy [voir (11.24)].
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Figure 15.12: Identique a la figure 15.11, mais pour un &tal different:|m; =

Constquences de la conservation éhergie

Sur les figures 15.11 et 15.12, 'atome est incident en imadenormale. La conser-
vation d’énergie implique alors que le transfert de vectonde dans la direction
normale au miroir est du deuxieme ordre par rapport au feeeinde vecteur d’onde
parallele au plan, et généralement tres petit devanetgeur d'onde optique. Par
conséquent, la réflexion diffuse n’est pas amplifiée feffet Sisyphe stimulé. En
effet, il faudrait des transferts de vecteur d'ond¥ ~ k.;, beaucoup plus grand
gue le vecteur d’'onde optique, pour que le changement dertjge cinétique dans
la direction normale soit suffisamment grand de facon auwe lgs points de re-
broussement dans les deux potentiels se recouvrent, comusd avons supposé aux
equations (15.36, 15.37). De telles frequences spat@aespondraient a des ondes
lumineuses extremement évanescentes dont 'amplitstieégligeable aux distances
gu’explore I'atome. L'amplification de la réflexion diffagar 'effet de RANCK—
CONDON ne peut donc avoir lieu en incidence normale.

Sur les figures 15.13 et 15.14, nous nous plagons en in@diiigue et présentons
la fonction de réponse atomique pour un atome incident ¢empdan zOz. La fi-
gure 15.13 montre la probabilité de diffusion sans chareggrd’état interne, et nous
constatons qu’elle ressemble de prés au résultat dedaiehscalaire (la figure 15.7):
les transferts de vecteur d’onde dans la directibnsont supprimés. Si par contre
'atome change de sous-niveau et sort dans I'giat = 0) (la figure 15.14), une
réflexion diffuse avec un grand transfert de vecteur d’osstepossible. Pour les pa-
rametres de la figure, le changement de la composante rexdnalecteur d’onde

atomique va jusqu'a\k™> = (,/4/3 — 1) k.; ~ 7.2 k. Observons pour finir sur la
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Figure 15.13: Probabilité de réflexion diffuse en incicemblique, sans changement
d'état interne|fm; = +1) — |my = +1)).

L’atome est incident dans le plai@ > (vecteur d’ondd<; parallele au vecteur d’onde
K¢, de I'onde évanescente principale), sous un afgte 70°. Les autres paramétres
sont identiques a la figure 15.11.

figure 15.14 que la probabilité de diffusion s’annule poertains transferts de vec-
teur d’'onde, marquésA)» sur la figure. Ce phénomene correspond aux oscillations
de STUCKELBERG que nous avons observées dans les probabilités de tifineau
chapitre 11.2 [a I'équation (11.30)].

Conclusion

Nous avons étudié deux mécanismes pour une interaatidinecte entre I'atome
réflechi par le miroir a onde évanescente et la surfageiguse du diélectrique:
d’'une part, la correction au potentiel d’interaction\cley DER WAALS due au pro-
fil de la surface, et d’autre part, le potentiel dipolaireueigx créé par l'interference
entre I'onde évanescente principale et la lumiéere déféugar la surface rugueuse. Les
deux mécanismes font apparaitre des potentiels ruguang & champ proche, et
bien que ceux-ci soient faibles devant le potentiel dipelaie 'onde évanescente,
ils rendent diffuse la réflexion des atomes parce que ladeagd’onde atomique
est généralement beaucoup plus petite que la profondeyrédétration de 'onde
evanescente. Nous avons relié la probabilité diffeedle de réflexion diffusevqq
au spectre de rugosité de la surface rugueuse, par le maysa fonction de réponse

atomique.
Deux régimes pour la réflexion diffuse ont été idengifidans le régime quasi-
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Qy [kL]

-4 -2 0 2 4

Qx [en unités de kL]

Figure 15.14: Identique a la figure 15.13, mais pour un sowsau final différent
|mf = 0)

spéculaire, la probabilité de diffusianyg est faible, et une grande fraction d’atomes
est réflechie spéculairement. Ce régime peut étrecté&aisé par I'approximation de
BORN. La partie diffuse de la distribution de vitesse réfleéatse alors donnée par le
produit de la densité spectrale et la fonction de répotmmigue. Nous avons trouvé
gu’elle a généralement une largeur de I'ordre de quelgitesses de recul au plus.
Pour une vitesse incidente beaucoup plus grande que laeitiesrecul, la divergence
angulaire de la réflexion diffuse est donc relativementiéaiDans le deuxieme régime
d’une réflexion fortement diffuse, la composante spémilast absente de la distri-
bution de vitesse. La largeur de celle-ci est augment'eeupdacteurwéi/é, ou wyig
est encore donné par la fonction de réponse atomiquelealdans I'approximation
de BORN, mais son interprétation physique est reliee aux fluzinatde phase des
atomes réfléchis.

Comparaison entre les deux r@canismes

De facon générale, nous constatons que le potentigAdeDER WAALS rugueux est
plus petit en valeur absolue que le potentiel dipolaire eugu Les deux potentiels
deviennent seulement comparables a une position presrdmst de la barriere de
potentiel du miroir. Aussi les deux mécanismes sont-ilssid#es a des frequences
spatiales difféerentes: pour le potentiel den DER WAALS rugueux, la fonction de
réponse est isotrope et présente une fréquence de eodeliordre d&VQ < 1/zep ;
elle devient plus étroite lorsque le point de rebrousseéms@&foigne de la surface.
Pour le potentiel dipolaire rugueux par contre, la fonctilenréponse a une largeur
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potentiel dipolaire rugueu

N
~_van der Waals

Figure 15.15: Estimations pour les contributions du po¢émle VAN DER WAALS
rugueux (tirets) et du potentiel dipolaire rugueux (trégip) a la rugosité effective du
miroir & onde évanescente. Les courbes représentappert.; /o pour une densité
spectrale constante.

fixe de I'ordre du vecteur d’onde optiqu&) ~ ki, Si le point de rebroussement est
loin de la surfacesz., < 1. Elle présente en outre une anisotropie, étant plus large
dans la direction parallele au vecteur d’'onde de I'ondenegcente principale. Ceci
provient du fait que I'onde évanescente participe tolga@ur transitions RMAN qui
font diffuser I'atome. Notons qu’une telle anisotropie deallstribution de vitesse des
atomes réflechis semble avoir été observée effecamemians I'expérience par notre
groupet!

Nous avons caractérisé la spécularité de la réflexammgrugosité effective g
du miroir a atomes, par analogie au miroir parfait rugudieqpation (14.19)]. Les
deux mécanismes d'’interaction avec la surface rugueuseethd des rugosités effec-
tives qui dépendent de fagon differente de la distangaailot de rebroussement (voir
la figure 15.15). Pour le potentiel d&N DER WAALS rugueux,o.; est inferieure a
la rugosités de la surface diélectrique, par un facteur de I'ordre dypoapentre le
potentiel devAN DER WAALS et le potentiel dipolaire principal au point de rebrous-
sement [I'équation (15.27)]. La rugosité effective dugatiel dipolaire rugueux par
contre, est du méme ordre queElle augmente méme avec la distangg du point de
rebroussement [voir (15.32)] si le champ lumineux diffes@tient une contribution
importante d’ondes planes homogenes (la situation septée sur la figure 15.15).
Une telle situation semble plus proche de la réalité pqueela densité spectrale de la
surface rugueuse décroit lentement, comme une loi dsgnuig, pour des fréquences

11G. HORVATH, G. LABEYRIE, A. LANDRAGIN, communication privée (1996).
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spatiales autour du vecteur d’onde optique.

Si finalement le champ lumineux diffusé est dominé par deden évanescents
avec la méme profondeur de pénétration que 'onde &cmmte principale, la rugo-
sité effective du miroir est approximativement indépame de la distance du point
de rebroussement. Cette situation peut se produire lorbguiaitilise un systeme
d’exaltation pour I'onde évanescente [18, 17, 93, 20]ceaue I'on exalte en méme
temps les modes du champ lumineux diffusé avec la mémeaitangle décroissance
gue I'onde évanescente principale.

Quasi-conservation de la composante normale du vecteur dale
atomique

L'épaisseur non nulle de 'ordre dg'x du potentiel dipolaire rugueux implique une
coupure pour le transfert de vecteur d’onde atomique dangdation normale au
miroir, qui est de I'ordre de. Bien que nous ne disposions pas d’un résultat analytique
pour les éléements de matrice du potentieMd® DER WAALS rugueux, nous nous
attendons a ce qu’'une coupure analogue y apparaisse allsssera méme encore
plus stricte vu que ce potentiel a une portée plus longuermetibn dez. Limpact de
la coupure est cependant assez different en incidencguelgiar rapport a I'incidence
normale. En incidence normale, le changement de vectemdd'd %, imposé par
la conservation de I'énergie est faible. Nous montronssdamnexe 15.B que I'on
peut alors en effet faire abstraction de I'épaisseur ndterde I'onde évanescente
en incidence normale, et décrire le miroir a onde évasr@scpar un miroir parfait
rugueux, comme au chapitre 14. L'on obtient une bonne desumi pour la réflexion
diffuse en prenant un miroir rugueux dont la surface est @erpar lacsurface de
rebroussementou le potentiel dipolaire est égal a I'énergie incidertette surface
permet également d’interpréter le régime diffus parn@fiexion localement spéculaire
sur la surface de rebroussement, comme pour un ensembletidellpa classiques.

En incidence oblique, la quasi-conservation de la compgesaormale du vec-
teur d’'onde atomique supprime la réflexion diffuse dandde p'incidence atomique.
L'atome n’est alors sensible qu’aux fréquences spatidlepotentiel rugueux qui
sont perpendiculaires au vecteur d’'onde atomique incideette situation change
lorsque 'on introduit la structure magnétique de I'étabdamental atomique dans
la théorie. Comme dans laiffraction assistée par sous-niveaux magnétigueba-
pitre 11.2), de grands transferts de vecteurs d’onde dadgdation normale sont
possibles lorsque la réflexion diffuse s’accompagne diuaesition vers un état in-
terne avec un déplacement lumineux différent. Cet effeyhe stimulé se produit
lorsque le champ lumineux contient des composantes deigatian differentes de
'onde évanescente principale. Il est en outre nécesshdrse placer en incidence
obliqgue pour que le potentiel rugueux, par un transfert ddevs d’onde modeste
dans le plan parallele au miroir, puisse compenser le @rapgt d’énergie cinétique
dans la direction normale.
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Remarque. Notons que I'on peut étudier 'amplification de la réflexidiffuse par
effet Sisyphe stimulé en incidence normale, si 'ondenegaente principale contient
deux frequences  differentes. Pour réaliser la diffraction assistée g@us-niveaux
magnétiques, I'on choisira des polarisations diffeeenpour les deux fréquences.
Lorsque les polarisations sont identiques, par contrat seulement le champ diffusé
par la surface qui peut induire la transitiomRAN nécessaire pour l'effet Sisyphe sti-
mulé. Par exemple, I'atome peut absorber un photon de ¢ @enescente principale
de frequencev; et de vecteur d’ond&,, et émettre de fagon stimulée un photon de
frequencew, et de vecteur d'ond&K’, = K¢, + Q dans le champ diffusé par l'autre
onde principalé? L'énergie de 'atome change alors gaf = h(w; — w»), de sorte que
nous avons (en incidence normale)

2 2

h h
37 (Q?+#%) = Sk + . (15.39)

A cause du principe deHFANCK—CONDON, ce processus se produit avec une grande
probabilité lorsque le vecteur d’onde final; est égal a la valeur optimal S}lax)
fixée par la difference des déplacements lumineux (35I3&quation (15.39) permet
alors d’ajuster le transfert de vecteur d’on@e,.. parallele au miroir en fonction de la
difference de frequenceds En comparant les équations (15.37) et (15.39), nous @onst
tons qué) joue le rdle du décalage @PPLER2K;-Q de l'incidence oblique.

12 es frequences; » seront généralement trés voisines de sorte que nousopswonfondre les
vecteurs d’'onde optiques, »/c = kr..
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Annexe

15.A Estimation de la fonction de Eponse atomique
pour le potentiel de VAN DER WAALS rugueux

Nous allons estimer ici I'elément de matrice (15.24) aquervient dans la fonction de
réponse atomique pour le potentiel rugueuxds DER WAALS :

(Dh. (2)| Fraw (Q, 2) [k, (2)) (15.A.1)

Rappelons a cet effet que les fonctions d'ongle , (2) sont négligeables dans la région
classiquement interdite < z,.,, au-dela du point de rebroussement classidu@ans
la régionz > 2., le produitg,._,(2) ¢r.,(2) est de I'ordre de I'unité, et compte tenu
des oscillations de cette fonction qui tendent a redwairedleur de I'intégrale, nous
pouvons la surestimer par I'unité.

Notons encore que lintégrand dans I'élement de matfiéeA.1) prend sa va-
leur maximale autour du point de rebroussemept. La valeur de lintégrale est
donc déterminée par le produipz.,, qui intervient dans la fonction de réponse
Foaw (Q, zren) [VOir (15.13)]. Nous pouvons distinguer entre deux sitagilimites:

1. pour Qz., > 1, le comportement asymptotique (15.14b) est valable sur
tout I'intervalle d’intégrationz = z., ... + co. La contribution dominante a
l'intégrale provient de larégion autour du point de relsgement, dont I'étendue
caractéristique egt ~ 1/@Q), a cause de la portée emle la fonction de transfert
Foaw(Q, z) (15.14b). Nous trouvons alors la surestimation suivante:

Qe > 11 (B, ()| Fraw(Q, 2) 1., (2))| < %dew@,zreb).

(15.A.2)
2. dans la limite opposé@z.., < 1, le comportement asymptotique (15.14a) est

valable dans l'intervalle ~ z.y...1/Q. Nous nous en servons pour calculer
l'intégrale, ce qui donne le résultat:

C
Qar <1 |00, (2) [ Fuaw(Q, 2) |91, (2))] S | 5= — e
reb
C Zre
= ZTB = 3bFVdW(Q7 Zreb)' (15'A'3)
reb

La contribution de l'intervalle: ~ 1/Q ... + oo a l'intégrale est de l'ordre
de (1/Q)Faw(Q, 1/Q) ~ c3Q?, ce qui est négligeable devant le terme donné
a (15.A.3).

3pour les besoins de cette estimation, nous supposons quEhés de rebroussement des fonctions
d'onde¢y_ ,,(z) sont proches.
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15.B Diffuse atomic reflection at a rough mirroDifR)

Dans cette article, nous étudions de facon détailledlience du potentiel ru-

gueux crée par linterference entre I'onde évanescemnti& lumiere diffusée par

la surface du diélectrique. Le lecteur y trouvera en paligc la généralisation de

I'approche de RYLEIGH a une interface diélectrique—vidgl{l) dont nous nous ser-

vons pour calculer le champ lumineux diffusé. Dans I'dgtious nous concentrons
sur I'approximation scalaire pour le champ lumineux. A Hare§ B, nous donnons

le champ lumineux diffusé en tenant compte de la polagsati

Ce papier a été publié dansRaysical Review A5 (1997) 1160.



Chapitre 16

Diffusion d’atomes dans le potentiel
dipolaire aleatoire du champ lointain

Dans ce chapitre, nous voudrions analyser comment le maenediun atome est
modifié par le champ lumineux diffus qui se trouve dans leidespace au-dessus de
la surface diélectrique. A la difference du chapitre 1&usinous placons donc dans
la région asymptotique loin de la surface du diélectriqueechamp lumineux présent
dans cette région existe parce que le faisceau lumineugrgeil’'onde évanescente
stationnaire, est diffusé par la surface rugueuse dedigjue. L'atome traverse ce
champ avant (et apres) la réflexion par le miroir et interagec lui par le potentiel
dipolaireV ) (r) (15.5).

Nous étudions d’abord les propriétés statistiques deri®@|V (?) (r) et présentons
comment I'on peut poser le probléeme du mouvement de I'atdams un tel potentiel.
Nous identifions ensuite de fagon qualitative les granglphysiques qui caractérisent
la diffusion de I'atome.

Nous appelerons dans ce chapitre le poteftiél(r) potentiel dipolaire abatoire

16.1 Propriétes statistigues du potentiel dipolaire
aléatoire

Pour calculer le potentiel dipolaire aléatoiré®(r), nous nous servons du
champ lumineux diffuséZ™(r) dans I'approximation scalaire qui est donné par
I'expression DifR 3.1). Nous obtenons alors le résultat suivant pour sa veleyenne
[en utilisant la fonction de corrélation (13.21)]

- dK
(V@(r)) = ﬁvmx/(;i—>2 IfK)? Py (K — Kg) exp (—2Im k. 2), (16.1)
T
ou f(K) est donné enl§ifR 3.6), Ps(Q) est la densité spectralgl, k) est le vec-
teur d’'onde lumineux diffusé d, le vecteur d’'onde de I'onde évanescente princi-

pale. Comme les ondes évanescentesiiaginaire) ne contribuent plus au champ

403
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lumineux dans la région asymptotique loin de la surfagetdgrale (16.1) est en fait
limitée aux ondes planes homogengs|(< k.) pour laquelle la composante est
réelle. Il s’ensuit que la valeur moyengg® (r)) du potentiel dipolaire aléatoire est
spatialement constante. Nous I'écrivons sous la forme

(VO(r)) = nVinax (16.2)

Le coefficient de perte par diffusion optiqgedonne la fraction d’intensité diffusée
vers le demi-espace > 0. Il est de I'ordre de(k.7)?, ol &* s'exprime par une
intégrale du spectre de rugosité sur les frequencesafgsf) avec|K,, + Q| < &k,
(voir la figure 15.3).

Le potentiel dipolaire aléatoire est généralement beap plus petit que le poten-
tiel dipolaire V..., a la surface du diélectriquey (< 1). Par conséquent, il est une
faible perturbation par rapport a I'énergie cinétiquemaleF, des atomes qui le tra-
versent. Mais comme il présente des gradients, il corgriteanmoins a la diffusion
de I'atome. Pour estimer ses gradients, il faut calculeotetfion de corrélation

Cyen (r1,12) = (VI (0)V O (13)) = (VE (11)) (VP (r2)), (16.3)
ce qui donne la double intégrale

Cv(z)(rl, 1'2) =
/ dK dK’
(2m)? (27m)?
< {IF )P F(K)? expil(k. — k) (2 — 21)] +
+ 1K) f1(K ) f(K) FK()
x expi (k) — kx))za + (K. — k2)z |} (16.4)

Ps(K — Ka)Ps(K' — Key) expi[(K' — K) - (Ry — Ry)] X

Dans cette expression, les vecteurs d’onde avec l'indigecorrespondent Ky =
2K., — K, etk,_, est la composante verticale correspondante.

La fonction de corrélation (16.4) permet d’estimer la loagr de corrélatiofi. du
potentiel dipolaire aléatoire. Nous supposons pour sfiaphue la densité spectrale
Ps(K — K, ) varie peu dans le domaine d’intégration des vecteurs édad<’. Les
différences de vecteur d’'ondé — K’ etk, — k. dans les exponentielles de (16.4) sont
au plus de I'ordre dé&;,. Par conséquent, la longueur de corrélation est dona€ée p

be~1/ky, (16.5)

elle est donc de l'ordre de la longueur d’'onde optique. Naiouvons la la taille-
type des tavelurespeckl¢ dans un champ lumineux lorsque la source apparait sous

1Ces vecteurs d’onde proviennent de la corrélation nonenetitre les amplitude® (K¢, +
Q) et E*(K¢ — Q) qui sont toutes les deux proportionnelles au coefficient d&HtER S(Q)
[voir (DifR 3.1)].
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Figure 16.1: Simulation numérique d’'un potentiel dipmaaléatoire dans le demi-
espace au-dessus d’une surface rugueuse.

Le potentiel (en unités arbitraires) est calculé en denxedsions(z, z). La figure
correspond a une distance de la surface de8 )\, . La résolution du maillage spatial
estér = 6z ~ 0.04 \;,. Les modules au carré des coefficient=@d@RIER du champ
diffusé,|E(k,)|?, forment une lorentzienne 1/[A*+ (k, — q)?] centrée &, = 1.4 kp,
avec une largeuk = 0.05 k..

un grand angle solid&Ceci exprime le fait que le potentiel dipolaire aléatoise@ée

par une distribution continue d’ondes planes dont les westd’ondes sont limités
par k. Pour la fonction de corrélation d’'un champ électrigi@) (r) incohérent et
statistiguement isotrope, ce résultat a été demquaréH. M. NUSSENZVEIG et ses

collegues et, plus tard, par Fo&i [159, 160].

Sur la figure 16.1, nous montrons une réalisation paréeelldu potentiel dipo-
laire aléatoire. Nous I'avons obtenu par une simulatiomé@uque du champ lumineux
diffusé en deux dimensiong, z). La figure confirme que I'échelle caractéristique
de variation du potentiel dipolaire aléatoire est la losgud’'onde optique. En outre,
I'amplitude des fluctuations du potentiel est de I'ordre d@aeur moyenne.

2Dans notre modele, la source est supposée infinie parcaapgeconsidérons la réflexion totale
d’une onde plane lumineuse par la surface rugueuse. Datesliceite, la longueur de corrélation est
donnée par (16.5) dans tout le demi-espace au-dessuslduatdijue.
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Comme le potentiel dipolaire aléatoire est faible, I'atoest beaucoup trop rapide
pour étre canalisé dans les vallées de potentiel queviditsur la figure 16.1. Nous
devons plutdt nous imaginer son mouvement comme celuiedhilte qui se déplace
rapidement sur unterrain rugueux: 'atome suivra donc une trajectoire approxima-
tivement rectiligne, mais il en est de temps en temps d&wause de la rugosité du
terrain. Leffet moyen du potentiel aléatoire est don@largissement de la distribution
de vitesse atomique dans les directions perpendiculail@sitesse incidente.

16.2 Formulation du probleme

De fagon formelle, le probléeme du mouvement de I'atomesdarpotentiel dipolaire
aléatoire se pose de la fagon suivante :

e Soient données, a une hauteur h au-dessus de la surface, la fonction d’onde
(R, h) ainsi que sa dérivéey (R, h). En imposant ces conditions aux limites,

e nous cherchons la solution a I'équation deHRODINGER stationnaire
h2
- V?
2M
ou U(z) est un potentiel déterminé (le champ de pesanteur, pangeg, etr
I'énergie incidente.

b(r) + [U(z) + VO (r)]o(r) = Ed(r), (16.6)

e La solution)(r) de (16.6) dépend du potentiel aléatdifé (r), et nous devons
moyenner sur 'ensemble statistique pour ce potentiete@ebyenne permet de
calculer la fonction de cohérence

['(R1, Ry) = (¢ (Ra, 2) (Ra, 2¢)) (16.7)

a une hauteur = z; juste au-dessus de la surface, avant que I'atome n’entre
dans I'onde évanescente. Dans la suite de ce chapitrepnendrons:; comme
origine de l'axe0z: zy = 0.

Comment la formulation de ce probleme se modifie-t-ella K& hauteur initiale
z = h, 'atome n’est pas décrit par une fonction d’onde (@tat pun), mais par une
matrice densité ? Notons d’abord que cette matrice depéitr’) n'est rien d’autre
que la fonction de cohérence initiale des atomes. Il famcdormuler une équation
de propagation pour la fonction de cohérence dans le peteatoire. En optique
lumineuse, une telle approche a été développée par &.F/b4, 142], et sa trans-
En pensant plutdt aux approches statistique de I'optigiaatgue, I'on pourrait aussi
essayer de modéliser I'évolution de la fonction de cehée par une équation pildte

3C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et GR®BERG, Processus d'interaction entre photons et
atomes(InterEditions, Paris, 1988), chap. IV.
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moyennant certaines hypotheses sur les propriétéststaes du potentiel aléatoire.
Les détails d’'une telle théorie dépassent cependaradeecddu présent mémoire. No-
tons seulement que la formulation présentée ici pet @iftisée si la matrice den-

sité initiale correspond & un mélange statistique désnolanes: pour chaque vecteur
d’onde incident, I'on peut alors faire le calcul de la fooctide cohérence (16.7) pour
une onde plane incidente; et a la fin, il faut moyenner lssltéts sur la distribution

des vecteurs d’onde atomiques incidents.

16.3 Propagation dans le potentiel dipolaire aatoire

16.3.1 Un point de vue semi-classique

Dans ce paragraphe, nous nous servons de I'approximaticeséau de phase mince
pour déterminer de fagon qualitative la probabilité diéudion de I'atome dans le
potentiel dipolaire aléatoire, ainsi que la largeur deisaitlution de vitesse transverse.
Pour simplifier le probleme, nous nous plagons en incidermmale.

Rappelons que dans I'approximation du réseau de phase npéndéformation du
front d’onde atomiquéy(R) par rapport & une onde plane est donnée par

Sp(R) = —% /dt'v<2>[r(t')], (16.8)
0

ou en absence d’un potentiel plaf(z), r(¢') est une trajectoire rectiligne non per-
turbée avee(0) = (R, h) etr(t) = (R, 0). La déformation du front d’'onde atomique
est caractérisée par la fonction de corrélation du déape (16.8) :

h
1 / 2 / 7
(Bp(R1) Gp(Re)) = = [de'de” (VO(R1,2) VO Re "), (16.9)
Z0

ol nous avons supposé que I'atome traverse le potenéiataate avec une vitesse
verticalev, constante. La double intégrale dans (16.9) fait intenvienfonction de
corrélation du potentiel aléatoire que nous supposorexiemte par translation pour
simplifier. La valeur de l'intégrale est alors de I'ordre de

max

h
/ dz' dz" (VO(Ry, 2") VO (Ry, 2")) ~ B2*V2 +0.h Cpe (Ry — Ry, 0), (16.10)
0

ou le premier terme, proportionnel au catiféde la longueur d’interaction, provient de
la valeur moyenne non nulle du potentiel aléatoire ; comammolentiel est constant en

4Dans ce cas, la fonction de cohérence initiale des atomés/asiante par translation.
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moyenne, ce terme ne déforme pas le front d'onde atomigueelxieme terme ca-
ractérise les fluctuations du front d’onde; il provient dgbrtée finie des corrélations
du potentiel aléatoire, qui limite le domaine d’intégoata une bande d’airé, x h.

Nous notons que dans le référentiel de I'atomeitéanps de corrélationdu po-
tentiel aléatoire vaut, = /./v,, et par conséquent, le temps caractéristique pour la
déformation du front d’'onde atomique est généralem@stdourt devant les échelles
de temps caractéristiques pour le mouvement dans le petptdn U(z). Ceci jus-
tifie a posteriorinotre hypothese que I'atome traverse le potentiel alé@atovitesse
constante.

16.3.2 Evolution sur une distance courte

Nous avons vu au chapitre 15.3 que pour des fluctuations deeghibles, la proba-
bilité de diffusionwg;x est donnée par la valeur quadratique moyenne du déphasage
[équation (15.34)]. Nous obtenons celui-ci en prer@nt= R, dans le deuxieme

terme de (16.10)
l.h
waig = ([0 (R)]H) frue ~ o V2, . (16.11)

ou nous avons supposé que les fluctuations du potentigiaaté sont du méme ordre

gue sa valeur moyenne. D’autre part, la largé&lir en vecteur d’onde de la distribu-

tion transverse des atomes diffusés est égale a l'ievaedeur longueur de cohérence
leon. Les résultats (16.5) et (16.10) montrent dug est donné par la longueur de
corrélation du potentiel dipolaire aléatoire, donc dedre de la longueur d’onde op-

tique. La largeud K est alors de I'ordre du vecteur d’onde optique.

La probabilité de diffusion est donc proportionnelle aurgade l'intensité lu-
mineuse diffuséewqis o< (nVimax)?, @ la difference de celle pour le potentiel di-
polaire rugueuxy (Y (r), dont la probabilite augmente proportionnellementla,..
[voir (15.32)]. En outre, la probabilité de diffusion ddeshamp lointainug;gs (16.11)
augmente linéairement avec la longueur d’interackiodous interprétons ceci comme
un amortissement de l'intensité atomique spéculairsgioe 'atome traverse le po-
tentiel dipolaire aléatoire: l'intensité spéculairarie en effet commexp(—wair)
[voir (14.29)]. Nous pouvons donc définir une longueur g¥maction caractéristique
hais @ partir de laquelle la probabilité de diffusian;s = h/he; €st de I'ordre de
unité : r2 o

v
hcrit =~ 607727‘/2 (1612)

max
Afin de donner une estimation plus explicite g, fixons la vitesse, des atomes.

En utilisant la condition de réflexion pour le miroir a atesnV,.c ngg, et
I'estimationn ~ (275 /A )? pour la fraction de lumiere diffusée, nous trouvons

2 2
h <A—L< AL ”) . (16.13)

N~ or \(70)2 v,
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Pour une surface de qualité optique, cette limite pour teyl@ur d’interaction cri-
tigue est généralement beaucoup plus grande que la longimnde optiqué. Dans
I'expérience, il est néanmoins possible que le trajetadeses dans le champ lointain
dépassé..;;. Avant que les atomes n’entrent dans I'onde évanescentenhposante
spéculaire de leur distribution de vitesse est aloruudétet la distribution élargie a la
vitesse de recul, a cause de la traversée de la lumiduséeé dans le champ lointain.

16.3.3 Evolutiona longue distance

Dans la limite d’'une longueur d’interaction grande deviagt, la distribution trans-
verse des vecteurs d’onde atomiques devient compléetediferge, avec une largeur
0 Kqi¢ donnée par I'estimation (15.35). L'on trouve

h

h > hei 0K gig >~ /Waig O K = .
crit

ki, (16.14)

et nous constatons que la distribution transverse des atsi&largit proportionnelle a
V'h = /t/v., comme dans un mouvement Brownien.

Nous pouvons en effet retrouver ce résultat dans un poinvude classique.
Représentons-nous les atomes soumis a une force atetpendant gu'ils traversent
le champ lumineux diffusé. La quantité de mouvement trarsed P augmente alors
selon

§P* ~2D,t, (16.15)

ou le coefficient de diffusioest de I'ordre deD, ~ (F?)7., ouT, ~ {./v, est le
temps de corrélation de la force aléatoire. Avec I'estioma(F2)/? ~ k;nVi,.. pour
'amplitude de la force aléatoire, nous trouvons

1 [2¢.h
OK ~ — | —5=krnViax, (16.16)
R\ v?

ce qui est du méme ordre que I'expression semi-classiqGel4), compte tenu
de (16.12).

Conclusion

Le potentiel dipolaire de la lumiere diffusée dans le despace au-dessus du
diélectrique conduit a un mouvement diffusif de I'atonun point de vue ondu-
latoire, ceci pose le probleme de déterminer I'évolutite la fonction de cohérence
atomique dans un potentiel aléatoire. Ce potentiel estaohen moyenne et présente
une longueur de corrélation de l'ordre de la longueur doogtique. A l'aide de

SPar exemple, (16.13) donthe,;; < 10° Az, /27 pourd = 1072 A\, /27 etv, = 100 vrec.
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I'approximation du réseau de phase mince, nous avons @&#iprobabilité de diffu-
sionwqir = h/heiy POUr une épaissetrdu potentiel dipolaire aléatoire. La longueur
d’interaction caractéristiqui..;; dépend de l'intensité de la lumiere diffusé ainsi que
de I'énergie cinétique des atomes. Sépaisseur du potentiel dipolaire aléatoire est
inférieure ah.;;, le front d’'onde atomique s’en trouve peu déformé, et temas au-
ront alors une distribution transverse de vecteurs d’ovee ane forte composante
spéculaire, avec une partie diffuse de largeurPour une longueur d’interaction plus
grande qué..;;, la composante diffuse commence a dominer la distribysanargeur
peut alors étre interprétée par un mouvement Browni@s taplan transverse.

Nous nous sommes limité dans ce chapitre & un potentielalip spatialement
uniforme qui serait créé par la diffusion d’'une onde luenise plane. Puisque dans
I'expérience, I'on utilise des faisceaux lumineux avee daille finiew;, l'intensité
lumineuse diffusée décroitra en fonction de la distadeéa surface et I'eépaisseur de
la région d’interaction sera limitée. De fagon analagieetemps d’interaction sera
réduit pour le cas de l'incidence rasante parce que le getigiue passe peu de temps
dans la région au-dessus de la tache éclairée par tefaidumineux. A des distances
de la surface qui sont au plus de l'ordre g, I'eéchelle de variation spatiale du po-
tentiel dipolaire aléatoire est néanmoins donnée paorigueur d’onde optique, et
donc beaucoup plus petite que la taille des faisceaux lumirge modele présenté ici
correspond donc a une descriptidocale) de la situation physique réelle.

Nous avons également supposé que la densité spectraeudmsité est uniforme
pour les frequences spatiales qui contribuent & la ddfude la lumiére vers le haut.
Si par contre la densité spectrale présente une fort®@dgance dans cette gamme de
frequences, la longueur de corrélation du potentiel ldipp aléatoire sera plus grande
gue la longueur d’onde optique. Par conséquent, la foerestrerse qui s’exerce sur
I'atome est plus petite.

Il est possible que d’autres sources pour la lumiére dueviennent plus impor-
tantes que la diffusion par la surface du diélectriqgueré&gtoupe a en effet observé
expérimentalement que la distribution des vitessesvease des atomes réflechis par
le miroir devient plus étroite lorsque I'on réduit l'intsité de la lumiere parasite au-
dessus du miroff.Dans un modele simplifie, 'on peut supposer que le champ lu
mineux parasite a une distribution angulaire incohéretesotrope. L'on retrouve
alors une longueur de corrélation de I'ordre de la longusomde optique [159, 160],
comme dans le modele étudié ici.

Finalement, étant donné que I'atome se trouve pendantmpg long dans le
champ lointain, 'émission spontanée peut entrer en@apendant, I'on peut séparer
cet effet de la diffusion dans le potentiel dipolaire ail@&alans I'expérience parce
gue la diffusion associée a I'emission spontanée \differemment en fonction du
désaccord a résonance. En outre, 'émission spoatae&onserve pas I'énergie des
atomes de sorte qu’elle conduira également a un élamisst de la composante
verticale de la vitesse atomique. Dans I'expérience deergrioupe a Orsay, un tel

6G. HORVATH, A. LANDRAGIN, communication privée (1996).
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élargissement a pu étre exclu avec une résolution esedesde la vitesse de recul
[66], de sorte que I'émission spontanée ne pouvaité@tterigine de la réflexion dif-
fuse observée.
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Chapitre 17

Comparaison des n&canismes et
conclusion

La réflexion d’atomes par le miroir & onde évanescentdedéwiffuse lorsque
l'interface vide—diélectriqgue ou I'onde évanescensé @éée, présente une rugosité
du méme ordre que la longueur d’onde atomique incidentded@ngueur d’'onde
étant généralement tres inférieure a la longueundéooptique, I'optique atomique
impose un¢standard optique beaucoup plus sévere aux composants utilisés dans
les réalisations expérimentales du miroir a atomesitéiface vide—diélectrique est
sujette a des contraintes particulierement fortes lordg miroir fait partie d'un in-
terférométre atomique.

Les mecanismes d’interaction avec la surface
diélectrique

Une raison importante pour la réflexion diffuse d’atomeslganiroir est que le fais-
ceau lumineux qui crée I'onde évanescente par réflexitaile interne, est diffusé par
la surface du diélectrique. Le champ diffusé est certiédefan amplitude par rapport
au champ évanescent, mais l'interference des deux char@psin potentiel dipolaire
rugueux avec un contraste suffisamment élevé pour qudd’atomique soit diffusée
de facon efficace. Ce mécanisme donne la contributiorulaipiportante a la rugusité
du miroir dans le champ proche. Dans le champ lointain, te@st diffusé par le po-
tentiel dipolaire de la lumiére diffusée et parasite, gp@sente des tavelures aléatoires.
Comme les atomes traversent le champ lointain pendant upstestativement long,
leur distribution de vitesse devient diffuse méme si laticm de lumiére diffusée par
la surface est faible.

Des observations récentes de notre groupe dans I'exyperidu miroir a atomes
semblent favoriser la conclusion que la lumiere diffupae la surface rugueuse est
effectivement le mécanisme dominant pour la réflexiofudd des atomes : non seule-
ment la largeur de la distribution de vitesse des atomesctéi semble augmenter

413
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avec la rugosité de la surface du diélectrique, mais dussia observé une distri-
bution anisotrope, plus large dans la direction parakiesecteur d’onde de I'onde
évanescente principale, ce qui est en accord avec la éondé réponse calculée pour
le potentiel dipolaire rugueux. En outre, la contributi@alumiere parasite au-dessus
du miroir n’est pas négligeable : la réflexion devieptus spéculairesi I'on élimine
avec soin les sources de lumiére diffusée autres queficeumugueuse.

D’autres vérifications sont possibles dans I'expérierimn peut discriminer les
contributions de la lumiére diffusée dans les champsh®at lointain parce qu’elles
ont des comportements differents en fonction de l'inté&ngV,,.,. de la lumiere dif-
fusée. A l'ordre le plus bas en perturbations, la lumigfiasée dans le champ proche
donne une probabilité de réflexion diffuse a peu prep@rionnelle a I'intensité dif-
fusée,wqir < NVmax [VOIr (15.32)], alors que la diffusion d’atomes dans le clpam
lointain augmente avec le carré de l'intensité diffysegy oc (17Viay)? [Voir (16.11)].
Une autre possibilité est de pulser le miroir de facon gueles atomes soientlans
le noir pendant qu’ils s’en approchent. Finalement, une mesueetdide I'intensité
lumineuse diffusée par la surface peut &tre comparée thdorie que nous avons
présentée; il est notamment possible que la diffusiors dauliélectrique ou par des
atomes adsorbés a la surface donne des contributionstempes qui s’ajoutent a la
diffusion par la surface rugueuse.

Par rapport a l'interaction avec la lumiére diffuséeyladification de I'interaction
de VAN DER WAALS a cause de la rugosité de la surface du diélectrique jauéle
mineur. C’est seulement lorsque I'atome rebrousse chemwo&inage du sommet
de la barriere de potentiel du miroir que sa contributida eeflexion diffuse devient
du méme ordre de grandeur que celle de la lumiere diffdsés le champ proche.
Expérimentalement, les deux contributions peuvent dere Séparées en faisant va-
rier ou bien I'énergie incidente, ou bien le potentiel lagix de 'onde évanescente.
Cependant, si dans I'expérience, les atomaasosent de facon uniforme la tache lu-
mineuse ou se trouve I'onde évanescente, la distanceidug®rebroussement varie
a travers le profil d’intensité de la tache. Au centre déilzhe, la réflexion diffuse
est alors dominée par le potentiel dipolaire rugueux,sadpra ses bords, le potentiel
de VAN DER WAALS rugueux donne une contribution importante. Pour une densit
d’atomes incidents uniforme et un profil d’'intensité gaeissl’on peut montrer que
I'on mesure alors une moyenne sur les distances d’appresieesune distribution ap-
proximativement uniforme entre une valeur maximale aureegitune valeur minimale
au bord de la tache lumineuse.

Finalement, il est completement négligeable pour laexéfh diffuse que les
atomes de la surface du diélectrique effectuent un mountnmermique. Leurs
oscillations sont en effet tres rapides a I'échelle dmps caractéristique pour la
réflexion par 'onde évanescente, et I'atome n’est donorgs qu’a un potentiel sta-
tique moyenné.

1G. HORVATH, A. LANDRAGIN, communication privée (1996).
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Représentations physiques pour la&flexion diffuse

Nous avons identifié plusieurs images physiques compiéres pour la réflexion
diffuse. De fagon générale, nous avons décrit la rugodu miroir a atomes par
un potentiel rugueuqui s'ajoute au potentiel dipolaire de I'onde évanescgmber
une surface diélectrique parfaitement plane. Par cargégl’énergie de I'atome est
conservée lors de la réflexion diffuse. A I'ordre le plus d&onde atomique recoit des
transferts de vecteur d’'onde paralléles au plan du mingicgrrespondent aux com-
posantes de GURIER du potentiel rugueux. En incidence normale, les transfigts
vecteur d’onde dans les directions perpendiculaire etlplga@au miroir sont alors tres
differents: en particulier, la réflexion est quasimeréa@paire dans la direction nor-
male, ce qui est en accord avec les expériences du group@del3ARD [14, 85] ou
la vitesse normale apres la réflexion fut mesurée aveaéswution bien en dessous
de la vitesse de recul. Dans les directions paralleles @ jpar contre, le potentiel
rugueux donne lieu a une réflexion diffuse des atomes as®trdnsferts de I'ordre de
guelques vitesses de recul pour le cas du potentiel dipaiagueux.

Lorsqu’un potentiel rugueux est présent dans le champheratu miroir, la
réflexion diffuse peut étre interprétée commadiféraction par un ensemble incérent
de réseauxPour une frequence spatiale donnée du potentiel rugulesiagit en ef-
fet d’un potentiel périodique pour lequel on calcule unebabilité de diffraction. La
distribution des atomes diffusés correspond alors aranse incohérente des figures
de diffraction sur le spectre deoBRIER du potentiel rugueux. Nous avons en effet
constaté qu’elle s’écrit comme le produit de la dengitéctrale de rugosité de la sur-
face et d’'une fonction de réponse atomique. Cette fonat®mmnéponse détermine la
plage de fréquences spatiales de la surface qui sont @eteis pour la diffusion de
I'onde atomique (quelques vecteurs d’onde optiques)i giresla probabilité totale de
réflexion diffuse, qui correspond a l'intégrale de ladtan de réponse sur le spectre
de rugosité.

Nous avons montré qu’en incidence normale, une bonne zippation de la dis-
tribution des atomes diffusés est obtenue sil'on comsit&miroir a onde évanescente
comme ummiroir parfait rugueux La surface du miroir est donnée par la surface iso-
potentielle ou la valeur du potentiel total du miroir egake a I'énergie cinétique inci-
dente. La rugosité effective du miroir correspond alolg ugosité de cettesurface
de rebroussementet la longueur de cohérence des atomes diffusés a sadang
de corrélation. En incidence oblique, une telle desaiptiorrespond moins bien a
la réalité parce qu’elle néglige I'épaisseur verticabn nulle de I'onde évanescente.
Tout comme la diffraction au premier ordre, la réflexiorfuie en incidence oblique
est seulement efficace si la composante normale du vectende’atomique est in-
changée, a la constante de décroissance de I'onde soemte pres. Cette coupure
limite la largeur de la fonction de réponse atomique dandda des frequences spa-
tiales, et réduit la rugosité effective du miroir.

La limite pour le transfert de vecteur d’'onde normal n’egtesedant pas pertinente
pour la réflexion diffuse d’'uatome avec plusieurs sous-niveaux nméetgruesen inci-
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dence oblique. Un processus élementaire de diffusiaespond alors a une transition
RAMAN stimulée ou I'atome absorbe un photon de I'onde évamgsgeincipale et en
émet un autre dans un mode du champ diffusé. Puisque lepcdéfusé contient
d’autres composantes de polarisation, I'atome peut alwmager de sous-niveau. La
difference entre les déplacements lumineux des sowsanirest convertie en un trans-
fert d’énergie cinétique dans la direction normale. Nawens appelé ce mécanisme un
effet Sisyphe stimulg par analogie au refroidissement radiatif [28, 29]. Le gipe

de FRANCK—CONDON favorise certaines valeurs de I'énergie cinétique gakhtifinale
pour lesquelles coincident les points de rebroussemassigues dans les courbes de
potentiel initiale et finale.

Finalement, I'interaction de I'atome avec le champ lointdé la lumiere diffusée
peut &tre modélisée par umouvement dans un potentieéatoire D’un point de vue
classique, la distribution des vitesses transverses degats’élargit de facon diffusive
aux temps d’interaction longs. Une telle approche classsgmble justifiée parce que
I'échelle caractéristique du potentiel dipolaire du ripalointain est donnée par la
longueur d’onde optique, alors que la longueur d’onde ajamiest beaucoup plus
petite. Ce modele classique pourra encore servir pouct&iser la spécularité d’'un
miroir magnétique, par exemple, parce que le champ magreevarie généralement
sur une échelle spatiale plus grande encore que la longienae optique.

Analyse de surfaces par eflexion diffuse d’atomes

La grande sensibilité de la réflexion diffuse d’atomes aofipde la surface du
diélectrique permet d’envisager que ce phénomene @giss/ir d’outil d’analyse de

la rugosité. Dans la direction verticale, la résolutiat en effet donnée par la lon-
gueur d’'onde deoE BROGLIE des atomes incidents. Parallelement a la surface, la
sensibilité de la réflexion diffuse est donnée par la fiamcde réponse atomique : des
frequences spatiales jusqu’a quelques vecteurs d’opiilgues peuvent étre résolues.
La réponse atomique présente cependant des variatises fastes, en particulier sont
privilégiées les frequences spatiales qui excitentatees planes homogenes dans le
champ lumineux diffusé. La forme précise de la fonctiom&nse atomique dépend
en outre de la distance du point de rebroussement des atQeggpropriétés de la
réflexion diffuse la rendent un outil d’analyse comparabla microscopie optique en
champ prochegcanning near-field optical microscopysNOM) [62, 63, 64, 65]. Par
exemple, la distribution angulaire moyenne des atomesséif donne une information
equivalente a la fonction de corrélation de l'inteasitmineuse au-dessus d’un surface
rugueuse [162], les deux quantités étant reliées patransformation de BURIER.

Par rapport a la microscopie en champ proche, la réflexitbasd d’atomes fournit
donc une caractérisatigiiobaleplutdt que locale. Un avantage des atomes est qu'ils
sont une perturbation négligeable pour le champ procheolre, leur interaction
avec la polarisation du champ lumineux est relativemenplmla réflexion diffuse
d’atomes a sous-niveaux magnétiques, amplifiee parfeffenck—CONDON, permet
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par exemple d’étudier la polarisation d’'un champ luminéuanescent — qui a d’'une
part des propriétés particulieres en comparant a ude plane homogene, et a laquelle
I'on a d’autre part difficilement acces par la microscopiechamp proche.

Par rapport a la réflexion diffuse par 'onde évanescargaeuse, la diffusion d’un
jet thermique d’atomes par une surfageue) (sans onde évanescente) couvre une
plage de fréquences spectrales complémentaire : lespplites structures resolues
par cette technique sont en fait de I'ordre dérigstrbm plutot que d’'une fraction
de la longueur d’onde optique. Dans ce contexte, I'on olesanssi que les atomes
sont diffusés par la rugosité statique de la surface, spetant la conservation de
I'énergie. Ce signal est appelé urdiffusion quasi-élastique[150, 6], par opposition
a la diffusion par des excitations de la surface qui dépehdu temps et qui changent
I'énergie des atomes.

Situation des approches toriques

Nous pouvons qualifier 'approche théorique que nous agomsge pour décrire la
réflexion diffuse des atomes, «@ptique atomique statistique qui forme un pa-
rallele aux approches statistiques de I'optique lumirelis fonction d’'onde)(r)
apparait ici avec le méme statut que le champ électritagsiqueF (r). Les fonc-
tions de cohérence que I'on calcule dans les deux thésaespar ailleurs des va-
leurs moyennes par rapport a un ensemble statistiquequiasslles ne sont pas a
confondre avec les moyennes quantiques qui apparaisssquiéle champ est quan-
tifie. Nous pouvons les rapprocher de la matrice densitéresp(r,r’) qui est uti-
lisée dans le domaine du refroissement radiatif [30, 8&]€ment aléatoire de cette
théorie-la provient du fait que I'on n'observe pas les tohg émis spontanément et
gu'il faut «tracen sur les fluctuations quantiques du champ électro-magunétide
fagon analogue, nous admettons ici notre ignorance denaefdétaillée de la surface
rugueuse, en nous restreignant a des valeurs moyennesaragtériser la réflexion
diffuse d’atomes.

A la difference du refroidissement radiatif par contrec¢dnérence des ondes ato-
migues n’est pas détruite en fonction du temps dans notiglgme. L'on peut alors
se demander si le mouvement diffusif dans le champ lointia sodifié aux temps
longs a cause du caractere ondulatoire des atomes. Nogssommes en effet servi
pour ce sujet de I'approximation du réseau de phase mincé& mouvement n’est
décrit que d’'une fagcon approchée. Dans la diffractionypge onde stationnaire, par
exemple, I'on a cependant constaté que I'approximatioredeau de phase mince (ou
de RaMAN —NATH) décrit correctement la distribution de vitesse des atseealement
pour un temps limité, au-dela duquel elle garde une larfiee, avec des populations
qui oscillent [49, 51]. Dans un potentiel aléatoire, ilaealors intéressant d’étudier si
les ondes de matiere peuvent se localiser.

Finalement, nous nous sommes limité ici au calcul des fonstde cohérence
du deuxieme ordre()*(r)w(r')), qui correspondent aux valeurs moyennes pour des
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mesures de l'intensité atomique. Si par contre, 'on meglutdt une fonction de
corrélation de I'intensite, comme I'a suggeré le grodpeKAzZANTSEV [163, 137], il
faut calculer des fonctions de cohérence d’ordre quatie

{7 (r1)ih(r) " (rs)y(ra)).

C’est pour ce genre de fonctions de cohérence quedaukieme) quantification
du champ atomique (en bosons ou fermions) entre en jeu [1l&3dt alors possible
d’analyser la réflexion d’un ensemble atomique condgpaséexemple, en termes de
(tavelures atomiques
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Carsten Henkel

Réflexion et diffraction d’atomes lents
par un miroir a ondeévanescente

Résune

Une onde évanescente lumineuse permet de réaliser uir miatomes, a condi-
tion que ceux-ci soient incidents avec une énergie goetsuffisamment faible. Dans
le régime de faible saturation, les atomes sont réfledhisacon cohérente par un
potentiel répulsif, le potentiel dipolaire. Nous camons la réflexion d'un point
de vue quantique, moyennant une solution analytique dpifiton de 8HRODIN-
GER. La théorie de la diffraction d’atomes par une onde éveerge stationnaire est
développée. Nous introduisons I'approximation du ag&sde phase mince, valable
dans le régime semi-classique, qui montre qu’en incidecmale la diffraction est
efficace pour une faible modulation spatiale de I'intemkithineuse. Pour interpréter
la diffraction d’atomes en incidence rasante, il faut prereh compte des transitions
RAMAN stimulées entre les sous-niveaux magnétiques. La réfl@tomique devient
diffuse lorsque la rugosité de la surface du diélectrjquedessus de laquelle se pro-
page I'onde évanescente, dépasse la longueur d’ondecatencidente. La distribu-
tion angulaire des atomes diffusés donne acces a latdesp®ctrale de rugosité pour
des échelles spatiales autour de la longueur d’onde lursene

Abstract

An evanescent light wave may realize an atomic mirror predithe atoms are
incident with a sufficiently small kinetic energy. In the lesaturation regime, the
atoms are coherently reflected by a repulsive potentialdrauiz. the dipole poten-
tial. We characterize the reflection quantum-mechanicafiing an exact solution of
the SSHRODINGER equation. The theory of atomic diffraction by a stationarsrees-
cent wave is developed. Introducing the thin phase gratppmyaimation which is
valid in the semiclassical regime, we show that normallydant atoms are efficiently
diffracted even for a weakly modulated light intensity. Aaging incidence, atomic
diffraction may be interpreted in terms ofARAN transitions between magnetic su-
blevels with different light shifts. The atomic reflectiandiffuse rather than specular
if the dielectric above which the evanescent wave propadsse a surface roughness
larger than the atomic wavelength. The momentum distiwioutif the scattered atoms
gives access to the roughness power spectrum at a leng¢hasoahd the optical wa-
velength.

Mots clés
Miroir a atomes Diffraction d’ondes de matiere
Optique atomique Surfaces rugueuses
Approximation semi-classique Réflexion diffuse

Approximation de RMAN —NATH Fonction de cohérence



