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par M. Alain Aspect. Leśechanges constants entre ses physiciens expérimentateurs,
Mme Nathalie Westbrook, M. Robin Kaiser et M. Chris I. Westbrook, m’ont aid́e à
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à M. Claude Cohen-Tannoudji.
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J’ai ét́e honoŕe du fait que M. Jean Dalibard du Laboratoire Kastler–Brossel de
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Je me souviens que les rencontres avec les membres du groupe de l’Institut Ga-
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Autour de la ŕeflexion diffuse — ou bien de la lumière ou bien d’atomes —, une
discussion fructueuse a eu lieu avec Anne Sentenac, Rémi Carminati et Jean-Jacques
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pasśe ensemble dans uńechange f́econd (auquel s’est joint cette année son coll̀egue
Ejvind Bonderup), pour son encouragement et pour son travail en tant que rapporteur.

Finalement, je voudrais mentionner quelques-uns de ceux que j’ai rencontŕes sur
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2.1 L’onde évanescente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.2 Le potentiel dipolaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .60
2.3 Le potentiel deVAN DER WAALS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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5.1 L’onde évanescente stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 87

5.2 Le potentiel dipolaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .89

6 Le mouvement classique 95

6.1 Calcul analytique perturbatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 95

6.2 Comparaison au calcul numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 103

Annexe(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6.A Calcul du transfert de vitesse au premier ordre . . . . . . . .. . . . . . . 113

7 L’approximation de BORN 115

7.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 116

7.2 Calcul perturbatif de la figure de diffraction . . . . . . . . .. . . . . . . 126

7.3 La limite semi-classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .131

7.4 La limite quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

7.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 153

Annexe(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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7.C Eléments de matrice du potentiel exponentiel (I) . . . . .. . . . . . . . . 168

8 L’approximation du r éseau de phase mince 171
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l’approximation de BORN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

9 Le régime deBRAGG 233
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Introduction g énérale

A présent, nous voyons dans un miroir et de façon confuse,
mais alors, ce sera facèa face.

A présent, notre connaissance est limitée.

Première Lettre aux Corinthiens 13, 12

L’optique atomique est un domaine relativement récent quise situe au carrefour
de l’optique traditionelle, de la physique atomique et de lamécanique quantique. L’on
y cherche à agir sur le mouvement d’un ensemble d’atomes, comme l’optique tradi-
tionnelle agit sur la propagation d’un faisceau lumineux, pour réaliser des éléments
optiques tels que des miroirs, des lentilles, des réseaux de diffraction et des in-
terféromètres. Dans le présent travail de thèse, nous ´etudions le miroir à atomes réalisé
par une onde évanescente lumineuse, en suivant la proposition de R. J. COOK et R. K.
HILL de 1982 [1]. Afin d’étudier un tel dispositif, trois voies d’approches s’envisagent :
le point de vue de l’opticien, celui du physicien atomique etcelui de la mécanique des
ondes de matière. Nous entendrons d’abord l’opticien situer le miroir à atomes en tant
qu’élément de l’optique atomique. Ensuite, nous demanderons au physicien comment
se présente une expérience-type du miroir à atomes, ainsi que d’expliquer les principes
physiques de la réflexion. Puis, nous écouterons une discussion entre collègues au su-
jet des difficultés des réseaux de diffraction en réflexion et de la réflexion spéculaire.
Finalement, nous écouterons l’approche du〈〈mécanicien quantique〉〉 à la description
théorique du miroir à atomes. C’est également lui qui pr´esentera le plan du présent
mémoire ainsi qu’un〈〈guide de lecture〉〉 à travers ce mèmoire dont nous sommes
conscient du volume.

1 Le point de vue de l’opticien

Le miroir à atomes est un élément-clé de l’optique atomique pour plusieurs raisons :
En optique habituelle, les miroirs ont permis de construiredes systèmes optiques

non dispersifs, ce qui fut une avancée significative pour les téléscopesastronomiques,

17



18 Introduction générale

par exemple. La question est de taille pour l’optique atomique parce que les faisceaux
d’atomes sont généralement loin d’être monochromatiques (monocinétiques).

En dotant le miroir d’une surface concave, il se transforme en unelentille avec la-
quelle l’on peut focaliser un faisceau atomique. Comme la longueur d’onde des atomes
est généralement beaucoup plus petite que la longueur d’onde optique, un faisceau
d’atomes focalisés serait un outil de préférence pour deux applications de l’optique
atomique qui émergent actuellement dans la recherche : d’une part dans la lithogra-
phie atomique où les atomes servent à écrire des structures sur un substrat [2, 3, 4, 5] ;
et d’autre part dans l’analyse de surfaces : l’on mesure alors ou bien les atomes dif-
fusés par une surface [6], ou bien — s’il s’agit d’atomes métastables — l’électron
éjecté lorsque l’atome entre en contact avec la surface [7]. Dans les deux applications,
les atomes pourraient permettre d’atteindre une résolution spatiale sur la surface qui
est de l’ordre de quelques nanomètres.

Le miroir à atomes permet de réaliser desinterférom̀etres atomiques où il
retourne les trajectoires atomiques pour recombiner les bras de l’interféromètre.
L’interférométrie atomique présente d’abord une hauterésolution à cause de la pe-
tite longueur d’onde atomique, et ensuite, ayant une masse non nulle, les atomes sont
sensibles au champ de pesanteur [8] ainsi qu’aux forces d’inertie [9].

Finalement, le miroir se transforme enréseau de diffractionlorsque sa surface
présente une modulation périodique. L’onde atomique incidente est séparée en plu-
sieurs ondes diffractées qui se propagent dans des directions différentes. Ces ondes
sont cohérentes entre elles de sorte que le réseau en réflexion peut servir de séparatrice
dans un interféromètre. La diffraction d’atomes par une onde évanescente stationnaire
a été proposée par J. V. HAJNAL et G. I. OPAT de l’Université de Melbourne (Austra-
lie) en 1989 [10], et le même groupe a également proposé des réseaux de diffraction
électrostatique et magnétique en 1992 [11]. La diffraction par une onde évanescente
stationnaire fut observée en 1994 par le groupe de W. ERTMER, alors à l’Université
de Bonn (Allemagne) [12], ainsi que par le groupe de V. LORENT de l’Université
de Paris-Nord à Villetaneuse, en 1996 [13]. Le groupe de J. DALIBARD au Labora-
toire KASTLER–BROSSELde l’Ecole Normale Supérieure (Paris) réalisa la diffraction
d’une onde atomique〈〈dans le temps〉〉, en la réfléchissant par un miroir à modulation
temporelle [14]. A la différence d’un réseau de diffraction dans l’espace, l’onde ato-
mique reçoit alors des transferts de fréquence (énergie) plutôt que de vecteur d’onde
(impulsion).

En somme, nous constatons que le miroir à atomes est un élément de grande
fléxibilité de l’optique atomique, et qu’il permet de réaliser à la fois la réflexion et
la diffraction d’atomes. Ceci dit, les questions suivantesse posent pour l’opticien :

• Quelle est la réflectivité du miroir ? ou plus précisément : jusqu’à quelle énergie
incidente les atomes peuvent-ils être réfléchis ?

• Le miroir est-il dispersif ? Autrement dit : quelle est la phase de l’onde atomique
réfléchie, et comment dépend-elle de la longueur d’onde incidente ?
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• La réflexion par le miroir est-elle spéculaire ? ou plus pr´ecisément : quelle est
la limite de résolution angulaire de la réflexion et quellequalité de surface est
requise pour obtenir une réflexion spéculaire plutôt quediffuse ?

• Dans quelle mesure la réflexion par le miroir déforme-t-elle le front d’onde ato-
mique ? La phase de l’onde atomique est-elle suffisamment pr´eservée pour que
des franges puissent être observées dans un interférom`etre ?

• Quant au réseau de diffraction en réflexion, quelle est la séparation angulaire des
ondes atomiques diffractées, et combien d’ordres sont pr´esents dans la figure de
diffraction ? Quels sont les paramètres qui déterminent ces quantités ?

Le point de vue de l’opticien dans ce ḿemoire

Les questions énoncées ci-dessus trouveront leur réponse tout au long de ce mémoire :
c’est ainsi qu’à la partie I, où nous étudions la réflexion spéculaire par le miroir, nous
nous intéressons d’une part à l’énergie incidente maximale des atomes qui puissent être
réfléchis (chapitre 2) et d’autre part à la phase de l’ondeatomique après la réflexion
(chapitre 3). Dans la partie II, nous développons la théorie de la diffraction par un mi-
roir avec une modulation spatiale. Cette théorie servira dans la partie III à caractériser
la réflexion diffuse d’atomes à cause des irrégularitésde la surface du miroir (cha-
pitre 15), à la fois du point de vue de la divergence angulaire des atomes diffusés et à
l’égard des propriétés de cohérence de la réflexion parle miroir.

2 Le point de vue du physicien atomique

Le physicien se voit tout d’abord devant la charge de préparer un ensemble d’atomes
lentsqui puissent être réfléchis par le miroir. S’il admet que le miroir est caractérisé
par une barrière de potentiel, cette barrière aura certainement une hauteur finie ; il fau-
dra donc que les atomes aient une vitesse incidente dont la composante le long de la
normale à la surface du miroir ne soit pas trop élevée. Dans la pratique, deux stratégies
sont suivies pour remplir cette condition de réflexion : en ordre chronologique, la
première utilise un jet d’atomes thermiques, avec une vitesse de l’ordre du millier de
mètres par seconde, qui est incident sur le miroir sous un angle rasant. C’est ainsi que le
groupe de V. S. LETOKHOV à l’Institut de Spectroscopie de l’Académie des Sciences
de Russie (Troitsk) réalisa la première observation de laréflexion d’atomes par une
onde évanescente [15, 16]. En incidence rasante, les jets d’atomes incident et réfléchi
sont généralement séparés par un angle de quelques milliradians et par conséquent,
une bonne collimation du jet est nécessaire, moyennant parexemple des fentes. Dans
la suite, la réflexion d’atomes en incidence rasante fut observée par les groupes de
T. HÄNSCH de l’Université Ludwig Maximilian à München (Allemagne) [17], de J.
BAUDON de l’Université de Paris-Nord à Villetaneuse [18] ainsi que de J. MLYNEK

de l’Université de Konstanz (Allemagne) [19, 20].
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La deuxième stratégie part d’un ensemble d’atomes qui sont piégés dans un piège
magnéto-optique1 à quelques millimètres au-dessus du miroir. Les atomes tombent
sur le miroir dans le champ de pesanteur terrestre, ce qui leur donne une vitesse in-
cidente de l’ordre du mètre par seconde. La première réalisation expérimentale de
cette stratégie avec une onde évanescente lumineuse est due au groupe de S. CHU

de l’Université de Stanford (Etats-Unis) [22], et le groupe de J. DALIBARD et de C.
COHEN-TANNOUDJI de l’Ecole Normale Supérieure a pu observer les atomes rebondir
une dizaine de fois sur le miroir [23]. La réflexion par un miroir magnétique d’atomes
tombant d’un piège a été rapportée par le groupe de E. HINDS, alors à l’Université
de Yale (Etats-Unis) [24], et par le groupe de P. HANNAFORD et de G. I. OPAT de
l’Université de Melbourne (Australie) [25].

Nous notons que la réflexion d’atomes qui tombent d’un piège, n’est possible que
grâce au refroidissement d’atomes par laser [26, 27, 28, 29, 30, 31] qui permit de
réaliser des ensembles d’atomes extrèmement bien caractérisés du point de vue de leur
mouvement. Les atomes froids ouvrirent des perspectives entièrement nouvelles pour
la physique et l’optique atomiques, et pour ne citer que l’exemple le plus frappant, ils
préparèrent le chemin, dans un passé tout récent, vers la réalisation expérimentale de
la condensation de BOSE–EINSTEIN dans un gaz d’atomes [32, 33, 34, 35].

Disposant ainsi d’atomes suffisamment lents, regardons de plus près comment une
onde évanescente lumineuse permet de réfléchir des atomes. Rappelons que l’onde
évanescente est créée lorsqu’un faisceau de lumière subit une réflexion totale in-
terne sur l’interface entre deux milieux diélectriques qui ont des indices de réfraction
différents. Le faisceau est incident dans le milieu de plushaut indice, et dans le mi-
lieu de faible indice (il s’agit généralement de l’air ou du vide), la lumière se propage
parallèlement à l’interface, avec une amplitude qui décroı̂t de façon exponentielle en
fonction de la distance à l’interface. Une telle onde évanescente correspond à une
〈〈couche de lumière〉〉 dont l’épaisseur est d’une fraction de la longueur d’onde optique.

L’ingrédient essentiel pour comprendre l’interaction entre l’atome et l’onde
évanescente est le déplacement des niveaux d’énergie atomiques dans un champ lumi-
neux intense avec une fréquence voisine de la résonance atomique. Plus précisément,
l’on montre que l’énergie de l’état fondamental de l’atome est augmentée si la
fréquence lumineuse se trouve au-dessus de la fréquence de résonance de l’atome.
Dans l’onde évanescente, l’intensité du champ lumineux2 et par conséquent le
déplacement lumineux présentent un fort gradient qui repousse l’atome de la surface
du diélectrique. Lorsque la saturation de la transition atomique est faible, l’atome reste

1Dans un piège magnéto-optique, les atomes sont soumis à des faisceaux lumineux et un champ
magnétique quadrupolaire (voir par exemple [21]). Sous l’action conjointe de la pression de radiation,
du pompage optique et de l’effet ZEEMAN, un nuage atomique se forme avec une taille de l’ordre du
millimètre, où les atomes sont animés d’une vitesse de quelques centimètres par seconde. Ceci corres-
pond à une température de l’ordre du millionième de degr´e au-dessus du zéro absolu.

2Au sens habituel du terme, l’intensité de l’onde évanescente n’existe pas parce que celle-ci n’est
pas un mode rayonnant du champ lumineux. Nous utiliserons ici la notion d’intensité dans un sens plus
large, pour désigner le module au carré de l’amplitude du champ électrique.
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dans son état fondamental et la probabilité d’émission spontanée est négligeable. Le
déplacement lumineux joue alors le rôle d’un potentiel m´ecanique, lepotentiel di-
polaire, qui détermine le mouvement de l’atome par les lois habituelles de la dyna-
mique. En particulier, l’atome est réfléchi si son énergie cinétique incidente (le long
de la normale à la surface) est inférieure à la valeur maximale du potentiel dipolaire.
Il s’approche de la surface du diélectrique en ralentissant, jusqu’à la distance où le
potentiel dipolaire est égale à l’énergie cinétique incidente. A cette position, l’atome
rebrousse chemin pour sortir de nouveau de l’onde évanescente. Il reprend son énergie
cinétique incidente une fois qu’il est suffisamment loin dela surface que le champ
lumineux est négligeable.

En somme, l’onde évanescente crée donc une barrière de potentiel répulsive par
laquelle l’atome est réfléchi. Etant donné que la distance du point de rebroussement
est de l’ordre d’une fraction de la longueur d’onde optique,le physicien se souvien-
dra cependant que l’interaction deVAN DER WAALS entre l’atome et la surface n’est
pas forcément négligeable devant le déplacement lumineux dans l’onde évanescente.
L’interaction deVAN DER WAALS provient des fluctuations quantiques du dipôle ato-
mique : celui-ci crée alors un champ électro-magnétiquequi est réfléchi par l’interface
et interagit de nouveau avec le dipôle [36, 37, 38]. Pour l’´etat fondamental de l’atome,
l’interaction deVAN DER WAALS est attractive et réduit donc la hauteur de la barrière
de potentiel. Cette réduction a en effet été observée dans l’expérience du miroir
à atomes de notre groupe de l’Institut d’Optique à Orsay [39]. Le potentiel dipo-
laire du miroir à atomes permit ainsi de sonder l’interaction de VAN DER WAALS

avec une précision remarquable : il fut même possible de distinguer entre la limite
électrostatique de l’interaction, où l’on néglige le temps fini de propagation du champ
électro-magnétique entre l’atome et l’interface, et unethéorie plus précise basée sur
l’électrodynamique quantique.

Le point de vue du physicien dans ce ḿemoire (partie I)

Nous ne pouvons pas exposer ici le refroidissement radiatifd’atomes par laser, ce
que d’autres ont d’ailleurs fait mieux avant nous : pour ce sujet, il est difficile de ne
pas renvoyer le lecteur aux travaux de C. COHEN-TANNOUDJI [40, 28, 29, 30, 41].
Nous ne pouvons que rappeler, au chapitre introductif 1, l’interaction entre un atome
et le champ lumineux dans le régime où c’est le potentiel dipolaire qui détermine le
mouvement de l’atome. Dans la partie I de ce mémoire, nous étudions la barrière de
potentiel du miroir à atomes (chapitre 2), avec une brève description de l’influence de
l’interaction deVAN DER WAALS. Dans la suite de la première partie, nous considérons
un potentiel simplifié avec une forme exponentielle qui modélise la réflexion d’un
atome dont le point de rebroussement est loin du sommet de la barrière de potentiel.
Le potentiel exponentiel est suffisamment simple pour permettre des solutions analy-
tiques pour les fonctions d’onde atomiques. A l’aide de ces solutions, nous étudions
le déphasage à la réflexion par le miroir (chapitre 3), ainsi que la réflexion par un po-
tentiel attractif pour lequel aucune réflexion n’est possible d’un point de vue classique
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(chapitre 4).
En ce qui concerne les parties II et III sur la diffraction et la réflexion diffuse,

donnons encore la parole au physicien.

Interlude à deux : diffraction d’atomes

Pour décrire le mouvement d’un atome dans l’onde évanescente stationnaire qui
réalise un réseau de diffraction en réflexion, le physicien sera tenté de procéder
par analogie à la diffraction par une onde stationnaire lumineuse en transmission.
Dans ce contexte, la diffraction d’atomes s’appelle également 〈〈effet KAPITZA–
DIRAC quasi-résonnant〉〉 et des efforts considérables ont été consacrés à son étude
[42, 43, 44, 45, 40, 46, 28, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53]. L’on peut interpréter la dif-
fraction de l’atome par des cycles d’absorption et d’émission stimulée de photons
des deux ondes lumineuses qui forment l’onde stationnaire :lorsque l’atome absorbe
un photon d’une onde et en émet un autre dans l’autre onde, iléchange une quan-
tité de mouvement de deux impulsions de photon le long de la direction parallèle à
l’onde stationnaire. Dans l’onde évanescente cependant,les 〈〈photons〉〉 ont des pro-
priétés particulières parce que d’une part, ils se propagent le long de l’interface avec
un vecteur d’onde plus grand que le vecteur d’onde optique dans le vide et d’autre
part, ils présentent un profil d’intensité dans la direction perpendiculaire à l’interface
qui est beaucoup plus raide que celui d’une onde lumineuse sepropageant dans le
vide. L’analogie entre les deux ondes stationnaires lumineuses ne semble donc pas
si simple. La faible〈〈 épaisseur〉〉 de l’onde évanescente stationnaire pourrait encore
faire naı̂tre l’idée de la rapprocher d’un réseau de diffraction〈〈mince〉〉 où l’on suppose
que c’est seulement dans la direction parallèle au pas du r´eseau que l’échange de la
quantité de mouvement a lieu, alors que dans la direction perpendiculaire au pas du
réseau (la direction longitudinale), le mouvement de l’atome n’est pas modifié. (Dans
l’optique atomique, cette approximation est associée auxnoms de RAMAN et NATH

[45].3) Mais le physicien hésitera de nouveau parce que dans l’onde évanescente, la
trajectoire de l’atome a une forme complexe, étant donné qu’elle présente un point
de rebroussement ; en outre, il ne paraı̂t pas évident de décrire l’échange de photons
entre l’atome et l’onde évanescente stationnaire alors que la longueur d’onde atomique
semble devenir infinie au point de rebroussement.

Peut-être une collègue pourra-t-elle aider notre physicien à vaincre quelques-unes
de ses inquiétudes : la collègue qui étudie la réflexion et diffraction d’atomes par des
surfaces cristallines〈〈nues〉〉 (sans onde évanescente) [55, 6]. Il s’agit dans ce domaine
de la physique certes d’atomes avec une énergie beaucoup plus élevée que celle des
atomes lents réfléchis par l’onde évanescente, mais par ailleurs, l’on y rencontre des
problèmes analogues : comme les atomes ne peuvent pénétrer dans le cristal, sa surface
correspond à une barrière de potentiel sur laquelle les atomes se réfléchissent ; et pour

3RAMAN et NATH l’ont développée pour la diffraction de la lumière par une onde acoustique sta-
tionnaire, voir au chap. XII de M. BORN et E. WOLF, Principles of Optics(Pergamon Press, 1959).
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interpréter par exemple la diffraction, l’on fait appel àun échange de〈〈phonons〉〉, c’est-
à-dire des ondes de son de la surface cristalline. La collègue de la physique des surfaces
peut alors faire part à notre physicien d’une théorie sexagénaire de la diffusion des
ondes de matière par une surface cristalline : les premières contributions remontent
aux années trente de notre siècle, peu après la naissancede la mécanique quantique,
elles sont dues, entre autres, au groupe de J. E. LENNARD-JONES [56, 57]. Dans cette
théorie, l’interaction entre l’atome et la surface ressemble à une collision que l’on
peut décrire par une approche perturbative similaire à l’approximation de BORN, à la
différence que les fonctions d’onde non perturbées ne sont pas des ondes planes, mais
qu’elles décrivent la réflexion spéculaire par une surface parfaitement plane. Notre
physicien atomique sort donc rassuré de la rencontre avec la collègue de la physique
des surfaces : une telle analogie jette en effet un peu plus delumière sur la description
théorique de l’onde évanescente stationnaire en tant queréseau de diffraction d’atomes
en réflexion.

Les points de vue des deux physiciens dans ce mémoire (partie II)

Après avoir obtenu, à la partie I, les fonctions d’onde atomiques pour la réflexion
spéculaire par une onde évanescente simple, nous nous tournons dans la partie II vers
la diffraction par une onde évanescente stationnaire. Le chapitre central en est le cha-
pitre 7 qui présente une approche perturbative à l’aide del’approximation de BORN où
nous utilisons les fonctions d’onde pour la réflexion spéculaire comme solutions non
perturbées. D’après la physicienne des surfaces, cette approche s’appelle l’〈〈approxi-
mation de BORN à partir d’ondes déformées〉〉 (distorted waveBORN approximation)
[58] parce que ses solutions à l’ordre zéro ne sont pas des ondes planes. Le chapitre 7
permet d’identifier des régimes physiques différents pour lesquels nous présenterons,
aux chapitres 8 à 11, des approches particulières pour aller au-delà de la limite pertur-
bative.

Interlude à trois : r éflexion diffuse

La rencontre entre les deux physiciens soulève maintenantune question de la part
de la physicienne des surfaces : elle sait bien, elle, que lessurfaces ne sont jamais
parfaitement planes, et qu’elles présentent de la rugosité avec des variations de hauteur
au moins de l’ordre de l’̊Angström, étant donné que ce sont des atomes individuelsqui
la composent. Les deux iront poser la question à l’opticienen ce qui concerne les
surfaces diélectriques : oui, les meilleurs polis ont en effet une rugosité résiduelle de
cet ordre de grandeur [59, 60, 61]. Quelle est donc l’influence de ces irrégularités sur le
miroir à atomes et sur la spécularité de la réflexion atomique ? Le physicien doit avouer
que les atomes incidents sur le miroir à onde évanescente ont une longueur d’onde de
quelques dizaines d’Ångström, ce qui n’est pas si loin de la rugosité du diélectrique.
Mais il se posera la question : les défauts de surface peuvent-ils vraiment être d’une
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influence importante pour un atome qui rebrousse chemin à une distance de l’ordre
de la longueur d’onde optique, soit à des milliers d’Ångströms ? Les deux physiciens
sont encore dans l’atelier de l’opticien lorsque celui-ci intervient en rappelant que
le champ proche au-dessus d’une surface diélectrique retrace en effet le profil de la
surface : c’est ainsi que dans la microscopie optique à effet tunnel, l’on a accès à la
topographie de la surface, en mesurant le champ proche avec la pointe d’une fibre
optique [62, 63, 64, 65]. Ayant entendu cette remarque et se souvenant que la barrière
de potentiel du miroir à atomes est en effet donnée par l’intensité du champ lumineux
au-dessus de la surface, le physicien n’est plus très loin de réaliser que la barrière de
potentiel du miroir à atomes n’est pas parfaitement plane.La réflexion d’atomes peut
donc devenir diffuse, et en effet, ceci a été observé récemment par notre groupe à Orsay
[66].

Les points de vue des trois coll̀egues dans le pŕesent ḿemoire (par-
tie III)

La réflexion diffuse d’atomes par le miroir à atomes représente le sujet de la partie III
de ce mémoire. Nous proposons au chapitre 15 des mécanismes physiques qui in-
duisent une interaction entre l’atome et la surface rugueuse du diélectrique, et nous ca-
ractérisons la distribution angulaire des ondes atomiques réfléchies. Nous étudions en
particulier dans quelle mesure la réflexion diffuse d’atomes donne des renseignements
sur la rugosité de surface du diélectrique. En ce qui concerne le miroir à atomes en tant
qu’élément de l’optique atomique, cette partie III contribue à préciser les contraintes
sur les surfaces utilisées dans l’expérience si l’on veutque la réflexion par le miroir
soit 〈〈 la plus spéculaire〉〉 possible.

3 Le point de vue du〈〈mécanicien quantique〉〉

Présentons maintenant le plan du présent mémoire, avec une attention particulière pour
les approches théoriques que nous avons suivies.

Partie I : la r éflexion sṕeculaire

Une fois que nous avons adopté une description de l’interaction entre l’atome et
le champ lumineux en termes du potentiel dipolaire (au chapitre 1.1), la réflexion
d’atomes se réduit à un problème élémentaire de la mécanique quantique : la solution
de l’équation de SCHRÖDINGER pour une barrière de potentiel répulsive (chapitre 2).
Pour le〈〈mécanicien quantique〉〉, la réflexion est alors entièrement caractérisée par le
déphasage de l’onde réfléchie.4 Le potentiel dipolaire de l’onde évanescente le met

4A. M ESSIAH, Mécanique Quantique(Dunod, Paris, nouvelle édition 1995), tome 1, chap. X.
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en outre dans la situation heureuse que la barrière de potentiel est d’une forme parti-
culièrement simple (une fonction exponentielle) qui permet de trouver des solutions
analytiques explicites à l’équation de SCHRÖDINGER (au chapitre 3). Les premiers à
les écrire furent J. M. JACKSON et N. F. MOTT en 1932 [68].5 Ayant à notre dispo-
sition une solution complète du problème de la réflexion,nous pouvons étudier deux
situations limites : il s’agit des régimes semi-classiqueet quantique où la longueur
d’onde de l’onde atomique incidente est soit très petite, soit très grande devant la
longueur caractéristique du potentiel exponentiel.6 Dans la limite semi-classique, la
solution analytique exacte permet de retrouver le résultat donnée par l’approximation
BKW [67] : l’on peut alors obtenir la phase de l’onde réfléchie en intégrant l’impulsion
le long de la trajectoire classique réfléchie par le potentiel. Dans la limite quantique
par contre, la barrière de potentiel varie rapidement à l’échelle de la longueur d’onde
incidente. L’on obtient alors une bonne approximation du d´ephasage à la réflexion en
remplaçant le potentiel exponentiel par une barrière de potentiel infinie. Dans cette
limite, il est même possible d’observer la réflexion d’uneonde atomique, avec un co-
efficient de réflexion non nul, par un potentiel exponentielattractif sur lequel aucune
réflexion ne se produit d’un point de vue classique (chapitre 4). Tels sont les résultats
de la première partie de ce mémoire où nous nous limitons au problème simple d’une
barrière de potentiel de forme exponentielle.

Partie II : la diffraction

Du point de vue de la mécanique quantique, la diffraction d’atomes par une onde
évanescente stationnaire se présente dans le cadre suivant : il est nécessaire de décrire
l’atome par une approche ondulatoire pour que la notion de diffraction ait un sens. Le
champ lumineux par contre n’intervient qu’à travers le potentiel dipolaire que nous
pouvons décrire par un potentiel externe indépendant du temps, comme dans la théorie
quantique de la diffusion. L’onde atomique est diffractéeparce que le potentiel externe
lui transfère des vecteurs d’onde, tout en respectant la conservation de l’énergie. Il
s’ensuit que le〈〈mécanicien〉〉 développera une théorie de la diffraction d’atomes par
l’onde évanescente stationnaire, dans laquelle il n’y a pas de〈〈photons〉〉 (parce que le
champ lumineux n’est pas quantifié).

Nous ferons encore une concession au mécanicien et à son souci de simplifica-
tion, en présentant d’abord, au chapitre 7, un étude perturbative de la diffraction. Nous

5JACKSON et MOTT étudièrent alors l’échange d’énergie à l’interface entre un gaz et un solide.
6Dans ce mémoire, nous utilisons l’adjectif〈〈semi-classique〉〉 dans le sens précisé ci-dessus. Notons

qu’il existe un usage différent du mot〈〈semi-classique〉〉 dans le contexte du refroidissement radiatif,
où l’on considère un atome avec une position et une vitessebien définies et dont on décrit de façon
quantique la dynamique des états internes. Dans ce contexte-là, le mouvement du centre de masse de
l’atome est décrit de façonclassique, il n’y a pas de fonction d’onde〈〈externe〉〉. Si par contre le mou-
vement externe de l’atome est quantifié, l’on se sert par exemple des〈〈 équations de BLOCH optiques
géńeralisées〉〉 ou des〈〈 fonctions d’onde Monte Carlo〉〉. Ces approches ne sont pas nécessaires ici parce
qu’en négligeant l’émission spontanée, il est justifiéde décrire l’atome par une fonction d’onde (un
〈〈 état pur〉〉).
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considérerons une onde évanescente stationnaire avec une faible composante contra-
propageante. Le potentiel dipolaire contient alors une partie avec une modulation spa-
tiale, superposée sur un potentiel non modulé. L’approche perturbative consiste à trai-
ter la partie modulée du potentiel comme une perturbation,dans l’approximation de
BORN à partir d’ondes déformées. Il s’avère que le point de rebroussement de l’atome
ne présente pas de problème lorsque l’on prend les fonctions d’ondes exactes pour la
réflexion spéculaire comme point de départ dans le développement perturbatif : celles-
ci varient en effet de façon régulière autour du point de rebroussement.

Les résultats principaux de la théorie de diffraction perturbative sont les suivants :
d’une part, dans le régime semi-classique et au voisinage de l’incidence normale,
il suffit d’une onde évanescente avec une faible composantestationnaire pour ex-
citer les premiers ordres de diffraction non spéculaires.L’onde atomique présente
donc une grande sensibilité aux variations spatiales du potentiel dipolaire du miroir
à atomes. D’autre part, dans la direction perpendiculaireà la surface du miroir, la
différence du vecteur d’onde de l’onde atomique diffract´ee par rapport à une réflexion
spéculaire, est au plus de l’ordre de la constante de décroissance caractéristique de
l’onde évanescente. Ceci implique que dans le régime semi-classique, la compo-
sante normale du vecteur d’onde atomique est quasiment conservée, à une réflexion
spéculaire près. Par conséquent, le potentiel dipolaire ne peut transférer le vecteur
d’onde nécessaire à la conservation de l’énergie en incidence oblique et rasante, et la
diffraction devient alors inefficace.

Mais le physicien voudra aller plus loin que l’approximation de BORN qui est li-
mitée au calcul des premiers ordres de diffraction non spéculaires. Nous mettrons ici
en relief deux parmi les quatre approches que nous présentons à cet effet : l’〈〈approxi-
mation du réseau de phase mince〉〉 (chapitre 8) et la〈〈diffraction assistée par structure
interne〉〉 (chapitre 11).

L’ approximation du ŕeseau de phase minceest développée au chapitre 8. Elle
s’appuie sur le fait que les expériences de miroir à atomesse situent généralement
dans le régime semi-classique où la longueur d’onde atomique est faible devant les
échelles caractéristiques du potentiel.7 Nous choisissons alors une position de départ
différente : au lieu de résoudre l’équation de SCHRÖDINGER, nous nous plaçons dans
la limite semi-classique de la formulation de la mécaniquequantique dans l’intégrale
de FEYNMAN [69, 70, 71, 72]. La phase de la fonction d’onde s’obtient alors au moyen
de l’intégrale d’action8 que l’on calcule le long d’une trajectoire classique. Cetteap-
proche généralise l’approximation BKW à un nombre arbitraire de dimensions. En op-

7Nous voudrions souligner que dans l’approximation du réseau de phase mince, l’extension du
réseau n’est pas faible devant la longueur atomique, bien que le qualificatif〈〈mince〉〉 puisse le suggérer.
Le contraire est le cas, étant donné que l’on se place dans le régime semi-classique. C’est la forme des
trajectoires classiques dans le réseau qui détermine si celui-ci est〈〈mince〉〉.

8L’intégrale d’action est une quantité empruntée au formalisme lagrangien de la mécanique classique
dont nous rappelons les principes au chapitre 1.2.1. Dans cecontexte, les trajectoires classiques sont
déterminées par un principe variationnel, le〈〈principe de moindre action〉〉 : ce sont elles qui minimisent
l’action.
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tique lumineuse, une approche analogue correspond à l’optique géométrique9, où l’on
calcule la phase du champ lumineux à l’aide du chemin optique le long des rayons
géométriques. A partir de ce cadre théorique, nous développons une approche pertur-
bative où ce n’est pas la fonction d’onde qui fait l’objet d’un développement pertur-
batif, comme dans l’approximation de BORN, mais plutôt sa phase. L’on peut alors
interpréter la diffraction de l’onde atomique par une modulation de phase spatiale
que lui impose le réseau de diffraction. Pour une amplitudede modulation de phase
plus grande que l’unité, plusieurs ordres sont présents dans la figure de diffraction.
En optique lumineuse, une approche équivalente est utilisée pour la diffraction par des
réseaux de phase minces, et c’est pour cette raison que nousavons choisi le nom d’〈〈ap-
proximation du réseau de phase mince〉〉. Comme l’a montré C. COHEN-TANNOUDJI

[71, 72], cette approximation peut servir de façon plus générale à calculer le déphasage
de la fonction d’onde atomique lorsque l’atome est soumis àun potentiel faible, un
problème qui se pose fréquemment dans l’interférométrie. La physicienne des surfaces
connaı̂tra une approximation équivalente sous le nom de〈〈 trajectory approximation〉〉,
dont les premiers traces remontent à J. L. BEEBY [73] et qui a été développée dans
les groupes de A. C. LEVI de l’Université de Genova (Italie) [74], de P. TOENNIESdu
Max-Planck-Institut f̈ur Strömungsforschung̀a Göttingen (Allemagne) [75], de D. M.
NEWNS de l’Imperial College à London (Grande-Bretagne) [76] et de W. BRENIG de
l’Université Ludwig Maximilian à München (Allemagne) (voir [77]).

Au chapitre 11, nous ferons appel à la structure interne de l’atome pour interpréter
la diffraction d’atomes en incidence rasante. Historiquement, il s’agit là de la première
approche expérimentale à la diffraction, et nous devons confronter la théorie aux ob-
servations expérimentales des groupes de W. ERTMER à Bonn et de V. LORENT à
Paris-Nord [12, 13]. L’approche du potentiel dipolaire se trouve en difficultés pour
expliquer la diffraction en incidence rasante, parce qu’elle interdit, à cause de la quasi-
conservation de la composante normale du vecteur d’onde atomique, les transferts de
vecteur d’onde entre les ordres de diffraction qui sont imposés par la conservation
de l’énergie. Nous présentons donc des théories de diffraction alternatives qui ont été
développées pour le cas de l’incidence rasante par R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER

et H. WALLIS de l’Université de Bonn [78, 79]. En comparant la théorie aux observa-
tions expérimentales, nous soulignons que la diffractionest seulement possible si elle
fait intervenir des transitions entre les sous-niveaux magnétiques de l’état fondamental
atomique. Une telle conclusion a déjà été présentée par le groupe de C. M. SAVAGE

de l’Université Nationale d’Australie (Canberra), moyennant une solution numérique
de l’équation de SCHRÖDINGER dépendante du temps [80, 81].

9Nous utiliserons dans ce mémoire la notion d’〈〈optique géométrique〉〉 dans un sens un peu large, en
y incorporant la notion de laphasedu champ lumineux. Le long d’un rayon de l’optique géométrique
habituelle, la phase est donnée par le chemin optique, en divisant par la longueur d’onde lumineuse.
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Partie III : la r éflexion diffuse

Dans la partie III de ce mémoire, le〈〈mécanicien quantique〉〉 se voit confronté à
l’observation expérimentale qu’en incidence normale, laréflexion d’atomes par le mi-
roir à onde évanescente est plutôt diffuse que spéculaire [66]. Etant convaincu par
le physicien et l’opticien que le champ lumineux présente des irrégularités qui sont
dues à la rugosité de la surface du diélectrique, il choisira une approche statistique
à la rugosité ainsi qu’à la réflexion diffuse (chapitres13 et 14). Par cette approche,
nous traduisons notre ignorance de la forme détaillée du profil de la surface rugueuse,
et nous nous limitons à prédire des valeurs moyennes par rapport à un ensemble de
réalisations indépendantes de la surface. En optique, une théorie analogue est suivie
pour caractériser la diffusion de la lumière par une surface rugueuse10 ; dans la dif-
fraction d’atomes par des surfaces cristallines, il faut introduire un tel cadre pour tenir
compte du mouvement thermique de la surface [83, 84]. Nous introduisons au cha-
pitre 14 deux notions centrales pour caractériser la réflexion diffuse atomique : la dis-
tribution angulaire moyenne des atomes réfléchis, ainsi que leur fonction de cohérence.
Bien qu’elles contiennent une information équivalente, ces notions décrivent des situa-
tions physiques différentes : la distribution angulaire correspond à une expérience de
diffusion, comme celle d’Orsay [66], alors que la fonction de cohérence est mesurée
par un dispositif interférométrique, comme par exemple l’interféromètre atomique qui
a été réalisé par le groupe de J. DALIBARD à Paris [85], où les atomes sont réfléchis
plusieurs fois par le miroir à onde évanescente.

Aux chapitres 15 et 16, nous présentons les mécanismes physiques d’interaction
entre l’atome et la surface rugueuse qui rendent diffuse la réflexion des atomes. Nous
considérons d’abord les〈〈potentiels rugueux〉〉 au voisinage de la surface (chapitre 15)
et ensuite le potentiel dipolaire du champ lumineux diffus dans le demi-espace au-
dessus de la surface (chapitre 16). En particulier, nous étudions dans quelle mesure la
réflexion diffuse d’atomes permet d’obtenir des renseignements sur le profil de la sur-
face rugueuse. La diffusion d’atomes lents représenterait une application intéressante
du miroir à atomes qui permettrait de caractériser la qualité d’une surface diélectrique,
à l’échelle de la longueur d’onde atomique et ce de façon non déstructive.

L’organisation du mémoire

Etant conscient de la complexité du présent mémoire, nous voudrions proposer au
lecteur quelques pistes pour orienter sa lecture. Dans les graphiques 1 à 3 suivants, les
encadrés correspondent aux chapitres centraux, et les notions importantes sont notées
à droite en caractères italiques.

10M. N IETO-VESPERINAS, Scattering and Diffraction in Physical Optics(Wiley, 1991), chap. 7.
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Fonctions d’ondes exactes

Partie I
Reflexion speculaire

La barriere de potentiel Reflectivite du miroir

Dephasage
Dispersion

semiclassique
Approximation B.K.W. valable

quantique Reflexion quantique
sur un potentiel attractif

(Chapitre 2)

(Chapitre 3)

(Chapitre 4)

Figure 1: Organigramme de la partie I : réflexion spéculaire.
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Diffraction "assistee"
par structure interne

Approximation de Born

Partie II
Diffraction

Le reseau de diffraction

Angles de diffraction
Efficacite de la diffraction

incidence normale,

semi-classique
Approximation du

reseau de phase mince

incidence rasante

(Chapitre 5)

(Chapitre 7)

(Chapitre 8)

Le mouvement classique Distribution de vitesse classique(Chapitre 6)

Diffraction de Bragg
reseau epais

Regime quantique

(Chapitre 9)

(Chapitre 10)

(Chapitre 11)

Diffraction par un miroir
a modulation temporelle

(Chapitre 12)

longueur d’onde

incidente tres grande

Figure 2: Organigramme de la partie II : diffraction.
Les chapitres les plus proches des expériences de diffraction d’atomes par l’onde
évanescente stationnaire sont le chapitre 8 pour une incidence au voisinage de la nor-
male et le chapitre 11 pour l’incidence rasante.
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Diffusion par les potentiels rugueux
dans le champ proche

Partie III
Reflexion diffuse

Approche statistique

Diffusion
dans le champ lointain

(Chapitre 13)

(Chapitre 14)

(Chapitre 16)

Surface rugeuse

Reflexion d’une onde
par un miroir rugueux

Mecanismes d’interaction avec la surface(Chapitre 15)

Figure 3: Organigramme de la partie III : réflexion diffuse.
Le chapitre 15 utilise l’approximation deBORN (Chap. 7). Les chapitres 15 et 16
utilisent l’approximation du réseau de phase mince (Chap.8).
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Chapitre 1

Atome à un niveau : description
quantique du mouvement

Nous rassemblons dans ce chapitre quelques outils théoriques pour décrire
l’interaction entre l’atome et le champ lumineux de l’onde ´evanescente. Dans un pre-
mier temps, nous rappelons l’expression du potentiel dipolaire et ses conditions de
validité. Nous l’identifions ensuite avec un potentiel mécanique qui détermine le mou-
vement du centre de masse d’un atome. Dans le deuxième sous-chapitre, les descrip-
tions classique et quantique du mouvement sont passées en revue.

1.1 Interaction atome–lumìere dans la limite de faible
saturation

1.1.1 L’interaction dipolaire électrique

Nous rappelons dans ce paragraphe l’interaction dipolaireélectrique et
l’approximation du champ tournant pour un atome à deux niveaux.

Le Hamiltonien d’interactionVAL(r) entre un atome et un champ lumineux est
donné par l’interaction dipolaire électrique :

V̂AL(r, t) = −D·E(r, t), (1.1)

où D est le moment dipolaire électrique de l’atome etE(r, t) le champ électrique1

à la positionr de l’atome. Nous décrirons dans ce mémoire le champ électrique par
un champ classique et externe, en ignorant ses fluctuations quantiques. Le champ est

1Le champ électriqueE(r, t) dans (1.1) correspond à la partie transverse de l’induction électrique,
au facteurε0 près, voir la transformation de POWER–ZIENAU–WOOLLEY au chapitre IV.C. de
C. COHEN-TANNOUDJI, J. DUPONT-ROC et G. GRYNBERG, Photons et atomes — Introduction
à l’ électrodynamique quantique(InterEditions, Paris, 1987). Cette distinction n’est néanmoins pas
nécessaire pour l’interaction avec un champ lumineux externe qui lui est toujours transverse.

33
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Ee

Eg

h ωA

Figure 1.1: Atome à deux niveaux d’énergieEg etEe, séparés par̄hωA.

supposé monochromatique, avec la dépendance temporelle

E(r, t) = E(r) e−iωLt + E∗(r) eiωLt, (1.2)

oùE(r) est l’amplitude complexe du champ etωL sa pulsation2. Le moment dipolaire
D est un opérateur hermitien qui agit sur les états internesde l’atome. Etant donné qu’il
est impair3, ses éléments de matrice sont non nuls seulement entre desétats internes
différents. Nous nous limitons à deux états,|g〉 et |e〉, que nous appelerons les états
fondamental et excité (voir la figure 1.1). Leurs énergiessont notéesEg etEe = Eg +
h̄ωA, oùωA est la fréquence de transition atomique. Dans le sous-espace de ces deux
états internes, l’opérateur du moment dipolaire admet ledéveloppement

D = D+ |e〉〈g|+ D− |g〉〈e|. (1.3)

L’opérateurD+ est appelé la〈〈partie montante〉〉 de l’opérateur dipolaire parce qu’en
agissant sur l’état fondamental|g〉, il le transforme en état excité. De façon analogue,
D− = (D+)† en est la partie descendante.

Du point de vue quantique, l’atome est décrit par les amplitudes de probabilité
ψg,e(r, t) pour les états fondamental et excité. Le couplage au champlumineux se
traduit alors par la matrice suivante

V̂AL(r, t)

(

ψe

ψg

)

=

(

0 −dE(r, t)
−dE(r, t) 0

)(

ψe

ψg

)

, (1.4)

dont les éléments proviennent du couplage par l’interaction dipolaire électrique (1.1)

−dE(r, t) = −〈e|D+ ·E(r, t)|g〉 = −〈g|D− ·E(r, t)|e〉, (1.5)

avecd le moment dipolaire électrique réduit. Un atome à deux niveaux interagit donc
avec un champ électriquescalaireE(r, t) qui correspond généralement à une compo-
sante de polarisation du champ lumineux.

2Par abus de langage, nous utiliserons le mot〈〈 fréquence〉〉 au lieu de〈〈pulsation〉〉 pourωL bien que,
au sens stricte, la fréquence lumineuse soit donnée parωL/2π.

3D’un point de vue microscopique,D est la somme sur les moments dipolairesqαxα des chargesqα
qui constituent l’atome, avecxα leurs positions par rapport à centre de masser.
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L’approximation r ésonnante

Sous l’influence du champ lumineux, l’amplitude de l’état excité commence à osciller
à la fréquenceωL imposée par le champ,ψe(r, t) ∝ exp(−iωLt). L’on introduit alors
des amplitudes lentement variablesψ̄g,e en passant dans le〈〈 repère tournant〉〉,

ψe(r, t) = ψ̄e(r, t) exp[−i(Eg + h̄ωL)t/h̄] ,
ψg(r, t) = ψ̄g(r, t) exp[−iEgt/h̄] .

(1.6)

Les couplages de la matrice (1.4) se transforment alors de lafaçon suivante

dE(r, t) 7→ dE(r, t) eiωLt = dE(r) + dE∗(r) e2iωLt. (1.7)

L’on néglige maintenant le deuxième terme dans cette somme qui évolue à une
fréquence beaucoup plus élevée que le premier :

dE(r) + dE∗(r) e2iωLt ∼= dE(r). (1.8)

L’approximation (1.8) est appelée l’〈〈approximation du champ tournant〉〉 (rotating
wave approximation) pour des raisons historiques.4 Un nom plus transparent serait
l’ 〈〈approximation résonnante〉〉 pour la raison suivante : pour coupler l’état fondamen-
tal |g〉 à l’état excité|e〉, il faut fournir une énergiēhωA à l’atome et donc aug-
menter la fréquence de l’onde atomique. Cependant, c’est seulement la “partie de
fréquence positive” du champ électrique (1.2),E(r) e−iωLt, qui augmente la fréquence
de l’onde atomique. PourωL proche de la fréquence de résonanceωA, c’est donc elle
qui couple l’état|g〉 de façon quasi-résonnante à l’état|e〉. Par contre, la partie de
fréquence négative du champ,E∗(r) eiωLt, est désaccordée d’environ2ωL par rapport
à la résonance atomique. La condition de validité de l’approximation résonnante est
donc

|∆| ≪ ωA, (1.9)

où nous avons introduit ledésaccord̀a résonance∆, avec

∆ ≡ ωL − ωA. (1.10)

Dans l’approximation résonnante, le couplage au champ lumineux (1.8) devient
indépendant du temps. En effet, l’équation de SCHRÖDINGER pour les amplitudes
ψ̄g(r, t) et ψ̄e(r, t) s’écrit maintenant

ih̄
∂

∂t

(

ψ̄e

ψ̄g

)

= T̂

(

ψ̄e

ψ̄g

)

−
(

h̄∆ dE(r)
dE∗(r) 0

)(

ψ̄e

ψ̄g

)

, (1.11)

4Dans le contexte de la résonance magnétique nucléaire, un moment magnétique nucléaire interagit,
par l’interaction dipolaire magnétique, avec un champ magnétique oscillant à une fréquence proche de
la fréquence de précession du moment magnétique. La transformation (1.6) correspond alors au passage
dans un repère qui tourne à la fréquence d’oscillation duchamp magnétique. L’approximation (1.8)
consiste à ne retenir que la composante du champ qui est statique dans ce repère.
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où T̂ = −(h̄2/2M)∇2 est l’opérateur de l’énergie cinétique. A cause de la transfor-
mation (1.6), les deux niveaux|g〉 et |e〉 sont séparés en énergie par le désaccordh̄∆.
Pour∆ positif (un désaccord〈〈bleu〉〉), l’état excité se trouve en-dessous de l’état fon-
damental.

1.1.2 Le potentiel dipolaire

Mise à part l’approximation résonnante, l’équation de SCHRÖDINGER (1.11) est une
équation exacte. Nous allons nous placer dans ce mémoire dans le régime de faible
saturation où il est justifié de la simplifier de façon à faire disparaı̂tre l’état excité.

Elimination adiabatique de l’ état excit́e

Plus précisément, nous supposons que l’énergie d’interaction est faible devant le
désaccord:

|VAL(r, t)| ≪ h̄∆. (1.12)

Dans l’équation de SCHRÖDINGER (1.11), le champ lumineux induit alors un couplage
entre les états fondamental et excité qui est faible par rapport à leur séparation en
énergie. Pour cette raison, l’on appelle aussi le régime (1.12) celui du couplage faible.

L’équation de SCHRÖDINGER pour l’état excité s’écrit

ih̄ ∂t ψ̄e = T̂ ψ̄e − h̄∆ ψ̄e − dE(r) ψ̄g. (1.13)

Nous supposons pour l’instant que l’énergie cinétique est également faible devant
le désaccord̄h∆. (Cette condition sera relaxée au paragraphe suivant.) L’élimination
adiabatique de l’état excité que nous allons justifier dans un instant, consiste à résoudre
l’équation (1.13) de la façon suivante :

ψ̄e(r, t) ≃ −dE(r)

h̄∆
ψ̄g(r, t). (1.14)

Avec cette solution, l’évolution de l’état excité est donc pilotée par celle de l’état fon-
damental. En reportant l’expression pour l’état excité dans l’équation de SCHRÖDIN-
GER pour le fondamental, nous obtenons

ih̄ ∂t ψ̄g = T̂ ψ̄g + V (r) ψ̄g. (1.15)

Il apparaı̂t ici une énergie potentielleV (r) donnée par

V (r) =
d2

h̄∆
|E(r)|2. (1.16)

Ce potentiel est l’expression approchée dupotentiel dipolairèa la limite de faible satu-
ration. On l’appelle également le déplacement lumineux parce qu’il modifie l’énergie
de l’état fondamental d’un atome éclairé par un champ lumineux. Pour un désaccord
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positif, le potentiel dipolaireV (r) repousse un atome des régions de forte intensité
lumineuse.

Pour justifier la solution adiabatique (1.14), nous notons que l’équation
différentielle (1.13) pour l’état excité, sans l’énergie cinétique, admet la solution sui-
vante

ψ̄e(r, t) = −dE(r)

h̄∆
ψ̄g(r, t) + ei∆ti

dE(r)

h̄∆
ψ̄g(r, ti) +

+
dE(r)

h̄∆

t∫

ti

dt′ ei∆(t−t′) d

dt′
ψ̄g(r, t

′), (1.17)

avec la condition initiale que l’amplitudēψe s’annule pourt = ti. Au premier terme
dans (1.17), nous retrouvons la solution adiabatique (1.14). Nous pouvons suppo-
ser que le deuxième terme s’annule en choisissant l’instant initial ti tel que l’atome
se trouve alors en dehors du champ lumineux (s’il s’agit d’unpaquet d’ondes loca-
lisé), ou bien tel que le champ lumineux lui-même s’annule. En utilisant l’équation de
SCHRÖDINGER (1.15) pour l’état fondamental, nous constatons que l’intégrand dans
le troisième terme est de l’ordre de[T̂ + V (r)] ψ̄g/h̄. En intégrant par parties, nous
trouvons que le troisième terme dans (1.17) corrige la solution adiabatique par une
quantité qui est plus petite par un facteur de l’ordre de[T̂ +V (r)]/h̄∆. Dans le régime
de couplage faible (1.12) et d’énergie cinétique faible devant le désaccord, cette cor-
rection est donc négligeable.

L’effet DOPPLER

Dans le calcul précédent, nous avons négligé l’opérateur d’énergie cinétiquêT devant
le désaccord̄h∆. Cette restriction n’est cependant pas nécessaire, et nous pouvons la
remplacer par une condition moins forte.

Considérons à cet effet des atomes incidents avec une vitessevi et une énergie
cinétiqueEi = 1

2
Mv2

i . Nous pouvons choisirEi comme l’origine de l’énergie. C’est
alors seulement le changement de l’énergie cinétique∆Ecin qui est pertinente pour
estimer l’ordre de grandeur de l’opérateurT̂ . Supposons qu’un atome dans l’état fon-
damental interagisse avec une onde plane lumineuse de vecteur d’ondekL. Lors d’un
processus d’absorption, l’onde atomique reçoit un transfert de vecteur d’ondekL, et
par conséquent, l’énergie cinétique change d’une quantité

∆Ecin = h̄∆D + h̄2k2
L/2M, (1.18)

où∆D est donné par
∆D = kL ·vi, (1.19)

ce qui correspond au décalage DOPPLERde la fréquence lumineuse dans le référentiel
de l’atome. Avec ce choix de l’origine de l’énergie, l’élimination adiabatique de l’état
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excité est donc justifiée si le décalage DOPPLERet la 〈〈 fréquence de recul〉〉 h̄k2
L/2M

sont faibles devant le désaccord

h̄k2
L

2M
, |∆D| ≪ ∆. (1.20)

La condition la plus stricte portera généralement sur le décalage DOPPLER.

Le suivi adiabatique

Lorsqu’un atome est en mouvement dans un champ lumineux inhomogène, il faut que
l’amplitude de probabilité̄ψe(r, t) s’〈〈adapte〉〉 au profil du champE(r), pour que la re-
lation (1.17) soit toujours satisfaite. L’on peut s’attendre à ce que ceci soit le cas pour
une vitesse atomique faible, et l’on parle alors d’un〈〈suivi adiabatique〉〉 de l’atome
sur la courbe de potentiel donnée par le déplacement lumineux de l’état fondamental.
Notons que c’est seulement dans ce régime que nous pouvons considérer le potentiel
dipolaire comme une énergie potentielle. Pour une vitessetrop grande, l’état atomique
peut〈〈décrocher〉〉, et l’atome passe alors sur une autre courbe de potentiel quiest as-
sociée à l’état excité. Nous donnons ici une estimationpour la probabilité de transition
non adiabatique.

Introduisons à cet effet les〈〈niveaux habillés〉〉5, c’est-à-dire les valeurs propres de
la matrice de couplage (1.4). Pour un couplage faible, ils sont donnés par (voir la
figure 1.2)

V1(r) =
d2

h̄∆
|E(r)|2, (1.21a)

V2(r) = −h̄∆ − d2

h̄∆
|E(r)|2. (1.21b)

La valeur propreV1(r) est identique au potentiel dipolaire (1.16) pour l’état fonda-
mental. Le niveau d’énergieV2(r) est proche de l’état excité. Nous notons qu’il attire
l’atome vers les régions de haute intensité lumineuse (sile désaccord∆ est positif).

Les états habillés|1, r〉, |2, r〉 associés aux niveaux d’énergieV1,2(r) sont donnés
par, au premier ordre en perturbations,

|1, r〉 = |g〉 − dE(r)

h̄∆
|e〉 (1.22a)

|2, r〉 = |e〉 +
dE∗(r)

h̄∆
|g〉 (1.22b)

où nous retrouvons, aux amplitudes de l’état habillé|1, r〉, la relation (1.14) qui permet
d’éliminer l’état excité. Nous nous intéressons ici au〈〈couplage non adiabatique〉〉 de

5Nous utilisons ici la notion de niveau habillé dans un sens large. A l’origine, elle a été introduite par
C. COHEN-TANNOUDJI en tenant compte de la quantification du champ lumineux (voirpar exemple
[28]).
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E  =  − h∆

forte intensite faible intensite

Figure 1.2: Niveaux habillés pour un atome à deux niveaux.L’intensité lumineuse
augmente de la droite vers la gauche.
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l’état |1, r〉 vers l’état|2, r〉 induit par le mouvement d’un atome à la vitessev. Ce
couplage est caractérisé par la fréquenceΩn.ad., avec

Ωn.ad. = 〈2, r|v·∇|1, r〉 = −(v·∇)
dE(r)

h̄∆
. (1.23)

La probabilité de transition non adiabatiquewn.ad. est négligeable si la fréquence de
couplageΩn.ad. est faible devant la séparation en fréquence des niveaux habillés.6

Dans le régime du couplage faible, les niveaux sont approximativement séparés par
le désaccord∆, de sorte que l’estimation donnée par A. MESSIAH implique

wn.ad. ≤
(

max |Ωn.ad.|
min |V1(r) − V2(r)|

)2

≤
(

kLv

∆

|dE(r)|
h̄∆

)2

. (1.24)

Nous avons estimé le gradient du champ électriqueE(r) par kLE(r), où kL est le
vecteur d’onde optique.

Nous concluons de (1.24) que le suivi adiabatique est assur´e,wn.ad. ≪ 1, dans la
limite de faible saturation (1.12) et si la vitesse atomiquev est au plus de l’ordre de
∆/kL.

Remarque. Puisque le potentiel dipolaire (1.16) est indépendant du temps, l’énergie
de l’atome est conservée lors de son interaction avec le champ lumineux. Ceci peut
surprendre parce que c’est seulement l’énergie du système total,〈〈atome+ champ lu-
mineux〉〉, qui est conservéea priori. Nous rappelons à ce sujet que la force dipolaire est
le résultat de processus d’absorption et d’émission de lumière qui sont stimulés et qui
font intervenir un champ lumineux avec une seule fréquence. Lorsque l’atome absorbe
un photon d’un mode du champ et en émet un dans le même ou un autre mode spatial,
l’état final de l’atome a donc la même énergie que l’état initial. Ces double processus
sont schématisés sur la figure 1.3.

1.1.3 L’émission spontańee

A cause des fluctuations quantiques du champ électrique, l’état excité de l’atome est in-
stable et possède une durée de vie1/Γ finie. L’atome émet alors spontanément un pho-
ton, encaisse un recul et passe dans l’état fondamental. L’émission spontanée détruit la
cohérence temporelle de l’atome parce que l’instant d’émission du photon spontané est
aléatoire ; et comme l’atome recule dans une direction aléatoire, la cohérence spatiale
de l’onde atomique est réduite à une longueur de cohérence de l’ordre de la longueur
d’onde optique, après une seule émission spontanée [41,87]. Nous nous intéressons
ici au régime〈〈cohérent〉〉 de l’optique atomique où la probabilité d’émission spontanée
est faible. Nous montrons que ce régime peut être réalis´e dans la limite de saturation
faible, à condition de se limiter à un temps d’interactionpas trop long.

C’est parce que l’état habillé|1, r〉 contient une contribution non nulle de l’état
excité, qu’il acquiert une durée de vie finie1/Γ1. Nous la calculons de deux manières :

6A. M ESSIAH, Mécanique Quantique, nouvelle édition (1995), t. 2, chap. XVII,§ 13.
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E

E∗

h∆

Figure 1.3: Interprétation du potentiel dipolaire en termes de processus d’absorption et
d’émission stimulée.

• D’une part, nous pouvons décrire l’instabilité de l’état excité en ajoutant une par-
tie imaginaire à son énergie :Ee 7→ Ee − ih̄Γ/2, qui conduit à une décroissance
exponentielle de l’amplitudeψe(r, t) ∝ e−Γt/2. Le potentiel dipolaire pour l’état
fondamental a alors lui aussi une partie imaginaire :

Γ1 = −2

h̄
ImV (r) = Γ

s

2
(1.25)

oùs est le paramètre de saturation

s = 2
d2|E(r)|2

h̄2(∆2 + Γ2/4)
≪ 1. (1.26)

Il est petit devant l’unité à cause de la limite de faible saturation (1.12).

• D’autre part, le nombre de photons spontanés par unité de temps (le〈〈 taux de
fluorescence〉〉) pour un atome dans l’état habillé|1, r〉 est donné par la probabi-
lité que l’atome se trouve dans l’état excité, multipli´e par le taux de fluorescence
Γ. Nous trouvons alors également

Γ1 = Γ|〈e|1, r〉|2 ≃ Γ
s

2
, (1.27)

dans la limite∆ ≫ Γ. Cette condition est en effet nécessaire pour décrire
l’émission spontanée de cette manière, en se plaçant dans la base de l’atome
habillé [28].

L’émission spontanée peut donc être négligée si le temps d’interactionτint est suffi-
samment court de façon à avoir

Γ1τint =
s

2
Γτint ≪ 1. (1.28)
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1.1.4 L’〈〈atomeà un niveau〉〉

En éliminant l’état excité d’un atome à deux niveaux, l’atome se réduit à une particule
scalaire qui se déplace dans le potentiel dipolaire. Dans la réalité, les états atomiques
ont cependant une structure de sous-niveaux magnétiques.La situation la plus proche
d’un atome à un niveau est une transitionJ = 0 → Je = 1, où le potentiel dipolaire
vaut

V (r) =
d2|E(r)|2
h̄∆

(1.29)

etE(r) est le vecteur (complexe) du champ électrique lumineux.
Ensuite, pour un atome préparé dans un sous-niveau magnétique particulier|J,m〉

et si le champ lumineux ne contient qu’une seule composante de polarisationE(r) =
uµEµ(r) (µ = 0,±1 caractérise le moment angulaire des photons du champ etuµ est
son vecteur de polarisation), seulement deux sous-niveauxmagnétiques interviennent
dans le couplage, l’un dans la multiplicité de l’état fondamental et l’autre dans l’état
excité. En absence d’émission spontanée, il s’agit doncd’une réalisation physique d’un
système à deux niveaux. Le potentiel dipolaire pour l’état fondamental|J,m〉 contient
alors un coefficient de CLEBSCH–GORDAN cmµ = (J,m ; 1, µ|Je, m+ µ)

Vm(r) = c2mµ

d2|E(r)|2
h̄∆

. (1.30)

Dans une situation plus générale, le potentiel dipolaireest un opérateur qui agit à
l’intérieur de la multiplicité des sous-niveaux magnétiques. Ses éléments de matrice
sont de la forme

〈m1|V (r)|m2〉 =
d2

h̄∆

∑

µ,µ′,me

E∗
µ(r)Eµ′(r) (J,m1 ; 1, µ|Je, me)(Je, me|J,m2 ; 1, µ′).

(1.31)
Les valeurs propres du potentiel dipolaire donnent alors plusieurs courbes de potentiel.
L’on rencontre des exemples dans le refroidissement radiatif à gradient de polarisation
[29] et dans les réseaux optiques [88]. Comme les états propres varient généralement
en fonction de la position, des transitions non adiabatiques entre les niveaux peuvent
avoir lieu.

Conclusion. Le mouvement d’un atome dans un champ lumineux peut être décrit
par le potentiel dipolaire de l’état fondamental dans les limites

ωA ≫ ∆ ≫
{

VAL/h̄
kLv

}

, Γsτint ≪ 1, (1.32)

où l’atome est éclairé par un champ lumineux quasi-résonnant, mais suffisamment
désaccordé pour que le couplage induit par le champ et le d´ecalage DOPPLERsoient
faibles ; et tant que le temps d’interaction est suffisammentcourt pour que l’on puisse
négliger l’émission spontanée.
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1.2 Rappels sur la quantification du mouvement dans
la limite semi-classique

Nous résumons dans ce sous-chapitre la formulation de la m´ecanique classique à l’aide
du principe de moindre action, ainsi que son lien avec la quantification du mouvement
dans l’approche de l’intégrale de chemins de FEYNMAN .

1.2.1 Formalisme lagrangien

Le principe de moindre action

L’équation du mouvement pour un point matériel de masseM dans un potentielV (x, t)
(qui peut dépendre du temps) s’écrit7

Mẍ(t) = − d

dx
V [x(t), t]. (1.33)

Dans la formulation lagrangienne de la mécanique, l’on introduit le Lagrangien
L(x, ẋ, t) qui est la différence entre l’énergie cinétique et l’énergie potentielle :

L(x, ẋ, t) = 1
2
Mẋ2 − V (x, t). (1.34)

L’équation du mouvement (1.33) se déduit alors du

Principe de moindre action : La trajectoire classiquex(t) qui relie les
positionsxi et xf aux instantsti et tf est celle qui, parmi toutes les tra-
jectoires satisfaisant à ces conditions initiales et finales, minimisel’action
S[x(t)], avec

S[x(t)] =

tf∫

ti

dt L[x(t), ẋ(t), t]. (1.35)

Un calcul de variations permet de tirer la condition suivante du principe de moindre
action

0
!
= δS ≡ δx(t)

∂L

∂ẋ

∣
∣
∣
∣
∣

tf

ti

+

tf∫

ti

dt δx(t)

(

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

)

(1.36)

après une intégration par parties. Le terme intégré s’annule parce que les positions
initiales et finales sont fixées,δx(tif ) ≡ 0. Nous trouvons donc l’équation différentielle
suivante pour la trajectoire classique :

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0, (1.37)

qui s’appelle l’équation d’EULER–LAGRANGE. Pour un Lagrangien de la
forme (1.34), l’on vérifie immédiatement que l’on retrouve l’équation de NEW-
TON (1.33).

7Pour alléger la notation, nous nous plaçons ici en une dimension. La généralisation à un nombre
arbitraire de dimensions est cependant immédiate.
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Lois de conservation

L’intérêt du formalisme Lagrangien est qu’il permet une grande liberté dans le choix
des coordonnées. Les équations d’EULER–LAGRANGE ont en effet la même forme
si l’on décrit le système par des〈〈coordonnées généralisées〉〉 qα. En particulier, s’il
se trouve le Lagrangien ne dépend pas explicitement de la coordonnéeqα, la dérivée
∂L/∂qα s’annulle, et par conséquent, la quantité (l’〈〈 impulsion généralisée〉〉)

pα ≡ ∂L

∂q̇α
(1.38)

est conservée.

Exemple. Considérons une particule dans un plan sous l’influence d’un potentiel central
V (r). En introduisant des coordonnées polaires(r, φ), le Lagrangien devient

L(r, ṙ;φ, φ̇) = 1
2M

(

ṙ2 + r2φ̇2
)

− V (r). (1.39)

Il est indépendant de la coordonnée angulaireφ, de sorte que le moment angulaire azimuthal
Mr2φ̇ est une constante du mouvement.

Une autre loi de conservation apparaı̂t lorsque le Lagrangien ne dépend pas expli-
citement du temps. Introduisons l’impulsionp = ∂L/∂ẋ et leHamiltonien

H(p, x) = ẋp− L(x, ẋ). (1.40)

L’on constate alors que le Hamiltonien est constant le long d’une trajectoire classique
x(t) :

d

dt
H = ẍp+ ẋ

dp

dt
− ẋ

∂L

∂x
︸ ︷︷ ︸

−ẍ∂L
∂ẋ

= 0, (1.41)

parce que les termes soulignés se simplifient à cause de l’´equation d’EULER–
LAGRANGE (1.37). Pour un Lagrangien de la forme (1.34), le Hamiltonien prend la
forme familière

H(p, x) =
p2

2M
+ V (x). (1.42)

Si l’énergie est conservée, l’intégrale d’action (1.35) le long d’une trajectoire classique
se simplifie : l’on peut séparer la partie de l’action qui dépend explicitement du temps,

S[x(t)] =

tf∫

ti

dt {ẋ(t) p(t) −H [p(t), x(t)]}

=

xf∫

xi

p(x) dx− E(tf − ti), (1.43)

oùE est la valeur constante de l’énergie et l’impulsionp(x) est exprimée en fonction
de la positionx, en utilisant la conservation de l’énergie :p(x) = [2M(E − V (x))]1/2.
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Le principe de MAUPERTUIS

Le premier terme de l’action (1.43) s’appelle l’〈〈action réduite〉〉. Celle-ci permet de
formuler un autre principe variationnel, celui de MAUPERTUIS, qui s’applique lorsque
l’énergie est conservée.

Principe de MAUPERTUIS: La trajectoire classique8 x(l) qui relie les po-
sitionsxi etxf est celle qui, parmi toutes les trajectoires qui satisfont `a ces
conditions initiales et finales, pour une énergieE fixée, minimise l’action
réduiteS ′[x(l)], avec

S ′[x(l)] =

xf∫

xi

p[x(l)] dl. (1.44)

Ce principe variationnel correspond au principe de FERMAT de l’optique : l’impulsion
p(x) correspond alors à l’indicen(x), et l’action réduite au chemin optique

∫

n[x(l)] dl.
Dans le cas particulier d’une particule libre, le module de l’impulsion est constant ;

l’action réduite (1.44) est alors minimale pour une trajectoire qui relie les positionsxi

et xf par une droite. En optique, l’on montre ainsi que les rayons lumineux sont des
droites dans un milieu à indice constant.

Action pour une vitesse initiale donńee

Finalement, introduisons une autre variante de l’actionS[x(t)] (1.35) qui correspond
à des conditions initiales et finales différentes. L’on rencontre ces conditions dans une
situation de diffusion où les particules sont incidentes dans un jet de vitesse donnée.
Nous fixons donc à l’instant initialti l’impulsion pi et à l’instant finaltf la position
finalexf . La trajectoire classique qui satisfait à ces conditions est alors celle qui mini-
mise l’action suivante :

S2[x(t)] = pi x(ti) +

tf∫

ti

dt L[x(t), ẋ(t), t], (1.45)

où le premier terme sert à fixer l’impulsion initiale : un calcul variationnel analogue
à (1.36) donne en effet la condition

0
!
= δS = pi δx(ti) + δx(t) p(t)

∣
∣
∣

tf

ti
+

tf∫

ti

dt δx(t)

(

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

)

. (1.46)

L’annulation de l’intégrale est équivalente à l’équation d’EULER–LAGRANGE. Le
terme intégré s’annule pourtf parce que la position finale est fixée. A l’instant ini-
tial ti, nous avons donc[pi − p(ti)] δx(ti) = 0, ce qui détermine l’impulsion initiale
p(ti) = pi.

8Le paramètrel donne la longueur de la trajectoire.
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1.2.2 Quantification du mouvement avec l’int́egrale deFEYNMAN

Le point de vue habituel

Dans la formulation habituelle de la mécanique quantique,l’on introduit la fonction
d’ondeψ(x, t) de la particule, qui donne l’amplitude de probabilit́epour que la parti-
cule se trouve à l’instantt à la positionx. La fonction d’onde satisfait à une équation
d’ondes, l’équation de SCHRÖDINGER

ih̄ ∂tψ(x, t) = Ĥ(x,−ih̄∂x)ψ(x, t), (1.47)

dans laquelle on obtient l’opérateur HamiltonienĤ en remplaçant l’impulsionp par
l’opérateur différentiel−ih̄∂x.

L’int égrale de chemins

R. P. FEYNMAN a donné une formulation alternative de la mécanique quantique à
l’aide de l’intégrale de chemins : l’on considère l’amplitude de probabilité de trouver
une particule à l’instanttf à la positionxf , étant donnée que la particule était à l’instant
ti à la positionxi bien définie. Cette amplitude, que nous notonsG(xf , tf |xi, ti), est
une solution à l’équation de SCHRÖDINGER avec la condition que la particule est
initialement localisée à une position donnée. L’on appelle G(xf , tf |xi, ti) également
le propagateur. R. FEYNMAN l’écrit sous la forme [69, 71, 72]

G(xf , tf |xi, ti) =

f∫

i

D[x(t)] exp
(

i

h̄
S[x(t)]

)

, (1.48)

où S[x(t)] est l’action classique introduite à l’équation (1.35), et le symbôleD[x(t)]
signifie une intégration sur〈〈 toutes les trajectoires classiques qui satisfont aux condi-
tions initiales et finalesx(ti) = xi, x(tf) = xf 〉〉. Il n’est pas du tout aisé de donner une
formulation mathématique précise pour cette intégrale9, mais nous n’allons pas entrer
dans les détails.10

La limite semi-classique du propagateur

Le point de vue de FEYNMAN rend particulièrement transparente la limite semi-
classique, où l’actionS[x(t)] varie rapidement à l’échelle de la constante de PLANCK

h̄. Pour la plupart des trajectoires, les facteurs de phaseexp (iS[x(t)]/h̄) interfèrent
alors de façon déstructive, et il ne reste plus que les contributions des trajectoires

9Dans la pratique, l’on découpe l’intervalle[ti, tf ] enN morceaux de même longueur et considère
des trajectoires qui sont rectilignes sur chaque morceau. La différentielle de l’intégrale dans (1.48)
devient alorsdx1 . . .dxN , et l’on peut l’évaluer. C’est à la fin du calcul que l’on prend la limiteN → ∞.

10Dans un sens, R. FEYNMAN a rétabli dans le monde quantique l’〈〈 égalité entre les trajectoires〉〉 :
elles contribuent toutes de la même façon au propagateurG(xf , tf |xi, ti) ; dans le monde classique, par
contre, règne le〈〈 favoritisme〉〉 privilégiant l’unique trajectoire qui minimise l’action.
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qui rendentstationnaire la phaseS[x(t)]/h̄. Par le principe de moindre action, ce
sont donc les trajectoires classiquesxcl(t) qui dominent l’amplitude de probabilité
dans la limite semi-classique. Il est alors possible de calculer laphasedu propagateur
G(xf , tf |xi, ti) par le moyen de l’intégrale d’action

G(xf , tf |xi, ti) ∝ exp iϕcl = exp
(

i

h̄
S[xcl(t)]

)

, (1.49)

où xcl(t) est la trajectoire classique qui relie les positionsxi et xf . Du point de vue
quantique, la valeur de l’action pour la trajectoire classique détermine donc une quan-
tité importante, la phase de la fonction d’onde. Rappelonsque dans le contexte de la
mécanique classique, la valeur numérique de l’action n’avait pas d’importance, elle
servait seulement à formuler les principes variationnels.

Plusieurs améliorations de l’expression (1.49) pour le propagateur semi-classique
ont été étudiées. Notons d’abord que (1.49) fut déjà donné par J. H.VAN VLECK en
1928 [70], bien avant que FEYNMAN ne formulât son intégrale. Ensuite, il est possible
que plusieurs trajectoires classiques existent qui rendent la phase stationnaire ; leurs
facteurs de phaseexp iϕcl interfèrent alors dans l’amplitude de probabilité finale. Fi-
nalement, la phase du propagateur doit être corrigée par des multiples deπ/2 lorsque
l’ensemble des trajectoires classiques contient des〈〈caustiques〉〉, c’est-à-dire des points
de convergence ou des lignes et surfaces d’accumulation [89, 70]. Dans le cas d’une
seule dimension spatiale, ceci revient à la formule de raccordement de l’approximation
BKW autour d’un point de rebroussement classique.11

Exemple. Calculons l’action pour une particule dans le champ de pesanteur. Le po-
tentiel dans le Lagrangien vaut alorsV (x) = Mgx. En utilisant la solution générale
pour la trajectoire classique

xcl(t) = xi + v0(t− ti) − 1
2
g(t− ti)

2, (1.50)

où xi et v0 sont la position et la vitesse initiale, l’intégrale d’action (1.35) donne le
résultat suivant, après avoir effectué deux intégrations

S[xcl(t)] = +
M

6g

[

(v0 − g(tf − ti))
3 − v3

0

]

−Mg
[

xi(tf − ti) + 1
2
v0(tf − ti)

2 − 1
6
g(tf − ti)

3
]

. (1.51)

Dans cette expression, la vitesse initialev0 est fixée par les positions initiale et finale :

v0 =
xf − xi

tf − ti
− g(tf − ti)

2
. (1.52)

11A. M ESSIAH, Mécanique Quantique, nouvelle édition (1995), t. I, chap. VI,§ 9.
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Nous pouvons aussi faire un calcul alternatif et utiliser laconservation de l’énergie.
L’action se simplifie alors comme à l’équation (1.43), et il ne reste plus qu’une seule
intégrale à calculer.12 Nous trouvons alors

S[xcl(t)] = +
M

3g

[

(v0 − g(tf − ti))
3 − v3

0

]

−
[

1
2
Mv2

0 +Mgxi

]

(tf − ti). (1.53)

Les deux méthodes donnent évidemment le même résultat final pour l’action. Nous
concluons que l’on a le choix entre plusieurs formulations ´equivalentes de l’action,
qui dans la pratique conduisent à des calculs plus ou moins complexes.

Le cas d’une onde plane incidente

Considérons le cas d’une particule qui, à l’instantti, est décrite par une onde plane
avec un vecteur d’ondeki bien défini. Par le principe de superposition, sa fonction
d’onde à la positionxf à l’instanttf est donnée par

ψ(xf , tf) = G(xf , tf |ki, ti) ≡
∫

dxi G(xf , tf |xi, ti) exp ikixi. (1.54)

En cherchant de nouveau la condition de phase stationnaire pour cette intégrale, nous
trouvons

1

h̄

∂S

∂xi
+ ki = 0. (1.55)

Or, la dérivée de l’action par rapport à la coordonnée initiale est reliée à l’impulsion
initiale [voir (1.43)], de sorte que la phase est stationnaire pour la trajectoire classique
dont l’impulsion initiale vautp(ti) = h̄ki. La phase de l’amplitude de probabilité finale
vaut donc

ϕcl = kixcl(ti) +
1

h̄
S[xcl(t)], (1.56)

où le premier terme correspond à la phase de l’onde plane incidente à la position ini-
tiale de la trajectoire classique. La phase (1.56) est identique à l’actionS2/h̄ que nous
avons introduite pour une impulsion initiale donnée [l’équation (1.45)].

Exemple. Calculons le déphasage pour la réflexion par un potentiel〈〈semi-
harmonique〉〉, c’est-à-dire une barrière de potentiel parabolique (voir la figure 1.4)

V (x) = 1
2
Mω2x2, x < 0. (1.57)

Pour définir le déphasage∆ϕ à la réflexion, nous considérons une onde incidente dans
la région asymptotiquex → +∞ avec le vecteur d’onde−ki et l’énergieEi. Après

12Cette intégrale,
∫
p(x) dx, se calcule même sans qu’il soit nécessaire de connaı̂trela trajectoire

classique en fonction du temps.
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x

V(x)

x = 0xreb

Ei

Figure 1.4: Réflexion d’une particule par un potentiel semi-harmonique.

réflexion par la barrière, elle se trouve de nouveau dans larégion asymptotique, et son
vecteur d’onde a changé de signe. Nous définissons le déphasage à la réflexion par le
comportement asymptotique suivant pour la fonction d’ondetotale

x→ +∞ : ψ(x, t) ∝
[

e−ikix − ei(kix+∆ϕ)
]

e−iEit/h̄. (1.58)

Le déphasage∆ϕ donne la correction de phase par rapport à une réflexion instantanée
à la positionx = 0. Dans la limite semi-classique, nous trouvons donc le déphasage
∆ϕ en écrivant la phaseϕcl de l’onde réfléchie de la façon suivante

xf → +∞ : ϕcl = Mvixf/h̄+ ∆ϕ− π − Ei(tf − ti)/h̄, (1.59)

oùvi = h̄ki/M est la vitesse incidente et le déphasageπ correspond à la réflexion par
une barrière infinie àx = 0 [voir (1.58)]. Nous nous servons de la conservation de
l’énergie pour calculer l’action. En comparant (1.45) et (1.59), nous constatons qu’il
ne reste plus que l’action réduite (1.44) à calculer. Int´egrons-la par parties pour trouver

(−Mvi)xi +
∫

dx p(x) = Mvixf +

tf∫

ti

dt xcl(t)
d

dx
V [xcl(t)], (1.60)

parce que l’impulsion de la particule réfléchie tend versp(tf ) = Mvi dans la région
asymptotique. Nous voyons donc apparaı̂tre la phase de l’onde réfléchie,Mvixf , de
sorte que le déphasage est simplement donné par l’intégrale suivante où intervient la
force agissant sur la particule :

∆ϕ = π +
1

h̄

tf∫

ti

dt xcl(t)
d

dx
V [xcl(t)]. (1.61)
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Dans le demi-potentiel harmonique, la trajectoirexcl(t) est donnée par

t0 < t < t0 + π/ω : xcl(t) = −vi

ω
sinω(t− t0), (1.62)

où t0 est l’instant où l’atome entre dans la barrière de potentiel x < 0. Par conséquent,
l’intégrale (1.61) pour le déphasage devient

∆ϕ = π +
Mω2

h̄

t0+π/ω∫

t0

dt x2
cl(t) = π +

πMv2
i

2h̄ω
. (1.63)

Pour interpréter l’ordre de grandeur du déphasage, nous notons que la particule
rebrousse chemin dans la barrière de potentiel à la position xreb = −vi/ω. Le
déphasage (1.63) est donc de l’ordre de la phaseMvixreb/h̄ qui correspond au mou-
vement libre jusqu’au point de rebroussement à la vitesse incidente.

Préfacteur de l’amplitude de probabilité semi-classique

Pour finir, donnons la normalisation de l’amplitude de probabilitéG(xf , tf |ki, ti) dans
la limite semi-classique. Nous nous servons à cet effet d’un argument complètement
classique : dans la limite semi-classique la quantité|G(xf , tf |ki, ti)|2 donne en effet
la probabilité pour que la particule arrive à la position finalexf . Or, le nombre de
particules qui arrivent àxf , à dxf près, est égal au nombre de particules qui sont
parties de la positionxi = xcl(ti), àdxi près. Comme la densité spatiale dans l’onde
plane incidente est uniforme, la normalisation de l’amplitude semi-classique est donc
la suivante13

G(xf , tf |ki, ti) ∝
∣
∣
∣
∣
∣

∂xi

∂xf

∣
∣
∣
∣
∣

1/2

exp iϕcl. (1.64)

Notons que l’on obtient un résultat similaire dans l’optique géométrique14 : le flux
d’énergie lumineuse∝ n|E|2dΣ d’un 〈〈pinceau〉〉 de rayons géométriques avec une
sectiondΣ est conservé le long des rayons, de sorte que l’amplitudeE du champ
lumineux varie comme(n dΣ)−1/2.

Exemple. La barrière semi-harmonique permet de calculer explicitement le
préfacteur dans (1.64) : considérons à cet effet une particule qui part à l’instantti de la
région asymptotiquexi → +∞ et se trouve à l’instanttf dans la barrière de potentiel
xf < 0. Les positionsxi etxf vérifient alors les équations

xi = −vi(ti − t0), (1.65a)

xf = −vi

ω
sinω(tf − t0) (tf − t0 < π/ω). (1.65b)

13En un nombre plus élevé de dimensions, le rapport∂xi/∂xf dans (1.64) devient le〈〈déterminant
deVAN VLECK 〉〉 det ∂ri/∂rf = − det ∂2S/∂rf∂pi [70].

14M. BORN et E. WOLF, Principles of Optics, 6e édition, chap. 3.1.2.
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La deuxième équation (1.65b) permet d’exprimer l’instant t0 en fonction dexf , tf et
vi. En reportant la solution dans l’expression pour la position initialexi, nous pouvons
calculer sa dérivée par rapport àxf , ce qui donne

∂xi

∂xf

=
−1

√

1 − (ωxf/vi)2
=

−1
√

1 − (xf/xreb)2
(1.66)

Nous retrouvons ici le résultat bien connu que l’expression semi-classique pour
la fonction d’onde diverge au point de rebroussementxreb, comme c’est le cas
pour l’approximation BKW, par exemple. En effet, nous pouvons encore écrire le
préfacteur (1.66) comme

∂xi

∂xf
=

vi

v(xf )
, (1.67)

ce qui donne avec (1.64) la normalisation familière de la fonction d’onde de
l’approximation BKW.

Remarque. Le résultat (1.67) est valable pour un potentiel quelconque. Pour le
démontrer, il suffit de choisir l’instantt0 au voisinage deti. La position finalexf est
donnée par la trajectoire classiquexcl(tf ) et dépend en fait seulement de la différence
tf−t0 parce que l’origine du temps est arbitraire. La dérivée∂t0/∂xf est alors identique
à l’inverse de la vitessev(xf ), et (1.67) s’ensuit.

Conclusion

Dans le point de vue de l’intégrale de chemins de FEYNMAN , l’on peut calculer, dans
la limite semi-classique, le propagateur quantique par la méthode de la phase station-
naire. En vertu du principe de moindre action, ce sont alors seulement les trajectoires
classiques qui contribuent à l’intégrale. Le long des trajectoires classiques, l’action
permet de calculer la phase de la fonction d’onde.
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Première partie

Réflexion sṕeculaire d’atomes par le
miroir à ondeévanescente
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Introduction à la première partie

Nous étudions dans cette partie, constituée des chapitres 2 à 4, la réflexion spéculaire
d’atomes par la barrière de potentiel du miroir à onde évanescente. Rappelons que les
principes physiques de ce miroir ont été exposés en 1982 par R. J. COOK et R. K.
HILL (〈〈An electromagnetic mirror for neutral atoms〉〉 1), et que la réflexion d’atomes
par une onde évanescente a été observée expérimentalement en 1987 par le groupe
de V. S. LETOKHOV de l’Institut de Spectroscopie de l’Académie de Sciences de
l’U. R. S. S [15]. L’on utilisa alors un jet de sodium en incidence rasante. En 1990, le
groupe de S. CHU de l’Université de Stanford (Etats-Unis) fut le premier àobserver la
réflexion d’atomes en incidence normale, où les atomes tombent d’un piège magnéto-
optique à quelques centimètres au-dessus du miroir, sousl’influence du champ de pe-
santeur [22].

Nous allons supposer que l’onde évanescente est créée par la réflexion totale in-
terne d’une onde plane lumineuse sur une interface diélectrique–vide. Son potentiel
dipolaire est alors invariant par translation dans les directions parallèles à l’interface,
et le problème se réduit à une barrière de potentiel en une dimension le long de la di-
rection normale. La réflexion spéculaire représente donc une situation assez pure pour
analyser le mouvement de l’atome des deux points de vue classique et quantique.

Du point de vue classique, l’atome est réfléchi si son énergie cinétique incidente le
long de la normale est inférieure à la valeur maximale de l’énergie potentielle : en en-
trant dans le potentiel, l’atome est ralenti et il s’approche de la surface du diélectrique
jusqu’au point de rebroussement, où l’énergie potentielle est égale à l’énergie cinétique
incidente. L’atome revient alors en arrière et finit par sortir de l’onde évanescente à
la vitesse à laquelle il y est entré, à ceci près que la composante normale de sa vi-
tesse a changé de signe. La trajectoire classique de l’atome dans le potentiel dipolaire
de l’onde évanescente a été publiée par le groupe de G. I.OPAT en 1992 [11]. Il a
également donné une analyse semi-classique de la phase del’onde atomique réfléchie
par le miroir, sur laquelle nous reviendrons dans un instant.

Du point de vue quantique, la fonction d’onde de l’atome, solution de l’équation de
SCHRÖDINGER stationnaire, est une superposition d’une onde incidente et d’une onde
réfléchie dans la région asymptotique où le potentiel dumiroir s’annule. A l’intérieur
du potentiel, l’onde atomique est composée d’une〈〈onde évanescente atomique〉〉 qui
pénètre, par〈〈effet tunnel〉〉, dans la région classiquement interdite au-delà du pointde

1Optics Communications43, pp. 258–260 (octobre 1982).
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rebroussement classique ; et d’une onde stationnaire en-d´eçà du point de rebrousse-
ment, qui présente des oscillations avec une période de l’ordre de la longueur d’onde
de BROGLIE incidente

λdB =
2πh̄

Mvzi
.

La longueur d’onde deDE BROGLIE introduit une deuxième échelle de longueur
dans le problème de la réflexion d’atomes que nous pouvons comparer à l’extension
caractéristique de la barrière de potentiel. Nous distinguons alors entre deux limites :

• la limite 〈〈semi-classique〉〉 où la longueur d’onde atomique est beaucoup plus pe-
tite que l’extension du potentiel. Dans ce régime — qui correspond généralement
à la situation expérimentale pour le miroir à atomes —, labarrière de potentiel
varie lentement à l’échelle deλdB ;

• la limite 〈〈quantique〉〉 d’une longueur d’onde atomique grande devant l’extension
du potentiel.

Dans son analyse [11], le groupe de G. I. OPAT, se restreignant à la limite semi-
classique, s’est servi de l’approximation de BRILLOUIN , KRAMERS et WENTZEL

(l’approximation〈〈BKW 〉〉2) pour calculer la phase de l’onde atomique réfléchie. Ce-
pendant, cette méthode ne peut donner la fonction d’onde dans une région autour du
point de rebroussement : à cette position, la solution BKW diverge parce que la vitesse
classique s’annule.

Dans la limite quantique, l’on peut s’attendre à ce que la forme détaillée de la
barrière de potentiel importe peu parce qu’elle est moyennée sur la longueur d’onde,
beaucoup plus grande, deDE BROGLIE. Ceci suggère une description〈〈effective〉〉 de
la barrière en termes d’un miroir parfaitement réfléchissant, c’est-à-dire d’une barrière
de potentiel infinie. Le seul paramètre libre est alors la position de cemiroir effectif
que l’on peut calculer à partir de la relation de phase entrel’onde incidente et l’onde
réfléchie. La position du miroir effectif détermine si lemiroir à atomes estdispersif: tel
est le cas si le miroir effectif varie avec la longueur d’ondeincidente ou, formulation
équivalente, avec la vitesse incidente de l’atome. En optique lumineuse, un exemple
de miroir non-dispersif est le miroir métallique : le champlumineux doit s’annuler sur
la surface du miroir et y présente un nœud, ce qui fixe la phasede l’onde réfléchie. Un
miroir à couches diélectriques, par contre, est dispersif parce qu’il fait intervenir des
réflexions multiples aux interfaces qui dépendent des déphasages du champ lumineux
dans les couches et donc de la longueur d’onde lumineuse.

2A. M ESSIAH, Mécanique Quantique(Dunod, Paris, nouvelle édition 1995), t. 1, chap. VI. En an-
glais, le signet〈〈WKB 〉〉 est utilisé, et parfois aussi〈〈JWKB〉〉 en mémoire de JONES, voir N. FRÖMAN

et P. O. FRÖMAN, JWKB approximations : contributions to the theory(North-Holland, Amsterdam,
1965).
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L’organisation de la partie I

Chap. 2. Nous introduisons labarri ère de potentiel du miroir à atomes qui est
la somme du potentiel dipolaire de l’onde évanescente et dupotentiel de
l’interaction deVAN DER WAALS.

Chap. 3. Nous nous limitons dans la suite au seul potentiel dipolairequi présente
une forme de simple exponentielle et pour lequel on peut donner dessolutions
analytiques explicites̀a l’équation de SCHRÖDINGER. A l’aide de ces solutions,
nous calculons le déphasage que subit l’onde atomique lorsde la réflexion. Le
passage continu du régime semi-classique vers le régime quantique est étudié.
Nous notons également la solution explicite pour la trajectoire classique, qui
permet de définir un miroir effectif classique.

En annexe au chapitre 3, nous reproduisons l’article〈〈Phase shifts of atomic
de Broglie waves at an evanescent wave mirror〉〉 par C. H., J.-Y. COURTOIS,
R. KAISER, C. WESTBROOK et A. ASPECT, qui a été publié dans le numéro
spécialLaser cooling and trappingde la revueLaser Physics4 (no. 5), pp. 1042–
1049 (1994).

Chap. 4. A titre d’illustration du régime quantique, nous étudions la r éflexion
d’atomespar un potentiel attractif , qui correspond à une onde évanescente
avec une fréquence en-dessous de la résonance atomique (un désaccord
〈〈 rouge〉〉). Alors que du point de vue classique, aucune réflexion ne peut avoir
lieu, l’atome est en fait réfléchi avec une probabilité non nulle lorsque la
longueur d’onde incidente est beaucoup plus grande que la profondeur de
pénétration de l’onde évanescente.

En annexe au chapitre 4, nous reproduisons l’article〈〈Quantum reflection : ato-
mic matter-wave optics in an attractive exponential potential 〉〉 par C. H., C.
I. WESTBROOK, A. ASPECT, publié dans leJournal of the Optical Society of
America B13, pp. 233–243 (février 1996).

Remarque : Note pour la lecture.Le chapitre central de cette première partie est le cha-
pitre 3 parce que les fonctions d’onde dans le potentiel dipolaire de l’onde évanescente
simple vont être utilisées tout au long de la suite de ce mémoire. Le chapitre 2 précise les
conditions dans lesquelles il est justifiée de négliger l’interaction deVAN DER WAALS

par rapport au potentiel dipolaire de l’onde évanescente.
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Chapitre 2

La barri ère de potentiel du miroir à
atomes

La barrière de potentiel du miroir à atomes est réaliséepar le potentiel dipolaire d’une
onde évanescente. Dans le régime de faible saturation et en négligeant l’émission spon-
tanée, la réflexion d’atomes devient un problème hamiltonien. En outre, le potentiel di-
polaire est invariant par translation dans les directions parallèles à l’interface où l’onde
évanescente est créée. L’atome est donc en mouvement rectiligne et uniforme parallèle
à l’interface, et nous pouvons nous limiter au mouvement dans la direction normale.

Nous présentons dans ce chapitre le champ lumineux et le potentiel dipolaire de
l’onde évanescente, et nous précisons les conditions dans lesquelles il est légitime de
négliger l’interaction deVAN DER WAALS par rapport à ce potentiel.

2.1 L’onde évanescente

Considérons une onde lumineuse plane qui subit une réflexion totale interne sur une
interface entre le vide et un milieu diélectrique (la figure2.1). Dans le vide au-dessus
de l’interfacez = 0, une onde évanescente se propage parallèlement à la surface
avec une amplitude qui décroı̂t de façon exponentielle enfonction de la distancez.
L’amplitude complexe du champ électrique de l’onde évanescente est donnée par, dans
l’approximation scalaire,

z > 0 : E(r) = E0 exp (iqx− κz). (2.1)

Les composantes du vecteur d’onde lumineux dans le plan d’incidencexOz sont
notées parq et iκ. L’amplitudeE0 est reliée à l’amplitude du champ incident dans
le diélectrique par un coefficient de FRESNEL.

La composanteq du vecteur d’onde de l’onde évanescente est donnée par

q = kL nd sin θL. (2.2)
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Figure 2.1: Dispositif expérimental schématique pour lemiroir à onde évanescente.

Dans cette expression,kL ≡ ωL/c est le module du vecteur d’onde optique dans
le vide,nd est l’indice de réfraction du diélectrique etθL est l’angle d’incidence de
l’onde lumineuse, mesuré par rapport à l’axe vertical (voir la figure 2.1). Dans la di-
rection verticale, l’onde évanescente (2.1) a une〈〈 épaisseur〉〉 donnée par la longueur
de décroissance1/κ, avec

κ = kL

√

n2
d sin2 θL − 1. (2.3)

L’épaisseur de l’onde évanescente est généralement del’ordre de la longueur d’onde
optique réduiteλL/2π. Par contre, pour une onde incidente au voisinage de l’angle
limite (nd sin θL → 1), κ tend vers zéro et la profondeur de pénétration de l’onde
évanescente devient grande. La valeur minimale de l’épaisseur estλL/2π(n2

d − 1)1/2 ;
elle correspond à une onde lumineuse qui est incidente dansle diélectrique en inci-
dence rasante.

2.2 Le potentiel dipolaire

Une onde évanescente avec un désaccord à résonance∆ positif correspond à un po-
tentiel dipolaire (1.16) répulsif avec une forme exponentielle

V (z) = Vmax e−2κz, (2.4)

dont la valeur maximale à l’interface (z = 0) est égale à

Vmax =
d2|E0|2
h̄∆

. (2.5)

Comme le potentiel dipolaireV (z) ne dépend que de la distancez, l’atome est en
mouvement rectiligne et uniforme dans dans le planxOy. Nous pouvons alors nous
limiter à la directionOz pour décrire son mouvement.
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2.2.1 La condition de ŕeflexion

Si nous considérons seulement le potentiel dipolaire de l’onde évanescente, la hauteur
de la barrière de potentiel du miroir est donnée parVmax, en supposant que les atomes
qui atteignent la surface du diélectrique sont alors perdus. La condition de réflexion
pour le miroir s’écrit donc

Ezi ≡ 1
2
Mv2

zi ≤ Vmax, (2.6)

où−vzi est la composante de vitesse incidente le long de la normale au miroir, etEzi

l’énergie cinétique associée.
Si la condition de réflexion (2.6) est satisfaite, l’atome s’approche de l’interface

jusqu’à une distancezreb, avec

zreb =
1

2κ
log

Vmax

Ezi
. (2.7)

A cette position se trouve lepoint de rebroussementde l’atome : sa vitesse s’annule, et
sa trajectoire classique est renversée. L’atome redescend ensuite la barrière de poten-
tiel en reprenant son énergie cinétique initiale, pour sortir de l’onde évanescente à la
vitessevzi. Nous pouvons nous attendre à ce que la réflexion a lieu sur une échelle de
temps de l’ordre de

τint =
1

κvzi
, (2.8)

ce qui sera confirmé au chapitre 3, où nous donnerons la trajectoire classique dans
le potentiel dipolaire (2.4) [à l’équation (Pha 2)]. Le temps caractéristiqueτint est
généralement de l’ordre de la centaine de nanosecondes.

2.2.2 Conditions de validit́e

Nous rassemblons ici les contraintes qu’impose l’approximation d’atome à un niveau
où l’interaction avec l’onde évanescente est décrite par le potentiel dipolaire.

La condition de réflexion ainsi que ler égime de faible saturationdonnent les
inégalités suivantes pour le paramètre de saturations(0) à la surface du diélectrique
[voir (1.26)]

2
Ezi

h̄∆

(∗)
< 2

Vmax

h̄∆
≈ s(0) ≪ 1. (2.9)

La condition de réflexion(∗) impose une borne inférieure pour l’intensitéIL du champ
lumineux1, étant donné que le paramètre de saturations(0) vaut

s(0) =
2 d2|E0|2/h̄2

∆2 + Γ2/4
=

IL/Isat
1 + 4∆2/Γ2

, (2.10)

avecIsat l’intensité de saturation.

1Nous définissons l’〈〈 intensité〉〉 de l’onde évanescente comme étant proportionnelle au carré du
champ électrique.
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Pour pouvoirnégliger l’effet Doppler, il faut que la composante de vitessevxi de
l’atome parallèle à la direction de propagation de l’ondeévanescente satisfasse

vxi ≪
∆

q
. (2.11)

Cette condition est en fait reliée à la précédente (2.9)ce qui apparaı̂t de façon transpa-
rente si nous nous plaçons dans le référentiel de l’atome. A cause de l’effet DOPPLER,
la fréquence de l’onde évanescente est réduite de∆D = qvxi, de sorte que le désaccord
devient∆ 7→ ∆ − ∆D. Si maintenant (2.11) est violé, l’atome〈〈voit 〉〉 un champ lumi-
neux dont la fréquence s’approche de la résonance atomique, si bien que le régime de
faible saturation est remis en question.

L’hypothèse desuivi adiabatiquesur le niveau habillé associé à l’état fondamental
implique également une contrainte sur la vitesse atomiqueparce que les états habillés
dans l’onde évanescente dépendent de la position. Nous tirons de (1.24) l’estimation
suivante pour la probabilité de transition non adiabatiquewn.ad. :

wn.ad. ≤
(
qvxi + κvzi

∆

)2 s(0)

2
. (2.12)

Compte tenu de (2.9) (faible saturation) et de (2.11) (décalage DOPPLERnégligeable),
le terme faisant intervenir la composante de vitesse horizontale vxi dans (2.12) est
faible devant l’unité. Pour la composante normalevzi, nous trouvons donc la limite
suivante

vzi ≪
∆

κ

√

2

s(0)
. (2.13)

Finalement, nous pouvonsnégliger l’émission spontańeesi le temps d’interaction
τint (2.8) est suffisamment court de sorte que la probabilitéwém.s. ≃ 1

2
Γs(0)τint (1.28)

est faible. En fait, l’on peut montrer en intégrant le taux d’émission spontanée le long
de la trajectoire classique dans le miroir, quewém.s. est donnée par2 [22, 23]

wém.s. = Γs(zreb)τint =
Mvzi

h̄κ

Γ

∆
, (2.14)

et nous en déduisons la limite suivante pour la composante normale de la vitesse :

vzi ≪
h̄κ

M

∆

Γ
(2.15)

Le résultat (2.15) montre que pour une vitesse incidente grande devant la〈〈vitesse de
recul〉〉 h̄κ/M (ce qui est généralement le cas dans l’expérience), il est nécessaire de

2La probabilité d’émission spontanée (2.14) augmente avec la vitesse parce que l’atome entre alors
plus profondément dans l’onde évanescente où il est soumis à un champ lumineux plus intense. Plus
précisément, le taux d’émission spontanée au point de rebroussement est donné par1

2Γs(zreb) ≈
Γ(Ezi/h̄∆), il augmente donc plus vite avecvzi que ne décroı̂t le temps d’interactionτint ∝ 1/vzi.
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Atome 4He∗ 20Ne∗ 22Na 85Rb 137Cs
λL 1 080 nm 640 nm 589 nm 780 nm 852 nm

Γ/(h̄k2
L/2M) 40 340 400 1530 2570

Tableau 2.1: Rapports entre la largeur naturelleΓ et la fréquence de recul̄hk2
L/2M

(le 〈〈paramètre de masse〉〉 [91]) pour quelques atomes et transitions utilisés en optique
atomique.

se placer dans le régime∆ ≫ Γ pour que la réflexion soit possible avec une faible
probabilité d’émission spontanée.

La plus restrictive des conditions (2.13) et (2.15) est déterminée d’une part,
par le paramètre de saturations(0) et d’autre part, par le rapport sans dimension
Γ/(h̄κ2/2M). Nous en donnons au tableau 2.1 quelques valeurs pour quelques atomes
et transitions fréquemment utilisés dans la manipulation d’atomes par laser, en prenant
κ = 2π/λL.

2.3 Le potentiel deVAN DER WAALS

Nous étudions maintenant comment la barrière de potentiel du miroir à atomes est mo-
difiée par l’interaction attractive deVAN DER WAALS avec la surface du diélectrique.
En particulier, nous identifions un régime où cette interaction est faible devant le po-
tentiel dipolaire.

2.3.1 Comparaison au potentiel dipolaire

L’interaction deVAN DER WAALS modifie la barrière de potentiel en lui ajoutant un
potentiel de la forme

VvdW(z) = − c3
z3
, (2.16)

où le coefficientc3 est de l’ordre dēhΓ/k3
L [38, 92]. L’interaction deVAN DER WAALS

a son origine dans les fluctuations quantiques du moment dipolaire de l’atome. L’atome
crée alors un champ électromagnétique qui est réfléchipar la surface du diélectrique et
interagit de nouveau avec le dipôle atomique. L’expression (2.16) pour le potentiel de
VAN DER WAALS est correcte dans la limite〈〈 électrostatique〉〉 où le temps de propaga-
tion du champ électromagnétique de l’atome vers l’interface est beaucoup plus court
que la période-type des transitions dipolaires électriques de l’atome. Cette limite est
vérifiée si la distancez de l’atome de l’interface est plus petite que la longueur d’onde
optique réduiteλL/2π des transitions de résonance importantes.

Nous allons supposer dans ce mémoire que l’interaction deVAN DER WAALS

est 〈〈 faible〉〉 devant l’interaction avec le champ lumineux. Pour donner unpremier
critère quantitatif, comparons l’énergie incidenteEzi au potentiel deVAN DER WAALS
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VvdW(zreb) au point de rebroussement que l’on calcule d’après (2.7)

VvdW(zreb)

Ezi

=
c3(2κ)

3

Ezi

(

log
Vmax

Ezi

)−3

. (2.17)

L’interaction deVAN DER WAALS est donc négligeable si le potentiel dipolaire et
l’énergie incidente sont plus grands que l’échelle caractéristique

Vmax > Ezi ≫ c3(2κ)
3 ∼ h̄Γ

(
κ

kL

)3

. (2.18)

Pour une estimation plus précise, notons que la barrière de potentiel du miroir est mo-
difiée par l’interaction deVAN DER WAALS de façon considérable (voir la figure 2.2) :
le potentiel présente un sommet à une distancezs de l’interface de l’ordre deλL/2π,
et une pente très raide dans la régionz < zs. La hauteur de la barrière de potentiel est
donc réduite, ce que l’on a pu observer expérimentalementdans notre groupe à Orsay3

[39]. La modification de la barrière est néanmoins négligeable, si l’énergie incidente
Ezi est bien inférieure à la hauteurVs de la barrière. Dans ce régime, l’atome rebrousse
chemin loin de la positionzs du sommet. Dans la suite de ce paragraphe, nous évaluons
la position et la hauteur du sommet de la barrière.

2.3.2 Le sommet de la barrìere de potentiel

La position du sommet est déterminée par la condition que le gradient du potentiel
total s’annule :

d

dz
[VvdW(z) + V (z)]zs

= 0 ⇐⇒ (2κzs)
4 e−2κzs = 3

h̄γ

Vmax
, (2.19)

où nous avons introduit la quantitéh̄γ = c3(2κ)
3 qui est de l’ordre dēhΓ. La solution

zs de l’équation (2.19) permet d’exprimer la hauteurVs du sommet de la barrière de
deux manières équivalentes :

Vs = Vmax e−2κzs

(

1 − 2κzs

3

)

=
h̄γ

(2κzs)3

(
3

2κzs

− 1
)

. (2.20)

Nous constatons que dans le cas particulierκzs = 3
2
, le sommet de la barrière se

trouve à l’énergie nulle (la courbe en tirets épais sur lafigure 2.2). D’après (2.19),
cette situation est réalisée pour un potentiel dipolaire

Vmax = h̄γ
(

e

3

)3

≈ 0.74 h̄γ. (2.21)

3Dans cette expérience, il fut possible de mesurer l’écartentre la forme électrostatique (2.16) du po-
tentiel deVAN DER WAALS et un calcul plus exacte de l’électrodynamique quantique,qui tient compte
du temps fini de propagation du champ électromagnétique entre l’atome et la surface. Dans ce para-
graphe, nous nous restreignons néanmoins à la limite électrostatique pour simplifier les calculs.
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Figure 2.2: Barrière de potentiel du miroir à atomes, en tenant compte de l’interaction
deVAN DER WAALS avec le diélectrique. Le potentiel est donné en unités deh̄Γ et la
distancez en unités de1/κ. Le potentiel dipolaire à l’interface est fixé àVmax = 10 h̄Γ,
et le coefficientc3 varie.
Tirets fin : sans interaction deVAN DER WAALS, c3 = 0; trait plein :c3(2κ)3 = 0.3 h̄Γ;
pointillées :c3(2κ)3 = 2 h̄Γ; tirets épais :c3(2κ)3 = (3/e)3Vmax ≈ 13 h̄Γ. Pour cette
valeur, le sommet de la barrière se trouve à l’énergieVs = 0, à la positionzs = 3

2
κ−1.

Pour un potentiel dipolaireVmax inférieur à ce seuil, le potentiel total est négatif à
toutes les distances. Afin de réaliser une barrière de potentiel, il faut donc queVmax

soit beaucoup plus grand queh̄Γ environ.
Considérons maintenant la limite d’un potentiel dipolaire très élevé,Vmax ≫ h̄γ.

L’on s’attend alors à ce que l’on se rapproche d’un potentiel exponentiel pur. Cepen-
dant, le potentiel deVAN DER WAALS, à cause de sa divergence àz = 0, l’emportera
toujours sur le potentiel dipolaire au voisinage de l’interface. Pour un potentiel dipo-
laireVmax élevé, nous pouvons tout au plus supposer que la position du sommetzs est
faible devant1/κ. Dans cette limite, l’équation (2.19) admet la solution suivante (en
remplaçant l’exponentielle par l’unité)

Vmax ≫ h̄γ : zs ≃
1

2κ

(

3h̄γ

Vmax

)1/4

. (2.22)

Nous constatons que la distance du sommetzs diminue assez faiblement avec le po-
tentiel dipolaireVmax. En reportant la solution approchée (2.22) dans la première des
expressions (2.20), nous trouvons que la hauteur du sommet vaut

Vmax ≫ h̄γ : Vs ≃ Vmax






1 − 1

3

(

3h̄γ

Vmax

)1/4





exp



−
(

3h̄γ

Vmax

)1/4


 . (2.23)

Mis à part un facteur correctif (en accolades), la hauteur de la barrière de poten-
tiel est donc donnée par la valeur du potentiel exponentielà la positionzs (2.22) du
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sommet. En particulier,Vs est inférieur à la hauteurVmax du seul potentiel dipolaire.
Dans l’expérience de notre groupe, le rapportVmax/Vs est généralement de l’ordre de
quelques unités [39] et dépend faiblement deVmax [voir (2.22)].4

Sur la figure 2.3, nous comparons l’expression (2.23) pour lahauteurVs de la
barrière de potentiel à la solution exacte donnée par (2.19, 2.20). La hauteur est
tracée en fonction du potentiel dipolaireVmax, pour quelques valeurs du paramètre
γ/Γ = c3(2κ)

3/h̄Γ. La droite en tirets fins correspond à l’estimationVs = Vmax qui
ignore l’interaction deVAN DER WAALS. Nous constatons que l’expression asympto-
tique (2.23) donne une bonne approximation de la hauteur de la barrière, si l’énergie
c3(2κ)

3 est faible devant le potentiel dipolaireVmax (les courbes en trait plein et en
pointillées sur la figure 2.3).

Conclusion

La réflexion d’un atome par le miroir à onde évanescente peut être décrite par un
potentiel exponentiel répulsif si le désaccord du champ lumineux est grand et positif.
La condition la plus restrictive pour le désaccord est celle d’une probabilité d’émission
spontanée faible (2.14) :

∆

Γ
≫ vzi

h̄κ/M
≫ 1, (2.24)

étant donné que la vitesse incidente des atomes est généralement grande devant la
vitesse de recul̄hκ/M .

La présence du potentiel deVAN DER WAALS implique qu’il faut un potentiel
dipolaire avec une valeur à l’interfaceVmax d’environ h̄Γ au moins, pour que le po-
tentiel total ait une valeur maximale positive. Dans l’exp´erience de notre groupe, une
contrainte comparable provient de la condition de réflexion parce que l’énergie in-
cidenteEzi est de l’ordre de quelques̄hΓ. Avec (2.9, 2.10, 2.24), nous trouvons les
conditions suivantes pour l’intensité lumineuseIL de l’onde évanescente

4∆2

Γ2
≫ IL

Isat
≫ ∆

Γ
≫ 1. (2.25)

Dans la pratique, des intensités lumineuses assez élevées sont alors nécessaires, ce qui
a conduit au développement de techniques d’exaltation du champ évanescent [17, 18,
93, 20].

Dans la limite d’un potentiel dipolaire fort, le sommet de labarrière de potentiel se
trouve au voisinage de la surface, et sa position dépend peude la valeur exacte du po-
tentiel dipolaire. La hauteur de la barrière est réduite d’un facteur approximativement
constant qui est généralement de l’ordre de quelques unités. Cependant, si l’atome
rebrousse chemin loin du sommet de la barrière, le potentiel de VAN DER WAALS

4Pour faire varier le rapportVmax/Vs, un moyen expérimental est de choisir des valeurs différentes
pour la constante de décroissanceκ ce qui modifie le paramètrēhγ = c3(2κ)

3.
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Figure 2.3: HauteurVs de la barrière de potentiel du miroir en fonction du potentiel
dipolaireVmax à l’interface, pour quelques valeurs du coefficientc3 de l’interaction de
VAN DER WAALS (2.16). Les énergies sont données en unités deh̄Γ, et les chiffres sur
les courbes donnent le rapportγ/Γ = c3(2κ)

3/h̄Γ.
La droite en tirets fins,Vs = Vmax, ignore l’interaction deVAN DER WAALS : c3 =
0. Trait plein :c3(2κ)3 = 0.3 h̄Γ, l’expression asymptotique (2.23) [représentée pour
Vmax > 10 h̄Γ] se confond presque avec le résultat exacte. Pointillées: c3(2κ)3 = 2 h̄Γ,
avec un écart plus grand par rapport à (2.23). Longs tirets: c3(2κ)3 ≃ 13 h̄Γ; pour une
valeur aussi grande du potentiel deVAN DER WAALS, l’estimation asymptotique (2.23)
n’est plus valable (la courbe négative).
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représente une faible déformation du potentiel dipolaire que nous pouvons négliger.
Ce régime correspond à une énergie incidenteEzi (le long de la normale au miroir)
faible devant la hauteur de la barrière.



Chapitre 3

Réflexion d’atomes par un potentiel
dipolaire r épulsif

Présentation

En annexe de ce chapitre, nous reproduisons l’article〈〈Phase shifts of atomic de Broglie
waves at an evanescent wave mirror〉〉 par C. H., J.-Y. COURTOIS, R. KAISER, C.
WESTBROOKet A. ASPECT, qui a été publié dans le numéro spécialLaser cooling and
trappingde la revueLaser Physics4 (no. 5), pp. 1042–1049 (1994).1 Nous étudions
dans ce travail la réflexion d’une onde atomique par le potentiel dipolaire de l’onde
évanescente. Grâce au fait que ce potentiel a une forme analytique simple (2.4),

V (z) = Vmax e−2κz, (3.1)

il est possible de résoudre complètement le problème mécanique, et ce aussi bien du
point de vue classique que quantique. Nous résumons ici lesrésultats que l’on obtient
d’une part pour le mouvement classique dans la barrière de potentiel et d’autre part
pour les fonctions d’onde quantiques.

Le processus classique de réflexion a lieu sur une échelle de temps caract́eristique
τint donnée par le temps nécessaire pour traverser la profondeur de pénétration1/κ de
l’onde évanescente à la vitesse incidentevzi [voir l’équation (Pha 2)] :

τint =
1

κvzi
, (3.2)

comme nous l’avons anticipé à l’équation (2.8). Dans la région asymptotique où le
potentiel s’annule, l’atome est en mouvement rectiligne etuniforme longtemps avant
et après la réflexion. La figurePha1 montre que les deux branches asymptotiques de
la trajectoire se croisent à une distanceζcl (Pha 5) de la surface. Du point de vue
classique, nous pouvons donc nous représenter le miroir àonde évanescente par un

1Dans ce mémoire, nous utilisons le signet〈〈Pha〉〉 pour faire référence aux équations, figures et
pages de cette publication.

69
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miroir effectif situé à cette position : lorsque l’on ignore la dynamique détaillée du
processus de réflexion, l’atome réfléchi sort du potentiel du miroir de la même façon
que s’il avait rencontré une barrière de potentiel infinie(un 〈〈miroir parfait〉〉) située à
ζcl.

Du point de vue quantique, l’atome est décrit par unefonction d’ondeψkzi
(z) qui

est une solution de l’équation de SCHRÖDINGER stationnaire pour la barrière de po-
tentiel du miroir. Dans la région asymptotique,ψkzi

(z) est une superposition d’une
onde incidente et d’une onde réfléchie dont les vecteurs d’onde valent∓kzi et oùkzi

est relié à la vitesse incidente parkzi = Mvzi/h̄. Nous définissons ledéphasagèa la
réflexion∆ϕ par le comportement asymptotique suivant de la fonction d’ondeψkzi

(z)
[voir (1.58) et (Pha8, Pha18)] :

z → +∞ : ψkzi
(z) ∝

[

e−ikiz − ei(kiz+∆ϕ)
]

. (3.3)

Dans cette expression, la deuxième exponentielle représente l’onde réfléchie, et le
déphasage∆ϕ donne la correction de sa phase par rapport à la réflexion instantanée2

par un miroir parfait situé sur la surface du diélectriquez = 0.
Nous montrons à l’équation (Pha19) de l’annexe 3.A que le déphasage∆ϕ est de

l’ordre de la phasekzi/κ associée à la propagation libre de l’onde incidente à travers la
profondeur de pénétration1/κ de l’onde évanescente. Dans lerégime semi-classique
kzi ≫ κ, où la longueur d’onde atomique incidente est beaucoup plus petite que1/κ,
∆ϕ est donc grand devant l’unité. A l’équation (Pha20) du paragraphePha3.2, nous
trouvons que dans cette limite, la solution exacte de l’équation de SCHRÖDINGER et
l’approximation BKW donnent un déphasage identique, à une correction de l’ordre
de (kzi/κ)

−1 près. En particulier, ce déphasage dépend de la vitesse incidente, et par
conséquent, la réflexion d’atomes par le miroir est dispersive.

Dans lalimite quantiquekzi ≪ κ, où la longueur d’onde atomique est plus grande
que1/κ, le développement asymptotique (3.3) de la fonction d’onde peut s’écrire sous
la forme suivante

z → +∞,
kzi ≪ κ

}

: ψkzi
(z) ∝ sin

[

kzi(z − ζSchr
eff )

]

. (3.4)

Le miroir à onde évanescente se comporte alors comme un miroir parfait situé à la
position fixeζSchr

eff (Pha22b), avec

ζSchr
eff =

1

2κ
log

(

e2γ Vmax

2h̄2κ2/M

)

. (3.5)

[γ ≈ 0.577 est la constante d’EULER.] Cette position est proche du point de rebrous-
sement d’un atome avec une vitesse incidente égale à la〈〈vitesse de recul〉〉 h̄κ/M .
CommeζSchr

eff ne dépend plus de la vitesse incidente, nous constatons quele miroir
devient non dispersif dans le régime quantique.

2Le signe− de l’onde réfléchie provient du choix d’une barrière de potentiel infinie pour donner la
référence de phase.
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Notons finalement l’expression exacte de la fonction d’ondeatomique pour la
réflexion par une onde évanescente simple. A la différence de l’article en annexe [les
expressions (Pha17, PhaB8)], nous avons choisi dans ce mémoire une normalisa-
tion différente, oùψkzi

(z) tend dans la région asymptotique vers une onde stationnaire
d’amplitude unité :

z → +∞ : ψkzi
(z) = sin

[

kiz + 1
2
∆ϕ

]

. (3.6)

Avec cette normalisation, la fonction d’onde est donnée par

ψkzi
(z) =

√

kzi

πκ
sinh

πkzi

κ
Kikzi/κ[u(z)] , (3.7)

où Kikzi/κ(u) est une fonction de BESSEL modifiée de la deuxième espèce3 dont
l’argumentu(z) est défini par

u(z) ≡
(

Vmax e−2κz

h̄2κ2/2M

)1/2

. (3.8)

La fonction d’onde (3.7) est représentée sur la figurePha2, pour un vecteur d’onde in-
cident assez faible,kzi = 3 κ. La figure 3.1 correspond à un vecteur d’onde plus grand,
kzi = 30 κ. Nous observons l’augmentation de l’amplitude de la fonction d’onde au-
tour du point de rebroussement classique, sans toutefois qu’elle y présente une singu-
larité comme c’est le cas pour la solution donnée par l’approximation BKW (la courbe
en tirets sur la figurePha2).

Remarque. Après la publication de l’article reproduit dans l’annexe, nous avons pris
connaissance du fait que les premiers à écrire les fonctions d’onde (3.7) dans le potentiel
exponentiel (3.1) furent J. M. JACKSON et N. F. MOTT en 1932 :〈〈Energy exchange
between inert gas atoms and a solid surface〉〉, Proc. Roy. Soc. (London) Ser. A137,
pp. 703–717.

Erratum. La note de bas de page no. 7 de l’annexe 3.A devrait être une r´eférence biblio-
graphique à l’article〈〈Resonant enhancement of evanescent waves with a thin dielectric
waveguide〉〉 par R. KAISER, Y. L ÉVY, N. VANSTEENKISTE, A. ASPECT, W. SEIFERT, D.
LEIPOLD et J. MLYNEK , Opt. Commun.104, 234 (1994).

Notations. Nous donnons au tableau suivant une synopse des notations utilisées dans
l’article Phade l’annexe 3.A et dans le présent mémoire.

Grandeur physique dans ce mémoire dans l’annexe 3.A

potentiel àz = 0 Vmax éq. (3.1) p2
max/2M éq. (Pha1)

vitesse incidente vzi p∞/M
distance de rebroussementzreb éq. (2.7) z0 éq. (Pha3)
temps de réflexion τint éq. (2.8) τrefl éq. (Pha4)

3Handbook of Mathematical Functions, édité par M. ABRAMOWITZ et I. STEGUN (Dover, New
York, 1965), chap. 9.6 et 9.7.
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0 0.5 z reb 1.5 2 2.5 kappa z

E zi

Figure 3.1: Fonction d’onde atomique dans la barrière de potentiel de l’onde
évanescente. Le vecteur d’onde incident vautkzi = 30 κ et Vmax = 10Ezi de sorte
queλdB ≈ 0.21 κ−1 et zreb ≈ 1.15 κ−1. La position est donnée en unités de1/κ.

Annexe

3.A Phase shifts of atomic de Broglie waves at an eva-
nescent wave mirror(Pha)

Ce papier a été publié dans un numéro spécial (Atom Optics and Interferometry) de
la revueLaser Physics4 (1994) 1042. Une version électronique en est accessible via
arxiv.org/quant-ph/0301080.



Chapitre 4

Réflexion quantique d’atomes par un
potentiel dipolaire attractif

Présentation

La limite quantique de la réflexion d’atomes par le miroir àonde évanescente est ca-
ractérisée par une longueur d’onde atomique incidente beaucoup plus grande que la
profondeur de pénétration de l’onde évanescente. Au chapitre précédent, nous avons
constaté que dans ce régime, la réflexion par le miroir à atomes devient équivalente
à la réflexion par une barrière de potentiel infinie. Nous considérons dans ce cha-
pitre l’interaction entre une onde atomique et une onde évanescente avec un désaccord
〈〈 rouge〉〉 ; le potentiel dipolaire est alors un potentiel attractif qui attire les atomes vers
la surface du diélectrique. Pour une particule classique,aucune réflexion ne peut se
produire dans un tel potentiel. Par contre, la réflexion partielle d’une onde atomique
est effectivement possible avec une probabilité non nullesi l’on se place dans la li-
mite quantique où la barrière de potentiel varie rapidement à l’échelle de la longueur
d’onde atomique. Nous montrons que dans ce régime, le potentiel dipolaire attractif
se comporte comme une marche de potentiel. Ces résultats sont exposés en plus grand
détail dans l’article〈〈Quantum reflection : atomic matter-wave optics in an attractive
exponential potential〉〉 par C. H., C. I. WESTBROOK, A. ASPECT, publié dans le
Journal of the Optical Society of America B13, pp. 233–243 (février 1996), que nous
reproduisons en annexe 4.A.1

Expérimentalement, le régime quantique n’est pas facileà réaliser parce qu’il faut
que l’atome soit incident sur le miroir avec une composante de vitesse normale bien
en-dessous de la〈〈vitesse de recul〉〉 h̄κ/M . A titre d’exemple, même une vitesse inci-
dentevzi = 1

2
h̄κ/M donne un coefficient de réflexion en intensité qui vaut seulement

R = e−π ≈ 4 % [voir l’équation (QRef2.16)]. Il est donc préférable d’utiliser des
atomes très legers dont la vitesse de recul est grande. Ensuite, afin de réduire la com-

1Nous utilisons le signet〈〈QRef〉〉 dans ce mémoire pour faire référence aux équations et figures de
cette publication.
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posante normale de la vitesse incidente, il convient de réfléchir les atomes en incidence
rasante ou bien de placer le〈〈miroir attractif〉〉 au sommet d’une〈〈 fontaine atomique〉〉 où
les atomes sont lancés vers le haut dans le champ de pesanteur [95, 8]. Notons finale-
ment que pour éliminer l’émission spontanée, l’on peut procéder de façon analogue au
miroir à atomes habituel, en choisissant un désaccord beaucoup plus grand que la lar-
geur naturelle de l’état excité. Il est cependant nécessaire de prendre un désaccord en-
core plus grand que pour le miroir répulsif parce que le temps d’interaction de l’atome
est plus long, étant donné sa faible vitesse incidente [voir (1.28)].

Estimation de l’influence de l’interaction de VAN DER WAALS

L’interaction deVAN DER WAALS a tendance a rendre impossible la réflexion quan-
tique parce qu’elle a une portée plus longue que le potentiel exponentiel de l’onde
évanescente. En s’approchant du miroir, l’atome est donc accéléré par ce potentiel, et
si son énergie cinétique augmente au-delà de l’〈〈 énergie de recul〉〉 h̄2κ2/2M , la proba-
bilité de réflexion devient négligeable.

Pour une estimation plus précise, nous nous plaçons à la position de l’〈〈hori-
zon〉〉 ζhor de la trajectoire classique que nous introduisons à l’équation (QRef2.4). A
partir de cette position environ, le potentiel dipolaire attractif de l’onde évanescente
commence a modifier sensiblement la trajectoire classique de l’atome (voir la fi-
gureQRef1). En imposant qu’à l’horizon, le potentiel deVAN DER WAALS (2.16)
soit faible devant l’énergie de recul, nous trouvons la condition

(

log
Vmax

4Ezi

)3

≫ c3(2κ)
3

h̄2κ2/2M
∼ Γ

h̄k2
L/2M

κ

kL
, (4.1)

où −Vmax est la valeur du potentiel dipolaire à la surfacez = 0 du diélectrique et
Ezi l’énergie cinétique incidente des atomes. Pour l’atome d’Hélium qui est très leger,
le paramètre de masse vaut2MΓ/h̄k2

L ≈ 40 (voir au tableau 2.1), de sorte que la
condition (4.1) est satisfaite pourVmax ≫ 120Ezi (avecκ = kL).2 Pour une barrière
de potentiel répulsive, des valeurs beaucoup plus grandesdeVmax sont couramment
utilisées dans les expériences de réflexion d’atomes. Afin d’éliminer l’influence de
l’interaction deVAN DER WAALS, l’on peut donc utiliser un potentiel dipolaire du
même ordre de grandeur que pour les expériences du miroir `a atomes. La plus grande
difficulté expérimentale reste la réalisation d’une vitesse incidente suffisamment faible
pour entrer dans le régime quantique.

2Pour l’atome de Rubidium par contre, qui est plus lourd, noustrouvons la limiteVmax ≫ 4 ×
105Ezi, ce qui représente une limite plus stricte que celle,Vmax ≫ h̄2κ2/2M , venant du potentiel
exponentiel tronqué étudié au paragrapheQRef 5. Des techniques d’exaltation de l’onde évanescente
semblent nécessaires pour se placer dans cette limite.
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Notations. Dans l’annexe 4.A, nous nous servons des notationsvz et kz pour la vitesse
atomique incidente et le vecteur d’onde incident, alors quedans le présent mémoire, nous
utilisons les symbôlesvzi etkzi.
La quantitéτ qui figure à l’équation (QRef2.3) représente l’échelle de temps caractéristique
pour le mouvement classique,τ = 1/κvzi. L’orientation de l’axeOz est renversée dans
l’article QRef : l’atome est incident de la régionz → −∞, et l’onde évanescente attractive
se trouve dans le demi-espacez < 0.
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Annexe

4.A Quantum reflection : atomic matter-wave optics in
an attractive exponential potential(QRef)

Ce papier est accessible dans leJournal of the Optical Society of America B13 (1996)
233.



Conclusion de la premìere partie

Le miroir à onde évanescente permet de réfléchir spéculairement un atome si dans la
direction perpendiculaire au miroir, l’énergie incidente des atomes est en-dessous de la
hauteur maximale de la barrière de potentiel (chap. 2). Lesréalisations expérimentales
du miroir à atomes se situent généralement dans le régime semi-classique qui est défini
par une longueur d’onde atomique incidente beaucoup plus grande que la profondeur
de pénétration de l’onde évanescente. Le déphasage de l’onde réfléchie est alors grand
devant l’unité, et il dépend de l’énergie incidente (chap. 3). Le miroir à atomes est
donc dispersif. C’est seulement dans la limite quantique o`u la vitesse incidente a une
composante normale en-dessous de la〉〉vitesse de recul〈〈 h̄κ/M , que le miroir devient
non dispersif : la réflexion est alors équivalente à cellepar un miroir parfait situé à une
distance de l’ordre de la profondeur de pénétration1/κ de la surface du diélectrique.
Dans le régime quantique, nous prédisons qu’il est également possible d’observer la
réflexion partielle d’une onde atomique par un potentiel dipolaireattractif avec une
probabilité non nulle (chap. 4). Un tel potentiel est réalisé par une onde évanescente
désaccordée en-dessous de la fréquence de résonance atomique.

En supposant que la barrière de potentiel du miroir à atomes est donnée par le
seul potentiel dipolaire et dans la limite de faible saturation, des solutions exactes à
l’équation de SCHRÖDINGER peuvent être données [à l’équation (3.7)]. Nous allons
nous servir de ces fonctions d’onde tout au long de ce mémoire.

Notons pour finir que le déphasage de l’onde atomique réfléchie
∆ϕ [équations (Pha9, Pha19)] présente une grande sensibilité aux variations
δVmax de la hauteur du potentiel dipolaire : la variation correspondante du déphasage
δ∆ϕ vaut

δ∆ϕ =
Mvzi

h̄κ

δVmax

Vmax
,

où le rapportMvzi/h̄κ est grand devant l’unité dans le régime semi-classique. Dans
la partie suivante, nous verrons qu’à cause de cette sensibilité, une faible modulation
spatiale de l’intensité de l’onde évanescente est suffisante pour diffracter l’atome de
façon efficace.
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Seconde partie

Diffraction d’atomes par une onde
évanescente stationnaire

79





Introduction à la seconde partie

Nous nous tournons dans cette partie (les chapitres 5 à 12) vers la diffraction d’une
onde atomique par l’onde évanescente stationnaire. C’estparce que l’intensité lumi-
neuse présente alors une modulation spatiale que le miroirà atomes se transforme
en un réseau de diffraction en réflexion. Comme dans la partie précédente, nous al-
lons supposer que les atomes incidents sont suffisamment lents pour qu’ils puissent
être réfléchis par un champ lumineux à grand désaccord,dans le régime de satura-
tion faible. Le mouvement de l’atome est alors déterminé par un potentiel scalaire, le
potentiel dipolaire qui correspond au déplacement lumineux de l’état atomique fonda-
mental. Le problème de la diffraction de l’onde atomique constitue ainsi un exemple
de la théorie quantique de la diffusion par un potentiel périodique planaire.

D’un point de vue historique, la théorie de la diffraction en réflexion d’une onde
de matière par un potentiel périodique remonte aux années trente de ce siècle. Elle fut
développée suite aux expériences de O. STERN, F. KNAUER et R. FRISCH à Hamburg
(Allemagne), où un jet atomique thermique fut réfléchi etdiffracté par une surface cris-
talline [96, 97]. En 1932, J. M. JACKSON et N. F. MOTT étudièrent l’échange d’énergie
entre la surface et l’atome incident [68] ; ils furent les premiers à se servir d’un po-
tentiel répulsif avec une forme exponentielle pour décrire l’interaction de l’atome
avec la surface. En 1936 et 1937, A. F. DEVONSHIRE et J. E. LENNARD-JONES cal-
culèrent l’efficacité de la diffraction d’une onde atomique dans l’approximation de
BORN [56, 57], en utilisant un potentiel de MORSE pour tenir compte à la fois de
l’attraction deVAN DER WAALS à longue distance et de la répulsion par la surface
à courte distance. La formulation moderne de la théorie dela diffraction d’un atome
par une surface fut donnée en 1970 par N. CABRERA, V. CELLI , F. O. GOODMAN et
R. MANSON (〈〈Scattering of atoms by solid surfaces〉〉1), une fois que des expériences
plus fines de diffraction d’atomes par des surfaces furent possibles. Dans la suite, de
nombreux modèles théoriques simplifiés furent introduits et confrontés aux observa-
tions expérimentales (voir l’article de revue par H. HOINKES [55] pour davantage de
références). Un aspect important de la diffraction par une surface cristalline est qu’il
faut généralement tenir compte du mouvement thermique dela surface, en introduisant
des moyennes appropriées dans la théorie.

Revenons maintenant aux travaux sur la diffraction d’atomes par un champ lumi-
neux évanescent. C’est en 1989 que J. V. HAJNAL et G. I. OPAT de l’Université de

1Surface Science19, 67–92 (1970).
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Melbourne (Australie) proposent d’utiliser l’onde évanescente stationnaire comme un
réseau de diffraction en réflexion pour un jet atomique (〈〈Diffraction of atoms by a
standing evanescent light wave – a reflection grating for atoms〉〉2). Ils s’intéressent en
particulier au cas d’un jet thermique en incidence rasante et développent une théorie
à partir d’équations d’ondes couplées pour un atome à deux niveaux. Des populations
diffractées importantes sont prédites pour l’état excité et pour l’état fondamental dans
l’ordre +2. Quelques mois plus tard cependant, il fut impossible d’observer la diffrac-
tion dans l’expérience du groupe de G. I. OPAT [98]. Cet échec fut attribué aux im-
perfections expérimentales qui ne permirent pas de résoudre l’ordre de diffraction+2
parce que l’angle de diffraction se trouve alors entre le faisceau réfléchi spéculairement
et la surface du diélectrique. La recherche de la diffraction d’un jet thermique en inci-
dence rasante se poursuivit en 1993 et 1994 lorsque des résonances〈〈Doppleron〉〉 furent
observées dans la réflexion par une onde évanescente partiellement stationnaire par les
groupes de J. BAUDON à l’Université de Paris-Nord (Villetaneuse) [18, 99] et de H.-
A. BACHOR et K. G. H. BALDWIN de l’Université Nationale d’Australie (Canberra)
[100]. Les Dopplerons sont des processus à plusieurs photons où l’état fondamental
de l’atome est couplé de façon résonnante à l’état excité ; la réflectivité du miroir est
alors réduite parce que l’état excité est attiré vers lasurface. Par contre, aucune trace
d’atomes diffractés ne put être décelée. En 1993 également, la théorie de R. DEUTSCH-
MANN , W. ERTMER et H. WALLIS , alors à l’Université de Bonn (Allemagne), prédit
de faibles populations diffractées dans les ordres−2,−4 pour un jet atomique ralenti
[78], Dans leur approche, ils utilisent les niveaux habill´es dans l’onde évanescente
à titre de potentiels adiabatiques ; l’atome est diffract´e lorsqu’il passe d’une courbe
de potentiel à une autre par une transition non adiabatique. Cette image a été uti-
lisée par J. E. MURPHY, L. S. HOLLENBERG et A. E. SMITH de l’Université de Mel-
bourne (Australie) pour interpréter les résultats qu’ils ont obtenus par une simulation
numérique de l’expérience du groupe de H.-A. BACHOR sur les résonances Doppleron
[101].

La première observation expérimentale de la diffractiond’atomes par l’onde
évanescente stationnaire fut rapportée par le groupe de W. ERTMER de l’Université
de Bonn en 1994 [12]. L’on utilisa alors un jet d’atomes ralenti et collimaté par re-
froidissement laser en incidence rasante. Le jet fut diffracté dans l’ordre−2, avec un
rendement de quelques pour cent. En 1996, le groupe de V. LORENT de l’Université de
Paris-Nord à Villetaneuse put observer des populations diffractées atteignant jusqu’à
40 % pour un jet d’atomes thermique [13]. Dans cette expérience, le plan d’incidence
du jet a été tourné par rapport au plan d’incidence de l’onde évanescente stationnaire,
de façon à réduire la vitesse atomique dans le plan du réseau. Le groupe de C. M. SA-
VAGE de l’Université Nationale d’Australie (Canberra) a publié des résultats de si-
mulations numériques, en accord avec les expériences de H.-A. BACHOR [80] et de
W. ERTMER [81]. Pour obtenir la diffraction dans les conditions de l’expérience de
W. ERTMER, il fallut tenir compte de la structure magnétique des états atomiques

2Optics Communications71, 119–124 (1989).
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fondamental et excité. Notons que R. DEUTSCHMANN et ses collègues à Bonn ont
proposé une séparatrice atomique analogue en 1993 [79], où un atome avec plusieurs
sous-niveaux magnétiques est réfléchi par une onde évanescente progressive à laquelle
se superpose un champ magnétique.

Quant à la diffraction d’atomes en incidence normale, notre groupe à Orsay a tout
récemment obtenu de premiers résultats.3 La diffraction 〈〈dans le temps〉〉 par un mi-
roir à onde évanescente avec une modulation temporelle fut réalisée en incidence nor-
male par le groupe de J. DALIBARD du laboratoire KASTLER–BROSSEL de l’Ecole
Normale Supérieure (Paris) [14, 85], suite à une proposition théorique de C. H.,
A. M. STEANE, R. KAISER et J. DALIBARD [102]. L’onde atomique réfléchie par
le 〈〈miroir vibrant〉〉 est alors modulée en fréquence et ses bandes latérales ont des vi-
tesses différentes dans la direction perpendiculaire au miroir. Des transferts de vitesse
discretisés de plusieurs̄hκ/M ont été observés.

Notons finalement qu’à part l’onde évanescente stationnaire, d’autres réseaux de
diffraction d’atomes ont été proposés. Citons les propositions du groupe de G. I. OPAT

de 1992 [11] où figure en particulier un réseau de diffraction en réflexion basé sur
un champ magnétique périodique. L’interaction du momentdipolaire magnétique de
l’atome avec le champ conduit à un potentiel périodique r´epulsif pour des sous-niveaux
magnétiques particuliers. Du point de vue mathématique,un tel réseau magnétique est
décrit par un potentiel de forme similaire au potentiel dipolaire de l’onde évanescente
stationnaire, mais à des échelles spatiales différentes. Rappelons que la réflexion
d’atomes sur un tel miroir magnétique, sans diffraction, aété observée par le groupe
de E. A. HINDS, alors à l’Université de Yale (Etats-Unis), en utilisantune bande
magnétique [24], ainsi que par les groupes de P. HANNAFORD et G. I. OPAT de
l’Université de Melbourne (Australie) où le miroir est r´ealisé par une disposition
périodique d’aimants permanents [25].

Dans cette partie du présent mémoire, nous étudions la théorie de la diffraction
d’une onde de matière par un potentiel exponentiel périodique scalaire. Par rapport
à l’interaction d’un atome à deux niveaux avec une onde évanescente stationnaire,
nous nous limitons ainsi au régime de faible saturation oùle mouvement de l’atome
est déterminé par le potentiel dipolaire; nous supposonsque l’émission spontanée est
négligeable. L’onde lumineuse sera décrite par un champ classique externe. Dans la
plupart des cas, notre approche théorique sera motivée par une expérience où les
atomes sont incidents au voisinage de la normale, telle qu’elle est réalisée dans les
groupes de J. DALIBARD et de A. ASPECT. Nous emprunterons néanmoins volontiers
des approches développées dans d’autres domaines de la physique, comme la diffusion
d’atomes par des surfaces cristallines ou encore l’optiquelumineuse.

Du point de vue théorique, la diffraction d’atomes dans le régime de faible satura-
tion représente une situation modèle pour la théorie quantique de la diffusion. Elle per-
met donc d’étudier plusieurs limites différentes et complémentaires. Des exemples sont
le régime perturbatif où la figure de diffraction contientseulement de faibles ordres non

3A. L ANDRAGIN , G. HORVATH, L. COGNET, communication privée (1996).
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spéculaires, ou encore la limite semi-classique où la longueur d’onde des atomes est
beaucoup plus petite que la profondeur de pénétration de l’onde évanescente. Dans la
limite semi-classique, l’on peut s’attendre à ce que la figure de diffraction s’approche
de la distribution des vitesses pour des particules classiques ; nous pouvons alors com-
parer la théorie quantique à une approche purement classique où les atomes sont décrits
par des points matériels. Nous verrons que la diffraction d’atomes lents par une onde
évanescente stationnaire permet de mettre en évidence des phénomènes divers liés à
des régimes physiques complémentaires.

Rappelons tout d’abord que l’apparition même des ordres dediffraction pour un
atome réfléchi par l’onde évanescente stationnaire démontre que l’atome est une onde
de matière deDE BROGLIE. En effet, les angles de diffraction discrets ne peuvent
être interprétés qu’en invoquant des interférences constructives et destructives entre
les ondes atomiques〈〈secondaires〉〉 rayonnées par les différentes périodes du réseau.
Par rapport à la réflexion sur une onde évanescente simple, où nous avons vu que
le régime quantique correspond à une vitesse incidente des atomes en-dessous de la
vitesse de recul, la diffraction présente l’avantage exp´erimental que l’on peut la réaliser
avec des vitesses incidentes beaucoup plus élevées ; il est seulement nécessaire que la
collimation du faisceau atomique dans la direction transverse soit meilleure que la
vitesse de recul, pour que l’on puisse résoudre les ordres de diffraction.

Une autre propriété importante de la diffraction est qu l’onde atomique diffractée se
trouve dans une superposition d’états externes qui ont desvitesses différentes. L’onde
évanescente stationnaire réalise alors une séparatrice cohérente pour l’onde atomique,
elle constitue ainsi un élément-clé pour l’interférométrie atomique.

Finalement, nous voudrions attirer l’attention sur une différence significative entre
les réseaux en réflexion de l’optique lumineuse, d’une part, et le réseau de diffraction à
atomes que réalise l’onde évanescente stationnaire, d’autre part : généralement, l’onde
évanescente varie lentement à l’échelle de la longueur d’onde des atomes incidents.
Par conséquent, nous ne pouvons trouver les populations des ordres de diffraction de
la même façon que dans la théorie de la diffraction de la lumière, en imposant, à la sur-
face du réseau, des conditions aux limites appropriées. La diffraction d’un atome par
une onde lumineuse stationnaire ressemble plutôt à la diffraction de la lumière par une
onde acoustique4, et les descriptions théoriques de ces deux phénomènes contiennent
en effet de nombreux analogies. Cette analogie se limite cependant à une géométrie de
transmission, alors que dans l’onde évanescente stationnaire, la trajectoire de l’atome
est renversée et sa vitesse s’annule au point de rebroussement. Le fait que la longueur
d’onde atomique devient alors infinie, d’un point de vue semi-classique, complique ap-
paremment la théorie de la diffraction d’atomes en réflexion. Or, nous avons constaté
que les fonctions d’onde atomiques exactes qui décrivent la réflexion par une onde
évanescente simple ne contiennent pas de singularité au point de rebroussement clas-
sique. Nous pouvons donc nous en servir comme point de départ pour calculer la figure
de diffraction de façon perturbative. Cette approche correspond à l’approximation de

4M. BORN et E. WOLF, Principles of Optics(Pergamon Press, 6e édition), chap. XII.
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BORN de la théorie de la diffusion quantique.

L’organisation de la partie II

Chap. 5. Nous présentons d’abord ler éseau de diffractionréalisé par le potentiel
dipolaire de l’onde évanescente stationnaire.

Chap. 6. Ensuite est étudié lemouvement classiqued’un atome ponctuel dans ce po-
tentiel. Nous calculons la distribution classique des vitesses des atomes réfléchis,
et nous interprétons sa forme et sa largeur, ainsi que sa variation avec l’angle
d’incidence.

Chap. 7. La théorie cinématique de la diffraction est présentée: nous calculons
les angles de diffraction et proposons une approche perturbative à l’aide de
l’ approximation de BORN. Nous étudions l’efficacité de la diffraction dans les
régimes semi-classique et quantique.

Chap. 8. Nous développons une méthode d’approximation pour le régime semi-
classique, l’approximation du r éseau de phase mincequi permet de ca-
ractériser la figure de diffraction au-delà de la limite perturbative, à condition
que les atomes ne soient pas incidents en incidence rasante,et que la profon-
deur de pénétration de l’onde évanescente stationnairesoit comparable à sa
période. Dans l’approximation du réseau de phase mince, la figure de diffraction
se rapproche de la distribution classique des vitesses lorsque un grand nombre
d’ordres de diffraction est peuplés. Nous comparons cetteapproximation à celle
de RAMAN –NATH qui est utilisée pour un réseau en transmission.

En annexe au chapitre 8, nous reproduisons l’article〈〈Atomic diffraction by a
thin phase grating〉〉 par C. H., J.-Y. COURTOIS et A. ASPECT, paru dans le
numéro spécial〈〈Optique et interférométrie atomique〉〉 du Journal de Physique
II (France)4, pp. 1955–74 (novembre 1994).

Chap. 9. Nous montrons qu’une onde évanescente avec une grande longueur de
décroissance permet de réaliser un réseau de diffraction épais. Il apparaissent
alors desr ésonances deBRAGG où seulement deux ordres de diffraction sont
couplés entre eux de façon résonnante. Nous mettrons en ´evidence qu’au-delà de
la limite perturbative, les populations des ordres résonnants sont décrites par un
basculement périodique, un phénomène connu sous le nom de laPendell̈osung
dans la diffraction des rayons X ou des neutrons par un réseau épais.

Chap. 10. Dans ler égime quantique, le réseau de diffraction peut être modélisé
par une barrière de potentiel infinie. Nous empruntons à l’optique lumineuse
l’approximation de RAYLEIGH qui permet de calculer, dans le cadre de ce
modèle, la figure de diffraction au-delà de l’approximation de BORN.
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Chap. 11. Nous montrons qu’une théorie de diffraction avec un atome `a un niveau est
insuffisante pour expliquer ladiffraction en incidence rasante. Nous dépassons
alors le cadre de la théorie scalaire et présentons deux approches alternatives :
la théorie de R. DEUTSCHMANN et ses collègues qui fait intervenir l’état ex-
cité [78], et la diffraction d’un atome avec une structure magnétique dans l’état
fondamental [81, 79]. Nous comparons ces approches à la th´eorie scalaire, ainsi
qu’aux expériences de diffraction en incidence rasante.

Chap. 12. Nous reproduisons notre proposition théorique pour une onde évanescente
avec unemodulation temporelle, qui permet diffracter une onde atomique
dans le temps :〈〈A modulated mirror for atomic interferometry〉〉 par C. H., A.
M. STEANE, R. KAISER et J. DALIBARD , qui a également été publié dans le
numéro spécial〈〈Optique et interférométrie atomique〉〉 du Journal de Physique
II (France)4, pp. 1877–96 (novembre 1994).

Remarque : Note pour la lecture. Le chapitre 7 représente la pierre angulaire de
cette partie : c’est la théorie des perturbations dans l’approximation de BORN qui nous
permet d’identifier des situations physiques différentes. Les chapitres suivants 8 à 10
sont indépendants les uns des autres, mais ils s’appuient sur les résultats perturba-
tifs pour développer des approches théoriques appropri´ees aux différentes situations
physiques. Le chapitre 6 éclaire les résultats de l’approximation de BORN d’un point
de vue classique ; il précise également le régime d’un réseau〈〈mince〉〉 auquel est li-
mité l’approximation du réseau de phase mince du chapitre8. Les chapitres 11 et
12, également indépendants, vont au-delà de la théoriede diffraction par un potentiel
scalaire et indépendant du temps ; ils servent à préciserle lien aux autres réalisations
expérimentales de la diffraction par le miroir à onde évanescente.

Les chapitres les plus proches des expériences actuelles sont les chapitres 8 et 11,
ils se complètent mutuellement pour les deux cas limites del’incidence quasi-normale
et rasante.



Chapitre 5

Le r éseau de diffraction

Le réseau de diffraction à atomes que nous étudions dans cette partie est créé par
le champ lumineux d’une onde évanescente stationnaire. Dans le régime de faible
saturation, et en négligeant l’émission spontanée, la diffraction d’atomes devient un
problème hamiltonien où le mouvement de l’atome est déterminé par le potentiel di-
polaire. Ce potentiel est donné par le déplacement lumineux de l’état fondamental
atomique, il est proportionnel au module carré du champ électrique lumineux.

Dans ce chapitre, nous présentons le champ lumineux de l’onde évanescente sta-
tionnaire et nous en étudions les échelles spatiales caractéristiques. Ensuite, nous don-
nons le potentiel dipolaire correspondant et nous rappelons les conditions dans les-
quelles ce potentiel permet de décrire la diffraction d’atomes.

5.1 L’onde évanescente stationnaire

Considérons deux ondes lumineuses planes qui subissent une réflexion totale interne
sur l’interface entre le vide et un milieu diélectrique et qui se propagent en sens
opposé parallèle à l’interface. La géométrie est esquissée sur la figure 5.1. Dans le
vide au-dessus de l’interface, deux ondes évanescentes interfèrent et créent une onde
évanescente stationnaire. Nous nous limiterons aux cas o`u les deux ondes lumineuses
ont la même fréquence et sont incidentes sous un même angle par rapport à la nor-
male de l’interface. Dans l’approximation scalaire, l’amplitude complexe du champ
électrique est donnée par

E(r) =
[

E+ eiqx + E− e−iqx
]

e−κz. (5.1)

Les quantitésq et iκ sont les composantes du vecteur d’onde lumineux parallèleet
perpendiculaire à l’interface. Nous avons choisi un syst`eme des coordonnées tel que le
planxOz se confond avec le plan d’incidence des deux ondes lumineuses. Les modules
carrés des amplitudes électriquesE± sont proportionnelles aux intensités des ondes
lumineuses incidentes.
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n d
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onde evanescente stationnaire

Figure 5.1: Dispositif expérimental schématique pour créer une onde évanescente sta-
tionnaire.

Le champ électrique (5.1) de l’onde évanescente stationnaire est invariant par trans-
lation dans la directionOy. Ceci implique qu’un atome qui interagit avec lui de-
meure en mouvement rectiligne et uniforme dans cette direction. Nous pouvons donc
nous limiter au planxOz pour décrire son mouvement. Par analogie avec le schéma
expérimental de la figure 5.1, nous appeleronsOz la direction〈〈verticale〉〉, etOx la
direction〈〈horizontale〉〉.

Echelles spatiales caract́eristiques

Les deux ondes lumineuses ont un vecteur d’onde dont la composante horizontale est
donnée par

q = kL nd sin θL. (5.2)

Dans cette expression,kL est le module du vecteur d’onde optique dans le vide,nd

est l’indice de réfraction du diélectrique etθL est l’angle d’incidence des ondes lumi-
neuses, mesuré par rapport à l’axe vertical. Le vecteur d’ondeq définit la périodea de
l’intensité de l’onde évanescente stationnaire :

a ≡ π

q
=

λL

2nd sin θL
(5.3)

où λL ≡ 2π/kL est la longueur d’onde lumineuse dans le vide. Nous notons que la
période du réseau est inférieure à la moitié de la longueur d’onde optique,λL/2.

Dans la direction verticale, le champ électrique (5.1) a une 〈〈 épaisseur〉〉 1/κ donnée
par la profondeur de pénétration des ondes évanescentes. La constante de décroissance
κ vaut

κ = kL

√

n2
d sin2 θL − 1. (5.4)

Si les ondes lumineuses sont incidentes au voisinage de l’angle limite (nd sin θL → 1),
κ tend vers zéro et l’épaisseur de l’onde évanescente devient grande. A l’exception de
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Figure 5.2: Schéma expérimental pour une onde évanescente stationnaire avec une
longue période.

cas particuliers, nous allons considérer que l’épaisseur de l’onde évanescente est de
l’ordre de la longueur d’onde optique réduiteλL/2π.

Remarque.On peut créer une onde évanescente stationnaire dont la p´eriodea est plus
longue queλL si les deux ondes lumineuses qui la composent ne se propagentpas en
sens opposé, mais que leurs plans d’incidence s’écartentd’un angleγ du planxOz,
comme le représente la figure 5.2. Le vecteur d’ondeq, qui est la projection du vec-
teur d’onde lumineux sur l’axeOx, est alors plus petit parce qu’il contient un facteur
supplémentairecos γ par rapport à (5.2). Si les deux ondes lumineuses sont presque co-
propageantes (γ → 90◦), q tend vers zéro et on obtient une onde stationnaire avec une
période très longue.

5.2 Le potentiel dipolaire

Rappelons que dans le régime de faible saturation, le potentiel dipolaire est proportion-
nel au module carré du champ électrique et qu’il repousse des atomes de l’interface
pour un désaccord à résonance positif [voir (1.16)]. Pour l’onde évanescente station-
naire (5.1), il prend la forme d’une barrière de potentiel exponentielle dont la hauteur
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est spatialement modulée :

V (r) = Vmax (1 + ǫ cos 2qx) e−2κz (5.5)

La valeur moyenne du potentiel à l’interface (z = 0) égale

Vmax =
d2

h̄∆

(

|E+|2 + |E−|2
)

, (5.6)

et le contrasteǫ de la modulation du potentiel vaut

ǫ =
2 |E+E−|

|E+|2 + |E−|2
. (5.7)

Notons que le contraste est indépendant de la distancez à l’interface, et inférieur ou
égal à l’unité.

Le potentiel dipolaire (5.5) est représenté sur la figure 5.3. Ses échelles spa-
tiales caractéristiques sont la longueur de décroissance 1/κ et la périodea de l’onde
évanescente stationnaire que nous avons étudiées au paragraphe précédent. La barrière
de potentiel présente des〈〈vallées〉〉 aux nœuds de l’onde évanescente stationnaire
x = (p+ 1/2) a avecp un entier, qui sont séparées par des〈〈crêtes〉〉 situées aux ventres
x = p a. Un atome avec une énergie incidente supérieure à(1 − ǫ)Vmax peut atteindre
la surfacez = 0 du diélectrique au fond des vallées du potentiel. Si nous supposons que
l’atome est alors perdu, cette énergie représente la hauteur de la barrière de potentiel.
Il est commode de l’exprimer par la vitessevmax

1
2
Mv2

max ≡ (1 − ǫ)Vmax. (5.8)

Cette vitessevmax est non nulle pour un contrasteǫ strictement inférieur à l’unité. Nous
allons exclure le casǫ = 1 dans la suite.

5.2.1 La condition de ŕeflexion pour le réseau

Considérons un atome incident sur la barrière de potentiel (5.5) avec une vitesse in-
cidentevi. Comme sa composante de vitesse dans la directionOy est conservée, une
condition suffisante pour qu’il soit réfléchi par le potentiel est que son énergie cinétique
incidente dans le planxOz soit inférieure à la hauteur de la barrière. En utilisantla vi-
tesse maximalevmax, cette condition s’écrit

v2
xi + v2

zi ≤ v2
max. (5.9)

Cette condition est une limite pessimiste. Elle assure que l’atome est réfléchi quels
que soient sa position d’impact et son angle d’incidence. Laréflexion est néanmoins
possible pour des vitesses incidentes plus grandes dans dessituations particulières :
par exemple, si l’atome arrive en incidence normale sur une crête du potentiel, ou
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Figure 5.3: Le potentiel dipolaire de l’onde évanescente stationnaire (en unités de
Vmax). Le contraste vautǫ = 0.5.
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encore en incidence oblique, si la composante horizontale de la vitesse reste non nulle
pendant la réflexion. La condition de réflexion devient alors égale à celle du miroir à
onde évanescente :

vzi ≤ vmax. (5.10)

Remarque.Un potentiel semblable au potentiel dipolaire de l’onde évanescente station-
naire (5.5),

VA(r) = Vmax exp(−2κz + ǫ cos 2qx) , (5.11)

a été étudié par G. ARMAND pour décrire la diffraction d’un atome par une surface cris-
talline [103, 104]. La périodeπ/q du potentiel correspond alors à la maille élémentaire
du cristal, et la longueur1/κ modélise une profondeur de pénétration non nulle de
l’atome dans le cristal. Dans la limite1/κ → 0, l’on retrouve une barrière de poten-
tiel infinie située sur la surface du cristal,z = (ǫ/2κ) cos 2qx. D’autre part, à la limite
d’un contrasteǫ faible, les potentiels (5.5) et (5.11) deviennent identiques.

5.2.2 Conditions de validit́e

Rappelons que la description de l’interaction entre l’atome et le champ lumineux en
termes du potentiel dipolaire est justifiée si la saturation de la transition atomique
est faible et si le temps d’interaction est suffisamment court pour que la probabilité
d’émission spontanée soit négligeable. En outre, nous nous limitons au seul potentiel
dipolaire de l’onde évanescente et nous négligeons l’interaction attractive deVAN DER

WAALS, en supposant que l’atome rebrousse chemin suffisamment loin du sommet
de la barrière de potentiel. Ces conditions impliquent lesmêmes contraintes pour la
diffraction que pour la réflexion d’atomes, et nous renvoyons au paragraphe 2.2.2 du
chapitre 2 pour une étude plus quantitative.

En revanche, nous devons ré-examer encore deux conditionsqui ajoutent de nou-
velles contraintes parce que le mouvement atomique dans direction horizontaleOx
intervient explicitement dans la théorie. Nous supposonsen effet

• que le déplacement DOPPLER est négligeable par rapport au désaccord de la
fréquence lumineuse et

• que l’atome suit adiabatiquement le niveau habillé qui rejoint l’état fondamental
en absence du champ lumineux.

En incidence au voisinage de la normale, le mouvement de l’atome dans la direction
horizontale est lent par définition de sorte que le deplacement DOPPLER est faible
et que l’état de l’atome peut suivre adiabatiquement le niveau de l’état fondamental.
Les contraintes suivantes sont donc pertinentes surtout pour la diffraction en incidence
oblique.
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Le déplacementDOPPLER. Lorsque l’atome est en mouvement à la vitessevx dans
la direction horizontale, il voit, dans son référentiel propre, les fréquences lumineuses
des deux composantes progressives de l’onde évanescente déplacées à cause de l’effet
DOPPLER. Les décalages en fréquence valent±∆D où ∆D = qvx est le déplacement
DOPPLER et vx la composante horizontale de la vitesse atomique. Pour une onde
évanescente simple, nous avons pu incorporer ce changement de fréquence dans la
définition du désaccord∆, en nous plaçant dans le référentiel propre de l’atome. Si
nous faisions cette transformation pour l’onde évanescente stationnaire, elle créerait
une différence de fréquence2∆D entre les deux ondes lumineuses et le potentiel di-
polaire deviendrait donc dépendant du temps. Nous évitons cette dépendance en res-
tant dans le référentiel du laboratoire dans lequel les deux ondes évanescentes ont la
même fréquence. Cependant, au sens strict, le potentiel dipolaire dépend alors de la
vitesse horizontalevx à travers le désaccord. Nous négligeons cette dépendance en
nous plaçant dans le régime où le désaccord est beaucoupplus grand que le décalage
DOPPLER:

∆ ≫ ∆D. (5.12)

Les décalages DOPPLER pour la vitesse incidentevxi et pour les vitesses des ordres
de diffraction ne diffèrent que par une fréquence de l’ordre de la fréquence de re-
cul, h̄k2

L/2M , et cette différence est généralement faible devant le désaccord∆. Le
décalage DOPPLER pertinent dans (5.12) est donc celui pour la vitesse incidente
vxi. Comme il s’annule en incidence normale, c’est en incidencerasante que le
régime (5.12) peut être remis en question. Nous présenterons au chapitre 11 une ap-
proche alternative à la diffraction qui ne repose pas sur unpotentiel dipolaire scalaire
et qui est valable même quand le décalage DOPPLERest comparable au désaccord.

Le suivi adiabatique. Le mouvement de l’atome dans la directionOx crée un〈〈cou-
plage non adiabatique〉〉 [78] entre les états habillés associés aux états fondamental
et excité parce que ceux-ci présentent des variation spatiales. Nous avons vu au cha-
pitre 1.1, à l’équation (1.23), que la fréquence caract´eristiqueΩn.ad. pour ce couplage
est de l’ordre

ΩNA ∼ qvx
|dE(r)|
h̄∆

(5.13)

La estimation (1.24) pour la probabilité de suivi adiabatique donne alors la condition
suivante

qvx
|dE(r)|
h̄∆

≪ ∆ (5.14)

pour la composante horizontale de la vitesse atomique. Nousconstatons que ce critère
est satisfait, compte tenu du régime de faible saturation (1.12), dès que nous nous
sommes placé dans le régime d’un décalage DOPPLER∆D faible devant le désaccord
∆ [la condition (5.12)].
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Chapitre 6

Le mouvement classique

Nous étudions ici le mouvement classique d’un atome dans lepotentiel dipolaire
de l’onde évanescente stationnaire. Nous considérons d’abord une onde stationnaire
avec un contraste faible et calculons de façon analytique et perturbative le transfert
de vitesse dans la direction horizontale, parallèle au pasdu réseau. Nous constatons
que le transfert de vitesse diminue quand l’angle d’incidence des atomes s’écarte de
l’incidence normale, et nous donnons une interprétation physique de cette diminution.
Le résultat analytique est ensuite comparé à une solution numérique des équations
classiques du mouvement. La comparaison nous permet d’établir un critère quantitatif
pour la validité de l’approche perturbative.

6.1 Calcul analytique perturbatif

6.1.1 Leséquations du mouvement

On déduit du potentiel dipolaire de l’onde évanescente stationnaire (5.5) les équations
du mouvement suivantes1

ẍ(t) = ǫ
2qVmax

M
sin 2qx(t) e−2κ z(t) (6.1a)

z̈(t) =
2κVmax

M
[1 + ǫ cos 2qx(t)] e−2κ z(t) (6.1b)

Bien avant d’interagir avec l’onde évanescente, l’atome se trouve dans la région
asymptotique où le potentiel s’annule. Il y est donc en mouvement rectiligne et uni-
forme à la vitesse incidente(vxi,−vzi). Les conditions initiales pour les équations du
mouvement sont alors

t→ −∞ :

{

ẋ(t) = vxi,
ż(t) = −vzi.

(6.2)

1Comme l’atome est en mouvement avec une vitesse constante dans la directionOy, nous omettons
cette coordonnée.
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Longtemps après l’interaction, l’atome se trouve de nouveau dans la région asymp-
totique avec une vitesse finale(vxf , vzf). A cause de la conservation d’énergie, nous
avons

v2
xf + v2

zf = v2
xi + v2

zi. (6.3)

Nous introduisons le transfert de vitesse horizontal

∆vx ≡ vxf − vxi (6.4)

qui est la différence entre les composantes de vitesse horizontales après et avant
l’interaction.

6.1.2 Solution perturbative

Il semble difficile de donner une solution analytique aux équations du mouvement
(6.1). Nous avons donc recours à un calcul approché, en résolvant les équations
du mouvement pour un faible contrasteǫ de l’onde évanescente stationnaire. Si le
contraste vaut strictement zéro, la trajectoire de l’atome est celle que nous avons
étudiée pour le miroir à onde évanescente, dans la partie précédente. Nous calculons
ensuite le transfert de vitesse horizontal, au premier ordre par rapport au contraste de
l’onde évanescente.

Rappelons la trajectoire non perturbée pour le potentiel de l’onde évanescente non
modulée (Pha 2)

x(0)(t) = xreb + vxit (6.5a)

z(0)(t) = zreb + κ−1 ln cosh(κvzit) (6.5b)

où zreb est la distance entre l’interface et le point de rebroussement (Pha 3)

zreb ≡ 1

2κ
ln

2Vmax

Mv2
zi

(6.6)

L’origine du temps est choisie telle que l’atome rebrousse chemin à l’instantt = 0 ;
dans la directionOx, il se trouve alors à la〈〈position d’impact〉〉 xreb. Par ailleurs,
l’atome est en mouvement à vitesse constante dans la direction horizontale. La trajec-
toire (6.5) est représentée sur la figure 6.1 (avecxreb, zreb = 0).

Pour un contrasteǫ non nul, nous écrivons la composante horizontale de la trajec-
toire sous la forme

x(t) = x(0)(t) + x(1)(t) + . . . , (6.7)

où la correctionx(1)(t) est du premier ordre enǫ. Nous insérons cette expression dans
l’équation du mouvement (6.1a). En remplaçant, dans le membre droit de l’équation
du mouvement, la trajectoire par son expression (6.5) à l’ordre zéro, on trouve

ẍ(1)(t) = ǫq v2
zi

sin 2q (xreb + vxit)

cosh2(t/τint)
(6.8)
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Figure 6.1: Trajectoire classique non perturbée (6.5).

où nous avons notéτint le temps d’interaction de l’atome avec l’onde évanescente.
Comme pour la réflexion simple,τint est égal au temps nécessaire pour traverser la
longueur de décroissance de l’onde évanescente à la vitesse incidente verticale

τint =
1

κvzi

. (6.9)

L’équation (6.8) pour la correctionx(1)(t) montre que la partie modulée du po-
tentiel exerce une accélération sur l’atome pendant un temps de l’ordre du temps
d’interactionτint. Au point de rebroussement, l’accélération vaut

ẍ(1)(t = 0) = − 1

M

∂V

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
(xreb,zreb)

= ǫ q v2
zi sin 2qxreb. (6.10)

Cette quantité ne dépend pas de la hauteur de la barrière de potentielVmax parce que, au
point de rebroussementzreb, la valeur du potentiel égale l’énergie cinétique incidente
Mv2

zi/2 (6.6).
Il est possible d’intégrer une fois de façon analytique l’accélération̈x(1)(t) (6.8),

et de trouver la correctionv(1)
x (t) de la vitesse horizontale en fonction du temps. Le

calcul détaillé est présenté dans l’annexe 6.A. Nous nedonnons ici que le transfert de
vitesse final, que l’on l’obtient à la limite des temps longs

∆vx = v(1)
x (t→ +∞) = 2ǫ

q

κ
vziβ(ξ) sin 2qxreb (6.11)

La fonctionβ(ξ) dans cette expression est donnée par

β(ξ) =
πξ/2

sinh(πξ/2)
, (6.12)

son argumentξ est un paramètre sans dimension

ξ ≡ 2qvxi τint = 2
q

κ
tan θi, (6.13)
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zreb(x)xreb

Figure 6.2: Réflexion localement spéculaire sur la surface de rebroussement (6.16).

qui dépend de l’angle d’incidenceθi des atomes. Nous appeleronsβ(ξ) le 〈〈 facteur
d’obliquité〉〉. En incidence près de la normale, il tend vers l’unité

ξ ≪ 1 : β(ξ) = 1 − π2

24
ξ2 + O

(

ξ4
)

, (6.14)

alors qu’en incidence oblique, il décroı̂t exponentiellement vers zéro

ξ ≫ 1 : β(ξ) = πξ exp(−πξ/2) + O [ξ exp(−3πξ/2)] . (6.15)

Dans le paragraphe suivant, nous interprétons le transfert de vitesse (6.11) dans les
deux cas limite d’incidence normale et d’incidence oblique.

6.1.3 Interprétation du transfert de vitesse

Incidence normale

Pour interpréter le transfert de vitesse (6.11), introduisons lasurface de rebroussement
zreb(x), où l’énergie potentielle égale l’énergie cinétiqueincidente. Cette surface est
donnée par l’équation

zreb(x) = z
(0)
reb +

1

2κ
ln(1 + ǫ cos 2qx) (6.16)

oùz(0)
reb est la distance du point de rebroussement pour un contraste nul (6.6). La surface

de rebroussement est dessinée en pointillées sur la figure6.2. A cause de la conser-
vation de l’énergie, un atome peut pénétrer dans le réseau de diffraction seulement
jusqu’à cette surface.

Imaginons-nous maintenant le potentiel dipolaire remplacé par une barrière de po-
tentiel infinie qui se trouve sur la surface de rebroussementzreb(x). Quand un atome



Mouvement classique 99

− 2 − 1 0 1 2 3 4

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

/
Figure 6.3: Composante horizontale de la vitesse atomique,au premier ordre par rap-
port au contraste. Nous avons pris la vitesse incidentevzi comme unité de vitesse.

est réfléchi spéculairement par un telle barrière, à laposition d’impactxreb, il reçoit un
transfert de vitesse horizontal parce que la surface est localement inclinée par rapport
au plan horizontal (voir la figure 6.2). Pour un contrasteǫ faible, le vecteur normal à
la surface (6.16) forme un angleǫ (q/κ) sin 2qxreb avec l’axe vertical. La trajectoire
atomique réfléchie est déviée du double de cet angle, ce qui correspond à un transfert
de vitesse horizontal égal à∆vx = 2ǫ (q/κ) vzi sin 2qxreb. Ce transfert est en accord
avec (6.11), compte tenu du fait queβ(ξ) est égal à l’unité en incidence normale.

Cette interprétation suggère que la réflexion de l’atomea lieu de façon instan-
tanée ce qui n’est pas tout à fait exact. En réalité, l’atome est déjà soumis à une force
non nulle avant d’arriver à la surface de rebroussement. A titre d’illustration, nous
avons tracé sur la figure 6.3 la vitesse horizontale au premier ordre que l’on obtient en
intégrant l’équation (6.8) pourvxi = 0, avec le résultat

v(1)
x (t) =

∆vx

1 + exp(−t/τint)
. (6.17)

On voit sur la figure que la vitesse horizontale change de façon continue pendant
l’interaction. Elle augmente pendant un temps de l’ordre dutemps d’interactionτint

et atteint sa valeur asymptotique∆vx après quelquesτint.
Néanmoins, si le changement de la vitesse horizontale n’introduit pas de

déplacement important de l’atome à l’échelle de la période du réseau, la réflexion
instantanée sur la surface de rebroussement reste un concept utile. Nous en donne-
rons au paragraphe 6.2 un critère de validité plus précis, lorsque nous comparerons les
résultats de l’approche perturbative à un calcul numérique de trajectoires.
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Figure 6.4: Correction de la vitesse horizontale en incidence oblique, en fonction du
temps.
(a) Nombre de périodes traversées faible (2qvxiτint = 1). (b) Nombre de périodes
traversées élevé (2qvxiτint = 5).

Incidence oblique

Le transfert de vitesse∆vx (6.11) devient petit lorsque l’on s’éloigne de l’incidence
normale, à cause de la décroissance (6.15) du facteur d’obliquité. Pour interpréter cette
décroissance, notons qu’en incidence oblique (vxi 6= 0), l’atome traverse plusieurs
périodes du réseau pendant le temps d’interaction. La partie modulée du potentiel
exerce donc une force oscillante sur l’atome (6.8), avec unefréquence d’oscillation
donnée par2qvxi. Le transfert de vitesse∆vx correspond à la valeur moyenne de
cette force sur un intervalle de temps de l’ordre du temps d’interactionτint (voir
l’équation 6.8). Si maintenant l’atome traverse un grand nombre de périodes du réseau
pendant la réflexion, on s’attend à ce que le transfert de vitesse devienne petit, d’une
part parce que la moyenne sur l’oscillation tend vers zéro et d’autre part parce que
l’amplitude des oscillations de la force varie de façon continue.2 Le transfert de vi-
tesse∆vx devient donc négligeable dans la limite :

2qvxi τint = 2
q

κ
tan θi ≫ 1. (6.18)

C’est précisément ce phénomène qu’exprime le facteur d’obliquité β(ξ) dont
l’argumentξ (6.13) est d’ailleurs égal à (6.18).

2C’est à cause de l’enveloppe continue des oscillations de la force que dans la limite d’une grande
fréquence d’oscillation,2qvxi ≫ 1/τint, le transfert de vitesse décroı̂t plus vite qu’une loi de puissance,
à la différence d’une enveloppe en créneau.
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Sur la figure 6.4, nous montrons le changement de la vitesse horizontale au premier
ordre en fonction du temps, pour deux valeurs différentes de la fréquence d’oscillation
de la force. On constate que pour une oscillation rapide, la vitesse suit les oscillations
de la force de façon “adiabatique” pendant l’interaction,si bien qu’aux temps longs, le
transfert de vitesse s’annule en même temps que la force.

Remarque 1.Pour la composante de vitesse suivant la directionverticale, le calcul
perturbatif devient plus complexe pour la raison suivante :l’équation pour la correction
du premier ordrez(1)(t) contient une force de rappel

z̈(1)(t) + ω2
z(t) z

(1)(t) = ǫ
q

κ2τ2
int

cos 2q (xreb + vxit)

cosh2(t/τint)
(6.19)

avec une fréquence d’oscillationωz(t) qui dépend du temps

ωz(t) =

√
2/τint

cosh(t/τint)
. (6.20)

Il est possible d’intégrer l’équation (6.19) de façon analytique, en utilisant la fonction de
GREEN pour l’opérateur différentiel du membre gauche, mais nous n’allons pas entrer
dans les détails. En effet, il suffit d’invoquer la conservation d’énergie (6.3) pour trouver
le transfert de vitesse final∆vz : au premier ordre par rapport au contraste, ceci donne

∆vz ≈ −∆vx
vxi

vzi
= −2ǫ

q

κ
vxiβ(ξ) sin 2qxreb. (6.21)

Remarque 2. Nous constatons que les rapports entre les transferts de vitesse∆vx,z

(6.11, 6.21) et la vitesse verticale incidentevzi ne dépendent plus que de l’angle
d’incidenceθi et des paramètresǫ et q/κ caractérisant la forme géométrique du po-
tentiel. Pour interpréter cette invariance, introduisons des unités naturelles dans les
équations du mouvement (6.1) : choisissons comme unité delongueur la longueur de
décroissance1/κ de l’onde évanescente et comme unité de vitesse la vitesseincidente
verticalevzi. L’unité naturelle pour le temps est alors donnée par le temps d’interaction
τint (6.9). En utilisant ces unités, les équations du mouvement deviennent

v̂′x

(

t̂
)

= ǫ
q

κ
sin

[

2
q

κ
x̂(t̂)

]

e−2(ẑ(t̂)−ẑreb) (6.22a)

v̂′z

(

t̂
)

=

{

1 + ǫ cos

[

2
q

κ
x̂(t̂)

]}

e−2(ẑ(t̂)−ẑreb) (6.22b)

où les quantités avec l’accent circonflexe sont sans dimension (les primes′ dans (6.22)
dénotent la dérivée par rapport àt̂), et où ẑreb est la position du point de rebrousse-
ment (6.6). Si nous répérons maintenant la coordonnéeẑ par rapport à̂zreb, les seuls
paramètres qui restent dans ces équations sont en effet lecontraste du réseauǫ et le
rapportq/κ entre les échelles spatiales verticale et horizontale du réseau.

Les conditions initiales (6.2) deviennent, en utilisant les unités naturelles,

t̂→ −∞ :







v̂x

(

t̂
)

= tan θi,

v̂z

(

t̂
)

= −1.
(6.23)
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où n’intervient plus que l’angle d’incidence. Par conséquent, la forme géométrique des
trajectoires est indépendante de la vitesse incidente de l’atome, seul le temps nécessaire
pour parcourir les trajectoires en dépend.

6.1.4 La distribution classique de la vitesse finale

Considérons maintenant un ensemble classique d’atomes qui sont réfléchis par le
réseau, et calculons leur distribution de vitesse après réflexion. Nous supposons que
les atomes sont tous incidents à la même vitesse et sous le même angle et que leur dis-
tribution en position est uniforme sur une période du réseau avec une densité linéique
ρi.

Dans le cadre de l’approche perturbative, la vitesse finale (6.11) dépend de la posi-
tion d’impactxreb, c’est-à-dire de la position de l’atome à l’instant où, dans la direction
verticale, il rebrousse chemin :

vxf(xreb) = vxi + ∆vmax
x sin 2qxreb (6.24)

Le transfert de vitesse maximal∆vmax
x dans cette expression vaut

∆vmax
x = 2ǫ (q/κ) vzi β(ξ) . (6.25)

Le résultat (6.24) permet de calculer la distribution de lavitesse finale par le raisonne-
ment suivant : le nombre d’atomes qui rebroussent chemin à la positionxreb, à dxreb

près, est égal àρi dxreb. Par ailleurs,ρi dxreb est égal au nombre d’atomes qui ont
une vitesse finalevxf , àdvxf près. La distribution des vitesses finalesρ(vxf) est donc
donnée par3

ρ(vxf) = 2ρi

∣
∣
∣
∣
∣

∂xreb

∂vxf

∣
∣
∣
∣
∣
=

ρi

q∆vmax
x



1 −
(

vxf − vxi

∆vmax
x

)2




−1/2

(6.26)

Cette distribution est représentée sur la figure 6.5. Ellea une largeur caractérisée par le
transfert de vitesse maximal et contient deux pics de même hauteur aux vitesses finales
vxi ± ∆vmax

x .
Pour interpreter les pics de la distribution de vitesse, nous rappelons que la vi-

tesse finale (6.24) passe par des valeurs extrêmes aux positions d’impactxreb = ±a/4
où le gradient horizontal du potentiel est maximal (pour l’incidence normale, voir
la figure 6.2). Tous les atomes qui interagissent avec le réseau dans une bande in-
finitésimaledxreb autour des ces positions d’impact, contribuent à la même vitesse
finale, à une largeurdvxf près qui est d’ordre quadratique endxreb. La distribution de

3Le facteur2 dans l’équation (6.26) tient compte du fait que deux positions par période du réseau
correspondent à la même vitesse finale. Elles se trouvent de façon symétrique de part et d’autre de la
position où le gradient du potentiel est extrémum.
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Figure 6.5: Distribution de vitesse classique de particules réfléchies par une onde
évanescente stationnaire. Incidence normale. La vitessevxf est mesurée en unités de
vzi. Le transfert de vitesse maximal vaut∆vmax

x ≈ 0.04 vzi.

vitesse diverge donc aux valeurs extrêmes4 devxf = vxi ± ∆vmax
x . Nous notons que

l’intégrale de la distribution sur les pics divergents reste finie, puisque la distribution
est normalisée.

Pour la diffraction d’atomes, nous allons constater (au paragraphe 8.4.6) que la
distribution classique (6.26) donne l’enveloppe de la figure de diffraction, si toutefois
l’approche perturbative que nous avons suivie pour calculer le transfert de vitesse, est
valable.

6.2 Comparaison au calcul nuḿerique

La solution numérique des équations classiques du mouvement permet d’étudier de
façon quantitative jusqu’à quelle valeur du contraste l’approche perturbative reste va-
lable. Quand le contraste de l’onde stationnaire augmente,la trajectoire de l’atome
s’écarte de plus en plus de sa forme non perturbée. Nous caractérisons d’abord
cette déviation en incidence normale, en comparant le temps d’interaction aux
temps d’oscillation dans les modulations du potentiel. Nous identifions ainsi deux

4Un effet semblable est à l’origine de l’arc-en-ciel : un rayon lumineux réfracté par une goutte d’eau
est dévié par un angle qui dépend du paramètre d’impact du rayon. Les valeurs extrêmes de la déviation
angulaire du rayon correspondent aux angles où apparaissent les arcs-en-ciel. Voir aussi [105, 106] pour
un tel effet dans la diffusion d’atomes par un surface cristalline.
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régimes qui permettent d’interpréter les résultats numériques. Ensuite, nous étudions
l’influence du contraste sur la déviation des trajectoiresen incidence oblique.

6.2.1 Incidence normale

L’approche perturbative utilise la trajectoire non perturbée de l’atome qui est stricte-
ment verticale en incidence normale. Cependant, la vraie trajectoire s’écarte de l’axe
vertical sous l’influence du gradient horizontal du potentiel. Nous nous attendons à ce
que le calcul perturbatif soit une bonne approximation si ledéplacement de l’atome
dans la direction horizontale est petit à l’échelle de la période du réseau. Dans la limite
opposée, la trajectoire de l’atome est modifiée de façon importante, et l’atome effectue
alors un mouvement oscillatoire dans le potentiel.

Pour caractériser ces deux régimes, considérons un atome qui entre dans le poten-
tiel au〈〈 fond d’une vallée〉〉, autour de la positionx = a/2. En approximant le potentiel
(5.5) au fond de la vallée par un potentiel harmonique, on trouve que la fréquence
d’oscillationωx dans la direction horizontale est donnée par

ωx = 2q

√

ǫ Vmax

M
e−κz (6.27)

Dans la région asymptotique, le potentiel et par conséquent, la fréquenceωx

s’annulent. Quand l’atome entre dans le potentiel,ωx augmente et atteint sa valeur
maximale à la positionz = zreb(x = a/2) de la surface de rebroussement (6.16). La
valeur maximaleωmax

x de la fréquence d’oscillation vaut donc

ωmax
x =

q

κτint

√

2ǫ

1 − ǫ
. (6.28)

Le déplacement de l’atome dans la direction horizontale est faible si le temps
d’interactionτint est court, comparé à la période d’oscillation. Cette condition peut
s’exprimer sous la forme

ωmax
x τint =

q

κ

√

2ǫ

1 − ǫ
≪ 1, (6.29)

où le paramètreωmax
x τint donne l’ordre de grandeur du nombre d’oscillations pendant

le temps d’interaction. Nous appelons ce régime celui duréseau ǵeoḿetriquement
mince. La situation est illustrée sur la figure 6.6.

Le régime opposé est celui d’unréseau ǵeoḿetriquement́epais, cas dans lequel
l’atome oscille plusieurs fois dans la vallée de potentielpendant le temps d’interaction.
Ce régime est caractérisé par la condition

ωmax
x τint =

q

κ

√

2ǫ

1 − ǫ
>∼ 1. (6.30)
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Figure 6.6: Trajectoire classique dans un réseau géométriquement mince.

x

z

Figure 6.7: Trajectoire classique dans un réseau géométriquement épais.
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Figure 6.8: Transfert de vitesse horizontal maximal en incidence normale, en fonc-
tion du contraste. Points : résultats numériques. Tirets: prévision perturbative (6.31).
L’unité de vitesse est la vitesse incidentevzi. Les valeurs du paramètreωmax

osc τint sont
notées en haut de la figure. On a prisq = κ.

Nous illustrons cette situation sur la figure 6.7 par une trajectoire qui monte deux fois
sur les〈〈flancs〉〉 de la vallée.

Nous présentons maintenant les résultats d’un calcul numérique qui met en
évidence la transition du régime du réseau géométriquement mince vers celui du réseau
géométriquement épais. A cet effet, nous avons intégr´e les équations du mouvement
(6.1) numériquement, pour un certain nombre de positions initiales dans une demi-
période du réseau.5 Une fois que l’atome est sorti du réseau après la réflexion, les
vitesses horizontalesvxf permettent de calculer les valeurs maximales et minimales du
transfert de vitesse horizontal, et donc la largeur de la distribution de vitesse classique.

Sur la figure 6.8, nous montrons le transfert de vitesse maximal ∆vmax
x , en fonc-

tion du contraste de l’onde stationnaire. La ligne en tiretscorrespond à la prévision
perturbative (6.25) qui vaut, en incidence normale,

∆vmax
x = 2ǫ (q/κ) vzi. (6.31)

On voit sur la figure que le transfert de vitesse augmente lin´eairement avec le contraste
ǫ, en accord avec (6.31), jusqu’à une valeurǫ ≈ 0.2. Pour un contraste plus grand,
∆vmax

x s’écarte de la prévision perturbative, et on entre dans lerégime du réseau
géométriquement épais. Cette transition a lieu quand leparamètre de la condition du

5En incidence normale, les trajectoires de l’autre demi-période sont obtenues en utilisant la symétrie
de réflexionx 7→ −x du potentiel (5.5).
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Figure 6.9: Transfert de vitesse horizontal maximal (voir la figure 6.8), pour un réseau
plus épais (q = 3 κ).

réseau géométriquement mince (6.29) vaut

ωmax
x τint ≈ 0.7 (6.32)

Dans le régime du réseau géométriquement épais, le transfert de vitesse sature parce
que l’atome oscille dans le potentiel autour du fond d’une vallée. Le transfert de vi-
tesse est alors déterminée par l’ouverture angulaire de la vallée. Nous notons que cette
ouverture est proportionnelle au rapportκ/q entre les échelles horizontale et verticale
du potentiel.

A titre de comparaison, nous présentons sur la figure 6.9 le transfert de vitesse
maximal pour un réseau plus épais (le paramètreq/κ est plus grand). En comparant à
la figure 6.8, on constate que∆vmax

x augmente plus vite avec le contrasteǫ, en accord
avec (6.31). La transition vers le régime du réseau géom´etriquement épais a lieu pour
un contrasteǫ plus faible comme prévu par la condition (6.30). Nous constatons que
dans les deux cas (q = κ et q = 3κ), le nombre d’oscillationsωmax

x τint est à peu près
le même (6.32) à la transition entre les deux régimes. Unefois le régime du réseau
géométriquement épais atteint, le transfert de vitessesature à un niveau plus bas, de
l’ordre devzi(κ/q), en accord avec l’idée qu’il est fixé par l’ouverture angulaire des
vallées de potentiel.

Nous concluons de la comparaison au calcul numérique que l’approche perturba-
tive est valable quand le réseau de diffraction est géométriquement mince [la condi-
tion (6.29)].
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Figure 6.10: Exemple de distribution de vitesse finaleρcl(∆vx).

6.2.2 Incidence oblique

Rappelons que le calcul perturbatif prédit une décroissance du transfert de vitesse
lorsque l’on s’éloigne de l’incidence normale, parce que les oscillations de la force
qui agit sur l’atome sont moyennées sur un temps de l’ordre du temps d’interaction.
Le calcul numérique permet de vérifier si ce résultat reste valable, même si le contraste
ǫ de l’onde stationnaire est plus élevé.

Nous avons à cet effet calculé, en fonction de la vitesse horizontale incidentevxi,
les transferts de vitesse∆v±x (vxi) qui correspondent aux deux pics de la distribution de
vitesse finale. La figure 6.10 présente un exemple d’une telle distribution. Rappelons
que la distribution de vitesse (6.26) que nous avons obtenuedans l’approche perturba-
tive, présente les valeurs suivantes pour les transferts de vitesse∆v±x (vxi)

calcul perturbatif : ∆v±x (vxi) = ±∆vmax
x = ±2ǫ (q/κ) vzi β

(
2qvxi

κvzi

)

(6.33)

où nous avons explicité la dépendance devxi. Le calcul perturbatif prédit donc que les
deux pics de la distribution de vitesse finale sont symétriques par rapport au transfert
de vitesse zéro, et que les transferts de vitesse (6.33) prennent leurs valeurs extrêmes
±2ǫ(q/κ)vzi en incidence normale, donc pour une vitesse incidentevext

xi nulle :

calcul perturbatif : vext
xi = 0. (6.34)

Lorsquevxi augmente, l’expression (6.33) pour les transferts∆v±x (vxi) décroı̂t, avec
une échelle de vitesse caractéristiqueδvxi qui est donnée par la largeur du facteur
d’obliquitéβ(2qvxi/κvzi) :

calcul perturbatif : δvxi ≃ (κ/q)vzi. (6.35)
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Figure 6.11: Transferts de vitesse pour les pics de la distribution de vitesse, en fonc-
tion de la vitesse incidente horizontalevxi. Trait plein : résultats numériques, tirets :
calcul analytique perturbatif. Les vitesses sont donnéesen unités de la vitesse inci-
dente normalevzi. Les courbes correspondent aux contrastesǫ = 0.03, 0.1, 0.3 (en
s’éloignant de l’axe horizontal). On a prisq = κ.

Nous comparons sur la figure 6.11 le résultat perturbatif (6.33) au résultat du
calcul numérique. Les courbes correspondent à des différentes valeurs du contraste
ǫ. On constate que les deux approches sont en bon accord pour uncontraste faible
(les courbes proches de l’axe horizontale). Par contre, pour un contraste plus élevé,
les transferts de vitesse∆v±x ne sont plus symétriques par rapport à∆vx = 0. En
outre, leurs extremums ne correspondent plus à l’incidence normale. Le maximum de
∆v+

x (vxi) est plutôt atteint pour une vitesse incidentevxi négative. Inversément, le mi-
mimum de∆v−x (vxi) se trouve à une vitessevxi positive.6 En revanche, les valeurs des
transferts∆v±x aux extremums sont en accord avec l’extremum en incidence normale,
±2ǫ(q/κ)vzi, de la prediction perturbative (6.33).

Pour interpréter ce comportement, nous allons étudier les trajectoires tracées sur les
figures 6.12 et 6.13. Leurs positions d’impact se trouvent l`a où le gradient horizontal
du potentiel est le plus grand. Rappelons que ce sont ces trajectoires qui correspondent
aux pics de la distribution de vitesse finale. Sur les figures,la courbe en pointillées
représente la surface de rebroussement7 zreb(x).

Considérons d’abord les trajectoires〈〈N〉〉 de la figure 6.12 qui sont incidentes en
incidence normale. On constate qu’elles n’atteignent pas exactement la surface de re-
broussement. La raison en est qu’elles sont déjà soumisesau gradient du potentiel

6Notons que ceci est une conséquence de la symétriex 7→ −x du potentiel.
7En incidence oblique, il faut inclure la composante de vitesse horizontalevxi dans l’énergie

cinétique incidente pour calculer la surface de rebroussementzreb(x) (6.16).



110 Diffraction

0 0.5 1 x/a

0

1

2

K z
0 0.5 1 x/a

0

1

2

N N

Figure 6.12: Trajectoires classiques pour le transfert de vitesse maximal. Incidence
normale. Pointillées : surface de rebroussement. Contraste ǫ = 0.5.
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Figure 6.13: Trajectoires classiques pour le transfert de vitesse maximal. Incidence
oblique. Pointillées : surface de rebroussement.
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au-dessusde la surface de rebroussement. Les trajectoires sont courbées par la com-
posante du gradient perpendiculaire à la vitesse atomiqueet par conséquent, elles ne
pénètrent pas davantage dans le réseau où la force est plus grande. En outre, leur com-
posante de vitesse perpendiculaire à la force est conserv´ee. Elles subissent donc un
transfert de vitesse moins grande que si elles atteignaientla surface de rebroussement.

Les trajectoires〈〈R± 〉〉 de la figure 6.13 sont incidentes en incidence oblique. Leur
vitesse incidente et leurs positions d’impact sont choisies telles qu’elles correspondent
à l’extremum pour le transfert de vitesse∆v−x (vxi). La trajectoire〈〈R− 〉〉 (transfert
de vitesse∆v−x ) atteint la surface de rebroussement sur une pente positiveet y est
rétroréfléchie. Pour cette raison, son transfert de vitesse est plus important que ce-
lui des trajectoires〈〈N〉〉 : elle s’arrête sur la surface de rebroussement, et sa vitesse est
complètement renversée. Cet argument montre que le transfert de vitesse peut être plus
important en incidence oblique qu’en incidence normale.

La trajectoire〈〈R+ 〉〉 s’approche de la surface de rebroussement au voisinage d’une
pente négative. Toutefois, avant de l’atteindre, elle en est déviée par le gradient du
potentiel, comme les trajectoires〈〈N〉〉, et son transfert de vitesse∆v+

x est moins im-
portant que celui de la trajectoire〈〈R− 〉〉. Ceci explique pourquoi, en incidence oblique,
les positions des deux pics dans la distribution de vitesse ne sont pas symétriques par
rapport à∆vx = 0 (voir la distribution sur la figure 6.10).

Les propriétés de la trajectoire〈〈R− 〉〉 énoncées ci-dessus permettent de calculer la
valeur extrême du transfert de vitesse∆v−x : d’abord, puisqu’elle est rétroréfléchie en
elle-même, son transfert de vitesse est relié à la vitesse incidente par

∆v−x
(

vext
xi

)

= −2vext
xi (6.36)

Cette relation est réprésentée par la droite en pointillées sur la figure 6.11. On constate
que le minimum du transfert de vitesse∆v−x (vxi) se trouve en effet sur cette droite.
D’autre part, elle arrive perpendiculairement à la surface de rebroussement. Dans la
limite d’un contraste faible, la pente la plus grande de la surfacezreb(x) vautǫ(q/κ).
En approximant l’angle entre la trajectoire à la position d’impact et l’axe vertical par
l’angle d’incidence, on trouve alors la vitesse incidente

calcul numérique : vext
xi ≃ ǫ(q/κ)vzi. (6.37)

Les relations (6.36) et (6.37) impliquent que la valeur extrême du transfert de vi-
tesse vaut

∆v−x (vext
xi ) = −2ǫ(q/κ)vzi, (6.38)

en accord avec la valeur extrême (β = 1) de la prévision perturbative (6.33).

Remarque. Ce raisonnement permet de confirmer, pour l’incidence oblique aussi, le
critère de validité (6.29) du calcul perturbatif. Rappelons à cet effet que la vitessevext

xi

(6.37) pour laquelle le transfert de vitesse est extrême, est différente de la prévision
perturbative (6.34). En comparant à la figure 6.11, nous pouvons estimer que le calcul



112 Diffraction

perturbatif est valable si ce déplacement de l’extremum dutransfert de vitesse est petit
par rapport à sa largeur caractéristiqueδvxi (6.35) :

vext
xi ≪ δvxi (6.39)

On en déduit le critère suivant

ǫ
q2

κ2
≪ 1. (6.40)

Pour un contraste faible, il est équivalent à celui du réseau géométriquement mince
(6.29) introduit dans le paragraphe précédent.
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Annexe

6.A Calcul du transfert de vitesse au premier ordre

Nous calculons dans cette annexe le transfert de vitesse horizontal au premier ordre
ainsi que le facteur d’obliquitéβ(ξ) défini à l’équation (6.12).

Dans l’équation du mouvement au premier ordre (6.8), nous faisons le changement
de variable

t 7→ τ = t/τint. (6.A.1)

La vitesse horizontale au premier ordre prend alors la forme

v(1)
x (t) = ǫ

qvzi

κ
Im e2iqxreb

t/τint∫

−∞

dτ ′
eiξτ ′

cosh2 τ ′
(6.A.2)

où ξ = 2qvxiτint. Il suffit donc de calculer la fonction complexe

F (ξ, τ) ≡
τ∫

−∞

dτ ′
eiξτ ′

cosh2 τ ′
. (6.A.3)

Nous notons que la même fonction détermine l’action au premier ordre enǫ
[l’équation (8.45)] :

S
(1)
out(tf) = −ǫMvzi

2κ
Re

[

e2iqxrebF (ξ, τ = (tf − tout)/τint)
]

. (6.A.4)

6.A.1 Limite de temps infini

Nous calculons d’abord la valeur deF (ξ, τ) dans la limiteτ → ∞. L’intégrale (6.A.3)
devient alors la transformée de FOURIER de1/ cosh2 τ :

F (ξ,∞) =

∞∫

−∞

dτ ′
eiξτ ′

cosh2 τ ′
. (6.A.5)

Nous observons les propriétés suivantes

1. pourξ réel,F (ξ,∞) est une fonction réelle et paire deξ parce que l’intégrand
est pair ;

2. comme la primitive de1/ cosh2 τ esttanh τ , F (ξ=0,∞) = 2.

Sans restriction de généralité, nous pouvons alors supposer queξ > 0. Dans le plan
complexe pour la variableτ ′, nous fermons le chemin d’intégration par un demi-cercle
à l’infini dans le demi-plan supérieurIm τ ′ > 0. Ce cercle ne contribue pas à l’intégrale
à cause de l’exponentielleeiξτ ′

. L’intégrand a des pôles dans le demi-plan supérieur aux



114 Diffraction

positionsτn = iπ(2n + 1)/2, n = 0, 1, . . . et se comporte comme−eiξτ ′
/(τ ′ − τn)2

autour des pôles. Le théorème de CAUCHY donne alors l’intégrale sous la forme d’une
série géométrique dont la somme vaut

F (ξ,∞) = 2πi(−iξ)
∞∑

n=0

e−π(n+1/2) =
πξ

sinh(πξ/2)
= 2β(ξ). (6.A.6)

On constate que ce résultat vérifie les propriétés énoncées ci-dessus.

6.A.2 Cas ǵenéral

Le changement de variableτ 7→ x = eτ transforme l’intégrale (6.A.3) en

F (ξ, τ) = 4

eτ
∫

0

dx
x1+iξ

(1 + x2)2
. (6.A.7)

Nous développons le facteur(1 + x2)−2 en une série binomiale et intégrons terme par
terme. La convergence àx = 0 est assurée par le facteurx dans le numérateur. On
obtient alors

F (ξ, τ) = 2e2τ+iξτ
∞∑

n=0

(−1)n n+ 1

n+ 1 + iξ/2
e2nτ , (6.A.8)

ce que l’on peut écrire à l’aide de la fonction hypergéom´etrique8

2F1(a, b ; c ; z) =
Γ(c)

Γ(a) Γ(b)

∞∑

n=0

Γ(a+ n) Γ(b+ n)

Γ(c+ n)

zn

n!
(6.A.9)

sous la forme

F (ξ, τ) =
2

1 + iξ/2
e2τ+iξτ

2F1(2, 1 + iξ/2 ; 2 + iξ/2 ;−e2τ ). (6.A.10)

Dans la limiteτ → −∞, (6.A.9) montre que la fonction hypergéométrique dans
(6.A.10) tend vers l’unité de sorte queF (ξ, τ) ∝ e2τ ≪ 1. Ceci correspond phy-
siquement au fait que l’atome est loin du point de rebroussement et n’a pas encore
interagi avec le réseau.

Pour obtenir le comportement deF (ξ, τ) aux temps longs, nous observons que le
changement de variableτ 7→ −τ dans l’intégrale (6.A.3) implique la relation

F (ξ, τ) = 2β(ξ) − F (ξ,−τ)∗, (6.A.11)

si ξ est réel. Nous avons donc

τ → +∞ : F (ξ, τ) ≈ 2β(ξ)− 2

1 − iξ/2
e−2τ−iξτ . (6.A.12)

Le transfert de vitesse (et le déphasage) s’approche donc de sa valeur asymptotique sur
une échelle de temps caractéristique donné par le temps d’interactionτint.

8ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., chap. 15.



Chapitre 7

La diffraction d’atomes dans
l’approximation de BORN

Introduction

Nous abordons maintenant l’étude de la figure de diffraction atomique. L’atome est
décrit par une fonction d’onde qui est une solution de l’équation de SCHRÖDINGER.
Une nouvelle échelle de longueur apparaı̂t dans cette description, qui est la longueur
d’onde deDE BROGLIE de l’atome incident. Nous pouvons alors distinguer entre les
deux cas limite d’une longueur d’onde atomique soit petite,soit grande comparée aux
échelles caractéristiques du réseau de diffraction. Lepremier cas correspond au régime
semi-classique où la figure de diffraction s’approche de ladistribution de vitesse clas-
sique. Le deuxième cas représente le régime quantique o`u la nature ondulatoire de
l’atome joue un rôle important pour déterminer la figure dediffraction.

Le premier paragraphe formule le problème de la diffraction d’atomes. Nous iden-
tifions les angles de diffraction et introduisons ensuite lafonction d’onde atomique
sous la forme d’un état stationnaire de diffusion.

Dans le deuxième paragraphe, nous commençons le calcul des populations des
ordres de la figure de diffraction. Nous présentons un calcul perturbatif à l’aide de
l’approximation de BORN au premier ordre. Cette approximation consiste à développer
la fonction d’onde jusqu’au premier ordre par rapport au contrasteǫ du réseau de dif-
fraction. Elle n’est valable que pour un contraste suffisamment faible de sorte que la
fonction d’onde diffère peu de celle obtenue pour un potentiel non modulé. Les po-
pulations des ordres non spéculairesn = ±1 dans la figure de diffraction sont alors
faibles devant l’unité, et la plus grande partie de la population atomique reste dans
l’ordre spéculairen = 0.

Bien qu’elle soit limitée au régime perturbatif, l’approximation de BORN permet
de calculer la figure de diffraction quelle que soit la longueur d’onde de l’onde ato-
mique incidente. Par conséquent, nous pouvons nous en servir dans les deux régimes
semi-classique et quantique. Dans le troisième paragraphe, nous étudierons la limite
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semi-classique de la diffraction, pour une vitesse incidente beaucoup plus grande que
la vitesse de recul. Nous montrons en particulier l’influence de l’épaisseur non nulle de
l’onde évanescente sur l’efficacité de la diffraction. Lafigure de diffraction est com-
parée à la distribution de vitesse classique étudiée auchapitre précédent. Au quatrième
paragraphe, le régime quantique (avec une vitesse incidente inférieure à la vitesse
de recul) permet de faire un rapprochement entre la diffraction d’atomes par l’onde
évanescente stationnaire et celle de la lumière par un réseau métallique.

7.1 Présentation du probl̀eme

7.1.1 La théorie cinématique

Les ordres de diffraction

Supposons pour commencer que l’onde atomique soit incidente sur le potentiel di-
polaire (5.5) dans le planxOz, comme représenté à la figure 7.1. Puisque le poten-
tiel dipolaire s’annule dans la région asymptotique loin de la surface du diélectrique,
l’onde atomique y est une onde plane. SoientλdB sa longueur d’onde etθi son angle
d’incidence, mesuré par rapport à la direction normale. Comme le réseau est invariant
suivant la directionOy, la composantey de la quantité de mouvement atomique est
conservée et les ondes diffractées se propagent également dans le planxOz. Comme
le potentiel dipolaire du réseau de diffraction est indépendant du temps, l’énergie
est conservée et dans la région asymptotique, l’atome diffracté a la même énergie
cinétique que l’atome incident. La longueur d’onde des ondes diffractées vaut donc
égalementλdB. Nous notonsθn l’angle entre l’onde diffractée dans l’ordren et la
normale.

Les angles de diffractionθn sont déterminés par la condition que les ondes ato-
miques réfléchies par le réseau interfèrent de façon constructive dans cette direction.
Sur la figure 7.1, nous représentons les ondes atomiques pardes fronts d’ondes as-
sociés à des trajectoires classiques. Pour que l’interf´erence soit constructive, il faut
que la différence de marche entre les ondes réfléchies pardeux périodes voisines du
réseau soit un multiple entier de la longueur d’onde atomique. Sur la figure 7.1, cette
différence de marche correspond à la différence de〈〈chemin atomique〉〉 AB − A′B′.
Nous notons que la périodicité du réseau implique que lesdeux trajectoires atomiques
(A → C etC ′ → B′) sont simplement décalées l’une par rapport à l’autre. Pour cal-
culer leur différence de marche, on peut donc se placer dansla région asymptotique où
les trajectoires sont droites.1 Nous sommes alors ramené à la construction habituelle
des angles de diffraction : la différence de marche est donnée parCB − A′C ′ et l’on
trouve l’équation suivante pour l’angleθn

a (sin θn − sin θi) = nλdB, n = 0,±1, . . . (7.1)

1Le fait que les trajectoirs soient courbes à l’intérieur du réseau n’a donc pas d’influence sur les
angles de diffraction.
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θi θn

Figure 7.1: Construction des angles de diffraction.

oùa est la période du réseau (5.3).
Au lieu de caractériser les ordres de diffraction par les angles θn, nous calcu-

lons maintenant leurs vecteurs d’onde. Le vecteur d’onde incident a les composantes
(kxi,−kzi) dans le plan d’incidence, avec

kxi = ki sin θi, kzi = ki cos θi. (7.2)

Sa composante normale est négative parce que l’onde incidente se propage vers le
réseau de diffraction. Le moduleki du vecteur d’onde incident est relié, d’une part,
à la longueur d’onde de BROGLIE par la relationki ≡ 2π/λdB. D’autre part, il est
proportionnel au modulevi de la vitesse incidente de l’atome, grâce à la formule de
DE BROGLIE

h̄ki =
h

λdB
= Mvi. (7.3)

Les composantes(kxn, kzn) des vecteurs d’onde diffractés sont données par des ex-
pressions analogues à (7.2) en fonction des anglesθn.

La condition d’interférence constructive (7.1) s’écritalors

kxn = kxi +
2πn

a
= kxi + 2nq, n = 0,±1, . . . (7.4)

Dans la directionOx parallèle au pas du réseau, l’onde atomique diffractée reçoit
donc un transfert de vecteur d’onde égal à un vecteur2nq du réseau réciproque du
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kxi kxi + 2q

kxi + qkxi − q

kxi − 2q

E
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E
−

E
+

E
−

Figure 7.2: Interprétation de la diffraction à l’aide de processus d’absorption et
d’émission stimulée.

potentiel périodique. Par conservation d’énergie, la composante normale du vecteur
d’onde diffracté vaut

kzn =
√

k2
zi − 4nq (kxi + nq), n = 0,±1, . . . (7.5)

Remarque 1. Dans le régime quantique où la longueur d’onde deDE BROGLIE est
grande devant les échelles spatiales du réseau, il n’est plus possible d’attribuer des tra-
jectoires classiques à l’onde atomique diffractée. L’onpourrait alors remettre en cause
la démonstration de la figure 7.1. Mais, nous pouvons interpréter l’équation (7.4) de
façon complètement quantique, en invoquant des processus d’absorption et d’émission
stimulée (voir la figure 7.2) : par exemple, lorsque l’onde atomique absorbe un photon de
l’onde évanescenteE+ qui se propage dans la direction desx croissants [voir le champ
lumineux (5.1)], elle reçoit un transfert de vecteur d’onde+q ; l’émission stimulée d’un
photon dans l’onde contra-propageanteE− lui communique un autre transfert+q. Après
le processus complet, le vecteur d’onde horizontal de l’onde atomique a donc changé de
+2q, alors que l’énergie (la fréquence) de l’onde atomique est conservée parce que les
deux ondes lumineuses ont la même fréquence et que le processus d’émission est sti-
mulé.

Si nous nous plaçons dans un référentiel en co-mouvementavec l’atome, l’effet
DOPPLERdéplace les fréquences des deux ondes lumineuses d’une quantité∆D = qvxi.
L’énergie de l’atome change alors d’une quantité2h̄∆D après un processus d’absorption
et d’émission stimulée. Ce changement d’énergie correspond au terme croisé (ennq)
dans l’expression (7.5) pour le vecteur d’onde diffractékzn. Le dernier terme (enn2q2)
dans cette formule représente〈〈 l’effet de recul〉〉 qui provient du changement de vitesse
de l’atome lors de l’absorption d’un photon.

Remarque 2. Si le plan d’incidence atomique ne se confond pas avec le planxOz
(voir la figure 7.3), il suffit d’ajouter aux expressions (7.4) et (7.5) la conservation de la
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x
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φ i

Figure 7.3: Plan d’incidence atomique en dehors du planxOz.

composantey du vecteur d’onde

kyn = kyi, n = 0,±1, . . . (7.6)

pour déterminer les vecteurs d’onde des ondes diffractées. Nous notons que le transfert
de vecteur d’onde s’effectue encore le long de la directionOx, la diffraction fait alors
sortir l’onde atomique de son plan d’incidence. Les équations (7.4) et (7.6) donnent
alors les conditions suivantes pour les angles de diffraction (θn, φn)

a (sin θn cos φn − sin θi cos φi) = nλdB , (7.7a)

sin θn sinφn − sin θi sinφi = 0, (7.7b)

où les anglesφi,n repèrent le plan d’incidence atomique et le plan de l’onde dif-
fractée par rapport au planxOz. Ces expressions remplacent la condition d’interférence
constructive (7.1). Une telle géométrie de diffraction d’atomes a été utilisée par le
groupe de Vincent LORENT à l’Université de Paris-Nord [13].

La construction d’EWALD

Il est instructif de se représenter les ordres de diffraction à l’aide de la construction
d’EWALD (voir la figure 7.4). A cause de la conservation de l’énergie, le vecteur d’onde
atomique incident et les vecteurs d’onde diffractés se trouvent sur la même sphère.
Comme par ailleurs la composantey du vecteur d’onde est conservée, on peut se res-
treindre à une coupe circulaire de cette sphère. Cette coupe est représentée par le cercle
de la figure 7.4 dont le rayon vautki. Les composantes horizontaleskxn (7.4) des vec-
teurs d’onde diffractés se trouvent sur un ensemble de lignes verticales équidistantes
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Figure 7.4: La construction d’EWALD pour les ordres de diffraction.
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de 2q qui correspond au réseau réciproque du potentiel dipolaire périodique. On ob-
tient les vecteurs d’onde diffractés aux points d’intersection entre le cercle et le réseau
réciproque. Nous notons qu’il n’y a qu’un nombre fini d’intersections, le nombre des
ordres qui apparaissent dans la figure de diffraction est donc limité.

A l’aide de la construction d’EWALD , nous étudions maintenant l’influence de
la hauteur de la barrière de potentiel sur les ordres qui sont accessibles dans la fi-
gure de diffraction. Nous rappelons que la vitesse maximalevmax introduite dans (5.8)
fixe un vecteur d’onde maximalkmax ≡ Mvmax/h̄. La condition de réflexion (5.10)
correspond alors à une limite horizontale dans le diagramme d’EWALD : les atomes
sont réfléchis si leur vecteur d’onde se trouve en-dessousde cette ligne.2 Nous nous
limiterons au cas où le vecteur d’onde maximalkmax est beaucoup plus grand que
l’espacement2q entre les ordres.3

Nous pouvons alors distinguer quatre régimes différentspour le nombre des ordres
accessibles dans la figure de diffraction :

1. Tout d’abord, si le vecteur d’onde incidentki est inférieur au pas élémentaire2q
du réseau réciproque du potentiel, seul l’ordre spéculaire existe dans la figure de
diffraction, quel que soit l’angle d’incidence (voir la figure 7.5 à gauche). Les
transferts de vecteur d’onde sont alors interdits par la conservation d’énergie.
(En fait, les vecteurs d’onde diffractéskzn sont tous imaginaires de sorte que les
ondes diffractées ne peuvent se propager dans la région asymptotique au-dessus
du réseau. De telles〈〈ondes atomiques évanescentes〉〉 restent localisées dans le
réseau de diffraction.)

Ce régime est difficile à réaliser expérimentalement parce que la vitesse inci-
dente dans le planxOz doit être inférieure à̄hq/M , ce qui est de l’ordre de la
vitesse de recul̄hkL/M . Une solution possible est de choisir le planyOz comme
plan d’incidence et d’utiliser l’incidence rasante pour r´eduire les vitesses ato-
miques dans les directionsOx etOz.

2. Pour un vecteur d’onde incidentki de l’ordre de quelquesq, un petit nombre
d’ordres non spéculaires apparaissent dans la figure de diffraction, avec de
grandes séparations angulaires. (Voir la figure 7.5 à droite.) Comme la longueur
d’onde atomique est alors comparable à la période du réseau, ce régime est do-
miné par les effets ondulatoires. Pour une réalisation expérimentale possible,
voir 1.

2En principe, il est possible que l’atome gagne de l’énergiecinétique pendant qu’il sort du réseau
de diffraction et que son vecteur d’onde normalkzf soit plus grand quekmax. Mais c’est un problème
de la théorie dynamique de la diffraction de déterminer lavaleur maximale dekzf . Pour l’instant, nous
allons nous contenter de comparer les vecteurs d’onde diffractés àkmax.

3Dans les réalisations expérimentales du miroir à l’ondeévanescente, la vitesse maximalevmax

est généralement grande devant la vitesse de reculh̄kL/M . Comme le vecteur d’ondeq de l’onde
stationnaire est de l’ordre du vecteur d’onde optiquekL, la conditionkmax ≫ q est donc généralement
satisfaite.
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Figure 7.5: Construction d’EWALD pour une énergie incidente très basse. A gauche :
ki < q. A droite :ki

>∼ q.

3. Ensuite, pour un vecteur d’onde incidentki beaucoup plus grand queq, mais
inférieur au vecteur d’onde maximalkmax, un grand nombre d’ordres est ac-
cessibles, indépendamment de l’angle d’incidence (voir la figure 7.6). Cette si-
tuation est généralement réalisée dans les expériences de réflexion d’atomes en
incidence normale. La séparation angulaire entre les ordres de diffraction est
alors petite : à partir de (7.1), on trouve qu’en incidence normale (θi = 0), les
angles des premiers ordres valent approximativement

θ±1 ≈ ±2q

ki

; (7.8)

et qu’en incidence rasante (θi → π/2), l’angle de l’ordren = −1 vaut

θ−1 ≈
π

2
− 2

√

q

ki
. (7.9)

(En incidence rasante, les ordresn = +1,+2, . . . sont interdits par la conser-
vation d’énergie.) Nous notons qu’en incidence rasante, la séparation angu-
laire entre les ordres de diffraction est plus grande qu’en incidence normale.
La construction d’EWALD montre que cet effet provient des différents angles
d’intersection entre le cercle de la conservation d’énergie et le réseau réciproque.

4. Si finalement le vecteur d’onde incidentki est beaucoup plus grand quekmax,
les atomes ne peuvent être réfléchis que s’ils sont incidents au voisinage de
l’incidence rasante. Les ordres qui apparaissent dans la figure de diffraction sont
alors déterminés par les conditions0 < kzn < kmax (voir la figure 7.7). Les
premières expériences de diffraction d’atomes ont étéréalisées dans ce régime
[12, 13] parce qu’il peut être atteint avec un faisceau atomique de vitesse élevée.
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Figure 7.6: Construction d’EWALD pour une énergie incidente élevée, mais inférieure
à la hauteur de la barrière de potentiel :q ≪ ki < kmax.
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Figure 7.7: Ordres de diffraction pour une énergie incidente au-dessus de la hauteur de
la barrière de potentiel :ki ≫ kmax.
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Remarque.La séparation angulaire entre les ordres de diffraction est une quantité im-
portante pour des raisons expérimentales : comme on mesuregénéralement les compo-
santes des vitesses atomiques perpendiculaires à la direction de l’ordre spéculaire, les
écarts entre les ordres de la figure de diffraction sont proportionnels à leurs séparations
angulaires. En incidence normale, une résolution de vitesse de l’ordre de la vitesse de
recul h̄kL/M est nécessaire pour résoudre les ordres de diffraction. En revanche, une
résolution de vitesse de l’ordre de

√

(h̄kL/M)vxi suffit en incidence rasante.

7.1.2 L’état stationnaire de diffusion

L’ équation deSCHRÖDINGER

Nous nous plaçons dans le point de vue de l’équation de SCHRÖDINGER stationnaire
pour formuler le problème de la diffraction d’atomes. Nouscherchons la fonction
d’onde atomique sous la forme d’un état stationnaire de diffusion : un tel état est solu-
tion de l’équation de SCHRÖDINGER stationnaire4

− h̄2

2M

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)

ψ(x, z) + V (x, z)ψ(x, z) = Ei ψ(x, z) , (7.10)

oùV (x, z) est le potentiel dipolaire (5.5) de l’onde évanescente stationnaire. La valeur
propre de l’énergieEi est donnée par les composantes du vecteur d’onde incident dans
le planxOz et vaut

Ei =
h̄2

2M
k2

i =
h̄2

2M

(

k2
xi + k2

zi

)

. (7.11)

Conditions asymptotiques

Nous imposons deux conditions à l’état stationnaire de diffusion. La première porte
sur son comportement dans la région asymptotique où le potentiel dipolaire s’annule :

z → +∞ :

ψ(x, z) = exp i (kxix− kziz) +
∑

n

an exp i (kxnx+ kznz) . (7.12)

Dans cette région, la fonction d’onde contient l’onde incidente et une somme d’ondes
diffractées5 dont les vecteurs d’ondes sont données par la théorie cin´ematique du pa-
ragraphe précédent [les équations (7.4) et (7.5)]. Les coefficients complexesan de
cette somme sont lesamplitudes de diffraction. Leurs normalisations ainsi que leurs
phases sont fixées par la forme de l’onde incidente et des ondes diffractées dans le

4Comme la composantey du vecteur d’onde atomique est conservée (7.6), la dépendance eny de la
fonction d’onde atomique se réduit à un facteur multiplicatif exp ikyiy que nous omettons.

5La somme dans (7.12) ne contient que les ondes diffractées dont la composantekzn (7.5) du
vecteur d’onde est réelle. Des valeurs imaginaires dekzn correspondent à des〈〈ondes atomiques
évanescentes〉〉 qui ne contribuent pas à la fonction d’onde dans la région asymptotiquez → +∞.
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développement asymptotique (7.12). Nous verrons au paragraphe suivant que les am-
plitudes de diffraction déterminent les populations des ordres de la figure de diffraction
atomique.

La deuxième condition asymptotique concerne le comportement de la fonction
d’onde à l’intérieur du réseau de diffraction. Du point de vue classique, l’atome ne
peut entrer dans la régionz < zreb(x) au-dessous de la surface de rebroussement parce
que l’énergie potentielle y est supérieure que l’énergie cinétique incidente.6 La fonc-
tion d’onde atomique doit donc y tendre vers zéro :

z → −∞ : ψ(x, z) → 0. (7.13)

Dans cette formulation, nous supposons que l’expression dupotentiel dipolaire (5.5)
est valable pour toutes les positionsz, nous ne tenons donc pas compte de la surface du
diélectrique qui limite la hauteur de la barrière de potentiel. Cette approche est justifiée
si l’énergie incidente est suffisamment faible pour que la surface de rebroussement
classique se trouve loin de la surface du diélectrique : à cause de la décroissance de la
fonction d’onde dans la région classiquement interdite, la probabilité de présence de
l’atome à proximité de la surface est alors petite, si bienque nous pouvons négliger
son interaction avec la surface.

Les populations des ordres de diffraction

Dans le développement asymptotique (7.12), considéronsl’onde diffractée d’ordren.
Son courant de probabilitéjn vaut

jn = C Re
h̄kn

M
|an|2, (7.14)

où le facteur globalC normalise la fonction d’onde de façon à représenter une proba-
bilité de présence. Le nombre d’atomes diffractés par unité de temps et par unité de
surface du planxOy où se trouve le réseau, est donc donné par7

dNn

dA dt
= jzn = C Re

h̄kzn

M
|an|2 . (7.15)

D’autre part, le nombre d’atomes incidents par unité de temps et unité de surface est
donné par le courant de probabilité de l’onde incidente dans (7.12), ce qui donne

dNi

dA dt
= C

h̄kzi

M
. (7.16)

6Pour un contraste maximalǫ = 1, une particule classique peut traverser le réseau〈〈au fond des
vallées〉〉 où le potentiel s’annule. Du point de vue quantique, par contre, la fréquence d’oscillationωx

au fond de la vallée [voir l’équation (6.27)] devient ultimement tellement grande que l’énergie du point
zéro 1

2 h̄ωx est supérieure à l’énergie incidente et que l’onde atomique est réfléchie.
7A cause de la partie réelleRe dans (7.15), les ondes atomiques évanescentes pour lesquelles kzn

est imaginaire, ne donnent aucun atome diffracté.
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Nous définissons alors une probabilité de diffraction en normalisant le nombre
d’atomes diffractés (7.15) par le nombre d’atomes incidents (7.16). C’est cette proba-
bilité que nous identifions à la populationwn de l’ordren dans la figure de diffraction :

wn = Re
kzn

kzi
|an|2 . (7.17)

Puisque nous supposons dans la condition asymptotique (7.13) qu’il n’y a pas de trans-
mission à travers la barrière de potentiel, le nombre total d’atomes diffractés, sommé
sur tous les ordres, est égal au nombre d’atomes incidents.Les populations des ordres
sont donc normalisées telles que

∑

n

wn = 1. (7.18)

7.2 Calcul perturbatif de la figure de diffraction

7.2.1 Principe du calcul

Par analogie avec le calcul perturbatif de la trajectoire classique de l’atome (6.7), nous
écrivons la fonction d’onde atomiqueψ(x, z) sous la forme d’un développement

ψ(x, z) = ψ(0)(x, z) + ψ(1)(x, z) + . . . (7.19)

oùψ(0)(x, z) est la fonction d’onde pour un contrasteǫ nul, etψ(1)(x, z) est la correc-
tion au premier ordre enǫ. Dans l’approximation de BORN, nous supposons que cette
correction est petite par rapport à la fonction d’onde non perturbée

∣
∣
∣ψ(1)(x, z)

∣
∣
∣≪

∣
∣
∣ψ(0)(x, z)

∣
∣
∣ . (7.20)

Nous pouvons alors résoudre l’équation de SCHRÖDINGER ordre par ordre enǫ : pour
un contraste nul, on trouve le potentiel exponentiel non modulé de l’onde évanescente
simple, pour lequel les fonctions d’ondesψ(0)(x, z) ont été calculées dans la partie
précédente.8 Au premier ordre par rapport au contraste, l’équation de SCHRÖDINGER

(7.10) donne l’équation suivante

− h̄2

2M

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)

ψ(1)(x, z) + Vmax e−2κzψ(1)(x, z) + (7.21)

+ǫ Vmax cos 2qx e−2κzψ(0)(x, z) = Ei ψ
(1)(x, z) .

Nous notons que dans cette équation, la partie modulée du potentiel n’agit que sur
la fonction d’onde non perturbéeψ(0)(x, z) qui est une fonction donnée. Nous allons

8A cause de la réflexion par le potentiel non modulé, les fonctions d’onde non perturbéesψ(0)(x, z)
diffèrent d’ondes planes. C’est pour cette raison que dansce contexte, l’approximation de BORN est
aussi appelée〈〈approximation de BORN à partir d’ondes modifiées〉〉 (distorted wave Born approxima-
tion) [58].
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résoudre l’équation (7.21) en utilisant une fonction de GREEN. Le développement de
la fonction d’ondeψ(1)(x, z) dans la région asymptotiquez → ∞ donne alors les am-
plitudes de diffraction. Nous devons nous assurera posterioride la validité du résultat
en vérifiant que la condition (7.20) est satisfaite.

Remarque.Une présentation alternative de l’approximation de BORN est basée sur la
règle d’or de FERMI : dans ce cadre, la partie modulée du réseau de diffractioninduit
des transitions entre les fonctions d’ondes non perturbées, qui sont caractérisées par une
section efficace différentielle de diffusion donnée par

dΣ

dΩf
=

2π

h̄

1

ji

∣
∣
∣

〈

ψ̄
(0)
f (r)

∣
∣
∣ ǫVmax cos 2qx e−2κz

∣
∣
∣ψ̄

(0)
i (r)

〉∣
∣
∣

2 dnf

dE dΩf
. (7.22)

Cette approche présente néanmoins de nombreux inconvénients d’ordre technique. La
section efficace (7.22) est formulée pour une situation en trois dimensions, les fonctions
d’ondes initiale et finalēψ(0)

i,f (r) doivent être normalisées, et pour obtenir les probabi-
lités de diffraction, il est nécessaire de normaliser la section efficace elle-même. Dans
l’annexe 7.A, nous montrons l’équivalence entre cette approche et la démarche que nous
suivons dans ce paragraphe-ci.

7.2.2 Solution non perturb́ee

Nous rappelons qu’en absence de modulation, la fonction d’onde est donnée par le pro-
duit direct d’une onde plane (dans la direction horizontale) et d’une fonction propre
φkzi

(z) du potentiel dipolaire d’une onde évanescente simple (dans la direction nor-
male). La fonction propreφkzi

(z) est donnée à l’équation (7.B.29). Dans la région
asymptotique loin de l’onde évanescente, elle a le comportement asymptotique suivant

z → ∞ : φkzi
(z) = sin

[

kziz + 1
2
∆ϕ(kzi)

]

, (7.23)

où∆ϕ(kzi) est le déphasage de l’onde atomique à la réflexion donné `a (7.B.31). Dans
la région classiquement interdite, la fonction propreφkzi

(z) décroı̂t vers zéro, en accord
avec la condition asymptotique (7.13). Nous trouvons donc le résultat suivant pour la
fonction d’onde non perturbée

ψ(0)(x, z) = −2i exp
[

i
2
∆ϕ(kzi)

]

eikxix φkzi
(z) , (7.24)

où le préfacteur tient compte de l’amplitude de l’onde incidente dans la condition
asymptotique (7.12).

Pour un contraste nul, la réflexion est spéculaire et seulel’amplitudea(0)
0 dans le

développement (7.12) est non nulle avec

a
(0)
0 = − exp i∆ϕ(kzi). (7.25)
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7.2.3 Solution au premier ordre

En introduisant l’abbréviation

U ≡ 2M

h̄2 Vmax, (7.26)

nous pouvons écrire l’équation du premier ordre (7.21) sous la forme
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
− Ue−2κz + k2

i

)

ψ(1) (x, z) = ǫ U cos 2qx e−2κzψ(0)(x, z) . (7.27)

L’approximation de BORN implique que le membre droit de cette équation est une
fonction connue, donnée par la fonction d’onde non perturbéeψ(0)(x, z). Pour trouver
la correctionψ(1)(x, z), nous avons donc à résoudre une équation inhomogène aux
dérivées partielles. Introduisons à cet effet la fonction de GREEN du présent problème :
cette fonction est définie par l’équation différentielle

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
− Ue−2κz + k2

i

)

Gki
(x, z ; x′, z′) = δ(x− x′) δ(z − z′) (7.28)

et satisfait aux conditions asymptotiques suivantes :

1. en fonction de(x, z) et dans la région classiquement interditez → −∞, la
fonction de GREENGki

(x, z ; x′, z′) décroı̂t vers zéro ;

2. dans la région asymptotiquez → ∞, Gki
(x, z ; x′, z′) (à x′, z′ fixés) ne contient

que des ondes atomiquessortantes, c’est-à-dire des ondes qui se propagent dans
la direction desz croissants.

La fonction de GREEN Gki
(x, z ; x′, z′) permet d’écrire la solution générale de (7.27)

de la façon suivante

ψ(1)(x, z) = {solution de l’équation homogène} +

ǫ
∫

dx′dz′Gki
(x, z ; x′, z′)U cos 2qx′ e−2κz′ψ(0)(x′, z′) . (7.29)

Pour trouver la solution de l’équation homogène dans cette expression, nous allons
imposer les conditions asymptotiques (7.13) et (7.12) à lafonction d’onde totale
ψ(0)(x, z) + ψ(1)(x, z). Dans la région classiquement interditez → −∞, la fonction
d’ondeψ(0)(x, z) et le deuxième terme dans (7.29) qui fait intervenir la fonction de
GREEN, décroı̂ssent vers zéro. Il s’ensuit que la solution homogène dans (7.29) doit
aussi tendre vers zéro dans cette limite. Par conséquent,en fonction dez, elle est une
somme de fonctions propresφkz

(z). Dans la région asymptotiquez → +∞, les fonc-
tions propresφkz

(z) ont toutes un comportement de la forme (7.23), elles contiennent à
la fois une onde incidente et une onde réfléchie. Cependant, la fonction d’onde d’ordre
zéroψ(0)(x, z) (7.24) tient déjà compte de l’amplitude de l’onde incidente qu’impose
la condition asymptotique (7.12). Nous en concluons que la seule solution homogène
possible dans (7.29) est identiquement nulle.
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Figure 7.8: Chemin d’intégration pourkz dans la fonction deGREEN (7.30).

La fonction d’ondeψ(1)(x, z) est donc donnée par l’intégrale dans (7.29) qui fait
intervenir la fonction de GREEN. Dans l’annexe 7.B, nous montrons que la fonction de
GREEN qui vérifie les conditions asymptotiques énoncées ci-dessus est donnée par

Gki
(x, z ; x′, z′) =

1

π2

∞∫

−∞

dkx

∫

C

dkz
φkz

(z)φkz
(z′) eikx(x−x′)

k2
i − k2

x − k2
z

. (7.30)

Les fonctions d’ondesφkz
(z′) sont les fonctions propres du potentiel exponentiel,

leur normalisation dans la région asymptotique est la même qu’à l’équation (7.23).
L’intégrale sur kz dans la fonction de GREEN est calculée le long du chemin
d’intégrationC indiqué sur la figure 7.8 : il contourne le pôle situé àkz = (k2

i − k2
x)

1/2

en passant par le demi-plan inférieur du plan complexe.
En insérant l’expression (7.30) de la fonction de GREEN dans l’intégrale (7.29)

pour la fonction d’ondeψ(1)(x, z) et en échangeant l’ordre des intégrations, on constate
que les intégrales surx′ donnent des fonctionsδ localisées aux vecteurs d’ondeskxn

(7.4) pour les ordres de diffractionn = ±1. L’intégration surkx est alors immédiate et
nous obtenons le résultat suivant

ψ(1)(x, z) = −2iǫ

π
exp

[
i
2
∆ϕ(kzi)

]

× (7.31)

×
∑

n=±1

eikxnx
∫

C

dkz
φkz

(z)

k2
zn − k2

z

〈φkz
(z′)|Ue−2κz′ |φkzi

(z′)〉 ,

où nous avons écrit l’intégrale surz′ comme un élément de matrice.

7.2.4 Amplitudes et populations des ordres non sṕeculaires

Pour trouver les amplitudes de diffraction, nous développons la fonction d’onde (7.31)
dans la région asymptotiquez → ∞. L’intégrale surkz peut alors être évaluée (voir
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l’annexe 7.B) et on trouve queψ(1)(x, z) contient les ondes diffractées pour les ordres
n = ±1 :

z → ∞ : ψ(1)(x, z) =
∑

n=±1

a(1)
n exp i (kxnx+ kznz) , (7.32)

avec des amplitudes de diffraction données par

a(1)
n =

iǫ

kzn

〈φkzn
(z)|Ue−2κz |φkzi

(z)〉 exp i
2
[∆ϕ(kzi) + ∆ϕ(kzn)] ,

n = ±1. (7.33)

L’amplitude a0 de l’onde spéculaire n’est pas modifiée au premier ordre enǫ parce
que la valeur moyenne de la partie modulée du potentiel du r´eseau s’annule (elle ne
contient pas de composante de FOURIER à fréquence spatiale nulle).

Finalement, on obtient à partir de (7.33) les populations des ordres de diffraction

wn =
ǫ2

kzikzn

∣
∣
∣〈φkzn

(z)|U e−2κz |φkzi
(z)〉

∣
∣
∣

2
, n = ±1, (7.34)

où nous rappelons queU est proportionnel à la hauteurVmax du potentiel [voir (7.26)].
L’élément de matrice dans cette expression est évalué dans l’annexe 7.C, avec le
résultat

〈φkzn
(z)|U e−2κz |φkzi

(z)〉 =
1

2π

√

kznkzi sinh (πkzn/κ) sinh (πkzi/κ) ×

× π(kzn + kzi)/2κ

sinh π(kzn + kzi)/2κ

π(kzn − kzi)/2κ

sinh π(kzn − kzi)/2κ
. (7.35)

Dans les paragraphes suivants, nous étudierons cette expression dans les limites semi-
classique et quantique.

Rappelons que les populations (7.34) ont été obtenues dans l’approximation de
BORN. L’hypothèse (7.20) que la correction à la fonction d’onde est petite par rapport
à la solution non perturbée, implique donc la condition

wn ≪ 1, n = ±1. (7.36)

Dans l’approximation de BORN, la figure de diffraction contient donc un pic spéculaire
fort (w0 ≈ 1) et de faibles pics diffractésw±1.

Remarque.L’élément de matrice (7.35) est indépendant deU et donc de la valeurVmax

du potentiel dipolaire à la surface. Pour interpréter ceci, nous notons que changerVmax

revient à déplacer spatialement le potentiel exponentiel, donc la position du point de
rebroussement classique. Tant que la hauteur de la barrière de potential reste suffisam-
ment élevée pour que l’atome soit réfléchi, les fonctions d’ondeφkzi,n

(z) sont simple-
ment déplacées par la même distance que le potentiel. Tout ceci correspond donc à un
déplacement de la variable d’intégration dans l’élément de matrice, ce qui ne change pas
la valeur de l’intégrale.
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7.3 Etude de la figure de diffraction dans la limite semi-
classique

Dans la limite semi-classique, la longueur d’onde atomiqueest très courte par rap-
port aux échelles caractéristiques du réseau de diffraction. Plus précisément, nous
considérons la diffraction d’une onde atomique dont les vecteurs d’ondes incident et
diffractés vérifient

kzi, kzn ≫ κ. (7.37)

Rappelons que ce régime est généralement réalisé dansles expériences de diffraction
d’atomes parce que la vitesse incidentevzi est beaucoup plus grande que la〈〈vitesse de
recul〉〉 h̄κ/M .

7.3.1 Les populations des ordres de diffraction

Dans la limite semi-classique, l’élément de matrice (7.35) devient

〈φkzn
(z)|U e−2κz |φkzi

(z)〉 =
1

2

√

kznkzi
kzn + kzi

2κ
β

(

∆kzn

κ

)

, (7.38)

en négligeant des corrections exponentiellement petitesqui sont de l’ordre de
exp(−πkzi,n/κ). Pour écrire l’expression (7.38), nous nous sommes servi du facteur
d’obliquitéβ(ξ) défini à l’équation (6.12). Dans son argumentξ = ∆kzn/κ apparaı̂t
le transfert de vecteur d’onde vertical

∆kzn ≡ kzn − kzi. (7.39)

Les populations des premiers ordres de diffraction (7.34) valent donc, dans la limite
semi-classique,

wn =
ǫ2

4

(

kzi

κ

)2 (

1 +
∆kzn

2kzi

)2

β2

(

∆kzn

κ

)

, n = ±1. (7.40)

Nous rappelons que les transferts de vecteur d’onde∆kz,±1 sont donnés par
l’expression suivante [voir (7.5)] :

∆kz,±1 =
√

k2
zi ∓ 4qkxi − 4q2 − kzi. (7.41)

Au voisinage de l’incidence normale, les transferts∆kz,±1 sont petits et le facteur
d’obliquitéβ dans (7.40) est proche de sa valeur maximaleβ = 1. On trouve alors que
les populationsw±1 sont de l’ordre de

w±1 ∼
(

ǫ kzi

2κ

)2

. (7.42)
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Le calcul perturbatif de la figure de diffraction est donc valable si le contrasteǫ du
réseau satisfait à la condition suivante [voir (7.36)]

ǫ≪ 2κ

kzi

. (7.43)

Notons que cette limite pour le contraste est très inférieure à l’unité dans le régime
semi-classique. Par conséquent, le domaine de validité de l’approximation de BORN

est beaucoup plus restreint que celui de l’approche perturbative dont nous nous
sommes servi pour calculer le transfert de vitesse classiques : cette approche classique
est valable pour un contrasteǫ <∼ 0.25(κ/q)2 [voir les équations (6.29) et (6.32)].

7.3.2 Le mod̀ele du miroir effectif ondul é

Pour interpréter l’ordre de grandeur des populations (7.42), reprenons le concept de mi-
roir effectif et plaçons-nous en incidence normale. Lors de notre étude de la réflexion
d’atomes par une onde évanescente simple, nous avons trouvé que le déphasage de
l’onde atomique, dans le régime semi-classique, peut se mettre sous la forme [voir
l’équation (Pha 9) dans l’annexe 3.A]

∆ϕBKW =
π

2
− 2kziζ

BKW
eff . (7.44)

Ce déphasage correspond à la réflexion de l’onde atomiquepar un〈〈miroir effectif〉〉 à
la positionζBKW

eff donnée par (Pha 10b)

ζBKW
eff = zreb − κ−1 log 2, (7.45)

où zreb est la position du point de rebroussement classique.
Supposons maintenant que l’onde évanescente ait un contraste non nul, mais faible.

L’ondulation de la surface de rebroussementzreb(x) définie à l’équation (6.16) im-
plique alors que le miroir effectif est ondulé lui aussi. Sile contrasteǫ est petit devant
l’unité, son ondulation est sinusoı̈dale :

ζBKW
eff (x) = ζBKW

eff +
ǫ

2κ
cos 2qx, (7.46)

où l’amplitude de modulation est de l’ordre de la longueur de décroissance1/κ de
l’onde évanescente, multipliée par le contrasteǫ. Dans l’hypothèse où le front d’onde
de l’onde atomique réfléchie reproduit exactement la forme ondulée du miroir effectif9,
le déphasage (7.44) de l’onde atomique réfléchie est donné par (voir la figure 7.9)

∆ϕBKW(x) = ∆ϕBKW − ǫ kzi

κ
cos 2qx. (7.47)

9Cette hypothèse néglige la déformation du front d’onde pendant la propagation de l’onde atomique
dans la région au-dessus du miroir.
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Figure 7.9: Modèle de miroir ondulé.

Son amplitude de modulation est de l’ordre de l’amplitude del’ondulation du miroir
effectif (7.46), divisée par la longueur d’onde atomique incidente.

Dans la limite perturbative caractérisée par le régime (7.43), la modulation du
déphasage est faible et l’onde atomique réfléchie contient des bandes latérales

exp i [kziz + ∆ϕBKW(x)] ≈

exp i (kziz + ∆ϕBKW)

(

1 − iǫkzi

2κ
e2iqx − iǫkzi

2κ
e−2iqx

)

. (7.48)

Les populations des ordres de diffractionn = ±1 sont alors données par

w±1 ≃
kz,±1

kzi

(

ǫ kzi

2κ

)2

, (7.49)

elles sont très proches du résultat de l’approximation deBORN (7.42).

Notons que l’image du miroir effectif suggère que la réflexion de l’onde ato-
mique ait lieu de façon instantanée sur la surfaceζBKW

eff (x). Ce modèle ignore donc
l’épaisseur du réseau de diffraction. Dans le paragraphesuivant, nous verrons que c’est
précisément l’épaisseur non nulle du réseau qui fait apparaı̂tre le facteur d’obliquité
dans les populations (7.40).
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7.3.3 Influence du facteur d’obliquité

Coupure du transfert de vecteur d’onde

Rappelons que le facteur d’obliquitéβ(ξ) décroı̂t exponentiellement pour de grandes
valeurs de l’argumentξ = ∆kz,±1/κ [voir le comportement asymptotique (6.15)].
Ceci implique que les populationsw±1 deviennent négligeables lorsque le transfert de
vecteur d’onde∆kz,±1 augmente au-delà d’une valeur limite de l’ordre de la constante
de décroissanceκ de l’onde évanescente :

|∆kz,±1| ≫ κ : w±1 ∝ exp

(

−π|∆kz,±1|
κ

)

. (7.50)

Les populations des premiers ordres de diffraction ne sont donc notablement
différentes de zéro que si le transfert normal de vecteur d’onde satisfait à la condi-
tion suivante :

|∆kz,±1| <∼ κ. (7.51)

Pour interpréter cette limitation de l’efficacité de diffraction, nous rappelons que dans
la diffraction, l’onde atomique absorbe un vecteur d’onde du réseau réciproque du
potentiel dipolaire de l’onde évanescente stationnaire.Dans la direction horizontale,
ceci se traduit par les transferts discrets±2q parce que le potentiel est périodique et
que son réseau réciproque ne contient que les composantesde FOURIER ±2q. Dans la
direction verticale, le potentiel a une étendue de l’ordrede1/κ, et son développement
en ondes planes est limité à des vecteurs d’ondes de l’ordre deκ. Par conséquent, il
ne peut fournir à l’onde atomique un vecteur d’onde vertical qui soit supérieur à la
constante de décroissanceκ de l’onde évanescente.10

La condition (7.51) caractérise les situations dans lesquelles la diffraction est
efficace. Notons qu’elle exprime un résultat de la théoriedynamique (la limite de
l’efficacité de la diffraction) en termes d’une quantité de la théorie cinématique (le
transfert de vecteur d’onde vertical∆kz,±1). Dans le diagramme d’EWALD (voir les
figures 7.10 et 7.11), nous pouvons représenter la coupure (7.51) de l’efficacité de la
diffraction par une bande horizontale de largeur verticale∼ 2κ centrée autour du vec-
teur d’onde(kxi, kzi) de l’ordre spéculaire. Les populations non spéculaires de la figure
de diffraction sont notables seulement si les vecteurs d’ondes diffractés(kx,±1, kz,±1)
se trouvent à l’intérieur de cette〈〈bande du couplage efficace〉〉. Dans les paragraphes
suivants, nous étudions les conséquences de cette coupure d’abord en incidence nor-
male et ensuite en fonction de l’angle d’incidence.

Incidence normale

En incidence normale, nous distinguons entre deux régimesqui sont représentés sur
les figures 7.10 et 7.11, respectivement.

10Cet argument n’est pas en contradiction avec la réflexion d’atomes ayant une vitesse incidente bien
plus grande quēhκ/M par l’onde évanescente parce qu’il est un argument perturbatif, alors que la
réflexion est un effet non perturbatif.
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Figure 7.10: Bande de couplage efficace large : régime deRAMAN –NATH (7.52).

Le régime de RAMAN –NATH. Sur la figure 7.10, plusieurs ordres diffractés se
trouvent à l’intérieur de la bande du couplage efficace. Comme le transfert normal
de vecteur d’onde (7.41) pour les ordres premiers vaut approximativement∆kz,±1 =
−2q2/kzi en incidence normale, ce régime est caractérisé par la condition

2q2

κkzi
≪ 1. (7.52)

Le facteur d’obliquitéβ dans (7.40) est donc proche de l’unité et les populations des
ordres de diffractionn = ±1 sont données par l’estimation (7.42) du paragraphe
précédent. Nous notons que la condition (7.52) est satisfaite dans le cas générique
où q et κ sont du même ordre de grandeur, à cause de la limite semi-classique. Par
analogie avec la diffraction par une onde stationnaire en transmission, nous appelerons
le régime (7.52) celui de RAMAN –NATH.

Le régime deBRAGG. La figure 7.11 représente le régime opposé : la bande de
couplage efficace est étroite à l’échelle des transfertsde vecteur d’onde. La diffraction
est alors peu efficace en incidence normale. Ce régime est caractérisé par la condition
opposée de (7.52) :

2q2

κkzi

>∼ 1. (7.53)

Pour le réaliser dans la limite semi-classique, il faut satisfaire l’inégalitéq ≫ κ.
L’épaisseur1/κ du réseau de diffraction est alors beaucoup plus grande quesa période
π/q. Ce régime est complémentaire du modèle du miroir effectif modulé parce que
l’épaisseur non nulle du réseau implique une modificationimportante des populations
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Figure 7.11: Bande de couplage efficace étroite : régime deBRAGG (7.53).

non spéculaires par rapport au résultat (7.49). Nous appelerons ce régime celui de
BRAGG.

Incidence oblique

Nous distinguons de nouveau entre les régimes de RAMAN –NATH et de BRAGG parce
que les populations des ordres de diffraction y présententdes comportements différents
en fonction de l’angle d’incidenceθi.

Le régime deRAMAN –NATH. Sur la figure 7.12, nous présentons les populations
des ordres de diffractionn = ±1, données par l’expression (7.40) que nous avons
trouvée dans le régime semi-classique, en fonction de l’angle d’incidenceθi dans
le plan du réseauxOz. Nous constatons que les populations des ordresn = +1
et n = −1 (les courbes en trait plein et en tirets) sont proches l’une de l’autre et
qu’elles décroissent vers zéro lorsque l’angle d’incidence augmente. En particulier,
elles décroissent plus vite que l’estimation (7.49) du modèle du miroir effectif ondulé
où le facteur d’obliquité n’est pas pris en compte (les courbes en pointillées).

Pour interpréter ce comportement, étudions le diagrammed’EWALD représenté
sur la figure 7.13. Nous rappelons que dans le régime de RAMAN –NATH, la bande
du couplage efficace est large devant les différences des composantes normales des
vecteurs d’onde diffractés. Nous pouvons alors approximer le cercle de conservation
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Figure 7.12: Populations (7.40) de la figure de diffraction dans le régime deRAMAN –
NATH, en fonction de l’angle d’incidenceθi dans le plan du réseauxOz (en degrés).
Trait plein : ordren = +1, tirets : ordren = −1. Point-tirets : approximation (7.56)
dans le régime deRAMAN –NATH. Pointillées : résultat (7.49) du modèle du miroir
effectif modulé qui ne tient pas compte du facteur d’obliquité.
Paramètres :ki = 50 q, κ = q, ǫ = 0.02. Le paramètre du critère (7.52) vaut
2q2/κki = 0.04.
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Figure 7.13: Bande de couplage efficace dans le régime deRAMAN –NATH en inci-
dence oblique.

d’énergie par sa tangente à la position du vecteur d’onde spéculaire. Les transferts
normaux de vecteur d’onde (7.41) sont alors donnés par

∆kz,±1 ≈ ∓2q tan θi. (7.54)

Cette approximation montre que∆kz,±1 augmente avec l’angle d’incidence. Le facteur
d’obliquitéβ dans (7.40) fait alors décroı̂tre l’efficacité de la diffraction lorsque l’on
s’éloigne de l’incidence normale.11 La coupure (7.51) pour∆kz,±1 implique que la
diffraction est efficace dans une plage d’angles d’incidence donnée par

q

κ
tan θi

<∼
1

2
. (7.55)

Cette plage est grande dans le cas générique oùq et κ sont du même ordre de gran-
deur. Nous l’appelerons l’incidence oblique. Pour les paramètres de la figure 7.12,
l’estimation (7.55) donne la limiteθi

<∼ 27◦, et nous constatons qu’au-delà de cet
angle, les populations non spéculaires deviennent négligeables.

L’approximation (7.54) pour∆kz,±1 montre également que les transferts normaux
de vecteur d’onde pour les ordresn = +1 et n = −1 diffèrent seulement par leur
signe. Le facteur d’obliquitéβ(∆kz,±1/κ) prend donc la même valeur pour ces deux

11Notons que dans l’approximation (7.54), le facteur d’obliquité est identique à celui que nous avons
trouvé pour le mouvement classique,β(ξ), avecξ = 2q tan θi/κ [voir (6.12, 6.13)].
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ordres. En nous plaçant en incidence oblique et en négligeant des petites corrections
de l’ordre deκ/kzi, les populations (7.40) peuvent alors être approximées par

w
(RN)
±1 ≈

(

ǫkzi

2κ

)2

β2
(

2
q

κ
tan θi

)

. (7.56)

La figure de diffraction est donc symétrique dans le régimede RAMAN –NATH. Le
résultat (7.56) est représenté par la courbe en points-tirets sur la figure 7.12, et en
comparant à l’approximation de BORN (les courbes en trait plein et en tirets), nous
constatons qu’il est une bonne approximation de la figure de diffraction.

Calculons finalement un critère de validité quantitatif pour le régime de RAMAN –
NATH en incidence oblique. A cet effet, nous approximons le cercle de la conservation
d’énergie dans le diagramme d’EWALD (figure 7.13) non pas par une droite, mais
par une parabole. On trouve alors l’expression suivante pour les transferts de vecteur
d’onde

∆kz,±1 ≈ ∓2q tan θi −
2q2

kzi

1

cos2 θi

. (7.57)

L’approximation précédente (7.54) correspond au premier terme de ce développement.
Nous pouvons nous en contenter si le deuxième terme est petit par rapport à l’échelle
caractéristiqueκ de la coupure de l’efficacité de diffraction. Ainsi trouvons-nous la
condition suivante :

2q2

κkzi

1

cos2 θi
≪ 1. (7.58)

Si nous nous limitons à l’incidence oblique (7.55), cette condition est équivalente à
celle pour l’incidence normale (7.52) parce que le facteur1/ cos2 θi y est de l’ordre de
l’unité :

1

cos2 θi
= 1 + tan2 θi

<∼ 1 +
κ2

4q2
. (7.59)

En incidence rasante par contre, nous avonscos θi → 0, et la condition (7.58) est
violée. L’approximation linéaire pour le transfert de vecteur d’onde n’est donc plus
valable. Nous allons étudier ce cas à la fin du paragraphe, en revenant au résultat (7.40)
de l’approximation de BORN.

Le régime deBRAGG. Sur la figure 7.14, nous montrons les populations (7.40) des
ordres de diffraction en fonction de l’angle d’incidenceθi, pour un vecteur d’onde
incident et un réseau tels que la condition (7.53) du régime de BRAGG est satisfaite.
Par rapport au régime de RAMAN –NATH (la figure 7.12), nous constatons que les
populations des ordresn = +1 etn = −1 sont assez différentes, et qu’elles passent par
un maximum à des angles d’incidence±θB non nuls. En outre, la diffraction devient
rapidement inefficace lorsque l’angle d’incidence s’écarte de la normale.

Pour interpréter ce comportement, nous notons qu’au voisinage de l’incidence nor-
male, les transferts de vecteur d’onde (7.41) peuvent êtreapproximés par

∆kz,±1 ≈ ∓ 2q

kzi
(kxi ± q) . (7.60)
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Figure 7.14: Populations (7.40) de la figure de diffraction dans le régime deBRAGG,
en fonction de l’angle d’incidenceθi dans le plan du réseauxOz (en degrés). Trait
plein : ordren = +1, tirets : ordren = −1, en pointillées : résultat (7.49) du modèle
du miroir effectif modulé qui ne tient pas compte du facteurd’obliquité.
Paramètres :ki = 10 q, κ = 0.1 q, ǫ = 0.01. Le paramètre de la condition (7.53)
vaut2q2/κki = 2. La résonance deBRAGG a lieu aux angles±θB ≈ ±6◦ (les traits
verticaux).
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A cause du facteur d’obliquitéβ(∆kz,±1/κ), les populations non spéculaires sont
maximales lorsque ces transferts s’annulent :

∆kz,±1 = 0, (7.61)

donc pour des vecteurs d’onde incidents tels quekxi = ±q. En fonction de la longueur
d’onde atomique dans le planxOz, λdB = 2π/ki, et de la période du réseaua = π/q, la
condition (7.61) s’écrit encore sous la forme plus famili`ere d’une condition de BRAGG,

a

2
sin θB = ±λdB, (7.62)

oùθB est l’angle d’incidence au maximum. Nous appelerons ces géométries de diffrac-
tion desrésonances deBRAGG. Dans le régime semi-classique, les angles de résonance
θB donnés par (7.62) sont généralement proches de l’incidence normale.

Sur la figure 7.15, nous montrons la géométrie de diffraction à la résonance de
BRAGG pour l’ordren = −1. C’est alors la différence∆kz,−1 = 0 qui s’annule, et
le vecteur d’onde incident est égal à(q,−kzi). L’ordre de diffractionn = −1 corres-
pond donc à un vecteur d’onde final(−q, kzi), et cette onde diffractée se propage dans
la direction inverse de l’onde incidente. A la résonance deBRAGG, la géométrie de
diffraction à atomes correspond donc à un montage de type LITTROW.

Estimons maintenant la largeur de la résonance de BRAGG. En utilisant la li-
mite (7.51) pour l’efficacité de diffraction et l’expression (7.60) pour les transferts
de vecteur d’onde, on trouve que la diffraction vers l’ordren = −1 est efficace tant
que la composante horizontalekxi du vecteur d’onde incident vérifie

q − κkzi

2q
<∼ kxi

<∼ q +
κkzi

2q
. (7.63)

En dehors de cet intervalle, le facteur d’obliquitéβ(∆kz,−1/κ) fait décroı̂tre la popula-
tionw−1 vers zéro [voir la figure (7.14)]. Nous constatons donc que c’est précisément
dans le régime de BRAGG κkzi/(2q

2) <∼ 1 (7.53) que l’intervalle (7.63) est plus étroit
que la séparation2q entre les maximums des populations, comme c’est le cas sur la
figure 7.14. Dans ce régime, les résonances de BRAGG sont nettement résolues.

Etant donné que les résonances de BRAGG ont lieu au voisinage de l’incidence
normale, les populations des ordres de diffraction (7.40) autour des résonances peuvent
être approximées par

w±1 =

(

ǫkzi

2κ

)2

β2
[

2
q

κ

(

tan θi ∓
q

kzi

)]

. (7.64)

Pour les paramètres de la figure 7.14, cette approximation pour les populationsw±1

se confond avec le résultat (7.40) de l’approximation de BORN. A la résonance pour
l’ordre n = −1, le facteur d’obliquitéβ est égal à l’unité et la populationw−1 dans
(7.64) est donnée par l’estimation (7.42). Par contre, l’´equation (7.64) montre que la
populationw+1 est alors réduite parce que l’argument deβ vaut4q2/κkzi

>∼ 1.
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Figure 7.15: Diffraction d’atomes dans le régime deBRAGG. Géométrie deL ITTROW

pour l’ordren = −1.
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Pour observer expérimentalement la diffraction de BRAGG, il faut satisfaire à la
condition (7.53). La vitesse incidente des atomes doit doncêtre faible :

vzi
<∼
(
q

κ

)2 2h̄κ

M
. (7.65)

Pour qu’une telle vitesse corresponde encore au régime semi-classique, il est alors
nécessaire que le rapportq/κ soit grand devant l’unité.12 Il convient donc d’utiliser
une onde évanescente avec une longueur de décroissance1/κ beaucoup plus grande
que la période du réseau. Ceci qui peut être réalisé parune réflexion totale interne près
de l’angle limite. En effet, l’expression (7.63) montre queles résonances de BRAGG

sont d’autant plus étroites que la constante de décroissanceκ du réseau de diffraction
est petite.

Comparons finalement le régime de BRAGG au régime du réseau géométriquement
épais. Rappelons que nous avons identifé ce régime dans le contexte du mouvement
classique et qu’il est caractérisé par le fait que l’atomeoscille plusieurs fois dans une
〈〈vallée〉〉 du potentiel dipolaire de l’onde évanescente stationnaire pendant le temps
d’interaction. Nous considérons à cet effet une situation où, à la résonance de BRAGG

pour l’ordren = −1, l’expression (7.64) pour la populationw−1 devient de l’ordre de
l’unité. Ceci correspond à une valeur du contraste de l’ordre de

ǫ ∼ 2κ

kzi
, (7.66)

et le calcul perturbatif n’est alors plus valable. Etant donné que la diffraction vers
l’ordre n = +1 est beaucoup moins efficace, nous nous attendons à ce qu’unegrande
partie de la population de l’ordre spéculaire soit transf´erée vers l’ordre−1. En com-
binant (7.66) avec la condition du régime de BRAGG (7.53), nous trouvons que cette
situation est équivalente au régime du réseau géométriquement épais (6.30) :

ǫ
q2

κ2
=

(

ǫkzi

2κ

)(

2q2

kziκ

)

>∼ 1. (7.67)

Le transfert de population vers l’ordren = −1 à la résonance de BRAGG apparaı̂t
donc comme l’analogue quantique des oscillations classiques de l’atome dans les
vallées du potentiel dipolaire. Pour calculer la figure de diffraction dans ce régime,
l’approximation de BORN n’est plus suffisante. Nous étudierons ce problème dans le
chapitre 9.

Incidence rasante

Nous avons déjà constaté que les populations des ordres de diffraction décroissent
lorsque l’on s’éloigne de l’incidence normale (voir les figures 7.12 et 7.14). En nous

12Nous verrons au paragraphe 7.4 suivant que pour une vitesse incidentevzi plus petite que la li-
mite semi-classiquēhκ/M , le facteur d’obliquité n’intervient plus dans les populations des ordres de
diffraction.
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Figure 7.16: Bande de couplage efficace en incidence rasante.
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plaçant maintenant en incidence rasante (θi → 90◦), le diagramme d’EWALD de la
figure 7.16 montre que la différence de vecteur d’onde∆kz,−1 est du même ordre que
le vecteur d’onde incidentkzi. Or, dans le régime semi-classique (qui est généralement
réalisé dans les expériences de diffraction en incidence rasante [12, 13]), le vecteur
d’onde incidentkzi est beaucoup plus grand queκ. Il s’ensuit que la populationw−1

est proportionnelle à un facteur exponentiellement petitde l’ordre deexp(−πkzi/κ)
[voir (7.50)]. La diffraction est inefficace parce que le transfert de vecteur d’onde ver-
tical est beaucoup plus grand que le vecteur d’onde maximal que puisse transférer
le potentiel dipolaire. Nous concluons que les observations expérimentales de la dif-
fraction d’atomes en incidence rasante [12, 13] ne peuvent pas être interprétées dans
le cadre théorique que nous avons choisi ici. Nous étudierons dans le chapitre 11 un
modèle plus complexe [78, 79, 81] qui permet d’expliquer ladiffraction par des tran-
sitions entre états internes de l’atome auxquels sont associés des potentiels dipolaires
différents.

7.3.4 Comparaisonà la distribution classique de vitesse

La distribution de vitesse classique et la figure de diffraction sont schématisées sur la fi-
gure 7.17. Notons tout d’abord que les deux ont des allures assez différentes : la figure
de diffraction contient des pics discrets situés aux transferts de vitesse0,±2h̄q/M ;
la distribution classique par contre, est une fonction continue avec une largeur ca-
ractérisée par le transfert de vitesse maximal∆vmax

x .
Pour une comparaison plus précise, nous allons nous placerdans le régime de

RAMAN –NATH (7.58). Nous supposons également que l’approximation de BORN est
valable pour tous les angles d’incidence, ce qui correspondà la limite ǫ ≪ 2κ/kzi

(7.43) pour le contraste du réseau. A l’inverse de l’estimation (7.67), ces deux condi-
tions impliquent que le réseau de diffraction est géométriquement mince [voir (6.29)] :

ǫ
q2

κ2
=

(

ǫkzi

2κ

)(

2q2

kziκ

)

≪ 1. (7.68)

Nous pouvons donc comparer les populations (7.56) de la figure de diffraction à
la distribution classique (6.26) que nous avons obtenue dans le régime du réseau
géométriquement mince au chapitre 6.

On constate sur la figure 7.17 que la distribution classique est étroite par rapport
à l’espacement entre les ordres de diffraction. Ceci est une conséquence du régime
perturbatif : en effet, la demi-largeur (6.25) de la distribution de vitesse classique peut
s’écrire sous la forme suivante

∆vmax
x = 2ǫ vzi

q

κ
β(2q tan θi/κ) = 2

(

ǫkzi

2κ
β(2q tan θi/κ)

)

2h̄q

M
, (7.69)

où le facteur en parenthèses est égal à la racine des populationsw(RN)
±1 (7.56). Dans le
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Figure 7.17: La distribution de vitesse classique (en pointillées) et la figure de diffrac-
tion dans le régime perturbatif.
Paramètres : mi-largeur de la distribution classique∆vmax

x = h̄q/M , populations non
spéculairesw±1 = 1/16.

régime perturbatif, il est petit devant l’unité ce qui implique

∆vmax
x ≪ 4h̄q

M
. (7.70)

Dans les deux distributions, la population atomique est donc repartie de deux façons
tout à fait différentes : du point de vue classique, pratiquement tous les atomes su-
bissent un transfert de vitesse non nul, bien que petit ; du point de vue quantique,
par contre, seulement une petite fraction d’atomes sont diffractés dans les ordres non
spéculaires, mais en subissant un grand transfert de vitesse.

Cependant, bien que les points de vue classique et quantiquedonnent des distri-
butions de vitesse très différentes, l’on trouve des résultats identiques pour la valeur
quadratique moyenne du transfert de vitesse : en effet, à partir de la distribution clas-
sique (6.26), on vérifie aisément que

〈

∆v2
x

〉

cl
≡
∫

dvxf ρ(vxf) (vxf − vxi)
2 = 1

2
(∆vmax

x )2 . (7.71)

Pour la distribution quantique, cette quantité est définie par

〈

∆v2
x

〉

Born
≡ (w+1 + w−1)

(

2h̄q

M

)2

, (7.72)

et les populations (7.56) donnent le résultat
〈

∆v2
x

〉

Born
= 1

2
(∆vmax

x )2 , (7.73)
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ce qui est identique à (7.71). Par ailleurs, la distribution classique et la figure de dif-
fraction sont toutes les deux symétriques de sorte que la valeur moyenne du transfert
de vitesse s’annule.

Cette coı̈ncidence est une illustration du〈〈principe de correspondance〉〉 qui ex-
prime que la mécanique quantique s’approche de la mécanique classique lorsque la
longueur d’onde deDE BROGLIE devient petite par rapport aux échelles spatiales ca-
ractéristiques du potentiel. Nous avons effectivement fait cette hypothèse ici, en nous
plaçant dans les régimes semi-classique (1/kzi ≪ 1/κ) et de RAMAN –NATH (κ ∼ q).

Remarque. Notons néanmoins que ce n’est pas le transfert de vitesse classique pour
une seule trajectoire qui coı̈ncide avec la valeur moyenne quantique, mais un transfert
de vitesse moyenné sur une distribution de trajectoires qui est uniforme sur une période
du réseau. Physiquement, cette distribution correspond `a la densité de probabilité spatia-
lement uniforme de l’onde atomique incidente que nous supposons être une onde plane.

Grâce à la coı̈ncidence entre les valeurs quadratiques moyennes classique (7.71) et
quantique (7.73), on peut retrouver les populations des premiers ordres de diffraction
sans recourir à l’approximation de BORN : il suffit de connaı̂tre la largeur∆vmax

x de la
distribution de vitesse classique et le transfert de vitesse élémentaire2h̄q/M pour le
réseau de diffraction, pour en déduire :

w±1 ∼
(∆vmax

x )2

4 (2h̄q/M)2 . (7.74)

Ce résultat montre encore que le régime perturbatif de diffraction est équivalent à une
distribution de vitesse classique étroite à l’échelle du transfert de vitesse quantique
2h̄q/M .

7.4 Etude de la figure de diffraction dans la limite
quantique

Dans le chapitre 3 de la première partie, nous avons trouvéqu’à la limite d’une lon-
gueur d’onde atomique très longue comparée à l’épaisseur de l’onde évanescente, l’on
peut remplacer le potentiel dipolaire par une barrière de potentiel infinie. Dans le cas
de l’onde évanescente stationnaire, nous nous attendons donc à ce que son potentiel
dipolaire ressemble à une barrière de potentiel infinie dont la position est spatialement
modulée. Le réseau de diffraction à atomes peut alors être rapproché d’un réseau de
diffraction métallique de l’optique lumineuse.

7.4.1 Les populations des ordres de diffraction

En fonction des vecteurs d’ondes incident et diffracté, lerégime quantique est ca-
ractérisé par la limite

kzi, kzn ≪ κ (7.75)
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qui est opposée à la limite semi-classique (7.37). Nous rappelons que les vecteurs
d’onde diffractés(kxn, kzn) sont encore donnés par les expressions (7.4) et (7.5) de la
théorie cinématique de la diffraction. Au paragraphe 7.4.2, nous étudierons les condi-
tions cinématiques nécessaires pour réaliser le régime quantique.

Dans la limite quantique (7.75), l’approximation de BORN donne à partir de
l’expression générale (7.34) le résultat suivant pour les populations des ordres de dif-
fraction

wn =
ǫ2

4

kzikzn

κ2
, n = ±1. (7.76)

On constate que cette expression est identique à celle (7.49) que nous avons trouvée
à l’aide du modèle du miroir effectif modulé au paragraphe 7.3.2. Comme ce modèle
suppose que l’atome est réfléchi de façon instantanée par le miroir effectif, nous avons
donc là une indication pour l’existence d’une barrière depotentiel infinie qui permet-
trait d’interpréter la diffraction.

Plus précisément, nous pouvons refaire le raisonnement du paragraphe 7.3.2, en
nous servant du miroir effectif du régime quantique : rappelons que pour l’onde
évanescente simple et dans le régime quantique, le déphasage de l’onde atomique
réfléchie est équivalent à une réflexion sur une barrière de potentiel infinie située à la
positionζSchr

eff [donnée à (3.5)]. En généralisant cette idée au cas de l’onde évanescente
stationnaire, nous trouvons un miroir effectif qui se trouve sur la surface

ζSchr
eff (x) = ζSchr

eff +
1

2κ
ln (1 + ǫ cos 2qx) . (7.77)

A partir du déphasage
∆ϕ(x) = −2kziζ

Schr
eff (x) (7.78)

de l’onde atomique réfléchie, le calcul du paragraphe 7.3.2 redonne alors l’expression
(7.76) pour les populations de la figure de diffraction à l’ordre le plus bas enǫ.

Nous notons que les populations non spéculaires (7.76) sont faibles devant l’unité
parce qu’elles font intervenir deux petites quantités, lecontrasteǫ ainsi que le rapport
kzi/κ [voir le régime quantique (7.75)]. Ceci suggère que nous pouvons effectuer un
calcul perturbatif par rapport à un petit paramètre diff´erent pour calculer la figure de
diffraction même si le contraste est plus élevé. A cet effet, nous présentons au cha-
pitre 10 l’approximation de RAYLEIGH qui permet d’étudier la diffraction d’une onde
par une interface dont la hauteur varie peu à l’échelle de la longueur d’onde incidente.
Cette hypothèse est en effet vérifiée dans le régime quantique, car (7.75) et (7.77)
impliquent

kzi

∣
∣
∣ζSchr

eff (x) − ζSchr
eff

∣
∣
∣ ≤ kzi

2κ
|log(1 − ǫ)| ≪ 1, (7.79)

à moins que le contrasteǫ soit très proche de l’unité. Dans l’approximation de RAY-
LEIGH, l’on développera la fonction d’onde atomique par rapportau paramètrekzi/κ,
tout en gardant l’expression complète de la modulation du miroir effectif en fonction
du contraste.
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Notons finalement que l’approche de RAYLEIGH ne peut se généraliser au régime
semi-classique parce qu’en remplaçant le réseau par une barrière de potentiel infi-
nie, l’on ignorerait son épaisseur non nulle et donc la coupure du transfert de vecteur
d’onde vertical.

7.4.2 Conditions cińematiques pour ŕealiser le ŕegime quantique

Dans la limite quantique (7.75), la composante verticale dela vitesse incidentevzi doit
être faible par rapport à la vitesseh̄κ/M . De plus, nous avons vu dans la construc-
tion d’EWALD (la figure 7.5) que le transfert de vitesse2h̄q/M du réseau doit être
inférieur au module de la vitesse incidente, sinon la diffraction serait interdite par la
conservation de l’énergie.

En incidence normale, ces conditions impliquent

q ≪ κ, (7.80)

et il faut utiliser un réseau de diffraction dont l’épaisseur1/κ est beaucoup plus faible
que la périodeπ/q. Rappelons qu’un tel réseau peut être réalisé en faisant interférer
deux ondes évanescentes qui se propagent presque dans la mˆeme direction (parallèle à
la directionOy).

Une possibilité alternative est de se placer en incidence rasante, à cause de la
réduction de la composante verticale de la vitesse incidente. Or, si l’atome est in-
cident dans le planxOz, le vecteur d’onde diffracté dans l’ordren = −1 vaut
kz,−1 ≈

√
4qkxi. Pour qu’il vérifie également la limite quantique (7.75),il faut donc

satisfaire à la condition
q

κ
≪ κ

4kxi
, (7.81)

et comme le membre droit est généralement petit devant l’unité, cette condition est
encore plus difficile à réaliser en incidence rasante que (7.80) en incidence normale.
Cependant, si le plan d’incidence atomique est le planyOz, l’on peut combiner la
condition moins forte (7.80) et l’incidence rasante qui réduit la composante de vi-
tesse perpendiculaire à la surface du réseau. L’atome se déplace alors presque dans le
même plan que les faisceaux laser qui créent l’onde évanescente stationnaire (voir la
figure 7.18).

7.4.3 Le ŕegime〈〈semi-quantique〉〉

Nous notons que la diffraction d’atomes lents en incidence rasante permet de réaliser
un régime〈〈semi-quantique〉〉, où d’un côté, le vecteur d’onde incidentkzi est inférieur
à κ et se trouve donc dans le régime quantique, et de l’autre côté, le vecteur d’onde
diffracté dans l’ordren = −1 est dans le régime semi-classique. A partir du résultat
général de l’approximation de BORN (7.35), on obtient dans ce régime l’expression
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Figure 7.18: Schéma experimental pour réaliser la diffraction d’atomes dans le régime
quantique. Le dessin dans l’encadré présente une vue du plan d’incidence des atomes
yOz. Les flèches en trait épais représentent les faisceaux lumineux et celles en trait fin
les faisceaux atomiques incident et diffractés.
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suivante pour la populationw−1

kzi ≪ κ≪ kz,−1 :

w−1 =
ǫ2 π3

64

kzi

κ

(

kz,−1

κ

)4

exp

(

−πkz,−1

κ

)

× (7.82)

×





1 +

1

2

(

πkzi

2κ

)2

− 2

(

kzi

kz,−1

)2

+ O
[

(kzi/κ)
4, e−πkz,−1/κ

]






.

L’exponentielle de la première ligne implique que la population diffractée décroı̂t
lorsque le vecteur d’ondekz,−1 devient plus grand que la constante de décroissance
κ de l’onde évanescente. Ceci correspond à la coupure du transfert de vecteur d’onde
(7.51) du régime semi-classique, à ceci près que dans le régime semi-quantique, nous
avons∆kz,−1 = kz,−1 − kzi ≈ kz,−1.

Sur la figure 7.19, nous représentons les populations des ordresn = ±1, données
par (7.34), en fonction de l’angleφi entre le plan d’incidence de l’atome et le plan
xOz du réseau. L’angle d’incidenceθi par rapport à la verticale est constant et choisi
de façon à ce que la composante verticale du vecteur d’ondeincident se trouve dans
le régime quantique :kzi = |ki| cos θi ≪ κ. La composante horizontale du vecteur
d’onde incident est donnée parkxi = |ki| sin θi cosφi.

A φi = 0, le plan d’incidence se confond avec le planxOz et c’est cette situation
qui réalise le régime semi-quantique. Lorsqueφi augmente, le vecteur d’onde diffracté
kz,−1 diminue et à cause de l’exponentielleexp(−πkz,−1/κ) dans l’expression (7.82),
l’efficacité de diffraction augmente (la courbe en tirets). Lorsqueφi augmente,kz,−1

passe en-dessous de la limiteκ, et l’on entre dans le régime quantique (voir les courbes
en pointillées qui représentent les populations (7.76) dans le régime quantique). La po-
pulationw−1 diminue de nouveau à cause du facteurkz,−1 dans (7.76). Pour ces angles
d’incidence, l’ordre de diffractionn = +1 est également permis par la conservation
d’énergie (la courbe en trait plein).
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Figure 7.19: Populations des ordres de diffractions dans les régimes semi-quantique
(φi → 0◦) et quantique (φi → 90◦), en fonction de l’angleφi (en degrés) entre le plan
d’incidence atomique et le planxOz. L’ordren = +1 (en trait plein) apparaı̂t pourφi

proche de90◦. Tirets : ordren = −1, pointillées : expressions approchées (7.76) pour
w±1 dans la limite quantique.
L’atome est incident avec un vecteur d’onde|ki| = 10 κ, sous un angleθi ≈ 87.◦1,
de sorte quekzi = 0.5 κ. Le vecteur d’onde du réseau vautq = 0.1 κ et le contraste
ǫ = 0.5. Pourφi = 0, le vecteur d’onde diffracté dans l’ordren = −1 vautkz,−1 ≈ 2κ.
Le régimekz,−1

<∼ κ correspond àφi
>∼ 79◦.
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7.5 Conclusion et perspectives

L’approximation de BORN nous a permis d’identifier une coupure d’ordre dyna-
mique pour l’efficacité de la diffraction d’atomes : dans ladirection normaleOz,
à la différence de la réflexion spéculaire, le potentieldu réseau de diffraction ne
peut transférer un vecteur d’onde à l’atome qui soit trèssupérieur à la constante de
décroissanceκ de l’onde évanescente. Cette coupure permet d’évaluer l’efficacité de
la diffraction en comparant le transfert limiteκ aux différences verticales∆kz,±1 des
vecteurs d’onde des ordres de diffraction. Elle implique enparticulier que la diffrac-
tion devient inefficace en incidente rasante. Il semble doncdifficile d’expliquer les
observations expérimentales de la diffraction d’atomes en incidence rasante [12, 13]
dans le cadre du modèle du potentiel dipolaire scalaire quenous avons choisi ici. Nous
étudierons ce problème au chapitre 11 à l’aide d’un modèle plus complexe où inter-
vient également la structure interne de l’atome.

Avant d’aborder ce modèle plus complexe, nous allons rester dans le cas scalaire
et présenter trois approches qui permettent de dépasser le régime perturbatif auquel est
restreinte l’approximation de BORN. En effet, nous avons pu établir dans ce chapitre
une limite de validité pour l’approximation de BORN : il faut que le contrasteǫ de
l’onde évanescente stationnaire soit inférieur au rapport κ/kzi entre la longueur d’onde
deDE BROGLIE de l’atome incident et l’épaisseur du réseau de diffraction. Une façon
équivalente d’exprimer cette condition est que la position du miroir effectif associé
au réseau de diffraction soit faiblement modulée à l’échelle de la longueur d’onde
atomique incidente. Dans le régime semi-classique, où l’épaisseur du réseau est grande
devant la longueur d’onde atomique, l’approximation de BORN n’est alors valable que
pour des valeurs très petites du contraste.

Sur le schéma 7.20, nous représentons les différents régimes que nous avons
identifiés jusqu’ici, ainsi que des directions possibles pour dépasser les limites de
l’approximation de BORN. La condition de validité de l’approximation de BORN est
représentée par la ligne horizontale du schéma 7.20. La ligne diagonale sépare les
régimes du réseau géométriquement mince (au-dessus età gauche) et épais que nous
avons identifiés au chapitre 6. La partie gauche du schéma représente le régime de
RAMAN –NATH où l’épaisseur de l’onde évanescente stationnaire est comparable ou
plus petite que sa période [la condition (7.52)]. Dans la partie droite, le réseau est
beaucoup plus épais, et l’on réalise alors le régime de BRAGG [la condition (7.53)].13

Sur le schéma (7.20), les flèches illustrent deux stratégies pour dépasser le régime
perturbatif (dans la limite semi-classique) :

1. Nous avons constaté que si l’épaisseur et la période duréseau sont du même
ordre de grandeur (le régime de RAMAN –NATH situé sur la partie gauche du

13Lorsque l’angle d’incidence augmente, la ligne verticale se déplace en direction de la régionq < κ
à cause de la condition (7.58). Quant à la limite pour l’approximation de BORN, elle se déplace vers des
valeurs plus grandes du contrasteǫ : à cause du facteur d’obliquitéβ < 1, un contraste plus élevé est
nécessaire en incidence oblique pour créer une population non spéculaire donnée.
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Figure 7.20: Représentation schématique des différents régimes en fonction du
contrasteǫ de l’onde évanescente stationnaire et du rapportq/κ entre sa longueur de
décroissance et sa période. Le schéma est esquissé pourl’incidence normale et dans le
régime semi-classique.
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schéma 7.20), la figure de diffraction présente des pointscommuns avec la distri-
bution de vitesse classique du régime du réseau géométriquement mince : les va-
leurs moyennes et quadratiques moyennes du transfert de vitesse sont les mêmes
dans les deux points de vue. Si le contraste augmente au-del`a du régime pertur-
batif, la distribution de vitesse classique devient plus large et couvre plusieurs
ordres de diffraction. Nous nous attendons donc à ce que dans la figure de dif-
fraction, des ordres supérieurs apparaissent et que l’enveloppe des populations
des ordres soit donnée par la distribution de vitesse classique. L’on peut alors se
demander si l’approche perturbative classique qui nous a permis de trouver la
distribution de vitesse pour un réseau géométriquementmince, peut être utilisée
aussi pour calculer la figure de diffraction. Nous répondrons à cette question
par l’affirmative au chapitre 8 qui présente l’approximation du〈〈 réseau de phase
mince〉〉. Dans le régime de RAMAN –NATH et pour un réseau géométriquement
mince, cette approximation permet de décrire à la fois le régime perturbatif où
l’approximation de BORN est valable, et une région de valeurs plus importantes
du contrasteǫ, où plusieurs ordres sont peuplés dans la figure de diffraction.

2. Pour le cas d’un réseau épais (le régime de BRAGG sur la partie droite du
schéma 7.20), nous avons constaté que les populations desordresn = ±1 sont
différentes. L’asymétrie maximale se produit à la résonance de BRAGG où deux
ordres,n = 0 etn = −1, par exemple, ont des vecteurs d’onde dont les compo-
santes normales sont les mêmes. Le vecteur d’onde diffracté de l’ordren = +1
se trouve alors en-dehors de la bande de couplage efficace dans le diagramme
d’EWALD , et la populationw+1 est beaucoup plus faible quew−1. Au-delà du
régime perturbatif, nous nous attendons à ce que une grande partie de la popu-
lation atomique soit transférée vers l’ordre−1. Il paraı̂t alors justifié de se res-
treindre aux seuls ordresn = 0,−1 entre lesquels le couplage est maximal. C’est
une telle approche (symbôlisée par la flèche à droite du schéma 7.20) que nous
permet au chapitre 9 de mettre en évidence le phénomène dela Pendell̈osung(la
〈〈solution du pendule〉〉) dans la diffraction de BRAGG.

Finalement, l’approximation de BORN nous à également permis d’étudier la dif-
fraction d’atomes dans le régime quantique,kzn ≪ κ, où la longueur d’onde deDE

BROGLIE est beaucoup plus grande que la portée du potentiel. Dans cerégime, la cou-
pure de l’efficacité de la diffraction n’est pas pertinente, étant donnée que les transferts
de vecteur d’onde sont tous inférieurs àκ. Nous avons montré que la figure de diffrac-
tion atomique peut alors être interprétée par la réflexion sur une barrière de potentiel
infinie dont la position présente une faible modulation spatiale. Ce modèle est ana-
logue à la diffraction d’une onde lumineuse par un réseau de diffraction métallique.
Cette analogie permet d’envisager une troisième stratégie pour calculer la figure de
diffraction au-delà de la limite perturbative (voir le schéma 7.21) :

3. Dans le régime quantique, nous avons constaté que les ordres non spéculaires
de la figure de diffraction restent faiblement peuplés, même si le contrasteǫ du
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Figure 7.21: Représentation schématique analogue à la figure 7.20, mais pour le régime
quantique.
A droite de la ligne verticale, les ordres non spéculaires sont interdits par la conser-
vation de l’énergie. L’approximation deBORN décrit la diffraction dans la par-
tie supérieure du schéma parce qu’elle est limitée au premier ordre par rapport au
contrasteǫ.
L’approche deRAYLEIGH (symbôlisée par la flèche) permet de couvrir le régime d’un
contraste comparable à l’unité où les ordresn = ±2,±3, . . . apparaissent dans la fi-
gure de diffraction.
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réseau est de l’ordre de l’unité. Cette observation indique que le développement
au premier ordre enǫ, qui est à la base de l’approximation de BORN, n’est pas
le choix optimal pour caractériser la diffraction d’atomes dans le régime quan-
tique. Dans le chapitre 10, nous présentons une approche alternative inspirée par
l’analogie au miroir métallique ondulé : en partant du modèle d’une barrière de
potentiel infinie dont la position est modulée, nous nous servirons de la méthode
de RAYLEIGH pour calculer la fonction d’onde, en supposant que la modulation
de la barrière est faible devant la longueur d’onde incidente. Il se trouve que ce
modèle n’est pas restreint à des valeurs faibles du contraste et permet d’obtenir
des expressions approchées pour les populations des ordres supérieurs dans la
figure de diffraction.
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Annexe

7.A Calcul de la figure de diffraction à l’aide de la règle
d’or de FERMI

Dans cette annexe, nous démontrons l’expression (7.34) pour les populations des
ordres de diffraction à partir de la théorie de la diffusion quantique. Nous calculons
une section efficace de diffusion à l’aide de la règle d’or de FERMI. Moyennant une
normalisation par la surface du réseau, la section efficacepermet d’obtenir les popula-
tions des ordres de diffraction.

7.A.1 La section efficace de diffusion

Du point de vue de la théorie quantique de diffusion, l’ondeatomique est diffractée
parce que la partie modulée du réseau de diffraction induit des transitions entre les
états atomiques incident et final. En représentation position, ces états sont donnés par
les fonctions d’ondes̄ψif (r), elles sont des fonctions propres du HamiltonienH0 avec

H0 = − h̄2

2M
∇2 + Vmax e−2κz, (7.A.1)

qui décrit la partie non modulée du réseau. La transitionde ψ̄i(r) versψ̄f (r) est alors
caractérisée par une section efficace différentielledΣ/dΩf . Dans l’approximation de
BORN14, la section efficace est donnée par la règle d’or de FERMI :

dΣ

dΩf

=
2π

h̄

1

ji

∣
∣
∣

〈

ψ̄f (r)
∣
∣
∣V (1)(r)

∣
∣
∣ψ̄i(r)

〉∣
∣
∣

2 dnf

dE(3D)dΩf

. (7.A.2)

Dans cette expression,dΩf est l’élément d’angle solide autour de la direction de
l’onde atomique finale,ji le courant de probabilité de l’onde atomique incidente,
V (1)(r) la partie modulé du potentiel lumineux de l’onde évanescente stationnaire et
dnf/dE

(3D) la densité d’états finaux pour l’énergieE(3D) de l’onde incidente. Les
fonctions d’ondes̄ψif(r) sont normalisées de façon à représenter une densité depro-
babilité en trois dimensions.

7.A.2 Populations des ordres de diffraction

Avant de calculer explicitement la section efficace (7.A.2), nous montrons comment
elle permet d’obtenir les populations des ordres de diffraction. A cet effet, nous nor-
malisons la section efficace par la surface du réseau de diffraction. Cette procédure est

14Plus précisément, l’approximation (7.A.2) pour la section efficace s’appelle〈〈approximation de
BORN à partir d’ondes modifiées〉〉 (distorted wave Born approximation) parce que les états initial et
final ne sont pas des ondes planes (comme pour un potentiel diffuseur localisé en trois dimensions),
mais tiennent déjà compte de la réflexion sur le potentielnon modulé du HamiltonienH0.
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nécessaire parce que, à la différence d’un potentiel diffuseur localisé dans l’espace,
nous avons affaire à un réseau de diffraction qui s’étendsur un plan infini.

Probabilit é différentielle de diffraction

Nous définissons d’abord une probabilité différentielle de diffractiondw/dΩf . A cet
effet, nous divisons le nombre d’atomes diffractés par unité de temps par le nombre
d’atomes incidents par unité de temps. Par la définition mˆeme de la section efficace, le
nombre d’atomes diffractés par unité de temps est donné par

dNdiff

dt
= ji

dΣ

dΩf
, (7.A.3)

où ji est le courant de probabilité incident. Le nombre d’atomesincidents est infini
si nous considérons un réseau de diffraction qui s’étendsur tout le planxOy. Nous
limitons donc le réseau à une aireL2 finie de sorte que le nombre d’atomes incidents
vaut

dNinc

dt
= jiL

2 cos θi. (7.A.4)

Le facteurcos θi dans cette expression est la projection de la normale à la surfacexOy
sur la direction de l’onde incidente. Il tient compte de l’effet de perspective qui réduit
la surface du réseau lorsque les atomes sont incidents sousun angle différent de la
normale.

En divisant (7.A.3) par (7.A.4), nous obtenons la probabilité différentielle de dif-
fraction qui est donc donnée par

dw

dΩf
=

1

L2 cos θi

dΣ

dΩf
. (7.A.5)

Nous notons qu’elle peut être interprétée comme une〈〈section efficace par unité de
surface du réseau〉〉.

Poids des pics de diffraction

Nous notons maintenant qu’en fonction de la direction de l’onde finale, la probabi-
lité différentielle dw/dΩf est piquée aux angles de diffraction(θn, ϕn). De façon
équivalente, nous pouvons considérer une probabilité de diffusion par unité de vec-
teur d’onde final15 dw/dkxfdkyf . Le changement de variable(θf , ϕf) → (kxf , kyf)

15Elle ne contient pas de différentielledkzf parce que la composante normalekzf du vecteur d’onde
final est fixée par la conservation de l’énergie :

kzf =

√
(
k(3D)

)2 − k2
xf − k2

yf .
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implique le Jacobien

dkxf dkyf = Kf dKf dϕf

= (k(3D))2 sin θf cos θf dθf dϕf

= k(3D)kzfdΩf , (7.A.6)

où nous avons utilisé la quantitéKf = (k2
xf + k2

yf )
1/2 = k(3D) sin θf et le module de

vecteur d’onde

k(3D) =

√

2ME(3D)

h̄2 . (7.A.7)

La relation (7.A.6) permet d’exprimerdw/dkxfdkyf en fonction dedw/dΩf :

dw

dkxfdkyf

=
1

k(3D)kzf

dw

dΩf

. (7.A.8)

Cette probabilité différentielle est piquée aux vecteurs d’onde diffractés(kxn, kyn) et
nous pouvons alors identifier les populationswn des ordres avec les poids des pics de
diffraction :

dw

dkxf dkyf
=
∑

n

wn δ(kxf − kxn) δ(kyf − kyn) . (7.A.9)

7.A.3 Calcul explicite de la section efficace

Pour calculer la section efficace de diffusion (7.A.2), il est nécessaire d’introduire une
boı̂te de quantification pour normaliser les fonctions d’ondeψ̄if (r). Nous considérons
une boı̂te cubique de volumeL3 dont la base coı̈ncide avec la surfaceL2 du réseau de
diffraction. Son arêteL est choisie beaucoup plus grande que la période et la longueur
de décroissance du réseau de diffraction. Dans les directionsOx etOy, nous choisis-
sons des conditions aux limites périodiques ; au planz = L, la boı̂te est fermée par
une barrière de potentiel infinie.

Normalisation desétats initial et final

Comme le potentiel du Hamiltonien (7.A.1) ne dépend que de la coordonnée normale
z, les états̄ψif(r) sont de la forme

ψ̄if(r) = C exp i (kx,ifx+ ky,ify)φkz,if
(z) , (7.A.10)

où la constante de normalisationC est déterminée par le comportement asymptotique
de la fonction d’onde à une dimensionφkz,if

(z) dans la régionz → +∞ [voir (7.23)] :

z → +∞ : φif(r) = sin
[

kz,ifz + 1
2
∆ϕ(kz,if)

]

. (7.A.11)

En imposant que la probabilité de présence de l’atome dansla boı̂te vaille l’unité, l’on
trouve

C =

√

2

L3
. (7.A.12)
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Nous pouvons maintenant écrire le courant de probabilitéincident et la densité
d’états finaux. Le courantji de l’onde incidente dans la fonction d’ondeψ̄i(r) (7.A.10)
vaut

ji =
h̄k(3D)

M

C2

4
=
h̄k(3D)

2ML3
. (7.A.13)

Pour calculer la densité d’états, nous observons que dansla boı̂te de quantification, les
vecteurs d’onde finauxkf sont discrétisés avec des espacements

δkx = δky =
2π

L
et δkz =

π

L
. (7.A.14)

La densité d’états vaut alors

dnf

dE(3D)
=

1

δkx δky δkz

dkf

dE(3D)
=

L3

4π3

Mk(3D)

h̄2 dΩf . (7.A.15)

Résultat pour la section efficace diff́erentielle

Rappelons que la partie modulée du potentiel est donnée par

V (1)(r) = ǫ Vmax e−2κz cos 2qx. (7.A.16)

Dans la règle d’or de FERMI, nous avons à calculer son élément de matrice
〈

ψ̄f (r)
∣
∣
∣V (1)(r)

∣
∣
∣ψ̄i(r)

〉

≡
∫

dr ψ̄∗
f (r)V

(1)(r) ψ̄i(r). (7.A.17)

Si nous étendons l’intégrale sur tout l’espace, les intégrations sur les coordonnéesx et
y font apparaı̂tre des fonctionsδ localisées aux vecteurs d’onde diffractés au premier
ordre :
〈

ψ̄f (r)
∣
∣
∣V (1)(r)

∣
∣
∣ψ̄i(r)

〉

=
4π2ǫ

L3
δ(kyf − kyi) × (7.A.18)

×
∑

n=±1

δ(kxf − kxn) 〈φkzn
(z)| Vmax e−2κz |φkzi

(z)〉 ,

où le dernier élément de matrice représente l’intégration sur la coordonnéez. Pour
calculer le carré du résultat (7.A.18), nous nous servonsde la boı̂te de quantification
qui permet de régulariser les carrés des fonctionsδ de la façon suivante

|δ(kxf − kxn)|2 ≃ L

2π
δ(kxf − kxn). (7.A.19)

En utilisant le flux incident (7.A.13) et la densité d’états (7.A.15), la section efficace
différentielle (7.A.2) donne alors le résultat

dΣ

dΩf

= L2 4 ǫ2M2k(3D)

h̄4 δ(kyf − kyi) × (7.A.20)

×
∑

n=±1

δ(kxf − kxn)
∣
∣
∣〈φkzn

(z)|Vmax e−2κz |φkzi
(z)〉

∣
∣
∣

2
.
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Nous constatons que cette section efficace est proportionnelle à l’aireL2 du réseau de
diffraction et qu’elle est une somme de pics localisés aux vecteurs d’onde diffractés au
premier ordre.

Résultat pour les populations des ordres

En utilisant la normalisation (7.A.5), le changement de variable (7.A.6) et la
définition (7.A.9) des populations des ordres de diffraction, la section efficace
différentielle (7.A.20) implique que les populations desordres de diffraction au pre-
mier ordre sont données par

wn =
4ǫ2M2

h̄4kzikzn

∣
∣
∣〈φkzn

|Vmax e−2κz |φkzi
〉
∣
∣
∣

2
, n = ±1. (7.A.21)

Nous constatons que cette expression est identique au résultat (7.34) que nous avons
obtenu au paragraphe 7.

7.B Fonction deGREENpour le potentiel exponentiel

Nous donnons ici la démonstration de l’expression (7.30) pour la fonction de GREEN

du potentiel exponentiel. Au cours de cette démonstration, nous établissons le com-
portement asymptotique (7.B.32) de la fonction de GREEN. Nous calculons ainsi
l’intégrale surkz de la formule (7.31) pour la fonction d’onde diffractée et démontrons
l’expression (7.33) pour les amplitudes de diffraction dans l’approximation de BORN.

Nous allons nous placer end = 2, 3 dimensions.

7.B.1 D́efinition

Considérons l’opérateur différentiel

D ≡ △− U e−2κz + k2, (7.B.22)

où△ est le Laplacien end dimensions et les quantitésU etk2 sont reliées à la hauteur
du potentiel exponentielVmax et à l’énergie incidenteE(d) :

U =
2MVmax

h̄2 , (7.B.23a)

k2 =
2ME(d)

h̄2 . (7.B.23b)

La fonction de GREENG(r, r′) de l’opérateur différentielD satisfait aux deux condi-
tions suivantes :
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1. en fonction de la variabler,G(r, r′) est solution à l’équation différentielle

DG(r, r′) = δ(r − r′), (7.B.24)

où la fonctionδ du membre droit représente l’opérateur identité dans l’espace
des solutions régulièresψ(r) de l’équation de SCHRÖDINGER

Dψ(r) = 0, (7.B.25)

c’est-à-dire des solutions qui s’annulent dans la régionclassiquement interdite
z → −∞ ;

2. dans la région asymptotiquez → +∞, G(r, r′) est une superposition d’ondes
sortantesexp ik · r aveck2 = k2 etkz > 0.

Nous notons que la première de ces conditions implique qu’en fonction der, la fonc-
tion de GREEN G(r, r′) a un comportement asymptotique analogue aux fonctions
d’onde régulièresψ(r), à savoir qu’elle s’annule elle aussi dans la limitez → −∞.

7.B.2 Enonće

La fonction de GREENG(r, r′) de l’opérateur différentiel (7.B.22) est donnée par

G(r, r′) =
4

(2π)d

∫

dK
∫

C

dkz
eiK (R−R′)

k2 − k2
φkz

(z)φkz
(z′), (7.B.26)

où les vecteursr et k ont les composantesR et K parallèles au planz = 0 et les
composantesz etkz le long de l’axeOz. Les fonctions d’ondeφkz

(z) sont des solutions
de l’équation de SCHRÖDINGER stationnaire en une dimension

(

− d2

dz2
+ U e−2κz

)

φkz
(z) = k2

z φkz
(z) (7.B.27)

avec les comportements asymptotiques

z → −∞ : φkz
(z) = 0 (7.B.28a)

z → +∞ : φkz
(z) = sin

[

kzz + 1
2
∆ϕ(kz)

]

. (7.B.28b)

Lesφkz
(z) ont l’expression

φkz
(z) =

kz

κ

√
√
√
√

sinh(πkz/κ)

πkz/κ
Kikz/κ(u0 e−κz), (7.B.29)

où Kikz/κ(u0e
−κz) est une fonction de BESSEL modifiée de la deuxième espèce. Le

paramètreu0 vaut

u0 =

√

U

κ2
, (7.B.30)
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0 Re kz
x

Im kz

pole k3

Figure 7.22: Chemin d’intégrationC pour l’intégrale surkz dans la fonction deGREEN

(7.B.26).

et le déphasage∆ϕ(kz) est donné par

∆ϕ(kz) = −2kz

κ
log(u0/2) + 2 arg Γ(1 + ikz/κ) . (7.B.31)

Le chemin d’intégrationC pour la variablekz dans l’intégrale (7.B.26) est esquissé sur
la figure 7.22 : il part de l’origine verskz = +∞ et contourne, dans le plan complexe, le
pôle situé àkz = k3 ≡ (k2−K2)1/2 en passant par le demi-plan inférieur16 Im kz < 0.

Dans la région asymptotiquez → +∞, la fonction de GREEN G(r, r′) a le com-
portement asymptotique suivant

z → +∞ : (7.B.32)

G(r, r′) = − 1

(2π)d−1

∫

|K|<k

dK
eiK (R−R′)

k3
exp i

[

k3z + 1
2
∆ϕ(k3)

]

φk3(z
′)

avec
k3 = +

√
k2 − K2 pour|K| < k. (7.B.33)

Les vecteurs d’ondeK avec |K| > k correspondent à des ondes évanescentes qui
décroissent de façon exponentielle dans la limitez → +∞.

7.B.3 D́emonstration

Equation diff érentielle. En échangeant l’opérateur différentielD (7.B.22) avec les
intégrales de la fonction de GREEN (7.B.26) et en utilisant l’équation de SCHRÖDIN-

16De façon équivalente, l’on peut préciser le chemin d’intégration en remplaçant le dénominateur
k2 − k2 dans (7.B.26) park2 − k2 + i0+ où0+ représente une quantité infinitésimale positive. Le pôle
est ainsi déplacé verskz = (k2

3 + i0+)1/2 et se trouve donc dans le demi-plan supérieurIm kz > 0.
En intégrant alors le long de l’axe réelle positive, le pôle est également situé au-dessus du chemin
d’intégration.
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GER (7.B.27) pour les fonctions d’ondeφkz
(z), nous trouvons

DG(r, r′) =
4

(2π)d

∫

dK
∫

C

dkz
−K2 − k2

z + k2

k2 − k2
eiK (R−R′)φkz

(z)φkz
(z′)

=
2

π
δ(R −R′)

∫

C

dkz φkz
(z)φkz

(z′). (7.B.34)

Notons que l’intégrand n’a plus de singularité proche de l’axe réelle [voir les fonctions
d’onde (7.B.29)], nous pouvons donc remplacer le contourC par l’axe réelle positive.

Identit é dans l’espace de solutions régulières. Il reste donc à montrer que
l’intégrale suivante représente l’opérateur identit´e dans l’espace des solutions
régulièresφk′

z
(z′) :

2

π

∞∫

0

dkz φkz
(z)φkz

(z′) = δ(z − z′). (7.B.35)

A cet effet, nous introduisons, en suivant G. ARMAND [103], une boı̂te de quantifica-
tion en ajoutant une barrière de potentiel infini à la position z = L dans la région
asymptotique (L ≫ 1/κ). La condition que les fonctions d’ondeφkz

(z) (7.B.29)
s’annulent pourz = L, entraı̂ne alors que les vecteurs d’ondekz sont quantifiés :

kz = km avec kmL+ 1
2
∆ϕ(km) = mπ, m = 1, 2, . . . (7.B.36)

A la limite L≫ 1/κ, le termekmL dans (7.B.36) l’emporte sur le déphasage (7.B.31)
et les vecteurs d’onde quantifiéskm ont un espacement

δkz =
π

L
. (7.B.37)

Les fonctions d’ondesφkm
(z) sont orthogonales

〈

φkm
|φkm′

〉

≡
∫

dz φ∗
km

(z)φkm′ (z) = 0 pour m 6= m′, (7.B.38)

et le comportement asymptotique (7.B.28b) implique que la norme desφkm
(z) vaut

〈φkm
|φkm

〉 =
L

2
. (7.B.39)

Nous pouvons alors écrire l’opérateur identitéI pour les fonctions d’onde régulières
dans la boı̂te de quantification de la façon suivante :

I =
2

L

∞∑

m=1

|φkm
〉 〈φkm

| . (7.B.40)
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A la limite d’une boı̂te infinie,L → ∞, la somme sur leskm devient une intégrale, et
avec l’espacementδkz (7.B.37), nous avons la représentation suivante

I =
2

π

∞∫

0

dkz |φkz
〉 〈φkz

| . (7.B.41)

En représentation position, le membre gauche devient une fonction δ(z −
z′). Ceci complète la demonstration de la formule (7.B.35) et de l’équation
différentielle (7.B.24) pour la fonction de GREEN.

Comportement dans la ŕegion asymptotiquez → +∞. Il reste à étudier le
comportement asymptotique (7.B.32) de la fonction de GREEN G(r, r′) à la limite
z → +∞. Plus précisément, compte tenu du comportement asymptotique (7.B.28b)
des fonctions d’ondeφkz

(z), il suffit d’établir la formule suivante

2

π

∫

C

dkz

sin
[

kzz + 1
2
∆ϕ(kz)

]

k2
3 − k2

z

φkz
(z′) = − 1

k3
exp i

[

k3z + 1
2
∆ϕ(k3)

]

φk3(z
′),

(7.B.42)
oùk3 > 0 est défini à l’équation (7.B.33).

En suivant N. CABRERA et al. [58], nous notons qu’en fonction dekz, la fonction
d’ondeφkz

(z′) est impaire.17 Comme lesin dans (7.B.42) donne le comportement
asymptotique deφkz

(z), il est également impaire en fonction dekz. Par conséquent,
l’intégrand dans (7.B.42) est pair, et nous pouvons remplacer l’intégrale surkz par

∫

C
dkz =

1

2

∫

C′
dkz, (7.B.43)

où le chemin d’intégrationC′ commence àkz = −∞, contourne le pôle situé àkz =
−k3 par le demi-plan supérieur et celui situé àkz = +k3 par le demi-plan inférieur et
se termine àkz = +∞ (voir la figure 7.23).

Introduisons maintenant l’expression (7.B.29) pour la fonction d’ondeφkz
(z) dans

l’intégrale (7.B.42) ; il vient

I ≡ 1

π

∫

C′

dkz

sin
[

kzz + 1
2
∆ϕ(kz)

]

k2
3 − k2

z

kz

κ

√
√
√
√

sinh(πkz/κ)

πkz/κ
Kikz/κ(u0e

−κz′). (7.B.44)

En utilisant la définition (7.B.31) du déphasage∆ϕ(kz) et la propriété suivante de la
fonctionΓ (pourkz réel)

|Γ(1 + ikz/κ)| =

√
√
√
√

πkz/κ

sinh(πkz/κ)
, (7.B.45)

17Voir l’expression (7.B.29) pourφkz
(z′). La fonction de BESSELKikz/κ(u0e

−κz′

) est paire en
fonction dekz (M. A BRAMOWITZ et I. STEGUN, Handbook of Mathematical Functions, formule 9.6.6).
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pole +k3

0
Re kzx

Im kz

x

pole - k3

C’

Figure 7.23: Chemin d’intégrationC′ pour l’intégraleI surkz dans (7.B.44). Le demi-
cercle symbolise la fermeture du cheminC′ à l’infini pour le calcul de l’intégraleI+

dans (7.B.47).

nous obtenons l’expression suivante

sin
[

kzz + 1
2
∆ϕ(kz)

]

√
√
√
√

sinh(πkz/κ)

πkz/κ
=

1

2i

{

eikz [z−κ−1 log(u0/2)]

Γ(1 − ikz/κ)
− e−ikz [z−κ−1 log(u0/2)]

Γ(1 + ikz/κ)

}

, (7.B.46)

qui donne la continuation analytique du membre gauche à desvaleurs complexes de
kz.

L’intégraleI (7.B.44) devient alors la somme de deux intégrales,I = I+ + I−,
dont la première s’écrit

I+ ≡ 1

2πi

∫

C′

dkz
kz/κ

k2
3 − k2

z

eikz[z−κ−1 log(u0/2)]

Γ(1 − ikz/κ)
Kikz/κ(u0e

−κz′). (7.B.47)

Dans la limitez → +∞, nous pouvons supposer quez − κ−1 log(u0/2) > 0 et fermer
le chemin d’intégrationC′ par un demi-cercle à l’infini dans le demi-plan supérieur
Im kz > 0 (voir la figure 7.23). A cause de l’exponentielleeikz[z−κ−1 log(u0/2)], le demi-
cercle à l’infini ne contribue pas à la valeur de l’intégrale. D’après le théorème de
CAUCHY, l’intégrale (7.B.47) est déterminée par les pôles de l’intégrand qu’enferme
le chemin d’intégration. Il est bien connu18 que la fonction1/Γ(1 + ikz/κ) n’a pas
de singularités dans le plan complexe de la variablekz. Il en est de même19 pour la
fonction de BESSELKikz/κ(u0e

−κz). L’intégrand a donc deux pôles simples pourkz =
±k3 dont seulement le pôlekz = +k3 se trouve à l’intérieur du chemin d’intégration

18ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., chap. 6.1.
19ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., chap. 9.1 et formule 9.6.4.
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(au-dessus du cheminC′). Le théorème de CAUCHY donne alors le résultat suivant

I+ = −k3/κ

2k3

eik3[z−κ−1 log(u0/2)]

Γ(1 − ik3/κ)
Kik3/κ(u0e

−κz′) (7.B.48)

= − 1

2k3
exp i

[

k3z + 1
2
∆ϕ(k3)

]

φk3(z
′). (7.B.49)

En passant à la deuxième ligne, nous avons utilisé la définition (7.B.29) de la fonction
d’ondeφk3(z), le déphasage∆ϕ(k3) (7.B.31) et la propriété (7.B.45) de la fonctionΓ,
étant donné quek3 est réel.

De façon analogue, mais en fermant le chemin d’intégration C′ par un demi-cercle
dans le plan inférieurIm kz < 0, l’on démontre que la deuxième intégrale

I− ≡ − 1

2πi

∫

C′

dkz
kz/κ

k2
3 − k2

z

e−ikz[z−κ−1 log(u0/2)]

Γ(1 + ikz/κ)
Kikz/κ(u0e

−κz′). (7.B.50)

a la même valeur (7.B.49) queI+. Ceci complète la démonstration de la for-
mule (7.B.42), ainsi que du comportement asymptotique (7.B.32) de la fonction de
GREENG(r, r′).

7.C Eléments de matrice du potentiel exponentiel (I)

Nous calculons dans cette annexe l’élément de matrice (7.35)
〈

φkf
(z)
∣
∣
∣U e−2κz

∣
∣
∣φki

(z)
〉

(7.C.51)

où lesφkif
(z) sont des fonctions propres de l’équation de SCHRÖDINGER stationnaire

avec le potentiel exponentielU e−2κz. Rappelons qu’elles sont données par

φkif
(z) =

√

kif

πκ
sinh (πkif/κ)Kikif/κ

(

u0 e−κz
)

, (7.C.52)

avecKikif /κ(u0 e−κz) une fonction de BESSELmodifiée de la deuxième espèce etu0 =

(U/κ2)1/2.
Pour évaluer l’élément de matrice, nous utilisons le changement de variablez 7→

u = u0 e−κz (voir aussi [68]). L’expression (7.C.51) se ramène alors `a

〈

φkf
(z)
∣
∣
∣U e−2κz

∣
∣
∣φki

(z)
〉

=
1

π

√

kf ki sinh (πkf/κ) sinh (πki/κ)I(kf , ki) (7.C.53)

avec

I(kf , ki) ≡
∞∫

0

du uKikf/κ(u)Kiki/κ(u). (7.C.54)
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Pour évaluer cette intégrale, nous utilisons la représentation intégrale suivante pour les
fonctions de BESSEL20

Kik/κ(u) =
κ

2

∞∫

−∞

dζ e−u cosh κζ+ikζ, (7.C.55)

qui permet d’effectuer l’intégration suru dans (7.C.54), avec le résultat

I(kf , ki) =
κ2

4

∫

dζ dζ ′
exp i(kfζ + kiζ

′)

(coshκζ + coshκζ ′)2
. (7.C.56)

Un autre changement de variable,{ζ, ζ ′} 7→ {τ = κ(ζ + ζ ′)/2, τ ′ = κ(ζ − ζ ′)/2}
permet de factoriser l’intégrale (7.C.56) et de la ramenerà la transformée de FOURIER

de1/ cosh2 :

I(kf , ki) =
1

8

∫

dτ
exp i[(kf + ki)τ/κ]

cosh2 τ

∫

dτ ′
exp i[(kf − ki)τ

′/κ]

cosh2 τ ′
. (7.C.57)

Le résultat (6.A.6) de l’annexe 6.A donne alors

I(kf , ki) =
1

2
β

(

kf + ki

κ

)

β

(

kf − ki

κ

)

. (7.C.58)

En utilisant la définition (6.12) du facteur d’obliquitéβ, nous avons donc

I(kf , ki) =
1

2

π(kf + ki)/2κ

sinh π(kf + ki)/2κ

π(kf − ki)/2κ

sinh π(kf − ki)/2κ
. (7.C.59)

Compte tenu de (7.C.53), ceci complète la démonstration de l’élément de matrice
(7.35).

20ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., équation 9.6.24.



170 Diffraction



Chapitre 8

L’approximation du r éseau de phase
mince

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une méthode d’approximation qui permet de ca-
ractériser la diffraction d’atomes dans le régime semi-classique. Dans ce régime, les
trajectoires classiques servent à calculer la phase de la fonction d’onde. En optique lu-
mineuse, une approche équivalente est celle de l’optique géométrique1 où la phase du
champ lumineux est donnée par le chemin optique d’un rayon lumineux, divisé par la
longueur d’onde réduiteλ/2π. Cette approche s’avère particulièrement adaptée pour
déterminer la figure de diffraction pour un réseau de phase. C’est alors une modulation
spatiale de la phase du champ lumineux (ou de la fonction d’onde atomique) qui est à
l’origine de la diffraction. Le problème se réduit donc aucalcul d’un déphasage.

Nous allons d’abord étudier la diffraction par un réseau de phase du point de
vue de l’optique lumineuse (au paragraphe 8.1). Nous introduisons de façon intuitive
l’approximation du〈〈 réseau de phase mince〉〉 qui est une approche moins générale que
l’optique géométrique habituelle, et qui consiste à calculer la phase du champ non pas
le long des vrais rayons géométriques qui sont courbes dans le réseau (comme le fait
l’optique géométrique), mais le long des rayons rectilignes que la lumière suivrait en
absence de réseau. Nous comparons cette approche à l’optique géométrique.

Au paragraphe 8.2, nous revenons aux atomes et considéronsleur diffraction par
une onde stationnaire lumineuse dans une géométrie de transmission. L’approximation
de RAMAN –NATH est rappelée qui permet de caractériser la figure de diffraction au-
delà de la limite perturbative. Nous montrons qu’elle est ´equivalente à l’approche du
réseau de phase mince de l’optique et nous en étudions les conditions de validité.

1Au sens strict, la notion de phase du champ lumineux n’existepas dans l’optique géométrique.
Cependant, il semble naturel de l’introduire par la construction énoncée dans le texte si bien que, par
abus de langage, nous convenons de l’inclure dans ce que nousappelons “optique géométrique” dans le
présent mémoire.
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Dans la partie centrale de ce chapitre, au paragraphe 8.3, nous mettrons en évidence
que ces deux approches équivalentes, celle du réseau de phase mince de l’optique
et celle de RAMAN –NATH sont des cas particuliers d’un développement perturba-
tif de la phase atomique au premier ordre par rapport à un potentiel perturbateur
faible. C’est par ce développement perturbatif que nous d´efinissons dans ce mémoire
l’approximation du réseau de phase mince.

Dans la suite (au paragraphe 8.4), l’approximation du réseau de phase mince per-
met de calculer la figure de diffraction d’atomes par une ondeévanescente station-
naire, donc dans une géométrie de réflexion. Nous comparons ses résultats à ceux de
l’approximation de BORN du chapitre 7, ainsi qu’au calcul classique de la distribution
de vitesse du chapitre 6. A l’aide de l’exemple de la diffraction par l’onde évanescente
stationnaire, nous confrontons finalement au paragraphe 8.4.7 l’approximation du
réseau de phase mince au calcul semi-classique de la figure de diffraction dans l’esprit
de l’optique géométrique. Cette approche semi-classique est une généralisation de
l’approximation de BRILLOUIN , KRAMERS et WENTZEL (l’approximation〈〈BKW 〉〉)
à un nombre de dimensions arbitraire.

L’annexe 8.A de ce chapitre reproduit l’article〈〈Atomic diffraction by a thin phase
grating〉〉 par C. H., J.-Y. COURTOIS, et A. ASPECT, paru auJournal de Physique III
(France)4, pp. 1955–74 (1994). Nous ferons référence aux équations de cet article par
le signet〈〈ADif 〉〉.

8.1 Diffraction de la lumière par un objet de phase

Considérons la diffraction d’une onde lumineuse par un objet de phase dont l’indice
de réfraction varie dans l’espace (voir la figure 8.1) et plaçons-nous dans le point de
vue de l’optique géométrique. Lorsqu’un rayon lumineux traverse l’objet, la variation
de l’indice a deux effets : d’une part, le chemin optique le long du rayon est modifié,
et d’autre part, le rayon s’écarte de sa direction initialeparce qu’il y a un gradient de
l’indice. La modification du chemin optique donne le déphasage du champ lumineux
après la traversée de l’objet, et l’on obtient la figure de diffraction dans le champ
lointain en prenant la transformée de FOURIER du champ lumineux déphasé.

Si l’objet de phase a une épaisseur faible, les rayons lumineux s’écartent peu de leur
direction initiale à l’intérieur de l’objet de phase. Dans ce régime, la phase du champ
lumineux peut être calculée le long des rayons rectilignes que la lumière suivrait en
absence de l’objet. La modification du chemin optique s’obtient alors simplement en
accumulant la variation de l’indice à travers l’objet, le long de la direction de l’onde
lumineuse incidente. Ce régime est habituellement appel´e celui duréseau de phase
minceou encore de l’hologramme mince. Ses conditions de validit´e sont quelque peu
floues dans la littérature. Dans ce mémoire, nous allons utiliser le termeapproximation
du réseau de phase mincepour l’approximation qui consiste à calculer la phase du
champ lumineux le long des rayons que la lumière suivrait sila modulation d’indice
n’existait pas.
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Figure 8.1: Diffraction d’une onde lumineuse par un objet dephase.

Pour fixer les idéees, étudions un réseau de phase dont l’indice varie de façon
sinusoı̈dale dans la directionOx, avec une périodea et une amplitude de variationδn,
et soite l’épaisseur du réseau dans la directionOz (voir la figure 8.2). Lorsque une
onde lumineuse traverse le réseau en incidence normale (parallèle à la directionOz),
elle accumule un déphasage∆ϕ(x) qui est modulé lui aussi de façon sinusoı̈dale, avec
une amplitude de modulationuopt donnée par

uopt = kLe δn (8.1)

oùkL est le (module du) vecteur d’onde optique dans le vide. Le champ lumineux est
donc spatialement modulé en phase, ce qui implique que les intensitésIn des ordres
de diffraction sont données par les fonctions de BESSEL:

In = Iinc J
2
n(uopt) (8.2)

où Iinc est l’intensité incidente. La figure de diffraction est caractérisée par le pa-
ramètreuopt que l’on appelleindice de modulation. Elle présente des bandes latérales
faibles si l’indice de modulation est petit devant l’unité. Dans ce régime, nous pou-
vons également obtenir la figure de diffraction à l’aide d’une approche perturbative,
analogue à l’approximation de BORN. L’intérêt de l’approximation du réseau de phase
mince est qu’elle permet aussi de décrire le régime d’une modulation de phase forte où
l’indice de modulationuopt est grand devant l’unité. Dans ce qui suit, nous allons nous
concentrer sur ce régime. Un certain nombre d’ordres supérieurs apparaissent alors de
façon symétrique de part et d’autre de l’ordre spéculaire dans la figure de diffraction.
Les propriétés des fonctions de BESSEL impliquent que le nombre des ordresnmax qui
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Figure 8.2: Rayons lumineux dans un réseau de phase sinuso¨ıdal.

sont présents dans la figure de diffraction est de l’ordre denmax ≃ uopt. Pour cet ordre,
l’angle de diffraction vaut∆θmax, avec2

∆θmax =
λL

a
nmax ≃ 2πe δn

a
. (8.3)

Cet angle est faible pour la diffraction par une onde acoustique, par exemple, parce
que l’amplitude de variation de l’indiceδn est généralement très inférieure à l’unité.

Etudions à l’aide de cet exemple les conditions sous lesquelles l’approximation du
réseau de phase mince est valable. La figure 8.2 montre un rayon lumineux qui est
dévié de l’angle∆θmax par le gradient d’indice (le rayon〈〈R+ 〉〉). Dans la direction
Ox, il s’est déplacé d’une distance∆xmax après avoir traversé l’épaisseure du réseau,
avec∆xmax = e tan ∆θmax. Nous obtenons une condition nécessaire pour la validité
de l’approximation du réseau de phase mince, en demandant que ce déplacement soit
faible devant la périodea du réseau :

∆xmax

a
=
e

a
tan ∆θmax ≪ 1. (8.4)

2Du point de vue de l’optique géométrique, la déviation angulaire maximale correspond à un rayon
lumineux qui traverse le réseau de phase aux positions où le gradient d’indice est maximal. Comme le
rayon de courbure du rayon est égal à l’inverse du gradientd’indice,ρc ≃ a/2πδn, l’angle de déviation
du rayon est de l’ordree/ρc ≃ 2πe δn/a identique à (8.3). Le maximum de la figure de diffraction à
cet angle est appelé un〈〈arc-en-ciel〉〉 [107, 74].
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En utilisant l’expression (8.3) pour l’angle de déviationmaximal∆θmax, cette condi-
tion est remplie dans le régime caractérisé par

2πe2 δn

a2
≪ 1. (8.5)

(Pour alléger les formules, nous avons supposé que l’angle maximal∆θmax est faible.)
Ce régime impose une limite supérieure à l’épaisseure du réseau, en-dessous de la-
quelle l’approximation du réseau de phase mince est valable.

Cependant, nous voyons dans la figure 8.2 que derrière le réseau, le rayon lumineux
〈〈R+ 〉〉 croise un autre rayon〈〈R− 〉〉. Ce rayon a traversé le réseau une demi-période plus
loin dans la directionOx et a été dévié par l’angle−∆θmax. Les deux rayons se croisant
à une distancezcau = a/(4 tan∆θmax). A cette position apparaı̂t une caustique dans le
champ lumineux et l’optique géométrique n’y est plus valable. Mais, si la caustique se
trouve loin derrière le réseau de phase, l’on peut se servir des rayons géométriques pour
calculer le champ lumineux jusqu’à une surface située entre le réseau et la caustique.
A partir de cette surface, le principe de HUYGHENS–FRESNEL permet de propager le
champ vers l’infini, et l’on trouve ainsi la figure de diffraction. La condition que la
caustique se trouve loin derrière le réseau s’écrit

zcau
e

=
a

4e tan∆θmax
≫ 1, (8.6)

et en comparant au critère (8.4), nous constatons que, à unfacteur numérique près, cette
condition est équivalente à un déplacement∆xmax du rayon lumineux petit devant la
périodea du réseau.

L’équivalence entre les conditions (8.4) et (8.6) est un peu surprenante, car tandis
que (8.4) est nécessaire pour la validité de l’approximation du réseau de phase mince
où l’on calcule la phase du champ lumineux le long des rayonsrectilignes, la condition
(8.6) caractérise la validité de l’optique géométrique qui calcule la phase du champ lu-
mineux le long des〈〈vrais 〉〉 rayons lumineux qui sont courbés par le gradient d’indice.
Physiquement, il paraı̂t évident que cette dernière approche permet d’obtenir une des-
cription plus précise du champ lumineux, et ceci implique que l’approximation du
réseau de phase mince doit être sujette à une condition devalidité supplémentaire qui
soit plus restrictive que la condition (8.4). Nous concluons donc que la condition d’un
déplacement du rayon lumineux faible devant le pas du réseau,∆xmax ≪ a, caractérise
la validité de l’optique géométrique, mais non pas la validité de l’approximation du
réseau de phase mince. Il s’agit certes d’une condition nécessaire, mais non pas suffi-
sante.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre que l’approximation du réseau de phase
mince peut également s’utiliser en optique atomique, et nous mettrons en évidence ses
conditions de validité de façon plus précise dans ce contexte-là.
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8.2 La diffraction d’atomes par un r éseau de lumìere
dans l’approximation de RAMAN et NATH

Avant de revenir à la réflexion d’atomes par l’onde évanescente stationnaire, nous
allons rappeler la diffraction d’atomes dans une géométrie de transmission, par une
onde stationnaire formée par deux ondes lumineuses progressives. Ce phénomène est
précisément la transposition à l’optique atomique de ladiffraction de la lumière par un
réseau d’indice, où les rôles de la lumière et de la mati`ere sont échangés. La diffrac-
tion d’atomes sur un réseau de lumière est aussi appelée effet KAPITZA–DIRAC et a été
étudiée abondamment en optique atomique, aussi bien du point de vue expérimental
[108, 47, 109, 53] que théorique [42, 43, 110, 45, 40, 49].

Dans ce paragraphe, nous rappelons le calcul de la figure de diffraction d’atomes
par un réseau de lumière dans l’approximation de RAMAN –NATH.3 Cette approche
suppose que le temps d’interaction avec l’onde stationnaire est〈〈court〉〉 de sorte que
la vitesse de l’atome reste approximativement constante lors de la traversée du réseau.
Notons que cette approximation permet aussi de caractériser une situation où la dif-
fraction peuple des ordres supérieurs. En étudiant les hypothèses sous-jacentes à cette
approche, nous montrons qu’elle transpose l’approximation du réseau de phase mince
de l’optique lumineuse à l’optique atomique. Nous en étudions ensuite les conditions
de validité.

8.2.1 Calcul de la figure de diffraction

Comme dans les chapitres précédents, nous modélisons l’atome par un système à deux
niveaux et nous nous plaçons dans le régime de faible saturation de la transition ato-
mique. Nous décrivons donc l’interaction de l’atome avec les ondes lumineuses par
le potentiel dipolaire et négligeons l’émission spontanée. Pour une onde stationnaire
formée par deux ondes progressives, le potentiel dipolaire est de la forme (l’indice
〈〈KD 〉〉 rappelle qu’il s’agit du potentiel dipolaire pour l’effet KAPITZA–DIRAC)

VKD(x, z) = V1f(z) (1 + cos 2kLx) , (8.7)

où la hauteurV1 est proportionnelle à l’intensité lumineuse [voir l’équation (1.16)]. La
fonction sans dimensionf(z) donne le profil de l’onde lumineuse perpendiculairement
à la direction de propagation, elle est centrée àz = 0. Nous dénotonsw son intégrale
sur l’axeOz, cette longueur correspond à l’épaisseur de l’onde stationnaire dans la
directionOz. La période du réseau de diffraction est égale la moitiéde la longueur
d’onde optique.

Considérons des atomes incidents depuisz = −∞ en incidence normale, avec une
énergie cinétiqueEi = h̄2k2

zi/2M beaucoup plus grande que la valeur maximaleV1

3Notons que l’approximation de RAMAN -NATH a été développée dans le contexte du problème
d’optique lumineuse du paragraphe précédent, à savoir la diffraction de la lumière par une onde acous-
tique (BORN et WOLF, op. cit., Chap. XII).
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du potentiel dipolaire, d’une part, et que l’〈〈 énergie de recul〉〉 h̄2k2
L/2M , d’autre part.

Nous pouvons alors faire l’approximation paraxiale : séparons le mouvement le long
de l’axeOz de la fonction d’onde :

ψ(x, z) = eikzizφ(x, z), (8.8)

et supposons que l’amplitudeφ(x, z) varie lentement en fonction dez à l’échelle de la
longueur d’onde atomique2π/kzi. L’équation de SCHRÖDINGER stationnaire

[

− h̄2

2M
∇2 + VKD(x, z)

]

ψ(x, z) = Ei ψ(x, z) (8.9)

donne alors l’équation suivante

ih̄vzi
∂φ

∂z
= − h̄2

2M

∂2φ

∂x2
+ VKD(x, z)φ(x, z), (8.10)

où la vitessevzi est liée au vecteur d’ondekzi par vzi = h̄kzi/M . En développant
φ(x, z) en une série de FOURIER par rapport àx,

φ(x, z) =
∑

n

bn(z) e2inkLx, (8.11)

on trouve le système d’équations suivant pour les coefficientsbn(z) :

ih̄vzi
dbn
dz

= 4Erecn
2 bn(z) + V1f(z)

{

bn(z) + 1
2
bn−1(z) + 1

2
bn+1(z)

}

, (8.12)

où nous avons notéErec ≡ h̄2k2
L/2M l’énergie de recul associée au vecteur d’onde

lumineuxkL.
L’approximation de RAMAN et NATH consiste à négliger le premier terme du

membre droit de l’équation (8.12), qui correspond à l’énergie cinétique des ondes dif-
fractées. Il est alors possible de trouver une solution analytique [111] pour les coeffi-
cients de FOURIER bn(z) : on impose la condition initiale

z → −∞ : bn(z) = δn,0 (8.13)

qui exprime que les atomes sont incidents dans l’ordren = 0. En utilisant l’identité
pour les fonctions de BESSEL

d

du
Jn(u) =

1

2
[Jn−1(u) − Jn+1(u)] , (8.14)

on montre que lesbn(z) sont donnés par

bn(z) = (−i)n exp[−iuKD(z)] Jn[uKD(z)] . (8.15)
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où l’argumentuKD(z) des fonctions de BESSELvaut

uKD(z) =
V1

h̄ vzi

z∫

−∞

dz′ f(z′). (8.16)

Nous notons qu’il varie à l’échelle de l’épaisseurw de l’onde stationnaire. Dans la
limite z → +∞, la solution (8.15) donne alors les amplitudes de diffraction

an = lim
z→+∞

bn(z) = (−i)n exp(−iuKD) Jn(uKD) , (8.17)

oùuKD vaut

uKD =
V1w

h̄ vzi
. (8.18)

Comme les atomes sont incidents avec une vitessevzi beaucoup plus grande que
la vitesse de recul̄hkL/M , les angles de diffraction sont très proches de l’axeOz.
Par conséquent, nous pouvons négliger le facteurkzn/kzi = cos θn/ cos θi dans
l’équation (7.17) pour les populations des ordres de diffraction et obtenons :

w(KD)
n = |an|2 = J2

n(uKD). (8.19)

Ce résultat est identique à la figure de diffraction optique (8.2) pour un réseau de phase
sinusoı̈dal, à une normalisation près.

8.2.2 Equivalencèa l’approximation du r éseau de phase mince

Regardons de plus près les approximations que nous avons faites lors de ce calcul.
Tout d’abord, nous avons supposé que l’énergie incidenteest beaucoup plus grande
que la hauteur du potentiel. Par conséquent, l’atome traverse l’onde stationnaire avec
une composante de vitessevzi constante le long de l’axeOz. Ensuite, en faisant
l’approximation d’une enveloppeφ(x, z) lentement variable à l’échelle de la longueur
d’onde atomique, nous supposons que la longueur d’onde atomique est beaucoup plus
courte que l’épaisseur du réseau de diffraction :2π/kzi ≪ w. La longueur d’onde
atomique est également plus courte que la périodeπ/kL du réseau parce que la vi-
tesse incidentevzi est beaucoup plus grande que la vitesse de reculh̄kL/M . Nous nous
sommes donc placé dans le régime semi-classique.

Finalement, en faisant l’approximation de RAMAN –NATH dans le système
d’équations (8.12), l’équation de SCHRÖDINGER (8.10) a été remplacée par

ih̄vzi
∂φ

∂z
= VKD(x, z)φ(x, z) (8.20)

où l’opérateur de l’énergie cinétique transverse−(h̄2/2M)(∂2/∂x2) est négligé.
Comme la coordonnéex est alors un paramètre dans (8.20), nous pouvons ignorer le
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déplacement de l’atome dans la directionOx. En effet, l’équation (8.20) a la solution
simple suivante :

φ(x, z) = exp[i∆ϕ(x, z)] φ(x, z = −∞), (8.21)

où le déphasage de la fonction d’onde est donné par

∆ϕ(x, z) = − 1

h̄vzi

z∫

−∞

dz′ VKD(x, z′) = − V1

h̄vzi

z∫

−∞

dz′ f(z′) (1 + cos 2kLx) , (8.22)

et nous constatons qu’il est obtenu en intégrant le potentiel dipolaireVKD(x, z) le long
de la trajectoire rectiligne qui traverse l’onde stationnaire à une positionx donnée.

En utilisant l’identité suivante pour les fonctions de BESSEL4

exp (−iu cos 2kLx) =
∞∑

n=−∞

(−i)n Jn(u) exp 2inkLx, (8.23)

l’expression (8.21) pour la fonction d’onde admet le développement de FOURIER

φ(x, z) =
∑

n

(−i)n exp[−iuKD(z)] Jn[uKD(z)] exp 2inkLx, (8.24)

avecuKD(z) donné par (8.16). En comparant aux coefficients de FOURIER (8.15), nous
constatons que ce résultat est équivalent à celui du calcul précédent.

Après l’interaction avec le réseau de diffraction, le déphasage (8.22) vaut

z ≫ w : ∆ϕ(x, z) = −V1w

h̄vzi
(1 + cos 2kLx) . (8.25)

La fonction d’onde atomique est donc spatialement moduléeen phase, de sorte que la
figure de diffraction est donnée par les fonctions de BESSELde l’équation (8.19).

Nous avons donc montré que l’approximation de RAMAN –NATH est la transposi-
tion de l’approche du réseau de phase mince de l’optique :

• elle s’inscrit dans un cadre semi-classique (équivalent `a l’optique géométrique)
où la longueur d’onde atomique est petite par rapport aux échelles ca-
ractéristiques du réseau de diffraction,

• et elle obtient la phase de la fonction d’onde atomique en intégrant le potentiel
dipolaire du réseau le long des trajectoires rectilignes que l’atome suivrait en
absence du réseau.

Dans le paragraphe suivant, nous examinons les conditions de validité de
l’approximation de RAMAN –NATH. La formulation présente du calcul de la figure
de diffraction, à l’aide de l’équation de SCHRÖDINGER, mettra alors en évidence que
l’approximation du réseau de phase mince est une approche plus limitée que l’optique
géométrique, dans la mesure où ce sont les trajectoires rectilignes (non perturbées) qui
servent à calculer la phase atomique.

4Handbook of Mathematical Functions, édité par M. ABRAMOWITZ et I. STEGUN, formules 9.1.44
et 9.1.45.
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8.2.3 La validité de l’approximation de RAMAN –NATH

Rappelons que l’approximation de RAMAN –NATH consiste à négliger l’énergie
cinétique transverse dans l’équation de SCHRÖDINGER. Le système d’équations (8.12)
pour les amplitudesbn(z) montre que cette approximation est justifiée si deux condi-
tions son remplies :

1. L’énergie cinétique transverse est négligeable devant la hauteur du potentiel di-
polaire

4n2Erec ≪ V1. (8.26)

Nous nous sommes restreints ici à la zone d’interaction oùle profil f(z) est de
l’ordre de l’unité parce qu’il n’est pas nécessaire de faire d’approximations pour
décrire le mouvement libre en dehors de l’onde stationnaire.

2. Le facteur de phase de l’amplitudebn(z) associé à l’énergie cinétique transverse,
exp(−4in2Erecz/h̄vzi), peut être négligé sur la longueur d’interaction, c’est-à-
dire

4n2Erecw

h̄vzi
≪ 1. (8.27)

Pour interpréter ces conditions, nous allons nous placer dans le régime où plusieurs
ordres sont peuplés dans la figure de diffraction. L’ordre maximalnmax présent dans
la figure de diffraction est alors approximativement donnépar l’indice de modulation
uKD. En utilisant l’expression (8.18) pouruKD, la première condition (8.26) peut être
écrite sous la forme

2k2
LV1

M
τ 2
int ≪ 1, (8.28)

où τint ≡ w/vzi est le temps-type d’interaction. En observant que la quantitéFmax ≃
2kLV1 est la valeur maximale de la force transverse qu’exerce le potentiel dipolaire
(8.7) sur l’atome, nous constatons que le membre gauche de l’équation (8.28) fait in-
tervenir la quantité∆xmax ≃ 1

2
Fmaxτ

2
int/M , égale au déplacement maximal de l’atome

dû à cette force. La condition (8.28) impose donc que celui-ci soit négligeable devant
la période du réseau

2kL∆xmax ≪ 1. (8.29)

Cette condition est équivalente au critère (8.4) d’un déplacement transverse
négligeable devant le pas du réseau que nous avons trouvépour le réseau de phase
mince en optique.

En comparant les conditions (8.26) et (8.27), nous constatons que la deuxième
est plus contraignante par un facteurV1w/h̄vzi = uKD ≃ nmax. En exprimant cette
condition en fonction du déplacement de l’atome, on obtient donc

2nmaxkL∆xmax ≪ 1. (8.30)

L’échelle caractéristique pour le déplacement de l’atome n’est alors pas la période
λL/2 du réseau, mais la fractionλL/2nmax. Pour interpréter ceci, nous rappelons
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Figure 8.3: La phase atomique calculée à l’aide de trajectoires classiques dans
l’approximation deRAMAN –NATH. A partir de la surfaceS, située à une distancezf

en aval de l’onde stationnaire, la fonction d’onde est propagée en utilisant l’équivalent
du principe deHUYGHENS–FRESNEL.

que la quantité du membre gauche de l’inégalité (8.30) représente la phase atomique
kxf∆xmax pour un vecteur d’onde diffractékxf = 2nmaxkL et un déplacement∆xmax.
L’approximation de RAMAN –NATH qui ignore le mouvement transverse de l’atome
est valable si cette phase est négligeable devant l’unité.

Les équations (8.12) permettent de donner une interprétation alternative de
l’approximation de RAMAN –NATH : nous notons que l’erreurδϕn(z) sur la phase de
l’amplitudebn(z) augmente proportionnellement avec la distancez,

δϕn(z) = −4n2Erec

h̄vzi
z = −2n2k2

L

kzi
z. (8.31)

Cette quantité correspond à la différence de phase entrel’onde incidente et l’onde
diffractée, car dans la limite où les vecteurs d’onde incidentkzi et diffractéskzn sont
grands devant le vecteur d’onde optiquekL, leur différence vaut

kzn − kzi =
√

k2
zi − 4n2k2

L − kzi ≈ −2n2k2
L

kzi
(8.32)

de sorte que l’erreur de phase (8.31) est égale àδϕn(z) ≈ (kzn − kzi) z.
L’approximation de RAMAN -NATH, qui néglige le déphasageδϕn(z), ne tient donc
pas correctement compte des vecteurs d’onde des ondes diffractées. Au sens strict,
l’on ne peut s’en servir dans la limitez → +∞ pour calculer le champ à l’infini.

Cet inconvénient ne présente néanmoins pas une entrave majeure lorsque le cal-
cul de RAMAN et NATH permet de trouver la fonction d’onde atomique juste après
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le réseau de diffraction, sur une surfaceS située à une distancez = zf (voir la fi-
gure 8.3). Pour calculer la fonction d’onde à l’infini, nouspouvons alors nous servir de
l’équivalent quantique du principe de HUYGHENS–FRESNEL qui permet de propager
la fonction d’onde dans l’espace libre à partir des valeursqu’elle prend sur la surfaceS.
Pour que l’on puisse décrire la fonction d’onde atomique jusqu’à la surfaceS à l’aide
de l’approximation de RAMAN –NATH, il est nécessaire que l’on puisse placer la sur-
face avant que les〈〈vraies〉〉 trajectoires atomiques ne se croisent, parce que l’approche
semi-classique deviendrait alors invalide à cause des caustiques de la fonction d’onde.
Comme nous l’avons vu pour le réseau de phase optique [les r´egimes équivalents (8.4)
et (8.6)], les trajectoires se croisent en-dehors de la zoned’interaction, si et seulement
si leur déplacement∆xmax dans le réseau est faible devant la période du réseau. C’est
cette condition que nous avons trouvée à l’équation (8.29). Elle est nécessaire, mais
non pas suffisante, car il faut en plus que les erreurs de phaseδϕn(z) (8.31) soient
petites devant l’unité à la positionzf de la surfaceS,

|δϕn(zf)| ≃
2n2k2

L

kzi

zf ≪ 1, (8.33)

pour que les phases des amplitudes de diffraction soient correctes. En choisissant
zf de l’ordre de la longueur d’interactionw, nous trouvons que cette condition est
précisément ce qu’exprime l’équation (8.27).

8.2.4 Conclusion

Nous avons montré que l’approximation de RAMAN –NATH pour la diffraction
d’atomes par une onde stationnaire progresive est équivalente à l’approximation du
réseau de phase mince de l’optique lumineuse : elle s’inscrit dans un cadre semi-
classique où la longueur d’onde deDE BROGLIE est petite par rapport aux échelles
caractéristiques du réseau, et pour calculer la phase atomique, elle se sert des trajec-
toires rectilignes que l’atome suivrait en absence de l’onde stationnaire. L’étude de la
validité de l’approximation de RAMAN –NATH montre qu’elle est sujette à deux condi-
tions. La première limite le déplacement transverse de l’atome à l’intérieur du réseau
à une période. Une formulation équivalente de cette condition est que les trajectoires
se croisent loin derrière le réseau, ce qui assure que l’onpeut calculer la figure de dif-
fraction de façon semi-classique. La deuxième conditionde validité porte sur l’erreur
de phase que l’on fait en calculant la phase atomique le long des trajectoires recti-
lignes. Pour une figure de diffraction où un grand nombre d’ordres sont présents, cette
condition limite le déplacement transverse de l’atome à une fraction de la période du
réseau.
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8.3 La diffraction d’atomes par un r éseau de phase
mince

Nous présentons maintenant d’un point de vue assez général la théorie de la diffraction
d’atomes dans l’approximation du réseau de phase mince. Auparagraphe 8.3.1, nous
rappelons d’abord le calcul semi-classique de la fonction d’onde à l’aide de l’intégrale
de chemins de FEYNMAN . Cette approche consiste à calculer la phase de la fonction
d’onde à l’aide de l’intégrale d’action le long d’une trajectoire classique. Elle est va-
lable pour une longueur d’onde atomique petite par rapport aux échelles spatiales ca-
ractéristique d’un potentiel donné, en analogie à l’optique géométrique, et généralise
l’approximation de BRILLOUIN , KRAMERS et WENTZEL (l’approximation〈〈BKW 〉〉)
à un nombre arbitraire de dimensions.

Nous prenons ensuite l’approche BKW généralisée comme point de départ pour
effectuer un développement perturbatif de la phase atomique dans une situation où la
diffraction est due à un potentiel faible (paragraphe 8.3.2). Par analogie à l’optique
lumineuse, nous appelerons ce développement perturbatifl’ 〈〈approximation du réseau
de phase mince〉〉. En effet, le développement perturbatif montre que que l’on peut
tenir compte de l’effet du potentiel faible en calculant la phase atomique le long des
trajectoires classiques que l’atome suivrait en absence deperturbation. Cette approche
permet de retrouver les résultats de l’approximation de RAMAN –NATH dans un cas
particulier où les trajectoires non perturbées sont rectilignes. Au paragraphe (8.3.3),
nous étudions la validité du développement perturbatifde la phase atomique, et nous
en comparons les conditions de validité à celles de l’approximation de RAMAN –NATH.

Le principe général du calcul ne sera que résumé ici ; pour plus de détails, le
lecteur consultera l’article〈〈Atomic diffraction by a thin phase grating〉〉 reproduit à
l’annexe 8.A.

8.3.1 Formulation dans l’esprit de l’optique ǵeométrique

Si la longueur d’onde atomique est petite par rapport aux échelles spatiales d’un po-
tentiel donné, l’on montre à partir de l’intégrale de chemins de FEYNMAN que l’on
peut calculer la fonction d’onde atomique en utilisant l’intégrale d’action le long de
trajectoires classiques (voir [69, 71, 72] et aussi au chapitre 1.2). Pour une formulation
plus précise, plaçons-nous dans une situation où l’atome interagit avec un potentiel
localisé dans l’espace. Nous considérons qu’à l’instant ti, la fonction d’onde est une
onde plane incidente dans la région asymptotique où le potentiel s’annule,

ψ(r, ti) = exp(iki ·r). (8.34)

A l’instant tf après l’interaction, l’approximation semi-classique dela fonction d’onde
à la positionrf dans la région asymptotique est alors donnée par [voir (1.64)]

ψ(rf , tf) = A exp
[

i

h̄
S(rf , tf |vi, ti)

]

, (8.35)
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où l’actionS est égale à (1.45)

S(rf , tf |vi, ti) = Mvi · r(ti) +

tf∫

ti

dt L[r(t),v(t), t] . (8.36)

Dans cette expression,L(r,v, t) est le Lagrangien qui détermine les équations du mou-
vement classiques. La trajectoire classiquer(t) satisfait aux conditions suivantes : sa
vitesse à l’instant initialti vautvi = h̄ki/M , et elle aboutit à la positionrf à l’instant
final tf . Le facteur de normalisationA de la fonction d’onde (8.35) est donné par5

A =

√
√
√
√

dΣi

dΣf
, (8.37)

oùdΣi,f sont les sections d’un〈〈pinceau〉〉 de trajectoires classiques aux instants initial
et final, ce pinceau étant centré sur la trajectoirer(t).

Ayant ainsi calculé la fonction d’onde atomique après l’interaction avec le poten-
tiel, on obtient son expression à l’infini en utilisant le théorème de HELMHOLTZ et
K IRCHHOFF6 qui est une version élaborée du principe de HUYGHENS–FRESNEL. Il
permet de calculer la fonction d’onde à une positionr dans l’espace libre à partir de
ses valeurs et celles de sa dérivée normale sur une surfaceS fermée qui est située dans
l’espace libre après la zone d’interaction :

ψ(r) = − 1

4π

∫

S

dS nf · [ψ(rf)∇fGE(rf , r) −GE(rf , r)∇fψ(rf)] . (8.38)

Dans cette expression,GE(rf , r) est la fonction de GREEN dans l’espace libre pour
l’énergieE = h̄2k2

i /2M [donnée à l’équation (ADif B.3)]. Le pointrf se trouve sur
la surfaceS dontnf est le vecteur normal unitaire orienté vers l’extérieur,et∇f est le
gradient par rapport àrf .

Pour un réseau périodique dans la directionOx (avec périodea) et invariant
par translation dans la directionOy, on montre alors [équations (ADif B.5–11)] que
la fonction d’onde à l’infini est une somme discrète d’ondes diffractées comme au
développement (7.12),

r → ∞ : ψ(r) =
∑

n

an exp(ikxnx+ ikznz), (8.39)

et que les amplitudes de diffractionan sont données par l’intégrale

an =

a∫

0

dxf

2a

(

1 +
Mvzf (xf , zf)

h̄kzn

)

ψ(xf , zf ) exp(−ikxnxf − ikznzf ) , (8.40)

5M. BORN et E. WOLF, Principles of Optics(6e édition 1980), chap. 3.1.2; A. MESSIAH, Mécanique
Quantique(nouvelle édition 1995), chap. VI,§ 4.

6M. N IETO-VESPERINAS, Scattering and Diffraction in Physical Optics, chap. 1.6.3 ; BORN et
WOLF, op. cit., chap. 8.3.
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où vzf (xf , zf ) est la composante de vitesse le long de l’axeOz de la trajectoire clas-
sique qui aboutit à la position finale(xf , zf). Le facteur en parenthèses du membre
droit de (8.40) tient compte de l’inclinaison des trajectoires classiques par rapport à la
surface d’intégration. Nous notons qu’il est l’analogue du facteur d’obliquité du prin-
cipe de HUYGHENS–FRESNEL de l’optique.7 Dans une situation où les trajectoires
classiques et les ondes diffractées s’écartent peu de l’axe Oz, il est approximative-
ment constant. Les amplitudes de diffraction sont alors données par la transformée de
FOURIER de la fonction d’ondeψ(xf , zf) par rapport àxf .

Remarque 1.Nous avons fait le choix de calculer la fonction d’onde finaleψ(rf , tf )
(8.35) en représentation position, à partir d’une onde plane incidente au vecteur d’onde
ki. Ce choix n’est pas le seul possible. D’une part, il diffèrede la présentation habituelle
de l’intégrale de FEYNMAN [69, 71, 72], où l’on calcule la propagation de la fonction
d’onde à partir d’une position initialeri fixée vers une position finalerf . Nous avons
étudié le lien entre ces deux formulations au paragraphe 1.2.2. D’autre part, l’on peut
choisir des conditions initiales et finales dans l’espace des vitesses et calculer l’action
le long d’une trajectoire dont la vitesse initiale vautvi = h̄ki/M et la vitesse finale
vn = h̄kn/M où kn est un vecteur d’onde diffracté. Cette approche revient àcalcu-
ler directement les amplitudes de diffraction parce qu’elle incorpore la transformée de
FOURIER (par rapport à la positionrf ) de la fonction d’onde finaleψ(rf , tf ). L’action
S(vn, tf |vi, ti) contient alors un autre terme supplémentaire−Mvn · r(tf ) par rapport
à (8.36). Cependant, cette approche se complique lorsque la vitesse diffractéevn se
trouve en dehors de la distribution classique de vitesse finale parce qu’il n’existe pas de
trajectoire classique qui satisfasse aux conditions asymptotiques imposées. Il faut alors
faire intervenir des trajectoires complexes [107, 75, 112]. Ceci est évité dans l’approche
que nous avons choisie : il est généralement possible de trouver une trajectoire classique
réelle pour calculer l’actionS(rf , tf |vi, ti), à condition de calculer les amplitudes de
diffraction par l’intégrale (8.40). Les trajectoires complexes apparaı̂traient si l’on calcu-
lait cette intégrale par la méthode de la phase stationnaire.

Remarque 2.Si le LagrangienL = L(r,v) ne dépend pas explicitement du temps,
l’énergie est conservée. Le long de la trajectoire classique r(t), nous pouvons alors
écrire le Lagrangien sous la forme (1.40)

L[r(t),v(t)] = p(t) · v(t) −H[r(t),p(t)]

= p(t) · v(t) − E, (8.41)

où p(t) est l’impulsion etH[r(t),p(t)] le Hamiltonien classique. Le long de la trajec-
toire r(t), le Hamiltonien est constant et égal à l’énergie totaleE = 1

2Mv2
i . L’intégrale

dans l’action (8.36) prend donc la forme
tf∫

ti

dt L[r(t),v(t)] =

rf∫

r(ti)

dr · p(r) − E(tf − ti). (8.42)

La dépendance temporelle de l’action (8.36) se réduit alors à−E(tf −ti), et en séparant
ce terme de l’action, l’on obtient la fonction d’onde stationnaire.

7BORN et WOLF, op. cit., chap.8.2.
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8.3.2 Calcul perturbatif de l’action

Pour effectuer le calcul semi-classique de la fonction d’onde que nous venons de
présenter, il est nécessaire de résoudre les équationsclassiques du mouvement pour
trouver la trajectoirer(t). Dans la pratique, ceci demande souvent une solution
numérique et nous en présentons un exemple à la fin du paragraphe suivant (au pa-
ragraphe 8.4.7). Nous montrons ici, en suivant C. COHEN-TANNOUDJI [71, 72], que
dans une situation où la diffraction est due à un potentielǫV1(r) 〈〈 faible〉〉8, il est pos-
sible par un développement de l’action de rendre compte de l’influence du potentiel
ǫV1(r) sans qu’il faille connaı̂tre les trajectoires classiques perturbées par ce dernier.

Nous supposons donc que le Lagrangien qui détermine le mouvement de l’atome
est de la forme

L(r,v) = L0(r,v) − ǫV1(r). (8.43)

Le potentielǫV1(r) présente une modulation spatiale et est à l’origine de la diffrac-
tion.9 Le LagrangienL0(r,v) n’est pas modulé et décrit le mouvement de l’atome
en absence du réseau de diffraction. A titre d’exemple, la diffraction d’atomes par un
réseau de lumière en transmission (l’effet KAPITZA–DIRAC) correspond à un Lagran-
gien non perturbé libre,L0 = 1

2
Mv2, et un potentiel perturbateur identique au potentiel

dipolaireVKD(x, z) (8.7) de l’onde stationnaire lumineuse. Pour l’onde évanescente
stationnaire, nous identifieronsǫV1(r) avec la partie modulée du potentiel dipolaire,
proportionnelle au contraste du réseau. Il est à noter quedans ce cas, le Lagrangien
L0(r,v) ne se réduit pas à la seule énergie cinétique, mais contient le potentiel dipo-
laire non modulé. (L’on aurait un potentiel analogue dans l’effet KAPITZA–DIRAC,
si les intensités des deux ondes lumineuses qui forment le réseau de lumière étaient
différentes.)

Nous montrons à l’annexe 8.A par un développement perturbatif de l’action et des
trajectoires classiques en puissances du paramètreǫ (les exposants(0), (1), (2) donnent
l’ordre dans le développement),

S = S(0) + S(1) + S(2) + · · · (8.44a)

r(t) = r(0)(t) + r(1)(t) + r(2)(t) + · · · (8.44b)

que l’effet du potentiel perturbateur à l’ordre le plus basest de modifier l’action par
une quantitéS(1) donnée par10

S(1)(rf , tf |vi, ti) = −ǫ
tf∫

ti

dt V1

[

r(0)(t)
]

. (8.45)

8Nous reviendrons au paragraphe 8.3.3 à une formulation pr´ecise de cette condition.
9Au chapitre 12, nous étudions un exemple où le LagrangienL0 est perturbé par un potentiel modulé

temporellementǫV1(r, t).
10Au chapitre 12, nous présentons une démonstration alternative de l’expression (8.45), en partant de

l’équation de SCHRÖDINGER.
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Ce résultat nous montre que le potentiel perturbateur change la phase de la fonction
d’onde par un déphasage∆ϕ(1) = S(1)/h̄ que l’on obtient en intégrant le potentiel per-
turbateur le long de la trajectoire classiquenon perturb́eer(0)(t) que l’atome suivrait
en absence de perturbation (pourǫ = 0). En généralisant l’analogie à l’optique lumi-
neuse, nous définissons dans ce mémoirel’approximation du ŕeseau de phase mince
par ce calcul perturbatif.

Nous pouvons démontrer le résultat (8.45) par le principede moindre action : rap-
pelons que ce principe implique que l’intégrale d’action calculée le long d’une trajec-
toire quelconque dont l’écart par rapport à la trajectoire classique est de l’ordre d’une
petite quantitéǫ, ne diffère qu’à l’ordreǫ2 de l’action pour la trajectoire classique. Or,
comme la〈〈vraie〉〉 trajectoirer(t) est celle qui tient compte du potentielǫV1(r), elle
diffère de la trajectoire non perturbéer(0)(t) par un écart proportionnel àǫ, au moins
dans la limite perturbativeǫ ≪ 1. Jusqu’au premier ordre enǫ inclus, nous trouvons
donc l’action en intégrant le LagrangienL le long der(0)(t). Comme par ailleurs la
seule différence entreL etL0 est le potentiel perturbateur−ǫV1(r), la modification de
l’action par la perturbation est bien donnée par l’intégrale (8.45).

Dans le cas de l’effet KAPITZA–DIRAC, les trajectoires non perturbéesr(0)(t)
sont rectilignes et l’expression (8.45) donne un déphasage ∆ϕ = S(1)/h̄ identique au
résultat (8.22) que nous avons obtenu à l’aide de l’approximation de RAMAN –NATH

au paragraphe précédent. Nous constatons donc que l’approximation de RAMAN –
NATH est un cas particulier de l’approche du réseau de phase mince lorsque le La-
grangienL0 non perturbé se réduit à la seule énergie cinétique. D’autre part, le présent
cadre perturbatif montre que l’approximation du réseau dephase mince permet de
décrire des situations plus générales où les trajectoires non perturbées sont déjà mo-
difiées par un potentiel dans le LagrangienL0. En particulier, nous pouvons nous en
servir pour caractériser la diffraction d’atomes par une onde évanescente stationnaire,
où les trajectoires atomiques sont réfléchies par le potentiel, même en absence d’une
composante stationnaire dans l’onde évanescente.

Remarque. La formulation présente de l’approximation du réseau de phase mince
permet de généraliser aisément l’approximation de RAMAN –NATH à la diffraction
d’atomes par une onde stationnaire en incidence oblique [111] : il suffit d’intégrer le
potentiel dipolaireVKD(x, z) le long de la trajectoire qui traverse le réseau sous l’angle
d’incidenceθi. On obtient alors un déphasage

∆ϕ(1) = uKD (1 + βKD cos 2kLxtr) , (8.46)

où xtr est la position où la trajectoire traverse le plan de symétrie z = 0. Si l’onde
stationnaire a un profil d’intensité gaussien de largeurw à e−2, le facteur d’obliquité
βKD pour l’effet KAPITZA–DIRAC est donné par

βKD = exp
[

−1
2 (kLw tan θi)

2
]

. (8.47)

Par analogie au facteur d’obliquitéβ pour l’onde évanescente stationnaire, la quan-
tité βKD fait décroı̂tre l’amplitude de la modulation de phase,uKDβKD, lorsque l’on
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s’éloigne de l’incidence normale. Cette décroissance est très rapide dans le cas générique
où l’épaisseurw de l’onde stationnaire est beaucoup plus grande que la longueur d’onde
optique2π/kL.

8.3.3 Conditions de validit́e

Rappelons tout d’abord que l’approximation du réseau de phase mince est une ap-
proche semi-classique puisqu’elle se sert des trajectoires classiques pour calculer la
phase de la fonction d’onde. Elle nécessite donc que la longueur d’onde atomique
soit petite par rapport aux échelles de variation des potentiels dans le Lagrangien. En
outre, il faut que les trajectoires classiques ne se croisent pas à l’intérieur de la zone
d’interaction parce que sinon des caustiques seraient présentes dans la fonction d’onde
et l’approche semi-classique ne serait plus valable.

Ensuite, dans l’approximation du réseau de phase mince, nous calculons l’action de
façon perturbative par un développement en puissances deǫ. Nous obtenons un critère
de validité pour ce développement en étudiant le terme d’ordre deuxS(2) : d’une part,
le déphasage atomique est donné par∆ϕ(1) = S(1)/h̄ avec une précision suffisante si
l’action à l’ordre deux est petite par rapport à la constante de PLANCK :

|S(2)| ≪ h̄. (8.48)

D’autre part, pour que le développement perturbatif soit valable, il faut queS(2) soit
petit devant l’action au premier ordre :

|S(2)| ≪ |S(1)|. (8.49)

Nous notons que la première de ces conditions est plus restrictive si l’actionS(1) au
premier ordre est supérieure àh̄. Puisque le déphasage∆ϕ(1) est alors supérieur à
l’unité, nous appelerons ce régime celui d’unemodulation de phase forte. Dans les
paragraphes précédents, nous avons constaté que pour une modulation de phase si-
nusoı̈dale, des ordres supérieurs apparaissent alors dans la figure de diffraction, jusqu’à
un ordre maximalnmax avec

nmax ∼ S(1)/h̄. (8.50)

Pour un critère de validité plus quantitatif, considérons de nouveau un réseau de
diffraction dans le planxOz et invariant par translation dans la directionOy. Aux
équations (ADif 7, 8), nous démontrons alors l’estimation suivante pour l’action à
l’ordre deux

|S(2)| <∼
M

2
(∆vmax

x ∆xmax + ∆vmax
z ∆zmax) , (8.51)

où ∆vmax
x,z sont les transferts de vitesse classiques maximaux (en valeur absolue) et

∆xmax,∆zmax les déplacements maximaux par rapport à la trajectoire non perturbée
r(0)(t).
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Ecrivons la condition de validité (8.48) d’abord sous la forme d’une limite pour
le temps d’interactionτint. En notant que les déplacements∆xmax et ∆zmax sont de
l’ordre de∆vmax

x,z τint, nous obtenons

|S(2)|
h̄

<∼
M

2h̄

[

(∆vmax
x )2 + (∆vmax

z )2
]

τint ≪ 1. (8.52)

Pour interpréter cette condition, nous observons que dansl’approche perturbative,
l’énergie est seulement conservée au premier ordre11 par rapport au paramètreǫ ; au
premier ordre, ceci implique la relation suivante pour la vitesse finale :

v
(0)
f · v(1)

f = 0, (8.53)

alors qu’au deuxième ordre enǫ, l’on trouve un〈〈défaut d’énergie〉〉 δE(2)
cin donné par

δE
(2)
cin =

M

2

[(

v
(0)
f + v

(1)
f

)2 −
(

v
(0)
f

)2
]

≈ M

2

(

v
(1)
f

)2
. (8.54)

A ce défaut d’énergie est associée une erreur de phase

δϕ(2) = −1

h̄
δE

(2)
cinτint, (8.55)

et nous constatons que la condition de validité (8.52) pourl’approximation du réseau
de phase mince impose que cette erreur soit inférieure à l’unité. Cette condition précise
à partir de quel temps d’interaction le réseau est〈〈mince〉〉.

L’estimation (8.51) nous permet également de déduire unelimite pour le
déplacement∆x de l’atome dans le réseau de diffraction. A cet effet, nous notons
que pour une figure de diffraction où les ordres jusqu’à|n| <∼ nmax sont peuplés, la
valeur maximale du transfert de vitesse horizontal vaut

∆vmax
x = nmax

2h̄q

M
, (8.56)

oùa = π/q est la période du réseau le long de la directionOx. D’autre part, la conser-
vation d’énergie au premier ordre (8.53) donne un transfert vertical maximal

∆vmax
z ≈ tan θi ∆v

max
x , (8.57)

où l’angleθi donne la direction finale de la trajectoire non perturbée dans le planxOz.
L’action S(2) (8.51) est donc petite devanth̄ si la condition suivante est remplie :

|S(2)|
h̄

<∼ q nmax (∆xmax + tan θi ∆zmax) ≪ 1. (8.58)

En incidence normale, nous avonsθi = 0 et nous retrouvons ici le même critère de
validité que pour l’approximation de RAMAN -NATH [l’équation (8.30)], à savoir que

11Pour le démontrer, il suffit de développer les équations du mouvement jusqu’à l’ordre deux enǫ.
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le déplacement transverse∆xmax soit inférieur à la fractiona/nmax du pas du réseau.
Ceci confirme que les approximations de RAMAN -NATH et du réseau de phase mince
sont des approches équivalentes. En incidence oblique ou rasante, le deuxième terme
dans (8.58) rend cette condition de validité plus stricte :un faible écart∆zmax de la tra-
jectoire non perturbée dans la direction normale impliquealors un écarttan θi ∆zmax

beaucoup plus grand parallèle au pas du réseau. Nous verrons pour l’exemple de la dif-
fraction par l’onde évanescente stationnaire que l’approche du réseau de phase mince
n’est en effet plus valable en incidence rasante.

Notons pour finir que les deux approximations équivalentes, celle de RAMAN –
NATH et du réseau de phase mince, sont plus restreintes que l’approche BKW
généralisée parce que celle-ci n’est sujette qu’à la condition qu’il n’y ait pas de caus-
tiques à l’intérieur de la zone d’interaction, ce qui est ´equivalent à un déplacement
faible devant la périodea du réseau (voir au paragraphe 8.1). En fait, c’est cette condi-
tion plus faible qu’exprime le deuxième critère de validité (8.49) : avec (8.50) et (8.58),
nous avons en effet

|S(2)|
|S(1)|

<∼ q (∆xmax + tan θi ∆zmax) ≪ 1, (8.59)

où l’échelle pour le déplacement∆xmax est la périodea du réseau.

8.3.4 Expression simplifíee pour les amplitudes de diffraction

Une fois le déphasage au premier ordre∆ϕ(1)(xf , zf ) = S(1)(xf , zf)/h̄ déterminé,
nous disposons d’une expression approchée pour la fonction d’onde à la positionzf en
aval de la région d’interaction [voir (8.35)] :

ψ(xf , zf) ≈ A(xf , zf) exp i
[

ϕ(0)(xf , zf) + ∆ϕ(1)(xf , zf)
]

, (8.60)

où le facteur d’amplitudeA(xf , zf ) est donné par (8.37) etϕ(0) = S(0)/h̄ est la phase
de l’onde finale pour le LagrangienL0 non perturbé.

Pour calculer les amplitudes de diffraction, nous pouvons donc nous servir
de l’intégrale (8.40) qui a été obtenue par l’analogue quantique du principe de
HUYGHENS–FRESNEL [le théorème de HELMHOLTZ–KIRCHHOFF (8.38)]. Nous
montrons cependant dans l’annexe 8.B que cette intégrale se simplifie, compte tenu des
conditions de validité de l’approximation du réseau de phase mince. Plus précisément,
le facteur d’amplitudeA(xf , zf) ainsi que le facteur d’obliquité de HUYGHENS–
FRESNEL dans (8.40) peuvent être remplacés par des constantes. Pour un angle
d’incidence modéré, les amplitudes de diffraction sont alors données par l’expression
suivante

a(r.m.)
n =

a∫

0

dxf

a
exp i

[

ϕ(0)(xf , zf ) + ∆ϕ(1)(xf , zf) − kxnxf − kznzf

]

, (8.61)
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où nous reconnaissons la transformée de FOURIER de la fonction d’onde déphasée
par rapport à la coordonnéexf parallèle au pas du réseau. Lorsque l’incidence devient
rasante, le transfert de vecteur d’onde normal devient plusimportant, et il faut alors
multiplier l’expression (8.61) par un facteur correctif donné à l’annexe 8.B.

Notons finalement que la phaseϕ(0) contribue seulement un facteur de phase
constant aux amplitudes de diffraction parce qu’elle ne pr´esente pas de modulation
spatiale en fonction dexf , étant calculée par rapport au LagrangienL0 non perturbé.

Les populationswn. Les amplitudes de diffraction déterminent maintenant lespo-
pulations des ordres dans la figure de diffraction. A l’annexe 8.B, nous montrons que
dans l’approximation du réseau de phase mince et en dehors de l’incidence rasante, les
populations sont simplement égales aux carrés des amplitudes de diffraction :

w(r.m.)
n = |a(r.m.)

n |2. (8.62)

Près de l’incidence rasante, par contre, il faut tenir compte du facteur supplémentaire
kzn/kzi qui figure dans l’expression exacte (7.17).

8.3.5 Conclusion

En approximant l’intégrale de chemins de FEYNMAN dans le régime semi-classique
par la méthode de la phase stationnaire, l’on peut calculerla fonction d’onde dans
l’esprit de l’optique géométrique, à l’aide de l’intégrale d’action le long des trajec-
toires classiques. Dans le cas de l’interaction avec un potentiel faible, nous avons
montré par un calcul perturbatif que l’influence de ce potentiel sur la fonction d’onde
est caractérisée par un déphasage et que ce déphasage est obtenu en intégrant le po-
tentiel perturbateur le long des trajectoires classiques que l’atome suivrait en absence
de perturbation. La figure de diffraction à l’infini est ensuite obtenue par une trans-
formée de FOURIER de la fonction d’onde déphasée. Par analogie à l’optiquelumi-
neuse, nous avons appelé cette approche l’approximation du réseau de phase mince.
Pour un réseau de diffraction en transmission, elle permetde retrouver le déphasage
donné par l’approximation de RAMAN –NATH, si le potentiel du réseau est une per-
turbation par rapport à l’énergie cinétique incidente ;les trajectoires non perturbées
traversent alors le réseau de façon rectiligne. Mais l’approximation du réseau de phase
mince permet également de décrire des situations où les trajectoires non perturbées
ont une forme plus complexe. Ce cas se présente en particulier dans la diffraction par
l’onde évanescente stationnaire.

Le domaine de validité de l’approximation du réseau de phase mince est délimité,
d’une part, par le régime semi-classique et, d’autre part,par le calcul perturbatif de la
phase atomique. Le réseau de diffraction est〈〈mince〉〉 si le calcul de la phase le long des
trajectoires non perturbées n’introduit pas des erreurs de phase qui soient supérieures à
l’unité. En particulier, le développement perturbatif fait intervenir, au deuxième ordre,
un défaut d’énergie cinétique et donc une erreur de phasequi augmente avec le temps
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d’interaction. En incidence normale, nous obtenons le même critère de validité que
pour l’approximation de RAMAN –NATH, à savoir que l’atome se déplace peu dans la
direction du pas du réseau, à une échelle donnée par une fractiona/nmax de la période
oùnmax est la largeur en ordres de la figure de diffraction.

8.4 Application à la diffraction d’atomes par l’onde
évanescente stationnaire

Nous appliquons maintenant l’approximation du réseau de phase mince que nous ve-
nons d’esquisser de façon générale à la diffraction d’atomes par une onde évanescente
stationnaire. Nous rappelons d’abord les conditions pour que cette approche semi-
classique puisse être utilisée (paragraphe 8.4.1). Au paragraphe 8.4.2, nous suivons
ensuite la démarche perturbative pour calculer l’action.C’est la partie modulée du po-
tentiel dipolaire qui sera considérée comme une perturbation, et nous identifions le
contraste de l’onde stationnaire au paramètreǫ du développement perturbatif. L’action
au premier ordre par rapport au contraste permet de calculerle déphasage de l’onde
atomique réfléchie, et nous constatons que la diffractionest due à une modulation de
phase de la fonction d’onde (paragraphes 8.4.3, 8.4.4). Dans le régime d’une modula-
tion de phase faible, nous comparerons les amplitudes de diffraction aux résultats de
l’approximation de BORN, ceci nous permet d’établir des conditions de validité pour
l’approximation du réseau de phase mince à la limite perturbative (paragraphe 8.4.5).
Pour une modulation de phase forte, un grand nombre d’ordressont présents dans la
figure de diffraction et nous montrons que son enveloppe est donnée par la distribution
classique de vitesse (paragraphe 8.4.6). Finalement, au paragraphe 8.4.7, nous compa-
rons l’approximation du réseau de phase mince à un calcul plus précis dans le régime
semi-classique, à l’aide de l’approche BKW généralisée.

8.4.1 Cadre semi-classique

Nous établissons dans ce paragraphe les conditions pour que la diffraction d’atomes
puisse être décrite par une approche semi-classique.

Il faut d’abord que la longueur d’onde deDE BROGLIE des atomes dans le plan
xOz du réseau de diffraction soit petite par rapport aux échelles spatiales du poten-
tiel dipolaire de l’onde évanescente stationnaire, c’est-à-dire son épaisseur1/κ et sa
périodea = π/q. Dans l’approximation de BORN, nous avons étudié ce régime au
paragraphe 7.3.

Nous avons vu ensuite dans des géométries en transmissionque les trajectoires
classiques permettent facilement de calculer la phase atomique si elles ne se croisent
pas à l’intérieur du réseau, sinon des caustiques apparaı̂traient dans la fonction d’onde.
Pour préciser cette condition dans la présente géométrie en réflexion, nous allons nous
servir des trajectoires classiques que nous avons obtenuesau chapitre 6 sur le mouve-
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ment classique. Rappelons que le transfert de vitesse horizontal∆vx(xreb) est donné
par (6.11)

∆vx(xreb) = ∆vmax
x sin 2qxreb (8.63)

et qu’il dépend de la positionxreb où la trajectoire classique rebrousse chemin. Le
transfert de vitesse maximal vaut (6.25) :

∆vmax
x = 2ǫ

q

κ
vziβ

(
2q

κ
tan θi

)

, (8.64)

où β est le facteur d’obliquité défini en (6.12). La figure 8.4 montre que les trajec-
toires qui rebroussement chemin autour d’un nœud de l’onde ´evanescente stationnaire
(xreb = (p + 1/2)a, avecp un entier), se croisent à une distancezcau au-dessus du
réseau. On obtient cette distance en développant le transfert de vitesse (8.63) autour
du nœud12

zcau = −vzf




∂∆vx

∂xreb

∣
∣
∣
∣
∣
xreb=a/2





−1

≃ κ

4ǫq2β
. (8.65)

La condition que les trajectoires se croisent dans la région asymptotique loin du réseau,
zcau ≫ 1/κ, est alors équivalente à

4ǫβ
q2

κ2
≪ 1. (8.66)

Comme la valeur maximale du facteur d’obliquitéβ est l’unité, cette condition est sa-
tisfaite si le réseau est géométriquement mince [voir lacondition (6.29)].13 C’est donc
pour un tel réseau que l’approche semi-classique permet decaractériser la diffraction
d’atomes.

Cependant, contrairement au cas d’une géométrie en transmission, il est inévitable
qu’une surface caustique ne soit présente à l’intérieurdu réseau parce que les atomes
sont réfléchis par le réseau. Cette caustique correspondà l’enveloppe des points de
rebroussement des trajectoires classiques (voir la figure 8.5), et l’approche semi-
classique ne permet pas d’obtenir la fonction d’onde au voisinage de la caustique. A cet
effet, il faudrait résoudre l’équation de SCHRÖDINGER, au moins de façon approchée
[113]. Si par contre nous nous intéressons seulement à la phase atomique, l’optique
lumineuse nous apprend qu’il suffit de la corriger d’un retard de phase−π/2 après

12Les trajectoires qui rebroussent chemin aux positions où le gradient horizontal est maximal se
croisent à la position

z′cau ≃ vzi
π/4q

∆vmax
x

=
πκ

8ǫq2β
,

qui se trouve plus loin quezcau (8.65), par un facteurπ/2.
13Rappelons qu’au paragraphe 6.2.1, nous avons introduit le régime du réseau géométriquement

mince en imposant que l’atome se déplace peu dans la direction horizontale pendant la réflexion. Comme
pour le réseau de phase optique du sous-chapitre 8.1, nous constatons donc de nouveau que cette condi-
tion est équivalente à celle que les caustiques se trouvent loin du réseau.
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Figure 8.4: Croisements de trajectoires atomiques réfléchies par l’onde évanescente
stationnaire, en incidence normale.

Figure 8.5: Surface caustique (tirets) formée par les trajectoires réfléchies par l’onde
évanescente stationnaire.
A gauche : incidence normale, à droite : incidence oblique.

que la trajectoire (le rayon lumineux) a touché la caustique.14 Nous notons que pour
une situation à une dimension, la formule de raccordement de l’approximation BKW
autour d’un point de rebroussement15 correspond à la même correction de phase.

14LANDAU et LIFSCHITZ, Klassische Feldtheorie, 10e édition, chap. VII,§ 59. BORN et WOLF, op.
cit., chap. 8.8.4.
Lors du passage à travers un foyer, la phase change de−π parce que deux surfaces caustiques s’y
confondent.

15MESSIAH, op. cit., tome I, chap. VI,§ 9.
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8.4.2 Calcul du d́ephasage

Nous calculons maintenant le déphasage de la fonction d’onde atomique après la
réflexion par l’onde évanescente stationnaire, en développant l’action par rapport au
contrasteǫ de l’onde stationaire. Nous suivons donc la démarche perturbative présentée
au sous-chapitre précédent.

Comme à l’équation (8.43), le Lagrangien pour l’onde évanescente stationnaire
est décomposé en deux termesL = L0 − ǫV1. Le premier,L0, est le Lagrangien non
perturbé

L0(x, z ; vx, vz) =
M

2

(

v2
x + v2

z

)

− Vmax e−2κz, (8.67)

qui contient la partie non modulée du potentiel dipolaire (5.5), et le deuxième corres-
pond au potentiel perturbateur

ǫV1(x, z) = ǫVmax e−2κz cos 2qx, (8.68)

qui représente la partie modulée du potentiel.

Les trajectoires non perturbées

Rappelons que pour un contraste nul, l’action classique (8.36) est calculée le long
d’une trajectoire classiquer(0)(t) qui aboutit à l’instanttf à la positionrf = (xf , zf)
en dehors du réseau de diffraction et qui commence à l’instantti avec une vitesse égale
à la vitesse incidentevi = (vxi,−vzi) dans la région asymptotique.

Pour le Lagrangien non perturbéL0 (8.67), nous constatons qu’il y a deux trajec-
toires possibles qui sont représentées sur la figure 8.6 : la première,r(0)

inc(t), correspond
à un atome qui n’a pas encore interagi avec le réseau, et seulement la deuxième,r(0)

réf (t),
à un atome réfléchi. Nous notons que ces deux trajectoirescorrespondent à l’onde ato-
mique incidente et l’onde réfléchie spéculairement, et la fonction d’onde totale en est
la superposition.

Les trajectoiresr(0)
inc(t) et r(0)

réf (t) sont toutes les deux de la forme (6.5) donnée au
chapitre 6, à un changement de l’origine du temps près : leurs composantes verticales
valent

z
(0)
inc,réf(t) = zreb(vzi) + κ−1 ln cosh (t− tinc,réf) /τint, (8.69)

où zreb(vzi), le point de rebroussement dans le potentiel non modulé, est défini à
l’équation (6.6), etτint = 1/κvzi est le temps d’interaction. Les instantstinc,réf où
l’atome rebrousse chemin, sont fixés à partir de la condition

z
(0)
inc,réf(tf) = zf . (8.70)

En développant la trajectoire (8.69) dans la région asymptotique, on trouve ainsi

tinc,réf = tf ±
zf − ζ

(cl)
eff

vzi
(8.71)
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Figure 8.6: Deux trajectoires classiques,rinc et rréf qui aboutissent à la position
(xf , zf).

où il faut prendre le signe supérieur (inférieur) pourtinc (tréf), respectivement, et où
ζ

(cl)
eff = zreb − κ−1 ln 2 est la position du miroir effectif classique défini à (Pha5). Pour

la trajectoire incidente,tinc correspond à l’instant oùr(0)
inc(t) va atteindre le point de

rebroussementzreb dans l’onde évanescente ; pour la trajectoire réfléchie,tréf donne
l’instant où r

(0)
réf (t) se trouvait à la positionzreb. Les deux trajectoires incidente et

réfléchie ont la même composante horizontalex(0)(t) donnée par

x(0)(t) = xf + vxi (t− tf) . (8.72)

Comme les directionsOx etOz sont découplées pour le mouvement de l’atome
le long de la trajectoire non perturbée, l’action est dans ce cas une somme de deux
termes. Pour la direction horizontale, elle correspond à un mouvement libre ; pour la
direction verticale, nous pouvons nous servir des résultats du paragraphePha 2.3 à
l’annexe 3.A sur la réflexion simple. Pour la trajectoire incidente, on trouve alors

S
(0)
inc(rf |vi) = Mvxixf −Mvzizf , (8.73)

où nous avons omis le terme−Ei(tf − ti) dépendant du temps. Pour la trajectoire
réfléchie, nous avons

S
(0)
réf (rf |vi) = Mvxixf +Mvzizf + h̄ [∆ϕBKW(vzi) + π] , (8.74)

où∆ϕBKW(vzi) est le déphasage à la réflexion (Pha 9) dans l’approximation BKW.16

16La phaseπ dans (8.74) a son origine dans notre définition du déphasage ∆ϕ qui utilise le
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L’action au premier ordre : le d éphasage

Pour obtenir l’effet de la perturbationǫV1(x, z) à l’ordre le plus bas enǫ, nous calcu-
lons l’action au premier ordreS(1). D’après l’expression (8.45), nous devons intégrer
la perturbationǫV1(x, z) le long des trajectoires non perturbéesr(0)(t). Comme la tra-
jectoire incidente n’interagit pas avec le potentiel pourt < tf , sa contributionS(1)

inc

s’annule.
Pour la trajectoire réfléchie, l’actionS(1)

réf prend la forme suivante17

S
(1)
réf (rf |vi) = −ǫMv2

zi

2

tf∫

ti

dt
cos 2q[xf + vxi(t− tf)]

cosh2(t− tréf)/τint

. (8.75)

L’intégrale à calculer dans (8.75) est de la même forme que celle pour le transfert de
vitesse classique (6.8). Le calcul présenté à l’annexe 6.A donne alors le résultat suivant

S
(1)
réf (rf |vi) = −ǫMvzi

κ
β(2q tan θi/κ) cos 2qxreb, (8.76)

où β(2q tan θi/κ) est le facteur d’obliquité défini à l’équation (6.12) etθi l’angle
d’incidence dans le planxOz du réseau. La position de rebroussementxreb est égale à
la position de la trajectoire réfléchie à l’instant de rebroussementtréf :

xreb = xf + vxi(tréf − tf ) = xf − (zf − ζ
(cl)
eff ) tan θi, (8.77)

et c’est à traversxreb que l’actionS(1)
réf dépend de la position finale18 (xf , zf). Elle ne

dépend d’ailleurs pas des instantsti et tf dans la mesure où l’atome se trouve alors
dans la région asymptotique où le potentiel s’annule [voir l’intégrale (8.75)].

L’onde atomique réfléchie présente donc un déphasage avec une modulation si-
nusoı̈dale

∆ϕ(xf , zf) = −umod cos 2qxreb, (8.78)

développement asymptotique (7.23) de la fonction d’onde non perturbée

z → +∞ : ψ(0)(x, z) ∝ sin
(
kziz + 1

2∆ϕ
)
exp ikxix.

La référence de phase pour∆ϕ est donc la réflexion sur une barrière de potentiel infinie `a z = 0. Le
changement de signe de l’onde à la réflexion correspond au déphasageπ que nous avons ajouté dans
(8.74).

17Pour la diffraction en transmission par le potentiel dipolaire (8.7) de l’effet KAPITZA–DIRAC, nous
trouvons une expression de la même forme que (8.75) si le profil du réseau est donné par

f(z) = ǫ
Mv2

zi

2V1

1

cosh2 κz

qui est proportionnel à l’énergie cinétique incidente1
2Mv2

zi et présente une épaisseurw ∼ κ−1.
18Notons que le résultat (8.76) pour l’action au premier ordreS(1)(xf , zf ) permet d’obtenir les trans-

ferts de vitesse classiques (6.11, 6.21) en prenant sa dérivée par rapport àxf etzf , respectivement.
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dont l’amplitude de modulationumod vaut

umod = ǫ
Mvzi

h̄κ
β(2q tan θi/κ) . (8.79)

Nous constatons d’abord que l’indice de modulationumod augmente avec la vitesse
incidente,umod ∝ vzi, alors qu’en transmission (l’effet KAPITZA–DIRAC), il lui était
inversement proportionnel,umod ∝ 1/vzi [voir (8.18)]. Ceci est dû au fait que l’indice
de modulation est proportionnel au produit de la valeur maximale du potentiel pertur-
bateur et du temps d’interaction. Pour l’effet KAPITZA-DIRAC, la hauteur du potentiel
est fixée, etumod diminue avec la vitesse parce que le temps d’interactionτint = w/vzi

diminue. Pour l’onde évanescente stationnaire par contre, la valeur maximale du poten-
tiel perturbateur (atteinte au point de rebroussement) estfixée par l’énergie incidente
et vautǫMv2

zi/2. Son augmentation avec la vitesse incidente l’emporte doncsur la
diminution du temps d’interactionτint = 1/κvzi.

Ensuite, l’indice de modulation (8.79) décroı̂t lorsqu’on s’éloigne de l’incidence
normale à cause du facteur d’obliquitéβ(ξ). Nous notons que nous avons trouvé le
même argumentξ = 2q tan θi/κ au transfert de vitesse classique (8.64). Rappelons
que le facteur d’obliquité apparaı̂t également sous cette forme dans l’approximation
de BORN au régime de RAMAN –NATH [voir (7.56)]. En effet, nous verrons que
l’approximation du réseau de phase mince n’est valable quedans ce régime.

Estimation de l’erreur de phaseà l’ordre deux

Pour estimer l’erreur sur l’action que l’on fait dans l’approximation du réseau de phase
mince, nous allons nous servir de l’estimation (8.52) pour l’action à l’ordre deux. Rap-
pelons que l’approximation est valable à condition cette action S(2) est petite devant
h̄.

Plus précisément, nous utilisons dans la condition (8.52) le temps d’interaction
τint = 1/κvzi, la relation (8.56) entre le transfert de vitesse maximal etla largeur
nmax ≃ umod de la figure de diffraction, ainsi que la conservation d’énergie au premier
ordre enǫ (8.57). Nous trouvons alors la condition suivante :

|S(2)|
h̄

<∼ n2
max

2q2

κkzi cos2 θi

≃ u2
mod

2q2

κkzi cos2 θi

≪ 1. (8.80)

Dans cette expression apparaı̂t le paramètre2q2/κkzi cos2 θi que nous avons iden-
tifié au paragraphe (7.3.3) pour caractériser le régime de RAMAN –NATH [la condi-
tion (7.58)]. Dans le présent contexte, c’est ce paramètre qui fixe une limite supérieure
à l’indice de modulationumod. En particulier, nous constatons que pour décrire le
régime d’une modulation de phase forte,umod > 1, avec l’approximation du réseau
de phase mince, il est nécessaire de se placer dans le régime de RAMAN –NATH ; car
la condition (8.80) implique alors

1 < umod ≪
√

κkzi cos2 θi

2q2
, (8.81)
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ce qui est équivalent au critère (7.58) pour le régime de RAMAN –NATH. D’autre part,
nous verrons au paragraphe (8.4.5) que dans le régime d’unemodulation de phase
faible, umod ≪ 1, le régime de RAMAN –NATH est également nécessaire pour que
l’approximation du réseau de phase mince reproduise les r´esultats de l’approximation
de BORN.

Notons pour finir que si l’on fixe un indice de modulation de quelques unités, la
condition (8.80) est généralement vérifiée dans les réalisations expérimentales de la
diffraction d’atomes par l’onde évanescente stationnaire lorsque l’on se place au voi-
sinage de l’incidence normale. La raison en est que l’on se trouve largement dans le
régime de RAMAN –NATH parce que le vecteur d’onde incident est beaucoup plus
grand que la vitesse de reculh̄q/M et que les vecteurs d’ondeq et κ de l’onde
évanescente sont comparables.

Remarque. La présente condition de validité permet également de v´erifier que
l’approche BKW généralisée est valable dans un domaine de paramètres plus large que
l’approximation du réseau de phase mince. En utilisant l’indice de modulationumod

donné par l’expression (8.79), l’on tire de (8.80) :

ǫ

(
q

κ

)2

β ≪
√

2q2 cos2 θi

κkzi
, (8.82)

et en comparant à la condition (8.66) pour l’approche semi-classique (que les trajectoires
classiques ne se croisent pas dans la zone d’interaction), nous constatons que (8.82) est
généralement beaucoup plus restrictif. Pour le cas de l’incidence rasante, où (8.82) est
certes satisfaite, la comparaison avec l’approximation deBORN montrera que l’approche
du réseau de phase mince n’est pas valable parce que la conservation d’énergie au pre-
mier ordre est insuffisante pour déterminer les vecteurs d’onde diffractés.

8.4.3 Les amplitudes de diffraction

Les amplitudes de diffraction sont maintenant données parl’intégrale de FOURIER

(8.61). Rappelons qu’y interviennent les phases associées aux actionsS(0) à l’ordre
zéro (8.74) etS(1) au premier ordre (8.76). Nous considérons d’abord la contribution
de la trajectoire réfléchie :

a(réf)
n = −ei∆ϕBKW × (8.83)

×
a∫

0

dxf

a
exp i

[

−umod cos 2q(xf − (zf − ζ
(cl)
eff ) tan θi) − 2nqxf − (kzn − kzi)zf

]

.

Le calcul de cette intégrale donne

a(r.m.)
n = −(−i)n Jn(umod) exp i

[

∆ϕBKW + 2nqζ
(cl)
eff tan θi+

+(kzi − 2nq tan θi − kzn)zf ] , (8.84)
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où l’argumentumod des fonctions de BESSEL est égal à l’indice de modulation de
phase donné à l’équation (8.79). Les populations (8.62)des ordres de diffraction sont
alors données par

w(r.m.)
n = J2

n(umod). (8.85)

Remarque.Comme l’onde incidente se propage vers le réseau, nous nousattendons à
ce qu’elle ne contribue pas à la figure de diffraction. Pour le vérifier, nous devons reve-
nir à l’intégrale (8.40) qui contient le facteur d’obliquité du principe de HUYGHENS–
FRESNEL. En rappelant que la vitesse finale de la trajectoire incidente r

(0)
inc(t) vaut

vzf = −vzi et que l’actionS(1)
inc s’annule, nous trouvons alors :

a(inc)
n =

a∫

0

dxf

2a

(

1 − kzi

kzn

)

exp[−2inqxf − i(kzn − kzi)zf ] . (8.86)

L’intégrale sur xf étant proportionnelle àδn,0, c’est le facteur d’obliquité de
HUYGHENS–FRESNEL, en parenthèses au deuxième membre de (8.86), qui fait que
les amplitudesa(inc)

n s’annulent toutes.

8.4.4 Allure de la figure de diffraction

Nous étudions ici la dépendance de la figure de diffraction(8.85) en fonction de
l’indice de modulation de phaseumod.

Notons d’abord que comme pour l’effet KAPITZA–DIRAC dans l’approximation
de RAMAN –NATH, les populations (8.85) font intervenir les carrés des fonctions de
BESSEL. Ceci n’est pas surprenant puisque dans les deux cas, la phase atomique
présente une modulation sinusoı̈dale après l’interaction avec le réseau de diffraction.
Sur la figure 8.7, nous montrons les carrés des premiers fonctions de BESSEL Jn en
fonction de l’indice de modulationumod. A cause de la relation

J−n(umod) = (−1)nJn(umod), n = 0, 1, . . . (8.87)

la figure de diffraction (8.85) est symétrique.
Pour un indice de modulation faible devant l’unité, la population de l’ordre

spéculaire est proche de l’unité et parmi les populationsnon spéculaires, seules celles
des ordresn = ±1 sont notablement différentes de zéro (voir la figure 8.8).Puisque
l’approximation de BORN est valable dans ce régime, nous pouvons la comparer au
résultat (8.85) et établir ainsi un critère de validitépour l’approche du réseau de phase
mince dans la limite perturbative (voir au paragraphe 8.4.5suivant).

Lorsque l’indice modulation devient de l’ordre de l’unité, la population de l’ordre
spéculaire diminue. Elle s’annule en particulier aux racines de la fonction de BESSEL

J0 dont les premières sont données par19

J0(umod) = 0 ⇐⇒ umod = 2.40483, 5.52008, 8.65373, . . . (8.88)

19ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., tableau 9.5.
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Figure 8.7: Carrés des fonctions deBESSELJ2
n(umod) pourn = 0, 1, 2, 3, en fonction

de l’indice de modulationumod. Traits pleins :n = 0, tirets :n = 1, point-tirets :n = 2,
pointillées :n = 3.
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Figure 8.8: Figure de diffraction pour un indice de modulation faible (umod = 0.1).
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Figure 8.9: Figure de diffraction pour un indice de modulation umod = 2.405 où
J0(umod) = 0.

La figure de diffraction correspondant à la première racine umod ≈ 2.405 est
représentée sur la figure 8.9.

Finalement, pour un indice de modulation grand devant l’unité, un grand nombre
d’ordres apparaissent dans la figure de diffraction. Un exemple est présenté sur la fi-
gure 8.10. Nous constatons que les populations les plus grandes sont celles des ordres
n ≃ ±umod et qu’entre ces maximums, les populations ont un comportement oscilla-
toire en fonction de l’ordren. La figure montre aussi la distribution de vitesse finale
donnée par l’approche perturbative du chapitre 6, et nous voyons qu’elle est une bonne
approximation pour l’allure générale de la figure de diffraction. Nous comparerons les
deux distributions en plus grand détail au paragraphe 8.4.6.

8.4.5 Modulation de phase faible : comparaisoǹa l’approximation
de BORN

Sur la figure 8.11, nous comparons, en incidence normale, lespopulations (8.85) des
ordresn = 0, 1, 2 au résultat (7.40) de l’approximation de BORN pour n = 1, en
fonction du contrasteǫ du réseau. Nous constatons que les deux approximations sont
en accord pour des contrastes faibles, tant que les populations des premiers ordres sont
petites devant l’unité. Pour un contraste au-delà de la limite perturbative,ǫβ >∼ κ/kzi,
les populations des ordresn = ±1 restent en deçà de l’estimation de BORN parce que
les ordres±2 commencent à être peuplés eux aussi.



Réseau de phase mince 203
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Figure 8.10: Figure de diffraction dans le régime de modulation de phase forte
(umod = 6). En pointillées : distribution de vitesse classique avecune largeur∆vmax

x =
umod(2h̄q/M).

Comparaison des populations

Nous étudions maintenant les conditions qui permettent deretrouver les populations
données par l’approximation de BORN par la méthode du réseau de phase mince. Rap-
pelons que pour un indice de modulation petit devant l’unit´e, les fonctions de BESSEL

ont le comportement suivant

umod ≪ 1 : Jn(umod) =
1

n!

(
umod

2

)n

+ O
[

(umod)
n+2

]

(8.89)

[pourn ≥ 0, le casn < 0 est couvert par la relation (8.87)]. A l’ordre le plus bas en
umod, les populations (8.85) des ordresn = ±1 deviennent donc

w
(r.m.)
±1 =

ǫ2

4

(

kzi

κ

)2

β2

(

2q tan θi

κ

)

. (8.90)

D’autre part, nous avons obtenu le résultat (7.40) à l’aide de l’approximation de BORN

dans la limite semi-classique :

w
(Born)
±1 =

ǫ2

4

(

kzi

κ

)2 (

1 +
∆kz,±1

2kzi

)2

β2

(

∆kz,±1

κ

)

. (8.91)

Nous constatons que, mis à part l’argument du facteur d’obliquité β, les populations
(8.90) et (8.91) diffèrent au premier ordre par rapport à∆kz,±1/kzi. Cette différence
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Figure 8.11: Populations des ordres de diffractionn = 0, 1, 2 en fonction du contraste
ǫ du réseau.
Trait plein : approximation du réseau de phase mince (8.85). Tirets : approximation de
BORN dans la limite semi-classique (7.40). La ligne en pointill´ees marque la limite de
validité de l’approximation deBORN umod = ǫβkzi/κ = 1.
Les atomes sont incidents en incidence normale aveckzi = 50 κ, etq = κ.
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est une petite correction tant que le transfert de vecteur d’onde est faible devant le
vecteur d’onde incident : ∣

∣
∣
∣
∣

∆kz,±1

kzi

∣
∣
∣
∣
∣
≪ 1. (8.92)

D’autre part, les arguments du facteur d’obliquitéβ dans (8.91) et (8.90) font intervenir
le transfert de vecteur d’onde∆kz,±1 et son approximation linéaire

∆kz,±1 ≈ ∓2q tan θi, (8.93)

que nous avons introduite dans le régime de RAMAN –NATH au paragraphe 7.3.3
[l’équation (7.54)]. Nous avons vu que cette approximation revient à remplacer, dans le
diagramme d’EWALD , le cercle de la conservation d’énergie par sa tangente au vecteur
d’onde spéculaire (voir la figure 7.13). Rappelons qu’elleest justifiée pour calculer la
valeur du facteur d’obliquité, si la condition (7.58) pourle régime de RAMAN –NATH

est satisfaite :
2q2

κkzi

1

cos2 θi
≪ 1. (8.94)

En utilisant l’approximation linéaire (8.93) pour les transferts de vecteur d’onde
∆kz,±1, on montre que la condition précédente (8.92) est contenue dans le régime
de RAMAN –NATH (8.94) :

∣
∣
∣
∣
∣

∆kz,±1

kzi

∣
∣
∣
∣
∣
≈ 2q tan θi

kzi
≤ 2q

kzi cos θi

(8.94)
≪

√

2κ

kzi
≪ 1 (8.95)

où la dernière inégalité est une conséquence du régime semi-classique. C’est donc
la condition (8.94) du régime de RAMAN –NATH qui caractérise la validité de
l’approximation du réseau de phase mince dans la limite d’une modulation de phase
faible. Notons que nous l’obtenons également en prenant lecas particulierumod ≃
nmax = 1 dans le critère de validité (8.80) que nous avons trouvé pour une modulation
de phase forte.

Pour illustrer la mise en défaut de l’approximation du réseau de phase mince, nous
comparons aux figures 8.12 et 8.13 les expressions (8.90) et (8.91) pour les populations
w±1 en fonction de l’angle d’incidence.

La figure 8.12 correspond au régime de BRAGG que nous avons introduit au pa-
ragraphe 7.3.3 et qui est complémentaire à la condition (8.94). Nous voyons que
l’approximation du réseau de phase mince ne peut rendre compte des résonances de
BRAGG. La raison en est l’approximation linéaire (8.93) pour lestransferts de vecteur
d’onde, qui néglige le fait que les∆kz,±1 s’annulent non pas en incidence normale,
mais aux angles de résonance±θB .

Sur la figure 8.13, nous constatons que la décroissance des populations lorsque
l’angle d’incidence augmente n’est pas correctement décrite par l’approximation du
réseau de phase mince : celle-ci donne certes des populations qui décroissent, mais ne
rend pas compte de l’asymétrie de la figure de diffraction. Ceci est la conséquence
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Figure 8.12: Populationsw±1 en fonction de l’angle d’incidence, dans le régime de
BRAGG. Les traits verticaux marquent les angles de résonanceθB ≈ ±5.◦7.
Tirets (point-tirets) : populations (8.91) dans l’approximation deBORN pour les ordres
n = +1 (n = −1). Trait plein : résultat (8.90) de l’approximation du réseau de phase
mince ; ces populations sont identiques pour les ordresn = ±1, et leur maximum
est inférieur aux populations maximales de l’approximation deBORN, à cause d’une
population non nulle dans les ordresn = ±2.
Paramètres : le module du vecteur d’onde incident vautki = 100 κ, κ = 0.1 q, ǫ =
0.005. Le paramètre (8.94) pour le régime deRAMAN –NATH vaut2/ cos2 θi.
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Figure 8.13: Populationsw±1 en fonction de l’angle d’incidence, en échelle logarith-
mique.
Tirets (point-tirets) : populations (8.91) dans l’approximation deBORN pour les ordres
n = +1 (n = −1) ; trait plein : résultat (8.90) de l’approximation du réseau de phase
mince pour les ordresn = 0 etn = ±1.
Paramètres : le module du vecteur d’onde vautki = 50 κ, κ = q, ǫ = 0.04. Le pa-
ramètre (8.94) pour le régime deRAMAN –NATH vaut0.04/ cos2 θi.

du fait que le facteur d’obliquitéβ(∆kz,±1/κ) varie alors de façon rapide en fonction
des transferts de vecteur d’onde∆kz,±1 et que les expressions approchées pour∆kz,±1

conduisent à des écarts importants. Finalement, en incidence rasante, les transferts
∆kz,±1 deviennent du même ordre que le vecteur d’onde incidentkzi de sorte que les
deux conditions (8.92, 8.94) sont violées.

Comparaison des phases des amplitudes de diffraction

Après avoir étudié les populations des ordres, comparons maintenant les phases des
amplitudes de diffraction pour les approximations du réseau de phase mince et de
BORN dans la limite d’une modulation de phase faible.

Dans l’annexe 8.C, nous évaluons la différence de phase entre les résultats (7.33) et
(8.84) pour les amplitudes de diffraction. Nous constatonsque celle-ci a deux origines :

• l’approximation linéaire (8.93) pour les vecteurs d’ondediffractés, d’une part,
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• et la linéarisation du déphasage à la réflexion, d’autrepart :

∆ϕBKW(kz,±1) ≈ ∆ϕBKW(kzi) + ∆kz,±1
∂∆ϕBKW

∂kzi
. (8.96a)

En poussant ces développements limités jusqu’au deuxième ordre, nous obtenons dans
l’annexe 8.C l’estimation suivante pour la phaseδϕ±1 que néglige l’approximation du
réseau de phase mince

δϕ±1 ≡ ϕ
(Born)
±1 − ϕ

(r.m.)
±1

≈ − 2q2

kzi cos2 θi

[

zf −
(

ζ
(cl)
eff + κ−1 sin2 θi

)]

. (8.97)

Cette phase est petite devant l’unité dans le régime de RAMAN –NATH (8.94) tant que la
distancezf − ζ

(cl)
eff entre la position finale et le miroir effectif est de l’ordre de quelques

longueurs de décroissance1/κ.
Comme pour l’approximation de RAMAN –NATH [voir à l’équation (8.31)], nous

constatons donc de nouveau que le calcul de la phase le long des trajectoires non per-
turbées est valable seulement jusqu’à une distance finiezf en aval du réseau de diffrac-
tion, et qu’il faut se servir d’une approche plus rigoureuse(le principe de HUYGHENS–
FRESNEL) pour propager la fonction d’onde diffractée vers l’infinioù les amplitudes
de diffraction sont observées. En outre, c’est dans le régime de RAMAN –NATH qu’il
est possible de trouver une positionzf finale qui permette à la fois de tenir compte
du déphasage accumulé dans le réseau de diffraction, et d’éviter que le traitement ap-
proché de la conservation d’énergie inhérent à l’approximation (8.93), ne conduise à
des erreurs de phase qui dépassent l’unité.

Conclusion pour le régime de modulation de phase faible

Pour une modulation de phase faible, l’approche du réseau de phase mince rejoint la
limite semi-classique de l’approximation de BORN lorsqu’il est légitime d’approximer
le cercle de la conservation d’énergie par sa tangente pourtrouver les transferts
de vecteur d’onde normaux∆kz,±1. Cette approximation correspond au régime de
RAMAN –NATH que nous avons identifié au paragraphe 7.3.3 et qui est caractérisé
par la condition (8.94). Nous rappelons que ce régime est r´ealisé dans la limite semi-
classique en incidence normale et oblique, si la périodeπ/q et l’épaisseur1/κ de
l’onde évanescente stationnaire sont du même ordre de grandeur. L’approximation du
réseau de phase mince réproduit alors les populations desordresn = ±1 de diffraction
données par l’approximation de BORN. Par contre, elle s’écarte de l’approximation de
BORN dans le régime de BRAGG (complémentaire au régime de RAMAN –NATH) et
en incidence rasante parce qu’elle ne tient pas correctement compte de la conservation
d’énergie pour déterminer les vecteurs d’ondes diffractés. Dans ces situations, seule
l’approximation de BORN est valable.
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L’approximation du réseau de phase mince permet également d’obtenir les phases
des amplitudes de diffraction, en accord avec l’approximation de BORN, si l’on arrête
le calcul semi-classique de la fonction d’onde à une distance du point de rebroussement
qui est au plus de l’ordre de quelques longueurs de décroissance1/κ, et que l’on
calcule à cette position les amplitudes de diffraction parl’analogue du principe de
HUYGHENS–FRESNEL. Lorsque la position finalezf tend vers l’infini, par contre, les
expressions approchées pour les vecteurs d’onde diffractés entraı̂nent des erreurs de
phase pour les amplitudesan qui divergent proportionnellement àzf .

8.4.6 Modulation de phase forte : comparaisoǹa la distribution de
vitesse classique

Nous montrons maintenant que dans la limite d’une modulation de phase forte, la
distribution de vitesse classique donne l’enveloppe de la figure de diffraction.

La figure de diffraction (8.85) correspond à la distribution de vitesse suivante

ρqu(vxf ) =
∑

n

|Jn(umod)|2δ(vxf − vxi − 2nh̄q/M), (8.98)

et à la limite d’une modulation de phase forte, les fonctions de BESSELont le compor-
tement suivant20

umod ≫ 1, n < umod : (8.99a)

Jn(umod) ≈
√

2/π

4

√

u2
mod − n2

cos
(

+
√

u2
mod − n2 − π

4
− n arccos

n

umod

)

,

umod ≫ 1, n > umod : (8.99b)

Jn(umod) ≈
1/
√

2π
4

√

n2 − u2
mod

exp
(

+
√

n2 − u2
mod − n arcosh

n

umod

)

.

Ces expressions montrent que les plus grandes populations de la figure de diffraction
correspondent aux ordresn ≃ ±umod (voir aussi la figure 8.10). Nous constatons que
pour ces ordres, la diffraction conduit à un transfert de vitesse qui est égal au transfert
de vitesse classique maximal (8.64)

umod
2h̄q

M
= 2ǫ

q

κ

h̄kzi

M
β = ∆vmax

x . (8.100)

Les maximums des populations coı̈ncident donc avec les picsde la distribution de vi-
tesse classique. On peut aller encore plus loin et montrer que la distribution ondulatoire
ρqu(vxf) rejoint la distribution de vitesse classiqueρcl(vxf) (6.26)

ρcl(vxf) =
1

π

1
√

(∆vmax
x )2 − (vxf − vxi)

2
(8.101)

20ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., formules 9.3.2, 9.3.3.
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pour |vxf − vxi| < ∆vmax
x . A cet effet, l’on moyenne sur les pics de diffraction dans

(8.98) et sur les oscillations ducos2 dans les carrés des fonctions de BESSEL21 (8.99a).
Ceci est illustré sur la figure 8.10 où la courbe en pointillées représente la distribution
de vitesse classique (8.101).

Remarque. La valeur quadratique moyenne du transfert de vitesse pour la figure de
diffraction vaut, en utilisant une règle de somme pour les fonctions de BESSEL22

〈

∆v2
x

〉

qu
=

(
2h̄q

M

)2∑

n

n2 J2
n(umod)

=
1

2

(
2h̄q

M

)2

u2
mod =

1

2
(∆vmax

x )2 , (8.102)

et l’on constate que même pour une modulation de phase forte, elle coı̈ncide encore
avec la valeur quadratique moyenne du transfert de vitesse classique [voir (7.71) au
paragraphe 7.3.4].

8.4.7 Comparaisonà l’approximation BKW

Dans ce paragraphe, nous comparons pour l’exemple de la diffraction par l’onde
évanescente stationnaire, l’approximation du réseau dephase mince à un calcul
numérique de la fonction d’onde dans le régime semi-classique, dans l’esprit de
l’optique géométrique. Nous utilisons l’approximationBKW généralisée que nous
avons introduite au paragraphe 8.3.1, et présentons d’abord le principe du calcul.

La méthode nuḿerique

Rappelons que la généralisation de l’approximation BKW permet d’obtenir, dans la
limite semi-classique, la fonction d’onde atomique en termes de quantités classiques,
quel que soit le nombre de dimensions du problème. Pour la diffraction d’atomes par le
potentiel dipolaireV (r) de l’onde évanescente stationnaire, nous avons alors à calculer
l’action (8.36)

S(rf , tf |vi, ti) = Mvi · r(ti) +

tf∫

ti

dt
(
M

2
v2(t) − V [r(t)]

)

, (8.103)

où r(t) est une trajectoire classique dans le potentiel dipolaire complet V (r). A
l’instant ti, la trajectoirer(t) a une vitesse égale àvi, et elle aboutit à la position
rf à l’instanttf . En utilisant la conservation d’énergie,

M

2
v2(t) + V [r(t)] ≡ Ei, (8.104)

21Les oscillations des populationswn en fonction den (pour |n| ≤ umod) proviennent d’un effet
d’interférence entre deux trajectoires classiques qui conduisent à la même vitesse finale (6.24) en fonc-
tion de la position de rebroussementxreb [115].

22Cette règle de somme peut être démontrée à partir de la formule 9.1.41 dans ABRAMOWITZ et
STEGUN, op. cit.
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l’intégrale sur le potentiel peut s’exprimer en fonction de l’énergie, ce qui permet de
séparer la dépendance explicite du temps, avec le résultat

S(rf , tf |vi, ti) = Mvi · r(ti) −Ei(tf − ti) +

tf∫

ti

dtMv2(t). (8.105)

En intégrant le dernier terme par parties, nous obtenons, compte tenu les équations du
mouvement ainsi que des conditions aux bords pour la trajectoirer(t),

S(rf , tf |vi, ti) = Mv(tf ) · rf − Ei(tf − ti) +

tf∫

ti

dt r(t) · ∇V [r(t)] − πh̄/2, (8.106)

où nous avons ajouté le retard de phase venant de la caustique autour du point
de rebroussement (le dernier terme). L’expression (8.106)présente l’avantage que
l’intégrale

∆S =

tf∫

ti

dt r(t) · ∇V [r(t)] (8.107)

a un intégrand qui est localisé dans la zone d’interactionde sorte que nous pouvons
limiter l’intégration à un intervalle de temps de l’ordrede quelques fois le temps
d’interaction.

Pour ce qui est des unités du calcul, il est commode de se servir des mêmes échelles
naturelles que pour le calcul des trajectoires du chapitre 6(la longueur de décroissance
1/κ et le temps d’interactionτint = 1/κvzi). On trouve alors que l’unité naturelle pour
l’action (8.107) est donnée par le produit d’un temps, d’une longueur et d’une force,

τint
1

κ

Mvzi

τint
=
Mvzi

κ
. (8.108)

La vitesse incidente entre donc dans la phase de la fonction d’onde par le facteur global
Mvzi/h̄κ = kzi/κ.

Dans le calcul numérique, nous déterminons les trajectoires classiques pour un cer-
tain nombre de positions initiales(xi

(l), zi), l = 1, . . . , N dans la région asymptotique.
Après un temps de propagation de l’ordre de2zi/vzi, nous obtenons les positions fi-
nales(xf

(l), zf ) ainsi que les vitessesvf
(l) et les actions∆S(l). Ces résultats permettent

de construire la fonction d’onde après l’interaction avecle réseau de diffraction et
d’évaluer l’intégrale (8.40) pour les amplitudes de diffraction.

Présentation des ŕesultats

Choix de la position finale. La valeur précise de la position finalezf est à choisir
de façon à ce que, d’une part, l’intégrale (8.107) tiennecompte de tout le potentiel, et
d’autre part, que les trajectoires classiques ne se croisent pas encore. Ceci est illustré
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Figure 8.14: Action∆S (8.107) en fonction de la position finalezf , calculée avec
l’approximation BKW généralisée. L’action atteint sa valeur asymptotique pourzf ≈
5 . . . 6/κ. L’action est donnée en unités naturelles (8.108) pour quelques positions ini-
tialesxi.

par les figures 8.14 et 8.15. Sur la figure 8.14, nous avons représenté l’action∆S
(8.107) en fonction dezf . Nous constatons qu’elle atteint sa valeur asymptotique sizf

est de l’ordre de quelques1/κ.
Dans la colonne droite de la figure 8.15, nous montrons la partie modulée de

l’action S(rf , tf |vi, ti) en fonction dexf , pour quelques valeurs de la distancezf .
(Nous avons enlevé l’action constanteS(0)

out (8.74) venant de la réflexion par l’onde
évanescente non modulée.) On constate que l’action présente une modulation à peu
près sinusoı̈dale, et qu’elle est proche du résultat de l’approximation du réseau de
phase mince (la courbe en tirets). Lorsque la positionzf s’approche d’une caustique
(qui se trouve àzcau ≈ 10/κ pour les paramètres de la figure), cet accord se détériore.
Sur les figures de la colonne gauche, nous constatons que la relation entre les positions
finalesx(l)

f et les positions initiales s’écarte de plus en plus d’une relation linéaire,
en approchant la caustique, jusqu’à ne plus être monotoneau-delà de la caustique. A
ce moment, les trajectoires classiques se croisent et l’optique géométrique n’est plus
valable.

Dans ce qui suit, nous choisissons une distance finalezf ≈ 5 . . . 6/κ pour calculer
la figure de diffraction. Pour que les trajectoires atomiqueréfléchies ne se croisent pas
avant cette distance, nous devons restreindre l’espace desparamètres de sorte que la
condition suivante soit satisfaite [voir (8.66)] :

ǫβ
q2

κ2
<

1

4κzf
≈ 0.05. (8.109)
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Figure 8.15: Comparaison entre l’action calculée dans l’approche BKW généralisée
[équation (8.106)] et l’approximation du réseau de phasemince, pour quelques va-
leurs de la position finalezf . Du bas vers le haut :zf = zreb + 4/κ, 8/κ, 12/κ.
A gauche : position finalexf en fonction de la position initialexi, pour quelques dis-
tanceszf du réseau. Cette relation n’est plus monotone si la position finale se trouve
au-delà de la caustique (zcau ≈ 10/κ). Points : approche BKW généralisée, tirets :
xf = xi (approximation du réseau de phase mince).
A droite : partie modulée de l’action,S − S(0), en fonction de la position finalexf .
Points : approche BKW généralisée [en unités naturelles (8.108)], tirets : approxima-
tion du réseau de phase mince, trait plein : modèle empirique (8.110) introduit au pa-
ragraphe suivant.
Paramètres : incidence normale,ǫ = 0.025, q = κ.
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Etude du déphasage. Nous étudions maintenant un modèle semi-analytique qui per-
met d’interpréter la relation entre les approximations duréseau de phase mince et
BKW généralisée.

La figure 8.15 nous montre que l’action varie de façon régulière en fonction dexf

avant que la caustique n’apparaisse. Nous constatons en outre que le déphasage donné
par l’approche BKW peut être modélisé par l’expression suivante

∆ϕBKW(xf , zf) ≈ −umod cos 2qxreb − η sin2 2qxreb, (8.110)

où le premier terme correspond au déphasage (8.78) donnépar l’approximation du
réseau de phase mince. L’expression (8.110) est représentée par la courbe en trait
fin de la figure 8.15, et nous constatons que l’accord avec le calcul BKW complet
est excellent jusqu’à peu avant la caustique. Numériquement, nous avons trouvé que
l’amplitudeη du deuxième terme dans le modèle (8.110) est donnée, avecune bonne
précision, par

η ≃ u2
mod

2q2

kzi cos2 θi

(zf − zreb) . (8.111)

Pour motiver ce résultat, nous observons qu’il permet d’écrire le deuxième terme
dans (8.110) sous la forme

−η sin2 2qxreb ≃ −M
2h̄

[

∆v2
x(xreb) + ∆v2

z(xreb)
]

(tf − treb) , (8.112)

où nous avons utilisé les transferts de vitesse au premierordre ∆vx,z(xreb) donnés
aux équations (6.11, 6.21), ettf − treb = (zf − zreb)/vzi est le temps nécessaire
pour parcourir la distance entre le point de rebroussementzreb et la position finale
zf à la vitesse asymptotiquevzi. Nous constatons alors que le deuxième terme du
déphasage (8.110) correspond à l’action à l’ordre deuxS(2) de la condition de vali-
dité (8.52) pour l’approximation du réseau de phase mince. Plus précisément, ce terme
est égal à l’erreur de phaseδϕ(2) = −δE(2)

cin(tf − treb) (8.55) qui intervient parce
que l’approche perturbative de l’approximation du réseaude phase mince introduit un
défaut d’énergie cinétiqueδE(2)

cin (8.54) au deuxième ordre du développement.23 La
condition de validité (8.52) exprime que cette erreur de phase doit rester faible devant
l’unité.

Nous nous servons maintenant du modèle (8.110) pour le déphasage de l’approche
BKW pour estimer de façon analytique l’influence du terme correctif enη ≃ S(2)/h̄ sur
les modules et les phases des amplitudes de diffraction. A cet effet, nous négligeons
la variation du préfacteur de la fonction d’onde finaleψ(rf ) (8.35) dans l’intégrale
(8.40) pour les amplitudes de diffraction. Les amplitudesa(BKW)

n de l’approche BKW
sont alors données par la transformée de FOURIER de la fonction d’onde déphasée
exp i∆ϕBKW. Or, il en est de même pour les amplitudes de diffractiona(r.m.)

n et

23L’expression (8.112) montre que l’intervalle de temps pertinent pour calculer l’erreur de phase
δϕ(2) esttf − treb plutôt que le temps d’interactionτint comme à l’estimation (8.55).
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la fonction d’ondeexp(−iumod cos 2qxreb) dans l’approximation du réseau de phase
mince. Les résultats des deux approches sont donc reliés entre eux par une convolution
discrète

a(BKW)
n =

∑

m

cm a
(r.m.)
n−m , (8.113)

où les coefficientscm donnent le développement de FOURIER du facteur de
phaseexp (−iη sin2 2qxreb) qui provient du terme correctif enη dans le déphasage
∆ϕBKW (8.110) :

cm =

{

e−iη/2 im/2 Jm/2(η/2), sim pair,
0, sim impair.

(8.114)

Dans le domaine de validité de l’approximation du réseau de phase mince, l’actionS(2)

est petite devant̄h et le paramètreη donc faible devant l’unité. Il s’ensuit que les co-
efficientscm sont approximativement égaux àδm,0 et que les amplitudes de diffraction
a(BKW)

n dans (8.113) diffèrent peu desa(r.m.)
n .

Au premier ordre enη, l’on trouve, en utilisant les amplitudesa(r.m.)
n (8.84) et les

relations de recurrence des fonctions de BESSEL24, que les amplitudes de diffraction
(8.113) dans l’approche BKW vérifient

a(BKW)
n ≈

(

1 − iη
n2

u2
mod

)

a(r.m.)
n + (−i)n iη

umod
J ′

n(umod). (8.115)

Le facteur en parenthèses du premier terme donne donc une correction de phase25 à
l’amplitudea(BKW)

n qui varie linéairement avecη. Quant aux populations des ordres de
diffraction, l’écart entre les approches BKW et du réseaude phase mince est seulement
du deuxième ordre enη : ∣

∣
∣w(BKW)

n − w(r.m.)
n

∣
∣
∣ ∝ η2, (8.116)

avec un facteur de proportionnalité de l’ordre de l’unité; une expression explicite en
est donnée à l’équation (ADif 31). Nous concluons que la condition de validitéη ≪ 1
du réseau de phase mince est surtout pertinente lorsque nous nous intéressons aux
phases des amplitudes de diffraction : par rapport à l’approche BKW, l’approximation
du réseau de phase mince fait une erreur de phase qui est en effet proportionnelle àη.
Les populations de la figure de diffraction, par contre, sontplus 〈〈 robustes〉〉 : comme
elles ne s’écartent qu’à l’ordre deux de l’approche BKW, le critère de validité pertinent
estη2 ≪ 1 et permet des valeurs plus élevées du paramètreη.

Le modèle (8.110) pour le déphasage∆ϕBKW permet aussi d’interpréter comment
l’approximation du réseau de phase mince est rendue caduque dans le régimeη >∼
1 : plusieurs des coefficientscm (8.114) sont alors non nuls et la convolution (8.113)
montre que les amplitudes de diffractiona(r.m.)

n sont assez différentes de celles données
par l’approche BKW qui, elle, a un plus grand domaine de validité.

24ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., formule 9.1.27.
25L’on peut montrer que cette correction élimine la dépendance de la position finalezf des amplitudes

de diffraction (8.84) que prédit l’approximation du réseau de phase mince.
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Figure 8.16: Comparaison entre l’approche BKW généralisée et l’approximation du
réseau de phase mince.
En haut : figures de diffraction pour un déphasage de la forme(8.110) (barres grises),
tel que le donne l’approche BKW généralisée, et un déphasage sinusoı̈dal (barres
blanches), donné par l’approximation du réseau de phase mince. En bas : différences
de phase des amplitudes de diffraction. (Les grandes différences de phase aux ordres
n = ±2 proviennent du fait que l’amplitude de diffractiona(r.m.)

2 s’annule approxima-
tivement et que la dérivée de la fonction deBESSELJ2(umod) passe par un maximum
[voir (8.115)].)
L’indice de modulation vautumod = 5 et le paramètreη = 0.05. Pour les différences
de phaseδϕn = ϕ(BKW)

n − ϕ(r.m.)
n , nous avons tracé la fonction2| sin(δϕn/2)|.
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Figure 8.17: Identique à la figure 8.16, mais avec un paramètre η plus près de l’unité
(η = 0.5).

A titre d’illustration, nous comparons sur les figures 8.16 et 8.17 les popula-
tions des ordres et les phases des amplitudes de diffractionque l’on obtient avec un
déphasage de la forme (8.110), d’une part, et un déphasagesinusoı̈dal (8.78) tel que le
prédit l’approximation du réseau de phase mince, d’autrepart. Les deux figures 8.16,
8.17 correspondent au même indice de modulationumod et à des valeurs différentes
pour le paramètreη. Sur la figure 8.16,η est petit devant l’unité, et nous observons
que les figures de diffraction sont en très bon accord entre les deux approches ; les
différences de phase des amplitudes de diffraction sont relativement faibles, avec un
comportement proportionnel àn2 [voir (8.115)] qui est assez bien vérifié. Pourη plus
élevé (la figure 8.17), nous constatons que les différences de phase sont beaucoup plus
marquées que les écarts entre les populations des ordres.Ceci confirme notre conclu-
sion que le critère de validitéη ≪ 1 concerne davantage les phases des amplitudes de
diffraction que les populations des ordres.

Sur les figures 8.18, 8.19 et 8.20, nous présentons une comparaison systématique
entre le déphasage donné par l’approche BKW et le modèle (8.110). Les courbes
représentent les prédictions de l’approximation du réseau de phase mince pour
l’indice de modulationumod (8.79) (la courbe en tirets) et le paramètreη (8.111)
(en pointillées). Pour le déphasage de l’approche BKW, nous avons déterminé les
paramètresumod et η numériquement, en calculant les composantes de FOURIER de
∆ϕBKW(xf , zf ) par rapport àxf (les pionts sur les figures).

Sur la figure 8.18,umod etη sont tracés en fonction du contrasteǫ, en incidence nor-
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Figure 8.18: Comparaison entre le déphasage donné par l’approche BKW (points) et
le modèle (8.110) de l’approximation du réseau de phase mince (courbes en tirets en
en pointillées), en fonction du contrasteǫ du réseau, pour l’incidence normale.
Tirets : amplitude de modulation du déphasageumod, pointillées : paramètreη.
Paramètres : le vecteur d’onde incident vautkzi = 50 κ, la distance finalezf = 5/κ
et q = κ. Les valeurs du contrasteǫ pour le calcul à l’aide de l’approche BKW sont
limitées par la condition (8.109) que les trajectoires ne se croisent pas avant la position
finalezf .

male, et sur la figure 8.19 en incidence oblique. Sur la figure 8.20, le contraste est fixé et
c’est l’angle d’incidenceθi dans le planxOz du réseau qui varie. Nous constatons que
les prédictions analytiques de l’approximation du réseau de phase mince sont en bon
accord avec les résultats de l’approche BKW et que c’est effectivement dans la région
η ≈ 1 que l’indice de modulationumod s’écarte de la prédiction de l’approximation du
réseau de phase mince.
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Figure 8.19: Identique à la figure 8.18, mais pour l’incidence oblique avec un angle
d’incidenceθi = 45◦ dans le planxOz du réseau. La composante normale du vecteur
d’onde vaut encorekzi = 50 κ.
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Figure 8.20: Identique à la figure 8.18, mais en fonction de l’angle d’incidenceθi dans
le planxOz du réseau. Le contraste est fixé àǫ = 0.05, et le module du vecteur d’onde
incident dans le planxOz vautki = 50 κ.
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Figure 8.21: Comparaison entre les populations des ordres de diffraction n =
0,±1,±2 données par les approximation BKW et du réseau de phase mince, en fonc-
tion du contraste du réseau, pour l’incidence normale.
Les points représentent les résultats numériques, les courbes en tirets les résultats de
l’approximation du réseau de phase mince (8.62). Les populations sont identiques pour
les ordresn et−n.
Paramètres : le vecteur d’onde incident vautkzi = 200 κ, la distance finalezf = 6/κ
et q = κ.

Populations des ordres de diffraction. Sur les figures 8.21, 8.22 et 8.23, nous
présentons les populations des ordres de diffractionn = 0,±1,±2 pour un indice de
modulationumod jusqu’à quelques unités. Les figures 8.21 et 8.22 les montrent en fonc-
tion du contrasteǫ du réseau, pour deux angles d’incidence différents. Nousconsta-
tons pour l’incidence normale (la figure 8.21) que l’approximation du réseau de phase
mince est en accord excellent avec le calcul BKW. En incidence oblique, par contre
(la figure 8.22), les populations non spéculaires diffèrent légèrement de la prédiction
du réseau de phase mince. En particulier, les ordres négatifs avecn ≃ −umod (les
losanges creux) ont des populations plus élevées que les ordresn ≃ +umod (les lo-
sanges pleins). Ceci fait écho aux positions asymétriques des pics de la distribution
de vitesse classique (voir la figure 6.11 du paragraphe 6.2) :rappelons que le trans-
fert de vitesse classique est plus grand (en module) dans la direction opposée à la
direction de propagation de l’atome incident que parallèlement à cette direction. Pour
la diffraction, ceci se traduit apparemment par une population plus élevée pour les
ordres de diffraction〈〈negatifs〉〉 (aveckxf ≃ kxi − 2umodq) que pour les ordres〈〈posi-
tifs 〉〉 (kxf ≃ kxi + 2umodq).

Sur la figure 8.23, les populationswn sont tracées en fonction de l’angle
d’incidence dans le plan du réseau. Nous voyons que l’accord entre l’approche BKW
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Figure 8.22: Identique à la figure 8.21, mais en incidence obliqueθi = 45◦.
Les losanges pleins (creux) représentent les résultats de l’approche BKW pour les
ordres positifs (négatifs). Les courbes en tirets donnentles résultats de l’approximation
du réseau de phase mince (8.62) (identiques pour les ordresn et−n).
La composante normale du vecteur d’onde incident vaut encorekzi = 200 κ.

et l’approximation du réseau de phase mince est excellent autour de l’incidence
normale où les populations des ordresn et −n sont identiques. Lorsque l’angle
d’incidence augmente, nous voyons apparaı̂tre l’écart entre les résultats BKW et
du réseau de phase mince pour les populations non spéculaires. (Nous observons
également l’asymétrie entre les ordresn et−n dans l’approche BKW, comme sur la
figure précédente 8.22.) Par contre, l’approximation du réseau de phase mince repro-
duit bien l’allure générale de la décroissance des populations non spéculaires lorsque
l’on s’approche de l’incidence rasante. Rappelons qu’un tel accord qualitatif apparaı̂t
aussi sur la figure 8.13 où nous comparons à l’approximation de BORN.
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Figure 8.23: Identique à la figure 8.22, mais en fonction de l’angle d’incidenceθi dans
le plan du réseau.
Paramètres : le module du vecteur d’onde incident vautki = 200 κ.

8.4.8 Le domaine de validit́e de l’approximation du réseau de
phase mince

Dans ce paragraphe, nous résumons les conditions de validité de l’approximation du
réseau de phase mince pour le cas de la diffraction d’atomespar l’onde évanescente
stationnaire. Rappelons que nous avons pu trouver ces conditions par comparaison
avec d’autres approches dans leurs domaines de validité respectifs. L’approximation
de BORN, par exemple, donnea priori une description plus précise de la diffraction à
la limite d’une modulation de phase faible, parce qu’elle part directement de l’équation
de SCHRÖDINGER. Pour que l’approximation du réseau de phase mince soit valable, il
faut donc qu’elle rejoigne les résultats de l’approximation de BORN dans cette limite.

Pour le cas de l’incidence normale, nous avons représentés les différentes condi-
tions de validité sur la figure 8.24 qui complète le schéma7.20 que nous avons in-
troduit à la fin du chapitre 7. Le régime perturbatifumod ≪ 1 se trouve dans la partie
supérieure du schéma. La partie inférieure représentele régime de modulation de phase
forte, et l’approximation du réseau de phase mince a permisde couvrir une partie de
ce domaine de paramètres qui est inaccessible à l’approximation de BORN.

La ligne verticale délimite le régime de RAMAN –NATH (8.94) (dans la partie
gauche du schéma), où l’approximation linéaire pour lesvecteurs d’onde diffractés
kzn est légitime. L’approximation du réseau de phase mince n’est valable que dans ce
régime. En effet, nous avons vu (voir la figure 8.12) qu’ellene permet pas de décrire
le régime de BRAGG qui se trouve à droite de la ligne verticale.

La ligne diagonale du schéma sépare les régimes du réseau géométriquement
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mince (en haut à gauche) et épais (en bas à droite). L’approche du réseau de phase
mince est limitée à un réseau géométriquement mince parce qu’elle est une approche
semi-classique : pour un réseau géométriquement épais, les trajectoires classiques sont
focalisées à l’intérieur du réseau [voir le critère (8.66)], et la méthode semi-classique
de calculer la phase de la fonction d’onde le long des trajectoires n’est pas justifiée.

Finalement, la ligne courbe correspond à la conditionη ≃ S(2)
max/h̄ = 1

[voir (8.111)], oùS(2)
max est l’estimation du terme d’ordre deux dans le développement

perturbatif de l’action. Dans la région au-dessus de la courbe, l’action à l’ordre deux
S(2) est inférieure à̄h, et l’approximation du réseau de phase mince est valable. Nous
rappelons que cette limite est plus stricte pour les phases des amplitudes de diffraction
(la conditionη ≪ 1) que pour les populations des ordres pour lesquelles le critère
pertinent estη2 ≪ 1.

Nous constatons que dans le régime d’une modulation de phase forte, la condi-
tion η < 1 est plus restrictive que le critère du réseau géométriquement mince.
L’approximation du réseau de phase mince permet alors d’entrer dans le domaine
non perturbatifumod > 1 où plusieurs ordres de diffraction sont peuplés ; mais elle
est limitée davantage que l’approche semi-classique qui,elle, est valable dans tout le
domaine du réseau géométriquement mince, jusqu’à la ligne diagonale.

Remarque. Lorsque l’angle d’incidence s’écarte de la normale, la ligne limite hori-
zontale pour une modulation de phase faible et la ligne diagonale du schéma 8.24 se
déplacent vers des contrastes plus élevés, à cause du facteur d’obliquité. En même
temps, la ligne verticale se déplace vers la gauche [à cause du facteur1/ cos2 θi dans
le critère (8.94)]. Le domaine de validité de l’approximation du réseau de phase mince
se déforme donc, se limitant à des réseaux qui sont plus〈〈minces〉〉 (avec un rapportq/κ
plus petit), mais qui peuvent avoir un contraste plus élev´e.

Par contre, lorsque l’on augmente la distance finalezf à laquelle les amplitudes de
diffraction sont calculées, la ligne verticale se déplace vers la gauche (parce les erreurs
de phase dues aux valeurs approchées des vecteur d’ondeskzn augmentent), et la ligne
courbe se déplace vers le haut (η étant également proportionnel à la distance finale). Le
domaine de validité de l’approximation du réseau de phasemince s’en trouve globale-
ment réduit.

8.5 Conclusion et perspectives

Dans le régime semi-classique où la longueur d’onde atomique dans le planxOz du
réseau est petite par rapport aux échelles caractéristiques du potentiel, l’action clas-
sique, divisée par la constante de PLANCK h̄, permet d’obtenir la phase de la fonc-
tion d’onde après la zone d’interaction. La phase est calculée le long des trajectoires
classiques de l’atome. Cette approche semi-classique (ou〈〈BKW généralisée〉〉) permet
de caractériser la diffraction lorsque le réseau de diffraction est〈〈géométriquement
mince〉〉. Cette condition peut s’exprimer de deux manières équivalentes : ou bien les
trajectoires classiques ne s’écartent pas beaucoup des trajectoires non perturbées à
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approximation
du reseau de phase

mince valable

ε = 0

ε = 1

regime de
RAMAN - NATH

regime de
BRAGG

η < 1

umod > 1

umod < 1

ε ( q / κ )2 > 1

2 q2 / κ kzi > 1

reseau mince   q < κ reseau epais   q >> κ 

Figure 8.24: Représentation schématique du domaine de validité de l’approximation
du réseau de phase mince (à comparer à la figure 7.20).
L’approximation est valable à gauche de la ligne verticale(régime deRAMAN –NATH)
et au-dessus de la ligne courbe (rapportη entre l’action maximale à l’ordre deux eth̄
inférieur à l’unité).
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l’échelle de la période du réseau, ou bien les trajectoires classiques ne se croisent qu’à
l’extérieur de la zone d’interaction. Dans ce régime, la variation périodique du poten-
tiel du réseau impose une modulation de phase spatiale à lafonction d’onde qui est à
l’origine de la diffraction.

Lorsque la diffraction est due à un potentiel faible, le principe de moindre action
implique que l’on peut calculer le déphasage atomique au premier ordre le long des
trajectoires non perturbées. Cette approche perturbative procède de façon analogue à
un réseau de phase mince de l’optique lumineuse, et c’est pour cette raison que nous
l’avons appelée l’〈〈approximation du réseau de phase mince〉〉. Pour le cas particulier
d’un réseau de diffraction en transmission dont le potentiel est faible devant l’énergie
incidente, la méthode du réseau de phase mince donne des r´esultats équivalents à ceux
de l’approximation de RAMAN –NATH.

Par contre, la présentation que nous avons donnée pour l’approximation du réseau
de phase mince montre qu’elle permet également d’obtenir des expressions analytiques
pour les amplitudes de diffraction pour une onde évanescente stationnaire. Comme
dans l’approche perturbative que nous avons suivie dans le chapitre 6, nous calcu-
lons la phase atomique au premier ordre dans le contraste le long des trajectoires pour
une réflexion simple. La figure de diffraction est alors donnée par une transformée de
FOURIER. Sous réserve de certaines conditions, ce résultat rejoint l’approximation de
BORN dans la limite d’une modulation de phase faible, et la distribution de vitesse
classique dans la limite opposée. La figure de diffraction prédite par l’approximation
du réseau de phase mince est symétrique ce qui est une cons´equence du fait que les
vecteurs d’onde normaux sont déterminés par une approximation linéaire, la conserva-
tion de l’énergie n’étant respectée qu’au premier ordrepar rapport au vecteur d’onde
horizontalq. Par conséquent, cette approche ne peut rendre compte correctement de la
diffraction ni dans le régime de BRAGG, ni en incidence rasante. Il va de soi qu’elle
ne peut pas caractériser le régime quantique (kzi ≪ κ) parce que la longueur d’onde
atomique est alors trop grande pour que l’approche semi-classique puisse être justifiée.

Nous notons que des approches similaires à l’approximation du réseau de phase
mince ont été développées de façon indépendante dansd’autres domaines : pour la
diffusion de la lumière par une interface rugueuse [116, 117, 118] ou encore dans le
contexte de la diffusion d’atomes par des surfaces cristallines [84, 75, 77, 119, 115,
120]. Ces approches ont en commun que ce n’est pas le〈〈champ〉〉 (le champ lumineux
ou une onde de matière) qui est l’objet d’un développementperturbatif, mais sa phase.
Pour réparer le défaut que nous venons d’évoquer, à savoir le traitement approchée
de la conservation d’énergie, il a été proposé de choisir différemment la trajectoire
classique le long de laquelle l’action est calculée [75, 120]. Il se trouve alors que
des trajectoires dont la position change brusquement au point de rebroussement —
ou encore des trajectoires complexes — permettent une description plus précise des
amplitudes de diffraction.

Finalement, nous voudrions attirer l’attention sur le faitque l’approche du réseau
de phase mince peut également être utilisée pour calculer des déphasages dus à des
potentiels faibles qui ne sont pas modulés spatialement [71, 72]. Cette situation se
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présente en particulier dans l’interférométrie atomique, et nous en donnerons deux
exemples pour le miroir à onde évanescente.

Le déphasage d̂u à l’interaction de VAN DER WAALS. Dans la réflexion simple
par une onde évanescente, l’atome est soumis aussi à l’interaction deVAN DER

WAALS qui, à courte distance du diélectrique, est caractéris´ee par un potentiel de la
forme (2.16)

VvdW(z) = − c3
z3
. (8.117)

Rappelons qu’à une distance de l’ordre deλL/2π, l’énergie d’interaction deVAN DER

WAALS est généralement de l’ordre deh̄Γ, où1/Γ est la durée de vie de l’état excité
de l’atome [121, 39].

Dans la limite où le potentiel deVAN DER WAALS est une perturbation par rapport
au potentiel dipolaire de l’onde évanescente, il conduit `a un déphasageϕvdW que nous
pouvons évaluer par une intégrale le long de la trajectoire non perturbéez(0)(t) :

ϕvdW = −1

h̄

+∞∫

−∞

dt VvdW[z(0)(t)]

=
2c3κ

3τint

h̄

+∞∫

0

dx

(κzreb + ln cosh x)3 . (8.118)

Pour une distance générique du point de rebroussement,zreb ∼ 1/κ, le déphasage
de VAN DER WAALS est de l’ordre deΓτint. L’intégrale sans dimension dans (8.118)
dépend de la distance réduiteκzreb et est représentée sur la figure 8.25.

Pour mesurer le déphasageϕvdW, l’on peut envisager un interféromètre atomique
comme celui du groupe de J. DALIBARD [85], où l’atome est réfléchi plusieurs fois par
l’onde évanescente, en faisant varier la hauteur du potentiel dipolaire d’une réflexion à
l’autre de sorte que la distance du point de rebroussementzreb change. Une possibilité
alternative serait d’utiliser une seule réflexion, mais pour un atome avec plusieurs états
magnétiques dans l’état fondamental. Supposons que les ´etats par rapport un axee1

sont des états propres du potentiel dipolaire avec des valeurs propres différentes. Ces
états sont alors associés à des trajectoires avec des points de rebroussements différents,
et à cause du potentiel deVAN DER WAALS, leurs amplitudes de réflexion accumulent
des phases différentes. Ceci peut être détecté en mesurant, après la réflexion, les popu-
lations des sous-niveaux magnétiques par rapport à un axedifférente2.

Déphasage d’un potentiel de〈〈 jauge〉〉. Lorsque nous représentons la fonction
d’onde atomique dans la base des niveaux habillés, la variation spatiale de ces états
propres du couplage laser–atome ne conduit pas seulement àdes couplages〈〈non adia-
batiques〉〉 entre les différents niveaux habillés26, mais aussi à un potentiel fictif que

26A. M ESSIAH, Mécanique quantique, nouvelle édition (1995), tome II, chap.XVII,§ 13.
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Figure 8.25: Intégrale dans le déphasage deVAN DER WAALS (8.118) en fonction de
la distance réduiteκzreb du point de rebroussement. Le déphasageϕvdW est obtenu en
multipliant avec2c3κ3τint/h̄ ∼ Γτint.

nous pourrions appeler un〈〈potentiel de jauge〉〉 Φ(z) [122]. Dans la limite de faible
saturation et pour une onde évanescente simple, ce potentiel prend la forme27

Φ(z) =
h̄2κ2

4M
smax e−2κz (8.119)

où smax est le paramètre de saturation à l’interface du diélectrique. Le déphasage as-
socié à ce potentiel vaut alors

ϕΦ = − h̄κ

2Mvzi
smax e−2κzreb (8.120)

Nous notons d’abord qu’il est proportionnel à la constantede PLANCK ce qui est in-
habituel puisque les déphasages sont généralement de laforme d’une intégrale〈〈clas-
sique〉〉, divisée par̄h. Cette dépendance est due ici au potentiel fictifΦ(z) qui contient
le facteur̄h2. Ensuite, le déphasageϕΦ est généralement très petit par rapport à l’unité,
il semble donc difficile à mettre en évidence.

27Le potentielΦ(z) est relié à la dérivée seconde des états habillés qui apparaı̂t lorsque l’on exprime
l’opérateur d’énergie cinétique−h̄2∇2/2M dans la base habillée ; voir par exemple [78].
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Annexe

8.A Atomic diffraction by a thin phase grating(ADif)

Nous reproduisons ici l’article〈〈Atomic diffraction by a thin phase grating〉〉 par C.
H., J.-Y. COURTOIS et A. ASPECT, paru dans leJournal de Physique II (France)
4, pp. 1955–74 (novembre 1994). Le lecteur y trouvera le calcul détaillé du
développement de l’action et des trajectoires classiques. En particulier, les expres-
sions (8.45) et (8.51) pour l’action au premier et second ordre sont démontrées [aux
équations (ADif 7, 8)], et l’on calcule les amplitudes de diffraction à partir du théorème
de HELMHOLTZ–KIRCHHOFF [aux équations (ADif B.5–11)].

Une version électronique de ce papier est accessible sur arxiv.org/quant-
ph/0408157.
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8.B Calcul des amplitudes de diffraction dans le
r égime du ŕeseau de phase mince

Nous montrons dans cette annexe que dans l’approximation duréseau de phase mince,
il est légitime de calculer les amplitudes de diffraction non pas par l’intégrale (8.40)
(qui provient du théorème de HELMHOLTZ–KIRCHHOFF), mais par l’intégrale de
FOURIER (8.61).

En insérant la fonction d’onde finale (8.35) dans l’intégrale (8.40), nous obtenons

an =

a∫

0

dxf

2a



1 +
Mvzi +Mv

(1)
zf (xf , zf)

h̄kzn



×

×A(xf ) exp
i

h̄

[

S(0)(xf , zf) + S(1)(xf , zf)
]

×
× exp i [−2nqxf − (kzn − kzi)zf ] , (8.B.1)

où v(1)
zf (xf , zf) est la composante normale du transfert de vitesse au premierordre et

l’amplitudeA(xf ) de la fonction d’onde est donnée par

A(xf ) =

√
√
√
√
∂xi

∂xf

cos θi

cos θf

. (8.B.2)

Le produitcos θf dxf donne la section finale d’un pinceau de trajectoires centréautour
de la trajectoire non perturbéer(0)(t).

Pour simplifier le facteur d’obliquité de HUYGHENS–FRESNEL [en parenthèses de
la première ligne de (8.B.1)], nous notons d’abord que le transfert de vitessev(1)

zf est
faible devant la vitesse incidente à cause de la condition de validité (8.52)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

v
(1)
zf

vzi

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∆vmax
z

vzi

∣
∣
∣
∣ ≤

√

(∆vmax
x )2 + (∆vmax

z )2

vzi

(8.52)
≪

√

2h̄

Mv2
ziτint

=

√

2

kziw
≪ 1

(8.B.3)
où τint = w/vzi est le temps d’interaction etw est l’épaisseur du réseau ; la dernière
inégalité est la conséquence du régime semi-classique.

Pour une figure de diffraction où plusieurs ordres sont peuplés (nmax > 1), nous
nous attendons à ce que la distribution de vitesse classique donne l’enveloppe de la
figure de diffraction. Pour les ordres|n| <∼ nmax dont les populations sont notables,
le même raisonnement montre alors que la composante normale ∆kzn du transfert de
vecteur d’onde est faible devant le vecteur d’onde incidentkzi :

∣
∣
∣
∣
∣

∆kzn

kzi

∣
∣
∣
∣
∣

<∼
∣
∣
∣
∣

∆vmax
z

vzi

∣
∣
∣
∣≪ 1. (8.B.4)

Ainsi, les estimations (8.B.3, 8.B.4) permettent de remplacer le facteur d’obliquité de
HUYGHENS–FRESNEL dans (8.B.1) par la constante2. Elles impliquent également
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que le rapportcos θf/ cos θi dans le facteur d’amplitudeA(xf ) (8.B.2) et dans les po-
pulationswn = (cos θf/ cos θi)|an|2 peut être approximé par l’unité [voir (8.62)].

Notons que l’estimation (8.B.4) n’est plus valable proche de l’incidence rasante
parce que la diffraction conduit alors à des transferts de vecteur d’onde∆kz,±1

comparable àkzi. Dans ce cas, il convient d’utiliser l’expression1 + kzi/kzn pour
le facteur d’obliquité, et les populations (8.62) sont alors à corriger par le facteur
(kzi + kzn)

2/(4kzikzn).
Finalement, pour estimer la dérivée∂xi/∂xf qui intervient dans le facteur

d’amplitude (8.B.2), nous approximons, au premier ordre enǫ, la trajectoire classique
par deux branches28 : une première en mouvement libre à la vitesse incidentevi jusqu’à
une〈〈position d’impact〉〉 rimp où l’atome croise la zone d’interaction située autour de
z = zimp, et une deuxième, également en mouvement libre, mais à lavitesse finalevf .
On obtient alors les expressions suivantes pour l’instant d’impact timp et la position
d’impact :

timp = tf − (zf − zimp)/vzf , (8.B.5a)

ximp = xf − vxf(tf − timp). (8.B.5b)

En utilisant le transfert de vitesse∆vx(ximp) (qui dépend de la position d’impact),
cette construction permet d’établir la relation suivante

xf = xi + vxi(tf − ti) + ∆vx(ximp)(tf − timp). (8.B.6)

En la dérivant par rapport àxf , et en estimant la dérivée du transfert de vitesse par
∆vmax

x /a (oùa est la période du réseau), nous obtenons
∣
∣
∣
∣
∣

∂xi

∂xf

− 1

∣
∣
∣
∣
∣

<∼
∆vmax

x (tf − timp)

a
=

∆xmax

a

zf − zimp

w
. (8.B.7)

En choisissant une position finalezf de l’ordre de quelques épaisseursw du réseau, le
membre droit de cette inégalité est petit devant l’unitéparce que l’atome se déplace
peu dans la zone d’interaction par rapport au pas du réseau `a cause de la condition de
validité (8.59).

8.C Les phases des amplitudes de diffraction :
diff érence par rapport à l’approximation de
BORN

Les résultats (7.33) et (8.84) pour les amplitudes de diffraction dans les approximations
de BORN et du réseau de phase mince donnent les phasesϕ±1 suivantes, si l’indice de

28Cette forme pour la trajectoire classique est à la base de l’approximation〈〈soudaine〉〉 (sudden ap-
proximation) qui est une amélioration de la présente approche perturbative. Cette approximation est
utilisée dans la diffusion d’atomes par des surfaces dans le régime semiclassique (voir [120] pour da-
vantage de références à ce sujet).
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modulationumod est petit devant l’unité :

ϕ
(Born)
±1 = π

2
+ 1

2
(∆ϕBKW(kzi) + ∆ϕBKW(kz,±1)) , (8.C.8a)

ϕ
(r.m.)
±1 = π

2
+ ∆ϕBKW(kzi) ± 2q tan θiζ

(cl)
eff +

+(kzi ∓ 2q tan θi − kz,±1)zf . (8.C.8b)

Pour calculer leur différence, nous développons d’une part les vecteurs d’onde dif-
fractéskz,±1 jusqu’au deuxième ordre enq [voir (7.57)], et d’autre part le déphasage
∆ϕBKW(kz,±1) jusqu’au deuxième ordre en∆kz,±1. Rappelons à cet effet la relation
entre le miroir effectif classiqueζ (cl)

eff et le déphasage semi-classique∆ϕBKW [voir
(Pha26,Pha29)], ainsi que l’expression explicite du miroir effectif en fonction dekzi

(Pha 5)

ζ
(cl)
eff = −1

2

∂∆ϕBKW

∂kzi
=

1

2κ
ln

(

MVmax

2h̄2k2
zi

)

. (8.C.9)

En remplaçant(∆kz,±1)
2 ≈ (2q tan θi)

2, ce qui est justifié à cet ordre du
développement, nous obtenons alors

ϕ
(Born)
±1 − ϕ

(r.m.)
±1 ≈ +

2q2

kzi cos2 θi
ζ

(cl)
eff +

2q2 tan2 θi

κkzi
− 2q2

kzi cos2 θi
zf . (8.C.10)

Nous trouvons alors la différence de phase donnée en (8.97).
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Chapitre 9

La diffraction d’atomes par l’onde
évanescente stationnaire dans le
r égime deBRAGG

Introduction

Lorsqu’une onde est diffractée par un potentiel périodique infini et indépendant du
temps, les ondes secondaires diffusées par le potentiel interfèrent de façon constructive
seulement dans certaines directions de l’espace et seulement pour certaines directions
de l’onde incidente (la condition de BRAGG). Ceci est une conséquence du fait que le
potentiel périodique ne transfère à l’onde incidente que des vecteurs d’onde discrets
et que l’onde diffractée doit avoir la même fréquence quel’onde incidente. Nous pou-
vons interpréter ce phénomène par la conservation de la quantité de mouvement et de
l’énergie : la diffraction n’a lieu que dans des géométries particulières où un transfert
de quantité de mouvement venant du réseau réciproque du potentiel permet de conser-
ver l’énergie. Cependant, si le potentiel périodique a une extension spatiale limitée, les
vecteurs d’onde de son réseau réciproque acquièrent unedispersion non nulle, et par
conséquent, la conservation de la quantité de mouvement devient moins contraignante.

Considérons à titre d’exemple la diffraction d’atomes par un réseau en transmis-
sion en incidence normale. Si le réseau est mince, il contient une grande dispersion de
vecteurs d’onde dans la direction longitudinale (la direction de propagation de l’onde
atomique incidente) et peut donc transférer à l’onde diffractée la composante de vec-
teur d’onde longitudinale nécessaire à la conservation d’énergie (voir la figure 9.1
à gauche). C’est donc pour un réseau mince que l’on peut observer la diffraction
d’atomes dans le régime de RAMAN –NATH (voir au paragraphe 8.2), c’est-à-dire une
figure de diffraction où plusieurs ordres sont peuplés [42, 108].

Si par contre le réseau est épais (la figure 9.1 à droite), les composantes longi-
tudinales des vecteurs d’ondes du réseau sont mieux définies et la diffraction n’est
efficace que lorsque les ondes atomiques incidente et diffractée ont le même vecteur
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Figure 9.1: Vecteurs d’ondes atomiques diffractés dans les régimes deRAMAN –NATH

(à gauche) et deBRAGG (à droite). La largeur de la bande grise représente la disper-
sion des vecteurs d’onde longitudinaux du réseau de diffraction, elle est inversement
proportionnelle à l’épaisseur du réseau.

d’onde longitudinal. Pour satisfaire à la conservation d’énergie, il faut alors que les
vecteurs d’onde incident et diffracté forment la géométrie particulière représentée sur
la figure 9.1. L’angle d’incidenceθB et le vecteur d’onde incidentki sont donc reliés
par la condition de BRAGG

ki sin θB = m
π

a
(9.1)

oùa est la période du réseau etm = 1, 2, . . . l’ordre de la résonance de BRAGG (m = 1
sur la figure). Rappelons queki est le module du vecteur d’onde atomique dans le plan
de diffraction.

A la résonance de BRAGG, deux ordres de diffraction sont couplés entre eux de
façon résonnante. Comme pour un atome à deux niveaux, leurs populations présentent
alors des oscillations en fonction de l’épaisseur du réseau et de la force de couplage.
Ces oscillations sont dues au transfert de population cohérent induit par le réseau de
diffraction. Dans le contexte de la diffraction de la lumière ou des neutrons par un
réseau épais, ce phénomène s’appelle la〈〈solution du pendule〉〉 (Pendell̈osung) [123].

Pour la diffraction d’atomes par une onde lumineuse stationnaire en transmission
(l’effet K APITZA–DIRAC), le régime de BRAGG a été étudié plusieurs fois dans la
littérature, du point de vue théorique ainsi qu’expérimental : du côté théorique, citons
à ce sujet A. F. BERNHARDT et B. W. SHORE qui ont déjà fait la distinction entre les
régimes de RAMAN –NATH et de BRAGG en 1981 [45]. Plus récemment, le groupe de
P. MEYSTRE a analysé le rôle de l’émission spontanée à la résonance de BRAGG [49] ;
M. M ARTE et S. STENHOLM ont interprété les résonances de BRAGG (9.1) en termes
de transitions à plusieurs photons [124] ; le groupe de D. WALLS a considéré la dif-
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Figure 9.2: Résonance deBRAGG entre les ordres de diffractionn = 0,−1.

fraction de BRAGG d’un faisceau atomique dont la densité est telle qu’il fautle décrire
par un champ quantique [50] ; et le groupe de H. RITSCH a étudié la diffraction de
BRAGG dans un régime où l’énergie de recul est beaucoup plus grande que la largeur
naturelle de la transition atomique [125].

Du côté expérimental, la première observation de la diffraction d’atomes en trans-
mission et dans le régime de BRAGG a été faite par le groupe de D. PRITCHARD en
1988 [47]. L’effet a été étudié de nouveau pour des atomes plus lents (en chute libre au
lieu d’un faisceau thermique) par le groupe de G. REMPE où plusieurs périodes de la
Pendell̈osungont pu être observées [53]. Finalement, citons l’interf´eromètre à atomes
du groupe de S. A. LEE [126] où la diffraction de BRAGG sert de séparatrice en créant
une superposition cohérente de deux ondes atomiques qui sepropageant dans des di-
rections différentes ; et les travaux du groupe de A. ZEILINGER sur la diffraction de
BRAGG par une onde stationnaire modulée temporellement [52], d’une part, et leur
mise en évidence des ondes atomiques stationnaires à l’intérieur du réseau de lumière
en utilisant l’émission spontanée [127].

En revenant maintenant à la diffraction par l’onde évanescente stationnaire, rap-
pelons que nous avons identifié le régime de BRAGG au paragraphe 7.3.3, en
étudiant l’influence du facteur d’obliquitéβ(∆kz,±1/κ) sur les populationsw±1 dans
l’approximation de BORN. A la résonance de BRAGG (9.1), l’onde atomique diffractée
dans l’ordren = −1 se propage dans le sens inverse de l’onde incidente, comme pour
un réseau optique dans un montage de type LITTROW (voir la figure 9.2). Dans cette
géométrie, le transfert normal de vecteur d’onde∆kz,−1 s’annule. Par contre, le trans-
fert ∆kz,+1 pour l’ordren = +1 est différent de zéro, et dans le régime de BRAGG,
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il est beaucoup plus grand que la constante de décroissanceκ (qui donne la disper-
sion des composantes normales des vecteurs d’onde du réseau de diffraction, voir la
bande grise sur la figure 9.2). La populationw+1 est alors beaucoup plus petite que
celle de l’ordren = −1. Nous rappelons que le régime de BRAGG est caractérisé par
la condition (7.53)

2q2

κkzi

>∼ 1, (9.2)

qui impose en particulier que l’épaisseur1/κ du réseau de diffraction soit beaucoup
plus grande que sa périodea = π/q. Ce régime peut être réalisé expérimentalement en
utilisant un faisceau lumineux en réflexion totale interneprès de l’angle limite. L’on
crée alors une onde évanescente avec une longueur de décroissance beaucoup plus
grande que la longueur d’onde optique. Cependant, l’on ne peut s’approcher arbitrai-
rement près de l’angle limite pour des raisons techniques,de sorte qu’il faut également
préparer les atomes avec une vitesse incidente assez basse(de l’ordre de quelques vi-
tesses de recul) pour satisfaire au régime (9.2). La diffraction de BRAGG d’atomes en
réflexion par l’onde évanescente présente donc des difficultés expérimentales et c’est
pourquoi elle n’a pas encore été observée à notre connaissance.

En ce qui concerne la description théorique de la diffraction de BRAGG, le cou-
plage résonnant entre les ordresn = 0 etn = −1 suggère de décomposer la fonction
d’onde atomique sur une base d’〈〈ondes partielles〉〉 qui sont associées chacune à un
ordre de diffraction et couplées entre elles par le réseau. Mathématiquement, cette
décomposition transforme l’équation de SCHRÖDINGER en un système (généralement
infini) d’équations couplées que l’on appelle habituellement leséquations d’ondes
coupĺees. En nous limitant aux deux ondes partielles qui sont couplées entre elles de
façon résonnante, nous obtenons un système d’équations fermé que nous résolvons de
façon analytique.

9.1 Leséquations d’ondes coupĺees de la diffraction

Nous présentons d’abord le calcul qui conduit aux équations d’ondes couplées.
Comme le potentiel dipolaire de l’onde évanescente stationnaire est périodique dans
la direction horizontaleOx, le théorème de BLOCH–FLOQUET [128] nous permet
d’écrire la fonction d’onde atomique sous la forme

ψ(x, z) = eikxixχ(x, z) (9.3)

où l’〈〈onde de BLOCH 〉〉 χ (x, z) est périodique enx avec la périodea = π/q du réseau.
En développantχ (x, z) en une série de FOURIER par rapport à la variablex, la fonc-
tion d’onde atomique peut être représentée sous la forme

ψ(x, z) =
∑

n

eikxnxχn(z) (9.4)
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où leskxn = kxi+2nq sont les composantes horizontales des vecteurs d’onde diffractés
[comme à l’équation (7.4)]. Lesondes partiellesχn(z) sont maintenant à déterminer à
partir de l’équation de SCHRÖDINGER.

En insérant le développement (9.4) dans l’équation de SCHRÖDINGER (7.10) et en
comparant les coefficients de FOURIER pour chaque exponentielleeikxnx, nous trou-
vons le système d’équations suivant

(

d2

dz2
+ k2

zn − Ue−2κz

)

χn(z) =
ǫ

2
Ue−2κz {χn−1(z) + χn+1(z)}

n = 0,±1, . . . (9.5)

où kzn est la composante normale du vecteur d’onde diffracté [donnée à (7.5)] et
nous avons de nouveau utilisé la notationU = 2MVmax/h̄

2 introduite en (7.26). Les
équations (9.5) s’appellent leséquations d’ondes couplées.

Les conditions asymptotiques (7.12) pour la fonction d’ondeψ(x, z) se traduisent
par les conditions suivantes pour les ondes partiellesχn(z)

z → +∞ : χn(z) = δn,0 exp (−ikznz) + an exp (ikznz) (9.6a)

z → −∞ : χn(z) → 0 (9.6b)

où δn,0 est le symbôle de KRONECKER. Nous rappelons que la première de ces
équations exprime que l’onde spéculairen = 0 contient une onde plane incidente
d’amplitude égale à l’unité. En outre, les amplitudes dediffractionan sont définies par
le développement (9.6a). La deuxième condition correspond à la décroissance de la
fonction d’onde dans la région classiquement interdite.

Formellement, nous pouvons interpréter les équations couplées (9.5) comme
décrivant un atome à plusieurs niveauxn dont les énergies sont données par l’énergie
cinétique(h̄2/2M)k2

xn. Ceci est illustré sur la figure 9.3. Dans ce point de vue, le
réseau de diffraction couple un niveaun aux niveaux voisinsn ± 1. Les conditions
asymptotiques (9.6) expriment que l’atome entre dans la zone d’interaction dans l’état
n = 0 et qu’il en sort avec des amplitudes de probabilitéan pour les étatsn.

Notons que les équations (9.5) présentent la difficulté particulière que le poten-
tiel (au membre gauche) ainsi que le terme ce couplage entre les ondes partielles (au
membre droit) dépendent de la positionz. En ceci, notre situation diffère d’un réseau
optique où l’indice de réfraction est constant en fonction dez, au moins par tranches.
Pour une description de la diffraction à l’aide des équations d’ondes couplées dans le
contexte optique, nous renvoyons au livre de PETIT1. La diffraction d’atomes par une
surface cristalline a été étudiée par ce moyen par CABRERA, GOODMAN, CELLI et
MANSON [58], ainsi que par WOLKEN [131] ; le groupe de D. WALLS a présentée
une solution numérique des équations d’ondes couplées pour la diffraction d’atomes
par un réseau de lumière [132]. Nous allons poursuivre iciune approche analytique en
nous concentrant sur la résonance de BRAGG.

1R. PETIT, Ondesélectromagńetiques(Masson, Paris, 1989). Voir aussi R. PETIT (éditeur),Elec-
tromagnetic Theory of Gratings, Topics in Current Physics t. 22 (Springer 1980)
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n  = +1

n  = +2n  = -2

n  = -1

n  = 0

Figure 9.3: Interprétation des équations d’ondes coupl´ees (9.5) en termes d’un atome
à plusieurs niveaux. L’atome est incident en incidence normale, et la parabole (en
tirets) représente l’énergie cinétique associée aux ordres de diffractionn.

9.2 Solution approch́eeà la résonance deBRAGG

Dans ce paragraphe, nous étudions la diffraction d’atomesdans le régime de BRAGG à
l’aide des équations d’ondes couplées (9.5). Cette approche est particulièrement bien
adaptée à ce problème parce que contrairement à l’approximation du réseau de phase
mince du chapitre 8, elle tient compte d’emblée de la conservation d’énergie pour fixer
les vecteurs d’ondes diffractéskzn. En outre, nous savons de l’approximation de BORN

que dans le régime de BRAGG (9.2), le couplage vers l’ordren = +1 est beaucoup
plus petit que celui vers l’ordren = −1 et nous pouvons donc limiter les équations
couplées aux seuls ordresn = 0,−1. En résolvant ce système réduit, nous verrons
qu’il est possible d’aller au-delà de l’approximation de BORN et d’étudier la limite
non perturbative [voir l’équation (7.66)]

ǫ >∼
2κ

kzi

(9.7)

où le résultat (7.64) de l’approximation de BORN pour la populationw−1 serait plus
grand que l’unité.

Cette approche est limitée parce que nous négligeons les couplages vers les ordres
n = +1 et n = −2. Nous pouvons en établir un critère de validité quantitatif en
estimant les populations de ces ordres. Nous nous servironsà cet effet d’un calcul
itératif dans l’esprit de celui que nous avons suivi au paragraphe 7.2.
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9.2.1 Calculà l’int érieur des ordres fortement coupĺes

Les équations couplées (9.5) pour les ondes partiellesχ0(z) etχ−1(z) s’écrivent

{

d2

dz2
+ k2

zi − Ue−2κz

}(

χ−1(z)
χ0(z)

)

=

ǫ

2
Ue−2κz

(

χ0(z)
χ−1(z)

)

+
ǫ

2
Ue−2κz

(

χ−2(z)
χ1(z)

)

(9.8)

Dans cette équation, nous négligeons maintenant le termedu deuxième membre qui
fait intervenir les ordres−2 et +1, afin d’obtenir un système d’équations fermé pour
les ordres−1 et0. Du point de vue de l’atome à plusieurs niveaux, nous nous sommes
ainsi restreint à deux niveaux qui sont dégénérés en énergie et qui sont couplés entre
eux de façon résonnante par le réseau de diffraction.

Le système d’équations pour les ordres résonnants peut ˆetre résolu de façon
exacte en calculant d’abord deux solutions indépendantes〈〈symétriques〉〉 et 〈〈anti-
symétriques〉〉

(

χ−1(z) = η+(z)
χ0(z) = η+(z)

)

et

(

χ−1(z) = −η−(z)
χ0(z) = η−(z).

)

(9.9)

Nous choisissons ensuite une superposition de ces deux solutions de façon à satisfaire
à la condition asymptotique (9.6a).

En insérant les expressions (9.9) dans le système (9.8), on trouve que les fonctions
η±(z) vérifient des équations non couplées

(

d2

dz2
+ k2

zi − U ′
±e−2κz

)

η±(z) = 0. (9.10)

Ces équations sont de la même forme que l’équation de SCHRÖDINGER (en une di-
mension) pour le potentiel exponentiel non modulé, à l’exception près que sur le plan
z = 0, le potentiel vaut

U ′
± ≡ (1 ± ǫ/2)U. (9.11)

Nous connaissons donc les solutionsη±(z) de (9.10) qui décroissent dans la région
classiquement interditez → −∞, comme l’exige la condition asymptotique (9.6b).

Dans la région asymptotiquez → +∞, ces solutions ont le comportement [voir
(7.23)]

z → +∞ : η±(z) = sin
[

kziz + 1
2
∆ϕ′

±(ǫ)
]

, (9.12)

où les déphasages∆ϕ′
± (ǫ) diffèrent du déphasage∆ϕ0 ≡ ∆ϕ(kzi) pour la réflexion

spéculaire, à cause de (9.11) :

∆ϕ′
± (ǫ) = ∆ϕ0 −

kzi

κ
ln (1 ± ǫ/2) . (9.13)
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Pour satisfaire à la condition asymptotique (9.6a), nous cherchons une combinaison
linéaire des solutions (9.9)

(

χ−1(z)
χ0(z)

)

= α+

(

η+(z)
η+(z)

)

+ α−

(

−η−(z)
η−(z)

)

. (9.14)

En utilisant le développement asymptotique (9.12), nous trouvons un système linéaire
pour les coefficientsα± dont la solution est donnée par

α± = −i exp
[

i
2
∆ϕ′

±(ǫ)
]

. (9.15)

Les amplitudes de diffraction valent alors

a−1 = −1
2

[

exp i∆ϕ′
+(ǫ) − exp i∆ϕ′

−(ǫ)
]

(9.16a)

a0 = −1
2

[

exp i∆ϕ′
+(ǫ) + exp i∆ϕ′

−(ǫ)
]

(9.16b)

et il s’ensuit que les populations des ordresn = −1, 0 de la figure de diffraction
atomique sont données par

w−1 = sin2

[

kzi

2κ
ln

(

1 + ǫ/2

1 − ǫ/2

)]

(9.17a)

w0 = cos2

[

kzi

2κ
ln

(

1 + ǫ/2

1 − ǫ/2

)]

(9.17b)

Ce résultat est représenté sur la figure 9.4.

Remarque.Pour interpréter les valeursU ′
± (9.11) de la hauteur du potentiel exponentiel

pour les solutions symétrique et antisymétrique, nous notons que la solution symétrique
η+(z) correspond à une onde stationnaire atomique dans la directionOx

ψ+(x, z) = eiqxχ0(z) + e−iqxχ−1(z) = 2 cos qx η+(z) (9.18)

dont les ventres (x = pπ/q avecp un entier) coı̈ncident avec les〈〈crêtes〉〉 du potentiel du
réseau. (Voir la densité de probabilité deψ+(x, z) représenté sur la figure 9.5.) La valeur
moyenne du potentiel, pondérée avec la densité de probabilité de l’onde atomique sta-
tionnaire, est donc plus grande que pour une densité atomique uniforme. Ceci explique
la valeur augmentéeU ′

+ > U du potentiel pour l’état symétriqueψ+ (x, z).
La situation est renversée pour la solution antisymétrique η−(z) où U ′

− < U :
les ventres de l’onde atomique stationnaire coı̈ncident alors avec les nœuds de l’onde
évanescente stationnaire. La probabilité de présence de l’atome est donc concentrée aux
〈〈 fonds des vallées〉〉 du potentiel, et en moyenne, l’atome est soumis à un potentiel moins
élevé.
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Figure 9.4: Populations (9.17) des ordres de diffractionn = −1 (tirets) etn = 0 (trait
plein) en fonction du contrasteǫ. La composante normale du vecteur d’onde incident
vautkzi = 100 κ et la période (9.20) du〈〈pendule〉〉 ∆ǫ = π/50 ≈ 0.063.

9.2.2 Etude des populations fortement couplées

On constate sur la figure 9.4 que la diffraction fait basculerla population atomique
entre l’ordre spéculaire et l’ordren = −1. Pour un contrasteǫ faible devant l’unité,
nous pouvons développer le logarithme dans (9.17) pour trouver que ce basculement
s’effectue de façon périodique en fonction deǫ

ǫ≪ 1 :







w−1 ≈ 1
2
[1 − cos (2πǫ/∆ǫ)]

w0 ≈ 1
2
[1 + cos (2πǫ/∆ǫ)]

(9.19)

avec une période∆ǫ donnée par

∆ǫ =
2πκ

kzi

. (9.20)

Nous notons que dans le régime semiclassiquekzi ≫ κ, la période d’oscillation est
petite devant l’unité. De faibles variations du contrastesont alors suffisantes pour faire
basculer la population d’un ordre vers l’autre. Par exemple, un contraste égal à la
moitié de la période,ǫ = ∆ǫ/2 = πκ/kzi, correspond à un〈〈pulseπ 〉〉 où toute la
population est transférée de l’ordren = 0 versn = −1. Un autre exemple est celui
d’un contrasteǫ = ∆ǫ/4 (un 〈〈pulseπ/2 〉〉), la diffraction crèe alors une superposition
à poids égales des ordresn = 0 etn = −1.

Les oscillations des populations sont l’analogue de laPendell̈osungdans la dif-
fraction d’une onde (ou bien électromagnétique ou bien dematière [123, 47, 53, 127])
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Figure 9.5: Lignes de niveaux pour la densité de probabilité de la fonction d’onde
atomiqueψ+(x, z) (9.18). La ligne ondulée représente une surface équipotentiel où
le potentiel est égal à l’énergie cinétique incidente(h̄2/2M)k2

zi. La densité de pro-
babilité pourψ−(x, z) présenterait des nœuds àx = a/2, qui seraient décalés plus
profondément dans le réseau.
Paramètres :ǫ = 0.3, kzi = 6 κ.
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par un réseau épais dans une géométrie de BRAGG. Dans la description de cet ef-
fet, l’on décompose également l’onde dans le réseau en ondes partielles dont deux
sont couplées entre elles de façon résonnante. En se restreignant à ces deux ondes, on
trouve alors que leurs superpositions〈〈symétrique〉〉 et 〈〈antisymétrique〉〉 (9.9) forment
des ondes stationnaires dont ou bien les ventres ou bien les nœuds coı̈ncident avec les
centres diffuseurs du réseau. Ces ondes sont soumises à des potentiels d’interaction
différents et se propagent donc dans la direction longitudinale avec des vecteurs
d’ondes différents. A cause de cette différence, une ondestationnaire se forme
également dans la direction longitudinale ; en la raccordant à la sortie du réseau aux
ondes diffractées libres, l’on trouve que les intensitésdiffractées présentent un com-
portement oscillatoire en fonction de l’épaisseur du réseau.

Pour la diffraction d’atomes par l’onde évanescente stationnaire, nous observons
que la dégénérescence des vecteurs d’onde longitudinaux des solutionsη±(z) n’est
pas levée parce que dans la région asymptotique loin du réseau, elles se raccordent par
construction à des ondes planes dont le vecteur d’ondekzi est fixé par l’onde incidente.
Par contre, étant soumises à des potentiels moyens différents, elles sont déplacées spa-
tialement l’une par rapport à l’autre [voir (9.13)], et leurs déphasages à la réflexion
sont alors différents. De ce point de vue, nous pouvons interpréter les oscillations du
〈〈pendule〉〉 comme des interférences entre deux composantes (〈〈symétrique〉〉 et 〈〈anti-
symétrique〉〉) de l’onde atomique qui sont réfléchies par des points de rebroussement
différents.2

Calcul avec la ḿethode du ŕeseau de phase mince

Nous montrons maintenant que l’on obtient également le résultat approché (9.19) pour
les populations diffractées par une généralisation de la méthode du réseau de phase
mince. A cet effet, nous écrivons l’équation de SCHRÖDINGER pour les ondes par-
tiellesχ−1(z) etχ0(z) sous la forme

(

− h̄2

2M

d2

dz2
+ V0(z) + ǫV1(z)

)(

χ−1(z)
χ0(z)

)

=
h̄2

2M
k2

zi

(

χ−1(z)
χ0(z)

)

(9.21)

oùV0(z) est le potentiel exponentiel habituel,V0(z) = Vmax e−2κz. Le potentielV1(z)
a la forme d’une matrice et représente le couplage entre lesordresn = 0 etn = −1 :

V1(z) =
ǫ

2
Vmax e−2κz

(

0 1
1 0

)

. (9.22)

A la résonance de BRAGG, les trajectoires classiques dans le potentielV0(z) sont iden-
tiques pour les ordresn = 0 et n = −1. Nous pouvons donc généraliser la formule

2Par conséquent, l’on peut s’attendre à ce que le potentieldeVAN DER WAALS modifie la différence
des déphasages à la réflexion entre les composantes symétrique et anti-symétrique, et donc les oscilla-
tions (9.17) de la PENDELLÖSUNG.
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du déphasage (8.45) pour obtenir l’effet cumulé de la matrice de couplageV1(z) au
premier ordre enǫ par l’expression suivante

∆ϕ = −1

h̄

∫

dt V1

[

z(0)(t)
]

(9.23)

où la trajectoire classiquez(0)(t) (6.5b) décrit le mouvement classique du〈〈spi-
neur〉〉 (χ−1(z), χ0(z))

T dans le potentiel non perturbéV0(z). L’intégrale (9.23) donne
le résultat

∆ϕ = −ǫkzi

2κ

(

0 1
1 0

)

. (9.24)

Le déphasage∆ϕ est donc également une matrice, et le facteur de phaseexp i∆ϕ
est à interpréter comme une matrice carré qui agit sur le vecteur colonne(0, 1)T des
amplitudes incidentes. En utilisant les propriétés des matrices de PAULI , on trouve

exp i∆ϕ = cos

(

ǫkzi

2κ

)

− i sin

(

ǫkzi

2κ

)(

0 1
1 0

)

, (9.25)

et le vecteur colonne des amplitudes diffractées est donn´e par
(−i sin(ǫkzi/2κ), cos(ǫkzi/2κ))

T. L’on obtient alors le résultat approché (9.19)
pour les populations des ordres de diffraction.3

Ce résultat est un peu surprenant, car rappelons que dans lerégime de BRAGG,
d’un point de vue purement classique, l’atome oscille plusieurs fois dans les vallées
du potentiel pendant sa réflexion, et ces oscillations créent de multiples caustiques
dans la fonction d’onde atomique. Par conséquent, une description semi-classique de
la diffraction dans le régime de BRAGG semble impossible. Pourtant, le présent calcul
à l’aide de l’approximation du réseau de phase mince est possible parce que nous
avons séparé les directions horizontale et verticale dans le mouvement de l’atome : le
mouvement horizontal est en effet quantifié et décrit par le spineur(χ−1(z), χ0(z))

T,
et le mouvement vertical est déterminé par un potentiel matriciel. La trajectoirez(0)(t)
n’est donc pas la composante verticale d’une trajectoire physique, c’est une quantité
fictive pour décrire, de façon semi-classique, le mouvement vertical du spineur. Notons
encore que cette approche est seulement faisable à la résonance de BRAGG, parce que
les deux ondes partiellesχ0(z) et χ−1(z) ont alors le même vecteur d’onde incident
de sorte que nous pouvons leur associer une seule trajectoire semi-classique ; pour un
angle d’incidence en dehors de la résonance de BRAGG, les vecteurs d’ondekzi etkz,−1

sont différents et le choix de la trajectoire fictive le longde laquelle nous calculons le
déphasage matriciel, n’est pas univoque.

3En multipliant les amplitudes diffractées par le facteur de phase− exp i∆ϕ0 dû à la réflexion par le
potentielV0(z) non perturbé, on retrouve également les amplitudes (9.16) si l’on se restreint au premier
ordre enǫ dans les déphasages∆ϕ′

±(ǫ).
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9.2.3 Les populations des ordres faiblement couplés

Pour l’instant, nous nous sommes restreint aux ordres de diffraction fortement couplés
n = −1, 0. Or, les populations de ces ordres diminuent à cause du couplage aux ordres
n = −2,+1, et par conséquent, les oscillations de laPendell̈osungsont atténuées
lorsque le contrasteǫ augmente ou que le réseau devient plus épais. Nous évaluons
ici cette diminution ; en supposant que les ondes partiellesχ−2,1(z) sont faiblement
couplées aux ondes partiellesχ−1,0(z), nous pouvons alors nous servir d’une approche
perturbative dans l’esprit de l’approximation de BORN. Nous présentons le calcul pour
l’ordre n = +1, il s’effectue de façon analogue pourn = −2.

Les équations d’ondes couplées donnent l’équation suivante pour l’onde partielle
χ+1(z), en négligeant le couplage avecχ+2(z) :

(

d2

dz2
+ k2

z,+1 − Ue−2κz

)

χ+1(z) =
ǫ

2
Ue−2κzχ0(z). (9.26)

En remplaçant l’onde partielleχ0(z) au deuxième membre de cette équation par la
solution (9.14) que nous avons trouvée précédemment,

χ0(z) = α+η+(z) + α−η−(z), (9.27)

nous avons en (9.26) une équation différentielle inhomogène à résoudre, comme c’était
le cas à l’équation (7.27). Nous obtenons donc sa solutionà l’aide d’une fonction de
GREEN. En développant ensuiteχ+1(z) dans la région asymptotiquez → +∞, nous
trouvons le résultat suivant pour l’amplitude de diffraction a+1 :

a+1 = − ǫ

2kz,+1
ei∆ϕ(kz,+1)/2

〈

φkz,+1(z)
∣
∣
∣Ue−2κz

∣
∣
∣χ0(z)

〉

. (9.28)

L’élément de matrice dans cette expression diffère de celui que nous avons rencontré
dans l’approximation de BORN (7.35) parce qu’il fait intervenir les fonctions d’onde
φkz,+1(z) etη±(z) qui correspondent à des amplitudesU etU ′

± différentes du potentiel
exponentiel [voir (9.11)]. Nous l’évaluons dans l’annexe9.A.1 où nous montrons qu’il
peut se mettre sous la forme [voir l’équation (9.A.9)]

〈

φkz,+1(z)
∣
∣
∣Ue−2κz

∣
∣
∣η±(z)

〉

=
〈

φkz,+1(z)
∣
∣
∣Ue−2κz

∣
∣
∣φkzi

(z)
〉

F(ǫ), (9.29)

où le facteurF(ǫ) sans dimension est donné à l’équation (9.A.10). Il dépend des vec-
teurs d’onde réduitskzi/κ, kz,+1/κ, mais se réduit à l’unité pourǫ = 0.

Un exemple est présenté sur la figure 9.6 où nous avons tracé les populations pour
les ordres de diffractionn = −2,−1, 0,+1. Nous constatons que les populations non
résonnantes augmentent de façon monotone avec le contraste. Lorsqu’elles deviennent
de l’ordre de l’unité (pourǫ ≈ 0.1 environ), l’approche que nous avons suivie en nous
restreignant d’abord aux ordres résonnants, n’est plus valable.

Pour en préciser davantage la validité, nous observons d’abord que l’élément de
matrice (9.29) est proportionnel à celui que l’on obtient pour les fonctions d’ondes
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Figure 9.6: Populations des ordresn = −1, 0,+1 à la résonance deBRAGG pour
n = −1, en fonction du contrasteǫ du réseau. Trait plein :n = 0, tirets :n = −1,
points-tirets :n = +1.
Paramètres :kzi = 100 κ, q = 10 κ, de sorte que∆kz,−2 = ∆kz,+1 ≈ −4.1 κ. La
population pour l’ordren = −2 se confond avec celle den = +1 à la précision de la
figure.
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φkz,+1(z) et φkzi
(z) dans l’approximation de BORN [voir l’équation (7.33)]. Comme

nous l’avons vu au paragraphe 7.3.3, le couplage vers l’ordren = +1 est inefficace si
la différence de vecteur d’onde∆kz,+1 ≡ kz,+1 − kzi est plus grande que la constante
de décroissanceκ du réseau de diffraction. C’est dans ce régime [qui s’exprime par la
condition (9.2)] que la populationw+1 est plus petite quew−1 à la limite perturbative.

Ensuite, le facteurF(ǫ) dans (9.29) donne une correction par rapport au résultat
de l’approximation de BORN. Cette correction diffère de l’unité pour un contraste non
nulle parce que les fonctions d’ondeη±(z) sont spatialement déplacées d’une distance
≃ (1/2κ) ln(1 ± ǫ/2) par rapport àφkzi

(z) [voir les amplitudesU ′
± (9.11)]. Dans

l’annexe 9.A.2, nous montrons que ce déplacement peut augmenter considérablement
la valeur de l’élément de matrice (9.29). En particulier,celui-ci passe par un maximum
lorsque les points de rebroussementz

(η+)
reb et z(φ)

reb pour les fonctions d’ondeη+(z) et
φkz,+1(z) coı̈ncident, de façon analogue à un facteur de FRANCK–CONDON. Cette
situation correspond à un〈〈contraste critique〉〉 ǫcr qui vaut

z
(η+)
reb ≡ 1

2κ
ln
U(1 + ǫ/2)

k2
zi

= z
(φ)
reb ≡ 1

2κ
ln

U

k2
z,+1

=⇒ ǫcr = 2

(

k2
zi

k2
z,+1

− 1

)

≈ 4
|∆kz,+1|
kzi

. (9.30)

où nous avons supposé dans la dernière ligne que la différence de vecteur d’onde
∆kz,+1 est faible devant le vecteur d’onde incidentkzi. En estimant la valeur de
l’élément de matrice (9.29) pourǫ < ǫcr, nous obtenons dans l’annexe 9.A.2 une es-
timation pour la populationw+1 [l’équation (9.A.13)]. La condition que celle-ci soit
inférieure à l’unité donne alors la limite supérieure suivante pour le contrasteǫ :

ǫ≪ ∆ǫ
2

π

√

|∆kz,+1|
κ

, (9.31)

où la période∆ǫ est donnée à (9.20). C’est donc dans le régime de BRAGG, ∆kz,+1
>∼

κ, que la présente approche permet de décrire plusieurs périodes de laPendell̈osung.
Pour les paramètres de la figure 9.6, la limite (9.31) donne une valeur maximaleǫ <∼
1.3 ∆ǫ, ce qui est en accord avec les courbes tracées.

9.2.4 Domaine de validit́e du présent calcul

Nous avons visualisé le domaine de validité de notre description de la diffraction de
BRAGG sur le schéma 9.7. Ce schéma reprend la représentation des différents régimes
que nous avons introduite à la fin du chapitre 7 (la figure 7.20).

L’axe horizontal représente le transfert de vecteur d’onde vers l’ordre non
résonnant∆kz,+1. Le régime de BRAGG se trouve du côté droit de la ligne verticale où
∆kz,+1 = κ. L’axe vertical correspond au contrasteǫ de l’onde évanescente station-
naire, avec une échelle caractéristique donnée par la p´eriode du〈〈pendule〉〉 ∆ǫ (9.20).
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ε = 0

ε = 1

regime de
RAMAN - NATH

regime de
BRAGG

ε ( q / κ )2 > 1

couplage restreint
aux ordres resonnants

n = 0, −1

ε < ∆ε

(Pendelloesung)

∆kz,+1  > κ

w+1,−2  < 1 

ε > ∆ε

reseau mince   q < κ reseau epais   q >> κ 

Figure 9.7: Représentation schématique de la validité de la présente approche à la
diffraction deBRAGG. Les courbes sont expliquées dans le texte.
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Le régime perturbatif où l’approximation de BORN est valable, se trouve au-dessus de
la ligne horizontaleǫ = ∆ǫ. La ligne courbe représente la limite (9.31) sur le contraste
à partir de laquelle les populations non résonnantes deviennent non négligeables.

En somme, la solution approchée des équations d’ondes couplées nous a permis
d’étendre les résultats de l’approximation de BORN au-delà du régime perturbatif, dans
le domaine de paramètres délimité par le régime de BRAGG (la ligne verticale), d’une
part, et la ligne courbe [la condition (9.31)], d’autre part.

9.3 Conclusion

La résonance de BRAGG apparaı̂t lorsque deux ondes partielles ont le même vecteur
d’onde normal. Elles sont alors couplées de façon résonnante par le réseau de dif-
fraction. Dans le régime semiclassique, des faibles valeurs du contrasteǫ de l’onde
évanescente stationnaire sont alors suffisantes pour créer une superposition à poids
arbitraires entre l’onde atomique spéculaire et l’onde diffractée à résonance. Pour un
contraste plus élevé, nous avons mis en évidence un transfert de population entre les
deux ondes qui est approximativement périodique en fonction deǫ. Ce phénomène est
l’analogue de la〈〈solution du pendule〉〉 (Pendell̈osung) dans la diffraction de la lumière
ou des neutrons par un réseau épais. Pour la diffraction par l’onde évanescente station-
naire, nous avons également pu interpréter ce phénomène par l’interférence entre deux
composantes〈〈symétrique〉〉 et 〈〈antisymétrique〉〉 de l’onde atomique incidente, qui sont
réfléchies à des positions différentes, avec des phasesà la réflexion différentes.

Rappelons finalement que la diffraction de BRAGG peut être réalisée si l’onde
évanescente stationnaire est suffisamment épaisse de sorte que la conservation de
l’énergie et de la quantité de mouvement réduit le couplage vers les ordres non
résonnants. Ce régime est caractérisé par la condition(9.2) qui exprime que les
transferts de vecteur d’onde pour les ordres non résonnants sont plus grands que la
constante de décroissanceκ de l’onde évanescente. En fonction du contraste de l’onde
évanescente stationnaire, il est alors possible d’observer quelques oscillations du〈〈pen-
dule〉〉 avant que celles-ci ne soient atténuées parce que les populations des ordres non
résonnants deviennent trop importantes.
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Annexe

9.A Eléments de matrice du potentiel exponentiel (II)

9.A.1 Calcul

Nous calculons dans cette annexe l’élément de matrice (9.28) qui détermine
l’amplitude de diffraction pour l’ordren = +1 de diffraction non résonnant (voir au
paragraphe 9.2.3). Cet élément de matrice généralise (7.C.51) à des fonctions d’onde
initiale et finaleφi,f (z) qui correspondent à des amplitudes différentesUi, Uf du po-
tentiel exponentiel.

Nous considérons donc l’élément de matrice suivant

〈φf(z)|U e−2κz
∣
∣
∣φi(z)

〉

(9.A.1)

où les fonctions d’onde sont données par

φi,f (z) =

√

ki,f

πκ
sinh (πki,f/κ)Kiki,f/κ

(

ui,f e−κz
)

, (9.A.2)

avecui,f = (Ui,f/κ
2)1/2. Dans le contexte de la diffraction de BRAGG, les valeurs de

ces paramètres sont

kf = kz,+1, uf = u0,
ki = kz,0, ui = u0(1 ± ǫ/2)1/2,

(9.A.3)

oùu0 = (U/κ2)1/2.
En utilisant le même changement de variable que dans l’annexe 7.C,z 7→ u =

u0 e−κz, l’élément de matrice (9.A.1) se ramène à

〈φf(z)|U e−2κz
∣
∣
∣φi(z)

〉

=
1

π

√

kf ki sinh (πkf/κ) sinh (πki/κ) ×
×I2(kf , ki, uf , ui) (9.A.4)

avec

I2(kf , ki, uf , ui) ≡
∞∫

0

du uKikf/κ[(uf/u0) u]Kiki/κ[(ui/u0) u]. (9.A.5)

Nous constatons d’abord que cette intégrale ne dépend plus que des paramètres réduits
{kf/κ, uf/u0, ki/κ, ui/u0}. Dans les tables d’intégrales de GRADSHTEYN et RYZ-
HIK 4, la solution pour l’intégrale (9.A.5) est donnée à l’équation 6.576.4. Nous trou-
vons alors le résultat :

I2(kf , ki, uf , ui) =
u2

0

2u2
f

(

ui

uf

)iki/κ

β

(

kf − ki

κ

)

β

(

kf + ki

κ

)

× (9.A.6)

4I. S. GRADSHTEYN et I. M. RYZHIK , Tables of Integrals, Series, and Products, éd. A. JEFFREY.
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× 2F1



1 − i
kf − ki

2κ
, 1 + i

kf + ki

2κ
; 2 ; 1 −

(

ui

uf

)2


 .

où nous avons utilisé la propriété suivante du facteur d’obliquité β(ξ) :

β(ξ) =
πξ/2

sinh(πξ/2)
= Γ(1 + iξ/2)Γ(1− iξ/2), (9.A.7)

et où2F1 est la fonction hypergéométrique5

2F1[α1, α2 ; γ ; x] =
Γ (γ)

Γ (α1) Γ (α2)

∞∑

n=0

Γ (α1 + n) Γ (α2 + n)

Γ (γ + n)

xn

n!
. (9.A.8)

L’expression (9.A.6) pour l’intégrale est valable sous laconditionRe (uf +ui)/u0 > 0
qui est d’ailleurs vérifiée pour tous les cas qui nous intéressent.

Dans le cas particulieruf = ui = u0, l’élément de matrice (9.A.1) se réduit à
celui (7.C.51) que nous avons calculé à l’annexe 7.C. L’onvérifie en effet que dans ce
cas, la fonction hypergéométrique dans (9.A.6) se réduit à l’unité, et nous obtenons le
résultat (7.C.58).

Dans le cas général, nous constatons que l’élément de matrice est proportionnel à
celui (7.C.58) où les fonctions d’onde initial et final correspondent au même potentiel
exponentiel :

〈φf(z)|U e−2κz
∣
∣
∣φi(z)

〉

=
〈

φkf
(z)
∣
∣
∣U e−2κz

∣
∣
∣φki

(z)
〉

× (9.A.9)

×u
2
0

u2
f

(

ui

uf

)iki/κ

2F1



1 − i
kf − ki

2κ
, 1 + i

kf + ki

2κ
; 2 ; 1 −

(

ui

uf

)2


 .

Pour les paramètres (9.A.3) de la diffraction de BRAGG, ceci implique que le facteur
F(ǫ) dans l’expression (9.29) est donné par la deuxième ligne de (9.A.9) :

F(ǫ) = exp

[

ikzi

2κ
ln
(

1 ± ǫ

2

)]

2F1

[

1 − i
∆kz,+1

2κ
, 1 + i

kzi + kz,+1

2κ
; 2 ; ∓ ǫ

2

]

.

(9.A.10)
Le développement en série (9.A.8) de la fonction hypergéométrique montre que nous
avonsF(ǫ = 0) ≡ 1.

9.A.2 Estimation

Nous estimons ici l’ordre de grandeur des éléments de matrice (9.29,9.A.9) qui
donnent la population non résonnnantew+1.

Rappelons d’abord que pour un contraste non nul, les fonctions d’ondeη±(z)
dans (9.29) sont déplacées par rapport àφkzi

(z) à cause des valeurs modifiéesU ′
±

5ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., chap. 15.
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(9.11) du potentiel exponentiel auquel elles sont soumises. Plus précisément, lorsque
le contraste augmente, la fonction d’ondeη+(z) est soumise à un potentiel plus élevé de
sorte que son point de rebroussement se rapproche de celui deφkz,+1(z), qui correspond
à une vitesse incidente moins élevée. Inversement, le point de rebroussement deη−(z)
s’éloigne de celui deφkz,+1(z). Le contraste critiqueǫcr défini à l’équation (9.30) cor-
respond à la situation où les points de rebroussement pourη+(z) etφkz,+1(z) coı̈ncident
à la position̄zreb.

Pour estimer dans ce cas l’élément de matrice, nous nous plaçons dans le régime
semi-classique,kzi, kz,+1 ≫ κ, et supposons égalementkzi ≫ |∆kz,+1|. En notant
que les fonctions d’onde décroissent rapidement dans la r´egion classiquement inter-
dite z < z̄reb, et qu’elles sont d’amplitude unité dans la région asymptotique, nous
allons prendre en compte seulement la régionz > z̄reb et approximer le produit
φ∗

kz,+1
(z) η+(z) des fonctions d’onde par une constante numériqueB de l’ordre de

l’unité.
Par la définition même du point de rebroussement, le potentiel U e−2κz y prend

la valeurk2
z,+1. L’intégrale sur l’exponentielle décroissante donne alors l’estimation

suivante

ǫ = ǫcr :
∣
∣
∣

〈

φkz,+1(z)
∣
∣
∣Ue−2κz

∣
∣
∣η+(z)

〉∣
∣
∣ ≃ Bk2

z,+1

2κ
. (9.A.11)

Dans quelques cas particuliers, nous disposons d’expressions exactes de l’élément
de matrice (9.A.11) : pourǫ = 0, nous retrouvons l’élément de matrice habituel
(avec des points de rebroussement différents), et le résultat (7.38) donne alorsB ≃
β(∆kz,+1/κ) ; d’autre part, si nous remplaçonsη+(z) parφkz,+1(z), les points de re-
broussement coı̈ncident et la différence des vecteurs d’onde s’annulle ; en utilisant
encore le résultat (7.38), nous trouvonsB = 1. De façon générale, pour∆kz,+1 6= 0,
le produitφ∗

kz,+1
(z) η+(z) des fonctions d’onde est une fonction oscillante dez qui

présente des battements à la période1/|∆kz,+1| ; l’intégrale surz est donc réduite par
rapport à∆kz,+1 = 0, et nous avonsB < 1.

Sur la figure 9.8, nous représentons les valeurs absolues des éléments de ma-
trice (9.29) en fonction du contrasteǫ. Nous constatons en effet que le recouvre-
ment avecη+(z) passe par un maximum au voisinage du contraste critique, quivaut
ǫ ≈ 0.17 pour les paramètres choisis. La valeur maximale de l’élément de matrice
donneB ≈ 0.8 en comparant à l’estimation (9.A.11).

Pour estimer la valeur de l’élément de matrice (9.29) dansla régionǫ < ǫcr, nous
allons utiliser l’approximation linéaire suivante

∣
∣
∣

〈

φkz,+1(z)
∣
∣
∣Ue−2κz

∣
∣
∣η+(z)

〉∣
∣
∣ <∼

ǫ

ǫcr

k2
z,+1

2κ
, (9.A.12)

où nous avons pris la limite supérieureB = 1 pour le coefficientB dans (9.A.11).
L’approximation (9.A.12) est représentée par la ligne droite en pointillées sur la fi-
gure 9.8, et nous constatons qu’elle est une surestimation satisfaisante de la valeur
exacte de l’élément de matrice. C’est seulement pour un contraste assez petit que
la valeur exacte dépasse l’estimation (9.A.12) : en comparant à la valeur exacte non
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Figure 9.8: Valeur absolue des éléments de matrice (9.29), en fonction du contrasteǫ.
Trait plein : recouvrement avecη+(z), tirets : recouvrement avecη−(z), pointillées :
surestimation linéaire (9.A.12) pour le recouvrement avec η+(z). Les éléments de ma-
trice oscillent en fonction du contraste lorsque les ventres et nœuds des ondes ato-
miques stationnairesη±(z) passent par le point de rebroussement de la fonction d’onde
φkz,+1(z).
Paramètres identiques à la figure 9.6 (kzi = 100 κ, ∆kz,+1 ≈ −4.1 κ). L’estimation
(9.30) pour le contraste critique vautǫcr ≈ 0.17.
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nulle de l’élément de matrice pourǫ = 0, nous trouvons que (9.A.12) est valable pour
ǫ > ǫcrβ(∆kz,+1/κ).

A partir de (9.A.12) et (9.28), nous trouvons maintenant l’estimation suivante pour
la populationw+1 :

w+1
<∼
(

ǫ2kz,+1

4ǫcrκ

)2

. (9.A.13)

En imposant qu’elle soit inférieure à l’unité, nous trouvons une limite supérieure pour
le contraste en dessous de laquelle il est légitime de négliger le couplage aux ordres
non résonnants6

ǫ≪ 2

√

ǫcr
κ

kz,+1
. (9.A.14)

En utilisant les expressions (9.20, 9.30) pour la période∆ǫ et le contraste critiqueǫcr,
la limite (9.A.14) peut s’écrire

ǫ≪ ∆ǫ
2

π

√

|∆kz,+1|
κ

, (9.A.15)

ce qui démontre la condition (9.31).

6Pour que cette condition soit compatible avec la condition de validité ǫ > ǫcrβ(∆kz,+1/κ) de
l’estimation linéaire (9.A.12), il faut satisfaire l’in´egalité

√

|∆kz,+1|/κβ(∆kz,+1/κ) ≪ 1.

Or, la valeur maximale de la fonction de|∆kz,+1| au membre gauche est≈ 0.69 (atteinte pour
|∆kz,+1| ≈ 0.82 κ). Cette inégalité est donc toujours satisfaite, quelle que soit la valeur du transfert
de vecteur d’onde.



Chapitre 10

La diffraction d’atomes dans le régime
quantique

Introduction

Nous nous plaçons maintenant dans le régime quantique de la diffraction d’atomes par
l’onde évanescente stationnaire. Nous supposons donc queles atomes incidents ont
une vitesse tellement faible que leur longueur d’onde deDE BROGLIE est beaucoup
plus grande que la longueur de décroissance de l’onde évanescente. Rappelons que
pour le cas de la réflexion spéculaire, nous avons constat´e au chapitre 3 que dans le
régime quantique, le potentiel dipolaire de l’onde évanescente peut être assimilé à une
barrière de potentiel infinie. Cette observation a été confirmée au paragraphe 7.4, où
nous avons montré que la diffraction d’atomes par l’onde évanescente stationnaire dans
les limites quantique et perturbative est équivalente à la diffraction par une barrière
de potentiel infinie dont la position est spatialement modulée, avec une modulation
sinusoı̈dale d’amplitude faible devant la longueur d’ondeincidente. En optique lumi-
neuse, un problème analogue se présente pour la diffraction par un réseau métallique,
et dans ce contexte, la théorie dynamique de la diffractiona été étudiée par Lord RAY-
LEIGH en 1907 (〈〈On the dynamical theory of gratings〉〉1). Nous nous servons mainte-
nant de son approche pour calculer la figure de diffraction des atomes. A la différence
du paragraphe 7.4, nous ne nous limitons pas au premier ordrepar rapport au contraste,
et nous verrons que l’approche de RAYLEIGH permet alors de calculer les populations
des ordres de diffraction supérieursn = ±2,±3, . . .

1Proc. Roy. Soc. (London) Ser. A79, 399.
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Figure 10.1: Construction d’EWALD pour les vecteurs d’onde diffractés dans le régime
quantique.

10.1 Rappels : caract́erisation du régime quantique

Le régime quantique de la diffraction d’atomes s’exprime par la condition suivante
pour les composantes normales des vecteurs d’onde incidentet diffractés

kzi, kzn ≪ κ. (10.1)

Cette condition implique en particulier que le vecteur d’onde horizontalq de l’onde
évanescente doit être beaucoup plus petit que sa constante de décroissanceκ,

q ≪ κ, (10.2)

pour que les transferts de vecteur d’onde à la diffraction soient permis par la conser-
vation d’énergie (voir le diagramme d’EWALD sur la figure 10.1). Pour une réalisation
expérimentale possible du régime quantique, nous renvoyons le lecteur au para-
graphe 7.4.2.

Nous allons supposer que dans le régime quantique, l’onde ´evanescente station-
naire est équivalente à une barrière de potentiel infiniequi se trouve à la position

ζSchr
eff (x) = ζSchr

eff +
1

2κ
ln(1 + ǫ cos 2qx) . (10.3)

Dans cette expression,ζSchr
eff est la position du miroir effectif pour la réflexion

spéculaire par une onde évanescente simple que nous avonscalculée à l’équation (3.5).
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Comme aux chapitres précédents, nous nous plaçons dans le planxOz du réseau,
en omettant le mouvement libre de l’atome dans la directionOy.

10.2 L’approche deRAYLEIGH

Nous présentons maintenant l’approche de RAYLEIGH qui permet de calculer la fonc-
tion d’onde diffractée par la barrière de potentiel infinie située sur la surface ondulée
ζSchr
eff (x).

La fonction d’onde est déterminée par deux conditions :

1. elle doit s’annuler sur la surface du réseau

ψ
[

x, ζSchr
eff (x)

]

= 0, (10.4)

2. et dans l’espacez > ζSchr
eff (x) au-dessus du réseau, elle doit satisfaire à l’équation

de SCHRÖDINGER libre pour l’énergieEi

− h̄2

2M

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)

ψ(x, z) = Ei ψ(x, z). (10.5)

Cette énergie est fixée par :

Ei =
h̄2

2M

(

k2
xi + k2

xi

)

, (10.6)

où (kxi,−kzi) est le vecteur d’onde incident.

Nous cherchons à calculer les amplitudes de diffractionan qui sont définies par le
développement (7.12) de la fonction d’onde

z → +∞ : ψ(x, z) = exp i (kxix− kziz) +
∑

n

an exp i(kxnx+ kznz) (10.7)

dans la région asymptotique loin du réseau. Dans cette expression, les vecteurs d’onde
diffractés(kxn, kzn) sont donnés par les expressions habituelles (7.4, 7.5).

L’approche de RAYLEIGH consiste à supposer que le développement asymptotique
(10.7) décrive la fonction d’onde dans tout l’espace au-dessus du réseau,z ≥ ζSchr

eff (x).
Notons que cetAnsatzest exact dans la région au-dessus de la hauteur maximale du
réseau,z > max ζSchr

eff (x) (voir la figure 10.2), mais que l’on néglige dans la région
hachurée sur la figure,ζSchr

eff (x) < z < max ζSchr
eff (x), des ondes diffusées qui se propa-

geraient dans la direction du réseau avec un vecteur d’ondedifférent du vecteur d’onde
incident. Cette approximation est habituellement appelée l’hypothèse de RAYLEIGH 2,
et nous en évoquerons les conditions de validité au paragraphe 10.3.3.

2M. N IETO-VESPERINAS, Scattering and Diffraction in Physical Optics, chap. 7.7.
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Figure 10.2: Illustration de l’hypothèse deRAYLEIGH : l’on suppose que dans la région
hachurée, la fonction d’onde est donnée par le développement (10.7).

Il convient de prendre la position du miroir effectif non modulé ζSchr
eff comme

référence de phase pour les amplitudes de diffraction

an = ãn exp
[

i (kzn + kzi) ζ
Schr
eff

]

. (10.8)

La condition aux limites (10.4) donne alors l’équation suivante pour les amplitudes̃an

1 +
+∞∑

n=−∞

ãn e2inqx exp [i (kzn + kzi) δζ(x)] = 0, (10.9)

où δζ(x) est la partie modulée de la surface du réseau (10.3) :

δζ(x) =
1

2κ
ln(1 + ǫ cos 2qx) . (10.10)

10.3 La figure de diffraction

10.3.1 Calcul perturbatif des amplitudes de diffraction

Afin de résoudre l’équation (10.9) pour les amplitudes de diffraction, nous allons uti-
liser un développement perturbatif. A cet effet, nous tirons profit du fait que dans le
régime quantique (10.1), l’amplitude de modulation du miroir effectif (10.10) est de
l’ordre de1/κ et donc beaucoup plus petite que la longueur d’onde incidente 2π/ki.
Nous résolvons donc les équations (10.9) de façon perturbative, en puissances as-
cendantes du paramètrekziδζ(x). En développant les amplitudes de diffractionãn

jusqu’au deuxième ordre inclus et en séparant les différents ordres, nous obtenons

1 +
∑

n

ã(0)
n e2inqx = 0, (10.11a)
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∑

n

[

ã(1)
n + i (kzn + kzi) δζ(x) ã

(0)
n

]

e2inqx = 0, (10.11b)

∑

n

[

ã(2)
n + i (kzn + kzi) δζ(x) ã

(1)
n

−1
2
(kzn + kzi)

2δζ2(x) ã(0)
n

]

e2inqx = 0, (10.11c)

où les exposants(0), (1), (2) notent l’ordre dans le développement. Ces équations sont
résolues par une transformation de FOURIER3, et l’on trouve alors les amplitudes de
diffraction suivantes [133]

ã(0)
n = −δn,0, (10.12a)

ã(1)
n = 2ikzi [δζ ]n , (10.12b)

ã(2)
n = 2kzi

∑

m

kzm [δζ ]∗n−m [δζ ]m , (10.12c)

où les[δζ ]n sont les composantes de Fourier de la modulation du réseau (a = π/q est
la période du réseau) :

[δζ ]n ≡
a∫

0

dx

a
δζ(x) e−2inqx. (10.13)

Les amplitudes de diffraction au premier ordre (10.12b) sont donc proportionnelles
aux coefficients de FOURIER du miroir effectif.

10.3.2 Etude de la figure de diffraction

Sur la figure 10.3, nous représentons les populationswn ≡ (Re kzn/kzi)|ãn|2 des
ordres de diffraction, pour des valeurs différentes du contrasteǫ. Nous avons utilisé
les amplitudes (10.12) jusqu’au premier ordre enδζ pour les ordres non spéculaires, et
jusqu’au deuxième ordre pour l’ordren = 0.

Nous constatons qu’à la limite d’un contraste faible, seuls les ordres non
spéculairesn = ±1 ont une population notable dans la figure de diffraction. En ef-
fet, dans cette limite, la surface du réseau présente une modulation (10.10) sinusoı̈dale

ǫ≪ 1 : δζ(x) ≈ ǫ

2κ
cos 2qx, (10.14)

et nous retrouvons alors les résultats du régime perturbatif (7.76), avec les populations
suivantes pour les ordresn = ±1:

w±1 ≈
ǫ2

4

kzikz,±1

κ2
. (10.15)

3Pour obtenir l’équation du second ordre (10.12c), nous utilisons l’identité de PARSEVAL

a∫

0

dx

a
δζ2(x) =

∑

n

|[δζ]n|
2
.
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Figure 10.3: Populations des ordres de diffraction dans le régime quantique, calculées
à partir des amplitudes (10.12) jusqu’au premier ordre enδζ pour les ordres non
spéculairesn 6= 0 et jusqu’au deuxième pourn = 0.
Du haut vers le bas : contrasteǫ = 0.5, 0.9, 0.99. Incidence normale, avec un vecteur
d’onde incidentkzi = 0.5 κ et q = 0.05 κ.
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Pour les paramètres de la figure 10.3 (kzi = 0.5 κ), cette situation est réalisée même
pour un contrasteǫ = 0.5.

Lorsque le contraste augmente, la surface du réseau acquiert des harmoniques
supérieures

δζ(x) ≈ ǫ

2κ
cos 2qx+

ǫ2

4κ
cos2 2qx+

ǫ3

6κ
cos3 2qx+ . . . (10.16)

et des ordres plus élevés apparaissent dans la figure de diffraction (voir les casǫ = 0.9
et ǫ = 0.99 sur la figure 10.3).

La population de l’ordre spéculaire

Nous notons qu’au premier ordre enδζ, l’amplitude de l’ordre spéculaire a la forme
d’un facteur de phase [en utilisant (10.12a, 10.12b)]

ã
(0)
0 + ã

(1)
0 = −1 + 2ikzi [δζ ]0 ≈ exp i (π − 2kzi [δζ ]0) (10.17)

où le déphasage constantπ correspond à la réflexion sur le miroir effectif non modul´e à
la positionζSchr

eff . La phase au premier ordre−2kzi [δζ ]0 correspond au déplacement de
la surface du réseau par rapport à la position non modulée, moyenné sur une période.4

Nous constatons donc que la population de l’ordre spéculaire est inchangée au premier
ordre du développement perturbatif. C’est à l’ordre quadratique que l’on trouve la
diminution de la population spéculaire, avec le résultat[133]

w0 =
∣
∣
∣ã

(0)
0 + ã

(1)
0 + ã

(2)
0

∣
∣
∣

2

= 1 − 4kzi

∑

n

Re kzn |[δζ ]n|
2 . (10.18)

A partir de cette expression, l’on vérifie aisément que lespopulations des ordres de
diffraction s’additionnent à l’unité, à l’ordre quadratique enδζ inclus.

10.3.3 Validité de l’approche deRAYLEIGH

Rappelons que leAnsatz(10.7) de la méthode de RAYLEIGH néglige la possibilité que
l’onde incidente soit déviée avant d’être réfléchie par le réseau. Une telle situation est
représentée sur la figure 10.4. L’approche de RAYLEIGH est alors limitée à des réseaux
qui ne sont pas trop profondément modulés. Le problème d’un critère de validité plus
précis a été étudié plusieurs fois dans la littérature, et nous renvoyons à ce sujet au
chapitre 7.7 du livre de NIETO–VESPERINAS[82]. Pour un réseau avec une modula-
tion sinusoı̈dale, un critère généralement admis est que son amplitude de modulation

4Notons qu’au premier ordre enǫ, la modulation du réseau est sinusoı̈dale (10.14), et ce d´eplacement
moyen s’annule.
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Figure 10.4: Trajectoire classique au-dessus d’un réseauprésentant une forte ondula-
tion.

soit petite devant la période. En appliquant ce critère pour notre réseauζSchr
eff (x) (10.3)

(bien que sa modulation ne soit pas sinusoı̈dale), nous trouvons la condition

1

2π
|ln (1 − ǫ)| q

κ
≪ 1 (10.19)

Comme nous avonsq ≪ κ (10.2) dans le régime quantique, l’inégalité (10.19) est
satisfaite même pour un contraste assez proche de la valeurmaximaleǫ = 1, parce que
la divergence du logarithme|ln (1 − ǫ)| dans la limiteǫ→ 1 est très faible.

Sur le schéma 10.5 qui reprend la représentation de la figure 7.20, la condi-
tion (10.19) correspond à la ligne courbe dans la régionǫ <∼ 1. D’une part, l’approche
de RAYLEIGH nous a donc permis d’étendre les résultats de l’approximation de BORN

sur un grand intervalle de contrastes. D’autre part, elle reste limitée à de faibles va-
leurs du vecteur d’ondeq ; cependant, cette limitation est d’ordre plus fondamental
parce qu’elle est la conséquence de la conservation d’énergie.

10.4 Conclusion

Dans la limite quantique, nous pouvons décrire l’onde évanescente stationnaire comme
une barrière de potentiel infinie qui est modulée spatialement. La diffraction de l’onde
atomique par cette barrière ressemble alors à la diffraction de la lumière par un réseau
métallique. Pour calculer les amplitudes de diffraction,nous nous sommes servi de
l’approximation de RAYLEIGH où l’on suppose que le développement asymptotique
de la fonction d’onde la décrit également au voisinage de la surface du réseau. Nous
avons effectué un développement perturbatif en utilisant le fait que dans le régime
quantique, le profil du réseau présente des variationsδζ(x) beaucoup plus petites que
la longueur d’onde atomique incidente. Au premier ordre enδζ(x), les amplitudes
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ε = 0

ε = 1

ε ( q / κ )2 > 1

approximation
de BORN valable

ε << 1

ordres de
diffraction
superieurs

q > ki

diffraction interdite
par conservation d’energie

approche de
RAYLEIGH valable

(q / κ) log (1−ε) < 1

reseau mince  q << κ reseau epais  q > κ 

Figure 10.5: Représentation schématique de la domaine devalidité de l’approximation
deBORN et de la méthode deRAYLEIGH .
Partie supérieure : limite perturbativeǫ ≪ 1, approximation deBORN valable. Par-
tie inférieure :ǫ <∼ 1, des ordres supérieures apparaissent dans la figure de diffrac-
tion. Partie gauche :q < ki, diffraction permise par la conservation de l’énergie.
Partie droite : diffraction interdite [toutes les ondes diffractées avecn 6= 0 dans le
développement (10.7) sont alors évanescentes].
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de diffraction sont alors proportionnelles aux composantes de FOURIER du profil, et
l’on retrouve les résultats de l’approximation de BORN dans la limite d’un contraste
faible. Par contre, la méthode de RAYLEIGH permet aussi de couvrir le régime d’un
contrasteǫ comparable à l’unité, où le développement de FOURIER du réseau contient
des harmoniques plus élevés. La figure de diffraction présente alors plusieurs bandes
latérales.



Chapitre 11

La diffraction d’atomes par l’onde
évanescente stationnaire en incidence
rasante

Introduction

Nous nous tournons maintenant vers la diffraction d’atomesen incidence rasante. Cette
géométrie mérite un intérêt particulier parce la diffraction d’atomes en incidence ra-
sante a pu être observée dans les éxpériences des groupes de W. ERTMER et de V.
LORENT [12, 13]. D’un point de vue historique, l’incidence rasanteprésente l’avantage
que l’on peut réfléchir et diffracter un jet d’atomes avec une vitesse assez élevée (un jet
thermique, par exemple). En effet, pour assurer la réflexion, il faut comparer le poten-
tiel lumineux de l’onde évanescente stationnaire à la partie normaleEzi = 1

2
Mv2

zi de
l’énergie cinétique incidente, et en incidence rasante,cette dernière est beaucoup plus
petite que l’énergie cinétique totale du jet. Nous rappelons également que par rapport à
la diffraction en transmission près de l’incidence normale, l’incidence rasante présente
l’avantage que la séparation angulaire entre les ordres dediffraction est beaucoup plus
élevée, tous vecteurs d’onde (atomique et lumineux) restant constants.

L’observation expérimentale de la diffraction en incidence rasante permet de vali-
der les maintes approches théoriques qui ont été développées pour décrire l’interaction
d’un atome avec l’onde évanescente stationnaire [10, 101,134, 18, 78, 79, 80, 81]. La
théorie dynamique de la diffraction est en effet dans une situation difficile en ce qui
concerne l’incidence rasante : dans l’approche scalaire que nous avons développée aux
chapitres précédents, nous avons constaté à plusieursreprises qu’à cause du facteur
d’obliquitéβ, la diffraction est inefficace en incidence rasante. En particulier,

• du point de vue classique, l’atome traverse un nombreξ ≫ 1 de périodes du
réseau pendant le temps-type de réflexion ; il est alors soumis à une force qui
oscille rapidement et dont l’effet cumulé (le transfert devitesse) s’annule. Pour
un réseau géométriquement mince, la valeur maximale du transfer de vitesse

265
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∆vmax
x est proportionnelle au facteur d’obliquitéβ(ξ), donc exponentiellement

petite (6.11)
∆vmax

x ∝ exp(−πξ/2) ;

• dans l’approximation de BORN, la diffraction par l’onde évanescente sta-
tionnaire nécessite un transfert de vecteur d’onde vertical ∆kz,±1 qui est
généralement grand devant le vecteur d’onde optique en incidence rasante ; or,
l’onde évanescente contenant dans la direction normale des vecteurs d’onde
limités par la constante de décroissanceκ, un transfert de vecteur d’onde
|∆kz,±1| ≫ κ est extrèmement improbable et les populationsw±1 des premiers
ordres de diffraction sont proportionnelles à (7.40)

w±1 ∝ exp(−π∆kz,±1/κ) ;

• dans l’approximation du réseau de phase mince, la fonctiond’onde atomique
réfléchie par le réseau de diffraction présente une modulation de phase avec une
amplitudeumod proportionnelle à (8.79)

umod ∝ exp(−πq tan θi/κ) ,

qui est tellement faible en incidence rasante que les bandeslatérales ont des
amplitudes négligeables.

A la lumière de ces résultats, il semble qu’il faille abandonner le modèle du potentiel
dipolaire scalaire pour interpréter les observations expérimentales de la diffraction en
incidence rasante. Nous montrons dans ce chapitre que tel est en effet le cas.

Dans la première partie 11.1 de ce chapitre, nous allons pr´esenter une première ap-
proche alternative à la diffraction qui a été développ´ee pour un atome à deux niveaux
par R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS , alors à l’Université de Bonn (Al-
lemagne) [78]. Nous en rappelons les idées principales, enparticulier le rôle crucial
que joue l’état excité de l’atome dans le mécanisme de diffraction (paragraphes 11.1.1
et 11.1.2). Au paragraphe 11.1.3, la comparaison au modèledu potentiel dipolaire
scalaire nous permettra de donner une interprétation alternative de l’inefficacité de la
diffraction en incidence rasante. D’autres approches théoriques seront mentionnées au
paragraphe 11.1.4. Au paragraphe 11.1.5, nous comparons l’approche de R. DEUT-
SCHMANN et ses collègues aux expériences de diffraction d’atomes. Nous mon-
trons alors qu’elle ne peut, elle non plus, rendre compte desrésultats expérimentaux.
Nous confirmons ainsi, par des arguments analytiques, les r´esultats négatifs des cal-
culs numériques effectués par le groupe de C. M. SAVAGE à l’Université Nationale
d’Australie (Canberra) [80].

Finalement, nous indiquons dans la deuxième partie 11.2 duchapitre
l’interprétation théorique de la diffraction d’atomes en incidence rasante qui nous
paraı̂t la plus prometteuse : son principe a été donnée denouveau par R. DEUT-
SCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS [79], et elle a été confirmée par des calculs
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numériques de D. GORDON et C. M. SAVAGE [81]. Cette interprétation fait inter-
venir la structure magnétique interne de l’état fondamental atomique. Mis à part cet
élément structural nouveau, la diffraction s’inscrit conceptuellement dans le cadre de
l’approche donnée par R. DEUTSCHMANN et ses collègues pour un atome à deux
niveaux (des transitions non adiabatiques entre niveaux internes). Nous allons illus-
trer cette approche à la diffraction à l’aide d’un modèlesimplifié pour une transition
J = 1/2 → Je = 3/2.

11.1 La diffraction 〈〈assist́ee〉〉 par l’ état excit́e

Dans leur publication〈〈Reflection and diffraction of atomic de Broglie waves by an
evanescent laser wave〉〉1, R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS développent
un modèle pour la diffraction d’un atome à deux niveaux parune onde évanescente
stationnaire dont nous allons rappeler les éléments essentiels. Nous notons ce modèle
par le signet〈〈DEW 1〉〉.

11.1.1 Th́eorie cinématique

L’on se place dans le planxOz du réseau de diffraction et décrit l’atome par des ampli-
tudes de probabilitéψg,e(x, z) pour deux états internes, l’état fondamental|g〉 et l’état
excité |e〉, respectivement. L’équation d’ondes pour ces amplitudesest l’équation de
SCHRÖDINGER stationnaire [voir (1.11) du chapitre 1]

− h̄2

2M
∇2

(

ψg

ψe

)

−
(

0 dE∗

dE h̄∆

)(

ψg

ψe

)

= Ei

(

ψg

ψe

)

, (11.1)

où Ei = 1
2
M(v2

xi + v2
zi) est l’énergie incidente dans le planxOz et d est l’élément

de matrice du moment dipolaire électrique entre les étatsg et e. Le champ lumineux
est désaccordé de∆ ≡ ωL − ωA et son amplitude complexeE(x, z) est donnée par2

[voir (5.1)] :

E(x, z) =
(

E+eiqx + E−e−iqx
)

e−κz. (11.2)

A cause de la périodicité de l’onde évanescente stationnaire, le vecteur d’onde ato-
mique change par des multiples deq dans la directionOx parallèle au pas du réseau.
Ce changement peut également être interprété par des processus d’absorption et
d’émission stimulée de photons dans les ondes lumineusesE±. Il est donc commode de
décrire le mouvement le long de la directionOx dans une base d’ondes planes avec les

1Physical Review A47, 2169–2185 (mars 1994).
2Pour éviter la confusion avec l’énergie, nous utilisons le symbôleE pour le champ électrique lu-

mineux. Notons également que les amplitudesE± dans (11.2) sont réelles pour un choix approprié de
l’origine de l’axeOx.
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Figure 11.1: Illustration des couplages induits par l’ondeévanescente stationnaire entre
des états d’ondes planes (pour le mouvement dans la directionOx).

vecteurs d’onde3 kxν = kxi + νq. La diffraction amène l’atome soit dans un état fon-
damental|g, ν〉, et l’indiceν est alors pair, soit dans un état excité|e, ν〉 avecν impair.
La figure 11.1 montre que l’onde évanescenteE+ qui se propage dans la direction des
x croissants, couple les états|g, ν〉 et |e, ν+1〉, et l’ondeE− les états|g, ν〉 et |e, ν−1〉.
Par exemple, après une absorption de l’ondeE+ et une émission stimulée dans l’onde
E−, l’atome est passé de l’état|g, ν = 0〉 à l’état|g, ν = +2〉 et son vecteur d’ondekxi

a été augmenté de2q.
A cause du désaccord∆ positif entre la fréquence lumineuse et la résonance ato-

mique, la diffraction transfère une énergie cinétique supplémentairēh∆ à l’atome si
celui-ci sort de l’onde évanescente dans un état excité.Cette énergie se retrouve dans
la composante verticalekzν des vecteurs d’onde diffractés parce que la composante
kxν est fixée par les transferts de vecteur d’onde discrets, et la composantekyi est
conservée. Les vecteurs d’onde diffractéskzν valent donc

ν pair : kzν =
√

k2
zi − νq(2kxi + νq), (11.3a)

ν impair : kzν =
√

k2
zi + 2M∆/h̄− νq(2kxi + νq). (11.3b)

Ces équations généralisent (7.5) pour les vecteurs d’onde diffractés du modèle scalaire.
Dans le diagramme d’EWALD , les ordres de diffraction se trouvent sur deux cercles
qui correspondent aux énergies cinétiquesEi etEi + h̄∆ pour les états fondamental et
excité, respectivement (voir la figure 11.2).

3Dans ce chapitre, pour éviter la confusion avec les chapitres précédents, nous libellons les ordres de
diffraction par le nombreν de photons échangés entre l’atome et l’onde évanescentestationnaire. Dans
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Figure 11.2: Diagramme d’EWALD pour la diffraction d’un atome à deux niveaux.

Les équations d’ondes coupĺees

Nous allons nous servir des équations d’ondes couplées pour décrire le couplage
entre les ordres de diffraction qu’induit l’onde évanescente stationnaire. Afin de trou-
ver les équations couplées, l’on tire profit de la périodicité du champ lumineux pour
développer les amplitudes de probabilité en〈〈ondes partielles〉〉 [voir (9.4)]

ψg(x, z) =
∑

l

χ2l(z) exp ikx,2lx, (11.4a)

ψe(x, z) =
∑

l

η2l+1(z) exp ikx,2l+1x. (11.4b)

Les ondes partiellesχ2l(z) et η2l+1(z) correspondent à une représentation〈〈 impul-
sion〉〉 pour le mouvement parallèle au pas du réseau (des ondes planes repérées par
l’indice ν = 2l, 2l+1), et une représentation〈〈position〉〉 pour le mouvement le long de
la normaleOz. En insérant les développements (11.4) dans l’équationde SCHRÖDIN-
GER (11.1), l’on trouve le système d’équations suivant (l = 0,±1, . . .)

− h̄2

2M

d2

dz2
χ2l − (dE+η2l+1 + dE−η2l−1) e−κz+

+
(

2lh̄∆D + 4l2Eq

)

χ2l = Eziχ2l (11.5a)

− h̄2

2M

d2

dz2
η2l+1 − (dE+χ2l + dE−χ2l+2) e−κz+

−h̄∆ +
(

(2l + 1)h̄∆D + (2l + 1)2Eq

)

η2l+1 = Eziη2l+1 (11.5b)

cette notation, les ordres de diffractionn de la théorie scalaire correspondent aux états fondamentaux
|g, ν = 2n〉.
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Figure 11.3: Représentation des équations couplées (11.5) par un système à plusieurs
niveaux.

où ∆D = qvxi est le déplacement DOPPLER de la fréquence lumineuse vue par un
atome en mouvement à la vitesse incidentevxi. En incidente rasante, il est beaucoup
plus grand que la fréquence de recul associée au vecteur d’ondeq, h̄∆D ≫ Eq =
h̄2q2/2M . L’énergie cinétiqueEzi = h̄2k2

zi/2M correspond à la composante verti-
calekzi du vecteur d’onde incident. Notons en passant, que l’approche choisie par les
groupes de D. WALLS et de C. M. SAVAGE consiste à intégrer numériquement les
équations couplées (11.5) [134, 80].4

L’on peut interpréter les équations couplées (11.5) parl’analogie avec un atome
à plusieurs niveaux, comme nous l’avons fait au paragraphe9.1 (voir la figure 11.3) :
en absence de champ laser, les ondes partiellesχ2l(z) pour l’état fondamental cor-
respondent à des〈〈 énergies internes〉〉 ≈ 2l h̄∆D, et les ondes partiellesη2l+1(z) pour
l’état excité aux énergies≈ −h̄∆ + (2l + 1) h̄∆D. Les états fondamentaux et excités
forment ainsi deux séries de niveaux à peu près équidistantes qui se décalent l’une par
rapport à l’autre en fonction du désaccord∆. Sous l’influence du couplage au champ
lumineux, les énergies des états fondamentaux augmentent et celles des états excités
diminuent si bien que pour un couplage suffisamment fort, lesétats seront mélangés
entre eux.

4Plus précisément, le groupe de C. M. SAVAGE a intégré l’équation de SCHRÖDINGER dépendante
du temps, que l’on obtient à partir de (11.5) par le remplacementEzi 7→ ih̄∂t au second membre.
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11.1.2 Le ḿecanisme de la diffraction

Nous présentons d’abord les niveaux d’énergie des ondes partielles en présence d’une
onde évanescente simple. Dans l’approche DEW 1, ces niveaux sont appelés les〈〈po-
tentiels diabatiques〉〉. Ensuite, nous introduisons les potentiels〈〈adiabatiques〉〉 pour
une onde évanescente stationnaire ; il apparaissent alorsdes croisements évités entre
les niveaux associés à l’état fondamental, d’une part, et l’état excité, d’autre part. Pour
une onde atomique en mouvement sur les niveaux adiabatiques, les croisements évités
agissent comme des séparatrices. Nous calculons leurs coefficients de transmission et
réflexion par le modèle de LANDAU –ZENER.

Potentiels diabatiques

Pour résoudre les équations couplées (11.5), l’approche DEW 1 consiste à utiliser les
〈〈niveaux habillés〉〉 que l’on obtient en diagonalisant, à une positionz donnée, le Ha-
miltonien de couplage et la partie horizontale de l’énergie cinétique [tous les termes
sauf la dérivée seconde au premier membre des équations couplées (11.5)].

Pour une onde évanescente simple,E− = 0, les déplacements lumineux ainsi obte-
nues donnent lespotentiels diabatiquesW (dia)

ν (z) représentés sur la figure 11.4. Dans
la limite d’un désaccord̄h∆ grand devant le couplagedE+ et devant l’énergie cinétique
Ezi, les valeurs propres du Hamiltonien de couplage dans les équations couplées (11.5)
valent5 [voir (1.21)] :

W
(dia)
2l (z) ≈ d2E2

+ e−2κz

h̄(∆ − ∆D)
+ 2lh̄∆D, (11.6a)

W
(dia)
2l+1 (z) ≈ − d2E2

+ e−2κz

h̄(∆ − ∆D)
− h̄∆ + (2l + 1)h̄∆D. (11.6b)

Ces expressions sont représentées sur la figure 11.4 par les courbes en point-tirets et
en pointillées. Nous constatons sur la figure qu’elles donnent une bonne approxima-
tion des potentiels diabatiques à grande distance de la surface où le champ lumineux
est faible. Dans la limite où le désaccord est beaucoup plus grand que le déplacement
DOPPLER, ∆ ≫ ∆D, les expressions (11.6) permettent de retrouver le potentiel dipo-
laired2E2

+e−2κz/h̄∆ = Vmaxe
−2κz, que nous avons utilisé dans les chapitres précédents

[voir (1.16)].
Pour une onde évanescente simple, les niveaux diabatiquesse groupent donc en

paires{W (dia)
2l (z),W

(dia)
2l+1 (z)} qui sont découplées les unes des autres. Dans chaque

paire, le niveauW (dia)
2l (z) rejoint l’état fondamental loin de l’onde évanescente, ce ni-

veau correspond à un déplacement lumineux répulsif ; le deuxième niveauW (dia)
2l+1 (z)

est attractif et rejoint l’état excité. L’onde atomique est réfléchie si elle est incidente
dans l’état fondamental et si son énergie cinétique incidenteEzi est inférieure à la va-
leur maximale du potentielW (dia)

2l (z). Par cette condition, l’on peut estimer le nombre

5Ici et dans la suite, nous négligerons l’énergie de reculEq devant le déplacement DOPPLER∆D.
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Figure 11.4: Niveaux habillés diabatiques pour une onde évanescente simple, en fonc-
tion de la distance du diélectrique. Les déplacements lumineuxW (dia)

ν (z) sont donnés
en unités du déplacementDOPPLERh̄∆D, et la distancez en unités de la longueur de
décroissance1/κ de l’onde évanescente. Les courbes en pointillées et en point-tirets
représentent l’approximation (11.6), valable si l’énergie de couplage est faible.
Les paramètres sont similaires à la figure 4b de la référence [78] : désaccord∆ ≃
2 ∆D, énergies d’interactiondE+ ≃ 6.9 h̄∆D, dE− = 0. L’énergie de recul vaut
Eq ≃ 8.6 × 10−4 h̄∆D, et la ligne horizontale représente une énergie cinétique in-
cidenteEzi ≃ 3.2 h̄∆.
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des ordres de diffraction permis : leurs niveaux habillés ont un déplacement lumi-
neuxW (dia)

2l (z = 0) à la surface du diélectrique supérieur à l’énergieEzi incidente.
Pour les niveaux représentés sur la figure 11.4, par exemple, et une énergie incidente
Ezi ≃ 3.2 h̄∆, le réseau de diffraction peut réfléchir les ordres de diffraction pairs
avecν ≥ −2, 0,+2. Si l’atome fait une transition vers un niveau excité, les ordres
ν = +1,+3,+5 lui sont accessibles.

Les niveaux adiabatiques et leurs croisementśevités

Dans le cas général d’une onde évanescente stationnaireavec un contraste non nul,
les déplacements lumineux (11.6) sont modifiés à cause del’onde contra-propageante
E− 6= 0, mais la différence la plus importante provient de l’interférence entre les ondes
E+ et E− qui induit un couplage entre les niveaux diabatiques. La diagonalisation du
Hamiltonien de couplage donne alors lesniveaux adiabatiquesW (ad)

ν (z) représentés
sur la figure 11.5. Nous constatons que sous l’influence du couplage, les niveaux adia-
batiques se repoussent aux positions ou les niveaux diabatiquesW (dia)

ν (z) se croisent
(comparer à la figure 11.4). L’on parle alors d’〈〈anti-croisements〉〉 ou de〈〈croisements
évités〉〉 (avoided crossing).

Pour décrire le mouvement de l’atome sur ces niveaux d’énergie, l’on fait dans
l’approche DEW 1 l’hypothèse d’un suivi adiabatique sur leniveau adiabatique
W (ad)

ν (z) qui rejoint l’état dans lequel se trouve l’atome incident.Les équations (11.5)
se découplent alors complètement, et pour chaque ordre dediffraction, l’onde partielle
φν(z) vérifie une équation de SCHRÖDINGER scalaire,

− h̄2

2M

d2

dz2
φν −W (ad)

ν (z)φν = Ezi φν, (11.7)

où le niveau adiabatiqueW (ad)
ν (z) joue le rôle d’un potentiel mécanique.

Cependant, si le suivi adiabatique était assuré partout,l’atome resterait sur le ni-
veauν = 0 sur lequel il est entré, et il atteindrait la surfacez = 0, ou bien il serait
réfléchi spéculairement pour une énergie incidente suffisamment petite. En particulier,
l’atome ne passerait pas sur un autre niveau d’énergie poursortir dans un ordre de dif-
fraction non spéculaire : dans l’approximation adiabatique, il n’y a pas de diffraction.
Pour que la diffraction ait lieu dans le modèle DEW 1, il fautdonc que le suivi adiaba-
tique ne soit pas assuré. Ceci est précisément le cas dansles croisements évités parce
que les niveaux adiabatiques se rapprochent. C’est donc dans un croisement évité que
l’atome peut subir une transition non adiabatique vers un autre niveau.6 Ces transitions
constituent l’élément-clé de l’approche DEW 1 à la diffraction.

6Notons que la probabilité de transition dépend également de la vitesse à laquelle l’atome passe par
le croisement évité. Nous reviendrons à cette question dans le modèle de LANDAU –ZENER pour les
transitions non adiabatiques.
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Figure 11.5: Niveaux adiabatiques pour une onde évanescente stationnaire. Les unités
sont identiques à la figure 11.4.
Les paramètres sont identiques à la figure 4a de la référence [78] : désaccord∆ ≃
2 ∆D, énergies d’interactiondE+ ≃ 5.4 h̄∆D et dE− ≃ 2.3 h̄∆D, énergie de recul
Eq ≃ 8.6 × 10−4 h̄∆D. Les niveaux d’énergie ont été obtenus en diagonalisantle
Hamiltonien de couplage pour les ordresν = −20 . . .+ 20.
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Interpr étation des croisementśevités comme des ŕesonances Doppleron

Afin d’interpréter les transitions non adiabatiques aux croisements évités, revenons
aux niveaux diabatiques (voir la figure 11.4). Nous notons que ce sont deux niveaux
diabatiques de nature différente qui se croisent : un étatfondamental qui monte en
énergie rencontre un état excité qui lui est abaissé. A un croisement donné, ils sont
dégénérés en énergie de sorte que la partie stationnaire de l’onde évanescente induit
un couplage résonnant entre eux. Plus précisément, les ´etats fondamental et excité sont
couplés par un échange d’un nombre impair de photons. Ce couplage n’est possible
que dans une onde stationnaire car il fait intervenir des processus d’absorption d’un
photon d’une onde et d’émission stimulée dans l’autre onde.

Considérons à titre d’exemple un atome dans l’état|g, 0〉 qui passe à l’état|e, 2l+1〉
en absorbant un nombrel + 1 de photons de l’onde co-propageanteE+ et en émettant
l photons de façon stimulée dans l’onde contra-progageanteE−. Pour trouver la condi-
tion de résonance de ce processus, plaçons-nous dans un r´eférentiel en mouvement
à la vitessevxi de l’atome. Sous l’effet DOPPLER, la fréquenceωL de l’onde co-
propageante diminue alors de∆D, et celle de l’onde contra-propageante augmente
de∆D. La transition à2l + 1 photons est donc résonnante si

(l + 1)(ωL − ∆D) − l(ωL + ∆D) = ωA (11.8)

⇐⇒ ωL − ωA ≡ ∆ = (2l + 1)∆D.

Cette résonance a été appelée une résonance〈〈Doppleron〉〉 par E. KYRÖLÄ et S. STEN-
HOLM [135, 28]. On emploie également le nom de〈〈velocity tuned resonance〉〉 puisque
la condition de résonance dépend de la vitesse de l’atome,à travers le déplacement
DOPPLER.

La condition de résonance (11.8) pour le couplage Doppleron n’est valable que
dans un champ lumineux faible. Pour un champ plus intense, les états|g, 0〉 et|e, 2l+1〉
sont également soumis à des déplacements lumineux, de sorte que la condition de
résonance du Doppleron∆ = (2l + 1)∆D est modifiée et devient7

W
(dia)
0 (zc) = W

(dia)
2l+1 (zc). (11.9)

Dans l’onde évanescente stationnaire, du point de vue de larésonance Doppleron, le
couplage entre les niveaux|g, 0〉 et |e, 2l + 1〉 devient donc résonnant à la positionzc

où se croisent les niveaux diabatiques correspondants.
Grâce au fait que la résonance Doppleron a été le sujet deplusieurs études

théoriques [124, 49], nous pouvons évaluer de façon analytique le couplage entre les
niveaux|g, 0〉 et |e, 2l + 1〉 à la résonance. Nous nous servons de l’approche perturba-
tive de M. MARTE et S. STENHOLM [124], en supposant que l’énergie incidente et les
énergies de couplage sont plus petites que le désaccord DOPPLER, ou plus précisément

7Rappelons que les décalages DOPPLER ν∆D sont incorporés dans les niveaux diabatiques
W

(dia)
ν (z) (11.6).
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Ezi, dE± ≪ 2h̄∆D. Dans ce régime perturbatif, l’on peut éliminer adiabatiquement les
2l états non résonnants entre les niveaux|g, 0〉 et |e, 2l + 1〉 pour obtenir les résultats
suivants : les déplacements lumineux sont donnés par

W
(dia)
0 (z) ≈ Vl e

−2κz (11.10a)

W
(dia)
2l+1 (z) ≈ −Vl e

−2κz + h̄δl (11.10b)

oùδl = (2l+1)∆D −∆ > 0 donne le décalage de la résonance Doppleron par rapport
à la condition (11.8) à cause des déplacements lumineux.D’après (11.9), la transition
Doppleron est résonnante à la positionzc fixée par

h̄δl = 2Vl e
−2κzc . (11.11)

On trouve que les déplacements lumineux sont caractéris´es par l’énergieVl avec

Vl =
d2E2

+

h̄(∆ − ∆D + δl/2)
+

d2E2
−

h̄(∆ + ∆D + δl/2)
, (11.12)

et que l’énergie d’interactionCl entre les états|g, 0〉 et |e, 2l + 1〉 est égale à
[cf. équation (25) de [124] et équation (29) de [49]]

Cl = dE+

(

−d
2E+E−

4h̄2∆2
D

)l (
Γ(1 − δl/4∆D)

Γ(l + 1 − δl/4∆D)

)2

e−(2l+1)κz , (11.13)

où Γ(·) est la fonction Gamma d’EULER.8 L’énergie de couplageCl de la résonance
Doppleron donne, du point de vue des niveaux adiabatiques, la séparation des niveaux
au croisement évité.

Nous pouvons interpréter l’expression (11.13) du couplage Doppleron comme un
calcul en perturbations à l’ordre2l + 1 : nous retrouvons2l + 1 facteurs avec les am-
plitudesE± e−κz du champ, ce qui exprime le fait que la transition Doppleron est un
processus à2l+1 photons, et au dénominateur le produit des2l différences en énergie
des états intermédiaires par lesquels s’effectue le couplage.

Interpr étation du croisementévité comme une śeparatrice pour l’onde atomique

Lorsque l’atome traverse le croisement évité, les états|g, 0〉 et |e, 2l+1〉 sont mélangés
entre eux par le couplage Doppleron, et après la traversée, l’atome se trouve dans
un état de superposition des deux : le croisement de niveauxagit donc comme une
séparatricequi sépare, de façon cohérente, un paquet d’ondes atomiques en deux par-
ties. Ces deux〈〈morceaux〉〉 sont ensuite soumis à des potentielsW0(z) et W2l+1(z)
différents et rencontrent d’autres séparatrices en pénétrant davantage dans l’onde
évanescente statonnaire.

8La fonction Gamma sert de notation compacte pour le produit

(l − δl/4∆D)(l − 1 − δl/4∆D) . . . (1 − δl/4∆D) =
Γ(l + 1 − δl/4∆D)

Γ(1 − δl/4∆D)
,

qui provient des énergies des2l états intermédiaires que l’on a éliminés adiabatiquement.
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Figure 11.6: Trajectoires sur les niveaux adiabatiques quirelient l’état incident|g, ν =
0〉 à l’état diffracté|g, ν = −2〉. Pour diffracter l’atome, un couplage Doppleron
d’ordre 3 fait passer l’atome au croisementA sur le niveau attractif associé à l’état
|e, ν = 3〉 ; au croisementB, un Doppleron d’ordre 5 l’amène sur le niveau répulsif
|g, ν = −2〉 ; l’atome est ensuite réfléchi sur le potentiel répulsif après avoir traversé
une première fois le croisementC. Pour sortir dans l’état|g, ν = −2〉, il traverse après
la réflexion les trois croisementsC, B etA′.



278 Diffraction

AC

B

A’

ν  = 0

ν  = −2

M(-2) M(5) M(3)M(0)

D(5)

D(3)

ν  = +1

Figure 11.7: Représentation schématique du processus dediffraction à l’aide de
séparatrices et de miroirs. Les miroirs correspondent auxpoints de rebroussement fixés
par l’énergie incidente et les potentiels adiabatiques. Les écransD(3) etD(5) symbo-
lisent la surface du prisme que l’atome atteint sur les niveaux attractifs.

Etudions à titre d’exemple la situation représentée surla figure 11.6 où nous avons
représenté les potentiels diabatiques qui amènent l’atome à sortir dans l’ordre de dif-
fraction ν = −2. Les courbes en tirets (en trait plein) correspondent à desniveaux
attractifs (répulsifs). Sur la figure 11.7, nous avons sch´ematisé le même processus à
l’aide de séparatrices et de miroirs. Les miroirs correspondent aux réflexions par les
points de rebroussement dans les potentiels lumineux. Nousconstatons que pour at-
teindre le potentiel qui rejoint l’ordre de diffractionν = −2, l’atome est〈〈 réfléchi〉〉 par
la séparatriceA pour passer sur le niveau attractifν = +3 (la courbeAB en tirets
épais) et est réfléchi de nouveau par la séparatriceB. Pour sortir dans l’ordreν = −2,
il faut que l’atome soit d’abord transmis deux fois par la séparatriceC, et ensuite par
les séparatricesB etA′ au chemin retour. En somme, l’atome traverse quatre croise-
ments évitésA,B,C,A′ avant de sortir de l’onde évanescente. Le schéma 11.7 montre
en outre que l’onde atomique subit des réflexions multiplesdans les potentiels adiaba-
tiques (entre les miroirsM(0) etM(3), par exemple). Ces réflexions multiples donnent
lieu a des franges d’interférence dans les populations desordres de diffraction en fonc-
tion du vecteur d’onde incident (les〈〈oscillations de STÜCKELBERG〉〉).

Pour calculer les populations diffractées, il faut donc connaı̂tre, d’une part, les am-
plitudes de réflexion et de transmission pour les séparatrices marquéesA,B,C,A′ sur
le schéma 11.7, et d’autre part, les phases associées à lapropagation dans les potentiels
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Figure 11.8: Définition de la transmissionT et de la réflectivitéR du croisement évité.

lumineux entre les séparatrices et lors des réflexions au points de rebroussement (les
pointsM(−2),M(0),M(3) etM(5) sur le schéma 11.7). Ceci est un problème com-
plexe qui a été résolu par R. DEUTSCHMANN et ses collègues moyennant une com-
binaison d’approches numériques et analytiques. Une difficulté particulière provient
du fait que nombre de croisements évités se trouvent dans une région où le champ
lumineux est fort et qu’une approche perturbative n’est plus possible.

Modèle simplifié pour la śeparatrice

Nous avons ici une ambition plus modeste et cherchons à identifier les paramètres phy-
siques pertinents pour la première séparatrice atomique(marquéeA sur les figures 11.6
et 11.7). Nous partons du modèle de LANDAU –ZENER pour les transitions non adia-
batiques. Cette approche permet de définir la transmissionT de la séparatrice comme
la probabilité que l’atome continue de suivre, après le croisement évité, le potentiel
diabatiqueW (dia)

0 (z), comme si la séparatrice n’existait pas (voir la figure 11.8). De
façon analogue, la réflectivitéR de la séparatrice correspond à la probabilité de trouver
l’atome après le croisement sur l’autre courbe de potentiel (attractive si l’atome était
incident sur une courbe répulsive, par exemple).

Pour utiliser le modèle de LANDAU –ZENER, nous allons faire les approximations
suivantes : nous supposons que le couplageCl (11.13) dû à la résonance Doppleron
soit constant à travers le croisement évité9, nous linéarisons les potentielsW0(z) et
W2l+1(z) autour de la positionzc du croisement

W
(dia)
0 (z) ≈ W

(dia)
0 (zc) + (zc − z)F0, (11.14a)

W
(dia)
2l+1 (z) ≈ W

(dia)
2l+1 (zc) − (zc − z)F2l+1, (11.14b)

9En vue de la variation rapide de (11.13) avecz, cette approximation paraı̂t assez grossière, mais
nous allons nous en contenter pour estimer l’ordre de grandeur de la transmission et de la réflectivité de
la séparatrice.
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et nous supposons, dans un esprit semi-classique, que l’atome passe à travers le croise-
ment évité avec une vitesse constantevc qui dépend de l’énergie potentielleW (dia)

0 (zc)
à cause de la conservation de l’énergie. Le modèle de LANDAU –ZENER donne alors
les expressions suivantes pour la réflectivité et la transmission [136, 122] :

TLZ = exp

(

− 2πC2
l

h̄vc|F0 + F2l+1|

)

, RLZ = 1 − TLZ. (11.15)

Dans le cas particulier d’un atome extrèmement lent,vc → 0, la réflectivitéR tend
vers l’unité parce que l’atome suit adiabatiquement les niveaux diagonalisés à travers
le croisement évité.10 Un autre cas limite est celui d’une onde évanescente simple.
Le couplageCl s’annule alors et aucun transfert de population a lieu à la résonance :
l’atome traverse le croisement tout en restant sur le potentiel diabatique initial. Fina-
lement, un cas intéressant pour la diffraction est une séparatrice qui crée une super-
position à poids égaux entre les deux états finaux, comme le suggère le schéma 11.7.
La formule de LANDAU –ZENER implique qu’il faut alors ajuster le couplageCl et les
autres paramètres de façon à avoir

C2
l

h̄vc|F0 + F2l+1|
=

ln 2

2π
≈ 0.11. (11.16)

Pour vérifier cette approche perturbative, nous allons nous en servir pour ca-
ractériser la séparatriceA du schéma 11.7 dans une situation où R. DEUTSCHMANN

et ses collègues ont trouvé, par un calcul plus précis, que les populations des ordres de
diffraction pairs sont optimisées. Ils ont déterminé que cet optimum correspond au jeu
de paramètres suivant :

∆ ≃ 2 ∆D, dE+ ≃ 2.33 dE− ≃ 5.4 h̄∆D,
Ezi ≃ 3.2 h̄∆D Eq ≃ 8.6 × 10−4 h̄∆D

(vzi ≃ 122 h̄κ/M), ≃ 5.6 h̄2κ2/2M.
(11.17)

Sur la figure 11.9, nous comparons les énergies des niveaux habillés que l’on obtient en
diagonalisant le Hamiltonien de couplage pour les paramètres (11.17), aux prédictions
de l’approche perturbative pour le couplage Doppleron. Cette dernière approche prédit
que la séparation des niveaux au croisement évité vaut2|Cl|, ce qui est représenté par
les deux traits horizontaux sur la figure. Nous constatons que cette prédiction est en
bon accord avec la séparation des niveaux adiabatiques obtenus par le calcul complet
(les courbes en trait plein et en tirets). Les courbes en point-tirets et en pointillées
donnent les potentiels diabatiques (11.10) du calcul perturbatif, elles rejoignent les
niveaux exacts de façon satisfaisante dans la régionz > zc en amont du croisement
évité. Elles s’écartent des niveaux exacts dans la région z < zc parce que le calcul
perturbatif n’y est plus valable.

10Notons cependant que dans ce cas limite, notre approche semi-classique ne serait plus valable.
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Figure 11.9: Comparaison entre le calcul complet des niveaux habillés et l’approche
perturbative pour le couplage Doppleron.
Trait plein : niveau adiabatiqueW (ad)

0 (z), tirets : niveau adiabatiqueW (ad)
3 (z), point-

tirets : calcul perturbatif du niveau diabatique (non-couplé) W (dia)
0 (z), pointillées :

W
(dia)
3 (z). L’approche perturbative prédit un couplage résonnant `a l’intersection entre

les niveaux diabatiques. L’energie de couplageCl est représentée par les deux traits ho-
rizontaux dont la distance vaut2|Cl|. Cette distance est à comparer à l’écart minimal
entre les niveaux adiabatiques dans le croisement évité.
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En utilisant l’expression (11.13) pour l’énergie de couplageCl, la formule de
LANDAU –ZENER (11.15) donne une transmissionTLZ ≈ 75 %. Nous notons que
pour ce choix de paramètres, l’atome rencontre sur le niveau diabatiqueW0(z) en-
core deux croisements évités (voir la figure 11.5) qui peuvent, eux aussi, l’amener
vers d’autres ordres de diffraction. Cette valeur intermédiaire entre50 % et100 % pour
la transmission de la première séparatrice paraı̂t donc raisonnable pour optimiser les
populations des ordres pairsν = ±2. Les populations diffractées sont néanmoins de
l’ordre de quelques pour cent seulement parce que l’atome passe par au moins quatre
croisements évités (voir la figure 11.6), avant de sortir de l’onde évanescente.11 Avec
l’approximation grossièreT ∼ R ∼ 50 % qui correspond au maximum du produit
T R, les populations valentw±2 ∼ (1/2)4 = 6.25 %. Ceci est en effet l’ordre de gran-
deur des populations qu’ont trouvées R. DEUTSCHMANN et ses collègues par un calcul
plus précis.

11.1.3 Comparaison au ŕegime de faible saturation

Nous comparons maintenant l’approche DEW 1 développée dans le groupe de Bonn
au modèle du potentiel dipolaire scalaire que nous étudions dans ce mémoire.

Une approche plus ǵenérale

Notons tout d’abord que l’approche DEW 1 s’inscrit dans un cadre plus général parce
qu’elle part des équations d’ondes exactes pour un atome àdeux niveaux, alors que
le modèle scalaire n’est valable que dans une certaine limite où l’on peut éliminer
l’état excité. Ceci implique immédiatement que le modèle scalaire ne peut reproduire
le mécanisme de diffraction assistée par l’état excitéqui a été identifié dans l’approche
DEW 1. Par contre, nous nous attendons à ce que l’approche DEW 1 permet de retrou-
ver les résultats du modèle scalaire dans le domaine de validité de ce dernier. C’est
précisément ce que nous allons faire dans ce paragraphe. L’approche DEW 1 éclairera
alors d’un point de vue différent les résultats obtenus aux chapitres précédents.

L’approche DEW 1 s’inscrit pour d’autres raisons encore dans un cadre plus
général que le modèle scalaire : à la différence de l’approximation du réseau de phase
mince, par exemple, elle tient compte exactement de la conservation de l’énergie
parce qu’elle part des équations d’ondes couplées. En outre, elle n’est pas limitée au
régime semi-classique alors que c’est le cas pour l’approximation du réseau de phase
mince qui utilise des trajectoires classiques pour calculer les amplitudes de diffraction.
Néanmoins, nous allons nous limiter au régime semi-classique dans la suite parce qu’il
est pour l’instant le seul qui ait été réalisé dans l’expérience. Les situations étudiées par
R. DEUTSCHMANN et ses collègues se trouvent d’ailleurs également dans cerégime
[voir les paramètres optimisés (11.17)].

11Ceci correspond au nombre minimal de croisements évités pour la diffraction dans les ordresν =
±2 (voir les figures 11.5 et 11.6).
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Pour comparer au modèle scalaire, nous sommes donc limités aux résultats
de l’approximation de BORN du chapitre 7.12 Nous les avons déjà rappelés en
l’introduction, à savoir que les populations diffractées sont exponentiellement petites
en incidence rasante. Se posent donc les questions suivantes :

• dans le régime de validité du modèle scalaire, l’approche DEW 1 permet-elle de
confirmer que la diffraction est absente en incidence rasante ?

• comment peut-on interpréter dans le cadre de l’approche DEW 1 l’efficacité de
la diffraction en incidence normale ou oblique prédite parle modèle scalaire ?

Deux ingrédients de l’approche DEW 1 nous permettront de r´epondre à ces questions :
d’une part le rôle de relais que joue l’état excité dans l’approche DEW 1, et d’autre
part l’hypothèse du suivi adiabatique, entre les croisements évités, sur les niveaux
adiabatiques.

Le couplageà l’ état excit́e à la limite d’un grand d ésaccord

Rappelons que dans le modèle scalaire, l’on élimine adiabatiquement l’état excité et
que ceci est justifié dans le régime où le désaccordh̄∆ est grand devant l’énergie
incidenteEi = 1

2
M(v2

xi + v2
zi) et devant l’énergie d’interactiondE . Notons que le

déplacement DOPPLER∆D = qvxi est alors également petit devant le désaccord∆.
Du point de vue des potentiels adiabatiques de l’approche DEW 1 (représentés sur la
figure 11.6), le premier croisement évité que l’atome rencontre fait donc intervenir une
résonance Doppleron à un nombre de photons très élevé :2l + 1 ∼ ∆/∆D ≫ 1. Il
s’ensuit que le couplageCl (11.13) est de l’ordre de

|Cl| ∼ dE
(

dE
h̄∆

e

)2l

, (11.18)

donc très petit à cause du régimedE ≪ h̄∆ (faible saturation) qui permet d’éliminer
l’état excité. Par conséquent, la transition non adiabatique vers le potentiel diabatique
associé à l’état excité est inefficace [voir le coefficient de transmission (11.15)], et
l’atome continue de suivre le niveau diabatique dans lequelil est entré dans l’onde
évanescente. L’on peut tout aussi bien ignorer les potentiels diabatiques associés à
l’état excité, et l’on retrouve alors le modèle scalairedans la formulation des équations
d’ondes couplées. Notons que cet argument utilise seulement l’hypothèse que le
décalage DOPPLER soit faible devant le désaccord et qu’il est donc valable quel que
soit l’angle d’incidence.

La diffraction assistée par l’état excité, mécanisme identifié dans l’approche
DEW 1, n’est donc possible que si le couplage Doppleron vers l’état excité est efficace.

12Pour la diffraction de BRAGG, nous avons certes utilisé, au chapitre 9, des équations d’ondes
couplées (9.5), mais nous nous sommes alors concentré auxrésonances de BRAGG qui ont lieu au
voisinage de l’incidence normale.
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Ceci correspond à un désaccord∆ qui ne soit pas trop grand devant le déplacement
DOPPLER∆D ou à une forte saturation de la transition atomique [voir les paramètres
optimisés (11.17)]. Notons que dans le deuxième cas, l’émission spontanée commence
à jouer un rôle important et qu’elle réduit la réfléctivité de l’onde évanescente. Si par
contre le désaccord est grand par rapport au décalage DOPPLER, le couplage Dop-
pleron entre les niveaux fondamentaux et excités est négligeable, et ce n’est pas par
l’assistance de l’état excité que la diffraction peut avoir lieu.

Interpr étation de la diffraction en incidence normale et oblique dans le cadre de
l’approche DEW 1

Nous nous plaçons maintenant dans le régime d’un désaccord grand où l’élimination
adiabatique de l’état excité est justifiée. Les potentiels adiabatiques donnés par
l’approche de DEW 1 sont alors tous répulsifs (voir la figure11.10), et à première
vue, il n’y a pas de diffraction : l’atome ne sortirait-il pasdans le même potentiel adia-
batique dans lequel il est entré dans l’onde évanescente ?Nous montrons maintenant
que la diffraction est néanmoins possible parce que le suivi adiabatique sur les niveaux
adiabatiques de l’état fondamental n’est pas assuré en incidence oblique ou normale.

Plus précisément, les niveaux adiabatiques sont sépar´es en énergie les uns des
autres par une distance de l’ordre de2h̄∆D en incidence oblique et de l’ordre de
≃ Eq en incidence normale (voir la figure 11.10). Supposons maintenant qu’un pa-
quet d’ondes atomiques soit incident sur le niveauν = 0 et qu’il se trouve autour
de la positionz en mouvement à la vitessevz (voir la figure 11.11). Comme les états
propres associés aux potentiels adiabatiques dépendentde la distancez, le mouvement
de l’atome induit un couplage non adiabatique vers les niveaux voisins. Ce couplage
est caractérisé par une fréquenceΩn.ad., et pour le couplage vers les niveauxν = ±2,
en incidence oblique et pour un contraste faible, l’on trouve queΩn.ad. est de l’ordre
de

Ωn.ad. ≃ κvz
ǫW

(dia)
0 (z)

2h̄∆D
, (11.19)

oùW (dia)
0 (z) est le déplacement lumineux diabatique etǫ ≡ 2|E+E−|/(E2

+ + E2
−) le

contraste de l’onde évanescente stationnaire. Pour interpréter l’expression (11.19), rap-
pelons que la partie stationnaire de l’onde évanescente〈〈contamine〉〉 l’état propre du
niveau habilléW (dia)

0 (z) par les états|g,±2〉. Pour un contraste faible, la contamination
correspond à une amplitude de probabilité de l’ordre deǫW

(dia)
0 (z)/4h̄∆D. Cette am-

plitude varie sur une échelle spatiale1/2κ, et la fréquenceΩn.ad. en donne la vitesse de
changement vue par un atome en mouvement à la vitessevz. Pour la probabilitéwn.ad.

de transition non adiabatique vers les niveaux d’énergieW±2(z), l’estimation donnée
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Figure 11.10: Potentiels adiabatiques dans la limite de faible saturation, pour un atome
en incidence oblique (angle d’incidenceθi ≃ 70◦). Les potentiels sont donnés en unités
du déplacementDOPPLERh̄∆D, et la position en unités de la longueur de décroissance
1/κ de l’onde évanescente.
Trait plein (tirets) : potentiels assciés à l’état fondamental (excité), trait épais : poten-
tiels pour les ordresν = 0,+1. Les potentiels sont donnés en unités du déplacement
DOPPLERh̄∆D, et la positionz en unités de1/κ.
Paramètres : désaccord∆ = 30 ∆D, énergie de reculEq = h̄∆D/200, énergies
d’interactiondE+ = 20 h̄∆D, E− = 0.5 E+, correspondant à un contrasteǫ ≃ 0.8.
L’énergie incidente vautEzi = 7 h̄∆D (vzi ≃ 37 h̄q/M).
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Figure 11.11: Paquet d’onde atomique incident dans le niveau diabatiqueν = 0. En
tirets : les niveaux diabatiques voisinsν = ±2.

par MESSIAH13 implique alors

wn.ad. ≤



max |Ωn.ad.|

min |W (dia)
0 −W

(dia)
±2 |





2
(∗)

≤
(

ǫ

3
√

3

κvzi

2∆D

Ezi

h̄∆D

)2

(11.20)

où nous avons pris, à l’inégalité(∗), la valeur maximale du produitvzW
(dia)
0 (z) =

(2/3
√

3)vziEzi que l’on déduit de la conservation de l’énergie. Si nous fixons la
composante normalevzi de la vitesse incidente, la transition non adiabatique est
négligeable si

ξ ≡ 2∆D

κvzi
≫
(

ǫ

3
√

3

vzi

h̄κ/M

)1/2

(11.21)

où ξ est le paramètre d’obliquité classique que nous avons introduit au chapitre 6.
La condition (11.21) montre que c’est donc seulement en incidence rasante,ξ ≫ 1,
que l’atome suit adiabatiquement les potentiels associésaux ordres de diffraction
|g, ν = 2n〉. En incidence normale ou oblique par contre, oùξ <∼ 1, l’atome ne suit
pas adiabatiquement le niveau|g, 0〉 par lequel il est entré dans l’onde évanescente. Le
suivi adiabatique est certes assuré pour un contrasteǫ nul parce que les états|g, 0〉 et
|g,−2〉 se découplent, mais un contraste faible (de l’ordre deǫ >∼ ξ2κ/kzi) est déjà
suffisant pour créer des transitions non adiabatiques entre les états fondamentaux.

En incidence normale ou oblique, la diffraction apparaı̂t donc de nouveau comme
une violation de l’approximation adiabatique. Mais contrairement à l’incidence ra-
sante, les états habillés des niveauxW

(ad)
2n (z) sont constamment mélangés entre eux

13A. M ESSIAH, Mécanique Quantique, nouvelle édition (1995), t. 2, chap. XVII,§ 13.
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dans l’onde évanescente, et le couplage non adiabatique n’est pas localisé à une posi-
tion précise. Par conséquent, l’image de la diffraction donnée par l’approche DEW 1
est mal adaptée en incidence normale et oblique pour prédire de façon quantitative les
populations des ordres de diffraction. Dans cette situation, il est techniquement plus
efficace de choisir comme point de départ les niveaux diabatiques qui correspondent
au déplacement lumineux moyenVmax e−2κz. Le couplage entre les niveaux est alors
induit par la partie modulée du déplacement lumineux, proportionnelle au contraste
ǫ, qui est non nulle sur toute l’épaisseur de l’onde évanescente. Dans l’approximation
de BORN (chapitre 7), les populations diffractées sont alors obtenues en intégrant le
couplage entre les fonctions d’onde dans les niveaux diabatiques. L’approximation
du réseau de phase mince (chapitre 8) suit une démarche analogue en accumulant un
déphasage pendant le processus de réflexion. Ceci explique aussi que la diffraction
peut être plus efficace en incidence normale qu’en incidence rasante : en effet, le maxi-
mum des populationswν=±2 (8.85) dans l’approximation du réseau de phase mince
est de l’ordre de30 %, alors qu’en incidence rasante, l’approche DEW 1 donne des
populations optimisées de l’ordre de6 %.

L’estimation (11.21) montre également qu’en incidence rasante,ξ ≫ 1, l’atome
suit en effet les potentiels adiabatiques associés à l’état fondamental. Nous trouvons
ainsi une interprétation alternative de la coupure de l’efficacité de diffraction en in-
cidence rasante dans le cadre du modèle scalaire : la séparation des niveaux habillés
associés aux ordres de diffraction est suffisamment grandepour que l’atome suive
adiabatiquement le niveau d’énergie dans lequel il est entré dans l’onde évanescente
stationnaire. Il n’y a pas de transfert vers les ordres non spéculaires, à moins qu’il soit
〈〈assisté〉〉 par le passage dans l’état excité.

Conclusion. Le schéma 11.12 permet d’illustrer les différences entrel’approche de
R. DEUTSCHMANN et ses collègues et celle du potentiel dipolaire scalaire.Il apparaı̂t
que les deux approches donnent des descriptions complémentaires pour la diffraction
d’atomes par l’onde évanescente stationnaire : dans l’approche DEW 1, la diffraction
n’est efficace que si le désaccord est comparable au déplacement DOPPLER (en bas
à gauche sur le schéma 11.12) parce que l’état excité sert de relais entre les ordres
de diffraction et que le couplage entre les états fondamental et excité est induit par
une transition à plusieurs photons, la résonance Doppleron. En incidence normale ou
oblique (en haut à gauche), le désaccord serait tellementpetit que l’émission spontanée
rendrait impossible la diffraction, voire la réflexion même des atomes.

Dans l’approche du potentiel scalaire par contre, l’on se place dans le régime d’un
grand désaccord,∆ ≫ ∆D, pour éliminer l’état excité. La diffraction assistéepar
l’état excité est alors inefficace (la partie droite du schéma 11.12). En incidence ra-
sante, l’atome suit adiabatiquement le niveaux habillé par lequel il est entré dans l’onde
évanescente ; il n’y a pas de diffraction (en bas à droite sur le schéma 11.12). En inci-
dence oblique et normale (en haut à droite), de forts couplages non adiabatiques entre
les niveaux habillés dans l’état fondamental sont créés lorsque l’atome traverse l’onde
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couplage Doppleron efficace
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Figure 11.12: Comparaison entre l’approche DEW 1 et le modèle scalaire.
Partie gauche : désaccord comparable au décalage Doppler, partie droite : grand
désaccord.
Partie supérieure : incidence normale ou oblique, avec descouplages non adiabatiques
forts entre les niveaux adiabatiques de l’état fondamental ; partie inférieure : incidence
rasante, suivi adiabatique assuré, sauf aux croisements ´evités.
Les expériences de Bonn et de Paris-Nord se situent en bas àdroite.

évanescente, et ce sont eux qui sont responsables de la diffraction. Cependant, le for-
malisme du modèle DEW 1 n’est pas adapté pour calculer la figure de diffraction dans
cette situation parce que les couplages non adiabatiques nesont pas localisés dans des
croisements évités.

11.1.4 Approches th́eoriques alternatives

Avant de comparer l’approche théorique du groupe de Bonn aux expériences de dif-
fraction, passons en revue d’autres théories qui ont étédéveloppées pour la diffraction
par l’onde évanescente stationnaire. Dans leur proposition originale [10], J. V. HAJNAL

et G. I. OPAT reformulent les équations couplées (11.5) en une équation intégrale, qui
est résolue numériquement par une méthode itérative. Comme pour le développement
de BORN–VON NEUMANN, l’on peut s’attendre à ce que cette approche souffre de
problèmes de convergence pour un champ lumineux fort, ce qui explique pourquoi



Incidence rasante 289

elle n’a pas été reprise par le groupe de Bonn qui, lui, s’est intéressé au régime du
couplage fort.

Le groupe de V. LORENT et de J. BAUDON qui a pu observer les résonances
Doppleron dans l’onde évanescente [18], les a également interprétées théoriquement
[99]. Cependant, pour tenir compte de l’émission spontan´ee, leur point de départ sont
les équations de BLOCH optiques sans quantification du mouvement externe. Ceci
empêchea priori de décrire la diffraction d’atomes. Par contre, cette théorie permet de
comprendre les résonances Doppleron observées dans l’expérience [18] parce que la
force dipolaire de l’onde évanescente est réduite autourde la condition de résonance
du Doppleron. Les résonances Doppleron se manifestent alors par une réduction de la
réflectivité de l’onde évanescente en fonction du désaccord.

L’approche des niveaux adiabatiques du modèle DEW 1 a étéutilisée par
J. E. MURPHY, L. HOLLENBERG et A. E. SMITH [101] pour interpréter les résultats
numériques qu’ils ont obtenus en intégrant les équations d’ondes couplées, ainsi que
pour expliquer les observations des résonances Doppleron[100] du groupe de H.-
A. BACHOR. Dans ce point de vue, la réflectivité de l’onde évanescente est réduite
si un croisement évité apparaı̂t précisément à l’énergie incidenteEzi : l’atome passe
alors adiabatiquement dans l’état excité qui est soumis `a un potentiel attractif, et il est
adsorbé à la surface du diélectrique.

Des approches〈〈 tout numériques〉〉 ont aussi été suivies par les groupes de
D. WALLS [134] et de C. M. SAVAGE [80]. Dans ses résultats, D. WALLS s’est
concentré sur une onde lumineuse stationnaire en géométrie de transmission, et sur les
résonances Doppleron vers l’état excité final. Le groupede C. M. SAVAGE a simulé les
conditions de l’expérience du groupe de H.-A. BACHOR [100] et a trouvé un accord
satisfaisant pour les résonances Doppleron. Il a également vérifié que l’intégration
numérique reproduit les résultats de l’approche DEW 1 pour les paramètres choisis
par R. DEUTSCHMANN et ses collègues. Par contre, il a constaté qu’il n’y a pas de
diffraction pour les conditions expérimentales où le groupe de Bonn a effectivement
observé la diffraction. Ce différend entre l’expérience et une approche théorique qui
semble exacte (résolution numérique des équations d’ondes couplées) nous amène au
paragraphe suivant, où nous allons étudier la théorie deDEW 1 dans le régime où la
diffraction a été observée dans l’expérience.

11.1.5 Comparaison aux exṕeriences de diffraction

Dans l’annexe 11.A, nous présentons de façon plus détaillée les conditions
expérimentales dans lesquelles la diffraction d’atomes aété observée par les groupes
de W. ERTMER [12], d’une part, et de V. LORENT [13], d’autre part. Nous allons
nous contenter ici des conclusions suivantes : tout d’abord, dans les expériences, le
désaccord∆ est beaucoup plus grand que le déplacement DOPPLER∆D, et le poten-
tiel dipolaire de l’onde évanescente est suffisamment fortpour que l’atome reste dans
une région où la saturation de la transition atomique est faible.

Ensuite, la longueur d’onde atomique incidente est très petite devant les échelles
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caractéristiques du réseau, de sorte que les expériences se placent dans le régime semi-
classique. En particulier, les différences verticales∆kzν entre les vecteurs d’onde
diffractés sont grandes devant la constante de décroissanceκ, et l’approximation de
BORN pour un potentiel dipolaire scalaire implique alors que lespopulations des
ordres de diffraction non spéculaires sont négligeables. Notons finalement que du
point de vue classique, l’onde évanescente stationnaire réalise un réseau de diffraction
géométriquement épais, dont le contraste est relativement élevé (supérieur à50 %).
Ceci implique que l’approximation du réseau de phase mincene peut servir pour
décrire ces expériences.

Sur le schéma 11.12, les expériences de diffraction se situent dans la partie en bas
à droite. Elles correspondent donc à un régime de paramètres où les deux théories,
l’approche DEW 1 ainsi que le modèle scalaire, prédisent que la diffraction est ineffi-
cace. Pour l’expérimentateur, le fait que la diffraction apu être observée pour ces va-
leurs du désaccord est plutôt une bonne nouvelle, parce que la probabilité d’émission
spontanée est alors négligeable. Pour le théoricien parcontre, une autre théorie sera
nécessaire pour expliquer les observations expérimentales.

Sur les figures 11.13 à 11.15, nous représentons les niveaux adiabatiques que
l’on obtient dans le cadre de l’approche DEW 1 pour les param`etres utilisés dans les
expériences. Sont également inclus les niveaux d’énergie donnés par l’approche per-
turbative pour le couplage Doppleron que nous avons esquissée au paragraphe 11.1.2.
Sur la figure 11.13, nous constatons que dans l’expérience de Bonn, l’énergie inci-
denteEzi des atomes est près de la moitié du déplacement DOPPLERh̄∆D, et que les
atomes atteignent a peine le premier croisement évité. Cequi plus est, celui-ci res-
semble plutôt à un croisement (voir aussi la figure 11.14, où la zone du croisement a
été agrandie). Le couplage dû à la résonance Doppleronest en effet trop faible pour
écarter les niveaux habillés. Ceci est en accord avec le calcul analytique représenté par
le trait horizontal : il s’y confondent en fait deux traits dont la distance, infime, corres-
pond à l’énergie de couplageCl du Doppleron. En effet, il s’agit là d’un Doppleron
d’ordre très élevé (2l + 1 = 21), qui induit un couplage beaucoup plus petit que les
déplacements lumineux [voir (11.18)]

Cl(zc) ≃ W
(dia)
0 (zc)

(

dE
h̄∆

e1−κzc

)19

≪W
(dia)
0 (zc) (11.22)

parce quedE+ e1−κzc/h̄∆ ≈ 0.3 < 1. Ceci implique que le premier croisement évité
que l’atome rencontre, correspond à une séparatrice avecune transmission très proche
de 100% [voir le modèle de LANDAU –ZENER (11.15)], sauf dans une bande infime
d’énergies incidentes autour deEzi = W

(dia)
0 (zc). Cette bande d’énergies correspond

à des atomes qui rebroussent chemin à la position du croisement évité [vc = 0 dans
la formule (11.15)]. Dans les conditions expérimentales,la largeur de cette bande vaut
δEzi ∼ 10−20Ezi, elle est donc trop étroite pour être observée.

L’on obtient des résultats analogues pour l’expérience de Paris-Nord (voir la fi-
gure 11.15).
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Figure 11.13: Potentiels adiabatiques pour les paramètres de l’expérience de Bonn.
Les déplacements lumineux sont donnés en unités du déplacementDOPPLERh̄∆D, la
position en unités de la longueur de décroissance1/κ de l’onde évanescente.
En trait plein : potentiel adiabatiqueW (ad)

0 (z), en tirets :W (ad)
21 (z), en point-tirets :

résultat perturbatif pour le potentiel diabatiqueW (dia)
0 (z), en pointillées :W (dia)

21 (z).
Le trait vertical marque le croisement de niveaux dans le calcul perturbatif. Le cou-
plage Doppleron au croisement est trop faible pour que la différence en énergie dans
le croisement évité soit visible dans la figure. Le rectangle autour du croisement évité
est agrandi sur la figure 11.14.
Paramètres : désaccord∆ = 20 ∆D, énergies de couplagedE+ = 4.1 h̄∆D, E− =
0.69 E+, énergie incidenteEzi = 0.46 h̄∆D (vzi = 73 h̄κ/M). Les potentiels adiaba-
tiques ont été calculés numériquement en utilisant lesétatsν = −40, . . .+40. L’énergie
de reculEq a été négligée devant le déplacementDOPPLERh̄∆D.
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Figure 11.14: Agrandissement des potentiels adiabatiquespour l’expérience de Bonn
autour du croisement des niveaux (le rectangle de la figure 11.13).
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Figure 11.15: Potentiels adiabatiques pour l’expériencede Paris-Nord. Mêmes unités
que pour la figure 11.13.
Paramètres : désaccord∆ = 8.3 ∆D, énergies de couplagedE+ = 10 h̄∆D, E− =
0.4 E+, énergie incidenteEzi = 0.21 h̄∆D (vzi = 160 h̄κ/M). Les potentiels adiaba-
tiques ont été calculés numériquement en utilisant lesétatsν = −20, . . .+20. L’énergie
de reculEq a été négligée devant le déplacementDOPPLERh̄∆D.
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11.1.6 Conclusion

Les niveaux adiabatiques de l’approche de DEW 1 permettent de comprendre
les résonances Doppleron observées pour un désaccord del’ordre de quelques
déplacements DOPPLER ∆D, dans un régime où l’émission spontanée joue un rôle
important. Par contre, les observations de la diffraction d’atomes en incidence rasante
faites à Bonn et à Paris-Nord restent inexpliquées parceque le désaccord est alors beau-
coup plus grand que∆D, et que le couplage Doppleron aux croisements évités faitin-
tervenir une transition à un nombre de photons très élev´e. Par conséquent, la résonance
Doppleron est trop faible pour amener l’atome à travers l’´etat excité vers un ordre
de diffraction non spéculaire. Nous avons ainsi interprété les résultats numériques de
D. GORDON et C. M. SAVAGE.

Les expériences de Bonn et de Paris-Nord se rapprochent donc d’une situation où
l’état excité ne joue aucun rôle dans la diffraction. Cependant, si l’on adopte alors
le modèle d’〈〈atome à un niveau〉〉, en se restreignant à l’état fondamental, la théorie
scalaire que nous avons développée au chapitre 7 dans l’approximation de BORN prédit
elle aussi que l’efficacité de diffraction est extrèmement petite en incidence rasante.
Nous avons constaté en utilisant l’image développée dans l’approche DEW 1, que cette
coupure de l’efficacité de diffraction provient d’un suiviadiabatique de l’atome sur les
niveaux d’énergie de l’état fondamental.

Dans la partie suivante de ce chapitre, nous présenterons une troisième approche
qui nous semble la mieux adaptée pour expliquer les observations expérimentales de
la diffraction d’atomes en incidence rasante.

11.2 La diffraction 〈〈assist́ee〉〉 par sous-niveaux
magnétiques

Introduction

Nous montrons dans la deuxième partie de ce chapitre que c’est en tenant compte
de la structure magnétique de l’état atomique fondamental qu’il est possible de com-
prendre les observations expérimentales de la diffraction en incidence rasante. En fait,
les mêmes ingrédients ont déjà été utilisés par R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et
H. WALLIS dans leur publication〈〈Reflection beam splitter for multilevel atoms〉〉14,
mais ils ont alors mis l’accent sur une onde évanescente simple, en la combinant à un
champ magnétique. Ils ont montré que dans les potentiels adiabatiques pour les sous-
niveaux magnétiques, des croisements évités apparaissent sous l’influence simultanée
des champs lumineux et magnétique. Dans le même esprit quedans l’approche DEW 1,
ces croisements évités agissent alors comme une séparatrice pour une onde atomique
incidente. Par opposition à la théorie à deux niveaux, une grande valeur du désaccord
n’empêche pas que les croisements évités des sous-niveaux magnétiques apparaissent

14Physical Review A48, R4023–26 (décembre 1993), réf. [79]
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de façon efficace, avec l’avantage que la diffraction ne fait pas intervenir l’état excité
et évite donc l’émission spontanée.

Dans la diffraction d’un atome avec une structure magnétique par une onde
évanescente stationnaire, des croisements évités apparaissent aussi, même en ab-
sence d’un champ magnétique. Dans les croisements, l’atome peut changer d’état
interne ce qui conduit à la diffraction dans un ordre non sp´eculaire. Ce mécanisme
a été également observé par D. GORDON et C. M. SAVAGE de l’Université Nationale
d’Australie (Canberra) à l’aide d’une solution numérique de l’équation de SCHRÖDIN-
GER dépendante du temps (〈〈Evanescent wave diffraction of multi-level atoms〉〉15). Ils
ont constaté que dans les conditions expérimentales de l’expérience de Bonn, la po-
pulation de l’ordre de diffractionν = −2 peut atteindre jusqu’à∼ 15%. Nous al-
lons illustrer ce mécanisme de〈〈diffraction assistée par sous-niveaux magnétiques〉〉 à
l’aide d’un modèle simplifié qui permet des estimations analytiques de la population
diffractéew−2. Nous en donnerons en même temps une interprétation alternative en
terme d’un interféromètre à effet STERN–GERLACH.

11.2.1 Pŕesentation du mod̀ele simplifié

Le champ lumineux

Considérons une onde évanescente stationnaire formée par une onde en polarisation
p (ou 〈〈TM〉〉, champ magnétique perpendiculaire au plan d’incidence) et une onde en
polarisations (〈〈TE〉〉, champ électrique perpendiculaire au plan d’incidence) se propa-
geant en sens opposé. Le champ électrique~E(r) de l’onde évanescente s’écrit alors

~E(r) = [Epep exp iqx+ Eses exp (−iqx)] exp (−κz), (11.23)

où Ep,s sont les amplitudes des champs électriques à la surface dudiélectrique etep,s

leurs vecteurs de polarisation. En choisissant la direction du vecteures (la direction
Oy) comme axe de quantification, le vecteur de polarisation de l’ondep se décompose
en composantesσ+ etσ−,

ep = α+e+ + α−e− ≡ κ− q√
2kL

e+ +
κ+ q√

2kL

e−, (11.24)

où les vecteurs unitairese± pour les polarisationsσ± sont donnés par

e± ≡ ∓ 1√
2
(ez ± iex). (11.25)

Nous allons supposer que le désaccord à résonance∆ est grand devant la fréquence
de couplagedEp/h̄, ainsi que devant le déplacement Doppler∆D. Rappelons que dans
ce régime, la saturation de la transition atomique est faible et que nous pouvons nous

15Optics Communications130, 34–40 (15 septembre 1996), réf. [81] ; un〈〈Erratum〉〉 est à paraı̂tre où
les populations diffractées sont revues à la baisse par rapport à la première version de l’article.
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Figure 11.16: Coefficients deCLEBSCH–GORDAN pour une transitionJ = 1/2 →
Je = 3/2.

restreindre à la multiplicité des sous-niveaux magnétiques|m〉 de l’état fondamental.
Cette approche est justifiée par les conditions expérimentales.

En ce qui concerne la structure des sous-niveaux magnétiques, nous allons
considérer une transitionJ = 1/2 → Je = 3/2. Les forces des transitions entre
les sous-niveaux qu’excitent les composantes de polarisation de l’onde évanescente,
sont alors caractérisées par les coefficients de CLEBSCH–GORDAN donnés sur la fi-
gure 11.16.

Remarque.Ce modèle simplifié diffère dans certains détails des travaux de R. DEUT-
SCHMANN et ses collègues ainsi que de ceux du groupe de C. M. SAVAGE : eux ont
choisi la directionOz comme axe de quantification ; ils ont inclus l’état excité avec
sa multiplicité magnétique dans le calcul ; et la transition atomique est une transition
J = 2 → Je = 2, ce qui correspond aux conditions de l’expérience de Bonn.(Dans
l’expérience de Paris-Nord, une transitionJ = 2 → Je = 3 a été utilisée.) Pour
notre part, nous avons choisi une description plus simple, ayant l’objectif plus modeste
d’exposer le principe de la diffraction assistée par sous-niveaux magnétiques.

Le cas d’une ondéevanescente progressive

Supposons d’abord que l’onde évanescente soit progressive et formée par la seule onde
p. Nous constatons que les sous-niveaux|+〉 (m = +1/2) et |−〉 (m = −1/2) de l’état
fondamental sont alors des états propres de l’opérateur du déplacement lumineux̂V
dont les valeurs propresV±(z) sont données par

V+(z) =
d2E2

p

h̄∆

(

|α+|2 + 1
3
|α−|2

)

exp (−2κz), (11.26a)

V−(z) =
d2E2

p

h̄∆

(
1
3
|α+|2 + |α−|2

)

exp (−2κz). (11.26b)

Ces déplacements lumineux sont représentés sur la figure11.17 où nous voyons que
l’état |−〉 est davantage déplacé que l’état|+〉. Ceci est la conséquence du fait que la
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Figure 11.17: Déplacements lumineux des sous-niveaux magnétiques|±, ν〉 pour une
onde évanescente en polarisationp, en tenant compte de l’effetDOPPLER (comparer
à la figure 11.4). Les déplacements lumineux sont donnés en unités du déplacement
DOPPLERh̄∆D, et la distancez en unités de1/κ.
Paramètres : onde évanescente avecq =

√
2kL, κ = kL. Les déplacements lumineux à

la surface du prisme sont déterminés pard2E2
p/h̄∆ = 2 h̄∆D.

composanteσ− de l’onde évanescente en polarisationp est plus forte que la compo-
santeσ+ [voir (11.24)], et que le coefficient de CLEBSCH–GORDAN pour la polari-
sationσ− est plus grand pour le sous-niveau|−〉 que pour le sous-niveau|+〉 (voir la
figure 11.16).

Comme auparavant, nous décrivons le mouvement le long de ladirectionOx dans
une base d’onde planes avec les vecteurs d’ondeskxν = kxi + νq (avecν pair) que
nous notons|±, ν〉 ; l’énergie cinétique associée au vecteurs d’onde diffractéskxν im-
plique que les paires de niveaux|±, ν〉 sont séparées les unes des autres par2h̄∆D

(voir la figure 11.17). Les courbes de potentiel de cette figure correspondent aux po-
tentiels diabatiquesW (dia)

ν (z) du sous-chapitre précédent (la figure 11.4). Pour une
onde évanescente simple, ils ne sont pas couplés entre eux.

Le couplageRAMAN dans une ondéevanescente stationnaire

Ajoutons maintenant une faible onde contra-propageanteEs avec la polarisations, pour
créer une onde évanescente stationnaire à faible contraste. Les sous-niveaux|±, ν〉
sont alors couplés entre eux par des transitions RAMAN qui sont schématisées sur
la figure 11.18. Ces transitions transfèrent des vecteurs d’onde ±2q dans la direc-
tion Ox à l’onde atomique et couplent ainsi les ordres de diffraction. Elle sont ca-
ractérisées par des énergies de couplage qui correspondent aux éléments non diago-
naux de l’opérateur du déplacement lumineuxV̂. Par exemple, les transitions RAMAN
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Figure 11.18: TransitionsRAMAN entre sous-niveaux magnétiques pour une transition
J = 1/2 → Je = 3/2 dans l’onde évanescente stationnaire.
(a,b) : l’atome absorbe d’abord un photon de l’onde contra-propageanteEs et en émet
un autre dans l’onde co-propageanteEp, ce qui conduit à un transfert de vecteur d’onde
∆kx = −2q. Dans le processus (a), l’atome émet un photon avec la polarisationσ−,
en passant du sous-niveau|−〉 vers le niveau|+〉. Le processus (b) fait intervenir
l’émission d’un photonσ+ et le changement inverse entre les sous-niveaux.
(c,d) : processus avec d’abord une absorption de l’onde co-propageanteEp, et ensuite
une émission dans l’onde contra-propageanteEs, avec un transfert de vecteur d’onde
∆kx = +2q.
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Figure 11.19: TransitionRAMAN résonnante entre sous-niveaux magnétiques dans
l’onde évanescente stationnaire. La résonance apparaı̂t lorsque la différence des
déplacements lumineuxV±(z) des états magnétiques|±〉 compense le décalageDOP-
PLER 2h̄∆D.

qui couplent les ordres de diffractionν etν − 2 ont des couplages (les processus (a, b)
sur la figure 11.18)

C
(−)
−2 (z) ≡ 〈+, ν − 2|V̂(z)|−, ν〉 =

√
2

3

d2

h̄∆
α∗
−E∗

pEs e−2κz (11.27a)

C
(+)
−2 (z) ≡ 〈−, ν − 2|V̂(z)|+, ν〉 =

√
2

3

d2

h̄∆
α∗

+E∗
pEs e−2κz. (11.27b)

Le couplageC(+)
−2 (z) (11.27b) correspond à une transition RAMAN où l’atome absorbe

un photon en polarisationπ de l’onde contra-propageanteEs et émet, de façon sti-
mulée, un photon polariséσ+ dans l’onde co-propageanteEp (le processus (b) sur la
figure 11.18). L’atome passe alors de l’état magnétique|+〉 vers l’état|−〉.

Nous notons qu’à la différence de l’approche DEW 1, les couplages entre les ordres
de diffraction sont créés par une transition à deux photons [dans (11.27) intervient un
produit de deux amplitudesEs,p du champ lumineux]. Pour un grand désaccord, le
couplage RAMAN est par conséquent plus efficace que le couplage Doppleron.

Dans la région asymptotique loin de l’onde évanescente, les transitions RAMAN

sont désaccordées par rapport à la condition de résonance par le double2∆D du
déplacement DOPPLER (voir la figure 11.19). Dans l’onde évanescente, elles de-
viennent résonnantes lorsque les différences des déplacements lumineuxV±(z) des
sous-niveaux magnétiques|±〉 compensent l’écart en énergie2h̄∆D. Ceci correspond
aux croisements entre les potentiels diabatiques de la figure 11.20. Nous notons que
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Figure 11.20: Trajectoires sur les niveaux diabatiques pour un atome incident dans
l’état |+, ν = 0〉 et diffracté vers l’état|−, ν = −2〉.

les croisements ne sont possibles que parce que les niveaux|±〉 sont soumis à des
déplacements différents. Comme dans l’approche DEW 1, lecouplage RAMAN trans-
forme les croisements des niveaux diabatiques en croisements évités, où l’atome peut
passer sur une autre courbe de potentiel.

Par exemple, la transition qui relie les états|+, ν〉 et |−, ν − 2〉 (11.27b), devient
résonnante à la positionzc fixée par

V−(zc) − V+(zc) = 2h̄∆D. (11.28)

Par contre, le potentiel diabatique pour le niveau|−, ν〉 se trouve toujours au-dessus de
celui du niveau|+, ν−2〉 de sorte qu’ils ne se croisent pas et que le couplage RAMAN

(11.27a) n’est jamais résonnant.

Pour modéliser la diffraction d’un atome incident dans l’´etat |+〉, nous pouvons
donc nous limiter aux seuls états|+, ν = 0〉 et |−, ν = −2〉. Les potentiels dia-
batiques présentent un seul croisement évité (voir la figure 11.20), de sorte qu’il est
possible de donner une expression analytique simple pour les populationsw0, w−2

des ordres de diffraction. Nous présentons deux calculs différents : un premier dans
l’esprit de l’approche DEW 1, où nous décrivons le croisement évité par une tran-
sition non adiabatique à l’aide du modèle de LANDAU –ZENER ; et un deuxième à
l’aide de l’approximation de BORN, où la diffraction sera interprétée par le principe de
FRANCK–CONDON.
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11.2.2 Ŕesultats pour la population diffractée dans l’ordre−2

Calcul avec le mod̀ele deLANDAU –ZENER

Pour caractériser le croisement évité des niveaux|+, 0〉 et |−,−2〉 (à la positionA
sur la figure 11.20), utilisons le modèle de LANDAU –ZENER pour les transitions non
adiabatiques : la transmissionTLZ de cette séparatrice atomique est alors donnée par
(11.15)

TLZ = exp



−π|C
(+)
−2 (zc)|2

2h̄2κ∆Dvc



 , (11.29)

où vc est la vitesse de l’atome au croisement, et nous avons utilisé la variation expo-
nentielle des niveaux diabatiques pour déterminer leurs gradients autour de la position
zc du croisement [voir (11.14)]. En suivant l’approche DEW 1, nous allons nous ser-
vir des fonctions d’onde semi-classiques (dans l’approximation BKW) en dehors du
croisement évité. A la position du croisement, nous les raccordons par une matrice de
transition de LANDAU –ZENER [voir l’équation (B5) de la référence [78]] aux ondes in-
cidentes et diffractées. L’on obtient alors le résultat suivant pour les populationsw0,−2

des ordres de diffraction

w0 = 1 − 4 TLZRLZ cos2 δϕ,

w−2 = 4TLZRLZ cos2 δϕ,
(11.30)

oùδϕ est la différence de phase pour la propagation semi-classique de l’onde atomique
entre la séparatrice et les points de rebroussementz+,0 et z−,−2 des potentiels associés
aux états|+, 0〉 et |−,−2〉. Dans l’approximation BKW, nous avons

δϕ =
M

h̄

zc∫

z+,0

v+,0(z) dz − M

h̄

zc∫

z−,−2

v−,−2(z) dz

=
Mvzi

h̄κ
arctanh

vc

vzi
− Mvz,−2

h̄κ
arctanh

vc

vz,−2
, (11.31)

où à la deuxième ligne, nous avons utilisé le résultat analytique pour la phase BKW
dans un potentiel exponentiel [l’équation (Pha6) à l’annexe 3.A].

A cause de la différence de phaseδϕ, la populationw−2 (11.30) présente des os-
cillations en fonction de la vitesse incidentevzi que l’on appelle lesoscillations de
STÜCKELBERG. Par ailleurs, la populationw−2 est proportionnelle au produitTLZRLZ

parce que l’atome doit passer par la séparatrice en transmission à l’〈〈aller〉〉 et en
réflexion au〈〈 retour〉〉 (ou en ordre inverse). Sur la figure 11.21, nous représentons
les populationsw0 etw−2 (11.30), en fonction de l’énergie incidenteEzi. Nous consta-
tons que la populationw−2 s’annule si l’énergie incidenteEzi est inférieure à la valeur
V+(zc) du déplacement lumineux au croisement évité. Ceci correspond au fait que d’un
point de vue classique, l’atome n’atteint pas la positionzc du croisement où la tran-
sition RAMAN devient résonnante. Pour une énergie autour deV+(zc), la population
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Figure 11.21: Résultat (11.30) pour la population de l’ordre de diffractionν = −2
dans le modèle deLANDAU –ZENER, en fonction de l’énergie incidenteEzi (en unités
de l’énergieDOPPLER h̄∆D). L’atome est incident dans l’état|+, ν = 0〉 et diffracté
vers l’état|−, ν = −2〉.
Trait plein (tirets) : populationw−2 (w0). L’onde contra-propageante (polarisées) a
une amplitudeEs = 0.25 Ep. Les paramètres pour l’onde évanescente sont identiquesà
ceux de la figure 11.17. Le croisement évité se trouve à l’´energieV+(zc) ≃ 1.12 h̄∆D,
ce qui correspond à une vitesse incidentevzi ≃ 47 h̄κ/M (nous avons pris̄h2κ2/2M =
h̄∆D/2000).
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w−2 augmente brutalement et atteint jusqu’à100 %.16 En fait, l’approche de LANDAU -
ZENER n’est pas valable dans cette situation parce que l’atome rebrousse chemin à la
position du croisement évité, de sorte que la vitessevc s’annule. Qualitativement, il
est néanmoins vrai que l’atome est alors soumis pendant un temps long à la résonance
RAMAN . Même une onde contra-propageanteEs faible conduit alors à un transfert effi-
cace entre les potentiels diabatiques. Pour une énergieEzi plus grande queV+(zc), les
oscillations de STÜCKELBERG apparaissent. Leur amplitude diminue lorsque l’énergie
Ezi augmente parce que l’atome traverse le croisement évité avec une vitessevc plus
grande et que la transmissionTLZ (11.29) augmente.

La singularité des populations autour du seuilEzi = V+(zc) provient du fait que
la longueur d’onde atomique au croisement évité devient alors comparable à l’étendue
spatiale du croisement ce qui rend caduque le calcul semi-classique qui conduit, dans
l’approche de LANDAU –ZENER, à l’expression (11.29) pour la transmissionTLZ. Au
paragraphe suivant, nous esquissons une approche complémentaire à la diffraction as-
sistée par sous-niveaux magnétiques, où le couplage RAMAN est traité comme une
perturbation à l’aide de l’approximation de BORN. Dans cette approche, la singularité
des populations au seuil disparaı̂tra, mais nous serons limité à des valeurs faibles pour
la population diffractéew−2.

Calcul dans l’approximation de BORN

Nous considérons maintenant le couplage RAMAN C
(+)
−2 (z) (11.27b) comme une per-

turbation qui induit une transition de l’atome de l’état initial |0,+〉 vers l’état final
|−,−2〉. Ces états sont caractérisés par les fonctions d’ondeφ+,0(z) etφ−,−2(z) dans
les potentiels diabatiquesV+(z) et V−(z), avec des vecteurs d’onde asymptotiques
donnés parkzi etkz,−2 (voir les fonctions d’onde sur la figure 11.2217).

Rappelons que dans l’approximation de BORN, la probabilité de transition entre
les états initial et final est donnée par l’élément de matrice du couplage RAMAN entre
les fonctions d’ondeφ+,0(z) etφ−,−2(z) [l’équation (7.34) au chapitre 7]

w−2 =
16M2

h̄4 kzikz,−2

∣
∣
∣〈φ−,−2(z)|C(+)

−2 (z) |φ+,0(z)〉
∣
∣
∣

2
. (11.32)

Nous donnons aux équations (11.B.4, 11.B.5) de l’annexe 11.B l’expression analytique
pour l’élément de matrice dans (11.32). Nous nous contentons ici des observations sui-
vantes : le recouvrement entre les fonctions d’ondeφ+,0(z) et φ−,−2(z) passe par un
maximum en fonction de l’énergie incidenteEzi lorsque leurs points de rebroussement
classiques coı̈ncident parce que l’amplitude de probabilité est grande à ces positions
(voir la figure 11.22). Ceci correspond auprincipe deFRANCK–CONDON de la phy-

16La valeurw−2 = 1 correspond àTLZ = RLZ = 1
2 et δϕ = 0 (mod 2π) dans (11.30).

17Sur la figure 11.22, au lieu de décaler les déplacements lumineux par lénergie DOPPLER2h̄∆D,
nous avons dessinées les fonctions d’onde aux énergiesh̄2k2

zν/2M qui correspondent aux vecteurs
d’onde diffractés. Ceci permet de mieux visualiser l’int´egrale surz dans l’élément de matrice (11.32).
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Figure 11.22: Illustration du principe deFRANCK–CONDON. Le recouvrement des
fonctions d’onde et donc l’efficacité de la diffraction estmaximale lorsque coı̈ncident
les points de rebroussement dans les potentiels lumineux des états|+, ν = 0〉 et
|−, ν = −2〉. Les fonctions d’onde de cette figure sont dessinées aux énergies qui
correspondent aux vecteurs d’ondekzi etkz,−2 .

sique moléculaire. Du point de vue des potentiels adiabatiques qui sont décalés l’un
de l’autre par la différence en énergie2h̄∆D, la coı̈ncidence des points de rebrousse-
ment des états|+, 0〉 et |−,−2〉 correspond à un croisement de niveaux à la hauteur
de l’énergie incidenteEzi. Nous retrouvons là le maximum de la population diffractée
w−2 de la figure 11.21.

Contrairement à l’approche de LANDAU –ZENER, le fait que la vitessevc s’annule
au croisement ne pose pas de problèmes pour l’approximation de BORN, car celle-
ci n’est pas limitée au régime semi-classique. Nous constatons sur la figure 11.23
que la populationw−2 augmente de façon continue d’une valeur nulle dans la région
Ezi ≪ V+(zc) (l’atome atteint alors le croisement évité seulement parl’effet tunnel),
vers un maximum de l’ordre de40 % pourEzi ≈ V+(zc). Pour une énergie incidente
au-dessus du seuil, l’approximation de BORN donne aussi lieu à des oscillations de
STÜCKELBERG. Du point de vue du principe de FRANCK–CONDON, l’intégrale de re-
couvrement est alors dominée par la position où les fonctions d’onde ont la même lon-
gueur d’onde locale (la même vitesse classique).18 Le résultat de l’intégration dépend
alors de la phase relative des ondes atomiques à cette position, ce qui revient, dans
le régime semi-classique, à la différence de phaseδϕ (11.31). Nous constatons sur la
figure 11.23 que la phase des oscillations de STUECKELBERG n’est pas la même dans
l’approche de LANDAU –ZENER et dans l’approximation de BORN. Ceci provient du

18Cette position coı̈ncide encore avec le croisement des niveaux diabatiquesV+(z) etV−(z)−2h̄∆D.
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Figure 11.23: Résultat (11.32) pour la population de l’ordre de diffractionν = −2
dans l’approximation deBORN, en fonction de l’énergie incidenteEzi (en unités de
l’énergieDOPPLERh̄∆D). A comparer à la figure 11.21.
Points : approximation deBORN, trait plein : modèle deLANDAU –ZENER (11.30)
pour le croisement évité, tirets : modèle deLANDAU –ZENER avec une correction pour
la phase de l’amplitude de transmission. En haut de la figure,le vecteur d’onde inci-
dentkzi en unités deκ.
L’amplitude Es de l’onde contra-propageante (polarisées) vaut Es = 0.25 Ep. Les
autres paramètres sont identiques à ceux des figures 11.17et 11.21.

fait que dans le modèle de LANDAU –ZENER présenté ici, l’on néglige la phase as-
sociée à l’amplitude de transition dans le croisement évité (voir par exemple [137]).
Pour obtenir la courbe en tirets sur la figure 11.23, nous avons ajouté un retard de
phase19 −π/4 à la différence de phaseδϕ (11.31). Nous constatons qu’avec cette
correction, le modèle de LANDAU -ZENER reproduit avec une précision excellente le
résultat de l’approximation de BORN.

Pour finir, nous observons que le principe de FRANCK–CONDON (la coı̈ncidence
des points de rebroussement classiques) implique la condition suivante pour le maxi-
mum de l’efficacité de diffraction :

V+

V−
=

Ezi

Ezi + 2h̄∆D

. (11.33)

Cette condition est remarquable parce qu’elle relie des grandeurs physiques très
différentes : le rapport au premier membre dépend seulement des composantes de po-

19Cette correction est en accord avec l’expression (2.11) de la référence [137], à la limite perturbative
où la probabilité de transition non adiabatique est faible.
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larisation de l’onde évanescente et de la structure magnétique de la transition ato-
mique ; il est indépendant de la distancez parce que les déplacements lumineuxV±(z)
(11.26) varient tous les deux ene−2κz. Le membre droit de (11.33), par contre, ne
dépend que de la cinématique du jet atomique incident et duvecteur d’ondeq des
ondes évanescentes (dans le déplacement DOPPLER ∆D), il est fixé par les vecteurs
d’onde diffractéskzi etkz,−2.

Dans l’expérience, il serait donc intéressant d’ajusterle rapportV+/V− du membre
gauche de (11.33) de façon à optimiser l’efficacité de la diffraction. A cet effet,
l’on peut envisager de tourner le vecteur de polarisation dufaisceau lumineux qui
crée l’onde évanescente co-propageante : pour notre exemple d’une transitionJ =
1/2 → Je = 3/2, les déplacements lumineux varient de façon continue entre les
cas limites d’une polarisations (V± identiques) et d’une polarisationp [V± donnés
par (11.26)]. Pour des moments cinétiquesJ > 1/2 apparaissent des différences en-
core plus grandes entre les potentiels lumineux des sous-niveaux magnétiques ce qui
permet de remplir la condition (11.33) même si2h̄∆D ≫ Ezi, donc pour un vecteur
d’onde diffractékz,−2 beaucoup plus grand quekzi. Une fois la condition (11.33) sa-
tisfaite, l’on peut ajuster la valeur du couplage RAMAN en faisant varier l’intensité de
l’onde évanescente contra-propageante (avec une polarisation différente de l’onde co-
propageante). Ceci permet d’optimiser les populations desordres de diffraction pour
réaliser, par exemple, une séparatrice〈〈50 %/50 % 〉〉.20

11.3 Conclusion et perspectives

Pour un atome à deux niveaux, la diffraction par l’onde évanescente stationnaire en in-
cidence rasante n’est possible que grâce à l’assistance de l’état excité. Dans le modèle
de R. DEUTSCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS [78], l’état excité est couplé à l’état
fondamental par un processus à plusieurs photons, la résonance Doppleron. Ce pro-
cessus devient résonnant dans l’onde évanescente lorsque les déplacements lumineux
des états fondamental et excité compensent le désaccordpar rapport à la condition de
résonance du Doppleron. Du point de vue des potentiels adiabatiques, la résonance
se manifeste à une position particulière comme un croisement évité. A cette position,
l’approximation adiabatique n’est plus valable et l’onde atomique est séparée en deux
de façon cohérente lors du passage à travers le croisement évité. Nous avons constaté
que la transmission et la réflectivité de la première séparatrice que l’atome rencontre,
peuvent être modélisées de façon satisfaisante par le modèle de LANDAU –ZENER pour
les transitions non adiabatiques. L’onde évanescente stationnaire apparaı̂t alors comme
un ensemble de séparatrices et de miroirs : l’onde atomiquele traverse en empruntant

20Pour estimer la valeur maximale de la population diffractée, nous pouvons prendreTLZ = RLZ = 1
2

dans (11.30), et estimerδϕ = π/4 le déphasage lorsque coı̈ncident les points de rebroussement. L’on
trouve alors une populationw−2 = 1/

√
2 ≈ 70 %. Voir aussi les résultats de R. DEUTSCHMANN et

collègues pour l’onde évanescente avec un champ magnétique [79], où un transfert de population de
80 % est possible.
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Figure 11.24: Interprétation de la diffraction à l’aide d’un interféromètre deM ICHEL-
SON. L’onde atomique est separée en deux lors du premier passage par le croisement
évité A. Les deux parties sont réfléchies aux miroirsM(0) et M(−2) qui corres-
pondent aux deux ordres de diffraction. Les ondes se recombinent après la réflexion, et
des franges d’interférence apparaissent dans les populations des ordres de diffraction.

plusieurs chemins qui interfèrent entre eux pour créer lafigure de diffraction.

Cependant, dans la limite d’un désaccord grand devant le d´eplacement DOPPLER,
la résonance Doppleron fait intervenir un grand nombre de photons, et le couplage
entre les états fondamental et excité est négligeable. Dans ce régime, qui correspond
aux observations expérimentales, la diffraction d’atomes n’est possible que grâce à la
structure magnétique de l’état fondamental atomique, comme l’ont observé R. DEUT-
SCHMANN, W. ERTMER et H. WALLIS [79], ainsi que D. GORDON et C. M. SA-
VAGE [81]. Des croisements évités apparaissent alors entre les déplacements lumi-
neux des différents sous-niveaux magnétiques. Dans ces croisements, les sous-niveaux
peuvent être couplés entre eux par une transition RAMAN qui devient résonnante
lorsque la différence des déplacements lumineux compense le décalage DOPPLER. Ce
mécanisme est efficace même à la limite d’un grand désaccord parce qu’il ne fait inter-
venir que des transitions à deux photons. Il prédit que la diffraction demande une onde
évanescente avec un gradient de polarisation et que les atomes diffractés se trouvent
dans des sous-niveaux magnétiques particuliers. En outre, les populations des ordres
de diffraction peuvent être augmentées en utilisant un jet d’atomes préparés dans un
état magnétique donné [81].

Nous avons constaté que du point de vue de l’approximation de BORN, l’efficacité
de la diffraction est maximale lorsque les états incident et final ont le même point de re-
broussement classique. Ce principe de FRANCK–CONDON permet de formuler une re-
lation simple (11.33) entre les déplacements lumineux dessous-niveaux magnétiques,
d’une part, et les composantes normales de l’énergie cinétique des ordres de diffrac-
tion, d’autre part.
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Un interf éromètre de M ICHELSON atomique. Nous voudrions attirer l’attention
sur l’analogie entre la diffraction assistée par les sous-niveaux magnétiques et un
interféromètre atomique à effet STERN–GERLACH [138] : dans les deux cas en ef-
fet, la structure interne de l’atome permet de créer une superposition d’états internes
qui suivent ensuite des trajectoires spatiales différentes. Nous pouvons alors nous
représenter le processus de diffraction comme un interféromètre de MICHELSON (voir
la figure 11.24, qui fait écho au schéma 11.7) : l’onde atomique est d’abord séparée par
la séparatriceA, les deux parties sont ensuite réfléchies par des potentiels différents,
pour se recombiner à la séparatrice lors du passage retour. Les deux voies de sortie de
l’interféromètre correspondent aux ordres de diffraction ν = 0,−2 dont les popula-
tions sont données par (11.30).

Dans cette image, les oscillations de STÜCKELBERG qui apparaissent en fonction
de la différence de phaseδϕ, correspondent aux franges de l’interféromètre. En ef-
fet, lorsque l’on fait varier, par exemple, la longueur d’onde des atomes incidents,
l’on change le〈〈chemin atomique〉〉 qui est associé aux cheminsM(0)A etM(−2)A
représentés sur la figure 11.24. Cette interprétation suggère aussi que l’on puisse me-
surer de façon interférométrique l’interaction deVAN DER WAALS. Celle-ci modifie
les phases associées aux cheminsM(0)A et M(−2)A parce que les〈〈miroirs〉〉 (les
points de rebroussement)M(0) etM(−2) se trouvent à des distances différentes de
la surface du prisme et sont soumis à des valeurs différentes du potentiel deVAN DER

WAALS. En faisant varier l’intensité de l’onde évanescente stationnaire, ces points de
rebroussement se déplacent de sorte que la différence de phaseδϕ est modifiée. L’on
pourrait même envisager d’accéder à la partie quadrupolaire de l’interaction deVAN

DER WAALS (pour un état fondamental avecJ > 1/2) [92] parce que les deux bras de
l’interféromètre correspondent à des sous-niveaux magnétiques différents.

Dépendance de l’intensit́e de l’ondeévanescente. Dans l’expérience du groupe de
Paris-Nord, l’on a observé une variation des populations diffractées avec l’intensité
globale de l’onde évanescente stationnaire [13]. Cependant, dans l’hypothèse où tous
les champs lumineux varient ene−κz, les populations des ordres de diffraction ne
dépendent pas de l’intensité de l’onde évanescente parce que un changement des am-
plitudesE du champ lumineux revient simplement à déplacer spatialement les poten-
tiels lumineux. C’est seulement la présence de la surface du diélectrique qui peut intro-
duire une dépendance de l’intensité lumineuse, soit parce que le potentiel dipolaire de
l’onde évanescente est limité par la surface, soit à cause de l’interaction deVAN DER

WAALS qui modifie la forme des potentiels diabatiques avec une autre dépendance
fonctionnelle de la distancez.

La diffraction assistée par sous-niveaux magńetiques en incidence normale. Il
est possible de〈〈simuler〉〉 la diffraction d’atomes en incidence rasante dans une
géométrie d’incidence normale. Il suffit à cet effet de créer dans le référentiel du labo-
ratoire ce que l’atome voit dans son référentiel propre enincidence rasante : une onde
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Figure 11.25: Vecteurs d’onde diffractés par une onde évanescente bi-chromatique.

évanescente stationnaire formée par deux ondes lumineuses dont les fréquences sont
décalées par une fréquenceδ = 2∆D égale au double du décalage DOPPLER. Puisque
le potentiel dipolaire de l’onde évanescente dépend alors explicitement du temps, la
fréquence de l’onde atomique peut changer par des multiples entiers deδ : l’on peut
donc transférer des énergiesnh̄δ (n entier) à l’atome réfléchi. Les autres composantes
des vecteurs d’onde diffractés étant fixées par la symétrie de l’onde évanescente, ce
transfert d’énergie augmente la composante normale du vecteur d’onde atomique (voir
la figure 11.25). Comme dans la diffraction en incidence rasante, un transfert de vec-
teur d’onde du même ordre que le vecteur d’onde incident estpossible si l’on utilise la
structure magnétique de l’état fondamental. Des transferts beaucoup plus grands que
le vecteur d’onde optique peuvent alors être réalisés dans le régime semi-classique.
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Annexe

11.A Les exṕeriences de diffraction d’atomes

Nous rassemblons ici les paramètres pertinents pour les expériences de diffraction
d’atomes par une onde évanescente stationnaire en incidence rasante. Le dispositif
expérimental est schématisé sur la figure 11.26. Nous allons nous limiter à deux pu-
blications où a été mise en évidence la séparation à grand angle d’un jet atomique, en
accord avec la théorie cinématique de la diffraction :

1. la première observation a été présentée par le groupe de W. ERTMER, alors à
l’Université de Bonn (Allemagne) [12], où l’on a utiliséun jet ralenti d’atomes
de néon métastables ;

2. une deuxième observation, faite par le groupe de V. LORENT de l’Université
de Paris-Nord à Villetaneuse [13], avec un jet thermique d’atomes de néon
métastables. Le jet est incident en dehors du planxOz du réseau de sorte que la
composante de vitessevxi parallèle au pas du réseau est réduite par un facteur
géométrique.

Pour alléger le texte, nous allons parler simplement des expériences de〈〈Bonn〉〉 et de
〈〈Paris-Nord〉〉.

11.A.1 Ŕesultats exṕerimentaux

Dans l’expérience de Bonn, environ70 % des atomes incidents sur la surface de l’onde
évanescente sont détectés dans l’ordre de diffraction spéculaire (ν = 0), et environ
1.5 . . . 3% dans l’ordreν = −2. Les populations de la figure de diffraction dépendent
du désaccord∆ et passent par un maximum pour le désaccord donné au tableau 11.1.
L’apparition du pic de diffraction dépend de façon critique du rapport des intensités
I−/I+ des faisceaux qui forment l’onde évanescente stationnaire.

Dans l’expérience de Paris-Nord, les populations des ordresν = 0 et ν = −2
valent≃ 60% et ≃ 40%, respectivement, pour les paramètres donnés aux tableaux.
L’on a constaté que si l’intensité lumineuse est réduitede25 %, la fraction d’atomes
diffractés diminue pour atteindre≃ 25%, au profit de l’ordre spéculaire, alors que la
réflectivité totale reste approximativement inchangée.

11.A.2 Param̀etres exṕerimentaux

Au tableau 11.1, nous donnons les valeurs pour le désaccord∆ et le déplacement
DOPPLER∆D des expériences de Bonn et de Paris-Nord. Nous constatons que dans
les deux expériences,∆D est petit par rapport au désaccord∆.
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Figure 11.26: Schéma expérimental pour la diffraction d’atomes en incidence rasante.

Le tableau 11.1 montre également les intensitésI± des faisceaux laser ainsi que le
paramètre de saturations(z = 0) à la surface du prisme, avec

s(z = 0) =
I+ + I−
Isat

Γ2

Γ2 + 4∆2
. (11.A.1)

Il restent des incertitudes sur ces quantités : d’une part,à cause des définitions des sec-
tions des faisceaux, et d’autre part, à cause de l’incertitude sur l’efficacité du système
d’amplification de l’onde évanescente qui a été utilisédans l’expérience de Paris-Nord.
Nous obtenons une estimation alternative du paramètre de saturation en supposant que
l’atome reste dans une partie de l’onde évanescente où la saturation de la transition
atomique est faible de sorte que le potentiel dipolaire y prend la forme

Vdip(r) =
h̄∆

2
s(r). (11.A.2)

Si maintenant ce potentiel est suffisant pour assurer la réflexion des atomes, nous ob-
tenons la valeurs(zreb) du paramètre de saturation au point de rebroussement par

s(zreb) ≃
2Ezi

h̄∆
. (11.A.3)

Pour que ce raisonnement soit valable, il suffit ques(zreb) soit petit devant l’unité. Les
paramètres expérimentaux donnés au tableau 11.1 montrent que ceci est en effet le cas.

Les vecteurs d’onde diffract́es

Au tableau 11.2, nous donnons les composantes de la vitesse incidente, en unité de
la vitesse de recul. Ces nombres donnent également les rapports entre la longueur
d’onde optique et la longueur d’onde deDE BROGLIE des atomes incidents. Nous
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Quantité Unité Bonn Paris-Nord
λL nm 594 640
Γ 2πMHz 1.67 8.2
Γ ωrec 60 340
1/Γ ns 95 19.2
Isat mW/cm2 1 4.1
∆ Γ 540 200
∆D Γ 27 24
I+

(a) Isat 105 4.8 × 105

I−/I+ 0.61 0.16
Ezi h̄Γ 12 5
s(z = 0) 0.14 3.5
s(zreb) 0.046 0.051
Γτint 2.9 15

Tableau 11.1: Paramètres expérimentaux pour les expériences de diffraction d’atomes
par les groupes de W.ERTMER à l’Université de Bonn et de V.LORENT à l’Université
de Paris-Nord.
(a) Pour l’expérience de Bonn, l’intensité lumineuse correspond à la puissance par section du
faisceau. Pour l’expérience de Paris-Nord, nous nous sommes servi de la proportionnalité entre
la puissance du faisceau lumineux incident, d’une part, et le paramètre de saturations(z = 0)

à la surface du prisme, d’autre part (voir la référence [18]).
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Quantité Unité Bonn Paris-Nord
vrec cm/s 3.3 3.1
q kL 1.068 1.035
κ kL 0.37 0.27
vi vrec 760 25 000
αi

(a) mrad 36 1.6
kxi

(b) q 710 3 800
kzi κ 73 160
kz,−2 κ 170 496
kz,−4 κ 230 680
kz,+2

(c) κ 136 i 440 i
β−2

(d) ≃ 10−66 ≃ 10−230

Tableau 11.2: Paramètres caractéristiques pour les vecteurs d’onde incidents et dif-
fractés. Nous notonsvi/vrec = λL/λdB ≫ 1.
(a) Angle d’incidence par rapport à la surface du prisme (voir la figure 11.26).
(b) Pour l’expérience de Bonn, le vecteur d’ondekxi est égal au vecteur d’onde longitudinalki

du faisceau atomique ; pour celle de Paris-Nord, le faisceauincident est tourné deφi ≈ 81◦ par
rapport au plan du réseau de sorte quekxi = ki cos φi.
(c) L’onde atomique diffractée dans l’ordreν = +2 est évanescente et ne contribue pas à la
figure de diffraction.
(d) Facteur d’obliquité dans l’approximation de Born pour l’amplitude de diffraction dans
l’ordre ν = −2.
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Quantité Bonn Paris-Nord
q/κ 2.9 3.8
ξ 160 710
ǫ 0.97 0.69
ωmax

x τint ≃ 23 ≃ 17

Tableau 11.3: Paramètres caractéristiques pour le mouvement classique.

constatons que ces rapport sont très grands, la diffraction se situe donc dans le régime
semi-classique.

En outre, les transferts de vecteur d’onde entre les ordres de diffraction sont
grands devant la constante de décroissanceκ. Par conséquent, le facteur d’obliquité
β(∆kz,−2/κ) est extrèmement petit (voir au tableau 11.2). L’approximation de BORN

prédit donc que les atomes sont réfléchis spéculairement, et que les populations non
spéculaires sont pratiquement nulles.

Le mouvement classique

Nous rappelons que le mouvement classique dans l’onde évanescente est caractérisé,
d’une part, par le nombre de périodes de l’onde évanescente stationnaire que traverse
l’atome pendant le temps-type d’interactionτint le long de la trajectoire classique non
perturbée. Ce nombre est de l’ordre du paramètreξ que nous avons introduit au cha-
pitre 6 à l’équation (6.13). Au tableau 11.3, nous constatons queξ est grand dans les
conditions expérimentales. Rappelons que ce régime caractérise l’incidence rasante du
point de vue classique.

D’autre part, l’allure des trajectoires classiques dans l’onde évanescente station-
naire est différente pour un réseau géométriquement mince et épais. Ces régimes sont
caractérisés par la valeur (petite ou grande) du paramètre ωmax

x τint = (q/κ)[2ǫ/(1 −
ǫ)]1/2 [voir l’équation (6.28)] : dans un réseau géométriquement épais et en incidence
normale, l’atome oscille plusieurs fois avec un fréquenceangulaireωx ≤ ωmax

x dans les
〈〈vallées du potentiel〉〉 pendant le tempsτint de réflexion. Le tableau 11.3 montre que
les expériences de diffraction se situent dans le régime du réseau géométriquement
épais. Nous en concluons que le calcul perturbatif classique introduit au chapitre 6
n’est pas valable, il peut tout au plus donner des indications qualitatives. En outre,
l’approximation du réseau de phase mince n’est pas valable, elle non plus, parce qu’elle
est basée sur la même approche perturbative.

11.B Eléménts de matrice du potentiel exponentiel (III)

Nous donnons dans cette annexe l’expression analytique pour l’élément de matrice qui
intervient dans la populationw−2 (11.32) de l’ordre de diffraction|−, ν = −2〉, pour
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un atome incident dans l’état|+, ν = 0〉.
En fait, nous avons déjà calculé l’intégrale correspondante dans l’annexe 9.A.1

avec le résultat (9.A.9). Pour la diffraction assistée par sous-niveaux magnétiques, nous
trouvons alors l’expression suivante pour l’élément de matrice dans (11.32) :

2M

h̄2 〈φ−,−2(z)|C(+)
−2 (z) |φ+,0(z)〉 = (11.B.4)

C
(+)
−2 (z = 0)

2V−(z = 0)

√

kz,−2kzi
kz,−2 + kzi

2κ
β(∆kz,−2/κ)

(

V+(z = 0)

V−(z = 0)

)ikzi/2κ

×

× 2F1

[

1 − i
kz,−2 − kzi

2κ
, 1 + i

kz,−2 + kzi

2κ
; 2 ; 1 − V+(z = 0)

V−(z = 0)

]

,

qui est valable dans la limite semi-classiquekzi, kz,−2 ≫ κ, et où 2F1 est la fonction
hypergéométrique définie en (9.A.8). La populationw−2 (11.32) de l’ordre de diffrac-
tion |−, ν = −2〉 est donc donnée par

w−2 =




C

(+)
−2 (z = 0)

V−(z = 0)

kz,−2 + kzi

2κ
β(∆kz,−2/κ)





2

| 2F1|2 , (11.B.5)

où 2F1 est la fonction hypergéométrique dans (11.B.4).



Chapitre 12

La diffraction d’atomes par un miroir
modulé dans le temps

Présentation

Nous reproduisons en annexe de ce chapitre l’article〈〈A modulated mirror for atomic
interferometry〉〉 par C. H., A. M. STEANE, R. KAISER et J. DALIBARD , paru dans
le Journal de Physique II (France)4, pp. 1877–96 (novembre 1994). Nous y étudions
la réflexion d’atomes par un miroir à onde évanescente dont le potentiel dipolaire est
modulé dans le temps.

Ce système présente une analogie étroite à la diffraction par une onde évanescente
stationnaire, le temps jouant le rôle de la coordonnée horizontalex. Aux transferts
de vecteur d’onde2nq dus à la périodicité spatiale de l’onde évanescente stationnaire
(avec une périodeπ/q), correspondent alors des transferts de fréquencenω où 2π/ω
est la période de modulation du potentiel. A cause de la conservation de l’énergie ou,
ce qui revient au même, de la relation de dispersion de l’onde atomique, les ondes
atomiques diffractées ont un vecteur d’onde avec des composantes différentes dans
la direction perpendiculaire au miroir. La diffraction parle miroir modulé peut alors
servir de séparatrice qui crée une superposition cohérente d’états externes différents.
Au § 6 de cet article seront évoqués deux interféromètres atomiques pour des atomes
qui tombent dans le champ de pesanteur et qui sont réfléchiset diffractés plusieurs fois
par le miroir modulé. Le seul élement optique dans ces interféromètres est le miroir
modulé qui sert à la fois à séparer et à recombiner les ondes atomiques.

Dans l’article en annexe, les populations des ordres de diffraction seront cal-
culées pour un atome à un niveau, à l’aide de l’approximation de BORN (§ 3), de
l’approximation du réseau de phase mince (§ 4), ainsi qu’en résolvant numériquement
l’équation de SCHRÖDINGER dépendante du temps (§ 5). Les domaines de validité des
différentes approches sont identifiés ; nous en comparonsles résultats qui se trouvent
en bon accord dans leurs domaines de validité respectifs. Al’équation (4.10) du
§ 4, le lecteur trouvera une démonstration alternative de laformule du déphasage de
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l’approximation du réseau de phase mince [l’équation (8.45) dans ce mémoire], cette
fois-ci à partir de l’équation de SCHÖDINGER. Dans l’approximation du réseau de
phase mince, la diffraction des atomes est due à une modulation de phase (temporelle)
de l’onde atomique réfléchie, qui présente alors des bandes latérales. Nous constate-
rons de nouveau que la diffraction n’est efficace que si les transferts de vecteurs d’onde
∆kz entre les bandes latérales sont au plus de l’ordre de la constante de décroissance
κ de l’onde évanescente. Nous montrons une formulation équivalente de ce résultat :
la modulation de phase est inefficace si l’atome subit un grand nombre de périodes
de modulation pendant le temps d’interaction. L’inverse dutemps d’interaction définit
donc la〈〈bande passante〉〉 du miroir modulé.

Ajoutons encore que la diffraction d’une onde de matière par un potentiel modulé
dans le temps a été étudiée aussi dans le domaine des neutrons. L’idée d’un miroir
modulé a été proposée par D. L. HAAVIG et R. REIFENBERGERen 1982 [139], et un
interféromètre à trois réseaux de diffraction temporels a été étudié par R. GOLUB et
S. K. LAMOUREAUX [140]. J. FELBER du groupe de R. GOLUB a présenté une étude
théorique et expérimentale de la diffraction d’une onde neutronique par une marche de
potentiel dont la position est modulée [141] ; il a en particulier développé une approxi-
mation qui permet d’aller au-delà du spectre symétrique de la modulation de phase que
l’on trouve dans l’approximation du réseau de phase mince.

Du côté de la diffraction d’atomes dans le temps, le groupede J. DALIBARD du La-
boratoire KASTLER–BROSSELde l’Ecole Normale Supérieure à Paris a pu obtenir des
résultats expérimentaux suite à la proposition théorique du miroir modulé : la modula-
tion de phase de l’onde atomique réfléchie a été observée en décembre 1994 [14], et en
février 1996, un interféromètre atomique a été mis en ´evidence, où l’atome est réfléchi
trois fois par le miroir [85]. Dans la première de ces expériences, les populations
des bandes latérales présentent un accord satisfaisant avec une solution numérique de
l’équation de SCHRÖDINGER scalaire pour un potentiel exponentiel modulé. Un écart
apparaı̂t néanmoins pour des hautes fréquences de modulation, de l’ordre de quelques
1/τint (τint est le temps d’interaction) ; la modulation de phase a été trouvée plus ef-
ficace que prévu par la théorie. Cet écart a été attribu´e à l’interaction deVAN DER

WAALS et à la présence de la surface du diélectrique qui introduisent des échelles de
temps plus courtes dans la dynamique classique de l’atome, et donc une bande passante
plus élevée.

Notons finalement que la diffraction d’une onde de matière par un miroir modulé
représente une vérification de l’équation de SCHRÖDINGER dépendante du temps [140,
85], et qu’elle ouvre la possibilité de mesures de précision parce que parmi toutes
les grandeurs physiques, une fréquence peut être synthétisée aujourd’hui avec la plus
grande précision.
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Annexe

12.A A modulated mirror for atomic interferometry

Une version électronique de ce papier est accessible sur arxiv.org/quant-ph/0408156.
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Conclusion de la seconde partie

Dans le régime de faible saturation, le mouvement d’un atome à deux niveaux dans
une onde évanescente stationnaire est déterminé par le potentiel dipolaire scalaire. Ce
réseau de diffraction en réflexion permet de réaliser un nombre de régimes différents
pour la diffraction d’une onde atomique : d’une part, suivant la géométrie du réseau,
son épaisseur et son contraste, et d’autre part, suivant les propriétés cinématiques des
atomes incidents, leur angle d’incidence et leur longueur d’onde.

Le r égime semi-classique

Les expériences de diffraction actuelles se situent dans le régime semi-classique de
la diffraction où la longueur d’onde deDE BROGLIE est très petite par rapport aux
échelles spatiales de l’onde évanescente. Plus précis´ement, nous avons constaté que
bien que la longueur d’onde atomique locale varie dans l’onde évanescente station-
naire, c’est la longueur d’onde des atomesincidentsqui est pertinente pour définir le
régime semi-classique. Ce régime diffère des réseaux de diffraction que l’on rencontre
habituellement en optique lumineuse, où l’indice de réfraction est ou bien constant,
ou bien il varie rapidement à l’échelle de la longueur d’onde optique. La diffraction
d’atomes se rapproche donc plutôt de l’optique géométrique dans un milieu avec un
indice lentement variable.

Dans le régime semi-classique, la diffraction d’atomes présente plusieurs pro-
priétés caractéristiques. Du point de vue de la théoriecinématique, les angles de dif-
fraction sont généralement petits parce que le vecteur d’onde incident est grand devant
les transferts de vecteur d’onde que l’atome reçoit du réseau de diffraction.

Pour les populations des ordres de diffraction, le régime semi-classique im-
plique également qu’en incidence normale, une onde évanescente stationnaire avec
un contraste faible peut créer une figure de diffraction avec plusieurs ordres non
spéculaires (voir au paragraphe 7.3). Nous avons interpr´eté cette sensibilité de la dif-
fraction par la réflexion de l’onde atomique sur une surfaceondulée, formée par les
points de rebroussement classiques. L’amplitude de modulation de la surface de re-
broussement est une fraction de la longueur de décroissance de l’onde évanescente, et
la diffraction est forte lorsque cette amplitude devient dumême ordre que la longueur
d’onde des atomes incidents. L’onde deDE BROGLIE réfléchie par le réseau présente
alors une forte modulation de phase.
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En incidence oblique ou rasante, l’épaisseur non nulle du réseau implique que dans
la diffraction au premier ordre, la composante normale du vecteur d’onde atomique
est quasiment conservée, à la constante de décroissanceκ de l’onde évanescente près.
Dans le régime semi-classique, cette loi de conservation approchée a pour conséquence
que la diffraction devient inefficace en incidence oblique,et qu’elle est impossible en
incidence rasante. D’autre part, la quasi-conservation duvecteur d’onde normal permet
de réaliser la diffraction de BRAGG d’une onde atomique en réflexion si le réseau
est épais. Dans ce régime, l’onde atomique incidente est en effet couplée de façon
résonnante à une seule onde diffractée avec la même composante normale de vecteur
d’onde. Cependant, pour que le couplage aux autres ondes diffractées soit négligeable,
il est nécessaire que l’épaisseur du réseau soit beaucoup plus grande que sa période ce
qui rend difficile une réalisation expérimentale de la diffraction de BRAGG.

Nous avons montré que dans le régime semi-classique, la figure de diffraction
peut être calculée avec l’approximation du réseau de phase mince. Cette approche
est inspirée de l’optique géométrique, où l’on calculela phase du champ lumineux
le long des rayons géométriques. Nous l’avons identifiéecomme une généralisation
de l’approximation de RAMAN –NATH qui est généralement utilisée pour des réseaux
de diffraction en transmission. Bien que l’atome ralentisse et rebrousse chemin dans
l’onde évanescente de sorte que sa longueur d’onde augmente, les trajectoires clas-
siques sont un outil précieux pour déterminer la modulation de phase de l’onde ato-
mique réfléchie par l’onde évanescente stationnaire. Nous avons montré que la phase
de l’onde réfléchie peut être calculée en accumulant le potentiel dipolaire de l’onde
évanescente stationnaire le long des trajectoires que l’atome suivrait lors de la réflexion
par une onde évanescente simple. La figure de diffraction est alors donnée par la
transformée de FOURIER de l’onde atomique déphasée. L’approximation du réseaude
phase mince permet de caractériser la diffraction au-del`a du régime perturbatif, où les
populations des ordres élevés sont notables. Dans cette situation, la figure de diffrac-
tion suit à peu près la distribution de vitesse pour une particule classique et présente
des〈〈arc-en-ciels〉〉 aux valeurs maximales du transfert de vitesse classique. D’un point
de vue plus général, l’approximation du réseau de phase mince permet de calculer des
déphasages dus à des potentiels qui perturbent peu ou pas du tout la trajectoire ato-
mique. L’on rencontre de tels potentiels fréquemment dansl’interférométrie atomique.

D’autres r égimes

Nous avons également étudié la diffraction d’atomes dans le régime quantique où la
longueur d’onde de BROGLIE est beaucoup plus grande que l’épaisseur de l’onde
évanescente. L’on se rapproche alors d’un réseau de diffraction optique, comme par
exemple une surface métallique ondulée. En particulier,la diffraction est efficace
quelque soit l’angle d’incidence.

Finalement, pour expliquer les observations expérimentales de la diffraction en in-
cidence rasante, le modèle d’atome à un niveau (et même àdeux niveaux) n’est pas
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suffisant. Il faut alors prendre en compte la multiplicité des sous-niveaux magnétiques
de l’état fondamental atomique, ainsi que la structure en polarisation de l’onde
évanescente stationnaire. Dans une approche semi-classique, l’on a alors affaire à des
trajectoires sur les potentiels différents associés auxsous-niveaux magnétiques et à des
transitions entre ces potentiels. La diffraction n’est possible que parce que la différence
entre les énergies internes des sous-niveaux crée une transition résonnante qui permet
la conversion d’énergie potentielle en énergie cinétique. Dans ce point de vue, la dif-
fraction s’apparente à l’effet STERN–GERLACH dans la mesure que les états internes
sont associés à des trajectoires classiques différentes.

Perspectives

C’est un résultat un peu surprenant que ce soit seulement ladiffraction assistée par
sous-niveaux magnétiques qui rende possible de grands transferts de vitesse (beau-
coup plus grands que la vitesse de recul) dans la direction normale au miroir. Il est
également intéressant d’étudier ce mécanisme en incidence normale ou oblique, en
utilisant une onde évanescente bi-chromatique. La structure magnétique de l’état fon-
damental atomique permet alors d’augmenter considérablement la bande passante pour
les transferts d’énergie, en comparant à un miroir vibrant scalaire.

En ce qui concerne le mouvement classique d’un atome à un niveau dans l’onde
évanescente stationnaire, nous nous sommes limité dans ce mémoire à un réseau
géométriquement mince. Cependant, les équations du mouvement classiques ont la
structure d’un oscillateur non linéaire piloté ce qui permet d’envisager un mouvement
chaotique pendant la réflexion. Cette observation promet ´egalement des conséquences
curieuses pour la théorie quantique.
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Troisi ème partie

Réflexion diffuse d’atomes par le
miroir à ondeévanescente
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Introduction à la troisième partie

Quand une onde est incidente sur un miroir de bonne qualité,une grande fraction
de son intensité est réfléchie dans la direction spéculaire fixée par la loi de SNELL–
DESCARTES. Le miroir à atomes permet effectivement de réfléchir cent pour cent
des atomes incidents à condition que les atomes soient suffisamment lents et que la
barrière de potentiel du miroir soit suffisamment élevée. La spécularité de la réflexion
est le sujet de cette partie du présent mémoire, que constituent les chapitres 13 à 17.
Ce problème a un intérêt immédiat si le miroir fait partie d’un système d’imagerie
ou encore d’un interféromètre atomique : d’une part, la fraction d’atomes qui sont
réfléchis de façon diffuse, ainsi que leur divergence angulaire, déterminent la taille de
la tâche focale que l’on peut réaliser en imagerie, même avant la limite de diffraction ;
d’autre part, la réflexion diffuse réduit le contraste desfranges d’interférence dans un
interféromètre parce que les ondes atomiques diffuséesont des phases aléatoires. Notre
étude contribue donc à évaluer la〈〈qualité optique〉〉 du miroir à atomes. En particulier,
nous allons établir les contraintes auxquelles sont sujettes les composants du miroir
pour que celui-ci soit un élément utile de l’optique atomique.

Par rapport à l’optique lumineuse, nous constatons tout d’abord que l’optique ato-
mique impose des critères plus sévères à ses composants, simplement parce que la
longueur d’onde atomique est généralement beaucoup pluspetite que la longueur
d’onde optique. Ceci augmente considérablement la sensibilité de l’onde atomique aux
irrégularités dans la〈〈surface〉〉 du miroir. Mais comment le miroir à onde évanescente
peut-il présenter des irrégularités ? La barrière de potentiel du miroir écrante la surface
du diélectrique au-dessus de laquelle se propage l’onde évanescente, et bien que la
surface puisse être rugueuse à l’échelle de la longueur d’onde atomique, les atomes
n’interagissent pas directement avec elle. C’est seulement à travers un médiateur
qu’une interaction entre l’atome et la surface rugueuse peut se produire. Dans cette
partie, nous ferons appel au champ lumineux, ou plus généralement au champ électro-
magnétique, pour jouer ce rôle. En effet, la rugosité de la surface du diélectrique diffuse
le champ lumineux incident ce qui modifie le potentiel dipolaire de l’onde évanescente.
En outre, l’interaction deVAN DER WAALS contient une〈〈correction rugueuse〉〉 si
l’on y tient compte de la structure de l’interface. Dans les deux cas, nous pouvons
décrire la rugosité du miroir à atomes par unpotentiel rugueuxqui diffuse l’atome
à son tour. Pour un potentiel rugueux donné, notre objectif est alors de préciser son
lien avec le profil de la surface rugueuse et d’évaluer la probabilité de réflexion dif-
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fuse pour une onde atomique, ainsi que la divergence angulaire des atomes réfléchis.
Nous établissons ainsi des contraintes sur la rugosité desurface du diélectrique et sur
l’intensité du champ lumineux diffusé : le miroir est de bonne qualité si la probabilité
de réflexion diffuse est la plus petite possible.

Quant aux expériences de réflexion d’atomes, la réflexiondiffuse a été observée
dans un passé relativement récent par notre groupe à Orsay (〈〈Specular versus diffuse
reflection of atoms from an evanescent wave mirror〉〉1). Les atomes sont réfléchis en
incidence normale, et l’on sélectionne une distribution de vitesse transverse avec une
largeur de l’ordre de la vitesse de recul, en limitant la taille du miroir. Cette sélection
revient a collimater le〈〈 faisceau atomique〉〉 par une fente. Après la réflexion, l’on ob-
serve que la distribution de vitesse s’est élargie à une largeur de quelques vitesses de
recul. Cette largeur semble corrélée avec la rugosité dela surface du diélectrique qui est
utilisée pour créer l’onde évanescente. Nous notons encore que dans les expériences de
réflexion en incidence rasante, un élargissement du faisceau atomique a été observée
sans que le phénomène ait été étudié davantage [18, 17]. Tout au plus, l’élargissement
fut attribué soit à l’émission spontanée dans l’onde évanescente [19], soit au profil
d’intensité gaussien de l’onde évanescente qui crée un miroir avec une surface convexe
[12]. Dans un interféromètre atomique avec un miroir à atomes, le groupe de J. DA-
LIBARD au Laboratoire KASTLER–BROSSEL de l’Ecole Normale Supérieure (Paris)
[85] a constaté que les défauts de la surface du diélectrique imposent une limite à la
taille du miroir pour maintenir la cohérence des atomes réfléchis.

La réflexion diffuse par le miroir à atomes est une〈〈mauvaise nouvelle〉〉 pour
l’optique atomique, mais nous pouvons étudier ce phénom`ene encore sous un autre
point de vue : s’il est vrai que l’atome est sensible à la rugosité de la surface du
diélectrique, peut-on se servir de la distribution angulaire des atomes réfléchis pour
obtenir des renseignements sur le profil de la surface ? L’on disposerait alors d’un
outil d’analyse de haute sensibilité. Pour ce problème sepose la question d’extraire
l’information sur la surface d’une mesure portant sur les atomes réfléchis. S’il s’agit
d’un processus de diffusion simple, l’on peut s’attendre àce que la section efficace
de diffusion soit proportionnelle à la transformée de FOURIER du profil de la surface.
En fait, nous verrons que l’atome est seulement sensible à une certaine plage de com-
posantes de FOURIER de la surface. La réflexion diffuse d’atomes présente alors une
résolution voisine de la microscopie optique en champ proche [62, 63, 64, 65]. En
particulier, l’atome n’est pas sensible à des structures `a l’échelle atomique de la sur-
face, comme c’est le cas pour d’autres méthodes d’analyse de surface (la diffraction
d’électrons lents,〈〈 low energy electron diffraction (LEED)〉〉, ou d’atomes d’Hélium
thermiques [6], par exemple).

Dans la description théorique de la réflexion diffuse d’atomes, il est nécessaire de
conjuguer la théorie de la diffraction avec une approche statistique pour la surface ru-
gueuse. En effet, le profil de la surface est en général une fonction compliquée, et nous

1A. L ANDRAGIN , G. LABEYRIE, C. HENKEL, R. KAISER, N. VANSTEENKISTE, C. I. WEST-
BROOK et A. ASPECT, Opt. Lett.21, 1581 (1996), réf. [66].
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devons nous restreindre à n’en décrire que des propriét´es moyennes pour pouvoir faire
des prédictions. Nous aurons alors affaire à un problèmede diffusion par un potentiel
stochastique. Pour chaque composante de FOURIER de la rugosité, la réflexion diffuse
est équivalente à la diffraction par un potentiel d’interaction périodique. Nous sommes
ainsi amené à calculer unefonction de ŕeponse atomiquequi caractérise la probabilité
de réflexion diffuse pour une composante de FOURIER donnée de la surface rugueuse.

Une telle approche est bien adaptée pour l’interaction de l’atome avec les poten-
tiels rugueux présents au voisinage de la surface du diélectrique. La réflexion diffuse
ressemble alors à une〈〈collision〉〉 dont la 〈〈section efficace〉〉 est reliée à la fonction
de réponse atomique. Par contre, la surface rugueuse du di´electrique donne également
lieu à un champ lumineux diffus dans le champ lointain au-dessus de la surface, avec
lequel l’atome interagit pendant un temps plus long. Le mouvement de l’atome peut
alors devenir diffusif, et des approches théoriques diff´erentes sont nécessaires pour
caractériser l’évolution de la distribution des vitesses atomique.

Soulignons pour finir que le processus de réflexion diffuse ´etudié ici a lieu en
l’absence d’émission spontanée ; nous supposons en effetque l’atome interagit avec
des potentiels conservatifs. Pour une surface rugueuse donnée, l’onde atomique est
certes diffusée par un potentiel déterminé ; c’est seulement parce que nous ignorons la
forme explicite du potentiel rugueux qu’il nous faut introduire une description statis-
tique et qu’apparaı̂t une distribution angulaire moyenne pour les atomes réfléchis. Le
fait que cette distribution puisse présenter une composante spéculaire est d’ailleurs une
signature de la nature ondulatoire des atomes : si nous décrivons l’atome par une par-
ticule classique, il est inévitable qu’un transfert de vitesse ait lieu, aussi faible que soit
la rugosité. Rappelons le phénomène analogue pour la diffraction : la distribution de
vitesse classique présente toujours un élargissement non nul, quel que soit le contraste
du réseau de diffraction ; dans la figure de diffraction par contre, l’ordre spéculaire peut
être complètement dominant si la phase de la fonction d’onde réfléchie est faiblement
modulée.

L’organisation de la partie III

Chap. 13. Nous commençons par présenter l’approche statistique n´ecessaire pour
décrire unesurface rugueuse. En particulier, nous introduisons la densité spec-
trale de la rugosité qui caractérise les propriétés moyennes de la surface.

Chap. 14. La réflexion d’une onde par unmiroir rugueux demande également une
approche statistique. Nous introduisons une probabilitédifférentielle moyenne
pour la réflexion diffuse, ainsi que la fonction de cohérence de l’onde réfléchie.
Ces notions sont illustrées pour le cas simple d’un miroir parfait (infini) rugueux.

Chap. 15. Nous identifions deux mécanismes physiques qui rajoutent au voisinage de
la surface du diélectrique, despotentiels rugueuxau potentiel dipolaire du mi-
roir à onde évanescente : l’interaction deVAN DER WAALS et l’interférence de
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la lumière diffusée par la surface avec l’onde évanescente du miroir plan. Nous
calculons une〈〈 rugosité effective〉〉 pour le miroir à atomes qui est due à ces deux
mécanismes, ainsi que la largeur de la distribution de vitesse des atomes dif-
fusés. Deux régimes différents sont identifiés : un régime quasi-spéculaire où
la diffusion par le potentiel rugueux est faible et peut être caractérisée dans
l’approximation de BORN ; et un régime diffus où la distribution de vitesse
ne contient plus de composante spéculaire. C’est l’approximation du réseau de
phase mince qui permet de caractériser ce dernier régime.

En annexe du chapitre 15, nous reproduisons l’article〈〈Diffuse atomic reflection
at a rough mirror〉〉 par C. H., K. MØLMER, R. KAISER, N. VANSTEENKISTE,
C. I. WESTBROOK et A. ASPECT, qui a été accepté le 17 octobre 1996 pour
publication dans laPhysical Review A(à paraı̂tre en février 1997). Dans ce tra-
vail, nous étudions le potentiel rugueux créé par l’interférence entre la lumière
diffusée et l’onde évanescente.

Chap. 16. Nous étudions de façon qualitative le mouvement d’un atome dans le poten-
tiel dipolaire de lalumi ère diffusée dans le champ lointain, à grande distance
de la surface. Nous constatons qu’aux temps d’interaction longs, la distribution
de vitesse s’élargit de façon diffusive, similaire à un mouvement Brownien. Fi-
nalement, au

Chap. 17, nous comparons les différentes mécanismes de la réflexion diffuse et
résumons les images physiques qui ont été dégagées pour la décrire.

Remarque : Note pour la lecture.Le chapitre 14 introduit les notions de base pour ca-
ractériser la réflexion diffuse. Il peut être lu avant le chapitre 13 où l’approche statistique
est présentée d’une façon un peu plus formelle. Au chapitre 15, les résultats pour le po-
tentiel rugueux dû à l’interférence de la lumière diffusé sont seulement résumés ; nous
donnons les détails du calcul dans l’article〈〈Diffuse atomic reflection at a rough mir-
ror 〉〉 reproduit à l’annexe 15.B. Au chapitre 16, nous nous servons de quelques résultats
donnés à l’annexe 15.B : d’une part pour le champ lumineux diffusé et d’autre part pour
la variante statistique de l’approximation du réseau de phase mince.



Chapitre 13

Description statistique d’une surface
rugueuse

Nous présentons dans ce chapitre un modèle statistique pour décrire une surface ru-
gueuse. Cette approche permet de calculer des valeurs moyennes de certaines quan-
tités physiques qui interviennent dans l’interaction de la lumière ou des atomes avec
une surface rugueuse. Nous allons supposer que les propriétés statistiques de la surface
sont caractérisées par la densité spectrale du profil. Dans la deuxième moitié du cha-
pitre, nous présentons des mesures expérimentales qui permettent d’obtenir la densité
spectrale.

13.1 Mod̀ele statistique

13.1.1 Le profile de surface

Nous allons décrire la surface rugueuse par la notation représentée sur la figure 13.1 :
les points de la surface sont donnés par

(x, y, z) = (R, s(R)) (13.1)

z

Rz = s(R)

Figure 13.1: Notations pour décrire une surface rugueuse.
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où s(R), le profil de surface, est sa déviation du plan de référencez = 0. Nous sui-
vons la convention de CABRERA, CELLI , GOODMAN et MANSON [58] et notons les
coordonnées parallèles au planxOy par le vecteur à deux composantesR = (x, y).
De façon analogue, les composantes(kx, ky) d’un vecteur d’ondek seront notées par
K.

Le profils(R) de la surface est en général une fonction compliquée, et il est difficile
de l’obtenir explicitement. Nous avons donc recours à une approche statistique où
n’interviennent que ses propriétés moyennes. Plus précisément, nous modélisons le
profil s(R) par unprocessus aléatoire gaussien invariant par translation qui vaut zéro
en moyenne. Expliquons-nous.

Propri étés statistique en un point

A une positionR donnée, nous modélisons la côtes = s(R) par unevariable aĺeatoire
qui est caractérisée par une densité de probabilitéρR(s). Sa valeur moyenne s’annule

〈s(R)〉 ≡
∫

ds ρR(s) s = 0, (13.2)

et son écart quadratique moyen vaut
〈

s2(R)
〉

≡
∫

ds ρR(s) s2 = σ2. (13.3)

Nous appelerons la quantitéσ la rugosit́ede surface.
La densité de probabilitéρR(s) contient toutes les informations statistiques sur le

profil en un pointR donné. Le fait que le processus aléatoire soitgaussienimplique en
particulier queρR(s) est une densité de probabilité gaussienne. Au lieu de la densité
de probabilitéρR(s), il est plus commode d’utiliser lafonction caract́eristiqueMR(µ)
qui contient l’information équivalente : elle est définiepar la valeur moyenne

MR(µ) ≡ 〈exp iµs(R)〉 =
∫

ds ρR(s) exp iµs. (13.4)

Remarquons qu’elle est la transformée de FOURIER de la densité de probabilitéρR(s)
par rapport à la côtes. En développant la fonction caractéristique en puissances du
paramètreµ, nous retrouvons les valeurs moyennes〈sn(R)〉 (les〈〈moments〉〉) du profil
de surface :

MR(µ) =
∞∑

n=0

(iµ)n

n!
〈sn(R)〉 . (13.5)

Le développement de la fonction caractéristique〈〈génère〉〉 donc les moments de la va-
riable aléatoires(R), c’est pour cette raison que l’on appelleMR(µ) aussi la fonction
génératrice.

Comme la densité de probabilitéρR(s) est une gaussienne, la fonction ca-
ractéristique vaut

MR(µ) = exp

(

−µ
2

2
σ2

)

. (13.6)

Il s’ensuit que le moment d’ordre quatre, par exemple, vaut〈s4(R)〉 = 3σ4.
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Fonction de corrélation en deux points

La densité de probabilité〈〈en un point〉〉 ρR(s) [ou la fonction generatriceMR(µ)] ne
contient pas encore toutes les propriétés de la surface rugueuse. En effet, nous pouvons
également considérer une mesure conjointe des profils à deux positionsR1 etR2. Cette
mesure donne accès à lafonction de corŕelation

Cs(R1,R2) ≡ 〈s(R1)s(R2)〉 . (13.7)

Notons que par sa définition même, la fonction de corrélation est paire :Cs(R1,R2) =
Cs(R2,R1).

La fonction de corrélation exprime dans quelle mesure les côtes de la surface aux
positionsR1 et R2 ne sont pas indépendantes : dans la limiteR2 → R1, nous avons
s(R2) → s(R1), et la fonction de corrélation tend vers〈s2(R1)〉 = σ2 ; pour une
grande distance entreR1 etR2, par contre, les côtess(R1) ets(R2) n’ont plus aucune
relation entre elles, et la fonction de corrélation tend vers〈s(R1)〉 〈s(R2)〉 = 0 à cause
de (13.2).

Le fait que le processus aléatoire soitstatistiquement invariant par translationim-
plique que la fonction de corrélation (13.7) ne dépend quede la différence des posi-
tions :1

Cs(R2,R1) = Cs(R1 −R2). (13.8)

Nous représentons des exemples de fonctions de corrélation sur la figure 13.2. La
distance-typeℓc = |R2 −R1| sur laquelle les corrélations entre deux points de la
surface disparaissent, s’appelle lalongueur de corŕelation.

Le résultat d’une mesure simultanée des profilss1 = s(R1) et s2 = s(R2) est
distribué selon une densité de probabilité jointeρR1,R2(s1, s2). De façon équivalente,
la statistique de la surface en deux points est contenue dansla fonction caractéristique

MR1,R2(µ1, µ2) ≡ 〈exp[iµ1s(R1) + iµ2s(R2)]〉 . (13.9)

Pour le cas d’un processus gaussien invariant par translation, elle prend la forme2

MR1,R2(µ1, µ2) = exp
{

−1

2

[

µ2
1σ

2 + 2µ1µ2Cs(R2 −R1) + µ2
2σ

2
]}

. (13.10)

Par transformée de FOURIER inverse par rapport àµ1 etµ2, nous obtenons la densité
de probabilité conjointe pour les côtess1 et s2 :

ρR1,R2(s1, s2) =
1

2πσ2
√

1 − C2
12

exp

[

−s
2
1 + 2C12s1s2 + s2

2

2σ2(1 − C2
12)

]

(13.11)

1Pour un processus aléatoires(t) dépendant du temps, cette propriété est satisfaite sis(t) est un
processusstationnaire. La fonction de corrélation dépend alors seulement de la différence de temps :
〈s(t1)s(t2)〉 = 〈s(0)s(t2 − t1)〉.

2M. N IETO-VESPERINAS, Scattering and Diffraction in Physical Optics, équation (7.41).



332 Réflexion diffuse

où nous avons noté la fonction de corrélationCs(R2 − R1) par C12 pour alléger
l’écriture. Les côtess1 ets2 sont donc desvariables aĺeatoires gaussiennes(parce que
leur densité de probabilité est l’exponentielle d’une forme quadratique). Cependant, à
cause du termeC12s1s2 dans l’argument de l’exponentielle, la densité de probabilité
(13.11) ne se décompose pas en un produit de deux lois de probabilités pour les côtes
s1 ets2 ; ceux-ci ne sont doncpas des variables aléatoires ind́ependantes. C’est seule-
ment dans la limite|R2 − R1| ≫ ℓc qu’elles deviennent indépendantes parce que la
fonction de corrélationC12 tend vers zéro.

Caractérisation statistiqueà tous les ordres

Finalement, toutes les propriétés statistiques de la surface sont contenues dans une
hiérarchie infinie de fonctions de corrélations

〈s(R1) s(R2) . . . s(Rn)〉 , n = 1, 2, . . . (13.12)

On peut les trouver toutes à partir de la〈〈 fonctionnelle caractéristique〉〉M [{µ(R)}] qui
est définie par la valeur moyenne

M [{µ(R)}] ≡
〈

exp i
∫

dRµ(R) s(R)
〉

. (13.13)

La fonctionnelle génératrice dépend de la fonctionµ(R). Elle généralise les fonc-
tions caractéristiquesMR1(µ) (13.4) etMR1,R2(µ1, µ2) (13.9) que l’on retrouve pour
µ(R) = µ δ(R − R1) et µ(R) = µ1 δ(R − R1) + µ2 δ(R − R2). Pour obtenir la
fonction de corrélation (13.12), nous prenonsµ(R) =

∑n
j=1 µjδ(R − Rj) et identi-

fions le terme proportionnel au produitµ1µ2 . . . µn dans le développement limité de la
fonctionnelle caractéristique (13.13) en fonction desµj .

La propriété importante des processus aléatoires gaussiens est que leur fonction-
nelle caractéristique est connue et prend une forme simple. Pour le cas d’un processus
de valeur moyenne nulle et invariant par translation, elle est donnée par3

M [{µ(R)}] = exp
[

−1

2

∫

dR dR′ µ(R)µ(R′)Cs(R
′ −R)

]

. (13.14)

A cause de cette forme de la fonctionnelle caractéristique, toutes les fonctions de
corrélation àn points avecn > 2 d’un processus aléatoire gaussien s’expriment à
l’aide de la seule fonction de corrélationCs(R

′−R). A titre d’exemple, la corrélation
à quatre points vaut

〈s(R1) s(R2) s(R3) s(R4)〉 = Cs(R1 − R2)Cs(R3 − R4) + (13.15)

+Cs(R1 − R3)Cs(R2 − R4) + Cs(R1 −R4)Cs(R2 −R3),

alors que les corrélations pourn impair s’annulent.4

3L. M ANDEL et E. WOLF, Optical Coherence and Quantum Optics, équation (2.1–11), réf. [142].
4Ceci est un résultat particulier du〈〈 théorème de WICK 〉〉. Dans le contexte des processus aléatoires,

ce théorème s’appelle encore le〈〈 théorème des moments gaussiens〉〉 (gaussian moment theorem) [142].
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13.1.2 Spectre deFOURIER

Nous pouvons également exprimer les propriétés statistiques de la surface par sa trans-
formée de FOURIER. Nous supposons que ce développement existe de sorte que le
profil de surface peut s’écrire sous la forme :

s(R) =
∫ d2Q

(2π)2
S(Q) eiQR, (13.16)

où Q = (qx, qy) est un vecteur d’onde (ou unefréquence spatiale5) parallèle au plan
z = 0. Comme le profils(R) est une quantité réelle, nous observons que sa trans-
formée de FOURIER S(Q) vérifie la propriété

S(−Q) = S∗(Q). (13.17)

Pour une surface de taille finieL2, le développement (13.16) devient

s(R) =
1

L2

∑

nx,ny

S(Qnx,ny
) eiQnx,ny R, (13.18)

où les vecteurs d’ondes discretsQnx,ny
sont donnés par

Qnx,ny
=

2π

L
(nx, ny) , (13.19)

avecnx, ny des entiers (positifs ou négatifs).

Densit́e spectrale

L’équation (13.2) implique que les coefficients de FOURIER du profil s’annulent en
moyenne

〈S(Q)〉 = 0. (13.20)

Ensuite, la corrélation entre les fréquences spatialesQ1 et Q2 vaut, en utilisant la
fonction de corrélation (13.7) et l’invariance par translation (13.8),

〈S∗(Q1)S(Q2)〉 = (2π)2 δ(Q1 − Q2)Ps(Q1), (13.21)

oùPs(Q) est la transformée de FOURIER de la fonction de corrélation

Ps(Q) =
∫

d∆R Cs(∆R) e−iQ·∆R. (13.22)

Cette quantité s’appelle ladensit́e spectrale(ou le spectre) de puissance de la rugo-
sité de surface. Elle donne la valeur quadratique moyenne du profil de surface à une

5Au sens stricte, les composantesqx, qy représentent des〈〈pulsations〉〉 spatiales, mais nous n’allons
pas faire cette distinction ici.
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fréquence spatiale donnée. Pour une surface finie d’aireL2, la corrélation (13.21) de-
vient

〈S∗(Q1)S(Q2)〉 = L2δQ1,Q2 Ps(Q1), (13.23)

oùδQ1,Q2 est le symbôle de KRONECKERhabituel. La relation (13.22) entre la densité
spectrale et la fonction de corrélation est le théorème de WIENER et KHINTCHINE

[142].6 Dans l’hypothèse d’une surface à statistique gaussienne, la densité spectrale
(étant la transformée de FOURIER de la fonction de corrélation) contient donc toutes
les propriétés statistiques de la surface.

En prenant l’inverse de (13.22) et en sachant que la fonctionde corrélation vautσ2

pour∆R = 0, nous obtenons la rugosité de surfaceσ comme une intégrale sur toutes
les fréquences spatiales de la densité spectrale :

σ2 =
∫

dQ

(2π)2
Ps(Q). (13.24)

Cette expression montre que la rugosité de surface contient beaucoup moins
d’information que la densité spectrale. Notons encore qu’une mesure expérimentale
de rugosité donne une valeur pourσ qui est l’intégrale de la densité spectrale sur
une bande limitée de fréquences spatiales qui dépend de la résolution (transverse) de
l’appareil de mesure.

La représentation de FOURIER du processus aléatoires(R) présente l’avantage que
dans la fonctionS(Q), considérée comme un processus aléatoire, les amplitudesS(Q)
sont non corrélées comme le montre l’expression (13.21).Nous pouvons même mon-
trer qu’elles sont des variables aléatoires indépendantes si la surface a une statistique
gaussienne : considérons à cet effet la fonctionnelle caractéristique définie par

M̃ [{ξ(Q)}] =
〈

exp i
∫

dQ ξ∗(Q)S(Q)
〉

, (13.25)

où la fonction complexeξ(Q) a la même symétrie (13.17) que l’amplitude de FOU-
RIER S(Q) : ξ(−Q) = ξ∗(Q). Pour calculer (13.25), nous utilisons la fonctionnelle
caractéristiqueM [{µ(R)}] définie à (13.13), avecµ(R) donné par

µ(R) =
∫

dQ ξ∗(Q) e−iQR. (13.26)

En utilisant l’expression (13.14) pourM [{µ(R)}] et l’invariance par translation, on
obtient alors

M̃ [{ξ(Q)}] = exp
[

−1

2

∫

dQ |ξ(Q)|2 (2π)2Ps(Q)
]

. (13.27)

Comme cette fonctionnelle caractéristique est l’exponentielle d’une forme quadra-
tique, la transformée de FOURIER S(Q) est également un processus aléatoire gaus-
sien, comme c’est le cas à l’équation (13.14) pour le profils(R). En outre, la fonction-
nelle caractéristique (13.27) est un produit (infini) de fonctions caractéristiques pour

6Notons que ce théorème existe même si le profil de surface lui-même n’admet pas de transformée
de FOURIER; il suffit en effet que cette transformée existe pour la fonction de corrélation de la surface.
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chacune des fréquences spatialesQ. En prenant la transformée de FOURIER inverse
[pour l’ensemble continu desξ(Q)], l’on trouve alors que la densité de probabilité
pour les amplitudes de FOURIER S(Q) se factorise, lesS(Q) sont donc des variables
aléatoires indépendantes.

Exemples

Une densité spectrale particulièrement simple est une constante (un〈〈bruit blanc〉〉),

Ps(Q) = (σ/K)2, (13.28)

oùσ/K est une rugositérmspar unité de fréquence spatiale. La fonction de corrélation
est alors une fonctionδ :

Cs(∆R) = (σ/K)2δ(∆R) , (13.29)

et les côtess(R1) ets(R2) sont des variables aléatoires non corrélées et indépendantes
pourR1 6= R2 [voir la fonctionnelle caractéristique (13.14) dans ce cas].

Expérimentalement, l’on rencontre souvent des densitésspectrales en loi de puis-
sance,Ps(Q) ∝ |Q|−α, qui ont une portée assez longue. Dans ce cas, la rugositéσ
n’est finie que si l’exposantα est strictement supérieur à2 [sinon l’intégrale (13.24)
diverge à la limite|Q| → ∞] et si l’on introduit une coupure aux basses fréquences,
par exemple de la forme suivante

Ps(Q) =
σ2

Λ2

2π(α− 2)

(1 + Q2/Λ2)α/2
, (13.30)

où le vecteur d’ondeΛ régularise la divergence de la densité spectrale àQ → 0. La
fonction de corrélation est alors donnée par7

Cs(∆R) =
2σ2

Γ(α/2 − 1)

(

Λ|∆R|
2

)α/2−1

Kα/2−1(Λ|∆R|) (13.31)

où Γ(·) est la fonction Gamma d’EULER et Kν(·) la fonction de BESSEL modifiée
de la deuxième espèce. Nous avons supposé ici que la densité spectrale est inva-
riante par rotation dans le plan des vecteurs d’ondeQ. Il s’ensuit que la fonc-
tion de corrélation est aussi invariante par rotation dansle plan xOy. La fonction
de corrélation (13.31) est représentée sur la figure 13.2, pour quelques valeurs de
l’exposantα. Notons que dans le cas particulierα = 3, elle décroı̂t de façon exponen-
tielle,Cs(∆R) = σ2 exp(−Λ|∆R|). Cette forme pour les corrélations a été proposée
par EASTMAN [59] sur la base d’observations expérimentales et utilis´ee par le groupe
de PELLETIER [61].

7La transformée de FOURIER inverse de la densité spectrale (13.30) se calcule à l’aide des for-
mules 6.2.1 et 6.2.2 duHandbook of Mathematical Functions, édité par M. ABRAMOWITZ et I. A. STE-
GUN.
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Figure 13.2: Fonction de corrélation (13.31) pour des exposants différents, en fonction
de la distance normaliséeΛρ ≡ Λ|∆R| et normalisée à l’unité pourρ = 0. Tirets :
α = 2.2, trait plein :α = 3, point-tirets :α = 4.

Finalement, du point de vue du calcul analytique, une fonction de corrélation par-
ticulièrement commode est une gaussienne :

Cs(∆R) = σ2 exp

(

−∆R2

2ℓ2c

)

, (13.32)

oùℓc est la longueur de corrélation. La densité spectrale est alors gaussienne elle aussi :

Ps(Q) = 2π σ2ℓ2c exp
(

−1

2
Q2ℓ2c

)

, (13.33)

avec une portée de l’ordre deδQ ∼ 1/ℓc.

Simulation numérique

Rappelons qu’à cause de l’invariance par translation, lesamplitudes de FOURIER du
profil de surfaceS(Q) sont des variables aléatoires indépendantes [voir (13.21) et
(13.27)]. Nous pouvons tirer profit de cette propriété pour simuler numériquement une
surface rugueuse. L’on choisit d’abord une taille finieL2 pour la surface, les fréquences
spatiales prennent alors les valeurs discrètesQnx,ny

données à (13.19). La valeur qua-
dratique moyenne de l’amplitude de FOURIER du profil vaut alors [voir (13.21)]

〈

|S(Qnx,ny
)|2
〉

= L2 Ps(Qnx,ny
). (13.34)
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Figure 13.3: Réalisation d’une surface rugueuse à une dimension avec une densité
spectrale gaussienne. La rugosité rmsσ sert d’unité pour les côtes verticales et la lon-
gueur de corrélationℓc d’unité pour les positions transversesx. Dans la simulation, la
taille de la surface rugueuse vautL = 25 ℓc et nous avons simulé la surface par 128
points équidistants.

Une possibilité de générer une réalisation particuli`ere de la surface rugueuse est donc
de choisir les amplitudes de FOURIER de la façon suivante

S(Qnx,ny
) =

√

L2 P(Qnx,ny
) exp iϕnx,ny

(13.35)

où les phasesϕnx,ny
sont des variables aléatoires indépendantes avec une distribution

uniforme entre0 et 2π. [Le choix (13.35) n’est pas unique, il ignore en particulier
des fluctuations du module deS(Qnx,ny

).] Un exemple de surface aléatoire en une
dimension avec une densité spectrale gaussienne est repr´esentée sur la figure 13.3.

13.1.3 Ergodicit́e

Les valeurs moyennes dont nous avons parlé jusque là, sontà interpréter dans le sens
d’une moyenne d’ensemble: l’on imagine une collection infinie de réalisations de la
surface rugueuse qui sont distribuées selon une densité de probabilitéρ[{s(R)}] qui
dépend du profils(R) à toutes les positionsR.

Cependant, dans la réalité, l’on ne dispose souvent que d’une seule réalisation
d’une surface rugueuse. Nous pouvons alors obtenir quand mˆeme ses propriétés statis-
tiques si la rugosité de surface estergodique: ceci veut dire que les valeurs moyennes
calculées par rapport à tous les points d’une réalisation particulière de la surface sont
identiques aux moyennes sur un ensemble infini de réalisations. Par exemple, l’on peut
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alors obtenir la rugosité par

σ2 ∼= 1

L2

∫

dR s2(R) (13.36)

sur une surface de tailleL2, si la moyenne des(R) sur la surface s’annule.

13.2 Mesures exṕerimentales

Nous avons effectué des mesures expérimentales de rugosité pour les surfaces
de quelques prismes diélectriques qui ont été utilisésà l’Institut d’Optique pour
l’expérience du miroir à atomes à onde évanescente. Lesmesures ont été faites avec
deux méthodes différentes : un profilomètre optique et unmicroscope à force ato-
mique. Dans ce paragraphe, nous allons d’abord rappeler lesprincipes physiques de
ces méthodes et ensuite présenter comment l’on obtient larugosité et la densité spec-
trale à partir des données expérimentales.

13.2.1 Méthodes de mesure

Profilomètre optique

Le dispositif central du profilomètre optique de la société Zygo8 est un interféromètre
laser dont le schéma est esquissé sur la figure 13.4. Dans unbras de l’interféromètre,
un pointR dans la surface à mesurer sert de miroir (partiellement réfléchissant) pour
un faisceau lumineux. Le profils(R) modifie la phaseφ(R) du faisceau réfléchi :

φ(R) = 2k s(R), (13.37)

où k est le vecteur d’onde du faisceau lumineux.9 Les variations de la phaseφ(R) du
faisceau réfléchi par la surface sont mesurées en le faisant interférer avec un faisceau
réfléchi par un point de référenceRéffixé sur la surface. L’intensité lumineuse mesurée
est alors proportionnelle à

IL ∝ |exp iφ(R) + exp i(φréf + ϕ)|2 (13.38)

où ϕ est la différence de phase entre les deux bras de l’interféromètre. Ce montage
interférométrique permet de mesurer des variations verticales du profil de surface en-
dessous de la longueur d’onde optique : en effet, en choisissant convenablement la
phaseϕ par rapport à la phaseφréf du faisceau de référence et pour une phaseφ(R)
faible devant l’unité, la variationδIL de l’intensité lumineuse est directement propor-
tionnelle au profil de surface :

δIL ∝ k s(R). (13.39)

8Zygo Inc.,Heterodyne Profiler, modèle no. 5500, voir aussi [143].
9Le profilomètre〈〈Zygo〉〉 utilise une longueur d’onde2π/k = 632 nm.
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Figure 13.4: Schéma expérimental du profilomètre optique. L’appareil mesure le profil
de surface sur un cercle autour de la position de référenceRéf.
Sép. : séparatrice, Dét. : détecteur.
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Figure 13.5: Exemple de profil de surface mesuré par le profilomètre optique. Le profil
est donné en̊A.

Une haute résolution des variationsδIL se traduit donc par une haute résolution du
profil s(R). L’appareil avec lequel les mesures ont été faites est sp´ecifié pour une
résolution verticale deδs ≤ 1 Å.

La mesure est effectuée en déplaçant le pointR sur un cercle centré autour du point
de référenceRéf (voir la figure 13.4), le périmètre de ce cercle vautL = 1 017µm.
Le profilomètre couvre donc une partie essentiellement unidimensionnelle de la sur-
face. Le faisceau laser du profilomètre optique est amené par une fibre optique vers
l’échantillon et focalisé sur la surface. Selon les spécifications du constructeur, la tâche
focale a un diamètrewL ≈ 2µm. La résolution transverse de la mesure du profil de
surface est donc de l’ordre dewL, et le profilomètre n’est pas sensible à des compo-
santes de FOURIER de la rugosité de surface au-delà d’une fréquence spatiale limite de
l’ordre deqmax ≃ 1/wL. Du côté des basses fréquences spatiales, le profilomètre est
limité par la longueurL finie du tracé echantillonné, et la fréquence spatiale minimale
vautqmin ≃ 2π/L.

Un profil-type mesuré par le profilomètre est donné sur la figure 13.5. Les données
expérimentales correspondent aux valeurss(xi) du profil de surface à un nombreN =
1024 de positionsxi équidistantes, avecδx = xi+1 − xi = L/N ≈ 1µm. La rugosité



Surface rugueuse 341

−6 −4 −2 0 2 4 6 s [A]
0

0.05

0.1

0.15

ρ 

Figure 13.6: Distribution des hauteurss(xi) pour les données de la figure 13.5.
Tirets : distribution gaussienne centrée à zéro et de même varianceσ2 que la distribu-
tion expérimentale.

de surfaceσ est alors donnée par la version discrète de l’expression (13.36) :

σ2 =
1

N

N∑

i=1

s2(xi) (13.40)

où nous avons supposé que les pointss(xi) sont de valeur moyenne nulle.
Nous comparons sur la figure 13.6 la distribution des valeurss(xi) dans le pro-

fil mesuré à une distribution gaussienne avec une varianceσ2. Ceci nous permet de
vérifier si la surface a une statistique gaussienne. Nous constatons que la distribution
expérimentale est un peu moins large qu’une gaussienne, mais globalement, l’accord
est assez satisfaisant. Notons néanmoins que cette mesurene suffit pas pour affir-
mer que la statistique de la surface est gaussienne. A cet effet, il faudrait analyser
également des distributions analogues pour toutes les fonctions de corrélation. Nous
allons quand même supposer une statistique gaussienne parce que cette hypothèse est
particulièrement commode pour le calcul théorique.

Sur la figure 13.7, nous représentons la fonction de corrélation à deux points que
nous avons calculée à l’aide de l’expression

Cs(∆xm) =
1

N

N∑

i=1

s(xi) s(xm+i) (13.41)

où la distance entre les points vaut∆xm = mδx. Nous constatons que les corrélations
décroissent sur une distanceℓc ∼ 5µm. Les oscillations à plus longue période qui ap-
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Figure 13.7: Fonction de corrélation (13.41) pour les données de la figure 13.5. Elle
est normalisée à l’unité pour∆x = 0.

paraissent sur la figure 13.7 et qui font que la fonction de corrélation présente aussi des
valeurs négatives à certaines distances, sont des artéfacts dus à l’appareil de mesure.10

Microscopeà force atomique

Le microscope à force atomique permet de mesurer le profil desurface avec une
résolution transverse bien meilleure que le profilomètreoptique [143, 144]. Il présente
même la possibilité de résoudre la structure atomique dela surface, mais nous ne
nous sommes pas servi de cette résolution maximale. Son inconvénient est que la
mesure couvre la surface sur une taille beaucoup plus petite, de l’ordre de quelques
micromètres au carré.

Le principe de l’appareil11 est esquissé sur la figure 13.8. La surface est balayée
par une pointe de silicium cristallin qui est montée sur un levier. A une distance à la
surface de quelques̊Angström, la pointe est soumise à une force qui varie rapidement
avec la distance (attractive à grande distance, puis répulsive à courte distance). Cette
force conduit à un fléchissement du levier qui tient la pointe, et en vertu de la loi de
HOOK, ce fléchissement est proportionnel à la force exercée sur la pointe. L’on mesure
le fléchissement du levier par le déplacement d’un faisceau laser qui est réfléchi par
un miroir monté sur le levier. Ce signal permet d’asservir la distance entre la pointe
et la surface à une valeur fixe, en déplaçant la surface dans la direction normale avec
un élément piézo-électrique. L’échantillon avec la surface à mesurer est montée sur un
tube flexible qui est déformé par des éléments piézo-électriques également. L’inflexion

10Michel MULLOT, ingénieur de recherche à l’atelier d’optique de l’Institut d’Optique.
11Park Scientific Instruments,Atomic Force Microscope.
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Figure 13.8: Schéma de principe du microscope à force atomique. Pte. : pointe, Lev. :
levier, Dét. : détecteur sensible à la position du faisceau laser.

de ce tube déplace la surface dans les directions transverses. Le signal du système
d’asservissement de la distance de la pointe permet alors d’obtenir une cartographie
de la surface rugueuse.

Le microscope à force atomique fournit une image rectangulaire qui contientN2

points de mesure avecN = 256. Nous avons pris des images en forme de carré avec
des arêtes de7.5µm et de1µm. En raison du système de déplacement transverse de
la surface, les images brutes contiennent une courbure dansune direction qu’il faut
corriger avant de les exploiter. A cet effet, nous avons retranché un polynôme d’ordre
4 de chaque ligne des images de7.5 × 7.5µm2 et un polynôme d’ordre2 des images
de1 × 1µm2, la distorsion étant plus forte pour les images à plus grand format.

Les données expérimentales correspondent aux valeurss(xi, yj) du profil pour un
maillage(xi, yj) deN2 = 2562 positions équidistantes dans un carré de tailleL2

(L = 7.5µm ou L = 1µm). La résolution transverseδx est donnée par la distance
entre les points de mesure, elle est deδx = 30 nm pour les images de grande taille et
de δx = 4 nm pour les petites images.12 Nous représentons une partie d’une image-
type du microscope à force atomique sur la figure 13.9. Les valeurss(xi, yj) du profil
de surface donnent la rugosité de surfaceσ par une expression analogue à (13.40).

13.2.2 Ŕesultats pour la rugosit́e de surface

Nous présentons ici les résultats expérimentaux pour deux surfaces polies de qua-
lités légèrement différentes. La surface A a été fabriquée dans l’atelier d’optique de
l’Institut d’Optique à Orsay en polissant un substrat de verre de type〈〈LASFN18〉〉,
et la surface B par la société General Optics au Etats-Unis, sur un substrat de
type 〈〈TaFD30〉〉. Au tableau 13.1, nous donnons les résultats obtenus pour la rugo-

12La limite inférieure pourδx dépend de la taille et de la forme de la pointe qui interagit avec la
surface. Elle peut être estimée de l’ordre de quelquesÅngström, étant donné que le microscope à force
permet de résoudre la structure atomique d’une surface [143, 144].
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Figure 13.9: Partie d’une image de surface mesurée avec un microscope à force ato-
mique. Cette partie a des dimensions1.41×1.41µm, et contient482 points de mesure.
Le profil de surface est donné enÅ.
L’anisotropie de l’image provient du mécanisme de la prisedes données : la pointe
du microscope à force atomique balaie la surface le long de la directionOx, et en
déplaçant l’échantillon dans la directionOy, l’on construit la topographie de la surface
ligne par ligne.
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Prof. opt. M.f.a.,7.5µm M.f.a.,1µm
A 2.6 3.0 1.8
B 1.2 2.1 1.0

Tableau 13.1: Rugosité de surfaceσ (enÅ) pour les deux surfaces analysées, obtenues
avec le profilomètre optique et le microscope à force atomique (à partir d’images de
taille 7.5 × 7.5µm2 et1 × 1µm2).
Surface A : superpoli de l’atelier d’optique de l’Institut d’Optique à Orsay (substrat
LASFN18), surface B : superpoli de la société General Optics aux Etats-Unis (substrat
TaFD30).

sité σ par le profilomètre optique et le microscope à force atomique, en utilisant la
formule (13.40). Nous constatons queσ est de l’ordre de l’̊Angström, donc très petit
par rapport à la longueur d’onde optique.

13.2.3 D́etermination de la densit́e spectrale

Principe du calcul

Les données expérimentales permettent de calculer la transformée de FOURIER

discrète du profil de surface. Nous nous sommes restreint àdes spectres de FOURIER

en une dimension.
Pour obtenir la densité spectrale à partir d’un tracé du profilomètre optique, nous

avons découpé le tracé deN points en8 morceaux{sj(xi)} , i = (j − 1)N ′ +
1, . . . jN ′, j = 1, . . . 8, avecN ′ = N/8 points chacun.13 Chaque morceau de longueur
L′ = L/8 donne alors un spectre de FOURIER,

Sj(qx) = δx
jN ′
∑

i=(j−1)N ′+1

e−iqxxis(xi), (13.42)

où les vecteurs d’ondeqx prennent les valeurs discrètesqx,m = 2πm/L′ avecm =
−N ′/2, . . . N ′/2−1. Nous obtenons la densité spectrale (en une dimension) en prenant
la moyenne sur les8 morceaux des modules au carré des coefficients de FOURIER14

P(1)
s (qx) =

1

8L′

8∑

j=1

|Sj(qx)|2 . (13.43)

13Le choix de8 morceaux est un compromis entre un ensemble statistique suffisamment grand (les
8 morceaux servent de réalisations indépendantes de la surface rugueuse) et une plage de fréquences
spatiales suffisamment grande, la fréquence minimale étant qmin = 2π(8/L).

14Dans cette expression, les modules au carré des coefficients de Fourier sont normalisés par la lon-
gueurL′ du morceau du tracé, à cause de l’analogue unidimensionnel de la relation (13.23).
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Surface α A(1) A(2)

A 2.4 7.8 × 10−7 2.0 × 10−6

B 2.2 2.0 × 10−7 4.4 × 10−7

Tableau 13.2: Paramètres pour la densité spectrale en unedimension (13.44) et en deux
dimensions (13.46), déduite d’un modèle en forme de loi depuissance.

Pour les images du microscope à force atomique, nous calculons les transformées de
FOURIER pour chaque ligne de l’image (avecN ′ = 256 points) et nous calculons la
moyenne, sur les 256 colonnes de l’image, de leurs modules aucarré.

Présentation des ŕesultats

La densité spectrale (en une dimension) est représentéesur la figure 13.10, en double
échelle logarithmique. Nous constatons que les résultats du profilomètre optique et
du microscope à force atomique se recouvrent de façon satisfaisante dans la plage de
fréquences spatiales commune aux deux méthodes. L’accord n’est pas parfait parce
que cette plage correspond, d’une part, aux hautes fréquences du profilomètre op-
tique qui sont modifiées à cause de la taille finie du faisceau laser et d’autre part, aux
basses fréquences du microscope à force atomique qui sontdéformées par le traitement
d’image.

Nous remarquons également que la densité spectrale peut ˆetre modélisée de façon
satisfaisante sur toute la gamme de fréquences spatiales ´etudiées par une loi de puis-
sance (les lignes droites en tirets sur la figure 13.10). Pourles deux surfaces analysées,
nous avons ainsi obtenu la représentation suivante pour ladensité spectrale en une
dimension

P(1)
s (qx) =

A(1)

k3
L

(
qx
kL

)−α+1

. (13.44)

Nous choisissons comme unité pour les fréquences spatialesqx le vecteur d’onde op-
tique kL de la transition àλL = 780 nm de l’atome de85Rb. Les paramètres sans
dimensionA(1) et α dans (13.44) sont donnés au tableau 13.2. Dans le paragraphe
suivant, nous déduisons une densité spectrale en deux dimensions de ces données (le
paramètreA(2) du tableau 13.2).

Relation entre les densit́es spectrales en une et deux dimensions

Nous pouvons déduire la densité spectrale en deux dimensionsPs(qx, qy) à partir des
résultats présents moyennant deux hypothèses :

1. la densité spectrale en deux dimensions est isotrope et ne dépend que du module
du vecteur d’onde ;

2. elle a la forme d’une loi de puissance.
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Figure 13.10: Densité spectrale de rugosité de surface, mesurée avec le profilomètre
optique (basses fréquences) et avec le microscope à forceatomique. Les deux gammes
de fréquences spatiales correspondent aux deux tailles d’images.
Trait plein : surface A, pointillées : surface B (voir le tableau 13.2). Les tirets
représentent la loi de puissance (13.44) obtenue avec la m´ethode de moindres carrés,
dont les paramètres sont donnés au tableau 13.2.
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La première de ces hypothèses semble raisonnable pour lessurfaces polies dont il est
question ici. Nous montrons maintenant que la deuxième hypothèse implique que la
densité spectrale en une dimension est une loi de puissanceelle aussi.

Nous nous servons du fait que la densité spectrale en une dimension est obtenue
par une intégrale de celle en deux dimensions sur la composanteqy du vecteur d’onde
Q. Pour une résolution infinie (δy → 0) dans la directionOy, nous avons

P(1)
s (qx) =

∞∫

−∞

dqy
2π

Ps(qx, qy). (13.45)

SiPs(qx, qy) ne dépend que du moduleQ = (q2
x + q2

y)
1/2 et si elle a la forme d’une loi

de puissance,

Ps(qx, qy) =
A(2)

k4
L

(
Q

kL

)−α

, (13.46)

nous obtenons le résultat suivant

P(1)
s (qx) =

Γ[(α− 1)/2]

2
√
π Γ[α/2]

A(2)

k3
L

(
qx
kL

)−α+1

. (13.47)

La densité spectrale en une dimension est donc une loi de puissance avec un exposant
1 − α. En comparant à la représentation (13.44), nous constatons que les coefficients
A(1) etA(2) ne diffèrent que par un facteur numérique qui dépend de lavaleur deα :

A(1) =
Γ[(α− 1)/2]

2
√
π Γ[α/2]

A(2) (13.48)

Les paramètresA(2) etα pour la densité spectrale en deux dimensions que l’on déduit
de ce modèle sont rassemblés au tableau 13.2 pour les deux surfaces A et B.

Remarque. Les résultats expérimentaux de la figure 13.10 suggèrentune meilleure
représentation de la densité spectrale en une dimension en utilisant deux lois de puis-
sance sur deux intervalles spectraux différents : une rupture de pente est visible autour
du vecteur d’ondeqx ≈ 5 kL. Ce changement d’exposant ne semble pas corrélé avec les
plages spectrales des méthodes de mesure. Pour les deux intervallesqx = 0.05 . . . 5 kL

etqx = 5 . . . 100 kL, nous obtenons alors des lois de puissance de la forme (13.44) dont
les paramètresα etA(1) sont donnés au tableau 13.3. Ce modèle est représenté sur la
figure 13.11 par les lignes droites en tirets.

L’exposantα est inférieur à2 dans la gamme spectrale inférieure. Ceci implique
que la rugosité mesuréeσmes augmente lorsque l’on la mesure avec une plus haute
résolution, mais à nombre fixe de points de mesure. En effet, nous pouvons approxi-
merσmes par l’intégrale de la densité spectraleP(1)(qx) sur un intervalle[qmin, qmax]
de fréquences spatiales avecqmax ≈ π/δx, qmin = qmax(2/N). Pour la loi de puis-
sance (13.44), l’on obtient alors

σ2
mes(qmin, qmax) =

A(1)

2π k2
L|2 − α|

(
qmax

kL

)2−α
∣
∣
∣
∣
∣
1 −

(
2

N

)2−α
∣
∣
∣
∣
∣
, (13.49)
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Intervalleqx = 0.05 . . . 5 kL Intervalleqx = 5 . . . 100 kL

Surface α A(1) α A(1)

A 1.8 11 × 10−7 3.0 46 × 10−7

B 1.7 2 × 10−7 2.5 7 × 10−7

Tableau 13.3: Paramètres d’un modèle plus complexe pour la densité spectrale en une
dimension, en utilisant des lois de puissance pour deux intervalles spectraux différents.

et cette expression augmente avecqmax siα < 2. Ce comportement est apparent dans les
deux premières colonnes du tableau 13.1. Par contre, lorsque l’on entre dans la gamme
spectrale supérieure, l’exposantα est supérieur à2. La situation se renverse alors et la
rugosité décroı̂t lorsque la résolution devient meilleure. Ceci correspond aux résultats
des deux dernières colonnes du tableau 13.1.

Notons finalement que le modèle à deux exposants semble certes une meilleure
représentation des spectres expérimentaux, mais qu’il est plus difficile de déterminer
une densité spectrale en deux dimensions qui fournisse, par la relation (13.45), une loi
de puissance à deux exposants pourP(1)(qx).

Conclusion

Le profil s(R) d’une surface rugueuse peut être modélisé par un processus aléatoire.
Dans l’hypothèse où la surface a une statistique gaussienne, ses propriétés statistiques
sont caractérisées par sa fonction de corrélation ou bien sa densité spectrale.

Pour deux surfaces de verre utilisées dans les expériences de miroir à atomes
à l’Institut d’Optique, la densité spectrale a été obtenue expérimentalement sur une
grande gamme de fréquences spatiales, moyennant des mesures du profil de sur-
face par un profilomètre optique et un microscope à force atomique. Les résultats
expérimentaux montrent que la densité spectrale peut être modélisée de façon satis-
faisante par une loi de puissance dont l’exposant (en deux dimensions) est situé entre
2 et 3.
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Figure 13.11: Modèle plus complexe pour la densité spectrale en une dimension, avec
deux lois de puissance sur deux intervalles spectraux diff´erents. La rupture de pente se
situe àqx ≈ 5 kL.
Trait plein : surface A, pointillées : surface B (voir le tableau 13.2). Les tirets
représentent les lois de puissance pour deux intervalles spectraux différents :qx =
0.05 . . . 5 kL et qx = 5 . . . 100 kL.



Chapitre 14

Réflexion diffuse d’un champ scalaire
par un miroir parfait rugueux

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques concepts fondamentaux pour caractériser
la réflexion d’une onde par un miroir rugueux. Nous considérerons l’exemple concret
d’un 〈〈miroir parfait rugueux〉〉, c’est-à-dire une barrière de potentiel infinie située sur
une surface rugueuse. En optique lumineuse, ce problème correspond à la réflexion par
une surface métallique [82]. Nous avons vu qu’un tel potentiel permet également de
décrire la diffraction d’un atome par le miroir à onde évanescente dans le régime quan-
tique (voir au chapitre 10). Dans la diffusion d’un atome parune surface cristalline, le
modèle de la barrière de potentiel infinie et rugueuse est connu sous le nom du〈〈mur
dur rugueux〉〉 (corrugated hard wall) [74, 145, 146].

Comme nous décrivons la surface rugueuse par un modèle statistique, il est
nécessaire d’étendre cette approche à la réflexion de l’onde. A cet effet, nous introdui-
sons d’abord la distribution angulaire moyenne du champ diffusé, où la moyenne est
prise par rapport à l’ensemble statistique pour la surface. Une probabilité de réflexion
diffuse est définie qui permet de caractériser la spécularité de la réflexion. Ces notions
sont illustrées à l’aide d’une solution approchée pour un miroir de faible rugosité, dans
l’approximation de RAYLEIGH .

Ensuite, nous étudions la cohérence de la réflexion par lemiroir rugueux. Nous
considérons à cet effet des expériences d’interférom´etrie où le miroir rugueux inter-
vient comme élément optique. Le contraste des franges d’interférence permet alors
de mesurer la valeur moyenne du coefficient de réflexion en amplitude, d’une part,
et la fonction de cohérence du champ réfléchi, d’autre part. Nous relions ces notions
à la probabilité de réflexion diffuse et à la distribution angulaire moyenne du champ
diffusé.

Dans ce chapitre, nous nous servirons du mot〈〈champ〉〉 pour décrire à la fois
une onde de matière ou un champ électromagnétique. Nous nous limitons également
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à l’approximation scalaire. En ce qui concerne la lumière, nous résumons dans
l’annexe 15.B les résultats que l’on obtient en généralisant l’approximation de RAY-
LEIGH à la réflexion diffuse par une interface diélectrique rugueuse ; nous tenons alors
également compte de la polarisation de l’onde lumineuse.

14.1 Ŕeflexion diffuse

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la réflexion diffuse du point de vue de la
théorie de la diffusion : nous introduisons une probabilité différentielle de réflexion
diffuse dont nous calculons la valeur moyenne par rapport àl’ensemble statistique
pour le miroir rugueux.

14.1.1 Distribution angulaire du champ ŕefléchi

Dans l’espace librez → +∞ au-dessus du miroir rugueux, le champψ(r) = ψinc(r)+
ψréf(r) est la superposition d’une onde incidenteψinc(r) et d’une onde réfléchieψréf(r)
qui sont données par

z → +∞ : ψinc(r) = exp i (Ki ·R − kziz) (14.1)

et

z → +∞ : ψréf(r) =
∫

dKf

(2π)2
ψ̃réf(Kf) exp i (Kf ·R + kzfz) . (14.2)

Nous avons introduit le développement de FOURIER du champ réfléchi où lesKf

dénotent les composantes du vecteur d’onde parallèles àla surface moyenne du miroir
(le planxOy). La composante normalekzf du vecteur d’onde est fixée par l’équation
de propagation libre (l’équation de HELMHOLTZ) à laquelle satisfait le champ dans
l’espace au-dessus de la surfaces(R) du miroir

z > s(R) :
(

∇2 + k2
)

ψ(r) = 0 (14.3)

oùk est le module du vecteur d’onde dans le vide.1 Nous avons donc

kzf = +
√

k2 −K2
f . (14.4)

Le vecteur d’ondekzf est positif parce que l’onde réfléchie se propage dans la direction
desz croissants. Si le module deKf est supérieur au vecteur d’ondek, la composante
normalekzf est imaginaire avecIm kzf > 0 ; ceci correspond à un mode évanescent du

1Le champψ(r) est supposé monochromatique et un facteur temporelexp(−iωt) est omis partout.
Pour un champ lumineux, on ak = ωL/c, et pour une onde de matière :k =

√
2ME/h̄.
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Figure 14.1: Angles de diffusionθf etφf .

champ réfléchiψréf(r). Le développement (14.2) généralise le développementasymp-
totique (7.12) que nous avons rencontré pour la diffraction, dans le cas d’un potentiel
non périodique.2

Pour obtenir la distribution angulaire du champ diffusé (〈〈 l’indicatrice de diffu-
sion〉〉), nous allons calculer le signal observé par un détecteurplacé à l’infini dans une
direction caractérisée par le vecteur unitairenf (voir la figure 14.1). Cette direction
peut aussi être repérée par les anglesθf et φf . Sans restriction de généralité, nous
pouvons choisir l’axeOx parallèle au vecteur d’onde incidentKi.

Dans un élément d’angle solidedΩf autour denf , le détecteur observe un flux
différentiel réfléchidIréf donné par

dIréf(θf , φf) = C lim
r→∞

Im

[

ψ∗
réf(rnf)

∂

∂r
ψréf(rnf) r

2dΩf

]

(14.5)

où la constante de proportionnalitéC dépend de la normalisation du champ. Il est bien
connu que le développement de FOURIER (14.2) permet d’obtenir le champ lointain
au pointrnf en évaluant l’intégrale surKf par la méthode de la phase stationnaire3 :
l’intégrale est dominée par le vecteur d’ondeKf fixé par la direction d’observation

kf = knf ou







kxf = k sin θf cos φf

kyf = k sin θf sin φf

kzf = k cos θf ,
(14.6)

2 Pour des questions de normalisation, nous allons parfois limiter la surface du miroir à un carré fini
d’aireL2. En utilisant des conditions aux limites périodiques, l’intégrale surKf dans le développement
de FOURIER (14.2) devient alors une somme sur les vecteurs d’onde discretsKnx,ny

= Ki + Qnx,ny
,

comme à l’équation (13.18), où lesQnx,ny
sont donnés par (13.19).

3M. N IETO-VESPERINAS, Scattering and Diffraction in Physical Optics, chap. 2.8.
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et on trouve alors une onde sphérique

r → ∞ : ψréf(rnf) = − ikzf

2π
ψ̃réf(Kf)

eikr

r
. (14.7)

Ici, la composante normalekzf du vecteur d’onde final est réelle, les ondes
évanescentes en effet ne contribuent pas au champ à l’infini.

Le développement asymptotique (14.7) permet donc d’exprimer le flux différentiel
réfléchi par les amplitudes de FOURIER du champ :

dIréf
dΩf

= C
k k2

zf

(2π)2

∣
∣
∣ψ̃réf(Kf)

∣
∣
∣

2
. (14.8)

Pour obtenir uneprobabilité diff́erentielle de ŕeflexiondw/dΩf , l’on considère un mi-
roir avec une surface finieL2 et l’on normalise le flux réfléchi par le flux de l’onde
incidente (14.1)Iinc = CkziL

2 :

dw

dΩf
=

1

Iinc

dIréf
dΩf

=
k

(2πL)2

k2
zf

kzi

∣
∣
∣ψ̃réf(Kf)

∣
∣
∣

2
. (14.9)

Il est commode d’exprimer la probabilité différentielledw non pas par élément d’angle
solidedΩf , mais par élément de vecteur d’onde finaldKf . Ceci revient au changement
de variable

dKf = |Kf | d|Kf | dφf = k2 sin θf d sin θf dφf =

= k kzf dΩf . (14.10)

Nous obtenons ainsi
dw

dKf
=

1

(2πL)2

kzf

kzi

∣
∣
∣ψ̃réf(Kf)

∣
∣
∣

2
. (14.11)

Par abus de langage, nous appelerons cette expression ladistribution angulaire du
champ ŕefléchi.

Remarque. Si nous considérons une surface périodique (un réseau dediffraction),
l’amplitude de FOURIER ψ̃réf(Kf ) du développement (14.2) est piquée aux vecteurs
d’ondes diffractésKn = Ki + Gn (les Gn sont les vecteurs d’onde du réseau
réciproque) :

ψ̃réf(Kf ) = (2π)2
∑

n

an δ(Kf − Kn).

La distribution du flux réfléchi (14.11) est alors donnée par

dw

dKf
=
∑

n

kzf

kzi
|an|2 δ(Kf − Kn),

où nous nous sommes servi de l’aire finieL2 du miroir pour régulariser les carrés des
fonctions δ. La distributiondw/dKf est également piquée aux vecteurs d’onde dif-
fractés, et les poids des pics de diffraction sont donnés par les populations des ordres
wn = (kzf/kzi)|an|2 (7.17).
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14.1.2 Moyenne statistique

Les amplitudes de FOURIER ψ̃réf(Kf) du champ réfléchi dépendront du profil
de surfaces(R) du miroir rugueux. Dans notre approche statistique, elles sont
donc également des quantités aléatoires et nous allons calculer lavaleur moyenne
〈dw/dKf〉 de la probabilité différentielle que nous venons d’introduire. Formellement,
cette quantité représente la distribution du champ réflechi après avoir moyenné sur un
grand nombre de réalisations du miroir rugueux. Dans la pratique, 〈dw/dKf〉 peut
décrire la distribution réflechie par une réalisation particulière du miroir si la rugosité
est ergodique et que l’on introduise expérimentalement une moyenne appropriée. Pour
un faisceau incident collimaté, on peut par exemple faire varier la position d’impact sur
le miroir et moyenner les distributions diffusées. Une autre possibilité est que l’onde
incidente contient un grand nombre de composantes incohérentes qui sont réfléchies
de façon indépendante et sur lesquelles l’on moyenne lorsde la détection. Ce cas se
présente en optique lorsque l’on utilise la lumière naturelle, et en optique atomique
pour un gaz d’atomes dilué et non dégénéré.

14.1.3 Calcul du champ ŕefléchi

A titre d’illustration, nous calculons maintenant les amplitudes de FOURIER ψ̃réf(Kf)
du champ réfléchi dans l’approximation de RAYLEIGH . Elles sont déterminées par la
condition que le champ s’annule sur la surfacez = s(R) du miroir parfait :

ψ[R, s(R)] = 0. (14.12)

Le modèle du miroir parfait rugueux apparaı̂t dans des situations physiques très
différentes : en optique, pour un miroir métallique, en m´ecanique quantique, pour
une barrière de potentiel infinie, et aussi en acoustique [133, 117]. Par conséquent,
il existe des méthodes diverses pour résoudre ce problème parmi lesquels nous citons
l’approximation de RAYLEIGH [133] et l’approximation de KIRCHHOFF [83, 74] ; Une
formulation exacte basée sur le théorème d’extinction4 est due à G. ARMAND [145] ;
des conditions aux limites linéarisées ont été étudi´ees par H. OGURA et N. TAKA -
HASHI [147], et D. P. WINEBRENNER et A. ISHIMARU ont développé une approche
perturbative par rapport à la phase du champ [117, 118], suite aux travaux de SHEN et
MARADUDIN [116].

Nous allons choisir ici l’approche de RAYLEIGH que nous avons déjà utilisée
au chapitre 10. Rappelons qu’elle suppose que les développements asymptotiques
(14.1, 14.2) pour les ondes incidente et réfléchie décrivent le champ jusqu’à la sur-
facez = s(R). La condition aux limites (14.12) donne alors l’équation suivante pour
les amplitudes de FOURIER ψ̃réf(Kf)

∫
dKf

(2π)2
ψ̃réf(Kf) exp i [(Kf −Ki)R + (kzf + kzi)s(R)] + 1 = 0, (14.13)

4M. BORN et E. WOLF, op. cit., chap. 2.4.
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qui est la généralisation de (10.9) pour un miroir non périodique.
Pour résoudre (14.13), nous supposons que les variations du profil de surfaces(R)

sont faibles devant la longueur d’onde2π/k du champ. Comme au chapitre 10, nous
développons donc le champ jusqu’au premier ordre inclus par rapport au profil, et nous
obtenons alors

ψ̃
(0)
réf (Kf) = −(2π)2δ(Kf −Ki), (14.14a)

ψ̃
(1)
réf (Kf) = +2ikziS(Kf − Ki), (14.14b)

oùS(Kf −Ki) est la transformée de FOURIER du profil de surface [voir (13.16)]. Les
exposants(0), (1) dénotent l’ordre dans le développement perturbatif.

Nous constatons qu’au premier ordre, le champ diffusé (14.14b) est proportionnel
à la composante de FOURIER S(Q) du profil de surface pour le transfert de vecteur
d’ondeQ ≡ Kf − Ki. Nous pouvons donc interpréter la réflexion diffuse commela
diffraction du champ incident par les réseaux que forment les composantes de FOU-
RIER du miroir avec les périodes2π/|Q|.

Remarque. Pour référence ultérieure, donnons encore l’amplitudede FOURIER que
l’on obtient en poussant le développement de RAYLEIGH jusqu’au deuxième ordre par
rapport au profil de surface :

ψ̃
(2)
réf (Kf ) = +2kzi

∫
dK′

(2π)2
k′zS(K′ − Ki)S

∗(K′ − Kf ) (14.14c)

Dans (14.14c), le vecteur d’ondek′z est relié àK′ par (14.4).

14.1.4 Etude de la distribution angulaire ŕefléchie

Pic sṕeculaire et fond diffus

Le résultat (14.14a, b) pour les amplitudes de FOURIER du champ permet d’écrire la
probabilité différentielle de réflexion (14.11) comme la somme de deux termes

dw

dKf
=

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
spéc

+
dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
diff

. (14.15a)

Le premier représente le〈〈pic spéculaire〉〉,

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
spéc

= δ(Kf − Ki) (14.15b)

qui est une fonctionδ, et le deuxième un〈〈 fond diffus〉〉

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
diff

=
4kzikzf

(2πL)2
|S(Kf −Ki)|2 (14.15c)
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qui varie de façon continue avec le vecteur d’onde final et qui fait intervenir la trans-
formée de FOURIER du profil de surface. Dans la limite d’une rugosité faible desorte
que le calcul au premier ordre est justifié, une mesure de la distribution diffuse du
champ réfléchi par le miroir donne donc accès au module de la transformée de FOU-
RIER de la rugosité de surface. Cette relation est d’ailleurs unrésultat bien connu de
la théorie de la diffusion. Dans le contexte présent, (14.15c) est à la base de la ca-
ractérisation de la qualité de surface par diffusion de lumière (voir [61, 60, 143] pour
davantage de références).

Distribution moyenne

En prenant la valeur moyenne de la probabilité (14.15) par rapport à l’ensemble statis-
tique pour la surface rugueuse, et en utilisant (13.34) pourla valeur moyenne des carrés
des amplitudes de FOURIER S(Kf − Ki), nous obtenons la distribution moyenne du
champ diffusé

〈

dw

dKf

〉

=

〈

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
spéc

〉

+

〈

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
diff

〉

. (14.16)

Sa partie spéculaire est encore une fonctionδ, comme en (14.15b), et sa partie diffuse
est donnée par

〈

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
diff

〉

=
4kzikzf

(2π)2
Ps(Kf − Ki), (14.17)

oùPs(Kf −Ki) est la densité spectrale de la rugosité.
Sur la figure 14.2, nous représentons la partie diffuse de ladistribution (14.17)

en fonction de l’angleθf , pour le cas de l’incidence normale (θi = 0). La courbe en
tirets correspond à une densité spectrale qui est un〈〈bruit blanc〉〉, et celle en trait plein
à une loi de puissance (13.30) avec un exposantα = 3 et une coupure aux basses
fréquencesΛ = 0.01 k. Pour les deux densités spectrales, la rugosité prend la même
valeurσ = 0.5/k après intégration sur l’intervalle spectral|Q| = 0.01 k . . . k.

Probabilit é de ŕeflexion diffuse

Pour caractériser la〈〈spécularité〉〉 de la réflexion par le miroir rugueux, il est natu-
rel d’introduire uneprobabilité totale de ŕeflexion diffuse: elle est définie comme
l’intégrale sur la partie diffuse (14.15c) de la distribution moyenne du champ réfléchi :

wdiff ≡
∫

|Kf |<k

dKf

〈

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
diff

〉

. (14.18)

L’intégrale ne porte que sur les ondes diffusées homogènes qui se propagent dans
l’espace libre au-dessus du miroir.
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Figure 14.2: Distribution angulaire moyenne (14.17) réfl´echie par un miroir parfait
rugueux, pour l’incidence normale, en fonction deθf . Le pic spéculaire a été supprimé
sur la figure. La distribution est donnée en( ◦)−1.
Trait plein : densité spectrale en loi de puissance, tirets: densité spectrale constante.
Les paramètres sont donnés dans le texte.

En utilisant le résultat (14.17), nous pouvons écrire la probabilité de réflexion dif-
fuse (14.18) sous la forme [148]

wdiff = (2kziσeff)2 =
(

4π cos θi
σeff

λ

)2

(14.19)

où larugosit́e effectiveσeff est donnée par l’intégrale

σ2
eff(θi, k) =

∫

|Kf |<k

dKf

(2π)2

cos θf

cos θi
Ps(Kf − Ki), (14.20)

et λ = 2π/k est la longueur d’onde du champ dans le vide. La rugosité effec-
tive σeff caractérise la non-spécularité de la réflexion sur le miroir rugueux : si elle
est beaucoup plus petite que la longueur d’onde du champ incident, la réflexion est
quasiment spéculaire [voir (14.19)]. Les amplitudes de FOURIER non spéculaires
ψ̃(Kf) (Kf 6= Ki) sont alors beaucoup plus petites que l’amplitude spéculaire ψ̃(Ki)
[voir (14.14a,b)]. Si par contre la rugosité effective estdu même ordre queλ, une frac-
tion importante du flux incident est réfléchie de façon diffuse. En incidence rasante
cependant, une réflexion spéculaire est possible même siσeff > λ parce que la com-
posante normalekzi du vecteur d’onde incident diminue proportionnellement àcos θi.
Physiquement, ceci correspond à l’effet de perspective qui réduit la rugosité du miroir,
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Figure 14.3: Interféromètre avec un miroir rugueux commeélément optique.

vue de la direction d’incidence. Du point de vue théorique,la rugosité effective fixe
l’échelle pour la rugosité du miroir à partir de laquellele développement perturbatif
pour la diffusion du champ n’est plus valable. En effet, si lerésultat (14.19) devient
supérieur à l’unité, il n’est plus possible d’interpréterwdiff comme une probabilité de
réflexion non spéculaire.

En ce qui concerne une mesure de rugosité par diffusion optique, la rugosité ef-
fectiveσeff donne une bonne approximation de la〈〈vraie〉〉 rugositéσ dans l’intervalle
spectral|Q| <∼ kL. Notons néanmoins qu’en général, la rugosité effective σeff(θi, k)
(14.20) dépend de l’angle d’incidenceθi et du vecteur d’ondek du champ.

14.2 La coh́erence du champ ŕefléchi

Nous étudions maintenant le miroir parfait rugueux du point de vue de la cohérence
du champ réfléchi. Au lieu de raisonner en termes d’une probabilité de diffusion
comme au paragraphe 14.1 précédent, nous allons considérer ici des mesures in-
terférométriques du champ réfléchi. Ceci nous amènerad’abord à étudier le coefficient
moyen de réflexion en amplitude et ensuite, de façon plus g´enérale, la fonction de
cohérence du champ réfléchi.
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14.2.1 Le coefficient de ŕeflexion moyen

Interf érométrie avec un miroir rugueux

Considérons un interféromètre comme celui de la figure 14.3 qui contient le miroir ru-
gueux dans un des bras et où le champ réfléchiψr interfère avec un champ de référence
ψ0. Le signal mesuré par l’interféromètre est alors proportionnel à

|ψ0 + ψr|2 = |ψ0|2 + |ψr|2 + 2Reψ∗
0 ψr. (14.21)

C’est le dernier terme dans cette expression qui donne lieu aux franges d’interférence.
A cause de la rugosité du miroir, l’amplitude et la phase du champ réfléchiψr varient
d’une réalisation à une autre du miroir. Par conséquent,l’amplitude et la position des
franges fluctuent et la valeur moyenne de leur amplitude diminue. Ceci est exprimé de
façon quantitative par lecontrastedes frangesA (leurvisibilité) dont la définition est

A ≡ 2
|ψ0| |〈ψr〉|

|ψ0|2 + 〈|ψr|2〉
. (14.22)

Le contraste d’un tel interféromètre donne donc accès àla valeur moyenne〈ψr〉 de
l’amplitude du champ réfléchi, par opposition à la distribution angulaire moyenne qui
ne contient que des probabilités de diffusion.

Amplitude spéculaire réfléchie

Calculons maintenant lecoefficient de ŕeflexion sṕeculaire en amplituderspéc. Il est
défini par le développement asymptotique (pourz → +∞)

ψ(r) =
(

e−ikziz + rspéce
ikziz

)

exp iKi ·R + {ondes non spéculaires}, (14.23)

et il est évident querspéc est proportionnel à l’amplitude de FOURIER spéculaire
ψ̃(Ki). Pour la normaliser, nous rappelons que pour un miroir parfait et plan situé
à z = 0, nous avonsrspéc = −1. L’approximation de RAYLEIGH (14.14) permet
d’obtenir ce résultat si nous limitons le miroir à une taille finieL2. Le développement
de FOURIER (14.2) devient alors une somme discrète sur les vecteurs d’onde diffusés
[voir (13.18)], et le terme spéculaire dans cette somme donne le coefficient de réflexion
rspéc. Jusqu’au deuxième ordre enS(Q) inclus, nous trouvons ainsi

rspéc = −1 + i
2kziS(0)

L2
+ 2kzi

∫
dKf

(2πL)2
kzf |S(Kf − Ki)|2 . (14.24)

Au premier ordre enS(Q), nous trouvons que le champ réfléchi est déphasé de
δϕ = −2kziδz, où le déplacement moyen de la position du miroir vautδz = S(0)/L2.
Ici intervient la surface entière du miroir parce que nous considérons une onde plane
incidente qui s’étend sur tout le planxOy. Finalement, le terme du deuxième ordre en
(14.24) tient compte de la diminution de l’intensité spéculaire à cause de la réflexion
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diffuse. En effet, la valeur moyenne du coefficient de réflexion en intensité vaut, à
l’ordre le plus bas par rapport à la rugosité du miroir,

Rspéc =
〈

|rspéc|2
〉

= 1 − wdiff (14.25)

où la probabilité de réflexion diffusewdiff (14.19) apparaı̂t comme un coefficient de
perte de l’intensité spéculaire.

Considérons finalement un interféromètre équilibré où l’onde réfléchie
spéculairement et l’onde de référence ont la même intensité. Le contrasteA de
la figure d’interférence (14.22) est alors donné par la valeur moyenne de l’amplitude
spéculaire ; et le résultat (14.24) implique

A = |〈rspéc〉| = 1 − 1
2
wdiff = 1 − 2k2

ziσ
2
eff , (14.26)

où nous avons utilisé la rugosité effectiveσeff définie en (14.20). La réflexion dif-
fuse réduit donc le contraste de la figure d’interférence que l’on obtient avec le miroir
rugueux. Du point de vue de la théorie de la diffusion, ceci est dû aux ondes non
spéculaires qui ne contribuent pas, en moyenne, à la figured’interférence. Au para-
graphe suivant, nous interprétons ce même phénomène par les fluctuations de phase
du champ réfléchi.

Facteur deDEBYE–WALLER

Nous présentons ici un calcul alternatif du coefficient de réflexion moyen. Supposons
qu’à chaque positionR dans la surface, le champ incident soit réfléchi spéculairement
avec un coefficient de réflexion en amplitude− exp[−2ikzis(R)] qui rend compte du
déphasage dû au profil du miroir. Le coefficient de réflexion spéculaire est alors donné
par la somme sur tous les points de la surface :

rspéc = − 1

L2

∫

dR exp[−2ikzis(R)] . (14.27)

A travers la surface du miroir, la phase de l’onde réfléchieprésente donc des fluctua-
tions de sorte que la valeur moyenne du coefficient de réflexion en amplitude diminue.

Un phénomène physique similaire a été étudié par P. DEBYE en 1914 dans le
contexte de la diffraction des rayons X par un cristal à température non nulle [149].
A cause du mouvement thermique, les ondes partielles rayonnées par les centres dif-
fuseurs du cristal sont déphasées d’une quantitéq · ui où q est le transfert de vec-
teur d’onde etui le déplacement duième centre diffuseur par rapport à sa position
d’équilibre. Il faut alors moyenner sur le mouvement des centres diffuseurs dans le
temps, et l’on trouve que l’amplitude diffusée est donnéepar le facteur de DEBYE–
WALLER

〈exp iq · ui〉 = exp(−WDW). (14.28)

Dans grand nombre de cas, la statistique des déplacementsui est gaussienne si bien
que l’exposant de DEBYE–WALLER vautWDW = 1

2
q2〈u2

i 〉 [149, 84]. Il permet alors
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de mesurer la fréquence des oscillations des centres diffuseurs, ainsi que la température
du cristal [150].

Dans le cas du miroir rugueux, le transfert de vecteur d’ondeau champ réfléchi
vautq = 2kzi. A partir de l’expression (14.27), la fonction caractéristique (13.6) pour
la variable aléatoires(R) permet alors d’obtenir un résultat analogue à (14.28) pour le
coefficient de réflexion moyen [148]

〈rspéc〉 = − exp
(

−2k2
ziσ

2
)

. (14.29)

Nous constatons que cette expression est la généralisation du coefficient de réflexion
moyen (14.26) que nous avons trouvé à la limite de faible rugosité, à ceci près que
la rugosité effectiveσeff a été remplacé dans (14.29) par la rugositéσ. L’on peut
démontrer par une approche plus précise [116, 151] que celle que nous avons suivie
ici, que le coefficient moyen de réflexion spéculaire est eneffet de la forme exponen-
tielle (14.29), et qu’il fait intervenir la rugosité effective : 〈rspéc〉 = exp(−2k2

ziσ
2
eff).

A la limite d’une rugosité effective grande devant la longueur d’onde du champ, la
probabilité de réflexion spéculaire est donc exponentiellement petite.

14.2.2 La fonction de coh́erence

Définition

Pour caractériser la cohérence du champ réfléchi par le miroir rugueux, imaginons
une expérience analogue aux fentes de YOUNG (voir la figure 14.4) : soit un écran
avec deux trous situés aux positionsr et r′ dans le champ réfléchi. L’on observe la
figure d’interférence créée par le champ rayonné par lesdeux trous. Pour effectuer
la moyenne sur les réalisations du miroir rugueux, une possibilité est de déplacer ra-
pidement le miroir dans le planxOy et de détecter une moyenne temporelle de la
figure d’interférence. La cohérence du champ est alors déterminée par le contraste des
franges de la figure d’interférence moyennée, lorsque l’on fait varier les positionsr et
r′. En particulier, l’on s’attend à ce que le contraste chute lorsque les deux trous sont
très loin l’un de l’autre parce que les fluctuations du champréfléchi ont alors détruit
toute relation de phase entre les amplitudesψréf(r) et ψréf(r

′) du champ. La distance
caractéristique entre les pointsr et r′ pour laquelle le contraste des franges disparaı̂t,
définit alors lalongueur de coh́erenceℓcoh du champ réfléchi par le miroir.

Comme à l’équation (14.22), le terme d’interférence dans le signal mesuré est
proportionnel au produitψ∗

réf(r)ψréf(r
′), à un facteur de phase près qui dépend de

la différence de chemin entrer, r′ et le point d’observationP (voir la figure 14.4). En
supposant que la rugosité du miroir est ergodique, nous pouvons identifier la moyenne
sur les déplacements du miroir et la moyenne statistique sur les réalisations du miroir.
Le contraste des franges d’interférence est alors proportionnel à la quantité

Γ(r, r′) ≡ 〈ψ∗
réf(r)ψréf(r

′)〉 , (14.30)
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r
r ’

P

Figure 14.4: Schéma d’une expérience qui permet de mesurer la fonction de cohérence
Γ(r, r′). Afin d’effectuer une moyenne sur les réalisations du miroir rugueux, l’on
déplace rapidement le miroir parallèlement à sa surfacemoyenne.

qui définit lafonction de coh́erencedu champ réfléchi [54]. En normalisant la fonction
de cohérence, nous obtenons ledegŕe complexe de cohérence

γ(r, r′) =
Γ(r, r′)

[

〈|ψréf(r)|2〉〈|ψréf(r′)|2〉
]1/2

. (14.31)

Par sa définition, le degré complexe de cohérence est égal à l’unité si les positionsr et
r′ se confondent.

Nous notons l’analogie aux fonctions de corrélation : en effet, si nous interprétons
le champψréf(r) comme un processus aléatoire complexe, la fonction de coh´erence
(14.30) en est une fonction de corrélation à deux points, et sa longueur de cohérence
correspond précisément à la longueur de corrélation.

Relation à la distribution moyenne

Nous montrons maintenant que la fonction de cohérence contient la même information
que la distribution moyenne du flux réfléchi.

En utilisant le développement de FOURIER (14.2) du champ réfléchi, la fonction
de cohérence peut s’écrire sous la forme

Γ(r, r′) =
∫ dK

(2π)2

dK′

(2π)2

〈

ψ̃∗
réf(K) ψ̃réf(K

′)
〉

×

× exp i (K′ · R′ −K · R + kzz − k′∗z z
′) . (14.32)
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Si l’onde incidente est une onde plane et que la rugosité du miroir est statistiquement
invariante par translation, les différents vecteurs d’onde du champ réfléchi ne sont pas
corrélés entre eux, et la valeur moyenne dans (14.32) vaut

〈

ψ̃∗
réf(K) ψ̃réf(K

′)
〉

= (2π)2 δ(K′ −K) ρréf(K), (14.33)

oùρréf(K) est la distribution moyenne des vecteurs d’onde du champ réfléchi. Notons
que (14.33) fait écho à la relation (13.21) entre la fonction de corrélation des ampli-
tudes de FOURIER S(Q) de la rugosité et la densité spectralePs(Q). La fonction de
cohérence est donc la transformée de FOURIER de la distribution moyenne des vecteurs
d’onde réfléchis :

Γ(r, r′) =
∫

dK

(2π)2
ρréf(K) exp i [K · (R′ − R) + kzz

′ − k∗zz
′] , (14.34)

un résultat qui correspond encore une fois au théorème deWIENER–KHINTCHINE.
Nous observons en outre la relation suivante entre la distribution moyenneρréf(K) et
la probabilité moyenne de réflexion diffuse (14.17)

〈

dw

dKf

〉

=
1

(2π)2

kzf

kzi
ρréf(Kf). (14.35)

A titre d’illustration, calculons la fonction de cohérence pour le miroir parfait à
faible rugosité. La distribution angulaire moyenne du champ diffusé (14.16) et la re-
lation (14.34) donnent alors la fonction de cohérence sousla forme suivante : elle est
une somme de deux termes,

Γ(r, r′) = Γcoh(r, r
′) + Γincoh(r, r

′), (14.36a)

où le premier terme〈〈cohérent〉〉 provient du pic spéculaire de la distribution
〈dw/dKf〉 (14.16)

Γcoh(r, r
′) = exp i [Ki · (R′ − R) + kzi(z

′ − z)] ; (14.36b)

cette partie de la fonction de cohérence correspond à une longueur de cohérence infinie.
Le fait que le miroir rugueux ne détruit pas forcément les franges d’interférence est
un résultat caractéristique pour la théorie ondulatoire. On obtient en effet un résultat
différent d’un point de vue classique : les irrégularités de la surface du miroir, aussi
infimes qu’elles soient, font dévier une particule incidente de sorte qu’elle ne sera pas
réfléchie dans la direction spéculaire.

Le deuxième terme〈〈 incohérent〉〉 dans (14.36a) correspond à la partie diffuse de la
distribution (14.16) :

Γincoh(r, r
′) = 4k2

zi

∫ dKf

(2π)2
Ps(Kf − Ki) exp i

[

Kf · (R′ −R) + kzfz
′ − k∗zfz

]

.

(14.36c)
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Figure 14.5: Construction pour la position d’impactRimp (14.39).

Nous notons qu’à hauteur fixe et loin du miroir,z′ = z → +∞, la partie incohérente
de la fonction de cohérence est approximativement proportionnelle à la fonction de
corrélation de la surface rugueuse5

Γincoh(R, z ; R′, z) ≃ 4k2
ziCs(R

′ −R) ; (14.37)

la longueur de cohérence du champ diffusé est donc égale `a la longueur de corrélation
de la surface rugueuse.

Exemple pour un mod̀ele simple

Nous allons montrer comment l’on peut obtenir la distribution du champ réfléchi à par-
tir d’un calcul direct de la fonction de cohérence. Notre description est complémentaire
de la méthode de RAYLEIGH , nous suivons en effet une version〈〈naı̈ve〉〉 de l’approche
de KIRCHHOFF qui a été utilisée, par exemple, par M. V. BERRY [83].

Nous supposons que le champ réfléchiψréf(r) s’écrit

ψréf(r) = exp i [Ki · R + kzi(z − 2s(Rimp))] . (14.38)

Dans ce modèle, la rugosité du miroir rugueux déforme le front d’onde de l’onde
réfléchie spéculairement par un déphasage−2kzis(Rimp) où Rimp est la 〈〈position
d’impact〉〉

Rimp = R − z
Ki

kzi
(14.39)

dont la signification géométrique est illustrée sur la figure 14.5.

5L’expression (14.37) est exacte si la plage de fréquences spatialesQ = Kf − Ki qui excitent
des ondes diffusées évanescentes (aveckzf imaginaire) donne une contribution négligeable à la densité
spectralePs(Kf − Ki).
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A partir du modèle (14.38) du champ réfléchi, nous pouvonscalculer la fonction de
cohérence〈〈 transverse〉〉 Γ(R, z ; R′, z) à une hauteurz fixe loin du miroir. En utilisant
la fonction caractéristique (13.9) pour les variables al´eatoiress(Rimp) ets(R′

imp), nous
obtenons alors

Γ(R, z ; R′, z) = exp[iKi · (R − R′)] exp
[

−4k2
zi

(

σ2 − Cs(R
′
imp −Rimp)

)]

.
(14.40)

La figure 14.5 montre que la différence des positions d’impact vautR′
imp − Rimp =

R′ − R [voir aussi (14.39)]. La fonction de cohérence ne dépend alors que de la
différence∆R ≡ R′ − R, comme à l’équation (14.34), et nous obtenons la distribu-
tion moyenne du flux réflechi (14.35) en prenant la transformée de FOURIER inverse
de (14.40) par rapport à∆R. Le résultat peut s’écrire

〈

dw

dKf

〉

= δ(Kf − Ki) exp
(

−4k2
ziσ

2
)

+

+
kzf

kzi
e−4k2

zi
σ2
∫ d∆R

(2π)2
H(∆R) exp[−i(Kf −Ki) · ∆R] ,(14.41)

où nous avons séparé la distribution en une partie spéculaire (la première ligne) et
une partie diffuse. Dans l’intégrale pour la partie diffuse apparaı̂t la fonctionH(∆R)
définie par

H(∆R) = exp
[

4k2
ziCs(∆R)

]

− 1. (14.42)

La distribution angulaire du champ réfléchi (14.41) contient un pic de réflexion
spéculaire avec un poidsexp(−4k2

ziσ
2), ce qui est identique au coefficient moyen de

réflexion en intensité que nous avons trouvé en (14.29). En outre, pour une rugosité
faible, nous pouvons développerH(∆R) dans (14.41) au premier ordre par rapport
à la fonction de corrélationCs(∆R). Dans cette limite, l’intégrale se calcule et nous
retrouvons la densité spectrale de la surface rugueuse :

〈

dw

dKf

∣
∣
∣
∣
∣
diff

〉

≃ 4kzfkziPs(Kf − Ki), (14.43)

La partie diffuse de la distribution du champ réfléchi est alors identique au
résultat (14.17) de l’approximation de RAYLEIGH .

Si par contre la rugositéσ est grande par rapport à la longueur d’onde2π/kzi du
champ, le pic spéculaire dans (14.41) disparaı̂t et il ne reste plus que la réflexion diffuse
du champ (voir M. V. BERRY [83] pour un calcul approché explicite de la distribution
du champ réfléchi dans cette limite).

Conclusion

Un miroir dont la surface est rugueuse donne lieu à une réflexion diffuse. Si la rugo-
sité est faible devant la longueur d’onde du champ incident, la distribution angulaire
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du champ réflechi contient un pic de réflexion spéculaire et une partie diffuse. Après
une moyenne statistique, la partie diffuse de la distribution réfléchie donne accès à la
densité spectrale de la rugosité du miroir.

A l’aide de l’approximation de RAYLEIGH , nous avons montré que pour une rugo-
sité faible, les quantités pertinentes pour la spécularité de la réflexion sont la〈〈 rugosité
effective〉〉 du miroir [donnée par (14.20)] et la longueur d’onde du champ incident. Si
la rugosité effective est faible devant la longueur d’onde, le pic de réflexion spéculaire
domine la distribution du champ réfléchi et sa partie diffuse est faible.

Si le miroir rugueux fait partie d’un interféromètre, le contraste des franges
d’interférence permet de mesurer la valeur moyenne du coefficient de réflexion en am-
plitude. A l’aide d’un modèle simple, l’on montre que le contraste des franges décroı̂t
exponentiellement avec la rugosité. Ceci peut égalementêtre interprété par les fluctua-
tions de phase du champ réfléchi, de façon analogue à un facteur de DEBYE–WALLER.
D’un point de vue plus général, les propriétés de cohérence du miroir rugueux sont
caractérisées par la fonction de cohérence du champ réfléchi, qui est une fonction
de corrélation du champ. Pour un miroir à rugosité faible, la fonction de cohérence
contient une partie incohérente, proportionnelle à la fonction de corrélation de la sur-
face, et une partie cohérente dont la longueur de cohérence est infinie. Nous avons
étudié un exemple simple où le front d’onde du champ réfl´echi est déformé par la rugo-
sité du miroir. Cette description permet de calculer d’abord la fonction de cohérence de
laquelle l’on déduit ensuite la distribution du champ réfléchi. Pour une rugosité faible,
l’on retrouve ainsi les résultats de l’approximation de RAYLEIGH ; si par contre la ru-
gosité est grande devant la longueur d’onde du champ, le picde réflexion spéculaire
disparaı̂t et la distribution devient complètement diffuse.

Perspectives

Pour l’instant, nous nous sommes restreint à un miroir parfait rugueux, donc à une
barrière de potentiel infinie rugueuse. Cependant, cette approche ne semble pas très
réaliste pour décrire la réflexion par le miroir à onde évanescente parce que les atomes
interagissent avec un potentiel dont la profondeur1/κ est généralement grande devant
la longueur d’onde incidente. Dans le chapitre suivant, nous étudierons les interac-
tions indirectes de l’atome avec la rugosité de la surface.A cet effet, nous allons tenir
compte du fait que le faisceau lumineux qui crée l’onde évanescente par réflexion to-
tale interne, est diffusé par la rugosité de surface. Pourdécrire la diffusion du champ
lumineux, l’on peut se servir d’une généralisation de l’approche de RAYLEIGH . Les
résultats en sont résumés aux§§ III et B de l’annexe 15.B, où nous tenons également
compte de la polarisation de la lumière.
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Chapitre 15

Diffusion d’atomes par les potentiels
rugueux en champ proche

Introduction

Nous étudions dans ce chapitre deux mécanismes qui créent une réflexion diffuse
des atomes par le miroir à onde évanescente, à cause de la rugosité de la surface
du diélectrique. L’atome peut seulement interagir de façon indirecte avec la surface
parce qu’il en est repoussé par le potentiel dipolaire de l’onde évanescente. Dans les
deux mécanismes que nous allons étudier, le champ électro-magnétique joue le rôle
de 〈〈médiateur〉〉 entre la surface et l’atome. La rugosité de la surface du di´electrique
implique qu’il existe un champ électro-magnétique diffusé ; l’interaction de ce champ
diffusé avec l’atome fait apparaı̂tre unpotentiel rugueuxqui s’ajoute au potentiel lu-
mineux de l’onde évanescente plane. L’atome est diffusé par le potentiel rugueux : il
subit un transfert de vitesse aléatoire et c’est ainsi que la réflexion par le miroir devient
diffuse.

Après une présentation qualitative de deux mécanismes d’interaction (para-
graphe 15.1) nous allons illustrer notre démarche à l’aide d’un calcul simplifié du
potentiel rugueux qui apparaı̂t à cause de l’interaction de VAN DER WAALS (para-
graphe 15.2). Cet exemple simple nous permettra d’introduire unefonction de transfert
qui relie la rugosité de la surface du diélectrique au potentiel rugueux. Nous calculons
ensuite la distribution angulaire des atomes réfléchis dans l’approximation de BORN.
Il se trouve que cette distribution se factorise en un produit de la densité spectrale de
la rugosité de surface, d’une part, et d’unefonction de ŕeponse atomique, d’autre part.
Nous étudions la portée de la fonction de réponse et estimons la probabilité totale de
réflexion diffuse.

Au paragraphe 15.3, nous présentons une étude détaillée du potentiel rugueux créé
par l’interférence entre la lumière diffusée par la surface diélectrique, d’une part, et
l’onde évanescente, d’autre part. Cette étude a été l’objet de l’article〈〈Diffuse atomic
reflection at a rough mirror〉〉 que nous reproduisons à l’annexe 15.B.
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Nous nous limitons dans ce chapitre à l’influence des potentiels rugueux au voisi-
nage de la surface du diélectrique (dans le champ proche). L’effet de la lumière diffusée
dans le champ lointain est etudié au chapitre 16.

15.1 Mécanismes d’interaction avec la surface ru-
gueuse

15.1.1 L’interaction de VAN DER WAALS en présence de rugosit́e

Rappelons que l’origine de l’interaction deVAN DER WAALS pour l’état fondamen-
tal atomique est dans les fluctuations quantiques du moment dipolaire électrique de
l’atome ; ces fluctuations font que l’atome crée un champ électro-magnétique qui est
réfléchi par la surface diélectrique et interagit de nouveau avec le dipôle atomique
[37, 38]. Lorsque la surface est rugueuse, le champ électro-magnétique réfléchi est
modifié, et le potentiel deVAN DER WAALS acquiert une partie rugueuse. Une telle
approche a été suivie par M. J. MEHL et W. L. SCHAICH [37] pour une surface
métallique. Nous pouvons qualifier cette approche de〈〈microscopique〉〉 car elle per-
met de déduire le potentiel rugueux de l’interaction deVAN DER WAALS à partir
de premiers principes. Notons néanmoins que c’est un problème complexe : il faut
déterminer la réflexion diffuse du champ électro-magnétique par la surface diélectrique
pour toutes les fréquences du champ, et intégrer ensuite sur le spectre de fluctuations
du dipôle atomique.

Nous allons suivre ici une approche〈〈effective〉〉 plus simple, où nous représentons
le diélectrique comme une distribution continue de dipôles avec lesquels le dipôle
atomique interagit par l’interaction dipôle–dipôle habituelle

Vdd(r) = −c6
r6
, (15.1)

oùr est la distance entre les dipôles. Dans (15.1), nous avons supposé que les moments
dipolaires ont des fluctuations isotropes, ce qui revient ànégliger la partie quadrupo-
laire de l’interaction deVAN DER WAALS [92]. En intégrant le potentiel d’interaction
Vdd(r) sur les dipôles du diélectrique, l’on trouve le potentieldeVAN DER WAALS en
1/z3 [144]. En tenant compte du profil de surface dans cette intégrale, nous pouvons
obtenir la partie rugueuse du potentiel deVAN DER WAALS.1

15.1.2 Deux potentiels dipolaires dus̀a la lumière diffusée

Un deuxième mécanisme d’interaction avec la surface rugueuse fait intervenir
l’interaction de l’atome avec la lumière évanescente au-dessus de la surface du
diélectrique, ce qui représente l’essence même du miroir à atomes. Cependant,

1K. M ØLMER, Université d’̊Arhus (Danemark), communication privée (1995).
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le champ lumineux au-dessus de la surface diffère d’une onde évanescente〈〈par-
faite〉〉 lorsque la surface présente de la rugosité. Les défauts de surface font diffuser le
faisceau lumineux qui crée l’onde évanescente, de sorte que le champ lumineux total
prend la forme

z > s(R) : E(r) = E(0)(r) + E(1)(r), (15.2)

où E(0)(r) correspond à l’onde évanescente pour une surface plane etE(1)(r) à la
lumière diffusée. Comme nous l’avons vu au chapitre 14, ledéveloppement de FOU-
RIER du champ diffuséE(1)(r) contient à la fois des ondes évanescentes et des ondes
planes homogènes ; rappelons aussi que son amplitude est faible par rapport à l’onde
évanescenteE(0)(r) si la surface est peu rugueuse à l’échelle de la longueur d’onde
optique. Ceci est généralement le cas pour les surfaces diélectriques utilisées dans les
expériences du miroir à atomes, puisqu’il s’agit de surfaces de qualité optique.

Le potentiel dipolaireV (r) ∝ |E(r)|2 contient donc trois termes avec des ordres
de grandeur différents :

V (r) = V (0)(r) + V (1)(r) + V (2)(r). (15.3)

Le premier termeV (0)(r) correspond au potentiel dipolaire de l’onde évanescente que
nous avons étudié dans la première partie de ce mémoire.

Le deuxième termeV (1)(r) représente le potentiel rugueux créé par l’interférence
entre le champ diffusé et l’onde évanescente principale :

V (1)(r) ∝ E(0)∗(r)E(1)(r) + E(1)∗(r)E(0)(r). (15.4)

Nous allons l’appeler lepotentiel dipolaire rugueux. Ce potentiel présente une mo-
dulation spatiale si l’onde évanescente et le champ diffusé contiennent des vecteurs
d’onde différents. Un exemple est donné par l’onde évanescente stationnaire qui est
formée par l’interférence entre deux ondes évanescentes. Dans le cas de la surface ru-
gueuse, le champ lumineux diffusé contient un ensemble continu d’ondes diffusées,
évanescentes et homogènes, qui interfèrent avec l’ondeévanescente. Le potentiel di-
polaire rugueuxV (1)(r) possède alors une structure aléatoire et non périodique. No-
tons encore que le potentiel dipolaire rugueux est proportionnel à l’onde évanescente
principaleE(0)(r), il est donc localisé près de la surface. Il contient cependant des
composantes de FOURIER avec une portée plus longue que le potentielV (0)(r) ; ces
composantes correspondent par exemple à l’interférenceentre l’onde évanescente et
une onde diffusée homogèneE(1)(r) ∝ exp ik′ · r (k′z réel) qui se propage dans le
demi-espace au-dessus de la surface diélectrique.

Finalement, le potentielV (2)(r) [le troisième terme dans (15.3)] correspond au
potentiel dipolaire de la lumière diffusée :

V (2)(r) ∝ |E(1)(r)|2. (15.5)

Il présente également une structure aléatoire comme le potentiel rugueux du terme
d’interférence (15.4), mais à la différence de ce dernier, il est non nul dans tout l’espace
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au-dessus de la surface diélectrique à cause des ondes planes homogènes du champ
diffusé. Le potentielV (2)(r) décrit l’interaction de l’atome avec les tavelures (speckle)
du champ lointain de la lumière diffusé. Le temps d’interaction des atomes avec ce
potentiel est beaucoup plus long que le temps caractéristique de la réflexion par le
miroir. Nous sommes donc là devant un mécanisme physique assez différent pour un
mouvement diffus des atomes. Nous allons étudier ce probl`eme de façon qualitative au
chapitre 16.

15.1.3 Le r̂ole du mouvement thermique de la surface

Finalement, l’on peut se poser la question de l’influence du mouvement thermique de
la surface sur la rugosité du miroir à atomes. Pour l’instant, nous nous sommes en
effet limité à un profil de surface statique. Cependant, les oscillations thermiques de la
surface ont une fréquence caractéristiqueωD = kBTD/h̄ de l’ordre de1012 2πHz, où
TD ∼ 100 K est appelé la〈〈 température de DEBYE 〉〉 [73]. Elles sont donc beaucoup
plus rapides que le temps d’interaction caractéristiqueτint ∼ 10−7 s de l’atome si bien
que l’atome n’est sensible qu’à un potentiel moyenné.2 En fait, cet effet de moyenne est
déjà pertinent pour la diffusion d’un jet d’atomes rapides par une surface cristalline; les
interactions attractives de longue portée deviennent alors effectivement indépendantes
du temps, comme l’a montré J. L. BEEBY en 1971 [73]. Son argument est d’autant
plus valable dans notre situation parce que nous considérons des atomes plus lents qui
sont réfléchis loin, à l’échelle des potentiels d’interaction avec la surface.

Si toutefois nous considérons des oscillations de la surface à plus basse fréquence,
avec une période comparable au temps d’interaction,ω ∼ 1/τint ∼ 106 2πHz, il
s’agit en fait d’ondes de son (des〈〈phonons〉〉) qui ont une amplitudeuz très faible
dans la direction verticale. Dans une approche simplifiée (le 〈〈modèle de DEBYE 〉〉3), la
densité d’états des phonons vautgs(ω) = 3ω2/ω3

D pourω < ωD. La valeur quadratique
moyenne de l’amplitude des phonons dans la gamme de fréquences qui nous intéresse
est alors donnée par [ms est la masse d’un atome de la surface]

〈u2
z〉 =

kBTs

ms

1/τint∫

0

dω
gs(ω)

ω2
=

3kBTs

msω
3
Dτint

, (15.6)

où Ts est la température de la surface. Nous trouvons alors que l’amplitude des pho-
nons dans cette gamme de fréquences est négligeable devant la longueur d’onde deDE

BROGLIE des atomes incidents :

kzi〈u2
z〉1/2 =

√

3kBTs Ezi

(kBTD)2

1

ωDτint

M

ms

≪ 1. (15.7)

2Nous avons constaté un effet analogue au chapitre 12.
3La densité d’états et le spectre pour les amplitudes des phonons sont tirés des équations (4.34) et

(4.46) de l’article de A. C. LEVI et H. SUHL [84].
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En effet, même si l’on aTs > TD à température ambiante, l’énergie incidente des
atomes est très inférieure à la température de DEBYE Ezi ≪ kBTD, et le temps
d’interaction long devant la période de DEBYE ωDτint ≫ 1.

Remarque.Nous voudrions attirer l’attention sur une différence entre notre démarche
sur l’interaction avec la surface rugueuse et celle de MEHL et SCHAICH [37]. Les poten-
tiels rugueux que nous considérons sont en effet calculésau premier ordre par rapport au
profil de surfaces(R), et par conséquent, ils s’annulent après la moyenne sur l’ensemble
statistique pour la rugosité. MEHL et SCHAICH ont dû calculer la correction au potentiel
deVAN DER WAALS jusqu’au deuxième ordre ens(R), pour obtenir un résultat qui ne
s’annule pas en moyenne. Cependant, pour une réalisation donnée du miroir à atomes,
l’atome est diffusé par les potentiels rugueux du premier ordre, et leur distribution angu-
laire n’a aucune raison de s’annuler après la moyenne statistique. Dans notre approche
statistique, un calcul des potentiels rugueux au premier ordre est donc suffisant pour
décrire la réflexion diffuse des atomes, à condition de calculer la moyenne statistique
pour les bonnes quantités physiques.

15.2 La contribution du potentiel de VAN DER WAALS

rugueux

Nous étudions dans ce paragraphe le potentiel rugueux dû `a l’interaction deVAN DER

WAALS et sa contribution à la réflexion diffuse d’une onde atomique par le miroir à
onde évanescente. Nous calculons d’abord la fonction de transfert du potentiel rugueux
et ensuite la distribution en vecteurs d’onde des atomes réfléchis, dans l’approximation
de BORN.

15.2.1 Calcul du potentiel rugueux

Considérons un atome à une positionr = (R, z) dans le vide au-dessus de la surface
d’un diélectrique. Le milieu diélectrique remplit le demi-espacez′ < s(R′) situé au-
dessous de la surface. Nous le représentons par une distribution continue de dipôles
avec une densité en nombreρd constante. L’énergie d’interaction deVAN DER WAALS

VvdW(r) est alors la somme des potentiels d’interaction dipôle–dipôle (15.1) sur tout
le milieu diélectrique4 (r′ = (R′, z′)) :

VvdW(r) = −
∫

dR′

s(R′)∫

−∞

dz′
ρd c6

|r′ − r|6
. (15.8)

Si la surface du diélectrique est plane,s(R′) ≡ 0, l’évaluation de l’intégrale (15.8)
donne le potentiel deVAN DER WAALS habituel (dans la limite électrostatique)

V
(0)
vdW(z) = − c3

z3
avec c3 =

πρdc6
6

. (15.9)

4D. SARID, Scanning force microscopy, chap. 13.3, réf. [144].
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( R, z )

z

δ R

Figure 15.1: La partie rugueuse du potentiel deVAN DER WAALS ne dépend que de
la moyenne du profil de la surface rugueuse sur un cercle de rayon δR ∼ z situé
au-dessous de l’atome.

Cette relation permet d’exprimer le paramètreρdc6 en fonction du coefficientc3 que
l’on peut calculer par une théorie plus précise [37, 38].

Si la surface présente un profil rugueux, l’énergie d’interaction deVAN DER

WAALS contient une correctionV (1)
vdW(r) par rapport au potentiel (15.9) qui est donnée

par

V
(1)
vdW(r) = −

∫

dR′

s(R′)∫

0

dz′
ρd c6

[(R′ − R)2 + (z′ − z)2]3

≈ −
∫

dR′ ρd c6 s(R
′)

[(R′ −R)2 + z2]3
. (15.10)

En passant à la deuxième ligne, nous avons négligé la variation de l’intégrand avecz′

à l’échelle du profil de surfaces(R). Cette approximation est justifiée si les variations
de hauteur de la surface sont petites par rapport à la distancez de l’atome, ce qui est
généralement le cas dans l’expérience parce que la distance minimale d’approche de
l’atome est de l’ordre de la longueur d’onde optiqueλL ≫ σ.

Le potentielV (1)
vdW(r) représente lepotentiel rugueuxdû à l’interaction deVAN DER

WAALS. Nous constatons dans (15.10) qu’il correspond à une moyenne du profil de
surface, pondérée avec la fonction1/[(R′−R)2+z2]3. Lorsque la distancez augmente,
l’on peut alors s’attendre à ce que le potentiel deVAN DER WAALS rugueux ne soit
pas sensible à des structures dans le profil de surface dont les dimensions transverses
sont inférieures àδR ∼ z [voir l’illustration 15.1].

Mathématiquement, le potentiel rugueux (15.10) est une convolution du profil de
surfaces(R). Par conséquent, il est commode d’introduire le développement de FOU-
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Figure 15.2: Module de la fonction de transfertFvdW(Q, z) du potentiel rugueux de
VAN DER WAALS (15.13), en fonction du vecteur d’ondeQ, pour quelques valeurs de
la distancez. La fonction de transfert est donnée en unités dec3k

4 et le vecteur d’onde
Q en unités du vecteur d’onde optiquek.
En pointillées : les expressions asymptotiques (15.14a) et (15.14b).

RIER du potentiel rugueuxV (1)
vdW(r) par rapport à la coordonnéeR dans le planxOy :

V
(1)
vdW(r) =

∫
dQ

(2π)2
Ṽ

(1)
vdW(Q, z) exp iQ · R. (15.11)

La transformée de FOURIER du potentiel rugueux est alors proportionnelle à la trans-
formée de FOURIER de la surface :

Ṽ
(1)
vdW(Q, z) = S(Q)FvdW(Q, z), (15.12)

oùFvdW(Q, z) est lafonction de transfert(qui a la dimension physique d’une force).
Elle introduit un filtrage des fréquences spatiales de la surface rugueuse en amplifiant
certaines plages de fréquences et en en supprimant d’autres. En général, ce filtrage
dépendra de la distancez de la surface moyenne, et d’après ce que nous venons de dire
ci-dessus, nous nous attendons à une fréquence de coupurede l’ordre deδQ ∼ 1/z.

Pour le potentiel deVAN DER WAALS rugueux, la fonction de transfert est donnée
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par5 :

FvdW(Q, z) = −
∫

dR
ρdc6 e−iQR

(R2 + z2)3 = −3c3
2

Q2

z2
K2(Qz) , (15.13)

oùK2(·) est une fonction de BESSELde la deuxième espèce, etQ = |Q|. Nous consta-
tons que la fonction de transfert est isotrope parce qu’ellene dépend que du module de
Q. Notons les comportements asymptotiques suivants6 :

Qz → 0 : FvdW(Q, z) = −3c3
z4

[

1 − Q2z2

4
+ O[(Qz)4]

]

, (15.14a)

Qz → ∞ : FvdW(Q, z) = −3
√
π

2
√

2
c3Q

4 e−Qz

(Qz)5/2
×

×
[

1 +
15

8Qz
+ O

(

1

(Qz)2

)]

. (15.14b)

Sur la figure 15.2, nous représentons le module de la fonction de transfert (15.13)
en fonction du vecteur d’ondeQ, pour quelques distancesz. Nous constatons que le
filtrage par la fonction de transfert supprime effectivement les fréquences spectrales
de la rugosité de surface avecQ >∼ 1/z, comme le montre aussi le comportement
asymptotique (15.14b). Pour les structures à grand échelle (les petits vecteurs d’onde),
le développement (15.14a) de la fonction de transfert montre que

Q≪ 1

z
: Ṽ

(1)
vdW(Q, z) ≈ S(Q)

d

dz

c3
z3
, (15.15)

le potentiel rugueux correspond donc au changement au premier ordre de l’interaction
de VAN DER WAALS à cause de la variation de la distance de la surface diélectrique.
Par conséquent, le potentiel rugueux est de l’ordre de

V
(1)
vdW(r) ∼ σ

z
V

(0)
vdW(z), (15.16)

et généralement, il est beaucoup plus petit que le potentiel deVAN DER WAALS plan.

15.2.2 La fonction de ŕeponse atomique

Nous allons considérer le potentiel deVAN DER WAALS rugueux comme une pertur-
bation, en utilisant l’approximation de BORN. Le miroir à atomes rugueux est donc
caractérisé par le potentiel

V (r) = V (0)(z) + V
(1)
vdW(r), (15.17)

où le potentielV (0)(z) est plan, indépendant du profils(R) de la surface rugueuse
et répulsif de façon à assurer la réflexion des atomes parle miroir. Nous l’identifions

5L’intégrale (15.13) est calculée à l’aide la formule 11.4.44 de ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit.
6ABRAMOWITZ et STEGUN, op. cit., formules 9.6.9 et 9.7.2.
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généralement avec le potentiel dipolaireVmax e−2κz de l’onde évanescente plane, mais
l’on peut y incorporer le potentiel deVAN DER WAALS plan (15.9).7 En absence de
rugosité, un atome avec un vecteur d’onde atomique incident ki = (Ki,−kzi) est
réfléchi spéculairement par le potentiel plan, et sa fonction d’onde est le produit d’une
onde planeexp iKi · R dans le planxOy et d’une fonction propre en une dimension
φkzi

(z) pour le potentielV (0)(z). Nous normalisons les fonctions d’onde comme à
l’équation (3.7) du chapitre 3.

Dans l’approximation de BORN, nous calculons une correction à la fonction
d’onde spéculaire,ψ(1)(r), au premier ordre enV (1)

vdW(r). En nous plaçant dans la
région asymptotiquez → +∞, ψ(1)(r) est donné par le développement de FOU-
RIER (14.2), où les amplitudes de FOURIER ψ̃(1)(Kf) valent [voir (7.33) et les
équations (3.7, 3.10b) de N. CABRERA et al. [58]] :

ψ̃(1)(Kf) =
4iM

h̄2kzf

〈φkzf
(z)|Ṽ (1)

vdW(Q, z) |φkzi
(z)〉 exp i

2
[∆ϕ(kzi) + ∆ϕ(kzf)] .

(15.18)
Dans cette expression,∆ϕ(kz,if) est le déphasage pour la réflexion sur le potentiel
moyen,Q est letransfert de vecteur d’onde atomiquedonné par

Q = Kf − Ki, (15.19)

et la composante normalekzf du vecteur d’onde finalkf = (Kf , kzf) est fixée par la
conservation d’énergie

K2
f + k2

zf = K2
i + k2

zi. (15.20)

Nous constatons que les amplitudes de FOURIER (15.18) de l’onde atomique dif-
fusée sont proportionnelles aux éléments de matrice de la transformée de FOURIER

Ṽ
(1)
vdW(Kf − Ki, z) du potentiel rugueux. Dans les directions parallèles au plan du

miroir, nous retrouvons ici un résultat bien connu de la th´eorie de la diffusion dans
l’approximation de BORN, à savoir que la probabilité de diffusion est donnée par la
transformée de FOURIER du potentiel diffuseur, calculée pour le transfert de vec-
teur d’ondeQ. Le mouvement de l’atome perpendiculaire au plan est contenu dans
l’élément de matrice dans (15.18).

Rappelons que les coefficients de FOURIER ψ̃(1)(Kf) (15.18) déterminent la dis-
tribution angulairedw/dKf des atomes réfléchis (14.11). En prenant la moyenne par
rapport à l’ensemble statistique pour la surface rugueuse, nous trouvons finalement
que la probabilité différentielle moyenne de réflexion est de la forme

〈

dw

dKf

〉

= δ(Kf − Ki) + (2π)−2 |Bat(Q)|2 Ps(Q). (15.21)

Dans ce résultat, la fonctionδ correspond à la réflexion spéculaire de la fonction d’onde
non perturbée, et le deuxième terme aux atomes qui ont ét´e diffusés par le potentiel

7Notons que dans ce cas, l’on dispose pas de solutions analytiques pour les fonctions d’onde non
perturbées.
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rugueux. Nous constatons que la probabilité différentielle de réflexion diffuse est pro-
portionnelle à la densité spectralePs(Q) de la rugosité de surface. La densité spectrale
est pondérée par le carré de lafonction de ŕeponse atomiqueBat(Q), avec

Bat(Q) =
4M

h̄2
√

kzfkzi

〈φkzf
(z)|FvdW(Q, z) |φkzi

(z)〉 . (15.22)

La fonction de réponse est donc donnée par l’élément de matrice de la fonction de
transfertFvdW(Q, z).8

L’interprétation physique de l’équation (15.21) est immédiate : la fonction de
réponse caractérise la probabilité de réflexion diffuse pour une fréquence spatialeQ
donnée dans le spectre de FOURIER de la rugosité de surface. Par exemple, si la den-
sité spectrale contient seulement les fréquences spatiales9 Q = ±G, le potentiel ru-
gueux réalise un réseau de diffraction avec une période2π/|G| ; les carrés|Bat(±G)|2
de la fonction de réponse donnent alors les populationsw±1 de la figure de diffrac-
tion. L’équation (15.22) montre en outre que l’efficacitéde la réflexion diffuse est
déterminée par le couplage (l’élément de matrice) entre les ondes atomiques incidente
et diffusée qu’induit une composante de FOURIER donnée du potentiel rugueux. Ce
couplage dépend de la portéelz de la fonction de transfertFvdW(Q, z) en fonction
de la distancez, dont nous donnerons une estimation au paragraphe suivant.Comme
pour la diffraction par l’onde évanescente stationnaire,nous nous attendons à ce que
l’élément de matrice limite le transfert de vecteur d’onde ∆kz dans la direction nor-
male au miroir à environ1/lz.

Finalement, la fonction de réponse atomique intervient dans la probabilité totale
wdiff de réflexion diffuse (14.18). Exprimons-la comme à l’équation (14.19) par une
rugosité effective :wdiff = (2kziσeff)2. Nous obtenons alors

σ2
eff =

1

(2kzi)2

∫
dQ

(2π)2
|Bat(Q)|2 Ps(Q). (15.23)

Il s’ensuit que d’une part, la variation de la fonction de transfertBat(Q) avec la
fréquence spatialeQ filtre une certaine plage de fréquences spectrales qui contribuent
à la rugosité effective du miroir. D’autre part, la quantité sans dimensionBat(Q)/2kzi

détermine le rapport entre la rugosité effective du miroir et la〈〈 rugosité non filtrée〉〉 de
la surface rugueuse [l’intégrale de la densité spectralePs(Q) sur toutes les fréquences
spatiales, voir (13.24)].

8Notons que pour le miroir parfait rugueux, la fonction de réponse vautBat(Q) =
√

4kzfkzi

[voir (14.17)].
9A cause de la relationS(−Q) = S∗(Q) (13.17), la densité spectrale est une fonction paire deQ.

Les fréquences spatiales apparaissent donc toujours en paires{Q,−Q}.
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15.2.3 Estimation pour la fonction de ŕeponse

Pour la fonction de réponse (15.22) du potentiel deVAN DER WAALS rugueux, nous
devons évaluer l’élément de matrice de la fonction de transfertFvdW(Q, zreb) (15.13)

〈φkzf
(z)|FvdW(Q, z) |φkzi

(z)〉 = −3
2
c3Q

2 〈φkzf
(z)|K2(Qz)

z2
|φkzi

(z)〉 . (15.24)

Nous notons que la fonction de réponseBat(Q) est isotrope en fonction deQ, elle
aussi. A notre connaissance, il n’existe pas de solution analytique à l’intégrale (15.24).
Pour simplifier le problème, nous nous plaçons en incidence normale où la différence
entre les vecteurs d’ondekz,if est faible. A l’annexe 15.A, nous démontrons alors les
estimations suivantes pour l’élément de matrice :

∣
∣
∣〈φkzf

(z)|FvdW(Q, z) |φkzi
(z)〉

∣
∣
∣ <∼







zreb
3
FvdW(Q, zreb), pour Qzreb ≪ 1,

1

Q
FvdW(Q, zreb), pour Qzreb ≫ 1.

(15.25)
Nous constatons que, comme la fonction de transfertFvdW(Q, zreb), la fonction de
réponse a une largeur de l’ordre deδQ ∼ 1/zreb [voir le comportement asympto-
tique (15.14b)]. Pour une densité spectrale de rugosité constante dans cette gamme
de fréquences spatiales, les atomes diffusés par le potentiel de VAN DER WAALS ru-
gueux auront donc une distribution de vitesse transverse avec une largeur de l’ordre de
h̄/Mzreb. Cette largeur est de l’ordre de la vitesse de recul pour un point de rebrousse-
mentzreb ≃ λL/2π ; par ailleurs, elle diminue sizreb s’éloigne de la surface.

L’estimation (15.25) implique en outre que la fonction de r´eponseBat(Q) (15.22)
atteint sa valeur maximale dans la limiteQ → 0, où elle est de l’ordre de

max |Bat(Q)| ≃ 2kzi
|V (0)

vdW(zreb)|
Ezi

. (15.26)

[Nous avons utilisé le développement asymptotique (15.14a) pour la fonction de trans-
fert et supposé quekzf ≃ kzi.] Ici, V (0)

vdW(zreb) = −c3/z3
reb est le potentiel deVAN DER

WAALS plan au point de rebroussement. Par conséquent, la rugosité effective (15.23)
du miroir à atomes due au potentiel deVAN DER WAALS rugueux est de l’ordre de

σ
(vdW)
eff ∼ |V (0)

vdW(zreb)|
Ezi

σ1/zreb
, (15.27)

où σ1/zreb
correspond à la rugosité de surface dans la gamme de fréquences spatiales

|Q| = 0 . . . 1/zreb (voir la fonction de filtrage représentée sur la figure 15.2).
La rugosité effectiveσ(vdW)

eff est donc plus petite que la〈〈vraie〉〉 rugosité de sur-
faceσ si l’atome rebrousse chemin à une distancezreb où le potentiel deVAN DER

WAALS est négligeable devant l’énergie incidente. Ceci est généralement le cas pour
une énergie incidente bien en-dessous du maximum de la barrière de potentiel créée
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par le potentiel lumineux répulsif et le potentiel deVAN DER WAALS attractif. Pour
une énergie incidente au voisinage du sommet de la barrière par contre,σeff est du
même ordre queσ.

Remarque. La rugosité effective varie comme le potentiel deVAN DER WAALS, en
1/z3

reb, alors que le potentiel rugueux, lui, est proportionnel à1/z4
reb, comme la dérivée

du potentiel deVAN DER WAALS [voir (15.16)]. Pour interpréter ceci, rappelons que la
probabilité de réflexion diffuse est déterminée par l’effet cumulé du potentiel rugueux
pendant le processus de réflexion, comme l’exprime l’intégrale surz dans l’élément de
matrice ; et puisque le potentiel rugueux varie comme une loide puissance, il est de
longue portée ce qui rajoute un facteurzreb à l’intégration dans (15.25).

Notons cependant que les estimations (15.25) surestiment la valeur de la fonction de
réponse. En effet, l’approximation électrostatique pour le potentiel deVAN DER WAALS

n’est plus vérifiée pour les contributions à l’élémentde matrice qui proviennent de dis-
tances très grandes. Le vrai potentiel pour l’interactionde VAN DER WAALS présente
alors des oscillations [38] qui réduisent la valeur de l’élément de matrice.

15.3 La contribution du champ évanescent rugueux̀a
la r éflexion diffuse

Présentation

Nous reproduisons à l’annexe 15.B l’article〈〈Diffuse atomic reflection at a rough mir-
ror 〉〉 par C. H., K. MØLMER, R. KAISER, N. VANSTEENKISTE, C. I. WESTBROOK

et A. ASPECT, qui a été accepté pour publication à laPhysical Review Ale 17 oc-
tobre 1996. Dans ce travail, nous étudions l’influence de lalumière diffusée par la sur-
face diélectrique rugueuse sur la réflexion d’atomes par le miroir à onde évanescente.
Plus précisément, nous nous limitons au potentiel dipolaire rugueuxV (1)(r) créé
par l’interférence entre l’onde évanescente principaleet la lumière diffusée. Nous
résumons ici les résultats que nous avons obtenus.10

La théorie se sépare en deux étapes : dans un premier temps(§ III de
l’annexe 15.B), nous calculons le champ lumineux, dans l’approximation scalaire,
jusqu’au premier ordre par rapport au profil de surface, et nous identifions le potentiel
rugueux avec le terme d’interférence dans le potentiel dipolaire du champ lumineux
(§ IV).

Nous calculons ensuite la diffusion de l’onde atomique par ce potentiel. Nous nous
servons à cet effet de deux approches différentes. Au§ V, l’approximation de BORN

nous permet de déterminer la fonction de réponse atomique. Cette approche est valable
dans le régime quasi-spéculaire où la probabilité totale de réflexion diffuse est faible
devant l’unité. Pour couvrir aussi la limite opposée d’une réflexion complètement dif-
fuse, nous présentons un deuxième calcul basé sur l’approximation du réseau de phase

10Nous ferons référence aux équations de l’annexe 15.B en utilisant le signet〈〈DifR 〉〉.
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Figure 15.3: Diffusion de la lumière par une surface rugueuse.Kév,K
′
L : composantes

parallèles au planxOy de l’onde évanescente principale et d’une onde lumineuse dif-
fusée ;Q : vecteur d’onde du spectre de rugosité de la surface. L’intérieur du cercle
correspond aux ondes homogènes diffusées pour lesquelles |K′

L| < kL.

mince (§ VI) : nous déterminons le déphasage de l’onde atomique réfléchie par l’onde
évanescente rugueuse et calculons ensuite sa fonction de cohérence. Comme nous
l’avons vu au paragraphe 14.2.2, la fonction de cohérence permet d’obtenir la pro-
babilité différentielle de réflexion par une transform´ee de FOURIER. Au dernier§ VII,
nous généralisons notre approche à un champ lumineux polarisé et un atome avec plu-
sieurs sous-niveaux magnétiques dans l’état fondamental.

15.3.1 Le champ lumineux diffuśe

Comme au chapitre 14, nous calculons le champ lumineux diffusé jusqu’au premier
ordre par rapport au profil de surface, en utilisant l’approximation de RAYLEIGH . La
seule différence par rapport à un miroir parfait rugueux tient aux conditions aux limites
puisque l’onde lumineuse est diffusée par l’interface entre un milieu diélectrique et le
vide.

Le champ lumineux est donc la somme de deux termes [voir (15.2)] : une onde
évanescente principaleE(0)(r) qui est présente même en absence de rugosité, et un
champ diffuséE(1)(r). La composante de FOURIER E(1)(K′

L) du champ diffusé est
proportionnelle à la transformée de FOURIER S(Q) de la surface, pour le transfert de
vecteur d’onde optiqueQ = K′

L − Kév, où Kév est le vecteur d’onde parallèle au
planxOy de l’onde évanescente principale. Suivant son vecteur d’ondeK′

L, le champ
lumineux diffusé correspond également à uneondeévanescente(pour |K′

L| > kL),
ou bien à uneonde plane homog̀ene(|K′

L| < kL) qui se propage dans le demi-espace
au-dessus de la surface (voir la figure 15.3).
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15.3.2 Le potentiel dipolaire rugueux

Dans l’espace de FOURIER, le potentiel dipolaire rugueuxV (1)(r) (15.4) est caractérisé
par la fonction de transfert [l’équation (DifR 4.4)]

F (1)(Q, z) =
1

S(Q)

d2

h̄∆

{

E(0)∗ E(1)(Kév + Q)exp[−(κ + κ′+)z] +

+E(1)∗(Kév − Q)E(0)exp[−(κ + κ′ ∗− )z]
}

= Vmaxκ
{

f(Kév + Q) exp[−(κ + κ′+)z] +

+ f ∗(Kév −Q) exp[−(κ+ κ′ ∗− )z]
}

, (15.28)

oùVmax est la valeur du potentiel dipolaire de l’onde évanescenteprincipale à la sur-
face du diélectrique, et la quantité sans dimensionf(K′

L) correspond à une〈〈 fonction
de réponse optique〉〉 : elle détermine l’amplitude de FOURIER E(1)(K′

L) du champ
lumineux diffusé [voir (DifR 3.3)]. Dans la direction normale, les ondes diffusées
E(1)(Kév ± Q) ont des constantes de décroissanceκ′±. Lesκ′± sont imaginaires avec
une partie imaginairenégative, s’il s’agit d’une onde plane homogène qui se propage
dans la direction desz croissants.

La fonction de transfert (15.28) est la somme de deux termes que l’on peut in-
terpréter par deux transitions RAMAN (voir la figure 15.4) : le premier terme cor-
respond à un processus où l’atome absorbe un photon de l’onde lumineuse diffusée
E(1)(Kév + Q) et en émet un autre dans l’onde évanescente principaleE(0)(r) [la
figure 15.4(a)] ; le deuxième terme dans (15.28) caractérise l’absorption d’un pho-
ton de l’onde évanescente principale et l’émission stimulée dans l’onde diffusée
E(1)(Kév − Q) [la figure 15.4(a)]. Dans les deux processus, le changement du vec-
teur d’onde atomique parallèle au plan vaut+Q.

Rappelons finalement que le potentiel dipolaire est proportionnel à l’intensité lu-
mineuse du champ proche. Le calcul que nous en avons présenté ici est donc bien
connu dans le contexte de la microscopie optique en champ proche, où l’on introduit
une sonde dans le champ lumineux au voisinage d’une surface [62, 63, 64, 65]. La re-
lation entre le potentiel rugueuxV (1)(r) et le profils(R) permet alors de reconstruire
la topographie de la surface à partir d’une mesure de l’intensité lumineuse du champ
proche. La fonction de transfertF (1)(Q, z) a également été introduite dans ce contexte
pour caractériser la réponse spectrale de l’appareil de mesure au profil de la surface
[152].

15.3.3 La fonction de ŕeponse atomique

En ce qui concerne les atomes, leur fonction de réponseBat(Q) est déterminée par
l’élément de matrice de la fonction de transfert (15.28) du potentiel rugueux entre
les fonctions d’ondeφkz,if

(z) pour la réflexion spéculaire. Nous supposons que le
potentiel planV (0)(z) est donné par le potentiel dipolaire de l’onde évanescente
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Figure 15.4: Interprétation de la réflexion diffuse d’uneonde atomique par des proces-
susRAMAN stimulés.
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principale, et nous négligeons l’interaction deVAN DER WAALS. Dans cette ap-
proximation, l’élément de matrice se calcule de façon analytique, et nous trouvons
[l’équation (DifR 5.15)]

Bat (Q) = kzi

{

f(Kév + Q) exp
[(

κ− κ′+
)

zreb
]

β++

+f ∗(Kév −Q) exp
[(

κ− κ′ ∗−
)

zreb
]

β∗
−

}

(15.29)

où kzi est la composante normale du vecteur d’onde atomique incident et zreb
le point de rebroussement classique pour la vitesse incidente vzi = h̄kzi/M .
L’expression (15.29) est valable dans la limite semi-classiquekzi ≫ κ.

A part les facteursβ± sur lesquels nous reviendrons dans un instant, la fonction de
réponse (15.29) est proportionnelle au〈〈contraste〉〉 du potentiel dipolaire rugueux au
point de rebroussement de l’atome incident:

Bat (Q) ∼ kzi

κ

F (1)(Q, zreb)

V (0)(zreb)
, (15.30)

et nous constatons l’analogie avec la diffraction par une onde évanescente stationnaire :
l’amplitude du premier ordre vaut en effet|a1| ≃ ǫkziβ/2κ. Dans la diffraction, le
contraste est cependant constant à travers l’onde stationnaire, alors que pour le poten-
tiel rugueux, il varie aveczreb parce que le champ lumineux diffusé contient des ondes
évanescentes (et homogènes) avec des constantes de décroissance (de propagation)κ′±
différentes.

Les facteursβ± ≡ β
(

∆kz/κ, κ
′
±/κ

)

dans la fonction de réponse (15.29)
généralisent le facteur d’obliquitéβ(∆kz/κ) que nous avons rencontré dans
l’approximation de BORN pour la diffraction [à l’équation (7.40)]. Ils tiennent compte
du fait que le potentiel diffuseur a une constante de décroissanceκ + κ′± différente
de celle2κ du potentiel dipolaire de l’onde évanescente principale.Nous appelerons
β le 〈〈 facteur de recouvrement〉〉 (overlap factor) dans l’annexe 15.B, et son expres-
sion explicite est donnée à l’équation (DifR 5.12). Nous trouvons encore que le fac-
teur de recouvrement limite les transferts de vecteur d’onde ∆kz à la constante de
décroissanceκ de l’onde évanescente, comme pour la diffraction d’atomes. Dans le
régime semi-classique, la composante normale du vecteur d’onde atomique est donc
quasiment conservée lors de la réflexion diffuse.

Les fréquences spatiales pertinentes

Au § V.3.1 de l’annexe 15.B, nous montrons que la portée de la fonction de réponse
atomiqueBat(Q) (15.29) en fonction deQ est déterminée par la fonction de transfert
F (Q, zreb) du potentiel rugueux à la distancezreb du point de rebroussement et par les
facteurs de recouvrementβ±.

Le résultat est le suivant : si le point de rebroussement se trouve loin de la surface,
κzreb >∼ 1, la fonction de réponse est concentrée autour de deux cercles définis par



Potentiels rugueux en champ proche 385

−3 −2 −1 0 1 2 3

Qx [en unités de kL]

−2

−1

0

1

2

Q
y 

[k
L]

   
   

   
   

 

10

20

Kév

Figure 15.5: Lignes de niveaux de la fonction de réponse atomique|Bat(Q) |2 (15.29)
pour un point de rebroussement loin de la surface, en incidence normale. Le transfert
de vecteur d’onde atomiqueQ est donné en unités du vecteur d’onde optiquekL. Les
régions grisées correspondent à des grandes valeurs de la fonction de réponse. L’insert
montre une coupe le long de la ligne épaisse en tirets, parallèle à la direction de pro-
pagation de l’onde évanescente principale (l’axeOx).
Le point de rebroussement se trouve à la distancezreb = 2κ−1 log 2, et les atomes sont
incidents en incidence normale avec un vecteur d’ondekzi = 50 κ. Le vecteur d’onde
de l’onde évanescente principale vautKév =

√
2 kL ex et nous avons choisiκ = kL.
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Figure 15.6: Identique à la figure 15.5, mais avec un potentiel dipolaire principal moins
fort de sorte que le point de rebroussement se trouve plus pr`es de la surface :zreb =
1
2
κ−1 log 2.

|Kév ± Q| ≤ kL (voir la figure 15.5). Les contributions significatives de lalumière
diffusée à la diffusion de l’atome proviennent alors seulement des ondes planes ho-
mogènes et des ondes évanescentes avec une grande profondeur de pénétration. En
effet, des fréquences spatiales beaucoup plus grandes quele vecteur d’onde optiquekL

créent des ondes lumineuses〈〈 très évanescentes〉〉 dont l’amplitude au point de rebrous-
sement est très petite. Lorsque le point de rebroussement se rapproche de la surface,
la contribution de la lumière évanescente augmente, et lafonction de réponse ato-
mique s’élargit autour des deux cercles (voir la figure 15.6). Dans les deux cas, nous
constatons l’anisotropie de la fonction de réponse : elle est plus large dans la direc-
tion parallèle au vecteur d’onde de l’onde évanescente principale que dans la direction
perpendiculaire.

Finalement, la portée de la fonction de réponse atomique est restreinte à cause de
la limite pour le transfert de vecteur d’onde∆kz donnée par le facteur de recouvre-
mentβ. Cette limite du transfert de vecteur d’onde∆kz n’impose cependant pas de
restriction particulièrement sévère en incidence normale parce que le vecteur d’onde
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vertical ne change qu’au deuxième ordre par rapport au transfertQ dans le plan. C’est
en incidence oblique et rasante que la restriction devient sévère : dans cette géométrie,
la conservation d’énergie demande un transfert de vecteurd’onde atomique∆kz dans
la direction normale avec

∆kz ≃ −Q · Ki

kzi
, (15.31)

où Ki est le vecteur d’onde atomique incident parallèle au plan.Par conséquent, la
réflexion diffuse a presque exclusivement lieu pour des transferts de vecteur d’onde
qui sont perpendiculaires au plan d’incidence atomique,Q ⊥ Ki, parce que la com-
posante verticale du vecteur d’onde atomique reste alors inchangée. A l’intérieur du
plan d’incidence atomique, par contre, la réflexion est quasiment spéculaire. Cette
asymétrie est illustrée sur les figures 15.7 et 15.8 où l’atome est incident sous un
angle de45◦. Sur la figure 15.7, l’atome est incident dans le même plan que l’onde
évanescente principale ; les contributions des deux cercles sont alors réduits à la partie
centrale autour deQ = 0. Sur la figure 15.8, les plans d’incidence atomique et optique
sont perpendiculaires. Les transferts de vecteur d’onde lelong de l’axe qui rejoint les
deux cercles conservent alors la composante normale du vecteur d’onde atomique de
sorte que et les fréquences spatiales importantes se situent autour ce cet axe.

La rugosité effective du miroir

Au § V.3.2 de l’annexe 15.B, nous montrons que la rugosité effective du miroir due au
potentiel dipolaire rugueux est du même ordre de grandeur que la rugosité de la surface
du diélectrique elle-même. Plus précisément, nous trouvons la surestimation suivante

σeff
<∼ σB eκzreb =

√

Vmax

Ezi
σB (15.32)

où σB représente la rugosité de la surface dans la gamme de fréquences spectrales
déterminée par la portée de la fonction de réponse atomiqueBat(Q) (généralement de
l’ordre de quelques vecteurs d’onde optiques).

Nous constatons que la rugosité effective augmente avec ladistance du point de
rebroussement, proportionnellement àeκzreb = (Vmax/Ezi)

1/2. Pour interpréter ceci,
nous rappelons que dans la diffraction, les populations nonspéculaires sont propor-
tionnelles au contraste de l’onde évanescente stationnaire, donc au rapport entre les
parties modulée et non modulée du potentiel dipolaire, etque le même comportement
apparaı̂t dans la réflexion diffuse par le potentiel dipolaire rugueux [voir (15.30)]. Ce-
pendant, à cause de la lumière diffusée vers le haut, le potentiel rugueux contient des
composantes de FOURIER qui décroissent moins vite en fonction dez que le potentiel
dipolaire principal. Le potentiel rugueux correspond doncà une onde évanescente sta-
tionnaire dont le contraste augmente avec la distance et parconséquent, la probabilité
de réflexion diffuse et la rugosité effective augmentent aveczreb.

Nous relevons cependant deux situations où ce raisonnement n’est pas valable et où
la rugosité effective est bien inférieure à l’estimation (15.32) : d’une part, il est possible
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Figure 15.7: Identique à la figure 15.6, mais en incidence oblique. Les atomes sont
incidents sous un angleθi = 45◦ avec une composante de vecteur d’onde normale
kzi = 50 κ. Le plan d’incidence atomique se confond avec le plan d’incidence de
l’onde évanescente principale (le planxOz) : Ki = 50 κ ex. A l’intérieur des cercles
en tirets épais, des ondes lumineuses homogènes contribuent à la réflexion diffuse des
atomes.
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Figure 15.8: Identique à la figure 15.7, mais les atomes sontincidents dans le planyOz
perpendiculaire au plan d’incidence optique (le planxOz) : Ki = 50 κ ey.
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que la densité spectrale de rugosité ne contienne pas de vecteurs d’onde suffisamment
grands ; rappelons ici que la fréquence spatiale minimale nécessaire pour exciter des
ondes homogènes vaut en effetQ = |Kév| − kL = q− kL oùq = kLnd sin θL (5.2) est
la composante horizontale du vecteur d’onde de l’onde évanescente principale (voir la
figure 15.3). D’autre part, en incidence oblique, c’est la fonction de réponse atomique
qui supprime une partie des fréquences spatiales qui excitent des ondes homogènes et
la rugosité effective s’en trouve réduite. En incidence normale par contre, nous nous
attendons à une rugosité effective proche de l’estimation (15.32).

15.3.4 Le ŕegime d’une ŕeflexion compl̀etement diffuse

Lorsque la rugosité effectiveσeff devient du même ordre de grandeur que la lon-
gueur d’onde atomiqueλdB, l’approximation de BORN n’est plus valable parce qu’elle
donnerait une probabilité de réflexion diffuse supérieure à l’unité. Nous nous atten-
dons alors à ce que la réflexion devienne complètement diffuse. La grandeur physique
intéressante est alors la largeurδKdiff en vecteur d’onde de la distribution des atomes
réfléchis.

Au § VI de l’annexe 15.B, nous présentons une approche alternative qui permet
de décrire le régime d’une réflexion complètement diffuse. Cette approche utilise
l’approximation du réseau de phase mince (introduite au chapitre 8) ; nous décrivons
l’influence du potentiel rugueux par un déphasageδϕ (R) par rapport à la fonction
d’onde réfléchie spéculairement [l’équation (DifR 6.1)] :

ψréf(R) = ψ
(0)
réf (R) exp [iδϕ (R)]. (15.33)

Nous obtenons alors les résultats suivants :
La probabilité totale de réflexion diffusewdiff = (2kziσeff)2 peut être ré-interprétée

dans la limiteσeff ≫ λdB, où l’approximation de BORN n’est plus valable : elle donne
alors la valeur quadratique moyenne des fluctuations de phase de l’onde atomique
réfléchie [l’équation (DifR 6.15)] :

wdiff =
〈

[δϕ(R)]2
〉

≫ 1. (15.34)

Dans cette limite, les atomes réfléchis ont une distribution de vecteurs d’onde gaus-
sienne et complètement diffuse, dont la largeur dans le plan xOy est de l’ordre de

δKdiff ≃ √
wdiff δKBorn, (15.35)

où δKBorn est la largeur de la probabilité différentielle de réflexion diffuse dans
l’approximation de BORN. La distribution diffuse présente par ailleurs la même aniso-
tropie que pour une diffusion faible (voir aussi M. V. BERRY [83] à ce sujet).

L’équation (15.35) généralise à une onde évanescenterugueuse la relation entre le
transfert de vecteur d’onde maximal∆kmax

x ≃ umod 2q et l’indice de modulation de
phaseumod pour une modulation de phase forte : le vecteur d’onde2q du réseau de
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Figure 15.9: Comparaison entre l’effet Sisyphe stimulé pour la diffraction (à gauche)
et la réflexion diffuse (à droite).

diffraction correspond alors à la largeurδKBorn de la plage de fréquences spatiales du
potentiel rugueux qui contribuent à la réflexion diffuse au premier ordre en perturba-
tions ; et l’indice de modulationumod correspond à l’écart-type〈[δϕ(R)]2〉1/2 =

√
wdiff

des fluctuations de phase de l’onde atomique réfléchie.

15.3.5 R̂ole des sous-niveaux magńetiques et de la polarisation de
la lumi ère

Analogie à la diffraction

Jusqu’à maintenant, nous avons considéré le champ lumineux diffusé comme un
champ scalaire, en négligeant la polarisation. L’atome lui aussi a été modélisé par
un atome à un niveau. Or, dans la réalité en trois dimensions, l’on ne peut faire abs-
traction de la polarisation de la lumière. C’est pourquoi au § VII de l’annexe 15.B,
nous généralisons la théorie de la réflexion diffuse, entenant compte également des
sous-niveaux magnétiques de l’état fondamental de l’atome.

Rappelons que dans la diffraction par l’onde évanescente stationnaire (au para-
graphe 11.2), les sous-niveaux magnétiques ont permis de s’affranchir de la coupure
|∆kz| <∼ κ pour le transfert de vecteur d’onde atomique dans la direction perpendi-
culaire au miroir (voir la figure 15.9) : l’atome peut entrer dans l’onde évanescente
sur une courbe de potentiel, passer par une transition RAMAN stimulée sur un autre
sous-niveau, et sortir sur une courbe de potentiel différente. L’énergie cinétique dans
la direction normale change alors par la différence des déplacements lumineux des
sous-niveaux (voir la figure 15.9 à gauche).

Dans le contexte du refroidissement laser, ce mécanisme correspond à l’effet Si-
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syphe identifié par C. COHEN-TANNOUDJI et J. DALIBARD [28, 29]. Le change-
ment d’énergie provient alors de l’émission spontanée d’un photon avec une fréquence
différente de la fréquence laser. L’effet Sisyphe spontané a été étudié aussi pour des
atomes alcalins réfléchis par une onde évanescente, en tenant compte de transitions
spontanées entre les niveaux hyperfins de l’état fondamental [153, 154, 155, 156, 157].
Dans notre situation, l’effet Sisyphe est stimulé, et l’énergie est conservée. Ceci n’est
possible que parce que la transition RAMAN permet une conversion entre l’énergie po-
tentielle interne (les déplacements lumineux) et l’énergie cinétique dans la direction
parallèleau réseau (qui correspond au décalage DOPPLER2h̄∆D dans le référentiel
de l’atome). Le principe de FRANCK–CONDON implique que la probabilité pour un
tel processus Sisyphe stimulé est maximale lorsque les points de rebroussement des
fonctions d’onde dans les deux potentiels coı̈ncident. Comme l’énergie cinétique nor-
maleEzf de l’état final est fixée par les vecteurs d’onde diffractés kzn, le principe de
FRANCK–CONDON permet d’estimer si le transfert de population vers un autresous-
niveau est efficace. Sur la figure 15.9 à gauche, les points derebroussement des états
initial et final ne coı̈ncident pas, la population diffract´ee sera donc plus faible que le
maximum, tout en étant non nulle.

Pour la réflexion diffuse par contre, un continuum d’énergies finalesEzf est ac-
cessible dans la direction verticale parce que le potentielrugueux offre une distribu-
tion continue de réseaux de diffraction (voir la figure 15.9à droite). Le principe de
FRANCK–CONDON permet alors d’identifier les fréquences spatialesQmax pour les-
quelles la probabilité de réflexion diffuse est maximale,parce qu’elles couplent des
états initial et final dont les points de rebroussement se recouvrent.

Plus précisément, considérons un processus où l’atomeentre avec une énergie
cinetiqueEzi dans l’onde évanescente sur un niveau avec le déplacementlumineux
V

(0)
i e−2κz et sort sur le niveauV (0)

f e−2κz. Parmi toutes les énergies finalesEzf , le
principe de FRANCK–CONDON permet d’identifier une énergie cinétique finale parti-
culière,E(max)

zf , pour laquelle les points de rebroussement classiques des ´etats initial et

final coı̈ncident. L’énergieE(max)
zf est donc fixée par [voir aussi (11.33)] :

V
(0)
i

V
(0)
f

=
Ezi

E
(max)
zf

, (15.36)

Notons queE(max)
zf dépend seulement de l’énergie incidenteEzi et du rapport des

déplacements lumineux. Le transfert de vecteur d’ondeQmax parallèle au miroir qui
est nécessaire pour conserver l’énergie est alors déterminé par

h̄2

2M

[

(Ki + Qmax)
2 − K2

i

]

= Ezi − E
(max)
zf , (15.37)

oùKi est le vecteur d’onde atomique incident parallèle au miroir.
Nous illustrons cet effet, la〈〈 réflexion diffuse amplifiée par effet Sisyphe stimulé〉〉,

sur les figures 15.11 à 15.14. Nous prenons l’exemple d’une transitionJ = 1 →
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Figure 15.10: Coefficients deCLEBSCH–GORDON pour une transitionJ = 1 → Je =
2. A cause de la symétrie des coefficients par rapport àm = 0, seuls ceux avecm ≥ 0
sont représentés.

Je = 2 et d’une onde évanescente en polarisation linéaires (ou TE). Pour un axe
de quantification parallèle au champ électrique, les sous-niveaux|m = 0,±1〉 sont
des états propres de l’opérateur du déplacement lumineux. Leurs déplacements sont
donnés par les carrés des coefficients de CLEBSCH–GORDAN de la figure 15.10. Pour
un atome incident dans l’état|mi = +1〉 et diffusé vers|mf = 0〉, l’équation (15.36)
et les coefficients de la figure 15.10 montrent que le maximum de l’efficacité de la
réflexion diffuse correspond à un vecteur d’onde final dontla composante verticale
vaut

k
(max)
zf =

√

4

3
kzi. (15.38)

Notons que pour un vecteur d’onde incident semi-classique,ceci implique un change-
ment de vecteur d’onde considérable à l’échelle du vecteur d’onde optiquekL.

Cependant, à cause de la conservation de l’énergie et du moment angulaire,
deux conditions sont nécessaires pour réaliser l’effet Sisyphe stimulé dans l’onde
évanescente rugueuse :

• d’une part, il faut que l’atome interagisse avec une onde lumineuse de pola-
risation différente de l’onde évanescente principale, pour pouvoir changer de
sous-niveau magnétique ;

• d’autre part, il faut que le potentiel dipolaire rugueux fournisse le transfert de
vecteur d’ondeQmax exigé par la conservation de l’énergie (15.37).

Conśequences du changement de sous-niveau

Nous donnons aux équations (DifR B1, B2) les vecteurs de polarisation pour les com-
posantes de FOURIER du champ lumineux diffusé [158]. Pour une polarisation inci-
dente parallèle à l’axeOy, la lumière diffusée à l’intérieur du plan d’incidenceop-
tique (le planxOz) est également polarisée parallèle à l’axeOy, pour des raisons de
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Figure 15.11: Fonction de réponse atomique (lignes de niveaux) pour la réflexion dif-
fuse vers le même sous-niveau|mi = +1〉 → |mf = +1〉.
Le point de rebroussement se trouve à la distancezreb = 1

2
κ−1 log 2, et les atomes

sont incidents en incidence normale aveckzi = 50 κ. Le vecteur d’onde de l’onde
évanescente principale vautKév =

√
2 kL ex, et nous avons choisiκ = kL.

symétrie. La réflexion diffuse de l’atome par ces modes lumineux n’induit donc pas de
changement de sous-niveau. Les transferts de vecteur d’ondeQ sont alors parallèles à
l’axeOx. Ce sont seulement des modes lumineux qui se propagent en dehors du plan
d’incidence optique, qui ont des composantes de polarisationσ± susceptibles d’induire
une transition RAMAN vers un autre sous-niveau. L’atome encaisse alors un transfert
de vecteur d’ondeQ en dehors de l’axeOx.

La figure 15.11 montre en effet que la probabilité de diffusion sans changement
d’état interne (le processus|mi = +1〉 → |mf = +1〉) est concentrée autour de l’axe
Ox, parallèle au vecteur d’ondeKév de l’onde évanescente principale. Près de l’axe,
la probabilité de diffusion ressemble au résultat du mod`ele scalaire (comparer à la
figure 15.6). Sur la figure 15.12, nous constatons que la probabilité de diffusion pour
l’autre état final|mf = 0〉 s’annule sur l’axeOx. L’interprétation de l’asymétrie de la
figure 15.12 par rapport aux directions parallèle et anti-parallèle à l’axeOx dépasse le
cadre de notre exemple ; notons seulement que nous avons déjà constaté une brisure
de symétrie analogue pour une onde évanescente en polarisationTM qui se propage le
long de l’axeOx : sa composante de polarisationσ− plus est forte que la composante
σ+ [voir (11.24)].
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Figure 15.12: Identique à la figure 15.11, mais pour un étatfinal différent : |mi =
+1〉 → |mf = 0〉.

Conśequences de la conservation d’énergie

Sur les figures 15.11 et 15.12, l’atome est incident en incidence normale. La conser-
vation d’énergie implique alors que le transfert de vecteur d’onde dans la direction
normale au miroir est du deuxième ordre par rapport au transfert de vecteur d’onde
parallèle au plan, et généralement très petit devant levecteur d’onde optique. Par
conséquent, la réflexion diffuse n’est pas amplifiée par l’effet Sisyphe stimulé. En
effet, il faudrait des transferts de vecteur d’onde|Q| ∼ kzi, beaucoup plus grand
que le vecteur d’onde optique, pour que le changement de l’énergie cinétique dans
la direction normale soit suffisamment grand de façon à ce que les points de re-
broussement dans les deux potentiels se recouvrent, comme nous l’avons supposé aux
équations (15.36, 15.37). De telles fréquences spatiales correspondraient à des ondes
lumineuses extrèmement évanescentes dont l’amplitude est négligeable aux distances
qu’explore l’atome. L’amplification de la réflexion diffuse par l’effet de FRANCK–
CONDON ne peut donc avoir lieu en incidence normale.

Sur les figures 15.13 et 15.14, nous nous plaçons en incidence oblique et présentons
la fonction de réponse atomique pour un atome incident dansle plan xOz. La fi-
gure 15.13 montre la probabilité de diffusion sans changement d’état interne, et nous
constatons qu’elle ressemble de près au résultat de la th´eorie scalaire (la figure 15.7) :
les transferts de vecteur d’onde dans la directionOx sont supprimés. Si par contre
l’atome change de sous-niveau et sort dans l’état|mf = 0〉 (la figure 15.14), une
réflexion diffuse avec un grand transfert de vecteur d’ondeest possible. Pour les pa-
ramètres de la figure, le changement de la composante normale du vecteur d’onde
atomique va jusqu’à∆k(max)

z = (
√

4/3 − 1) kzi ≃ 7.2 κ. Observons pour finir sur la
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Figure 15.13: Probabilité de réflexion diffuse en incidence oblique, sans changement
d’état interne (|mi = +1〉 → |mf = +1〉).
L’atome est incident dans le planxOz (vecteur d’ondeKi parallèle au vecteur d’onde
Kév de l’onde évanescente principale), sous un angleθi = 70◦. Les autres paramètres
sont identiques à la figure 15.11.

figure 15.14 que la probabilité de diffusion s’annule pour certains transferts de vec-
teur d’onde, marqués〈〈A〉〉 sur la figure. Ce phénomène correspond aux oscillations
de STÜCKELBERG que nous avons observées dans les probabilités de diffraction au
chapitre 11.2 [à l’équation (11.30)].

Conclusion

Nous avons étudié deux mécanismes pour une interaction indirecte entre l’atome
réfléchi par le miroir à onde évanescente et la surface rugueuse du diélectrique :
d’une part, la correction au potentiel d’interaction deVAN DER WAALS due au pro-
fil de la surface, et d’autre part, le potentiel dipolaire rugueux créé par l’interférence
entre l’onde évanescente principale et la lumière diffusée par la surface rugueuse. Les
deux mécanismes font apparaı̂tre des potentiels rugueux dans le champ proche, et
bien que ceux-ci soient faibles devant le potentiel dipolaire de l’onde évanescente,
ils rendent diffuse la réflexion des atomes parce que la longueur d’onde atomique
est généralement beaucoup plus petite que la profondeur de pénétration de l’onde
évanescente. Nous avons relié la probabilité différentielle de réflexion diffusewdiff

au spectre de rugosité de la surface rugueuse, par le moyen d’une fonction de réponse
atomique.

Deux régimes pour la réflexion diffuse ont été identifiés: dans le régime quasi-
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Figure 15.14: Identique à la figure 15.13, mais pour un sous-niveau final différent
|mf = 0〉.

spéculaire, la probabilité de diffusionwdiff est faible, et une grande fraction d’atomes
est réfléchie spéculairement. Ce régime peut être caractérisé par l’approximation de
BORN. La partie diffuse de la distribution de vitesse réfléchieest alors donnée par le
produit de la densité spectrale et la fonction de réponse atomique. Nous avons trouvé
qu’elle a généralement une largeur de l’ordre de quelquesvitesses de recul au plus.
Pour une vitesse incidente beaucoup plus grande que la vitesse de recul, la divergence
angulaire de la réflexion diffuse est donc relativement faible. Dans le deuxième régime
d’une réflexion fortement diffuse, la composante spéculaire est absente de la distri-
bution de vitesse. La largeur de celle-ci est augmentée parun facteurw1/2

diff , oùwdiff

est encore donné par la fonction de réponse atomique calculée dans l’approximation
de BORN, mais son interprétation physique est reliée aux fluctuations de phase des
atomes réfléchis.

Comparaison entre les deux ḿecanismes

De façon générale, nous constatons que le potentiel deVAN DER WAALS rugueux est
plus petit en valeur absolue que le potentiel dipolaire rugueux. Les deux potentiels
deviennent seulement comparables à une position près du sommet de la barrière de
potentiel du miroir. Aussi les deux mécanismes sont-ils sensibles à des fréquences
spatiales différentes : pour le potentiel deVAN DER WAALS rugueux, la fonction de
réponse est isotrope et présente une fréquence de coupure de l’ordre deδQ <∼ 1/zreb ;
elle devient plus étroite lorsque le point de rebroussement s’éloigne de la surface.
Pour le potentiel dipolaire rugueux par contre, la fonctionde réponse a une largeur
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Figure 15.15: Estimations pour les contributions du potentiel de VAN DER WAALS

rugueux (tirets) et du potentiel dipolaire rugueux (trait plein) à la rugosité effective du
miroir à onde évanescente. Les courbes représentent le rapportσeff/σ pour une densité
spectrale constante.

fixe de l’ordre du vecteur d’onde optique,δQ ∼ kL, si le point de rebroussement est
loin de la surface,κzreb >∼ 1. Elle présente en outre une anisotropie, étant plus large
dans la direction parallèle au vecteur d’onde de l’onde évanescente principale. Ceci
provient du fait que l’onde évanescente participe toujours au transitions RAMAN qui
font diffuser l’atome. Notons qu’une telle anisotropie de la distribution de vitesse des
atomes réfléchis semble avoir été observée effectivement dans l’expérience par notre
groupe.11

Nous avons caractérisé la spécularité de la réflexion par la rugosité effectiveσeff

du miroir à atomes, par analogie au miroir parfait rugueux [l’équation (14.19)]. Les
deux mécanismes d’interaction avec la surface rugueuse donnent des rugosités effec-
tives qui dépendent de façon différente de la distance dupoint de rebroussement (voir
la figure 15.15). Pour le potentiel deVAN DER WAALS rugueux,σeff est inférieure à
la rugositéσ de la surface diélectrique, par un facteur de l’ordre du rapport entre le
potentiel deVAN DER WAALS et le potentiel dipolaire principal au point de rebrous-
sement [l’équation (15.27)]. La rugosité effective du potentiel dipolaire rugueux par
contre, est du même ordre queσ. Elle augmente même avec la distancezreb du point de
rebroussement [voir (15.32)] si le champ lumineux diffusécontient une contribution
importante d’ondes planes homogènes (la situation représentée sur la figure 15.15).
Une telle situation semble plus proche de la réalité parceque la densité spectrale de la
surface rugueuse décroı̂t lentement, comme une loi de puissance, pour des fréquences

11G. HORVATH, G. LABEYRIE, A. LANDRAGIN, communication privée (1996).
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spatiales autour du vecteur d’onde optique.
Si finalement le champ lumineux diffusé est dominé par des modes évanescents

avec la même profondeur de pénétration que l’onde évanescente principale, la rugo-
sité effective du miroir est approximativement indépendante de la distance du point
de rebroussement. Cette situation peut se produire lorsquel’on utilise un système
d’exaltation pour l’onde évanescente [18, 17, 93, 20], parce que l’on exalte en même
temps les modes du champ lumineux diffusé avec la même longueur de décroissance
que l’onde évanescente principale.

Quasi-conservation de la composante normale du vecteur d’onde
atomique

L’épaisseur non nulle de l’ordre de1/κ du potentiel dipolaire rugueux implique une
coupure pour le transfert de vecteur d’onde atomique dans ladirection normale au
miroir, qui est de l’ordre deκ. Bien que nous ne disposions pas d’un résultat analytique
pour les éléments de matrice du potentiel deVAN DER WAALS rugueux, nous nous
attendons à ce qu’une coupure analogue y apparaisse aussi ;elle sera même encore
plus stricte vu que ce potentiel a une portée plus longue en fonction dez. L’impact de
la coupure est cependant assez différent en incidence oblique par rapport à l’incidence
normale. En incidence normale, le changement de vecteur d’onde ∆kz imposé par
la conservation de l’énergie est faible. Nous montrons dans l’annexe 15.B que l’on
peut alors en effet faire abstraction de l’épaisseur non nulle de l’onde évanescente
en incidence normale, et décrire le miroir à onde évanescente par un miroir parfait
rugueux, comme au chapitre 14. L’on obtient une bonne description pour la réflexion
diffuse en prenant un miroir rugueux dont la surface est donnée par la〈〈surface de
rebroussement〉〉 où le potentiel dipolaire est égal à l’énergie incidente. Cette surface
permet également d’interpréter le régime diffus par uneréflexion localement spéculaire
sur la surface de rebroussement, comme pour un ensemble de particules classiques.

En incidence oblique, la quasi-conservation de la composante normale du vec-
teur d’onde atomique supprime la réflexion diffuse dans le plan d’incidence atomique.
L’atome n’est alors sensible qu’aux fréquences spatialesdu potentiel rugueux qui
sont perpendiculaires au vecteur d’onde atomique incident. Cette situation change
lorsque l’on introduit la structure magnétique de l’étatfondamental atomique dans
la théorie. Comme dans la〈〈diffraction assistée par sous-niveaux magnétiques〉〉 (cha-
pitre 11.2), de grands transferts de vecteurs d’onde dans ladirection normale sont
possibles lorsque la réflexion diffuse s’accompagne d’unetransition vers un état in-
terne avec un déplacement lumineux différent. Cet effet Sisyphe stimulé se produit
lorsque le champ lumineux contient des composantes de polarisation différentes de
l’onde évanescente principale. Il est en outre nécessaire de se placer en incidence
oblique pour que le potentiel rugueux, par un transfert de vecteur d’onde modeste
dans le plan parallèle au miroir, puisse compenser le changement d’énergie cinétique
dans la direction normale.
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Remarque. Notons que l’on peut étudier l’amplification de la réflexion diffuse par
effet Sisyphe stimulé en incidence normale, si l’onde évanescente principale contient
deux fréquencesω1,2 différentes. Pour réaliser la diffraction assistée parsous-niveaux
magnétiques, l’on choisira des polarisations différentes pour les deux fréquences.
Lorsque les polarisations sont identiques, par contre, c’est seulement le champ diffusé
par la surface qui peut induire la transition RAMAN nécessaire pour l’effet Sisyphe sti-
mulé. Par exemple, l’atome peut absorber un photon de l’onde évanescente principale
de fréquenceω1 et de vecteur d’ondeKév, et émettre de façon stimulée un photon de
fréquenceω2 et de vecteur d’ondeK′

L = Kév + Q dans le champ diffusé par l’autre
onde principale.12 L’énergie de l’atome change alors parh̄δ ≡ h̄(ω1 −ω2), de sorte que
nous avons (en incidence normale)

h̄2

2M

(

Q2 + k2
zf

)

=
h̄2

2M
k2

zi + h̄δ. (15.39)

A cause du principe de FRANCK–CONDON, ce processus se produit avec une grande
probabilité lorsque le vecteur d’onde finalkzf est égal à la valeur optimalek(max)

zf

fixée par la différence des déplacements lumineux (15.36). L’équation (15.39) permet
alors d’ajuster le transfert de vecteur d’ondeQmax parallèle au miroir en fonction de la
différence de fréquencesδ. En comparant les équations (15.37) et (15.39), nous consta-
tons queδ joue le rôle du décalage DOPPLER2Ki ·Q de l’incidence oblique.

12Les fréquencesω1,2 seront généralement très voisines de sorte que nous pouvons confondre les
vecteurs d’onde optiquesω1,2/c = kL.
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Annexe

15.A Estimation de la fonction de ŕeponse atomique
pour le potentiel deVAN DER WAALS rugueux

Nous allons estimer ici l’élément de matrice (15.24) qui intervient dans la fonction de
réponse atomique pour le potentiel rugueux deVAN DER WAALS :

〈φkzf
(z)|FvdW(Q, z) |φkzi

(z)〉 (15.A.1)

Rappelons à cet effet que les fonctions d’ondeφkz,if
(z) sont négligeables dans la région

classiquement interditez < zreb au-delà du point de rebroussement classique.13 Dans
la régionz > zreb, le produitφkzf

(z)φkzi
(z) est de l’ordre de l’unité, et compte tenu

des oscillations de cette fonction qui tendent à réduire la valeur de l’intégrale, nous
pouvons la surestimer par l’unité.

Notons encore que l’intégrand dans l’élément de matrice(15.A.1) prend sa va-
leur maximale autour du point de rebroussementzreb. La valeur de l’intégrale est
donc déterminée par le produitQzreb qui intervient dans la fonction de réponse
FvdW(Q, zreb) [voir (15.13)]. Nous pouvons distinguer entre deux situations limites:

1. pour Qzreb ≫ 1, le comportement asymptotique (15.14b) est valable sur
tout l’intervalle d’intégrationz = zreb . . . + ∞. La contribution dominante à
l’intégrale provient de la région autour du point de rebroussement, dont l’étendue
caractéristique estlz ∼ 1/Q, à cause de la portée enz de la fonction de transfert
FvdW(Q, z) (15.14b). Nous trouvons alors la surestimation suivante:

Qzreb ≫ 1 :
∣
∣
∣〈φkzf

(z)|FvdW(Q, z) |φkzi
(z)〉

∣
∣
∣ <∼

1

Q
FvdW(Q, zreb).

(15.A.2)

2. dans la limite opposéeQzreb ≪ 1, le comportement asymptotique (15.14a) est
valable dans l’intervallez ≃ zreb . . . 1/Q. Nous nous en servons pour calculer
l’intégrale, ce qui donne le résultat:

Qzreb ≪ 1 :
∣
∣
∣〈φkzf

(z)|FvdW(Q, z) |φkzi
(z)〉

∣
∣
∣ <∼

∣
∣
∣
∣
∣

c3
z3
reb

− c3Q
3

∣
∣
∣
∣
∣

≃ c3
z3
reb

≃ zreb
3
FvdW(Q, zreb). (15.A.3)

La contribution de l’intervallez ≃ 1/Q . . . + ∞ à l’intégrale est de l’ordre
de (1/Q)FvdW(Q, 1/Q) ≃ c3Q

3, ce qui est négligeable devant le terme donné
à (15.A.3).

13Pour les besoins de cette estimation, nous supposons que lespoints de rebroussement des fonctions
d’ondeφkz,if

(z) sont proches.
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15.B Diffuse atomic reflection at a rough mirror(DifR)

Dans cette article, nous étudions de façon détaillée l’influence du potentiel ru-
gueux crée par l’interférence entre l’onde évanescenteet la lumière diffusée par
la surface du diélectrique. Le lecteur y trouvera en particulier la généralisation de
l’approche de RAYLEIGH à une interface diélectrique–vide (§ III) dont nous nous ser-
vons pour calculer le champ lumineux diffusé. Dans l’article, nous nous concentrons
sur l’approximation scalaire pour le champ lumineux. A l’annexe§ B, nous donnons
le champ lumineux diffusé en tenant compte de la polarisation.

Ce papier a été publié dans laPhysical Review A55 (1997) 1160.



Chapitre 16

Diffusion d’atomes dans le potentiel
dipolaire aléatoire du champ lointain

Dans ce chapitre, nous voudrions analyser comment le mouvement d’un atome est
modifié par le champ lumineux diffus qui se trouve dans le demi-espace au-dessus de
la surface diélectrique. A la différence du chapitre 15, nous nous plaçons donc dans
la région asymptotique loin de la surface du diélectrique. Le champ lumineux présent
dans cette région existe parce que le faisceau lumineux quicrée l’onde évanescente
stationnaire, est diffusé par la surface rugueuse du diélectrique. L’atome traverse ce
champ avant (et après) la réflexion par le miroir et interagit avec lui par le potentiel
dipolaireV (2)(r) (15.5).

Nous étudions d’abord les propriétés statistiques du potentielV (2)(r) et présentons
comment l’on peut poser le problème du mouvement de l’atomedans un tel potentiel.
Nous identifions ensuite de façon qualitative les grandeurs physiques qui caractérisent
la diffusion de l’atome.

Nous appelerons dans ce chapitre le potentielV (2)(r) potentiel dipolaire aĺeatoire.

16.1 Propriétés statistiques du potentiel dipolaire
aléatoire

Pour calculer le potentiel dipolaire aléatoireV (2)(r), nous nous servons du
champ lumineux diffuséE(1)(r) dans l’approximation scalaire qui est donné par
l’expression (DifR 3.1). Nous obtenons alors le résultat suivant pour sa valeur moyenne
[en utilisant la fonction de corrélation (13.21)]

〈V (2)(r)〉 = κ2Vmax

∫
dK

(2π)2
|f(K)|2 Ps(K − Kév) exp (−2 Im kzz), (16.1)

où f(K) est donné en (DifR 3.6),Ps(Q) est la densité spectrale,(K, kz) est le vec-
teur d’onde lumineux diffusé etKév le vecteur d’onde de l’onde évanescente princi-
pale. Comme les ondes évanescentes (kz imaginaire) ne contribuent plus au champ
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lumineux dans la région asymptotique loin de la surface, l’intégrale (16.1) est en fait
limitée aux ondes planes homogènes (|K| ≤ kL) pour laquelle la composantekz est
réelle. Il s’ensuit que la valeur moyenne〈V (2)(r)〉 du potentiel dipolaire aléatoire est
spatialement constante. Nous l’écrivons sous la forme

〈V (2)(r)〉 = ηVmax (16.2)

Le coefficient de perte par diffusion optiqueη donne la fraction d’intensité diffusée
vers le demi-espacez > 0. Il est de l’ordre de(kLσ)2, où σ2 s’exprime par une
intégrale du spectre de rugosité sur les fréquences spatialesQ avec|Kév + Q| < kL

(voir la figure 15.3).
Le potentiel dipolaire aléatoire est généralement beaucoup plus petit que le poten-

tiel dipolaireVmax à la surface du diélectrique (η ≪ 1). Par conséquent, il est une
faible perturbation par rapport à l’énergie cinétique normaleEz des atomes qui le tra-
versent. Mais comme il présente des gradients, il contribue néanmoins à la diffusion
de l’atome. Pour estimer ses gradients, il faut calculer la fonction de corrélation

CV (2)(r1, r2) ≡ 〈V (2)(r1)V
(2)(r2)〉 − 〈V (2)(r1)〉 〈V (2)(r2)〉, (16.3)

ce qui donne la double intégrale

CV (2)(r1, r2) =
∫

dK

(2π)2

dK′

(2π)2
Ps(K − Kév)Ps(K

′ − Kév) exp i [(K′ − K)·(R2 −R1)] ×

×
{

|f(K)|2 |f(K′)|2 exp i[(kz − k′z)(z2 − z1)] +

+ f ∗(K) f ∗(K(−)) f(K′) f(K′
(−))×

× exp i
[

(k′z(−) − kz(−))z2 + (k′z − kz)z1
]}

. (16.4)

Dans cette expression, les vecteurs d’onde avec l’indice(−) correspondent àK(−) =
2Kév − K, etkz(−) est la composante verticale correspondante.1

La fonction de corrélation (16.4) permet d’estimer la longueur de corrélationℓc du
potentiel dipolaire aléatoire. Nous supposons pour simplifier que la densité spectrale
Ps(K−Kév) varie peu dans le domaine d’intégration des vecteurs d’ondeK,K′. Les
différences de vecteur d’ondeK−K′ etkz − k′z dans les exponentielles de (16.4) sont
au plus de l’ordre dekL. Par conséquent, la longueur de corrélation est donnée par

ℓc ≃ 1/kL, (16.5)

elle est donc de l’ordre de la longueur d’onde optique. Nous retrouvons là la taille-
type des tavelures (speckle) dans un champ lumineux lorsque la source apparaı̂t sous

1Ces vecteurs d’onde proviennent de la corrélation non nulle entre les amplitudesE(Kév +
Q) et E∗(Kév − Q) qui sont toutes les deux proportionnelles au coefficient de FOURIER S(Q)
[voir (DifR 3.1)].
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Figure 16.1: Simulation numérique d’un potentiel dipolaire aléatoire dans le demi-
espace au-dessus d’une surface rugueuse.
Le potentiel (en unités arbitraires) est calculé en deux dimensions(x, z). La figure
correspond à une distance de la surface dez ≃ 8 λL. La résolution du maillage spatial
estδx = δz ≃ 0.04 λL. Les modules au carré des coefficients deFOURIER du champ
diffusé,|E(kx)|2, forment une lorentzienne∝ 1/[Λ2 +(kx−q)2] centrée àqx = 1.4 kL

avec une largeurΛ = 0.05 kL.

un grand angle solide.2 Ceci exprime le fait que le potentiel dipolaire aléatoire est créé
par une distribution continue d’ondes planes dont les vecteurs d’ondes sont limités
par kL. Pour la fonction de corrélation d’un champ électriqueE(1)(r) incohérent et
statistiquement isotrope, ce résultat a été démontrépar H. M. NUSSENZVEIG et ses
collègues et, plus tard, par F. GORI [159, 160].

Sur la figure 16.1, nous montrons une réalisation particulière du potentiel dipo-
laire aléatoire. Nous l’avons obtenu par une simulation numérique du champ lumineux
diffusé en deux dimensions(x, z). La figure confirme que l’échelle caractéristique
de variation du potentiel dipolaire aléatoire est la longueur d’onde optique. En outre,
l’amplitude des fluctuations du potentiel est de l’ordre de sa valeur moyenne.

2Dans notre modèle, la source est supposée infinie parce quenous considérons la réflexion totale
d’une onde plane lumineuse par la surface rugueuse. Dans cette limite, la longueur de corrélation est
donnée par (16.5) dans tout le demi-espace au-dessus du di´electrique.
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Comme le potentiel dipolaire aléatoire est faible, l’atome est beaucoup trop rapide
pour être canalisé dans les vallées de potentiel que l’onvoit sur la figure 16.1. Nous
devons plutôt nous imaginer son mouvement comme celui d’une bille qui se déplace
rapidement sur un〈〈 terrain rugueux〉〉 : l’atome suivra donc une trajectoire approxima-
tivement rectiligne, mais il en est de temps en temps déviéà cause de la rugosité du
terrain. L’effet moyen du potentiel aléatoire est donc un ´elargissement de la distribution
de vitesse atomique dans les directions perpendiculaires `a la vitesse incidente.

16.2 Formulation du problème

De façon formelle, le problème du mouvement de l’atome dans le potentiel dipolaire
aléatoire se pose de la façon suivante :

• Soient données, à une hauteurz = h au-dessus de la surface, la fonction d’onde
ψ(R, h) ainsi que sa dérivée∇ψ(R, h). En imposant ces conditions aux limites,

• nous cherchons la solution à l’équation de SCHRÖDINGER stationnaire

− h̄2

2M
∇2ψ(r) + [U(z) + V (2)(r)]ψ(r) = E ψ(r), (16.6)

oùU(z) est un potentiel déterminé (le champ de pesanteur, par exemple), etE
l’énergie incidente.

• La solutionψ(r) de (16.6) dépend du potentiel aléatoireV (2)(r), et nous devons
moyenner sur l’ensemble statistique pour ce potentiel. Cette moyenne permet de
calculer la fonction de cohérence

Γ(R1,R2) = 〈ψ∗(R1, zf)ψ(R2, zf)〉 (16.7)

à une hauteurz = zf juste au-dessus de la surface, avant que l’atome n’entre
dans l’onde évanescente. Dans la suite de ce chapitre, nousprendronszf comme
origine de l’axeOz : zf = 0.

Comment la formulation de ce problème se modifie-t-elle si `a la hauteur initiale
z = h, l’atome n’est pas décrit par une fonction d’onde (un〈〈 état pur〉〉), mais par une
matrice densité ? Notons d’abord que cette matrice densit´e ρ(r, r′) n’est rien d’autre
que la fonction de cohérence initiale des atomes. Il faut donc formuler une équation
de propagation pour la fonction de cohérence dans le potentiel aléatoire. En optique
lumineuse, une telle approche a été développée par E. WOLF [54, 142], et sa trans-
position aux ondes de matière a déjà été étudiée par le groupe de P. MEYSTRE [161].
En pensant plutôt aux approches statistique de l’optique quantique, l’on pourrait aussi
essayer de modéliser l’évolution de la fonction de cohérence par une équation pilote3,

3C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et G. GRYNBERG, Processus d’interaction entre photons et
atomes, (InterEditions, Paris, 1988), chap. IV.
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moyennant certaines hypothèses sur les propriétés statistiques du potentiel aléatoire.
Les détails d’une telle théorie dépassent cependant le cadre du présent mémoire. No-
tons seulement que la formulation présentée ici peut être utilisée si la matrice den-
sité initiale correspond à un mélange statistique d’ondes planes4 : pour chaque vecteur
d’onde incident, l’on peut alors faire le calcul de la fonction de cohérence (16.7) pour
une onde plane incidente ; et à la fin, il faut moyenner les résultats sur la distribution
des vecteurs d’onde atomiques incidents.

16.3 Propagation dans le potentiel dipolaire aĺeatoire

16.3.1 Un point de vue semi-classique

Dans ce paragraphe, nous nous servons de l’approximation duréseau de phase mince
pour déterminer de façon qualitative la probabilité de diffusion de l’atome dans le
potentiel dipolaire aléatoire, ainsi que la largeur de sa distribution de vitesse transverse.
Pour simplifier le problème, nous nous plaçons en incidence normale.

Rappelons que dans l’approximation du réseau de phase mince, la déformation du
front d’onde atomiqueδϕ(R) par rapport à une onde plane est donnée par

δϕ(R) = −1

h̄

t∫

0

dt′ V (2)[r(t′)], (16.8)

où en absence d’un potentiel planU(z), r(t′) est une trajectoire rectiligne non per-
turbée avecr(0) = (R, h) et r(t) = (R, 0). La déformation du front d’onde atomique
est caractérisée par la fonction de corrélation du déphasage (16.8) :

〈δϕ(R1) δϕ(R2)〉 =
1

h̄2v2
z

h∫

0

dz′ dz′′ 〈V (2)(R1, z
′)V (2)(R2, z

′′)〉, (16.9)

où nous avons supposé que l’atome traverse le potentiel aléatoire avec une vitesse
verticalevz constante. La double intégrale dans (16.9) fait intervenir la fonction de
corrélation du potentiel aléatoire que nous supposons invariante par translation pour
simplifier. La valeur de l’intégrale est alors de l’ordre de

h∫

0

dz′ dz′′ 〈V (2)(R1, z
′)V (2)(R2, z

′′)〉 ≃ h2η2V 2
max + ℓchCV (2)(R2 −R1, 0), (16.10)

où le premier terme, proportionnel au carréh2 de la longueur d’interaction, provient de
la valeur moyenne non nulle du potentiel aléatoire ; comme le potentiel est constant en

4Dans ce cas, la fonction de cohérence initiale des atomes est invariante par translation.
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moyenne, ce terme ne déforme pas le front d’onde atomique. Le deuxième terme ca-
ractérise les fluctuations du front d’onde; il provient de la portée finie des corrélations
du potentiel aléatoire, qui limite le domaine d’intégration à une bande d’aireℓc × h.

Nous notons que dans le référentiel de l’atome, le〈〈 temps de corrélation〉〉 du po-
tentiel aléatoire vautτc = ℓc/vz, et par conséquent, le temps caractéristique pour la
déformation du front d’onde atomique est généralement très court devant les échelles
de temps caractéristiques pour le mouvement dans le potentiel planU(z). Ceci jus-
tifie a posteriorinotre hypothèse que l’atome traverse le potentiel aléatoire à vitesse
constante.

16.3.2 Evolution sur une distance courte

Nous avons vu au chapitre 15.3 que pour des fluctuations de phase faibles, la proba-
bilité de diffusionwdiff est donnée par la valeur quadratique moyenne du déphasage
[équation (15.34)]. Nous obtenons celui-ci en prenantR1 = R2 dans le deuxième
terme de (16.10)

wdiff = 〈[δϕ(R)]2〉fluc ≃
ℓch

h̄2v2
z

η2V 2
max, (16.11)

où nous avons supposé que les fluctuations du potentiel al´eatoire sont du même ordre
que sa valeur moyenne. D’autre part, la largeurδK en vecteur d’onde de la distribu-
tion transverse des atomes diffusés est égale à l’inverse de leur longueur de cohérence
ℓcoh. Les résultats (16.5) et (16.10) montrent queℓcoh est donné par la longueur de
corrélation du potentiel dipolaire aléatoire, donc de l’ordre de la longueur d’onde op-
tique. La largeurδK est alors de l’ordre du vecteur d’onde optique.

La probabilité de diffusion est donc proportionnelle au carré de l’intensité lu-
mineuse diffusée,wdiff ∝ (ηVmax)

2, à la différence de celle pour le potentiel di-
polaire rugueuxV (1)(r), dont la probabilité augmente proportionnellement àηVmax

[voir (15.32)]. En outre, la probabilité de diffusion dansle champ lointainwdiff (16.11)
augmente linéairement avec la longueur d’interactionh. Nous interprétons ceci comme
un amortissement de l’intensité atomique spéculaire lorsque l’atome traverse le po-
tentiel dipolaire aléatoire : l’intensité spéculaire varie en effet commeexp(−wdiff)
[voir (14.29)]. Nous pouvons donc définir une longueur d’interaction caractéristique
hcrit à partir de laquelle la probabilité de diffusionwdiff = h/hcrit est de l’ordre de
l’unité :

hcrit ≃
h̄2v2

z

ℓcη2V 2
max

. (16.12)

Afin de donner une estimation plus explicite dehcrit, fixons la vitessevz des atomes.
En utilisant la condition de réflexion pour le miroir à atomes,Vmax

>∼ 1
2
Mv2

z , et
l’estimationη ≃ (2πσ/λL)2 pour la fraction de lumière diffusée, nous trouvons

hcrit
<∼
λL

2π

(

λ2
L

(πσ)2

vrec

vz

)2

. (16.13)
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Pour une surface de qualité optique, cette limite pour la longueur d’interaction cri-
tique est généralement beaucoup plus grande que la longueur d’onde optique.5 Dans
l’expérience, il est néanmoins possible que le trajet desatomes dans le champ lointain
dépassehcrit. Avant que les atomes n’entrent dans l’onde évanescente, la composante
spéculaire de leur distribution de vitesse est alors détruite et la distribution élargie à la
vitesse de recul, à cause de la traversée de la lumière diffusée dans le champ lointain.

16.3.3 Evolutionà longue distance

Dans la limite d’une longueur d’interaction grande devanthcrit, la distribution trans-
verse des vecteurs d’onde atomiques devient complètementdiffuse, avec une largeur
δKdiff donnée par l’estimation (15.35). L’on trouve

h≫ hcrit : δKdiff ≃ √
wdiff δK =

√

h

hcrit
kL, (16.14)

et nous constatons que la distribution transverse des atomes s’élargit proportionnelle à√
h =

√

t/vz, comme dans un mouvement Brownien.
Nous pouvons en effet retrouver ce résultat dans un point devue classique.

Représentons-nous les atomes soumis à une force aléatoireF pendant qu’ils traversent
le champ lumineux diffusé. La quantité de mouvement transverseδP augmente alors
selon

δP 2 ≃ 2Dpt, (16.15)

où le coefficient de diffusionest de l’ordre deDp ≃ 〈F 2〉τc, où τc ≃ ℓc/vz est le
temps de corrélation de la force aléatoire. Avec l’estimation 〈F 2〉1/2 ≃ kLηVmax pour
l’amplitude de la force aléatoire, nous trouvons

δK ≃ 1

h̄

√

2ℓch

v2
z

kLηVmax, (16.16)

ce qui est du même ordre que l’expression semi-classique (16.14), compte tenu
de (16.12).

Conclusion

Le potentiel dipolaire de la lumière diffusée dans le demi-espace au-dessus du
diélectrique conduit à un mouvement diffusif de l’atome.D’un point de vue ondu-
latoire, ceci pose le problème de déterminer l’évolution de la fonction de cohérence
atomique dans un potentiel aléatoire. Ce potentiel est constant en moyenne et présente
une longueur de corrélation de l’ordre de la longueur d’onde optique. A l’aide de

5Par exemple, (16.13) donnehcrit
<∼ 105 λL/2π pourσ = 10−2 λL/2π etvz = 100 vrec.
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l’approximation du réseau de phase mince, nous avons estimé la probabilité de diffu-
sionwdiff = h/hcrit pour une épaisseurh du potentiel dipolaire aléatoire. La longueur
d’interaction caractéristiquehcrit dépend de l’intensité de la lumière diffusé ainsi que
de l’énergie cinétique des atomes. Si l’〈〈 épaisseur〉〉 du potentiel dipolaire aléatoire est
inférieure àhcrit, le front d’onde atomique s’en trouve peu déformé, et les atomes au-
ront alors une distribution transverse de vecteurs d’onde avec une forte composante
spéculaire, avec une partie diffuse de largeurkL. Pour une longueur d’interaction plus
grande quehcrit, la composante diffuse commence à dominer la distribution; sa largeur
peut alors être interprétée par un mouvement Brownien dans le plan transverse.

Nous nous sommes limité dans ce chapitre à un potentiel dipolaire spatialement
uniforme qui serait créé par la diffusion d’une onde lumineuse plane. Puisque dans
l’expérience, l’on utilise des faisceaux lumineux avec une taille finiewL, l’intensité
lumineuse diffusée décroı̂tra en fonction de la distancede la surface et l’épaisseur de
la région d’interaction sera limitée. De façon analogue, le temps d’interaction sera
réduit pour le cas de l’incidence rasante parce que le jet atomique passe peu de temps
dans la région au-dessus de la tâche éclairée par le faisceau lumineux. A des distances
de la surface qui sont au plus de l’ordre dewL, l’échelle de variation spatiale du po-
tentiel dipolaire aléatoire est néanmoins donnée par lalongueur d’onde optique, et
donc beaucoup plus petite que la taille des faisceaux lumineux. Le modèle présenté ici
correspond donc à une description〈〈 locale〉〉 de la situation physique réelle.

Nous avons également supposé que la densité spectrale dela rugosité est uniforme
pour les fréquences spatiales qui contribuent à la diffusion de la lumière vers le haut.
Si par contre la densité spectrale présente une forte décroissance dans cette gamme de
fréquences, la longueur de corrélation du potentiel dipolaire aléatoire sera plus grande
que la longueur d’onde optique. Par conséquent, la force transverse qui s’exerce sur
l’atome est plus petite.

Il est possible que d’autres sources pour la lumière diffusée deviennent plus impor-
tantes que la diffusion par la surface du diélectrique. Notre groupe a en effet observé
expérimentalement que la distribution des vitesses transverse des atomes réfléchis par
le miroir devient plus étroite lorsque l’on réduit l’intensité de la lumière〈〈parasite〉〉 au-
dessus du miroir.6 Dans un modèle simplifié, l’on peut supposer que le champ lu-
mineux parasite a une distribution angulaire incohérenteet isotrope. L’on retrouve
alors une longueur de corrélation de l’ordre de la longueurd’onde optique [159, 160],
comme dans le modèle étudié ici.

Finalement, étant donné que l’atome se trouve pendant un temps long dans le
champ lointain, l’émission spontanée peut entrer en jeu.Cependant, l’on peut séparer
cet effet de la diffusion dans le potentiel dipolaire alátoire dans l’expérience parce
que la diffusion associée à l’émission spontanée variedifféremment en fonction du
désaccord à résonance. En outre, l’émission spontanée ne conserve pas l’énergie des
atomes de sorte qu’elle conduira également à un élargissement de la composante
verticale de la vitesse atomique. Dans l’expérience de notre groupe à Orsay, un tel

6G. HORVATH, A. LANDRAGIN, communication privée (1996).
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élargissement a pu être exclu avec une résolution en-dessous de la vitesse de recul
[66], de sorte que l’émission spontanée ne pouvait être `a l’origine de la réflexion dif-
fuse observée.
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Chapitre 17

Comparaison des ḿecanismes et
conclusion

La réflexion d’atomes par le miroir à onde évanescente devient diffuse lorsque
l’interface vide–diélectrique où l’onde évanescente est créée, présente une rugosité
du même ordre que la longueur d’onde atomique incidente. Cette longueur d’onde
étant généralement très inférieure à la longueur d’onde optique, l’optique atomique
impose un〈〈standard optique〉〉 beaucoup plus sévère aux composants utilisés dans
les réalisations expérimentales du miroir à atomes. L’interface vide–diélectrique est
sujette à des contraintes particulièrement fortes lorsque le miroir fait partie d’un in-
terféromètre atomique.

Les mécanismes d’interaction avec la surface
diélectrique

Une raison importante pour la réflexion diffuse d’atomes par le miroir est que le fais-
ceau lumineux qui crée l’onde évanescente par réflexion totale interne, est diffusé par
la surface du diélectrique. Le champ diffusé est certes faible en amplitude par rapport
au champ évanescent, mais l’interférence des deux champscrée un potentiel dipolaire
rugueux avec un contraste suffisamment élevé pour que l’onde atomique soit diffusée
de façon efficace. Ce mécanisme donne la contribution la plus importante à la rugusité
du miroir dans le champ proche. Dans le champ lointain, l’atome est diffusé par le po-
tentiel dipolaire de la lumière diffusée et parasite, quiprésente des tavelures aléatoires.
Comme les atomes traversent le champ lointain pendant un temps relativement long,
leur distribution de vitesse devient diffuse même si la fraction de lumière diffusée par
la surface est faible.

Des observations récentes de notre groupe dans l’expérience du miroir à atomes
semblent favoriser la conclusion que la lumière diffuséepar la surface rugueuse est
effectivement le mécanisme dominant pour la réflexion diffuse des atomes : non seule-
ment la largeur de la distribution de vitesse des atomes réfléchis semble augmenter

413
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avec la rugosité de la surface du diélectrique, mais aussil’on a observé une distri-
bution anisotrope, plus large dans la direction parallèleau vecteur d’onde de l’onde
évanescente principale, ce qui est en accord avec la fonction de réponse calculée pour
le potentiel dipolaire rugueux. En outre, la contribution de la lumière parasite au-dessus
du miroir n’est pas négligeable : la réflexion devient〈〈plus spéculaire〉〉 si l’on élimine
avec soin les sources de lumière diffusée autres que la surface rugueuse.1

D’autres vérifications sont possibles dans l’expérience: l’on peut discriminer les
contributions de la lumière diffusée dans les champs proche et lointain parce qu’elles
ont des comportements différents en fonction de l’intensité ηVmax de la lumière dif-
fusée. A l’ordre le plus bas en perturbations, la lumière diffusée dans le champ proche
donne une probabilité de réflexion diffuse à peu près proportionnelle à l’intensité dif-
fusée,wdiff ∝ ηVmax [voir (15.32)], alors que la diffusion d’atomes dans le champ
lointain augmente avec le carré de l’intensité diffusée,wdiff ∝ (ηVmax)

2 [voir (16.11)].
Une autre possibilité est de pulser le miroir de façon à ceque les atomes soient〈〈dans
le noir〉〉 pendant qu’ils s’en approchent. Finalement, une mesure directe de l’intensité
lumineuse diffusée par la surface peut être comparée à la théorie que nous avons
présentée ; il est notamment possible que la diffusion dans le diélectrique ou par des
atomes adsorbés à la surface donne des contributions importantes qui s’ajoutent à la
diffusion par la surface rugueuse.

Par rapport à l’interaction avec la lumière diffusée, lamodification de l’interaction
de VAN DER WAALS à cause de la rugosité de la surface du diélectrique joue un rôle
mineur. C’est seulement lorsque l’atome rebrousse chemin au voisinage du sommet
de la barrière de potentiel du miroir que sa contribution àla réflexion diffuse devient
du même ordre de grandeur que celle de la lumière diffuséedans le champ proche.
Expérimentalement, les deux contributions peuvent donc ˆetre séparées en faisant va-
rier ou bien l’énergie incidente, ou bien le potentiel lumineux de l’onde évanescente.
Cependant, si dans l’expérience, les atomes〈〈arrosent〉〉 de façon uniforme la tâche lu-
mineuse où se trouve l’onde évanescente, la distance du point de rebroussement varie
à travers le profil d’intensité de la tâche. Au centre de latâche, la réflexion diffuse
est alors dominée par le potentiel dipolaire rugueux, alors qu’à ses bords, le potentiel
de VAN DER WAALS rugueux donne une contribution importante. Pour une densité
d’atomes incidents uniforme et un profil d’intensité gaussien, l’on peut montrer que
l’on mesure alors une moyenne sur les distances d’approchesavec une distribution ap-
proximativement uniforme entre une valeur maximale au centre et une valeur minimale
au bord de la tâche lumineuse.

Finalement, il est complètement négligeable pour la réflexion diffuse que les
atomes de la surface du diélectrique effectuent un mouvement thermique. Leurs
oscillations sont en effet très rapides à l’échelle du temps caractéristique pour la
réflexion par l’onde évanescente, et l’atome n’est donc soumis qu’à un potentiel sta-
tique moyenné.

1G. HORVATH, A. LANDRAGIN, communication privée (1996).
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Représentations physiques pour la ŕeflexion diffuse

Nous avons identifié plusieurs images physiques complémentaires pour la réflexion
diffuse. De façon générale, nous avons décrit la rugosité du miroir à atomes par
un potentiel rugueuxqui s’ajoute au potentiel dipolaire de l’onde évanescentepour
une surface diélectrique parfaitement plane. Par conséquent, l’énergie de l’atome est
conservée lors de la réflexion diffuse. A l’ordre le plus bas, l’onde atomique reçoit des
transferts de vecteur d’onde parallèles au plan du miroir qui correspondent aux com-
posantes de FOURIER du potentiel rugueux. En incidence normale, les transfertsde
vecteur d’onde dans les directions perpendiculaire et parallèle au miroir sont alors très
différents : en particulier, la réflexion est quasiment spéculaire dans la direction nor-
male, ce qui est en accord avec les expériences du groupe de J. DALIBARD [14, 85] où
la vitesse normale après la réflexion fut mesurée avec unerésolution bien en dessous
de la vitesse de recul. Dans les directions parallèles au plan par contre, le potentiel
rugueux donne lieu à une réflexion diffuse des atomes avec des transferts de l’ordre de
quelques vitesses de recul pour le cas du potentiel dipolaire rugueux.

Lorsqu’un potentiel rugueux est présent dans le champ proche du miroir, la
réflexion diffuse peut être interprétée comme ladiffraction par un ensemble incohérent
de ŕeseaux. Pour une fréquence spatiale donnée du potentiel rugueux, il s’agit en ef-
fet d’un potentiel périodique pour lequel on calcule une probabilité de diffraction. La
distribution des atomes diffusés correspond alors à la somme incohérente des figures
de diffraction sur le spectre de FOURIER du potentiel rugueux. Nous avons en effet
constaté qu’elle s’écrit comme le produit de la densité spectrale de rugosité de la sur-
face et d’une fonction de réponse atomique. Cette fonctionde réponse détermine la
plage de fréquences spatiales de la surface qui sont pertinentes pour la diffusion de
l’onde atomique (quelques vecteurs d’onde optiques), ainsi que la probabilité totale de
réflexion diffuse, qui correspond à l’intégrale de la fonction de réponse sur le spectre
de rugosité.

Nous avons montré qu’en incidence normale, une bonne approximation de la dis-
tribution des atomes diffusés est obtenue si l’on considère le miroir à onde évanescente
comme unmiroir parfait rugueux. La surface du miroir est donnée par la surface iso-
potentielle où la valeur du potentiel total du miroir est égale à l’énergie cinétique inci-
dente. La rugosité effective du miroir correspond alors àla rugosité de cette〈〈surface
de rebroussement〉〉, et la longueur de cohérence des atomes diffusés à sa longueur
de corrélation. En incidence oblique, une telle description correspond moins bien à
la réalité parce qu’elle néglige l’épaisseur verticale non nulle de l’onde évanescente.
Tout comme la diffraction au premier ordre, la réflexion diffuse en incidence oblique
est seulement efficace si la composante normale du vecteur d’onde atomique est in-
changée, à la constante de décroissance de l’onde évanescente près. Cette coupure
limite la largeur de la fonction de réponse atomique dans leplan des fréquences spa-
tiales, et réduit la rugosité effective du miroir.

La limite pour le transfert de vecteur d’onde normal n’est cependant pas pertinente
pour la réflexion diffuse d’unatome avec plusieurs sous-niveaux magnétiquesen inci-
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dence oblique. Un processus élémentaire de diffusion correspond alors à une transition
RAMAN stimulée où l’atome absorbe un photon de l’onde évanescente principale et en
émet un autre dans un mode du champ diffusé. Puisque le champ diffusé contient
d’autres composantes de polarisation, l’atome peut alors changer de sous-niveau. La
différence entre les déplacements lumineux des sous-niveaux est convertie en un trans-
fert d’énergie cinétique dans la direction normale. Nousavons appelé ce mécanisme un
〈〈effet Sisyphe stimulé〉〉, par analogie au refroidissement radiatif [28, 29]. Le principe
de FRANCK–CONDON favorise certaines valeurs de l’énergie cinétique verticale finale
pour lesquelles coı̈ncident les points de rebroussement classiques dans les courbes de
potentiel initiale et finale.

Finalement, l’interaction de l’atome avec le champ lointain de la lumière diffusée
peut être modélisée par unmouvement dans un potentiel aléatoire. D’un point de vue
classique, la distribution des vitesses transverses des atomes s’élargit de façon diffusive
aux temps d’interaction longs. Une telle approche classique semble justifiée parce que
l’échelle caractéristique du potentiel dipolaire du champ lointain est donnée par la
longueur d’onde optique, alors que la longueur d’onde atomique est beaucoup plus
petite. Ce modèle classique pourra encore servir pour caractériser la spécularité d’un
miroir magnétique, par exemple, parce que le champ magnétique varie généralement
sur une échelle spatiale plus grande encore que la longueurd’onde optique.

Analyse de surfaces par ŕeflexion diffuse d’atomes

La grande sensibilité de la réflexion diffuse d’atomes au profil de la surface du
diélectrique permet d’envisager que ce phénomène puisse servir d’outil d’analyse de
la rugosité. Dans la direction verticale, la résolution est en effet donnée par la lon-
gueur d’onde deDE BROGLIE des atomes incidents. Parallèlement à la surface, la
sensibilité de la réflexion diffuse est donnée par la fonction de réponse atomique : des
fréquences spatiales jusqu’à quelques vecteurs d’onde optiques peuvent être résolues.
La réponse atomique présente cependant des variations assez fortes, en particulier sont
privilégiées les fréquences spatiales qui excitent desondes planes homogènes dans le
champ lumineux diffusé. La forme précise de la fonction deréponse atomique dépend
en outre de la distance du point de rebroussement des atomes.Ces propriétés de la
réflexion diffuse la rendent un outil d’analyse comparableà la microscopie optique en
champ proche (scanning near-field optical microscopy,〈〈SNOM〉〉) [62, 63, 64, 65]. Par
exemple, la distribution angulaire moyenne des atomes diffusés donne une information
équivalente à la fonction de corrélation de l’intensit´e lumineuse au-dessus d’un surface
rugueuse [162], les deux quantités étant reliées par unetransformation de FOURIER.
Par rapport à la microscopie en champ proche, la réflexion diffuse d’atomes fournit
donc une caractérisationglobaleplutôt que locale. Un avantage des atomes est qu’ils
sont une perturbation négligeable pour le champ proche. Enoutre, leur interaction
avec la polarisation du champ lumineux est relativement simple ; la réflexion diffuse
d’atomes à sous-niveaux magnétiques, amplifiée par effet FRANCK–CONDON, permet
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par exemple d’étudier la polarisation d’un champ lumineuxévanescent — qui a d’une
part des propriétés particulières en comparant à une onde plane homogène, et à laquelle
l’on a d’autre part difficilement accès par la microscopie en champ proche.

Par rapport à la réflexion diffuse par l’onde évanescenterugueuse, la diffusion d’un
jet thermique d’atomes par une surface〈〈nue〉〉 (sans onde évanescente) couvre une
plage de fréquences spectrales complémentaire : les pluspetites structures resolues
par cette technique sont en fait de l’ordre de l’Ångström plutot que d’une fraction
de la longueur d’onde optique. Dans ce contexte, l’on observe aussi que les atomes
sont diffusés par la rugosité statique de la surface, en respectant la conservation de
l’énergie. Ce signal est appelé une〈〈diffusion quasi-élastique〉〉 [150, 6], par opposition
à la diffusion par des excitations de la surface qui dépendent du temps et qui changent
l’énergie des atomes.

Situation des approches th́eoriques

Nous pouvons qualifier l’approche théorique que nous avonssuivie pour décrire la
réflexion diffuse des atomes, d’〈〈optique atomique statistique〉〉, qui forme un pa-
rallèle aux approches statistiques de l’optique lumineuse. La fonction d’ondeψ(r)
apparaı̂t ici avec le même statut que le champ électrique classiqueE(r). Les fonc-
tions de cohérence que l’on calcule dans les deux théoriessont par ailleurs des va-
leurs moyennes par rapport à un ensemble statistique classique, elles ne sont pas à
confondre avec les moyennes quantiques qui apparaissent lorsque le champ est quan-
tifié. Nous pouvons les rapprocher de la matrice densité externeρ(r, r′) qui est uti-
lisée dans le domaine du refroissement radiatif [30, 88]. L’élément aléatoire de cette
théorie-là provient du fait que l’on n’observe pas les photons émis spontanément et
qu’il faut 〈〈 tracer〉〉 sur les fluctuations quantiques du champ électro-magnétique ; de
façon analogue, nous admettons ici notre ignorance de la forme détaillée de la surface
rugueuse, en nous restreignant à des valeurs moyennes pourcaractériser la réflexion
diffuse d’atomes.

A la différence du refroidissement radiatif par contre, lacohérence des ondes ato-
miques n’est pas détruite en fonction du temps dans notre problème. L’on peut alors
se demander si le mouvement diffusif dans le champ lointain sera modifié aux temps
longs à cause du caractère ondulatoire des atomes. Nous nous sommes en effet servi
pour ce sujet de l’approximation du réseau de phase mince, où le mouvement n’est
décrit que d’une façon approchée. Dans la diffraction par une onde stationnaire, par
exemple, l’on a cependant constaté que l’approximation duréseau de phase mince (ou
de RAMAN –NATH) décrit correctement la distribution de vitesse des atomes seulement
pour un temps limité, au-delà duquel elle garde une largeur fixe, avec des populations
qui oscillent [49, 51]. Dans un potentiel aléatoire, il serait alors intéressant d’étudier si
les ondes de matière peuvent se localiser.

Finalement, nous nous sommes limité ici au calcul des fonctions de cohérence
du deuxième ordre,〈ψ∗(r)ψ(r′)〉, qui correspondent aux valeurs moyennes pour des
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mesures de l’intensité atomique. Si par contre, l’on mesure plutôt une fonction de
corrélation de l’intensité, comme l’a suggeré le groupede KAZANTSEV [163, 137], il
faut calculer des fonctions de cohérence d’ordre quatrième

〈ψ∗(r1)ψ(r2)ψ
∗(r3)ψ(r4)〉.

C’est pour ce genre de fonctions de cohérence que la (〈〈deuxième〉〉) quantification
du champ atomique (en bosons ou fermions) entre en jeu [161].Il est alors possible
d’analyser la réflexion d’un ensemble atomique condensé,par exemple, en termes de
〈〈 tavelures atomiques〉〉.



419

Publications de l’auteur

Articles

C. Henkel, J.-Y. Courtois, R. Kaiser, C. I. Westbrook et A. Aspect, “Phase Shifts of
Atomic de Broglie Waves at an Evanescent Wave Mirror”,Laser Physics4, 1042
(1994).

C. Henkel, A. M. Steane, R. Kaiser et J. Dalibard, “A modulated mirror for atomic
interferometry”,J. Phys. II (France)4, 1877 (1994).

C. Henkel, J.-Y. Courtois et A. Aspect, “Atomic Diffractionby a Thin Phase Grating”,
J. Phys. II (France)4, 1955 (1994).

C. Henkel, C. I. Westbrook et A. Aspect, “Quantum reflection:atomic matter wave
optics in an attractive exponential potential”,J. Opt. Soc. Am. B13, 233 (1996).

A. Landragin, G. Labeyrie, C. Henkel, R. Kaiser, N. Vansteenkiste, C. I. Westbrook
et A. Aspect, “Specular versus diffuse reflection of atoms from an evanescent wave
mirror”, Opt. Lett.21, 1581 (1996).

C. Henkel, K. Mølmer, R. Kaiser, N. Vansteenkiste, C. I. Westbrook et A. Aspect,
“Diffuse atomic reflection at a rough mirror”,Phys. Rev. A55, 1160 (1997).

C. Henkel, K. Mølmer, R. Kaiser et C. I. Westbrook, “Atomic diffraction assisted by a
stimulated Sisyphus mechanism”,Phys. Rev. A56, R9 (1997).

Communications publiées

C. Henkel, J.-Y. Courtois et A. Aspect, “Atomoptik in der Phasengitternäherung —
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by means of a scanning tunneling optical microscope”,Opt. Commun.110, 7
(1994).



426

[64] J. Mertz, M. Hipp, J. Mlynek et O. Marti, “Optical near-field imaging with a
semiconductor probe tip”,Appl. Phys. Lett.64, 2338 (1994).

[65] F. D. Fornel, P. M. Adam, L. Salomon, J. P. Goudonnet, A. Sentenac, R. Car-
minati et J.-J. Greffet, “Analysis of image formation with aphoton scanning
tunneling microscope”,J. Opt. Soc. Am. A13, 35 (1996).

[66] A. Landragin, G. Labeyrie, C. Henkel, R. Kaiser, N. Vansteenkiste, C. I. West-
brook et A. Aspect, “Specular versus diffuse reflection of atoms from an
evanescent-wave mirror”,Opt. Lett.21, 1581 (1996).

[67] A. Messiah,Mécanique quantique, nouvelle édition (Dunod, Paris, 1995).
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troductionà l’ électrodynamique quantique(InterEditions, Paris, 1987).

[87] T. Pfau, S. Spälter, C. Kurtsiefer, C. R. Ekstrom et J. Mlynek, “Loss of spatial
coherence by a single spontaneous emission”,Phys. Rev. Lett.73, 1223 (1994).

[88] Y. Castin et J. Dalibard, “Quantization of Atomic Motion in Optical Molasses”,
Europhys. Lett.14, 761 (1991).

[89] M. Berry, inLes Houches, Session XXXV, 1980, édité par R. Balian etal. (North
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Aspect, W. Barletta et R. Bonifacio (Società Italiana de Fisica, 1996).
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[135] E. Kyrölä et S. Stenholm, “Velocity-tuned resonances as multi-Doppleron pro-
cesses”,Opt. Commun.22, 123 (1977).

[136] C. Zener, “Non-adiabatic crossing of energy levels”,Proc. Roy. Soc., Ser. A137,
696 (1932).

[137] A. P. Kazantsev, G. A. Ryabenko, G. I. Surdovitch et V. P. Yakovlev, “Scattering
of atoms by light”,Phys. Rep.129, 75 (1985).

[138] C. Miniatura, J. Robert, O. Gorceix, V. Lorent, S. L. Boiteux, J. Reinhardt et J.
Baudon, “Atomic interferences and the topological phase”,Phys. Rev. Lett.69,
261 (1992).

[139] D. L. Haavig et R. Reifenberger, “Dynamic transmission and reflection pheno-
mena for a time-dependent rectangular potential”,Phys. Rev. B26, 6408 (1982).

[140] R. Golub et S. K. Lamoureaux, “Elucidation of the neutron coherence length
and a matter-wave sideband interferometer”,Phys. Lett A162, 122 (1992).

[141] J. Felber, R. Gähler, C. Rausch et R. Golub, “Matter waves at a vibrating surface:
Transition from quantum-mechanical to classical behavior”, Phys. Rev. A53,
319 (1996).



431

[142] L. Mandel et E. Wolf,Optical coherence and quantum optics(Cambridge Uni-
versity Press, 1995).
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Plan du mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
Remerciements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Sommaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Introduction g énérale 17
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7.4.2 Conditions cinématiques pour réaliser le régime quantique . . 149
7.4.3 Le régime〈〈semi-quantique〉〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

7.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
Annexe(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
7.A Calcul de la figure de diffraction à l’aide de la règle d’or de FERMI . . 158
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13.1 Modèle statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329

13.1.1 Le profile de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329
13.1.2 Spectre de FOURIER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333
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Carsten Henkel

Réflexion et diffraction d’atomes lents
par un miroir à ondeévanescente

Résuḿe

Une onde évanescente lumineuse permet de réaliser un miroir à atomes, à condi-
tion que ceux-ci soient incidents avec une énergie cinétique suffisamment faible. Dans
le régime de faible saturation, les atomes sont réfléchisde façon cohérente par un
potentiel répulsif, le potentiel dipolaire. Nous caract´erisons la réflexion d’un point
de vue quantique, moyennant une solution analytique de l’équation de SCHRÖDIN-
GER. La théorie de la diffraction d’atomes par une onde évanescente stationnaire est
développée. Nous introduisons l’approximation du réseau de phase mince, valable
dans le régime semi-classique, qui montre qu’en incidencenormale la diffraction est
efficace pour une faible modulation spatiale de l’intensit´e lumineuse. Pour interpréter
la diffraction d’atomes en incidence rasante, il faut prendre en compte des transitions
RAMAN stimulées entre les sous-niveaux magnétiques. La réflexion atomique devient
diffuse lorsque la rugosité de la surface du diélectrique, au-dessus de laquelle se pro-
page l’onde évanescente, dépasse la longueur d’onde atomique incidente. La distribu-
tion angulaire des atomes diffusés donne accès à la densité spectrale de rugosité pour
des échelles spatiales autour de la longueur d’onde lumineuse.

Abstract

An evanescent light wave may realize an atomic mirror provided the atoms are
incident with a sufficiently small kinetic energy. In the low-saturation regime, the
atoms are coherently reflected by a repulsive potential barrier, viz. the dipole poten-
tial. We characterize the reflection quantum-mechanically, using an exact solution of
the SCHRÖDINGER equation. The theory of atomic diffraction by a stationary evanes-
cent wave is developed. Introducing the thin phase grating approximation which is
valid in the semiclassical regime, we show that normally incident atoms are efficiently
diffracted even for a weakly modulated light intensity. At grazing incidence, atomic
diffraction may be interpreted in terms of RAMAN transitions between magnetic su-
blevels with different light shifts. The atomic reflection is diffuse rather than specular
if the dielectric above which the evanescent wave propagates has a surface roughness
larger than the atomic wavelength. The momentum distribution of the scattered atoms
gives access to the roughness power spectrum at a length scale around the optical wa-
velength.
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Approximation semi-classique Réflexion diffuse
Approximation de RAMAN –NATH Fonction de cohérence


