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div (u) = 0,
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u(t,x)
�t���i�p�������'���'�£ºc���¿�����������a�i�a�p���

t ≥ 0
���'�a�i�¿���-�_�F�

x
� �������a���������#�
� �i�p�c���i���
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d = 2
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d = 3
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ρ (∂tu + u.∇u) = div (σ) + f
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(f(t,x))
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(σ(t,x))
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σ(t,x).n(x)
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�&�'�m�¿�m���a�������

n(x)
�

¡ �������i���y�����a�������i�¿�i� �a���i� ���a�a��� ���i���c��������� �a�a�D� ���O���©�a�i���p�i���
σ

�������#KF�a�a�J�|���¿�F�a�a�����m���
¤I� �&´����a�F�a�p�����I���

σ
�i�p�t��� �a��� ����� �a�� 

σ = −p À!� + τ ,

 �5� � �

���
(p(t,x))

�i�|�����t�£ºc���¿� �m�©���a�F�a�p�������������D����1�����������À!� ���i�p�������f� �#� ���a�a���i�������F� �y���a�f�m�
�y���������

d×d
�F�

(τ (t,x))
���i�p�����m�W�����a�i���p�i���Y�m�i�D�k´��y�y� ¹!�i��� �a�y����� �y�i� 
 ��� � � � �
��� ������� � ����� 	�� �<�

¡ �����2& �F�a�¿�i�r�����|���|�y½F���������c�a�i�|�y�.�'���p�i�F���a�F���m���f�p�i�����y�������i� �y�p�
τ
�&�

u
� �a�F� ���a�����¿�����S�i���i�

�����X���O�i�����S���p�a�i�¿�i� � �
� �
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	 � � *,� = � �+� A ����� ��G B ���
� B ���,G � � ����� � � ���%� ���?> B � ����� G 	 �
��� � 	���� � ��
 � ����� ��� ��� ��G ����� ��

��� 
�� ����	�
 
 G � ��	�� � ����� �
	�� � � ������� � ��	 B � G � � ����� � B � � ������	���� � ��� ��� ���

σ
����� G
� 	�� ��	 �B<�� � �

G �
��	�� � ����� �
	�� ����	�� ���
� ����� �

���>��� ���>� 
�$ � � 7.� � 
 ��6��  �
 �%� 
��

¡ ���m�W��� 1c�m�����'����6��a�������F�
�S��� �S���p�a�����'�������p�i�����y�����®�������i�����p�J�i� �y�p�
τ

�F�W���O�y�i�m�a�i�m�
�y����´����O��� & ���a�����a�����

γ̇
����(c�m���c���J 

γ̇ = ∇u + (∇u)T .

 �5� � �

¬ �i�����"� ���F� ���m�t����� º ���S���aº�½i�p�f�
� ���m�i���¿���a�F�a�p�����������a���
γ̇
�F�p�����Y�y�a���i��� ����������¤L�J�F�����p�y��� �y�

�������p���S���p�a������������� �y�#�i� �y�p�
τ

�&�
γ̇

�-� �����S�i����� ��� �����a�F���a� �y� 
 ������������� �����W�&�'�F�p�O�����y�i�
η
�

·©�B�5�m�y���i� �t�������a���?� �k´m�m�a�i�p�a�����I�p��������� �a�#�S�����
σ

 
σ = −p À!� + η

(
∇u + (∇u)T

)
,


 �5� � �
�&�'�F� ���¾�p�F�F�£��� �O�F�F�p�y���a�F� ���a����� ������� 
 �5� � �W�&�O�i� �m�y�������y��� �J��� �a�F� ���a�������
� ���m�i���¿���a�F�a�p�����¶¹
�����y� 
 �5� � � �c���B���m�y���i� �����F�t��� �c���y�����������#¼f� �����i�|¹5���y��¢��i�# 

{
ρ (∂tu + u.∇u) − η∆u + ∇p = f ,
div (u) = 0.


 �5� � �
À!�c�F�p�«���¿�_���p�£��� �z���������a�i�I� �
� �i�����i��� � ����� �©�p���¿�������i� �y�«����� �©�p�i� �¾�y����� �����i���¿�S���p�a�i�¿�i� �
�S���p�a�����F���c�F�i���-� �c���a�����m�t�S�i�p���&�a�a�i� �����O�a��� �����F�Y���C���y�����������+���p�J���D1c�������i� 
 �?� �i���
�����
�¿���F�@�)���)� � �&��& �����p�����p�a�F� �D���i���a�F�a��� �£���a��� ���S�a�W�F���¿�c���a�F� �D�y�p½i�2�����F�:���?� �k´m�S�i�p���F���i����� Ki�¿�
�c�����f�m�i���i���m�����a���������k´��y�"KF���F� 
 �����>���a�O��� ¬ �F�������������i���F����� ���i���¿�F�a�a���©�i���¿�����&´����<�
���>��� ��� 
 
�$ � � 7.� � � � ��"  /

$ * � � �>= � � � �3� 

"  � $ � � � 
 � � � � � 7 $ � �

¤��i� 1c�������i� �����a�i���i�����p�a��� ���F� �a��� �r�w���y���&�y�i�p���p�i� �c��� ����& ��� � � ����� �W�p�i�S�����p�.�©�m��������& ���|¹
�����y�����$���p�i�a�F� �y�%�����>& �����D�����w���a���F�a½i�a�J�����L� ���i��´ 
 �i��� �a�y����� �a�J���a���_���|�y���������F�����f���$�£����´
���'����& ���a�����y����� ���&�W���I�w���a���F�a½i�p�'�F� ���|�y��� ��� 
 �i��� �y�a����� �a�'���p���S���p�a�������m�i�����D��� �Q����& ���a���¾¹
�a����� �<�c¤��i�B1c�������i���S�������¿�i�p��� ���i���p��� �t���i�#1c�������i�������p�i���i� ���p�y��� ���i���

¡ ���m�©�&´��������a�F�©���'�i���¿�_���p�y�F���F� �W���F�'1c�������i�W�����a�i���i�����p�a��� ���F�©�F�J�m�����.���i���F�y�����i�¿�i� �
���F�C1��������F��������¹ ����6��a�������F���-���&�B�_���m�$�i���¿�c���p�i�$���F�$������½F���i�$�&�����F�B�k´��_�F�a���F���i�F�-�����
�&�y��������� �B�a�F�_���m�a�$�����F�i�>1��������F� �c���m� ���i���i�i�������F���F� �a� ��� � �a�����m���i�#�S���������i�L���m�i�������
�£ºc�������m�W�����y�F�a�p�©�i�|���i���m��� �&´��������i� �y�i�¿�i� ���F�D�_���m�D���F�"� ���F���D��� �i�p��& ���i���������©�i�����F�����F�����i�
�F��� �y�y����� �y�F�
���p�i��� �y�F�
�c���L���i�L������½F���i��� ¤��8& ����� � ���«���r�£ºc���¿�����r�����a�i�a�p���m�����p�a�8KF�y�p���m�������
��� ���
	�� � �m�a� �����i� �z���%& ��� � ���m�Y�i�F�z�i�F�������i�¿�i� �y�
�a��� � º������5��½i���F� 
 ��& �¾�a�i�&�y����� �5� �5� �J� �f�S�����
���m�J����(c�m���y�������&�������J�&´��������i���y����� ���J�F�'& ����� � �mªD���a�����Y���F��´$�k´��i�¿�����F���c���p�a���F������½i�a�F���F� �
�����S���p�y��� �y�� ��@� �i�F�������F���F� �'�F���a��������� �p���¿�������F�'���F�'�F�i���m���i�¿�i� �a�'�F�����0�����y���������F��� 
 � & ������¹
�y�����¿�i� �����J�£ºc����� �y�a� ����� �¶� ��� � �

°f�U�F�i�������i�¿�i� �$�F���y�����������a���¿�����®�i�|�����U�i�F�������i�¿�i� �$�S���������-� ���i�f� �7��� �y�i�p�a�
u

�F�p�
���������i�#�c���

u(t,x) = (γ̇(t)y, 0, 0),

� 




� ���>���>��� �����$2 ��#%�6��
������������ ���!�",.��(1�6��# ��� ($
���# �+,.�*�
/1�3�%� 
��)(�#%�

���������������������������
���������������������������

y

u

V
y=L

profil de vitesse

en
tr

ée

so
rt

ie

�����	� �5� � � ¬ �i���p�i�a�F� �£���a�����#�a�£º��F� �¾�y��� ���r�
� ���#�aº��F���¿½F�y�p� 
 ���J�����p�i���p���¿½F�y�p���~�&���������m�a��� �����
���m�f���m�'�S���p�a���������J(c��� �y�i�p�����������m���B�a�i�������a�O���B�i�F�������F���F� �W�F���y�����������m�����S�i���O�F�i�������i�¿�i� �
���IªD���m�F�a�a��� �i���y���&�y�F�a���p�$�c���Q�������a��(c�����������a�i�a�p�

(u(t, y), 0, 0)
�
¤��®��� �y�F�a�a���F�

y = L�F�p�
(V, 0, 0)

�D·©�U�7�-� �����i�¿�i� ���p�i���p�i�p�i� �y� � ���i��� ���i���£º���² ���F����� �S��� ���¿½i�p� �R�?� �F�£º��i�����
�¿���F�a���p�i������� ����� ��� �a��� �#��� & ���a�¿�i�F�J�c���J�@� �i�F�������i�¿�i� � ��­W�����O��� �i���O���

u(t, y) = γ̇(t)y���B�c���p���J�
� �i�F�������i�¿�i� �t�i���a���������t�a�����������

� �
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���
x = (x, y, z)

�F� ���
γ̇
�i�|�Q��� �a�i��� �����a�������S�i�����y����´R�����i���y���������i�¿�i� � ��­©����� ��� �a�i���

�F�i�������i�¿�i� �y��� ��� �i�|�¿�����£�����¿�i� � ��� �y�i�p�i�p�a���c���Q���I�����a�F���a� �y�$���$�F���a���������i�¿�i� �
η

 ����� ���

� � � ��	 ��� � � �Y��� (c�����J�c���O 
η(t) =

σx,y(t)

γ̇x,y(t)
=

τ x,y(t)

γ̇(t)
,


 �5� � �
�&�W�c���f���i�����a�F����½i�p�#�&�W�p�i�F�������'��� 
_�i�p�i���F�i�W�m�i�t�i��� �y�a����� �a�i�t�����a�������i� 
 �?� ���c���i�t�i���¿�S��¹
�a��� �y�i�t�����������c�����i�D���B�a�i���p�i���t���F�f�F��� �y�y����� �y�F� �© 

N1(t) = σx,x(t) − σy,y(t),

 �5� � �

N2(t) = σy,y(t) − σz,z(t).

 �5� � �

ªD�F��� �c��� �y� �y�F���p��� �D��� �a�i�p�i�a�a��� �y�F�D�w���«�¿�i�p���y�������F�«�F� ���a���y��� ����� ¡ �����«���i� 1c�������i�«����6��a��¹
�����i���������#�����p�i���p���a�f���f�i���y���������F���F� �r�i�p�D�i���m�p�£��� �a� 
 �-� �����,�#� �O�����a�F���a� �y�t�m���c���¿��� ���

η
�r�F�

���i�«��� 
_�i�p�i���F�i�«���i�«�i��� �a�y����� �a�i�r�����p� �����i� �p��� �D� �������F�-� �
� �����p½i�«� �J�a�F� ���a����� 
 �5� ��� � �������"� ���
���i���a�i�p���F������������������´ ��� ∇u

�a��� � ���m���-�«°t���®���F� �i���y���&�y�F�a���|�y�����m�i�¿���i� 1��������F���m����¹
��� 6��y���m���i�m� �i�|�I� ���

η
�
� �F�p� ����� �F�����p�y��� � ��¥r�����y���a��� ���������Q�&�y���m���D�F���!���S�Y�
� �i�i�������F���F� �

�c�����O���i�J�pº��i���¿½F�a�a�F�J��� ���>1c�m����� �F�p�#�������i� �F� �y�a�Q�m�i��´ �&�������m���a�F�-�X�?� ��� (�´m���&�J�@� ���m�a�a�
�&�£��� �'�i�v�p���£���a����� 
 ��& �A(*���m�a�B�5����� ��À!�r�-� ����� �'�F�4& ��� �O�c�����#�i�¿�w���'�
� ���7�i�i�������F���F� �%� ���
�F�p�������i�����F���F� �������F�i���m���i�¿�i� �D�i���a���������O ������c���p���t�
� �i�i�������F���F� �D�����a�F�����&�y�p��� ��� 
 ��& � � ��� �
�p�i�F�a�����®�M� �M����� �¶��� � ���p�i�&�y����� �M� � �<�

¥ �B� 
~�F�F�a�c��� �t���i���¿�i�a�m�a�i���p�������i���F�i�������i�¿�i� �y���|�£���a�������������p�i�-�����$�S�i�m�t�i�����p�a�a�����a�
�S�����'��� 1c������� �m�����������i�=& �����&�y�������

η(γ̇)
�
N1(γ̇)

�F�
N2(γ̇)

���
γ̇ = V

L

�F�p� ���¿�y����´7���
�F���y���������i�¿�i� �����@� �F�y�����p�y���y�������c�����a� 
 ��& � (0�����a� �5� � � � ¡ ��������� �m�����c���p�����F� 1c�m�����F�¿�m����¹
��� 6��y���m���i�m�-�c���$�5�m�a�i�|��� � ���

η
�F�p�����m�'& �����F�a����� ���i�F�a�����a�y��� �a�O���

γ̇

 ���$�c���p���©�m� ����� �����

� � � ����� ��� � � � ��	 ��� � � �F�Y�m�,1c�������W�pº��i��1��������)( ��� � �I� ���_�a�i�������i�p�Y�����©�F�����|�£��� �y�
η∞
� �c�����

γ̇
�y�F�������F�a�J�@� ���M(c���@� �&�©���F�a�O�������������i���

η0

�����S�i���i��� ����	 �
����� ��� � ��� � � � � ��	 ��� � � � �c�����
γ̇�a�i���Q���F�a� 	F�i�p�0� ¡ ��� ���������F���a��� ���F� �&´��S�i�a���i���F�i� �p�0�5��½F�a�i� �I� �����m�i�z�������i���p�z�����Q� �������F�z�S�����

N1(γ̇)
�F�
N2(γ̇)

�w���a���F�a�i�a���a�F� �z���i� 1c�������i�L�����a�F���F� ���|�y��� ���F�-�¾¤��2& ��� � ���$� �����i���a���������F���F� ������¹
�a�a���������p�����i�«��� 
~�F�a�i�m�i�i�r�c�����r���i�r�F��� �y�y����� �y�F�«�m���a�������F� �i�|�«�����Y����& �����I� ���t�@� �i�F�������i�¿�i� �
���#�i���y���������i�¿�i� �D��� �y�a������� �����F�W���m���a���y�a�������F�Y�c�����������¿���F�a���|�y�p���F�a���a�J��� 1c���������

¤I� �F�i�������i�¿�i� ���i���y���������
�p���¿����� �F�p�L�-�������F���F� �X�m�y�������p�z�S�������&�y�������i�����F���i���¿�_���p�y�F���F� �y�
�m���c���������m�i�-�_·©�®�S�i���f�����f�k´��i�¿�����O�F�a�������i��� �Q�a�F�_�����a�>�¿���m�'�p���������i� �£���a�������_�F�a��������� ���
�p��� ���a��� �c�����©���,& ���������W���¿�������y�m���' 

γ̇(t) = γ0 cos(ωt)
�mªD�F�a�a�J�&´��S�i�a���i���F�J�_�F�a�¿�F�D�����£����¹

�¿�i� �r���������p�a���0���m�i� ���©�a�i�S�����p���i�����p�a��� ��������1c�������������m���i���p�a�F�a�S����� �©�������i��� �a�y����� �a�Y�i�
��º����a�J�w���i�J� �O��� & ���a�����y�����
� ���f� �#�a�i�S�����p�W�����L���m�i���p���0� ���S�i���p�a�F�a�S����� �'�m���©�i��� �a�y����� �y�
�F� ���������y�¾�y���p��������º����a�$�w���i�����I��� & ���a�����y����� 
 ��& �
���¿������½F���¿����³®�¾´ 6��i���D�����������¿�i��¹
�p�������m�i���F�t�?� ���������5�����f� ���i�#���B�i���p�i��� ���i���i�F�a�a�����m� ¬ ª,�0(*�����p���5� � � �

¤��i�L�i�i�������F���F� �a�
�F�����J� ���y���������F��� 
 �����S�i���F�z�����a�p� ����� ��� � 
 ����� @ 	 � � �X��� �a�i�|�����i���m�i� � �p����¹
���i� �z�����������F�L�m�a���i�i�m�i�������m���p�a�a���F��� 
 (c� �������w�p�����������r���O�&�y���a����� ���I(c�����F��& � � � � �p�i�F�a����� � �<�
¨ �?� �&�£���W�p�y���y�������c�����a���S�m���i�i�������F���F� �W�i�����0� ���a�����m���i���i�|�O�w���a���F�a�i�p���a�'�c���©���%& ��� �,� �������
�£ºc�����B���J�����y�F�a�p�'��� �F�i�a� �O 

u(x) = (ε̇x,mε̇y,−(1 +m)ε̇z)

� �



� ���>���>��� �����$2 ��#%�6��
������������ ���!�",.��(1�6��# ��� ($
���# �+,.�*�
/1�3�%� 
��)(�#%�

z

x

�����	� �5� � � ¬ �F���a�F�a�i� �y���y�����'�p�£º��i�����a��� ��� �
� ���#�����c���a�i���7� � �c���a�a� �a�������i����´J�S�����~���a���������a�
���B�i�F�������i�¿�i� �t�i�����0� ���a�������m�i�~�m� ���
�

���
ε̇
�i�|�Q���m�_�F���Q�£����´R�F�����J� ���y���������F� �F�

m ∈ {−0.5, 0, 1} �_���m�#���i�#�i�F�������F���F� �y���F������¹
� �¾�y���������i���Q�i�����a�p��� ���i�¿�i� �¿�F�a�������i� 
 � & � (*�����p� ��� ���_�����Q���$�i���

m = 0
�i���a�a�F�a�S�����c��� �

� �m� �i�F�������F���F� �©�i�����0� �¾�y���������i���m� ��� �<�S¤ �¿�i���F���a���~���®����(c�m���f���i�'� �c��� �a���a�i�-� & �����&�y�������
��� �£����´�������� & ���a�����a�����

ε̇
�
� �����@� �����_�F�m�#�i�|�y���¿�i�W�c�����O���F�#�k´��_�F�a���F���i�F�-�LªD���a��� �#���i�

�����p�i���p���a�i���i�����0� ���a�����m���i�����i�
µ1

�F�
µ2

����(������F�f�c���J 

µ1(ε̇) =
σx,x − σz,z

2(2 +m)ε̇
,


 �5���w� �

µ2(ε̇) =
σy,y − σz,z

2(1 + 2m)ε̇
.


 �5����� �
¡ �������m�41c������������6��a�������i�
�L��� ���i�p��(c� � ���

µ1 = µ2 = η
�����

η
�F�p�'� �$�����a�F���a� �y�¿�m���c�¾¹

�¿��� ���Y�m��(c�����Y�c���m� 
 �5� � � � ¡ ���m� ���i� 1��������F� ������¹ ����6��a�������i�������i�F� �i��� @¿�i���i� �y� ���F�_�F�����F� �
���F���i�a�����F���F� �f�m�

ε̇
�

���>��� ��� � � � � $ = � � � � ;27 
 � �%� 
 " � � 7�� � � 
3 $  � � �

¤��i� 1c�����m�i�L������¹ ����6��a�������F���L��� �z���F�z�F�����S���|�y�i�¿�i� �a� � �����S�i�a�¿�F�p�y�F� �
���«���F�L�m� 
_�i�a�F��¹
�F���i�W���F�p�y�i�¿�i� �J�m�i�'1c�������i�W����6��a�������F���-�X¼f�����W���i�F�a���������©���i�
�������p���F���a�f�i���¿�_���p�y�F���F� �y�
�!���������m�i�¿�i� �©������¹!��� 6��y���m���i�m�t�m�i�#1c�����m�i�������a�F��¹!�F� ���|�y��� ���F�-�c�F�®�i�p�y�w� ��� �W���#���i���F�i� �����a�F�
�������p�a���«���i�Y�m�a�����p���&�y�i���&´�º����_�F�i�Y�c�����Y���F�D�F�i�������i�¿�i� �y���a���������i�«���i�F�a� �y�D�������Y���'�a�F�F�a�����
���p�i�F�i���F� �a���

°f���'���a�F����½i�p�#�k´��_�F�a���F���i�'�a���p���a�F�c��� �y���i�p�W��� ��	 � � �HG � �ED�� ��� ��� ����� 
 ��& �*(*�����a�¿�5� �����
(*�����a�#�5� �#�
�c���#�c������� � ����� �Y  ���¿�������0�������m�.�c���a�a���c�������m� 1c�m�����t�F�«���¿� �'& ��� � �y���m�a���F�-�
¡ �����«��� 1����������m��6��y�������F�
� � �J�a�m�L& ���F�t�������p�B�J�y�i�m�c�����F�,�J�a���F�a�i�m�a�i�D���m�a����� ����� �D�c���a�a���
¡ �����#�i�i�|�£������� 1c�����m�i�O�����a�F���F� ���|�y��� ���F�-�����7�5���p�i�p��� � ���¿����1c�����������a�����S�Q���������0�����¿� �

� �
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�����	� �5� � � ¬ �F���a�F�a�F� �y���y����� �p�£º��i�����a��� ��� ��� ���i��´0�F���¿�_���|�y�F���F� �a���a���p���a�F�c��� �y�I���i�
1c�m�����F���S�������¿�i�a��� ���i�� ���� ��	 � � �HG � �ED�� ��� ��� ����� 
 �C� �����£º����#�&����� 	������ ��������	�� ��� ����� 
 �
���p�����a���<�

�c���a�a� 
 ���U�c���p���I��� �@� � 
_�F�#2R�F���a�p�i�F�S�i�"� � �t·©�U�_�F�m�$�¿��� �y�p�i���c�������i�$�a�����p�������F���F� �y�
�p���¿�����F�8� ���f�i�f��º��i�m����½F���t�i�p�D��������� & ��� � � ���W���i�«��� 
_�i�p�i���F�i�D�m�i�D�F��� �y�a����� �y�F���m���a�������F�

 ��& � 
 ��� � � �©�����a��� �#�c���O� �������i�O�c���m�#�m�7�F�i�������i�¿�i� �#�i���y��������� 
 � & � � ��� � �
�����¾¹ ����� ��� �i� �y�
¨%� �G� ¤����0��� �¶� ����� � �

°f���«�a�F�i���m���Y�&´��S�i�p���i�m�i�D�F�p�z��� 	������ ��� ����	�� ��� ����� 
 � & � (0�����a�t�5� �f���=(*�����p�f�������«�
� ���
�c�������¶� ����� � ��·©���5�m�a�i�|��� � ���D�_���m�
�F�i�p�y�����m�N1c�������i�L�����a�F��¹!�F� ���|�y�����m�i�-� �����_�F�m�
�������i�
�i���Q¹
����½F�a�i�¿�i� �Y�����a�F�i���m���i� ���a���������i�¿�i� �r�i���������"Ew��� ���@� �i�F�������i�¿�i� �«�i�����Fº����p�D�����a�i�F�������i� �

 �F� �a�����#�y�m������� �<� ªD����º��F�����¿½i�����i�p���a�F����� ���@� �&´����|�y�F���i�����������p�i���p���a���F�����0�����y���������F�����
�����S���p�y��� �y���

°f���t�y�p�����p��½i�¿���&´��S�i�p���i�m�i�����������D�p���¿���������i���m�a���|�y�,�'�i�����a�����i�p�i�D�?� �&�������m�y�������i� �a�i�¿���
�
� ��� 1c�m�����I����� �y� �����i�¿�i� �¿��� �a�F�_�����D���m��� �F���a��������� 
 ���
��� � � B � 	�
 ����� ��� @ 	 � � 
 ��& �«���i� (m¹
���m�a�i� �5� � �F� �5� � �<� ¡ ���m�B�m� 1c�m��������� 6��y���m���i�$�Y��� �5���p�i�p���7�m� ���p��(c�©�m� ��� �y�i�p�a� � ���
���p�y�F��� �t���a�5���a�i�p�a� ���i�¿�i� �W�F�f���'��������½i�p�J�����m���y���m�#�F�I�a�i�¿���f�?� �&�£�����|�£���a�����m�c�����p��� ¡ ��������F�I1c�����m�i� �S�������¿�i�a��� ���i���������5���p�i�|���������i���¿�S���p�a�i�¿�i� � ��� 
~�F�a�i� � 
 ��& � � ����� �� ����W�����y�F�a�p���
�w����� � �
� ���a�a�i�������a�D�a���Q�&�£���z�p�£�¾�y�������c�����a��� �c���a�a�������i�����F���F� �z����¹!���F� �W�m�Y�y�W�������i���N�©�@� �F�y���
�|�£���a�������������p� 
 ��ºm�i�����¿½i�m�'�
� 	 � ��������	 	�� �a�m�t���������y�F�a�p��� �

�������c���������'�F�J(c� ���F��´ �i�����a�i�p�a�Q�a�������i�Q�F�i�������i�¿�i� �y���i���¿�����k´��i�+� �����a��� �Q�m�a�������a�F�
�c�����D���O�����p�y�i�a���y�m�a�J  �w�����i�����i�r�@� �i�F�������i�¿�i� �����m�y�����r�
� �m���F�����������p��� �F���@� �i�F�������i�¿�i� �«�c�����
���m���F��� �y�y���F�y�����O�O �� 
 � & � (*�����p�t��� � �<� ·©�'�m���a�S���p�«�S�������F�i�L�i�F�������F���F� �y�����«���F�a���p�i���F�L�����
�F�����p�a���a���i� � �m�����D�m�i� �S�����L�w���
�y�F�p�a�z�S���������������m�i�����F�z�¿����½F���F�L�m�D����� �����F���¿�_���|�y�F���F� �-�

���>��� ��� � �  �17�� "  � 7  ����� � � 
 �
·©�R�-� ��� �a�i�a�F�a�p���c�����#� ���a�m���y� �I�m�i�i�p���p�������yºm�i�����y�����m�i�¿�i� �O���¿�i���¿�S���p�a�i�¿�i� �#���i�

1c�m�����F���S�������¿�i�p��� ���i��� ¡ �������i�i���J� ��� ���i�F���¿�_���p�������y�F���a�F���
τ

���F�¿�k´��y�y� ¹!�i��� �a�y����� �y�i�
��� (c���_�c��� 
 �5� � � �i� �m���W�F��� �y�a�����m�a����������6��a�������F�����f�����a��������� �«�F�Y�m���W�F��� �y�a�����m�a�����¿�����
����´��_��������½F�a�F�# 

τ = ηsγ̇ + τ p,

 �5��� � �

���
ηs

���i�p�����m�Q� � �����p�i���p���y�Q�m� �p��������� �J�&�
γ̇

�F�p�#��� (c��� �c��� 
 �5� � � �~¤�� �y�i�m�a�i�m�
τ p

�i�|�#� �
�c���p�y���'�m�I�y�F���a�F���W�m�i�W�k´��y�y� ¹!�i��� �a�y����� �y�i�t�����F�©����´®�S��� ���¿½i�p�i��� ¤ � �5���p�F�F�a��& ���F�W�¿���m½i���F�
� �



� ���>���>��� �����$2 ��#%�6��
������������ ���!�",.��(1�6��# ��� ($
���# �+,.�*�
/1�3�%� 
��)(�#%�

L 0
0

1

Re=0.1 Epsilon=0.9, T=1.

y

u

0 1
0

1

L 0
1

0

Re=0.1 Epsilon=0.9, We=0.5, T=1.

y

u

0 1
0

1

�����	� ��� � � ¬ �i���p�i�a�F� �£���a����� �m�®���p��(c�L���'�����a�i�p�a� ���®�i�����a�f���®�y�F���m�f�c�����W�?� �k´m�S�i�p���F���i�
��� ���
����� � B � 	�
������ ��� @ 	 � � ·©���p�i���p�i�p�i� �y�f�������p��(c�c���������a�i�a�p� 


u
& �����F�a����������� �J�S���a� �y�����

y
�~� & �$(*�����p�$�5� � �,����� 
~�F�a�i� �a�O�����|�£��� �y�W���Q�@� ��� �y�F�p���������

[0, 1]
 
�:� �����£º����S�����©�m� 1��������

��� 6��y���m���i�$� �F� �����a�����y���i�S�������F�«� Ki�¿� 1c�m�����r���J���m�i� ���#��� �p�����y�r���i���S�������¿½i�p�i� 
 ������½i���
���F� � B �EDFD��HGIG � º�����¢��F�i����� �c·©�������a�F�p���J�m����º��F�����¿½i���f�
� 	 � ��������	 	�� �a�m�Y� �J�����y�F�a�p��� ¡ ����������m��(c��� �y�����$���i�t�c���a���¿½F�y�p�i�����m���¿�i���p�������m�i���

Re
�
ε
�
We
�m��& � 
 ��� ��� � �

� 
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4 1

�����	� �5� � � ¬ �i���p�i�a�F� �£���a�����B�a�£º��F� �¾�y��� ���O���O���F��´B�w�����a�i�|�y���!���S�i�# c� � �F��� �y�a���F�a�����B�� ��

 �i� ºc���m� �'�F���?� �F�i�������i�¿�i� �������y�����Q�$� ��� �&���������m�a� 
 �F�	�c��� �<�r·©� �w�����i�������_����� �i�F���w���
�a�i�p�a�I���i���a�����m�a������� �p�£�¾�y�������c�����a�i����·©� � ��������� ��� ���i�$���p��(c���$�m� �����a�i�p�a� �i�0�i� �y�p�i�7�F�
�F�v�a���|�y�����������p�I���m�����i�O���������i�O���¿�i�����y��� �-�L�F�R�S����� �a���������S�����O� ���i��� �a�y���&�y�����7�   �5�
�����
��� �F��� �y�y���F�y�����§�   �5�r� ���£��������� �F��� � & ���a�¿�����I��� 	F�����B���B�a�i�F���p�i�������y����� �7�@� �i� �a�a�i�B���
���I�i��� �a�y���&�y�����R���F�_�F���R�!���������m�i�¿�i� �Q��� 1��������¿�S�������¿�i�a��� �����i�����p�����F�a� 
 ��& �A(*���m�a�®��� �
�c����� �¶��� ��� �<�

�����yºm�i�����y�����m�i���i�|�������y�p���m���F���m����& ���p� �����$�������c��� �������y�F���a�F���
τ p

�i��& �����F�a����� ���
�?� º����p�a�����p�#�m��� ����� & ���a�����y�����B����1c�m�������XªD�&�a�y�'�a�F� ���a�����B�-� �����S�i�����#���������������'�i���¿�_���p�y�k¹
�¿�i� � ���F�D�_�F�m�Y�m�a�i�m���a�f���i��& ���a�¿�i�r�y�a½F�D��� 
~�F�a�F� �a�i���m�c���H& �����r�����m���������F� �y�i�f ��m� 
_�i�a�F� �y���F�����
������� �y�-���y����� 
 ��& �S�a�i�&�y����� �5� �5� ���t��� �¿� ���F����� �
� �����+& �����F�a�������m�i�����O���i�F�a������� �J���i�f�����i�a�¾¹
�|�y�a�m�F�y�m�a�i�f��� 1c�����m� 
 ��& �c�p�i�&�y����� �����5� � �<�

¤��¿�p��� �������y�����$�
� ��� �F�i�������i�¿�i� �f�i���¿�����&�t���i�F�i�a�p���a�������m��� ���a�F�a�����m�y���������®�|���p�y½F���
�F�����p�a���a���Q���i�O���������y�������J����´����F�a�����i�F�#�����p�a���i�����F� 
 ����� � � 
 ��� � � 
 �w���F� σ

�F�
τ

�p�i�a�S�i�&�y� ���&¹
�¿�i� ����� (c����������� 
 ��� � �«�F� 
 �5��� � �����&���
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τ p
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���F�_�F�����c���«�m�f�?� �F�a�c���F�f�&�«�i�p�������m�,�J��� ���i�L���i�m�i�W� �����������i��� ��� ���¿���������m� � ���f�?� ��� �c���y�����
�p���

τ p

�i�|�����F�i�����m���i�W���©�@� �-� �c�¾�y����� 
 ��� � �r�a���
u
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λ
(
∂tτ p + u.∇τ p −∇uτ p − τ p(∇u)T

)
+ T (τ p, γ̇) = ηpγ̇,
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T (τ p, γ̇)
���F�_�F���$�!������� ���F���F� ���m�©� ������½F�a�W�m����¹!�������i�����p�f�m�

τ p
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λ
(
∂tτ p + u.∇τ p −∇uτ p − τ p(∇u)T

)
+ τ p + α

λ

ηp
τ pτ p = ηpγ̇.


 �5����� �
���

α
�i�|�t�����#�i�����|�£��� �a���

¤��R�¿����½F��� ��� ¡ º�����¹!¦�ºm���i� ¦z�������i� 
 ¡ ¦�¦ �B�F�p� �m�i�a� ���7�
� �m�<������½i��� �a���I�a�i�p�w���

 ��& � �¶� ��� � �D�F�t�-� �i�F�a� �' 

λ
(
∂tτ p + u.∇τ p −∇uτ p − τ p(∇u)T

)
+ Z(tr(τ p))τ p +

ξ

2
λ (γ̇τ p + τ pγ̇) = ηpγ̇,
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�w���F�����F��´��£º���� ´��S���a�p�������i���S����������& �����F�a�����
Z

 

Z(tr(τ p)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + ελ
tr(τ p)

ηp

exp

(
ελ

tr(τ p)

ηp

) ,
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ξ
�F�
ε
�a��� �t���F���i�����|�£��� �a�i�-�
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λ
(
∂tτ p + u.∇τ p −∇uτ p − τ p(∇u)T

)
+ Z(tr(τ p))τ p

−λ
(
τ p +

ηp
λ

À!� )
((∂t + u.∇) ln (Z(tr(τ p)))) = ηpγ̇,
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Z(tr(τ p)) = 1 +
d

b

(
1 + λ

tr(τ p)

d ηp

)
,
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�&�'� �������i���f�i���¿�S���p�a�i�¿�i� �
� �c�������y���y�)&'�����������i�B�i�F�������i�¿�i� �y�B�a���������i�$�p����� �S���
��­W� ������� �_�i�����F����� �m�7�¿���m½i���F�
�����i�p���a�F���������m�i�Y��� 
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�p�i������� ���i� 
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·©�$�_�F�m�B���F���i�a�������a�i���i�F��������½i���i���i�$�i�����a�����i�a��� �������m�a���F���a���y�i�¿���Y�m�J�a�i���¾´m���y�����
λi�&�O�������p���F���a�W�����a�i���a���a�i�

ηp,i
�F�O�F� �S���a��� �

τ p =
∑imax

i=1 τ p,i
���

τ p,i
���F�a��(��Q�c���©�k´m�F���m���
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 �5� ��� �«�w���i� λ = λi
�F�
ηp = ηp,i
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$ � � � 
 � 
 � ��* � ;

ªD�����p�����F�a����� �f�����m���i���Q���«������½F���r����³®� ´M6��i�����m�����������F���a���������F� 
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τ(t) = τ(t0) exp

(
−t− t0

λ

)
+

∫ t

t0

η

λ
exp

(
−t− s

λ

)
γ̇(s) ds.
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t0
���i�a� −∞ �&���F���p�����S���y��� �2� ���

τ
�a�i�|�y���_���a�����a�

γ̇
�@� �i�|� �����¿�5�m�a���F� �

����& ���a�¿�©�a��� ����� �y�� 
τ(t) =

∫ t

−∞

η

λ
exp

(
−t− s

λ

)
γ̇(s) ds.
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γ(t0, t)
����(������c���O 

{
d
dt
γ(t0, t) = γ̇(t)

γ(t0, t0) = 0
,
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 �5� � � �W 

τ(t) =

∫ t

−∞

η

λ2
exp

(
−t− s

λ

)
γ(t, s) ds.
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t
�m�i�S�i���v�m���?� º����p�a�����p� ���¿� �

��� & ���a�����a�����
�m¤���& �����F�a����� η
λ2 exp

(
− t−s

λ

) �i�p�f���m�_�F���i�D& ���m�F�y�����$�¿�i�¿�����p���
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τ p(t,x) = −
∫ t

−∞
M(t− s)f

(
C−1
t (s,x)

)
(
À!� − C−1

t (s,x)) ds.
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M

�i�p�D������& �����F�a���������F�������a���
f
�m���,& �����&�y����� �#�������i�m���p�i�i���������&�

C−1
t (s,x)

���i�p�������
���B�a�i���p�i�������i������& ���p� �¾�y�������Q���Iµz���0���i� 
 �p�i� �¾�y��&,� � � �i���J(0�����y�¾�y�����§��� �y�F���m�

t
�<�D¤��

�a�i���p�i�������©µz���0���i�
C−1
t (s,x)

�i�|���@� ��� ���i�a�p� 
 �����a�a���F���F� �
�����a�i���p�i���D���i����� & ���a�����a�������r���
ªY���m�£º � 
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t
�
C t(s,x)

� �����i�|�W��� (c�����c���J 
Ct(s,x) = F t(s,x)T F t(s,x)
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F t(s,x)

�i�p�t���D���y���m���i� �����O��� & ���a�����a����� 
 �a�i�����y�)& �Q� �Q�i���M(*�����a���y�����������y�i�¿���
t
�© 

F t(s,x) = ∇(χt(s))(x)
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C−1
t

�_�����O����(c�m���#�����¿�i��� �y�a����� �a�����w���O��� �F�p� �F�i����� ���m�«�i���y���F�y�F�a���a�¿� �$����& ���a�����y����� ���i�
�p���L& ���F�i� 
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t
�z�����y�F���a�F���r����µz����¹

���F�
C−1
t

�F�p� � ����������­W����� ���D�w���
M(t− s) =

ηp
λ2

exp

(
−t− s

λ

) �F�
f = 1

���������F�a�)(c���������a�
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τ p
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λ
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λi
�F���������a���i���p�X�����a�F���a� �y�i�

ηp,i
�F���F�#�S���a��� �

M(t− s) =

imax∑

i=1

ηp,i
λ2
i

exp

(
−t− s

λi

) �
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τ p
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τ p(t,x) = −
∫ t

−∞
M(t− s)g (C t(s,x)) (Ct(s,x) −

� �
) ds.
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¼t�����
�����������������m����� �a�a���������a� ���F�L�����p� �������i���p���������i�¿�i� �£�����a�F�L�������L���r���a������½F��� �S�������¿��¹
���F�����a�i� ���i�r�¿���i�p���p�a�a���&�y���p�i��� ¼f���m�«�m�t�S���m�������r�c���r�������r�_�F�a�¿�F�a�a�a���������F�i�p���a���a�a½i�I(c�m�&¹
�¿�i� �r���F� �¿�����F�i�����i� �����S��� ���¿½i�p�D�c�����r���21������������i���m�a�������y��� �z�c��� �k´��i�¿�����Y���©���F�w���m��� ���
� �c��� �a��� �������Q���f�m���c���¿��� ���D�������i�F��� �����a��� �_���m� ���i� �a�����p�����
���Y�i� �m� �w�����i�m�@�¾�������L� �����@� ���
�£º��F�a�£º�� � �p��� �����i�f���i�©�F�i���m���i�¿�i� �a� � �@� �i�£º��F����� �����i�F� �y���¿½F�a�a� �&�J��� ��� �a�F�i���m������¼t�����
���������m� ������� 
��Q���y�������p�i���m�i��������½F���i���i���m�F�y��� ���i���z�!���_���-� �c�¾�y����� �m��¤L���0���F�����
� �S�����Q�a�¶¹
� �m���i�¿�@� �F���������y����� �m�®� � �i���J& ���a�����a����� ���F� �S�������¿½i�a�F� 
 ��� �c���a���I�����L& ���������®�¿���m½i���F�
�¿�i�p���a�F������� ���F�-�X�S�����t���F�W�����p�a���0���m�i�W�m�i�W�¿����½i���i�W�m������(c���,� ���
���i�F�a���y�����i� �©�?� �&�������m�y�����
���F�W�¿�����F�i�����i���F�����F�|¹ � KF���F� � �cªD�i�t������½i���i����� �t�F�a�'���&���F�������S�i�t���F�������t���F�t�������F�i����� ���
����������� ���a�m�p�y���m���F�a�J���¿�i�������p�i�«�����y��� �Y���i�«�y�p�i� �y�J���F�a����½i�p�i�����m���i�F� 
 ��& � � � �M�a���M� � �J� � � � �
�&���@� ���m�i�����®�F���������i���i�F���¿����½F���F���w���i�®���i�¿�-� �c���a�����m� �����i�p���a�F������� ���F���p��� ��� ��� �y�i�p�a�
�S�������a��� �����i�Y���F�f�F�i���m���i�¿�i� �a�t�F���¿�����k´m�F���c���y�O���F�W�������i�F�'��� ��� 
 � & � � ��� ���F�t���F���yº�½F�a�i�
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���>��� � �>� � �  $ � � �  
 7 � � 
 � " �.*�� 
 � 7.�+7  $ 5 � 9 ��� 7.* 
�� � 
 " �.* � 7 7�� � �%��� ��� �
� ; 


¼f���m�$�������$��� �a�i�p�i�a�p�������c���m�$���U���a�F�����i� �a�i�¿��� �v���v���i�p�i�a���m�y�����U�����?� �&�������m�y�����
�
� ���¿�_��������½F�a�Y������� �����£ºc���¿�����Y�����a�i�a�p������������� ¤I� º ���S���yº�½F�a�#& �����c�����F� �y�����2� �����������
& �F�a�����f�c����� ���a�m���y� 
 � & � �����#�����p�i���p�a����� ���#�i�i�fº ���S���aº�½i�p�i�©�c�����f���¿�p�i�&�y�����R�5� �5� �J� �����F�p�
� ��� G ��� ������� � ��� � � ��	 G���� 	���� � � � ��� ��� ����� ��� ����� ����������� ��� �HGIG ��� ��¼f����� ��������������� �y�F�a�����
�������=�¿��� �������i�����a���y����� ���F��1��������F���_��� �����F�a��� ���F� � ��� ��� ������� � �IG B <�� �
� ��� ��	 � B ��� �
	�� � B ��	 � 	HG � � B � B �EDFD��HGIG �

°f�����F�f�¿���m½i���F�Y���F�������m���a���¿�����i� � �����S�i�p���&�a�y�F� �f�m�#�m�i�i�p���p�J� � �i���J& ���a�����a�������$� ���
�S�������¿½i�p�W�c���m�Y���$�a��������� �Y�F�p��� �#�£ºc��²����©���D/J�a�����F�a� 
 ��& � (*�����p� �5� � � �m·©�$�a�F���a�F�a�i� �a�J���
�S�������¿½i�p� �c���©�m���Q�£ºc��²���� ���

N
�m�������i�t�a�F�����F�i�©�����

N − 1
�a�����F�©�a���������F�W���Q�����0���m�i���

a
�

­©�������i���¿����½F���������i� ���������F���p�i���p�i�p�i� �y�F� �®���i�$�S���|�y����������� � � � ���v�����m����½F�a�F�-��·©�
�p�����S���a���c���L���������F���a�
� �������F�
���0�����F���i� �y�p�«�a�����F�L�p��� �z�������p�i���w��� �i�|�p¹ � ¹!�����a� � �������i���S���a� �y�������
���F�Y�y�����i���a��� ���p�i���p�i�a�F� �y�i�F�f�����D���F�D�����a���������i�������i���y�����a�F���������i�S�i�m�c��� �y�F��������& ���a�¿�i�¿�i� �
�����p�a�a���m���i�F�W�a�m�f���¿�p��º�½i�p� 
 ���®�c���p���O���'95�£ºc�¾² ���#�������a�<; � �cªD�F�a�a��º ���_���yº�½F�a� �
� �����p�i���F� ���
�F���a�p�i� �¾�y�����7�F� �a�a�¿���F�#�a�����F�'�F�p�'�
� ���������i���p�O�i� ���m�����&�y�F�a�¿������� �������0�����F���'�m�i�O�y�����i� 
 ���
�c���a�������D�p�-���¿�i� �z�p�£�¾�y���|�y�����m�D����/O�mº�� � ��ªD�Y�¿���m½i���r���p�i�p�i� �y���������a���i���p�
�i���y���F�y�F�a���p�y��� ���i�
�
� �����'9!���a�����<;©�£ºc�¾² ���O���O�S�������¿½i�a�Q 
� ���Q�£ºc��² �m�J�_���p�a½F���'�m�����a�����B�����+�m�a�J���O�������a�F�f���O�����S�i�p�a�©��� �a�i�a�m�i�-�
� �F�����J�_�F�m��KF�y�p�O�F�y���a�F�J���I���a���F� �y�i���
� �F�����J�_���p�a½F���'�m���O�����0�����i�������¾´����������' 

(N − 1)a
�

­©����� � ��������� �y�
N
���a�����
�¾�i� ���y�������a��� �����r�yº��F���a½F�������D���t�����¿���y�z�i�i� �a�y����� 
 � & � � � �����$��� � ¹£���

��� �¶��� � �
� �i� � �X��� �S�i���'�¿��� �y�p�i�D� �
� �������y�p½i� �_�������¿�������p�w´m��� �¾�y����� ����� �����F���a� �y�����
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1

2

3

N

a

X

X

N−1

�����	� �5� � � ³I�����i�����a���y�����®�
� �����S�������¿½i�p�  ~�m�Q� � �¿�����F�i����������������½i������� � B �EDFD��HGIG �i�
�c���a�y��� ���c��� ���I�¿����½i���I���I� � �£ºc��² �m�®�������a���������������i���&�����B�y�����i� 
 �����S�i���i�B�£ºc��² �m�®���
/J�y�����F�a� �<�S·©�B�m�i�a�������O�c���

X
���©���F�F�y�F�������m���p����� �������O�k´��a�a�F��� �y� ���@� ���m�y�p���
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���p�5�c���m����� �y���_���m� ���Y���i�F�a�i��� �S���m�|¹ �¾¹ �_�����
X

�p�������c��� � ���i� ���F��´��k´��a�a�F��� �y�i� �m�¿�S��� ���¿½i�p�

 ��& �0(*���m�a���5� � � �������������B�£ºc���¿�I���J�����a�i�p�a�O� �����������F�p�# 

φeq(X) = Z−1 exp

(
− 3||X||2

2(N − 1)a2

) 
 �5� ��� �
���

Z
�F�p�������W�F�����|�£��� �y�f���t�����a���������y�¾�y�����
��¤I� �i���F�"�����f�������p����� �|���|�y½F���f�F�£��� �������m���i���J�

���m�t�F�����|�£��� �y�����������a�����Y���a½F�-�������
A(X) = −kT ln(φeq(X))

�����
k
���F�a�������Y���©�i�����|�£��� �a�

���t¯D������	F� �����Q�F�
T

���W�y�F���S�i�a���y���p� 
 �a�m���_���a�i���F�����p�y��� �y�t�c����� �a���m�y�����©�a��� �y���<�������S�i�m�
��� �a�a���������a�B������& ���p�i�����m�f�F�p�$�p�i�����i�I����´ �����a�����y����������� �?� �F���i�L�����B�������a���&�$����(������I�c���
dA = F (X).dX


 �F��� �������a���F� �y��� ��& ���p�i�
F
� �«·©� �5�m�a���F� ���������a�Q�m��� & ���a�F�B�������i�����p���

�F���a�p�i�a�S��������� �'�Q���B�a�F�a�a���p�tº�����¢��F�i�R 
F Hook(X) = HX


 �5� �m� �
���

H =
3kT

(N − 1)a2

���i�p��������� ���i���m�p�£��� �a�������y�������i���#���v�p�i�p�a���|� � ·©� ���_�����y���#�������:�
�����¿����½i���#�a�a½i�W�a���¿�����#�������©���-� ���i�
��� �S�������¿½i�p�'�F�p�J�¿���m�i�����a�O�c���f���i��´ ���������F���a�i�����F�i�
�c�������§�a�i�p�a���|��º�����¢��i�i� 
 ��& �I(*�����a� �5� � �� r�F�®�¿����½F���$��� ���m�_�F�����B�¿����½F���$��� � B �EDFD��HGIG
º�����¢��i�i�$�«·J� ���m�_�F�����F�y�®�����Q� �®�p�����a�$������½F��� �m� � B �EDFD��HGIG 
 º������a½i�a� �i� & �y���JEw����� �#�a���m�
�¿���m½i�������¿� ���£ºc��²����¿�����S��� ���¿½i�p���c���O���i��´ �m�������i�J�p�i�����i�F�'�c���#�m�R�a�F�a�p���p�-�z¼t���y�F�%� ���
��� & ���a�F�Q�a�F��� ��� �f���F�©���F��´ ���������F�f�������J�i�F�J������½F���i�f�i�|�O�����a�F���F� �O�
� ���a���������#�i� �y�p���������m���
¤I� º ���S���yºm½i�a� & �����c���¿�i� �y���������F�a�a��½i�p�¿�F�F�p�y� �¿�����i�����y�¾�y����� �i�|�+� ���¿�@� �i�£º��F�����������y�F���m�>�
����� ���i�����©���$�p�-� ���a���J�&���������i�����©�_��������½F�a�©�����������.1c�����m�J�i�p���p�$@¿�y���¿�¿�i� �#���y�������J�S�����
� ���$���I�¿�����F�i����������� ���¿�a�i�¿��� �
� �i�£º���� �y���������m���i�#�@� �i�p�c���i� ���i� �F���J(*�����y���a�����m���S���a�p�������i�

 �-� �����������p�J�p�y���y���p�y��� �����<�

¤I� ���m���a�w´��������y����� ���p�i�F�i���F� �a� 
 �����S�i���i�������m�a�w´��������y����� � ���m�a�a���i���m���©�_�F�m�=KF�a�a��� @Q¹
���F� �S�����¿���a�F�����a�I�i� �F���¿�m�y�B�@� �&´��y�F���a�����������a�:(c�����B���B� � �£ºc��²������ ¡ ���¿���F�$���"�������F� �y�
��� ��º ���a��� ��� �p�£�¾�y���|�y�����m���Y��� �S�i�m���¿��� �y�p�i� 
 ��& �Y�£º��������a�a� � ��� �¶�w�3��� � � �
� ����� �S�������
���m���a�w´��������y�����$���O� �>& ���a�i� � ������� �k´m�F�a�F���i� �a�a�O���F�t�m�i��´��k´��y�a�F��� �y�F�t�m�#���Q�£ºc��² �m�J�i�p�# 

F Lang(X) =
kT

a
L−1

( ||X||
(N − 1)a

)
X

||X||

 �5� ��� �

��� L−1
���F�a�������O� �Q�a�F�i���m�a� ���m�#�m�#���>& �����&�y�����$����¤����J���F��������� (c�����#�����J 

L(x) = coth(x) − 1

x
.


 �5� � � �
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�p���®�������a�w´��������a�����$��� �a�a������� �y�©�c���12v���p���i� �¶�������  

F FENE(X) =
HX

1 − || � ||2
b kT/H
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H = 3kT
(N−1)a2

�&�
b = 3(N − 1)

� ·©� �����S�i����� �F�$������½F��� �����¿����½F�������i��� B �EDFD��HGIG �
µ ¥r¼f¥ 
 � � ��� � � � � � �������>D G � � 	�� G � � � ��� � G ����� ��� � B �EDFD��HGIG � � �_�w���O� � & ���a�i�

F FENE

�c�����O���
�p�i�a�p���p�«�k´m�m�����p��� �c����� ||X|| �y�i�m�¿���i�a�

(N−1)a
� ¼t���y�F�I���m�t������� ���F� ������� �y�i� ||X|| �a�i������i�a�

0
��� �����F�

b
�y�i�m�B���i�a� ∞ �������p�F�y�p���m���%�����i��� �+& ���p�i�Jº�����¢��i�i�m��� 
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	 � � *,� = � � � 
 ��� � � G � B ���
H =

3kT

(N − 1)a2

���
b = 3(N − 1)

� 	���� � � G �<D G ��� ��� � � �������
���
	��

d = 3
�
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 ���D�F���H@¿�i���F� � ��� & �a���F�a�����'�i�p�r�m���y�
ζ
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�F�I���y�������a��� ��� � �����X���'���a��¢��F�-� ��& � �¶� �����$�S� � � �
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���p� �����i� �B��� & ����� ���$� ���0�a�m���_���a� ���m� ���v�i���p�a�F� ���a����� �F�0�a�i�¿���$�S�����$�i�&�a�a� & ���a�i���F�p�
�a�a½i���S�F�a���a�W���&����� �Y���f�a�i�¿���D�$� �5�m�a�i�|�����y���������$�¿���m���i�¿�i� �����©���%������������¥ �$�����£��� �

m
� �

�����a�p�Y���Y���,���������r�&�
V t

�p��� ���F�F�y�F��� �����a�i�a�p������� �5�m�a���i� �z�������Y�?� ��� �c���y����� �������������i�¿�i� �
�p��������� �y� 
 �-� �c���a���������'¤����0���&����� �W 

mdV t = −ζV t dt+D dBt,
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���
Bt

���i�p�������I��� �¿���m���i�¿�i� �:���p� 6������F� �p�y�����c���p�
d
¹!�m���¿�i���p�������m�i�@�z�F�

D
��� �c���a�¾¹

�¿½F�a�a���p�w���������p� � ���$�@� ���R���i�m���m�F�y�F�a�¿�����F�-�
¤�� �a�����m�y�����R�F�p����� ���p���F�i�p�a�����
� ·©�a���|�y�i����¹
°tº����F� �S�i�£¢  

V t = V 0 exp

(
− ζ

m
t

)
+
D

m

∫ t

0

exp

(
− ζ

m
(t− s)

)
dBs,

���
V 0

���F�a�������W���#�����a�i�a�p�J����� �y������� � ���W�@� �����a�m���_���a�©�������i�S�i�m�c��� �y�©�m�
Bt

��¤��W�m�a���i�i�p�a���
V t

�i�|�t�������O���B���a���i�F�a�p���.�������a�p���F�I���O�¿� ���i�m���

E(V t) = E(V 0) exp

(
− ζ

m
t

)
,

�&�f�m�#�����a�a���F�©���O�����a�������i�k¹!�F� �����p� ���m�i�
E ((V t − E(V t)) ⊗ (V t − E(V t)))

= E ((V 0 − E(V 0)) ⊗ (V 0 − E(V 0))) exp

(
−2ζ

m
t

)

+
D2

2ζm

(
1 − exp

(
−2ζ

m
t

)) À!�
.

·©�I���p�����S���a� � ���O���'1��������J�&�£��� �������a�F�_���-�c�F�����B��� �¾�a�y�F���B�������=� �i� � ���O���J�m�a���i�i�p�a���
V t

�a�������|�£���a�������������p���m�F�%� ���������S���p�  




E(V t) = E(V 0) = 0,

E (V t ⊗ V t) = E (V 0 ⊗ V 0) =
D2

2ζm

À!�
.
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2
�F�O���Q���:���������

1
��¤�� ���i�&�y�F���

R
�m�������Q�����_���p���a����� �m�

�F�i� �y�p�'���O�����a�p�O��� � B �EDFD��HGIG �

¥ � �m�y�������a��� �J���Q�m�a���m�i���S� �
� �-� �����c���|�y���a�������m�¿�?� �F���i�L�������X��� �y����� � �����@� �i���F�"�����Q�i�����F�a��� ���
�¿� ���i�m��� 1

2
mE(||V t||2)

�m�����BK&�y�p�#��� ����� � d
2
kT

�
� ���I��� �a�F� ���a�����$���#¼t�i�a�m�p�p¹!¥ �����|�y�i���  

D =
√

2kTζ.
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� ��� � B �EDFD��HGIG �c���m�D�����£ºc���¿�����f��� �y�i�p�a�

(m´��
u(t,x)


 ���Q�y���m�_�F�����2� ���
t
���i�p�����������W�����a���������«���Y�a�i�¿��� �F�

x
� �f�����p� ���m���D�$� �F�a�c���F���<�

¨f��´B���i��´�& ���a�i�F�����a�F�i�i�m�i�¿���F� �f�F���M� ���F�i�©��� � �p���m�y�#� �+& ���p�i�O�c���m�f���J�a�i�p�a���|� � � ���#�������
�����y�����%���i�m�i�a��� ���i�¿�i� �

F (X)

 � & � 
 �5� �m� �<� 
 �5� � � �J��� 
 ��� ��� ��� �L·©�v�m���y�

X i
t

���¿���i�F�a�i���
�S���a� �y���������Q� �:�m�������

i


i = 1

���
2
�W���Q�p���p�a��� ���

X = X2 − X1

 � & �$(*�����p�$�5� � � ��·©�

��� �a�a������� ���-� �����i�¿�i� �
R = 1

2

(
X1 + X2

) � � �S���a� �y�����$���B�i�i� �a�a�O���O� ���a�a�O��� � B �EDFD��HGIG �
·©�I� 
 ��& �c�?� ���������y�����$���#¤����0���&����� 
 �5� ��� ���t 




md

(
dX1

t

dt

)
= −ζ

(
dX1

t

dt
− u(t,X1

t )

)
dt+ F (X t) dt+

√
2kTζ dB1

t ,

m d

(
dX2

t

dt

)
= −ζ

(
dX2

t

dt
− u(t,X2

t )

)
dt− F (X t) dt+

√
2kTζ dB2

t ,
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t
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d
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ζ

�a�i��� ���i�a�
0
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m
ζ
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 �5� � � �<�������5�m�a���F� ���m������ 




dX t =
(
u(t,X2

t ) − u(t,X1
t )
)
dt− 2

ζ
F (X t) dt+ 2

√
kT

ζ
dW 1

t ,

dRt =
1

2

(
u(t,X1

t ) + u(t,X2
t )
)
dt+

√
kT

ζ
dW 2

t ,
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W 1

t = 1√
2

(
B2

t − B1
t

) �F�
W 2

t = 1√
2

(
B1

t + B2
t

) �a��� �����F��´B�����m���F���F� �a�#���a� 6������i���
d
¹ �����¿�i���p�����m���i���Y�����m�i�S�i���c��� �a�-�
·©� & ������������� �a�i�c��� �����i�t�������p�w´m��� �¾�y�������D�p��������� �y�F�' 
� ���I� 
~�F�F�y�m�'���i�����&���i�������S�i�¿�i� �y�t������� �y�F�

u(t,X i
t) ' u(t,Rt) + ∇u(t,Rt)(X

i
t − Rt)�S�����

i = 1, 2
���i�F�p�y�f�������p�w´m��� �¾�y����� �F�y��� ���p�m�p�y�)(c�i���c���«��� & ����� ���m�f���J�y���������������S��¹

� ����½F�a�W�F�p���S�F�a���a�W�c�����y���m�_���|������´ �����p� ���a�������r�p�c���y�������F�D���W� �#��� �y�i�p�a�©�m�$�a��� ����� �-�
� ���7�p�������p���¿�Q�������p�����J�������O�@� �-� �c���a�������p���

Rt



W 2

t = 0
�<�X�i�&�a�y�¿���m���a�w´��������y�����

�&�£��� �r�p���p�a��(c�F�'�c���f��� & ������� �������#�a�i�a�¿� 1
2

(
u(t,X1

t ) + u(t,X2
t )
)
dt

�i�|�©���O�£���������
9!� ���i�a���a�i������� ���<;J�c�����a�����S���p���Q���m�#�����p� ���a����� √kT

ζ
dW 2

t

9!�����i�a���a�i������� ���<; �
·©�B���m�y���i� �f�������p� 
 �F�I�m���£��� �

W = W 1 �W 




dX t = ∇u(t,Rt)X t dt−
2

ζ
F (X t) dt+ 2

√
kT

ζ
dW t,

dRt = u(t,Rt) dt.
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 � ���i���J& ���a�����y�����
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 � ���_���a���a����� ���m���y�������Q�m�v�_��������½F�a��� �L·©�R�������
������� � ���¿���F�'���p���F�i�p�a���

X t


 �F�'�������¿���F�'�¿���m���i�¿�i� �y�%���a� 6������i���
W t

�©�a��� ���c���y�m�a�i�¶¹
���i�¿�i� �O�����m�&´��i�O�c���J���i�©�a�y� �p�F�F�y�����a�F�J���i�O�c���p�y���i�����i� 
 �����p�����J�c���J�&´��i�¿�����Q�����

R0

� �X���
�¿�����m���c�����D���#�¿�i�p���a�f��� ���f�£ºc�������m�f���F�F�a�i���

u(t,x)
�i�|�Y�p�$@¿�y���¿���F� �Y�a�����������i�r�S�����

�S���m������� KF�a�a�B��� �y�����a���D���f��� ��� �y�p���m���������m�®���F�a�i�p���m�a����� �i�m���i�p���F�����B���§���F�F�a�i���:�S���m�|¹
�¾¹ �_���m� �

X t(x)
�a�F���a�F�a�F� �y��� �$� ���F���J& ���p� ���a�����49 �!���_�<;B�
� �m�§�S�������¿½i�a���p���y�m�I���§�S����� �

x
� �@� �����|�£��� �

t
�z��� �5�m�a���i� �Q�?� ��� �c���y����� ����´ ���F�a�����i�F�¿�����p�a���i�����F�'�|�y���£ºc���p�a��� ��� 
 ¥r­ ¡ ����p��������� �y�O�p���

X t(x)
 

dX t(x) + u(t,x).∇X t(x) dt = ∇u(t,x)X t(x) dt− 2

ζ
F (X t(x)) dt+ 2

√
kT

ζ
dW t.
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F
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F = F Hook

�X� & � 
 �5� �m� � � �X�p�����©���
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π′(l)

l
√

bkT
H

�����	� �5� � � ¬ �F���a�F�a�i� �y���y�����§���B� � & ���p�i���i� & �����F�a����� ���B� �������0�����F�����_���m�¿����������½i���
º�����¢��i�i� 
 �F�B�a�y��� �������F��� �«�F�t�_���������©�¿���m½i���Oµz¥«¼f¥ 
 �F�B�a�y��� ���S����� �y��������� �

�¿���m½i����µz¥«¼f¥ �y�F�c��� �¿�i���¿�m�a�B�m�B�?� �k´��y�i�m�a���m����� �y� (c���������F���S��� ���¿½i�p�i� 

F = F FENE

�
� & � 
 �5� ��� � � �

­W�Y��������½i�a�8���F���i�a������������& ���p�i�
F (X)

���i�p�����D�y��� �p�����a�
�
� ���Q�_���y�i� �a���i���i��� ���&´��
Π(X)� �����S�i�m�t�-� �i�F�a���a�O�a���m�t���>& ���a�¿�

Π(X) = π(||X||) 
 �_���a�i� �y���i���a����� ��� � ��¨W�����a�?�

F (X) = π′(||X||) X

||X|| .
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πHook(l) = H
l2

2

�

� ���J�_���y�i� �a���i��µz¥«¼f¥ 
 � & � 
 ��� ��� ���W 
πFENE(l) = −bkT

2
ln

(
1 − l2

bkT/H

) �
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 �5� � � �������Q���Q�S���y�F��¹
�a���i���y�i����� ���i���¿�m�y�z���i��� 
_�F�a����� ���������¿� �&´��i��� 
 ��& ��� � ��� ���
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πev(l) = H(1 − ν)l1/(1−ν)�w���F�©�!������� ���F���F� �
ν = 0.6
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	�� �$<������������ ��� ��� � B�� ������� � ��	 B �3> B �
Π
� 	�� � B � �!
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α
� ��	�� � ��� � 
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π
� 	�� � B � � 
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	�� ��	�� � ��� �

� ����� � �
α
� ��	�� � ��� � 
 � �HGIG �6> B �

π′(0) ≥ 0
�

� �



� ���>���>��� �����$2 ��#%�6��
������������ ���!�",.��(1�6��# ��� ($
���# �+,.�*�
/1�3�%� 
��)(�#%�

���>��� � � 
 �  
 ��� � ) � � �  �
 7.� � 7  $ 5 �:9 �8� � * � ��� 
�� � � ��7�� ��"  �
 ����* � 
 ��� �

·©�¿�m���a�S���p��� ����� �y�i����� � �
� �����¿����½i���D���F�i�a� ����� �r�@� �F�������m�a����� �$� ���¿�S�������¿½i�a�D�c����� ���
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u(t,x)
�m� �a��� ����� �W����������� ¡ ���m�W�S���m�������#& �i�a�¿�i�f���#�p���p�a½i�¿���_���A& ���m�

�i�����F�����F��� � �i��� �a�a�����m�y�����
τ p

�m�i�t�_��� ����½F�a�i�������a�i���p�i���t���F�f�k´��a�y�¾¹ �i��� �a�y����� �a�i�
τ
�

� � � ���������
	���� � B � ����� � B � � ��� ��	���� � ��� ��� ���
τ p

�
¥ � �m�a�������y��� � ���B& ����� � ���f���Y�y�F���a�F���D�m�i�D�F��� �y�a����� �y�F�«�a�i�|�y�t�i��� �y�p�f�m�����F�F�a�i�����������y�����p�

n
�������m�®� � & ���a�F��� ���f�-� �&´��i�p�i� �a�����@� �i���i�¿�i� � �m� �a���H& ���i�®���®�����a�������

n
����� ����� �a�a�

� ���
τ p

��� �k´m�m�a���¿���m� � ��& ��Ei���®�a��� ����� �a� �i� & �����F�a�����I���
X t
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τ p(t) = np

(
E(X t ⊗ F (X t)) − kT

À!� )
,


 �5� � � �
��� ⊗ ���F�a�����������$���p�����m���Q�y�F���a���a���F���F�

np
� � �i�����i�F� �a�y���a����� �i� �£ºc��²����i�����B�_��������½F�a���

ªD�&�a�y�¿�&´����p�i�p�a�����R�i�|�#�5�m�y�F� �����F�7�F�i�p������� � � ������� & ���a�F�����m� �-� �&´��i�p�i� �p���O�@� �i���i�¿�i� �J���
�p���L& ���F�����������p� �����

n
�i�|�r�-� ����������´>& ���a�F�i� �F��� �����i�i� �m�i� �a�F�a�p���p�a�«�m�i� � B �EDFD��HGIG � �F�����S�i�

�c���©�@� �i���i�¿�i� �©�����a���H& ���i����¤�� & ���a� �m��� 
 �5� ��� ���-� �����S�i����� � ��& ���a�������'����/J�y���¿�i�p�-�~¼f���a�i�
� ���$�F�F�a�a�:& ���a�������¿�i�|�Q�y�i����� ���m�

τ p

�i�p���m�v�y�i�m�a�i�m�Q�p�����&�y�p��� �����z�
� �����a½F� �@� �&´����p�i�a�p�����
���F���i�a�����O���O���>& ���a�F� 
 �5� � � � �
	 � � *,� = � � 
 � 	 B � � � � � 	���� ����� � � � �?> B < � � � < ����� � ������� ��� G � � ��� � �<D G � � � ��	 ��� � �
	��
� �%����	 � ��	�� �?> B �

x
� ����� � � ��� � 
 
�� ��� �����HGIG ��� ��� ����� � 	 B ��� ����� ��� � B � � � ����� G � � ��� G ����� �����

���
��� � � ��� � 
 

τ p
� < ����� � � �EG � � � ��� ����� 	�� ����
 � �EG � �������!
 ��� 	�� > B �

X t
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τ p
� < ����� � � � G � ��	 ��� � �
	��

x
	 ��� B ��<�� � G
� � ����� �����

t
����� G � ��	 G���� 	���� � ���	�� 
 	�� � ��� �
	�� � � �������

X t(x)
�

¡ �����m�#�i�����F�����$� À � 
t�p������� �a�i���p�i������� �|�y�p���F�a���a�
(X t(x)⊗X t(x))

�F�i�#�m�y�������a��� � 
 �5� ��� � �
���B�5�m�a���F� �O 

d(X t(x) ⊗ X t(x)) = (dX t(x)) ⊗ X t(x) + X t(x) ⊗ (dX t(x)) +
4kT

ζ

À!�
dt

=
(
− u(t,x).∇ (X t(x) ⊗ X t(x))

+∇u(t,x)(X t(x) ⊗ X t(x)) + (X t(x) ⊗ X t(x))(∇u(t,x))T

−2

ζ
F (X t) ⊗ X t −

2

ζ
X t ⊗ F (X t) +

4kT

ζ

À!� )
dt

+2

√
kT

ζ
((X t(x) ⊗ dW t) + (dW t ⊗ X t(x))) .

·©�B�����y�
A(t,x)

� �Q��� ���i�����O�����y�F���a�F���t���O�p�y�p���F�a���a�¿ 

A(t,x) = E(X t(x) ⊗ X t(x)).
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X t

�i�|�D�a�i�$� �����m�S�����r�y�����
t ≥ 0

� ∫ t
0
X t(x)⊗ dW s

�F�p�
���m�W�����p�a���0� ����� 
 �c���«�&´��i�¿�������

X t

�i�|�Y�������a���i�F�a�p�����a�i� � ��� ∫ t
0

E(||Xs||2) ds <∞ � � ���
�5���y���F� �f�?� ��� �c���y�����$�a�m������� �y�O�a�m�

A(t,x)
 

∂tA(t,x) + u(t,x).∇A(t,x) −∇u(t,x)A(t,x) − A(t,x)(∇u(t,x))T

= −4

ζ
E(X t ⊗ F (X t)) +

4kT

ζ

À!�
.
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τ p
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�¿���¿�i� �y���
� ���a�m�a�J���F��´B���B���a���i�F�a�a�m�

X t

 
τ p(t,x) =


 �5� �3� �
−ζ

4
np
(
∂tA(t,x) + u(t,x).∇A(t,x) −∇u(t,x)A(t,x) − A(t,x)(∇u(t,x))T

)
.

¨f�m�y�p�i�¿�i� � ��� � �
τ p

�F�p�z���a���S���|�y���������i�F��� �����F�a�����i���a���5¹!�i��� ���i�&�y�i���m�
A
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�c�����������F�

τ p = 0
� �@� �-� �����������p� 
 �����D� �c��� �a���y�J�F�p����� �y�

9 ���?� ��� �����������p� ;.� �c�����I��� �i�p�t�����p�������y�����$���I�m�a�5����½i�¿�©�p�y���y�������c�����a�©� ���i�
u = 0

�<�
	 � � *,� = � � � 
 � � � �%��� � �

A
> B � � 	���� �8G � ��	 � ����� � � B � ��� � < � � G
� ��� � �������>D��IG � � < � B

� B �EDFD��HGIG ����� B � � � � 
 	�� � ��� �
	�� � � ��	�� � ����� � ��� � � ��� �?> B ��� ��� �IG ��� � ��� � � ��� ��	 � ����� ��	 B �
����� B ����� G � � ���IGIG � ��	 � ����� � � ��� ��	 G���� 	������ � ����� G � @ B � � � � ��
 � �����
	 � ��� � 
�� A ����� G �
� ��� � B � B �EDFD��HGIG ��	 	�� <�����
 �:G
� < > B �IG �>D�����
 	�� � 	�� � 
 �%���IG ��������� > B � G � � �%��� � � � ����� <�� � �
tr(A)

� � B � √dkT
H

� � 	�� � � ��� ��� B � �8G
� ��� � ���������
	�� � �
H = 3kT

(N−1)a2

� ��
 � ����� ����> B � � 
 

	�� 	 D�� �
����� � 	���� G � � � G � B � � B � � ����� � � � G � �
���IGIG � ��	 � ����� � � B ��	 G���� 	���� ��� � � ���������
	��
d = 3

�
a
√
N − 1

�
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�¿���F�a��¹ � ���F�a�7���i�F�a������� ���?� �&�������m�y�����§�
� ��� 1c������� �S�������¿�i�a��� �����D¥r� �p�-���p�����c��� � 
 �5����� �

 �5� ��� � 
 �5� � � � 
 �5��� � � � 
 �5� ��� � � 
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



ρ (∂tu(t,x) + u(t,x).∇u(t,x)) − ηs∆u(t,x) + ∇p(t,x)
= div (τ p(t,x)) + f(t,x),

div (u(t,x)) = 0,

τ p(t,x) = np

(
E(X t(x) ⊗ F (X t(x))) − kT

À!� )
,

dX t(x) + u(t,x).∇X t(x) dt

= ∇u(t,x)X t(x) dt− 2

ζ
F (X t(x)) dt+ 2

√
kT

ζ
dW t.
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U
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L
�
¤��

�a�i�¿���'�F�p� �������p�O���������F���a�����������c���
L/U

�&�
X t

�c���
L
� ¡ ���'���������F���a���X���7��� �y�p�����m���J���

�a�i�¿���©�w���y���&�y�i�p���|�y��� �������Q�a�F� �¾´m���a�����I���i�©�S��� ���¿½i�p�i�
λ

 � ���z�a�Q�¿�i�a�m�a� �F���a�i�F���������©�F�

���Q�����a�i���a���a�J�����'�����_��������½F�a�
ηp
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λ =
ζ

4H
,
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ηp = npkTλ.
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H
�i�p�I�����������i���F�y�����i�¿�i� �B� �

���F�a� ���i���p�i�F������� ���U�S���y�F� �y���F�
π

�F�
0
�Y·J�U�m���y�

η = ηs + ηp
��� �����p�i���p���y�I�y���y�����I�F�

���R���������F���a���������
τ p

�F�
p
�����

ηU/L
�L·©�7�������¿�i�m�a���������

f
�c���

ηU/L2
�L·©�R��� �a�a������� �

������� �a�i�c��� �����i�������+�m�a�i�t���m���¿�i���p�������m�i���D�a��� ����� �a�J 




Re =
ρUL

η
, ε =

ηp
η
,

We =
λU

L
, µ =

L2H

kT
.
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�£º������a���
L
�&� � �W�y���������«�w���a���F�a�i�a���p�a��� ���Y���F�r�_��� ����½F�a�i� √kT

H


 ��& ���a�i�����L���m� � � � ¤��Y�|���p�y½F���

 �5� � � �«�p�©�a�F�i�i�p���Y�������p�-� �i�$�p���a����������� �D���i�������p� ���m���i�����������F���a���������F�i�����&�Y�i�$�����&�a�£��� �����F�
���i�����i�S�i�m�c�����F�i�W�F�B�a�i�¿�����F�t�F�I�F�a�c���F�� 





Re
(
∂tu + u.∇u

)
− (1 − ε)∆u + ∇p = div (τ p) + f ,

div (u) = 0,

τ p =
ε

We

(
µE(X ⊗ F (X)) − À!� )

,

dX + u.∇X dt = ∇uX dt− 1

2We
F (X) dt+

1√
Weµ

dW t.
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���'���F�L���_�F�y���a�i���p�L�p���a�������m�i�������m��� ���i� � � �
� �����L�������a�p�i� �L�a���L���F�L�����p� �������i�����m���¿�i���p�������m�i�i���
W t =

√
U/LW tL/U

�i�p�
���'���������i�¿�i� �N���a� 6������i�#�F�
� � & ���p�i���������¿�i�m�a���������i�
F

����(������
�c���# 

F (X) =
F (LX)

HL

� �
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���_�������_���y�i� �a���i�
Π(X) = π(||X||) �c�w���F�� 

π(l) =
π(Ll)

HL2
.
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���#�a� & �i�p�i���F��� �������a�F���

µ = 1,��� �F�p�p¹ �¾¹!�m���a�.� �
� �����£º������a���D�_�����������0���m�i�����w���a���F�a�i�a���p�a��� ���t���$�p���p�a½i�¿�
L
� �O�£�����������i���y���&¹

�a�i�a���p�a��� ���J���F���_��� ����½F�a�i� √kT
H

���F�Y�����a�J�������i�©�m�i�a���a�������Y�����������W�w�����p�J���i�����������y�������
���m���¿�i���p�������m�i�i� 
 �5� ��� � ��¥ �0���¿�F�a�y��� �B���i�p���a�������$�&�B�_���m�$����������� �F� ���|�y�����F� �c���a�p�i�
�p���a�������c��� �W���F�W�����a���������F�©���m���¿�i���p�������m�i�i���~�������p�5����½F���%� ��� �����m�J��� �y�F�a�i�p�a�Q�F�p�O�����m�>(m¹
�c�����i�¿�i� �O 


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

Re (∂tu + u.∇u) − (1 − ε)∆u + ∇p = div (τ p) + f ,
div (u) = 0,

τ p =
ε

We

(
E(X ⊗ F (X)) − À!� )

,

dX + u.∇X dt = ∇uX dt− 1

2We
F (X) dt+

1√
We

dW t.
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F (X) = X

�c���������®�i��� �m�i� � B �EDFD��HGIG � º�����¢��F�i��� �F�
F (X) =

�
1−|| � ||2/b

�c���������J�i�������i�
� B �EDFD��HGIG � µz¥«¼f¥B�
	 � � *,� = � � ? A ����� G ����G B ����� � � ��� � B D G ��� ��� �
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 ��� ��� ����D���� � ����� ��� ��� � ��� ��� 
 � B � 	��ED���� � � � ��� � 	 G � � ����� ��� � ��� ��� 
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ε
� �&G
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b
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 � � ����� �
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τ p

�S�����
���F�f�£º������m�t�m�O��� �y�i�p�a�#�������m�i���F�tº����¿�5��½F���i����� �F�p�p¹ �¾¹!�m���a�J�m�#���>& ���a�¿�Q 

u(t,x) = κ(t)x,

���
κ(t)

�i�p�O�m����� ���a�a���i���m�Q�����¿�i���p�����
d × d

��� �a�y���F�Q���m�������X¼t���y�F�'� �����c�����J�F�Q�w�����
∇u = κ(t)

��� �m�i�S�i���0�c�����m��� �R�S���a� �y�����
x

�F� � �����?� ��� �_�F�m�������m���£º��i�p�£º��i�����F�
�p�����m�a�����m�t�m� 
 ��� �����B� ���L���'���i�S�i���m�i� �J�c���t���'� � �����a���������O�
� �i�p�c���F�

x
�_ªD�i�i�
�_�F�a�¿�F�t�i�

�c���p�y���i�������F�#�$� �F�����¿���m�i�©���¿�a�i�a�¿�
u.∇ �c����� 
 �5� �m� � ���&� �i��������� ��������� 
 � � � 
 ��� ��� ���D�I���

�a�i���p�i���
���i�
�i��� �y�a����� �a�i�
τ p

���m���i�S�i������� �z���
x
�¾­©�����L� ���¿�i�p���a�«���������&´����p�y�«�����«���p�i�a�p�����

p
�&�J�����+& ���p�i�Q�k´��a�i�p���i�m�a�

f
�a�i�����>� ���

(u(t,x), p(t,x))
�i�|�O�a�����m�y����� ���F�J�-� �c���a�����m�©���

� �
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¼f� �����i�|¹5���y��¢��i� 
 ���F�f�m�i��´I���p�i�¿��½i�p�i�t�-� �c���a�����m�f��� 
 �5� ��� ���w���F�
div (τ p) = 0

�<� ���J�y�p�������F�
(u, p, τ p)

�F�����p�a���a��� �m���i�7�������a�����m�y����� ���v�p���|�y½i�¿� 
 �5� ��� �W�y�������F� �a���F�'���m���"� ���
τ p

���
���F�_�F��� �c���©�m� �@� �i�p�c���i���X¤�� ���p�5����½i�¿���i�|�J�����m� �c�����W�i� �i���©�c���|�y���i�����i�¿�i� �f���i�F���������� 
��� �£ºc���¿� ������� �y�i�p�a�Q���J1c���'�a���

X
�F�J�m����� �p���

τ p

�~�������
τ p

�
� ��� �y�F�p�����F� �J�c���©�������©���i�
���������y�������J�a�m�#��� �i���������

(u, p)
�X¤L���¿�i�p���a�Q�m�i�O�i��� �a�y����� �a�i�J�c�����J���Q�y�F���©�F�i�������i�¿�i� �y�

�S�i�p���&�Q�������a�#�������������i�'���i���w���a���F�a�i�a���p�a��� ���i����� 1c������� �&� �������i�p��(c�F�����B�������������a�����i�
�������Y�m�#�F���¿�_���|�y�F���F� ���m�#��������½i�p�J�a���¿����� 
 � & ��� �Q�a�F�F�a����� �5� �5� �5� ��� �
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·©�§�¿��� �y�p�i�a� ��������� ���a�m���y� 
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 �����®�����a�i���a���a� ��� �F���a���������i�¿�i� �¿���m���i�S�i������� �y� ���
�y����´R���$�i���y���������F���F� � �X���m�$�a�i�F�������$�m� 
_�i�a�F���i� ���i�Q�F��� �y�y����� �y�F� �����p� �����i�#� ������� �F� ���i�
�����p�i���p���a�i�O�i�����0� ���a�����m���i�����i�.� ��� �S�i�m���i� ���k´��������p�i�O�S�����J���F�O�y����´ �F�����J� ���y���������F����(c�������
� & �«�p�i�&�y����� �5� �5� �M����� �r¥ �§��� �a�a���������y��� �������I�&´��y�F���a�����������a�$� �¾´���� ����� �S�����¿��� � B �EDFD��HGIG �
��� �¿����½F���¿µ ¥r¼W¥��S�i�a�¿�F�'�����F���a�p�����F�'�F�i� �m�a�5����½i�¿�i�#�F�Q�$� �5���y�i�m���#��� �i���¿�S���p�a�i�¿�i� �
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� �i�F�������F���F� �y�Wºm��������½i���F�f�p���¿�����F�

 �i�B�c���p�a���F�������i�Y��� ���a���m�a���&�y�J��� ����� ��� � � � � ����� ��� � & � � ��� ���
� � � ¹ � � �<�

 � � ��� � � B ��<���	 B G ��������� ��� �����IGIG�< � <��$<�� � G �

­©������� � �a��� �y���«�m�����¿�i�����p�����F�a�F�a�����¿�y�p½i� �p���m���i� �$�����i��� �
� ��� �i�i�������F���F� � �i���y���������

 ��& � (*�����a���5� � �'�F� �����¿�i���p�����

d = 2
� ­©�����Q��� �i�F�������F���F� �Q�i���y��������������� �a���m�_���p� ���m�

���B�����a�i�a�p� ��� �F�i�a� � �p����� ��� & ���p���
u(t,x) = (u(t, y), 0)

�&�+� ��� �a���m�a�i�����i�=� �c��� �y� �y�i�'���
���F�_�F�����F� � � �������

y

 �?� �F�i�������i�¿�i� �Q�F���a��������� �p���¿����� ��� �y�p�����m���Q�c������� � �a�F�F�a����� �5� �5� �5� �

�F���a�p�i�a�S����� ���®�i���
u(t, y) = γ̇(t)y

� �S·©�®�m���y�
τ(t, y)

���¿�F���¿�_���a��� �y�
(x, y)

���B�y�i�m�a�i�m�
τ p

�F�
f(t, y)

� �����p�i�¿��½F�a�©�F�����S���a��� �y�©���J���%& ���p�i�©�k´��a�i�p���i�m�a�
f(t,x)

� ·©�$����� �a�a�J�������a�
& ���F�����i�¿�i� �B� ���#���J�p���|�y½i�¿� 
 �5� ��� ���p�'�p���¿�����)(c�W�F�7 
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Re ∂tu(t, y) − (1 − ε)∂y,yu(t, y) = ∂yτ(t, y) + f(t, y),

τ(t, y) =
ε

We
E

(
Xt(y)FY (X t(y))

)
,

dXt(y) = ∂yu(t, y)Yt(y) dt−
1

2We
FX(X t(y)) dt+

1√
We

dVt,

dYt(y) = − 1

2We
FY (X t(y)) dt+

1√
We

dWt,
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���������O�����a�
(Xt(y), Yt(y))

���i�r�F�����S���a��� �y�i����� �m�a���i�i�p�a���
X t(y)

�
(Vt,Wt)

���i�r�i���¿�S��¹
�a��� �y�i����� �¿���m���i�¿�i� �8���a� 6������i�

W t

�&�
(FX(X), FY (X))

���F�«�F���¿�_���a��� �y�F�����t� �'& ���p�i�
F (X)

�S·©�I�a�����S�i�����D� ���'�$� ���m�a½i�t�@� �&´����p�i�p�a���������F���i�a����� 
 ��� � ���D���
F
�c���©�y�F���a�F���

τ p
�F�p�

�|���¿�F�a�a�����m�'�&�����������c���®�����m�a�a�
τ(t, y) =

ε

We
E

(
Yt(y)FX(X t(y))

)
.
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�p�i�����������r�_���m�����i�"� ���F���

f 6= 0
�F�
u

�i�p�����m�f�p�������F�������a����� 
 �_�F���a�F� �R���§�i�i�������F���F� �
� �
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�p���������p�i�p�a����� �c��������� �a�m� ��� � ���F���@� �i�i�������F���F� ����� ªD�����F�p�y���D�S�����¿���-� ���F�
f = 0

�F�
u(t, y = 0) = 0

�
u(t, y = L) = V
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u
��� �y�F�p�����F� �W�c�����W���i�©¥r­J�

�p���
(X, Y )

�F�
(X, Y )
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� ���S���a�U�&�y� ���F���i�������S�i���c�����$��� ���m���m���i���Q¹

���p�i���m�a� ���m�i�������i�|�I�?� ���J1c���F���i���m�i���_��������½F�a�F�$�a������� �a�i���p�i���B���F�B�F��� �y�a����� �y�F���F�����
�F�����p�a�a�����a�����F�¿�¿����½i���i�Q�����i�p���a�F������� ���F���a���

τ p
  �i� �y�y�w��������� ��� �'�c���m�¿�m� �£ºc����� ���

�����a�i�p�a��º������5��½i�����L���R�£º��F�a�£º�� �B�i���¿���p�i�����p� ���i�#��� �y�F�y���&�y�������'�F� �y�a�����¿�a��� ����� �'�&� ���i�
�S�������¿½i�p�i�-�z�F���@� ���M1c���i�m�i� � �
� ��� �����i�Q�S��� ���¿½i�p�i� �p���Q����� � �c��� �a���y�$�����F�a���p�i������� �����
���
�a�i���p�i���#���i�J�F��� �y�a����� �y�F�-��¤I� �����F�Q�
� ���y�������p�i�W�m���a�F�F�a�i�¿�i� �O�i�F�#�¿����½i���i�©�S�����©�p��� �m���i�W���i�
�F�i�������i�¿�i� �y�f�i���¿�����&´��i�t�i�|�W���F� ��� �i�m�a��� �y� 
 ��& � ���¿�¿�F�aº����m� ª�·J¼W¼fµ µ ¥«����À!¦ � ���M� � ��� �<�
­©�����f�F�O�w�����c���I�p�i�p���m�t�������O�����a�F�F�y�F���F� � 
 �5� ��� � �

¤��i� �w����� �£�����i� ���Y�F�F�p�y�������m�a���£º��������i�p��¹!�����i�p���c��� �a�����S���p� �©�����������m�a���£º��Y�����i�p��¹
�p�i������� �����������f�y�y�������a�������m�i����� ���m� �i���m�a���|�y���$�i���������F�©���F�©�-� �c�¾�y�������J�a���J���������a�i�a�p���w���i�
���m�'���������y������� ���F�a���p�i���m��� ���J�a�m�

τ p

�a��� �t���F���a��� ����� �a�J 
� �F�i�#������½F���i�J�p�i�+�m���i� �'95�m�����J� ���a� ;¿�w���J�����J�a�F�_���a�i� �'�a���O���m���������a���£º��¿�i�����F�a��� ���
�m��� �f���I�F�����c��²�� � � � �
	�� � ���i��������� �y�i�«�F�t���i��º ���S���aº�½i�p�i�-�

� ���i� �F�����|�£��� �y�F�r��� �y�p�����m���y�F�z�c����� �i�F� ������½i���i� 

H
�
b
�
k
�
T
�
ζ
�L��� � ���m���a��������(c�i���y�����

�mº ���p��� ���#�i� �����a�f�F�t�S�i�m���i� ��KF�y�p�O�i�p�a���¿�i�F�#�������p�a���D�m�i�����a�����a���F�y�F�����i���S�������¿½i�p�i�
�&�t���I�p��������� �-�

� �F�i���¿����½F���F�X�_�F�a�¿�F�p�y�i� ���
� �&´��������a�F�G95� ���¿�i�p��� ���i�¿�i� �H; ���i���y�����_���p�y���F� �y�a� �F���¿�_���5¹
�a�i�¿�i� �©�����F�a���p�i������� ���'�&�©�i���y���&�y�F�a���|�y�����m�i�W�¿���F�a���p�i���m��� ���i�t���F�©�����i�p���p�a�a���&�y���p�i�
�&�t���m���a�F� �f�c�����F�����p�-� ���i� �W���O�����m���w����´B�£º������m�t�m�#�¿�����i�����y�¾�y�������_���a�a�������F�-�

� ���m�p�i�+����� � �����c���m� ���i�r�i�F�������i�¿�i� �y� �F�����m���&´��F�-�����i� �¿�F�aº������i� � ���¿�i�p��� ���i�I�����y���i�
�B�c���|�y���#���F���¿����½F���F�#�¿���F�a��¹ � ���i�a���p�����F� �'�������'�p�5�����|�y�F�+� ��� �F�i�����i�#�i���m�p�y�p�����a�i�
�S�������p�i�a�������a�O���F�f�¿����½i���i�Y�����i�p���a�F���������m�i� 
 � & � � �w� � ���
� � �Q�S���������J�w�����i���X�$� ���
�F�i���m���i�¿�i� �����m�a����� �$� ��� �F�����������p�$�c���Q�k´m�F���m���$��� �¶��� ���
�D�����®�F� � � � ���S���������
�i�����F�����
� ���B�i�i�������F���F� ���p���t�����O�i��� �a�y���&�y�����B��  � � �

¤I� �����i��� ���i�����i� �����a�����i���c���t�����@� �����m�a���£º��������i�p��¹!�����i�p�7�F�p� � �
� �i����� �p�i�p�a� �&´��y�LKi�¿�&¹
�¿�i� �#�i� ���y�i�m�a�¿�c���O�y���m�_���|�=�$�������������p���£º��������i�p���a�F���������m�����������"� �
� �i�����Q���F�i�i�p�a� �y�¿� �
�p�i�a�����m�a�����$�
� �����O���������y��������� 
_�i�p�i� �y���i�����W�|�y���£ºc���p�a��� ���O�S�������£ºc��� ���#�S���a� �y�����

x

 �����p�����

�S�������£ºc��� ���©�S����� �����D!O�����p�D��� � �������������Y�S�����������W�m���a�F�a�&�y���a���y�����¿�c���D�F���F���F� �a�2(c�m��� �<�
�©���F�����>���m�¿�p�����O�������&�yº������ �m�¿�p�i�p�����m�a�������m�Q�i�F�p�y�¿¥r­J� 
 �a�£ºm�i���B�
� ¥ �����F�J�a���O�?� ¥r­J�
���$�p�i�p�����m�a���������©�?� ���������y����� ���©µ ��¢�¢��i�5¹ ¡ � ���m�£¢ ���p�a���i���i������& ���a�F�F�y�������5� �5� �0� ��� � ���f������½i���
���F�i�F�a�a� �y�������������Q�i�����F��� �����������O����������� �y���a�i� 
 ���F�J�����a� �������F�J�����i�a���a�i������� ���F�J��� �'�&�y�
��� �a�a������� �y�i���,� �
� �m�R�¿����½F���Q�����i�p���a�F���������m�����i��� ���«�����i�O�i�����a�����m�i���F�i�Q�i� �y�F�a�¿�i�O���
�F� �m�����J�i�����F���~�&�����J�p�a���£¢¾�����J�F�����F�������a����À!� & ���m���F�i�S�i���c��� �t�p�i�����"� ���F�B���m�J���i��¥r­J�
�p��� � ���m���&´��i�F���c���#���i�J�y�a� �p�i�&�y�����a�F�-���F�%� �
� ���R�S�i�m�-�L�S�����O���7�£ºc���¿�R���������a�i�a�p���m�������
�p���J������� �a�i�p���������O�����a�i�¿���

[tn, tn+1]
�_���i�©�p�i�a�������a�Q�p�i�c���a�i�¿�i� �Q _� �¿�c���y�������F�����y���a�����$���

� �



� ���>���>��� �����$2 ��#%�6��
������������ ���!�",.��(1�6��# ��� ($
���# �+,.�*�
/1�3�%� 
��)(�#%�

1
2

3

N

X

X
X

1

2
n

�����	� �5� � � � ³I�����i�����a���y����� �����S�������¿½i�p�W�c���D�����O�£ºc��²����©���
N
�m�������i���F�

n = N − 1
�p�i�5¹

�p���p�a�-��¤��i�r���i�&�y�F���a�
X i

�-� �����S�i�����i� �«���F� ���i�&�y�F���a���i�����m�i�F�a�i���p�-�m¤����¿���m½i�����m�i� � B �EDFD��HGIG �
�F���a�p�i�a�S�����®�����w���

N = 2
�

�p�£º��i���v� �����F�a�����m�I�F�p�$�����¿�i�������y� � ¨��F�a���i�����i�¿�i� �-�«�?� �������a���£º��B�����i�p��¹!�����i�p� �i�p� �����
�����p�a�f�����������i���c�������i�D�����S���y���a�����p�i�r���i�����F�������m�i�«�F� � ���S�a�F�+�����W���p�����&�a�a�i���p����� �����r�
� �F�p�
�c���t�F���i���a�#�m�y�������p�i�©���������F�t�F���m�i���i���¿�¿�i�a�F� ����´��F������� ���i���c���t���i�����������|�y�a���i���

¡ �������������F���a�����@� �������p���£º��¿�¿���i�p��¹!�����F�a����� �S�i�p���&� �c���������a�i�p�������p� �y���m�y�F� ���F�'���)& ¹
(c�F�����a�i�Q�p�i���F��� �y�a�F�i�¿�c������� � �¿�����F�����y���a����� ���F��1��������F� �S�������¿�i�a��� ���i��� ¥ � �c���p�a���F�������i�-�
� Ki�¿�©�S�����Y���F��������½F���i�D�a����ºm���p�a��� ���F� 
 ��& ���a�F�F�y����� �5� �5� �M� � �<�����~�p�i�p�a�J�i� ���F���i�a���~��� @¿�i�����
���#�a�&�y�p���m���F�#������� �y���y���y� ���F���F� �����i���a�F�a��� �£���a�����i�t�&´��S�i�p���i�m�i�i���
���>��� � � � 	 *�� 
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¤�� ������½F���#���i� � B �EDFD��HGIG � ���F�i�p���J�c�����©���F�W�p�i�F�a�����m�©���a�F�i�F���i� �y�F�O�F�J�p���©����� ���i�
�������
���������m� ������� �F�����F�i� �y�p�i�«�c�����r� �f�a��� �y��� �F�p�r���¿�¿����½F���«�y�a��� ���a���p�a���F� �_����� �_���m������� �¿�����k¹
�����a�F� � �c��� �y� �£���a�����i�¿�i� � ���D�i���¿�_���p�y�F���F� � ���i� �S��� ���¿½i�p�i����¥ ���c���p�a���F�������i�-�¾���Q�5�m�a�i�|�����i�
���a���y��� ����� �����������p���F���a�L�y�i�¿���
���D�p�i� � ´��¾�y�����'�p�-�����a�a�F� � ���«�i�����S���p�a�i�¿�i� �
���i�
�_��� ����½F�a�i���
¡ �����J�a�F���F�����F�D���i�����a�5�m��½i�¿���_�����S�i�m�J��� �y�a���������a�'�����Q�£ºc��²���� 
 ��& �$(*�����a������� � �f���

N���������i�D�p�i�����i�F�D�c���
n = (N − 1)

�p�i�p�a���|�y� 
 �&�������$�����
(N − 1)

�a�����F�D�a�������m�i�D�F���¿���f�c�����
��� ������½F�����m� � � �£º���² ���Q�m��/J�y���¿�i�p�-�~� & �~�p�i�F�a����� �5� �5� �J� � � �_­©�����J��� �w���©�����i�F�J�a�F�a�a���p�y�
�p��� �f�a�����t���i�t�a�F�a�a���p�y�fº�����¢��F�i�����_���B�c���p���O���B������½F���J��� ¬ �����a���_¥ �I�a��� ����� �t���¿� Ki�¿�
���F� ���a�£º��=� ���O�_���m�����J�¿����½F���©�m�i� � B �EDFD��HGIG � 
 � & ���a�F�F�a����� �5� �5� �M��� �<�������¿��� �y�a�J���������i�
�i���.� ���O���i���-� �c�¾�y������� 
 �5� � � �D���&�����i�m���i� �' 




dX i,t = ∇u(t,Rt)X i,t dt−
1

ζ

n∑

k=1

Ai,kF (Xk,t) dt+

√
2kT

ζ
d

(
N∑

l=1

Si,lBl,t

)
,

dRt = u(t,Rt) dt. 
 �5� � � �
� 
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������
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���§�������i�&�y�F���
Xk,t

�a�F���a�F�a�F� �a���@� �F�y��� �$� �&�y���p�i�¿�i� ���m�
k
¹ ��½i�¿���a�F�a�a���p� 


1 ≤ k ≤ n
� �

���i�
(Bl,t)1≤l≤N

�p��� �
N

���������i�¿�i� �a���m�a� 6������F���
d
¹!�������F���a���������F�����������F�_�F���c��� �a�-�c�F�����i�

�����y�p���F�i�
A

�F�
S

�a��� �t����(������F�t�����O 

A =




2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 0 · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0���

0

� � � � � � � � �
0

���
0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · 0 −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2




,

S =




−1 1 0 · · · 0
0 −1 1 0 · · · 0���

0

� � � � � �
0

���
0 · · · 0 −1 1 0
0 · · · 0 −1 1



.

¡ ���t���������i�m�a�-��� �>& ���p� ����� 
 �5� ��� �D�m�����c��� �t���©�a�i���p�i���t���F�t�F��� �y�a����� �y�F�
τ p

���&�����i� �# 

τ p(t) = np

(
n∑

k=1

E(Xk,t ⊗ F (Xk,t)) − nkT
À!� )

.

 �5� �¾� �

­W�f� KF���#� �
� ��� �¿��� �y�p�i�a�'�c���m�����#�p�i�F�a�����B�5� �5� �0����� ���W����������½i������� � B �EDFD��HGIG º�����¢��i�i�
�F�p� �����m���������F� � �W�m� ������½F���r����³I�¾´ 6D�F��� 
 ��& � 
 �5� ��� ���F�z�a�F�F�y����� �����5� �M� � � �¾���'�_�F�m� �¿��� �y�p�i�
�F� ��� �������c�������a��� �

A
�&�©�F�®�m�a�������y��� �����=& ��� �#� ���

A = SST

 ��& � � � ��� �L�a�F�F�y�����®�J��� � � ���'���

�¿���m½i���W��� ¬ ���m�a�J�i�|�t�-� �����������i� ���Q����������½F���©���#³I�¾´ 6D�F������� 
~�F�a�i� �a���i�$���i���F�y�������p�J�w���i�
���F�D�y�F���m�D���f�a�i���¾´m���y�����

λi = ζ
2Hai

���
(ai)1≤i≤N−1

�m�i�a�������F� �Y���i�r�������F���a�����a�����a�F�D���f� �
�����y�p���F�

A
�

¡ ���'���������F���a���X���F�'�m�a���m�i��������´ � 
_�F�a�>� ���«� ���0� ���i� �Q���R�¿����½F���Q���F�i�p���'�c�����'���i�#�a�F�&¹
�a�������f���a�F�i�F���i� �y�F�J�a��� �J���¿�¿�����i�����y�¾�y�����B�m�i�©��� �a�i�a���F�a�������tº �����a���m���c���¿��� ���F�W�F�W���i�W��& ¹
& �&�y� ���D�������m�����&´��i���
� ·©�������S�i�����I95��� �a�i�y���F�y�������Lº ���m�a���m���c���¿��� ���i� ;Y���i� ��� �y�i�a���F�a�����m� � ���
�k´m���p�a�i� ���i� �y�p�����F�>���������i�O�
� �����$�£ºc��²���� �m�������&¹ �a�i�p�a���|�#��� & �����%� ���������¿���m���i�¿�i� �Q�
� �����
�������������J1c�������D�¿���m���i�¿�i� � �
� �����Y���m�y�p� � � � � �t�_�F�p�a���"�c�¾�y���������Q�£ºc�����Q������� �y�F�a�a�D���Q�a���¶¹
����� �r�����y�����z���Y� �t�£ºc��²�������·J�Q�S�i��� ���a�F�����p���i�Q�i�����m�a�D�F�i� ��� �a�i�y���F�y�������
����� �p���m�y��� � ���
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∂tA(t,x) + u(t,x).∇A(t,x) −∇u(t,x)A(t,x) − A(t,x)(∇u(t,x))T

= −4H

ζ
A(t,x) +

4kT

ζ
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(
∂tτ p(t,x) + u(t,x).∇τ p(t,x) −∇u(t,x)τ p(t,x) − τ p(t,x)(∇u(t,x))T

)

= −τ p(t,x) + npkT
ζ

4H

(
∇u(t,x) + (∇u(t,x))T

)
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F FENE−P(X t) =
HX t

1 − � (|| � t||2)
bkT/H
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τ p = np

(
HE (X t ⊗ X t)

1 − E (||X t||2) /(bkT/H)
− kT

À!� )
,

dXt + u.∇X t dt =

(
∇uX t −

2H

ζ

X t

1 − E (||Xt||2) /(bkT/H)

)
dt + 2

√
kT

ζ
dW t.
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∂tA(t,x) + u(t,x).∇A(t,x) −∇u(t,x)A(t,x) − A(t,x)(∇u(t,x))T

= −4H

ζ

A(t)

1 − tr(A(t))/(bkt/H)
+

4kT

ζ

À!�
.
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1

HZ(tr(τ p))
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,
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+Z(tr(τ p))τ p −
ζ

4H
(τ p + npkT
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) (∂t + u.∇) ln(Z(tr(τ p)))

= npkT
ζ
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(
∇u(t,x) + (∇u(t,x))T
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�&�f���J������½F���Jµ ¥r¼f¥ ¹!¤ 
 ��� � �

¼f���a������� �����i�F�¿�������p� ´���� ���a�����m�����:& �F�a�¿�F�y�m�a�$�S�i�m���i� ���w�������Q��� ��� �a�i�LKF���c���m�Q���
�i�����a�����i�z�a������� ���a�����m�������i�a�¾¹!�����i�p���w���L���F�
�p�����m�a�����m�
���F� ¥r­ ¡ �5�m�a�i� ���F� �_�F�m���F� �r�a�i�|�����
���O�����a���������W���O�i��� �a� 
����J�_�������a�i�m�����p�J� � �����a�������i�J�m�i���a�F�a��� �£���a� 
 ��& ���p�i�&�y�����7�5� �M� �M� � � �
���>��� � � 
 � � 
 = � *,� �  
 7.� 
  ���� �3� 
 $ * 
�" �

À!�z�
� �i�|�#�c���J���F�i�i�p�y�����a�Q���Q�F�����c�¾²��y�p� � �������L��� ���a���i�F�a�a�m�
(X t)t≥0

�_���m�©�w�����i�����i�f���
�a�i���p�i��� �m�i�z�F��� �y�a����� �y�F�

τ p

  �p�i�����i�z�p�$@¿�a�F� � ���i�L�������������"�����c�����i� 
 ��� �F�p�|¹ �¾¹ �����p�«���i�L�����������i�
�����p� �������i�r�����w���a�����p�i�

X t

���S�����
t ≥ 0

� � ·©��� �����y��� � ���m�f�F�i�r������� �a��� ���a�����m�a�������z�����@� �-� �c�¾¹
�a����������µc��¢ ¢��i� ¡ � �����£¢®���a�p���F���F�����?� ¥r­J� �X¨W�����a�?�~�����S�i�m�O�p�i�F�i�a���a���������a�5�m��½i�¿� 
 �5� ��� �
�p�����t� �>& ���p���Q 




Re (∂tu(t,x) + u(t,x).∇u(t,x)) − (1 − ε)∆u(t,x) + ∇p(t,x)
= div (τ p(t,x)) + f(t,x),

div (u(t,x)) = 0,

τ p(t,x) =
ε

We

(∫

�
(X ⊗ F (X))ψ(t,x,X) dX − À!� )

,

∂tψ(t,x,X) + u.∇ � ψ(t,x,X)

= −div �

((
∇u(t,x)X − 1

2We
F (X)

)
ψ(t,x,X)

)
+

1

2We
∆ � ψ(t,x,X).


 �5� � � �
·©� �y�����%���m���a�

(u(t,x), p(t,x),X t(x))
�i�|� �p�����m�a�����7��� 
 �5� ��� �#�&�+� ���

X t(x)
�����¿�F�

���m�'���F���a� �y�#���O���a���c�����������a�
ψ(t,x,X)

� �������a�
(u(t,x), p(t,x), ψ(t,x,X))

�F�p�t�a�����m�a�����
��� 
 �5� � � � �D¤L�v�p�i�F�����p�M� �����
� �i�|�B�c���������p�a�J�&�������i� �a�����F�y��� ���������m� ���m� �?� ���J& ���p� ���a�����
�F��� �y�i� ���Q�������W����& �����F�a�����

ψ
�F�p�W�������������¿�_���p�£��� �a�D� ��� �@� ���M& ���a�����y�������F��� �y�i� �����c�����

���J���a���i�F�a�a�m�
(X t)t≥0

�
� �
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��� ��� �F�p�O��� �a�i�a�F�a�p���c���©� �����F���a� �y�����Q���p�5�c���m����� �y�%�$�@� �-� �����������p���S��� �i�|�p¹ � ¹!�����a� �c���J� �
�p�����m�a�����$�|�£���a�����m�c�����p�W���J�?� ��� �c���y�����$���Oµc��¢ ¢��F�|¹ ¡ �������£¢��_���m�

u = 0
�����G& ���m���a�J�p���m���F�����

� �������.& ���a�F�
F

���F�a�����Y�
� ���Q�S���y�F� �a���F�
Π


 ��& � 
 �5� � � � � �¾À!�m�F�p�r�������a� & ���i�����«���D���i�a�)(c�i� ���$� ���m�
�p�����m�a�����$�|�£���a�����m�c�����p�©�i�|�W�m�������F�#�����

ψeq(X) = C exp(−Π(X))

 �5� � � �

���
C =

(∫
� exp(−Π(X)) dX

)−1 �i�|�L�����«�i�����|�£��� �a�D���r�����p� �������a���y�����
�F¼f���a�i� � ���«�i�F�p�y�
�p�����m�a�������|�£���a�����m�c�����p� �i�|�=�����F� �F�R���i�i���a� �w���i�¿� ���m�i���p���y���������p�5�c���m����� �y�>���?� ��� �����������p�
φeq


 �m��(c�����W�c��� 
 ��� ��� �r�c�����Y���t�w���Yº�����¢��F�i� �2� ���S�F�y���������?� ���p�������������W�?� �k´����a�F�a�a���������W� �
& ���p�i�

F
��¥ � & �����«�i�&�a�y�W�a�����m�y�������F�p�D�����i��´ � ���f�p�£�¾�y�������c�����a�O ��F�����t�F�p�D�a�F���i�p�a���m��� 
 ������� �

���m�a�a���|���¿�F�a�a�����m��� �SªD�F� �Q�a�������)(c�D� �
� �F�����©���i�p��(c�O��� �a�i�����y�����$�
� �-� ���������m�a�J���&�£���������' 
−F (X)ψeq(X) + ∇ � ψeq(X) = 0.


 �5� � � �
¤��,& ��� ��� ���W�@� ���:� �c������(c�t�i�&�a�y�W�a�����m�y����� ���W�a�F���i�p�a���m���W�m�a� �����i� ���m�:& �����2� ���©�a�_���f���a���i�F�|¹
�p���

X t

�a�����m�y�����������@� ¥r­J�����a�p���F���i� �$�@� �-� �c�¾�y���������¿µ ��¢�¢��i�5¹ ¡ � ���m�£¢��$�_���m�J�i�����m���y�����
�������a� �����'���m� �����a� �������������i���y�����a�'���Q���i�m�a���a�

ψeq

�X�������p�W���������
���
(X t,X t+δ)

�F�p�#�-� �������
���'�����S�m�

(X t,Xt−δ)
�mªD�i�F�~�S�i�m�D�a�©�m�i�¿��� �y�a�F��& ���F�����F���F� ���F�$�a��� ����� � ���c���D�k´��i�¿�����������i�

���L�����¿�i� �y�W��� ¬ �����i�p�W�c���m� � ��� ��� 
 ��& �~�����a�p��� ��� � � �~·J���F���¿���a�F�����-� �����i�¿�i� �,���m�Q�i�F�p�y�
���F���a� �y�Y�|�£���a�����m�c�����p�r�a��� � ���p�a���i���F� �W�?� �����i�«�
� �-� ���������m�a�«�w���
��� �i�|� �c���a���a�F�M� �
� �©�@� �-� ���������m�a���
���B���J�������J�c��������1�½i�£º��#�����y�i�¿�����

¬ �F� ���"� �������,���m�¿�?� ��� �_�F�m�O�i�m�i���p�Q�����F� �a��(c�F�©�����Q�p�������y����� �p�y���y�������c�����a�#�a�&���i�p�a�������
�c�����©���'�w���W�
� �m���i�i�������F���F� �W�p�y���y�������c�����a�#º����¿�5��½F�����S���y�F� �y���F� 
 ��� ��� �'� �
� �����i�F�������&¹
�¿�i� ���i�p�D�_���y�i� �a���i� �p�_���t�£º�������������� �y�F�a�a�W�-� �i�i�p���

u(t,x) = ∇φ(t,x)
���

φ : R+×D →
R
� �c��� �F�p�p¹ �¾¹!�m���a�J�p�

u(t,x) = κx,�w���F�
κ
�m���W�����y�p���F�f�|���¿�F�a�a�����m����¥r�$� 
~�&� ���c�������i�©�i���-�������y�i�p���f���W�m�i�a� ���©�������Y�?� ¥r­J�

(
κX − 1

2We
F (X)

) ���F�a�����Y���Q�S���y�F� �y���F�
Π̃(X) = 1

2
(κX.X)− 1

2We
Π(X)

�F�r���f�a�����m�a�����
�|�£���a�������������p�©�a�&���i�p�a�������O�i�|�W�m�����O�������m�i�O�c���O 

ψ̃eq(X) = C exp(−Π(X)) exp(We (κX.X))

 ��� ��� �

���
C

�i�|�W���m�'�F�����p�y��� �y�#���#�����a���������y�¾�y�����
��·J�I���a�i�m�i��� �y�p�����B�&´��F�������O�
� �F�i���m���i�¿�i� �
º������5��½i���f�_���a�i� �y���i� �p�y���y�������c�����a���c�����D���#�p�i�F�a�����®�5�������5� �'�w���i�©���i�«�i�i�������F���F� �a�D�F�����0���¾¹
�a�������m�i�����|�£���a�����m�c�����p�i���

¡ �����i��� �a�a���m�c�����Y���f�i���Y�
� ���$�F�i�������i�¿�i� �Y�|�£���a�����m�c�����p�.� ���F���F���0� ��� 
 �m����º����¿�5��½F���
�S���y�F� �y���F� �<�~� ���a�����m�y�����®�|�£���a�������������p���
� �i�|�O�c��� � � ���
	�� � �a�&���F�a�a���������X�i��� ��� � ���i�O��������� ¹
�i���y���������a�������F�����a���m�a���&�y�F�t�m�B�!���S�#�F��� ���F�"���F���i�#���i�p�f�?� ��� �����������p� 
 � & ���a�F�F�y����� �5� � � �M� � �<�
���>��� � � � � � 
 = � *,� �  
 7.� 
 �35 
 � * 
�6 4 * "

°f���O���F�a����½i�p�J� ���m��½i�p�J�c���a���a�F�����W�
� �F�a�a� ���i�f���O�a�i�p�������p�O���J���p�5����½F��� 
 �5� ��� �D�c�������i�
�¿�F�aº����m�i�#���¿�!���S��¥r­ ¡ �F�p� �m���£º��F�a�£º��F���?� ���������y�����7�m� µc�F����������¹ /O��� ���F�a��(��i� �����O���
� 




� ���>���>��� �����$2 ��#%�6��
������������ ���!�",.��(1�6��# ��� ($
���# �+,.�*�
/1�3�%� 
��)(�#%�

�a�i���p�i���t���i�t�i��� �a�y����� �y�i���S·©�I�S�i�m�����i�p��(c�F��� ���
τ p(t,x) =

ε

We

(
E(T t(t,x,X0)) −

À!� )
���

T t(s,x,X)

 �Q�������F���a���c�����

Rd×d �����i�p��(c�O�@� ¥r­ ¡ �p��������� �y���c�_�����Y�y�����
0 ≤ s ≤ t

 




∂sT
t(s,x,X) − u(t− s,x).∇ � T t(s,x,X)

=

(
∇u(t− s,x)X − 1

2We
F (X)

)
.∇ � T t(s,x,X) +

1

2We
∆ � T t(s,x,X),

T t(0,x,X) = X ⊗ F (X). 
 �5� ��� �
ªD�&�a�y�t�¿�F�yºm�������
� �i�|�D�����r�m�y�������a�������D�i�¿���a���y�����m��� �w���«�F�����Y���t�_�F�a�¿�F�r�c���«�i��������½F�a�i�¿�i� �
�
� �i�����¿�����F�r���i�Y�F�a�S�i�a�����i�F� 
 ���_�p�i�p�a�D���¿� ���i�m���i�Y�p���D���i���i�����m���y�������«����� �y�������F� �z�F�Y�w�����i�����
���F�i�F�a�a� �y�F�y��� ���I�£º���� �����c���#���¿�y�i�¿���'���R�����m���i���v�w�����i�m���F�����m���F� 
 �_���m�

0 ≤ s ≤ t
�

����� �:& �����&�y�����
T t


 �a���J&��������#�����w���#�
� �i�F�������F���F� �y��ºm��������½i���F�-���S�����#���F�"� ���i���
T t ������F�_�F��� �c��� �m��� �������a� �������¿�����S���a� �y�����

x
�<�z¥ �������®�F�i�S�i������� ����� �¿�i�p���a����� ���&�a�y�p�:�

�����m���i���®�F�B�&�������F���i�O���'& ����� � ���O�����������i�m�����$�y�i�m�a�i�m�t�m�i���i��� �a�y����� �a�i���Q�@� �����|�£��� �
t
���

�S����� �
x
���F�_�F�������Y�y�����y���@� º����p�y�����a�«�������W����& ���a�����y����������1c�m���������D�����0�©���F�r�a�y� �p�F�F�a�����p�i�

���S���m�a���p�y��� �t�i�
x
�Q�@� ���m�p�£��� �

t

 � & �c���F���y�i�p���F���i��� �a�i�c��� �

u(t− s,x)
������� 
 �5� �m� � � �

¼f���m�t�a�i�a�¿���m�������i�&�a�y�#�a�F�F�a�����I���'�m�a�i�p�i� �£�¾�y�����®���F�f�¿���m½i���F���_���m�f���i�B1c�������i�t�_����� ¹
�¿�i�p��� ���i�������Y���$�p�£º��i���Q�a�i�i����� �y������� �Y���F�Y��� �a�i�y���F�y�������Y�F� �y�a�J�¿����½i���i�D�����F�a���p�i������� ���i�
�&���¿����½i���i� �¿���F�a���p�i������� ���i� 
 ��& � (*�����a� �5� ��� �<�z�F�¿�F� �m�����c��� �¿���F�¿���������w���a�������'�a�������i�
�¿�F�aº����m�i�©� ���¿�i�p��� ���i�W�i�¿����� ���F�i�©�S�����f���F�W�����a�i�p�F�a���a�F�-�_�i�+� ���
�a�i�a�����F���i�������S� �c�����W� �
�p�i�F�a�����B�a�m������� �y���

Principes de la mécanique des fluides

l’intégrale en

fonction mémoire
Monte Carlo (polymères)

Modélisation microscopique

Modèles intégraux Modèles stochastiques

utilisant la

Simulations micro−macroSimulations macro−macro

Considérations phénoménologiques

Modèles différentiels

Discrétisation de

Eléments finis
Eléments finis (fluide)

�����	� �5� ��� � ¤��i�Y�p��� �������y�������r�����i�p���a�F������� ���F� 
 �����a��� ��� �¾�y�������r� ���F�a��¹ � ���i�a� �z�i�����m���i� �
���#�¿����½F���
��� 
_�i�p�i� �y���i�����O��� �a�-���a�����p���

τ p
�w���i�r�@� �-� �c���a�����J�p����� ����� �y�i�p�a����¤��F���a������� ���a�����m�

�¿���F�a��¹ � ���F�a�O�i���������F� �Y���F�Y������½F���i�r�¿�����F�i���������p�i�r�S�����«�w�����i�����i�
τ p

� ���i�©�?� ��� �c���y�����¿�a���
���Q��� �y�i�p�a���

� �
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465�� 1 ���L�$�k�LEO�L�@M EO�LK$��M EJ��%iN¿�$���6�Y�@����M �Y

%iN¿�$���
­©�����$�F�F�p�y� �a�F�F�y�����
�Y�m�������������$��� �y�i�p�i�p�a�����B����´U�a�F�a��� �£���a�$� �¾�yº��F� ���a��� ���F���5�m�a�&¹

� ���'�a���'���i�#�¿����½F���F�#�m� 1c�m�����F�'�����p�i���i� ���p�y��� ���i�O���p�i�a�F� �y�i�Q�m�a�i�F�i���F���¿�i� �-�z¼t�����#�������
�F�����i�F� �y�a�F�a���m���a���«���F���¿���m½i���F���m� 
_�i�a�F� �y���F��� 
 � & � �a�i�&�y����� �5� �5� �M����� � �F�D���F���¿���m½i���F�r�����i�a�¾¹
�����i�p� 
 ��& �c�p�i�F�a����� �5� �5� � � �c���i��������½F���i����� �a�-���a����´ 
 ��& �c�p�i�F�a�����7�5� �5� � � � �Y�w����� �W�&�y�=�_�i����¹
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Re (∂tu + u.∇u) − (1 − ε)∆u + ∇p = div (τ p) + f ,
div (u) = 0,
We

(
∂tτ p + u.∇τ p −∇uτ p − τ p(∇u)T

)
+ τ p = εγ̇,
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ρ (∂tu + u.∇u) = div τ p −∇p+ f ,
div (u) = 0,

(∂t + u.∇) (τ p)i,j = Ai,j,k,l(τ p)
∂uk

∂xl

+ gi,j(τ p),


 �5� � � �

��� ��� �m�a�������a� � �®�F��� ���i� �a����� ���$�a���¿�����y�����v�a�m�Q���i�Q���������i�i�Q�p�i�S�F�a�i���c���������®���i�p����½F�a�
���������y�����
�c¼t���y�F�B���$� ���B�i�����a����½i�p�J���i�_��� 1c�����m�J�y�����Y�����a�i���a���a� 


ηs = 0
�<�c¤��J�p���p�a½i�¿�O�i�p�

�F�����m���F�a�������F������� �y������� ����´v�����¿���a�i�O����­W���a���£ºm���F�'º����¿�5��½F���i���a���Q���B�����a�i�a�p�
u
�z�������p�

� ���B�����i���m�����a�������Q�������a� �����i���z¼t���y�F� � ���B���F�Q������½F���i�Q�m� 
_�i�a�F� �y���F���Q�p�i���F��� �y�a�F� �c������� �
�p�i�F�a�����<�����5� �M� � �a�F� �y�a�F� � �����F� �c����� �i� �i�����a� ���i���F�y���?�D¤I� ���m�y�F������� �a�a������� ���F���a�m���y�®���
�a�i���p�i���t�
� ���a���p�O�I 

Ci,j,k,l = Ai,j,k,l − (τ p)i,lδk,j,
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  ∀ζ, η ∈ R3

Ci,j,k,l(τ p)ζiζkηjηl ≥ κ|ζ|2|η|2 
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 * �87 5��J� � ��� � �HG ��� � ��� � B � � ��� ���

T ′ > 0

 � �HG > B � G � ��� ���

� 	���� � � ��� � 
 � � ����� � � B � � B ���?> B � � 	 G B � �
	�� � � � < � B G ��� � � < �

u ∈
4⋂

k=0

Ck([0, T ′], H4−k(D), τ p ∈
3⋂

k=0

Ck([0, T ′], H3−k(D).
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



−ηs∆u + ∇p− div (τ p) = f ,
div (u) = 0,
τ p − ηpγ̇ = g,
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Re (∂tu + u.∇u) − (1 − ε)∆u + ∇p = div (τ p) + f ,
div (u) = 0,

τ p =
ε

We
(E(X ⊗ F (X)) − À!�

),

dX + u.∇X dt = ∇uX dt− 1

2We
F (X) dt+

1√
We

dW t.
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1−|| � ||2/b
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F (X) = �

1− � (|| � ||2)/b
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ε ∈ (0, 1)
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X
�F�#�����m�

τ p
���¿���i�S�i���m�i� � �c���#�m�¿�?� �F�a�c���i�����p�I�����F�4� ���

�p�i�a�������a�¿���Q�|���p�y½F���¿�a�&�����i� �#�i� & ��� �=���p�i�p�������p���?� ���������y��������� 
_�i�p�i� �y���i����� �|�y���£ºc���p�a��� ���
�a�����W�a�i�a�¿�#���'�a�y�����p�_���p� � �S�����f���®�£ºc����� �m�'�����a�i�a�p�����������

u(t, x) = κ(t)x
� ��� �?� ���
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τ p =
ε

We
(E(X ⊗ F (X)) − À!�

),

dX = κ(t)X dt− 1

2We
F (X) dt+

1√
We

dW t.
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Re ∂tu(t, y) − (1 − ε)∂y,yu(t, y) = ∂yτ(t, y) + f(t, y),

τ(t, y) =
ε

We
E(Xt(y)FY (X t(y))),

dXt(y) = ∂yu(t, y)Yt(y) dt−
1

2We
FX(X t(y)) dt+

1√
We

dVt,

dYt(y) = − 1

2We
FY (X t(y)) dt+

1√
We

dWt,
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(Xt(y), Yt(y))
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X t(y)

�
(Vt,Wt)
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(FX(X), FY (X))
���i�Q�F���¿�_���a��� �y�F�Q���$� ��& ���p�i�
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F (X)
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y = 1
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�F�p�y��� �¾�y�������Y�a��� ���F�B�a�i�¿�����S�F�y� ���w�������$�5�m�a���i� �B(c�������F���F� �Y���I�F��� �y��
����©�p���������'& ���m�&¹
�a�������m�i�����f�$� �F���i�L�����©�m���!���S�  

R(t) ≤ A+C
∫ t
0

exp(γR(s)) ds

 ��& �m�p�i�&�y�������0� �J� � � �'�������

���J�£ºc����� �y�a�O���S���������F�����F�y������� � �
¥ ���i���m�i���m�a�����
�����#�m����¹!�������i���a� �y� ∇uX t
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� �i�p�Y�c���D�m���a�F�F�a�i�¿�i� �����i���F�y�������y���������S�����«���i�Y�F�i���m���i�¿�i� �a�D�i� �����¿�i���p����� �#�i���
�F�����t�m�a�������a���?� �����i�����a���������

H1
�c�����

L∞ �_���m�D�i��� �a� 
����i�«���F�«�a�i�a�¿�i�������!���S�
exp(

∫ t
0
∂yu)
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 �5� � � ����¤��i�©�i�����F�����t���p�i�a�F� �y�i�O�c�����W�����a�m���y�'�a���m�_���p�i� � � ������	�� � � � �
	���� ��	���	 � 	�� ���
� � A � � ����� G ��� � B � G � � � � ����� � �����m� & ���a�i�O�k´��a�i�p���i�m�a�

f
���m�����J�&���@� �&´����|�y�F���i�#�
� �����O�a�����m�y�����

���B���p�5����½F��� 
 �5� � � �D�S�����
t ∈ R+

� ¥ �£��� �t�����m���i�F�W���F���i���m�����a������������´B������� �y�i���a���
u
�c� �

�p�����m�a�����$�|�£���a�����m�c�����p��9|�¾�a�y�F�������<;O�i�|�# 
u(∞,x) = 0,

ψ(∞,x,X) = ψeq(X) = C exp(−Π(X)),���
C

�F�p�#��� & ���&�y�i�m�J���������a���������y�¾�y�����
� ¼f���m�O�����������W�¿��� �y�p�i�'& ���p���F�����i�¿�i� �©�S�����L���m���
���Q���m�y���i� � ���m���i��� ���F�"���F���i���k´m�S�����F� �y���F���������F�a� �F�i� �a�����m�a�������
�p�y���y�������c�����a�F�-��·©�Q�a�i� �������
���i� � � ���|�M�£� � � �?�

¼f���m�t��� �y�a���������a���m���@� �i���F�"�����©�i�����F�a��� ���� 

E(t) =
Re

2

∫

D
|u|2(t,x).


 �5� ��� �
·©�I���F���¿���J���p�i�F�i���F���¿�i� � 
 � & � 
 �5� ��� � �W 
dE

dt
= −(1 − ε)

∫

D
|∇u|2(t,x) − ε

We

∫

D

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X)) : ∇u(t,x)ψ(t,x,X).

¼t�����t��� �y�p�����m���a�����Y�@� �i� �a�a�������Q 

H(t) =

∫

D

∫
�

d

Π(X)ψ(t,x,X) +

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X) ln(ψ(t,x,X)) − |D| lnC,

=

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X) ln

(
ψ(t,x,X)

ψeq(X)

)
.


 �5� � � �
¼t���y�F�+� ���$�@� ���v�¿��� �y�p� & ���F�����F���F� �+� ���

H(t) ≥ 0
�F� �m�y�������y��� �'��� & �����%���m�

x ln(x) ≥
x− 1

�w���i�
x =

ψ

ψeq

���F���F�B�������a������� ��� �r�@� ���m�-� �������a�f�c���
ψeq

�m¨W�m�a½i�#� ���F��� ���i���i�����F����� 
 �i�
�m�a�������y��� � 
 �5� ��� �D�&�f���,& ��� �#���m�

div (u) = 0
� �����B�5�m�a���F� �O 

dH

dt
= − 1

2We

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X)

∣∣∣∣∇ � ln

(
ψ(t,x,X)

ψeq(X)

)∣∣∣∣
2

+

∫

D

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X)) : ∇u(t,x)ψ(t,x,X).

­>� ���
���p�X�����_���a�
F (t) = E(t) +

ε

We
H(t)

� 

F

�F�p�t���J�p�������W�_���p���a��&��F���F���a�p�i�p�_���m���
���m�'�F���i�L�����J�������p���f 

dF

dt
= −(1 − ε)

∫

D
|∇u|2(t,x) − ε

2We 2

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X)

∣∣∣∣∇ � ln

(
ψ(t,x,X)

ψeq(X)

)∣∣∣∣
2

.
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���7���F�+���p�¿�m�����p�����a����� 
 �5� ��� � ��­f���F�F�a�a����� �������y�Q���7�S�i�m�'���F�������p� � ���¿���F�'�p�������y�������
�|�£���a�������������p�i�z�m�¿�|���p�y½F�����F���������Y�a��� � �m���i�

u = 0
�F�
ψ = ψeq

� ¡ ��� ���������i�m�a�-� �F�¿���y�������a��� �
�?� º ���_���yº�½F�a�

ε ∈ (0, 1)
�X�����������-� �������a����� ¡ �������i���a���p���

u
�F�#���������m�-� �������a���������5�S�����F�

���5� ���p���yºm�������m�J�a���
ψeq

� ���I���i�m�����f�����F�F�p�y�������-������� �y�J� �����F�i�a�����a�a�����F� �&´��S�����i� �a���i�����O���
F


 �&�©�����������
u
�����i�a�

0
�S¤ � ���m�-� �������a�J���QªD�p����	i���|¹ /J�������c���£¢��S�i�p���&�©�������a�t�
� �i� �m�i�������a�

� ���
ψ

�y�F���I���i�p�
ψeq

�&´��_�����i� �y���i�����i�¿�i� �������a�O�i�B�����a�¿�
L2

� (L1
� )
�

	 � � *,� = � �+� � 
 � � �$< � � G � � < � � � 	 D�	 G � � G 	 � ��� � � � � �?> B � ��	 B �
ψeq

����� � ��� � � �

∫
�

d

ψ ln

(
ψ

ψeq

)
≤ C

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ ln

(
ψ

ψeq

)∣∣∣∣
2

��� ����� � <�� � � <�� � 	��=> B ��
 ����� ��� ��� ��G ��
 	�� � B � ��	 � �
Π α

� ��	�� � ��� ���
µ �����p�����B� ���i��� ���i�t�a�F� ���L� ���i���a�m�t�F�i�t�w�����i�����-�
¦
���m�t�
� ���_���p�
�c���~�i�p�f���¿�S���p�y��� �����#�����y�F�#���m�'�������f�$� �w�������f�����f�m�����F���i�a�������a�F�t�F�i�

�i�����F���������B�w���
u(∞,x) 6= 0

�
¡ �������������F���a��� ���B�£º����¶´ ���®�?� �F� �a�a���m���

H
�p�i�+�����I�����S���|�£��� �¿�c�����������w�����i�m�' r�a�t���

�£º������a� �������O�i� �a�a�������O�������B���i���F�y�����

H(t) =

∫

D

∫
�

d

h

(
ψ

ψeq

)
ψeq

�w���F�
h : R → R∗

+

�����i�����a�p� C2
�L�i��� ���&´����F� �a�i����� ���m�

h(1) = 0

 ��& � � � � �<�
���i���a�i�a�¿�i�

�F��� �y�i����� � 
 �5� ��� � ���f�-� �i�����¿�����F� �8� ���f�_���m���?� �F� �a�a���m����95��º ���a��� ��� ;
h(x) = x ln(x)− (x−

1)
�cªD�F�i���S�i�m�Y�a�i�>�����F�Y�F�a�����c��� ���i��� � �c���������$�F�����p����½F�a�J�@� �-� �c�¾�y���������Oµc��¢ ¢��F�|¹ ¡ �������£¢�p�i����� 
 �w���i�

u = 0
�<�X��� �S�i�m�#�c���J�k´��i�¿�����Q���p�i���m�a�

h(x) = (x − 1)2
�&�O���������m�-� �������a�

��� ¡ �����m�w���p�©�a���
ψeq

�a�$@��t�������a���_�����Y���p���m���F��� ���F��� ���F�"���F���i�#�&´��S�����i� �a���i�����f���
ψ
���i�a�

ψeq

�F�I�m���a�¿�
L2

�
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F
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F
�m�i�a� �������#�
� ���R�S���a�i� �y���i�

Π
�y���m� ��� 
 �@� ���*� �����-� �i�F�a� �

Π(X) = π(||X||) 
 � & �L��� � ����� ��»r�����F�����i��º ���_���yº�½F�a�i�,���m�'�������
�w�������f���y�������p�i�i�
�p�m�"� �
� �¿������� �a�i�c��� �O 
� ¤��=& �����.� ������� & ���p�i�#���i�p�������
� �m� �_���y�i� �a���i�

Π
��� �y�F�p�����F� �W�c�����f��� & �����.� �
� �����&´����p�y�

�m���'�m�i���p���y�O���O���p�5�c���m����� �y�f�p�£�¾�y�������c�����a�©�&� � < � �������>D G � �Q�@� �-� �����������p���
� ¤���& ����� � ���Y�����_���y�i� �a���i�

Π
�a��� � �y����� ��� ��� �y�i�|�����i� � �m�D��������½F�a�«�i�p���i�������«�_����� ���a�a�m�a�i�
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 � & � 
 �5� ��� � � �
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Π
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α
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Π
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ψeq
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 ��& � 
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��� �F�i�a� �© ��a���m�_���p����� � ���

unh
�
Xj
h,n

�&�
Y j
h,n

�p��� ���i����� ���-���y�a���m���F�
un+1
h ∈ Vh

�y�F�G� �����m�S�����
�a���m�

v ∈ Vh
�

Re

δt

∫

y

(un+1
h − unh)v = −(1 − ε)

∫

y

∂yu
n+1
h ∂yv −

∫

y

τh,n∂yv +

∫

y

fv,

τh,n =
ε

We

1

R

R∑

j=1

Xj
h,nFY (Xj

h,nY
j
h,n),

Xj
h,n+1 −Xj

h,n =

(
∂yu

n+1
h Y j

h,n −
1

2We
FX(Xj

h,n, Y
j
h,n)

)
δt

+
1√
We

(
V j
h,tn+1

− V j
h,tn

)
,

Y j
h,n+1 − Y j

h,n = − 1

2We
FY (Xj

h,n, Y
j
h,n)δt+

1√
We

(
W j

h,tn+1
−W j

h,tn

)
.

¤I� ���������i�
n
���i�p�����������D� ���¿�i�p�J�����c��� ���Y�a�i�¿��� �&�r�@� ���������i�

j
���Y� ���¿�i�a�J�m�Y� �W�p�w�������a���y�����

���W�@� ¥«­©�B ������i�����a����½i�p�
R

�y�a� �p�i�&�y�����a�F�����F�D�����a���������i�«�����w���a�����p�i�
(Xh,n, Yh,n)

��¥ �J(c�
�
Vh���F�a�������������i�p�c���i���
� �i���i�¿�i� �y� (��������5� �����������r���p�i������� �c����� ���©�a��� �y����� ���0�

P1
�������a���p�y�

� ���
Xh,n

�
Yh,n

�F�
τh,n

�����c���p�y���i���m�i� �.�
P0


 ��& �0(*���m�a���5� � � � �

 � ��	�� � ��� � ������� � � G � � <�����	 � � � � � � ����� ��� � 
 � ����� G � � ��� � ��� � B �EDFD��HGIG � ��	 	�� <������
� ��
 � ������� � � ����� � ��� � 


¤��Y���a�F����½i�a� ���m�i�p�a�����O�c�¾�y���p�i����� �i�|���
� �F�y�m�����F��� �Y�i��� ���i�L���i���F���m� �@� ���������a���aº��¿�zª�·J¼f¼WµL¹
µ ¥«����À!¦@�c���m�¿���®������� �y�

δt → 0
�
h → 0

�&�
R → ∞ � ¼f���m��� �������¿��� � 
_�i�&�y�����i�¿�i� �

�¿��� �y�p�����B�F��� ���i�L���i�m�i�$�����@� ���������a���aº��¿���c���m�������i���������@� �i�F�������F���F� �'�F���a���������Q�F�'�S�����
���F� � B �EDFD��HGIG � º�����¢��i�F���-�S­©�����f�F�O�w�����c� �Q�i���¿�S���y��� �a�

Y j
h,n

���O���F�_�F���®���������O�@� �i�a�����i�
�&�Y�i�|�Y�������W�����y�i�

Y j
n

�m��� ��� �¿�i�p���a�f�@� �i�a�p�i���«�i� �����a�¿�
L∞
t (L2

y(L
2
ω))

�_���m�����O�����a�i�p�a�����F�
�F�I�����a�¿�

L∞
t (L1

y(L
1
ω))

�S������� � �F��� �y�a����� �y���������S�i�m���¿��� �y�p�i�B� ���O�@� �i�p�a�i�m�Y�i�|�f��� �p���p�i�
�c���

C
(
δt+ h2 + 1√

R

) �_���m�
���t�����a�i�a�p�D�&� �c���
C
(
δt+ h + 1√

R

) �S�����L� ���i��� �a�y����� �y����¤��i�
���p�����F���c�����i�D��� @¿�i�m���y�F�Y���p� �����i�����F� ����� & ���������m�#���'�����a�i�a�p�

unh
�i�|�����F���i� ���#�����J�����a���������

� 
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τ

U0 = 1

u

u : P1

τ : P0

yI = 1

y0 = 0

UI = 0

h
τh,n = ε

We
1
R

∑R
j=1(X

j
h,nFY (Xj

h,n, Y
j
h,n))

�����	� ����� � � ¤��¿�¿�F�aº������#ª�·J¼W¼Wµzµ ¥«����À!¦ �������t���©�i���f�$� ���B�i�F�������i�¿�i� ���i���y�����������
�����w���a�����p� 
 �&�=���m���F�i�p�y�����m�i�#�i�p�a���¿�i�F� & �����y�F�O��� �������w��� �i��� �a��� �7�m�¿�p�¿�a�y���m�����p�i� �#�������
�c���#�m���a�F�F�a�i�¿�i� �#��� �������w��� �����a�i�p�F� � �
� �����y�����y�i�J���i�©�a�y� �p�F�F�y�����a�F�O�a��� �O�i���������F�i� � � � � �
�����a�i�p�a�O�F�#� ���O�S�����Y���p���m���i��� � �|�£��������� �y�t�����a�£º��F� �J�c���I�+�S�i�p�����$�$� ���m�#�F�p�a���¿�i�J�a�m��� �
�¿� ���i�m���'�F���m���a��� ���J�����w���p�a�O���

Y j
n

 

δt
1

R

R∑

j=1

(Y j
n )2 < 1.

¡ �����©���p���m���i�W�����F��� ���i�L���i�m�i���~�������W� �������©�m�������m�a���S���a�'�
� �m�y�������p�i����� �F�m�p¹ ��
 �a���
Y j
n

�
���m���«����� �a�a�����m�W�i�f�i�m�|¹!��
��$� �&�£��� �����y�������p��� �
� �w���F�©�����t���a���c�����������a���&´��y�LKi�¿�i�¿�i� ��& ���������
� �c���m�

δt
�i�p�W�a�$@¿�a�����¿�i� �W�_�&�y���f���

R
�a�$@¿�y�����¿�i� �'���y�����$�_¼t�����W� �������©�¿��� �y�p�%� ���

�F�#�p�i�p�����y�������J�F��� ���i�L���i�m�i���&�£��� �Y����� �������.���m�i�����'� ���J�a��������� ���i�S�i���������i�O�F�I�F�a�c���F�O���i�
�¿���m���i�¿�i� �y�����a� 6������i���

(W j
h,t)1≤j≤R

�
�&B � B � ��� � � G � � ��� � ������� � ��� � <�� B G � ��� � ��� � � G � � < ����� � ������� ��� ��� ���%��� � ��� ��	 B � �����������
D���	 � ���
����� � ��
 �$������� � � ��� � 


¼f���m�f�w�������t�-� �����i�¿�i� ���a� 1c�i�£ºm�
�p�����@� ���J1c�m�i���F�#�m�#���Q���i�S�i���������i�#���F�f�¿���m���i�¿�i� �y�
���p� 6������F�����i�U�F�a�c���i� 
 ��& �D�m���£���¿�¿�i� � ���7�p�i�F�a����� �J� � �c����� ���B�£ºc����� �y�a� � � �D·©� �S�i�m�
�p� �i��� ���������i�p�������v�¿�������J�c�����'�����w�������¿�a�����m�y�������O�a����������½i�p�i���A���m� � �����F�_�F���c�����F� ���
�¿���m���i�¿�i� �8���a� 6������i�¿�i��� �W�a�y� �p�F�F�y�����a���$� �J�c���r�
� ���M1c���i�m�i���a���r���Y�a�F�a��� �£���r�F��� �y��� �
��·©�
�W�m� �i� �a���m� �i���z�����m�i�¿��� �y�a�F�z�c����� ���«�w��� ���i� � B �EDFD��HGIG � º�����¢��i�F��� �c���m�z���Q�F�i�������i�¿�i� �
�F���y����������� ¡ ���J�i��� �y�p���X�F�F�p�y�Q���F�_�F���c�����F�¿�������Q���M1c���i�m�i�Q�a�m�J� �������p� �����F�����F�O�a�i�p�����y���y���
���m��& �����W��� ���p�5����½F���������p�i�a�&�y���a�� X�����5���a�F�p��� � �����£º������a���W���F�O���������i�¿�i� �a�D���a� 6������i���
���F�i���p�a�F���i�f�i� �F�a�c���i���m���m� 
������m�����#���i�S�i�m�c��� �©�c���W���#�@� �i�p�c���i�����0���¿�i� �a�'���Q�����p� ���m�i�
�p��� � �B��� �y�F�a�a� � �����'���I��������� �����p��� ���®�i��� �a�y����� �a���zªD�F�p�y�$�5���p�i�|���¾�y�����v� �F�a� & ��� �y�¿�c���
�������a���i���p�t���m�y�F���a� 
 ��& � �¶���M� ��� � � �
� �



� ���>��� 
 ���=�%��($�
�'���'� �3�����1�	������
 �)(1# �&#��=��(��3�%� 
��)(�#%�

¼f���m� �w�����m� ���c�������a��� �������a� �����i�«���i�
�a�F�a��� �£���a�z�i�%& �����F�a�����#���F� ��� 
_�i�p�i� �y�
�c���a����½&�y�p�i�
� ���¿�i�p��� ���i�#�F�#�����£���¿���F� �O����� �������y�p���i�Q�m�¿�F���a�p�i�����y�������i� �i�p�c���i�¿���F�'�¿���m���i�¿�i� �y�
���p� 6������F���

(W j
h,t)1≤j≤R

��¼f���m�$�w���������������p�f�m� ���i�¿��� �y�p�i�����y���¾�p�����p� �c���m� ���I�w��� ���i�
� B �EDFD��HGIG � ºm����¢��i�F���f�����������B�i�i�������F���F� ���F���a����������� � ���¿ 

� �$¤��������p� ���m�i� �a�m�
���D��� �y�F�a�a�«�i�|�L��������� �m�0�S�������m�'�¿���m���i�¿�i� � ���a� 6������i�#�i�����|�£��� �
�F�I�F�a�c���i���

� ��°t�y�������a�i�S���F�L�¿���m���i�¿�i� �y� ���p� 6������F�����i���¿����½F�y�F���F� �����i�F���a�p�i���i���
� �i�|�
��������� �¿�i�������i���
�¿� ���F� ���f�a�i�m�����p�t���©�����a� �����i���a�m�

τ
� �@� �m�a�������y���a�����'�
� ��� ���p� 6������F� � ��� �y���������Y��� �y�i�5¹

�����y� ���i�¿�i� �#�c���
+1

��� −1
�c�����'���i�J�F�i���������F�J�i�|�������y�������L�_�����O�i� ���m� �i�p�'����� �

�����p� ���m�i�J�a�m�
τ
�

���$À!�X�i�|���_���a�a�������W���O�a�i�m�����p�©� �������p� �����F�©�a�m�
τ
�c�i���F���������y�����a��� �����w�����
� ����������¹

���i�¿�i� �.���a� 6������i�B�i�����|�£��� �t�i�B�i�p�c���F��� �F�t�i�=���i� �����w�����i�����F�����p�y��� � �
¡ �����J���'���F�y�����?� �������©�p�i� ��� �������'��� �£ºc���m���y�p� � �&�J�����y�����¿�i� �©����´I�£�������w����´ �p�i�w�������a��¹
�����y�)& ���J� � �Q�F� �J� ���5�
� <�����	 � � ����� � ��� B G ��� ��� ��	 B � G � ��	 � 	HG � ���$��� ��" � ��
 �$������� � � ��� � 


¼f���m� ���������a���¿���F�%(c�������F���F� ����� �y�F�a�F�a�a�F�¿���v�¿����½F����µ ¥r¼W¥z¹ ¡ � ·©� �y�����_�F����� � ���
�S�����$�F��������½i���������U�a�F���������i�®��� �i���a�p������� �v�����a�¿� ���U���F�F�y�F��� �_���m�p¹ �¾¹ �S���m� �c�����
�������i�m�������c���a�i��� ����� �y� �¿� ���F������� À!���-� ����� �Q������� �
� �m���B�������p� ´���� ���a����� �!���_�$�£ºc�����
�¿� ���i� � ���
���S�����.���m�W�
� ���m�y�F�����t�����'�-� �c���a������& �F�a�¿�i�#�a���W���O�y�i�m�a�i�m�©���i�f�i��� �a�y����� �a�i�

 ��& �c�a�F�F�a����� �5� �5� �J��� �<�

¼f���m�O� �������#���c�������a�Q�?� ¥r­J�����p�a���i���F�¿����������½F���Qµ ¥r¼f¥ ¹ ¡ �
� ��� �F�p�O������¹!�������i�����p� ���
�p�i���«���t³I��/J�w���$� ¼f���m� ������� �p�����¿�i� �S�����z�i�i���©��� ���i�i� �������r���Y�i�����p���
� �m���F�i�������i�¿�i� �
��� ��� �y�i�p�a�Q�F����� � 
 ��& � 
 �5� � � � � �~¼f�����©� �������J�¿��� �y�p�+� ���Q�@� ¥r­J�®������¹ �������w�����a�'�����¿�F�p�£��� �
���m�����m��� ���¿�a�����m�y�����
��°t����& �����O���Q�m�a�5����½i�¿�������p�i�a�&�y���a�������7�S�i�m�'�m�a�������a�F�©�������������p�w´m�¶¹
�����y�����$�c���|�y���i���������p�W���O�@� ¥r­J�$�a����������& ���a�¿� 
 � & � � � ��� �W  ∀1 ≤ i ≤M

�

dXi,M
t =

(
κ(t)X i,M

t − 1

2We

X
i,M
t

1 − 1
M

∑M
i=1 ||Xi,M

t ||2/b

)
dt+

1√
We

dW i
t


 �5� � � �
���

(W i)1≤i≤M
�m�i�a�������������¿�i�������i�&�y�����7�m�

M
�¿���m���i�¿�i� �y�>���a� 6������i���'�������F�_�F���c��� �a�-�

¤��J�y�F���a�F���f�m�i�t�i��� �y�a����� �a�i���i�|�W�������p�Y�i�|�y���¿�J�c������� ��� ���F�����#�i�¿�����p��� ���  

τMp =
ε

We




1
M

∑M
i=1

(
X

i,M
t ⊗ X

i,M
t

)

1 − 1
M

∑M
i=1 ||X i,M

t ||2/b
− À!�


 .

¼t�����O�w�����m�#�¿��� �y�p� �@� �&´����p�y�F���i�Q�$� ���m�Q�a�����m�y�������������p�5����½i�¿���c���|�y���i���������p� 
 �5� � � �t�&�O� �
�F��� ���i�L���i�m�i�#���$�y�i�m�a�i�m�t�m�i���i��� �a�y����� �y�i����������� �'�����¿���a�

M → ∞ ��¤�� ���p�i�m���#�F�p�#�c���a�i�
�p����� �v���F�����m�p�y�a���y����� ��� ���7�y�F���a����� ��� � �R�p�����a�����i���¿�i�a�m�a�i���F�������a�����m�i�-���������$�a���
�?� �����i� �y�)(c�w�¾�y�����$���O� � �¿�i�a�m�a�O������� �y��� � � ���B���p�5����½F���J�m�#�����|�y���J� �������
��� 
 � 
 � � ( � ����� ����
 � �  7.� � 
/� ��
 � �>= � � �

­©�����J�F�F�p�y�Q�a�F�F�a�����
�~�������J���p�i�p�i� �y���m�'�
� ���m�a�a�F�O���a�S�i�&�y�O� �����F�a�����m�i�J���Q��� �����p�i�p�F�y�¶¹
�a���y��������� 
 �5� ��� �<�

� ?



� ��*$7 ������� �����������	��

������

������
������������ ���!�"�$#%�&�'����()��
��*���+�$#-,.���0/1�32%�!#%�

� < � B ��� �
	�� � � � ��� � �������
°f�$���a�S�i�F�D���¿�_���p�£��� �«���W� �O�a������� ���a��������� 
 �5� ��� � �c���«� �#���&�yº������Jª�·J¼f¼Wµ µ ¥«����À!¦

�F�p�����'�a�F�����&�y�����$���f�����p� �����F����¼f���m�Y�a�F� ��� ��������� � ��� �~�S���������i�D�a�i�£º��m��� ���i���m�W�����a���������F�
���#�i��� �a� 
�������À!����� ���������m�#�p�i�F�i�a���a�O�@� �-� �c�¾�y�����$�a���

τ p

������� 
 �5� ��� �D�p������� �+& ���p���� 
τ p =

ε

We

(
E(X ⊗ F (X) − X ⊗ F (X)) + E(X ⊗ F (X)) − À!� )

���
X

���F�a�������B��� ���p���F�i�a�p���$�a�����m�a����� �
� ����� ¥r­J�	9!���a���£º��<;B���®�F�i�����B���i�p��(c�F�®�c���
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� ���m���F�F�y������¹ ��� 
_���a����� �p��� ���Q�������������
D ⊂ Rd

�c�S���a�O�p���������D& �����&�y�����
u : D → R

 
{

−k∆u+ c.∇u = f
�p��� D,

u = 0
�p���

∂D.
·©�§�p�����S���a�C� ���

k
�F�p����� �a�w��� �����a�$�S���a� �y��&t�&� � �S�������a����������(c�F�-�N���m�

c
�F�p�¿���§�£º������

� �������i�L���i���F�R� ����������·J�0�����a�
L

�@� ���_�F�y���a�i���$�m��(c���O�c���
Lu = −k∆u + c.∇u ��°t���& ���p� �������y�����$�����a� �¾�y���������i�����J���'�i� �m�a�5����½i�¿�'��� �F�i�p���   �y�p���m���i�

u ∈ H1
0 (D)

�y�F�N� ��� ∀v ∈
H1

0 (D)
�
a(u, v) = l(v)

� ���i�

a(u, v) =

∫
k∇u.∇v +

∫
c.∇u v

�&�
l(v) =

∫
fv.

·©�v�p�����S���a���
�S����� (m´��i�'���i�#���m�i�i��� ���m�
c ∈ L∞(D)

�F�
f ∈ L2(D)

��À!�«�F�p�>�����F�R�i����� �
� �
� �����$�¿�F�aº����m� �
� �i���i�¿�i� �y�=(c�����'�p�y�����c���p��� �p��� �i� ���a�5�m��½i�¿�¿��������� ��� �����m�������'�p�&¹
�p�����y���y�.�����������@� ���m���i�&�y����� �����¿�����#� �¿��� 
_���p����� 
 ||c||L∞h � k

� �
h
���i�p�������'���'�c���W�m�

��������� �������f S���F�W�i�|�y��� ���a�����m�t�$� �F�a�a�F���a�W�i� �����a�¿�'�
� �i�m�i�"�������p� �������y���m�i� �©�&�©��� �����a�F�p���
���m� ���a�F����� ���a���������F�©�a�����m�y�������t�a�
���i�f�i���m�£º��i�J�����¿���y�F����� �p��� �©�c���W�a�i�p�����m�i� 
 ��� �i�|�p¹ � ¹!�����a�
�p�$@¿�y���¿���F� ��(����i�¿�i� �f� ���������i�i��� �

¤I� �����i���i�|���������p�¿�m�I���F�i���¿�S���a�F�¿��� �p�������y�����
u

�i� �����B�c���p�a��� ���p���a�p��½i�p�
u

�F�������
�c���p�y���Y������� (c���

u′
� ·©�Q�_�F�m�«�����p�a����� �a�i�p���a�&�y�i�

u
�F�����¿�Y���m����� ���F�������&�

u′
�i���¿���������

� 




� ���>��� ( � � ���$2 ��# � � (��
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0� �%� ��# ����#%�+#��=�����������$#%�6� ($�0��
0� � � ��# ����#%�

�����p� ���a�����J���m�y���m�X��� �i�&�a�a�«�¿� ���F������� ¦r������� ���F���F� �
��� & �����X�?� º ���S���yº�½F�a� � ���
u ∈ Vh

���
Vh�F�p�«�����i�p�c���i���
� �i���i�¿�i� �y� (������ �������a���0�����i���
�a��� ������������� ����� Th =

⋃
Kh


 ���
Kh

�m�i�a�������
���i���i���i�¿�i� �y���m�I��������� ������� �F�#� ���

u′
�����c���p�y���i� �#�Q�����i�p�c���F�

V ′ �a�����m���i�¿�i� �y�����p�J���
Vh�c�����

H1
0

�z·©�v�a� ���a���S���p�$�������a�#��� �p�i�a�������a�$���C& ���p� �������y�����������a� �¾�y���������i����� �p��������� �a�  
�a�a���m���i�

u ∈ Vh
�F�
u′ ∈ V ′ �y�F�A���m�
{
a(u, v) + a(u′, v) = l(v), ∀v ∈ Vh,
a(u′, v′) = l(v′) − a(u, v′), ∀v′ ∈ V ′.

¦L�i�B� ���F�@� �F�$���a�5�m��½i�¿���F�p���-� ��� �������F� ��� �p�i�p�������p�$�������p�5����½i�¿���i��� �a��� �
� ¤I� º ���S���yºm½i�a�
& ���m�c���¿�i� �£������� �����_�F�a�¿�F� �m�D�a�F�a���m���a�����D� ���m��½i�p���p���¿�����«���«���p�5����½F�����a���

u′
�W�@� �i�£ºm�i�����

(c�m� �i�����a���p�y� �I�p���p�i�p�a�a�F�������p�:�B���R�F���a�F�+�����
V ′ ��� & �����F�a�������=� ���r�-� ����� �����i� � �p�������i�

�S���a�m�W���F�f�F���i�¿�i� �a� 
 ���I�
� � �������p�t�&�������F���¿�i� �f�������
Vh ⊕ V ′ = H1

0 (D)
� �S¤��#���a�5�m��½i�¿�

�p���
u′

�m�F�����F� ���������a�z�������i�������F�F�y����� �������p�5����½i�¿�i� ���F�i�����m���i�r�&�r�_���p�i�«�a��� �£º���� ���f�����������
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u′

 ���m�����i�S�i���B���

u
�

�F�p�©�m�����#�i�����|�y�p�����a�%���c���|�y���t�$� ���m�'�F�������i�F�a�����$�m�'�S�F�a���y�����p�5����½i�¿�i�������m�i�S�i���c��� �a�W���m���
�p�i��� �p�i�F�a�i�t�c�����r�?� ���������y�������a���

u
� ·©���S�i���������r�&´��i�¿���������p�i���m�a�t�_���m�

V ′ ���i�I& �����&�y����������m�����F���c�������£ºc�����m���i���i�¿�i� ���F�t�����5���y���F� �t�������p�������O���p�i�¿��½i�p�J���&�yº������J� ���¿�i�p��� �����
°f��� ���m�y�p�������i�'�i�����p���|�y��� �p�i�p�������p�Q������������½i�a���������p���£ºm�i� �&�J���c����� �y�����m�i�¿�i� �©���i�

���p�5����½i�¿�i�z�p�����5¹!��������������� ���m�F�����p�a���a���i� � �m���D�F�������i�F�a�����#�������a�5�m��½i�¿�i�L�������w�����a�F���������F�_�F��¹
�c��� �a�-� ¤��J�a�F�i���m�I�¿�i�+�m�a�©�
� �������p�5����½F���W�a�����5¹!�����������t�i��� �a���i� �����©�a�F�a���m�B�m�B�m�a�5����½i�¿�
�p���

u
�w���

l(v′)−a(u, v′) =
∑

Kh

∫
Kh

(f+k∆u−c.∇u)v′ 
 ��� �W�m�a�������a�«��� & ��� � � ���
v′

�-� ����¹
� �����'���C�S���p�B�m�i�t�i���F���F� �y� �<� ·©�I�S�i�����������O�i�F�a���a�J���O��������½F�a�©�|���+�_������� ���J��� �a�����m�y�����
u′

����´����a������½F���F�Y�a���m�|¹!�����������t�a������� �%& ���p���
u′ = M(f + k∆u− c.∇u) � �

M
���F�a�������

��� ���S�i�a���y�F���J�������w�����a�>�$�������i���J�������
V ′ ��¥ �7���¾�p�i�&�£��� �O�i�&�a�a�¿�p�i�����y����� �c���m�#�?� ��� �c���y�����

�p���
u
�r���§���m�y���i� �������a½F� �����I��� �y�����y�¾�y����� �c�����c���p�y����� � & ���a� �������y�����v�����a�����y���������F�����  

�a�a���m���i�
u ∈ Vh

�y�i�A� ��� ∀v ∈ Vh
�

a(u, v) −
∫
M(−k∆u + c.∇u− f)L′(v) = l(v),

���
L′ = −k∆−c.∇ ���i�p�����m�t�?� ���_�F�y���a�i��� �a�y�����p�_���a�����

L
� ¦«���������m�i�¿�i� � � �����������p�w´m�����

�F���a��� �y�
M

�c���O� ��� �m���y���������w���a�������c���#�m�����i�����|�£��� �a�
τ(Kh)

�p���O�£ºc���F���7�m�i�#�i���F���F� �y�
Kh

�F�t���©�y�i�p���J�m�#�|�£���m�������y���a�������-� �i�F�a���t�������� 

−
∫
M(−k∆u + c.∇u− f)L′(v) =

∑

Kh

τ(Kh)

∫

Kh

(−k∆u + c.∇u− f)S(v),

�w���F�
S(v) = −L′(v)

� ªD�O�£º����¶´$�S�������?� ���S�i�a���y�F���
S
�¾�p���|�y�)(c�O�c�����i�&�a�a�'�������a���£º��J� �m���y�¶¹

�F�£º��i�������L�i���a�a�F�a�S����� �B� � � B D ��� � � � � � G � � ������	 � 
 ����³ �<�z¤����£º���� ´
S = L

�F���a�p�i�p�_���m�
�R��� �¿�F�aº������ � � G ������� � 
 � ����� � > B ����� 
 !O¤L��� �«¤��®�£º���� ´

S = c.∇v �F���a�p�i�p�_���m� �7� �
�¿�F�aº����m� � � ��� ��� G � � � � � � � � � " ��� ��	 � � � G ������� � 
 �m° ¡ ! � 
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uε ∈ H1
0 (D)

�y�F� � ���
−div (A(x/ε)∇uε) = f(x),��� D �i�p�©���������������m�����

Rd
�
A(x/ε)
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�S���a�p�������$�i� ���a���y�����m��� �F����� �£ºm�i�a�£ºm�I����������� ���a�5�m��½i�¿�������m���������F� � � �S���a�C���@� �i�£ºm�i�����
�����i�p���a�F���������m���c�������D�a�i�c��� �t�F�������y�O���i���¿���F�a���|�y�a�m�F�y�m�a�i�����B�����y�F�a� ���
�

¤I� º ���_���yº�½F�a�%& �����c���¿�i� �£�����O�_�������_�����������t�p�i�c���a�i�f���F�t�m�a�5����½i�¿�i�t���I�������w���I�����i�a�¾¹
�p�i������� ���®�F�p���c�����¿�i�B�w���m�a�B�����®�F������� �y����� ���I�S�i�p���������F���a���a���

A

 ��� �a���m�_���a�®���i�

A�S�i�p��������� ���f���©�������������i���i�¿�i� �£�����a�
Q = (0, 1)d

�<�m¥ ���c���p�y��� �#� ���'�����¿���y�
ε→ 0

�m���i�D�m�a��¹
����½i�¿�i�'�����i�a���a�i������� ���F���S���a�F� �i� �£ºc�����m�$�_����� �������i�p���a�F���������m�

x
����� � �a�����F�i���m�����F�-�

À!���m��� ������� �a���¿�����i�¿�i� �¿�����®�¿�F�aº������I�S�������w�����i�����i�����B���p�5����½F���Bº����¿�5���F���i���a���«�a�����
�p�i� �y�p�i���c���������i�Y�m�F�£�������D� ���aº��i�����a��� ���i���p���p�a��( ��� �������¿�F�yºm�������c¤��©���p�����F���S�©�i���m�a���|�y� �
�S���p�a�����F���������F���i�������_�F���F� �W�����¿���y�.�Q�����0�m���O�i�£º��F�����J���O� �+& ���a�¿�  

uε(x) = u0(x) + εu1(x, x/ε) + ε2u2(x, x/ε) + ...���������p�����S���a�#� �������F�
(ui(x, y))i≥1

�p��� �«�_�F�a�����������m�i� �F�¿���W�����a���������
y

 � �����@� ���������S�i�����

9 �����a� �������«�y���m�����<;D�i���z�F�����D���p�i���������w���i���m���Y�S�i�a�����m� �W�?� �F�£º��i�����D�m�Y� �W�¿���F�a���|�y�p���F�a���a��� ��¥r�
���¾�p�i�&�£��� �f�i�#���F���i�������_�F���F� �W�����¿���y�f�c�����t�@� �-� �c�¾�y�����B�p���

u
�F�f�i�B�����F� �y��(c��� �f���i���y�F�a�¿�i�

����´ �m� 
_�i�a�F� �y�«���a���p�i���i�
ε
����� �5�m�a���F� ���a�m�i�i�F�a�p�����F���F� � 
 �F� & ���F�a�i���«���

ε−1
� �����������

ε0
�� 

−div y(A(y)(∇xu0(x) + ∇yu1(x, y))(x, x/ε) = 0,

−div x(A(y)(∇xu0(x) + ∇yu1(x, y)))(x, x/ε)

−div y(A(y)(∇xu1(x, y) + ∇yu2(x, y)))(x, x/ε) = f(x).­W�Q�������p�i�¿��½F�a� ���������y����� �i���������F�a�i�������©���F�W�F������� �y�������©����´ �����¿���y�F����� �S�i�a�����m���i� �y�O�i�
y
�p���

u1

�c�������i�m�����
u1(x, y) = U(y).∇u0(x)


 �5� � � �
� �



� ���>��� ( � � ���$2 ��# � � (��
��
0� �%� ��# ����#%�+#��=�����������$#%�6� ($�0��
0� � � ��# ����#%�

���$� �c��������(������a�����
�z� �
i
¹ ½i�¿�B�F���¿�_���a��� �y�

Ui(y)
�m�

U
�F�p���a�����m�y����� �S�i�a�����m��� ���$�F�¿���

�¿� ���i�m���'� �������J�p���
Q

���� 
−div y(A(y)(ei + ∇yUi(y)) = 0,

���
ei

���i�p�����m� ���
i
¹!½F��� ���i�&�y�i�m�®��� � � �����a� �w���m������� ������¤I� º ���_���yº�½F�a�R�m� �S�i�p���������F���a�

��� �a�i�|�����i� � ���i�m�m�Y� ������½F�a�D�F�a���F� �����D�S����� �S���m�������
�a�F�a�����m�a���a�F�c���p�i�¿�i� �r���F� ���a������½F���F�z���
�F�i���������F� 
 ��� �i�p�|¹ �¾¹ �����p�Y���F� ���p�5����½F���F�z�S���a�F� �a���

Q
�<� ¡ ����� ���i� �m�a�5����½i�¿�i� �m����� �F���¿���������m�i�


 �c���D�k´��i�¿�����t�i�$�������F���a����� �#���#� � ����� �S�i���Y�a�F�a���m���a�©�F�i�Y�m�a�5����½i�¿�i�«�_���a�i�����@� �i�£ºm�i�����
�¿���F�a���p�i������� ���J���O� ������½F�a�J� ���¿�i�a��� ��� 
 ��& �0���F�'�p�¾�p�F� �¶����� � � �

¥ �'�S���y��� ���F���a�m���y�
< φ >= 1

|Q|
∫
Q
φ(y) dy

�F�L�F�#�m�a�i����� �
���Y��� ���i�����«��� �����m�i��´���½F���
���������y����� 
 �i�B�m�y�������y��� �Y���'& ����� ���m�

< ∂yψ >= 0
�S�����Y�a���m�a� & �����F�a�����

ψ Q
¹!�S�i�p��������� ����� �

���B�5�m�a���F� �O 
−div x < A(y)(∇xu0(x) + ∇yu1(x, y)) >= f.¥ �$��� �p�i�F�y��� ��� �#�a�F� ���a����� 
 �5� � � � �c�����D�i�F�p�y�J���������y�����
�������5�m�a���F� �2(c�c�����i�¿�i� � � ���

u0

�F�p�
�p�����m�a�����$�m�I���p�5����½i�¿�Jº����¿�5���i�m�i���p�Q 

−div x < A∗∇xu0(x) >= f.

�w���F�
A∗ ��� (c�����c���J c�_���m�Y�y���m�����i�F�a�i���

p
�

A∗p =< A(y)p+ A(y)∇y(U(y).p) > .

­©�����r�F�F�a�a�f�k´��i�¿������� ���Q����� �r���������i�����¿�i� �r���¿�_�F�m�«���i�m�����p�t�m�t�?� ��� �c���y�����Q���m���y�������
�������a������½F�����a�����|¹ � ���������D����� ��� �J�a�����m�a�����
�������#& ����� �p�i��� �p�i�F�a�i�t�c�����«�@� �-� �c�¾�y�����¿�������a� �������
�S�i�p���&� �����S���a�F� �������a������½F����� ���F�a���p�i���m��� ���89!�-� �����������i� �L;«�a�i�c��� � �F���¿�m�y�Y�m�i� �i�£ºm�i�����i�
(c�m�i�t���I�m�a�5����½i�¿���
�
��� � � 	�

�&1������ ! � ��
�� � )�� � � � 1�� ����������� �&� * �&1 ��
-��� �&��� * � .
� ��34)����

­©�����Q���i� �k´��i�¿�����F�Q���a�F�a�i� �a�i�����a�F�i�F���i�¿���F� � � ���m�$�i�£º��F����� (c���$�i�|�����a�F�a�F� �a���c�����
���i����� �c���y�������%���m���@� ���R�£ºm�i�a�£ºm� �®�����p�i�p�F�y���a�F�-�L�F� �F�F�p�y���F�£º��i����� (���� �������%KF�y�p� ���p���p� �i�
�F�������y� �p�W���§���i�m���5�m�y�F���������i� �a�i�p�����y���y� �y���a���L& �����y��� �a�-�«À!�f�k´����p�a� �-�������F���F� � ���i� �w���
��� �@� ��� �i�p� ��� �y�F�a�F�a�a�®�c�����������F�����p�i���@� �i�£ºm�i����� (c���B�c��� � ��� < > B ��� �
	���� � � � <�������� ��� � ���< > B ��� �
	���� � <���� � � ����� G
� <������HGIG � � �%����	 � ��	�� �?> B � �_·©� �_�F���a�Q�&�������F���¿�i� �©���i�
����´®�a�F���i�m�i�i�
���F�W�����y�F�a������´G�����B���F�t���������m�'�F�����p�a���a�m�y������� 
 �m�����c��� �f� �Q�a�F� ���a�����$�F� �y�a�#���J�a�i���p�i���f���i�
�F��� �y�y����� �y�F�t�&� �c�����m��& ���p� ���a����� �c���������J�i�������O� � �¿�i�i������� ���O���F���a���������F�����I���W�£����´����
��� & ���a�����a�����O�c���m�z���r�i���
�m�D� ���¿�i�i������� ���«���F�N1c�������i�����m�i�i�F�a�p���y�F� � �a�������i� �z���D�¿���m�i�����a�F�
���i�#�i�£º��F�����F���¿���F�a���p�i������� ���i�#�_�����'�F���¿���a�F�����a�¿� ���a�F�_�����a� �I�������a���������i���y���y�����
� ¡ ���m� 
��
� ���¿�����_���p�y�m���i�O���F�O�������©�i�¿�����p��� ���F�-�X��� ���p��& ½i�p� �������p�©���i�F�a���a�����&���F� �a���i�����F���F� �'�
� �����
��������½i�a�I�����m�a���£º��i���D���F� �F�£º��i�����i�������i�p���a�F������� ���F� �&� �y�a���������a�B�i���p�����a�®�?� ���J1c���F���i�I���i�
�F�£º��i�����i�t�¿���i�p���a�F���������m�i���a�m�t���i�Y�����p� �������i�Y�����F�a���p�i������� ���i���

·©� �_�F�m���i� �y�i���c�����Q�F�F�a�a�$�i�����a�p�$���$������½F���i�'� � > B ��������	���� � � B B � ����� ��	 � 
 �Oª�³ �
�c������� �����m�i�����I�?� �F���i�L�����B�¿�i�w������� ��� �F�p�$�i�����F�����F� �R�����p�a���¿��� �S���y�F� �a���F���¿�������i�F��� �����a�F�
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 ��& ��� �i��� � �Q��� �������a�Q���i�¿������½i���i���i�����F�a��� ���F����� 1c�������i�¿�i���������&´��i�¿�c���m�����i�"� ���F���¿�����
���������y�������m���!���_�f¤����0���&�����¿���i�F�a���«���#�F���J& ���p� ���a�����Q�m�i�«� ���F�a���¿�����i�i�m���i�z�c�����«���B1c�������

 ��& � �¶� �M�!���M�%� �J�!� �������S����� ���i� 1c�m�����F� �_��� �����F�a��� ���F� ��� � � �����S����� ���i� �p���a�S�i���p�����m�«�F�����F�i��¹
�a�a�i�F�-�Y����� �k´m�F���m�����<��ªD�&�a�y� �aº�½i�p� �S���p�a� �a��� ���®�y�F����������½i���i���aº��F�����5����� ���i���_����� ���i�
1c�m�����F�t�S��� ���¿�i�p��� ���F�-� ·©�B�a�i� �������=�Q� �Q�a�F�F�a����� �5� �'�S���������J���F�y�����~���O�i�i���¿���m½i���F�-�

­W� ��������½i�a�=���F���i�a�������~��� �S�i���J���i�F�a���a� ���i�W�mº��i������½F���i� � �?� �F�£º��i�����#�����i�p���a�F������� �����
�p��������� �$���R���a�F�i���a����� �a�����m���a���Y�c�������F���-� �c���a�����m����� ���R���F�w���m��� ��� � �c��� �a��� ��� 
 ��� �c�¾¹
�a���������¿���£º����������J���i��� �X���i�J�-� �c�¾�y�������J���Q� ���m���c���¿��� ���Q�¿�����F�i���������p��� ��� ���i�O���������y�������
�F�����&�y��� ���F� 
 �-� �c�¾�y�������$��� ¤����0���&�����
�Y���������y����������� µc��¢ ¢��F�|¹ ¡ �������£¢ � ��¨ �@� �i�£ºm�i����� ���¾¹
�F�a���p�i������� �������F�¿�p��� �#ºc����� �y���F�����F���F� �©���F�J�i�����a�p��� ���i�J��� �c���y�������J�����F�����a�F�p�����a����� 
 �m�Q� �
� �c��� �a���y�I���®�¿���m���i�¿�i� � �«��� �¿���¿�i� ���i���m�F�y��� �����«���®��� �����p�a���«���I�@� �i���F�"�������#���)� � � ���
�p��� �J�m�y�������a�i�F� 
 �_�F���a�F�J����´I���������y�������W�m��� �¿�m���c���¿��� ���'���i�,1��������F�W���®�����?� �F� ���|�y���F���a��� �
·©�m�a�a�#� �Q��� @¿�F�����a�J���®�F�������������J���F�f�F�£º��i�����i�t�i�B�i�p�c���F���a�O�S���a�#�-�������F���F� �����i������� ���F�|¹
�a�����������i������� �����f�m�i�Y�F�£º��i�����i���i� �a�i�¿���W ����F�D��ºm�i�����¿½i�m�i�Y�¿���F�a���p�i������� ���i�«��� �Y�F��� 
_�F�
�p���m���F� �O���i�W�a�i�¿���t�w���a���F�a�i�a���p�a��� ���i�.�_�i�����F����� �������W�S�F�a���a�.� ��� �F�i��´®�a�F� ���a��& �t����´I��ºm�&¹
������½F���i�������i�p���a�F���������m�i� 
 ��& �M(0�����a���5����� � ��ª,� �F�p���S�����"� �����_�y�����Y���F�Y�i������� �����i�Y�m�©�a��� �
�c���©�y���¾�p�����a�©�S���p�a���m���i�f�i� ���a���y�����m���~�&�J��� & ���m�W�c���H& �����W� �������W�a�i�F�����p�D�����i�©�a�i�£º��m��� ���i�
��� ��	������ ��� ��� ��� ��� ��� � ���f�_�F�a�¿�F�p�y�i� �$�m� �a�F�i�i�p���p�®���F���-� �c�¾�y������� �¿���F�a���p�i������� ���i� �7���i�
�F�£º��i�����i���¿�������2(c�m�i�-�m�c���Y�k´m�F���m���J�S�����D�m�J�a�F�a�i�����Y���J�����m���c���¿��� ���D� �?� �F�£º��i�����f�����i�a�¾¹
�p�i������� ����� ���Q�i�F�p�£�������©�&��½F���i�¿�i� �y�#�y���a�i�,���m� ���J1����i���F�i� �O�@� �i�£ºm�i�����������i�p���a�F���������m���X¤��
� ���F�p�y�����®�m�®�i������� �����O���i�t�i�£º��F�����i�t�a�i�|�y�#��� @¿�F�����J�&�t���i�S�i�������y���m���i�¿�i� �t���®�m�a�5����½i�¿�
�&�y��������� ªD�&�a�a�t�m� @¿�i��� �y�Y�$� �F�p�«�c��� �����m���F�����J ��������i�r�5���p�F�F�a��& � �������©��º ���p��� �����p�y���y���p�a��� ���
�F�p�W�p���|�y�i�¿�i� �Q�m� �y���a�i�#�����m�������F�i�Q�¿���i�p���a�F���������m�i���m�i� �����a���������i�#� ���F�a���p�i���m��� ���i���F�
�
� �F�a�������i�����i�'�a�i�����y�������O�i� �a�a� �F�i�������p� ���m���i�O�����i�p���a�F���������m�i�-�L�i�4& �����F�a�����7���i�'�������O���¶¹
�F�a���p�i������� ���i��� ¬ �i�����i�Q���i�¿�������Q� ���F�a���p�i���m��� ���i� � ���i��������½i���i���¿���i�p���a�F���������m�i���i�|� ���
�£ºc��� �a���F�#�F���i���a�����m���i�p�#�c�����J�����m�a���F���a�J�i��� 
 �����¿���a�'���F�O�-� �c���a�������J�m��¯�������	i�������®���i�a�
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Dynamique moléculaire  

Briques élémentaires : Noyaux et électrons

Briques élémentaires : Atomes

Mécanique des milieux continus 

Modèles cinétiques 

Temps caractéristique 

Taille caractéristique 

Mécanique quantique 

Briques élémentaires : "segments moléculaires", particules en suspension, ...
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τ
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(∇u +t ∇u)
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Dτ

Dt
= f(τ ,∇u),
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τ =

∫ t

−∞
m(t− s)St(s) ds,
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m
���O�$���F�����|��& �m���F�a����� 
 �!�������w�������®�$���i�F�a�w���a���J�B�k´��_���m�i� �y����� �©���m�

St(s)
���O���� & ���a�����a������¹ ���i�S�i�m���i� ���y�F���a��� 
 �!���m���w������� �+& �����&�y�����B��&
�aº��#µz���0���i�Y�|�y�y�����$�y�F���a����� �¦�º��®�|�£���m�c���a� 
 95�����F�a���p�i������� ; � �������p� ���£º§�a�R�a��� �������y����� �����F���¿���a�F�a�a������� 1c� 6.��&�p���£º$�_���������F�a���t����� ������� �yº��F�a��& ���a�W�F�����p���p�a�D���������m�a�w´��������y���0�J�yº��f�a�����m�y�����¿�a� ���F���������i��|���|�y�F� ��&
�aº��D& ���a�

ρ
Du

Dt
= −∇p + η∆u + div τ ,
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div u = 0,
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



D �
Dt

= f(τ ,∇u),���
τ =

∫ t
−∞m(t− s)St(s) ds,
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�a�5���F�aº��i�I6�� �yºQ�i��� ���i�����i� ������� �y� �����������_���m���c���|�Q�i���m�����a����������¦�º������F�a� ���¾�y����� D
Dt

�m�i�����a�i�
�aº��f�F��� ���F�F�y� ���©�m�i�a� �����y� ��� ∂

∂t
+u.∇ � �yº������F�F�a��� u

���F�����y�F�«�aº��#1c�����Q���i�����i� �!�5�
p
���i�m���y�F��aº������a�F�a�a�m�a��� ¦�ºm��� 6�� �i���m�p�£��� �a�

ρ
�����

η
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��¦�º��f�������¿�F�����F�i�a�m�Y���p�t�������F�i���a�=(���� �������¿�F�����|�y���a�m�y� ���t�-� �c���a�����m� 
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 �M� � ��aºc���f�i������� ���m�����$�a�¿�aº����&���i�f�����F�a�i���a���0� � ���+�S�i�t��& �m��� ¼t��6��y����� ���C1c�������f��& ��� �a�i�a�F�p����7�y���c�w� � �O�y�F�£º��������5�����
�����v�����a���y�B�F�������c���y�Q�aº�� �����c���F�O��&D�a���¿���F�����p���a�¿º ���_���aº��i�p����������O�y� ���������B�aº��i�p� �i�����p�a���y���y�����'��� �c���y�������f���I�aº��>� �c�������!�������������m���!����& �yº�� (c�c���
�p�&¹�p�����-� ¨W� �����a�i�p�c���y� ���$�������a�����£º
� 6�º����£º �F���p�i�������i� �y���yºm� �_���p�y���i���F�£¢v��&t� ��¢����0� �yºm���a��F�����p���a��º ���_���aº��i�p�����Lº����©�yº��F�a� & ���a���S�i�i�7���F���i�����_�F�7��� �aº����c���p���O��&�¢������F�a�����aº��i���p�5��À!��Q� �m�y�pº��i���@�m�aº������������a�����£º��i�����p���|�y�����:(c�m�����0�¿�����k´m�m�a�i�p�a�����I��&L�aº��O� ���i�a���a�i�������©�|�y�p�i�a��a�i���p���©���I�y�i�p���f��& �yºm���¿���i�p���a�F�������'�m���c�������i�W��& �yº�� �S��� ���¿�i�t�£ºc�������©����� ���I�y�a�i���y���0�
��� ��G ����� �>G�� �S���yº��p�w�����i�����$�yºm�#�p��� �m� ���a�����
�m·©�$�yº��O�i��� �a�y���|�5�c�F�����p�a���a�m�y� ���O� � 6������p�#�m�i�a�¶¹���i�����®�¿�¿���p�'���t���F�a�f�a�������a���m�#6D�w� & �a��� �aº���¢ ���m�F�y���J�yº��F���p� 6����aºI�aº���º��F���I��& �i�����a�m�a����m���a�w´��������y���������X�yº���¢ �����F�a����& �������c�¾�y�����4�S�i���0�®���k´��+& ���"�����a�a�i�
��À!���|�y�w��� ��& 
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 �M� � �!¹ 
 �M� � �_�a�5���F�aº��i� 6����aº'�yºm�Dµc��¢ ¢��F� ¡ � �����£¢���������y�����I�m�i�a�F�a�������0�Q�aº��O�����i�a���a�i�������©�������������i�

∂ψ

∂t
+ u.∇ � ψ = −div �

(
(∇xuQ − 2

ζ
F (Q))ψ

)
+
σ2

ζ2
∆ � ψ,
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�aº��O�p�a�a�i�p�t�a�i���p���t�����yº��#�w���F�y�����

τ = n

∫
(Q ⊗ F (Q))ψ(t,x,Q) dQ − nkBT

À!�
.
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¦�º�� & �����&�y�����
ψ(t,x,Q)

�����yºm�#�m�a�5�c�����������!�¿���i�m�a���!� & �m���F�a��������&L�yº��O�F����¹ �a��¹!�F�������i�&�y���
Q

��&��yºm�©�_���������F�D�¾�D�y�����
t
�����$�¾�Y�S���a� �y�����

x
��¦�º��,& �����&�y�����

F (Q)
���i�m���y�F�Y�yº��,& ���a�i�

6�� �yº����¿�aº��W�p���a���0�=6�ºm���£º �¿�����i���r�aº��t�_��� �����F�-�
ζ
���F�����a�i���aº��.& �p���&�y�����
�

n
��� �yºm�f� ���+�S�i����F���a� �!����&c�_���������F�a�
�����

σ
���L����(����i��� �

σ2 = 2kBTζ
� 6�º��F�a�

T
�����yº��«�y�i�¿�S�i�y�¾�y���p����2R��p��& �i�r�y� ¬ � & �-� �¶� �M�5���J� � �J�5� ��� �0& ���r�¿���a�����&�£�������r���S���m�r�yºm�f���F�a� ���¾�y�����¿��&X�a�m�£º$�-� �c���a���������

µc�a��� �yº��J�aº��i���p�F�a���w���X�p�y�������S����� �-�m�yº����������m�a� ���£ºB���D�i���i���a� ���¿���a�W�y���a���L& ���F�y���p� �aºc����aº��I�m�a�F���������¿������� À ������º�� 6��F���i� �m���¿�_�F�L& �i�&�®  �F���a�p�i� ���p�i�p�w���p�£º§��� �yºm�I�¿���m�i�����0� ��&�F�����m���&´ 1c� 6����������D���B�������0�>& ���|�yº��F�D�yºm�J�a���¿�����f�p�F�a�a���0�Q��&A9 �yº��F�a�¿���������������i�����������m� ¹�������p������; ���S���=6�º����£º��aº����
�����m�a� ���£º���� �����a�F� 
 �p�i� ¬ ��& ��� � �J� � �J� ��� � �<� µ �p���?�yºm�D�����yº��F� � ¹�a���w�����p�£�������S����� � �c�|���p�y�F���f��&z�aº��O�!���S� 
 �M� � � � 
 �M� � � � 
 �M� � �Y����� 
 �M� � �Yºc�w���=�_�F�i�®�|�y���m���i�
& ���'�����|�£���m�i� ��� ¬ ��& �-� � ���0�w����� �@�
�����v���a�¿�yº��F�a��& ���a���a���yº��F�%6��i����¢ ��� 6��
� ±t� 6D�&���i���z�yºm������m���a� ���£º
�z���'�p���£º
�L�a� 
_�i�p�>& �a���2�I�a�&���F�a�����a� 6#�c���£¢ ��� & �������'� ���¿�i�p���w��� �a������� ���a�����m����p�O�i�����F�i�p���i�  m�yºm�'µc��¢ ¢��i� ¡ � �����£¢��-� �c���a���������Y�y�Q�c���a�O�������¿�y�a���F�y�������©� �����F�a���w������������p�c���i�F����&t�a�������«�����¿�i�m�a�����

N
�N& ��� �a���������i�#�yºc���v�yº����!�������w���

N
�a�-� �����a�F� ��� ���y���F�y���i�
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N = 100

�<�X±t� 6��F���i����º��J����� 
_���p�a�-�$6�� �yº����p�������a���0� �p�i�a�m���y�������p�Q���F�����y�F� �a�$�a���£º�I�a�i�£º��m��� 
 �a�F� ¬ � & � � �w� � � �<��¦�º�� �����w�Bºc�����F���F�"���F�v��� �yº����w���p���'���M� �O�y�I�a������� ���a�Q�yº�����m���i�p�������0�J�|�y���£ºc���|�y�����m� 
_�i�a�F� �y� �������������y����� 
 ���0�m�a�F�������y�F�Q���¿�m­©¥ ��� �aº����a�����m�i� �z�a���yºm�i��aºc�����aº��tµc��¢ ¢��i� ¡ � ���m�£¢ �-� �c���a�����¿���a�a�F��& ��¦�º����«�������p� ���£º º���� �_�F�i� �i�������i��ª�·J¼W¼fµ µ ¥«� ¹��À!¦ � ����� 6�ºm���£º��¿�w�����JªY�����F��� ���a�����I��&«¼f����¹5¼t��6��y����� ��� µ
���������' ~µz���m���y�'¥ ���F���F� �a�O��������a���£º����p�a���'��������� ���a������¦
�F�£º��������m�i�-�
¦�º��%95�¿�����i�p�M;=6Y�w� ��&��p��� �m� ���a���0� ���������F���¿���a�F�a�a�������=1c� 6 ��&D�������J(c�m���y�F���B�������m�a�i��p�����m�a�����$��& �S�������¿�i�Y���Y�yº��F�a��& ���a�J�y�¿�����m�a�w´��������y�





ρ(∂ �
∂t

+ u.∇u) = −∇p + η∆u + div (τ ),
div (u) = 0,
τ = nE(Q ⊗ F (Q)) − nkBT

À!�
,

dQ + u.∇Qdt =
(
∇uQ − 2

ζ
F (Q)

)
dt+

√
2σ
ζ
dW t,
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6�º��F�a�
E

���F�����y�F�<�yº�� �&´��S�i�&�£���a�����������
W t

�������p�y�����c���p� 
 � ��� �y���m���¿�i���p�����c��� �¯D�p� 6���� ���I�����y�����
�m¦�º����t���i�|�I�������i��� (c�i���®��&z� �����F�a���w�����p��� �������y�������i�����S���������a�����£º��i�
� �B�yº��#�a�i�������J� ��& 6����p¢��W�a���£º���� ¬ ��& �-� �¶���M�k���M� ���M�k� ���J�k�w��� � 
 �a�F�����aº��i�t�a� & �i�p�i���F�i�©�yºm�&¹�p�i��� � �~À �W�aº�������� �S�Q�����a�w���m�B�i���i���W���®�yºm� �a�i�����i��� �W�������®�yº����©�p���£º ��� �������p� ���£º��a�����p�i�º �����m�a�i�m�'��&���� �a�i�a�F�p�a���0� � ���F�p�y���������A�_���aº��yº��F���a�&�y���i��� ���m� � ���¿�i�p���i���@�~����� �����
�������J�$����aº������ �y�F�a�p�i�F�a�����§��&O�yº���6����p���U��& ¡ ­©¥ �������0��­©¥ � 
 ��� �&���F� � ¡ ­W¥r���?� ���D�p�a���£º����p�a����c���p�y�����L��� 
_�i�p�i� �y�����
��� �c���y��������� �����:& ���©���.6D�Q¢ ��� 6 �X���$�k´����p�a���0� �p�y�m�m� ���i�����.6����yºI�yº���k´m���p�a�i���F�J��&��a�����m�y�����

(u, τ ,Qt)
�y�'�yº��W���_� ���©�p���p�a�i� 
 �M� � � ���Y��� ���p���p�a�i�6��&X�yºm�©�y���¿�

& ���¿��� �5�~³I���p�i� ���F�-�����i�p�����a�Q�yº���� ���¿�i�a�����O�a������� ���a�����m�W�����m�������B���a����&«��&��i��� ���i�"���i���F���& �Q���m���F�a���i���X�p�£º��i�¿�#�a� 6Y���p�����yº��,9!�i��� �y��� ������� ;J�a�����m�a�����$ºc���t�&���F�.�S�i�F�I�F�p�£���������aº��F�
�
·©���
�m�a�i�p�i� � 6����p¢'�����¿�
�¾�N���������0�f���i���¿�����&�y�r�����yº��F� �¾�y���i��� ���m��� ���¿�i�a���w��� ���c�������p�����&m�Y�p���|�y�i�<�p���£º'��� 
 �M� � �<�wµc���X�p�w���p�������yºc�¾�
6��������S� �i���w���A�S�i��� 6 � 6D�«���p�I�_�������©�y���p�i�p�a�a���F����m�a�a�F�����i�J�y�B� ���F�p���p���¿�����'�w���p���X�aºc���'6���º����S� º�� 6D�&���F�#�a�C�S� �����p�a�a���&�y�����Q�i�����0��º��y��¿���y� �����y�,& �m�p�yºm�i���p�a�������F�-�
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�������k� 5
¦�º��O�p���p�a�i� 6��#�|�y������º��i�p�#���Y�yº��D& ������� 6����J�

∂u

∂t
(t, x) − ∂2

x,xu(t, x) = ∂xτ(t, x) + fext(t, x),

 �M� � �

τ(t, x) = E(P (t)Q(t, x)),

 �M���w� �

dP (t) = −P (t)

2
dt+ dVt,


 �M����� �

dQ(t, x) =

(
∂xu(t, x)P (t) − Q(t, x)

2

)
dt+ dWt,


 �M��� � �
�F�����m���i�¿�i� �a�i�>6�� �yº � � ��	 � �_���m���c���|� ���m� ����� �y����� �i���m�����a��������� 6�º����£º+6������F�_���_���aº ����������p�i�F���a�=�S�i��� 6 ��À �t�����5�m�£�������F� & �p��� 
 �M� � ��� �$� ��¢����0�Q�yº��'& ������� 6����0�Q���p�a���¿�m�y�������O 
� 
 ±'� ��27�W�i�����a�����i�D�'�aºm�w���81c� 6 ���$��­  

u = uy(x)ey

 �p�i�Jµ
�������p�f�M����� � ¦�º��,& ���m�&¹�a�����

uy
���zº��F���i� & ���p�aºQ���i�����y�i��� �

u
��ªD�����p�-� ���F� �a�������yº��Y�m�����F�"���F���i�2& �a�i�D�i�����m���y�����


 �M� � �����D���m�a��� �¾�y���i����� �+& ���)(c�����i�
� ¨W�m���yº��F���p�a�a��¢ ���0� �i�����a�����m�i���F�'��&��aº��������i���¿�F�a�a�¶¹�i�������p�a���¿�m�y�����$���Y�aºc�����aº��#¼W�w�����i�Y�a�i�p�
u.∇u

��� 
 �M� � �D�����B�aº��©�y�a�����p�_���|���y�F�a�
u.∇ ��� �yºm�®�p�a���£º����p�a���B�-� �c���a������� �S���yº ���������pº
�rÀ!�§�-� �c�¾�y����� 
 � ��� � � �

τ
���i�����y�i��aº��

(x, y)
�i�����S�����F� �a�O��&D�aº����p�y�p�i�p�'�y�F���a���

τ
��À!� �-� �c�¾�y������� 
 �M� ��� �©���m� 
 �M��� � � �

(P (t), Q(t, x))

 �a�i�p�
�

(Vt,Wt)
�����p�#�aº��'� 6����i�����S�����F� �a�f��& �yº��'�i����¹ �y�¾¹!�i�m�I���F�&¹�a���

Q(t)

 �p�i�p�
�_�aº��Q¯D�p� 6��m� ���I�����a�����

W t

� �SÀ!���-� �c���a����� 
 �M� � �<�
fext

���F�����y�F�J����k´��y�i�p�c���A& ���p�i���
� 
 ±©� ��¦�º�� & ���p�i�

F (Q)
��� 
 �M� � �����z�£ºm���a�F���a�'�S�Y�©�a�����m���r�������w��� & ���p�i�

F (Q) = HQ6�� �yº
H

�yº����F���H@��F���F� �«��&S�yºm�f±t����¢��w�����p���a���0�D6�º����£º¿�������F���z�aº����_��� �����F� 
 ���F�r��������i�����i� �y����� �����F� �a�������yºc���D�a���£ºB�%& ���a�i�Wºc���Y�����yº����0�'�a�Q���>6����aº �yºm�©�������F�����J�'��&��� �y�y� ¹!�¿�����F�i�������8& ���a�i�F�f�����a�����©�yºm�#�S��� ���¿�i�D�£ºc�����  c� ����������� ���F� �a�a���m���O���$�c�¾�y���p�������� �¿�����F�����yº����a�����������m�a���S�i�|�!�'�|�£���a���0�t�yºc�¾� 6�º��F� �yº����_��� �����F�
�£ºc�������|�y�p�F�y�£ºm�i�-��aº�� ���������¿� ��&��yº����a�-�������v��&Y�yº�� �i���J(0�����y�¾�y���������p�c���i�������a� �y�i� � � �yºm���_���������F�
���F�y�O�p� �������F� � �S¨>�i�����a�����m�i���F� ��&r�yºm���.9|±t����¢��w��� �m���+�0�S�i���);����a�p���¿�m�y���������©�aºc����aº��Q�¿�����F� 
 �M� � �f���W�������F�i�������m���������F� � 
 ���©���w���p�,& ���a������� �5� ���m�J�¿���p� �w��� �S� �a������aºc���Q�yº���� ���y�O�©�����p�i� � �����i�p���a�F���������������F�m��&c�aº��Y�!���_� 
 �M����� ���������F���O�yºm� & ���������·©�����a� ���®¯U�¿���m�i�$6��p���a�a�i��º��F�a�#�������a�Y��� 
_�i�p�i� �y�����$& ���p�  

τ + λ
δτ

δt
= nkBTλ(∇u +t ∇u),


 �M� ��� �
6�� �yº$�yºm�#�m���_�F���i��� ���F�F�a�i� ���F�a� ���¾�y����� δ

δt

�m��(c���F��� �

δτ

δt
=
∂τ

∂t
+ u.∇τ − τ t∇u −∇uτ ,

6�ºm�i�a�
λ = ζ

4H

�������£º����y���&�y�F�a���|�y���O�a���¿����À!�I���m���a���¿�����©�w���p��� 
 � ����� ���a�F�����i�F�f�a�B 

∂τ

∂t
+ τ = ∂xu.
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/)�'# � ( �����$2 ��# �$#%�6�$($�����.#	���
� �������*�%# ���

x

�����	� �M� � � »r�F�����i���!� ���a��(c���J�����¿�pº��w���B1c� 6 ��& �Q�������m�a�J�a�����m�y�����$��&
�_���������F�a���
¤��F�I�����a� �����a���F� �yºc��� 6�� ºc�w��� �£º����a�F� ���m���y�$��&'�a���¿�������0���F�0���yº �p���£º �aºc���

λ = 1���m�
d =

√
kBT
H

= 1
��³I���p�i� ���F�-�
6���º�� ���Q�£��¢��i� �yº�����º ���a���w��� �c���y���¿�F�a�i�a�J�������a�m�i�©�y�

�p���¿�����)& �Q�yº��J���������y�������-�m¨W��� �yºm�J�a�i�p�����a� 6D�D�������©���a�J��&��F�����p�a�#�����p����������� 6����aº$��� 
_�i�p�i� ��F��� ���i� �a���������¦�º��¿� ����� � 6D�B�a�F�a��� �y�O��&������D6����a¢ �A6�º����£º7���p�¿�p�i�p�_�F�F�y� ���F��� �p�y���y�F�7��� ¦�º��i���p�i� ����m�I¦�º��F���a�F� �Q���B� ���i�|�����a�F�i���a�D6Y�w���pº�� 6> 
(
�
)
�yºc�����aº��i�p�O�&´����|�y�t� �a�����m�y�����

(u,Qt)
�y� �aº��O�p���p�a�i�������yº��J�c�¾�y���a���X�i�m�i�"���$�a�c���i�i����a�a���i�����y�F�B�a�Q�yº��O���p�5�����F���

(
�
)
�yºc���B�yºm� & �������§�����p�i�a�&�y� 	i�i�0�a�����m�a�����

(unh,
1
M

∑M
j=1 P

j

nQ
j

h,n)

 �yº�� ���F�����i���!� �S�i���0��m���a�F�a�&�y� 	F�i� � ���i� ¡ ��(c�����a�Q�i���i�¿�i� �y�O�����p�c���F���L����� � � (c��� �y�Q��� 
~�F�a�i�m�i�i�O��� �a���¿�

6�ºm�����¿�yº��B��­©¥ �S�i���0� �����a�i�p�F�a� 	i�F� � � ��� ¥ �����i� �p�£º��i�¿�$���R�a���¿�����m�v�yº����|�y�p�i�a��a�i���p���$���m���a�w´��������y�F��� �§³I��� �y��ªY���a���R�a�i����� 	w���a�����m� ���i��� ���i�L���i�$��� �y�v�7�a������º ��a�i�£º��m���w���D�¿�����)(c�w�¾�y�����
�
6�º����£º ����������¢��i�v�y�I�yº����|�£���m����� �!� ��&��yºm���m­©¥������v�aºc���
6������ �S� � �����'�m�a�i�F���p� ��� �p�0���p�i�F�a����� � � �0� ���0� �J�c�y���yº�� �F��� �y�����m�����©�p�����m�a�����I���f�yº��
���a���F�

O
(
h+ δt+ 1√

M

) �*6�º��F�a�
h
���Y�aº��#�a�c���F�'�|�y�F�
�

δt
���Y�aº��#�a���¿�©�p�a�i�®�����

M���J�yº��¿� ���+�S�i�O��&Y�p�w����� 	i���y�������©��&��yº����m­W¥r� 
 �?� ���X�yº���� ���+�S�i�#��&������+�0�S�i�����O�S�i��F�i��� � �
¦�º����a�����m�i� ��& �yº���� �c���S�i� ��� ���F�����y�F�¿�a�O�aº������p����&S��&S�yºm�i�a��� 6������a�a�F�p�a��������� ±f� 6��F���i�-�

�S��& ���p��6D� ���F�O�a�B�aº���º��w���|�#��&��aº���� �¾�a�y�F�-�����F�O���O�i�¿��ºc���a� 	F������� ��� ���?�X���m�R�����a� ��� ����p�����O�F�����¿�i� �a�Y�yºc���#6�� �_�F�����&���J�p���£º®�p�i�a�m���y�����F�a�F�p�����¦�º�� ���p����& ��& �aº����k´m���p�a�i���F� 
 �����®����& ���F�©�m����� ���F���i�p�J����� �p�-���m� ���p���!� ����& �yº����i��� �y�¶¹� �����m� ���a�������F�2���#�a�F���a�������F�i�vº��F�a��� ����������& ���J�yº����y��¢�� ��&Y�i�����p���|�y�i�m�F�5�
¨W� �yº����J��º7� ������i�O�����#�����S�w���O���O�p���£ºR��� �yº������ �y�F�y���a���a���~���©�i������� �_�Q���F�a� ���i� ��� �$�y�¾�yº��F�J�p�y�a������º �|¹
& ���H6Y���a� 6D� � & �a�����aº����5�m�a�i�|�����y�����R�yº���� ���m���¿�����F�����-�
�����¿�i� �a�������F� ���S� �����
��� & ���F������m���������F� ���y� ��� ·©�����p� ��� ¯��!���S���¿���m�i�@��¦�º�� ������� 
 �a������º � �J��� ���F���!�7���'�aºc���-� 6�� �yº ������ 6 �y�O�£���£¢����f�m�&´����aº��,!#�����i�p¢����¿�������p� ´���� ���a�����$��6��f���F�����_�F�y���a�i���%6D���a¢Q�����yºm�f�c�¾�y���a����F���i�L��� 
 ���5�S�����&���O�a�c���i�i���r·©�v�yº����i��� �a�y���|�5� �|�y�������i� �p���£º ��� ¬ ��& � � ���m� �«�£��¢��$�®� ���£º�¿���a�®�a�-����� ��� �a�F�p�y���0� ����� �aº����p�a���m� ¬ ��& � � � � � �©�F�����a�����i�p���������aº��i���!���S����&#�i��� ���i�&¹�a���������F�a� ���¾�y����� 
 & ���©���F�y�������J���S���m�O�F��� ���i�&�y� ���¿���i�p�������y� ���F�O����� & �y���¿� ������� 
_�i�p�i���F���X�p�i�
& �����k´���������� ¬ � & � � ������� � �«·©� �aº������yºm�i��ºc�����$�r�aº�� 95� ���¿�i�p���w�������c��� ���a��� ;$�c���p����&W�����
6����a¢ �a�F�i�¿� �F�����m���F�a�i� � ����6 � 27� ���p�®� 6D���a�B�yºc���¿�yºm�®�w���a��6��®�m�w���#6����aº
�r���a�F�i���p�i� �
�S�i�i�����a�t��&_���a� �a�����������F���!�'���������a� & ���p� �����-� ��� �������i�m�i� 6����aº¿�O�m���a�F��� �����F�a���p�i�������Y�¿�����F�

 �



� 
 � 
 � 
 ��� �1# �����$# �����1� �*(�� �3��
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 º ���S���yºm�i�a�F� 
 ±#� �J����� 
 ±W� ���©�w���������=�S�¿�F�����p�����F�a�i�R���'�B���p���y���!���S� 
 ��� �a�i�a�¿�O��&«�yº�������yºm�i�����y���w���_��� @¿�i�m���!� �D��&z�����X�¿�����i���Y��&L�!���S� 
 �M� � �<�c±f� 6��F���F�-�
(
�
)
�yº����a�����m��� �¿���m�i� 
 �M� � �!¹ 
 �M� � � �f�F�+�S�������i�J����� �5�X�)&«�����#�����@�S��� @¿�i�m���y���i�J��&«�¿���m�i���&«�!���S� 
 � � � �# S�aº��Q�i���m�������0� �S�F� 6��i�F� �aº�� �p�a���£º����p�a��� �c���p�J����� �yº��Q�����F�a���p�i�������
1�� 6 �c���p� �«�yº��C& ���F���yºc�¾�����$��� � (m´��i�U� ���>�_�F����&O�����>�0�_�F�����¿�aº�� 
 �����c���p�i� �y� ��m�F�y�F�a�¿�����������|�y������1c� 6 ���i�����F���!�����O���F�a�c����� �����p�a���£ºc���p�y���¿�����p� ���m�����_À �#���J�yº��F�a� & ���a��k´��_�F�F�y�F� �yºc�¾�f�aº��������yºm�i�����y���w���~�a�������S� ´����a�F� & �������a�f�|�y���m� 6������A�S�'���p��& ���z����������p�a�a���&�y� ��� & �����yº������c��� ���a������&m�yºm�����aº��i���i���a�F�-�¾¨Y�z���w���|�
� �����L�����a�F�����¿�������p�f� �¾�a�y�F�
& ���Y�yº��F���

(
�
)
�yº��t�a���������Y�¿�����F� 
 � � � � ¹ 
 �M��� � �
���r�������i�F���m�a�i�����Q�yºm�t� ���¿�i�p���i���c���y���F�y���i� 
 �����¿�i��¹�m�i�������p���£º �«�������a���F�«�a�'�p�i�|���©���D�J�y�F�p���w���p��& ���«�����������i�F� � ���¿�i�a���w�����a�i�£º��m��� ���i��aºc���'6������ �S���yº��F���&´��y�F�����F� �a�������a���p����º����p�a���w�¾�y�i�®�w���p�i�-�~¦�º����«�p�m�p�y�)(c�i� 
 �y� ��������������������������w���|� ���yºm�#�m�i�i�C& ���Y�yºm�#� ���¿�i�p���i�������c�������a������&
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∫
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∫
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∫
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/1,
Pt
G � R.4�2;/1,e814;[DY14;,.254 Q ) >TR345[D4
UW/1[D4 Q ,

δt
_ )B454 � R.45/1[B4�� L�!HG =3G ` Q , 4#4;U G<6  �8�9 a ^

� 
43 3E���%� � B�I��D
���	 
4IW: 
 B�@ 	���
 U#EHG 
��	5�� �!�DE � �\3E� 8 :��<
43E
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h
C *DC

n ≤ T
δt
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⌊
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⌋
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v = en+1

o
O 4�/ Z > * Q ,+^

1

2δt

(
||en+1||2L2

x
− ||en||2L2

x

)
+

∫

O
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+(δt)2

∫ tn+1

tn

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂∂xu

∂t
(s)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
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&HG / C�1 I # I & ' R

∣∣∣∣E
(∫ tn+1

tn

R(s, x)(∂xen+1) ds

)∣∣∣∣ ≤
1

4ε

∫ tn+1

tn

(E(R(s, x)))2 ds+ εδt|∂xen+1|2,

I
O
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∣∣∣∣E
(∫ tn+1

tn

R(s, x)(Qs − Q̃s) ds

)∣∣∣∣ ≤
1

4ε

∫ tn+1

tn

E
(
R(s, x)2

)
ds+ ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)
ds.

� &+#
S(t, x)

� & C * � #�� EHG J AB& 'B' ' / AB% #
% C #
dSt = a(x, t) dt+ b(x, t) dVt + c(x, t) dWt

P I # %
b
C *DC

c
' G / C8G & I *�# & ,8GBC �01 & I *

t
� � & C�1 '�J % C�� &7#
%�&/O J:1
1 J P I * , I *�&HG / C�1 I # .+R

∣∣∣∣E
(∫ tn+1

tn

(S(s, x) − S(tn, x))(∂xen+1) ds

)∣∣∣∣ ≤
1

4ε
δt2
∫ tn+1

tn

(E(a(x, s)))2 ds+εδt|∂xen+1|2,
P I #
%

ε
C8G � I # GBC8G�I
1 . '�% C�1
1 �

� � B�B�@7� � R.45)B4 [B45)D0 = >T)�*-[D4]4d*-)BAV>D/ / Z > * Q , Z A ; *\0.2 ReA I " 2 R O *\[ K Q ,.4;n?0b* =mQ >JA o ,./\> Q 2 Q ,.Y
>DRb*->

∂xen+1

Q )�6.4
>T4;[ � Q , Q )B> Q 2�*\,.6�0.) Q ,.Y�>TR34 Q ,.45n?0b* =mQ >JA |ab| ≤ 1
4ε
a2 + εb2

G
� 
43 3E� O � &$% C�� &7#
%�&/O J:1
1 J P I * , #1P J I *�&HG / C�1 I # I & ' R
∣∣∣∣E
(∫ tn+1

tn

(Qs − Q̃s)(Q̃s − Q̃tn) ds

)∣∣∣∣≤Cδt2
(
δt + δtE(Q2

n) + δt|∂xun+1|2+
∫ tn+1

tn

E(Q2
s)

)

+ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)
ds,

P I #
%
ε
C8G � I # GBC8G�I
1 . '�% C�1
1 �
∣∣∣∣E
(∫ tn+1

tn

α(Qs − Q̃s)(P̃s − P̃tn) ds

)∣∣∣∣ ≤ Cδt2
(
δt+ δtα2 +

∫ tn+1

tn

|∂xu|2
)

+ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)
ds,

P I #
%
α

C A J * ' # C *�#<N
ε
C8G � I # GBC8G�I
1 . '�% C�1
1�C *DC

C
C A J * ' # C *�# I *DC & E &+*DC &+*�# J O

α
� � %�&

A J * ' # C *�#
C

I ' I *DC & E &+*DC &+*�# J O
n
C *DC

δt
N � / # C & E &+*DC '4J *

ε
C *DC J * #
%�& C C # C J O #
%�&

EHG J��01 & % R
u0

N
fext

C *DC
T
�

� � B�B�@7� � R34 < [B/H/-U�/\U�>TR34 � [D)B> Q ,345n?0b* =XQ >JA � Q � Q 2;) >DRb*->g/\U�>TR.4�)D4;25/1,36@/1,.4 G � R.45[B4;UW/1[B4 o
O 4+/1, = A < [D/9814 >TR.4 )B452;/1,.6 Q ,345n?0b* =XQ >JA G � /1[ * =m=

t ∈ (tn, tn+1)
o /1,.4@2d*\, O [ Q >D4

dP̃t =
−1

2
Pndt+ dVt

G � 4�R.*98\4�>DR.45[B4;UW/1[B4�^

E

(∫ tn+1

tn

α(P̃ (s, x) − P̃ (tn, x))(Qs − Q̃s) ds

)

=

∫ tn+1

tn

E

(
−(s− tn)

α

2
Pn(Qs − Q̃s)

)
ds+ E

(∫ tn+1

tn

α(Vs − Vtn)(Qs − Q̃s) ds

)
.
_FEHG 8 =ea

� /1[�>DR.4 � [B)B>P>D45[ � /\U�>DR.4 [ Q Y1Re> I Rb*\,.6 ) Q 6.4@/\U _KEHG 8 =ea o O 4 * <.<3= A >TR.4 )B452;/1,.6 Q ,.4;n?0b* I
=XQ >JA /\U f 4"� � * c _ O#Q >TR

R(s, x) = −(s − tn)
α
2
Pn
a Q , /1[D6345[P>T/:/ Z > * Q , * Z /103,.6 Q ,

Cδt3α2 + ε
∫ tn+1

tn
E

(
(Qs − Q̃s)

2
)
ds
G � R.4 * Q � /\U >TR.4 [D4"��* Q ,.6.4;[�/-U�>TR34 < [B/H/\U Q ) >T/

)BR./ O >TR.4�UW/ =X= / O#Q ,3Y 45) > Q � *-> Q /1,P/\,!>DR.4�)D452;/1,.6�>T4;[ � /\U�>TR34�[ Q Y1Re> I Rb*\,36!) Q 6.4�/\U _KECG 8 =1a ^
∣∣∣∣E
(∫ tn+1

tn

α(Vs − Vtn)(Qs − Q̃s) ds

)∣∣∣∣ ≤ Cδt2
(
δt + δtα2 +

∫ tn+1

tn

|∂xu|2
)
.
_FEHG 8�8?a

I I
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� ,!/1[D6345[�>T/�)DR3/ O _KEHG 8 8?a o O 4�0.)B4�>DR.4 " < " )D*-> Q ) � 4;6 Z A
Qs − Q̃s

^

Qs − Q̃s = Qtn −Qn −
1

2

∫ s

tn

(Qv −Qn) dv +

∫ s

tn

(∂xuPv − ∂xun+1Pn) dv

=

[(
1 − s− tn

2

)
(Qtn −Qn) − (s− tn)∂xun+1Pn +

∫ s

tn

∂xuPtn dv

]

−1

2

∫ s

tn

(Qv −Qtn) dv +

∫ s

tn

∂xu(Pv − Ptn) dv.
_FEHG 8?`1a

f 4;>�03)�6345,./\>D4
B
>TR.4P>D45[ � Q , Z [D*\2 h\4
>T) G � R34![D*\,.6./ � 8-*\[ Q * Z = 4

B
Q ) Q ,.634 < 45,.6.4;,e> /-U

(Vs − Vtn)
o O R Q 2 R Q � <3=mQ 4;)�^

E

(∫ tn+1

tn

α(Vs − Vtn)B ds

)
= 0.

� 4P)B> Qm=X= Rb*d814�>D/@45) > Q ��*->D4�>DR.4�2;/1,e>T[ Q Z 03> Q /1,3)�/\U >TR.4 = *\) >�> O /@>T4;[ ��) /\U _KEHG 8?`1a G � R345)D4
2;/1,e>T[ Q Z 03> Q /1,.) O#QX=m= Z 4�6.4;,./\>T4;6@[B45) < 452
> Q 814 = A Z A

T1

*\,.6
T2

G
f 4;>g0.) � [B)B>#>T03[D,�>T/ >TR.4�>D45[ �

T1

O R Q 2 R Q )�^

T1 = E

(∫ tn+1

tn

α

2
(Vs − Vtn)

∫ s

tn

(Qv −Qtn) dv ds

)

=
α

2

∫ tn+1

tn

∫ s

tn

E ((Vs − Vtn)(Qv −Qtn)) dv ds.

� > Q )�2 = 45*\[ >TRb* >�^

|T1| ≤ δt3α2 +
1

δt3

(∫ tn+1

tn

∫ s

tn

E ((Vs − Vtn)(Qv −Qtn)) dv ds

)2

.

$ ) Q ,3Y�>TR.4�4�� < [B45)D) Q /1,+/-U
Qv − Qtn = −1

2

∫ v
tn
Qw dw +

∫ v
tn
∂xuPw dw + Wv −Wtn

o /1,.4
/ Z > * Q ,.)�^

E ((Vs − Vtn)(Qv −Qtn)) =
1

2
E

(
(Vs − Vtn)

∫ v

tn

(−Qw) dw

)

+E

(
(Vs − Vtn)

∫ v

tn

∂xuPw dw

)

+E ((Vs − Vtn)(Wv −Wtn)) .
_FEHG 8ecea

� R.4 >TR Q [D6 >D45[ � /\U _KECG 8ec1a Q ) K;45[D/ G � /1[�>TR.4!)D4;25/1,36 >T45[ � /\U _KECG 8ec1a
o O 4 O [ Q >T4 _ 0.) Q ,.Y
; *\032 R?A I " 2 R O *\[ K a ^

1

δt3

(∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∫ v

tn

∂xuE ((Vs − Vtn)Pw) dw dv ds

)2

≤
∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∫ v

tn

|∂xu|2 (E((Vs − Vtn)Pw))2 dw dv ds ≤ Cδt3
∫ tn+1

tn

|∂xu|2.

I�[
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� /1[ >DR.4 � [D) >g>D45[ � /\U _KEHG 8ecea o O 4 O [ Q >T4 Q ,�>DR.4�)T* ��4 � *\,.,.4;[�^

1

δt3

(∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∫ v

tn

E ((Vs − Vtn)Qw) dw dv ds

)2

≤
∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∫ v

tn

(E ((Vs − Vtn)Qw))2 dw dv ds

≤
∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∫ v

tn

(s− tn)E(Q2
w) dw dv ds ≤ δt3

∫ tn+1

tn

E(Q2
s).

f 4;>g0.)#,./ O >D0.[D,]>D/�>DR.4�45) > Q � *-> Q /1,]/\U�>TR34�>D45[ �
T2

^

T2 = E

(∫ tn+1

tn

α(Vs − Vtn)

∫ s

tn

∂xu(Pv − Ptn) dv ds

)

= α

∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∂xuE ((Vs − Vtn)(Pv − Ptn)) dv ds.

� > Q )�2 = 45*\[ >TRb* >�^

|T2| ≤ δt3α2 +
1

δt3

(∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∂xuE ((Vs − Vtn)(Pv − Ptn)) dv ds

)2

.

$ ) Q ,3Y�>DR.4�4�� < [D4;)D) Q /1,!/\U
Pv − Ptn = −1

2

∫ v
tn
Pw dw + Vv − Vtn

o O 4�/ Z >T* Q , ^

E ((Vs − Vtn)(Pv − Ptn)) =
1

2

∫ v

tn

E (−(Vs − Vtn)Pw) dw + E ((Vs − Vtn)(Vv − Vtn)) .
_FEHG 8@�1a

� /1[ >DR.4�)D452;/1,.6!>T45[ � /\U _KEHG 8��1a o O 4�R.*98\4�>DR.45[B4;UW/1[B4�^

1

δt3

(∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∂xu(v − tn) dv ds

)2

≤ 1

δt

∫ tn+1

tn

∫ s

tn

|∂xu|2(v − tn)
2 dv ds

≤ δt2
∫ tn+1

tn

|∂xu|2.

� /1[ >DR.4 � [D) >g>D45[ � /\U _KEHG 8��1a o O 4�/ Z >T* Q , Q ,]>TR.4�)T* � 4 O *dA ^

1

δt3

(∫ tn+1

tn

∫ s

tn

∂xu

∫ v

tn

E ((Vs − Vtn)Pw) dw dv ds

)2

≤ 1

δt

∫ tn+1

tn

∫ s

tn

|∂xu|2
∫ s

tn

∫ v

tn

(E ((Vs − Vtn)Pw))2 ds ≤ δt3
∫ tn+1

tn

|∂xu|2.

� R Q )#45,.6.)#>TR34 < [D/C/\U G
$ ,.4�2d*-, ,./ O < [D/9814 � [D/ < /1) Q > Q /1, L1G

['&
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� � B�B�@7� � R.4 � [B)B> Q ,345n?0b* =XQ >JA /\U f 4"� � * � )BR./ O )g>DRb*->�^

|A| ≤ Cδt2
(
δt+ δt|∂xun+1|2+

∫ tn+1

tn

E(Q2
s) + δtE(Q2

n)

)
+ ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)

+ |A′|,

O#Q >TR

A′ =

∫ tn+1

tn

E

(
(Ps∂xu(s) − Pn∂xun+1)(Qs − Q̃s)

)
ds

−δtE(PnQn − PtnQtn)∂x(un+1 − u(tn+1))

=

∫ tn+1

tn

E

(
(Ps∂xu(s) − Pn∂xun+1)(Qs − Q̃s)

−(PnQn − PtnQtn)(∂xun+1 − ∂xu(tn+1))
)
ds.

$ ) Q ,3Y f 4���� *\) c *\,.6 �Ho O 4 O#QX=m= < [D/9814�>TR34�UW/ =m= / O#Q ,.Y 45) > Q ��*->D4i/1,
A′ ^

|A′| ≤ Cδt3

(
1 + |∂xun+1|2 +

1

δt

∫ tn+1

tn

∣∣∣∣
∂∂xu

∂t

∣∣∣∣
2

+
1

δt

∫ tn+1

tn

|∂xu|2 +
1

δt

∫ tn+1

tn

E(Q2
s)

+E(Q2
n) +

1

δt

∫ tn+1

tn

E(Q̃2
s)

)
+ ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)

+ εδt|∂xen+1|2,

O#Q >TR
ε
*\[ Z Q >D[T*\[ Qm= A�) � * =m= G

� R.4 >DR Q [B6 Q ,.45n?0b* =XQ >JA�/\U f 4"� � * c * <.<.=XQ 4;6 )B0.252;45)D) Q 8\4 = A >T/
PsQs

*\,.6
P̃sQ̃s

*\,.6�>TR.4
)B4525/\,.6 Q ,.45n?0b* =mQ >JA�/\U f 4"� � * �]_ * <.<.=XQ 456 O#Q >TR

α = ∂xun+1

a )BR./ O >DRb*-> |A′| Q ) Z /103,.6.456Z A ^
∣∣∣∣
∫ tn+1

tn

E

(
(Ps∂xu(s) − P̃s∂xun+1)(Qs − Q̃s) − (P̃sQ̃s − PsQs)(∂xun+1 − ∂xu(tn+1))

)∣∣∣∣

+Cδt3
(

1 + |∂xun+1|2 + 1
δt

∫ tn+1

tn

|∂xu|2 +
1

δt

∫ tn+1

tn

E(Q2
s) + E(Q2

n) +
1

δt

∫ tn+1

tn

E(Q̃2
s)

)

+ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)

+ εδt|∂xen+1|2.

� R.4;, o 0.) Q ,.Y�>TR34j)D452;/1,.6 Q ,.4;n?0b* =mQ >JAg/\U f 4"� � * c�_ O#Q >TR
R(s, x) = Ps(∂xu(s)−∂xu(tn+1))

a
o
O 4�/ Z > * Q ,P>TR.4�UW/ =X= / O#Q ,3Y Z /\0.,.6!/1, |A′| ^
∣∣∣∣
∫ tn+1

tn

E

(
(Ps∂xu(tn+1) − P̃s∂xun+1)(Qs − Q̃s) − (P̃sQ̃s − PsQs)(∂xun+1 − ∂xu(tn+1))

)∣∣∣∣

+Cδt3

(
1 + |∂xun+1|2 + 1

δt

∫ tn+1

tn

|∂xu|2 +
1

δt

∫ tn+1

tn

∣∣∣∣
∂∂xu

∂t

∣∣∣∣
2

+
1

δt

∫ tn+1

tn

E(Q2
s) + E(Q2

n)

+ 1
δt

∫ tn+1

tn

E(Q̃2
s)

)
+ ε

∫ tn+1

tn

E

(
(Qs − Q̃s)

2
)

+ εδt|∂xen+1|2.

[ 0
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� R.4;, o 6.4;8\4 = / <.Q ,3Y�>DR.4�4�� < [B45)D) Q /1, 0.,.6.4;[�>TR.4 Q ,e>D45Y1[D* = o O 4�/ Z >T* Q ,P>DR.4�UW/ =m= / O#Q ,.Y >D45[ � ^

−
∫ tn+1

tn

E

(
∂xu(tn+1)Q̃s(Ps − P̃s)

)
+

∫ tn+1

tn

E

(
∂xun+1Qs(Ps − P̃s)

)

=

∫ tn+1

tn

E

(
∂xun+1(Ps − P̃s)(Qs − Q̃s)

)
+

∫ tn+1

tn

E

(
Q̃s(Ps − P̃s) (∂xun+1 − ∂xu(tn+1))

)
.

$ ,.4g2d*\,�,./ O 2;/1,.2 = 0.6.4#0.) Q ,.Y�>TR.4 Q ,.45n?0b* =XQ >JA
E

(
(Ps − P̃s)

2
)
< Cδt2

*-,.6P* <3<.= A Q ,3Yi>TR.4
� [B)B>g> O / Q ,345n?0b* =XQ > Q 45) /\U f 4"� � * c >D/ Z /\>DR]>T45[ � )#/\U�>TR34�* Z /9814�4�� < [D45)B) Q /1, G

#('�� ' $ � '/,��6; )
	6;�,.-
; ' % ?�� ;�� '/, ?�; � -*) / ' �(A = -H),; ?�A�� ;��!
(),'��</ ; + '
� 4 ,./ O >T0.[B,P>T/ >DR.4 = *-)B> = 4;8\4 = /\Ul6 Q )B25[B4;> Q Kd*-> Q /1, ^C>DR.4 M /\,?>D4 ; *\[ = / ��4;>DR./C6 G�� , >TR.4

< [B452;456 Q ,.YP)D0 Z )D4;2;> Q /1,.) o O 4 Rb*d814�)DR./ O , >TR.*-> >DR.4 ) < *\2;4 *\,.6!> Q ��4�6 Q )B25[B4;> Q K54;6 < [D/ Z = 4"�
(unh, Qh,n)

25/1,e814;[DY14;)�>T/ O *-[D6.) >DR.4�25/\,?> Q ,?0./103) )D/ = 03> Q /1,P* > > Q � 4
tn = nδt

^
(u(tn), Qtn)

G
� 4 ,./ OSO *\,e>�>D/�4;)B> Q ��* >T4�>TR.4�45[B[D/1[ Q ,36.0.254;6 Z A�>TR.4�* <.< [D/�� Q � *-> Q /1,�/\U

E(PnQh,n)
Z A

*\, 4�� <.Q [ Q 2d* = � 45*\, G ( =X= >TR.4 [D45)B0 = >D)�/\U�>TR Q ) )B0 Z )D4;2;> Q /1, R3/ = 6 0.,.6.4;[�>TR34@*\)B)D0
� < > Q /1,
u0 ∈ L2

x

*\,36
fext ∈ L∞

t (L2
x)
G

� 4�6.4 � ,.4�>TR34�UW0 =m= A�6 Q )B25[B4;> Q K54;6 < [D/ Z = 4�� ^
� & I * , ,8I � &+* C # # I&% &

tn = nδt
N #
%�& � & 1 J A I # .

unh
C *DC�#
%�& G:C *DC JD% �LC8G�I%C �01 & '

P j
n

N
P
j

n

C *DC

Q
j

h,n

N J *�& Q *DC '
un+1
h ∈ Vh

' / AB% #
% C # ∀v ∈ Vh
N

1

δt

∫

O
(un+1

h − unh)v +

∫

O
∂xu

n+1
h ∂xv = −

∫

O
Sh,n∂xv +

∫

O
fext(tn)v.

_FEHG 8@�ea

P I #
%
Sh,n = 1

M

∑M
j=1 P

j

nQ
j

h,n

� � %�&+*�N J *�& A JD% E / # & '
P j
n+1

N
P
j

n+1

C *DC
Q
j

h,n+1

/ '�I * , R

Q
j

h,n+1 −Q
j

h,n =

(
∂xu

n+1
h P

j

h,n −
1

2
Q
j

h,n

)
δt +

(
W j

tn+1
−W j

tn

)
,

_FEHG 8  ea

{
P j
n+1 − P j

n = −1
2
P j
n δt+ (V j

tn+1
− V j

tn),

P
j

n+1 = sup(−A, inf(A, P j
n+1)).

_FEHG `�!ea

� R.4 < [D/C254;)D)B45)
(V 1

t , . . . , V
N
t )
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PnQn =

(
1 − δt

2

)n(
PnQ0 +

n∑
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(
1 − δt

2

)−k√
δtPnGk−1 +Xn

)
,

PnQn−E(PnQn)=

(
1 − δt

2
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PnQ0 +

n∑
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(
1 − δt
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)−k√
δtPnGk−1 +Xn − E(Xn)

)
.
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E
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2
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=
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1 − δt

2
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(

E(P 2
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(
1 − δt

2

)−2k

δtE(P 2
n) + E

(
(Xn − E(Xn))

2
)
)
.

( ) Q � <.= 4�25* = 2;0 = * > Q /\,!A Q 4 = 6.)
E(P 2
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>D/ 4;)B> Q ��* >T4 (
1 − δt

2
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E ((Xn − E(Xn))

2)
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(
1 − δt

2

)2n

(Xn−E(Xn))
2 ≤ δt2n

n∑

k=1

(
1 − δt

2

)2(n−k)
|∂xuk|2(Pk−1Pn−E(Pk−1Pn))

2.

$ ,.4�25*\,�2 R.452 hP>DRb*->
E ((Pk−1Pn − E(Pk−1Pn))
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C
Q ,36.4 < 45,.6345,e>g/\U

δt
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E(P 4
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a
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(
1 − δt

2

)2n

E
(
(Xn − E(Xn))

2
)
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n∑
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|∂xuk|2.
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43 3E�A0 � � & C:'B' / % &

δt < 1
2

� 	 JLG & J�� & G N P & C:'B' / % & #
% C # #
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E
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(P 1

n − P
1
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O
E
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Q1
n(P

1
n − P

1

n)
)2
)
< Cδt4,

P I #
%
C

C A J * ' # C *�# C & E &+*DC I * , J *
γ
C *DC J * # %�&�C C # C J O$#
%�& EHG J��01 & % R

u0

N
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C *DC
T
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√
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√
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E
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1
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1√
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1√
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< Cδt8.

_FEHG `�=ea
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∫
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∫
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1
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)
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E
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
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n∑

k=1

(
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2
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1
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1
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

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∫
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E
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1
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
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
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2
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1
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n − P
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2
)
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∫

O
E



(
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(
1 − δt

2

)n−k
∂xukP

1
k−1(P

1
n − P

1
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


≤
∫

O
E






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n∑
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∂xu
2
k

√√√√
n∑
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n − P

1

n)δt




2

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∫

O
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∂xu
2
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1
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2
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2

)
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√
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4
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E

(
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1
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)
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)
≤ C
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G
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j
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j
n

o
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j
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O
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∫

O
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n

)
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∫

O
∂xg

2
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∫

O
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1
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E
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2
E
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j
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j

n)R
j
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1
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E
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+

∫

O
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n(∂xg

2
n+1)

+
1
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O
E
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(
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2
)
−
∫

O
E
n
(
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n)
2
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+
1

2

∫

O
E
n
(
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n)
2
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≤ 1

2δt

∫

O
E
n
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2
)

+

∫

O
E
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∫

O
E
n
(
I1
n

)
.

O#Q >TR

I1
n = (∂xun+1P

1
n − ∂xun+1P

1
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1
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1
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1
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1
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1

n − P 1
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1
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1
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1
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∫

O
E
n ((Sn − E(PnQn))∂xgn+1) ≤

1
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∫

O
E
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(
(∂xgn+1)

2)+ 10

∫

O
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2
)
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

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1

M
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j
n − E(P j

nQ
j
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
 ≤ C
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∫
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−
∫
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M
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t

b

)(∫ t

0

(∂yyu)(∂yu)Y
2
s ds

)
E
(∫ •

0

∂yuYs dVs

)

t

)∣∣∣∣∣ ≤

C ′
qb

(∫ t

0

|∂yyu||∂yu| ds
)

exp

(
q − 1

2
b

∫ t

0

(∂yu)
2 ds

)
.
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∂yu(r, y) ≤ ||∂yu(r, .)||H1

y
� /

∫ t

0

∫

O
|∂yτ ||∂yyu| ds

≤
∫ t

0

∫

O
exp

(
q − 1

2
b

∫ s

0

(∂yu)
2 dr

)

∗
(
Cq

√
b

(∫ s

0

|∂yyu|2 dr
)1/2

+ C ′
q b

(∫ s

0

|∂yyu||∂yu| dr
))

|∂yyu|(s) ds

≤ Cq
√
b

∫ t

0

exp

(
q − 1

2
b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
dr

)(∫

O

(∫ s

0

|∂yyu|2(r) dr
)1/2

|∂yyu|(s)
)
ds

+C ′
q b

∫ t

0

exp

(
q − 1

2
b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
dr

)(∫ s

0

||∂yu||H1
y
(r)

∫

O
|∂yyu|(r)|∂yyu|(s) dr

)
ds.
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∫ t

0

∫

O
|∂yτ ||∂yyu| ds

≤ Cq
√
b

∫ t

0

exp

(
q − 1

2
b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
(r) dr

)(∫ s

0

||∂yyu||2L2
y
(r) dr

)1/2

||∂yyu||L2
y
(s) ds

+C ′
q b

∫ t

0

exp

(
q − 1

2
b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
(r) dr

)(∫ s

0

||∂yu||H1
y
(r)||∂yyu||L2

y
(r) dr

)
||∂yyu||L2

y
(s) ds

≤ 1

4

∫ t

0

||∂yyu||2L2
y
(s) ds

+C(q, b)

∫ t

0

exp

(
(q − 1)b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
(r) dr

)(∫ s

0

||∂yyu||2L2
y
(r) dr

)
ds

+C ′(q, b)

∫ t

0

exp

(
(q − 1)b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
(r) dr

)(∫ s

0

||∂yu||H1
y
(r)||∂yyu||L2

y
(r) dr

)2

ds.
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||∂yu||2L2
y
(t) +

1

2

∫ t

0

||∂yyu||2L2
y
(s) ds ≤

A+ 2C(q, b)

∫ t

0

exp

(
(q − 1)b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
(r) dr

)(∫ s

0

||∂yyu||2L2
y
(r) dr

)
ds

+2C ′(q, b)

∫ t

0

exp

(
(q − 1)b

∫ s

0

||∂yu||2H1
y
(r) dr

)(∫ s

0

||∂yu||H1
y
(r)||∂yyu||L2

y
(r) dr

)2

ds.

;
���
f1(t) = ||∂yu||2L2

y
(t) ( ��� f2(t) =

∫ t
0
||∂yyu||2L2

y
(s) ds ) �F�?� (A@ �7/

f1(t) +
1

2
f2(t) ≤ A+ 2C(q, b)

∫ t

0

exp

(
α

(∫ s

0

f1(r) dr + f2(s)

))
f2(s) ds

+2C ′(q, b)

∫ t

0

exp

(
α

(∫ s

0

f1(r) dr + f2(s)

))(∫ s

0

f1(r) dr + f2(s)

)
f2(s) ds,

6��B���
α = (q − 1)b ) ;
��� R(t) � �&����� �'� ���3�]� ( ���\���������5* �����?*,����#D�������4� ( ������� ) �>��� ( ��������E6 ���$��� /

R′(t) = 2 exp

(
α

(∫ t

0

f1(r) dr + f2(t)

))(
C(q, b) + C ′(q, b)

(∫ t

0

f1(r) dr + f2(t)

))
f2(t)

≤ 4 exp

(
α

(∫ t

0

R(r) dr + 2R(t)

))(
C(q, b) + C ′(q, b)

(∫ t

0

R(r) dr + 2R(t)

))
R(t).

� C8�$�3�����.� ( �������^�$�9����#D�.% �����$� : � ( ���7���

R(t) ≤ A+ 4

∫ t

0

exp

(
α

(∫ s

0

R(r) dr + 2R(s)

))

∗
(
C(q, b) + C ′(q, b)

(∫ s

0

R(r) dr + 2R(s)

))
R(s) ds.
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R(t) ≤ A+ 4

∫ t

0

exp (α (T + 2)R(s)) (C(q, b) + C ′(q, b) (T + 2)R(s))R(s) ds

≤ A+

∫ t

0

exp (βR(s)) (c+ c′R(s))R(s) ds,

6��B���
β = α (T + 2)

%
c = 4C(q, b) ( ��� c′ = 4 (T + 2)C ′(q, b) )3F �'��# �����$�V������� ( � ���-.

�������J��� ( �
�����'���J� 0/�$�'���
γ > 0 ( ��� C > 0

% � � �	��� ����" ���������&���5�
q
%
b
%
E

((
1

1 − X2
0+Y 2

0

b

)p)

( ��� T � �����0�\��� ( � /
R(t) ≤ A+ C

∫ t

0

exp(γR(s)) ds.

;
���
H(t)

�������5���V����� ��� �5�4� � ( ���9������� )&# �����G� ( �'C%��� ���'��� @ �V* �'��# �����$�������'�4� (5: �B� C �����
*,� :$: �<6����&�^���!����# ( ��� / ∀t ∈ (0, 1

γC
exp(−γA)

) %

R(t) ≤ H(t) ≤ 1

γ
ln

(
1

exp(−γA) − γCt

)
.

# * 6G�&���-� T ′ = 1
γC

(exp(−γA) − exp(−2γA))
%�6G�&� (A@ � /�*,��� (5:$: t ∈ (0, T ′)

%

R(t) ≤ H(t) ≤ 2A.

! ���$� : � ( ���7��� ����� *,� :$: �<6����&�����!���$# ( ��� /�*,��� (5:$: t ∈ (0, T ′)
%

||∂yu||2L2
y
(t) +

1

2

∫ t

0

||∂yyu||2L2
y
(s) ds ≤ 2A.

� ? )91 ? �
# �8�������'�����+� � � ( ���%�����?���!���$# ( ��� ��� ∂tu %/6 �&� � ���'� @ �?��� ( � ∂tu = ∂yyu+ fext + ∂yτ )�>� � (A@ � (	: ��� ( ��C �����<6�� ( � ���'����# ( ���$���[�5* ∂yyu �$� L2([0, T ′], L2

y)
�����'# ) - ���'��� @ �'��%

���'�����9����� � ( #D� ( � ����#D���3� ( � � ��*,���'�.%�6 �+� ( � � ( ��� : C��'���<6 ��� ( � % *,��� ( �3C *,���������$��� v ∈
L2([0, T ′], L2

y)
%

∣∣∣∣
∫ t

0

∫

O
∂yτ v

∣∣∣∣ ≤ C||v||L2([0,T ′],L2
y),

6����'���
C
��� ( �������!� ( �3� ����" �������$��� ���

q
%
b
%
A

%
E

((
1

1 − X2
0+Y 2

0

b

)p)
( ��� T ′ ) ! ���$� C ��� : ���

�����?���'����# ( ��� �5� ∂tu )
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6 � fext ∈ L2
t (L

2
y) � u0 ∈ H1

y

-&'��
(

1

1 − X2
0+Y 2

0

b

)p
%9"�%
'+���?$&,;-��459� % (8,�"�( � �

p > 2 � 4 *+��'
�
*+��,2� � 6 %9"��A"

T ′ ∈ (0, T )
� ���7/+��'��&%
'�$ (8' �
*+� �#-&�?- " "� !3* �
*�-&�E�A*+��"	%�"��7� � ��� � � "lk ��� � � "-(� � %
�
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y
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%
'0�
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' : � � '+%
�C%?(8' " �
K 
 [ ���ML &I� > % (8'@� !3*+(�(�"��3"d"�( � ��%
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�A*

�
*+��%
' � -&,<%=-&'+� ����'�"�%
� %
p0

��� � '@�$� �&%]��� � <�� " � �
*+��' 4 *+�3(8,2� � � *+(85*�8"� K'�����,��A*+� � �)-MO#��,
-8"3"� � /1�C%?(8'

b > 2
�C"��3� � � � -&,�O <�< -&'�� \i� �;� - <�� "�� �:� ,2��!)-&5
5 �
*�-&��'@(8'@�N( % �
*+�3"��-8"3"� � /1�C%?(8'�"�(8'

b
%9"�,2�3"��=,<% !��C% � �T%
'�/1,;-�!��=% !3�d"�%
' !3�

b
%9"S/+*�%�"�% !)-&5
5 %P( % �A*+�0(8, ����,�( %P<��)� �

# � �����^*,� :�: �<6��$����%�6 � ( ���'��#%� b > 6
%
fext ∈ L2

t (L
2
y)

%
u0 ∈ H1

y
( ���

(
1

1 − X2
0+Y 2

0

b

)p

�$���$�3�����.� ( � : �V*,���7�'��#%�
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'��
u ∈ L∞

t (H1
0,y) ∩ L2

t (H
2
y )

"� !3*H�A*�-&� % (8,�-&5
5
v ∈ H1

0,y �
d

dt

∫

O
u v = −

∫

O
∂yu ∂yv −

∫

O
τ ∂yv +

∫

O
fext v,

�@? )21 A��
�7()$����A*+��, � %
�
*

τ = E

(
Xy
t Y

y
t

1 − (Xy
t )2+(Y y

t )2

b

)
,

�@? )21��)�

Xy
t = X0 +

∫ t

0

(
−1

2

Xy
s

1 − (Xy
s )2+(Y y

s )2

b

+ ∂yu Y
y
s

)
ds+ Vt,

�@? )21 E��

Y y
t = Y0 +

∫ t

0

−1

2

Y y
s

1 − (Xy
s )2+(Y y

s )2

b

ds+Wt.
�@? )21 � �
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�V��c ���B�����5� � ) ! �����8"��'� � : ��# ���H6 � :$: ���`c������ ) # ����������% 
 ���5" ���'�$������� 1 ��� @ ��� ( �'�*�'�����
�'� : ���������\��� �@? )21 E��DC �@? )91 � �-) - ���'��� @ �'��%�������������# ∫

O τ∂yv
� ( � ( #%� ( ���$���H���$�����^; ��#%# (

� A �����<6�� ��� ( � τ �$�V�$� L∞
t (L∞
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 � ������
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(vi)1≤i≤∞ ∈ C∞(O)∩H1

0 (O) � �������0�%��� ( � {vi} ��� ( � ( ���$� �5* H1
0 (O) ( ���D�����0� ��� ( �
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um(t, y) =
∑

i U
m
i (t)vi(y)

"4-&�=%9" � �3" #

d

dt

∫

O
um vi = −

∫

O
∂yu

m ∂yvi −
∫

O
τm ∂yvi +

∫

O
fext vi,

% (8,
1 ≤ i ≤ m � � ? )91.�)�

τm = E

(
Xy,m
t Y y,m

t

1 − (Xy,m
t )2+(Y y,m

t )2

b

)
,

�@? ) � 3)�

Xy,m
t = X0 +

∫ t

0

(
−1

2

Xy,m
s

1 − (Xy,m
s )2+(Y y,m

s )2

b

+ ∂yu
m Y y,m

s

)
ds+ Vt,

�@? ) � � �

Y y,m
t = Y0 +

∫ t

0

−1

2

Y y,m
s

1 − (Xy,m
s )2+(Y y,m

s )2

b

ds+Wt.
�@? ) � 1��

! ��� �����B��� (5: ���������B�����5� um(t = 0)
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Πm(u0)
6������'�
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t

b

)
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0

∂yu
mYs dVs
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%
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% 6��B���

Θ < T
% ������� 6G� (	: ���\� (A@ � ||Um(t)||L∞[0,Θ] ≤ M

6��B���F����� � ( #D� ��"�" ���
� ������� M � ��������" ����� ( �3�]�	* Θ �-)

# �E����� *,� :�: �<6�������%4����� ����#D�����'�����
m
���Sc&0/��� ( ���86 �&�5#%�B�������?�'��" �'���'�����$"��

m )
�F�����<6 6 ( �3� ���2�'���<6 ��� ( � ����������� : ����� ( �J�'C �'����# � ? )21.���DC �@? ) � 1�� ( ��#D�$��� ( �'� : ��������� )�>� ���3�*�'�/�������J�����J# ( �+��������� Ai,j =

∫
O vivj

%
Bi,j =

∫
O ∂yvi∂yvj

%A����� c � : � Ξ = (v1, ..., vm)

( ���F����� @ ���������
Fext

6��B���F����#D" �������3��� ∫

O
fextvj ) �>� ( �'� ���5�����8���\�������!�*�'����� ( c&0/���

" �����3�
U
�5* ������*,� :$: �<6����&� # ( "�"����&� 6������0� ( ���'�/��� ( �����J��� ( �3C *,�����-���$��� Φ ∈ C([0, T ],Rm)����� *,�������������

F (Φ) ∈ C([0, T ],Rm)
����c ����� � C /

F (Φ)(t) = U0−A−1

(∫ t

0

(
BΦ(s) −

∫

O
E

(
XsYs

1 − X2
s +Y 2

s

b

Z(Φ)s

)
∂yΞ + Fext(s)

)
ds

)
,

6����'���
Z(Φ)s = E

(∫ •

0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

s

.
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! ���&�����$��� (5: ���������$���$��� U0

�$������� @ ����������6��$���8����#%" �������3���
(Πm(u0))j )

� %
,2"�� "����7/ #
F � ���!� % 6 � ( ��� �����$��� ��� �'���<6 � C ����� 
J��� ( ��� c&0/��� " �����3� ���������'��# ��� ( � �����8*,�������������
F
� ( � ( ����� �4���Mc 0���� " �����3��6������"�'���!�*���$������� ��� C([0, α], B(U0, 1))

�������<6G��� 6��$���E�����
�����$*,���'# ���5� @ ��� ��������� ����" � : ���	C�%�*,�.� ����#D�

α ∈ (0, T )
6 � :$: �0�����'��� ( ���?��� : C ����" ���������&���5�

||Fext||L∞
t

%
max1≤i≤m ||vi||W 1,∞

y

%
m

%
b ( ��� T � �����7�����'�4� (5: �B���$��� �@? ) � ? � ( ��� � ? ) � A�� � � : �<6 �-)! ��� � (5:�: B(U0, 1)

���?����c ����� � C B(U0, 1) = {K ∈ Rm, ||K − U0|| < 1} ) 4��5���$����c ���!�
��� ( ��6G�?� (A@ �.% *,��� ( �3C Φ ∈ C([0, α], B(U0, 1)) ( ���8*,�.� ( �3C t ∈ [0, α]

/

E
(
(Z(Φ)t)

2
)

= E



(
E
(∫ •

0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t

)2



= E


exp



∫ t

0

(
∑

i

Φi(r)∂yviYr

)2

dr


 E

(
2

∫ •

0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t




≤ exp
(
Cαb

(
||Φ||2L∞[0,α]

))
E

(
E
(

2

∫ •

0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t

)

≤ exp
(
Cαb

(
||Φ||2L∞[0,α]

))
,

6����'���
C
�5� : C ����" �������2��� max1≤i≤m ||vi||W 1,∞

y
) ! ���$�2#D� ( ��� � ���$�����

α < T ( ��� Φ ∈
C([0, α], B(U0, 1)) � /

||Z(Φ)t||L∞([0,α],L∞
y (L2

ω)) ≤ exp
(
CTb

(
1 + ||U0||2

))
.

�@? ) � �)�
�������&�\�������?���!����# ( ��� � ( ���F; ��#%# ( � ? � % *,��� ( �3C Φ ∈ C([0, α], B(U0, 1))

% 6G�D� (A@ �D�����*,� :$: �<6����&�^���!����# ( ��� ��� Φ′ = F (Φ)
/

||Φ′(t) − U0||L∞[0,α] ≤ |||A−1|||
(
|||B|||α(1 + ||U0||) + Cα||Z(Φ)||L∞([0,α],L∞

y (L2
ω))

+α||Fext||L∞
t

)

≤ Cα(1 + ||U0||) exp(C||U0||2),
6����'���

C
�$� ( �������'� ( �4�G����" �����������2��� : C+��� ||Fext||L∞

t

%
max1≤i≤m ||vi||W 1,∞

y

%
m

%
b ( ��� T� ( ���E���5����� ||U0|| �-) ! �4���'%

F (C([0, α], B(U0, 1))) ⊂ C([0, α], B(U0, 1))
�$* 6G�&�0��� �����

α�'# (5:$: �����������8���+���������'�&��� ( � /

Cα(1 + ||U0||) exp(C||U0||2) ≤ 1.
�@? ) � ? �

�>�\��� 0 �D�����<6 ��� ( �+�����9*,���������$��� F �����'�*�'���-����� ��� C([0, α], B(U0, 1))
� 6��$���

α
�'# (5:$:

����������� � �$�D�����3�*� ( ��������� ) ;
�-� Φ1′ = F (Φ1)
%
Z1
t = Z(Φ1)t

( ��� Φ2′ = F (Φ2)
%
Z2
t =

Z(Φ2)t
6������'�

Φ1 ∈ B(U0, 1) ( ��� Φ2 ∈ B(U0, 1) ) � ��"�" ������#%�.����� @ ���9��� ( � �@? ) � ? �
& � �
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��� : ��� ) �F�?� (A@ �
||Φ1′(t) − Φ2′(t)||L∞[0,α] ≤ |||A−1|||

(
|||B|||α||Φ1(t) − Φ2(t)||L∞[0,α]

+Cα||Z1
t − Z2

t ||L∞([0,α],L∞
y (L2

ω))

)

≤ C ′α
(
||Φ1(t) − Φ2(t)||L∞[0,α] + ||Z1

t − Z2
t ||L∞([0,α],L∞

y (L2
ω))

)
.

�>� ���<6>6 ( �3�
�������!���$# ( ��� (Z1
t−Z2

t ) )
�>�J����� ����� * ( �-�
��� ( � Zk

t = 1 +

∫ t

0

∑

i

Φk
i (r)∂yvi Yr Z

k
r dVr�

k = 1
���

2 � /

Z1
t − Z2

t =

∫ t

0

(
∑

i

Φ1
i (r)∂yvi Z

1
r −

∑

i

Φ2
i (r)∂yvi Z

2
r

)
Yr dVr

=

∫ t

0

∑

i

(
Φ1
i (r) − Φ2

i (r)
)
∂yvi Z

2
rYr dVr +

∫ t

0

(
∑

i

Φ1
i (r)∂yvi

)
(
Z1
r − Z2

r

)
Yr dVr.

F ���5# ������� ( ��� � ? ) � ��� %�6 �2�����������&��� ( ��% ∀t ∈ [0, α]
%

E

((
Z1
t − Z2

t

)2) ≤ 2E



(∫ t

0

∑

i

(
Φ1
i (r) − Φ2

i (r)
)
∂yvi Z

2
rYr dVr

)2



+2E



(∫ t

0

(
∑

i

Φ1
i (r)∂yvi

)
(
Z1
r − Z2

r

)
Yr dVr

)2

 ,

≤ 2

∫ t

0

E



(
∑

i

(
Φ1
i (r) − Φ2

i (r)
)
∂yvi Z

2
rYr

)2

 dr

+2

∫ t

0

E



((

∑

i

Φ1
i (r)∂yvi

)
(
Z1
r − Z2

r

)
Yr

)2

 dr,

≤ 2bC ′α exp
(
CTb

(
1 + ||U0||2

))
||Φ1 − Φ2||2L∞[0,α]

+2bC ′||Φ1||2L∞[0,α]

∫ t

0

E

((
Z1
r − Z2

r

)2)
dr.

�������&�  �����36 (5:�: ;
��#D# ( %/�����$��C/�$� : ��� ( �8���!����# ( ��� /
∣∣∣∣Z1

t − Z2
t

∣∣∣∣
L∞([0,α],L∞

y (L2
ω))

≤ C ′α exp(C ′||U0||2)||Φ1 − Φ2||L∞[0,α],

6����'���
C ′ ��� ( ���5���'� ( �3� ����" �����������9�5� : CE��� ||Fext||L∞

t

%
max1≤i≤m ||vi||W 1,∞

y

%
m

%
b ( ���

T ) �>�Tc�� (5:�: C � (<@ � ( �E�$�����4� (	: �$� C �5* ����� *,� :$: �<6������2� C/" � /
||Φ1′(t) − Φ2′(t)||L∞[0,α] ≤ C ′α exp(C ′||U0||2)||Φ1(t) − Φ2(t)||L∞[0,α],
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�'�D��� ( � F ���7�����3�*� ( ���������+�$* 6 �2� (<@ ��/
C ′α exp(C ′||U0||2) < 1.

�@? ) � A��
I � ������� �!� ( ��� %56 ��� (<@ �]�'���<6��D��� ( � *,�.� ( �3C^�����$��� (5: ���������$������� U0

%	�������'��� 0/���!��� ( ��� : �����$���
U ∈ C([0, α0],R

m)
���E�����%�����'���'�����D"��'� � : ��# ��� ( ����#D�+���3���'� @	(5: [0, α0]

%
6��B���
α0 > 0�'���0�\��� ( � � ? ) � ? � ( ��� � ? ) � A�� ��� : � )

� ��!3(8'���"��7�7/L� !3(8'+�C%
'+ �-&�=%?(8' " #
�>��� ( �D���<6 �'� ( �'� ( � ( ���^�������������'�*�'�����������D�5* ( ��� : �����$���^��� � ? )21.���DC �@? ) � 1�� * ���5# �����Rc � (5:" �����3�

U(α0)
( ��� Zα0 = Z(U)α0 = exp

(∫ α0

0

∑
i Ui(r)∂yviYr dVr − 1

2

∫ α0

0
(
∑

i Ui(r)∂yviYr)
2 dr

)
���'�����2����� � ( #D� ( � ����#D���3��� ( � � ��*,���'� ) 4]�5�������]��� ( � � CD����� -d/1,<%?(8,<% ���!����# ( ���]�5*
; ��#%# (� � % 6 �H� (A@ �9���>�����H�5���H� ( ��� U(α0) ≤ M ( ��� �5�F����� �5�����'�^� ( ��� ||Zα0||L∞

y (L2
ω) ≤

exp(Cα0b(1 +M2)) ≤ exp(CTb(1 +M 2)) = M ′ � �����$��� �@? ) � �)�+� %�6��$��� C ��� : CH����" ���/.���$��� �5�
max1≤i≤m ||vi||W 1,∞

y
) �>����� 6 �������'�����'�]������# ( "�"��$���

F α0
6����$�0� ( �'��� ��� ( ���������

( �3C9*,���������$��� Φ ∈ C([α0, T ],Rm)
����� *,�����-���$���

F α0(Φ) ∈ C([α0, T ],Rm)
����c ����� � C8/

F α0(Φ)(t) = U(α0)−A−1

(∫ t

α0

(
BΦ(s) −

∫

O
E

(
XsYs

1 − X2
s +Y 2

s

b

Zα0(Φ)s

)
∂yΞ + Fext(s)

)
ds

)
,

6����'���
Zα0(Φ)s = Zα0 E

(∫ •

α0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

s

) ! ���+� ( #%� ( � ����#D���3��� ( � � ��*,�.���
�'���<6 ��� ( �]6G�^� ( �Nc ��� ( ���$#%�?�$�4����� @5(	: [α0, α0 + α]

� 6��B���
α ∈ (0, T − α0) � ���E6������0�

F α0
� ( � ( c&0/���8" �5���3� )�# ����������%�6�� ( �7���G��#D" ���!� ( �3� ��� , ���'����� ( � Zα0 ∈ L∞

y (L2
ω) ) ! �����G���*,���7�10 ( #%" : � �����?6 ( C8�����?� ( �\���'���$# ( ��� Zα0(Φ)t

%�*,�.� ( �3C t ∈ [α0, α0 + α]
/

E
(
(Zα0(Φ)t)

2
)

= E



(
Z(α0) E

(∫ •

α0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t

)2



= E


Z2

α0
E



(
E
(∫ •

α0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t

)2

|Fα0






= E


Z2

α0
E


E

(
2

∫ •

α0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t

exp



∫ t

α0

(
∑

i

Φi(r)∂yviYr

)2

dr


 |Fα0






≤ exp
(
C(α− α0)b||Φ||2L∞[α0,α0+α]

)
E

(
Z2
α0

E

(
E
(

2

∫ •

α0

∑

i

Φi(r)∂yviYr dVr

)

t

|Fα0

))

≤ exp
(
C(α− α0)b||Φ||2L∞[α0,α0+α]

)
E
(
Z2
α0

)
.
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��� �'���0�?��� ( � F α0 (C([α0, α0 + α], B(U(α0), 1))) ⊂
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CαM ′(1 +M) exp(CM 2) ≤ 1
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C
��� ( �������'� ( �3���5� : C\����" �����������E��� ||Fext||L∞

t

%
max1≤i≤m ||vi||W 1,∞

y

%
m

%
b ( ���

T ) �>�&� ( �E�0���/�5���
α = α1 =

1

CM ′(1 +M) exp(CM 2)
.

�>�V� (A@ �]���4��� � ��� : � ( ��� : �����$��� U ∈ C([0, α0 +α1],R
m)
���?�����]�����'���'������"��'� � : ��# ���+������$�4����� @5(	: [0, α0 +α1] ) ! ���Oc � (	: " �����3��� U(α0 +α1)

( ��� Z(U)α0+α1

( �'� ( � ( ���D�����0�9��� ( �
||U(α0 + α1)|| ≤M ( ��� ||Z(U)α0+α1 ||L∞

y (L2
ω) ≤M ′ ) ! ���$��#%� ( ������� ( ��6G�&� ( ��% � C ������ ( #%� ( �+����#D���3����% �10/������������� �'� : �/�����5� ��� ����� ����#D�����3����� @	(5: [α0 + α1, α0 + 2α1]

% ( ���
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%�*,��� ( �4C 0 < t < T ′ /

1

2

∫

O
w2(t) +

∫ t

0

∫

O
|∂yw|2 = −

∫ t

0

∫

O
(τ − τ̃)∂yw

≤ 1

2

∫ t

0

∫

O
|∂yw|2 +

1

2

∫ t

0

∫

O
|τ − τ̃ |2,

6����'���

τ − τ̃ = E

((
XtYt

1 − X2
t +Y 2

t

b

)
(Z(u) − Z(ũ))
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|∂yũ(y)|2E
(
(Z(u)r − Z(ũ)r)
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∂tu− ∂yyu = ∂yτ + fext,
� A Y � �
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t )2
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


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dt+ dVt,

dY y
t =

(
−1

2
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)
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Y �OAD,�� 5 :=<=EF\ 8 �0EI>.,;-0-
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� A Y ? �
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
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

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� � ,.> 3 CdEF: A Y r Y r � 5 :=<�c : 55:$: �^6(A=,;: g ∈ L1JK<�\ � � ,.> 3 CdEF: A Y r Y9  � Y�� :3 A=,&* E :�: E<6(C4: � � 3 A=,[8	E]Cd: 3 Cd- 3 Eh:DE 3 C4>., 3 A 573(3 A=,[-0C4: �]1 :d5 � 3 ,O�0\ Cd: 3 A=,[< �2C$* 3 <=,=�0C`o],.-�*,�0EF\
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/

Π(x, y) =

{
− b

4
ln
(
1 − x2+y2

b

) CB*
x2 + y2 < b,
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�a-0Cd:j�  �0EF:46 55:$: +",.\?\ 5Q5 :D< 3 A=,^* 5 > 3_3 A 573 g ∈ L1JK<�\ (R+)
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Y  Cd:D>.,
gn

Cd- �fE]1D:=<=,.<�� 3 AD,w�0,;-01 :`3 - E5*
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s .dW s →
∫ t
0
Xs.dW s

C4:
L2
ω(L

∞
t ([0, T ]))

. :=E_�2\ Y � 8 3 E 3 A=,,5� 3 � 5 > 3 C4E]:�E5* 5 -21 �=-2,O�b1=,.:D>.,[� 6Z,[> 5 :�-01=8=8	E]-2, 3 A 573j3 A=Cd-O>;E]:Mo],O�N�],.:D>.,pA=E : <D-�* E_� 55: \?E]- 3, o],O�3�
ω
Y
� -0Cd:j� 3 A=C4- 8 �0EF8f,=� 3 � 3 E_�], 3 A=,=�^6(C 3 A �$� Y �-� � 5 :=< ��� Y ��¡ �5� 6s,Q<=,.<=1D>., 3 A 5c3 * E_�

5 Y , Y ω � 3 A=, \h, 5 -01 �2, ∇Π(Xgn

t ) dt
E]:

[0, T ]
Cd-a-01D>BA 3 A 573 ∫ T

0

∣∣∣∇Π(Xgn

t )
∣∣∣ dt < C(T, ω)6(A=,=�0,

C(T, ω)
C4- 5 >;E]:=- 365 : 3 E]: : � <=,.8	,.:D<=Cd: �qE]: T 5 :=< ω Y/¥ :=,�> 5 : 3 Ab1=- ,?� 3 � 5 > 3956s, 5 � : �9>.E]:Mo],=�Y�]C4: �[-01 �D-0,O�b1=,;:=>.,iE5* (∇Π(Xgn

t ) dt
)
n≥1

Y�¥ : 3 A=,(E 3 A=,=�vA 5 :=<�� 3B5 �bCd:j� 3 A=,
: Cd\?C 3 n→ ∞ Cd:��$� Yd� � �?� 6Z,[-0,;, 3 A 573 ∫ t

0
∇Π(Xgn

u ) du
1=:=CB* E_�0\ : �?>.EF:boF,O�N�],.-aE]: [0, T ] 3 E

K
g
t

- 573 Cd-!*�� C4: �%� ∀t ∈ [0, T ]
�

K
g
t =

∫ t

0

(g(u)Y g
u , 0) du+ W t − (Xg

t − X0).

� ��C4<=,.: 3 C " > 573 C4E]:�E5* 3 A=, : Cd\?C 3 �46s,pA 5 oF, ∇Π(Xgn

t ) dt ⇀ dKg
t

6Z, 5 � : � Y
� � t , "=:=C 3 CdE]: r � 3 A=,j8 �2E >;,.-2-0,.- X

gn

t
5 �0,s-01=>BA 3 A 573 * E[� 5 :��p>.E]: 3 Cd:b1=E]1=- (Ft)

. 5 < 5 8 3 ,.<8 �2E >;,.-2-
αt

6(C 3 AQo 55: 1=,.-(Cd:
R

2 ��* E_�
P
. 5 Y , Y ω � ∀ 0 ≤ s ≤ t <∞ �

∫ t

s

Π(Xgn

u ) du ≤
∫ t

s

Π(αu) du+

∫ t

s

(Xgn

u − αu).∇Π(Xgn

u ) du.
�$� Y r 7 �

@ ���
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¥ :=, > 5 : 8 5 -0- 3 E 3 AD, : C4\hC 3 n → ∞ Cd: ��� Y r 7 �5�	1D-0Cd:j� 3 AD,�* 5 > 3a3 A 573 Π(Xgn

u ) → Π(Xg
u)8	E]Cd: 3 6(C4-0, Cd: u 5 :=< 3 A 573 Π(Xgn

u )
C4- 1=:=CB* E_�0\ : ��C4: 3 ,O�_� 5 � : , Y�� :D<=,.,;<�� * E_� 5 :�� A ≥ b

4

��C$*
6s, -2, 3 Mu =

(
1 −

��� � gn

u

��� 2
b

)−1 ��6s,pA 5 oF,w� -0C4:=>.,
x 7→ ln(x)

x

Cd-(<=,;>O�0, 5 -0C4: �9E]: [e,+∞)
� �

∫ T

0

1|Π( � gn
u )|≥A Π(Xgn

u ) du =
b

4

∫ T

0

1Mu≥exp(4A/b)
ln (Mu)

Mu
Mu du

≤ A

exp(4A/b)
C(T, ω),

-2E 3 A 573 ∫ T

0

1|Π( � gn
u )|≥AΠ(Xgn

u ) du→ 0
1=:DC$* E_�2\ : �hC4: n 6(A=,;: A→ ∞ Y �J,[A 5 o], 3 Ab1=-

E_� 3B5 C4:=,.< 5 >;E]: 3 Cd:b1=EF1=-g8 �2E >;,.-2- X
g
t

E]:
[0, T ] 5 :=< 5 >.E]: 3 Cd:b1=E]1=-h8 �0EI>.,;-0-D6(C 3 A " :=C 3 ,

o 5 �2C 573 CdE]: K
g
t =

∫ t
0
(g(u)Y g

u , 0) du + W t − (Xg
t − X0)

E]:
[0, T ]

-01D>BA 3 A 573 * E_� 5 :��>;E]: 3 Cd:b1=EF1=- (Ft)
. 5 < 5 8 3 ,;<h8j�0EI>.,.-2- αt

6(C 3 A9o 55: 1D,.- Cd:
R2 ��* E[� P

. 5 Y , Y ω � ∀ 0 ≤ s ≤ t < T
�

∫ t

s

Π(Xg
u) du ≤

∫ t

s

Π(αu) du+

∫ t

s

(Xg
u − αu).dK

g
u.

�OA=C4- -2A=E<6(- 3 A 573 6s, A 5 oF, �=1DC :43O5 -2E : 1 3 CdE]: 3 E 3 A=,[\ 1 :`3 C4o 55: 1=,.<  t � ��� Y9¡ �ZE]: 3 AD, 3 Cd\?,C4: 3 ,O� o 5	: [0, T ]
Y  C4:=>.,

T
Cd- 5 �Y�=C 3 � 5 �N�[� 1=-2Cd: ��¤+�2E]8fEF-0C 3 CdE]: r �/6s,_A 5 o],��=1=C :43Z5 -0E : 1 3 C4E]:�E]:

R+

Y . E :�: E<6(Cd: � 5 � 5 Cd: 3 A=, 5 �Y�F1=\h,;: 3 -OE5* 3 A=, :d5 - 3 -2,.> 3 CdE]:@C 3 Cd-O, 5 -N� 3 E9-2A=E<6 3 A 5c3 �
� * E[� 5 :�� 0 < t <∞ �

P
. 5 Y - Y � ∫ t

0

1

1 − | � g
u|2
b

du <∞ �

� dXg
t = −∇Π(Xg

t ) dt+ (g(t)Y g
t , 0) dt+ dW t

Y
�OA=C4-O-0A=E<6(- 3 A 573 X

g
t

C4- 5 -0E : 1 3 CdE]: 3 E"��� Y3( � 5 :=<Q>.EF\h8 : , 3 ,.- 3 A=,_8 �0EIE5*mE5*/¤+�0EF8fE]-2C 3 CdE]: �]Y

� �
	 �
��� � ��� � � ����� ��� � 
 � ����� � ��� ������� 
�� � � �"!
� : 3 A=Cd-p-0,;> 3 C4E]:��
6s,%6 5 : 3 3 E
<=, 3 ,O�2\hC4:=, 6(A=, 3 A=,O� E[� :=E 3p3 A=,g8j�0EI>.,.-2- X

g
t

6s,gA 5 o],
�=1DC :43 C4: 3 A=, 8 �0, o C4E]1=- -0,;> 3 C4E]: �0, 5 >BA=,.- 3 A=,��fEF1=:=< 5 �3�[E5* B Y  A=E]1 : < 3 A=, E >;> 5 -2CdE]: 5 �2Cd-0,W�A6Z,<=,;<=1=>;, 3 A 573 1=:=Cd�I1D,.:=,;-0-u<DE ,;- :DE 3 A=E : <?* E[����� Y)( �?� 573 : , 5 - 3 Cd: 3 A=,l> 5 -2, g = 0

Y �OA �0EF1 �]A=E]1 3
3 A=Cd-(-0,;> 3 CdE]:��/6Z,p-01=8D8fE]-2, 3 A 573O3 A=,[Cd:=C 3 C 5	: >;E]:=<=C 3 CdEF:QCd-O-01D>BA 3 A 573

P(|X0|2 < b) = 1
Y

����� �$# % #&% # 	 	 �)�'& � 
)( 	 -)* % � #�
 � %f' 
+( � � � ' 
 	
� : 3 A=Cd-(-2,.> 3 CdE]:�� 6s,?6 5 : 3 3 E 5 : 55: �/1;, 3 A=,p,;oF,.: 3 {∃t > 0, |Xg

t |2 = b} Y � , 5 �0,��]EFCd: �3 Eh8 �2E o],��
�:9 �<;+���>=@?A=,��� w : I3IFG  D

g ∈ L2(R+),
�$� Y r � �

Q[Z1* E@ORQ[E
P(|X0|2 < b) = 1

. ��DFE2GJI (3LUZRIFW *4DFb EgOMDaK<bhL-(3D3I3I
X

g
t
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	�� ��� 	�� � ��	�����	�� ����� � �
� �	� ��� ��
 �	� ��

�

� W R
b ≥ 2 � EgOMDFZ P (∃t > 0, |Xg

t |2 = b) = 0,
� W R

b < 2 � E@OMDFZ P (∃t > 0, |Xg
t |2 = b) = 1.

� :�oICd,�6 E5*.¤{�2E]8	E]-0C 3 CdEF: r ��6s, <=,;<=1=>;, C4\h\?,.<=C 573�: � �
� � 9 ����� � 9 � @ k R

b ≥ 2
Q[Z1*

P(|X0|2 < b) = 1 � EgOMDFZ E�b�Q��>D (FE*LUb W�Q[TPG4ZMW � G DFZfD3I3I�OMLUT *UIR LUb 	��+.����'.
��9 ���o� � .uCz�2- 3 �G��� �[Cd�0- 5 :=E o_+",.\?\ 5 �;EF:=,l> 5 :[-01D8=8fEF-0, g = 0

YG� :=<D,.,.<�� : , 3 1=-">;E]:=-2Cd<=,=�
3 A=,[8 �0EI>.,;-0- X

g
t

6Z,[A 5 o], �=1=C :43 C4: : 5 - 3 -0,.> 3 C4E]: Y � :D<=,O� 3 AD,p8j�0E_� 5 �=C : C 3 �
Pg

<=, " :=,.<¢���

dPg

dP
= exp

(
−
∫ ∞

0

g(s)Y g
s dVs −

1

2

∫ ∞

0

(g(s)Y g
s )2 ds

)
,

3 A=, 8j�0EI>.,.-2- (V g
t ,W

g
t ) = (Vt +

∫ t
0
g(s)Y g

s ds,Wt)
C4- 5 � �2E<6(:=C 5 :@\?E 3 C4E]: 5 :=< 3 A=,=�0,-* E_�0,

(Xg
t , Y

g
t , V

g
t ,W

g
t ,P

g)t∈ � +

Cd- 5 6s, 5 �@-2E : 1 3 CdEF:@E	* 3 AD,  t � �$� Y �_�G6(C 3 A g = 0
Y  Cd:=>;, 3 A=Cd--2E : 1 3 CdE]:hCd- 6(C 3 A?o 55: 1=,;-ZC4: B �IC 3 Cd- 5	: -0E 5 6s, 5 �?-0E : 1 3 CdE]:?E5* 3 AD, \ 1 :`3 C4o 55: 1=,.<  t � �$� YK¡ �?�

6(C 3 A g = 0
��* E_��6(A=C4>BA
1D:=Cz�b1=,;:=,.-2-iCd: :d5 6 A=E : <=- Y  C4:=>.,

Pg
5 :=<

P
5 �0,[,O�b1=C`o 5	: ,.: 3 E]: F �

6s,Q> 5 : 3 A=,;: <=,.<=1D>., 3 AD,�8 �0EF8f,=� 3 C4,.- E5*I¤+�0E]8	E]-0C 3 C4E]: , Cd: > 5 -0, g ∈ L2(R+)
*,�2E]\ 3 A=,8 �2E]8	,O� 3 Cd,;-aE	*s¤+�0EF8fE]-2C 3 CdE]: , Cd:�> 5 -0, g = 0

Y
� : 3 AD,2* E :$: E<6(Cd: �j�/6s,�* E >;1=-iEF: 3 AD, -0E : 1 3 CdE]: 3 E���� Y9¡ ��6(C 3 A g = 0

� 6(ADCd>BA�6s, <=,;:=E 3 ,
���

X t = (Xt, Yt)
Y �J,3"j�

x ∈ B 5 :=< 3 A=,p-01=8	,O�2-0>=�0Cd8 3 x
\?, 5 :=- 3 A 573 6s, >;E]:=-0C4<=,O� 3 AD,-2E : 1 3 CdE]: 3 E��$� Y9¡ � 6(C 3 A g = 0

-01D>BA 3 A 573 X0 = x
Y

+", 3 1=-#"��2- 3 -21=8=8	E]-0, 3 A 573 |x| > 0
Y +", 3 1=-_>;E]:=-0C4<=,O� 3 A=, 8 �2E >;,.-0- R �t = b − |X �t |2

Y
�J,��I:DE 6 3 A 573 �

dR �t =
b2

R �t
dt− (2 + b) dt− 2X �t .dW t.

�$� Y rFr �
+", 3 1=-(C4: 3 �0EI<=1=>;, 3 A=,[- 3 E]8=8=C4: � 3 Cd\?,

τ �n = inf

{
t ≥ 0, |X �t |2 ≥ b

(
1 − 1

n

)}
.

+", 3 "j� t > 0
Y�� � �_Cz�2- 5 :DE o@+",;\h\ 5 � E]:=, -0A=E<6(- 3 A 573

P
. 5 Y - Y � ∣∣X �t∧τ �n

∣∣ 6= 0
Y�� :D<=,.,;<������

<=, " :=C 3 CdEF:@E	* τ �n
�

P(|X �t∧τ �n | = 0) = P(|X �t | = 0 5 :=< t < τ �n ).
+", 3

P �n
�	,[<=, "=:=,.<¢�D� �

dP �n
dP

= exp

(∫ t

0

∇Π(X �s∧τ �n ) .dW s −
1

2

∫ t

0

∣∣∇Π(X �s∧τ �n )
∣∣2 ds

)

5 :D<
E �n

<=,.:DE 3 , 3 A=, >.E_�N�0,;-08	E]:=<=C4: � ,5�D8	,.> 3B573 CdE]: Y � � �[Cd�0- 5 :=E o �OA=,.E[�0,.\"�
(
B �s = x + W s −

∫ s
0
∇Π(X �u∧τ �n ) du

)
s≤t

C4- 5
P �n
. � �2E 6(:DC 5 : \?E 3 C4E]:q- 3B5 � 3 C4: �H*,�0E]\ x

Y
 C4:=>.,[E]:

t ≤ τ �n
�
X �t = B �t

�

P(|X �t | = 0 5 :=< t < τ �n ) ≤ P(|B �t | = 0)

= E �n
(

1| � �t |=0
dP

dP �n

)

= 0.
�$� Y r   �

@ � B
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¥ :=,[> 5 : 3 A=,O�2,�* E_�2,p-2A=E<6 3 A 573 |X �t | > 0
E]:

[0, T � )
��6(A=,O�2,

T � = lim
n→∞

τ �n = inf
{
t ≥ 0, |X �t |2 = b

}
= inf {t ≥ 0, R �t = 0} .

�OAb1=-=�fE]:D,_> 5 :86 �0C 3 ,[��* E[� t ∈ [0, T � )
�

dR �t =
b2

R �t
dt− (2 + b) dt+ 2

√
b− R �t dβt,

�$� Y r , �

6(A=,=�0,
βt
C4- 5 Ft

. 5 < 5 8 3 ,.< � . <=Cd\?,.:=-2CdE]: 55: � �2E<6(:=C 5 :�\?E 3 C4E]: Y+", 3 1=-(:=E<6 C4: 3 �0EI<=1=>;, 3 A=,[- 3 E]8=8=C4: � 3 C4\h,

S � = inf {t ≥ 0, R �t /∈ (0, b)} .
�J,gA 5 oF,[�

P
. 5 Y - Y � S � ≤ T �

Y � ,��0,-* ,O�pA=,O�2, 3 E �BY�� 5 � 5c3 1 5 - 5 :D<  Y � Y  Aj�0,;oF, � � � �~� -2,., ,;> 3 CdE]:)� Y � 8 Yo �, r .   � � � Y
� ,[C4: 3 �0EI<=1=>;, 5 -2> 55: , * 1=:=> 3 CdE]: p -21=>BA 3 A 573 �

(
b2

r
− (2 + b)

)
p′(r) + 2(b− r)p′′(r) = 0,

6(A=C4>BA : , 5 <=- 3 E �
p′(r) = C(b− r)−1r−b/2,

6(A=,=�0,
C > 0

Y � ,lA 5 o], 3 AD,O�0,-* E_�0, p(b−) = +∞ 5 :=< (b < 2 ⇐⇒ p(0+) > −∞)
Y � -2Cd: �

3 A=Cd-[8 �2E]8f,=� 3 � E	* 3 A=,9-0> 5	: ,^* 1=:=> 3 C4E]: 5 :=< 3 A=,��2,.-01 :43 -[E5* �BY�� 5 � 5c3 1 5 - 5 :=<  Y � Y  Aj�0,;oF,[�E]:D,p> 5 :@>.E]:=> : 1=<D, 3 A 573 �
� CB*

b ≥ 2
� 3 A=,.:

P (S � = +∞) = P (T � = +∞) = 1,
��� Y r �_�

� CB*
b < 2

� 3 A=,.:
P

(
lim
t→S � |X �t |2 = b

)
= 1.

� :
> 5 -2, b < 2
��6Z, > 5 :@<=,.<D1=>.,&*,�0E]\ 3 A=,p-0,.>;E]:=<
C 3 ,;\ 3 A 573 S � = T �

Y �J, :DE 6 6 5 : 3a3 E
�b:=E<6X6(A=, 3 A=,=� S � = +∞ E_�O:=E 3 C4: 3 A=C4-O> 5 -2, Y +", 3 1D-aC4: 3 �0EI<=1=>;, 3 A=,[-28f,;,.<@\h, 5 -01j�0, mE]:

(0, b)
<=, "=:=,.<¢�D�

m(dr) =
2 dr

4(b− r)p′(r)
=
rb/2dr

2C
,

5 :D< 3 A=, * 1=:=> 3 CdE]: v -01=>BA 3 A 573 ��* E_� 5 :�� r ∈ (0, b)
�

v(r) =

∫ r

a

(p(r) − p(s))m(ds) =

∫ r

a

(p(r) − p(s))
sb/2

2C
ds.

�J,_A 5 o], p(b−) = +∞ 5 :D< 3 A=,O�2,�* E_�2, v(b−) = +∞ Yj� :�> 5 -0, b < 2
�=C 3 Cd-O, 5 -N� 3 E9>BA=,;>a�

3 A 573 v(0+) < ∞ Y�� -0C4: � 5 � 5 Cd: 3 A=,w�2,.-01 :43 - E5* �BY�� 5 � 573 1 5 - 5 :=<  Y � Y  A �0, o],W� 6Z,Q> 5 :<=,;<=1=>;,2*,�0EF\ 3 ADCd- 3 A 573 Cd:�> 5 -0, b < 2
��6Z,[A 5 o],

P(S � <∞) = P(T � <∞) = 1.
��� Y r ( �
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�

� :g> 5 -0, |x| = 0
� 3 A=,�* E_�2\h,=���2,.-21 :43 -~�$� Y r �_� 5 :=<&��� Y r ( � - 3 C :$: A=E : < Y�� :=<=,;,.<�� : , 3 1=- -01=8/.8	E]-0, 3 A 573 x = 0
5 :=< : , 3 1=-(Cd: 3 �0EI<=1=>., 3 A=,[- 3 E]8=8=C4: � 3 Cd\?, τ = inf

{
t ≥ 0, |X0

t |2 ≥ b
2

} Y
¥ �MoICd-0EF1 : �[� E]:=,[A 5 -��

P
(
∃t > 0, |X0

t |2 = b
)

= P
(
∃t > 0, |X0

t |2 = b 5 :=< τ <∞
)
.

� :�> 5 -2, b ≥ 2
�=1=-2Cd: � 3 A=,_- 3 �0E]:j� * 5 �Y�7E o�8 �0E]8	,O� 3 �QE5* X0

t

� -2,.,�� Y � /.8 5 �Hr ���n8 Y6� ( �5�E]:D,pA 5 -��

P
(
∃t > 0, |X0

t |2 = b
)

= P
(
∃t > 0, |X0

t |2 = b 5 :=< τ <∞
)
,

= E
(
1τ<∞P

(
∃t > 0, |X �t |2 = b

)
|
� = � τ

)
,

= 0.

� :9> 5 -2, b < 2
�56s,(1=-0, 3 A=,7* 5 > 3v3 A 573 �F<=1=, 3 E 3 A=,(8 �0EIE5*	E5*s��� Y r   �5�

P(|X0
1∧τ | = 0) = 0

Y
� � 3 A=, - 3 �2E]: � * 5 �N�FE o!8j�0E]8	,O� 3 � 5 :=< -2Cd:=>;,

P
. 5 Y - Y � supt∈[0,1∧τ ] |X0

t |2 < b
� 6Z, A 5 oF,

P
(
∃t > 0, |X0

t |2 = b
)

= E (P (∃t > 0, |X �t |2 = b) |
� = � 1∧τ ) = 1

Y
� : > 5 -2, E5* 5 :=E]:/. <=, 3 ,O�2\hC4:=Cd- 3 Cd>pCd:DC 3 C 55: >.EF:=<=C 3 CdE]: X0

6(C 3 A : 5 6 µ0

� 6Z, > 5 : <=,;<=1=>.,
3 A=,[8 �0E]8	,O� 3 C4,.-(E5*.¤{�2E]8	E]-0C 3 CdEF: , *,�2E]\ 3 A=, * 5 > 3O3 A 573 �����Q1D:=Cz�b1=,;:=,.-2-iE5* 3 A=,[-2E : 1 3 CdE]:�� �

P
(
∃t > 0, |X t|2 = b

)
=

∫
P
(
∃t > 0, |X �t |2 = b

)
dµ0(x).

��� �9� 9 � � k Z (jQUIND
g ∈ L2����� (R+) �vT ORQ[E T D (jQ[Z (3LUZ (FTVG *4DSW�I:E@OMD R LUT@T�L T W@Z4c �

� W R
b ≥ 2 � EgOMDFZ P (∃t > 0, |Xg

t |2 = b) = 0,
� W R
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∇u(c(0,x, t))X̃ t(x) − 1
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u(t,x) = (u(t, y), 0) ^ / ���)(��)(!�V�!���P$C���
��� x = (x, y) ^ $��!"���(!�#X)� ( � X)�v��(!�r.�� ��&���.#�)��&��"!�#X)�[&�$C����&�� u.∇ �
� � ��X)� ; } �!�K.E$��?��(
-!���6(!� / ��(7$C�=��(!�N�+$��)��$��!"O�+� �������)-!� .#� �!�)�#X6&�$��)�
� ��#a�-!$������ �!�KX)�#"!-!.��L�)�p$Q�6.E$ : $�XN(!��$��K��a
-7$��)�
� � ; l ��$�"!"!�[���
���2���?��(/�c$�\3�]&��e�6�
��0 : � " .E$C���
���p� (�)(!��h �#� ���#��Xn` ^ / ��.����!�)��"!��X
/
��� d���$��1"!-!�2\!\3� :�: � ;�l �+�)(!� ( � :�: � / ���!h ^ ���+� X6"!��XK���p�)���+0 : � ( `�)(!�,�/���P$��)�
� � ^ / ��.P(!��� �)�:��(/� ( � :�: � / ���!h�&�$ : -!�#� ( � X1��(!���!� � - "!���+�#�!�)��� �7$ : ��-/�D\3�#X)� �

Re = 1/2 ^ We = 1 ^ ε = 1/2 ^ µ = 1 ; t (�-/� ^ �)(!�2�n`��6���#� f ( ; � k - f ( ; ��k .E$��R\3� / X)�[�)�)���R����)(!� ( � :�: � / ���!h ( � X6� �

∂u

∂t
(t, y) =

∂2u

∂y2
(t, y) +

∂ E(YtXt(y))

∂y
^ f ( ; � ,
k

dXt(y) =

(
∂u(t, y)

∂y
Yt −

Xt(y)

2

)
dt+ dWt(y)

^ f ( ; � � k

dYt = −Yt
2
dt+ dVt

^ f ( ; � (�k
/ (!�#X)� / �D(7$E& ��$�"!��0/���#"R��(!� ( � :�: � / ���!h+�/���P$��)�
� � ( � X��)(!�D.����+04� �!�#�
�)�Q� ( X $��!" W t

�
X = (X, Y ) $��!" W t = (Wt, Vt) ;wt (/�5�6`��6�)��� � ( �#a
-7$������ �!�+�
�1�6-!0!0 : �
��" / ����(���(!�( � :$: � / �
�/hD\3��-!�!"7$�Xn`v$��!"V�
�/�����
$ : .�� �!"/������� �!� �

u(0, y) = 0, X0 ∼ N (0, 1), Y0 ∼ N (0, 1), f X0 $��!" Y0 �
�!"/��04���!"!�#��� k ,
u(t, 0) = v(t) = vmin(1, 10 t/T ) ^ u(t, 1) = 0,/ (!�#X)� T "/���!���)���?��(/� " �7$ : �)�
���2� ( ��(/���)�
�2- : $��)�
� �T$��!" v �
�?$*.#� �!�6��$����O"!���/�������!h1��(!�&�� : ��.��[�~`*� �*��(/��\4� -!�/"7$�X6` ^ $ ( ���#Xc$8�)X�$��/�)���)�
� �B03�#X)�
��"v�
�*�����+��� ( : ���!h���( T/10 ;W ���)�T��(!$�� ^ $��1� �/0 : $����!��" ���  ��.S����� � ( ; U ^ / �5�+$E` : �#�B�)(!� � X6� / �!�9$����+���)�
� � Wt"!�#03�#�!"�� �,�)07$�.�� ^ $��/"s��� X)�80!X6��.����)� : `�f��)���+"!�
�6.�-!�6�)��� ��$�\4�]& ���
�  ��.S����� � ( ; U k � ����X)$ -o6�#.#����X6` ;7l �v��(/�?.E$��6�O�)(7$�� / �p.#� �!�6�
"!�#X ^ �7$��+� : `*$��6(!�E$�X 1 � / ^ ���!�O.E$��v�)���+0 : ` : $�\4� : ��(!�� X6� / �!�9$����+�����
���!��\�`��)(!�V�)07$�.#�r&�$�X6�9$�\ : � y ;Nt (!�ra
-!�#�6�)�
� ���
�8��(!�#X)� ( ��X)�V(!� / ���,"!� -" �/�2$�0!X6�>.#���)� (Wt(y))t≥0,y∈(0,1) ;/x �O�
��03���)�Q��(/� ( � :�: � / ���!hD.����!�6�)X�$����
�)�c� �*��(!��0!X)��.��#�)�

(Wt(y))t≥0,y∈(0,1)

�
$ k t (!��0!X)��.��#�)� (t, y) →Wt(y) ���c$ � $�-/�)�)�
$��v0!X)��.��#�)� ^\ k . ��XL$ " �/�#" y ∈ (0, 1) ^ t→Wt(y) ���e$ � X)� / �!�9$��V�����)�
� � ^. k t (!�:.��]&�$�X)�
$��!.#�5�
� �)0!$�.�� E(Wt(x)Wt(y)) "!�����v�!���1"!��04���!"|� � ��(/�:�)�
���r&�$ -X6�9$�\ : � t ;� � �/�6��X)$��
����\ k �����7$��)-!X�$ : ;]x �Z�
��03���)�Z$ k $��/"D. k �
�2��X)"!�#X �����)�
��0 : � ( `?$��!"D���!$�\ : �Z�S�>0 : �
.��[�.#� �+0/-/�P$��)�
� �/� ;!t (!�#�)�2$��)�6-!�+0>���
���!�c. : ��$�X : `1X6���6�)X)��.#�L��(/� " � : "v� ( $ :�: 04� �6�)�
\ : � Wt(y) \!-/�/ �M�!�S& ��Xn��(!� : �#�)�N\4� : ���#&��Z��(/�#`p$�X)�Zh ���/��X�$ : �#�!� -!h ( ;�W �����Y��(7$�� \4��.E$�-!�)�M� ( $��)�6-!��0/����� �D$ k ^�)(!�O0!X)��.��#�)� Wt(y) �
�L.����+0 : �#�)� : `B"!�#�)��X6�+���!��"v\�`v���)�L.��]&�$�X)�
$��!.�� ( -/�!.#�)�
� � ;x ��(7$E& �B.P(!� �)�#���!������� : �S�p�)(!� � X)� / �!�9$��s��������� � Vt "!��04���!"%���s�)0!$�.��+�)�
�/.��8��(!�0!X6�>.#���6� Yt "!� " �!��"v\�`:f ( ; � (�k .�$��*\3��.�� ��0!-/�)��"v�
�!"/��04���!"!�#��� : `+� ( ��(/�Q����(/��XL-!�!d
�!� / �!�

u $��!" X fg�6��� ( � X6�D- : $Tf ( ; U�,
k6k ;3t (!�
�Q04� ���
�Q�
�Q� ( .#� -!X)�6���)04��.#� " .D�)�1��(!�
/
�>� d��E$��:.�$��)�$��/" / � :�: \4�O�+��"!� " ��"*���v�)(!� . � W � .�$��)�+f��)��� � a ; f ( ; ,+7�k \4� : � / k ;

����� ��� � 71# ( � 	 % �R# � ��� # ( J1�R'�� +*#�y
t (!� �L} WGW . . �  � l~t �+�S��(!��",$�0!0 : �
��"5�)�r"!���).#X)�#�)� � �+�n`>�n���#� f ( ; � ,
k - f ( ; � (�k .�$��s\4�/ X6���)�)���V�
�1�)(!� ( � :�: � / ���!h / $E` � $��)�6-!���
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$��!" Y j

n
$�X6�?d
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�6-!.P(r�)(7$�� ^ ( ��Xc$ :�: v ∈ Vh
^

1

δt

∫

y

(un+1
h − unh)v = −

∫

y

∂un+1
h

∂y

∂v

∂y
−
∫

y

τh,n
∂v

∂y
, f ( ; �-� k

τh,n =
1

R

R∑

j=1

Xj
h,nY

j
n , f ( ; � ��k

Xj
h,n+1 −Xj

h,n =

(
∂un+1

h

∂y
Y j
n − 1

2
Xj
h,n

)
δt+

(
W j

h,tn+1
−W j

h,tn

)
, f ( ; � j k

Y j
n+1 − Y j

n = −1

2
Y j
n δt+

(
V j
tn+1

− V j
tn

)
. f ( ; U 7�k

t (!�����!"!��.���� n $��!" j X6���)04��.S���[& � : `T"/���!���)�2��(/�2�����+���
�!"/�S�R$��!"T�)(!�DX)��$ : � � $��)�
� �V�
�/"!�S� �
/ �Q�
�/"!���#"1.�� �/�)�
"/��X R �)X�$'o6�#.#�)� X)�����Y� ( ��(!�GX�$��!"!� �I&�$�X6�9$�\ : ��� Xh,n $��/" Yn f 1 ≤ j ≤ R

k ;t (!�������+�5���
�)��Xn&�$ : (0, T ) ���V"/��&��
"!�#" ������� N ��������Xn&�$ : � ^ δt = T/N $��!" tn = n δt ;t (!���)-/\!�).#X)�
0>� h ���!"!��.E$��)���Q��(!$�� / �+$�X)�8.#� �!�)��"!��X6�
�!hv�607$�.���"!���).�X6�#�)� � �#"�&�$�X6�9$�\ : ��� ;mt (!�X)$��!"!� � &�$�X6�9$�\ : ��� τh,n fg� X���� X)�N0/X)��.#�
�6� : ` 1
2
τh,n

k $�X6�Y$�0!0!X6�]�>���B$��)�
� �/�m� ( �)(!�Y��A - "!�9$�h � �7$ :.#� �+04� �!�#���c� ( ��(!�?�n��X6���)� τ p ;>t (!�?�)07$�.��O� ( "!���).�X6�#�)� � $C���
��� Vh ���L$ " �!�[���Q� : ���������L�607$�.#� ;l ����(!� ( � :$: � / �
�/h ^ / �:.����!�)��"!��X Vh = P1 ^ ��(/���607$�.#��� ( .#� �����
�
-!��-!�*0!�
�#.�� / �
�)��$�q��!�( -!�/.#����� �!��� �z$R�����6(%� ( I .#� :$: �D� ( �)(!�*�
���)��X6&�$ : (0, 1)
�
(y0 = 0, y1, ..., yI = 1) ;�t (!�

X)$��!"!� � &�$�X)�9$�\ : �#� Xj
h,n

^ τh,n $��/" (W j
h,tn+1

−W j
h,tn

)
j,n

\3� : � �!h1�)(!��X6� ( � X6�8�7$���-/X�$ :$: `v���
�)(!�w�607$�.�� ∂yVh fg���p� -/X�.E$��)� ^ ∂yP1 = P0 ^ �6��� . �
h -/X)� ( ; ,�k ;]x �Z.E$�����(!�#X)� ( � X)�w$��)�6�>.#�9$��)�Y�)�
�)(!�Q0!����.�� / �
�6�Q.�� �/�6�P$��
�M�
�B�607$�.#� ( -!�!.#�)�
� �/� Xj

h,n
$��!" (W j

h,tn+1
−W j

h,tn

)
j,n

� / �D&���.#�)� X)�
/ (!���)�1.#� �+04� �!�#�����D$�X)�+�)(!�+&�$ : -!���p� ( �)(!���6�1X�$��/"!� � &�$�X)�
$�\ : �#�O� �s��$�.P(%.�� :�: (yi−1, yi)

� ( ��(/�������6( � (
Xj
i,n

)
1≤i≤I

$��!" (W j
i,tn+1

−W j
i,tn

)
1≤i≤I

;m< �S�O-!�O�B$�d���0!X6��.����)����(!$�� ( � X
1 ≤ j ≤ R ^ ��(/�+0!X6�>.#���6�)��� (W j

1,t, ...,W
j
I,t, V

j
t

)
0≤t≤T

$�X)�8���!"!��04���/"!������$��!"s��"!��������.E$ :$: `
"!���6�)X)�
\/-/���#" � $�-!�6�)�9$��r0!X6�>.#���6�)��� / (!� �6�2.����+04� �!�#�
�)�e$�X)���6��$��!"7$�X6" � X)� / �!�9$��r��������� �!� ^�)(!� : $��6�Q� �!�8\3�#�
�!hv���!"!��04���/"!����� ( X)� � �)(!� " X)�n� I � �!�#� ; . � XO$*�B$C��(!�#�B$��)�
.�$ : $��7$ : `��6�
�� ( ��(!���6`��n����� f ( ; � ,
k - f ( ; � (�k ^ $��!"v��(/��.#� ��& �#X)h �#�!.��D� ( �)(!� �L} WGW . . �   l~t �+�S��(!��"V�
��)(!�
�c.E$��)� ^ / ��X)� ( �#XL��� � , � ^ � � ^�� 7 U � ;x �B�!� / / $��������5���
�)X)��"!-!.#�1�)� ���*�!����$������ �,�)�5�B$�d��*0!X6��.����)�1�)(!�1"!�#03�#�!"!���/.#`z� �
�607$�.���� ( ��(!�8�)0!$�.�� - "!���).�X6�#�)� � �#" � X)� / �!�9$��,��������� � W j

h,t ;mt (!X)��-!h (!� ->���)(!�
�O�6��.#�)�
� � ^ / �/ � :�: � �����N�)(!�c�)-!04��X6�).#X)�
0>� j / (!��.P(+"/���!���)���Y��(!�eX)��$ : � � $��)�
� �D���!"!� � ^ �6�
�!.#�c�)(!� : $ / � ( W j
h,t"!�����c�!���G"/��04���!"V� � j ; �
�/.�� / ��.P(/�>� �6�?$p.#� X)X6� : $������ �+���B�607$�.�� / (!�
.P(1"/�>�#�w�!���w"!��04���/"*� �+�)�
��� ^ ��(!�G07$�X)$ -���#�)��X / � / � :�: .�� �!�6�
"!�#Xc�
�1��(/� ( � :�: � / ���!h2���M��(!�O.���X)X)� : $��)�
� �B�B$��)X)� �B���v�)07$�.#� K "!� " �!�#"\�`

Kl,m =
1

t
E(Wl,tWm,t), f ( ; U � k/ (!�#X)� 1 ≤ l ≤ I $��!" 1 ≤ m ≤ I "!���!�����B� / �5.�� :�: �
�!"!��.��#� ;�x ����(s$T� : �
h (��2$�\!-!�6�1� (�!���P$��)�
� � ^ / ��"!���!�����D\�` Wt ��(/� I - "!���+�#�!�)��� �7$ : 0!X6�>.#���)� / (/� �)��.#� �+04� �!�#�����?$�X6� Wi,t

�
Wt = (W1,t, ...,WI,t)

^ $��!"��)(
-!� ^ K = 1
t
Cov(Wt) = 1

t
E(Wt ⊗Wt)

^ / (!�#X)� ⊗ "!���!�������
�)(!�����#�!�)��X)�9$ : 0/X)��"!-!.#�?f ( � XY� / �p& ��.S��� X6� a $��!" b ��� Rd ^ a⊗ b ���Y�)(!� d× d �+$���X6�[� / (!� �6�.#� �+04� �!�#�����e$�X)� (ai bj)1≤i≤d, 1≤j≤d
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τ

U0 = v

u

UI = 0

Xt : P0

δy

yI = 1

y0 = 0

u : P1

τh,n = 1
R

∑R
j=1(X

j,n
h Y j,n)

� 	���
 ( ; , � � �
�).#X)�S��� � $������ �*� ( u $��/" τ ;

l ( ��(/��.����+04� �!�#�
�)�w� ( Wt $�X)�e�
�!"!�#03�#�!"!�#�
� ^ �)(!��� K = l "1$��!"B� ( ��(/�G.#� �+04� �!�#�����w� (
Wt $�X6�p��(/�p�)$��+�1f Wt ���G�!����"!�#03�#�!"!���!h1� �r�)07$�.#� k ^ �)(!��� K = J ^ / (!�#X)� J (!�#�!.�� ( � X6�)("!�#�!���)���c��(!�O�+$���X6�[� / ����(V$ :$: .����+04� �!�#�
�)�c��a
-7$ : �)� 1 ;l � 0!X�$�.#����.�� ^ �
� ��X)"!�#XB���%\!-/� : "���(!� � X)� / �!�9$�� �+���)�
� � Wt = (W1,t, ...,WI,t)

^ / �
.#� �!�)��"!��XM$ I - "!���+�#�!�)��� �7$ : � X6� / �!�9$��+�+�����
��� W t f / (/� �)�Q.#� ��03� �/�������L$�X)�����!"!�#03�#�!"!������ - "!�
�����/�)�
���7$ : � X)� / �!�
$��v�+���)�
� �/� k $��!"r.#� ��0!-/��� W $��c$��v���B$�h��Q\�`v$ : ���!�E$�XM$�0!0 : �
.E$ -
�)�
� �r� ( W �

Wt = NW t f N ����$ I × I �+$���X6�[�v�6-!.P(5��(7$C����$�.P( : ���!�p(!$��Q$�� � -/. : ��"!�E$���!��X)� �#a�-!$ : ���v� �!� k ;=t (!�#X)� ( � X)� ^ K = N(tN) ;=t �V.�� �/�6��X6-!.#�p$ � X6� / �/�9$��:��������� �5�!���"!�#03�#�!"!���!hO� ���)07$�.�� ^ ���!�L.E$�����$�d�� N �6-!.P(8��(7$�� Ni,j = δ1,j $��!"���(
-!� K = J f δ "!���!��������)(!� � X)� �/��.Pd��#X ( -!�!.S���
��� k ;
t �D\!-!� : "B-/�!.�� X6X)� : $��)��" � X6� / �!�9$��B�+���)�
� �/�Z���B�)0!$�.�� ^ � �!��.E$��.#� �!�)��"!��X N = l "r$��!"v��(
-!� K = l " ;l � � -!X*�6�
��0 : �V.E$��6� ^ ���!�5.E$���.#� �!�)��"!��X+��(7$��B��(!�5.#� X)X6� : $C���
�����
� �607$�.#�5�B$��)X)� � K���Zo6-!�6�p$1�
-!����X)��.E$ : 07$�X�$��+�S����X ;ml �!"!�#��" ^ / �8(7$E& ���)(!� / ��fg�6��� �e�#�B$�X)d � ��� � � ��� k �)(7$��/ (7$C���#&���XK��(!�c.#� X)X6� : $C���
���D�
���607$�.��c��� ^ �)(!�L�).P(!�#�+�e.����
&���X6h ���K��� / $�X)"!�Y$?-!�!��a
-!�L�)� : -/����� �
(u(t, y),E(YtXt(y)) ;7t (!�#X)� ( � X)� ^ �)(!�2�+$���X6�[� K fg� X N k .E$��T\4�p�6�����:$���$��/����(!�#XG�
-!��� -
X6�
.E$ : 07$�X�$����#�)��X ^ �)(7$��M.�$��1\4��-!�6��"*���pX)�#"!-!.��G��(!�Q0/X)� ( $�.#����Xw�
����(!�G��X6X)� X O(1/

√
R) "!-!��)���)(!� * � ����� � $�X : �8"!�
�6.�X6�#��� � $��)�
� �5f R "/���!���)���c��(/���
-!�2\3�#Xe� ( X6�E$ : � � $C���
���!� k ;W ���)�?��(7$��e���V��-!Xc��-/�+�#X)�
.�$ : �)���D- : $������ �!�?f��)�#�  �#.#�)�
� � ( ; ,
k ^ �)(!�O�)07$��)�9$ : .#� X)X6� : $������ �� ( �)(!�M���!���)�9$ : &�$�X6�9$�\ : ������� ��(/�w��$��+�w$�����(/�w�)0!$����
$ : .�� X6X)� : $������ ��� ( ��(!� � X)� / �!�
$��2��������� �!� ;t (!�
�L�6�
��0 : �G0!X)��\ : �#� 0!X6���)�#�����c��(!�O\4��(7$E&��
� Xc$ : X)��$�"/`+�!���)�
.��#"v�
�*��� X)�Q.#� ��0 : ��.E$��)��"h �#� ���#��Xn` �	/ (!���:� �/�Dh ����� ( X6� � K = l "�f�-!�!.#� X)X6� : $C����" � X)� / �!�9$��5�+���)�
� �/�G���R�)07$�.�� k�)� K = J fg$ � X)� / �!�9$��������)�
� ���!���K"!��04���!"/�
�!h�� �8�)07$�.�� k ^ ��(!�L&�$�X6�9$��!.#�L� ����(!�L&�� : ��.��[�~`

unh "!�#.�X)��$��)�#�2\!->���)(!�8&�$�X)�9$��!.���� �:��(/�+�n��X)�#�)� τh,n ���!.�X6�E$��6���Bfg�)�#�  ��.#�)�
� � ( ; , $��!":��(!�.#-!X6&���� : $�\4� :�: ��"�� x �'f ` k � $��!"�� x ���7� � . ��h -!X)� ( ; (�k ;
����� � 9�� A 
 ZfDeW
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	 Q[E*DFT2& *[G D.E\L E@OMD (3LUGAK<TVW@Z4c�� W@ZlQ.K<bhL � Q � W@TVW�IFE�W�( INDFZRIND�� � DFE �_D3DFZ6E@OMD �UQ[bFW�Q � T�D3I
uQ[Z1*

X � LUb.W@Z LUE@OMDFb�E\DFb 	�I E\L E@OMD�ZfLUZMTVW@ZfDjQ[b W@E & L	��E@OMD�K<bhL � T�D�	 .,k �`LUZfD:KMDFb �>LUb 	�I�EgOMD
I Q 	�D IFW
	 G(TdQ[E�WYLUZ � � G(E1G$IND3I�Q K<bhD ] (3L�	1K<G4E*D,*?*4DFE\DFb 	 W@ZMW�IFEXW�( �[DFT�L-(FW@E & u W@Z���� .0<	� � � EgOMDFZE@OMD �UQ[b W�Q[Z (3D�LUZ

τ
W�I �!��� bhD,*[G (3D,* � �8O4W�(3O ��QUI W@Z1*4D3D,* �UZ �_LUZ
�XIND3D � / � � � .�� DFEeG$I 	 Q��JD

K<bhD (FW�IND E@O4W�I�KMLUW@ZME .�
 W@b3IFE L � INDFb �[D EgORQ[E LUZfD9(jQ[Z;(3L�	1K<G4E*D D���K<TVW�(FW@EXT2&6E@OMD D���KMD (FEYQ[EXWYLUZRI
E(Xh,nYn)

W@ZiEgOMD�IFW
	1K<T�D (jQUIND�L	�_Q I3OMDjQ[b �eL�� � Q[Z1* GJIND_E@O4W�I *4DFE*DFb 	 W@ZMW�IFE�W�( (3L�	1K<G4EYQ[EXWYLUZRIE\L.L � EYQ[W@Z Q�*4DFE*DFb 	 W@ZMW�IFE�W�( �[DFT�L-(FW@E$&
unh
. 
 ZfD�(jQ[Z
E@OMDFZ`G$IND2E@O4W�I�*4DFE\DFb 	 W@ZMW�IFEXW�( �[DFT�L-(FW@E &�W@Z

E@OMD3(3L�	1K<G4EYQ[EXWYLUZ L	�eEgOMD�IFE�bhD3I3I �)W@E@O�Q�� LUZME\D��,Q[b T�L 	�DFE@OML * W@Z���� .0<  � ] ��� . � = ��Q[Z1* (3OMD ( �
E@ORQ[E � �8ORQ[E*D��[DFb:E@OMD (3LUb bhDFTdQ[EXWYLUZ W@Z I\KRQ>(3D�W�I � E@OMD �UQ[b W�Q[Z (3DiL � E Q[W@ZfD,* LUZ

τ
�>LUb�T�LUZ4c EXW
	�D

W�I.Q � LUG4E
0.058 � �8O4W�(3O W�I �8ORQ[E��_D�L � EYQ[W@ZfD,*
W@Z EgOMD �_LUbhIFE (jQUIND �>LUb EgOMD
(3LUGAK<T�D,* I &AIFE\D�	

�XIND3D:E@OMD (FG(b �[DSTdQ � DFT@T�D,*����`E��MLUZ 
 Wdc[G4b3D�� . ��� .
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E@OMD%(3L�	1K<G(EYQ[E�WYLUZ �)W@EgO W@ZMW@EXW�Q[T)b�Q[Z1*4L�	 �UQ[b W�Q � T�D3I G(Z (3LUb bhDFTdQ[E*D,*
W@Z I\KRQ>(3D Q[Z1* ��bhL��)ZMW�Q[Z
	�LUE�WYLUZRIaZfLUE *4D\KMDFZ1*[W@Z4c�LUZ�I\KRQ>(3DSQ[Z1* L � INDFb��[D,* E@OMD1I Q 	�D1TdQ[bXc4D �UQ[b W�Q[Z (3D�LUZ
E@OMD1IFE�b3D3I3I ��8O4W�(3O`IND3D�	�I�E*L.W@Z1*[W�(jQ[E\D � Q[E0T�DjQUIFE_W@Z E@OMD�IFW
	1K<T�D (jQUIND�(3LUZRIFW *4DFbhD,* OMDFbhD � E@ORQ[E0E@OMD 	 Q��>LUbbhLUT�DeW�I)K<TdQ'&JD,* � &�E@OMDPI\KRQ>(3D (3LUb bhDFTdQ[EXWYLUZ L	�PE@OMD ��bhL��)ZMW�Q[Z 	�LUE�WYLUZRI2Q[Z1*�ZfLUE � &�E@OMDeW@ZMW@EXW�Q[T�UQ[TVGMD L	�SEgOMDabjQ[Z1*4L�	 �UQ[bFW�Q � T�D3I .
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A � � � � � @ �$# � ;&%�?-�(?A='#)(*#���?�� � ��� 9 = �+(-, �/.
l �B��(/� ( � :$: � / �
�!h ^ / � / $����M�)�2� �/0 : �
.#��� : `�.#� �+0/-/���e��(!�e&�$�X)�9$��!.��#�w� ( �)(!�G&�� : �>.#���~`+$��!"�)(!���n��X)�#�)�M�6� : ->���
���!�Z� ( ��(!�G�6`��6�)��� f ( ; � ,
k - f ( ; � (�k ;�l �1��X)"!�#XY�)�2���!$�\ : �G�S�>0 : �
.��[�Y.�� ��0!-/��$ -�)�
� �!� ^ / �O�+$�d��?�)(!� ( � :�: � / ���!h2�6�
��0 : � " .E$C���
���!� �
� / � ( �>.#-!�c� �*��(!� : ���!h - �)�
����\4��(7$E&��
��XL� ( �)(!�O�6`��6�)��� f ( ; � ,
k - f ( ; � (�k ^
� $�.�.���X)"!���!h : `+������(/��0/X)�#&���� -!�e$��)�6-!��0/����� � ^ / �?�P$�d�� ∂u

∂t
= 0 ����f ( ; � ,
k ^

� / ��.#� �!�6�
"!�#Xw� � : `D��(/���)0!$�.���$��!" * � ����� � $�X : ��"!���).�X6�#�)� � �#"B�n`>�n���#� f��!�2"!���).#X)�#�)� � $ -�)�
� �v���v�)�
��� k ^
� / ��.�� �!�6�
"!�#Xc� � : `B� �!�O"!-!�2\!\3� :�: f�� ; � ; ���!�?X)��$ : � � $��)�
� � �

R = 1
k ;x �+(!$]&��B.P(!�#.Pd��#"z$ :�: �)(!�8.�� �/. : -/�)�
���!� / �+"!X�$ / �����)(!�
�O�)���+0 : � " ��"5.E$��)��\
`:�
-!����X6�
.�$ :� �/04��X6�
���������*���{��(!� : � �!h - ���
���v\3�#(7$E&��
� X1� ( �)(!�R�����+� - "!�#03�#�!"!�#�
�10!X)� \ : ��� ^ ( � X1\4����(/

�>� d��E$��r$��!" . � W � "!-!�D\!\4� :$: ��f��)���  �#.#�)�
� � ( ; , \4� : � / k ;t $�d����!h*�
���)�r$�.�.���-!���?��(!�#�)���)�
��0 : � " .�$������ �!� ^ / �8.�� �!�6�
"!�#X ^ ���!�6�)�E$�":� ( f ( ; � ,�k - f ( ; � (�k ^�)(!� ( � :�: � / ���!hD�n`>�n���#� � ( �#a�-!$������ �!� �

−∂
2u(t, y)

∂y2
=

∂ E(YtXt(y))

∂y
, f ( ; U�U k

dXt(y) =

(
∂u(t, y)

∂y
Yt −

Xt(y)

2

)
dt+ dWt(y), f ( ; U i k

Yt = e−
t
2Y0 +

∫ t

0

e
s−t
2 dVs. f ( ; U�,
k
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 � � ��� ��� � ��� �	�
�������0�9� � �2�
� � � � ��� �
�

� .#.�� X6"!�
�!h : `1�)�  �#.#�)�
� � ( ; i ; U ^ / �p.�� �!�6�
"!�#Xe$ P1 "!�
�6.�X6�#��� � $��)�
� �v���r�607$�.���� �r$+-!�/� ( � X6�h X6�
" / ����( I �
�����#X6&�$ : �Qf ��(!�e�)07$�.��Q�n����0B�
� δy = 1/I
k ;  �
�/.�� / ��.#� �!�6�
"!�#Xw� � : `8� �!�e"!-!�D\ -\4� :$: ^ / �2� \/�P$��
�r�)(!� ( � :$: � / �
�/h�"/�
�).#X)�S��� � $������ �T� ( f ( ; U U k - f ( ; U�,�k ^ / X)�[�)�)���R���R$��:$ : h ��\/X�$���.( � X6� �

−MU(t) = YtBXt + b′
1, f ( ; U � k

dXt =

(
YtCU(t) + Yt b

′
2 −

Xt

2

)
dt+ dWt, f ( ; U�(�k

/ (!�#X)� Y �
�L$�0!X6�>.#���6� / �[��(1&�$ : -!�Q�
� R "!� " �!��"r\
`5f ( ; U�,
k ^ U ���L$D& �#.#����Xe� ( �6� � � (I − 1)f�\3�#.E$�-!�6� u(y = 0) $��/" u(y = 1) $�X6�*d
�!� / � k $��!" Xt �����!� / $ RI - &�$ : -/��"z0!X)��.��#�)�f ��(!� i − th .����+04� �!�#�
�)�8�
����(!�v&�$ : -/�V� ( ��(/�V"/�
�).#X)�S��� � $������ �z� ( Xt ���z.�� :$: (yi−1, yi)
k ;

� .#.�� X6"!�
�!h : ` ^ Wt ���Q�!� / $10!X)��.��#�)� / �[��(T&�$ : -!�D�
� RI ;3t (!�D�+$���X6�
.��#� M ^ B $��!" C $�X)�X6���)04��.S���[& � : `:� ( �6� � � (I − 1) × (I − 1) ^ (I − 1) × I $��!" I × (I − 1) ; } �!�8.E$��,�E$��6� : `.P(!�#.Pd*��(7$�� ^ �)(!��- : "*��(/��h�X)�
"*\4�O-!�!� ( � X)� � XL�!��� �
BC = M. f ( ; U � k/

��X)� ^ / �O-!�6�2$�-!�!� ( � X)� h X)��"*�
�v�)0!$�.��p$��!" / �p� \>�P$����1��(!� " �!�[���O"!�[Au�#X)���/.����c�+$���X6�
.#��� �

M =
1

δy2




−2 1 0 . . . 0
1 −2 1 . . . 0
;;; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;;;
0 . . . 1 −2 1
0 . . . 0 1 −2



, B =

1

δy




−1 1 0 . . . 0
0 −1 1 . . . 0
;;; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;;;
0 . . . 0 −1 1


 ,

C = −tB =
1

δy




1 0 . . . 0
−1 1 . . . 0
;;; ; ; ; ; ; ; ;;;
0 . . . −1 1
0 . . . 0 −1



.

t (!�+& ��.S��� X6� b′
1
$��!" b′

2
^ � ( X)�#�)04��.#�)��&��*�)� � � (I − 1) $��!" I ^ "!�#03�#�!"%� �s�)(!�B\4� -!�!"!$�X6`.#� �!"!�[���
���!�L� � u �

b′
1 = (v/δy2, 0, . . . , 0) ^ b′

2 = (−v/δy, 0, . . . , 0) ;x �?�)(!��X6� ( � X6��(!$]&�� �
U(t) = −YtM−1BXt + b1, f ( ; U ��k
dXt =

(
−(Yt)

2 CM−1BXt + Yt b2 −
Xt

2

)
dt+ dWt, f ( ; U j k

/ (!�#X)� b1 = −M−1b′
1
$��!" b2 = −CM−1b′

1 + b′
2
$�X6��� / �r&���.S��� X6�D"!��04���/"!�
�!hr� �:��(!�\4� -!�!"!$�X6`*.#� �!"!�[����� �!�L� � u ;/x (7$��e.�$��r\4�O�E$��6� : `B.P(!�#.Pd��#"5�
�M��(!$�� Bb2 = 0 ;t (!�:$���� � ( �)(!�5X)�#�B$��
�!���!hs� ( �)(!�
�1�6��.S���
��� �
�B�)�z$��7$ : ` � �R��(!�T.��]&�$�X)�
$��!.��T� ( ��(!�X)$��!"!� � &�$�X)�
$�\ : �#� U f ��(!�M&�� : �>.#���~` k $��!" YtXt f ��(!�L�n��X6���)� k �
� ( -!�!.S����� ��� ( ��(!�L.#�'&�$�X6�9$��/.��

K �
�:�)07$�.���� ( Wt fg�)�#� � a ; ( ; U � k ;ux � " X6�6��X)�#�B$�X)dr�)(7$��?�)(!�8.��]&�$�X)�
$��!.��8� ( U .�$��,\4�� �/0/X)���6�)�#"5�
� ( -!�!.S���
���*� ( �)(!�O.��]&�$�X)�
$��!.��?� ( YtXt

�

Cov(U(t)) = E(U(t) ⊗ U(t)) − E(U(t)) ⊗ E(U(t)),

= (M−1B) Cov(YtXt)
t(M−1B). f ( ; i 7�k
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< �#�?-!���S�>0 : $��
�R(!� / / ��.�$��5.����+0!->��� Cov(YtXt) = E(YtXt ⊗ YtXt) − E(YtXt) ⊗
E(YtXt) ; . �
X)�n� ^ ( X6� � f ( ; U j k ^ � �!�O.E$��V.����+0!->���Q��(/� ( � :�: � / ���!hD�S�>0!X6���6�)�
���T� ( X �

Xt = exp

(∫ t

0

A(s) ds

)
X0 +

∫ t

0

exp

(∫ t

s

A(u) du

)
b2Ys ds

+

∫ t

0

exp

(∫ t

s

A(u) du

)
dWs, f ( ; i � k

/ (!�#X)�
A(s) = −CM−1B(Ys)

2 − 1

2
l " .

W �����e��(7$�� A(t) ���w$pX�$��!"/� �b�B$C��X)� � ^ / (!�
.P(1��� (Y0, (Vs)s≤t)
- ���E$��6-!X�$�\ : � ;�t (/� : $��n�K����X6����r�#a�-!$������ ��f ( ; i � k �+$�d��#�G�6���!�6�p�6�
�!.#� (Y0, V ) f�$��/"V�)(!��X6� ( � X6� Y k ���c�
�!"!�#03�#�!"!�#�
� ( X)���

W ;
t (!���+$���� < �#�+�+$Q��(7$�� / � :$: \4�G-!�6��"1���+�)(!�G�6��a
-!� : ����.����+0!->���c��(!�c&�$�X)�
$��!.��#�Z���N��(!�( � :$: � / �
�/h �

4 ��� � � @ ^ OMD 	 Q[EXb W �
CM−1B

(jQ[Z � D�*4D (3L�	1KMLNIND,*�QUI �>LUT@T�L��8I$�

CM−1B =
k * − P,

�8OMDFbhD k *�W�I�E@OMD:W *4DFZMEXW@E & 	 Q[E�b W � L	�aIFW � D I × I
Q[Z1*

P
W�I:EgOMD 	 Q[E�bFW � L	��Q�K<bhL �>D (FE�WYLUZ LUZ

Ker(B)
.

��� # #o� � t (!�p0!X)��� ( -/�)���G��(!� ( $�.#�e��(!$�� BC = M fg�)�#�*f ( ; U � k)k ; � �6�
��0 : �?.#� �+0/-/�P$��)�
� ��6(!� / �G��(!$�� �
( l " − CM−1B)( l " − CM−1B) = ( l " − CM−1B),

$��/" ��(
-!� P = l " − CM−1B ���v$�0/X)�Co6�#.#����X ; � ���6�
"!�#� ^ ���v���V. : ��$�X*��(7$�� Ker(B) ⊂
{x, P (x) = x} ;Mt (!�:.�� ��&���X)�6�s���!. : -!�)��� � �
�*$ : �)�%��$��6` �)�%0!X)�]&�� � � ( x �
�B�)-!.P(|��(7$��
P (x) = x ^ �)(!��� CM−1Bx = 0 $��!"5��(!�#X)� ( � X)� ^ \�`R�D- : ����0 : `����!h+���R��(!� : � ( �Q\�` B ^ � �!�� \>�P$����!� Bx = 0 ;7l �T$�-!�/� ( � X6� �
�V�)07$�.����+�#�)(T�6�#�6���
�/h ^ � �!��� \/��$��
�!� P = δyJ

/ (!�#X)� J���c�)(!� I × I �B$C��X)� � / ����(r$ :$: .����+04� �!�#�
�)�c��a
-7$ : �)� 1 ;
� �6�
�!h A(s) = (Ys)

2P −
(

1
2

+ (Ys)
2
) l "R$��!"r�)(!� ( $�.S�G�)(7$�� ^ \�` < �����B$ � ^ P n = P ^

� �/����\/�P$����!�M��(/� ( � :�: � / ���!hD�S�>0!X6���6�)�
���T� ( exp
(∫ t

s
A(u) du

) �

exp

(∫ t

s

A(u) du

)
= a(s, t) l " + b(s, t)P, f ( ; i U�k

/ (!�#X)�
a(s, t) = exp

(
−t− s

2

)
exp

(
−
∫ t

s

(Yu)
2 du

)
,

$��/"
b(s, t) = exp

(
−t− s

2

)(
1 − exp

(
−
∫ t

s

(Yu)
2 du

))
.
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� A � A � � � ��� � � �	��� 
 � � � ����

� 
 � � ��� ��� � ��� �	�
�������0�9� � �2�
� � � � ��� �
�

t (!��� : �E$�"!�L������(!� ( � :$: � / �
�/h2�S�>0!X6���6�)�
���T� ( YtXt fg-!�6�
�!h��)(!� ( $�.#�L�)(7$�� Pb2 = b2

k �

YtXt = Yt
(
a(0, t) l " + b(0, t)P

)
X0 + Yt

∫ t

0

(
a(s, t) + b(s, t)

)
Ys ds b2

+Yt

∫ t

0

(
a(s, t) l " + b(s, t)P

)
dWs. f ( ; i�i k

����� � ��� �����������54
	��
� (���	������������������������ ���!�"�#�$�%���&���'�����(����� *��$���
�1*��
� ( &)�	�*����� ����+
	,����� (����-�������.����� (���	
	��
�'���������.���/�$���>(����	�0�1��� �2	����3������� 	4���5�����6��� �7����� ���8� � ���9� �:���
�9���
����������	,����(
�;�'��	�(:�����

K = < *.��	
K = J

. �4���
�=�1��� �2	����3������� 	4���5����������	��
(���	���� �
�$�
�2&
��� (���	,	��
�'���$�,*=���>�$���>(�� �

K = < * � � ���?� (���	������@���A���B����� ���
� �-(
��� &C�! D�E��������� ��� . � � �F�����
*�� G0�
	��
� (�� � �
� �H���
�I� �H�.���1*��$���
�1*��
���0	J���1*���	 ����	,��� � � ���%*������ *��,* � &(�����4�$���>(��4�
�$�$� . < �� �K�����
	�� �7��	��K��������	:���3������������� �K���1*��6(����4� ����	
����� (�� 	L� (���	4��	��M�
	�����	,�������N�������O���O�1���
(:�����P�	�K�F����� �7��	 	Q���R�$���>(�� �2	����3������� 	4��������� �

K = J
� . 
 �S�����%(������5	J��	 & � �8���
� �H�

(������
� *��
	T�1���*�! D�����5��������� . � � � ���
	,� 4U�,* � &
Xt �

�H�-� � ���
	 ���N�1�����8�1�����@�
	 	 ∫ t
0
b(s, t)P dWs� �H��	�� (:�����V�������

P = δyJ
�A���1*��6(���� 	4��	�� ����	,����� (��#���C�1��� (:�����W�	��� �X	����3������� 	4���������

�?��� *��$���
�1*�����Y%���.�$���>(�� �7��	*�1���*�D� 	4�*	��:�������=������� � � �
Gi ��	��

i
���1*��$���
�1*��
���NZ2���"���
�����

	J���1*���	 ����	,��� � � ��� � Var
(∑I

i=1G
i
)
< Var

(∑I
i=1G

1
) . < �1*����,* � ���6����� (:�����L�	� (���	���� �
+

�$�
�2&6�;� (���	,	��
�'���@�,* �2	����3������� 	4���5�������4���[�$���>(�� � �1���A�@�
	 	
PdWs = δyJdWs

� �:�+*��A�@�
�%�
��	\�	�L���1*��$���
�1*��
���X	J���1*���	 ����	,��� � � ��� � �8������� ����	,����� (��M� �L� �����M�1�����[�P�
� 	\�	�4���?�
�
����Y�� �-	J���1*���	 ����	,��� � � � .

x �2�!� / �)-!X)�R�)�B��(/�D.�� ��0!-/��$������ �V� ( Cov(YtXt) ; � �6�
�!hB�)(!�D���!"!��04���/"!���!.#��� ( X0
^

(Ys)s≤t
^ $��!" (Ws)s≤t

^ / �O.P(!�#.Pdv�)(7$��c��(/��.#�]&�$�X)�9$��!.��?\4�#� / ���#�5$���`1� / �+"!�[Au�#X)�#�
�c�)��X)���� ( ��(!�eX)��h (�� - (7$��!" - �)��"!�M� ( f ( ; i i k ���Y�
- :$: ; t (/��X)� ( � X)� ^ / �e� \/��$��
����(/� ( � :�: � / ���!h?�S�>0!X6���)�6�
� �� ( Cov(YtXt)
�

Cov(YtXt) = E(a(0, t)2Y 2
t ) E(X0 ⊗X0) + E(b(0, t)2Y 2

t )P E(X0 ⊗X0)
tP

+E(a(0, t)b(0, t)Y 2
t )
(
PE(X0 ⊗X0) + E(X0 ⊗X0)

tP
)

+E

(∫ t

0

exp

(
−t− s

2

)
(YsYt − E (YsYt)) ds

)2

b2 ⊗ b2

+

∫ t

0

E(a(s, t)2Y 2
t ) dsK +

∫ t

0

E(b(s, t)2Y 2
t ) ds PKtP

+

∫ t

0

E(a(s, t)b(s, t)Y 2
t ) ds (PK +KtP ). f ( ; i ,
k

x �O�!� / / $��
�c�)�8��$�d��O��(/� : �
����� t −→ ∞ �
�*�E$�.P(T� ( ��(!�?�)��X)���L� ( f ( ; i ,
k ;� �6�
�!h���(!� ( $�.#�e��(7$C� a(0, t) ≤ exp
(
− t

2

) $��!" b(0, t) ≤ exp
(
− t

2

) ^ ���!�2.�$��R�)�#�p�)(7$���)(!��07$�X6�Z� ( ��(/�G.#�'&�$�X6�9$��/.��e� ( YtXt

/ (!�
.P(B"!��04���!"/�M� �+�)(!�e�
�!�[���9$ : .�� �/"!���)�
� � X0 h �����K���� ��X)���
�*�)(!� : �
����� t→ ∞ ;} �!�O.E$��V�S�/$�.S� : `B.�� ��0!-/�)�+fg-!�6�
�!h���(/� ( $�.#�L��(!$�� E(Y 2
t ) = 1 $��!" E(YsYt) = e−

|s−t|
2

k
�)(!�O07$�X6�e� ( ��(/��.#�]&�$�X)�9$��!.��?� ( YtXt

/ (!��.P(r"!�#03�#�!"!�e� � b2 ;/x �O� \/�P$��
� �

E

(∫ t

0

exp

(
−t− s

2

)
(YsYt − E (YsYt)) ds

)2

= 4 exp(−2t) (− exp(t)(1 + t) + 4 exp(2t) − 4 exp(−3t/2) + 1) f ( ; i � k
@ 5 �



���������
	 ��� A����2����
 � �
����� �u����� � 
�� � ������� � � ����� 
 � � ����� � ��� �	�
�����

/ (!��.P(r�)���!"!�L�)� � ( / (/��� t h �����M��� ∞ ;} �!�L.E$���$ : �)�?�6(!� / �)(7$��N��(/�L����(!�#X����#X)���N�
�D��(/�L�S�>0!X)�#�)�6�
� �Tf ( ; i ,
k � ( ��(!�L.#�'&�$�X6�9$��/.��� ( YtXt (7$E&��2$ : ���+�[� / (/��� t→ ∞ ;!l �!"!�#��" ^ �)(!�O�)-!� � ( �)(!�?��(!X6��� : $��n�M���#X)���c� ( f ( ; i ,
k/ X6�����#� �
It(K + PKtP − PK −KtP ) + Jt(PK +KtP − 2PKtP ) + (1 − exp(−t))PK tP
/ (!�#X)�

It =

∫ t

0

exp(−t + s)E

(
exp

(
−2

∫ t

s

(Yu)
2 du

)
Y 2
t

)
ds

$��/"
Jt =

∫ t

0

exp(−t + s)E

(
exp

(
−
∫ t

s

(Yu)
2 du

)
Y 2
t

)
ds.

� : �E$�X : ` ^ It $��/" Jt $�X)�K�6�B$ :$: �#Xu��(7$�� 1−exp(−t) ;
/
�#�!.�� ^ �[���
�����!��-!h (O���e.P(!��.PdO��(7$C���)(!���6��)��X)���c$�X6�?�
�!.#X)�E$��)�
�/h2���8.����!. : -!"!�Q��(!$��M��(/�#`*(7$E&�� " �!���)� : ���+�[���Y$�� t→ ∞ ^ X6���603�#.#���[& � : `"!�#�!���)��"T\�` α $��/" β ;t ��0!X6�'&��e�)(7$�� It �
�N���!.�X6�E$��6�
�!h ^ � �!�c.E$��+.#� �+0/-/���L��(/� ( � :�: � / ���!hQ�S�>0!X6���6�)�
���B� ( It fg\�`-!�6�
�!hD�)(!�Q.P(7$��!h �Q� ( &�$�X6�9$�\ : � r = t− s $��!"1��(/� ( $�.#�Z��(7$C� ^ \
`B�6��$������ �7$�X6���~` ^ (Yu)t−r≤u≤t$��/" (Yu)0≤u≤r (!$]&����)(!�O��$���� : $ / k �

It =

∫ t

0

exp(−t + s)E

(
exp

(
−2

∫ t

s

Y 2
u du

)
Y 2
t

)
ds

=

∫ t

0

exp(−r)E
(

exp

(
−2

∫ t

t−r
Y 2
u du

)
Y 2
t

)
dr

=

∫ t

0

exp(−r)ψ(r) dr

/ (!�#X)� ψ(r) = E
(
exp

(
−2
∫ r
0
(Yu)

2 du
)
Y 2
r

) ���*$s04� �)�[����&�� ( -!�!.S����� � ; � �)���!h���(/�R��$����$�X6h -!��������� ^ / ��� \/��$��
� ( ��X Jt �

Jt =

∫ t

0

exp(−r)E
(

exp

(
−
∫ r

0

(Yu)
2 du

)
Y 2
r

)
.

t (!�#�)�p�S�>0!X)�#�)�6�
� �!�e. : �E$�X : `B"!����� �!�n��X�$C���Q��(!$�� I $��!" J $�X6�����!.�X6�E$��6�
�!h ;t (!�
�Y�)(/� / �Z��(7$�� ^ �
�+�)(!� : �
����� t→ ∞ ^ Cov(YtXt) = 16 b2 ⊗b2 +α1K +α2(K
tP +

PK) + α3PK
tP ^ $��!"*��(
-!�2fg�)���!.�� P =t P

k ^
lim
t→∞

Cov(YtXt) = 16 b2 ⊗ b2 + α1K + α2(KP + PK) + α3PKP, f ( ; i (�k
/ (!�#X)� α1 = α ^ α2 = β − α $��!" α3 = 1 − 2β + α $�X)�?�)(!X)�#��04� �6�����[& �?.#� �!�6��$������ ;� �6�
�!hrf ( ; i 7 k $��!"*��(!� ( $�.S�c��(7$�� BP = 0 �S� Bb2 = 0 ^ / ��� \/��$��
� �

lim
t→∞

Cov(U(t)) = α1M
−1BK t(M−1B). f ( ; i � k

����� � ��� � 
 �?� (:��� (���	����;�$�.����	4�
	,��(:�����2&R����� ����� �����=�	�
αi � i = 1, 2, 3

. �K�%�������
�7�����1*

α ' 0.26
���1*

β ' 0.39
. �����
	�� �7��	��

α1 ' 0.26 � α2 ' 0.13
���1*

α3 ' 0.48
.�� ������(��

��� ���K�������
α1 + 2α2 + α3 = 1 � �8����(�� �3����� � �*� ���,*W�'���$�
	���� .

@ 5 �



� A � A � � � ��� � 
!�	��� 
 � � � ����

� 
 � � ��� ��� � ��� �	�
�������0�9� � �2�
� � 
	� ��� �
�

t −→ ∞ Cov(YtXt) fg�6�)X)�#�)� k Cov(U(t)) f�&�� : ��.��[�~` k
Wt 16b2 ⊗ b2 + J 0

Wt(y) 16b2 ⊗ b2 + α1 l " + (1 − α1)δyJ −α1M
−1

�
	���
 ( ; � ��� $�X6�9$��!.#����� ( u $��/" τ f ( � X : � �!he�����+� k ( � X�$ � X)� / �!�
$����+�����
���2�!����"!��04���!"/�
�!h
� � �)07$�.���f Wt

k $��!" ( ��X � X)� / �!�9$�� ��������� �!�*-!�/.�� X6X)� : $����#" ��� �607$�.#�{f Wt(y)
k ;LW ������.���)(7$��D�)(!�1.��]&�$�X6�9$��!.#�1�+$���X6�
.��#�p� ( �)(!�1�n��X)�#�)�Vf�X)���60 ; � ( �)(!�B&�� : ��.��[�~` k $�X6�1� ( �)� � � I × I

f�X)���60 ; (I − 1) × (I − 1)
k / (!�#X)� I = 1/δy ;

����� � ��� @ � : ���9�1��� (���	����;������������� �H�M������� 	K�+*��W���I����� �M��� (
�5����� (:���I��� ��� � � *����?�
�3�����=� 	4����� �3�����(�?����+,(������
�������9�$���>(��
+��
�$�$��� . < �P����	,�5��(
���'��	 � � ��	 	K� < ����� *�� �3���1�6���6&
	4�����)���F�$���>(�� .
����� � ��� @ @ 
 �?��(:���S�?������(��M�������N����� ����	,����� (��4���O����� ���
� �-(
��� &)� �M�?���N���
� ���
� (��,* � &
����� ����� � �P�	�M����� � ���;�1* ��	 &?(����1*����5�����

v
���O����� ���
� �-(
��� & . ����� �K� �K�?���N�1���%(:�������7��	M�����

�
��	������ . < �P����	 �
�
	���� � (:����� � �
��� (��
b2

� �X� (������
������� ��� (
�$��	U���M�$���>(�� �8����(��#� �8��	�������	,�5���������
�$�
v � �H�/� � ���
	 ���W�������0�1��� ����	,����� (��)���

YtXt
� � -!�/� ( � X6� : `5�
���607$�.#� ���
� ���
� (��,* � &

v ����1* � �����������*� � � �
v2 �8���
�

v → ∞ . ����� � ���;�1* ��	 & (����1*����������R���(����� ���
� �-(
��� &4�����
	�� �7��	��
���
� � �
� (����H���K�1���9�D� 	4� 	K�����?�
	9����� ����	,����� (��T���K�����H�
��	������ � ��� ����� �����������N�	� ����� *���	K����� .

A � � � � � � � ( � ��� . � . #�� 	�� � , � . � .
K = ��� �+( � K = J} ���)(!�:\7$��6�
�*� ( ��(!�:�+$��
��� / ��X)�#�)- : ���v� ( ��(!�50!X6�#&��
��-!�v�)��.S����� ��fg�7$���� : `�f ( ; i (�k$��/"�f ( ; i � k6k ^ / �1.E$��s�S�>0 : $��
����(!� / $E`:��(/�+&�$�X)�
$��!.#����� � U $��!" Y X &�$�Xn` / (!�������!���h ����� ( X6� � .�� ��0 : �S��� : `�-!�!.#� X)X6� : $C����" � X)� / �!�9$��*�+���)�
� �/�Z���*�)07$�.#��f K = l " k �)�8$ � X)� / -�!�
$��v�+�����
���*�!���c"!�#03�#�!"!�
�/h+� �v�607$�.��Bf K = J

k ;
l �*��(!�?.�$��)�?� ( $D.#� �+0 : �#�)� : `B-!�/.�� X6X)� : $����#" � X)� / �!�
$��*��������� � ^ / �O(7$E& � K = l "V$��!"/ �?� \/��$��
� Cov(YtXt) = 16b2 ⊗ b2 +α1 l " + (2α2 +α3)δyJ = 16b2 ⊗ b2 +α1 l " + (1−

α1)δyJ $��!" Cov(U(t)) = −α1M
−1 ;l �2��(/�w.E$��)�M� ( $ � X)� / �!�
$��2��������� ���!����"/��04���!"!���!hQ� �2�)07$�.#� ^ / �M(!$]&�� K = J $��/" / �� \>�P$���� Cov(YtXt) = 16b2⊗b2 +(α1 +2α2 +α3)J = 16b2⊗b2 +J $��!" Cov(U(t)) = 0f��)�
�/.�� BJ = 0

k ;t $�\ : � ( ; � �)-!���B$�X)� � ������(!�wX)���6- : �)� / �L(7$E& �M��\/�P$����!��" ;�t (!�#�)�LX6���)- : ����.�� X6X)� \4� X�$C���K��(!�\4��(7$E&��
��X�� ( �)(!�w�
-!����X6�
.�$ : �S�>03�#X)���+�#�
�)��$��/"2��(!�Z� \!�6��X6&�$��)�
� �/��� ( �)(!�M$�-/��(!��X)����� � � � ^
� , � ;l �D0!$�X6�)�
.�- : $�X ^ � ( � �/�Z.#� �!�)��"!��X6����(/�Z&�$�X)�
$��!.#�Z� ( Y X $C�N$G04� ���
� �
�O��(/�w���
"!" : �K� ( ��(/� 1 � / ^� �/�Q� \/��$��
�!� C(b2) + 1
/ �[��( x �L$��!" C(b2) +α1 + (1−α1)δy ' C(b2) + 0.26 + 0.74δy/ �[��( x �]f�` k f / (!��X6� C(b2) "/���!���)����$V.�� �/�6�P$��
� / (!�
.P(s"!��04���!"/�D� � b2

k � �)(!�+&�$�X6�9$��/.��X6��"!-!.#��� / ���)(v$ � X)� / �!�
$�� / (!��.P(V"/��04���!"!�c� �*�607$�.#��fg�)���!.�� δy < 1
k ;!W �����?$ : �)�vf��)�#����A -"!�
$�h � �!$ : ���#X)��� k ��(!�G�6��X6� �!hp.�� X6X)� : $������ � / (!�
.P(B�
�K�
����X6�>"/-!.��#"1\3�S� / �#���1�)(!�e&�$�X6�9$�\ : ��� ^ $��"!�[Au�#X)�#�
�M03� �����M�
�B�)07$�.#� ^ / (/���v� �!�Q-/�)���e$ � X)� / �!�9$��*�+���)�
� ���!���M"!��04���!"/�
�!h�� �*�607$�.#� ;

A � � � � � � � ( � ��� . � . #�� # 	�� � � , # � ��� � ��	�� # ( � ��	 � �', �/.
K

x �B�!� / / $�������� ( -!Xn��(!�#X��
��& �#�6�)�
h�$��)�B��(/�1"!��04���/"!���!.S`z� ( ��(!�+&�$�X)�9$��!.��#�D�
���)��X)���� ( K ;�x (7$C�M�
�Y� ( ��������X6���n�M�
�K��(/�G��X)$�.��#�w� ( ��(!�#�)�Q.#�'&�$�X6�9$��/.����+$��)X)�
.#���GfgX6���!��X)�+$ : � � ��"�\�`
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�����

�)(!�O��-/�D\3�#Xc� ( .#� :$: � k ^ / (!��.P(r���E$��6-!X)�#�e�)(!�?&�$�X)�
$��!.��?� ( �)(!� / (!� : �Q&�$�X6�9$�\ : �Q���*�)07$�.#� �

δy tr(Cov(YtXt)) = α1 + 16δy ||b2||2 + (2α2 + α3)δy ||PN ||2,
= α1 + 16δy ||b2||2 + (1 − α1)δy ||PN ||2,

δy tr(Cov(U(t))) = α1δy ||M−1BN ||2,/ (!�#X)� ||.|| "!���!�������c��(/� . X6� \3�#�!�
-/�e��X � -/. : ��"!�E$��r�!��X)� $��!" N ���M��(!�O�+$���X6�[�*�6-!.P(r�)(7$��
K = N(tN) fg�6���  �#.#����� � ( ; i ; U � N ���c$ I × I �+$��)X)�[�B�)-/.P(r��(!$��L�E$�.P( : �
�!�Q(!$��e$8�/� X)��#a�-!$ : �)�2� �!� k ;
x �e(7$E& ��� \/�P$��
�!�#"+��(/���)���S�>0!X)�#�)�6�
� �!�w-!�)���!h2�6� �+�e�)���+0 : �c0!X)��03�#X6������� : �
d��
tr(EF ) = tr(FE) ( � Xc$���`v�+$���X6�
.#��� E $��!" F ^ � X P 2 = P ; . X6� � �)(!���6�p� �/0/X)���6�)��� �!��� (�)(!�?&�$�X)�9$��!.��#� ^ / �p.�$��v"!��"!-/.��O��(!� ( � :$: � / �
�!h �

� t (/���+���!�
�D-/� � ( ��(/�2&�$�X)�
$��!.��p� � U �
� � ��X6�v$��!"R����� \>�P$����!��"R� ( $��!"R��� : `V� ( ��(!�� X)� / �!�9$��5�+���)�
� �r"!�����Q�!���?"!��04���/"����R�)07$�.�� ;ul �!"!���#" ^ ||M−1BN || = 0 �
��0 : �����
BN = 0 ^ / (!��.P(r���+0 : �
�#�Z�)(7$��c�E$�.P( : �
�!�?� ( N �
�M�)(!�O��$���� ;

� t (/�?�+���!�
�D-/�I� ( ��(/��&�$�X)�
$��!.��G� � YtXt �
� α1 + 16δy ||b2||2 ;>l �M���M$��6�P$����!��"1� ( $��!"��� : `?� ( PN = 0 f�$��!"p�)(!�
���
� �?��� ��(/�Z.�$��)� / ����(p$ � X)� / �!�
$��2��������� �?�!��� "!�#03�#�!"!�
�/h�����)07$�.#� k ; t (!�
� �
� ��a
-!��&�$ : �������)����(!� ( $�.#� ��(7$�� ��(!�w�)-!��� ( ��(!�w.�� ��03���!������� / ����(/�
���$�.P(T.#� : -/�+�*� ( ��(/���+$��)X)�[� N �
� � ��X6� ;< �#�8-!���!� / ��X6`,���5"!�S���#X)���
�!�*$��+� �/h:$ :�: .��]&�$�X)�
$��!.��#���B$C��X)��.��#� K �6-!.P(z��(7$��2��(!�&�$�X6�9$��!.#�5� � YtXt �
�B�+���!�
�D-/� ^ ��(/�����!�R��(7$C� : �E$�"!�1���z$�&�$�X)�
$��!.#�5� � U(t) ��(!$��v�
����
�!���D-!� ;� ��	,����� (��-	��,*�� (
�������.� �
����Y%�����2&P���?� �X	����3������� 	4���5�����F���F�$���>(�� .
l �1$ " X)�n�w�n����0 ^ / ���6� : &��G��(/�
�Ka
-!���n���
���1�
�8��(!�e.E$��)� / (/��� / ��-!�6��� � : `8� �!� � X6� / �/�9$����������� �B���1�)0!$�.��Q�)�D.�� �/�6��X6-!.#� K ^ �
�1��X)"!�#XZ����d����#0v�)(!�Q�)$��+��.�� ��0!-/��$������ �7$ : .����6�c$��w�
��)(!��.�$��)�Q� ( $ � X6� / �!�9$��+�+�����
�����/���M"!�#03�#�!"!���!h2� �B�)07$�.#� ;�l �1���)(!��X / � X6"!� ^ / �Q.E$��+� � : `.P(!��� �6� +Wt ��X −Wt �
�8�E$�.P(8.#� :�: � ( �)(!�L�����)( ;�x �L.�$��8��(!�#���n�P$��)�M��(!� ( � :$: � / �
�/h�X)�#�)- : � �����.�$��)� I �
�N�#&���� ^ -!�6�
�!hO� � : `p� �!� � X)� / �!�
$��8�
���607$�.�� ^ ��(!�L.#�'&�$�X6�9$��/.��L�+$���X6�[� K "!� " �!�#"\�` Ki,j = (−1)i+j �
�K�)-!.P(+��(7$�� ^ $��+���!h�$ :�: K 03� �6�)��\ : �c�)-/.P(1��(7$��K�)(!�e&�$�X6�9$��/.��c� � Xt �
����
�!���D-!� ^ ��(!�Q&�$�X6�9$��!.#�?� � U(t) ���L�+���!�
�D-/� ;�t �80!X)�]& �O��(/�
�MX6���)- : � ^ � �!�?(7$��L�)���!������.���)(7$�� / �Q��\/�P$����B$ :�: ��(/��$�"/�+���)�)��\ : �L.#�]&�$�X)�9$��!.��e�B$C��X)��.��#� K = N(tN)

/ ���)(+�)(!���+$���X6�
.#���
N � ( ��(/� ( � :�: � / ���!h ( � X6� � �)(!� " X)�n�K.�� : -!������a
-7$ : �)� ε = (ε1, ..., εI) $��/" � ��X)�O� : �)� / (!��X6� ^/ �[��( εi = ±1 ^ $��!" ∑I

i=1 εi = 0 ;mt (!��&�$�X)�
$��!.#��� � U �
�Q�)(!�����+���!�
�+$ : � ( $��!":� � : `R� (
�)(!�Q�!� X6��� ( M−1Bε �
�w���
�/�
�+$ : ; � -/�w�)(!�
�K& �#.#�)� X ν = M−1Bε .�$��*$ : �)�2\4����������X60!X)�S���#"$��G��(!�D�6� : ->���
���T�
� P1 � ( ��(!� " �!���)�2� : ����������"!�
�6.�X)�S��� � $��)�
� �r� ( ��(!� ( � :�: � / ���!h80!X)� \ : ��� �
∂2r
∂y2

= ∂ε
∂y
^ / (/��X)� y ∈ (0, 1) ^ / ���)( � �#X)� � �
X6�
.P( : �#�Y\3��-!�!"7$�Xn`�.�� �!"/������� �!� r(0) = r(1) = 0 ; ���!.��D�)(!� " �/�����2� : �#�+�#���?�)� : -/����� �T���Q��a
-7$ : ���B�)(!���!� � - "!���).�X6�#�)� � �#"5�)� : -/����� � ^ �����
�G�)(!���� \�&��
��-!����(7$C����(!�L���
�/�
�D-!� � ( �)(!�L�!� X6� � ( ν = M−1Bε �
��� \>�P$����!��" ^ ( � X�� �!$��+0 : � ^ / ����($��s� �).#� :�: $�����X6` ε f ε = (1,−1, 1,−1, ...)

k ;�x �B(!$]&��10 : ���)�)��"s��� . �
h�-!X)� ( ; ( ��(/�BX)�#�)- : ���� \>�P$����!��"�� ���)(!�V�
�!�[���9$ : 0!X6� \ : �#� f ( ; � , - ( ; � (�k �����)(!�
�8.E$��)�T� ( $���� �).#� :�: $�����X6` - ��� - �607$�.��� X6� / �!�9$��V��������� �:fg�6���O��(!�O.#-!X6&���� : $�\4� :$: ��" ����� - x � � k ;t (!�
�wX)���6- : �M�
�M���
�)��X6���6�)�
�!h��6�
�!.#�Q���w�)(!� / �L��(!$�� ^ � ( ��(/�O$��
���
�Y����X6��"!-!.#�?��(!��&�$�X6�9$��/.��� � YtXt
^ � �!�c.E$�� ( -!Xn��(!�#XNX)�#"!-!.��c��(/�c&�$�X6�9$��/.����N��� � �����

U(t) $��!" YtXt
^ .#� �+0!$�X)�#" / �[��(�)(!�G.�$��)�G� ( $��+-!�/.�� X6X)� : $����#" � X6� / �!�9$������������ �Vfg.#� �+0!$�X)�L��(/�G.#-!X6&���� : $�\3� :�: ��" ����� - x � �$��/" � x �'f ` k �7� � . �
h -/X)� ( ; (�k ^ $��!"v��(!���L-!�)���!h8� � : ` ���?� � X)� / �!�
$��v�+���)�
� �*���v�)07$�.#� ;

����� � ��� @ � 
 �?��(����;� *)��	5Y�� �#�������X�1���#	��,*�� (
�������S�	� ����	,����� (��M���C�����*�
�5	������K� � �������?�,*
� &(� �
����Y��X	����3������� 	4�����������A��� (���	,	��
�'���@�,*(���>�$���>(��4� �%*�� �A�@�6�������1*R�	�4�'� � �	�W�'��	�Y��
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� A � A � � ��� �3� � � � ����
 � �9� � 
 � 
 � � ���

����	 � �
	���� �H�N�����5	�� *��6(�� 	4��	��N	J���1*���	 ����	 � �
	��0���1*������
	�� �7��	�� �H�N	��,*�� (��N����� ����	,����� (�� ��3����� �	�9(�����	���� 	4��	��9(����
���2&S�
�
	L�;�'����������� . �K�.�������/�������3� ��� �1��� �.��� (
������� �������M�1��� �
��	5Y���	4�
��� *������ �?���3����� * � �
��� (�� ����� ����	,����� (�� ���

Y X
(:���C�����
� � � 	4��	��-	��,*�� (��,* � �"�
����Y

�����2&P���?� �2	����3��������	4���������.���/�$���>(�� .
����� � ��� @ � ����� �P	��,*��6(
�5����� �	� ����	,����� (��A�"�
����Y=��� ���-(
�����'���$��	 & �2	����3������� 	4���������I���
�$���>(��0	���	L���1*���� �#�	�0�����*�������������
�5��( ����	
��� � � ��� 	4�
����� * � (
�'�����
��(:�����2&�� ���,*K��� �=�����@� �
��	
� �
�
�
	L���'���5������� �@�K	��,*��6(��*�1��� ����	,����� (�� .

� ��	,����� (��-	��,*�� (
�������.� �
����YP��	 � ����	J��	,���2& 	K���6& �2	����3������� 	4����������� .
l �5$B�6��.����!"5�6�)��0 ^ / �2$ :�: � / ( � Xe�)(!�2-/�)�D� ( $��R$�X6\!���)X�$�Xn`v��-/�D\3�#X�� ( � X)� / �!�9$��T��� -�)�
� �!� ;!x �?.�$��VX)� ( ��X)�D- : $����G��(!�O���
�!���+� � $��)�
� ��0!X)��\ : �#� / �p.#� �!�)��"!��Xc���1��(!� ( � :$: � / �
�!h �* ���!�
��� � � tr(M−1BK(tB)(tM−1)) $���� �!hD��(/���+$��)X)�
.#��� K �)-!.P(V��(7$C� �
� K �
�c$��6`����+�S��X6�
.?�+$���X6�[�B� ( �6� � � I × I ^
� K �
�L04� �)�[���[& � ^
� ∀i ^ Ki,i = 1 ^
� tr(KP ) = 0 f / �?X)�#.E$ :$: �)(7$�� P ���Z�)(!�Q� Xn��(!� h�� �7$ : 0!X)�'o6��.#�)� XM� �+��(!��&���.S��� XM� ( �6� � �
I
�
(1, ..., 1)

k ;t (!���*0!X)��\ : �#� (!$��*$��)� : -/�)�
� � ^ �)���!.�� / �5���
�!���+� � �v$ : �
�!��$�X ( -/�!.#�)�
� � � �{$�\3� -/�!"!��".#� ��& �S�r. : � �6��"v�)�S� ;!x �?(7$E& ���)� : & ��"v��(/�
�M0!X6� \ : ��� / �[��(*��(/� ( -!�!.#�)�
� � � : ���
�6� : &���X ��� (  .�� -: $�\Rfg$ : �6�2$E&�$�� : $�\ : �M�
�8��(/� < * l~t }O} < : ��\!X�$�Xn` ( � X * $C� : $�\ k ;�t (!��� ( -!�!.#�)�
� ���+$�d��#�w-!�6�G� (���
�)��X6�
� X�03���
�������#�)(!�>"/��$��!"�(!$���04� : `��!� ���9$ : .�� ��0 : � �>���~`+fg�6��� � � � 7 � k ;Ct (!�w�)�
���ZX6��a
-!��X)��"�)�r.#� �+0/-/������(/���+$��)X)�[� K ��� : �#�)�?��(7$��,� �/���6��.#� �!" ( ��X I = 10 ^ / (!�
.P(,�
�?�!�#h : ��h �E$�\ : �.#� �+0!$�X)�#" / �[��(R��(/��X6���6� : -/�)�
� �5� ( �)(!�80!(�`>�6�
.�$ : 0!X)��\ : �#��f ( ; ��� k - f ( ; U'7�k ; x ��(!$]&��+-/�)��"�)(!�8.��]&�$�X)�
$��!.��2�B$��)X)� �T��\/�P$����!��"R�)�*.�� �/�6��X6-!.#�p$ � X6� / �!�9$��:��������� �R$��!":03�#X ( � X6� $*�)� -�D- : $��)�
� �,� �s��(/�1�
�!�[���
$ : �����+� - "!�#03�#�!"!�����20!X)� \ : ��� f ( ; � ,
k - f ( ; � (�k ;�t (/�1X)�#�)- : ���D0 : ���)�)��"� � . ��h -!X)� ( ; ( �6(!� / ��(7$C� / ��(7$E& ���
�!"/����" ( -!Xn��(!�#XLX)��"/-!.��#"r��(/�O&�$�X6�9$��/.��?� � U(t) ^ / ����($��V� 0/�)�
�+$ : &�$�X6�9$��/.��?� � YtXt ;
��� � � � � � � ��� ������� � � � � 
������ �
����� �$# �����
	���
 
 (��Qy � ������� 	

x �p(!��X6�20!X6���6�����?�)���+�p�)�
��0 : ���
-!����X6�
.�$ : �S�>03�#X)���+�#�
�)��04��X ( � X)����"r�
�r�)(!��.E$��6�D� ( $0!-/X)�Q�6(!�E$�X 1 � / / �[��(
/
�>��d��E$��1"!-!�D\/\3� :�: �Z� �*$2-/�!� ( � X6�b�+�#�)(:f��)�#� � a ; f ( ; ��� k - f ( ; U'7 k)k ;t (!�5�
-!����X6�
.�$ : 0!$�X�$����#�)��X6�*$�X)���Z�)(!�R�
-!�D\4��X1� ( .�� :$: � I ^ ��(!�T��-/�D\3�#X1� ( �)�
���r�n����0

N ^ �)(!�D�
-!�D\4��XQ� ( X)�E$ : � � $������ �!� R ^ $��!"T�)(!�D�
-!�D\4��XQ� ( �
�!"!�#03�#�!"!�#�
�������n��� NbTest / �(7$E&��B04��X ( ��X)����":�
�:� X6"!��X?���v�#�6�����B$C���D��(/�8&�$�X6�9$��/.���� ;=t (!��0!(�`>�6�
.�$ : 07$�X)$��+�S���#X)�O�
��$ :$:�)(!�*�)���D- : $C���
���!��$�X)��� v = 1 f�&�� : �>.#���~`�� ����(/�1\3��-!�!"7$�X6` k ^ T = 5 f " �7$ : �)�
���B� ( �)(!��6�
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dX t(x)+u(t,x).∇X t(x) dt =

(
∇u(t,x)X t(x) − 1

2We
F (X t(x))

)
dt+

1√
We

dW t
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τ p(t,x) =
ε

We
(E (X t(x) ⊗ F (X t(x))) − ¸¯�

)
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dX t =

(
G(t)X t −

1

2We
F (X t)

)
dt+

1√
We

dW t
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F (X) =
X

1 − ||X||2/b.
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dX t =

(
G(t)X t −

1

2We

X t

1 − ||X t||2/b

)
dt+

1√
We
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�
� � � ªh� � �1�g� �o� � � ����
 �» � � � �j� �L�L� ¦�� ��� �j� τ p
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τ p =
ε

We

(
E

(
X t ⊗ X t

1 − ||Xt||2/b

)
− ¸¯� )

.
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F (X t) =
X t

1 − E(||X t||2)/b
,

¨ � � � ©

ª � � � � X t
� � �L� � � �1�g� � �
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∑M
i=1

(
X

i,M
t ⊗ X

i,M
t

)

1 − 1
M

∑M
i=1 ||X i,M

t ||2/b
− ¸¯�


 .

¨ � � ·<¶ ©

� � � � � � � ��� ¥?� � � ¨ � � · � © � � � � �1��� �j� � � ¶�� ªh� ��� �:«j�
�j� � � �`� � � ���L� :��o� � � � �1�L� �j� � � � �

���
�����
 � � 1I=4=�RY� 8�:�; !43 � m9/ 79:!� RY:!��J�B2=�RY8�AG7 6 Q>J O��XDH?�A�OHJ4=�8>=<?�:

b
79:!� A�OHJ 8�:H8�Ac8C79Q

�4?�:!�98�AC8G?�:F=
X0

79:!�
X i

0

!c=@J4J^!43 � '���/N79:!� !43 � ' +�/4/@l�� JIOF79�9J4l ∀t ≥ 0
l

lim
M→∞

E
∣∣τMp (t) − τ p(t)

∣∣ = 0,
¨ � � · � ©

� OHJ�BMJ
τMp

8>= ��J���:\J�� 6 � !43 � %('�/N79:!� τ p
8>= ��J���:\J�� 6 �_!43 � %�54/ �


 
 ��� � � ( ��� OHJ4=@J���8�:!��=U?&1,�0J*79: g ��J�Q � 8�:HAKJ�B*7���AC8G?�:F=L8�: A�OHJ 1XBf79�0J3� ?�B�� ?&1��hRY8! _�0J g
" OF79:H8 " =o? "#" RYB
:\?�A ?�:HQ%$ 8�:UA�OHJ " 7�=@Jo?&1 " Q>?@=�RYBMJ 7�D DEB4?��(8��^79AC8G?�:F=4l 6 RYA " 79:]79Qa=@? 6 J
BMJ�Q>J���79:HA1XBM?�� A`OHJ DHO&$@=�8 " 79Q\DH?�8�:HA�?&1^�@8GJ3� l 1n?�B]Jf�.79�IDEQ>J^8�: A`OHJ " 7�=@J]?&1^QS8CVWRY8! " B'$@=�Ae79Q DH?�Q%$��0J�BM=! " 1)(�#&%9dF5&)$D*(
% %Wm 79:+ d&�9d g d&�,��l$?�B " OF7�DEAKJ�BN%�52?&1�#K'.-f)e/-( Z J^8�:HA&J�:+ AK?U;�J�:\J�Bf79QS8P��JLA`OHJ
BMJ4=�R�QSA`=L? 6 AG798�:\J. OHJ�BMJ�1n?�B A`OHJ � �����hg / �0?/ �J�Q 79Qa=@?
1n?�B A`OHJ4=@J��0?/ �J�Qa=/(

 
 ��� � �10 q - 8�: " J�1n?�B�A�OHJ �����o�hg / �0?/ �J�Qal A�OHJ =�AcBMJ4=4= A&J�:F=@?�B " 79: 6 J " ?��IDERYAKJ. I1XB4?��A�OHJ /32 � 8�A =@?�QS�9J4=4l�A`OHJ �������hg / DF79BXAC8 " Q>J07�D DEBM?��(8��^79Ac8G?�: ?&1^A�OHJ =�AcBMJ4=4=NAKJ�:F=@?�B " 79: 6 J
R =@J. 7�= 7 " ?�:HACBM?�Q$��79BX8C79A&J 1n?�B2A�OHJ " ?��IDER�Ae79AC8G?�: ?&12A�OHJ2=�ACB4J4=4=2A&J�:F=@?�B28�: A�OHJ �������
�0?/ �J�Q4(65\1 " ?�R�BM=@J4lh?�:\J$A`OHJ�: Ae77� J4=$A`OHJo=W79�0J8 9BX8��@8�:�;  BM?f�[:H8C79:b�0?�Ac8G?�:F=k1n?�B$A�OHJ �������
79:+ UA�OHJ � �����hg / - 2 � =N!c=@J4Jo#&%,�f)[1n?�B�A�OHJ R =@JL?&1 " ?�:HAcBM?�Q ��79BX8C79A&J4=�8�: i 5 ���o� ��� - -:9 �=�8�� R�QP79Ac8G?�:F=K/-(

 
 ��� � �10 (<;.= � � � � 
&>?
��A@�B�CD�&EFB7G 9 1 u(t,x) = κ(t)x

l A&?*;�J�A�OHJ�BN�[8�A`O 7LDEBMJ4=4=�RYBMJ
p(t,x)

l =@?�QS�9J A�OHJ,?�BX8P;98�:E79Q � 79�@8GJ�B g - A&?H� J4=�J*VWR 79AC8G?�:F=^!6�[8�A�OH?�RYA�A�OHJ A&J�BX� div (τ p)
/@l�A`OHJ�:

∇u(t,x) = κ(t)
 �?@J4=0:\?�A8 �JKDHJ�:+ ?�:<=KDF7 " J/(I� OHJ�BMJ`1n?�BMJ4l !43�(�%�/ BMJ. 9R " J4=UAK? !43�( '�/²�[8�A�O
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(
||Xs||2

)
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0

||Xs||
1 − E (||Xs||2) /b
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∫ t

0
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G(s)Xs −
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2We
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1 − E (||Xs||2) /b
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ds+
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We

W t.
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�L� �l���L�V�b� Y 0 = X0
� ��� Y t

� �\�L� : � ��� �j� � � ��� �
�g� :$: �:ª � � �"! ��� �

dY t =

(
G(t)Y t −

1

2We

Y t

1 − tr(A(t))/b

)
dt+

1√
We

dW t.
¨ ���$#&%�©

¸ �o� � ��: � �`�t���V�b�x��� � � �!� � � � � � � �D� : � ��� �`� � �"¨ ���$#&%�©t�j� �L� � ��� ��� � � � � � « �5: [0, T ∗) � ��� �L�V�b�
t 7→ E(||Y t||2) �

� : � �<�	:�:�¥ ¦S�j���������"�j� [0, T ∗)
� � � � � ��� � �`����:Z�Z���b��� �j�

(t,Y ) 7→ G(t)Y − 1

2We

Y

1 − tr(A(t))/b

� �!À �Z� � �l�����'�½� ����ª ���L� :Z� ��� �b�\�j� ��ª �L� ª¬� � � � � Y : � ���5:�:�¥£� � �L� �¡�G�j� [0, T ∗)
�_À{� � ���!���:ª

� �j��� � ��� � A(t) = E(Y t ⊗ Y t)
� �!��� �<� �µ� � � ��:�¥��l� � � °®¦ ¥ ¸ ��(*) � ���5:Z� � : ��� ���V�f� A(t) � ��D� : � �L� �j� �`�I¨ ��� ·H� ©t�`� [0, T ∗)

� � � ��� � �D�Z�j��� 5 �V� ��� � � ���!�`�x¨���� ·H� © � � � �¡���sª¬� � � � � A � ª �����
� ����� �1� �1� � �G¦S�j��������� : � ���5:�:�¥"� � ��� �¡�½�j� [0, T ∗) � ��� � �8���������L�m�`���D� : � ��� �`� � �µ¨���� ·H� ©s�j�
[0, T ∗) � � : ��� � ��� �L� ���

A(t) = E(Y t ⊗ Y t)
� ��� �L� � � �1�g� � � A(t) � � � � ¥ ���¡� �L�L���!� ���"���j�"��� �j�b��� «j�!� �b���D� � �j� [0, T ∗)

�
¿µ�m� �V�	:�: ���:ª ��� �:«j� �L�V�b� T ∗ = +∞ ��À{� � ���\�L� ��� �`�L� �����b� T ∗ < ∞ � ���²�j¦ �l�b� � �

� �j� ����� � �Z�3��� �`�_��¿¾�
��� ����� � �����b� » � (t) = tr(A(t)) � �I�L� : � ��� �j���`� ��� �!�g� :$: �:ª � � � � ��� �

d
» � (t)
dt

= tr
(
(G(t) + G(t)T )A(t)

)
− 1

We

» � (t)
1 − » � (t)/b +

N

We
.

¨ ���$# · ©

�s��� �<� � �l� � � ° �L�V�b�!��� � � �½� � � � � � C > 0
�D� �l�X�L�V�b��� �g� �¬� � ¥ � ¥ ���¡� �L�L��� ���j����� ���b��� «j�

� �b���D� � A �
tr
(
(G(t) + G(t)T )A

)
≤ C||G(t)||tr(A).

» ��� � �<� �³¦S� ��� �:«`��� ��� � � ����� �º� �`�3�M�����b�<� �g� �½� � ¥ ���¡� �L�L��� ���j�³��� ���b�L� «j��� �b�L�L� � A �
√

tr(A2) ≤ tr(A)
�V» � � � �1�g� � � � ªx� �V� «j�M�

d
» � (t)
dt

≤ C||G(t)|| » � (t) − 1

We

» � (t)
1 − » � (t)/b +

N

We
.

¨ ���$#+#j©
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� ¥ ¨ ��� · � © � ªx� �V� «j� ∀t ∈ [0, T ∗),
» � (t) ∈ [0, b) � ��� limt→T ∗

» � (t) = b
�L� ���V�f�<�

lim
t→T ∗

C||G(t)|| » � (t) − 1

We

» � (t)
1 − » � (t)/b +

N

We
= −∞,

� ��� ��� � � �1�g� � � �L� � � �M� � � � � � ε > 0
�D� �l�����V�f� ∀t ∈ (T ∗ − ε, T ∗), d

» �
(t)

dt
< 0

�S» ��� � � � ��� �
���1� ��� ��� � �j� �L��� � ���1�L� �j� � ���"� � �:ªo� �L�V�b� T ∗ = ∞ �

�s��� �<� � F � �	:�:�¥ � � � ��:�¥ � � �:ª ��� � �?�������1�L�t�`���D� : � ��� �`� � ��¨���� ·AH ©p�`� � � ¥M� � � � � « �5: [0, T )¦ ¥���� �
��� � �8���1�����D� � ���L� :�� �`� ��� � � � � �l��¥��L� ��� � ���"�

» � � ��� ���b�I�`� �e� � � �j� ���L� �j� ¶§� �m���:ª � �L���`���j��� �g� � ª �`� �_� �!��� � �`��� � ��� � � ��� ���L� : � ��� �j�
A(t) � � ¨ ��� ·IH ©§ªx� �V� «j� ¦�� �$:���� � �e� � � �`� ���L� �j� ���!¸ �¾� � ��� �1� � � � ¥ � � F ��� � �L� : � 5
�L� �j� Y t

� � ¨��?�$#+%j©
��� F �����³�j�
R+

� � ¥ ��� � �8���������L�N�`�>�D� : � �L� �j��� � �¼¨���� ·H� © � ªh���j¦ �l�b� �
A(t) = E(Y t ⊗ Y t)

�~» ��� �G� � ��ªo� ���V�f� Y t
� �¬�L� : � �L� �j�X�`�
¨ ��� � © � � �L� � �D�����D�º�`� � � F 5� ����� �j� ¶ � �$� � �8�������1�L� ��� � ��� �1�¼¦�� ������� � ���¼� � �j� �L� � � �`�3�G�L�V�b�M� � X t

� �G�D� : � �L� �j� � �
¨ ��� � © � � ��� ���L�����L���`� � � F � ����� �`� ¶��~��� �1� � ¦ ¥ ¸ ��(*) � ���5:Z� � : ��� �

E(X t ⊗ X t)
� �
�L� : � ��� �j�

� �¡¨���� ·AH ©)�b» � � � �3�g� � � �
E(X t⊗X t) = A(t)

ª � � � � A(t) � � �L� �I��� � �8�����L� : � �L� �j� � �N¨ ��� ·AH ©3��>� � �8���1�����D�h�`� ��� �I�L� : � ��� �j� X t
� �¡¨���� � © �L� � � �1�g� � �o�g� :�: �:ªo�T� � �j� ��� � �8���1�����D���`���D� : � ��� �`���

� �Á¨ ���$#&%�©3�

��� � 8 ! $~¤ 4 (� "(1&�(�)*(+&-,% /.0(�� 254/ "!�¤ &#( $�� $  "(��
¿µ� ��� �:«`�²� � � � � �1� � �²�`�!�L� : � �L� �j��� � � ¨��?� · #`© � ����� � ��� ¥ �L�j�¡� ��� � � � ����� ��� �b� ��� �1�L�

�D� : � �L� �j��� � ª ���Z�l� ª ��:$: ¦S�����L�3�g� : �g� �M�L� � ��� �?�`�o�`�$» � �1� � �1� �Á� � ! � �1�L� �j� �������	�>��� � � 5
�g� �����_� (W i

t)i≥1

������� � � �º� � :�: � �1�L� �j�Á�b� � ����� � �1������� � � � �:ªo� �
� ���¡� �L� �j��� ��� ��� (X i
0)i≥1� � � ����� � ��������� �
� � :$: � �1��� �j�Á�`� � � �����Z�5:~��� �����j�±« �`�D�
� ¦ : ���1�_�>� ����� � �L�V�b�!��� � �<� �D� M = 1� � � � �1� ���1�Iª �������L� � E � � � �¡����� :E� � � ��� � �1� � ��
 � � � ��H
� �

��������� �����������! #"$�&%('���%()�*�����%( #�+��%-,.�/���1032
¿µ� � �`��� � ��� �¬��� �N� ¥ � � �1� �`� ! ��� ��¨ ��� · #j© � ��� ��� �:«`� � � � � � �1� � � � ���¾��� � �8���1�����D�G�`��D� : � �L� �j���

< 
>=�> ���?� �+>54 Z J,=4OF79Q�Q =W7-$bA�OF79A A`OHJ
(Ft)

g 7, 7�DEAKJ. DEBM? " J4=4= (X i,M
t )1≤i≤M

!6�[8�A`O ��79QSRTJ
8�:

RN×M /^8>=I=@?�QSRYAC8G?�:2A&?_!43�(�%9dW/ 8 1Ml
P − a.s.

l ∀t ≥ 0
l





∫ t

0

∣∣∣∣∣

∑M
i=1 ||Xi,M

s ||
1 − 1

M

∑M
i=1 ||Xi,M

t ||2/b

∣∣∣∣∣ ds <∞ 79:+ �l ∀1 ≤ i ≤M,

X
i,M
t = X i

0 +

∫ t

0

(
G(s)X i,M

s − 1

2We

X i,M
s

1 − 1
M

∑M
i=1 ||X i,M

s ||2/b

)
ds+

1√
We

W i
t.

B ��� � �+B ���?� �+>64 1I=4=�RY�0J_!43�(am9/@l
Mb ≥ 2

79:+ A`OF79A�lI7,(P=/(Pl 1
M

∑M
i=1 ||X i

0||2 < b
(I� OHJ�B4J

Jf�(8>=�A�= 7 R�:H8CVWRTJ2=@?�QSR�Ac8G?�:
(X i,M

t )1≤i≤M
A&? !43�(�%9dW/ 8�: A`OHJ2=@J�:F=@J ?&1 2,J���:H8�AC8G?�: �,( 9 :

P � J



� ;�� ;�� , � ��� � 	 
#��� � � ����� �
	 ���
������
#����	 � � ���-� � � 	

7, , 98�AC8G?�:Fl�A�O�8>= =@?�QSRYAC8G?�:28>=$=�R " O A`OF79A

P

(
∃t ≥ 0,

1

M

M∑

i=1

||X i,M
t ||2 = b

)
= 0.

O ?�BMJ4?��9J�B4lT1n?�B�79:�$
r > 1

l�8 1

b > 2(r + 1)
79:+ 

supM≥1 E

(
1

1− 1
M

� M
i=1 || � i

0||2/b

)p
<∞ lT1n?�BI=@?��0J

p > r
l ¨���� # ¶ ©

A�OHJ�:
t 7→ supM≥1 E

(
1

1− 1
M

� M
i=1 || � i,M

t ||2/b

)r 8>=�Q>? " 79Q�Q%$ 6 ?�R�:+ �J. ,( ¨ ���$# �8©


 
 ��� � �10 , 9 1I�0?�BMJ4?��9J�B$A`OHJ 8�:H8�Ac8C79Q " ?�:+ 98�Ac8G?�:F= (X i
0)i≥1

79B4J$8!(>8!(  ,(Pl[A�OHJ�: A�OHJ DF79BXAc8 " Q>J4=
(X i,M

t )1≤i≤M
79BMJ Jf� " OF79:�;�J*7 6 Q>J 79:+ �l ∀t ≥ 0

l

E(||X1,M
t ||2) = E

(
1

M

M∑

i=1

||X i,M
t ||2

)
≤ b.

¨ ��� # @ ©

B ��� � � � À~� � ��� � � ��� ����� � � ��� � ��� � � ���D� (X i,M,n
t )1≤i≤M

�D� : � ��� �`���`�

X
i,M,n
t = X i

0+

∫ t

0


G(s)X i,M,n

s − 1

2We

X i,M,n
s

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1 ||Xi,M,n

t ||2/b, 1
n

)


 ds+

1√
We

W i
t,

� ��� ��� �½� � � ����� � � �L� �¡� τn = inf
{
t, 1
M

∑M
i=1 ||Xi,M,n

t ||2 ≥ b(1 − 1/n)
} � � ¥§� �j� ��� �8� � 5

�L� �j�
�`� �L� �t�L� : � ��� �j��� (X i,M,n
t )1≤i≤M

� �`��� � ��� � ���M�j� [0, τn)
� �j���t� � � ��:�¥ �j¦ ���`� ��� � �L� : � ��� �j�

(X i,M
t )1≤i≤M

� �§¨��?� · #`©x�j� [0, limn→∞ τn)
�

À{� � ���o���:ª � � �L� �?��� � �

RM
t =

1

M

M∑

i=1

||Xi,M
t ||2. ¨ ���$# H ©

� ¥ ¸ ��(*) � �<�5:�� � : ��� � �j���e�j¦ �l�`� ��� �����b� RM
t
� �{�D� : � �L� �j�\�`� ��� ���g� :$: �:ª � � � ! ��� �j� [0, limn→∞ τn)

�

RM
t = RM

0 +

∫ t

0

(
2

M

M∑

i=1

X i,M
s .

(
G(s)X i,M

s

)
− 1

We

RM
s

1 −RM
s /b

+
N

We

)
ds

+
2√

We M

∫ t

0

√
RM
s dBs,

¨ ���$#+�j©

ª ����� (Bt)
� � � ��ªo� �
� �£�¡� ��� �j����� F �����§¦ ¥

Bt =

∫ t

0

1{
� M

i=1 || � i,M
s ||2>0}√∑M

i=1 ||Xi,M
s ||2

M∑

i=1

X i,M
s dW i

s +

∫ t

0

1{
� M

i=1 || � i,M
s ||2=0}dW

1
s.

P � 4
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¿¾�µª ��:$: ���L� �L� �µ� �`�3�²�L�V�b� ∀X , |X. (G(t)X)| ≤ C
2
||G(t)||||X||2 � ª ���L� C > 0 �

� �j��� ��� � �<�S� ���£ªh�
������� � � � � ��� �!�g� :$: �:ª � � � g(t) = C||G(t)|| �À{� � ���o���:ª � � �L� �?��� � � ρMt � � � � �l��� � �L�Z�¬��� � � �1�L�>�L� : � ��� �j���`� ��� �!�g� :$: �:ª � � �"! ��� �

ρMt = RM
0 +

∫ t

0

(
g(s)ρMs ds− 1

We

ρMs
1 − ρMs /b

+
N

We

)
ds+

2√
We M

∫ t

0

√
ρMs dBs.

¨ ���$# � ©
�>� ����� � �L�V�b� �`��� �<� �Á¦�� �$: � � ��� � � ���D� ρMt

ªh� � °§�L� : � ��� �j� � ��¨���� # � ©o¦ ¥Á� �`��� � ��� �D� � �¡��� �
�D� : � �L� �j� (Y i,M

t )1≤i≤M
�`� ��� �!�g� :$: �:ª � � � � ¥ � � ��� �`� ! ��� � �

Y
i,M
t = X i

0 +

∫ t

0

(
g(s)Y i,M

s − 1

2We

Y i,M
s

1 − 1
M

∑M
i=1 ||Y i,M

t ||2/b

)
ds+

1√
We

W i
t,

¨ ���$# � ©
� ��� �L� ��� � �j��� � ��� �L� � � ρMt = 1

M

∑M
i=1 ||Y i,M

t ||2 � � ¥ ��� � � ����� �N� �b�1�¬���V�f� Mb ≥ 2 � ���
�L�V�b� g � � : � ���5:�:�¥ �L�8� �`� � � � � � �j�L� ¦ : � � ���§¦ ¥ �g� :$: �:ª � � � � � �`�3��:�¥º��� � :Z� �����I�b� ��� � ��� �?�`�p�b��L� �m� � � � � ��� � �G�`� � �D� : � ��� �`�º�g� �I��� ��E � � � �¡�?��� : ¨g�L��� ! � �1��� �j� # � � 
 ��H
� © �V���o� �o� � � ¥�� �
� � �:ª ���V�f� ¨���� # � © � ��� ��� � � �L� : � ��� �j� (Y i,M

t )1≤i≤M
��� F �����§�j�

R+
�V� ���§�D� �l�§�L�V�b�

P(∃t ≥ 0, ρMt = b) = P(∃t ≥ 0, ρMt = 0) = 0.

�§� � ���:«`� ��� ��� � � � ¨��?�$# ¶ © � �����g� :�: �:ª � � �G�L� � ��� �?�`� � � ! � �1�L� �j� #M�`�/
 ��H
�H� ªh� ��� «`�

t 7→ E

(
1

1−ρM
t /b

)r � � : � ���5:�:�¥ ¦S�j��������� � ��� � �g� � � :�¥¡� � M �

� � � � � ��� � �t�`� � � ��� �j� � �L� : � ��� �j� � �G¨ ��� # � ©S�g� :$: �:ªo� �L� ���¬� � �`��� � � � � � 56¿ �b�l� � � ¦�� ��� �1� � �1�
� � � � � ���b��� ª � �D�m��� � �8���1�����D� � � : �����g� � �D� : � ��� �`����ª ���L�"���b��� � � � C(R+, (0, b))

�
À{� � ��� ��� �:«j� �L��� � :
� � ��� � � � � ��À{� � ��� � �`��� � ��� �x� ªh�½�L� : � �L� �j��� (ρt)

� ��� (ρ̃t)
� �"¨ ���$# � ©
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�5:�� �`��� ���L� �j� � ���¬� � �¡� � � ��ªo� �
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(ρt − ρ̃t)
+ =

∫ t

0

1ρs≥ρ̃sd(ρ− ρ̃)s

≤
∫ t

0

g(s)(ρs − ρ̃s)
+ ds+

2√
We M

∫ t

0

1ρs≥ρ̃s(
√
ρs −

√
ρ̃s) dBs

ª � � � �!ªh� �V� «j�!���D��� ��� �$� �`�1���L�V�b� r 7→ r

1 − r/b
� � � � ��� � � � � � � �`� (0, b)
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E(ρt − ρ̃t)
+ ≤

∫ t

0

g(s)E(ρs − ρ̃s)
+ ds.
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RM
t ≤ ρMt .
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lim
n→∞

τn = ∞.
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ρ∞t = E(||X1
0||2) +

∫ t

0

(
g(s)ρ∞s ds− 1

We

ρ∞s
1 − ρ∞s /b

+
N

We

)
ds.
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¿¾�º�L� ��� �`�L� �L�V�b�
E(||X1

0||2) < b
� �>� � � �²��� �¡� �`�1�
�����b� t 7→ g(t) � � : � ���5:�:�¥ ¦S�j���������

� ��� ��� �¡� �`�1�m���V�b��� ∀t ≥ 0 � ��� � �g� � � :�¥�� � s ∈ [0, t] � ρ 7→ g(s)ρ− 1

We

ρ

1 − ρ/b
+

N

We� �?��� � � −∞ ª � �1� ρ � ������� � � b− ��� ��� � � N
We

> 0
ª � ��� ρ � ������� � � 0+ �_���s� �!� � � ¥§� �
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b ≥ 2
l

E(||X1
0||2) < b

l
E(||X1

0||4) < ∞ 79:+ UA`OF79A
A�OHJ�8�:H8�Ac8C79Q " ?�:+ 98�AC8G?�:F= X i

0

79BMJ 8!(>8!(  ,( ( Z J OF79�9J4l ∀t > 0
l

E

(
sup
s≤t

((RM
s − ρ∞s )+)2

)
≤ C(t)

M
,
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l
Var(||X1

0||2)
79:+ ||G|| (
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(ρMt − ρ∞t )2 =

(
1

M

M∑

i=1

||Xi
0||2 − E(||X1

0||2)
)2

+ 2

∫ t

0

(ρMs − ρ∞s ) d(ρM − ρ∞)s

+
4

We M

∫ t

0

ρMs ds

≤
(

1

M

M∑

i=1

||Xi
0||2 − E(||X1

0||2)
)2

+ 2

∫ t

0

g(s)(ρMs − ρ∞s )2 ds

+
4

We M

∫ t

0

ρMs ds+
4√

We M

∫ t

0

(ρMs − ρ∞s )
√
ρMs dBs.
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E

(
sup

0≤s≤t
(ρMs − ρ∞s )2

)
≤ Var(||X1

0||2)
M

+ 2

∫ t

0

g(s)E

(
sup

0≤r≤s
(ρMr − ρ∞r )2

)
ds+

4b

We M
t

+
4√

We M
E

(
sup

0≤s≤t

∫ s

0

(ρMr − ρ∞r )
√
ρMr dBr

)
.
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E

(
sup

0≤s≤t

∫ s

0

(ρMr − ρ∞r )
√
ρMr dBr

)
≤ CE



√∫ t

0

(ρMr − ρ∞r )2ρMr dr




≤ C
√
b

√∫ t

0

E

(
sup

0≤r≤s
(ρMr − ρ∞r )2

)
ds

≤ C
√
b

(
1√
M

+

√
M

4

∫ t

0

E

(
sup

0≤r≤s
(ρMr − ρ∞r )2

)
ds

)

�D� �L�V�b�<�

E

(
sup

0≤s≤t
(ρMs − ρ∞s )2

)
≤

∫ t

0

(
2g(s) +

C
√
b√

We

)
E

(
sup

0≤r≤s
(ρMr − ρ∞r )2

)
ds

+
1

M

(
4b

We
t+

4C
√
b√

We
+ Var(||X1

0||2)
)
.
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E

(
sup
s≤t

(ρMs − ρ∞s )2

)
≤ C(t)

M
.
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(RM
s − ρ∞s )+ ≤ (RM

s − ρMs )+ + (ρMs − ρ∞s )+ ≤ (ρMs − ρ∞s )+.
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t
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p ≥ 1

79:+ =�R@D DH?@=@JoA`OF79A
E(||X1

0||2p) < b
( � OHJ�:

∀t ≥ 0
l

sup
M≥1

sup
s≤t

E
(
||X1,M

s ||2p
)
≤ Cp(t).
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τMp
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τ p

B ��� � � � � ¥ ¸ ��( ) � �<�	:Z� � : ��� � ªx� �V� «j�M�

||X1,M
t ||2p = ||X1,M

0 ||2p +

∫ t

0

2p||X1,M
s ||2p−2X1,M

s .G(s)X1,M
s ds

+
1

We

∫ t

0

p(2p+N − 2)||X1,M
s ||2p−2 ds

− p

We

∫ t

0

||X1,M
s ||2p

1 − RM
s /b

ds+
1√
We

∫ t

0

2p||X1,M
s ||2p−2X1,M

s .dW s
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E(||X1,M

s ||2p−2) ≤ C
(
1 + E(||X1,M

s ||2p)
) ©D�

E(||X1,M
t ||2p) ≤ E(||X1,M

0 ||2p) +

∫ t

0

2p||G(s)||E(||X1,M
s ||2p) ds

+
1

We

∫ t

0

p(2p+N − 2)E(||X1,M
s ||2p−2) ds

≤ E(||X1,M
0 ||2p) +

∫ t

0

C(s)E(||X1,M
s ||2p) ds+ Ct
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» � � � � �����Z� �V« �b�L�
� ¦��Z� X0
� �I�L� �l�§�����b�

P
5 � �.�1� ||X0||2 < b � ��� E

(
1

1−|| � 0||2/b

)p
<∞ �g� � �L�`��� p > 2

�
�§� � ���:«j� ����� � �����Z� � � �j��� ����� �j��� X i

0
�b� � � ����� � �������1� � ª ��������� �¬� � ���!� � � �L�L� ¦�� ��� �j� � � X0

�
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¿¾� � �j��� � ��� �½��� �£�L���Z� �L� �j��� X
i,M
t

� � ¨ ��� · #j© � RM
t

��� F ����� ¦ ¥ ¨���� # H ©m�g� � M ≥ 1
�p¿µ�

ª � ��� � �Z�L�G���L� ρ∞t
��� F �����"¦ ¥ ¨���� ¶�· ©)���>� ����� � �L�V�b� ������� ���L� ���D� � �L�L��� ���L� �j��� ���L� � � �1�L��� � �
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· � � ��� � �mÀ{���¡� � #+%m¨g�g� �T� � ¥ p © � �����_�:¸¯� �V�b�D����� ��� �`��� ªh� ��� «`� ∀p ≥ 1 �
∀t ≥ 0 �

sup
M≥1

sup
s≤t

E
(
||X1,M

s ||2p
)
≤ Cp(t).
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x ∈ (0, b) 7→(
1

1−x/b
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sup
M≥1

E

(
1

1 − 1
M

∑M
i=1 ||X i

0||2/b

)p

≤ sup
M≥1

E

(
1

M

M∑

i=1

(
1

1 − ||X i
0||2/b

)p)

≤ E

(
1

1 − ||X0||2/b

)p
<∞.
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b > 6.
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t 7→ supM≥1 E

(
1

1− 1
M

� M
i=1 || � i,M

t ||2/b
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À{� � ��� � �j��� � ��� �p��� �I�D���Z� ��� �`� (X i,M
t )1≤i≤M

� �¡¨ ��� · #j© � ��� τMp
��� F �����¡¦ ¥ ¨��?� ·:¶ ©3��¿µ�

ª � � �h� �m� � �:ª �����b�<��� � �L� ��� � � ��� M → ∞ � τMp � �j��«j� �L� �1� � ��ª �`� ��� τ p

��� F �����º¦ ¥ ¨ ��� · %�©
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�L����� ��� �j� � �§¨ ��� � ©3�
¿µ� � � ��� ����� � � �L� � �L� �����j� « �`�L�Z� ¦���� µM

ª ���L� « � �Z���1� � � P(C(R+,R
N))
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µM =
1

M
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i=1

δ � i,M .
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Q ∈ P(C(R+,R
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Q0

8>=�A�OHJ QP7`� ?&1
X0,

¨ ��� � · ©

∀t > 0, sup
0≤s≤t

(∫
||Y s||2Q(dY )

)
< b,

¨ ����� #j©





∀φ ∈ C2
0(R

N),

Mφ
t = φ(Y t) − φ(Y 0) −

∫ t

0

(
G(s)Y s −

1

2We

Y s

1 −
∫
||Y s||2Q(dY )/b

)
.∇φ(Y s)

+
1

2We
∆φ(Y s) ds8>=�7

Q
g �^79BXAc8�:�; 79Q>J

, ¨ ��� � ¶ ©
� OHJ�BMJ C2

0(R
N)

 �J�:\?�AKJ4=LA�OHJL=@J�A ?&1LA+�[8 " J " ?�:HAC8�:HRT?�R =�Q%$  98 Q$J�BMJ�:HAC8C7 6 Q>J�1XR�: " Ac8G?�:F= OF79�@8�:�;
" ?��IDF7 " A�=�R@D DH?�B�A (

0 qTq



� ;�� ;�� J ����������� 
 � �b��	?� ���
τMp
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/� �
τ p


 
 ��� � �10 4 Z BX8�Ac8�:�;"A`OHJ " ?�:F=�Ae79: " $ ?&1UA�OHJ Jf��DHJ " AG79Ac8G?�: ?&10A�OHJ]�^79BXAC8�:�; 79Q>J
Mφ

t

l ?�:\J
? 6 AG798�:F= A�OF79Ak8 1

Q
�9J�BX8 ��J4= !43�(amT'�/@l A`OHJ�:

t 7→ Qt
8>=o7m� J*77�$=@?�QSR�AC8G?�:_?&1
A�OHJ � ?H�H� J�B g /hQP79: " �J*VWRF79Ac8G?�: 7�=4=@? " 8C79AKJ. NAK?_!43�(�-�/FL

∂tψ(t, ξ) = −div �

((
G(t)ξ − 1

2We

ξ

1 −
∫
||ξ||2ψ(t, ξ) dξ/b

)
ψ(t, ξ)

)
+

1

2We
∆ � ψ(t, ξ).

¿¾� �V� «j� ��� �!�g��� �Z�:ª � � �G��� � � �j� ����� �j� �

B ��� � �+B ���?� �+> ��� OHJ^�^79BXAc8�:�; 79Q>J DEBM? 6 Q>J�� ! O	/ / 7, 9� 8�A�=U72R�:H8CVWRHJ^=@?�QSR�AC8G?�:Fl\� O�8 " O 8>=
A�OHJ�QP7`� ?&1 A�OHJ
DEB4? " J4=4= X t

=@?�QSR�Ac8G?�: A&?_!43�(�-�/L8�:2A�OHJ =@J�:F=@J,?&1�2 J���:H8�Ac8G?�:2'�(
B ��� � � � » � �£� �`�1�½�L�V�b�N��� � � � ª �`� ��� �"�L���Z� �L� �j� X t

� � ¨ ��� � ©M�L����«j��� �L� �§� �`����� � ��� �Z�
��� �j¦������ ¨ � � © � � � ��� � � ¥�� �j���D���8����� � �!�`�{¸ �'(*) �h�g� � �M��� � �`¿µ� � �3�g� �t� � ��� � � �j� ����� �`� ¶ �g� �
� � � � � ��� � �G�`� ��� � ��� � � ���D� X t

�
À{� � �������:ª � �j��� � ��� � ��� � �8���1�����D�I�`�~�L����� ��� �j��� � �º¨ � � ©3�?¿µ� FV� � � ��� �L�Z� � �L�V�b��� � Q � �

�D���Z� �L� �j� � �£¨ � � © ���L� ��� ���`��� � � � � � �G� � �p� � �_À * « ¥�) � �l�V�b���`�3� � �D� ���b��� �j� �8��� � ��� � � ���D� (Bt)��� F ���1�²¦ ¥ �

Bt =
√

We

(
Y t − Y 0 −

∫ t

0

(
G(s)Y s −

1

2We

Y s

1 −
∫
||Y s||2Q(dY )/b

)
ds

)

� � � � � ��ªo� �
� �®�¡� �L� �j�X������� � Q �p» ��� � �<� �®¦�� ��� �:«j�1�³¦ ¥¾�l� �?�j� � � � φ(Y ) = Y i
� ���

φ(Y ) = Y iY j
� � ¨������ ¶ © � ��� � ��� ��� � � �<�b�L� �j� �b�L� ���¡��� � ¨+�D���h�g� � � � � � � �Z� ��� � � �j� ����� �`� ��� H

� � ¶�·?@M� ��
 � � � ©)��» � � � �1�g� � � � ((Y t)t≥0, (Bt)t≥0, Q) � � � ªh� � °º�D���Z� ��� �`� � �²¨���� � ©3�À{� � ���\���:ª � �`��� � ��� �>� ªx�º�D���Z� ��� �`��� Q1 � ��� Q2 � ��¨ � � © � ���²�L� � A1(t) =
∫

Y t ⊗
Y tQ

1(dY ) � ��� A2(t) =
∫

Y t ⊗ Y tQ
2(dY )

��¿¾�N°?����ª � � �j� ¨������ #j© �L�V�b�!��� ���L� � ªh�
�8� � � �L����� ��� �b� ��ªh� ������� F �����_� �"� � �1��«`� �1������� ��� � � ¥G� � �l� � � ° ���V�b� A1 � ��� A2 �`� ���L����� ��� �j�
� � �L� ��� ��� ¨���� ·AH ©)��� ¥ �e� � � �`� ���L� �j� � � ªx� �L� � � �1�g� � �
�`¦ �l�`� � � ∀t ≥ 0 �

A1(t) = A2(t).

E � �`� ����� �Iªx�¬���1��� � � �L�V�b�
∫

||Y t||2Q1(dY ) =

∫
||Y t||2Q2(dY ),

�D� ���V�f�<� ¦ ¥ ¨ ����� · 5 �?� � #`© � Q1 � ��� Q2 �`� �t�L����� ��� �j���~�`� � � �`�D�L� � ��� �Z� ��� �j¦������´ª ���L� ¨ �Z� �<� � � ¥
� � ��� ���<©{À ��� � �l��������� ����� �1� �1� � � � ��� ��� � � �3�g� � � �`� ��ªx� � °¬�L����� ��� �j���~�`� � ! ��� ª ���L� ¨ �Z� �<� � � ¥� � ��� �¡�:©
À �Z� � �l�����'��� �?��� ��� ��� � �1� � ¥ � � � � � � 56¿ �b�l� � � ¦�� ��� ��� � ��� � ��� � �?�������1�L� � � � � ª
� ���Z���I�g� � �D� �l� ! ��� � � ��� �L� ���>ªh� �V� «j�M�

Q1 = Q2.

0 q?P
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���
�����
 � ��� OHJ�=@J*VWRHJ�: " J (µM)M≥1
" ?�:H�9J�BG;�J4=[8�:,A`OHJ DEBM? 6 7 6 8�QS8�A!$ =@J�:F=@J ?�: P (P(C(R+,R

N))
)

AK?f��79BK �= A`OHJ " ?�:F=�Ae79:HA P ∈ P(C(R+,R
N))

� OHJ�BMJ
P

8>=$A`OHJ R�:H8CVWRHJI=@?�QSR�Ac8G?�: ?&1IA`OHJ$�^79B g
AC8�:�; 79Q>J
DEBM? 6 Q>J�� ! O�/ /-(

¿µ� ��� �:«j� ����� � ��� �1� � �1� � � ����� ���¬� � � � ���
	 � 
 � P � E �Z� � � ªx� ��� ��«`� ��� � �L�Z�j��� �����L�~�`� �L� �e�L�1�?����� � � (ΠM)M≥1

�`� P (P(C(R+,R
N))
)

�D� �L�V�b� ¨+� �
� � ��� �t� � �L���`�3��� �`�m�`� � �D��¦��D���8����� � �:© limM→∞ ΠM = Π∞
¨ � � �L� �eªx� � °

�D�����D�:©m¨+�L�1� ! � �3��� �`� ������� #�� ·¬� ���§À~�1��� � # · © �
	 � 
 � 0 � » � ���"ªx� ��� �:«`� �L�V�b� Π∞(dQ)

5 � �|��� � Q «j� �L� F ��� �L� � ��� � � � ����� ���m¨������ · © � ���
¨ ����� #j©x�`� ��� �¬� �`�D�L� � �j� �Z� ��� �j¦ �Z��� ¨ � � ©¬¨+�D��� ! � �3��� �j� ��� ���$#�� # � ���§À{���¡� � # #`©3�

	 � 
 � , � E � � � ��� ¥j� ªh��� � ��ª �L�V�b� Π∞(dQ)
5 � �|��� � Q � �q�L����� ��� �j�m�b� ��� �h� �`����� � ��� ��� ��� � 5

¦ �Z��� ¨ � � ©t¦ ¥ � � �:ª � � �m�L�V�b� Π∞(dQ)
5 � �|��� � Q «`� �L�GF ���s¨������ ¶ ©o¨g�L��� ! � �3��� �j� ������� #�� ¶

� ���²À{�1��� � # ¶ ©)�� � � � �$��� �1�L� ����� ���½� � � � � � ªh� �V� «j� �L�V�b� Π∞(dQ)
5 � �|��� � Q � �\�D���Z� ��� �`�²�`� �L� �½� �b�D��� � ��� ���

��� �j¦������ ¨ � � ©3� E � �j� ����� � � ��� ��� �¬� �b�1�I�����b�I��� �¬� �`�D�L� � �j� �Z� ��� �`¦��Z�1� ¨ � � © � ��� ��� � �
��� � �8���
�L����� ��� �j� P ¨+�D��� �e� � � �`� ���L� �j� H © � ªh�m���1��� � � �����b� Π∞ = δP

� ��� �L� � � �1�g� � � �L�V�b�
�L� � � �`�8«`� �D� ��� � � limM→∞ µM = P � ���Z��� � � ��� �j¦ � ¦ � � ���¯¥ �S» ��� � � �j� � �Z�����1� ��� � ��� �?�`�e�b�
» � �1� � �1� � �

» � �¬��� � �>����� ���¬�L� �1�L� �j��� �j� «j� ��� � ��� �?�`�q�`�p� �`�l� � � � � ���

;�� J � 0 �!P 	 � 
 � P

� 
 � ����0 P � OHJ
=@J*VWRTJ�: " J (ΠM )M≥1
?�: P

(
P(C(R+,R

N))
) 8>= AC8P;�O�A ( � OHJ�BMJ`1n?�BMJ4l A�OHJ�B4J

Jf�(8>=�A�= 7<=�R 6 =@J*VWRTJ�: " J ?&1
(ΠM)M≥1

lLA�OF79A�� J =�Ac8�Q�Q  �J�:\?�AKJ
(ΠM)M≥1

1n?�B2A`OHJ2=W77� J ?&1
" QP79BX8�A!$ lt� O�8 " O " ?�:H�9J�Bc;�J4= 8�: A`OHJ
� J*77�,=@J�:F=@J A&?f��79BK �=

Π∞ ∈ P
(
P(C(R+,R

N))
) (

B ��� � � �
À{� � ��� FV� � � ��� ����� � ���V�f�<� � � � � � �L� � � � ���L�
� � � �`��� ���L� �j��� X i

0
�`� � � � � �|�_� �q�L� � �L� �����`�

« �`�D�
� ¦������ (X i,M
t )1≤i≤M

�j� C(R+,R
N) �`� �I� � �l�V� � � � � ¦����I�L� �L�V�b��� � ��� �:«j� �L� � �����j��� ���1�L��`� �L� �s�L�1�8����� � � (ΠM)M≥1

�j� P
(
P(C(R+,R

N))
) ����� �L�F� � ��� � � ��� �:«j� �L� � �����j��� ���1�L���`�

�L� ���L���8���1� � �X�`��� � ªo���`� (X1,M
t )M≥1

� � P(C(R+,R
N))

��» ��� � ��� �¹¦�� ��� �:«j�1� ��� � � �
	 ���Z�¡� � � � �:« ���D��� � �L� �j�®¨g�L�1� �e� �j¦������ ��� ·j·G� � H � � � 
 � � � ©)��À{� � ���$�L� � 0 < β < r/2 − 1 �

0 q 0



� ;�� ;�� J ����������� 
 � �b��	?� ���
τMp

� ��� ��
/� �
τ p

ª � � � � r � �I��� F ���1� � �µ¨ ��� ¶ � © ��� ��� 0 ≤ u < v ≤ t
��¿¾� ��� «`�F�

E
(
||X1,M

v − X1,M
u ||2(1+β)

)

≤ 3(1+2β)
E

(∫ v

u

||G(s)|| ||X1,M
s || ds

)2(1+β)

+
3(1+2β)

(2We )2(1+β)
E

(∫ v

u

||X1,M
s ||

1 − RM
s /b

ds

)2(1+β)

+
3(1+2β)

We (1+β)
E||W v − W u||2(1+β),

≤ C

(∫ v

u

||G(s)||2(1+β)
E
(
||X1,M

s ||2(1+β)
)
ds(v − u)1+2β

+

∫ v

u

E

( ||X1,M
s ||

1 −RM
s /b

)2(1+β)

ds (v − u)1+2β + (v − u)(1+β)

)
,

≤ C
(
||G||2(1+β)

L∞(0,t)C(1+β)(t)(v − u)2(1+β)

+ sup
s≤t

(
E

(
1

1 −RM
s /b

)r)1/p

sup
s≤t

(
E||X1,M

s ||2q(1+β)
)1/q

(v − u)2(1+β) +(v − u)(1+β)
)
,

≤ C(t)(v − u)(1+β),

ª � � � � p = r
2(1+β)

� q = p
1−p

� C(t) � � � � �j��� �l� � � ��� � ����� � � � �`� b � r � G ¦�� � ��� � �j� M �
� ���"ª � � � �¬ªx� �V� «`�m���D���®¨���� ¶�H © � ���µ¨ ��� ¶ � ©3�

¿µ�m���:ª ª � � �$� � � ���1� �L� � ¥ Π∞
� � δP �

ª � � � � P � � ��� �G��� � �8���G�D���Z� �L� �j�"�`� �L� �
� �`� 5
�L� � ��� �Z� ��� �j¦������ ¨ � � ©3�

;�� J � 0 � 0 	 � 
 � 0
� � ��� � � � ���L�
� ��« �`�L�Z� ¦������ �`� � � � � �|�_� �b��� � � � � � �½� � P0

� �`���¬� � � � � ¥ �j¦ ���`� ���
¨ ����� · ©3�
À{� � ���\���:ª � �j��� � ��� �$�L� �G�D� � �j��� � � � � � ¨������ #j©I�`�$¨ � � © � � � ��� � ¥��L� �M��� ��� � �b�L� �j�£�`�∫

||Y t||2Q(dY )
������� � Π∞

��¿¾� ��� �:«`� �L� �!�g�������:ª � � � �����¡� ��� ª �����l�§� � � � � �1�!¨��?� � #`© �
� 
 � ����0+0

Π∞(dQ)
g 7,(P=/(Pl ∀t ≥ 0

l ∫ ||Y t||2Q(dY ) ≤ ρ∞t .

B ��� � � �

E
Π∞

((∫
||Y t||2Q(dY ) − ρ∞t

)+
)

= lim
n→∞

E
Π∞

((∫
(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) − ρ∞t

)+
)

¨ ��� �+�8©

= lim
n→∞

lim
M→∞

E
ΠM

((∫
(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) − ρ∞t

)+
)

¨ ��� � @ ©

≤ lim
M→∞

E

((
RM
t − ρ∞t

)+) ≤ lim
M→∞

√
C(t)

M
= 0.

¨ ����� H ©

0 q�,
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¿¾� ��� «`� ���D��� �L� � ���`��� � �`��� � �j��«j� �L� �1� � � ��� �1� � �1� �g� � ¨������ �8© �Á��� � � �`�1� �L�V�b�
Q 7→

(∫
(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) − ρ∞t

)+ � � � �`� �L� �8���j��� � ���§¦S�j���������£�g� � ¨��?� � @ © �V� ���"�1� �L� 5
� �b��� �j�X¨��?� ¶ #`©h�g� � ¨������ H ©)��» ��� �I� � �:ªo� ���V�b� ∀t ≥ 0 � Π∞(dQ)

5 � �.�1� �
∫

||Y t||2Q(dY ) ≤ ρ∞t .

» � � �Z�:ªh� � �L��� � 5 � �j� �L� �8� ���¯¥ �`� t 7→ ∫
||Y t||2Q(dY )

¨gª �����l� �g�������:ªo�_� � �j� E �b� �j�mÀ~�1��� � ©
� ��� �L� � � �j� ��� �8� ���¯¥ �b� ρ∞ ��� � ¦��Z� � � � �j� � ������� ��� � ��� �?�`�[�

;�� J � 0 � , 	 � 
 � ,
¿µ�¬���:ª ª � � �o� �¡� � ��ª ��� � � � � �o� � � � � ¨ ��� � ¶ ©h�`��¨ � � © � � � ��� � ¥¡���V�f� �

� 
 � ����0 ,
Π∞(Q)

g 7,(P=/(Pl ∀φ ∈ C2
0(R

N)
l
Mφ

t

8>= 7
Q
g �^79BXAc8�:�; 79Q>J/(

B ��� � � � À{� � p ∈ N
� p ≥ 1 � ��� 0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sp ≤ s ≤ t

��À{� � ��� � � �L� �?��� � �
g ∈ Cb(Rp×N ,R) � ��� Fn : P(C(R+,R

N)) → R
��� F ���1�²¦ ¥ �

Fn(Q) =

∫ (
φ(Y t) − φ(Y s) −

∫ t

s

(
G(r)Y r −

1

2We

Y r

max
(
1 −

∫
(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1

n

)
)

.∇φ(Y r) +
1

2We
∆φ(Y r) dr

)
g(Y s1 , ...,Y sp)Q(dY ).

¨��?� � �`©

�>� ����� � ���V�f� Fn : P(C(R+,R
N)) → R

� � � �j� �L� �8���j��� � ��� ¦S�j���������_��¿¾� � �Z�D�X��� F ���
F∞ : P(C(R+,R

N)) → R
¦ ¥ �

F∞(Q) =

∫ (
φ(Y t) − φ(Y s) −

∫ t

s

(
G(r)Y r −

1

2We

Y r

1 −
∫
||Y r||2Q(dY )/b

)
.∇φ(Y r)

+
1

2We
∆φ(Y r) dr

)
g(Y s1 , ...,Y sp)Q(dY ).

¨ ����� � ©

¿¾�!ª � � �>� �N� � ��ª ���V�b� �
E

Π∞ |F∞(Q)| = 0.
¨������ � ©

�>� ����� � ���V�b� ª � �1� ¨������ � ©\ª � � �e¦�� ��� ��«`��� �T��� � ��� �?�`�x�`�oÀ{���¡� � # ¶ ª � � �e¦�� � �j� � ��� � � �
� � � � �sªx� �<� � � � � � � «j� �D��� ∀φ ∈ C2

0(R
N)
� � ��� � Π∞(dQ)− a.s.

� ��� � � �N�M� �j��� ��� ¦����s�������L�
�D��¦��L� � �`� C2

0(R
N)
��¿¾� �<� � � ���L� � � � � � «`� ����� ∀p ∈ N, p ≥ 1 � ∀0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sp ≤ s ≤ t

�

� ��� � Π∞(dQ) − a.s.
� ¦ ¥ ��� � � �¡�N� �j��� ��� ¦��Z�!�������D�m�D��¦��L� � �b�

R+

�
À{� � ���o���:ª � �j��� � ��� � ¨ ��� � � ©3��¿¾� �V� «j�M�

E
Π∞ |F∞(Q)| ≤ E

Π∞|F∞(Q) − Fn(Q)| + E
Π∞|Fn(Q)|,

≤ E
Π∞|F∞(Q) − Fn(Q)| + lim

M→∞
E

ΠM |Fn(Q)|,
≤ E

Π∞|F∞(Q) − Fn(Q)| + lim sup
M→∞

E
ΠM |Fn(Q) − F∞(Q)| + lim sup

M→∞
E

ΠM |F∞(Q)|.

0 q J
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 � �b��	?� ���
τMp

� ��� ��
/� �
τ p

» � � � � � �I� � � � � �I�8�����H��¸¯�����1��� �

E
ΠM |F∞(Q)| =

1

M
E

∣∣∣∣∣

M∑

i=1

(
φ(X i,M

t ) − φ(X i,M
s ) −

∫ t

s

(
G(r)X i,M

r − 1

2We

X i,M
r

1 −RM
r /b

)

.∇φ(X i,M
r ) +

1

2We
∆φ(X i,M

r ) dr

)
g(X i,M

s1
, ...,X i,M

sp
)

∣∣∣∣ ,

=
1

We M
E

∣∣∣∣∣

M∑

i=1

(∫ t

s

∇φ(X i,M
r ).dW i

r

)
g(Xi,M

s1 , ...,X i,M
sp

)

∣∣∣∣∣ ≤
C√
M
.

¿¾� �V� «j� ��� � � �1�g� � � �

E
Π∞ |F∞(Q)| ≤ lim sup

n→∞
E

Π∞|F∞(Q)−Fn(Q)|+lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E
ΠM |Fn(Q)−F∞(Q)|.

¨ ��� @ %�©
¿µ� FV� � �q� � � � ¥ �L� ��� � � � � � |F∞(Q)−Fn(Q)| � !�� � � � g � �{¦S�j�������1� � ��� ∇φ � �{¦S�j�������1�ª �����"� �j� �V�`�3� �L� ��� � ���<� ªh�
�`¦ �l�`� �	�

|F∞(Q) − Fn(Q)|

≤ 1

2We

∫ ∫ t

s

∣∣∣∣∣

(
1

max
(
1 −

∫
(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1

n

) − 1

1 −
∫
||Y r||2Q(dY )/b

)

Xr.∇φ(Xr) dr

∣∣∣∣∣ |g|(Xs1 , ...,Xsp)Q(dX)

≤ C

∫ t

s

∣∣∣∣∣
1

1 −
∫
||Y r||2Q(dY )/b

− 1

max
(
1 −

∫
(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1

n

)
∣∣∣∣∣ dr,

¨ ��� @?· ©

ª � � � � C � � ��� �j��� ��� � � ��� � �1��� � � � �j� �L� �M� �f�l� �$¦�� � ��� � �`� Q ���>� ����� � �L�V�b�>��� � � � � �¦S� � ªh���1� ��� � � ¦��L����� � �m« � �Z���½� �Z� ��� � � ¨���� @�· © � �N¨ � �.�1�d©s���`�X��� ���b�L� «`�½������� � Π∞(dQ)
� �

ΠM (dQ) � � � � � � � � ����� � �<� �D� � ∫ ||Y r||2Q(dY ) < b
�

À{� � ���¬���:ª � �j��� � ��� �!�L� � FV� � �
� � � � � � ��� � � � � �.�1�{�`�!¨ ��� @ %�©3� �$� � � � À{���¡� � # # � ªx�
°8���:ª �L�V�b� ∃ε > 0 � ∀s ≤ r ≤ t � Π∞(dQ)

5 � �|��� �
∫

||Y r||2Q(dY ) ≤ b(1 − ε).

E � �`� ����� � � �`��� �<� �£���1��� � � �����b� ∃n0
� ∀n ≥ n0

� ∀s ≤ r ≤ t � Π∞(dQ)
5 � �|��� �

∫
||Y r||2Q(dY ) ≤ b(1 − 1/n).

» � � � �3�g� � � � ªh� �V� «j�M� ∀n ≥ n0
� Π∞(dQ)

5 � �.�1� �

|F∞(Q) − Fn(Q)| ≤ C

∫ t

s

(
1

1 −
∫
||Y r||2Q(dY )/b

− 1

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b

)
dr.
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	��M� �
� ��������� 
 ���
� 	 ����� ��������
�����	 ��� ��� 
#��� � � 
 �����½�����

�§� � ���:«`� ��� ¦ ¥º��� �
�¡�j��� � �j��� � �j��«j� �L� �1� � � ��� �1� � �1� � Π∞(dQ)
5 � �|��� � ∀r �

lim
n→∞

∫
(||Y r||2 ∧ n)Q(dY ) =

∫
||Y r||2Q(dY ).

!�� � � �!ªh� � �Z�L� ��� «`�m¦ ¥ À{���¡� � # # � Π∞(dQ)
5 � �.�1� �

(
1

1 −
∫
||Y r||2Q(dY )/b

− 1

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b

)
≤ 1

1 − ρ∞r /b

¦ ¥���� �mÀ{�1¦��1� � ��� ) � ��� ��� � ��� � ªx�¬�j¦ ���`� �	�

lim sup
n→∞

E
Π∞

∫ t

s

(
1

1 −
∫
||Y r||2Q(dY )/b

− 1

max
(
1 −

∫
(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1

n

)
)
dr = 0.

¨ ��� @ #j©
� �8� �b�L� �j�µ¨���� @ #j©t� � �:ªo� �L�V�b�I�L� � FV� � �>� � � � � � ��� � � � � �.�1�V�`�I¨ ��� @ %�© � � � � � ���

À{� � ���T���:ª � �j��� � ��� �{��� �t�L� � �j��� � � � � � � �L� � � � � �.�1���`�~¨ ��� @ %�©3� �>� � � �>�L� ��¦��j������¨ ��� @?· ©
�j� |Fn(Q) − F∞(Q)| � ���"� � �l�V� � � � � ¦ � � ���¯¥ �`� ��� � �L� �����j� « �b�L�
� ¦��Z�1� (X i,M

t )1≤i≤M
� ªx�

�V� «`�F�

E
ΠM |Fn(Q) − F∞(Q)|

≤ C

∫ t

s

E


 1

1 − 1
M

∑M
i=1 ||Xi,M

r ||2/b
− 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1(||Xi,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)


 dr

≤ C

∫ t

s

E

(
1

1 − RM
r /b

− 1

max
(
1 −RM

r /b,
1
n

)
)
dr

¨ ��� @`¶ ©

+C

∫ t

s

E


 1

max
(
1 −RM

r /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1(||Xi,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)


 dr.̈

 ��� @ �8©

EV� ����� � F�� � �>� � � � ¨���� @`¶ © � ªx� �V� «j� � ��� � � � ¨���� ¶ � ©��

E

(
1

1 −RM
r /b

− 1

max
(
1 − RM

r /b,
1
n

)
)

≤ E

((
1

1 − RM
r /b

)2(
max

(
1 −RM

r /b,
1

n

)
−
(
1 − RM

r /b
))
)

≤ 1

n
E

(
1

1 −RM
r /b

)2

≤ C(t)

n

ª � � � � C(t)
���?���o��� � ��� � �1���²�`� M � ��� r ��» � � � �1�g� � � � ªh�m�`¦ �l�`� � �

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

∫ t

s

E

(
1

1 − RM
r /b

− 1

max
(
1 −RM

r /b,
1
n

)
)

= 0.
¨ ��� @�@ ©
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� ;�� ;�� J ����������� 
 � �b��	?� ���
τMp

� ��� ��
/� �
τ p

EV� ���L� �¬�L� � �j��� � � � � ¨��?� @ ��© � ªh� �V� «j�M�
1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1 ||X i,M

r ||2/b, 1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1(||Xi,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)

≤
(

1

1 − RM
r /b

)2

∗
(

max

(
1 − 1

M

M∑

i=1

(||Xi,M
r ||2 ∧ n)/b,

1

n

)
− max

(
1 − 1

M

M∑

i=1

||Xi,M
r ||2/b, 1

n

))

≤
(

1

1 − RM
r /b

)2
1

Mb

M∑

i=1

(
||X i,M

r ||2 − (||X i,M
r ||2 ∧ n)

)
.

¿¾� �V� «j� ��� � � �1�g� � � �

E


 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1 ||Xi,M

r ||2/b, 1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1(||Xi,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)




≤ E

((
1

1 −RM
r /b

)2
1

Mb

M∑

i=1

(
||Xi,M

r ||2 − (||X i,M
r ||2 ∧ n)

)
)

≤ 1

b
E

((
1

1 − RM
r /b

)2 (
||X1,M

r ||2 − (||X1,M
r ||2 ∧ n)

)
)

≤ 1

b

(
E

(
1

1 − RM
r /b

)r)1/p (
E
(
||X1,M

r ||2 − (||X1,M
r ||2 ∧ n)

)q)1/q

≤ 1

b

(
E

(
1

1 − RM
r /b

)r)1/p (
E

(
||X1,M

r ||2q1|| � 1,M
r ||2≥n

))1/q

≤ 1

b

(
E

(
1

1 − RM
r /b

)r)1/p(
E

( ||X1,M
r ||2(q+1)

n

))1/q

≤ 1

b n1/q

(
E

(
1

1 − RM
r /b

)r)1/p (
E
(
||X1,M

r ||2(q+1)
))1/q

,

ª � � � � p = r/2 � ��� q = p
p−1

�-�$� � � � ¨��?� ¶ � © � ���µ¨���� ¶�H © � ªh� �L� � � �1�g� � �
�`¦ �l�`� � �

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

∫ t

s

E


 1

max
(
1 − RM

r /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1(||X i,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)


 = 0.

¨ ��� @ H ©
� ¥ ¨ ��� @ @ © � ���¾¨��?� @ H © � ªh� ��� «`�F�

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E
ΠM |Fn(Q) − F∞(Q)| = 0.

¨���� @ �j©
�$� � � � ¨��?� @ # � ��� @ �j© � ªh�m�`¦ �l�`� �X¨������ � © � ��� �L��� �I�1����� ��� � ��� �?�`�p�b��À{���¡� � # ¶ �
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#��� � � 
 �����½�����

����� ��� ��%( ��(��� �(�! #"$�&%(' ���#� � � � �!� �+� �! ��%��

¿µ� ��� �§����ª ��� �:«`�m» � �1� � �1� � � EV� � t ≥ 0 � ªh� � �j��� � ��� �

E
∣∣τMp (t) − τ p(t)

∣∣ = E
ΠM |T ∞(Q)| ,

ª � � � � T ∞ : P(C(R+,RN)) → R
N×N � �I��� F �����²¦ ¥ �

T∞(Q) =
ε

We

( ∫
(Y t ⊗ Y t)Q(dY )

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

−
∫

(Y t ⊗ Y t)P (dY )

1 −
∫
||Y t||2P (dY )/b

)
.

¨ ��� @ � ©

À{� � ��� � ���L� � � �L� �?��� � � � �g� � n ∈ N
� n ≥ 1 � T n : P(C(R+,RN)) → RN×N ��� F �����§¦ ¥ �

T n(Q) =
ε

We




∫
(Y t ⊗ Y t) ∗ || � t||2∧n

|| � t||2 Q(dY )

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n
)
−
∫

(Y t ⊗ Y t)P (dY )

1 −
∫
||Y t||2P (dY )/b


 .

¨ ��� @ � ©
�>� ����� � ���V�f� T n

� � � ¦S�j�������1� � ��� � �j� ��� �?���j���I�g��� �3��� �`�_��¿¾�¬ª � � �o� �¡� � �:ª ���V�b�

lim
M→∞

E
ΠM |T∞(Q)| = 0.

¨���� H %�©

�>� � � �¡�L�V�b�
EΠ∞ |T∞(Q)| = 0 � ªh� �V� «`�F�

lim sup
M→∞

E
ΠM |T∞(Q)| ≤ lim sup

M→∞
E

ΠM |T ∞(Q) − T n(Q)| + lim sup
M→∞

E
ΠM |T n(Q)| ,

≤ lim sup
M→∞

E
ΠM |T ∞(Q) − T n(Q)| + E

Π∞ |T n(Q)| ,

≤ lim sup
M→∞

E
ΠM |T ∞(Q) − T n(Q)| + E

Π∞ |T n(Q) − T ∞(Q)| .

» � � � �3�g� � � � ªh�
�j¦ �l�b� � �

lim sup
M→∞

E
ΠM |T∞(Q)|

≤ lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E
ΠM |T∞(Q) − T n(Q)| + lim sup

n→∞
E

Π∞ |T n(Q) − T∞(Q)| .¨ ��� H�· ©
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 � �b��	?� ���
τMp

� ��� ��
/� �
τ p

À{� � ��� � � � � ¥ �L� �L� � � � � � |T n(Q) − T∞(Q)| �

|T ∞(Q) − T n(Q)| =
ε

We

∣∣∣∣∣∣

∫
(Y t ⊗ Y t)Q(dY )

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

−
∫

(Y t ⊗ Y t) ∗ || � t||2∧n
|| � t||2 Q(dY )

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n
)

∣∣∣∣∣∣

≤ ε

We

∣∣∣∣∣∣

∫
(Y t ⊗ Y t)

(
1 − || � t||2∧n

|| � t||2

)
Q(dY )

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

∣∣∣∣∣∣

+
ε

We

∣∣∣∣
∫

(Y t ⊗ Y t) ∗
||Y t||2 ∧ n
||Y t||2

Q(dY )

∗
(

1

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

− 1

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n
)

)∣∣∣∣

≤ C

(∫
(||Y t||2 − (||Y t||2 ∧ n))Q(dY )

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

) ¨ ��� H #j©

+C

∫
||Y t||2Q(dY )

∗
∣∣∣∣

1

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

− 1

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n
)

∣∣∣∣ .
¨ ��� H`¶ ©

�$� �L�Z� � �L�V�b�¡��� � � � � � ¦�� � ªx�1��� ��� � � ¦��D���Z� � �"« � �����"� �Z� ��� � � ¨��?� Hj¶ © � �Á¨ � �.�1�d©N���j�
��� ���b�L� «j�¬������� � Π∞(dQ)

� � ΠM(dQ) � � � � � � � � ����� � �<� �L� � ∫ ||Y r||2Q(dY ) < b
�

¿µ�m���:ª � � « � ��� ��� � � ��� � �`� ��� � ��� �?�`� � � � ªh�º� � � � ���Vªx�M� �l�`��� ¦ ¥"��� ��« � � ���L�V�b�>��� �
�D� � �`��� � � � � � �¾¨���� H�· © � � � � � � ��� ��� �L� ��� ��� �:«`� �L�V�b�o��� � F�� � �o� � � � � �X¨��?� H�· © � � � � � ���

;�� J � , �!P 	 � 
 � P
À{� � ��� � �j��� � ��� �I��� �!�D� � �j��� � � � � � �¾¨��?� H�· ©3�
¿µ� FV� � �>� �`��� � ��� �I��� � � � � � ¨���� H #j©)�*�>� � � � À{�1��� � # # � ªh� �V� «j� � Π∞(dQ)

5 � �.�1� �
∫

(||Y t||2 − (||Y t||2 ∧ n))Q(dY )

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

≤ 1

1 − ρ∞t /b

∫ (
||Y t||2 − (||Y t||2 ∧ n)

)
Q(dY )

�§� � ���:«`� ��� ¦ ¥º��� �
�¡�j��� � �j��� � �j��«j� �L� �1� � � ��� �1� � �1� � Π∞(dQ)
5 � �|��� �

lim
n→∞

∫
(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) =

∫
||Y t||2Q(dY ).

¿¾� ��� � � �1�g� � �¬�j¦ ���`� �	�

lim sup
n→∞

E
Π∞

∣∣∣∣
∫

(||Y t||2 − (||Y t||2 ∧ n))Q(dY )

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

∣∣∣∣ = 0.
¨ ��� H �8©

À{� � ���¬���:ª � �j��� � ��� �s��� �N�D� � �`��� � � � � ¨���� Hj¶ ©)� �$� � � � À{���¡� � # # � ªh�N°?����ª ���V�b� ∃n0
�

∀n ≥ n0
� Π∞(dQ)

5 � �|��� �
∫

||Y t||2Q(dY ) ≤ b(1 − 1/n),

0 q �
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� ��� �L� � � �1�g� � �

max

(
1 −

∫
(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b,

1

n

)
= 1 −

∫
(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b.

�>� � � � �`�j�`� � �L� �¬���j��� � �j��� � �j��«`� �L� ��� � � ��� ��� � ��� � ªx� �V� «j�M�

lim sup
n→∞

E
Π∞

∣∣∣∣∣

∫
||Y t||2Q(dY )

(
1

1 −
∫
||Y t||2Q(dY )/b

− 1

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n
)

)∣∣∣∣∣ = 0.
¨ ��� H>@ ©

E � �`� ¨��?� H ��© � ���µ¨���� H>@ © � ªx�¬���1��� � �F�

lim sup
n→∞

E
Π∞ |T n(Q) − T∞(Q)| = 0.

¨���� H�H ©

;�� J � , � 0 	 � 
 � 0
À{� � ���G���:ª � �j��� � ��� �m��� � F�� � �G� � � � � �¹¨��?� H�· ©3� �>� � � �²��� �º¦��`����� ¨��?� H # � ��� Hj¶ © � ���

� � �l��� � � � � ¦ � � ���¯¥ �b� �L� � ��� �����j� « �`�D�
� ¦������ (X i,M
t )1≤i≤M

� ªx� �V� «j�M�

E
ΠM |T∞(Q) − T n(Q)|

≤ CE

((
||X1,M

t ||2 − (||X1,M
t ||2 ∧ n)

) 1

1 −RM
t /b

)

+CE


||X1,M

t ||2

 1

1 − RM
t /b

− 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||Xi,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)






≤ CE

((
||X1,M

t ||2 − (||X1,M
t ||2 ∧ n)

) 1

1 −RM
t /b

) ¨ ��� H �j©

+CE

(
||X1,M

t ||2
(

1

1 − RM
t /b

− 1

max
(
1 −RM

t /b,
1
n

)
))

¨ ��� H-� ©

+CE


||X1,M

t ||2

 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||Xi,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)




¨ ��� H � ©

¿µ� FV� � �>� �`��� � ��� �I��� � � � � � ¨���� H �j©)�*�>� � � � ¨ ��� ¶ � © � ���µ¨��?� ¶�H © � ªh� �V� «j�M�

E

((
||X1,M

t ||2 − (||X1,M
t ||2 ∧ n)

) 1

1 − RM
t /b

)

≤
√

E

(
||X1,M

t ||2 − (||X1,M
t ||2 ∧ n)

)2

√

E

(
1

1 − RM
t /b

)2

≤ C

√
E

(
||X1,M

t ||41|| � 1,M
t ||2≥n

)
≤ C√

n

√
E

(
||X1,M

t ||6
)
≤ C√

n
,

0 P.q
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τMp

� ��� ��
/� �
τ p

ª � � � � C ���?���o��� � ��� � �1���²�`� M ��» � � � �1�g� � � � ªh�m�j¦ �l�`� � �

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E

((
||X1,M

t ||2 − (||X1,M
t ||2 ∧ n)

) 1

1 −RM
t /b

)
= 0.

¨ ��� �+%�©

À{� � ���o���:ª � �j��� � ��� ����� � � � � � ¨ ��� H � ©3��¿µ� �V� «j� � ��� � � � ¨���� ¶�H ©��

E

(
||X1,M

t ||2
(

1

1 − RM
t /b

− 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

)
))

≤
(
E||X1,M

t ||2p
)1/p


E

(
1

1 −RM
t /b

− 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

)
)r/2




1/q

≤ Cp(t)
1/p


E

(
1

1 − RM
t /b

− 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

)
)r/2




1/q

ª ����� q = r/2 � ��� p = q
q−1

� ª � � � � r � �¬��� F ����� � � ¨���� ¶ � ©)� � �D� � � � � � � °b� � � ��� � ��� �?�`�
�`�I¨���� @�@ © � ªh�m� � � � � ¥ �j¦ �l�b� � �

E

(
1

1 − RM
t /b

− 1

max
(
1 −RM

t /b,
1
n

)
)r/2

≤ C

nr/2
,

ª � � � � C ���?���o��� � ��� � �1���²�`� M ��» � � � �1�g� � � � ªh�m�j¦ �l�`� � �

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E

(
||X1,M

t ||2
(

1

1 −RM
t /b

− 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

)
))

= 0.
¨ ��� � · ©

À{� � ���o���:ª � �j��� � ��� ����� � � � � � ¨ ��� H � ©3��¿µ� �V� «j� � ��� � � � ¨���� ¶�H ©��

E


||X1,M

t ||2

 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||X i,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)






≤ Cp(t)
1/p


E


 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||X i,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)



q


1/q
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ª ����� 1 < q < r/2 � ��� p = q
q−1

� ª � � � � r � �I��� F ���1� � �¾¨ ��� ¶ � ©3� �$� � � � ¨���� ¶ � © � ªh� �V� «`�F�

E


 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||X i,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)



q

≤ E

((
1

1 − RM
t /b

)2q
(

1

Mb

M∑

i=1

(
||Xi,M

t ||2 − ||X i,M
t ||2 ∧ n

))q)

≤
(

E

(
1

1 − RM
t /b

)r)1/p′

E

(
1

Mb

M∑

i=1

(
||X i,M

t ||2 − ||Xi,M
t ||2 ∧ n

))qq′



1/q′

≤ C


E

(
1

Mb

M∑

i=1

(
||X i,M

t ||2 − ||Xi,M
t ||2 ∧ n

))qq′



1/q′

ª ����� p′ = r
2q
� q′ = p′

p′−1
��� ��� C � � �!� �`��� ��� � � ��� � ��� � �1��� � � � �j� M �>E � � � � � ¥j� ªh�o�j¦��L� � «`�

�L�V�b�<� ��� � � � ¨ ��� ¶�H © � ��� �`�D� � � � �¡� � � � ��� � ��� �?�`�p�b�I¨ ���$�&%�©��

E

(
1

Mb

M∑

i=1

(
||Xi,M

t ||2 − ||X i,M
t ||2 ∧ n

))qq′

≤
(

1

Mb

)qq′ M∑

i=1

E

(
||X i,M

t ||2 − ||Xi,M
t ||2 ∧ n

)qq′
M qq′−1

≤
(

1

b

)qq′
E

(
||X1,M

t ||2 − ||X1,M
t ||2 ∧ n

)qq′

≤
(

1

b

)qq′
E

(
||X1,M

t ||21|| � 1,M
t ||2≥n

)qq′

≤
(

1

bn

)qq′
E

(
||X1,M

t ||4qq′
)
≤
(

1

bn

)qq′
C2qq′(t).

» � � � �3�g� � �¬ªx�
�j¦ ���`� � �

E


||X1,M

t ||2

 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||X i,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)




 ≤ C

n
,

ª � � � � C ���?���o��� � ��� � �1���²�`� M � � ��� ��� ��� �

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E

(
||X1,M

t ||2


 1

max
(
1 − RM

t /b,
1
n

) − 1

max
(
1 − 1

M

∑M
i=1

(
||X i,M

t ||2 ∧ n
)
/b, 1

n

)



)

= 0.
¨ ��� � #j©
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lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

E
ΠM |T∞(Q) − T n(Q)| = 0.
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¿µ� � �j��� � ��� �I�L� �!�g��������ª � � � � ¥ � � �1� �`�I¨g���j� 56� � �¡����� � �`� � �v© � ��� ���



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Re

(
∂u

∂t
(t,x) + u(t,x).∇u(t,x)

)
= (1 − ε)∆u(t,x) −∇p(t,x) + div τ (t,x),

div (u(t,x)) = 0,

τ (t,x) =
ε

We

(∫
�

d

(X ⊗∇Π(X))ψ(t,x,X) dX − ¸¯� )
,

∂ψ

∂t
(t,x,X) + u(t,x).∇ 
 ψ(t,x,X)

= −div �

(
(∇ 
 u(t,x)X − 1

2We
∇Π(X))ψ(t,x,X)

)
+

1

2WeM
∆ � ψ(t,x,X),

ª � � � � ��� � �o� ¥ �����������?���M¦�� � Re > 0 �`��� �o¿¾� � �L�D���8¦�� �L� �8���M¦S� � We > 0 � ε ∈ (0, 1)� ��� M > 0 �`� � �L� �N���j� 56� � �¡����� � �`� � �T�?���M¦�� � � � � �L� �N� ¥ � � ���"�_¿µ�N�D� ��� �j�L� �����b�!��� �
� �V�`� �¬« �`�L�Z� ¦���� x

� � �1� � � 7 6 ?�R�:+ �J.  �?��^798�: D �b�
Rd �T�s� �L� �¬� ��� � �I�V� ��� ����� �5EV�j°8°`� � 5

� � � � � °����8� �b�L� �j� � �
�L� � �j� ��� �¡ª � ���Z�¡� ���`� �
Rd �T» ��� �
� ¥ � � ��� � � � �`� � �����¡��� � �1�Xª �����

� � ���L�
� � � �j��� ����� �j���{�j� �L� �t«`� ��� �1���¯¥ u � ���m�j� ��� �h� � � �L�L� ¦�� ��� �j� ψ ��� ��� � �Z�D�oª ����� ¦S�j����� �b�D¥� �j��� ����� �`���I�j� ��� �!«`� �Z� �����¯¥ u
�

» � � � � � ��� �L�
� � Π
�`� ��� �
�1� ��� � ���Z� �g� �D� �!ª ���L��� � �L� �¬�����M¦�¦�� ���Z� ��� �"¦�� �

� �>���`°`� � �§�����M¦�¦S� ���D�
Π(X) =

||X||2
2

,
¨ � � · ©

� E � � � �����G¦�¦�� �����

Π(X) = −bM
2

ln

(
1 − ||X||2

bM

)
,

¨ � � #j©

� �¡� � � � �1��� �L� ��� ¥j��� � ¥§� � � ��� �L�
� �_ª �����l�Á� � � α 5 � �`�8«`� � �g��� �3��� �j� � ���²ª ���Z�l�²�<� �Á¦S�� � ��� �1�L�L�1� � � � �g��� �1�L� �j�£�`� ��� �
��� � � �`�
X

�

Π(X) = π(||X||). ¨ � � ¶ ©
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π′(0) ≥ 0
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�$�1� � �3�g� �D�L�_�_� ��� � ��� �s� �£� � � � � � � ¥ ��� �l�b�L� �j��� � ªh� �l� °b� ��� �M�g��� �Z�:ª � � � « � �Z�����\�g� �$��� �
���`� 5¯� � ���1��� � �j� � � �V�b��� �¡� � � � �F� Re = 1

2
� We = 1 � ε = 1

2
� ��� M = 1

�T¿¾� �`� � ��� ���
� � � � � ��� � ��� � � ��� �!�g��� �Z�:ª � � � � ¥ � � ��� �


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∂u

∂t
(t,x) + u(t,x).∇u(t,x) = ∆u(t,x) −∇p(t,x) + div τ (t,x),

¨ � ���8©

div (u(t,x)) = 0,
¨ � � @ ©

τ (t,x) =

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X))ψ(t,x,X) dX,
¨ � � H ©

∂ψ

∂t
(t,x,X) + u(t,x).∇ 
 ψ(t,x,X)

= −div �

(
(∇ 
 u(t,x)X − 1

2
∇Π(X))ψ(t,x,X)

)
+

1

2
∆ � ψ(t,x,X).

¨ � �$�j©

¿µ� � � ��� ��� ���V�b� ªh� �<� � � � � � � � �b�L� «`� � ¥ � �j��� � ��� �£�¼� �j� � ����� � ��� 5 ! ��� � ¥ � � ��� ¦ ¥
� � � � �`��� � � ¨ � � H © � ¨ � � �j©h¦ ¥ �





τ (t,x) = E (X t(x) ⊗∇Π(X t(x))) ,
¨ � � � ©

dXt(x) + u(t,x).∇ 
 X t(x) dt

=

(
∇ 
 u(t,x)X t(x) − 1

2
∇Π(X t(x))

)
dt+ dW t,

¨ � � � ©

ª � � � � W t

������� � �1� � d 5¯� � ���1��� � �j� � �s� �l� ��� �`� � � � �:ªo� �Z� � ��� �L� �j���x¿ � ��� ��� � � � � ���
� � � � � � � ªx�¬���1��� � � u∞

�L� � � � � ��� �`� ��� �!«`� �Z� �����¯¥ F � �Z� u
ª � ��� t→ ∞ �

¸¯� ��� ���g�����Z�:ª � � ��� ªx� � �1�g� �p� � �L� �I� � � �1�
� ��� �l�f��� �`� �`�D¥ � ���b� � � � �D� ��� � �`��� � � �s� � u∞ = 0� � �L� � J*VWRY8�QS8 6 BX8�R�� � �l�b� �`� ! � �l�µ� � ���b� � ��� ���`� � �j� � �L�N�j��� ¥ ¦S� � � �b�l� ��� � � ��� � ��� �L�N�`�
� �`��� � �����1�j���N¨g� � « � � � � ��� � � ©I¦��`����� �`��¥"� �j��� ����� �j���>�j� ��� �m«j� �Z� �����¯¥ �S¸¯� �<� �D�M�`�����8� � � � 5
¦ �D� ��� ���L� �¬� �l�f��� �`� �`�D¥ �L���Z� �L� �j���`� ��� � EV�j°8°`� � 5 � � � � � °º�1�8� �b��� �j� � � ψ∞

��� F �����§¦ ¥ �

ψ∞(X) =
exp(−Π(X))∫
�

d exp(−Π(X))
.

¨ � � · %�©

�>� ����� � ���V�f� (u∞, ψ∞) � � �L� ��� � � ���b��� �j� �`��¥ �L���Z� �L� �j� � � �L� �¬� ¥ � � ��� ¨ � � �8© � ¨ � � @ © � ¨ � � H © �¨ � �$�`©
� � � � � � � ��� �
��� �j¦ �Z��� � ªx� ª � ��� � ���L� � �j��� � ��� �m��� � � �j� � �����¼� ¥ � � �1� � � ��� �º� � � ���Z� �

� �1�j�¡� ����¥ �b� �$� � � ����� � � �`� � �:ª � �M� � �¡����� � �j� d = 2
�`¸¯� �L��� � ��� �L� � u(t,x) = (u(t, y), 0) �ª � � � � x = (0, y) � ��� � ��� �L� �¬« �b�L�
� ¦��Z�1�I�j��� ¥ ��� � �����Á�j� y ��¿µ�
�L� ��� �j�D� �L�V�b� y ∈ D =

0 P ;
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(0, 1)
��¸¯� ����� � �<� �D� �V��� �
� ¥ � � �1� ¨ � ���8© � ¨ � � @ © � ¨ � � H © � ¨ � � �j©�¦�� � �j�¡���8�

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∂u

∂t
(t, y) = ∂y,yu(t, y) + ∂yτ(t, y),

¨ � � ·j· ©

τ(t, y) =

∫
�

2

(X∂Y Π(X))ψ(t, y,X) dX,
¨ � � · #`©

∂ψ

∂t
(t, y,X) = −∂X

(
(∂yu(t, y)Y − 1

2
∂XΠ(X))ψ(t, y,X)

)

−∂Y
(
−1

2
∂Y Π(X)ψ(t, y,X)

)
+

1

2
∆ � ψ(t, y,X),

¨ � � ·:¶ ©

ª � � � � X = (X, Y ) � ��� τ ���1��� � ��� ��� � (X, Y ) � �j� � �`����� � �`� �L� �s� ��� �1�L� � �����D� � τ
��» � �

! ��� «j� � � � �j�§�b�I¨ � � · #j© � ¨ � � ·:¶ © � � �




τ(t, y) = E (Xt(y)∂YΠ(Xt(y), Yt(y))) ,
¨ � � · �8©

dXt(y) = (∂yu(t, y)Yt(y) −
1

2
∂XΠ(Xt(y), Yt(y))) dt+ dVt,

¨ � � ·A@ ©

dYt(y) = −1

2
∂Y Π(Xt(y), Yt(y)) dt+ dWt,

¨ � � ·IH ©
ª � � � � X t(x) = (Xt(y), Yt(y))

� ��� W t = (Vt,Wt)
�
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 (L2
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∫
D E(||X t(x)||2) dx dt <

∞ (
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¸¯� ����� �G�D� �3��� �`� � ªh� � �j��� � ��� �m��� � � �j� � �Z���µ� ¥ � � ��� ¨ � � ·j· © � ¨ � � · �8© � ¨ � � ·?@ © � ¨ � � ·AH ©>�g� ��>���j°b� � �¼�����M¦�¦S� � �Z� ¨ � � · ©3�T¸¯� �L��� � �<� �D� �q�L� � ��� � � ���D� Yt(y) �
�G��� F ����� � ����� � �1������� � � ¥

� � �j� (u(t, y)), Xt(y))
�T� ��� ��� � � � � �
�j��� ¥X�§� �`� � � � � � ¦�� � ªx�1��� u(t, y) � ��� Xt(y)

�_¿µ�
� �j��� � ��� �h� � ¥½� � ���L�
� � � �j��� ���L� �j����� u(0, y) = u0(y)

� ��� (X0(y), Y0(y))
� ª � � � � X0(y)

� ���
Y0(y)

� � � � � L2
y(L

2
ω)

� ��� �`� � � ����� � �1�����1� �m� ��� � ����� � �1�����1� � �`� �L� �"� � �:ªo� �Z� ���¡� ��� �j�
(Vt,Wt)

�8¿¾� � �Z�D� � �j� � �Z���¡��� ������� ��� ¥ � � ��� ª ���L� � ���L���l� �Z� � ¦��j����� �`��¥N� �j��� ����� �j�����j� u �
u(t, 0) = f0(t)

� ��� u(t, 1) = f1(t)
��¿¾�¬�L� ��� �j�D� �L�V�b�

lim
t→∞

f0(t) = a0 lim
t→∞

f1(t) = a1,
¨ � � · �j©

�D� �L�V�b�o��� �¬� � � � �3� �1� � � ¥ � ��� � ����� � �l�f� �!�g� ����� �s«j� ��� �1���¯¥�� �
u∞(y) = a0 + y(a1 − a0).� �1� � � � � � � � ¥j� ªh� � � �L� �?��� � � ��� ��� � � � �1� ��� � � � � ���s��� � � �1�L�L�1� � (X∞

t , Y
∞
t ) � �G�D���Z� ��� �`�¾�`��L� �!�g��������ª � � �"! ��� �



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dX∞
t = ((a1 − a0)Y

∞
t − 1

2
X∞
t ) dt+ dVt

dY ∞
t = −1

2
Y ∞
t dt+ dWt
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ª ����� � � �����
� � � �j��� ����� �`� �L� �l� �L�V�b� (X∞
t , Y

∞
t ) � � � � �l�b�L� �j� �`�D¥ �¬� ���D� �Z� � ��� � � �1�L�"��� �

��� � �1��� � � � �`� y �

(X∞
0 , Y

∞
0 ) ∼ N

((
0
0

)
,

[
1 + 2(a1 − a0)

2 (a1 − a0)
(a1 − a0) 1

])
.

�§� � ���:«`� ��� ªh�
�D� ��� �j�L� �����b� (Y0(y), Y
∞
0 ) �`� �¬�L� �l�"���V�b���


 ��� �?
�� ∀y � Y0(y)
� � � ����� � �1������� � � � �j� Y ∞

0

���
Y0(y)

�����1�o��� � ��� � �1���²�j� y �Á¨ � � ·H� ©
» � � ���D�Z� ��� (u∞, X

∞, Y∞) � �I�L����� ��� �j���`� ��� �!�g��� �Z�:ª � � � � ¥ � � ��� �




0 = ∂y,yu∞(y) + ∂yτ∞,

τ∞ = E (X∞
t Y

∞
t ) ,

dX∞
t = (∂yu∞(y)Y∞

t − 1

2
X∞
t dt+ dVt,

dY∞
t = −1

2
Y∞
t dt+ dWt,

ª � � � � τ∞
���?���q��� � ��� � �����½�`� ��� ��� � ���M� �V�b� � � � � � � � (X∞, Y∞) � � � � ���b��� �j� �`��¥¬��� � � �1�L���� � ��� � �1��� � � � �j�¾� �V�`� �`�q¸¯� ����� �m� � � ���Z� � �<� �D� � ªx� �b� � � ¦��Z� � � ��� �:«`� � �`�8«`� �D� ��� � � � �

�L� �¬� �l�f��� �`� �`�D¥ � ���b� � (u∞, X
∞, Y∞)

�
� 
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f0, f1 ∈ W 1,1
loc (R+)

79:+ 

lim
t→∞

ḟ0(t) = lim
t→∞

ḟ1(t) = 0,
¨ � � · � ©

� OHJ�BMJ
ḟ
 �J�:\?�A&J4=�A�OHJ  �J�BX8���79AC8��9JL?&1

f
�[8�A�O_BMJ4=KDHJ " A AK?UAC8��0J/( � OHJ�:Fl�A�OHJ AcBX8aDEQ>J (u,X, Y )" ?�:H�9J�Bc;�J4= AK?f��79BK �= (u∞, X

∞, Y∞)
7�=
t −→ ∞ 8�:2A�OHJ�1n?�Q�Q>?f�[8�:�; =@J�:F=@J�L

lim
t→∞

||u(t, y)− u∞(y)||L2
y

= 0,

lim
t→∞

||Xt(y) −X∞
t ||L2

y(L2
ω) = 0,

lim
t→∞

||Yt(y) − Y∞
t ||L2

y(L2
ω) = 0.

9 :2DF79BXAC8 " RYQP79BMl�A�OHJL=�AcBMJ4=4=
E(Xt(y)Yt(y))

" ?�:H�9J�Bc;�J4=LAK?f��79BK �=
E(X∞

t Y
∞
t ) = a1 − a0

8�:
L1
y

(
B ��� � � � ¸¯� �L��� � ��� �?�`� � C ������� � ��� � ��� � «j� � � � � � �j� ����� «j� � �j��� ��� � �<� ª �����l� � �<¥Á�l��� � � �
� � �j� �j���¬� ��� � � �1� � � � � � ��� ��� � � ��¿¾� � � ��� ����� � �

ũ(t, y) = f0(t) + y(f1(t) − f0(t))

� ��� X̃t

��� F �����²¦ ¥ �

X̃t = X∞
0 +

∫ t

0

(
(f1(s) − f0(s))Y

∞
s − 1

2
X̃s

)
ds+ Vt.

0 P �
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� ¥ ��� � � �N�L� � � � � � ¥8���Z��� ��� � ��� �1�L� � �j���>�`� Yt(y) � ��� Y ∞
t
� �j��� ��� � F�� � �>�l� � � ° ���V�f�

||Yt(y) − Y ∞
t ||L2

y(L2
ω) = ||Y0(y) − Y ∞

0 ||L2
y(L2

ω)e
−t/2.

¨ � �$#&%�©
�§� � ���:«`� ��� ªh� � �Z�L� �V� «`�F�

||ũ− u∞||L2
y
≤ C (|f0(t) − a0| + |f1(t) − a1|) .

¨ � �$# · ©
�§� � ���:«`� ���S����� �I� � � ¥�� �N� � �:ª ���V�f� �
d

dt
||X̃ −X∞||2L2

ω
≤ C

(
(|f0(t) − a0| + |f1(t) − a1|)||X̃ −X∞||L2

ω
− ||X̃ −X∞||2L2

ω

)
,

�D� �L�V�b�<�
d

dt
||X̃ −X∞||L2

ω
≤ C

(
(|f0(t) − a0| + |f1(t) − a1|) − ||X̃ −X∞||L2

ω

)
,

� ���

||X̃ −X∞||L2
ω
≤ C

∫ t

0

(|f0(s) − a0| + |f1(s) − a1|) exp(−C(t− s)) ds.
¨ � �$#+#j©

� ¥ À{�1��� � # @ 5)¨ �Z� © � ªh� �L� � � �1�g� � �
�`¦ �l�`� � �

lim
t→∞

||X̃ −X∞||L2
ω

= 0.
¨ � � # ¶ ©

¸ �\� ��� �`� ���$����ª � � � �j� ���`� � X ª ���L� X̃ � ��� u ª ����� ũ �S�>� ����� � ���V�b��� � � � � � X̃ � ��� Y∞
���¡��� � ��� � �����§�j�£� �V�`� � � (u− ũ) � ��� (X − X̃) �`� �!�L����� ��� �j���`� �





∂(u− ũ)

∂t
(t, y) = ∂y,y(u− ũ)(t, y) + ∂y(τ − τ̃)(t, y) − (ḟ0(t) + y(ḟ1(t) − ḟ0(t))),

τ(t, y) = E (Xt(y)Yt(y)) ,

τ̃(t) = E

(
X̃tY

∞
t

)
,

∂(Xt(y) − X̃t)

∂t
= (∂yu(t, y)Yt(y) − ∂yũ(t)Y

∞
t ) − 1

2
(Xt(y) − X̃t).

� ¥ �M��� ���Z� � ¥?� � �!�L� �\�1�?� �b��� �j�º�j� (u− ũ)
¦ ¥ (u− ũ) � ��� ��� �$���8� �b�L� �j� �j� (X − X̃)¦ ¥ (X − X̃) � ��� � � ����� �½� �`�3�!���V�f� (u − ũ) � � � � � �£�g� � y = 0 � ��� y = 1 � ��� ��� �N� �b�1�

�L�V�b� f0
� ��� f1

�`� �
¦S�j���������£�g��� �3��� �`��� � �j��� ��� � �l� � � ° �L�V�b� �
1

2

d

dt

(
||u− ũ||2L2

y
+ ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω)

)

= −||∂y(u− ũ)||2L2
y
− 1

2
||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω) −

∫
(ḟ0(t) + y(ḟ1(t) − ḟ0(t)))(u− ũ)

−
∫

E

(
Xt(y)Yt(y) − X̃tY

∞
t

)
∂y(u− ũ) +

∫
E

(
(∂yu(t, y)Yt(y) − ∂yũ(t)Y

∞
t )(Xt(y) − X̃t)

)

≤ C
(
−||u− ũ||2L2

y
− ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω) + (|ḟ0| + |ḟ1|)||u− ũ||L2

y

)

+

∫
E

(
(Xt(y) − X̃t)(Yt(y) − Y∞

t )
)
∂yũ(t) +

∫
E

(
X̃t(Yt(y) − Y∞

t )
)
∂y(ũ− u)(t, y)

≤ C
(
−||u− ũ||2L2

y
− ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω) + (|ḟ0| + |ḟ1|)||u− ũ||L2

y
+ e−t/2||Xt − X̃t||L2

y(L2
ω)

)
,

0�0 q
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	 � �

ª � � � �
ªx� �V� «j�
���L�1� ��� �¬� �b�1�o���V�f�<� ¦ ¥ ¨ � � ·H� © � ���²��� � � �½�L� � � � � � ¥8�L�Z�<� ��� � ��� ���D� � �`���\�`�
Yt
� Y ∞

t
� ��� X̃t

�
E

(
X̃t(Yt(y) − Y∞

t )
) ���?���o��� � ��� � �����§�j� y � ��� �L� � � �1�g� � � �

∫
E

(
X̃t(Yt(y) − Y ∞

t )
)
∂y(ũ− u)(t, y) = 0.

» � � � �3�g� � � �

d

dt

(
||u− ũ||2L2

y
+ ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω)

)

≤ C
(
− ||u− ũ||2L2

y
− ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω)

+(|ḟ0| + |ḟ1| + e−t/2)(||u− ũ||L2
y
+ ||Xt − X̃t||L2

y(L2
ω))
)

≤ C
(
− ||u− ũ||2L2

y
− ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω)

+
√

2(|ḟ0| + |ḟ1| + e−t/2)
√
||u− ũ||2L2

y
+ ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω)

)
.

¿¾� ��� �1�²�j¦ ���`� � �L�V�b� �
√

||u− ũ||2L2
y
+ ||Xt − X̃t||2L2

y(L2
ω) ≤ C

∫ t

0

(|ḟ0|+|ḟ1|+e−s/2) exp(−C(t−s)) ds. ¨ � �$# �8©

� ¥ À{�1��� � # @�� ªh� ��� � � �3�g� � �¬�j¦ ���`� �	�

lim
t→∞

||u− ũ||L2
y
+ ||Xt − X̃t||L2

y(L2
ω) = 0.

¨ � � # @ ©

� 
 � ����0 4 p J�A
k ∈ L1

loc(R+)
6 J
7
DH?@=�8�AC8��9J 1XRY: " AC8G?�:Fl α > 0

l 79:+ 
h
7[1XRY: " AC8G?�:  �J���:\J. 6 $ L

h(t) =

∫ t

0

exp(−α(t− s))k(s) ds.

!e8a/ 9 1 � JU7�=4=�R��0J0A�OF79A k ∈ Lp(R+)
l\�[8�A`O

1 ≤ p < ∞ lIA�OHJ�:
h ∈ W 1,p(R+)

79:+ 
A�OHJ�BMJ`1n?�B4J

limt→∞ h(t) = 0.!e8�8a/ 9 1!� J 7�=4=�RY�0J A`OF79A limt→∞ k(t) = 0
l�A`OHJ�:

limt→∞ h(t) = 0.!e8�8�8a/ 9 1¾� J =�R@D DH?@=@J A�OF79A
0 ≤ k(t) ≤ Ce−βt

l �[8�A`O
β > 0

79:+ 
α 6= β

lNA�OHJ�:
h(t) ≤ C

|α− β|e
−α∧β t.

B ��� � � � »T� ��� �:«j� �L� � FV� � �>� �L�D� ����� �`� � �j��� �<� � �l� � � °X¨+¦ ¥ ��� � � � �����Z��� ��� �����8� � � ���¯¥ � ���
EV��¦ � � �{��� �1� � �1�º© �L�V�b�$� � k ∈ Lp(R+) ���L� ��� h ∈ Lp(R+)

�S» � � � �3�g� � � � ḣ(t) = −αh(t) +
k(t) � � � � Lp(R+)

��» � �h� �`�1�T���V�f� h ∈ W 1,p(R+) �L� ��� � � � � � �1� ���V�f� limt→∞ h(t) = 0
� EV� �

�L� �!�L� � �j��� � �D�L� �D��� �j� � �Z� � ��� � � ��� ����� � � � ε > 0
��» � � � �!� � � � � � T > 0

�D� �l�����V�f� ∀t > T �
0 ≤ k(t) ≤ ε

�H�s��� �<� � �L� ��� � �j� � �Z�����$¦ ¥ � �j��� � ��� �D� � �m��� � � � � � �j��� �S�j� (0, T ) � ��� (T, t)� ���§¦ ¥ �Z� �L�L� � � t→ ∞ ��» � � � � � �>� �L�D� �D�L� �j� � �I�`¦ �l�`� �����£¦ ¥£� � � � � �Z� � �j� � � �l�b�L� �j���
� ¥ ��� � � � À{���¡� � # @½� ��� ��� �¬��� ��� � �b� ���
¨ � �$#&%�© � ¨ � � # · © � ¨ � � # #j© � ¨ � � #&�8© � �j��� �<� � � ���L�

� �j��� � ��� �I�L� �!�g��������ª � � �M��¥?� � ��� �1� � � � �£À{�1��� � #&� � � � � � � �b��� «j� � ¥�� �§¨ � � · �j© � ¨ � � · � © �

0�0 P
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� � � (f0(t)− a0) ∈ W 1,p(R+) � ��� (f1(t)− a1) ∈ W 1,p(R+) � �g� �h� 1 ≤ p <∞ ����� ���
�L� � � �1�L��� � �o�`�pÀ~�1��� � #&�N� �L� � � � ����� �

� � � �����V�b� f0, f1 ∈ W 1,1
loc (R+) � ��� (f0(t)−a0)

� (f1(t)−a1)
� ḟ0(t)

� ��� ḟ1(t)
� �j��«`� �L� �

� � � �j����� ���Z� ��� ¥ � � � �½� � 0 �q�L� ��� ��� � � �j��«`� �L� ��� � ��� � �l�b� ��� � �³À~�1��� � #&� �`� � � ���L�
� � � �j����� ��� �j� � �H�

¿µ� �`� ����� �G� ¦���� � �§� � � �1��� ��� � � ¦S�:«j� �`�D� ���¡��� � � � �G�D� �l�¼� �¾� � ��� �m� �²�D� �L� �Z� ��� �
��� �L�sª � �1� ��� �$�g� �L� � � �h��� � � � ��� �`� ¨g�g� � E � � � �����M¦�¦�� �����g� � � � � � � ���:©�� �h�L� � � �1�j��� ����¥
� �>��� �$� � � � �b� � �:ª¬��¸¯� ��� �¬��� � � �L� �1�L� �j� � ªh� ��� �1�L��� �s� �¡� � � � ����� ��� � �`����� � �b�l�_� ª ���Z�l�
� ���8� �Z� ��� � � � � �L� �?��� � � �L� � ��� �`¦ � ¦ � � ���¯¥ ���1��� ���¯¥ �g��� �3��� �`� ψ �b� �L� � ��� � � �1�L� (X, Y )

�

	 � � ��� ��) (�4
	 (3�£¤ (  � (���¢0!�&#! �04�!1¢ � � �  /.%( (3�  4 � � � � (��
 /. �  

¸¯� ����� �_�L� �1��� �j� � ªh� �`� � � � � � � ��� � ��� � � � �j��«j� �L� �1� � � � � J*VWR�8�QS8 6 BX8�RY� ¨
u∞ = 0 � ψ∞(X) ∝

exp(−Π(X))
© � � � �¡� � � � ����� ��� �!�D� �L�L� � �¼�L�V� � � � ! � �1��� �j� � � #�� �§� � � ��� � ��� �L� � ¥j� ªh�

� �j��� � ��� �¬��� � ��� �j¦������ ¨ � � �8© � ¨ � � @ © � ¨ � � H © � ¨ � �$�j©o�j� �£� �1��� �L� � � ���j�¡� �L�D¥ D � �g� �
� � ¥¾�L� 5� �Z� � α 5 � �j��«j� � � � � ��� �L�
� � Π
¨ � � ¶ © � ¦�� � ªh� � ��� ���L��� �j� � �L� ��«j�1� � � OH?��0?*;�J�:\J4?�R = 6 ?�RY:+ 79B'$

" ?�:+ 98�AC8G?�:F=,?�:2A�OHJ �9J�Q>? " 8�A $ � u = 0
�j�

∂D �

� ������� � � � � �5�! ��� ��� �!����� �
�	� �
» � �>����� �L�`¥ ��� ��� � �b� �Iªx� �V� «j�\���L��� � �m� � ��� ¥N��� � � �j� � �Z�1� � ��� 5 ! ��� � ¥ � � �1� � � ��� �

��� �L�
�`�q�j��� 56� � �¡����� � �`� � ��� � � �b� � ��ª­¨+�D��� 
 �>@?� ��H
� © �<� �"¦S�
�1� ��� ¦�� � � � �1���g� � � � ��� ¥ �g� �o� � ¥
� �:ªo� � � � � ¥�� �1�j�¡� ����¥ ���"��� �L�Z� � ¥�� � � ¨ � � ��©x¦ ¥ u �

1

2

d

dt

∫

D
|u|2 = −

∫

D
|∇u|2 −

∫

D
E(X t ⊗∇Π(X t)) : ∇u,

¨ � � # H ©

ª ��� �Z� � ¦ ¥ ¸ ��(*) � �<� � � ������� �

d

dt
E(Π(X t)) = E(∇Π(X t).∇uX t) −

1

2
E(||∇Π(X t)||2) +

1

2
E(∆Π(X t)),

¨ � � # �j©

ªh�m�`¦ �l�`� � ��� �!�g��� �Z�:ª � � � ����� �L�`¥ �1� �L� � �b� �\�g� ����� �¬� ¥ � � ��� �

1

2

d

dt

∫

D
|u|2+ d

dt

∫

D
E(Π(X t))+

∫

D
|∇u|2+1

2

∫

D
E(||∇Π(X t)||2) =

1

2

∫

D
E(∆Π(X t)).

¨ � �$# � ©
�>� ����� � ���V�b� ªh� �V� «j�m�L� ��� �j�D��� �����b� ∀t ≥ 0 � ∫ t

0
E(||∇Π(Xs)||2) ds < ∞ � ��� ���V�b� ªh�

�V� «`�m���D��� ��� �!�g��� �Z�:ª � � � ���8� � � ���¯¥ �

E(X t ⊗∇Π(X t)) : ∇u = E (∇Π(X).∇uX)
¨ � �$# � ©

ª �����l�³� ���Z���M� � � � � X ⊗ ∇Π(X) = ∇Π(X) ⊗ X
�q» � � � �b�D� � �G� � � �b�L� �j� � � � � � �b� �1� � �

�L� �$� �`�3�����V�b���L� �\� ��� �1�L� � �����L� � �M��� � ¦S�$� ¥ ���¡� �L�L�Z� ¨vª ���Z�l��� � �
���8¥ � �Z�<� � � ���8� ��� ���¡��� � © �
ª �����l�²� ���Z�����g� �o�½�L� � �
� � � � � �1� �L�
� � Π � � � � � � � � �L��� � ��� �L� � ∇Π(X) = π′(||X||) X

||X||
�

0�0�0
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¿µ� �V� «`� �l� � � °`�1� ���V�f�!��� �1�L�N�g� � � � � � �j� � � �l�f��� �`��� �<� �¾¦S� �L�Z� � � �j��� � ¥ 
D��� ��� F ��� � �
�L� � ��� �L�$�`�_� � � �`� � �:ª �g� � �$�?�j°b� � �º�����M¦�¦S� � �Z�>¨+�D��� ! � �3��� �`� ¶ � # � � 
 �>@ � © � �����g� � E � � ������M¦�¦S� �����
¨+�D���mÀ~�1��� � � � ��
 ��H
� ©3�

» � �G� �`� �§� � � � ��� �¯¥£� � ��� � 7,DEBX8G?�BX8 �1� ��� � �f� � ¨ � � # � © � �>����� � � ��� � ��� �1�L��� � �M�`� ��� �
���`�®��� �j�b��� «j� � � � � 1

2

∫

D
E(∆Π(X t))

�j� ��� � �D�Z�j���m�V� ���¾� � ��� � ����� � � � � � � � � ���¡� � � �
� � �j� ¸ ��( ) � �<� � � ������� � ��� ���j� ��� ���b��� «j�"¦ ¥¼��� � � �`�8«`� � ���¯¥ �`�

Π � � ¦ �L� � � �½����� �L�b¥ � � � � ��L� ��� ¥ � � �1� � �L� ���V�f�m���
� �¬��� �
� ��� �`�¬� �:ª � �§���L� �L��� �¬�1� ��� � �f� � � �"� � ��� ¥���� � ���j� �`�L� �¡�
¦S� �V� « � �`� � ��» � � �`� � �`� ����� �º��� � � � � � �¼� � �:ª ���V�f����� �����D���`� � � ��� �L� � ��¥ �1�?� � � ���¯¥
¨g�L����¨ � � ¶ �8©h¦S� �Z�:ª$© � � � � �����`�x¨ � �$# �`© � � �Z�:ªo� � �½� � ��� ¥º��� � � �j��«j� �L� �1� � �
�`� ��� �!� ¥ � � �1� � �
�1�?� � � � ¦ �L� ���"�!�$�:ªh�1«j� ����� �j� ���L�`�D¥�� � ��� ������� �L�`¥X� �����8� � � ���¯¥������b�G��� �®¦S� � �l�b� ���®� ����� � �
� � ��� �m� � � �l�V� � �L�Z� �g� � � ¨+�L�1��¨ � �$#+�j©L© � � � ��� � � �¡�L� � ��� �j¦ � ¦ � � ���¯¥ ������� ���¯¥ �g��� �3��� �`� ψ �V��� ��1� �L� � ��¥½� �����8� � � ���¯¥ �L�1���¡� � �!¦S� � �1� ���D�Z�3� ��� � � ��� � � � � � ¥ � � ���`� ��� �I� ¥ � � ��� � � �L� �+EV�j°8°`� � 5
� � � � � °M�g� � � ¨ � ���8© � ¨ � � @ © � ¨ � � H © � ¨ � � �j©T� � � � �>ªh� � � �L� �?��� � � � � ��� �L� � ��¥ �`� �L� � ��� �j¦ � ¦ � � ���¯¥���1��� ���¯¥ �g��� �3��� �j� ψ � ª ���Z�l�¹�<� ����� � ¦S�X� � � � � ¥ � � ��� ���D�L�1� � � � � � � �`� ��� ��� � � �l��� � �L�Z�
��� � � ���D� X t

�

� ����� 0 �  � � %�� � �( � " %( ��(��� �(�! #" � ��% ���/* ��)�� � � ��* �
À{� � ��� FV� � �>� � ��� ����� � � ��� �
° � ��� �L�Z� ����� �L�b¥ E �

E(t) =
1

2

∫

D
|u|2. ¨ � � ¶ %�©

� �>ªh� �V� «j� � � � � � � ¥ ���1� ��� �`����� � ªx� �V� «j� ¨+�D����¨ � � # H ©D©��

dE

dt
= −

∫

D
|∇u|2 −

∫

D

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X)) : ∇uψ(t,x,X).
¨ � � ¶�· ©

¿¾������ª � � ��� ����� � � ��� �N�1� �L� � ��¥ �`� ��� �¡� ¥ � � ��� ¨ � ��� �`�1�¬�L� �N��� ��� � ��¥¾� � � �b��� «j� � � ψ∞
© �

� � ��� � ¥ �

H(t) =

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X) ln

(
ψ(t,x,X)

ψ∞(X)

) ¨ � � ¶ #j©

=

∫

D

∫
�

d

Π(X)ψ(t,x,X) +

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X) ln(ψ(t,x,X)) + C

ª �����
ψ∞(X) =

exp(−Π(X))∫
�

d exp(−Π(X))
,

¨ � � ¶`¶ ©

� ��� C = ln(
∫
�

d exp(−Π(X)))|D| �p�>� � � ���V�b� ψ∞
� � ��� ��� �l�b�L� �j� �b�D¥ �L����� ��� �j� � � ��� �EV�j°8°`� � 5 � � � � � °¡���8� �b�L� �j�Á¨ � � �j©��g� � u = u∞ = 0

��EV��� �3��� �`� H � � ��� � � � � �b��� «j�>��� ��� � ��¥ �b�
ψ
ª �����£� �1� � � �1�>� � ψ∞

�V¸ �o� �o���j�£��� ���b��� «j�¬� � � � � x ln(x) − x + 1 ≥ 0
�g� �o� � � x ≥ 0

�
� � � � � �D�j�¡� � �`� � � �l�b�L� �j���$¨vª ���Z�l� ª � ���V¦S�\���j���\ª ���L� �¡� � �>��� ���`� ���h¦S� ���:ª � � � ��� � �

� �1��� �L� � �<� �L� � �D��� ! � �3��� �`� � � ��� · © � ªx�
�j¦ ���`� � �

dH

dt
= −1

2

∫

D

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

+

∫

D

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X)) : ∇uψ(t,x,X).
¨ � � ¶ �8©
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» � � � �1�g� � � �_� ��ªh� � �j��� � ��� �$�L� �G� � �1�M����� �L�b¥ �`� �L� �M� ¥ � � ��� F (t) = E(t) + H(t) � ªh��V� «`�F�
dF

dt
+

∫

D
|∇u|2 +

1

2

∫

D

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

= 0.
¨ � � ¶>@ ©
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� � �L�L� � �Z��� ��� ¥ �`�_��� ��� � ���Z� � �b� � � � ��� ��� ��� � � �3�g� � � ���V�b�h��� �$����� �L�`¥�� �t��� �t��� � ��� � � �¡��� ¥ � � 5
� �Z� �8� � � �L���¯¥º� � � �j��� � ��� � ��s� ��� ��¦ � � � �¬�`� ��� �N� � �1���1��� �D�`¥ ��� �L� � �b� �"¨ � � ¶ �8© � ªh� ��� � ��� � � ���1�µ�g� ����� � � �/E �Z� � ���
ªh� �b� � � ¦���� � � � ���1� ��� � ¥���� �¬� �l�b�L� �j� �b�D¥ � �l�f� � �
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u = u∞ = 0
79:+ 

ψ = ψ∞ =
exp(−Π(X))∫
�

d exp(−Π(X))

(

B ��� � � � ¸ ��� �p� � � ¥m� � �l� � � ° ���V�f� (u∞, ψ∞) � � � � �l�b�L� �j� �b�D¥ �L����� ��� �j� � � ��� � � �j� � ����� ��� � 5¦������ �g� �I� �j��� � �����1�j��� � ���L�Z�l� �Z� � ¦S�j����� �`�D¥£� �j��� ����� �j������» � � ��� �?�`� � � ��� �1� � � ���L�`�Z�`�8� 5�g� � ª �b� � �`��� � �Z�<�f��� �`�º�`��¨ � � ¶>@ © � � �L� �¡� 5 � ����� � �1�����1� �+F � �Z�����
¸¯� � ��� ����� �j� � ªh�
� �<¥º��� �:«j� ��� � � �j��«j� �D� ��� � � � �N���8� � � � ¦ �D� ��� �
B ��� � �+B ���?� �+> � 9 1N?�:\J " ?�:F=�8! �J�BM=N7 BMJG;9RYQP79B�;9Q>? 6 79Qk=@?�QSR�AC8G?�: ?&1 A`OHJ " ?�R@DEQ>J. b=J$@=�A&J�� 8�:
A�OHJ " 7�=@J ?&1 OH?��0?*;�J�:\J4?�R =N2 8�BX8 " O�Q>J�A 6 ?�RY:+ 79B'$ " ?�:+ 98�Ac8G?�:F= ?�:]A�OHJo�9J�Q>? " 8�A $@lkA`OHJ�:�� J OF79�9JA�OHJ 1n?�Q�Q>?f�[8�:�; " ?�:H�9J�Bc;�J�: " J4= L u " ?�:H�9J�Bc;�J4=0Jf��DH?�:\J�:HAC8C79Q�Q%$$1�7�=�A A&?f��79BK �= u∞ = 0

8�:
L2


:\?�BX� 79:+ 
ψ " ?�:H�9J�Bc;�J4=oJf��DH?�:\J�:HAC8C79Q�Q%$�1�7�=�A A&?f��79BK �= ψ∞ =

exp(−Π(X))∫
�

d exp(−Π(X))

8�:
L2
 (L1

� ):\?�BX�M(
B ��� � � � À{� � ���>� � � � � ¥��j� «j� � �"�j� � � � ���\�`� �L� � ��� �?�`�[���>� � � �¡�L� �!�g�������:ª � � �M� �����8� � � ���L� �1�
� �µ¨ � � ¶ �8©��

� � � � � �<�`� * � �����8� � � ���¯¥ � ∫

D
|u|2 ≤ C

∫

D
|∇u|2,

� ! �j¦����Z�1« ��� ���`�D����� � ���e� ���1�?� � � ���¯¥ �g� � ψ∞
� ª �����l�½� �������q�g� � � � � � � �Z� � � �L� � � � � �1� ���
� �

Π � � α 5 � �j��«j� � ¨+�D��� 
 ·j� # � © �
∫
�

d

ψ ln

(
ψ

ψ∞

)
≤ C

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

,

ªh�N�j¦ �l�b� � � � � ���1�?� � � ���¯¥ �b� �L� � �¯¥?� � dF
dt

≤ −CF � ��� ��� � � �3�g� � �M� � � �j����� ���Z� � � �`�8«`� � 5
� �1� � �
�`� F � � 0

�V» ��� � � � � � � ��� ��� �¬� � � �j���1� ���
� � � �j��«`� �L� ��� � �G�`� u � � 0
�

�s��� F � � � � ¥ ���L�1� �L� � �x� � � �<�`� 5 	 ��� �Z¦ �`� ° � ���1�8� � � ���¯¥ �
(∫

�
d

|ψ − ψ∞|
)2

≤ 4

∫
�

d

ψ ln

(
ψ

ψ∞

) ¨ � � ¶ H ©

� ���j¦ �l�`� ��� � � �`����� ���Z� � � �`�8«`� �D� ��� � �G�`� ψ � �:ª �`� ��� ψ∞
� � L2
 (L1

� )
56��� � �§�
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» � �t��� ��� � ��¥ �¡� �L� �?�mªh� �V� «`�x���D��� � � ! � �1�L� �j� � � ¶o� �{ªh� � �?�D� ��� ���
�g� �{��� � � �j��«`� �L� ��� � �
� �\���8� � � � ¦ �L� ��� ¨

u∞ = 0
© �:� �|�`�<ª � �1�mªh� � �j��� � ��� �~� �`��� � �����1�j���T¦��j����� �`��¥!� �j��� ���L� �j���~�j�

�L� �I«j� ��� �1���¯¥ u
�(�!� �L� �I� ��� � �e�V� ��� �`��� � � ����� ��� � � ���b��� �j� � �!���j� � �j�¡� � �1�����j����¦��`����� �`��¥

� �j��� ����� �`��� ��� ��� ��� � � �3�g� � � � �X���j� � � � �µ� �l�b�L� �j� �b�D¥ � �l�b� � �t� �N��� � �Z� �b�¡� �¾� �f� �`��¸¯� ��� �
�g��� �Z�:ª � � ��� ªh�m�D� ��� �j�L� ���V�b� u 6= 0

�j�
∂D � �"� � � ��� � ��� �L� � ¥j� ªh� � �D�L���¡� �L�V�b� u = g

�j�
∂D � ª � � � � g � � � �g��� �1�L� �j����� F ���1�²�j� ∂D � ��� :\?�A  �JKDHJ�:+ 98�:�;b?�: AC8��0J

t
�

� ��� ��� � �()�"$*#)�*#� �� �
�(�! ��� �() �(�!% � � � � �
!?�l�f��� �`� �`�D¥ �L����� ��� �j��� �`� �¡��� F ���1� � � ����� � �<� �D� � �m�D�j���N�D���Z� �L� �j���
�b� ��� �¡�g��� �Z�:ª � � �

�1�?� �b��� �j���8�




u∞(x).∇u∞(x) = ∆u∞(x) −∇p∞(x) + div τ∞(x),

div (u∞) = 0,

τ∞(x) =

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X))ψ∞(x,X) dX,

u∞(x).∇ 
 ψ∞(x,X) = −div �

(
(∇ 
 u∞(x).X − 1

2
∇Π(X))ψ∞(x,X)

)

+
1

2
∆ � ψ∞(x,X),

ª ����� u∞ = g
�j�

∂D �T�s��� �<� � � �1ª �D��� � ��� �s���8� �b�L� �j���`� ψ∞
� � �L� �\�g��� �Z�:ª � � � � � ����� � �

2u∞(x).∇ 
 (lnψ∞(x,X)) + 2∇ 
 u∞(x)X.∇ � ln(ψ∞(x,X))

= ∆ � Π(X) + ∇ � Π(X).∇ � (lnψ∞(x,X)) + ∆ � (lnψ∞(x,X))

+|∇ � (lnψ∞(x,X))|2. ¨ � � ¶ �j©
¸¯� �L� �I�g�������:ª � � ��� ªx�>�L� � u(t,x) = u(t,x)−u∞(x) � ��� ψ(t,x,X) = ψ(t,x,X)−

ψ∞(x,X)
�

¿µ� � ���L� � � �L� �?��� � � �L� �!�g�������:ª � � � �8� � � �L���L� ��� �

E(t) =
1

2

∫

D
|u|2(x, t) ¨ � � ¶ � ©

H(t) =

∫

D

∫
�

d

ψ(t,x,X) ln

(
ψ(t,x,X)

ψ∞(x,X)

) ¨ � � ¶ � ©

F (t) = E(t) +H(t)
¨ � � ��%j©

EV� ����� �s«`� ��� �1���¯¥j� ªh�¬� � � � � ¥ �j¦ ���`� �	�

dE

dt
= −

∫

D
|∇u|2 −

∫

D

∫
�

d

(X ⊗∇Π(X)) : ∇u(x, t)ψ(t,x,X)

−
∫

D
u.∇u∞u.

¨ � � � · ©
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�L� �j���1�-�$� � � �¡�`���b� � ��� �
�1�8� � � ���¯¥ ¨ � �$# � © � ªh� �V� «j�M�

d

dt

∫

D

∫
�

d

ψ ln

(
ψ

ψ∞

)
= −1

2

∫

D

∫
�

d

|∇ψ|2
ψ

−
∫

D

∫
�

d

∇(lnψ∞).∇uXψ

+

∫

D

∫
�

d

1

2
(∆Π + ∇(lnψ∞).∇Π − ∆(lnψ∞))ψ −

∫

D

∫
�

d

u.∇ 
 (lnψ∞)ψ,

= −1

2

∫

D

∫
�

d

|∇ lnψ|2ψ −
∫

D

∫
�

d

∇(lnψ∞)∇uXψ

+

∫

D

∫
�

d

(
−1

2
|∇(lnψ∞)|2 − ∆(lnψ∞)

)
ψ −

∫

D

∫
�

d

u.∇ 
 (lnψ∞)ψ,

= −1

2

∫

D

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

−
∫

D

∫
�

d

∇(lnψ∞)∇uXψ −
∫

D

∫
�

d

u.∇ 
 (lnψ∞)ψ.

» � � � �1�g� � � � ªh�m�`¦ �l�`� � ��� �!�g��� �Z�:ª � � � ���8� � � ���¯¥ �j� �L� �!� � �1�
�1��� �D�`¥ F �

dF

dt
= −

∫

D
|∇u|2 − 1

2

∫

D

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ � ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

−
∫
�

d

u.∇u∞u −
∫

D

∫
�

d

u.∇ 
 (lnψ∞)ψ

−
∫

D

∫
�

d

∇ � (lnψ∞).∇uXψ −
∫

D

∫
�

d

∇u(x, t)X.∇Π(X)ψ

= −
∫

D
|∇u|2 − 1

2

∫

D

∫
�

d

ψ

∣∣∣∣∇ � ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

−
∫

D
u.∇u∞u −

∫

D

∫
�

d

u.∇ 
 (lnψ∞)ψ

−
∫

D

∫
�

d

(∇ � (lnψ∞) + ∇Π(X)) .∇uXψ +

∫

D

∫
�

d

∇Π(X).∇u(x, t)Xψ∞

¿µ� �L� ���>�`¦ �l�`� �º�g�j� � �D� ��� �����¡��� �l�`��¥º� � � �¡� � �j� �V�`� ��� � � �L� � �<� �D� u∞ = 0 � �j� �l�b� 5���1� � �X¨ � � ¶>@ ©��
� � ªh� � � � ��� � �j� � � � � � �`� ��� � � ��«j� �1��� �j� �

−
∫

u.∇u∞u −
∫ ∫

u.∇ 
 (lnψ∞)ψ,
¨ � � ��#j©

� �`��� � � � � � ��«`����« � � � ln(ψ∞) � ��� Π
�

−
∫ ∫

(∇ � (lnψ∞) + ∇Π(X)) .∇uXψ = −
∫ ∫

∇ �

(
ln

(
ψ∞

exp(−Π)

))
.∇uXψ,

¨ � � � ¶ ©
� � ���§�`��� � � � � � ��«`����« � � � τ∞

�
∫ ∫

∇Π(X).∇u(x, t)Xψ∞ =

∫
τ∞ : ∇u.

¨ � � �+�8©

0�0 �
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 ��� � �10 � 9 1o?�:\J " ?�:F=�8! �J�BM=
A�OHJ 1n?�Q�Q>?f�[8�:�;�1XBMJ4J$J�:\J�Bc;-$�L F (t) = E(t)+λH(t)
l{� OHJ�BMJ

λ > 0
l�A�OHJ�A&J�BX� !K+�(amT'�/ 6 J " ?��0J4=8L

∫ ∫
∇ �

(
ln

(
(ψ∞)λ

C exp(−Π)

))
.∇uXψ,

� OHJ�BMJ
λ
79:+ 

C
79B4J�A+� ? " ?�:F=�AG79:HA`=¬� O�8 " O " 79: 6 J 79B 6 8�AcBf79BX8�Q%$ " OH?@=@J�:+(

�$� �L�Z� � �����b�º� � u∞
� � �®� �j�¡� � �1�����`��� � �:ª ¨

u∞(x) = κx
© �t�L� ��� ψ∞

���?��� ��� �
��� � �1���²�`�§� �V�`� � � �L� ���V�f�I��� �¬�L� � �j��� � � � � � �¾¨ � ��� #j© � ��� �L� � � � � � ¨ � � �+�8©h« � � � � � �

¿µ� �V� «`�¡��� � ¦��1��� � ¦��Z� � �"���L� ��� ���L�¡��� ��� � �b� ��� � �"��� �L� «j� ��� � � �j��«j� �L� �1� � ���`� ��� �
�D���Z� �L� �j� � � ��� �$� �l�f��� �`� �`�D¥ � �l�b� �`� �§� � ���:«j� �����L� �$� �b�1�t���V�b�h��� � � �$� � � � � � � ! �j¦S���Z�3« �Z� ��� 5
�D����� � ���s� ���1�8� � � ���¯¥ �g� � ψ∞

� � ����� � �<� �D�
�����1�>��� � �L���1� � �L���`���j��� �g� � ª �`� �_�

� ��� � 0 � �#� " �3� � %(' � � �#������� %��
¿µ�sªh�j����� � � °b� � � � � � �g� � � ��� �!� � �¡� � �j� � � ���b��� �j� � � �L� �!� � � �1�
� � �<� �D�
�b� �L� �!� � � �`�

� �:ª �o� ���¹�g� � ��� ��� � � ���Z� �s¦S�j����� �b�D¥�� �j��� ����� �j��� �
u(t, 0) = 0 � u(t, 1) = V

¨vª ���Z�l�
� � �L� ��� � �j����� � � a0(t) = 0 � ��� a1(t) = V � �®�L� �1��� �j� � ���j©3�T» � � � � �b� � ��� � � � ���b��� �j� �`��¥
� �l�b� � � � ��� �1�

u∞(y) = V y

� ��� �L� � � �1�g� � � � ªx�!� � � � �3� ψ∞
��� �x� �½��� � �1���£�j� y �?» � �s�g��� �1�L� �j� ψ∞

� ����� F ����� � � ��� �
�D���Z� �L� �j���b�N�

−∂X (V Y ψ∞) − div X,Y

(
−1

2
ψ∞∇Π

)
+

1

2
∆X,Y ψ∞ = 0

¨ � ��� @ ©

�>� ����� � ���V�b���L� � � �j� � ��� (u∞, ψ∞) � � �L� ��� � �D���Z� �L� �j�¡�`� ��� � � �j� � �Z�1� ��� �j¦��Z�1� � � � � � � ��� �� ��� �1�L� τ∞
���?���o��� � ��� � �1���§�`�§� �V�`� �b�EV��������ª � � �m�L� � � �j� � � ���b��� �j���I�`� ��� � � � � ���V�`���b�j���`���_� ªx�¬�j¦ �l�`� � �

dF

dt
= −

∫

D
|∂yu|2 −

1

2

∫

D

∫
�

2

ψ

∣∣∣∣∇ � ln

(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

−
∫

D

∫
�

2

(∂X(ln(ψ∞)) + ∂XΠ(X, Y )) (∂yu)Y ψ.

� ��� � � ��� � �V�`�D�L�Z� ��� �`�½� ���j�¡� �L�D¥j� ¦S� �L� � � � �¡� � �´¨ � �����j©G« � � � � ��� ��� �L�¾���?��� ��� �
� � � � ¨ � ��� �8©p� � � � � τ∞

���?���t��� � ��� � �1��� �j� y �j» � � � �1�g� � � � �j��� ¥G�L� � � � � � ¨ � ��� ¶ © � ��� �`� ��� �
ª �����l�½�<� �m¦��s¨+¦ ¥m�l�V� � �j� � �$�L� �h� � ���h����� �L�`¥
� � E(t)+λH(t)

© � �3ª �L���D� �1� � � ��� �h�g��������ª � � �
�g� � � ¨+�D��� �o��� �`� °�� � ©��

∫

D

∫
�

2

∂X

(
ln

(
(ψ∞)λ

C exp(−Π)

))
∂yuY ψ,

ª � � � � λ � ��� C �`� � � ªx� �`� ¦ �����L�`�L� � ¥N� �`��� ��� � � ���

0�0
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 ��� � �10 � 9 :0A`OHJ " 7�=@J$?&1 ��?@?H� J*79:  9R�� 6@6 J�Q�Qa=�!c=@J4J�
 J " AC8G?�:]+�(>dW/@l A�OHJ Jf��DEQS8 " 8�A[Jf��DEBMJ4= g=�8G?�: ?&1
ψ∞

L

ψ∞(X, Y ) ∝ exp

(
− 1

2(1 + V 2)

(
(1 + 2V 2)Y 2 − 2V XY +X2

))

" 79: 6 J�R =@J. �l�� O�8 " OoDEBM?��@8! �J4=�79:U79QSAKJ�BX:E79Ac8��9J DEBM?@?&1�?&1 " ?�:H�9J�Bc;�J�: " J�A&?$A`OF79A ?&1�
 J " AC8G?�:N+�(>d&(� ?�Ac8 " J�A�OF79A�l " ?�:HAcBf79B'$NAK?^A�OHJ " 7�=@J,?&1$OH?��0?*;�J�:\J4?�R = 6 ?�R�:+ 79B'$ " ?�:+ 98�AC8G?�:F=4l ψ∞
 �?@J4= :\?�A

=W79AC8>=`1'$NA�OHJI �J�AG798�Q>J. 6 79QP79: " J 8�: A�OHJ =@J�:F=@J A�OF79A
ψ∞

8>= =@?�QSRYAC8G?�: ?&1 L

−div �

(
(∇ 
 u∞(x).X − 1

2
∇Π(X))ψ∞(x,X) − 1

2
∇ � ψ∞(x,X)

)
= 0

6 R�A :\?�A
?&1 L

(∇ 
 u∞(x).X − 1

2
∇Π(X))ψ∞(x,X) − 1

2
∇ � ψ∞(x,X) = 0.

� ��� ��� 
+���#��� �! � � %�� � ' *  #" � ��%( #�
�s��� ��� � � �Z�L� � �1��� �L� � � � � ��� �1�L� � �j� � � ���b��� �j���!ª ���L� � �L� � � ��� �L� � ��¥ �g��� �3��� �`��� �L�V� �

x ln(x)
� �§� � � ��� � ��� �D� � ¥j� ��� � h : R → R∗

+

¦�� � C2 �g��� �1�L� �j� � �L� �l�¡�L�V�b� h(1) = 0
¨g�L��� 
 � � ©3�

» � �1�L� �`� � �¯¥?�����<� �{� � � � � �����I�`�p��� ��� � ��¥ �g��� �3��� �j���8�
� h(x) = x ln(x) − (x− 1)
� h(x) = xp − 1 − p(x− 1)

ª ����� 1 < p ≤ 2¿µ� � � � � � �j��� � ��� �>�L� �m� � �¡�m� ��� � �b��� �j� � � � � �L� � ��� �1« � �j��� ���`���`�`���`��� ¨ � � � � �`� � �:ª
ª ����� u∞ 6= 0

© � ¦�� �o��� �!�g��� �Z�:ª � � �G� �j� � � ���b��� �j��� ��� �§¦S� � ����� ��� � � � � � � � � ¥�� �1�j�¡� ����¥ �
¿µ�¬�D� � �

E(t) =
1

2

∫

D
|u|2(y, t) dy ¨ � ��� H ©

H(t) =

∫

D

∫
�

2

h

(
ψ(t, y,X)

ψ∞(X)

)
ψ∞(X) dy dX

¨ � ��� �j©

F (t) = E(t) +H(t)
¨ � � � � ©

ª � � � � ψ∞
� � � ����� � �1��� � � � �`� y � ��� � �s��� F ���1� � � � �D���Z� ��� �`�Á�`�s¨ � ��� @ ©)� � � � ¦��:«j� � ªx�

�V� «`�F�
dE

dt
= −

∫

D
|∂yu|2 −

∫

D

∫
�

2

Y (∂XΠ)ψ (∂yu)
¨ � � � � ©

�>� � � �>� � � � �`���b�L� �j����¦ ¥!�V�`���<�1�L� �e���8� �f��� �`� ¨ � � ¶ �j© � ��� �L� ��� �`�3�_���V�f� ∂Xψ = ψ∞∂X

(
ψ
ψ∞

)
+

ψ∂X(lnψ∞) � ªx�¬�j¦ ���`� � � � � � � �D�j��� � ��� � �j��� � �`� � � �l�b�L� �j�����

dH

dt
= −1

2

∫

D

∫
�

2

∣∣∣∣∇
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

h′′
(
ψ

ψ∞

)
ψ∞

−
∫

D

∫
�

2

Y ∂X(lnψ∞)ψ∂yu

(
h′
(
ψ

ψ∞

)
− h

(
ψ

ψ∞

)
ψ∞
ψ

)
.

¨ � � @ %�©

0�0 �



� � � � � 4 ��������	 � ��� � ��� � �A� �"�&
 � �"��	A��� � � �

» � � � �1�g� � � � ªh� ��� «`�F�

dF

dt
= −

∫

D
|∂yu|2 −

1

2

∫

D

∫
�

2

∣∣∣∣∇
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

h′′
(
ψ

ψ∞

)
ψ∞

−
∫

D

∫
�

2

Y ψ∂yu

(
∂XΠ + ∂X(lnψ∞)

(
h′
(
ψ

ψ∞

)
− h

(
ψ

ψ∞

)
ψ∞
ψ

))
.

¨ � � @?· ©
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79:+ 

∂X(lnψ∞) = −∂XΠ
/@l�� J�=@J4JoA`OF79A�7 =�R�� " 8GJ�:HA " ?�:+ 98�Ac8G?�:bAK?N? 6 AG798�:_A�OHJ�J�:\J�BG;-$^J*VWR 79QS8�A!$

8>=LA�OF79A�L
h′(x) − h(x)/x = 1

l�� O�8 " O $�8GJ�Q4 �=
h(x) = x ln(x)

( � OHJ�BMJ`1n?�BMJ4l
8�A�=@J4J�� = A�OF79A
A�OHJ��C7, 7�DEAKJ. 
	$J�:HAcBM?4D+$I1XR�: " Ac8G?�:,1n?�B�A�OHJ " ?�R@DEQ>J. ^=J$ =�AKJ�� 8>=�8�:+ �J4J. 

x ln(x)
( � ?�AC8 " J�A`OF79A?�:\J " 79: ?�:bA`OHJ " ?�:HACB*79B'$,R =@Jo�^79:�$^?�A�OHJ�BM=�J�:HACBM?4D+$h1XR�: " Ac8G?�:F=oAK? =�AcR  -$,A�OHJ " ?�:H�9J�Bc;�J�: " JAK?bJ*VWRY8�QS8 6 BX8�R�� ?&1 A�OHJ � ?H�H� J�B g�� QP79: " �0J*VWRF79Ac8G?�:279Q>?�:\J^!c=@J4J�#edM)e/-(

»�

� ������������������� � �"! @�·$#&% �'�(� �)��*,+-�.����/��0���0���1�2���2��

�435*�����*6/��)�
7835*���� �

−
∫

D

∫
�

2

Y ψ∂yu

(
∂XΠ + ∂X(lnψ∞)

(
h′
(
ψ

ψ∞

)
− h

(
ψ

ψ∞

)
ψ∞
ψ

))

=

∫

D

∫
�

2

Y ψ∂yu

(
−∂XΠ + ∂X

(
h′
(
ψ

ψ∞

)))
.
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&��# 1"�A-%�%10# � U �%*�* �4��-%�%10# 5�$��/¡
�%�4�.���9*01"���PW 5
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69A7D|Q 3oU=3�:

n1 = n
69A7D

n2 = −n
0 :�3XD73�/TA73r6

8;3"Bj3
8;3
A7I"3rI
@9A,/Th/S78=6P:?<>@/A
Ω̂ = Ω̂1 ∪ Ω̂2

u
Ω̂i

On3"<LA7h
Ωi,t=0

uC69A7D�Q)3GI"@/A7U=<>D73
8t6 Fo695757<>A7h
Ât

Q�27<>IK2N69U;U=@_I
<�6W:?3
Uk:?@!6o5n@/<>Ae:
x̂ ∈ Ω̂

6o5q@/<>Av:
x ∈ Ω

0 2-278=@/S4h/27@/S4:
un:=273tFo695757<>A7h ÂtQ�<7*L*sOq3G69U;U=S7FX3
D|:?@ On3XU=FX@�@P:?2|3
A7@/S4h/2�<>A
x̂
u�<>Avp93
8�:?<LO,*L3iQ�<>:?2a6{U=FX@�@9:=2a<>Aep/3
8;U=3Pul69A7D

D7<��~3"8=3"Av:=<�69O,*L3iQ�<>:?2�8=3
U;5n3"I":V:=@
t
0I< @98V6 BjS7A4I":?<>@/A

ψ(·, t) D73G/TA43
D @/A Ω
uxQ)3rD73
A4@9:?3rOem

ψ̂(·, t) :=273GBjS7A4I":?<>@/A�D43G/TA73"D @/A Ω̂
U?6P:=<LU�B+m�<>A7h

ψ̂(x̂, t) = ψ(x, t)
uCQ�<Y:?2

x = Ât(x̂)
0��)m

6}I1*�6PU=U=<>I[69*c69O4S7U=3o@9B A7@P:K6P:=<L@/AfufQ)3oQ�<7*L*sD73"A7@9:=3 ∂ψ
∂t
|x̂
:=273o:=<LFX3XD43
8=<YpP6P:?<Yp/3i@/Aa:=273 ¨�©Dª

Bj8=69Fo3 N
∂ψ

∂t

∣∣∣
x̂
(x, t) =

∂ψ̂

∂t
(x̂, t),

Q�<Y:?2
x̂ = Â−1

t (x).

2-273�D7@/Fo69<>Arp/31*>@�I"<>:RmG<LU-D73�/TA73
D Oem

w(x, t) = ŵ(x̂, t) =
∂Ât

∂t
(x̂),

Q�<Y:?2
x̂ = Â−1

t (x).

� B
ν
<>U :?273EA7@/8;FG6�*n:?@

∂Ω
uT:?273EFo695757<>A7h Ât

<LU-U=S4575n@9U=3
D}:?@iOq3�U;S7IK2 :=2T6P:

w · ν = 0
@/A

∂Ω,
` 	/	/0Y	/	�b

Q�27<>IK2MFX3[69A4U :?2T6P:-:=273ED7@/Fo69<LA
Ω
<LU�/ 2�3"DM<LA

Rd 69A4D

u · n = w · n @/A
Σt,

`�	9	/0>	 � b
Q�27<>IK2MFX3[69A4U :?2T6P:-:=273ED7@/Fo69<LA4U

Ω1,t

69A4D
Ω2,t

Bj@K*L*>@^Q :=273$Bj8=3"3�<>Ae:?3
8�B�69I
3P0+2-2vS7U
u

Bj@/8
x̂ ∈ Ω̂i, x = Ât(x̂) ∈ Ωi,t, i = 1, 2.

` 	/	/0Y	 Oeb

¨ *>:?24@/S7h/2w:?243-D7@/Fo69<LA7U
Ω
69A4D

Ω̂
698=3 <LAwB�69I":�:?273�U?6PFo3-D7@9FG69<>AV@9B

R
d uPQ 3-Q�<L*7*�JP3
3"5GOq@9:?2A7@P:K6P:=<L@/A7U Bj@98 :?273EU?6PJ93�@9B�IG*�698;<>:Rm90

:�3kA7@^Q 8=3"I[69*7* U=@/FX3�U�:K69A4DT698=DoBj@/8=FVS,*�693 Q�27<>IK2GQ�<L*7*TOn3kS7U;3"BjS+*n<LAi:?273�U=3��vS73G* 0*
�:?273"821
Q�<>U=3�3�2�5+*L<>I
<Y:?31*YmGFX3
Ae:=<L@/A73"Dfu 69*7*~:?273ED7<��~3"8=3"Av:=<�69*�@95n3"8?6P:=@/8=U�`

∇
uTD4<>p�u � 0��*2 u�0"0
0 b-Q�<7*L*fOq3:?69J93"A Q�<>:=2{8=3
U;5n3"I":k:?@w:?243�3"S+*L3"8=<L69ArpP698=<L69O+*L3

x
0+:�3E2T6[p/3

∂ψ

∂t

∣∣∣
x̂
(x, t) =

∂ψ̂

∂t
(x̂, t) =

∂ψ

∂t
(x, t) + w · ∇ψ(x, t).

`�	/	/0Y	 Pvb

5�V��



���������
	���
 ��� ������� ������� � ���
��� �"! ��#%$'& � � �($ � � �)&*$ � ��� � ��$

:a3ED73
A7@P:?3�Ovm
Ĵt
:?273 
/69I"@/O7<�6PA}Fo6P:=8=< 2G@9B Ât

u

Ĵt =

[
∂Ât

∂x̂j

]
,

69A4D Oem
Ĵt
<>:=U-D73":=3
8=FX<LA769Ae:[0+2-273"Afu7Q)3�2T6[p93�:=273yªdS,*L3
8 Bj@98=FVS+*L64u

∂Ĵt
∂t

(Â−1
t (x), t) = Ĵt(Â−1

t (x), t)
D7<Yp

w(x, t).
` 	/	/0Y	 R/b

�kU=<LA4hX:=27<LU-8;31*�6W:?<L@9AGQ 3�h/3�:�<>A!5T698�:?<LI"S+*�6P8
u

d

dt

∫

Ω

ψ(x, t) dx =
d

dt

∫

Ω̂

ψ̂(x̂, t) Ĵt dx̂

=

∫

Ω̂

∂

∂t
(ψ̂(x̂, t)Ĵt) dx̂

=

∫

Ω̂

(
∂ψ̂

∂t
(x̂, t) Ĵt + ψ̂(x̂, t)Ĵt

D7<Yp
w

)
dx̂

69A4D}:=2_S4U
d

dt

∫

Ω

ψ(x, t) dx =

∫

Ω

∂ψ

∂t

∣∣∣
x̂
dx +

∫

Ω

ψ(x, t)
D4<>p

w dx
` 	/	/0Y	 Teb

:�3!A4@�Q&578=@95n@/U;3}6NQ)3[6PJ�Bj@/8=FtS+*�6P:=<L@/Aa@9B�3��vST6P:=<L@/A7U}` 	/	/0Y	�b 1 `�	/	90 R/b 0I2-243}Bj@K*7*L@^Q�<LA4h
BjS7A4I":?<>@/AT69*~U=5T69I"3
U�Q�<L*7*fOn3$A43
3
D43
D N

H
1
0(Ω) = {v ∈ (H1(Ω))d, v = 0

@/A
∂Ω},

H
1
n(Ω) = {C ∈ (H1(Ω))d,C · n = 0

@9A
∂Ω},

69A4D
L2

0(Ω)
u7:?243�U;5T69I"3�@PB

L2(Ω)
BjS7A4I":?<>@/A7U-Q�27@/U;3E<LAe:?3"h/8?69*~@�p93
8

Ω
pP69A7<>U=273"U
0+:a3ED73G/TA43

V = L2(0, T ; H1
0(Ω)), W = L2(0, T ; H1

n(Ω)), M = L2(0, T ;L2
0(Ω))

:�3$Q�<7*L*~D43
A7@9:=3EOvm
(·, ·) :=273 (L2(Ω))d

U;I[69*L698-578=@_D7S7I�:

(u, v) =

∫

Ω

u · v dx,

69A4D}Q)3�<>Ae:?8=@_D7S7I"3g:?273$Bj@K*7*L@^Q�<LA4hVO7<L*><LA73
698 6PA7D}:=8=<7*L<LA43[698cBj@/8=FXU N

a1(v1, v2) =

∫

Ω

2ηε(v1) · ε(v2) dx,

a2(C1,C2) =

∫

Ω

(
1

µσ
� 0��*2 C1 · �

0D�'2
C2 + α

D7<Yp
C1

D4<>p
C2

)
dx,

5�V�V



������������� < ��� $*����� ��� �	� � � �P����� � ��� �	� ��� � ��
 � � � 
§�C�¢! ��� � �

α
Oq3
<LA4hi6Xh/<Yp/3"A}5q@/U;<>:?<Yp/3$I"@/A7U;:?69Ae:[u

b(v, q) =

∫

Ω

q
D4<>p

v dx,

c(v1, v2, v3) =

∫

Ω

v1 · ∇v2 · v3 dx,

c � (v1, v2, v3) =

∫

Ω

ρ (v1 − w) · ∇v2 · v3 dx,

d(v1, v2, v3) =

∫

Ω

v2 · v3

D7<>p
v1 dx,

l(v,C1,C2) =

∫

Ω

v × C1 · �
0D�*2

C2 dx.

:a3E<LAe:?8;@�D7S4I
3$:?273$:=3
U;:�BjS7A4I":?<>@/A{U=5T6PI
3
Uk@/A{:?273$8;3"Bj3"8=3
A4I
3tD4@/FG6P<LA

V̂ = H
1
0(Ω̂), Ŵ = H

1
n(Ω̂), M̂ = L2

0(Ω̂).

gA{:?273EI
S48=8=3"Ae:�D7@9FG69<>Afuv:?273$:?3"U;:kBjS7A7I�:?<L@9A}U;5T69I"3
U�698=3$D73�/TA73"DMOem

V0 = {v : Ω × [0, T ] → R
d, v(x, t) = v̂(Â−1

t (x)), v̂ ∈ V̂ },

W0 = {C : Ω × [0, T ] → R
d, C(x, t) = Ĉ(Â−1

t (x)), Ĉ ∈ Ŵ},
M0 = {q : Ω × [0, T ] → R, q(x, t) = q̂(Â−1

t (x)), q̂ ∈ M̂}.
� :o<LUwQ)@/8;:=2 A7@9:=<LI"<LA7hN:?276P:o:=273{:?3
U�:oBjS4A7I":=<L@/A7UXD7@|A7@9:oD73
5q3
A4D @/A

t
@/A :?273}8=3�Bj3
8=3"A7I
3

Bj8=69Fo3 Q�243
8=3
69U):=273"miD4@�@9AX:=273�I
S78;8=3
Ae:)@/A73P0*3}@/8=3�578;3
I
<>U=3G*>m/ueD43
A7@9:=<LA7hEOem
(vi)i=1,..,d

:?273
I"@/Fo5q@/A73"Ae:?U�@9B

v ∈ V0

u4Q)3�2T6[p93

∂vi
∂t

∣∣∣
x̂

=
∂vi
∂t

+ w · ∇vi = 0.
` 	/	/0Y	 U/b


�BcI
@/S48=U=3Pu~U;<LFX<L*�6P8-8=31*L6P:?<>@/A7Uk27@K*>DMBj@/8�:=273tBjS7A4I":?<>@/A7U�@9B
W0

6PA7D
M0

0 :�3VA4@�Q h/<Yp/3�:?273
Bj@/8;FVS+*L6P:?<>@/AG:?276P:-Q�<L*7*fOn3$S4U=3
D <LA!:?243�AvS7FX3
8;<LI
69*fU=<>FVS+*L6P:?<>@/A7U
0
� 
[�������	� :J5��*.10324��	��4576 � ��S7575q@/U;3G:?2T6W:t:?243rD7@/Fo69<LAa<LU�Fo@^p_<LA7hM69UVD73"U=I"8=<LOq3
D

69Oq@^p/3�`�<>A 5T6P8;:?<>I
S+*L698V8;31*�6W:?<L@9A7U}`�	/	90>	/	^bV69A7D�`�	/	/0Y	 � bw698;3{U?6P:=<LUM/73
D b 0�:a3{I
@/FX57S4:=3!:?273
D73"A7U=<Y:Rm

ρ
U;<LFX5+*>moOem

ρ(x, t) = ρ0(x̂) = ρi
Bj@/8

x ∈ Ωi,t
`�	9	/0>	 �eb

69A4DoQ)3 *>@�@/J�Bj@/8
(u,B, p)

<>A
V ×W ×M U;S7IK2G:=2T6P:[u/Bj@98)6�*L*

(v,C, q)
<LA
V0×W0 ×M0 N

d

dt
(ρu, v) + a1(u, v) + c � (u,u, v) − d(w, ρu, v)

+b(v, p) +
1

µ
l(v,B,B) = (ρf , v),

`�	/	/0Y	��eb

b(u, q) = 0,
`�	/	/0 � �eb

d

dt
(B,C) + a2(B,C) − c(w,B,C) − d(w,B,C) = l(u,B,C).

` 	/	/0 � 	�b

5�V�




���������
	���
 ��� ������� ������� � ���
��� �"! ��#%$'& � � �($ � � �)&*$ � ��� � ��$

� ��57��578H�
	��4576 � ( � ) "�¡�� �����e�����	�
�����e����� $ )
� ����� +#' ' � ¡��4�3$��#+#'�¡���" " � "���¡ £ ¡ +	���g\�� � �����
� ��'��#"%$&���������e�������	�
�����e��� ���9�

� ��5�5�: � ©�3":
(ρ,u,B, p)

On3$6VU;@K*LS�:?<L@9AG:?@}` 	/	/0Y	�b"! `�	/	/0SR/b 0%ª$#vST6P:=<L@/A|` 	/	/0Y	�b)IG*L3[6P8 *>mim_<L3G*LD7U
` 	/	/0Y	��eb�0*¨�UlBj@98x:?243-Fo@/FX3
Ae:=S7F 3%#vST6P:=<L@/A}` 	/	/0Y	��eb�u�S7U;<LA7hgBj@98=FVS+*L6V` 	/	/0Y	 Pvb�u�Q)3-2T6[p/3 Bj8=@9F
` 	/	/0 � b

ρδtu|x̂ + ρ(u − w) · ∇u = g,
Q�<Y:?2

g = ρf − ∇p +
D7<Yp

(2ηε(u)) + 1
µ
� 0��*2 B × B

0 :a3GFtS+*>:=<L5+*YmH:?27<>U�3�#vST6P:?<>@/A Oem
v ∈ V0

69A7D{Q)3�<>Ae:?3
h98?6P:=3�@9A
Ω N

∫

Ω

ρ
∂u

∂t

∣∣∣
x̂
· v dx+

∫

Ω

ρ(u − w) · ∇u · v dx =

∫

Ω

g · v dx.

�kU=<LA4hH` 	/	/0Y	 Teb�uf`�	/	90>	 U9b 69A7Da`�	/	90>	��/b�u4Q)3�I
69A!Q�8=<Y:?3$:?273 /T8;U;:�:?3"8=F�6PU Bj@K*L*>@�Q�U
∫

Ω

ρ
∂u

∂t

∣∣∣
x̂
· v dx =

∫

Ω

∂

∂t

∣∣∣
x̂
(ρu · v) dx =

d

dt

∫

Ω

ρu · v dx−
∫

Ω

ρu · v D7<>p w dx.

2-2vS7Uk:?273EFX@/Fo3"Ae:?S7F 3%#vST6P:=<L@/A{8=3
69D7U

d

dt

∫

Ω

ρu · v dx+

∫

Ω

ρ(u − w) · ∇u · v dx−
∫

Ω

ρu · v D4<>p w dx =

∫

Ω

g · v dx.
2-273"AfudI1*L69U=U;<LI[6�* <LAe:?3"h/8?6W:?<L@9A Ovm 57698;:=UX@9A :=273{8=<>h/2e:&!R2769A7D U=<>D73{@9B�:=27<LUw3�#vST6P:?<>@/A h/<>p93
U
` 	/	/0Y	��eb�0
¨�AT6�*L@/h/@9S7UlI
@9Fo57S�:K6P:=<L@/A7Uxh/<>p93 :?273.*>3"B+:'!R2T69A4DVU=<>D73-@9Bq3%#vST6P:=<L@/A ` 	/	/0 � 	�bx6PA7Di<>:?U�8=<Lh92v:'!

2T6PA7D U;<LD73E<>U�6iU�:?8=69<Lh/2e:;Bj@/8;Q 698=D{I"@/A7U=3�#vS73
A7I"3V@9BC:?273$Bj@/8;FVS+*L6
∫

Ω

� 0D�*2 B · C dx =

∫

Ω

B · � 0D�*2 C dx+

∫

∂Ω

n × B · C dx.

69A4D}:=273EOn@/S4A7DT698�m!I
@/A4D7<>:=<L@/A|` 	/	/0SU/b�0
2 @/Aep/3"8=U=3G*>m9unU;S7575q@/U=3E:?2T6W:

(ρ,u,B, p)
<>Uk6iU;@K*LS�:?<L@9A{:=@w:?273$Q)3[69J¯¨�©Dª Bj@98=FVS+*L6P:?<>@/A

` 	/	/0Y	��eb"! `�	/	90 � 	^b�0#: <Y:?2a`�	9	/0>	 �eb�u�<>:�<LU-IG*L3
698 :?2T6W:

∂ρ

∂t

∣∣∣
x̂

= 0.
` 	/	/0 �K� b

3 @98=3
@^p93
8
uqS7U;<LA7h `�	9	/0>	 � b�u

(u − w) · ∇ρ = δρn · (u − w)|Σt = 0.

2-273"8=3�Bj@/8=3Pu Q�<Y:?2a`�	9	/0>	1Pvb�u

δtρ+
D4<>p

(ρu) = δtρ + u · ∇ρ = δtρ|x̂ + (u − w) · ∇ρ = 0,

Q�27<>IK2o548=@^p/3"Ug`�6P:�*L3
69U;:sBj@/8;FG6�*L*>m4bf:?2T6W:�`�	/	/0Y	�b�27@9*LD7U"0K2-273�U?69FX3-Fo69A7<L54S+*�6P:=<L@/A4U�69Uc69Oq@^p/3
U;27@^Q :=2T6P:$`�	/	/0 � bd69A7D
` 	/	/0QPvbs27@K*LD~u469A4DG:?273�I
@/Ae:=<LAvS7<>:RmX8;31*�6W:?<L@9AH` 	/	/0=Oebd<>U 6�I1*L3
698cI
@/A7U;3�!
#vS73"A7I
3�@9B-` 	/	/0 � �eb 0

5�V)(



� ����������� � � ! � � & �f$�� ��� ��� � �4�

:�3$A4@�Q :?S48=A!:?@w8;31*�6W:?<L@9A
`�	/	90 R/b 0�©�3":
φ̂ ∈ H2(Ω̂)

u4Q�<Y:?2 ∂φ
∂ � = 0

@/A
∂Ω

062x69Jv<LA4h
∇φ69Uk6w:?3"U;:�BjS7A7I�:?<L@9A}<>A|`�	/	90 � 	^b�u7S7U;<LA7h ` 	/	/0Y	 Pvb 69A7Da` 	/	/0Y	 Teb�u4Q)3�@9O4:K69<>A

∫

Ω

δtB · ∇φ dx+ α

∫

Ω

D7<>p
(∇φ)

D7<>p
B = 0.

�kU=<LA4h ∂φ
∂ � = 0

69A7D
B · n = 0

@/A
∂Ω

u :=27<LU-h9<>p/3"U
∫

Ω

(δt
D7<Yp

B − α4 (
D7<Yp

B))φ dx = −α
∫

∂Ω

∂(
D7<Yp

B)

∂n
φ dσ.

2-2vS7U
{
δt
D7<Yp

B − α4 (
D4<>p

B) = 0
<LA

Ω,
∂(
D7<>p

B)

∂n
= 0

@9A
∂Ω,

�kU=<LA4hoD7<Yp
B0 = 0

u�:?27<>U-<LFX5+*L<>3
U$` 	/	/0SR/b�0 ♦

���9«�� � �"%��5�x��	����-� 	���
 �

2-273Mh9@e69*-@9B�:?27<>UoU;3
I":=<L@/A <LUw:?@a578=3"U=3"Av:o:?273 U=5T6PI
3H6PA7D :=<LFX3!D7<LU;I
8=3�:?< �[6P:=<L@/A7Uw:=2T6P:
698;3VS7U;3
DH:?@GU=@K*Yp/3t:=273VU;m_U�:?3
F `�	/	90>	��/b"!�` 	/	/0 � 	�b 0�< @98k:=27<LU�57S78=5q@/U;39unQ)3w<LAe:=8=@_D7S7I
3t6GA73�Q
:=8=<L*><LA73
698)Bj@98=F

c̃ �
Q�24<LIK2}<LU�6wU *><Lh/2e:�FX@�D7< /TI[6W:?<L@9Ar@9B

c � N

c̃ � (v1, v2, v3) = c � (v1, v2, v3) +
1

2

∫

Ω

ρ
D7<Yp

v1 v2 · v3 dx

+
δρ

2

∫

Σt

(v1 − w) · n v2 · v3 dσ
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Vh ⊂ (H1
0(Ω))d, Wh ⊂ (H1

n(Ω))d, Mh ⊂ L2
0(Ω).
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b(vh, q)

‖vh‖ � 1‖q‖L2

≥ β > 0.
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



1

δt
(ρun+1, v)n+1 + an+1

1 (un+1, v) + c̃n+1� n (un,un+1, v)

−dn+1(wn, ρun+1, v) + bn+1(v, pn+1) +
1

µ
ln+1(v,Bn,Bn+1) = (ρfn+1, v)n+1

+
1

δt
(ρun, v)n,

bn+1(un+1, q) = 0,
1

δt
(Bn+1,C)n+1 + an+1

2 (Bn+1,C) − cn+1(wn,Bn+1,C)

−dn+1(wn,Bn+1,C) − ln+1(un+1,Bn,C) =
1

δt
(Bn,C)n.
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(ρun+1, v)n+1 =

∫

Ωn+1

ρun+1 · v dx =
∑

i=1,2

ρi

∫

Ωn+1
i

un+1 · v dx,
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(ρun, v)n =

∫

Ωn

ρun · v dx =
∑

i=1,2

ρi

∫

Ωn
i

un · v dy,

an+1
1 (un+1, v) =

∫

Ωn+1

2 η ε(un+1) · ε(v) dx =
∑

i=1,2

2 ηi

∫

Ωn+1
i

ε(un+1) · ε(v) dx,

c̃n+1� n (un,un+1, v) =
∑

i=1,2

ρi

∫

Ωn+1
i

[
(un − wn) · ∇un+1 · v +

1

2

D7<>p
unun+1 · v

]
dx

+
δρ

2

∫

Σn+1

(un − wn) · nun+1 · v dσ.
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∫

Ωn+1
i

ψ(x) dx−
∫

Ωn
i

ψ ◦ An,n+1(y) dy = δt

∫

Ωn
i

ψ ◦ An,n+1(y)
¤#$��

yw
n dy
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= δt

∫

Ωn+1
i

ψ(x)
¤#$��

xw
n ◦ A−1

n,n+1(x) dx.
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ψ(x) dx =
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ψ ◦ An,n+1(y)Jn,n+1 dy.
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