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Notations

= Espaces et opérations de base sur les tenseurs
R’ : espace euclidien a 3 dimensions
R g : référentiel global
R, R, Ro: référentiels tournants par rapport a R g
{G} : base globale dans ® g
{e} : une base tournée dans ®
Vs : variété différentiable riemannienne « solide déformable »
T,,V; : espace vectoriel tangent a V3 en M

T*,,V, : espace vectoriel cotangent a V3 en M

® : produit tensoriel
: : double contraction
- : simple contraction
A : produit vectoriel

) :% : dérivée temporelle classique

8) =& : symbole de Kronecker

&, : composantes du tenseur de permutation de Levi-Civita
: identité d’ordre 2

: identité d’ordre 4

lag MHi— ih—

: tenseur métrique fondamental

: tenseur métrique conjugué

loa,

= Représentation des tenseurs
: tenseur d’ordre 1 (ou vecteur) quelconque

: tenseur d’ordre 2 quelconque
: tenseur d’ordre 2 quelconque

: tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit ou tenseur d’ordre 2 quelconque (selon
c1rconstance)
: transposée d’un tenseur A

®B} : base tensorielle « mixte » formée des vecteurs o, et Ej

D> o > 510 ||UU IID> 1e

;0 ®B, : projection d’un tenseur A dans la base {a®B}

[ } (w0} ( ij) : représentation matricielle d’un tenseur A dans la base {a ® B}

G®e } base mixte employée pour projeter de nombreux tenseurs dans ce mémoire

=  Vecteurs de bases
G, : base globale

0 . . PP
¢. :orientation initiale

1



e, : une base tournée (chapitre 3) ou base de Green-Naghdi (chapitre 4)
K, : axes constitutifs

g : base covariante

gj : base contravariante

g base matérielle OND (MCEO-F du chapitre 4) ou base covariante normée (MCEA-F
du chapitre 5)

gni : base contravariante duale de la base covariante normée

i . r
g" : base contravariante normée

g" :base covariante duale de la base contravariante normée
_1

= Tenseurs utilisés
7»( g, i) : ¢longation dans la direction &,

: application placement
: champ de déplacement
: champ de vitesse

: tenseur gradient de la transformation

Tl 1< Is e

: transformation normée des segments

-T . ,

: transformation normée des normales
: gradient eulérien des vitesses
: tenseur taux de déformation

: spin de la matiere

10 = 1o I | |

: spin de Green-Naghdi
: tenseur de déformation
: tenseur d’¢élongation pure a droite
: tenseur de rotation pure
: tenseur des contraintes de Cauchy
: tenseur d’orientation initiale

: tenseur de correction d’incrément de déformation

IR = O lla ||= ||c ™

: tenseur de correction des contraintes de Cauchy

= Rotations
: tenseur de rotation matérielle
: tenseur de rotation d’ordre 2 quelconque (prononcer Alef, premiére lettre de 1’alphabet

hébreu)
: tenseur de rotation d’ordre 2 quelconque (si R est déja utilis¢)

Iz >

v e

( Q) : micro-rotation de vecteur rotation 0

: tenseur de rotation d’ordre 4

g



R, : référentiel tourné par N

S, spin du référentiel tourné par N par rapport au référentiel global

* Incréments
AN : incrément de rotation entre les instants t et t+ At

N . . At
AN : incrément de rotation entre les instants t+— et t+At

A™ A :incrément tensoriel de A par rapport au référentiel tourné par X

AF, : incrément tensoriel de la transformation normée des segments entre les instants t et

t+ At

* Objectivité

X : vecteur position des points du solide déformable a I’instant initial
X : vecteur position des points du solide déformable a I’instant t
T(t) : translation

: segment matériel initial
: segment matériel actuel

: normale initiale a un élément de surface infinitésimal initial

: normale actuelle a un élément de surface infinitésimal actuel

> 1= |z = I

v . tenseur A d’ordre n entrainé dans le mouvement de corps rigide de rotation X

: tenseur a d’ordre 1 transformé par I’affinité¢ F

[
—
e s}

>

—
eS|

: tenseur A d’ordre 2 transformé par 1’affinité F

: tenseur A d’ordre n observé depuis le référentiel ®

= Transports
rot( ) : rotationnel pour les tenseurs d’ordre 1

T () : transport rotationnel (par X ) d’ordre 1

T, () : transport rotationnel (par X ) d’ordre 2

.( ) : transport rotationnel (par ) d’ordre 4

T ( ) : transport matériel 2 fois contravariant

T.( ) : transport matériel 2 fois covariant

!
o
N—"

: transport affine normé pour les segments 2 fois covariant

T ( ) : transport affine normé pour les segments dual 2 fois contravariant




-t

oo
n

" () : transport affine du MCEA-F dual

N—

: transport affine du MCEA-F naturel modifié

—

» Opérateurs de dérivation et d’intégration

L( ) : opérateur de dérivation temporelle objectif

L ( ) : dérivee (de Lie) rotationnelle definie par N pour les tenseurs d’ordre 2
L, ( ) : dérivée de Jaumann

L, () : dérivée de Green-Naghdi

L ) : dérivée de Lie 2 fois contravariante

.

oo
n

L., ( ) : dérivée de Lie normée pour les segments 2 fois contravariante

—~~

: dérivée de Lie 2 fois covariante

g

N—"

g

: dérivée de Lie normée pour les segments 2 fois contravariante

—

L () : dérivée de Lie 2 fois contravariante du MCEA-F naturel modifié

L', () : dérivée de Lie 2 fois contravariante du MCEA-F dual

= Comportement
: tenseur d’ordre 4 quelconque ou de comportement (selon la circonstance)

!

jiu - composantes du tenseur de comportement dans la base tensorielle actuelle

(=}

Cya : composantes du tenseur de comportement dans la base tensorielle initiale
E. : modules d’Young
Gj;; : modules de cisaillement

v;; : coefficients de Poisson majeurs ou mineurs

= Sigles
MGT : mécanique des grandes transformations
Base OND : base orthonormée directe
MCO : milieu continu orthotrope
MCEO-F : milieu continu équivalent orthotrope fibreux
MCEO-GN : milieu continu équivalent orthotrope de Green-Naghdi
MCEA-F : milieu continu équivalent anisotrope fibreux
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Introduction

0.1 Cadre général

Cette recherche s’inscrit dans le prolongement des travaux menés au Laboratoire de
Meécanique des Systémes et des Procédés (ENSAM-Polytech’Orléans) sur les matériaux
composites. L’objectif principal est de modéliser le comportement spécifique des renforts
fibreux de type textile technique (tricotés, mais aussi tissé€s ou tressés) afin d’établir des
modeles globaux de comportement et des outils de simulation dans le domaine des grandes
transformations. Les modes de déformations des textiles techniques sont trés différents de
ceux des milieux continus (classiquement, les métaux) et sont surtout liés au procédé de
fabrication qui produit une structure hétérogene et anisotrope. La difficulté est alors de
traduire ces spécificités sur un milieu continu équivalent, ce que nous proposons en
formulant deux théories : celle du Milieu Continu Equivalent Orthotrope Fibreux et celle
du Milieu Continu Equivalent Anisotrope Fibreux, généralisant la précédente. Ces deux
modeles sont implémentés et testés numériquement dans le logiciel industriel de calcul
non-linéaire Abaqus/Explicit. Au final, ce travail s’est concrétisé par la réalisation de deux
routines utilisateurs spécifiques pour simuler :

= La caractérisation de cellules élémentaires représentatives avec des éléments 3D.
= Lamise en forme de textiles 2D avec des membranes.

0.2 Plan du manuscrit

Ce manuscrit s’articule en cinq chapitres qui retrace linéairement le cheminement
de notre recherche'. En voici I’architecture :

o Le premier chapitre introduit la problématique de la modélisation des textiles
techniques. Nous définissons tout d’abord cette catégorie particuliére de structures, puis
nous soulignons leur importance par leurs utilisations dans la fabrication par mise en forme
de pieces composites. Notre travail étant plus focalisé sur les renforts de type tricot, les
spécificités de ces derniers sont alors mises en évidence et des applications sont montrées.
Ces spécificités devant €tre prises en compte impliquent une réflexion sur les choix a faire
pour obtenir un modele fiable pour un objectif donné. Nous sommes ainsi conduit a dresser
un état de Part global de la modélisation des textiles techniques. Ensuite, nous présentons
le renfort tricoté sec d’aramide que nous souhaitons étudier, le modele envisagé et les
hypothéses sous-jacentes.

e Au second chapitre, la modélisation complete d’une Cellule Elémentaire
Représentative (CER) de tricot a 1’échelle mésoscopique est effectuée. Un modéle
géométrique paramétré est mis en place et permet la construction d’un modele éléments
finis. Les grandes transformations des meéches, le contact entre elles et leur loi de
comportement spécifique sont pris en compte. Des essais de tension biaxiale sont simulés
et permettent de construire la loi de comportement macroscopique de la CER, alors déduite
sous forme de surfaces de tension. Dans le cas d’une biaxialité équilibrée, les résultats
obtenus sont corrélés avec un essai expérimental et montrent, dans un certain domaine de
validité, les capacités descriptives de notre modele. Les limites du modele, utilisant la

" Cela explique que certaines notions soient survolées dans un premier temps pour étre reprises en détails
dans un deuxiéme temps. Nous pensons notamment a la formulation mathématique des éléments finis du
chapitre 2 qui est détaillée aux chapitre 3 et 4.
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formulation de Green-Naghdi, sont alors mises en évidence et il devient nécessaire de
développer une formulation spécifique aux milieux fibreux.

e Au troisieme chapitre, une formulation générale des milieux continus orthotropes
est proposée. Un formalisme est mis en place dans le cadre euclidien et précise les
concepts couramment utilisés dans les approches hypo-¢élastiques en grandes
transformations. Cela permet de déduire au chapitre 4 une théorie de milieu continu
équivalent orthotrope pour constituer un modele de méche fibreuse, mais également de
détailler la formulation de Green-Naghdi utilisée au chapitre 2.

e Au quatrieme chapitre, la formulation spécifique aux milieux fibreux a une
direction forte d’anisotropie est obtenue a partir de la formulation générale du chapitre 3 :
c’est le modele du Milieu Continu Equivalent Orthotrope Fibreux (MCEO-F). Les axes
constitutifs du comportement restent orthogonaux mais tournent en suivant une direction
d’anisotropie particuliere, ce qui est modélisé€ par I’action du tenseur de rotation matérielle.
Cette formulation est testée sur le cas du glissement simple puis utilisée sur le modele 3D
de la maille tricotée. Il apparait alors que cette formulation respecte mieux la physique des
meches, évitant les erreurs de la formulation de Green-Naghdi employée au chapitre 2.

e Au cinquieme chapitre, une généralisation des concepts du chapitre 3 aux espaces
non-euclidiens est tentée afin de pouvoir modéliser des milieux a deux ou trois directions
fortes d’anisotropie non-orthogonales. La réactualisation des axes constitutifs et le cumul
tensoriel des déformations et des contraintes ne se font plus dans un solide suiveur en
rotation mais dans des solides suiveurs affines formés de référentiels non-rigides. Le
formalisme mis en place permet d’étendre tres simplement la formulation du MCEO-F du
chapitre 4 en remplacant la rotation matérielle par une affinité. En découle alors plusieurs
nouveaux modeles, dont le Milieu Continu Equivalent Anisotrope Fibreux naturel (MCEA-
F naturel). Il nous permet de formuler un élément macroscopique de textile capable de
simuler la mise en forme, mais également de modéliser le comportement d’ une meche dont
les axes constitutifs sont non-orthogonaux.
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Chapitre 1 : Problématique de la modélisation des renforts fibreux tricotés

11 Généralités sur les renforts filreux

Ce paragraphe présente I’intérét porté aux renforts fibreux qui interviennent dans les
matériaux composites industriels, et spécialement les textiles techniques. Une description
générale de 1’¢laboration des composites est ensuite faite et ’exemple du procédé RTM
vient illustrer et poser les bases de la problématique. Enfin, les objectifs actuels de la
recherche sur les textiles techniques qui nous préoccupent sont développés en deux thémes :
la caractérisation du comportement et la simulation et I’optimisation des procédés de
fabrication.

1.1.1 Elaboration des composites a base de renforts fibreux

1.1.1.1 Essor des textiles techniques dans 1’industrie

Depuis des décennies, 1’industrie utilise des renforts fibreux de type unidirectionnel (UD)
pour 1’¢élaboration des pieces composites. Ces dernieres sont souvent obtenues a partir de
I’assemblage de plusieurs laminés 2D, eux-mémes constitués d’un empilement d’UD
([GAY96]). Nous trouvons de telles structures dans les secteurs de 1’aérospatial depuis 30
ans et de D’automobile et du génie civil des grands ouvrages depuis prés de 20 ans
(IMOU99]). Cependant, les colits de mise en ceuvre sont rédhibitoires : d’une part les
structures doivent étre usinées et assemblées manuellement, d’autre part la perte de
matériau est importante. Cela s’explique par I’impossibilité d’obtenir du « premier coup »
des pieces 3D comme c’est le cas avec les métaux, les procédés de fonderie, forge et
usinage étant bien maitris€és dans ce cas. Au niveau mécanique, cela veut dire que
I’intégrité structurale est plus difficile a garantir. La solution de ce probléme est
partiellement résolue en recourant a I’utilisation de nouveaux renforts fibreux, plus
complexes, appelés « textiles techniques ». Ils permettent I’obtention directe de composites
3D a hautes performances mécaniques car ils peuvent étre mis en forme et permettent de
renforcer plusieurs directions au lieu d’une seule. De plus, ils peuvent étre intégrés a une
chaine de fabrication assurant une production maitrisée et adaptée aux réalités
¢économiques. Les technologies sont nombreuses, disons que, globalement, le textile est
mis en forme et est stabilisé par I’adjonction d’une matrice, ce qui autorise la fabrication de
pieces structurales a géométries complexes. Les composites obtenus par ces procédés se
retrouvent dans de nombreux secteurs, comme ceux précédemment cités, mais également
celui des loisirs. Un exemple exotique pourrait étre celui de la Figure 1-1 ou la rigidité de
la membrane du haut-parleur confére un son dynamique a 1’enceinte hi-fi.

Figure 1-1 : Haut-parleur d’enceinte hi-fi en tissu d’aramide formé
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1.1.1.2 Echelles d’analyse et description générale d’un composite

La diversité des procédés de fabrication et des matériaux composites est frappante. Elle se
décline en une gamme de matériaux de base, mais également de structures pour les renforts.
Pour décrire cette profusion, il est pratique de procéder a 1’analyse des constituants a
diverses échelles. Partons des meches dont sont fabriqués les renforts.

* A I’échelle microscopique, les méches sont composées de fibres continues droites
ou torsadées (entre 100 et 1000 selon le matériau). Une meche est donc fortement
hétérogene et anisotrope, I’anisotropie étant principalement portée par la direction
longitudinale. Les matériaux utilisés sont surtout le carbone, 1’aramide et le verre
([BIL93]), mais il existe aujourd’hui des variantes alliant ces matériaux de base a
des polymeres thermoplastiques. Ainsi, les meches peuvent étre seches ou
préimprégnées d’une résine thermodurcissable ou méme thermoplastique.

* A I’échelle mésoscopique, les meches sont souvent considérées comme continues
et forment un réseau qui est le renfort. Il est donc lui-méme hétérogeéne et
anisotrope. Il peut se présenter sous la forme de structures 3D” ou bien de surfaces
2D destinées a étre mise en forme. Dans les deux cas, il peut s’agir de tissus, de
tricots ou de tresses, voir d’arrangements spécifiques entre ces trois types (des
exemples de textiles techniques hybrides sont donnés dans [KAMOO] et [LEO00]).
C’est a cette échelle que le textile technique peut étre défini a partir d’une cellule
¢lémentaire représentative (CER). Il s’agit du réseau minimal de meches qui forme
le motif géométrique ¢lémentaire qui permet de décrire le textile complet par
périodisation spatiale ((LOMOO]).

= Enfin, a I’échelle macroscopique, le composite est constitu¢ de renforts
préimprégnés dont la résine a été polymérisée, ou de renforts secs sur lesquels une
résine thermodurcissable, ou thermoplastique, a été injectée. A cette échelle, le
renfort et le composite résultant semblent continus, mais restent tout de méme
anisotropes.

Cette schématisation globale, qui fait pour l’instant abstraction des procédés, est
représentée sur la Figure 1-2.

1.1.1.3 Elaboration des composites minces

La fabrication des composites minces 3D nécessite soit des renforts préimprégnés drapés
dont la résine est polymérisée ([BLA9S5]), soit des renforts secs mis en forme sur lesquels
est déposée une résine. C’est ce dernier cas qui nous intéresse. Le procédé se déroule alors
en deux phases :

= Lamise en forme d’un flanc de type textile technique.

* L’injection d’un polymeére, en général thermodurcissable, sur le flanc et son

refroidissement dans le moule.

Dans I’industrie, le procédé RTM est un exemple représentatif parmi les nombreux
procédés de moulage pour les composites ([BER-T]). Il a une cinquantaine d’années et est
trés populaire dans 1’aérospatial ([POT99]). Dans notre étude, le champ d’action ne
concerne que la premiere phase. En effet, la deuxieme phase est un probléme de
thermomécanique des fluides concernant 1’étude des écoulements et de la perméabilité
([BICO0], [BICOOb]). Cependant, la bonne réalisation des pieces est conditionnée par la
prise en compte du couplage entre les deux phases. En effet, la perméabilité de la préforme
obtenue a la fin de la premiere phase dépend des déformations provenant de la mise en

% De nombreux exemples, comme une poutre, une tuyére ou bien encore une turbine de rotor, sont montrés
dans [MOU99].
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forme. Ainsi, lors de la deuxieme phase, 1’écoulement de la résine est fortement influencé
par la géométrie de la préforme. Il est important de noter que, jusqu’a présent, c’est
majoritairement avec des renforts tissés que le RTM a été étudié. Pour de tels renforts, le
mode de déformation prépondérant est le cisaillement de la CER, appelé aussi « effet
treillis », qui caractérise les structures tissées ([ROZ00], [WAN99]). Dans la phase de
formage, c’est donc 1’angle entre la chaine et la trame qui varie localement. Or, Indermaur
et al. [IND99] et Heardman et al. ((HEAO1]) montrent que la perméabilité est fonction de
cet angle. C’est donc que le bon remplissage du moule, garantissant 1’absence de poches
d’air dans le composite fini, dépend de la premicre phase. Un exemple d’étude compléte
prenant en compte ce couplage faite par Bickerton et al. peut étre trouvé dans [BIC97].

Meches fibreuses
-séches ou préimpégnées
-ensimeées ou non

-fibres retordues

Produits de base

Structures
-anisotropres
-hétérogenes
-non-linéaires
-endommageables

Semi-produits

W-DIVOMZMD

Matériaux
-visco-élastiques
-visco-plastiques

Thermodurcissables (non polymérisés)

Thermoplastiques (transformation a chaud réversible)

OmMO=—10=->»<

Complexe "matériau composite"

Figure 1-2 : Elaboration des composites

1.1.2 Objectifs de la recherche sur les renforts fibreux

1.1.2.1 Caractérisation des lois de comportement

Dés que ’on travaille avec des renforts fibreux, la premiére difficulté a surmonter est la
caractérisation mécanique du comportement. En effet, les textiles techniques sont des
structures et non des matériaux, cela étant d’autant plus vrai pour les tricots non-
polymérisés. En conséquence :
= L’ hétérogénéité, due a 1’absence de polymérisation, fait que les essais classiques,
relatifs aux milieux continus, sont difficiles a adapter. La préparation des
éprouvettes est longue et fastidieuse ([BUE98]) et 1’obtention de champs
homogenes de déformation est problématique ([WANOS]).
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= L’anisotropie fait que les mesures sont difficiles a réaliser dans les directions de
faible rigidité en raison des déformations importantes et des efforts tres faibles a
mesurer.
Cela explique que de nouveaux essais aient ét¢ imaginés pour tester les modes de
déformations spécifiques au textile étudié, et ce a plusieurs échelles ([BAS99], [STU99],
[KAWS89]). En effet, le comportement d’un textile technique est le résultat de la
conjonction entre le comportement des meches et un effet de structure, provenant de la
déformabilité de la CER.
Afin de limiter le nombre d’essais, des mod¢les de différentes sortes ont été construits
(détaillés au 1.3.1). Ces derniers sont définis a deux échelles :
= L’échelle mésoscopique pour la caractérisation des meches a 1’échelle
microscopique (essais de traction uniaxiale ou biaxiale, essai de cisaillement).
= L’échelle macroscopique pour la caractérisation de la CER a I’échelle
mésoscopique (essais de formage couplés a une approche inverse).
Cette approche est hiérarchique : un modele microscopique de comportement fibreux doit
modéliser les meches de la CER d’un autre modele mésoscopique qui doit permettre
d’accéder au comportement macroscopique d’ensemble de la structure fibreuse.
Néanmoins, aux deux échelles, les difficultés résident plus dans 1’identification des
modeles mécaniques que dans leur mise au point.

1.1.2.2 Simulation et optimisation des procédés de mise en forme

L’intérét de la caractérisation du comportement des textiles techniques est de pouvoir
alimenter un modeéle pour la simulation des procédés de mise en forme. En effet, la
puissance de calcul des ordinateurs ayant incroyablement crue ces dernieres années, la
mise au point et I’optimisation d’un procédé¢ est aujourd’hui fortement appuyée par 1’outil
numérique. Cette méthode est économique car elle limite les investigations expérimentales
sur des outillages coliteux a fabriquer. D’autre part, un des objectifs industriels est
I’intégration de la simulation du procédé de fabrication dans le calcul d’une structure. Les
calculs de structure consistent surtout a tester la résistance d’une piece donnée aux charges
de service. Aujourd’hui, cette approche ne suffit plus car le comportement de la piece
manufacturée est souvent lui-méme mal connu, dépendant des procédés intervenant lors de
son ¢laboration. Il est donc important de simuler les procédés pour connaitre et optimiser le
comportement de la piéce obtenue ([MAROI]). C’est la démarche initiée ces dernicres
années par les sociétés qui produisent les grands codes industriels orientés « métier » en
collaboration avec les chercheurs. Par exemple, avec le procédé RTM, évoqué au 1.1.1.3, il
est capital de pouvoir modéliser correctement la premicre phase pour pouvoir simuler la
seconde avec précision et il est clair que les propriétés mécaniques du composite final
dépendent de ces deux phases. C’est pourquoi le domaine de recherche sur la simulation de
la mise en forme des textiles techniques est en progression constante depuis ces dernicres
années.

Le moyen de parvenir a simuler a moindre colit un procédé de mise en forme est un
modele macroscopique. La difficulté majeure est la nécessité de mettre en place des
mode¢les simplifiés prenant en compte les spécificités des renforts fibreux aux échelles
mésoscopique et microscopique. En effet, afin de simuler les opérations de mise en forme
avec des temps de calcul acceptables, il n’est pas possible de modéliser a 1’échelle
macroscopique la totalité de la structure avec les détails des échelles mésoscopique et
microscopique. La tendance actuelle est d’utiliser des éléments finis structuraux® pour

3 De type coque/membrane et poutre/barre.
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modéliser le textile ([BOI00], [BLA95]). Cette approche permet d’accéder aux grandeurs
cinématiques et statiques, ce qui est une extension importante des approches géométriques
qui furent les premicres mises en place et qui continuent d’étre développées ([POTO1]).
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1.2 Intéret de ['étude des renforts filbreux tricotés

Notre recherche est spécifique aux renforts tricotés secs et s’inscrit dans la continuité
des recherches entamées par Boisse, Billoét et al. sur les tissus ([BOI00], [BLA9S5]). C’est
ce que nous montrons premi¢rement en définissant le cadre d’étude. Aprés avoir
rapidement effectué¢ la classification des tricots, nous soulignons l’intérét des renforts
tricotés qui se trouve dans leur comportement. Nous montrons ensuite pourquoi les renforts
tricotés sont une alternative intéressante aux tissus pour 1’¢laboration de composites
minces structuraux. Pour finir, nous donnons quelques références ou sont montrés des
exemples de pieces réalisées avec de tels renforts.

1.2.1 Cadre de I’étude

1.2.1.1 Extension des modéles éléments finis de tissu

La problématique du formage des tissés, incontournable dans 1’élaboration des composites
minces, commence aujourd’hui a étre bien maitrisée, expérimentalement et numériquement.
L’intérét pour les tricots destinés a des applications similaires est donc une extension
logique. Bien que leurs propriétés mécaniques soient encore mal connues ([BANO1],
[LOMOL1], [SAV00], [MOU99]...), ils présentent un fort potentiel qui mérite d’étre exploré
comme s’accordent a le dire de nombreux auteurs (nous reviendrons sur ce point au §1.2.2).
Comme nous I’avons vu au §1.1.2 pour les autres textiles techniques, 1’étude des renforts
tricotés passe par la caractérisation de leur comportement et ’intégration de ce dernier
dans des modeles macroscopiques aptes a simuler la mise en forme.

Pour notre étude, la démarche suivie est analogue a celle proposée par Boisse et al.
([BOI00]) pour les tissus. Cette approche consiste a obtenir le comportement d’'une CER
de tissu et a l'injecter dans une membrane ou seules des énergies de tension sont
considérées ([BOI97]). L’élément structural construit est équivalent a plusieurs CER du
tissu et son comportement est alimenté par deux surfaces de tensions ([BOIO1]). Le
comportement de la CER peut étre caractérisé par trois outils ((BUE98]) : une approche
expérimentale ([BOIO0O]), un modéle éléments finis ((HAN98]) ou un modele analytique
([KAWRS9]). C’est sur 1’aspect « caractérisation par un modele éléments finis » que porte
notre travail. Il consistera a mener une analyse ¢léments finis d’'une maille ¢lémentaire de
tricot sec a 1’échelle mésoscopique, de maniére analogue au travail d’Hanklar ([HAN9S])
(nous préciserons ce point au 1.4.2.1). Nous ne traiterons de 1’aspect « mise en forme », ou
I’objectif serait de parvenir a formuler un élément fini macroscopique de « membrane de
tricot », que rapidement au chapitre 5.

1.2.1.2 Classification des renforts tricotés

A T’instar de la problématique des tissus, notre étude porte sur les renforts tricotés secs
surfaciques car ils présentent une alternative intéressante pour le RTM comme nous le
montrerons au 1.2.2.1. Nous n’abordons que la classification des tricots en laissant la
classification générale des textiles techniques de coté’. Les tricots surfaciques sont classés

* Cette classification est trés vaste ((BANO1], [RAM97]).
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en deux grandes familles ([LEOO00], [GOM9S8], [RAMI97]) : les tricots a mailles cueillies
(weft knits) et les tricots a mailles jetées (warp knits) (Figure 1-3). Les géométries des
deux types de CER, tout comme les propriétés mécaniques, différent a cause des procédés
de fabrication. Nous devons a Leong, Ramakrishna et al. ([LEO00], [RAM97]) une
description assez exhaustive des procédés de tricotage. Notons qu’il existe deux techniques
de fabrication des tricots a mailles cueillies : le tricotage plan et le tricotage circulaire.
Nous trouvons dans [RAMO97], adjointe a la classification des machines a tricoter, une
classification des nombreuses CER de tricot existantes.

Figure 1-3 : Jersey simple de type plain weft (a gauche) et tricot de type warp (a droite) [GOM9S8]

1.2.1.3 Comportement des renforts tricotés

Le comportement macroscopique des textiles techniques est essentiellement li¢ a un effet
de structure. C’est I’étude du changement de forme des meches dans la CER qui permet de
définir les modes de déformation et les rigidités associées. Dans le cas des tissus, la CER
est habituellement considérée comme une membrane trés peu extensible dans les directions
des meches, mais treés facilement cisaillable (effet treillis). Dans le cas des tricots, nous
pouvons presque adopter le méme point de vue, la différence étant la grande déformabilité
de la CER dans les directions chaine et trame. Nous pouvons trouver les modes de
déformations d’un jersey simple représentés par Xue et al. dans [XUE(2] et par Lim et al.
dans [LIMO2]. Cette propriété, caractéristique des renforts tricotés, est conférée par la
géométrie courbe de la maille qui autorise les meches a fléchir en glissant et en s’écrasant
les unes sur les autres avant de se tendre. La premicre voie a explorer dans notre étude est
donc la caractérisation du comportement en traction biaxiale, que nous cherchons a obtenir
sous la forme de surfaces de tension comme nous I’avons affirmé au 1.2.1.1.

Nous trouvons peu de données expérimentales sur le comportement des tricots techniques
secs dans la littérature. C’est surtout la communauté des chercheurs du domaine textile qui
a publié sur le comportement des tricots secs’, mais rarement techniques, alors que la
communauté des chercheurs en mécanique s’intéresse majoritairement a des exemples de
caractérisation de composites & renforts tricotés’. Néanmoins, dans les deux communautés
le comportement inédit des tricots est mis en évidence. Dans la communauté des
mécaniciens, ce comportement est au service de la caractérisation du composite fini. Ainsi,
Khonder et al. ((KHOO1]) propose une étude de I’influence de 1’état de déformation sur les
caractéristiques du composite résultant d’une technique de fabrication par RTM. Un autre
exemple pourrait étre donné par Rozant et al. ([ROZ00]), dans lequel une étude de la
formabilité de peaux tissées et tricotées d’un composite sandwich inclut également 1’étude
du renfort tricoté seul. Bien qu’il faille rappeler que les auteurs insistent également sur

> Par exemple, [STU99] s’intéresse méme au frottement entre les méches d’un tricot warp.
S [LUO02] est un des rares articles ot 1’on trouve des courbes de traction biaxiale d’un renfort tricoté de
verre seul.
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I’é¢tendue des recherches qui restent a étre menées, les tricots techniques paraissent étre des
candidats de prédilection pour le renforcement de composites minces injectés.

1.2.2 Potentiel pour les applications structurales

1.2.2.1 Intégration dans les procédés de mise en forme

Nous pensons que les propriétés spécifiques des tricots sont intéressantes pour le procédé
RTM. D’une part, les renforts tricotés exhibent une excellente formabilité conférée par la
déformabilit¢ de la maille, d’autre part, ils ont également une trés bonne perméabilité
provenant de leur hétérogénéité dans les états déformés et non-déformés. Nous n’avons
malheureusement trouvé dans la littérature que des exemples concernant la premiére
propriété. Ainsi, nous devons a Gommers et al. ((GOM98]) de s’étre interrogé sur le
manque de popularité des renforts tricotés et d’avoir justifié leur utilisation potentielle dans
les composites. L’article fait référence a une theése, faite au méme laboratoire que les
auteurs, ou sont atteints des allongements de 100% et des angles de cisaillement de 50°,
sans instabilités, lors d’une opération de mise en forme. Un autre article, traitant cette fois-
ci de I’emboutissage des tricots secs intégré dans le procédé RTM, est dii a Savci et al.
([SAVO00] et [SAVOO0Db]). Ils explorent le concept de formabilité expérimentalement et
numériquement. Une approche similaire, mais utilisant un autre modele, peut aussi étre
trouvée dans les articles de Lim et al. ([LIMO0O0], [LIM99]). Dans I’article de Mayers et al.
(IMAY97]), c’est la mise en forme de plaques composites thermoplastiques a renforts
tricotés de carbone qui est étudiée en détail.

Remarque : Ce type de semi-produit est une alternative au procédé RTM décrit
précédemment, la matrice étant déja incluse dans le flanc avant le formage.

Il est montré que, pour des propriétés mécaniques proches, le composite voulu est plus
facile a réaliser qu’avec un tissu. Citons encore Takano et al. ((TAKO1]) qui s’intéressent a
la méme problématique et qui montre des photos du semi-produit mis en forme. Enfin, Une
autre démonstration du potentiel de formabilité des tricots est donnée par Rozant et al.
([ROZ01]) a I’aide d’une comparaison entre tricot de type warp et taffetas pour le drapage
d’une surface elliptique. Les déformées obtenues sont sans appel. Ce travail est poursuivi
dans [ROZ01b] pour le composite sandwich a peaux tricotées de [ROZ00].

1.2.2.2 Tenacité

Une autre propriété¢ importante découle de la grande déformabilité de la maille : la tres
bonne résistance aux chocs pour les composites renforcés par des tricots. Notons que
seules des études sur des plaques composites ont été menées, mais nous pouvons imaginer
que cette propriété est aussi vraie pour des pieces obtenues par mise en forme. La
résistance aux chocs est expérimentalement mise en évidence par Mouritz et al.
(IMOU99b]) en comparant le taux de restitution d’énergie critique Gj. pour des renforts
tricotés, tressés, tissés et de type UD. Il ressort que les renforts tricotés permettent
d’obtenir des tenacités supérieures. Les mécanismes impliqués et des modeles
d’endommagement et de fissuration spécifiques sont décrits par Cox et al. ([COXO01]) et
Huysmans et al. ([HUYO1]). Une mise en évidence expérimentale des mécanismes de
déformations de la maille est aussi effectuée par Xue et al. ([ XUEO02]) sur 1’analyse vidéo
d’essais de traction, et par Putnoki et al. ([PUT99]) en comparant plusieurs composites a
renforts tricotés différents. Citons Dixneuf ([DIX00]) qui corrobore également la bonne
ténacité des tricots en montrant I’absence de délaminage du renfort avec la matrice. Enfin,
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citons d’autres propriétés connexes analysée par Flambard ([FLAOO]), mais cette fois-ci
sur des tricots secs. Il s’agit des résistances a la coupure et a la pénétration des armes
blanches qui sont bonnes et ont permis de réaliser des vétements de protection militaires.

1.2.2.3 Exemples de pi€ces structurales

La mécanique des tricots techniques est encore un domaine de recherche. De plus, la
maitrise de la mise en ceuvre et la reproductibilité a 1’échelle macroscopique sont encore
problématiques. Cela explique que les renforts tricotés ne soient pas tres utilisés dans les
pieces structurales. Huang et Ramakrishna ([HUAOO]) ont effectué une classification des
tricots pour ces applications. Nous pouvons donner des exemples, souvent trouvées dans
les articles précédemment cités (ou d’ailleurs de nombreuses autres références sont
données). Ainsi, nous avons dans [LEOOO] une synthése des différentes
picces apparaissant dans la littérature : un casque de cycliste, une picce de porte
d’hélicoptere, un raccord en T, ou bien encore des protheses biomédicales. Un autre
exemple de prothése peut étre trouvé dans [MAY97]. Nous-méme allons étudier au §1.4 un
tricot d’aramide intervenant dans des raccords automobiles.
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13 FEtat de [art de ln modélisation des fextiles fecﬁnic,zuey of des

renforts tricotés

Avant de se lancer dans une modélisation de tricot, il est essentiel d’avoir un point de
vue global sur I’ensemble des modéles de textile déja existants. Ces modeles peuvent étre
classés en fonction du niveau de détail de la géométrie de la CER et des meches (Figure
1-4). Les échelles microscopique et mésoscopique donnent lieu a des modeles pour la
caractérisation du comportement des meches seules et de la CER. L’échelle macroscopique,
trés riche, est celle de la modélisation de la mise en forme. Il ressort de cette étude qu’il
n’existe pas encore de modele éléments finis volumique de renfort tricoté sec en grandes
transformations.

Renforts secs ou préeimpregnes Renforts + Matrices

; ; y .

Micro Méso Macro Homogénéisation
| 1 | 1
EF EF EF EF
1
Theorie simplifice |
i
Analytique Analytique Analytique Analytique
1
Particulaire
|
Geometrique

[DUROL] [HANKOS] [BIC97] [TAKO0]

Micro model

Only liber model

Figure 1-4 : Synthése de I’état de I’art de la modélisation des textiles techniques

1.3.1 Modzéles pour la caractérisation

1.3.1.1 Modéles microscopiques

A I’échelle microscopique, le but de ces modeles est de caractériser le comportement des
meches. Ce comportement est complexe (nous le décrirons en détail au 1.4.2.3), ceci étant
da a Peffet de structure des centaines de fibres en contact avec leurs voisines. La difficulté
est alors la prise en compte de tous ces détails. Dans le cas ou les fibres sont préimprégnées,
les modeles employés sont surtout analytiqueset font appel a des procédures
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d’homogénéisation. Dans le cas de milieux fibreux secs, I’approche pratiquée est plutot la
mise en ceuvre des outils numériques, a savoir 1’utilisation de modeleurs géométriques
couplés a des codes de calcul éléments finis. Malheureusement, cela conduit a I’heure
actuelle a des modeles trop lourds dont les temps de calcul sont beaucoup trop importants.
C’est pourquoi cette approche est encore peu pratiquée. Citons Durville ((DURO1]) qui,
apres avoir travaillé sur une problématique analogue dans les cables, formule des éléments
finis spéciaux pour gérer le contact et ainsi modéliser un paquet de fibres avec des trés
bons temps de calcul. D’autres éléments, dénommés « digitaux », sont construits par Wang
et Sun ([WANOI]) pour modéliser le procédé de tressage. Chaque meche est alors
considérée et mise en contact avec les autres pour former la tresse résultante. Méme si les
meches sont continues, et donc modélisées avec les détails de 1’échelle mésoscopique, et
non microscopique, ce modele pourrait trés bien servir a décrire 1’échelle microscopique. I1
suffirait de considérer que les meches sont des fibres et que la tresse est une meche. Enfin,
nous-méme avons tenté de mettre en place un tel modele, mais nous nous sommes arrétés a
la géométrie (Figure 1-5) qui était déja trop lente a manipuler sur nos machines.

Figure 1-5 : Exemple de géométrie de méche fibreuse modélisée avec MSC.Patran

1.3.1.2 Modéles mésoscopiques

A D’échelle mésoscopique, la meche est souvent assimilée a un milieu continu et c’est la
caractérisation du comportement de la CER qui est recherché. Les deux difficultés résident
dans le choix d’un comportement traduisant le caracteére fibreux de la méche et dans la
définition de la géométrie de la CER. Comme le comportement de la CER dépend de
I’effet de structure di a 1I’évolution de cette géométrie, qui n’est connue qu’a I’instant
initial, c’est surtout sur ce dernier aspect que portent les efforts des différents auteurs.
Ainsi, dans la littérature, I’étude du comportement de la CER va systématiquement de pair
avec les modeles descriptifs de sa géométrie. Il est fréquent de trouver des modeles
mécaniques de caractérisation des composites qui se basent uniquement sur les
caractéristiques géométriques initiales de la CER. C’est pour cela que nous y consacrons
un sous-paragraphe (le 1.3.1.3), bien que ce soit la modélisation du textile seul qui nous
intéresse.
* Modeles éléments finis

Il y a peu de modeles ¢éléments finis volumiques en grandes transformations de textiles
techniques a notre connaissance. En effet, le maillage de géométries complexes et la prise
en compte du contact, avec des grands déplacements, rendent ce probléme complexe et
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non-linéaire. Par exemple, nous devons a Hanklar ((HANO98]) la construction de plusieurs
mod¢les éléments finis relatifs a des mailles de tissu différentes, les meéches étant
assimilées a des milieux continus orthotropes. L’étude est menée en traction biaxiale. Le
cisaillement est, lui, étudié par Peng et Cao ([PENO02]) ou la géométrie du tissu est reprise
du mode¢le descriptif de Mc Bride et Chen ([BRI97]).
= Mod¢les analytiques

Ces modeles sont les plus anciens et proviennent du milieu du textile, mais ils sont toujours
d’actualité et continuent d’étre développés a I’heure actuelle. Ils consistent a faire des
hypothéses sur la géométrie de la CER et sur sa cinématique afin d’en dériver des modeles
mécaniques. Nous devons a Kawabata ([KAWS9]) et a Postle ([POS87]) les modeles
analytiques de tissus et de tricots en grandes transformations les plus connus. La géométrie
des tricots y est approximée par un ensemble de portions de cercle et de droites. Une
approche similaire a été récemment développée a 1’Université Catholique de Louvin par
Luo et al. ([LUOO2]). Lomov et al. ((LOMO00] et [LOMO1]), de la méme équipe, ont
¢galement mis au point des logiciels permettant calculer des déformées et des efforts sur
des CER a l’aide de modéles descriptifs. Les géométries générées peuvent étre 3D et
permettent de générer numériquement des tricots complexes, a la maniere d’Adanur et
Liao (JADAO98]). Citons enfin une théorie originale de I’équipe de Ganghoffer pour
modéliser les meches et construire des modeles mécaniques de taffetas : [JUN99] et
[MAGO1]. La meche est assimilée a un milieu micropolaire, cela permettant de construire
une CER micropolaire équivalente. Le mod¢le analytique pourrait d’ailleurs étre discrétisé
numériquement avec la méthode des éléments finis.

1.3.1.3 Modéles de plagques composites renforcés par des textiles techniques

Il existe beaucoup de modeles de caractérisation de composites, bien plus que de modeles
de caractérisation des renforts seuls qui sont plus difficiles a formuler. La cause est a
imputer aux mouvements des meches qui, s’ils ne sont pas limités par la matrice,
impliquent la présence de grandes transformations et de contacts, donc de non-linéarités.
Concernant les composites, les modeles de caractérisation sont linéaires et utilisent des
théories d’homogénéisation. Il y a deux grandes écoles ([TAN97]) : I’homogénéisation par
¢léments finis et ’homogénéisation analytique. Ces deux approches different par la
technique de calcul de la CER : la premiére utilise les logiciels de calcul de structure alors
que la deuxiéme nécessite la résolution de modeles spécifiques développés par les auteurs.
L’objectif commun est d’accéder aux propriétés mécaniques de 1’échelle macroscopique a
partir d’un modele de la CER (on parle de micro-mécanique de la CER dans la littérature).
Un exemple représentatif est ’article de Gommers et al. ((GOM98] et [GOM98b]) qui
estime par cette méthode les rigidités des composites a renforts tricotés sur un graphe
polaire.
* Mode¢les éléments finis

La méthode des ¢léments finis est bien adaptée car les modéeles résultants sont lin€aires et
des géométries complexes peuvent étre générées. Par exemple, nous devons a Glaesgen et
al. (|[GLA96]) un des premiers modeles de composite renforcé par un taffetas et, plus
récemment, 1’analyse des facteurs de concentration de contrainte autour d’un trou dans un
composite renforcé par un tissu de type sergeé par Ng et al. ((NGOO]). Des géométries plus
complexes sont possibles : d’Amato ([AMAOI]) propose une CER de tresse plane
discrétisée en €léments volumiques. Concernant les composites a renforts tricotés, nous
avons dans [CUOOO] un maillage de la CER en éléments de poutres noyées dans une
matrice représentée par des éléments 3D. Une autre approche est celle de Takano et al.
([TAKO1], [TAKOO]) : elle consiste a calculer le comportement de la CER d’un tricot par
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un modele ¢léments finis volumique, la matrice étant toujours représentée par des éléments
3D.
» Modg¢les analytiques

Une synthese des méthodes existantes appliquées aux composites a renforts tricotés est
proposée dans [HUAOO]. Cet article nous intéresse surtout car il expose le modele
descriptif de la maille tricoté la plus simple (celle du jersey simple de la Figure 1-3). Ce
modele descriptif est inventé par Leaf et Glaskin en 1955 et a été repris dans plusieurs
articles du méme type de Ramakrishna et al. ((RAMO0], [RAM97]). Il est néanmoins
possible d’utiliser d’autres modeles descriptifs ([SCIO0]), comme ceux évoqués
précédemment au 1.3.1.2 dans la catégorie modéles analytiques. Les techniques
analytiques dans le domaine des grandes transformations sont peu nombreuses. Citons par
exemple Hoh et al. ((HOHO1]) ou une méthode générale est donnée pour homogénéiser
une CER de sandwich en nids d’abeille. Elle se base sur la modélisation en ¢léments de
poutres des constituants de la CER et serait applicable au cas des tricots.

1.3.2 Modéles pour la mise en forme

1.3.2.1 Généralités

Les mod¢les pour la mise en forme sont trés nombreux car ¢’est eux qui intéressent le plus
les industriels. Ces modeles sont formulés a 1’échelle macroscopique et, a I’heure actuelle,
il est nécessaire de les construire avec des approches simplifiées prenant en compte les
spécificités des échelles inférieures. Il n’est en effet pas possible de modéliser la totalité de
la structure dans ses moindres détails. Globalement, la difficulté consiste donc en la mise
au point d’une formulation permettant de simplifier la structure 3D hétérogéne de 1’échelle
mésoscopique en un élément surfacique continu a 1’échelle macroscopique capable de
simuler une opération de formage. La simplification peut étre obtenue par plusieurs
moyens : des modeles géométriques et ¢éléments finis, mais aussi des modeles analytiques
et particulaires. Une synthése de ces modeles est disponible dans [LIMO02]. Néanmoins, il
existe d’autres modeles originaux basés sur des techniques d’homogénéisation en grandes
transformations. Ainsi, dans [TAKO0O] et [TAKO1] la mise en forme est simulée en utilisant
une « carte » du comportement homogénéisé d’une cellule éléments finis de tricot. Les
différents états de la cellule sont pré-calculés afin d’optimiser les temps de calculs de la
mise en forme.

1.3.2.2 Modéles analytiques

Il existe tres peu de modeles analytiques a cette échelle car ils ne fonctionnent qu’en
petites perturbations ou dans des cas spécifiques de simulation de mise en forme. Par
exemple, Bondar et al. ((BON99]) assimile le tricot sec a une coque trouée en petites
perturbations, ce qui ne peut convenir. Lim, Ramakrishna et al. ([LIM99]) donnent un
exemple de formage analytique de tricot rendu possible par les formes des outils qui sont
simples.

1.3.2.3 Modéles géométriques

Les modéeles géométriques sont basés sur I’algorithme du filet (fishnet) et ont prouvé leur
efficacité quand il s’agit de prédiction de drapabilité. Par exemple, Borouchaki, Billoét et
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al. ont développé une telle méthode pour un logiciel industriel ((BORO1], [BILOO]). D’une
manicre générale, la technique se base sur la recherche des géodésiques, c'est-a-dire des
courbes de plus faible longueur entre deux points de la surface a draper. Cette méthode
continue aujourd’hui d’étre développée car elle ne fonctionne pas avec toutes les
géométries, surtout quand les courbures locales sont importantes ([POTO1], [BLAOO]). Le
réseau de courbe formé peut alors étre identifié au tissu si I’on suppose les géodésiques
confondues avec les meches, ce qui est le cas pour les tissus ou elles sont trés peu
extensibles. Cette hypothése freine 1’adaptation de ces modeles au cas des tricots, bien
qu’une extension soit proposée par Lim et Ramakrishna ([LIM02]). Cependant, la grosse
lacune reste 1’absence des grandeurs statiques : le comportement n’intervient pas et il n’est
pas possible de calculer (ou d’appliquer) des contraintes ou des efforts.

1.3.2.4 Modéles éléments finis

La premiere approche est d’utiliser des éléments finis classiques en les combinant ou en
jouant sur leurs propriétés pour modéliser les CER. Les combinaisons possibles sont
obtenues par la juxtaposition d’éléments structuraux, mais il est aussi possible de jouer sur
le comportement. Par exemple, dans I’article de Dong et al. ([DONO0O]), ce sont des
membranes classiques qui sont utilisées pour I’emboutissage, la spécificit¢ du
comportement tissé étant injectée via le comportement. D’autre part, Cao et al. ((CAOO03],
[XUEO03]) et Yu et al. ([YUO2]) proposent un modele du méme type avec une formulation
spéciale du comportement ou les contraintes sont calculées dans un repére non-orthogonal
convecté dans la transformation. Le comportement est donc soit supposé correspondre
partiellement a des données expérimentales, soit recalé sur un modele mésoscopique de
CER ([PENO02]). Cependant, ces approches semblent bien incertaines sans une parfaite
connaissance de la formulation de I’élément utilisé, notamment en ce qui concerne
I’actualisation du tenseur de comportement... Une alternative pour rendre plus physique
ces modeles est d’utiliser des barres pour représenter les meéches. On les connecte alors aux
membranes pour pouvoir utiliser les algorithmes de contact des solveurs, le contact des
outils avec les barres n’étant pas souvent implémenté. Les membranes servent donc de
support des barres, mais elles permettent également la prise en compte d’une matrice,
souvent modélisée par un comportement viscoélastique. Cette approche est efficace pour
les tissus secs ([SIDO1], [SHAO1]) ou préimprégnés ([CHE99], [BLA9S]).

La seconde approche consiste a construire de nouveaux éléments basés sur des théories
simplifiées. Elles ne concernent que les tissus pour le moment. Cette approche a été initiée
avec les premiers travaux de Boisse et al. ([BOI93]). L’intéraction chaine/trame est alors
ignorée et I’identification du comportement d’une méche seule suffit. Par la suite, dans
[BOI97], la méme théorie est enrichie par un comportement couplé identifié par des essais
biaxiaux. Les éléments de tissu obtenus ont été décrits au 1.2.1.1. C’est ’approche qui
nous semble la plus physique et la plus cohérente.

1.3.2.5 Modéles particulaires

Ces modeles sont une alternative intéressante aux é€léments finis et s’apparentent aux
méthodes sans maillage (meshless) qui gagnent en popularité ces derniers temps. Les
modeles particulaires utilisent des équations de la dynamique intégrées par une technique
analogue a I’algorithme explicite classique des solveurs éléments finis ([BEL00]), sauf
qu’on ne parle pas d’¢léments finis mais uniquement d’équations de liaisons entre les
nceuds. Ces liaisons prennent en compte le contact, qui est appelé « gestion des collisions ».
Les principes généraux de ces modeles peuvent étre trouvées dans la thése de Lacome
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([LAC98]). Dans le domaine du textile, c’est surtout les acteurs du monde du design et du
rendu réaliste qui utilisent ces méthodes pour simuler le drapage de vétements de
confection sur des mannequins virtuels, ou des tombés de nappe sur divers objets ([PLAO0O],
[BARO9S], [VOL96] et [BRE94] par exemple). Une autre catégorie de modéeles, proche de
la méthode particulaire par 1’écriture des équations, concerne les modéles a base de
maillages d’¢éléments de type masses-ressorts-poutres intégrés avec un schéma explicite
([LEGOO0]). Enfin, une alternative a ces approches est proposée par Chen et al. ((CHEO1])
et fait appel aux volumes finis.
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1.5 Caractérisation d'un venfort tricoté sec d aramide structural

Grace aux notions précédemment exposées, nous pouvons maintenant clairement
définir en détail le cadre et les objectifs de notre étude. Nous présentons dans ce
paragraphe la structure tricotée que nous souhaitons caractériser et les données
expérimentales disponibles. Le tricot est un simple jersey d’aramide sec sur lequel un seul
essai de traction biaxial a été effectué. En prenant en compte le comportement fibreux des
meches, notre objectif est de construire un modele mésoscopique éléments finis pour la
caractérisation du comportement de la CER. C’est I’essai qui nous permettra de vérifier les
résultats obtenus.

1.4.1 Présentation du tricot industriel étudié

1.4.1.1 Mésographies

Dans la littérature anglo-saxonne, les tricots d’aramide sont appelés AFKF (pour Aramid
Fiber Knitted Fabric). Griace aux bonnes caractéristiques mécaniques des meches
d’aramide ([PIN-T], [WAN99D]) et a la déformabilité des mailles, les AFKF trouvent des
applications industrielles structurales. Ainsi, dans I’automobile, les tubes en élastomere
servant au raccordement du moteur au turbocompresseur peuvent étre renforcés par un
tricot tubulaire obtenu par tricotage circulaire ([PET98]) (voir Figure 1-6).

Figure 1-6 : Renfort tricoté issu d’un procédé de tricotage circulaire

En usine, ces raccords sortent droits de la chaine de fabrication pour étre par la suite pliés
puis vulcanisés afin d’étre stabilisés dans leur nouvelle forme. Avant la vulcanisation, le
tricot permet, de par sa grande déformabilité, de fléchir le raccord car il travaille dans une
zone ¢€lastique non-linéaire. Apres la vulcanisation, le tricot est en général proche de la
zone ¢lastique linéaire et c’est les meéches d’aramide qui assurent alors une bonne rigidité
du raccord dans sa nouvelle forme. C’est un de ces renforts tricotés que nous allons
modéliser et analyser.
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Nous avons eu acces a trois types de renforts différents que nous avons découpé et placé
sous une loupe binoculaire afin de faire des mésographies, présentées sur la Figure 1-7. Le
plus simple des renforts tricotés tubulaires est celui de type jersey simple a mailles cueillies
(a gauche sur la Figure 1-7). C’est le seul a avoir été testé expérimentalement en traction
biaxiale et c’est donc sur celui-ci que nous choisissons de concentrer exclusivement nos
efforts.

Figure 1-7 : Mésographies de tricots d’aramide industriels

1.4.1.2 Géométrie de la CER

Un échantillon du tricot étudié est présenté¢ sur la Figure 1-8. Si nous cherchons a le
caractériser par sa CER, nous constatons que ce tricot est déséquilibré car les mailles ne
sont pas toutes de la méme taille. De plus, les CER sont inclinées a cause du procédé de
tricotage circulaire. Il en résulte des CER inclinées de 17,7°, de largeur moyenne L=5mm
et de hauteur moyenne H=2,9mm, présentées sur la Figure 1-9. N’oublions pas que la
structure tricotée est 3D et qu’il faut également analyser la géométrie dans 1’épaisseur, ce
qui est fait en fléchissant délicatement 1’échantillon.

Figure 1-8 : Structure tricoté étudiée
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Nous obtenons alors le profil dans I’épaisseur, montré sur la Figure 1-10, qui permet de
définir I’épaisseur e de la CER. Ici, e=0,7mm.

Figure 1-9 : Inclinaison des CER due au procédé de tricotage

Figure 1-10 : Vue dans I’épaisseur du tricot étudié

1.4.1.3 Essai expérimental disponible

L’essai disponible a été réalisé dans la thése de Buet ([BUE9S8]) sur la machine du LMSP a
Polytech’Orléans. Cette machine est présentée sur la Figure 1-11 avec une éprouvette de
tissu montée dessus.

.4 .\!Q @ ,

Figure 1-11 : Machine de traction biaxiale du LMSP, Polytech’Orléans.

3
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L’essai biaxial est présenté sur la Figure 1-12. La préparation des éprouvettes est longue et
difficile car il faut autoriser les effets de Poisson afin d’avoir un champ de déformation
biaxial le plus homogéne possible. Cela parait une tache tres difficile avec les tricots, alors
qu’avec les tissus le probléme est bien avancé ([BAS99], [BUE9S]), et nul doute que des
améliorations sont encore a apporter dans 1’élaboration de telles éprouvettes.

Figure 1-12 : Eprouvette en croix pour la traction biaxiale

Les courbes force-déplacement obtenues pour un rapport de biaxialité unitaire sont
représentées sur la Figure 1-13. Elles présentent une zone non-linéaire initiale traduisant la
grande déformabilit¢ des CER. La machine étant pilotée en déplacement, le rapport de
biaxilit¢ de la machine est défini par le rapport des déplacements imposés dans les
directions de traction. Nous le notons :

k = v (5.1)
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Figure 1-13 : Essai de traction biaxiale équilibré
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Le “haut” est défini comme étant la partie supérieure de 1’échantillon orthogonale a la
direction dans le sens chaine (warp ou wale en anglais). De méme, la partie “droite” est
associée a la direction dans le sens trame (weft ou course en anglais). Rappelons que ces
directions ont ét¢ définies sur la Figure 1-3.

D’autre part, 1’essai de traction sur une meéche d’aramide seule est présenté sur la Figure
1-14. Cet essai nous donne acces directement a la rigidité macroscopique de la méche qui,
seule, a un comportement élastique linéaire. Le module d”Young de traction est calculé a
partir de la mesure de la section de la meche et vaut 112000MPa et 1’allongement a la
rupture est pris a 2,5%. Malheureusement, nous ne connaissons pas les autres
caractéristiques de la meche, notamment son comportement transversal. Dans la littérature,
ces caractéristiques sont jugées tres difficiles a mesurer ([PIN-T], [LOMO1]) bien qu’il
existe un systéme normalisé pour le faire’.

200 Courbe Force-Déformation sur une méche

Effort (M)

380 +
aoa +
280 +
om -+
180 +
100 +

a0 +

Défarmation (%)

1} 05 1 18 2 25 3

Figure 1-14 : Courbe de traction d’une méche du tricot

1.4.2 Modéle éléments finis pour la caractérisation

1.4.2.1 Objectifs

D’apres 1’état de 1’art de la modélisation du §1.3, il n’existe pas encore de modéeles
¢léments finis de tricot en grandes transformations pour la caractérisation a 1’échelle
mésoscopique ou pour la mise en forme a 1’échelle macroscopique. Par contre, cela est fait
pour les tissés. Nous proposons donc de nous fixer comme premier objectif la construction
d’un modele mésoscopique €léments finis pour la caractérisation du tricot étudié, de
manicre analogue au travail de Hanklar ([HANO98]) sur les tissus (Figure 1-15). Nous
connaissons la géométrie de la CER et nous avons des informations expérimentales
concernant les meches d’aramide et le tricot constitué, cela est donc possible. Pour y
parvenir, il faut se fixer un second objectif: la prise en compte du comportement
spécifique des meches fibreuses dans la formulation éléments finis. Nous verrons que cet
objectif est le plus difficile a atteindre. Notre probléme consiste donc a mailler avec des
¢léments finis volumiques la géométrie complexe de la maille tricotée, et a utiliser une

711 s’agit de la machine de Kawabata KES-F.
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formulation en grandes transformations prenant en compte le comportement spécifique des
meches.

Figure 1-15 : Modeéles éléments finis de caractérisation de renforts tissés [HAN9S]

1.4.2.2 Modéle de méche a 1’échelle de la CER

Nous avons vu au 1.3.1.1 que, compte tenu de la puissance actuelle des ordinateurs, il n’est
pas encore possible de modéliser en grandes transformations par une technique standard
¢léments finis les milliers de fibres en contact dans une meche. A DI'instar du travail de
Hanklar (JHANO9S8]), il faut supposer I’existence d’un milieu continu avec un
comportement équivalent pour construire un modele de meche et, par la suite, un modele
de CER mésoscopique. Le comportement doit alors traduire la forte anisotropie dans la
direction des fibres et prendre en compte 1’écrasement transversal comme nous les
représentons sur la Figure 1-16. La direction des fibres définit ce que nous appelons la
« direction forte d’anisotropie », portée sur la Figure 1-16 par I’axe constitutif k;.

Figure 1-16 : Méche continue avec un comportement équivalent a la meéche fibreuse

De plus, la mobilité relative des fibres doit pouvoir étre prise en compte également. Nous
détaillons le lien entre les modes de déformation de la meche et le comportement
équivalent envisagé au 1.4.2.3. Synthétiquement, 1’hypothése que nous faisons est la
suivante :

1l est possible de modéliser une meche fibreuse hétérogene par une meche continue 3D
ayant un comportement équivalent.

Cette hypothése fondamentale est le point de départ de nos investigations.
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1.4.2.3 Modes de déformations d’une meche fibreuse

Afin de définir le comportement équivalent de la meche continue, il faut définir les modes
de déformation du milieu fibreux. Par convention, la direction 1 est celle de la direction
forte d’anisotropie définie par 1’orientation locale des fibres au sein de la meche. Le
comportement équivalent orthotrope peut étre supposé modélisé par un tenseur d’ordre 4
dont la premiére direction principale d’orthotropie est la direction forte d’anisotropie. Nous
préciserons ce point au chapitre suivant. Pour le moment, cette définition sommaire nous
sert a traduire en comportement équivalent les modes de déformations de la meche.
Passons-les en revue :

= Le premier mode de déformation est le plus évident : il s’agit de la traction dans le
sens des fibres qui se traduit par un premier module d’Young E; (Figure 1-17).
Dans notre approche, les effets de Poisson des fibres et du milieu continu
équivalent orthotrope ne sont pas considérés. De plus, le comportement en
compression est supposé étre le méme qu’en traction pour des raisons de simplicite.

Figure 1-17 : Mode de traction longitudinale (sans effet de Poisson)

» Le deuxieme mode est le glissement des fibres les unes par rapport aux autres : il se
traduit par deux modules de cisaillement G, et G;3 (Figure 1-18). Si les fibres sont
droites et en contact, c’est la friction entre ces derni€res qui crée une résistance au
glissement. Cette résistance semble globalement trés faible devant celle en traction
dans la direction forte d’anisotropie et nous pouvons supposer Gz, Gz << E;.

Gl:
ou
(T13

Figure 1-18 : Mode de cisaillement longitudinal

= Le troisicme mode est I’écrasement transversal des fibres qui se traduit par deux
modules d’Young E, et E; a priori égaux (Figure 1-19). Ces modules sont fonctions
des déformations transversales et longitudinale car les mises en tension et en
contact des fibres font qu’il est de plus en plus difficile de les écraser. Néanmoins,
E,, Es << E; ([HANO98]). Enfin, le plan ou ce mode est décrit reste a priori
orthogonal a la direction forte d’anisotropie.
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» Le quatrieme mode est le cisaillement transversal, dans le plan de 1’écrasement, qui
se traduit par un module de cisaillement G3 (Figure 1-20). Nous devons avoir Gy3
<< E;. Ce module peut étre fonction de 1’écrasement qui tend a rapprocher les
fibres et donc a augmenter la friction entre elles.

e}

Figure 1-19 : Mode de compression transversale
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Figure 1-20 : Mode de cisaillement transversal

Au final, il apparait logique de considérer que le comportement équivalent du milieu
fibreux est un comportement orthotrope, et ce, méme en grandes transformations. Cela
suppose que les plans ou les modes 3 et 4 ont lieu restent orthogonaux a la direction forte
d’anisotropie, ce qui semble cohérent du point de vue des mesures expérimentales. La
premiere caractéristique essentielle du comportement est donc de rester localement
orthotrope et d’étre orienté par la direction forte d’anisotropie. La deuxiéme caractéristique
essentielle est que le module d’Young dans la direction forte d’anisotropie doit étre tres
grand devant les autres modules.

Nous verrons au prochain chapitre que le modele mésoscopique €éléments finis de la CER
de tricot ne vérifiera pas la premiere caractéristique essentielle du comportement, la
formulation du code de calcul utilisé ne le permettant pas. C’est ce qui nous poussera a
redescendre a 1’échelle de la méche pour formuler une loi de comportement appropriée.
Des résultats plus physiques seront alors obtenus.

Remarque : La prise en compte du comportement fibreux des meches, qui alimente nos
modeles ¢léments finis de structures tricotées, est 1’apport principal de notre travail.
Passons maintenant au chapitre 2 ou nous caractérisons numériquement le comportement
du tricot étudi¢ a l’aide d’un modele mésoscopique éléments finis en grandes
transformations, dont la technique de construction est détaillée.
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Nos investigations initiales concernent 1’extension des modéeles €léments finis 3D de
tissus d’Hanklar ([HANO9S]) a des modéles éléments finis 3D de tricots. La technique
utilisée pour y parvenir est détaillée dans ce chapitre. Elle consiste a construire, dans un
premier temps, un modele géométrique paramétré qui, dans un deuxieéme temps, servira de
support a un maillage éléments finis. Le comportement initial est défini élément par
¢lément dans ses directions d’orthotropie de maniére a rendre compte de la nature fibreuse
des meches. Le modele ¢éléments finis obtenu permet de simuler des essais de traction
biaxiale en faisant varier le rapport de biaxialité. Cela nous permet de construire la loi de
comportement macroscopique de la CER sous forme de surfaces de tension a partir de
I’extraction des courbes forces-déplacements aux extrémités des meches. Le modéle
¢léments finis est ensuite corrélé au seul essai expérimental dont nous disposons. Bien que
les courbes forces-déplacements se superposent assez bien, les résultats pour les grands
déplacements ne sont pas physiques. Cela est dii a la formulation inhérente aux éléments
3D du code de calcul industriel utilisé. Il s’agit de la formulation de Green-Naghdi qui ne
peut convenir pour actualiser les directions d’orthotropie d’un milieu fibreux. Par la suite,
c’est donc la compréhension de ce phénomeéne et la nécessité d’implémenter une nouvelle
formulation plus appropriée qui motivera notre travail.

2.4 Modéle géométrique

Afin de mettre en place un modele éléments finis du renfort tricoté d’aramide
industriel présenté au chapitre 1, nous sommes amené a définir en tout premier lieu un
modele descriptif de la géométrie de la CER. L’outil de conception assisté par ordinateur
est employé afin d’obtenir un résultat réaliste pouvant servir de support a un maillage
volumique hexaédrique qui, nous le verrons au §2.2, est indispensable pour définir le
comportement local des meches. Apres avoir présenté les hypotheéses et le paramétrage du
modele géométrique, nous donnons la méthode de construction générale d’une CER 3D de
tricot de type jersey, illustrée dans le cas de notre tricot d’aramide. Enfin, nous illustrons
les capacités morphologiques de notre modele en faisant varier les paramétres.

2.1.1 Définition du modéle

2.1.1.1 Objectifs

La définition d’un modele géométrique est complexe car elle demande une connaissance
précise de la géométrie de la CER du tricot a modéliser. Notre objectif est de définir un
modele géométrique simple qui puisse servir de support a un maillage réglé¢ d’éléments
finis hexaédriques. Cette topologie d’élément est nécessaire pour orienter correctement a
I’instant initial le tenseur de comportement (voir 2.2.2.1). L’incidence de cette exigence est
que les solides géométriques doivent étre tri-paramétriques et de connectivité maitrisée. Le
modele éléments finis nous servira a simuler la traction biaxiale dans les sens chaine et
trame. En effet, d’une part I’essai expérimental dont nous disposons est celui de traction
biaxiale décrit au 1.4.1.3, d’autre part la loi de comportement macroscopique d’une CER
de textile est en premier lieu recherchée sous la forme de deux surfaces de tensions reliant
les efforts dans les sens chaine et trame aux déformations dans les sens chaine et trame.
Cela explique que, par la suite, nous ne travaillerons qu’avec une demi-CER, cette sous-
structure étant suffisante pour simuler la traction biaxiale.
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Nous proposons un modele géométrique construit a partir de quatre points, de deux
courbes constituant la fibre moyenne et passant par ces derniers et d’une loi d’angle
orientant une section de forme donnée le long de la fibre moyenne.

Remarque : 1l n’existe pas a notre connaissance de modele géométrique de tricot prenant en
compte des sections qui ne sont pas circulaires. Avec notre modele, le choix de la section
est arbitraire et sera pour nous de type « champ de course » comme nous 1’avions montré¢
sur la Figure 1-16.

Le modeleur géométrique utilis¢ est MSC.Patran car il permet de coder le modele dans un
langage (Le PCL pour Patran Command Language) automatisant les opérations et
autorisant une paramétrisation, ce qui facilite la recherche du modéle géométrique le plus
fidele possible.

2.1.1.2 Hypothéses de modélisation géométrique
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Figure 2-1 : Symétries d’un tricot de type jersey

Afin de simplifier au maximum le modele géométrique, et compte tenu du manque
d’informations précises sur les arrangements des meches dans I’espace (nos moyens
expérimentaux étant rudimentaires), nous faisons librement un certain nombre
d’hypothéses simplificatrices :
= La CER est rectangulaire, bien que cela ne soit pas le cas de notre tricot qui a été
produit par un procédé de tricotage circulaire. Nous assimilons cependant la CER
inclinée a une CER rectangulaire de mémes dimensions.
= La CER est équilibrée. Cela signifie que les mailles du tricot sont toutes de la
méme taille. Dans notre cas, la CER est déséquilibrée et il faut donc considérer que
la géométrie de la maille est une « moyenne » des géométries des mailles du tricot
réel.
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= [l existe une symétrie miroir au sein de la CER qui permet de la reconstituer a partir
de la demi-CER. Cette symétrie est mise en évidence par les axes verticaux en
pointillés (rouges) sur la Figure 2-1.
= ]I existe une symétrie cyclique a 180° d’une meche par rapport a 1’autre. L’axe de
la symétrie est normal a la CER et passe par I’intersection des diagonales de la
demi-CER (axes diagonaux en pointillés bleus sur la Figure 2-1). C’est ce qui est
appelé par Postle et al. ([POS87]) la symétrie du quart de boucle.
* Le plan moyen de la CER est situ¢ a sa demi-épaisseur.
Ces simplifications impliquent que la définition d’une des deux méches de la demi-CER
est suffisante pour reconstituer le tricot complet.

2.1.1.3 Paramétrage de la demi-CER

Le domaine spatial pour la modélisation géométrique minimale du tricot est maintenant
clairement défini: il s’agit du pavé d’épaisseur e, de hauteur H et de largeur L/2
définissant la demi-CER. En vertu de la symétrie du quart de boucle, il faut maintenant
paramétrer la géométrie d’'une meche de manieére a pouvoir reconstituer la géométrie
complete. Commencons par définir la fibre moyenne, c'est-a-dire la courbe passant par le
centre des sections de la meche.

La fibre moyenne peut étre définie par quatre points : les points caractéristiques 11, 22, 33
et 44 définis sur la Figure 2-2. Par convention, 1’origine est fixée « en bas» du plan
contenant le point 11 de la demi-CER. Dans le repére {XYZ}, en considérant que le plan
moyen de la demi-CER est a z=-e/2, les coordonnées des points tenant compte de la
symétrie du quart de boucle sont :

X, X5, —X,, L/4
[1 1]{XYZ} =0 ’[22]{XYZ} = Yo ’[33]{XYZ} = H_yzz ’[44]{XYZ} = Yaa (2'1)
z, z,—¢l/4 z,,—3e/4 z,—¢

En général, la forme de la maille invite a la décomposer soit :

* En une seule courbe passant par les points 11, 22, 33 et 44 ([RAMOO]).

* En une courbe passant par 22, 33 et 44 pour la téte de maille et une ligne passant

entre 11 et 22 pour la jambe de maille ([LUOO02], [SCIO0], [KAWS89], [POS87]).

Nous choisissons la deuxieéme possibilité qui correspond a la forme observée. La ligne
entre 11 et 22 peut €tre tracée immédiatement, mais cela est plus complexe pour la courbe
passant par 22, 33 et 44. Nous choisissons de la définir par une courbe de Bézier, ce qui
implique la définition de deux vecteurs tangents a chaque extrémité. Le vecteur au point 22
est dans la direction de la portion droite, le vecteur au point 44 est parall¢le a I’axe X. La
fibre moyenne est maintenant parfaitement définie.
Donnons les valeurs des parameétres et fixons complétement 1’origine du repére {XYZ} au
point 11. Le jeu de parametres retenu pour modéliser le tricot étudié est :

H=29mm et L=5mm
X,; = 0mm et z,=0mm

(2.2)
X, =0,2mm et vy, =0,3H

v, =0,75H et e=0,7mm
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Avec (2.2), (2.1) devient en fonction de L, H et e (en mm) :

0 0,2 —0,2 L/4
[1 1]{XYZ} =10, [22]{XYZ} =1 0,3H |, [33]{XYZ} =1 0,7H |, [44]{XYZ} =|0,75H
0 —e/4 —3e/4 —e
II‘I:IIIII'III:I-IIII EEEER IIIIII'II:-IIIIII
N .
L >< IYIEIIIII-IIIE I-II:IIIIIII-II.-IIIIII
Figure 2-2 : Paramétrage de la géométrie de la demi-CER
La fibre moyenne est tracée sur la Figure 2-3. Il reste a définir la section de la meche.

(2.3)

Figure 2-3 : Fibre moyenne d’une méche de la demi-CER

La forme choisie pour le contour de la section est proche d’une ellipse et se définie par
deux nouveaux parametres : le grand axe a et le petit axe b. Cependant, il ne s’agit pas
exactement d’une ellipse mais, une nouvelle fois, de courbes de Bézier. De plus, la section
doit étre composée de surfaces a quatre cotés pour permettre la construction ultérieure de
solides tri-paramétriques. La section choisie est montrée sur la Figure 2-4, avec les
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parametres suivants : a=0,28mm et b=0,375*a. Par la suite, cette premicre section sera
utilisée pour définir toutes les sections de la méche a I’aide de la loi d’angle que nous
allons introduire.

£ v
®

Figure 2-4 : Section “champ de course” des meches

2.1.2 Construction de la géométrie

2.1.2.1 Loid’angle

Une des originalités de notre modele géométrique est de pouvoir prendre en compte des
sections non-circulaires et pouvoir les orienter le long de la fibre moyenne. Il est ainsi
possible de prendre en compte la torsion des meéches du tricot due au procédé de
fabrication. Nous modélisons cela par ce que nous appelons la «loi d’angle ». Elle
intervient a 1’étape 3 du 2.1.2.2 pour définir la maniére dont sont tournées les sections le
long de la fibre moyenne. La loi d’angle associe a s, I’abscisse curviligne le long de la fibre
moyenne, I’angle 0 de rotation de la section par rapport a la section initiale, définie
préalablement au point 11. Cette fonction est prise nulle a s=0 (au point 11) et égale a 180°
a s=1 (au point 44). Il est possible de choisir une fonction de type tangente hyperbolique
car elle permet une variation rapide de I’angle vers le milieu de la méche tout en étant de
faible variation a ses extrémités. De plus, elle est compatible avec la condition de non-
interpénétration des deux meches volumiques de la demi-CER, chose difficile a maitriser a
priori. La loi d’angle est donnée ici :

se[0,1] e(s)zayTanh(ﬁ{s—&Djteo 2.4)

m,

©=3,36mm est la longueur de la meéche, mesurée grace aux fonctionnalités du modeleur
géométrique, et les quatre parameétres sont ®=90,182°, my=1,620, m;=7 et 6p=89,971°.
Nous avons représenté cette fonction sur la Figure 2-5 de deux fagons différentes :
classiquement par son graphe, et géométriquement sur une méche droite volumique®.

¥ Ce modéle géométrique est obtenu simplement en appliquant la méthode de construction du 2.1.2.2 avec
une fibre moyenne droite. 11 suffit d’aligner les points 11, 22, 33 et 44 et de modifier le vecteur tangent en 44
de fagon a ce qu’il soit paralléle a 'axe Y.
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180 - Loi d'angle

160

Théta (°)

140
120 ~
100 -
80 -

60 4 — Tangente Hyperboligue

40 -

20

s hs v
0 T T T T l

0% 20% 40% 60% 80% 100% z %

Figure 2-5 : Loi d’angle en tangente hyperbolique

La loi d’angle est une fonction qui peut étre modifiée a loisir. Nous illustrons cela sur le
cas le plus simple qui serait une fonction linéaire (Figure 2-6) donnée par :

se[0,1] 6(s)=a-s
Le seul parameétre est a=180°.

180 - Loi d'angle

Théta (°)

160
140
120
100
60 -
40
20 -

] N v
0 T T T T 1

0% 20% 40% 60% 80% 100% z %

Figure 2-6 : Loi d’angle linéaire

2.1.2.2 Construction de la demi-CER

La méthode de construction que nous présentons est générale et fait appel a des fonctions
géométriques simples. Elle peut donc étre reproduite avec des modeleurs géométriques
autres que celui que nous utilisons. La méthode comprend cinq étapes, dont quatre pour
construire la premiére meche de la demi-CER. La deuxiéme meche est construite a la
derniére étape par la symétrie du quart de boucle décrite au 2.1.1.2. Détaillons ces étapes :
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®Etape 1 : Construction de la section des méches.
La premiere section est générée au point 11. Sa géométrie a été détaillée au 2.1.1.3.

@ Etape 2 : Construction de la fibre moyenne.
La fibre moyenne est générée et passe par les points 11, 22, 33 et 44. Cependant, il faut
extraire réguliérement n points sur cette dernieére afin de discrétiser les sections (Figure

2-7). C’est uniquement pour des raisons de commodité que la numérotation commence a
200.

Figure 2-7 : Fibre moyenne avec la premiére section et les points extraits pour les transports

®Etape 3 : Construction des sections le long de la fibre moyenne.

La construction des sections aux points extraits de la fibre moyenne a 1’étape précédente
est réalisée a ’aide de la loi d’angle par transports successifs de la premicre section. Ces
transports sont définis grace a une multitude de reperes locaux (Figure 2-8). La technique
est la suivante : un repere local est créé et attaché a la premicre section et un autre repére
local est créé en un point de la fibre moyenne. La premiére section est alors translatée et
tournée a I’origine du nouveau repére local pour que ses grand et petit axes coincident avec
les axes de ce dernier. En conséquence, tout repose sur la création de ces repéres locaux
qui est faite itérativement avec 1’algorithme suivant :

OBoucle sur les n points de la fibre moyenne

% Le vecteur tangent t; a la fibre moyenne au point i est calculé

*Le plan Pt; de normale t; est calculé

%L intersection du plan Pt; et du plan XY est calculée et donne le vecteur n;

*Le repére local intermédiaire au point i est créé de (t;, nj, zi=t;"n;)

%Le repére local final est obtenu en tournant de I’angle 0 autour de t; le repére
local intermédiaire.
OFin de la boucle
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/(\(YYYYY

AT Rl

= Y\(-Z

z 7 £ ,% i
Figure 2-8 : Fibre moyenne avec ses sections

®Etape 4: Construction des solides tri-paramétriques entre chacune des
sections.
Comme les sections générées a 1’étape précédente sont composées de surfaces identiques a
la section initiale de 1’étape 1, il est aisé de construire des solides tri-paramétriques entre
deux surfaces (qui se correspondent) de deux sections qui se suivent. Tout comme la
construction des sections, cette procédure est itérative. C’est I’intérét du codage en PCL de
la géométrie, ce dernier permettant d’automatiser les opérations. Autrement, il serait tres
fastidieux de les effectuer manuellement, surtout si le nombre de sections est grand ! Au
final, nous obtenons la premi¢re méche volumique compléte formée exclusivement de
solides tri-paramétriques a six cotés (Figure 2-9), ce qui autorisera un maillage réglé en
¢léments hexaédriques par la suite.

z *

Figure 2-9 : Premiére méche volumique compléte
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®Etape 5 : Construction de la demi-CER compléte.
Pour obtenir la demi-CER, il suffit de calculer ’image de la premic¢re meche par la rotation
a 180° d’axe colinéaire a Z passant par le centre de symétrie cyclique de la demi-CER. Par
convention, le centre de symétrie cyclique est le point 100 de coordonnées :

0
[100],,,, =| H/2 (2.5)

XYZ}
0

Au final, nous obtenons le modele descriptif géométrique de la demi-CER représenté sous
plusieurs angles sur la Figure 2-10. Ce mode¢le est en accord avec la description de Postle
et al. ([POS87)).

Figure 2-10 : Demi-CER vue dans XZ, YZ et XY
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2.1.2.3 Reconstitution de tricots a partir de la demi-CER

Pour différentes raisons, il peut étre utile de reconstituer le tricot avec plusieurs CER. 1l est
ais¢ de reconstruire la CER a partir de la demi-CER. Il suffit de faire calculer au modeleur
géométrique le symétrique de la demi-CER par rapport au plan ZY, de normale X, passant
par le point 44. A partir de la périodisation de la CER, nous obtenons un tricot avec autant
de CER voulues (Figure 2-11).

Figure 2-11 : Périodisation de la CER modélisant le tricot étudié

Signalons également qu’il est possible de modifier notre modele en prenant une unique
courbe de Bézier passant par les quatre points caractéristiques. Dans ce cas, avec une
section circulaire, nous obtenons sur la Figure 2-12 un résultat semblable au modele
descriptif de Leaf et Glaskin ([LEAS55]) utilisé par Ramakrishna dans [RAMO0].

Figure 2-12 : Jersey avec une section circulaire et une jambe de maille courbe
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2.1.3 Variation des parameétres

2.1.3.1 Variation de la taille de la CER

I1 est possible de changer la taille de la CER en jouant sur les parametres H et L. Nous
présentons deux exemples sur la Figure 2-13. Le cas de gauche correspond a notre tricot,
mais avec une hauteur H augmentée de 20%. Le cas de droite est analogue, mais cette fois-
ci c’est la largeur qui est augmentée de 20%. Il apparait que ces modifications peuvent
amener a modifier les parametres de la loi d’angle pour que la géométrie reste régulicre.

hd h
Z X z X

Figure 2-13 : Demi-CER plus haute (a gauche) et demi-CER plus large (a droite)

2.1.3.2 Variation de la taille de la section

Le contour de la section peut étre modifié en jouant sur les valeurs de a et b. Sur la Figure
2-14, la section a un grand axe divisé par 2. Les parameétres sont alors : a=0,14mm et
b=0,375%*a.

-

ri x

Figure 2-14 : demi-CER avec une section de grand axe a divisé par deux.
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2.2 Construction du modéle élements finis

Le modele géométrique développé précédemment a été congu pour étre le support du
modele ¢léments finis que nous mettons en place maintenant. La géométrie étant constituée
de solides tri-paramétriques, nous réalisons un maillage réglé de briques tri-linéaires. Avec
un nombre raisonnable d’éléments, le maillage est fidéle a la géométrie et correspond au
tricot étudié¢ (Figure 2-15). Le choix de I’interpolation est le seul possible car nous avons
choisi d’opter pour un code de calcul explicite. Il s’agit d’Abaqus/Explicit qui est un code
industriel pouvant traiter les grandes transformations et le contact entre les meches (qui est
particuliérement sévére). Concernant le choix de la topologie des éléments, il est justifié
par la nécessité de définir localement les composantes du tenseur de comportement dans
les axes d’orthotropie. Le maillage étant réglé, les hexaédres sont harmonieusement
générés en suivant la géométrie des méches. C’est cette technique qui permet la bonne
définition de reperes locaux en tout point de Gauss du maillage, ce qui définit localement
les axes d’orthotropie initiaux.

Dans cette partie, nous détaillons la mise en donnée du modele. Nous précisons :
= Les conditions aux limites, pilotant la transformation et garantissant les symétries
requises.
= La définition du comportement, orienté¢ localement dans le maillage et présentant
des composantes variables dans le temps.
» La formulation des éments finis.

e

Figure 2-15 : Superposition du tricot réel et du modéle éléments finis

2.2.1 Conditions aux limites

2.2.1.1 Pilotage en vitesse et symétries

Pour simuler la traction biaxiale sur la demi-CER, il faut imposer un certain nombre de
conditions aux limites cinématiques sur les quatre faces des méches, notées H, B, D, G sur
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la Figure 2-16. Dans une cinématique de poutre, les faces Haut, Bas, Droite et Gauche
auraient ces conditions aux limites dans le repere (1,2,3) de la Figure 2-16 :
=  Pour les déplacements des sections :

u'=0; Ul =-U; =y,
U) =-UJ=u, et {U)=-Uj (2.6)
Uy =U; Uy =Uy
» Pour les rotations des sections :
0 =-0/ 0,'=07=0
00=0=0 et <0, =0" (2.7)
0y =0 =0 0 =07 =0

Ces conditions traduisent les symétries de la transformation biaxiale et de la maille
(décrites au 2.1.1.2). Le maillage est de type ¢léments 3D, par conséquent les seuls degrés
de liberté nodaux sont des vitesses .

H

B
Figure 2-16 : Sections “en haut” (H), “en bas” (B), “a droite” (D) et “a gauche” (G)

Les déplacements a obtenir sont u; et u, et nous devons respecter un rapport de
proportionnalité constant entre eux. Il s’agit du rapport de biaxialité de la CER. Comme les
vitesses sont choisies constantes dans le temps, les déplacements résultants sont linéaires.
Pour respecter la condition de proportionnalité, nous imposons donc,

v, u,

Keer
Vi o

v; et v, sont les vitesses nodales respectives des nceuds des éléments sur les faces D et H.
Ce sont elles qui sont spécifiées au code de calcul.

°L’algorithme explicite est formulé en vitesse (voir le livre de Belytschko et al. [BEL00]). Les seuls
déplacements qu’il est possible de spécifier sont des déplacements nuls.
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Les valeurs des vitesses sont choisies telles que la transformation soit quasi-statique, c'est-
a-dire avec une énergie cinétique trés faible devant 1’énergie de déformation'®. Au final,
nous choisissons une valeur vy de 0,05mm/s.

Concernant les autres conditions de (2.6) et (2.7), elles sont prises en compte par des
contraintes cinématiques'' entre les nceuds des différentes faces.

2.2.1.2 Contact

Le contact est un type de condition au limite impliquant une non-linéarité dans le calcul,
I’¢état de contact dépendant de la déformée qui elle-méme dépend de 1’état de contact. Dans
le code de calcul utilis¢, I’algorithme de recherche des surfaces est de type maitre-esclave
et I’algorithme de résolution du contact utilisé par défaut est de type « cinématique ». Il
impose I’exactitude des conditions cinématiques (pas de pénétration des nceuds esclaves
dans la surface maitre) grace a un schéma de type prédicteur-correcteur. La résolution du
probléme de contact est donc implicite, les pénétrations étant éliminées, apres une itération,
a la fin de chaque incrément de temps. L algorithme est le suivant :

@Pour chaque incrément, une prédiction de la position des nceuds esclaves est faite :
leurs positions respectives sont évaluées sans prise en compte des conditions de contact.

€Pour les nceuds qui ne respectent pas la condition cinématique, des accélérations
correctrices sont appliquées.

€En fin d’incrément, les nceuds prédits en pénétration sont sur la surface maitre avec
une force nodale associée proportionnelle a la distance de pénétration. Il est alors possible
de calculer des pressions de contact pour chaque nceud en divisant la force de contact
nodale par une surface nodale.
I1 est également possible de choisir un algorithme de contact par « pénalité ». La résolution
du probleme de contact est alors explicite car il n’y a pas de correction effectuée sur
I’incrément courant, mais a 1’incrément suivant. Cet algorithme ne garantit donc pas la
non-pénétration des nceuds esclaves. De plus, ’algorithme cinématique n’a pas d’effet sur
le pas de temps critique, alors que I’algorithme par pénalité peut le faire chuter. En
pratique, nous n’avons pas constaté de différences sur nos calculs, et nous avons
finalement opté pour un contact cinématique avec une surface maitre associée a la meche
la moins finement maillée et une surface esclave associée a I’autre méche'%.
Enfin, signalons qu’un frottement de coulomb de 0,15 est pris en compte dans le calcul.
Cette valeur n’est pas connue expérimentalement et est déterminée par recalage.

2.2.2 Formulation des éléments finis

2.2.2.1 Orientation du maillage

Les hexacdres ont été orientés le long des meches pour réussir a définir le tenseur de
comportement a 1’instant initial. Nous avons postulé au chapitre 1 qu'une méche peut étre
assimilée a un milieu continu élastique orthotrope caractérisé par une raideur longitudinale

11 est aussi possible de jouer sur la masse volumique. Cette technique est classique avec les codes
explicites : ¢’est le mass-scaling. Dans notre étude, la masse volumique choisie est 1 million de fois la masse
volumique réelle.

"1 s’agit classiquement de multi-point constraints, dits encore MPC.

12 Par défaut, le code de calcul inverse les role des surfaces maitre et esclave sur I’incrément. Ce n’est pas
notre cas.
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trés grande devant les raideurs transversales, par des modules de cisaillement et des
coefficients de Poisson majeurs tres faibles ([HAN98])". Le tenseur de comportement se
caractérise par neuf fonctions indépendantes qu’il faut renseigner'” :

EE; E;,G,,G05,Gyp0 V0, Vi Vs

Les directions (1,2,3), définissant ici les axes d’orthotropie, sont confondues avec des
reperes locaux qu’il est nécessaire de diriger en spécifiant, élément par élément,
I’orientation locale par rapport a la connectivité'>. Dans le jargon du code, ces repéres
locaux sont appelés « repéres structuraux ». En un point de Gauss donné, nous notons {e"}
un repére structural a ’instant initial et {e'} a I’instant t. Par rapport a toute section dans la
meche, ces reperes sont définis par :

= L’axe 1, correspondant au sens des fibres, qui est normal.

= [’axe 2 qui est ortho-radial.

» [’axe 3 qui est radial.
Le post-processeur du code de calcul est capable d’afficher sur le maillage 1’orientation
initiale des axes d’orthotropie (Figure 2-17, Figure 2-18 et Figure 2-19). Par convention, la
direction 1 est de couleur bleue, la direction 2 de couleur jaune et la direction 3 de couleur
rouge.

Figure 2-17 : Orientation initiale des axes d’orthotropie dans la méche

Remarque : Bien que les repéres structuraux représentés soient extrapolés et moyennés aux
noeuds, c’est bien aux points de Gauss qu’ils sont définis. De plus, la zone centrale de la
section n’a pu étre maillée a 1’aide d’éléments prismes a 6 nceuds, car le code ne le
permettait pas, et il a fallu se contenter d’hexaedres.

Afin de prendre en compte 1’écrasement, qui est un phénomene important dans les paquets
de fibres'®, nous introduisons des modules d’Young transversaux égaux et réactualisables.
Une loi a trois parametres est choisie. Elle ne dépend que de la déformation radiale et
traduit une saturation exponentielle des modules d’Young transverses :

3 Le calcul éléments finis que nous réalisons n’est donc pas un calcul standard.

' Les coefficients de Poisson mineurs ne sont pas donnés car ils sont calculés par le code de calcul & partir de
ces neufs fonctions. Les relations sont données au 2.2.2.2.

15 Cela est fait avec Abaqus/Explicit a 1’aide la carte *ORIENTATION, DEFINITION=OFFSET TO NODES.
' Ce phénoméne est méme prépondérant dans la mécanique des tissés ([BOIO1], [HAN9S]).
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E,=E,=E, (1— exp (’%D +E, 2.8)
€

Remarque : Les calculs 3D sur les mailles tissées ([BOIO1], [HAN98]) montrent que dans
le cas des tissus il est important de prendre en compte dans la loi de comportement 1’état de
tension dans la meéche. Les modules d’Young transverses dépendent alors de la
déformation longitudinale (composante 11). Cela est vérifi¢ expérimentalement sur des lois
d’écrasement macroscopiques faisant intervenir des efforts de compression transversaux
sur la meche ([HIVO02]). Cependant, dans notre cas nous montrons que la meche est déja
fortement écrasée avant de se mettre en tension au 2.3.1.1, ce qui justifie la simplicité de
(2.8).

.

Figure 2-18 : Orientation initiale des axes d’orthotropie a ’intérieur du maillage

Figure 2-19 : Orientation initiale des axes d’orthotropie en vue de dessus
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2.2.2.2 Formulation de Green-Naghdi

Les ¢léments finis employés sont, dans le jargon du code, des C3D8R, c'est-a-dire des
¢léments de continuum 3D a 8 nceuds sous-intégrés. Ils utilisent un contréle de modes a
énergie nulle et la formulation de Green-Naghdi. La loi de comportement est donc hypo-
¢lastique et le tenseur des déformations et des contraintes de Cauchy sont définis par un
cumul tensoriel dans des référentiels tournants ([BILO3], [GIL93c]). Ces référentiels
forment le solide suiveur'’ en rotation propre de Green-Naghdi qui est ici I’ensemble, en
chaque point de Gauss, des reperes structuraux suivant la rotation moyenne de la
matiere (partie orthogonale R du gradient de la transformation F). Elle correspond a la
moyenne des rotations des segments matériels passant par le point considéré ([GIL94]).
L’intérét majeur de I’utilisation d’un tel solide suiveur réside dans I’objectivité du calcul
du taux de contrainte. Cependant, nous montrerons au 2.3.2.4 que ’inconvénient est son
utilisation pour réactualiser les axes d’orthotropie. Les aspects théoriques, que nous
occultons pour le moment bien qu’ils soient fondamentaux pour comprendre ce qui est fait,
seront abordés en détail dans les chapitres 3 et 4. Pour le moment nous nous plagons du
point de vue du simple utilisateur de code de calcul voulant enrichir par des modules
d’Young transverses variables un comportement orthotrope.

Pour prendre en compte la loi d’écrasement, il faut implémenter la réactualisation des
composantes du tenseur de comportement dans Abaqus/Explicit, ce qui est fait par
I’écriture d’une VUMAT qui est une routine utilisateur. Sur un incrément de temps [t,t+At],
les matrices de I’incrément de déformation et des anciennes contraintes sont fournies par
Abaqus/Explicit dans les reperes structuraux locaux. De plus, nous définissons 6 variables
utilisateurs qui sont les composantes de 1’ancien tenseur de déformation, qui ne sont,
bizarrement, pas fournies par le code.

Les matrices suivantes sont donc connues en début d’incrément :

" EJ{M} Leloplely

La seule matrice a calculer est :
t+At
o
|: =:|{ex+m}

Voici I’algorithme de la VUMAT que nous avons programme :
#D¢but de la boucle sur les points de Gauss
#*Calculer les nouvelles déformations de Green-Naghdi avec :

I Hmi]{e«w | | tﬁ]{et} - [A% E} feon)

#*Calculer les nouveaux modules d’Young transversaux avec :

t+At8
t+At E3 — t+At E2 — EOO [1 _exp[ — 33 ]} + E()
€

¥ Actualiser les composantes du tenseur de comportement dans la nouvelle base de
Green-Naghdi avec'® :

'7 Cette notion a été introduite par Rougée dans [ROU97]. Nous aurons I’occasion d’en reparler aux chapitre
3etS.

'8 Les formules utilisées sont classiques et peuvent étre trouvées dans le cours de Billoét sur les matériaux
composites ([BIL96]) ou de nombreux autres ouvrages. De plus amples détails seront donnés au chapitre 3.
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OCII 0C12 OC13 O
0C12 OC22 0C23 O
[C} _ 0C13 0C23 0C33 0

s |00 0 "Cy,
0 0 0 °C
0 0 0 0 °C,

S O o O

S O O O O

et
oc = 1-v,vs, 0c = 1-v,vy, 0 _ 1=vpvy,
- (AL 2° 22 7 AE t+AlE > 37 AE t+AtE
A( E3) 1( 3) 1( 3)
0. = Vi 7 V3V 0Cc. = Vi Vo Vy 0. = Vi T VpVs
12— 20 13 20 23
A(t+AtE3) A( t+AtE3) AEI (t+AtE3)
0 . 0 _ 0 _
Cy =2G,,, Css =2Gy,, Ces =2G;,
A= 1= ViV = VsV =V Vi3 = 2V5 ViV
2
t+At
E,(“E,)
t+At E3 t+AtE3
V,, =—V V,, =V V, = A%
21 12> V3 235 Vi 13
E, E,

#*Calculer I’incrément de contrainte dans la base de Green-Naghdi avec'’ :

UAWRQLMJ - [Q{M} I z}{em}}

¥ Actualiser les nouvelles contraintes a t+At dans la base de Green-Naghdi avec :
[ng] - :[tg] | +_AMQ}
e TL2N LR 2

@Fin de la boucle sur les points de Gauss

2.2.3 Analyse de sensibilité de la loi de comportement

2.2.3.1 Cas testés

Afin de calibrer la loi d’écrasement (2.8) de fagon a ce qu’elle permette de caler le modele
¢léments finis au plus proche de 1’essai expérimental, nous menons une étude de sensibilité
sur le tenseur de comportement dans les cas indexés sur la Figure 2-20. Cela correspond a
une approche inverse que nous sommes contraints de pratiquer en 1’absence de données
expérimentales concernant le comportement de la meche.

D’apres le chapitre 1, le module d’Young de la direction forte d’anisotropie est
112000MPa. Les coefficients de Poisson majeurs sont pris faibles, mais non nuls. Nous
¢tudions donc ici la sensibilit¢ aux modules de cisaillement et aux modules d’Young
transverses.

1 Les vecteurs incrément de contrainte et incrément de déformation sont notés avec des doubles crochets
pour traduire le fait qu’ils correspondent a une simple réorganisation des matrices associées.
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Comportement (MPa)

Calcul E1 EZ=E3 w13 w12 w23 512 513 [EPE
GN_s_1] 112000 a0 0.10 0.10 005 10 10 140
GN_s_2 | 112000 a0 0.10 010 0.0s 100 100 150
GN_s_3 | 112000 500 0.10 010 0.05 100 100 150
GN_s_4 | 112000 1000 010 010 005 100 100 180
GN_s_5] 112000 a000 0.10 0.10 0.05 100 100 180
GN_s_6 | 112000 1000 0.10 0.10 0.0s a00 200 180
GN_s_7 | 112000 1000 0.10 010 0.05 220 200 150
GN__E_B 112000 1000 0.10 0.10 0.05 150 150 180

Figure 2-20 : Tableau de synthése de ’analyse de sensibilité

2.2.3.2 Résultats et choix des paramétres de la loi de comportement

Pour illustrer la sensibilit¢ de la formulation de Green-Naghdi, nous présentons les courbes
forces-déplacements calculées sur la face H de la demi-CER. Les résultats sont représentés
sur la Figure 2-21. La premicre remarque est qu’il n’est pas possible de choisir des
modules de cisaillement nuls d’aprés les cas GN_s 1 et GN s 2. De plus, d’apres les cas
GN s 6, GN s 7 et GN_s 8, la rigidit¢ asymptotique des courbes forces-déplacements
dépend trés fortement de leurs valeurs, ce qui n’est pas trés physique pour un milieu
fibreux. Concernant les raideurs transverses, les cas GN s 4, GN_s 5 et GN_s 6 montrent
qu’il n’y a plus que de faibles variations de la rigidité asymptotique entre S00MPa et
5000MPa. Nous choisissons donc de fixer dans la loi d’écrasement la valeur maximale des

modules d’Young transverses a 1000MPa.

Traction biaxiale sur une CER

404z
T8
35 1
= -’ -
30 . /*’ - !
- x'
25 | —=—GN_s_1 v
—+ GN_s_2 ‘
- -+ - GN_s_3 7S
20 A —+-GN_s_4 J"X- !
GN_s_b - >
15 —x - GN_s_6 . »"
—» GN_s_7 4 "
—+—GN_s_8 ;A pead
- L -
10 p- .
Ty .
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W
o
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Figure 2-21 : Courbes forces-déplacements sur le haut de la CER issues de I’analyse de sensibilité
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Le cas GN_s 8 est celui qui s’approche au mieux des courbes expérimentales, mais il ne
permet pas de décrire trés précisément la zone non-linéaire expérimentale. Il faut pour cela
prendre en compte une variation monotone des modules d’Young transverses jusqu’a la
valeur seuil de 1000MPa. Ainsi, nous choisissons pour la loi d’écrasement les parameétres
suivants :

E, =1000MPa £=0,13 E,=50MPa (2.9)

En annexe 8.1, la routine VUMAT du 2.2.2.2 est testée sur un ¢lément avec la loi
d’écrasement qui vient d’étre définie.
Les modules de cisaillement choisis sont également ceux du cas GN s 8. Au final, le
tenseur de comportement est défini par les fonctions suivantes :

* Pour les modules d’Young :

E,=112000MPa et E,=E,=E, (1_@;1{8%}} +E,
€

= Pour les modules de cisaillement :
G,,=G,, =150MPa et G, =190MPa

= Pour les coefficients de Poisson majeurs :
Vi, =v,;=0,1 et v,;,=0,05
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2.3 Simulation de lu traction biayiale

Le mod¢le éléments finis vient d’étre construit avec sa la loi de comportement. Dans
cette partie, nous 1’exploitons afin d’effectuer le passage méso-macro nous permettant
d’accéder a la loi de comportement de la CER sous forme de deux surfaces de tension
([BOIO1]). Nous effectuons les post-traitements des résultats des simulations d’essais de
traction biaxiale. A défaut de pouvoir démontrer les capacités prédictives de notre modele,
nous montrons qu’il est capable de décrire 1’essai expérimental dont nous disposons. Nous
montrons surtout que la formulation des éléments finis induit des erreurs sur les courbes
forces-déplacements a partir desquelles sont construites les surfaces de tension. A
I’exception des surfaces de tension, Les post-traitements présentés sont issus d’un calcul
effectu¢ avec le rapport de biaxialité de la CER kcgr=0,647, ce qui correspond au rapport
de biaxialité macroscopique de I’essai (nous justifierons cela au 2.3.2.1.).

2.3.1 Post-traitement des diverses grandeurs

2.3.1.1 Déformée et non-déformée de la demi-CER

La déformée obtenue est réaliste (Figure 2-22) et conforme aux observations
expérimentales de Mayers et al. ((MAY97]) et de Takano et al. ((TAKO1]). De plus, les
conditions aux limites de symétrie définies au 2.2.1.1 sont bien respectées comme en
témoignent les rotations des meches au cours de la transformation (Figure 2-23). Il y a trois
phases qui se traduisent successivement par :

» Le mouvement de corps rigide des meches qui viennent se mettre en contact.

* Le glissement et I’écrasement des méches en contact les unes contre les autres.

» Le blocage de la mobilité et la mise en tension des méches.
Nous constatons un écrasement et un cisaillement trés important au point de contact des
deux meches. Nous allons le voir au 2.3.2.4, plus ce cisaillement va étre important, moins
le modele sera fiable pour décrire le comportement mécanique globale de la CER.

Figure 2-22 : Déformée et non-déformée périodisées

65



Chapitre 2 : Modélisation géométrique et mécanique d’une maille tricotée

17t

[

W o752

I A e

i s

W [~
—

L7
77
o

DISPLACEMENT MAGNIFICATION FACTOR =  1.00
RESTART FILE = hutlast2 STEP 1 INCREMENT 68471
5 TIME COMPLETED IN THIS §TEP z.40 TOTAL ACCUMULATED TIME 2.40

BABAQUS VERSION: 5.7-5 DATE: 10-OCT-2001 TIME: 09:34:27

N>
Eoess \,>-§:\;\;\2$0‘O9
e = e
T e VAL 1T
W |ty 1 5
gy, R sty e Ve
i LT e Ve
i Y, s L T <
7 Sl PSS

DISPLACEMENT MAGNIFICATION FACTOR =  1.00 DISPLACEMENT MAGNIFICATION FACTOR =  1.00
RESTART FILE = hutlast2 STEP 1 INCREMENT 151197 RESTZRT FILE = hutlact2 @TEP 1 INCREMENT 348631
5 TIME COMPLETED IN THIS §TEP 4.40 TOTAL ACCUMULATED TIME 4.40 5 TIME COMPLETED IN THIS §TEP 7.80 TOTAL ACCUMULATED TIME 7.80

ABAQUS VERSION: §5.7-5 DATE: 10-OCT-2001 TIME: 09:34:27 ABAQUS VERSION: 5.7-5 DATE: 10-OCT-2001 TIME: 09:34:27

Figure 2-23 : Evolution de la déformée (commencer en haut a gauche et lire de gauche a droite)

2.3.1.2 Ecrasement des meches

Il est possible de post-traiter sous forme d’iso-contours les valeurs des modules d’Young
transverses définis par la loi d’écrasement (2.8). Nous constatons sur la Figure 2-24 que
I’écrasement est bien progressif dans la zone de contact entre les deux méches. La rigidité
transverse augmente d’abord au point de contact et cette tendance se propagent dans
I’épaisseur des méches. De plus, d’apres la comparaison des courbes forces-déplacements
de ce calcul avec celles d’un cas ou les modules d’Young transverses sont constants, il a
¢té montré que c’est la rigidité transverse dans la zone de contact qui est significative.

AN INITY
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Figure 2-24 : Evolution de I’écrasement (commencer en haut a gauche et lire de gauche a droite)

Figure 2-25 : Isovaleurs des modules d’Young transverses (MPa) en fin de transformation

2.3.1.3 Perspectives sur le cisaillement de la CER

De maniére analogue aux tissus et parce que nous ¢€tions en possession de données
expérimentales, nous avons caractérisé le comportement de la CER de tricot dans les
directions chaine et trame. Cependant, il serait intéressant d’étudier la réponse de la CER
sous d’autres sollicitations, comme le cisaillement. Une ¢tude de ce type, comparant des
données expérimentales a des modeles éléments finis volumiques de tissus a été
récemment présentée par Dumont ([DUMO3]) et Hivet ((HIV02]). De notre c6té, bien que
nous n’ayons pour le moment aucune données expérimentales, il serait intéressant
d’envisager des essais de traction biaxiaux dans d’autres directions du plan de la CER,
mais les conditions aux limites seraient difficiles a définir. L’étude du cisaillement de la
CER parait plus accessible, les conditions aux limites pouvant étre définies par des vitesses
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imposées dans le plan des sections aux extrémités des meéches. Dans ce cas, c’est toute la
CER qu’il faudrait modéliser, la symétrie cyclique étant perdue dans la transformation.
Pour donner une idée du résultat que nous pourrions obtenir, nous avons déformé
graphiquement I’éprouvette simulée en tension biaxiale sur la Figure 2-26.

Figure 2-26 : Eprouvette virtuelle cisaillée graphiquement

2.3.2 Confrontation avec ’essai expérimental

2.3.2.1 Passage de I’échelle mésoscopique a 1’échelle macroscopique

Afin de confronter notre modele éléments finis a I’expérience présentée au chapitre 1, nous
donnons ici les équations permettant de calculer a partir du modele ¢éléments finis les
forces sur I’éprouvette virtuelle correspondant a 1’éprouvette réelle. Nous définissons :
* ncomme le nombre de CER dans le sens wale (direction 1) et m comme le nombre
de CER dans le sens course (direction 2). Ici, n=11 et m=17.
= Les différentes grandeurs suivantes :

Grandeurs mésoscopiques Grandeurs macroscopiques
e u;: déplacements d’une CER. e U;: déplacements de
e f;: forces résultantes sur une I’éprouvette.
demi-CER. e F,: forces résultantes sur
e Kkcgr : rapport de biaxialité d’une I’éprouvette.
CER. e k :rapport de biaxilité de
I’éprouvette.

La situation est représentée sur la Figure 2-27.

Les forces fj et f; sur la CER sont calculées avec le modéle éléments finis en sommant les
forces nodales sur les faces des meches. Par contre, les déplacements u; et u, de la CER
sont directement un des déplacements nodaux des faces des meches, tous égaux entre eux.
En effet, ils sont connus (voir le 2.2.1.1).
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) 1yl
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44

n*m CER

Figure 2-27 : Illustration du passage de la CER a I’éprouvette

Sous I’hypothése d’homogénéit¢é du champ de déformation dans 1’éprouvette, nous
pouvons écrire les équations de passage suivantes :

E =mf, U, =nu,
et (2.10)
E, =2nf, U, =mu,

Les équations (2.10) vont nous permettre de tracer les courbes forces-déplacements
macroscopiques sur 1’éprouvette virtuelle et de les comparer a 1’essai de traction biaxiale
fait a k=1. Nous avions défini le rapport de biaxialité comme le rapport des déplacements
dans les directions chaine et trame au chapitre 1. D’apres (2.10), il existe une relation entre
le rapport de biaxialité macroscopique et le rapport de biaxialité mésoscopique, c’est a dire
celui de I’éprouvette et celui de la CER (qui est utilisé¢ dans nos simulations) :

U
k=—2= EkCER
U n
Le rapport de biaxialité macroscopique de 1’essai expérimental, unitaire, correspond donc a
un rapport de biaxilit¢ mésoscopique de 11/17, soit 0,647. Cela explique pourquoi nous
avons choisi cette valeur au 2.2.1 pour illustrer nos calculs.

2.11)

2.3.2.2 Surfaces de tension

Il y a deux surfaces de tension qui correspondent au comportement dans les directions
chaine et trame. Ce comportement est formé a partir de deux fonctions Ti(e11,€22) et
Ta(e11,€22) des déformations logarithmiques dans ces directions et traduit un couplage en
tension. La modélisation de la CER 3D hétérogéne par une membrane continue 2D avec
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pour loi de comportement macroscopique les deux surfaces de tensions permet de
considérer les spécificités du milieu fibreux a 1’échelle mésoscopique. Elles sont bien
adaptées dans le cas des tissus ([HIV02], [BOIO1]) et I’idée est d’étendre cela aux tricots.
Pour cela, nous supposons que, pour la mise en forme, un tricot se déforme sans effort en
cisaillement et qu’il ne présente que des rigidités dans les directions chaine et trame®. Ici,
les tensions T; et T, correspondent aux forces f; et 2f, de (2.10). Elles sont fonction de
déformations logarithmiques calculées a partir de u; et u; de (2.10) et des dimensions
initiales de la CER ((2.2)). Nous obtenons pour chaque rapport de biaxialité une courbe
force-déplacement de chaque surface. En les regroupant et les interpolant, nous obtenons
les surfaces de tension T; et T, (Figure 2-28).

T2 (N)

£11(%) : £11(%)
i

Figure 2-28 : Surfaces de tension T1 et T2

Nous constatons que le domaine de validité du modele est restreint pour la majorité des
rapports de biaxilité de la CER dans les grandes déformations : il y a un aplatissement des
surfaces qui n’est pas physique. Il n’y a en effet aucune raison pour que la rigidité chute
alors que les déplacements continuent d’augmenter linéairement ! Nous revenons sur ce
point au 2.3.2.4 lors de la comparaison entre les courbes forces-déplacements extraites des
surfaces de tension pour kcgr=11/17 et I’essai expérimental disponible.

% Les directions chaine et trame sont en fait considérées comme deux directions fortes d’anisotropie.
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2.3.2.3 Corrélation entre le calcul et ’essai

Nous comparons les courbes forces-déplacements numériques et expérimentales obtenues
pour k=1. Nous représentons sur la Figure 2-29 les différentes courbes et nous constatons
une corrélation possible, a une translation prés. En translatant les courbes de -0,345mm,
nous obtenons les courbes de la Figure 2-30. Cette opération de recalage du modele est
légitime pour deux raisons :
» Dans la réalité, la phase 1 du processus de déformation de la maille tricotée (définie
au 2.3.1.1) est quasi-inexistante car les méches sont déja en contact.
= Expérimentalement, le « zéro » des courbes est difficile a obtenir puisqu’il faut que
I’échantillon soit parfaitement plan initialement et sans tensions dans les meches.
Sur la Figure 2-31, nous agrandissons la partie connue expérimentalement de la Figure
2-30 et il apparait que la corrélation est assez bonne pour des valeurs de déplacement
macroscopiques atteignant 1,5mm. Néanmoins, comme sur les surfaces de tension, une
perte de rigidité progressive allant jusqu’a se traduire par un plateau nous amene a nous
poser de sérieuses questions quant a la formulation des éléments finis du code de calcul.
Alors que le matériau est purement élastique et que les déplacements sont linéaires,
comment est-il possible d’expliquer cette erreur et quelle est son incidence sur les
capacités prédictives du modele éléments finis ?

Courbes Force-Déplacement sur I'éprouvette
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Figure 2-29 : Comparaison entre le MCEO-GN recalé partiellement et I’essai expérimental
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Figure 2-30 : Comparaison entre le MCEO-GN recalé et ’essai expérimental

Courbes Force-Déplacement sur I'éprouvette
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Figure 2-31 : Comparaison entre le MCEO-GN recalé et ’essai expérimental, zoom
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2.3.2.4 Erreur due a la formulation de Green-Naghdi

La perte de rigidité en fin de transformation est une erreur liée a la formulation de Green-
Naghdi. Elle s’explique géométriquement par le fait que la direction forte d’anisotropie ne
soit pas réactualisée convectivement. D’aprés 2.2.2.2, elle dérive en suivant la rotation
moyenne de toutes les fibres matérielles passant par le point de Gauss considéré alors
qu’elle devrait suivre sa propre rotation. Or nous constatons que la rotation moyenne est
trés importante dans la zone de contact, ceci conduisant a une dérive trop importante des
axes d’orthotropie. C’est ce que nous pouvons observer sur la Figure 2-32.
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Cette dérive est directement liée au cisaillement des éléments, ce que nous montrerons au
chapitre 4 sur le test de glissement simple. Remarquons que nous avions déja constaté au
2.2.3.2 une trop forte sensibilité aux modules de cisaillement testés.

Au final, il apparait que notre modele éléments finis de tricot permet d’obtenir une
corrélation avec I’essai expérimental satisfaisante, mais en apparence seulement. Il est fort
probable que la loi de comportement choisie a cet effet au 2.2.3.2 ne soit plus adaptée si le
rapport de biaxialité macroscopique k change. En effet, la dérive des repéres de Green-
Naghdi n’a aucune raison de survenir au méme moment et peut étre trop prématurée si

nous changons kcgr, les méches se cisaillant au point de contact plus ou moins tardivement.

D’autre part, avec de telles dérives, la loi d’écrasement n’est plus exprimée dans les bons
axes d’orthotropie, c'est-a-dire orthogonalement et ortho-radialement a la fibre moyenne
d’une meche. Ces raisons nous laissent penser que la formulation de Green-Naghdi n’est
pas adaptée pour la modélisation des milieux fibreux a une direction forte d’anisotropie. Le
seul moyen de s’affranchir de ces difficultés est de corriger la dérive des axes d’orthotropie
en implémentant une nouvelle formulation qui réactualiserait ces derniers dans la vraie
direction forte d’anisotropie. C’est désormais notre nouvel objectif.
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Nous avons précédemment montré qu’implémenter un comportement hypo-
¢lastique orthotrope, sans s’intéresser en détail a la formulation, pouvait conduire a des
résultats non-physiques. Partant de ce constat, notre ambition est d’exposer dans ce
chapitre une formulation générale des milieux continus orthotropes en grandes
transformations ou 1’évolution des directions d’orthotropie est prise en compte. L approche
choisie est eulérienne et s’inscrit dans le cadre des formulations hypo-élastiques™, cette
forme de comportement étant trés fréquente dans les codes de calcul en grandes
transformations tels que celui dont nous usons (Abaqus/Explicit).

L’objectif de ce chapitre est de nous permettre de déduire au chapitre 4 une théorie de
milieu continu équivalent orthotrope pour constituer un modele de meche fibreuse, mais
¢galement de détailler la formulation de Green-Naghdi utilisée au chapitre 2. Il sera alors
possible de comprendre les défauts du modele de la maille tricotée pour les corriger par
notre nouvelle formulation. Pour ce faire, nous introduisons les outils tensoriels requis en
deux temps. Au §3.1 sont introduits les rudiments de manipulation tensorielle et matricielle
en bases mixtes a un instant donné, et au §3.2 les notions caractérisant 1’évolution des
tenseurs entre deux instants. Ces outils nous permettent d’expliciter notre théorie des
milieux continus orthotropes (que nous abrégerons MCO) au §3.3. C’est au chapitre
suivant que nous particulariserons cette théorie dans le cas d’un milieu fibreux a une
direction forte d’anisotropie tel que les meches de la maille tricotée du chapitre 2.

Pour assurer la généralité de nos résultats et mettre en place des outils qui pourront
éventuellement étre exploités a d’autres fins, dépassant le cadre de cette thése, notre
volonté est de privilégier les équations tensorielles. En effet, elles sont intrinséques et les
équations matricielles utilisables dans les codes de calcul en découlent directement. Le
formalisme introduit peut sembler de prime abord lourd et volumineux, de par le nombre
d’équations développées, mais c’est a ce prix que sont formulés de maniére concise et clair
les concepts sous-jacents aux formulations hypo-¢lastiques en MGT.

3.4 Manipulation des tenseurs euclidiens
l

La MGT nécessite 1’utilisation intensive des tenseurs pour modéliser les variables,
mais aussi pour écrire les relations entre ces derniéres. L outil « tenseur » est trés populaire
en physique pour trois raisons majeures :

= ]I permet d’exprimer des propriétés indépendantes des bases de projection dans un
référentiel donné car ils sont intrinséques.

»= ]I permet de modéliser des applications multi-linéaires qui suffisent a décrire la
majorité des phénomeénes physiques.

»= ]I permet de construire des variables et des équations invariantes dans certaines
transformations. En MGT, I’invariance par une rotation est souvent requise pour
assurer I’équivalence des observateurs : c’est le principe d’objectivité.

Nous exposons dans ce paragraphe les notions et le formalisme utiles a la description des
tenseurs et a leur manipulation a I’aide des matrices. La représentation des tenseurs est
donc abordée a I’aide de projections dans des bases tensorielles mais aussi sous la forme
matricielle.

211 existe d’autres approches, dites lagrangiennes, ou la formulation est souvent de la forme hyper-élastique
([DET85]) et ou les tenseurs sont ramenés dans la configuration initiale. Néanmoins, il existe aussi des
approches hyper-élastiques corotationnelles ([FIS00]).
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3.1.1 Représentations et propriétés de base des tenseurs

3.1.1.1 Définitions de I’espace de travail et du référentiel global

Notre cadre de travail mathématique sera ’espace euclidien a trois dimensions R’ dans
lequel est plongé le solide déformable, que nous noterons V3 (cette notation sera justifi¢ au
3.1.1.2). Dans I’espace euclidien, les distances et les angles se mesurent avec les mémes
instruments (régle et rapporteur) en tout point. Nous le désignerons tout simplement par
« I’espace », car il s’agit du modele classique de la réalité tridimensionnelle qui nous
entoure. C’est dans I’espace que se trouvent les ingrédients constitutifs des tenseurs dits
euclidiens. Ces tenseurs seront ceux que nous allons utiliser tout au long de ce chapitre.
Pour de tels tenseurs, la notion de variance disparait (I’espace ayant pour dual lui-méme),
contrairement aux tenseurs dits « affines » ((ROU97])*. Les tenseurs affines sont surtout
employés en Relativit¢ Générale et ont été introduits en physique par Einstein ([EIN93]),
théorie dont nous pensons qu’il faudrait s’inspirer en MGT pour décrire les corps
déformables, mais surtout pour clarifier le formalisme tensoriel sous-jacent.

Les tenseurs euclidiens doivent étre évalués par rapport a des référentiels rigides en
mouvement de corps rigide dans l’espace. Le travail en composantes se fera tout
naturellement dans des bases orthonormées directes (bases qui seront dites « OND »).
Nous précisons dés maintenant que toutes les bases utilisées dans ce chapitre seront OND
ou construites a partir de bases OND (en ce qui concerne les bases mixtes définies au
3.1.1.3).

C’est I’existence d’une base qui définit automatiquement le référentiel associé dans lequel
elle y est fixe. Une base mobile par rapport a une base fixe définit donc automatiquement
un nouveau référentiel (dans lequel la base mobile est fixe). Dans ce dernier, les distances
et les angles sont conservés puisque les bases doivent rester OND. La transformation
associée ne peut donc étre qu’une rotation, définissant par 1a méme un mouvement de
corps rigide a une translation pres. C’est pour cela qu’un référentiel tournant s’apparente a
un solide rigide en mouvement dans I’espace par rapport a d’autres solides rigides, fixes ou
non.

Il émerge alors la nécessité de définir un premier référentiel fixe par rapport a 1’espace
pour en définir d’autres par la suite. Ce référentiel « primal », nous I’appelons le référentiel
global et nous le notons R g. Il est défini par le choix d’une base OND fixe dans I’espace
(c’est la base globale) tel qu’il soit galiléen. Le référentiel global est donc fixe ou en
mouvement de translation uniforme par rapport a 1’espace. C’est par rapport & ® g que des
référentiels tournants (donc non-galiléens) seront définis ultérieurement.

3.1.1.2 Définition d’un tenseur et d’un champ de tenseur

Il est insolite de constater qu’en général on n’accorde pas d’utilit¢ fondamentale a la
définition des tenseurs. Cela s’explique par le fait que les tenseurs utilisés soient tres
souvent euclidiens. Dans le cas général, pour les tenseurs affines, il est nécessaire de
préciser mathématiquement ce que nous désignons communément par « tenseur » a cause
de la notion de variance, dite aussi tensorialité, qui resurgit. Mettons rapidement en place
la notion de variété différentiable pour se placer dans ce cadre général que nous allons
réduire au cas euclidien jusqu’au chapitre 5.

22 Rougée dirait plutét que toutes les variances sont équivalentes et doivent donc étre traitées sur un pied
d’égalité.
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Nous identifions le solide déformable a I’instant t a une variété riemannienne différentiable
de dimension 3 que nous notons V3 ([ROU91]). La notion de variété permet de tracer des
arcs matériels infinitésimaux ds et il est possible de former des systémes de coordonnées
locales en tout point M du solide qui, bien siir, est courbe et comporte des déformations.
En un point M du solide déformable, nous ne saurions caractériser les arcs infinitésimaux
ds par des « fleches courbes » (qui ne seraient pas des vecteurs). Il est donc nécessaire
d’effectuer 1’étude dans un espace tangent Ty V3 qui serait 1’approximation au premier
ordre du solide déformable. Il s’agit classiquement d’un processus de linéarisation
permettant d’exploiter 1’arsenal mathématique de 1’algébre linéaire. Cependant, il existe
aussi un espace cotangent, dual de I’espace tangent, en chaque point de V3 : ¢’est 1a que la
difficulté de la géométrie différentielle commence a se manifester ! Sans détailler plus ces
notions, longuement analysées par Rougée dans [ROU97] et que nous reprendrons au
chapitre 5, nous donnons maintenant la définition d’un tenseur a valeurs réelles qui
s’appuie sur la dualité de ces espaces ([TAL93]) :

Un tenseur T a valeurs réelles p fois covariant et q fois contravariant au point M d’un
solide déformable V; est une fonction (p+q)-linéaire, définie sur le produit cartésien de p
espaces vectoriels tangents en M et q espaces vectoriels cotangents en M, vers [’espace des
réels. Si L, est [’ensemble des applications multilinéaires, on note :

TeL,, ((TuV )" x(T*,V,)" )

Le nombre de barres sous T est égal a I’ordre du tenseur. Il y en a donc p+q. Nous voulons
¢galement attirer I’attention sur le fait qu'un tenseur peut également étre vu comme un étre
mathématique appartenant a un certain espace tensoriel, et pas seulement comme une
application multilinéaire :

Un tenseur a valeurs réelles T p fois covariant et q fois contravariant au point M d’une

p q
variété Vs est un élément de [’espace tensoriel (®T*,,V,)®(®T,,V;).
Dans le cas euclidien, la notion de variance disparait car I’espace tangent est son propre
dual et est confondu avec I’espace lui-méme. L ensemble des applications multilinéaires se
simplifie alors :
L., ((TMV3 ) x(T*,V, )* ,R) =L, ((]R3 ) x(R*)’ ,R) =L (R“WLR) =L, (R™,R)

ptq

Cela revient a considérer qu’un tenseur est un ¢lément de 1’espace et non un élément d’un
espace tangent au solide déformable®. C’est ce qui sera appelé au chapitre 5 1’approche
hyper-euclidienne ([ROU97]). Le cas euclidien permet donc de simplifier la définition
générale en :

Un tenseur euclidien T a valeurs réelles d’ordre n au point M de I’espace est une fonction
n-linéaire vers l’espace des réels, définie sur le produit cartésien de n fois [’espace. On
note :

TeL,(R".R)

Jusqu’au chapitre 5, nos tenseurs seront exclusivement euclidiens.

Il est important de remarquer qu’en MGT, ou d’autres domaines de la physique, on parle
souvent de tenseurs pour désigner, en fait, un champ de tenseurs. Nous avons défini ce
qu’est un tenseur euclidien, et il faut donc pouvoir caractériser un tenseur donné en chaque
point M de I’espace. Nous introduisons alors I’ensemble des tenseurs (euclidiens) d’ordre n
en un point M de I’espace :

T,," ensemble des tenseurs euclidiens d'ordre n au point M

3 C’est couramment le cas des tenseurs eulériens dans 1’approche spatiale.
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Nous définissons ensuite la réunion des ensembles de tenseurs d’ordre n en tout point M de

I’espace :
T=J T,
MeR?
Donnons maintenant la définition d’un champ de tenseurs :
Un champ de tenseurs T est une application qui associe a tout point M de [’espace un
tenseur T(M) au méme point, ce que [’on note :

R > T"
M — T(M)

3.1.1.3 DBases mixtes

Pour tout ordre de tenseur, et spécialement a I’ordre 2, il est essentiel de préciser les bases
de travail en MGT et il est treés pratique de travailler en projection dans certaines bases
plutot que d’autres. Il est donc nécessaire de mettre au point une notation claire et une
définition étendue des bases classiques.

Plagons-nous dans un référentiel ® . Soit B une base mixte tensoriclle, a définir, de
I’algebre tensorielle des tenseurs d’ordre 2, fixe dans ® . Cette base peut étre formée par
produit tensoriel de vecteurs formant des bases vectorielles OND fixes dans ® ([WAS92]).
Prenons alors deux bases vectorielles OND composées des vecteurs ay et des vecteurs f3
pour former la base tensorielle B qui est la réunion des neuf produits tensoriels possibles
(linéairement indépendants), k et 1 variant de 1 a 3. Nous notons alors :

B={o,®B, 0, ®B, ... a,®B }= ] {o, ®B, | ={a @B}

k=1.3
1=1..3

Afin d’alléger les notations par la suite, nous utiliserons surtout la derniére notation qui est
la plus condensée.
Nous appelons les ay les vecteurs de base gauches et les B les vecteurs de base droits.
Dans le cas particulier d’une base ou les vecteurs de base gauches sont identiques aux
vecteurs de base droits, nous notons :

B={a®a}={o}
Dans tout ce qui suit, les bases mixtes qui apparaitront seront toujours construites a partir
de bases vectorielles OND.

3.1.1.4 Projections de tenseur et représentation matricielle

D’apres ce qui précede, il existe des bases tensorielles mixtes formées a partir d’autres
bases tensorielles OND classiques. Afin d’exploiter de telles bases, intéressons-nous a la
représentation d’un tenseur dans une base mixte. Nous appelons cette représentation,
relative a une base donnée, « projection ».

Dans un référentiel ® , nous nous donnons un tenseur A et une base mixte B. La projection
de A sur la base B est ’association de I’ensemble des composantes de A avec les vecteurs
formant B. Nous la notons :

é = Aijgi ® E i

Les composantes de A sont données par 1’équation tensorielle :
Ay =0y éﬁj
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Démontrons ce résultat en utilisant la trés utile propriété suivante (dont il sera fait un usage
abondant) :

(a®b)-c=a(b-c) (3.1)

Contractons une fois A avec un vecteur de base droit :
A-B =4y (91 ®B, ) B =A (EJ By ) = A0, = Ay g,
Contractons une fois le résultat avec un vecteur de base gauche pour obtenir les

composantes de A :
Q, 'é‘Ek: Apoy o =A0; =A,

i
Remarque : Dans le référentiel ® , il existe une infinité de projections possibles pour un
tenseur donné, et toutes ces projections doivent étre équivalentes et représenter le méme
étre mathématique intrinséque. Cette exigence est réalisée car les tenseurs obéissent a des
lois précises de changement de base. Cette propriété peut d’ailleurs servir de définition
d’un tenseur.

A cette projection correspond une représentation matricielle. Cela est toujours le cas car il
existe un isomorphisme entre 1’algebre des tenseurs d’ordre 2 et I’espace vectoriel des
matrices carrées d’ordre n. Cette correspondance définit la matrice de A dans la base B
comme le tableau des composantes de A relatives a la base B. Nous la notons :

(Al =[A]., =(4)

3.1.1.5 Transposition
Soit A un tenseur en base mixte de projection :
é =Au0, ® El

Nous avons vu au 3.1.1.2 qu’un tel tenseur est une application multi-linéaire qui permet de
calculer un scalaire a partir de deux vecteurs de 1’espace :

AeL,(R'xR’,R)

Cependant, A peut aussi étre pensé comme un endomorphisme transformant linéairement
un vecteur de I’espace en un autre vecteur de 1’espace. Nous avons alors :

AcL(R,R’)
Dans ce cadre, d’aprés [ROU91], la transposée euclidienne est alors mathématiquement
définie par :
(vgeﬂ@)(vgew)(erL(R3,R3)) y-(é-g):(éT -y)-g (3.2)

En usant de la propriété (3.1), ’égalité (3.2) permet de définir explicitement la tranposée
du tenseur A :

Y'(é'E)ZY'((AMQk ®E1 )'E):Akl (Y'Qk)(ﬁl 'H):Akl (\_/'(_X’k)(E] 'E)
= Ay (B, -u)(ev) =((AuB, ®2, )-v)-u=(A"-v)-u

Nous définissons donc la transposée de A comme étant I’opération tensorielle qui échange
I’ordre des vecteurs de la base de projection :

éT = AklEI o,

79



Chapitre 3 : Milieux continus orthotropes en grandes transformations

La transposée échange les lignes et les colonnes de la représentation matricielle de A car,
les indices étant muets, sa projection peut se réécrire :

éT =Ap, ®0,

Les composantes de la transposée sont donc bien obtenues a partir de la transposition de la
matrice de A :

[AT] L =[A], (33)

La matrice de la transposé€e de A est relative a une base différente de celle de A. Ainsi,
pour user de la représentation matricielle sans ambiguité, il est bien nécessaire de préciser
I’ordre des vecteurs formant les bases mixtes et « sortir » I’opérateur de transposition de la
matrice n’est plus sans incidence.

La transposition des tenseurs pouvant étre définie a partir de 1’échange des termes d’un
produit tensoriel, nous avons dans le cas ou A est un tenseur d’ordre 4, défini a partir de
deux tenseurs d’ordre 2, la relation suivante :

A=QBYSAT=¥80 G.4)

Cette formule nous servira par la suite au 3.2.1.4 a étudier les tenseurs de rotations d’ordre
4,

3.1.2 Pratique du formalisme matriciel

3.1.2.1 Reégle de multiplication des matrices de tenseurs d’ordre 2

Dans le cas classique ou les tenseurs sont représentés par des matrices, relativement a des
bases OND non mixtes, la contraction simple entre deux tenseurs d’ordre 2 est isomorphe a
la multiplication des matrices et rend ainsi compte de la composition des deux applications
linéaires associées. Analysons quand cet isomorphisme est maintenu dans le cas ou des
bases mixtes sont utilisées.

La contraction simple entre tenseurs d’ordre 2 est définie a partir du produit tensoriel.
Soient {a}, {B}, {w} et {d} quatre bases OND. Soient deux tenseurs A et B en bases
mixtes de projections :

é = Aklgk ®E1 et E = Bij%i ®9j
Nous cherchons a calculer : C=B-A
Pour cela, effectuons le produit tensoriel : B& A =ByA, y, ® @j o, ®P

La contraction simple s’effectue alors par définition « au milieu » du produit tensoriel :
C=B-A= BijAlei ® (?J " ) ®E1 =ByAy (?J "y )Yl ®El

Nous en concluons que la base de projection de C, résultant des projections de A et de B,
ne dépend que des vecteurs de base gauches de B et des vecteurs de base droits de A.
Cependant, pour pouvoir multiplier systématiquement des matrices entre elles sans recourir
au calcul tensoriel de contraction, il est nécessaire d’avoir égalité entre les vecteurs de base

droits de A et les vecteurs de base gauches de B :
9 j =9,
Les composantes de C sont alors :

C=BAy (gj Oy )Ei ®B, =BAu0, ¥, OB, =ByA; v, OB
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Les composantes du tenseur C dans la base mixte induite peuvent alors se calculer par la
multiplication matricielle suivante :

I:g}{w@’)} - [2]{w®u} I:é}{(@[s} (3'5)

Ce résultat constitue la régle de multiplication des matrices relatives a des bases mixtes.
Les bases doivent « se suivre » dans la multiplication.

3.1.2.2 Reégle de multiplication de la matrice d’un tenseur d’ordre 2 avec la matrice
d’un tenseur d’ordre 1

Comme précédemment, la contraction simple entre un tenseur d’ordre 2 et un tenseur
d’ordre 1 est isomorphe a la multiplication des matrices dans le cas ou les calculs sont
effectués dans des bases classiques. Nous nous proposons d’analyser si cet isomorphisme
tient toujours avec des bases mixtes.

En MGT, la contraction simple rend compte le plus souvent de I’action d’un tenseur A

d’ordre 2 en tant qu’application linéaire sur le tenseur | d’ordre 1 vu comme un vecteur.
Avec {a}, {B} et {y} trois bases OND, nous avons en projection :
A=Aya, ®B et L=Ly,
Nous cherchons a calculer I'image de L par A, not¢ | : | =A-L
La contraction simple s’effectue directement a I’aide de la propriété (3.1) :
A-L=Ay, (Qk ®E, )'Limi = Ayl (E, 'Ei)gk

Nous en concluons que la base de projection de |, résultant des projections de A et de L,

est indépendante du choix des vecteurs de base de L et des vecteurs de base droits de A.
Elle ne dépend que des vecteurs de base gauches de A. Cependant, pour que la projection

de I puisse se calculer matriciellement, il faut choisir les vecteurs de base de L identiques
aux vecteurs de base droits de A :

A=Ay, ®P
L= LiEi
Dans ce cas précis, nous pouvons écrire matriciellement :

|:|_:|{(x} - [é]{a@)ﬁ} [L]{ﬁ} (3.6)

Cette régle est analogue a (3.5) dans le sens que les vecteurs de bases doivent se « suivre »
dans les produits matriciels.

=>1=AL (El 'Ei )Qk =5 A Lo, =A Loy

3.1.2.3 Formules de changement de base

Il est important de détailler les formules de changement de base des tenseurs en base mixte
sous la forme matricielle (et pas seulement indicielle) car nous en aurons fortement besoin
pour exposer une formulation implémentable des MCO.

Donnons-nous un tenseur de rotation A et trois bases OND de ®: {G}, {E} et {e}. Dans le
référentiel d’observation ® , effectuer le changement de base par A d’un tenseur d’ordre 2
A, c’est exprimer les composantes de A dans une autre base fixe de ® . Soulignons que le
tenseur A reste inchangé dans ® , contrairement a un transport rotationnel comme nous le
verrons au §3.2.1.
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Définissons les diverses composantes de A obtenues d’aprés les quatre projections
possibles sur {G} et {E} :
é = Aijgi ®§j = Kljgl ®Ej = A_uﬁl ®§j = AijEi ®Ej
Analysons deux cas types pour comprendre a quoi correspondent les diverses matrices de
passage que 1’on pourrait obtenir d’apres la Figure 3-1 ou {e} est la base d’arrivée issue de
la transformation de {G} ou {E} par A. Nous définissons la matrice de passage comme la
matrice qui permet d’exprimer les vecteurs de la nouvelle base en fonction des vecteurs de
I’ancienne base.
* Premier cas : A transforme la base {G} en base {e}. Nous avons alors :
A-G, =¢,

D’une part, la matrice de passage de {G} vers {e} est :

T T
(8] = ()
Preuve : soit a un vecteur que nous exprimons dans les deux bases. Nous notons :
a= aigi = é’a €.
Avec la définition de A, nous obtenons :
a, =a, (gl 'Qa) =4, (gl éga) =a;A,

d’ou le résultat :

[a], = [é]{TG} [a], (3.7)

D’autre part, la matrice de passage de {E} vers est {e} est :

[é]:E@G} - (A_u)T

Preuve : soit a un vecteur que nous exprimons dans les deux bases. Nous notons :
a= a’iEi = a(x g(x

Avec la définition de A, nous obtenons :
a, =4, (Ei 'Qa) =3, (Ei éga) =a; A

jlod

d’ou le résultat :

=]

[a], =[2],..., [a], (3.8)

Pour un tenseur A d’ordre 2, les formules de changement de base sont alors :

[é]{e} - [é]{TG} [é]{a} [é]{a} ou [é]{e} - [é]{TmG} [é}{E} [é]{me} (3:9)

Remarque : dans ce cas, les matrices des composantes coiffées d’un tilde et d’un chapeau
ne sont pas intéressantes car la base image de {E} par la rotation A n’est pas représentée
sur la Figure 3-1.
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Figure 3-1 : Transformations des bases OND et changements de base par un tenseur de rotation A

» Deuxiéme cas : A transforme la base {E} en base {e}. Nous avons alors :
A-E, =¢e,

D’une part, la matrice de passage de {G} vers {e} est:

[é]:c@s} - (ANU)T

D’autre part, la matrice de passage de {E} vers est {e} est:

(2], -(&)

Pour un tenseur A d’ordre 2, les formules de changement de base sont alors :

[é]{e} - I:é]:G®E} [é]{c,} I:é:I{G®E} ou [é]{e} - [é]{TE} [élﬁ} I:é:I{E} (3.10)

Remarque : dans ce cas, les matrices des composantes non-coiffée et coiffée d’une barre ne
sont pas intéressantes car la base image de {G} par la rotation A n’est pas représentée sur
la Figure 3-1.

Au final, il apparait que :
= e vecteur de base gauche de la projection de A (souligné pour la circonstance)
représente la base de départ :
T
[élg@z}

*= Je vecteur de base droit (souligné pour la circonstance) représente 1’image
réciproque de la base d’arrivée qui résulte de la rotation A :

[é}{TG(@g}

3.1.2.4 Deux résultats importants sur les matrices d’un tenseur de rotation

Intéressons-nous aux composantes d’un tenseur de rotation dans une base tournée. Soit X
un tenseur de rotation et {G} et {e} deux bases OND. Nous supposons que {e} est la base
tournée par X, image de {G} :

¢ =N G, (3.11)

D’une part, en projetant dans les deux bases cette relation, il vient :
[Q, ]{G} = I:ﬁlG} [gl]{(}} et [gl]{c} = [ﬁ]{c} [Ql]{c} (312)

D’autre part, les formules de changement de base du 3.1.2.3 donnent :
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[91]{6} = [ﬁ];} E ]{G} et [gi]{e} :[2];} [Qi]{c} (3.13)

En reportant la premiere équation de (3.13) dans la seconde équation de (3.12) il vient :
T
[ﬁj{c} [gi]{G} - [ﬁ}{e} [Qi]{e}

En injectant la premiére équation de (3.12) dans le résultat précédent, nous avons :

T
I:ﬁ:I{G} [5}{@ G ]{G} - [ﬁ]{e} [G, ]{e} (3.14)
Or la propriété fondamentale des rotations est 1I’orthogonalité :
SRR
(3.14) devient donc :
[gi ]{G} - [ﬁ]{e; [gi ]{e} (3.15)

Enfin, en injectant la seconde équation de (3.13) dans (3.15), nous obtenons :

G, ]{c} - [ﬁ]{e} [ﬁch} G, ]{G}
Soit :

[ﬁ]{e} - [ﬁ]{@} (3.16)

X a donc les mémes composantes dans la base de départ et la base tournée.

Projetons maintenant (3.11) en base mixte, nous avons :
[e]y =[X] ) [G ] (3.17)

En reportant (3.17) dans la seconde équation de (3.12) il vient :

I:ﬁ:l{e®G} [gi]{G} - [ﬁ:'{e} [Qi]{e}
Enfin, en injectant la seconde équation de (3.13) nous obtenons

(8] (6] =[8], 8], (Gl = [8] o =[R],[8],,

Avec I’aide de (3.16), nous obtenons :

|:§:|{G®G} - [ﬁj{c} [2]{2} - D]{G}

Soit :

[ﬁ]{e%} = [1]{6} (3.18)

X en base mixte a donc les mémes composantes que 1’identité en base globale, résultat qui

va nous servir par la suite pour simplifier les projections d’incréments de rotations dans
une base mixte formée d’une base vectorielle OND et de son image.

Remarque : ce résultat est naturel car, d’apres le 3.1.2.3, cette matrice peut étre interprétée
comme ¢tant la matrice de passage de la base {e} a ’'image de la base {G} par la rotation
X, c'est-a-dire la base {e} elle-méme ! Or la matrice de passage d’une base a elle-méme est
la matrice identité, d’ou (3.18).
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3.1.2.5 Intérét des projections en base mixte pour les compositions d’opérateurs

Il peut paraitre fastidieux de compliquer ’utilisation des tenseurs avec les bases mixtes,

mais cela présente 1’intérét d’économiser une multiplication de matrice dans le cas ou le

tenseur étudié A est compos¢ avec une rotation X. En projection dans la base OND {G} :
A= Aijgi ®G; et § = Nijgi ®G;

Calculons les composantes de A dans la base mixte formée par {G} et une autre base OND
{e} en exploitant I’équivalence des deux projections suivantes :

A= Aijgi ®9j =A,G, ®G

En effectuant deux produits scalaires et en appliquant (3.1), la formule de changement de
base s’écrit :
Aij =Ay (Qk Ql)(gl 'Qj) =Ad (gl 'Qj) =A, (gl 'Qj) (3.19)
Faisons maintenant I’hypothe¢se que R transforme les vecteurs G; en vecteurs e;. Pour
respecter les hypothéses faites sur les bases {G} et {e} qui sont OND, X ne peut étre
qu’une rotation. Dans ce cas, (3.11) est vérifiée et il est possible de calculer le produit
scalaire de (3.19) :
Gi-e;=G "8G, =N,

Il vient :
= AilNlj
Cette relation s’écrit matriciellement :

(A ey =[A] 6 [X],

En résumé :

—~—

G} une base OND donnée
un tenseur de rotation = VA [A]{Gm = [é]{G} [ﬁlG} (3.20)

1%

—~—

e} la base formée des ¢, =N-G,

Projeter A dans une certaine base mixte c’est donc obtenir les composantes de 1’application
linéaire A composée avec une rotation. Cette astuce est trés importante pour qui
programme dans les codes de calcul. En effet, il est fréquent qu’un opérateur agisse sur des
bases OND différentes de la base globale, alors que nous cherchons a calculer des
composantes dans la base globale.

Dans notre formalisme, les bases tournées par rapport a la base globale seront définies par
un champ de tenseurs de rotation O, indépendant du temps, que nous appelerons
« orientation initiale ». Anticipons un petit peu sur la suite en définissant la base {k'} a
chaque instant comme la base des axes d’orthotropie actuelle. Au chapitre 2, ces axes
¢taient renseignés a l’instant initial en chaque point de Gauss par la mise en donnée
générée par l’utilisateur (définissant ’orientation initiale Q). Par la suite, les axes
d’orthotropie sont actualisés par la rotation X (qui joue le role de A dans (3.20) et ou O

joue I’ancien role de R) comme sur la Figure 3-2. Nous avons alors :

K =Nk et k =0-G,
Afin de calculer I’orientation actuelle des axes d’orthotropie a partir des vecteurs de la base
globale, il est alors plus commode de stocker directement X dans une base mixte. C’est ce
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que nous ferons au §3.3 quand nous définirons la rotation d’'un MCO donné. Montrons le
maintenant. Nous voulons calculer les composantes dans la base globale de : k; = N-0-G;

—

(o}

Figure 3-2 : Orientation initiale et actualisation des axes d’orthotropie

Dans ce cas, la matrice de la rotation X dans la base mixte permet de calculer directement
la matrice colonne de k;' dans la base globale. En effet, nous avons avec ’aide de (3.20) :

[E:lc} - [ﬁ]{a} [Q:I{G} [Qi]{G} - [ﬁ]{a@ﬁ’} [Qi]{G}

Nous pouvons réécrire cette relation a 1’aide de I’identité suivante :

[E? ]{Ko} =[G

[Eit j|{G} - I:ﬁ}{G@KO} |:E?j|{l(0}

Cette relation est tout a fait cohérente avec (3.6) et nous remarquons que dans la base
mixte {G ® e}, la matrice de X est formée des colonnes contenant les composantes des k',

Dans ce cas, il vient :

images des i’ par X, dans la base globale. O n’intervient plus explicitement dans le calcul.
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3.2 Evolution des tenseurs euclidiens

Dans ce paragraphe, nous abordons les notions utiles a I’implémentation des modeles
hypo-¢élastiques de MCO. Il faut caractériser I’évolution des tenseurs entre deux instants.
Pour cela, les transports rotationnels sont exposés car ils constituent une classe de
transformations essentielles pour définir 1’objectivité, puis les opérateurs de dérivation et
d’intégration dans les référentiels tournants sont développés. Ces notions sont primordiales
pour définir clairement le modele de comportement général au §3.3. Pour ne pas
constamment le rappeler, nous supposons (3.11) vérifiée dans toute cette partie. Ainsi,
nous rappelons que {e} est toujours I’image de la base globale {G} par la rotation X.

3.2.1 Transports rotationnels des tenseurs

3.2.1.1 Motivations et prérequis

C’est pour introduire le concept d’objectivité, les opérations de dérivation et d’intégration
des tenseurs objectifs et, finalement, leurs lois d’évolution, qu’il est nécessaire de définir
les transports rotationnels des tenseurs de différents ordres. Le transport rotationnel
consiste a transformer un tenseur grace a une rotation spécifiée, avec comme propriété
essentielle 1’égalité des composantes des tenseurs tournés dans la base tournée et des
composantes des tenseurs initiaux dans la base initiale. Cette propriété est non seulement
essentielle pour définir 1’objectivité, mais elle est également fortement exploitée pour
implémenter numériquement les formulations hypo-¢€lastiques.

Certaines identités tensorielles vont étre indispensables pour nombre de démonstrations.
Pour commencer, a I’ordre 2, il sera fait grand usage des relations tensorielles suivantes :

A-(b®c)=(Ab)®¢

(b®c) A=b®(A"-¢) (3.21)

De plus, il est tout aussi important d’examiner le cas des tenseurs d’ordre 4 car la loi de
comportement y fait appel. Afin de pouvoir transporter le tenseur de comportement, il est
donc utile d’étudier brievement les tenseurs de rotation d’ordre 4 pour construire le
transport rotationnel d’ordre 4. Ce transport reproduit I’effet du transport rotationnel
d’ordre 2 qui peut transporter le tenseur de contrainte ou de déformation. C’est pour cela
que les définitions des transports ne sont données qu’aux 3.2.1.7, 3.2.1.8 et 3.2.1.9.

A Dordre 4, et c’est 1a une des grandes propriétés du calcul tensoriel, les regles sont
analogues a celles de 1’ordre 2 : la simple contraction devient la double contraction et les
tenseurs d’ordre 2 deviennent les « vecteurs » des tenseurs d’ordre 4. Ainsi, nous aurons
besoin de nouvelles relations tensorielles analogues de (3.21) dans ce paragraphe. D’ une
part, pour les tenseurs d’ordre 2 et 4, ces relations sont :

(Qew)=(

®):

g
fe)
®
II:l>
||*€

(3.22)

)
I
1>
||:>

Q)®
(A"

e
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D’autre part, pour les tenseurs d’ordre 4 seulement :

@:(g@@:(@:@@g

(3.23)
(2e¥):c-08(C":¥]

Enfin, la relation définissant la « multiplication » des tenseurs d’ordre 4 sera également
utilisée. La formule suivante est analogue a (3.1) :

(a®b®c®d): (uOVOW®x)=(c-u)(d-v)a®bOw®x (3.24)

Maintenant que nous avons passé en revue les relations tensorielles utiles, commengons
I’é¢tude des tenseurs de rotation d’ordre 4, bien moins classiques que leurs homologues
d’ordre 2. Il est possible de trouver dans I’article de Grammenoudis et al. ((GRAO1]) et le
livre de Bonet et Wood (|[BON97]) bon nombre d’informations que nous allons développer
ci-dessous.

3.2.1.2 Tenseur identité d’ordre 4

Pour introduire les rotations d’ordre 4, il est tout d’abord indispensable de définir 1’élément
neutre d’ordre 4 pour la double contraction. L’identité d’ordre 4 est ’application linéaire
qui associe a un tenseur C, lui-méme du quatrieme ordre, ce méme tenseur C, pour le
produit doublement contracté. Ce tenseur est défini de la maniére suivante :

1=8,6,G,9G,®G, ®G, (3.25)

I1 est essentiel de souligner que, par définition, I a les mémes composantes dans toutes les
« bases tensorielles OND » des tenseurs d’ordre 4 d’un référentiel donné®* ((BON97]). En
effet, relativement a toute base tensorielle d’ordre 4 formée a partir d’une base vectorielle
OND {a} :
o, ®a,®a ®a,
ses composantes sont :
Iijkl = 81k8j1
Cependant, il sera plus pratique par la suite d’utiliser d’autres écritures de 1’identité ne

faisant pas appel a des composantes, mais seulement a des produits tensoriels. A partir de
la définition (3.25) et de I’isotropie de I, nous avons :

I=G,9G,®G,8G,=¢ ®¢;®¢ ®¢; (3.26)
L’action de I’identité sur un tenseur C d’ordre 4 se traduit par :
C:1=1:C=C (3.27)

Preuve (obtenue avec 1’aide de (3.24)) :
C:1=Cy (G, ®G;®G, ®G,):(G, ®G, ®G, ®G,)

=C;uG ®G,®G, ®Gy (G, -G, )(G,-Gy)
= Cijklskaslﬁgi ®Qj ®G, ®Qﬁ = Cijklgi ®Qj ®G, ®G,
=C

11 sagit d’un tenseur dit isotrope.
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3.2.1.3 Définition d’un tenseur de rotation d’ordre 4

Un tenseur de rotation R d’ordre 4 est défini a partir d’un tenseur de rotation X d’ordre 2
comme suit :

VA RM):A=N-A-N (3.28)

Relions les composantes de R a celles de X. Une projection de R peut s’écrire en base
globale :
EﬁiZIKUMSEi()gijC)gikCDQ%

Remarque : nous omettrons la dépendance de R a X pour ne pas alourdir inutilement nos
notations.

A est un tenseur quelconque, en base globale il s’écrit :
é = Aijgi ®Qj
En projetant I’équation (3.28) en base globale, nous avons donc :
VAij NkiAijNIj = RkIXSAch = Rkliinj = Rklij = NkiNIj
Soit :

(3.29)

Rijkl =N, N

il

Une autre écriture de cette projection de R peut €tre obtenue en remarquant 1’identité
suivante :

8.G, =G,(G, NG, )=(G, ®G,)-(X-G,)=1:(%-G,)=N-G, =¢,

Nous avons donc :

NG =¢, (3.30)
Nous pouvons alors réexprimer le tenseur R a I’aide d’un unique produit tensoriel :
R=¢,®¢®G O, (331)

Preuve (obtenue a 1’aide de (3.30)) :
E§::b§k§¢ﬂ£iiC)£ijC)gikngi

= (Nikgi)®(legj)®gk ®G,
=¢, ®e ®G, ®G,

3.2.1.4 Transposée d’un tenseur de rotation d’ordre 4

La transposée est définie comme 1’échange des deux termes d’un produit tensoriel (3.4). A
partir de la définition (3.31) de R, nous avons donc :

'=G,0G,0¢ ¢, (3.32)

=

Si nous exprimons la transposition avec les composantes (3.29) de R, nous avons :
ET = Rijklgk ®G, VG ®Qj = Rklijgi ®Qj ®G, ®G,

avece :
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T _ _ _ T T
R ikl = Rklij = NkiNlj =N, N il

3.2.1.5 Orthogonalité d’un tenseur de rotation d’ordre 4

Tout comme a I’ordre 2, la transposée d’un tenseur de rotation d’ordre 4 est égale a son
inverse, ce qui traduit son caractere orthogonal :

R:R' =

T

(3.33)

=
WS
IIIIL

Preuve (obtenue avec 1’aide de (3.24), (3.32) et enfin de (3.26)) :
R:R' (§i®§j®§i®§j):(§i®§j®§i®§j

~—

3.2.1.6 Action d’un tenseur de rotation d’ordre 4 sur un produit tensoriel de la base
globale
Un tenseur de rotation R d’ordre 4 peut tourner une base tensorielle d’ordre 2. Comme il
est construit sur un tenseur de rotation X d’ordre 2, il est naturel que la base tensorielle
tournée soit formée des vecteurs tournés chacun par X. Cette propriété sera essentielle pour

exprimer les composantes en base tournée du transport rotationnel d’ordre 4. Elle
s’exprime par la relation :

(G, ®G))=¢ ®¢, (3.34)

=

Preuve :
E : (ga ®§B) = Rijkl (Ql ®Qj ®G, ®Q1) : (Qa ®QB)
Or d’apres (3.24) nogs avons :
(gi ®§j ®G, ®§1):(ga ®§B) - (ga gk)(gﬁ gl)(gl ®§j) = Saksﬁlgi ®Qj

Il vient :
:(§a®§) R G®G NNG@G NG@NG

jjop — i jp—

(ll==

En vertu de (3.30), nous obtenons finalement le résultat recherché :
NG ®Njﬁgj =e, ®¢,

3.2.1.7 Transport rotationnel des tenseurs d’ordre 1

Les rotations d’ordre 4 sont maintenant connues. Elles n’étaient pas utiles pour définir les
transports rotationnel d’ordre 1 et 2, ou seuls les tenseurs de rotation d’ordre 2
interviennent, mais seulement les transports rotationnels d’ordre 4. Cependant, afin de
donner successivement les définitions des transports aux ordres 1, 2 et 4, il fallait
introduire cette notion préalablement.

Définissons en premier lieu le transport rotationnel des tenseurs d’ordre 1, c'est-a-dire des
vecteurs.

90



Chapitre 3 : Milieux continus orthotropes en grandes transformations

Soit T, (1) le transport rotationnel par la rotation N d'un vecteur |, nous avons :

TL/§(|_):§-I_<:>TM§'1(|_):§T 1 (3.35)

De (3.35) découle la propriété fondamentale des transports rotationnels d’ordre 1 :

()] L (3.36)

3.2.1.8 Transport rotationnel des tenseurs d’ordre 2

Définissons maintenant le transport rotationnel des tenseurs d’ordre 2.

Soit T, (A) le transport rotationnel par la rotation ¥ d'un tenseur d'ordre 2 A, nous avons :

N-AN (3.37)

Toa

De (3.37) découle la propriété fondamentale des transports rotationnels d’ordre 2 :

0], 12,

A):ﬁ'é'ﬁT QTL/i_I(é):

Preuve :
A=A;G ®G; = T, (A)=)-(A

ij—i

{TL/NJ (é)lc)} - [é}{e} (3.39)

3.2.1.9 Transport rotationnel des tenseurs d’ordre 4

Finalement, définissons le transport rotationnel des tenseurs d’ordre 4.

Soit T, (C) le transport rotationnel par la rotation N d'un tenseur d'ordre 4 C, nous avons :

e
kS

(3.40)

tH
(VA
IIII%
e
=

T o TL/ﬁ—l (g) — ET :

De (3.40) découle la propriété fondamentale des transports rotationnels d’ordre 4 :
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%g) = [Q{G} (3.41)

Preuve (obtenue a partir de (3.40), (3.23) et (3.34)):
C=CyG ®G;®G, ®G = T, (C) =R:C :ET = Cijklg:(gi ®G;®G, ®Ql) :ET

" (g(gi @gj))ca(%:(gk ®Ql))
(

3.2.2 Objectivité euclidienne

3.2.2.1 Introduction de 1’objectivité euclidienne

L’objectivité¢ des tenseurs euclidiens, que nous appelons « objectivité euclidienne », ou
bien encore simplement et classiquement « objectivité », est la propriété fondamentale qui
exprime |’invariance des tenseurs euclidiens par rapport a certaines transformations. C’est
le caractére euclidien qui limite les transformations a des rotations et qui fait donc
intervenir exclusivement les transports rotationnels pour les exprimer. Il est cependant
possible d’étendre la définition de 1’objectivité euclidienne aux tenseurs affines qui
appartiennent et s’expriment dans des espaces qui ne sont pas plats, a I'instar de R?, mais
déformés. Nous parlons alors d’ « objectivité affine », ce qui sera abordé au chapitre 5.
Mais revenons a notre cadre de travail purement euclidien. L’intérét est de vérifier que les
grandeurs tensorielles analysées souscrivent au « principe d’objectivité ». Ce principe
assure 1’indépendance des variables par rapport a I’observateur choisi pour les évaluer. Par
exemple, un tenseur de déformation ne saurait &tre nul pour un observateur et non-nul pour
un autre. Mais, plus encore, il doit traduire la méme cinématique de la mati¢re pour tout le
monde ! Par contre, la vitesse d’une particule, ou le spin d’un référentiel, peuvent étre vus
comme nuls si un observateur se meut avec eux : il s’agit de grandeurs non-objectives.
Précisons ce que nous entendons par « invariance dans une rotation ». Si X est une rotation
donnée, Truesdell ([TRU65]) note I’existence de deux écoles de pensée pour illustrer
I’objectivité :

* La premiere école impose au solide déformable une rotation de corps rigide X a
la suite de la transformation F et analyse la loi de transformation des tenseurs
associés dans 1’espace. La question qui se pose alors est de savoir si un
observateur dans le référentiel tournant défini par X voit le tenseur transformé
comme I’observateur dans le référentiel global voit le tenseur non transformé.
C’est I’approche dite de « I’entrainement dans une rotation ».

» La seconde école place un observateur dans un référentiel tournant défini par X
qui observe depuis ce dernier les tenseurs fixes dans le référentiel global. C’est
I’approche dite du « changement d’observateur ».

Remarque : Dans un référentiel donné, tout tenseur est par définition intrinséque vis-a-vis
d’un changement de base (fixe dans ce méme référentiel), ce qui n’a rien a voir avec la
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notion d’objectivité qui lui impose d’étre intrinséque vis-a-vis d’un changement
d’observateur ou d’un entrainement dans une rotation.

D’apres Truesdell toujours, c’est Rivlin qui, le premier, a mis en évidence 1’équivalence
des deux approches en montrant que le changement d’observateur correspond a un
entrainement de tenseurs dans une rotation inverse de celle utilisée pour faire le
changement d’observateur. Il y a donc plusieurs fagons de définir 1’objectivité, et les points
de vue sont nombreux dans la littérature. Par exemple, Garrigues ((GARO02]) considére que
seuls les tenseurs eulériens peuvent étre objectifs alors que pour Belytschko et Sidoroff
([BELOO], [SID82]) les tenseurs lagrangiens et eulériens le peuvent. Remarquons qu’en
usant de la définition de [GARO02], I’auteur démontre la non-objectivité (& son sens) de
tenseurs communément admis comme ’étant (U et C notamment) ! Il s’agit manifestement
d’un probléme de vocabulaire, U et C étant bien invariants dans une rotation quelconque
tournant la configuration initiale. Un autre point de vue est celui de Ladevéze et Rougée
([LAD91], [ROU97]) qui parlent d’Q)-matérialité pour traduire I’objectivité des tenseurs
lagrangiens et qui réservent le qualificatif d’objectif aux seuls tenseurs eulériens. Donnons
notre point de vue.

Nous rappelons que {e} (respectivement {e}) est I’image de la base globale {G}, a
I’instant t (respectivement a I’instant t=0), obtenue par la rotation X (respectivement Ry).
La base {e} définit le référentiel tournant ® qui se déduit du référentiel R g par la rotation
X a linstant t. A Dinstant initial, le référentiel ® ¢ se déduit du référentiel ® g par la
rotation Xy. A notre sens, il faut considérer I’invariance par X pour les tenseurs eulériens
qui sont dans la configuration actuelle a I’instant t et I’invariance par X, pour les tenseurs
lagrangiens qui sont dans la configuration initiale (méme s’ils dépendent de t). Par la suite,
nous ne nous intéresserons qu’aux tenseurs eulériens puisque nous emploierons une loi
hypo-¢élastique. Détaillons maintenant les deux définitions possibles de 1’objectivité.

3.2.2.2 Entrainement des tenseurs dans une rotation

Cette définition propose d’analyser I’évolution des tenseurs quand on impose un
mouvement de corps rigide au solide déformable. Ce mouvement est imposé a ’instant t
pour les tenseurs eulériens. Il est supposé défini par :

x=R(t) X+T(t) avec N(0)=N, (3.42)

x est le segment matériel image actuelle de X par la rotation X et la translation T.
En différentiant cette relation, nous analysons ce qu’il se passe pour des segments
infinitésimaux. Nous obtenons alors a I’instant t :

I1=N-L avec |=dx et L=dX (3.43)

Si nous imaginons un tenseur A associé au solide déformable dans le référentiel R g et que
nous imposons le mouvement (3.42) au solide déformable, nous pouvons nous poser la
question suivante : « comment A doit-il évoluer ? ». Intuitivement, nous pourrions croire
que A devrait tourner avec lui. Ce n’est pas le cas en général, I’évolution étant dictée par la
loi d’entrainement de A, a trouver. Par la suite, nous noterons un tenseur A, d’ordre
quelconque, transformé par la rotation X :
ATN
En I’état, il n’est pas possible de donner de formule générale pour trouver ce A tourné par

le mouvement de corps rigide car la loi d’entrainement d’un tenseur dépend de la nature
physique de ce dernier. Cette loi est fonction des quantités sur lesquelles opére le tenseur
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(vitesses, normales, segments...). Il faut les trouver au cas par cas, ce que nous illustrerons
au 3.2.2.6, en postulant au départ les lois d’entrainement des normales, des vecteurs
contraintes et des segments. Cependant, nous pouvons nous demander si le tenseur entrainé
est exactement positionné dans ® (ou ® o selon I’instant considéré) comme 1’était A dans
R . C’est le cas si A est objectif car sa loi d’entrainement est alors parfaitement connue.
Pour un tenseur A eulérien d’ordre 1, 2 ou 4, I’objectivité est définie par :

An =T, (A) (3.44)

Pour illustrer graphiquement cette situation, supposons momentanément que A soit un
tenseur d’ordre 2 symétrique. Il possede alors des éléments propres et nous pouvons le
représenter par un cube sur lequel s’exercent les vecteurs propres pondérés par les valeurs
propres (voir Figure 3-3).

Figure 3-3 : Rotation du référentiel ®; par X et entrainement du tenseur objectif symétrique A par X

L’évolution d’un tenseur objectif transformé par une rotation est donc parfaitement connue.
C’est la propriété fondamentale du transport rotationnel qui assure que les composantes du
tenseur entrainé soient les mémes dans la base tournée actuelle {e} que celles du tenseur
initial dans la base initiale {G}. En d’autres termes, ’observateur tourné a t dans le
référentiel ® voit le méme €tre mathématique que 1’observateur initial dans ® ¢ . C’est ce
que ’on entend quand on dit que les tenseurs eulériens objectifs sont invariants dans un
mouvement de corps rigide.

3.2.2.3 Changement d’observateur

Un observateur dans ® est classiquement représenté en mécanique par une base OND fixe
dans ® . Les tenseurs étant cette fois-ci fixes dans 1’espace, 1’approche du changement
d’observateur propose de comparer ce que voit I’observateur tournant avec ce que voit un
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observateur fixe dans ® g. Un segment matériel X vu depuis le référentiel ® est supposé
défini par rapport a X vu depuis ® g par :

X], =8"(0)- X[, ~T(1) avec N(O0)=N, (3.45)

L’analogie de (3.45) avec (3.42) est flagrante. Ces deux relations sont équivalentes si nous
posons :

X[, =X et X[, =x

Il en découle que, pour un tenseur A objectif, un changement d’observateur par une
rotation donnée est un entrainement par l’inverse de cette rotation, c'est-a-dire un
mouvement de corps rigide inverse du solide déformable. C’est pour cela que les deux
approches sont parfaitement équivalentes. Les lois de changement d’observateur sont alors
pour un tenseur A eulérien-objectif d’ordre 1,2 ou 4 :

A‘R = Ti/g_l (A‘% ) (3.46)

Ce résultat est naturel si nous nous mettons a la place de 1’observateur dans ui, lui, n’a

2 b 2
pas conscience de tourner. Il est clair qu’il voit alors a chaque instant le tenseur A entrainé
par l'inverse de K.

3.2.2.4 Propriétés de 1’objectivité pour les tenseurs d’ordre 2 symétriques

Un tenseur eulérien d’ordre 2 symétrique (a valeurs réelles) est diagonalisable : s’il est
objectif, ses éléments propres (valeurs propres et vecteurs propres associés) sont les mémes
pour tout observateur. Cela suppose que les lois de changement d’observateur soient de la
forme définie au 3.2.2.3. Nous nous proposons de vérifier cette propriété pour les éléments
propres. Nous posons alors :

¢ vecteur propre de é‘ x, associca i

\ vecteur propre de é‘ x associéay

Cela s’écrit tensoriellement :

En multipliant la premiére équation par I’inverse de la rotation X :
N'-Al, 0 =284 (347)

Si le nouvel observateur voit le méme vecteur propre eulérien, il faut qu’il ait tourné de
I’inverse de X :

l-€
Il
':H
A
L
—~
-
~—
Il
1%
—
[B=g

Soit :
9=8-y
En injectant ce vecteur propre dans (3.47) il vient :
N AL, Ry =R Ny o XA Ny =y

Comme A est supposé objectif et eulérien, sa loi de changement d’observateur est (3.46) :

11 vient donc :
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é‘ RV =hy
Le caractere objectif de A se traduit donc bien par I’invariance de ses ¢léments propres :
y=8"=T," (‘I_))

y=A

3.2.2.5 Cas des bi-tenseurs, indifférence matérielle

Ce cas est important car il concerne le gradient de la transformation. F est un bi-tenseur car
c’est une application linéaire de la configuration initiale vers la configuration actuelle. Il
n’est donc ni lagrangien, ni eulérien, et sa loi d’entrainement dans une rotation ne pourra
donc pas étre reliée a un transport rotationnel défini précédemment. Prenons deux

segments matériels infinitésimaux. Si | est ’image convectée de L, nous avons :

I=F-L (3.48)
En supposant le principe d’indifférence matérielle vérifié, nous avons dans le référentiel ® :
Doy = Fr Iy (3.49)

C’est I’occasion de définir le principe d’indifférence matérielle : les équations tensorielles
s’écrivent de la méme maniére dans tout référentiel euclidien. Ainsi, dans le référentiel
tourné par X, (3.49) a la méme forme que (3.48). Les tenseurs intervenant dans (3.49) sont
soient les tenseurs de (3.48) observés depuis R, soient les tenseurs de (3.48) entrainés dans
le mouvement de corps rigide de rotation X (ce qui est le cas ici). Comme nous ’avons
précédemment montré, ces deux approches sont équivalentes.

Les segments infinitésimaux | et L sont postulés objectifs, | étant eulérien (car dans la

configuration actuelle) et L. étant lagrangien (car dans la configuration de initiale). Nous
avons donc :

S

(I_) et L= TJ_/NO (L)

th\‘ :TJ_/

Iz

Il vient :

Ti/g(l):i'Ti/i(L)Qﬁ'l—:FT=N.ﬁ'L

Nous obtenons la loi d’entrainement de F dans le mouvement de corps rigide (3.42) :
Fro =N-F-N,' (3.50)

Remarque : cette loi nous permettrait de définir I’objectivité pour les tenseurs de ce type
comme cela est fait par Belytschko et al. ((BEL0O]).

3.2.2.6 Analyse de I’objectivité de quelques tenseurs eulériens usuels en MGT

Les différents tenseurs qui vont suivre sont usuels en MGT. Des définitions de ces tenseurs
classiques peuvent étre trouvées dans [BILO3]. Nous nous proposons d’analyser s’ils
vérifient le principe d’objectivité en utilisant notre formalisme. Les tenseurs y souscrivant
verront par conséquent leurs évolutions dans un mouvement de corps rigide données par un
transport rotationnel. Ceux qui n’y souscrivent pas auront d’autres lois d’entrainement,
qu’il est néanmoins nécessaire de connaitre pour mener des analyses d’objectivité
concernant d’autres tenseurs.
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= Vitesse v.
La loi de composition des vitesses est bien connue : la vitesse dans un référentiel ® est la
somme de la vitesse relative dans ® g et de la vitesse d’entrailnement de ® g par rapport a R .
Cela confirme le caractére non-objectif de la vitesse qui peut trés bien s’annuler dans R :

(3.51)

y

‘f& :X‘% +X‘%/R

= Gradient eulérien des vitesses L.
Par définition de L, nous avons dans le référentiel ® g et dans le référentiel ® :

X:LX et KZLTN X
En dérivant x dans (3.43) et en utilisant la définition de L il vient :

é'X"‘ﬁ'X:Lm'E'XQS'X"'Q'L'X:LTN'Q'X

En définissant le spin du référentiel ® par rapport au référentiel R :

S. =N-N'
=§ = =

Nous reviendrons au 3.2.3.2 sur la définition du spin.

Nous obtenons maintenant la loi d’entrainement de L. dans une rotation de référentiel :

Liy =8, +Ty (L) (3.52)

L n’est donc pas un tenseur objectif, le spin relatif du référentiel tournant venant se
rajouter au transport rotationnel dans sa loi d’entrainement (3.52).

» Taux de déformation D.
Le taux de déformation est par définition la partie symétrique de L :

L+L'
= 2
Par conséquent, nous avons dans le référentiel ® :
b iy

Avec ’aide de (3.52), nous obtenons la loi d’entrainement de D :
T
S+ Tuy (L)+§; +T, (L)

= = L+L'
™ = 5 =T [_ 2_ J =T (2)

En effet, nous montrerons au 3.2.3.2 que :

)

Le tenseur D est donc bien objectif :

™ :TL/§ (2) (3.53)

* Spin de la matiere W.
Le spin de la matiére, qui caractérise la vitesse de rotation instantanée des directions
principales de D ([GIL94]), est, par définition, la partie antisymétrique de L :
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=

T
-L
2
Par conséquent, nous avons dans le référentiel ® :

l:

T
LTN - LTN

WT — 2=

8=

Avec I’aide de (3.52), nous obtenons la loi d’entrainement de W :

T T
§§ +Ti/§ (L)_éﬁ +Ti/§ (L) L-L'
Wiy =— 27 :§§+Tﬂ§ % :§§+Tﬂ§(w)

Le spin W n’est donc pas objectif :

Wiy :§ Ty (W) (3.54)

* Contraintes de Cauchy o.
Les contraintes de Cauchy sont définies a partir d’une normale unitaire n a une facette dans
la configuration actuelle sur laquelle s’exerce un vecteur contrainte T, lui aussi dans la
configuration actuelle. Par conséquent ¢ est un tenseur eulérien. Il est défini par :
on=T
Nous avons dans le référentiel R :

Oy ‘Npy = Ty

Les vecteurs infinitésimaux n et T sont postulés objectifs. Comme ils sont tous deux
eulériens, nous avons :

Nous avons alors :

Oy Ty (0) =T (T) o Nn=R-Te §T o Nn=T
Les contraintes de Cauchy sont bien objectives :
O =T (o) (3.55)

3.2.3 Dérivation et intégration rotationnelles

3.2.3.1 Motivations et hypothéses

La MGT fait apparaitre la nécessité de dériver et d’intégrer les tenseurs par rapport a la
matiére en mouvement dans 1’espace, contrairement au cas des petites perturbations ou la
matiere est supposée fixe dans les calculs. Le but est d’analyser 1’évolution d’un tenseur en
un point fixé d’une configuration par comparaison avec ce qu’il est devenu dans une autre
configuration, au point image du précédent point fixe. Comme nous sommes dans un cadre
euclidien, cela se traduit par des évaluations dans des référentiels tournants. Il est
cependant possible de dépasser le cadre euclidien ([ROU97]), les évaluations se faisant
alors dans des référentiels déformables, c'est-a-dire des espaces ou les instruments de
mesure (régle, rapporteur) se déforment dans le temps. C’est ce que nous ferons
momentanément en définissant la dérivée de Lie pour introduire la dérivée rotationnelle
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comme cas particulier. Dans cette optique, nous pensons que 1’approche qui consiste a
affirmer que, pour préserver 1’objectivité d’une dérivée temporelle, il faille substituer a la
dérivée temporelle classique une « dérivée temporelle objective » est biaisée. Cette
approche traduit I’extension historique des théories en petites perturbations a la MGT,
alors que si nous nous plagons naturellement dans le cadre général de la MGT, il apparait
nécessaire d’introduire les opérateurs rotationnels comme cas particuliers d’opérateurs de
Lie lorsqu’il y a des mouvements de corps rigide. Comme nous 1’avons montré au 3.2.2.2,
I’évolution des tenseurs associés au solide déformable est alors parfaitement connue s’ils
sont objectifs. Nous retrouvons donc les idées classiques de la mécanique du solide
indéformable ou la dérivation se fait dans des référentiels tournants, sans pour autant parler
de dérivées objectives ! Dans cette mécanique, c’est essentiellement des vecteurs qui sont
dérivés dans des référentiels tournants et jamais des tenseurs d’ordre 2. Nous imaginons
que si cela avait été le cas, les dérivées objectives euclidiennes auraient été désignées plus
couramment par le terme « dérivée rotationnelle ».
Dans tout ce qui suit, le tenseur A (quelconque) sera eulérien et objectif car nos équations
seront €crites sur la configuration actuelle et nécessiteront, pour pouvoir &tre manipulées,
que le transport rotationnel corresponde a la loi d’entrainement. Le plus souvent, nous ne
définirons les concepts voulus qu’a 1’ordre 2, le plus utile pour nous, ces concepts se
généralisant facilement a tout ordre. A sera donc un tenseur d’ordre 2.
Une fois de plus, dans ce paragraphe 3.2.3, la rotation X transformera systématiquement le
référentiel global ® g en référentiel tournant ® . Nous rappelons que {G} est une base OND
fixe dans R et {e} la base OND tournée, fixe dans ® et définie par :

¢ =X-G,
Pour bien mettre en évidence la dépendance de ® par rapport a la rotation R, nous serons
amenés a noter dans les équations :

R =Ry (3.56)

Afin d’analyser 1’objectivité des tenseurs dépendant de la rotation R, il sera nécessaire
d’introduire une nouvelle rotation 1, définissant donc un nouveau référentiel tournant R .

3.2.3.2 Spin

Un spin est un taux de rotation d’un référentiel tournant par rapport a un autre référentiel,
fixe ou tournant. Dans notre cas, nous devons définir le spin du référentiel tournant ® par
rapport au référentiel global ®g car il intervient dans la définition de la dérivée
rotationnelle. Le spin se calcule a partir de la rotation X qui, rappelons-le, transforme ® g

en R :

S:
=N

1«

N’ (3.57)

Il est construit pour transformer un vecteur de base OND en sa dérivée temporelle
classique :

1 =N i

(3.58)

Pour le prouver, souvenons-nous qu’un mouvement de corps rigide de rotation X imposé
au solide déformable dans ®  est similaire a la rotation de ® par rapport a ® g. Nous avons

alors :
F=R=

Iz
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Le gradient eulérien des vitesses L est donc €gal au spin :

cas :

De plus, le spin antisymétrique25 :

s"=—§ (3.59)

Preuve (obtenue a I’aide de I’orthogonalité de X) :
BN =1 NNTHNNT =08 45 =0

Un cas particulier intéressant est le spin de la matiere W qui est la partie antisymétrique de
L. W est le spin d’un référentiel tourné par Q appelé référentiel de Jaumann. Nous le
retrouverons au 3.3.2.2. Ce spin peut aussi se calculer a partir de la « partie tournante » du
champ de vitesse v qui anime le solide déformable, c'est-a-dire son rotationnel :

W=5 =Q:Q =4rot(v)n

3.2.3.3 Introduction de la dérivée rotationnelle par la dérivée de Lie

La dérivation par rapport au temps dans des référentiels quelconques (déformables ou
tournants) est définie en géométrie différentielle par la dérivée de Lie. Nous renvoyons au
cours de géométrie de Talpaert ([TAL93]) pour de plus amples détails. Il s’agit de la
dérivée matérielle en un point fixe de la configuration actuelle a t qui analyse I’évolution
d’un tenseur entre deux configurations a deux instants différents. En général, on parle de
dérivées matérielles, ou convectives, quand on suit le solide dans sa transformation affine.
C’est, par exemple, le cas des dérivées d’Oldroyd, de Cotter-Rivlin ou de Truesdell,
détaillées par Sidoroff dans [SIDS82], et sur lesquelles nous reviendrons au chapitre 5. La
configuration actuelle est déduite de la configuration initiale par un champ de vecteur
déplacement infinitésimal du=vdt. Il est donc important de remarquer que la dérivation de
Lie se fait dans la direction de la vitesse v choisie, ce que nous ne précisons pas dans les
notations. De plus, la définition de la dérivée de Lie est unique, mais en fonction du choix
de la tensorialité du transport affine a utiliser, elle devient covariante ou contravariante. Il
existe donc une tensorialité associée a la dérivée de Lie qu’il faudra systématiquement
préciser lors de son utilisation.

Dans le cas euclidien, auquel nous nous restreignons, les choses se simplifient
considérablement, la notion de variance disparaissant. Par contre, la dérivée ne peut plus
étre qualifiée de « matérielle » que dans le cas d’un mouvement de corps rigide, c'est-a-dire
quand le champ de vitesse v choisi est défini par un spin. En effet, seules les rotations sont
autorisé€es et, dans le cas général ou le solide se déforme, la rotation doit localement
« suivre au mieux » la matiere. C’est alors que nous parlons de « dérivées rotationnelles »,
dont le « meilleur » choix est encore matiere a débat. Par exemple, c’est le cas des dérivées
de Jaumann ([DAF83]), de Green-Naghdi ([DIE79]) ou de celle que nous allons définir au
chapitre suivant. Une comparaison de ces dérivées rotationnelles entre elles et avec les
dérivées convectives est étudiée dans [SZA89] et [BILO3].

5 Ceci traduit son caractére de taux de rotation instantané.
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Dans le cas général, les transformations autorisées pour former les transports sont des
affinités®. Il s’agit des transformations géométriques linéaires les plus générales. Par
exemple, le gradient de la transformation F est une affinité. La dérivée de Lie L(A) d’un
tenseur A d’ordre quelconque est alors égale a la limite de la différence de A a t avec le
transporté de A a t-dt, le tout rapporté a I’intervalle temporel dt :

. A =T ( At—dt)
L(A)=lim——— )
dt—0 dt
Il s’agit donc du taux de variation infinitésimal intrinséque de A dans la configuration
convectée. A la différence de la dérivée temporelle classique, il est nécessaire de
transporter dans la nouvelle configuration le tenseur A tel qu’il était dans la configuration
antérieure. En pratique, la dérivée de Lie se calcule explicitement a I’aide du transport T :
L(A) :T(%TI(A)j (3.60)
Dans le cas d’un tenseur euclidien d’ordre 2, la dérivée de Lie devient orthogonale et se
réduit a la dérivée rotationnelle définie par le transport rotationnel d’ordre 2 (3.37) :
At T At—dt)

27 s (=
L,(A)= lim — (3.61)
Cette notation est choisie pour montrer qu’une dérivée rotationnelle est une dérivée de Lie
par rapport a un champ de vecteurs défini par un tenseur (orthogonal) de rotation. Elle est
alors euclidienne?’ et se définit pour tous les tenseurs euclidiens par une rotation.

3.2.3.4 Définition de la dérivation rotationnelle comme dérivée intrins€éque

Les tenseurs considérés sont euclidiens : ils ne pourront que suivre au mieux la maticre
puisqu’ils le feront par le biais d’une rotation. Nous nous proposons de considérer une
dérivée telle qu’elle mesure la variation de ces tenseurs par rapport a la mati¢re. Le cas
particulier du mouvement de corps rigide impose qu’ils soient objectifs pour suivre
exactement la matiére, et il serait intéressant d’avoir dans ce cas une dérivée rotationnelle
nulle. Elle serait donc une dérivée intrinséque invariante dans les mouvements de corps
rigide du solide déformable dans 1’espace. Cette approche est proposée par Deski dans
[DES99]. Pour I’exprimer, prenons la dérivée temporelle classique d’un tenseur d’ordre 2 :

A=Ay @ +A(e®¢)) (3.62)
partie intrinséque partie extrinseque
La partie intrinséque de (3.62) est la dérivée rotationnelle de A : c’est la variation de A
relative a la base tournante {e}, c'est-a-dire la dérivée de A par rapport au référentiel
tournant ® ou, rappelons-le, la base {e} est fixe. Elle est tout a fait analogue a la vitesse
relative de la loi de composition des vitesses (3.51). Nous la notons :
Ry

Lug (é) = T: =A;¢®¢; avec ¢ =R-G, (3.63)

La partie extrinseque de (3.62) vient de la variation de la base tournante {e}, qu’il faut
évaluer. Elle est tout a fait analogue a la vitesse d’entrainement de la loi de composition
des vitesses (3.51). Pour le produit tensoriel, nous avons :

%6 Une étude de ces transports est menée dans [SAN92].
" Nous rappelons que la dérivée de Lie posséde généralement plusieurs variances, ce qui n’est plus le cas ici.
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(@i ®§j) = 9.1'@@]' +¢ ®§.j
Avec I’aide de (3.58), (3.21) et (3.59), la dérivée du produit tensoriel devient :

(®¢)=8, & ®e +e ®S ¢

=S, (& ®¢)+(e ®¢;)-S.'

=S.-(e®¢) (e ®¢)-S

=N

= =

=

La partie extrinseque de (3.62) est donc :
A, (Ei égj) =S '(Aijgi ®§j)_(Aij§1 ®§j)'§‘ =S, -

=§ s

1>
-3
llvn

VA
Iz

La dérivée temporelle de A s’écrit donc :

A=L, (A)+S -A-A S,

Ce qui permet de donner une nouvelle définition de la dérivée rotationnelle de A :

Ly (A)=A+A-S -5 A

(A

(3.64)

= =§ =N =

Remarquons que la dérivée temporelle classique apparait comme la dérivée temporelle par
rapport au référentiel global ® g, car, si X est constant, alors le spin de ® est nul et X
deéfinit finalement un nouveau référentiel global fixe ® o par rapport au précédent, donc
fixe lui aussi par rapport a I’espace, ou :

d® A

Loy (é) - dt= =A avec N constant

La dérivée temporelle classique est donc une dérivée rotationnelle ou la rotation est

indépendante du temps, c'est-a-dire une dérivée par rapport a un référentiel fixe. En fait,

une dérivée rotationnelle évaluée par rapport a un référentiel fixe dans 1’espace se confond

a la dérivée temporelle classique. Si X se réduit a I’identité, nous avons en particulier :
dA .

LJ-/l (é) = dt= = é

3.2.3.5 Définition de la dérivation rotationnelle par le transport rotationnel

Une troisiéme définition, celle-ci géométrique, est possible. La dérivée rotationnelle est
alors vue comme le transport rotationnel de la dérivée du transport rotationnel inverse
([SZA89)) :

d -
Lin(8)=T, [alm '@] (3.65)

Remarque : Attention, dans le transport en dehors de la dérivée la rotation R est fixé a t
alors que, dans la dérivée, elle est variable au voisinage de t. Par la suite cela sera sous-
entendu.

Afin de neutraliser la rotation du référentiel tournant ® et de pouvoir dériver classiquement
dans ® g, le transport rotationnel inverse est appliqué a A. Puis le transport rotationnel est
appliqué a la dérivée obtenue pour obtenir sa bonne orientation par rapport a ® . Cette
définition redonne bien sir (3.64). En effet :
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_1 dx"Aan) oo
Tl/§ (TL/N (é)j :ﬁﬁ ﬁ é

IIC(>
I
o

A

1>

1z

Montrons enfin qu’une dérivée rotationnelle nulle traduit D’entrainement dans un
mouvement de corps rigide du tenseur A. En effet, sur un intervalle de temps [t,t+At], une
dérivée rotationnelle nulle donne :
d _ _
L.y(4)=0= dt( ‘(é)j=2:> T,y '(A)=R"-A-R=cste

Nous avons donc :
"(A) T

L/\

-1 (é) P t+At§T 3 H—AtA- t+A[N —

%
—

.‘é.

A

L/ \+At

Le tenseur A a I’instant t+At est donc reli¢ a celui de la configuration a t par :
t+Até: t+AtN_ tNT X tA' tN' t+AtNT

Or la rotation qui permet de passer de t a t+At est définie par :
AN — HAtN' tNT

Nous avons donc :
t+At

1>

= AN AAR" =T, ('A)

Le tenseur A a I’instant t+At est donc bien le transporté rotationnel de A a un autre instant t.
Remarque : Nous rappelons que A doit étre eulérien et objectif pour que cela soit vrai.

3.2.3.6 Définition de I’intégration rotationnelle

Tout comme la dérivée de Lie, il est possible de définir I’intégrale de Lie. Une définition
possible de I’intégrale de Lie S(A) d’un tenseur A entre I’instant 0 et I’instant t dans le
référentiel tournant défini par le transport T est la suivante :

- T(jO‘ T (A) dt) (3.66)

Cette définition est analogue a celle de la derivée de Lie : un transport inverse vers le
référentiel global est appliqué au tenseur pour en calculer I’intégrale, puis cette intégrale
est transportée dans le référentiel d’analyse.

En particularisant la définition générale pour un tenseur A d’ordre 2 euclidien dans le
référentiel tournant ® , il vient :

Sl/g = u\(,[ N j (3.67)

Le transport rotationnel d’ordre 2 est défini au 3.2.1.8.
Remarque : dans le transport sous 1’intégrale X est variable entre 0 et t alors que dans le

transport en dehors de I’intégrale X est fix¢ a t. Par la suite cela sera sous-entendu.

La notation choisie se justifie par la réciprocité de I’intégration rotationnelle avec la
dérivation rotationnelle (démontrée au 3.2.3.8). L’intégrale réalise le cumul tensoriel des
incréments de A dans le référentiel tournant entre I’instant initial et I’instant t. Nous
pourrions donc aussi noter :

S (é) = Smi (é)
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Remarquons que, de maniére analogue a la dérivée rotationnelle, une intégrale
rotationnelle de A nulle traduit I’entrailnement dans un mouvement de corps rigide du
tenseur dont A est la dérivée rotationnelle. Montrons cela en posant :

A=L.y(y)
Si I’intégrale rotationnelle de A est nulle, nous avons :
SL/ﬁ(é):(:):T 'y (_[ 18 jznguxl(é)zgjézg
D’ou:
Luxfr)=0

D’apres le 3.2.3.5, avec les mémes notations, nous avons :
t+At
r= TL/A\ ( Z)

Le tenseur y & I’instant t+At est donc bien le transporté rotationnel de y a un autre instant t**.

3.2.3.7 Matrices de ’'intégrale et de la dérivée rotationnelle des tenseurs d’ordre 2
en base tournée

L’intégration rotationnelle se définie a partir du transport rotationnel. Il parait donc
judicieux d’analyser cette intégrale dans la base tournée. Pour ce faire, réécrivons la
définition (3.67) :

TL/[E_I (SJ_/N j I TJ_/\ é) dt
Dans la base globale, cette relation s’écrit :
— t —
Lo (Sa@)) |fe@)e] -flnc@)
= {6} =g}

En vertu de la propriété (3.38) du transport rotationnel, la matrice de I’intégrale
rotationnelle dans la base tournée a t est :

[SM } =[[a (3.68)

Attention, dans I’intégrale directe de A la base tournée est variable entre 0 et t.

En appliquant le méme raisonnement sur la dérivée rotationnelle, nous pouvons montrer

que :
Laa)

d
_ E[ é]{e} (3.69)

e}

11 faut bien sir que v soit eulérien et objectif.
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3.2.3.8 Réciprocité des opérateurs d’intégration et de dérivation rotationnels

Montrons que I’intégration (3.66) est bien I’opération réciproque de la dérivation (3.60).
Cela doit étre le cas pour que les deux opérations soient cohérentes entre elles. Bien
évidemment, il est impératif d’utiliser le méme transport (et donc la méme rotation) dans
les deux définitions. Nous montrons la réciprocité des deux opérateurs en démontrant les
deux relations générales suivantes :

L(S(A))=A et S(L(A))=A+cste (3.70)

La constante tensorielle est I’opposée de A a I’instant initial.
Preuves :
* Calcul de la dérivée de I’intégrale d’un tenseur A :

: ]:T d{T—l (T(I{:l (A) dt))}

L(S(A)=T[ T (S(4) :

df T(A) dt
dt

=T(T"(A))

=A
= Calcul de I’intégrale de la dérivée d’un tenseur A (& une constante tensorielle pres) :
- tel d
S(L(A))= T(L T (L(A)) dt) = TUO T (TE(T (A))j dtj
- TUti(TI(A)) dt) = T(J:d(Tl(A))) =T(T"(A)-T"(A®0)))

0 dt
= A—A(0)

3.2.3.9 Objectivité des opérateurs d’intégration et de dérivation rotationnels

Il est important de montrer que les opérateurs S et L sont objectifs, et sous quelle condition,
pour pouvoir leur donner un sens physique dans le cas d’un entrainement dans un
mouvement de corps rigide. Pour cela, il faut évaluer les nouvelles expressions de S et L
dans ce cas précis que nous caractérisons par une rotation arbitraire 1, différente de la
rotation arbitraire X définissant S et L. Il apparait dans les deux démonstrations qui vont
suivre que le tenseur A sur lequel agissent les opérateurs doit étre eulérien-objectif pour
que les opérateurs soient aussi eulériens-objectifs.
Preuves :

= Dérivée rotationnelle
Nous allons démontrer que la dérivée rotationnelle est objective. Nous le faisons a 1’ordre
2, mais cette démonstration peut s’étendre a tout ordre. Il faut montrer que, pour toute
rotation t, le transport rotationnel associé d’une dérivée rotationnelle est la méme dérivée
de rotationnelle tournée par le mouvement de corps rigide défini, a une translation pres, par
1. Cette question se résume mathématiquement par :

T

(L (@)L (a)

T
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Evaluons le transport rotationnel par 1 de la dérivée a 1’aide de (3.65) et de (3.37) :

dIRT AN AN AR
TL/L(L(é)j:TUI ﬁ%ﬁT 5t (= ==)

T T

1z

dt

4
e

Le tenseur de rotation X entrainé par 1 est défini par la méme loi de transformation (3.50)
que le gradient F puisqu’il s’agit d’un cas particulier :
z~<T1 = l § ' L0 '

La rotation 19 étant constante, elle rentre dans la dérivée et nous avons alors :

d(NT-A-N
TM(LM(é)j:NTL.1=0.(=T==),l=OT,NT1T

d(lo R'TAR- ) T
=N =T T T =
= dt =
d(lo N1TrAL R 10T)
V= = === ==2 T
:N=T dt N
d(NTlT.l'é'lT'NTl)
=N, - = =N,

= dt =
Finalement, si A est eulérien-objectif, la dérivée rotationnelle est eulérienne-objective :

d(NTLT ‘A, ~NTL)
T, (Li/s\‘ (A)) =Ny —— dt 'NTLT

La loi d’entrainement de la dérivée rotationnelle est donc définie par un transport
rotationnel :

L(8) =T, (Ls()] 671

Ty

* Intégrale rotationnelle
Démontrons maintenant que 1’intégrale rotationnelle est objective. Nous le faisons a 1’ordre
2, mais cette démonstration peut s’étendre a tout ordre. Comme précédemment pour la
dérivée rotationnelle, il faut démontrer la relation suivante :

(50 (8) ] 500 (8)
Evaluons le transport rotationnel par v de I’intégrale a 1’aide de (3.67) et de (3.37) :
T, (SM(A)): T, (ﬁ,(J‘O‘ﬁr AN dt)'ﬁT)zl'ﬁ'(LtﬁT AN dt).NT "

Ty

Comme précédemment, le tenseur de rotation X entrainé par 1 est défini la loi :

106



Chapitre 3 : Milieux continus orthotropes en grandes transformations

La rotation 19 étant constante, elle rentre dans 1’intégrale et nous avons alors :

Ti/l(SﬂN(é)j:NTl'l_O'(J-otﬁT'é‘ﬁdt)'l_OT'NTlT
t T T
J'01=0. SURE

:ﬁ'(ﬁﬁT'l'é'lT'Nn dtj'&rtT

T

1%
Ie=
;3
1=
1=
(74

=NT1-( 1 Tdt)-NTlT

Finalement, si A est eulérien-objectif, I’intégrale rotationnelle est eulérienne-objective :

TL/L(SMN(é))=&.U;&T.i.&dt).&T

La loi d’entrainement de I’intégrale rotationnelle est donc définie par un transport

rotationnel :

_Tl

Sug (é) = Ti/l (SL/N (é)) (3.72)
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3.3 Les miljeux continus 0:ﬂfﬁ0fr0'ﬁey

La formulation que nous voulons développer doit permettre de modéliser en grandes
transformations des milieux continus orthotropes, comme cela est fait, par exemple, en
plasticité avec les coques par Boubakar ([BOU98], [BOU97], [BOU94]) pour la partie
¢lastique, mais le but final est de 1’utiliser pour décrire des milieux hétérogenes fibreux
dans des ¢éléments 3D. Nous avons précédemment défini les opérations de dérivation et
d’intégration rotationnelles des tenseurs. Il est maintenant possible de définir et d’analyser
le tenseur de comportement, intervenant au cceur de la formulation par une loi de
comportement hypo-€lastique. Nous pouvons alors définir la notion de solide suiveur
euclidien dans lequel cette derniere est exploitée et nous définissons le cumul tensoriel
([GIL93]) qui n’est rien d’autre que la mesure induite par 1’opération d’intégration
rotationnelle. Enfin, nous écrirons la formulation générale des MCO dans ses versions
analytique et discrétisée, c'est-a-dire implémentable dans un code de calcul.

3.3.1 Tenseur de comportement

3.3.1.1 Hypo-€lasticité

La volonté d’obtenir en MGT les équations constitutives dans un cadre thermodynamique
clair a poussé les auteurs historiques de la mécanique a définir la théorie des matériaux
simples ([TRU65]). De tels matériaux ont un comportement ne dépendant que du gradient
de la transformation F. De cette théorie découle les lois hypo-¢élastiques, présentant la
forme classique des lois €lastiques en petites perturbations, mais exprimées en taux. Les
lois hypo-€lastiques sont des lois de comportement : elles définissent le tenseur de
comportement C, du 4™ ordre, en reliant linéairement un tenseur d’ordre 2 traduisant la
cinématique du milieu a un autre tenseur d’ordre 2 traduisant les efforts de cohésion de la
matiere. Dans notre cadre euclidien, nous écrivons les lois hypo-¢lastiques a 1’aide d’une
dérivée rotationnelle (3.61) et du tenseur taux de déformation D sous la forme :

L,y(g)=C:D (3.73)

Remarque : 11 est nécessaire de préciser la rotation X pour complétement définir (3.73).
C’est pour cela que I’hypo-¢lasticité est une formulation considérée comme moins €élégante
que ’hyper-¢lasticité, ou les contraintes sont obtenues directement a partir de 1’énergie de
déformation, elle-méme définie par une approche thermodynamique ([BEA96)).

Le choix de R est arbitraire. Pourtant, de lui dépend au moins la mesure de déformation et
de contrainte ! C’est un probléme crucial de la MGT, trait¢ dans [ROU97] ou un chapitre
entier est consacré au probleme de l’intégration de D. Une nouvelle formulation non-
euclidienne y est proposée pour s’affranchir de cette ambiguité. Cependant, elle fait appel a
des ¢éléments d’un espace courbe qui ne sont pas des tenseurs ([ROU91]), ce qui en fait une
théorie complexe et difficile a appréhender et que, par conséquent, nous n’explorerons pas
dans ce document.
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3.3.1.2 Axes constitutifs et forme du tenseur de comportement

C doit étre identifié expérimentalement, ou calculé a partir de données expérimentales. 11
représente a notre sens le comportement d’un milieu anisotrope ¢€lastique, éventuellement
non-linéaire. En pratique, avec des matériaux composites finis, il est classique qu’il soit
assimilé au comportement identifi¢ sur 1’éprouvette en ¢€lasticité, c'est-a-dire en petites
perturbations, alors que le comportement qui intervient dans (3.73) évolue certainement en
grandes transformations. Nous considérons donc que c¢’est un comportement initial qui est
connu, son évolution restant a définir. Nous notons le comportement initial connu :

°C="Cyx ®k; ®k, @K, (3.74)

La base tensorielle est définie a chaque instant par la base vectorielle :

()= Uxi={x x5} (3.75)

i=1.3

La base {k'} est composée de ce que nous appelons les « axes constitutifs ». Elle n’est pas
forcément OND, mais, en général, a I’instant initial, elle ’est. C’est ce qui fait qu’elle est
particuliere et il existe une littérature abondante dans le domaine de la mécanique des
composites ou les formes de "C dans la base {KO} sont données ([DECO00], [JON9S],
[BER9Y6], [BIL96], [GAY89]). La forme de °C dépend essentiellement des symétries que
présente le matériau a 1’instant initial car il est souvent testé en petites perturbations. A
priori, "C est un tenseur 4 81 composantes qui peut se représenter matriciellement par :

o 0 0
C1111 C1211 C3311
°c . .. ¢
1112 3312
0 0
C1113 ’ C3313
0 0 0
L C1133 C1233 C3333_

Cependant, beaucoup de composantes sont nulles car la dérivée rotationnelle du tenseur
des contraintes de Cauchy et le tenseur taux de déformation sont des tenseurs symétriques.
Cela impose des conditions de symétries sur C a tout instant t :

*  Symétrie sur les deux premiers indices de C :

Li/i (g)ij - Li/i (g)ji = Li/i (g)ji - Cijlekl
=L (g)ij =CuDy
= Cijkl = Cjikl

= Symétrie sur les deux derniers indices de C :
D, =D, = Lug (g)ﬂ =G Dy

=L, (g)ij =Cy Dy

= Cijkl = Cijlk

Sous ces conditions, le nombre de composantes de C, et donc de 0C, se réduit dans le cas
général a 36 et les notations se simplifient avec deux indices au lieu de quatre : c’est la
notation de Voigt.

Nous représentons donc matriciellement °C sous la forme :
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OCll OCIZ 0C13 0(314 OCIS 0C16
OCZI 0C22 0C23 0C24 0C25 0(326
|:0ch OC31 OC32 0C33 0C34 0C35 0C36 (376)

{KO} OC41 0C42 OC43 0(344 OC45 0(346
OCSI OC52 0C53 0(::54 OCSS OCGS
OC61 OC62 0C63 OC64 OCGS OC66

S’il existe une énergie de déformation définie avec le tenseur de comportement C, le
nombre de composantes se réduit a 21. La matrice de °C devient alors symétrique et la
relation suivante est alors vérifiée :

°C, ="C; (3.77)

ji
Remarque 1 : La relation (3.77) n’est pas systématiquement vraie en hypo-¢élasticité. Il faut
pour cela que les composantes de C soient constantes dans le temps. En effet, si c’est le cas,
il en résulte que la loi de comportement intégrée s’exprime avec le méme tenseur de
comportement C et que I’énergie de déformation associée impose de nouvelles symétries
sur C. C’est pour cela que, a priori, nous ne la considérerons pas comme évidente. En tout
cas, il apparait nécessaire d’apres [LEO00-2] qu’un potentiel de déformation existe pour
assurer que le milieu hypo-¢élastique ne génere pas d’énergie a partir de rien, ce qui serait
thermodynamiquement inacceptable.

Remarque 2 : En fait, il n’y a que dans le cas ou C est un tenseur isotrope constant que
(3.77) est trivialement vraie. C représente alors un comportement isotrope et sa matrice est
la méme dans toutes les bases.

Dans le cas particulier ou il existe deux plans de symétrie orthogonaux pour le
comportement, il en existe un troisiéme, orthogonal aux deux précédents. La base {k"} est
alors OND et le comportement est dit orthotrope. Les vecteurs de {k"} sont alors appelés
« directions principales matérielles », ou bien encore « axes d’orthotropie », et sont déduits
de Dintersection des trois plans de symétrie. Le nombre de composantes de °C se réduit
alors a 12. En supposant que (3.77) soit vraie, leur nombre se réduit 4 9 et °C s’exprime
dans les axes d’orthotropie simplement par :

’c,, °C, ‘C, 0 0 0
’c, 'C, °C,, 0 0 0
|:OC:| — 0C13 OC23 0C33 0 0 0 (378)
=} 0 0 o °C, O 0
‘C, 0
L 0 Cy
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Les composantes sont alors données par les traditionnelles “constantes de I’ingénieur”, qui
sont plutdt pour nous des fonctions :

0~ 1=Vvyvy, 0 L=Vi3vy 0~ _1=Vpvy
" AEE, ’ 2 AEE, ’ ¥ AEE
253 £ £
o0 —YutVaVas o _VatVaVen on Ve TViVs
b 9
" AE,E, B AE,E, ® AEE, (3.79)
0 _ 0 _ 0 _
C, =2G,,, Css =2G,,, Ces =2G3,
A= 1_V12V21 — V3V V3 Vi3 — 2V21V32V13
EE,E,

Ces fonctions sont identifiées expérimentalement, de maniére classique, sur les matériaux
composites continus en petites perturbations. Cependant, pour les matériaux fibreux seuls,
de grands défis expérimentaux sont encore a relever, la continuité n’étant plus assurée et
les essais devant se faire en grandes transformations. Dans notre cas ou le milieu fibreux
est assimilé a un milieu orthotrope, d’une part la réactualisation des axes constitutifs est
essentielle, d’autre part les modules d’Young transverses sont variables pour traduire
I’écrasement. Plus généralement, pour un milieu anisotrope quelconque, il est important de
savoir comment les axes constitutifs se réactualisent et si les constantes de 1’ingénieur ne
sont pas en fait des fonctions. La modélisation théorique du comportement, c'est-a-dire sa
forme initiale mais aussi sa loi d’évolution, doit donc étre dictée par des données
empiriques. En conséquence, le tenseur de comportement actuel est pour le moment
inconnu. Nous le notons :

g = tcijklﬁit ®E; ®E1t< ®EI (3.80)

3.3.1.3 Milieu fibreux a une direction forte d’anisotropie

Notre but est de modéliser un paquet de fibres localement alignées dans une direction,
représenté précédemment au 1.4.2.3 du chapitre 1, comme c’est le cas des meches formant
la CER de tricot du chapitre 2. Les travaux de Hanklar ((HAN98]) ont montré qu’il était
possible de le faire en assimilant le milieu fibreux a un milieu orthotrope avec un module
d’Young trés grand devant les autres rigidités et des coefficients de Poisson majeurs faibles.
Les coefficients de Poisson majeurs sont par convention les coefficients via, vi3 et vas,
toujours plus grands que le coefficient de Poisson mineur associé¢ ([BIL96]). De plus, les
modules d’Young transversaux sont des fonctions modélisant 1’écrasement du paquet de
fibres. Nous souscrivons & cette approche et, bien que les composantes de °C puissent
dépendre du temps a cause de ces lois de compaction, nous postulons que la relation (3.77)
est vraie, comme nous ’avions fait au chapitre 2. Le cadre euclidien est bien adapté a la
modélisation de tels milieux fibreux car il n’existe qu’une seule direction forte
d’anisotropie, mais dans le cas ou il y en a plusieurs, a priori non-orthogonales, la
formulation développée dans ce chapitre ne peut plus convenir.

3.3.1.4 Objectivité du tenseur de comportement

Analysons I’objectivité du tenseur de comportement si celui-ci intervient dans une loi
hypo-¢lastique de type (3.73). Cherchons a en déduire la loi d’entrainement de C. En vertu
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du principe d’indifférence matérielle, la loi de comportement s’écrit dans le référentiel
tourné par une rotation 1 :

Ly (g) =Cy 1Dy

Ty

Or, nous connaissons les lois d’entrainement de la dérivée rotationnelle de o (eulérienne-
objective d’apres (3.71)) et de D (eulérien-objectif d’apres (3.53)). Nous avons :

D’apres le 3.2.1.3, nous pouvons écrire ces transports rotationnels a 1’aide d’un tenseur de

rotation d’ordre 4 construit a partir de t :
g(l) Ly (2) - CTL g(l) :D

En usant de I’orthogonalité de R définie au 3.2.1.5 :
Liy(g)=RW":Cy :RW:D=C=

T .

@

Tl.

e
=

A Tlaide du transport rotationnel d’ordre 4 défini par 1, nous obtenons alors la loi
d’entrainement dans une rotation de référentiel du tenseur de comportement qui confirme
son caractere eulérien-objectif :

@

=T, («:) (3.81)

3.3.1.5 Loid’évolution

Il est clair que le tenseur de comportement évolue dans 1’espace au cours d’une
transformation quelconque, et, en particulier, dans un mouvement de corps rigide. Il est
donc nécessaire de définir une loi d’évolution pour C, comme cela est fait dans [HIL78].
Elle doit relier C a I’instant t a °C a I’instant initial qui est supposé connu. Or, si une loi
hypo-¢lastique de la forme (3.73) est utilisée, C est objectif (3.81). Pour prendre en compte
I’entrailnement du comportement dans une rotation donnée X, nous pouvons donc définir sa
loi d’évolution, comme pour les tenseurs eulériens-objectifs d’ordre 2, par un transport
rotationnel du 4°™ ordre défini au 3.2.1.9 :

C=T,, ( "ﬁc) (3.82)

Les axes constitutifs tournent alors selon la rotation spécifiée dans (3.82) :

' 0
K =Nk

— —1

(3.83)

Remarque : la rotation utilisée dans (3.82) et (3.83) n’est pas forcément la méme que celle
de la dérivée rotationnelle (3.73).

1l résulte de cette définition que le comportement actuel a les mémes composantes que le
comportement initial :

0 t t t t t 0
= Gk ®K;®K, QK car Cy,="Cyy

e

Par conséquent, si le comportement est initialement orthotrope de la forme (3.78), il le
reste au cours de la transformation, la base tensorielle de C étant actualisée par une rotation.
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3.3.2 Les solides suiveurs

3.3.2.1 Définition

Nous avons précédemment défini les outils tensoriels capables de décrire 1’évolution dans
le temps des tenseurs : les principaux sont le transport, la dérivation et 1’intégration dans
des référentiels tournants. A la base de toutes les définitions, nous trouvons donc un
tenseur de rotation X. Ce tenseur de rotation dépend du temps, mais aussi de la position
dans I’espace considérée. A partir de maintenant, il faut donc considérer que X est un
champ de tenseur de rotation, et par conséquent qu’il existe une collection (infinie) de
référentiels tournants associés. Cette collection est constituée des images par le champ de
tenseurs X des référentiels orientés initialement par rapport au référentiel global par le
champ de tenseurs de rotation arbitraire O. Nous renvoyons a la Figure 3-2 en précisant
qu’il s’agit de la situation en un point donné seulement.

Le domaine spatial de définition des champs de tenseur X et O se limite au volume du
solide déformable et chaque point de ce volume eulérien est confondu avec un point du
solide déformable. Nous pouvons donc définir, comme cela a été introduit par Rougée dans
[ROU97], la notion de solide suiveur euclidien :

Un solide suiveur euclidien est un ensemble de référentiels tournants en chaque point du
solide déformable, défini par un champ de rotations N, ayant pour vocation de suivre
localement « au mieux » la matiere.

Evidemment, c’est le « au mieux » qui pose probléme ! A un solide suiveur sont associés
les champs de tenseurs de dérivées rotationnelles et d’intégrales rotationnelles définis aussi
par R. Ces champs de tenseurs définissent les mesures eulériennes objectives de
déformation et de contrainte tensorielle cumulées.

Une premicere piste est alors de se demander dans quelles directions spatiales cumuler les
déformations et les contraintes. Il pourrait s’agir des directions propres de tenseurs comme
U, V ou D, mais ces directions ne correspondent pas aux mémes segments matériels a
différents instants. Il parait plus physique de considérer des directions non-orthogonales
convectées, mais nous sortirions du cadre euclidien que nous nous sommes fixé en tentant
d’utiliser une mesure affine basée sur I’intégrale de Lie (ce que nous ferons au chapitre 5).
Une deuxieme piste serait d’inclure I’analyse des directions des axes constitutifs du tenseur
de comportement. Ces directions pourraient étre celles a privilégier. Dans le cas d’un
milieu fibreux a une ou plusieurs directions fortes d’anisotropie, il parait justifier de suivre
ces directions particuliéres, mais dans le cas d’un milieu isotrope, toutes les directions sont
équivalentes et le choix est vaste !

Nous illustrons la notion de solide suiveur en deux dimensions sur la Figure 3-4 en prenant
quelques points dans le solide déformable défini par le placement ¢.

La difficulté de choisir un champ de rotation reste donc entiére.

Par contre, tous les solides suiveurs doivent avoir la propriété commune suivante : ils
doivent tous étre entrainés dans un mouvement de corps rigide par le méme champ de
transport rotationnel. Cela implique que la rotation du mouvement de corps rigide soit
¢gale au champ de tenseur X. R est donc dans ce cas un champ de tenseur constant dans

I’espace et F=R=R. Toutes les dérivées rotationnelles sont alors nulles et tous les
référentiels tournent de manicre identique en bloc. Cette exigence restreint le choix de R

qui doit se réduire a la rotation de corps rigide dans le cas d’un mouvement de corps rigide.
Donnons maintenant trois exemples de solides suiveurs intéressants.
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N

Figure 3-4 : Solides déformables et solides suiveurs initiaux et actuels

3.3.2.2 Solide suiveur de Jaumann

Les référentiels constituant le solide suiveur de Jaumann suivent localement le spin de la
maticre (partie antisymétrique W du gradient eulérien des vitesses L). Dans ce référentiel,
trois directions matérielles orthogonales 2 a 2 le restent au premier ordre a I’instant suivant
[GIL94Db]. Le spin de la maticre est défini par :

zlzg.g:

La dérivée rotationnelle induite est donc :

S
=Q

LL/Q(é):TJ_/Q (TL/Q_l(é)j :g(gTég)gT:é+él_lé

Dans le cas d’un mouvement de corps rigide, nous avons le spin suivant :

W=QQ' =RR'

La rotation Q se confond bien avec la rotation de corps rigide.

3.3.2.3 Solide suiveur des axes principaux de D

Dans [GIL94b] est proposé un solide suiveur intéressant dans le sens ou il donne des
résultats physiques sur le test de cisaillement simple, test que nous exploiterons également
par la suite. Dans ce solide suiveur, les axes principaux de D sont fixes. Pour trouver le
spin de ses directions principales, il faut calculer la dérivée temporelle par rapport au
référentiel global de D. Remarquons que ce solide suiveur diffeére de celui de Jaumann car
les directions principales de D ne représentent pas les mémes directions matérielles a deux
instants différents. Enfin, ce solide suiveur est convenablement entrainé par une rotation de
corps rigide, car D est objectif et donc ses éléments propres sont objectifs d’apres 3.2.2.4.

3.3.2.4 Solide suiveur de Green-Naghdi

Les référentiels constituant le solide suiveur de Green-Naghdi suivent localement la
rotation moyenne de la matiere (partie orthogonale R du gradient de la transformation F) :
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R=F.

Le spin de la rotation moyenne de la maticre est

S =Q=

=§ S

La dérivée rotationnelle induite est donc :

CL ||c:

éfini par :

R

IIFU-

Lo (8) =T [T '@ |- R(RT-A-R}R A a0

1o
1>

Dans le cas d’un mouvement de corps rigide, le solide suiveur est bien stir animé par la
rotation R de corps rigide.

3.3.3 Formulation générale des milieux continus orthotropes

3.3.3.1 Hypothéses générales

Dans le cadre de I’hypo-élasticité, formuler un modele de MCO va permettre de définir
clairement la mesure de déformation et de contrainte par cumul tensoriel d’une part, et la
loi d’évolution du comportement d’autre part. La restriction la plus forte est que le
caractére euclidien des tenseurs utilisés doive étre préservé. Cela implique que seul un
travail dans des référentiels construits par rotation du référentiel global est autorisé. En
particulier, les axes constitutifs restent orthogonaux au cours de la transformation et le
cumul tensoriel des déformations et des contraintes se fait dans une base tournante OND.
Les tenseurs qui interviennent doivent donc étre objectifs pour que les transports
rotationnels modélisent effectivement des entralnements dans des mouvements de corps
rigide. De plus, les lois de comportement hypo-¢lastiques étant écrites en taux, donc a
I’instant t dans la configuration actuelle, implique que les tenseurs soient eulériens. Afin de
réaliser ces exigences, détaillons les hypotheses H; des MCO.

= H1: La loi de comportement d’un MCO est définie a tout instant par une loi hypo-
¢lastique (identique a celle du 3.3.1.1) :

c est le tenseur eulérien des contraintes de Cauchy, D le tenseur eulérien des taux de
déformation et C le tenseur eulérien de comportement. La dérivée rotationnelle (définie au
3.2.3.4) utilisée reste a préciser. Pour cela, il suffit de définir le solide suiveur associé, lui-
méme étant défini completement par la rotation X qui doit étre confondue avec la rotation
de corps rigide dans le cas d’un mouvement rigidifiant (voir 3.3.2.1).

:D (3.84)

IIIIﬁ

= H2: Laloi d’évolution du tenseur de comportement est définie a tout instant par un
transport rotationnel d’ordre 4 basé sur la rotation X qui actualise les axes
constitutifs (voir le 3.3.1.5) :

C:TL/N((’%C) avec Kk =N-K;

(3.85)

—1
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Cette hypothése définit donc la dérivée rotationnelle de (3.84). En conséquence, le cumul
des tenseurs, défini par H1, et I’actualisation du comportement, définie par H2, sont
effectués dans le méme solide suiveur.

= H3: En tout point du solide déformable, les axes constitutifs initiaux {k"} (dont
I’ensemble détermine la position initiale du solide suiveur) et les composantes dans
ces axes du tenseur de comportement initial °C sont connus. De plus, °C est un
tenseur de comportement orthotrope ayant une matrice symétrique de la forme
(3.78) méme dans le cas ou ses composantes sont variables. Il reste donc orthotrope
au cours de la transformation (voir le 3.3.1.5).

Pour réaliser H3, il faut définir une orientation initiale (c'est-a-dire un champ de rotation
constant dans le temps O) plagant les bases {k"} dans le solide suiveur initial par rapport a
la base globale {G}. Il faut également avoir acceés a des informations expérimentales de
caractérisation du matériau.

Si H3 est réalisé, nous pouvons conclure que, dans notre formulation générale, tout revient
a définir le champ de rotation N.

Nous illustrons notre formulation des milieux continus orthotropes en grandes
transformations sur la Figure 3-5. Il s’agit de ce qui se passe en un point donné du solide
suiveur entre les instant T-At et T. R g est le référentiel global, ® o le référentiel défini par
I’orientation initiale O et ® x le référentiel tournant défini par la rotation X.

Figure 3-5 : Divers référentiels de la formulation générale a t—Atetart
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3.3.3.2 Cumul tensoriel des contraintes et des déformations

En vertu de la réciprocité des opérateurs de dérivation L et d’intégration S (d’apres 3.2.3.8),
la mesure de contrainte est définie par I’intégrale rotationnelle de la dérivée rotationnelle
des contraintes utilisée. Nous avons (2 une constante tensorielle pres) :

o=S.y (Lw (g)j

En injectant la loi de comportement (3.84), il vient :

o=5.,(Luy(g)|=S.(Co)=n [y (gon) wat)y'| 6o

Remarque : la constante tensorielle, que nous trouvions dans (3.70), est nulle s’il n’y a pas
de contraintes initiales.

La mesure de déformation conjuguée au tenseur de contrainte (3.86) est définie de maniére
a obtenir une loi hypo-¢élastique intégrée qui a la forme d’une loi ¢élastique et ou le méme
tenseur de comportement C intervient. Ceci est toujours possible dans le cas ou les
composantes de C ne dépendent pas du temps. En utilisant (3.86) que nous projetons dans
les axes constitutifs a I’instant t et que nous réécrivons sous forme de vecteur, nous avons :

t| [ t
Si/§ (Li/N (g)j - .[o { g : 2:|{ }:| dt= J-O [gl } [[QJ{KJ dt
_— {K} — K — K
En supposant les composantes de C ne dépendent pas du temps :

[[g}{@} - [glq j-ot _[QJ{KJ dt= [glK} [[2]{"}}
Avec la mesure de déformation matriciellement définie par :
[Ej{w} - .[o [QJ{K} dt

Cette définition matricielle implique la définition tensorielle (2 une constante tensorielle
pres) :

=S\ (D) (3.87)

Remarque 1 : La mesure de déformation étant introduite a partir de I’intégrale rotationnelle
de D, il en découle que D est vu comme la dérivée rotationnelle de € :

D=L, (e (3.88)

Remarque 2 : Imaginons que le solide suiveur évolue librement, alors que la matiére se
déforme, sans que nous y cumulions des incréments de contrainte ou de déformation. Il ne
s’agit pas d’un mouvement de corps rigide car X n’est pas uniforme. Dans ce cas, les
tenseurs de contrainte et de déformation évoluent aussi librement dans le référentiel global.
Comme ils sont objectifs, ils évoluent par transport rotationnel et la densité volumique
d’énergie de déformation doit donc rester constante en tout point du solide déformable :

G:g=cste (3.89)
Cela n’est respecté qu’avec la mesure de déformation (3.87) conjuguée a la mesure de
contrainte (3.86). En effet, nous avons en tout point du solide déformable :
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D= LJ_/\() et Lm\() g

Or D est nul si les tenseurs ne font que tourner localement, c’est a dire sans variations
intrinséques. D’apres 3.2.3.5 :

D=0=1=— "~

Nous avons alors (3.89) qui est vérifiée :
t+At t+At

t t
S §=TJ_/A\:‘( g)-TL/Ag( £

3.3.3.3 Propriétés de la mesure de déformation dans le cas du suivi d’une direction
matérielle

Si le champ de rotation X est choisi tel qu’il suive une direction matérielle, c'est-a-dire
qu’au moins un des axes constitutifs de {x'} suit une direction convectée par F, alors la
mesure de déformation dans cette direction est égale au logarithme de 1’élongation A de
cette direction. Si le o™ vecteur de {k'} suit une direction matérielle, cela s’écrit en
introduisant le tenseur d’ordre 2 C des dilations de Cauchy-Green droit :

K, ek, =Ln(A(k,)) avee A(x,) =k, Cx,

Pour prouver cette relation, analysons la signification des taux de déformation D dans une
direction donnée. Etant donné deux vecteurs eulériens u et v, la définition de ce tenseur est
la suivante :

1
~(u-v)=v-Du
2 =
D est donc une forme bilinéaire qui associe a deux segments 1’évolution de leur produit
scalaire. En projetant u (respectivement v), le long du vecteur unitaire de méme direction e
(respectivement f), nous avons :

v=[ve et u=[ulf

Il vient :

2-2-1_1=||y||9 D-|u

£=[ufllve-D-

S )= (lullsle 1)

1
2[ulv]

IS
||U

= (v eoste. D)

Cette relation ne fait malheureusement pas apparaitre clairement le sens des taux de
déformation de cisaillement. En particulier, il ne s’agit pas du taux du sinus de ’angle de
glissement. Analysons les taux de déformations de traction-compression. Si u=v, il vient :

2””(IIII) @Mﬂﬂ(mhm

I('D

e-D-
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Ainsi, D permet la mesure du taux de déformation logarithmique dans une direction de
I’espace. Si on suit cette direction au cours de la transformation, on cumule bien des
incréments déformations qui nous donnent la déformation logarithmique. Si nous prenons
maintenant la direction matérielle orientée par le o™ vecteur de {x'}, il vient :

i, D, =(Ln(1))

[EJ{K} - J.ot [2}{.(} dt

Une des composantes diagonales correspond donc bien a :
K, &K, = Ln(A(x,))

Or, d’apres 3.3.3.2, nous avons :

Remarque : il n’est pas possible de cumuler des déformations logarithmiques de ce type
dans d’autres directions matérielles a 1’aide d’une intégrale rotationnelle (bien que cela soit
possible le long de directions non-matérielles dans le référentiel triaxial de Dogui
([DOG89))). En effet, les axes constitutifs restent orthogonaux par définition et, pour que
cela soit possible, il faudrait que les directions matérielles restent orthogonales au cours de
la transformation. Cela n’est vrai que dans le cas de la traction triaxiale ([ROU97]). Pour
cumuler le long de trois directions matérielles des incréments logarithmiques de
déformations, il faut utiliser une intégrale affine dans un référentiel non-rigide, ce que nous
ferons au chapitre 5.

3.3.4 Cumul tensoriel numérique et implémentation de la formulation

3.3.4.1 Formule de Hughes-Winget

La formule de Hughes-Winget ([HUGS80]) est la version discrétisée de 1’intégration
rotationnelle. C’est elle qui, dans notre cas, est utilisée numériquement pour réaliser le
cumul tensoriel dans le solide suiveur. Cependant, pour que ce cumul ait un sens physique,
nous rappelons que A doit €tre un tenseur eulérien-objectif. Plagons-nous sur un intervalle
de temps [t,t+At], avec At un incrément de temps, pas forcément petit. Dans le solide
suiveur, I’incrément de rotation actualise par hypothése les axes constitutifs entre t et t+At
(définition identique a celle sur la Figure 3-5):

Kit+At — Aﬁﬁ: avec Aﬁz HAtN' t&T (390)

Soit A un tenseur du second ordre eulérien-objectif devant étre évalué a I’instant t+At et
connu a I’instant t. En supposant que nous connaissions 1’incrément tensoriel objectif de A
entre les instant t et t+At, la formule de Hughes-Winget nous donne I’actualisation de A
par:

9)
S

A (3.91)

1+Até:TﬂA§(té)+A

Le premier terme correspond au transport rotationnel de 1’ancien solide suiveur a t au
nouveau a t+At et le second terme est I’incrément a cumuler. La difficulté réside dans le
calcul de ce dernier. Pour le définir, montrons comment passer de la mesure de A (3.67) a
sa version incrémentale (3.91) en posant a ’aide d’un tenseur n :
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AL t+At
é = SJ_/ * (

n)

En vertu de la réciprocité des opérateurs S et L, Le tenseur m est aussi égal a ’instant t a :

: ] d(X"-AN
‘m=1L,(A)=T,. (Tm\fl(é)j =t§.%,t

Iz

T

4

En appliquant la définition de I'intégrale rotationnelle entre les instant 0 et t+At, nous

avons :
(AL t+At _1
A=t 1 (o

En décomposant le domaine d’intégration temporel et en exploitant la linéarité du transport
rotationnel, nous avons :

AL t+At
A=: 178 (J. 178 ( )dt+ L/z\ (n)dt]
:t+At [J’ Ti/x ( )dtj t+At t+AtN ( t+At l/\ ( )dtj t+At

(3.92)
A I’aide de (3.90), le premier terme de (3.92) se réécrit :

Aﬁ.‘ﬁ.“g TL/N"I(E)dtj-tﬁTAﬁT:Ai-T ‘N( e (ﬂ)dtj

:A§
=T,

Le second terme de (3.92) correspond a I’intégrale rotationnelle de A entre les instant t et
t+At que nous définissons comme ’incrément de A entre les instant t et t+At :

R\ . AL ) . t+At _
RN By N

Au final, nous avons bien la formule de Hughes-Winget :
HAté:Aﬁ'té'AﬁT“‘Amié

Avec I'incrément tensoriel de A défini par :

AAST [ [Ty (Lm (é))dtJ (393)

Pour que I’incrément soit nul dans un mouvement de corps rigide et qu’ainsi A soit
entrainé par un transport rotationnel, il faut absolument, une fois de plus, que A soit un
tenseur eulérien-objectif. La dérivée rotationnelle est alors eulérienne-objective et bien
nulle dans le mouvement de corps rigide comme nous I’avons montré¢ précédemment au
3.2.3.5. Cette nécessité met une nouvelle fois en lumiére 1I’importance de 1’objectivité.

120



Chapitre 3 : Milieux continus orthotropes en grandes transformations

Remarque : pour prouver la cohérence de notre formalisme, exprimons I’expression (3.93)
a I’aide de (3.37) et de (3.90) :

1 t+At _1
TJ_/§ TJ_/§ (é) t :Tl/m+m§ J-t d TJ_/§ (é)

9
Ry

—

A

t+At _
A=T [ Tus

VR

T 71(t+Até)_T l(té)j

1/ 18

t+At
— -1 —
_TL/HA(N |:TL/N (é) - TL/HA(N

t

t t+At (T

1>
1%
17

1/ HA(§

At gt A Aty t W Tt
AT [Tm@}— AN

— t+Até—A§'té'A§T

Nous retrouvons bien la formule de Hughes-Winget et méme la définition (3.61) de la
dérivée rotationnelle en divisant par At et en le faisant tendre vers 0.

3.3.4.2 Formule matricielle de Hughes-Winget

En projetant la formule tensorielle de Hughes-Winget (3.91), nous pouvons obtenir une
équation matricielle implémentable dans un code de calcul. C’est ce qui est classiquement
fait en exploitant la projection dans les axes constitutifs en fin d’incrément :

Ry

[a] = [T (‘é)}w} f[aa)

En vertu de (3.5) et de (3.37), la matrice du transport rotationnel peut s’écrire :

{Tﬂm\* ( té)}{}(w‘} = [Ai]{Km ex') [té]{Kl} [AﬁT ]{Kl o)

Avec ’aide de (3.90) et en particularisant (3.18) avec :

K™ =¢ et k=G,
Il vient :
1 00
AN =0 1 O
': =:|{K1+A(®K1}
0 0 1
La formule matricielle de Hughes-Winget dans le solide suiveur s’écrit alors :
t+At t Ry
Al =['a +[A ié} (3.94)
[ _]{Kw} [ _]{Kt} = Jpeen)

Cette formule offre I’avantage de n’avoir a estimer que I’incrément de A, le premier terme
¢tant connu car calculé a la fin de I’incrément précédent. C’est pour cela que cette
formulation dans le reférentiel tournant est trés prisée des programmeurs des codes de
calcul. Par exemple, c’est ainsi que sont implémentés de nombreux ¢éléments
d’Abaqus/Explicit, d’ Abaqus/Standard et de Pam-Form.

Remarque : si I’incrément est nul, A est soumis a un transport rotationnel qui, s’il est

objectif bien sir, traduit son entrainement dans le mouvement de corps rigide de
rotation AR :
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[Hmé]{wm} - [té]{w}

3.3.4.3 Estimation de la mesure de déformation

Pour définir la mesure de déformation, il suffit d’appliquer le formule matricielle (3.94) en
remplacent le tenseur A par €. Nous avons :

[HAtg}{KHN} :|:t£:|{K[} +|:A€R§ EJ{KHN} (395)

Avec, d’apres (3.88) et (3.93), ’incrément de déformation qui est :
Ry t+AL _ t+AL ~
ARg=T g j T, {LM (g)jdt =T oy U Ty l(g)dtj

A T’usage, il est plus commode de travailler avec 1’incrément non-tourné :

T, (%) =] Ty (D) (3.96)

En effet, en vertu de la propriété (3.39) des transports rotationnels, il a les mémes
composantes dans 1’orientation initiale que 1’incrément dans les axes constitutifs actuels

qui nous intéresse :
|:TJ_/ HA(N_] (A\Rg §):| = [Amg §:| t+AL
——l & T

Cette relation montre I’équivalence de deux approches possibles : celle avec des grandeurs
écrites dans la base tournée, ou celle avec des grandeurs non-tournées écrites dans la base
initiale. Cette relation reste vraie si l’incrément de déformation est remplacé par
I’incrément de contrainte, la mesure de contrainte ou la mesure de déformation.

Il faut maintenant calculer I’incrément de déformation en estimant I’intégrale de (3.96),
c’est la difficulté majeure. Pour y parvenir, il est classique de considérer que la position x
est interpolée linéairement entre deux instants. Cette approximation est d’autant meilleure
que le pas de temps est petit. Si T est un instant dans ’intervalle [t,t+At], nous avons :

t+r§:(1_i) t§+ T 1+At§ (397)

At

C’est 1a une hypothese, plus longuement détaillée dans [BOU94], [GIL93c¢] ou bien encore
[HUGS80], dont nous n’avions pas besoin jusqu’a présent. Pour qu’elle soit valide, nous
sommes maintenant obligés de considérer des petits pas de temps et donc des « petits »
incréments.

Effectuons le calcul de I’incrément non-tourné dans 1’orientation initiale :

S A VS

L’intégrale se réécrit en usant de la propriété (3.38) du transport rotationnel et en
effectuant un changement de variable :

[ {TM=1(2)L0} at= [ [TQJ{KI} o= [HTQ]{K‘“} o
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Prenant en compte I’interpolation linéaire des positions (3.97), les composantes de D,
linéaires en fonction du temps, prises au demi-pas de temps, multipliées par I’intervalle de
temps, donnent exactement la valeur analytique (sous I’hypothése de linéarité¢) de

I’incrément de déformation :
At t+1 _ t-¢-7
D), | 2}{ Lo

Qui, toujours a I’aide de (3.38), s’écrit tensoriellement :

J-tt+At Ti/;\il (D)dt _ § Hgb:l (HA;EjAt

Nous avons donc :

» Pour I’approche en grandeurs écrites dans la base tournée :
? A
|:A h£:|{ l+Al} = |: ’ 2:|{ m} At (398)

Les projections sont donc dans les axes constitutifs, mais a deux instants différents :

R t+& A A At t+§ +§ +g
N t+At t+At t+—
AFg= DAtk " K, et D= 2Dk ? ®k; 2

Il est alors nécessaire d’introduire 1’incrément de rotation entre le solide suiveur
intermédiaire et le solide suiveur final défini par (voir Figure 3-6) :

At

t+At 2 O tHAt t+g T
AN K avec AN=""N-"2§ (3.99)
L’équation tensorielle associée a (3.98) est :
AMe=T . |T . J
= 1/ N 1/ (+7\<
At
— tJrAt§ t+7NT t+ > DAt t+—§ ﬁ

~ AR V3 DAE AR

Cette équation se réécrit a 1’aide du transport rotationnel d’ordre 2 entre le référentiel
intermédiaire et le référentiel en fin d’incrément :

R LA
AVe=T ( : gjm (3.100)

Le calcul matriciel de I'incrément de déformation dans le solide suiveur final (propriété
(3.38) du transport rotationnel) peut donc aussi se calculer par :

m\\‘ t+g
|:A £:|{KI+A1} - TJ./A&‘:;‘ 2 2 At (3101)
_— {KHAt}

Nous constatons que, aussi bien dans (3.98) que dans (3.101), la connaissance de
I’incrément de rotation (3.99) a la moitié du pas de temps est nécessaire. Dans (3.98) elle
sert a effectuer le changement de base de D, dans (3.101) elle sert a définir le transport
rotationnel. Dans [GIL93c], deux estimations sont proposées : une premiere donnée par
Hughes a I’aide du théoréme de Cayley-Hamilton, et une seconde sur la simplification pure
et simple suivante :
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AR = AN (3.102)

* Pour I’approche en grandeurs non-tournée écrites dans base initiale :

1 A% _ S A
T AL (o A 8 - T At 2 D t
L/ E = 0 1/ t+7§ =
) ()

Méme probléme que précédemment : la rotation du solide suiveur intermédiaire doit étre
connue.

Figure 3-6: Référentiel intermédiaire entre t et t+At

Les deux approches possibles sont parfaitement équivalentes. Notre choix est d’écrire les
équations dans le solide suiveur actuel, et donc dans des bases tournées. En définitive, sous
réserve que le déplacement soit interpolé linéairement sur I’incrément, nous obtenons, en
injectant (3.101) dans (3.95), la formule matricielle de cumul tensoriel des déformations
dans le solide suiveur :

K 2

[Hmi}{wm} =[t§J{Kt | J{HA;Q} { } At (3.103)

Numériquement, il faut vraiment que le pas de temps At soit trés petit pour que la formule
de Hughes-Winget donne de bons résultats. C’est notamment ce qui est montré dans
[GIL93c] sur I’exemple du solide suiveur de Jaumann.

3.3.4.4 Estimation de la mesure de contrainte

Tout comme précédemment pour définir (3.103), il faut déterminer l’incrément de
contrainte pour obtenir la formule matricielle de cumul tensoriel des contraintes en
particularisant (3.94). Dans le cadre de notre formulation des MCO, le tenseur de
comportement est supposé connu a chaque instant. Il est entrainé avec les axes constitutifs.
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Chapitre 3 : Milieux continus orthotropes en grandes transformations

En utilisant deux matrices colonnes (notation de Voigt vu au 3.3.1.2) pour représenter les
composantes des incréments de contrainte et déformation, nous avons :

{[Am g}{w}} i [Q{w‘} HA%EL“”NJ ) {g*"w} [22}{} )

La formule matricielle de cumul tensoriel des contraintes dans le solide suiveur matériel

s’écrit alors :
["e] =g A" g}w} (3.104)

3.3.4.5 Algorithme pour I’implémentation

Nous avons mis en place la majorité des formules pour implémenter notre formulation
générale. Les formules manquantes concernent I’estimation de D et de la rotation X a
divers instants. Le calcul des composantes de D s’obtient a partir de la solution du systéme
d’équations d’équilibre du modele éléments finis et le calcul de R doit étre spécifié par
’utilisateur.
Afin d’effectuer une syntheése de tout ce chapitre, nous donnons ici un algorithme écrit
dans le solide suiveur actuelle a titre d’exemple. Nous nous positionnons en début
d’incrément a t, le pas de temps (petit) est At et la fin de I’incrément est donc t+At. Nous
supposons donc que les matrices suivantes sont connues :

= Les tenseurs de déformations et de contraintes provenant de I’incrément précédant :

[ti]{w} o [tg]{w}

» Le tenseur de comportement qui est défini initialement par le jeu de ses
composantes (constantes ou variables) :

[gw} - [OQ{KO}

I1 faut alors boucler sur tous les points de Gauss du mod¢le éléments finis 1’algorithme qui
va suivre :

#D¢but de la boucle sur les points de Gauss
*Calculer X
#Calculer D a la moitié de I’incrément :

At
|: t+7 Q:l{ At}
¥ Calculer I’'incrément de déformation :
| At
|:AR§ §:|{ A } = [ t+22:|{ Al} At

*¥Calculer la mesure de déformation

ST

%/_/
stocké a l'incrément précédent
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¥ Actualiser la matrice du tenseur de comportement si ses composantes sont
des fonctions de la mesure de déformation :

[g{w} <°C, ([ e {Kw}j

¥ Calculer I’incrément de contraintes sous forme de matrice colonne

HAWN g}{w} B [Q{Km} {[ARNELMJ

*Reéorganiser sous forme de matrice carrée la matrice colonne résultat :

[wig], . [+,

¥ Calculer la mesure de contrainte

[Mg]{w} - [tg:{w} + [Ami 2} fe

%/_/
stocké a l'incrément précédent

@Fin de la boucle sur les points de Gauss
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4G hapitre 4 . CMiliou
continu équivalent ortholrope
[ibreuw et applications
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Nous avons construit au chapitre 3 une formulation générale des milieux orthotropes

en grandes transformations basée sur un tenseur de rotation. Dans ce chapitre, nous
particularisons cette théorie dans deux cas : celui d’un milieu fibreux a une direction forte
d’anisotropie et celui de la formulation de Green-Naghdi, utilisée au chapitre 2. En effet,
d’une part nous voulons formuler notre théorie de Milieu Continu Equivalent Orthotrope
Fibreux (MCEO-F) et, d’autre part, nous devons préciser ce qu’est la formulation de
Green-Naghdi du code de calcul industriel que nous utilisons. En effet, nous avons
employé cette formulation au chapitre 2 pour modéliser les meches, et il va apparaitre qu’il
s’agit d’une théorie de Milieu Continu Equivalent Orthotrope de Green-Naghdi (MCEO-
GN).
Nous commengons ce chapitre par ’introduction du tenseur de rotation matérielle et du
comportement fibreux caractérisant le MCEO-F. Ensuite nous donnons une deuxiéme
formulation qui est corrective dans le sens qu’elle permet I’implémentation du MCEO-F
dans un code de calcul (Abaqus/Explicit) utilisant la formulation de type MCEO-GN pour
les ¢éléments finis 3D. Nous illustrons alors, par la simulation numérique, I’intérét du
MCEO-F sur le test de cisaillement simple/extension et son efficacité a éviter les défauts
du MCEO-GN observés sur le calcul de la maille tricotée au chapitre 2.

4.4 Milieu continu équivalent orthotrope fibreux

Notre but est de modéliser un milieu fibreux a une direction forte d’anisotropie, par
exemple un paquet de fibres droites. C’est désormais possible en particularisant la
formulation générale des MCO précédemment détaillée au §3.3.3. Il suffit « simplement »
de définir la rotation utilisée. La rotation X va donc étre remplacée par le tenseur de

rotation matérielle A orientant a chaque instant la direction d’anisotropie forte. Le solide
suiveur euclidien matériel qui en découle suivra donc cette direction matérielle : le cumul
tensoriel et 1’évolution du comportement seront alors plus physiques qu’avec le MCEO-
GN.

4.1.1 Formulation du MCEO-F

4.1.1.1 Solide suiveur matériel

Comme un milieu fibreux n’est pas continu, nous rappelons I’hypothése fondamentale faite
au chapitre 1 : il existe un milieu continu 3D avec un comportement orthotrope équivalent
au milieu fibreux a une direction forte d’anisotropie étudié. Sous cette hypothese, il est
naturel de particulariser la formulation générale du chapitre 3 pour construire notre modele
du MCEO-F. Notre formulation consiste a choisir un solide suiveur bien particulier pour
réactualiser un axe constitutif d’orthotropie privilégié qui représente la direction forte
d’anisotropie. La conséquence est qu’il faut définir le tenseur de rotation matérielle qui
permet ce suivi. Ce tenseur est noté A et actualise la base notée {g,'}, que nous appelons
« base matérielle OND », a partir de I’orientation initiale {e"} :

g, =A-e (4.1)

Nous rappelons que 1’orientation initiale {e’} est définie par le champ de tenseur de
rotation constant O qui transforme la base globale :
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e = 0-G, 4.2)

L’orientation initiale doit étre connue et en pratique elle est définie, élément par élément,
par la mise en donnée du modéle €léments finis. Nous montrons sur la Figure 4-1 une
version discrétisée de cette orientation initiale ou la direction forte d’anisotropie est en bleu.
Nous venons donc de complétement particulariser la formulation générale du chapitre 3 en
choisissant :

N=A et k=g '

Nous choisissons par hypothése le premier vecteur de 1’orientation initiale pour définir la
direction forte d’anisotropie initiale. Comme nous allons le montrer dans ce paragraphe,
cette hypothese permet de calculer A explicitement a partir du gradient de la transformation

F et de I’orientation initiale O.

Figure 4-1 : Orientation initiale discréte des axes constitutifs

Comme nous travaillons avec une orientation initiale et que nous voulons connaitre les
composantes dans la base globale des vecteurs de 1’ensemble des bases {g,'}, nous voulons
calculer la matrice de A en base mixte. D’apres (4.1) et (4.2), nous avons :

g, =A-¢/=A-0-G, (4.3)

D’aprés le 3.1.2.5, cette équation tensorielle projetée dans la base globale donne :

I:é:l{a} I:Q:I{G} [Qi]{G} - [&:J{G} < [é]{we‘)} [gi]{G} - |:g—“it]{(}}

En exploitant I’identité matricielle :
8li

1G], =le'], - Z (4.4)

I:é]{G(@e“} [9? ]{e‘)} - [&: :|{G}

Ce choix permet donc d’obtenir les images dans la base globale des vecteurs orientés
initialement en utilisant des colonnes trés simples du type de (4.4). Le tenseur O n’apparait
donc pas explicitement et cela évite d’alourdir les notations. Par contre, les composantes de
O interviennent dans le calcul de A.

Elle peut encore s’écrire :
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4.1.1.2 Comportement fibreux

Nous avons introduit les spécificités générales d’'un comportement fibreux a une direction
forte d’anisotropie au 3.3.1.3. Nous rappelons qu’a chaque instant la matrice du tenseur de
comportement est donnée dans la base matérielle OND par :

°C, 'C, C, 0 0 0
°’c, °C, 'C, 0 0 0
°’c, °C, °‘C 0 0 0
[g} _ 13 23 33 . 4.5)
=3 0 0 C, O 0
0 °C, O
L 0 0C66_
avec
0 :H# 0C. = 1-v,vy, 0C. = 1-v,vy,
1" 20 2 ) 33
A(E;(ey)) AE, (E;(e3y)) AE, (E, (&)
0 _Vat VeV on _ VuitVaVs o o~ _ VT ViV
12 ) 13 > 2
A(ES (833))2 A (E3 (833))2 AE, (E3 (833)) (4.6)
0C44 =2G,,, Ocss =2G,,, 0C66 =2G;,

_ 1_\’12\’21 —Vy3V3 V3V _2V21V32V13

A= 2
EI(E3(833))
La premicere composante, associée précédemment par hypothése a la direction forte
d’anisotropie, est trés grande devant toutes les autres :
’c,, > "C,,,"C,,°C,,°C,,°C,,,°C
Comme au chapitre 2, les modules d’Young transversaux sont des fonctions de la
déformation radiale traduisant I’écrasement du paquet de fibre. Nous avons défini au
chapitre 3 cette déformation a partir de I’intégration rotationnelle de D dans le solide
suiveur : il s’agit ici de la mesure de déformation dans la base matérielle OND. Dans notre
cas, nous choisissons la méme loi d’écrasement pour les E; et E; qu’au chapitre 2 :

E,(e,)=E,(c,,) =E, (1 —exp (8—3D +E, (4.7)

3
€

0 0
22° 33 122 13> 23> 44> CSS’ C66

Nous avons maintenant presque toutes les cartes en main pour formuler notre MCEO-F. 11
ne nous manque qu’a définir la rotation matérielle A.

4.1.2 Rotation matérielle A

4.1.2.1 Définition d’une rotation a partir de ’axe et de ’angle

Il existe une littérature abondante sur les rotations car, en MGT, les rotations peuvent étre
grandes et demandent donc un traitement mathématique spécial qui peut se présenter sous
plusieurs formalismes. La question qui nous intéresse est : comment trouver la rotation qui
tourne une base initiale donnée en une base actuelle dont le premier vecteur suit une
direction imposée (en 1’occurrence la direction forte d’anisotropie) ? Nous avons trouvé la
réponse dans le livre de Crisfield ((CRI91b], page 203) en adaptant les formules relatives a
la rotation d’une base OND attachée a un nceud d’¢lément de poutre. Nous allons
néanmoins démontrer ces formules, ce qui n’est pas fait par I’auteur dans [CRI91b], car
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elles sont essentielles pour notre travail. Nous lui empruntons la Figure 4-2 afin de définir
les tenseurs utiles pour construire une rotation.
Nous notons I’axe unitaire de la rotation e. Le vecteur de rotation est alors défini par :

0=2oe
Il permet de définir le tenseur de micro-rotation
5(6)- =04 (4.8)

Remarque : Quand & est petit, le tenseur de rotation d’axe 0, noté A, s’exprime avec la
micro-rotation (4.8) a 1’aide de :
A=1+5(0)

Figure 4-2 : Rotation finie d’angle § et d’axe e [CRI91b]

Pour obtenir le tenseur de rotation finie tel que :
r, Zé I
I1 faut prendre 1I’exponentielle tensorielle du tenseur de micro-rotation :
A =exp($(9))

Remarque : le vecteur de rotation est en fait appelé¢ dans la littérature pseudo-vecteur,
vecteur axial ou bien encore vecteur polaire. Cela tient au fait qu’il n’est pas invariant dans
une symétrie miroir comme un vrai vecteur, c’est a dire que la rotation qu’il modélise n’est
plus la bonne dans une telle symétrie. De méme, le tenseur de micro-rotation est un
pseudo-tenseur. Nous ne faisons pas cette distinction qui n’est pas utile a notre application
pratique de cette théorie.

L’exponentielle pouvant étre développée en série enticre, elle peut &tre classiquement
réécrite sous la forme (4.9) donnée par Rodrigues. Cela permet de donner une expression
explicite du tenseur de rotation finie en fonction de I’angle et du tenseur de rotation
infinitésimale :

205 (0)+ s (o) 49)

Terme 1 Terme 2
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4.1.2.2 Hypotheses pour le calcul d’une rotation matérielle

Nous cherchons a obtenir une rotation capable de tourner selon une direction spécifiée ry.
Pour nous, cette direction doit étre matérielle et sera obtenue par le gradient de la
transformation F comme étant I’image de r, normée :

E-r,

r_n:——

-z

C’est donc le choix de r, qui définit entierement la rotation A. Afin d’atteindre notre
objectif, nous considérons donc que r, est la direction initiale d’anisotropie forte du
MCEO-F. Nous posons alors :

_ 0
I, =¢
Dans ce cas, Iy, et r, sont tous deux orthogonaux a I’axe de rotation et nous avons :
Pour le vecteur rotation :

& NE,
0=8e=5 " (4.10)
H 1 A gnl
Pour le cosinus de 1’angle de la rotation :
cos(8)=§?~g_n: (4.11)
Le produit vectoriel de r,, et r, donne :
SIN(®) g0 g, (4.12)

I1 nous reste maintenant a exploiter ces relations pour simplifier 1’expression de la rotation
A.

4.1.2.3 Particularisation de la formule de Rodrigues

Nous devons particulariser la formule générale de Rodrigues avec les hypothéses faites

afin de pouvoir évaluer le tenseur de rotation finie A. Pour cela, évaluons les deux termes
de la formule de Rodrigues (4.9).
» Evaluons le 1* terme a I’aide de (4.12) :

sin(0) sin(d) 0 ¢
— 3(9) =§(TQJ =S(e/ n )

= Evaluons le 2™ terme de la formule de Rodrigues a I’aide de (4.11) et (4.10) :
_ _ 2
1-cos(d) 2 (0)- (1—cos(8))(1+cos(d)) 5*(0) 1—cos*(3) )§2 (0)

8 = 82 (1+cos(8)) = & (l+cos(d)
. 2 . 2 0 t
_ 1 (sm(é)} s*(0) - 01 (sm(S)j s|s 91)/\g_nl
(I+cos(®)\ & ) = (1+91 &:) S e Ag_n:”
0 t
:+sin2(6)§2 %
(relg) 7 e Agy

Or, nous avons d’apres (4.12) et (4.10) :
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(SO o et ng, | et fof -5
D’ou:
sin®(8)= g? /\g_nI ’
Le 2™ terme s’écrit alors :
l—cozs(S)Sz 0)= ¢ /\gnt 2, Q?/\g_ni
S e L L el A
1
m§ (e~ )

La formule de Rodrigues s’exprime donc :

¢ 1
é(ﬁ?ag_ni)=1+§(ij_nl)+@§ (mAg ) (4.13)

Cette expression est particularisée, mais pas encore assez simplifiée car nous voulons faire
disparaitre le tenseur S de I’expression.

4.1.2.4 Simplification de la formule de Rodrigues

Nous cherchons a simplifier I’expression (4.13) en évaluant S et S*. En appliquant la
définition de S (4.8) et les propriétés d’antisymétrie du produit vectoriel, il vient pour tout
vecteura,betc:

S(anb)-c=(anb)ac=—cA(anb)=cn(bnra)
La formule classique du double produit vectoriel est :

D’ou, pour tout vecteur ¢ :
Soit :

S(anb)-b®a-a®b
Nous avons donc pour le terme 1” de (4.13) :

S(el ne,)=g, ®el -¢ ®g,! (4.14)
Concernant le terme 2’ de (4.13), en appliquant la définition (4.8) de S et la formule du
double produit vectoriel, il vient pour tout vecteur a, b et ¢ :
S(a)-S(b)-c=an(bac)=(a-c)b-(a-b)c=(b®a)-c-(a-b)c

D’ou:

S(a)-S(b) =b®a-a-b]

En particulier :
Le terme 2’ s’exprime donc :

S (el A gay)=(ef gy ) O (el ne))-((€] Ar)) (e Ak

Or:
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. 2
0 t 0 t _ Sln(S) 2 2
(@A&J@A&ﬁy{@g—ﬁmlymn@z
Nous avons donc pour le terme 2’ :
§2(g?/\g_n:)z(g?/\g_ni)@(g?Ag_nI)-sinz(S)l (4.15)
En injectant (4.14) et (4.15) dans (4.13), la rotation s’exprime :
(gf A&I)@(g? /\g_n;)-sin2(8)1

0 t
I+e -g,

0 0
A=ltg, ®cl-c ®g, +
Qui se réécrit :

0 t 0 t
in> & NEgy, |®lE AE,
é—[l——sm ©) J1+gnf®9?—9?®gni+(l LG

0 t
I+e -g,,

0 t
I+e g,

Or le premier terme de cette expression se simplifie a 1’aide de (4.11) :
sin(8) . sin’(8) _ 1+cos(8)-sin’(8) _ cos(8)+cos’(8)

0 t
1- 0 t_l_ - —cos(8)=9,~gn
1+e¢, “8a, 1+ cos(d) 1+ cos(9) 14 cos(9) —I

Finalement nous obtenons 1’expression simplifiée de la rotation matérielle :
0 t 0 t
(91 /\g_“l)®(§1 /\g_“l)

0 t
I+e g,

(4.16)

A=(e) g )1+ g, @~ O, +

4.1.2.5 Calcul des vecteurs de la base matérielle OND

La rotation étant particularisée et simplifiée, nous pouvons exprimer explicitement les
vecteurs de la base matérielle OND en fonction de 1’orientation initiale. Pour ce faire,
utilisons la définition de la base matérielle OND (4.1) :

t 0
éi_é.gi

En injectant I’expression simplifiée de A (4.16) dans cette définition, il vient :

0 t 0 t
bl o) (o) ¢ IO

qui se simplifie en :

o, rellelng) <)

t_ (0 )0 tf.0 0 of
En, T8 "8, S T8 |G & )88, G 1+’ o
& 8,

Nous réécrivons alors cette relation :

(e nea)(elelhen!)
1+b,

Nous retrouverons les coefficients by dans I’expression finale recherchée. Ils représentent
les composantes du premier vecteur de la base matérielle OND dans I’orientation initiale :

g, =b,e; =be/ +b,e) +b,e; (4.18)

¢ 0 0 ¢
g, =be —be +5,g, +

avec bk=g_nI ~§i (4.17)

Ils sont donc tels que :

b’ +b,’+b,’ =1 (4.19)
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Les by vont maintenant nous servir a calculer les produits mixtes et les produits vectoriels
dans I’expression (4.17).
» D’une part, calculons le produit mixte a I’aide du tenseur de Levi-Civita :

0 0 t t 0 0 0 0 t 0 t
(gi & ’g_nl) - (g_nl’gi & ) - (gi AN )g_nl = EinC8a, T Eincby (4.20)
= D’autre part, calculons le produit vectoriel en le projetant dans 1’orientation initiale :
0 t 0 0 0 0
N8y, TG T8 T8, +3;6
Ces composantes se calculent avec un produit mixte et sont fonctions des by :
(e no ) =(c’ el o V=o' e ) =(c’ ne’).0 =g .0 ‘= b
A =N\& AL ) E T &8, )T En &0 )T & AG ] 8h, T &k " 8a T Bkl
Le tenseur de Levi-Civita, dit aussi tenseur de permutation, ou bien encore tenseur
d’orientation ([TAL93]), donne les composantes explicitement :
a, =g;;b, =0
a, =&,;b, =¢,,;b; =-b,
a; =¢g;;b; =g;,b, =b,
En définitive, le produit vectoriel s’exprime simplement :
0 t 0 0
C A8, =-b,e, +b,e; (4.21)

A D’aide de (4.20) et (4.21), I’expression (4.17) s’écrit alors :
0 0 —b,es +b,e;
g_nlt =be —be + 81ig_n: +&,by #123
En prenant i=2 puis i=3, nous obtenons :
~bye; +byey ~b.e; +be;
1+b, 1+b,

Cependant, ces expressions peuvent encore se simplifier | Effectuons cette simplification
pour le second vecteur :

t 0 0 t 0 0
&n, =b,e, -b,¢ —b, &n, =b,e; —bse +b,

: b b,’ b,b
8., =D& —bael + (b3§g_b2§2):b1§2_b2§?+[ : jgi—ljt:lgi

. 1+b,
Avec ’aide de (4.19), cette expression se réécrit :
t 0 0 l_b ? _b 2 0 b b 0 0 0 b ? 0 b b 0
=b,e, —b,e, + 2L lgg——22¢,=be,—be +|1-—2—-D, [e,——=¢
gn, =0& 706 ( 1+D, ST, 0 e 1+b, )% T4p,
L’équation se simplifie alors ci-dessous grace a I’annulation des deux derniers termes :
t 0 b Yo bbby o 0 0 0 b, | o by o
=-b,e, +|1-—2— |e,——22-¢,+be,—be, =-b,e, +| 1 -——2—|e, ——22¢
Eny 2= ( 1+b, = 1+, = = 2= 1+Db, = 1+b, =
Nous arrivons a la factorisation suivante :
t b, 0 b Jo bb, o o b 0 L 0., o
=— 1+b,)e, +| 1-—2—|e, ——22¢,=¢,——=((1+b, )¢, +b,e, +b.¢
Ea, 1+bl( e 1+b, )72 1+b,~ =% l+b, <( )840y 3‘3)
Or, avec ’aide de (4.18), nous remarquons que :
(1+b, )&/ +b,e; +b,e =/ +be +bye; +bye; =¢) +g,!

d’ou, finalement, et trés simplement :

t_ 0 b2 0 t
B =S (e +2,') (4.22)
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Pour obtenir I’expression du troisiéme vecteur de la base, il suffit de faire dans (4.22) :
223

En définitive, nos efforts (qui n’étaient pas des moindres !) se montrent payants car nous

obtenons les expressions (4.23) qui vont nous permettre de calculer les composantes des

vecteurs de la base matérielle OND et, donc, les composantes du tenseur de rotation

matérielle A. Ces équations sont tres simples et définissent explicitement les vecteurs de la

base matérielle OND en fonction de I’orientation initiale :

gt_g‘Q?
= |l
t 0 b2 0 t
=e,— +
0, T2 p,) (¢ +2u) (4.23)
t_ 0 b3 0 t
g_n3—§3_1+b1(91+g_n1)
avecbk:g_n;-gi

Nous rendons hommage a M.A. Crisfield qui a donné ces formules dans ([CRI91b]-page
203) dans le cas de ’actualisation de triedres aux nceuds d’éléments finis de poutre.

Remarque : si bj=-1 il y a une singularité dans ces équations. Cela correspond au cas ou il
y a une rotation d’exactement 180° entre la base matérielle OND et I’orientation initiale. Il
faut prévoir de remédier a ce probléme lors de I’'implémentation de cette formulation. Pour
cela, il suffit de remplacer b; par une valeur proche de -1.

4.1.2.6 Matrice du tenseur de rotation finie en base mixte

D’apres le 4.1.1.1, nous cherchons la matrice de A en base mixte. A transformant
I’orientation initiale en base matérielle OND, cette matrice est formée a partir des matrices
colonnes des vecteurs de la base matérielle OND projetés en base globale :

[é}{@@e“} - {[&I]{G} |:g_“t2 :|{G} [g_n; ]{G}} (4.24)

Nous obtenons ces matrices colonnes en projetant dans la base globale les équations

tensorielles (4.23) :

[EJ{C@&)} [gl :|{e0}
[E]{c,@eo} [gﬂ{eo}
Mt o0 bz 0 t
_&z]{g} - _92]{0} 1+b, ([9‘ j|{G} J{g_n] ]{G}) (4.25)

:g—“;]m} B :92]{6} 14D

2, =

Avec :

bo=[e ] [¢],, (4.26)
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Nous devons donc travailler avec le gradient de la transformation F en base mixte
¢galement. Ses composantes sont définies par :

Fll FlZ F13
[E]{G@O} = B, Ej; (4.27)
F31 F32 F33
Le vecteur orientant la direction forte d’anisotropie est donc :
K,

t 1
g, | =———|F (4.28)
|:_1 :|{G} F 121 +F221 + F321 F21

31
Afin de calculer les by, il est maintenant nécessaire d’introduire les composantes de
’orientation initiale en base globale :

Oll 012 013
[Q]{G}{[@f]m} e ], [92]{0}} 0, 0, O, (4.29)
031 032 033

A I’aide de (4.29), (4.2) et (4.28), les by se calculent alors :

b, = [&I]{TG} [2}{0} [G. ]{G}

| _Fll T _011 O, Oy || 9
:m Ezl 821 822 823 221(
L1311 LV 32 33 3k

1 _Fll T _011611( +0,,0,, + 0,305

- m 11221 821211( igzzgzk —'::823231(

L3 L Y310%% 3292k 3393k

D’ou:
b _ (Flloll +F21021 +F31031)81k +(F11012 +F21022 +F31032)82k +(F11013 +F21023 +F31033)83k
L=

V F 121+F221 + F321

Nous en déduisons les by :

_ E,0,, +E,0,, +E O,
JF2+E +F

_F0,+F,0, +F,0,
JF2+E2 +F

_ F,0,;+E,0, +E,O,;

VFii+E +F

D’apres (4.25), le deuxiéme vecteur de la base matérielle OND est donc donné par :

b

1

b, (4.30)

b3
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1
+—
v F+E, +E,

E,
F21
F31

12

2

32

b E
1+2b O+ [q2 ll2 2
1 F11+F21 +F31

b F
1_,_2b 0o + 2 212 2
1 F+E, +E;

b E
1+2b 0, + 2 312 2
1 JF+E, +E,

De méme, le troisieme vecteur de la base matérielle OND est donné par :

O, b O, 1
t __ 3 -
[g_n3:| G Oy b Oy |+ 2, 2 2
G} 1+b, F’+F +F}
33 0,

K,
F21
F3l

13

23

337

b E
1+3b O+ [z 2 112 2
1 F +E, +E;

b E
1+3b Oy + 2 212 2
1 F i +E, +E

b E
1_|_3b Oy + 2 312 2
1 F+E, +E;

La matrice du tenseur de rotation matérielle est donc complétement définie par les matrices

de F (4.27) et de I’orientation initiale O (4.29) :

F
+ 12 _L O11 _|_
JE2+E +E2 1+,
E
[é} 0= —=——= On- = O, +
N {G®e } \/F121+F221 +F321 1+b1
E
3 » _L 031 +
| JE+F +E; 1+b,

F

11

V F121+F221 + F321

F21

V F121+F221 + F321

F31

\V F121+F221 + F321

——— Oy +

—— 0O, +

F

11
2, 2 2
1 F11+F21+F31

E
021 2
VF+E, +E)

F31

2, 2 2
1 F11+le+F31

(4.31)
Avec les by donnés par le jeu d’équation (4.30). La formulation du MCEO-F est donc

complete.

4.1.3 Formulation corrective du MCEO-F

4.1.3.1 Motivation et hypothéses de départ

Nous avons utilis¢ Abaqus/Explicit au chapitre 2 pour calculer la maille tricotée. Il faut
donc pouvoir implémenter dans ce méme code de calcul notre formulation afin d’améliorer
le modele €léments finis initial. Pour cela, la mise au point d’une routine fortran propre au
code est nécessaire : c’est la VUMAT. Le seul tenseur qu’il faut lui fournir en fin
d’incrément est le tenseur des contraintes de Cauchy. C’est malheureusement dans la base
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de Green-Naghdi que ces composantes doivent étre données. Il faut donc changer de bases
et/ou de référentiels souvent. Cela est dii & une carence du code de calcul qui ne permet pas
de spécifier le tenseur de rotation choisi pour définir la formulation du milieu orthotrope
considérée, a la maniere de notre formulation générale du chapitre 3. Malheureusement,
cette carence est monnaie courante dans les codes industriels et la seule solution
pragmatique est de proposer une formulation corrective.

La formulation corrective que nous présentons permet d’implémenter le MCEO-F dans
d’autres codes. Chaque code ayant ses spécificités, pour rester le plus général possible,
nous ne supposerons que F connu. D’autre part, dans les équations que nous allons
développer, le tenseur R de rotation pure (définissant la formulation de Green-Naghdi)
peut étre remplacé par une autre rotation (de Jaumann, comme c’est le cas dans
Abaqus/Standard par exemple) sans que notre formulation corrective perde sa généralité.
Le point de départ est la matrice de F en base mixte, supposée connue :

[g]{%eo} (4.32)

A partir de (4.32) et de variables stockées, il est possible de complétement définir la
formulation corrective du MCEO-GN.
C est calculé¢ immédiatement a partir de F dans 1’orientation initiale.

[g}{e“} - [E }{C(J@G} |:£:|{0®e°} - I:E:I{c@e"} [E]{G@e‘)}

Il est alors possible de calculer U en diagonalisant C. Dans 1’orientation initiale, il n’est
bien sir pas possible de sortir la racine carrée de la matrice. Cela ne fonctionne que dans la
base propre de C. En supposant la diagonalisation réussie, nous connaissons U dans

I’orientation initiale :
[2}{60} N [\/Q]{eo} (4.33)

Le calcul du tenseur de rotation pure R peut alors étre effectué. R est la partie orthogonale
de F dans la décomposition polaire. Il est unique est représente la rotation moyenne de la
matiere, c’est a dire la moyenne des rotations de chaque fibre matérielle passant par le
point matériel considéré. A chaque instant, en chaque point de 1’espace, la décomposition
polaire de F nous donne :

-1

1=
I

Il

e

Nous avons matriciellement en base mixte :

[g]{c@e‘]} - |:£:|{G®e°} [gl]{eo} (4.34)

L’inversion de U est donc nécessaire pour calculer R. Pour ce faire, nous utilisons la
formule classique suivante :

1 U22U33 - U32U23 - (U21U33 - U31U23 ) U21U32 - U31U22
[H_l}{eo} = detU _(U21U33 - U31U23) U11U33 _U31U13 _(U11U32 - U31U22)
= U21U32 _U31U22 _(U11U32 _U31U22) U11U22 _U21U12
avec detU =U,, (UpUy; = Uy, U, )= U, (U, Uy = U, Uy, )+ U (U, Uy, - U, U, )
(4.35)
Les Uj; sont les composantes de U dans I’orientation initiale données par la matrice (4.33).

La formulation de Green-Naghdi, que nous dénommons également MCEO-GN, est alors
définie a partir de notre formulation générale du chapitre 3 en prenant :

N=R et k=g
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La base de Green-Naghdi est donc définie par :
e =R-¢ (4.36)

~i

4.1.3.2 Incrément de déformation corrigé : tenseur de correction

Le premier probléme qui se pose est de déduire de ’incrément de déformation de Green-
Naghdi (ou du taux de déformation D), renvoyé par le code de calcul, I’'incrément de
déformation dans la base matérielle OND. L’incrément de déformation du code de calcul
est le plus souvent donné dans la base de Green-Naghdi finale :

e

Soulignons que cette relation matricielle fait intervenir trois bases différentes : I’incrément
de déformation est dans la base finale alors que D est dans la base intermédiaire. D’autre
part, I’incrément de déformation recherché est :

Ry -1 Ry (A
|:A B §j| t+AL = |:TJ_/ AL (A 2):| = |: 2 2j| At At
e} = (€] {gn : }

Il faut donc effectuer un changement de base de D a la moiti¢ du pas de temps (et non sur
I’incrément de déformation a la fin du pas temps) entre la base de Green-Naghdi et la base
matérielle OND. Les composantes de D dans la base de Green-Naghdi intermédiaire se
déduisent de celles dans la base globale par :

[%2}{"”?} ) [ t+2§}{G®e(’} [%QL} [HZE}{G@&} (4:37)

De méme, les composantes de D dans la base matérielle OND intermédiaire se déduisent
de celles dans la base globale par :

[Hfg}{glﬁ} ) [HAJQIG%”} [”A;QL} {H?é}meﬂ} (4.38)

En injectant (4.37) dans (4.38), nous avons donc :

[Hétg}{g‘ﬁ} ) [Hgté}{i;@eo} {Hf&}{(;@eo} [Hfg}{e“i‘} { HA;EIG@&} [ HA;Q}{G@&}

En multipliant cette équation matricielle par le pas de temps, nous obtenons 1’incrément de
déformation dans la base matérielle OND :

i), [ 8], e[ ][],

En définissant le tenseur de correction 3 par :
B=A"-R (4.39)

At

Nous avons alors en projection dans la base mixte :

T BT PO W e W Y

140



Chapitre 4 : Milieu continu équivalent orthotrope fibreux et applications numériques

A D’aide de (4.39), ’incrément dans la base matérielle OND s’écrit donc simplement :

T

[Amé EJ{g‘J“} ) [HA;ELo} [Ami g}{ewm} [HA;E} (4.40)

<}
Cherchons maintenant la définition tensorielle associée a (4.40). En grandeurs non-
tournées dans 1’orientation initiale, (4.40) est équivalente a :

{Tu oy (A" E)L} ) [HA;E}{CO} {T” (4 E)L} [HA;E}{TC"}

Cette équation matricielle est 1’équation tensorielle suivante en projection dans
’orientation initiale :

LAt
2

S A% ) \JzR At
TL/“A‘é (A _)_ E /HAtR ( _)' 2E

Nous obtenons ainsi la définition tensorielle de I’incrément de déformation dans la base
matérielle OND en fonction de I’incrément de déformation de Green-Naghdi :

Ry

8o -1 AT
z':_’j[‘J_/wAté T At (TJ_/HA!R (A E)J (441)

= l/H?E

A

Cette expression fait intervenir trois transports rotationnels, il est possible de I’exprimer a
partir de deux transports en développant (4.41) :

At R
R = R =
A é§:t+Até‘t+2B't+mBT‘A §§.t+At ZB t+At_
Avec la définition (4.39) de B, il vient :
Amégz t+Até HJB t+AtRT Amig- t+At %B t+At
At At At At
t+At AU A T R t+At t+— t+— t+At 4 T
="MATIATTERTYRT AT E TR TIRT TR A TRA

R

—AA AR ‘A g AR AA

Ce résultat constitue une deuxiéme définition de ’incrément de déformation dans la base
matérielle OND? :

Ry, S A%
A g—TﬂA&(TMAﬁ (A g)] (4.42)

Géométriquement, I’incrément de déformation de Green-Naghdi, dans le solide suiveur de
Green-Naghdi, est ramené dans la configuration intermédiaire, ou est calculé DAt, pour
étre ramené dans la configuration finale du solide suiveur matériel.

4.1.3.3 Approximation du tenseur de correction 3

Dans (4.40), il faut connaitre 8 a la moiti¢ de I’incrément de temps. Cela est fort génant car
il faut faire des calculs supplémentaires pour y parvenir et I’efficacit¢ de 1’algorithme
risque d’étre affecté. Les simulations numériques qui suivent ont montré que si les pas de
temps sont petits, il est possible de faire I’approximation suivante sans perte de précision
significative :

% Nous aurions pu obtenir directement cette définition a partir de ’équation (3.100) au chapitre 3.
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At
t+—
2

Ez t+AtE (443)

Cette approximation revient, sur un pas de temps, a confondre la configuration

intermédiaire avec la configuration finale. Nous avons donc :
At

At ~ ~
"Ax"IA= AAR] et ""Rx"2R=AR~] (4.44)

Le tenseur B en fin d’incrément est :

t+AtB _ t+AtAT . t+At§ _ H%éT 'AéT -Ag' t+%£

Or d’apres (4.44), nous aVOI;S :

At
+=
2

t+At t+— A T t+— t
+ Bz +2A '+2R=

(e

Cette approximation permet de gagner en efficacité, les calculs de A et de R en fin
d’incrément étant nécessaires pour la suite de toute facon. La perte de précision sur
I’incrément de déformation matérielle corrigé est négligeable si les pas de temps sont petits
(nous le montrerons sur les tests numériques). La nouvelle définition de P est donc
explicite et immédiatement calculable par :

[HNEJ{CU} :|:t+Até]:G®eo} [ng}{(}@eo} (4.45)

Sous cette hypothese, dont nous montrerons le bien fondé sur le test de glissement simple /
extension, nous avons pour nouvelle définition de I’incrément corrigeé :

[Amé 5}{%&} - [HNE}{%} [Ami §:|{e”m} [HNE}{T%} (440

Remarque : Tensoriellement, cela revient a dire qu’il est possible de le calculer par un
changement de base direct de I’incrément de Green-Naghdi, et, donc, que ces deux
incréments sont en fait un seul et méme tenseur. D’aprés (4.42) et (4.44) nous avons en
effet :

A" e=T,, (Tﬂll (A925 E)} =A™ g=DAt

Nous donnons ’interprétation de B en terme de matrice de passage au sous-paragraphe
4.1.3.8.

4.1.3.4 Actualisation du comportement et incrément de contraintes

Une fois l’incrément de déformation calculé par (4.46), en tenant compte de
I’approximation du tenseur de correction B, le calcul de I’incrément de contrainte dans la
base matérielle OND est immédiat si la matrice du tenseur de comportement est connue.
Pour cela, il faut I’actualiser, ses composantes étant a priori variables a cause de la loi
d’écrasement (voir 4.1.1.2). Comme la loi d’écrasement est une fonction de la déformation
matérielle transversale, il faut calculer cette derniére :

(el ['e)y (272 (4.47)
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En posant :

t+At t+At t+At t+At

E= EBmj B 8n;

Les nouveaux modules d’Young transversaux se calculent avec la composante 33 du
tenseur de déformation en base matérielle OND :

t+At
“AME, ="ME, =E_ (1 —exp (—Em” D +E, (4.48)
€

Le comportement peut alors étre actualisé en injectant (4.48) dans les formules (4.6).
Réorganisé sous forme de colonne avec la notation de Voigt, nous obtenons alors

I’incrément de contrainte :
R R
A*o :[Q} { A*g } (4.49)
|:|: _:|{g:’m} :| = {g:rm} |: _:|{g}1+A‘}

4.1.3.5 Tenseur de rotation relative a

L’incrément de contrainte est maintenant connu dans la base matérielle OND par (4.49).
Comme le code de calcul travaille par défaut dans le solide suiveur de Green-Naghdi, il
met & notre disposition les anciennes contraintes dans la base de Green-Naghdi {e'},
définie par (4.36), et il faut alors lui retourner les nouvelles contraintes dans la base {et+At}
Deux possibilités s’offrent alors a nous pour calculer ces dernieres :

= Utiliser les anciennes contraintes du code et sommer notre incrément de contrainte
changé au préalablement de base.

» Sommer nos anciennes contraintes (stockées a la fin de I’incrément précédent) avec
notre incrément (4.49) et changer le résultat de base.

Dans le premier cas (respectivement le second cas), il faut au moins calculer la projection
de l’incrément de contrainte (respectivement des nouvelles contraintes) dans la base de
Green-Naghdi. Il nous faut donc connaitre la matrice de passage de {gn} a {e}.
L’introduction du tenseur de rotation relative o est nécessaire pour y parvenir. Il s’agit de
la rotation du solide suiveur de Green-Naghdi par rapport a notre solide suiveur matériel.
Nous le définissons a partir de la décomposition de R suivante (voir Figure 4-3) :

a=R-A" (4.50)

Cette définition implique que a transforme la base matérielle OND en base de Green-
Naghdi a chaque instant t :

t t
& _g.g_“i

D’aprés 3.1.2.3, la matrice de passage de la base {g,'} a la base {e'} est en définitive :

[ta]{;} 4.51)
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— \\\\"’l/ umﬂ/”w

Figure 4-3 : Référentiels du MCEO-F et du MCEO-GN entre les instant —Az et ©

4.1.3.6 Actualisation des contraintes en projection dans le solide suiveur de Green-
Naghdi

Nous venons de montrer qu’il existe deux possibilités pour actualiser les contraintes a
I’aide de a.. Nous détaillons ici la premiére. Elle consiste a travailler dans le solide suiveur
de Green-Naghdi en calculant les deux termes de la formule matricielle de Hughes-Winget :

[e)y=['e]y 1[4,

L’incrément de contrainte se calcule immédiatement car il s’agit d’'un changement de base
par la rotation relative a a ’instant t+At :

(2] [ el (4] [ @2

Par contre, les anciennes contraintes posent probléme : il faut corriger celles passées par le
code car elles sont entrainées par la rotation de Green-Naghdi et non par la rotation
matérielle du MCEO-F. Il faut donc utiliser une formule de Hughes-Winget modifiée pour
travailler avec les anciennes contraintes du code :

tHAL —1ft Ry
g_TJ_/‘ (TJ_/‘R (gcodc)j+A )

>

Les anciennes contraintes sont issues du transport rotationnel inverse défini par o :
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1t t ty T t t t AT t T t t 1t
T[(T‘(c)]:A-R.G-R'Az(x-c-azT[(G)
1/°A 1/°R =code = = =code = = = = = 1/ e =code

Nous avons donc matriciellement :

t 1/t t T t t
=] T Pl -S| e - W - -1
= {c} |: 1/ ( —code ):|{et} = {c} —=code {C} = {c}
Cette expression, en vertu de 1’identité (3.16) entre les matrices de rotation dans la base
initiale et la base tournée, s’écrit :

el =l'e' ] [e] [, (4.53)

L’inconvénient de cette formulation réside dans le calcul du tenseur o en début
d’incrément pour calculer (4.53) et en fin d’incrément pour calculer (4.52). Dans un soucis
d’économie, ce n’est pas cette possibilité que nous utiliserons.

[IS]

4.1.3.7 Actualisation des contraintes en projection dans le solide suiveur matériel

La deuxiéme possibilit¢é consiste a travailler dans notre solide suiveur matériel
exclusivement et a effectuer au final un changement de base du tenseur des contraintes vers
la base de Green-Naghdi pour renseigner le code de calcul conformément a ses attentes.
Cette option est la plus intéressante car seul a en fin d’incrément est requis. Attention
cependant, il est nécessaire de stocker nos anciennes contraintes matérielles. Cela implique
en pratique la définition de six variables utilisateurs supplémentaires, ce qui est bien moins
colteux que le calcul de a0 en début d’incrément.

Nous évaluons dans premier temps les nouvelles contraintes a 1’aide de (4.49) :

[Mglgm: [tglg;} +[Amg}{ggm} (4.54)

Stocké en variable utilisateur

Puis, a I’aide de (4.51), nous obtenons les nouvelles contraintes a renvoyer au code de
calcul par un changement de base :

[ng]{em} _ [ t+Atgj|:g[n+A[} [ng}{g;ﬂ[} [Hm g}{g:‘w} (4.55)

C’est cette variante que nous recommandons d’implémenter.

4.1.3.8 Relation entre B et o

Il ne reste plus qu’a calculer a dans la base matérielle OND en fin d’incrément pour en
finir avec la formulation corrective du MCEO-F. Pour cela, nous mettons en évidence le
lien entre les tenseurs a et B. D’apres les définitions (4.39) et (4.50), nous avons :

B=2"08-T, (g)

En vertu des propriétés du transport rotationnel, nous avons donc :

t+At —1 [ t+At t+At
B, - [T wy (e } =["a] .,
[ =) LA ( —) (@ [ —:|{gn }
La matrice de a dans la base matérielle OND est donc égale a celle de B dans ’orientation
initiale. Cela implique que seul le calcul de I’'une des deux est nécessaire :
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|:HAtg:|{gHm} =|:t+AtE:|{eo} _ |:t+Até:|{TG®eo} |:t+At§]{G®eo} (456)

n

Remarque : comme promis au 4.1.3.3, il est maintenant possible d’interpréter la matrice de
B dans I’orientation initiale comme la matrice de passage de la base matérielle OND vers la
base de Green-Naghdi et de réécrire I’équation (4.46) sous la forme :

{Amé g}{g;‘w} - [ng}{g;ﬁt} [Ami §:|{cm} [ng}{;ﬂw}

4.1.3.9 Implémentation de la formulation corrective du MCEO-F dans
Abaqus/Explicit

Nous donnons ici I’algorithme basé sur la formulation corrective précédemment décrite.
C’est lui que nous utilisons par la suite pour effectuer des simulations numériques a 1’aide
du MCEO-F dans Abaqus/Explicit.

Nous nous plagons sur un incrément de temps [t,t+At]. Les matrices dont nous avons
besoin, passées par défaut par la VUMAT>’, sont :

|:Hm£:|{c®e°}’ |:t+At£]{eO}’ [Amkglcum}

La VUMAT permet également de passer des variables utilisateurs (appelées SDV dans le
jargon du code). Nous avons besoin d’en définir 21, au minimum, qui sont les composantes
de l’orientation initiale, de 1’ancien tenseur de contrainte et de 1’ancien tenseur de
déformation. Les matrices suivantes sont donc disponibles en début d’incrément :

(o] ['e], ['e],,

La seule matrice a retourner a la VUMAT en fin d’incrément est :

|: ng}{elw}

Voici I’algorithme que nous avons implémenté :

€ D¢ébut de la boucle sur les points de Gauss
*Si t=0, stocker I’orientation initiale :

[Qla} - [Og]{meo} (4.57)

Remarque : (4.57) est trouvée a partir de (3.20) en prenant [OF] = [1] ()

=-{c}
*Inverser U a t+At dans 1’orientation initiale avec (4.35)
#*Calculer R a t+At en base mixte avec (4.34)
#*Calculer A a t+At en base mixte avec (4.31)
*Calculer a. a t+At dans la base matérielle OND avec (4.56)

s Calculer I’incrément de déformation matérielle dans la base matérielle OND avec
(4.46)

#*Calculer la déformation matérielle a t+At dans la base matérielle OND avec (4.47)

3% Nous rappelons qu’une VUMAT est une routine utilisateur permettant de définir la loi de comportement
dans Abaqus/Explicit.
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*Calculer les nouveaux modules d’Young transversaux a t+At avec la loi
d’écrasement (4.48)

¥Actualiser les composantes a t+At du tenseur de comportement dans la base
matérielle OND avec (4.6)

#Calculer I’incrément de contrainte dans la base matérielle OND avec (4.49)

s Actualiser les nouvelles contraintes a t+At dans la base matérielle OND avec
(4.54)

*Retourner les nouvelles contraintes a t+At dans la base de Green-Naghdi avec
(4.55)

@Fin de la boucle sur les points de Gauss
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4.2 Application numérique sur le test de cisailleoment simple / extension

La transformation de glissement simple est un test classique pour 1’analyse des
formulations en MGT. Dans quasiment toute la littérature sur la MGT, on ['utilise pour
illustrer les formulations construites et les comparer entre elles, ou bien encore les mettre
en évidence lors de I'utilisation d’un code de calcul ([CHE96]). A titre d’exemples
représentatifs, nous pouvons citer : [BIL0O3], [BOU98], [BOU97], [BOU94], [GIL94b],
[GIL93b], [GIL93c], [SZA89], [DOGS86], [DAF83], [DIE79]... Cette popularité s’explique
par les deux avantages que présente cette transformation :

= Elle est simple et homogene. Des solutions analytiques peuvent donc étre trouvées.

= Elle présente une rotation pure R évoluant dans le temps. La transformation fait

donc ressortir des difficultés liées a I’actualisation de tenseurs qui n’existerait pas si

R était constante.
En conséquence, nous proposons d’analyser le MCEO-F et de le comparer au MCEO-GN
sur cet exemple, mais enrichi d’une phase d’extension. Cette phase venant apreés ou avant
la phase de glissement simple, elle permet de rajouter un niveau supplémentaire de
vérification de nos théories.
Dans ce paragraphe, nous détaillons les cinématiques du glissement simple et du
glissement simple / extension. Nous développons ensuite la solution analytique compléte
du MCEO-F dans le cas du glissement simple afin de vérifier que nous l’avons
correctement implémenté. Pour cela, nous corrélons la solution analytique avec la solution
numérique renvoyée par Abaqus/Explicit, le code de calcul utilisé pour modéliser la maille
de tricot. Ensuite, nous comparons notre formulation avec le MCEO-GN sur le cas du
glissement simple / extension, ce qui nous permet d’expliquer, enfin, pourquoi le MCEO-
GN est une formulation inadéquate pour les modéliser les milieux orthotropes en grandes
transformations et pourquoi notre formulation est mieux adaptée.

4.2.1 Cinématique du glissement simple

4.2.1.1 Placement et tenseur gradient de la transformation F

Soit M un point matériel quelconque du parallépipéde cisaillé. X; représentent ses
coordonnées initiales et x; ses coordonnées actuelles, dans la base globale {G}. La
transformation est paramétrée par la fonction a, sans dimensions. L application placement
de cette transformation s’écrit :

X, +aX,
[oM], =[¢], =[xl =] X (4.58)

Nous représentons schématiquement cette transformation sur la Figure 4-4.
Nous obtenons le gradient de la transformation en dérivant dans la configuration initiale
I’application placement :

(] =| Omas] = [j—;}m - (4.59)

o o =
S =
- o o
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Remarque : F ne dépendant pas des coordonnées du point matériel étudié, cette
transformation est bien homogéne.

0 I %

Figure 4-4 : Cisaillement simple d’un cube unitaire paramétré par a

4.2.1.2 Représentation graphique du glissement simple

Graphiquement, il est maintenant possible de représenter cette transformation en calculant
I’image par F des segments infinitésimaux, de méme longueur, passant par un point
quelconque, la transformation étant homogene. C’est ce qui est fait sur les Figure 4-5,
Figure 4-6, Figure 4-7 et Figure 4-8 pour a variant de 0 & 3, par incrément de 0,5.

Nous constatons que la transformation est trés sévere, tous les segments tendant a s’aligner
vers 0° avec a croissant. Nous remarquons que le segment a 0° reste constant: il ne
s’allonge pas et ne tourne pas. D’autre part, nous remarquons que les segments ayant une
orientation initiale comprise entre 0° et 90° (premier et troisiéme cadrans sur les figures)
travaillent tous en traction, alors que les segments ayant une orientation initiale comprise
entre 90° et 180° (deuxieme et quatrieme cadrans sur les figures) travaillent d’abord en
compression, puis en traction dés que leur orientation actuelle se retrouve dans le premier
ou le troisieme cadran.

Segments matériels infinitésimaux en glissement simple Segments matériels infinitésimaux en glissement simple

—_—10
—_—20"
—30°
—ia00

a0°

a0°
—_—70

a0°

——00°
=100
—_—110
—_—120
L 3 —130°
140°
1507

—E0°

170°

Figure 4-5 : Glissement simple, a=0 et a=0,5
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Segments matériels infinitésimaux en glissement simple

Segments matériels infinité

simaux en glissement simple

Figure 4-6 : Glissement simple, a=1 et a=1,5

Segments matériels infinitésimaux en glissement simple

Segments matériels infinité

simaux en glissement simple

=0
—4=30°
— 100
— 110"
—120°
— 130"
140°
1807
— 160"

170"

Figure 4-7 : Glissement simple, a=2 et a=2,5

Segments matériels infinité

isimaux en glissement simple

-0

—10°

—100°
—110°
—120°
—130°

140°
—150°
—160°

1707

Figure 4-8 : Glissement simple, a=3

=170

— 110

—120°

— 130"

140

= 150"

—E0
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4.2.1.3 Elongation pure a droite U

U doit permettre de calculer la rotation pure R. En formant le tenseur de Cauchy-Green
C=F"F et en le diagonalisant, nous obtenons :

1 % 0
1 a a’
[g] = Z1+= 0 (4.60)
_{G} 1 az 2 2
+7
4 0 0 1

4.2.1.4 Rotation pure R

A partir de la décomposition polaire de F, nous calculons R=FU™ :

12 o]
2
. 1 _
R, =[] [y =5 1 0 (4.61)
Va0 oo
i |

R est bien variable, ce qui est un des intéréts de la transformation.

4.2.1.5 Gradient eulérien des vitesses L. taux de déformation D et spin W

Il est essentiel de connaitre D, car c’est a partir de lui que I’incrément de déformation est
calculé. Pour cela, il faut trouver le champ des vitesses et I’exprimer dans la configuration
actuelle, D provenant de L qui est un gradient eulérien.

Nous dérivons par rapport au temps ’application placement pour avoir le champ des
vitesses. Pour dériver dans la configuration actuelle le résultat, il est nécessaire de
I’exprimer en fonction des coordonnées actuelles X; :

aX, ax,
[v]e =[8], =] 0 |=| O (4.62)
0 0

Le gradient eulérien des vitesses est obtenu en dérivant dans la configuration actuelle le
champ des vitesses :

0 a0
[L],  =|Gradv| = LA B (4.63)
=G} x 0

Le gradient eulérien L se décompose additivement de maniere unique (somme directe des
espaces vectoriels des tenseurs symétriques et antisymétriques) en un tenseur symétrique D
(taux de déformation) et un tenseur antisymétrique W (spin) :

[L]{G} - [2]{0} + [l]{c}

Par définition, la partie symétrique de L. donne D :
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101 0
a
[QJ{G}:sym([IEJ{G}):El 0 0 (4.64)
0 00
La partie antisymétrique donne le spin W :
0 2 0
2
(W] =[-= 0 0
=-{c} 2
0 0 0

Ces tenseurs sont constants si le parametre a est une fonction linéaire du temps.

4.2.2 Cinématique du glissement simple / extension

4.2.2.1 Placement et tenseur gradient de la transformation F

Nous reprenons la cinématique du §4.2.1 en I’enrichissant par un nouveau parameétre u,
représenté sur la Figure 4-9. La transformation peut alors étre de la traction simple si a est
nul, ou bien de I’extension si a est non nul (il ne s’agit alors plus de traction).

a
Ae—>

v

e

Figure 4-9 : Cisaillement simple / extension d’un cube unitaire paramétré par a et u

L’application placement de cette transformation s’écrit :
X, +uX, +aX,

[om], =[¢], =[x]q =] X (4.65)

Nous obtenons le gradient de la transformation en dérivant dans la configuration initiale

I’application placement :
1

5 +u

x| _

[E}{G} - IiGI)-(add_)i| - |:8 :| - 0
@ L0 g |

Remarque : cette transformation est toujours homogeéne.

(4.66)

S = o
- o O
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4.2.2.2 Représentation graphique de I’extension apres le glissement simple

Nous utilisons le méme procédé qu’au 4.2.1.2 pour illustrer I’effet de cette transformation
apres la phase de glissement simple du méme sous-paragraphe. Pour bien se rendre compte
des grandes transformations, nous remettons sur la Figure 4-10 les segments initiaux
(a=u=0) et les segments en fin de phase de glissement simple (a=3, u=0). Sur la Figure
4-11, nous faisons varier u par incrément de 1,5. Nous constatons bien qu’il y a des
rotations de presque tous les segments matériels : il ne s’agit donc pas d’une traction car R
évolue. Nous le montrons mathématiquement au 4.2.2.4.
Prétons une attention particuliére aux segments orientés initialement a 0° et 90° :
= Le segment a 0° était constant dans la phase de glissement simple, maintenant il
s’allonge et son ¢longation est A=1+u. Par contre, il ne tourne toujours pas.
= Le segment a 90° reste constant dans cette phase d’extension : il ne tourne plus et
ne s’allonge plus.
Nous pouvons en conclure que les directions initiales a 0° et 90° sont deux directions
particulieres a analyser lors du test de glissement simple / extension, ce que nous ferons par
la suite.

Segments matériels infinitésimaux en extension Segments matériels infjnitésimaux en extension :TU
— e
—30°
—ape
50
&0
— 70
&0
——on
— 100"
—_—10
—120°
—130°
140°
150°
— 160
170°
Figure 4-10 : Glissement simple / Extension, (a=0,u=0) et (a=3,u=0)
-
Segments matériels infinitésimaux en extension Segments matériels infjnitésimaux en extension i
—o
—an
—_—an
500
60
—T
= o a0

Ce—— ——o

—100°

—_—1100
—120°
—130°
140°

1a0°
—160°

1700

Figure 4-11 : Glissement simple / Extension, (a=3,u=1,5) et (a=3,u=3)
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4.2.2.3 Elongation pure a droite U

En formant le tenseur de Cauchy-Green C=F'F et en le diagonalisant (nous passons les
calculs), nous obtenons :

a(l+u) a(l+u) 0
2 2 2 2\?
Jat (e (1) o () (1 - (1))
2 2 2 2
I:H:| _ }\,1 (1+U) }\,2 (1+U) 0 (467)
=l{c} ) 2 ) 22 ) 2 2 2\
a’(1+u) +(7Ll —(l+u)) a’(1+u) +(7\42 —(1+u) )
0 0 1
Avec l’express_ion des valeurs propres de U données par : _
2 2 2 2
A =\/u—+u+a—+l—m
4 4 2
2 2 2 2
A, = u—+u+a—+l+M (4.68)
4 4 2
Ay =1

4.2.2.4 Rotation pure R

Nous obtenons R=FU™ aprés avoir inversé U dans sa base propre et effectué le
changement de base vers la base globale :

Rll R12 O
[5]{6}: R, R, 0 (4.69)
0 0 1

avec les composantes de R en base globale données par :

Ry, =(1+u) (N2 N, ) +a (NN T + N, N, )
Ry, = (1+u) (NN AT+ N, Ny 2, Y +a(NA T+ N,7, )
R, = leNan1 + szNzl}\'zil

R,, = leleil + szz%'zi1

Ry = N3327‘3_1 =1

Ces expressions font intervenir la matrice [N] des vecteurs propres de U :

T Nll NZl 0
[N]{G} - [[Hl]{(]} [N, ]{G} [N, ]{GJ =N, Ny, 0
0 0 N,

Ces expressions s’évaluent a I’aide des valeurs propres de U qui sont données par le jeu
d’équation (4.68) :
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a(l+u) a(l+u) 0
\/32(1+u)2+( 12_(““)2)2 \/a2(1+u)2+(7\22_(1+u)2)2
: A —(1+u)’ b (1ru)
N, = z -
A3 heTee ey e e e
0 0 !

Nous constatons bien que la rotation du référentiel de Green-Naghdi est non-nulle, R
évoluant en fonction de u a a fixé. De la premiére colonne de la matrice de R, nous
déduisons 1’angle de cette rotation en supposant le référentiel de Green-Naghdi initial
orient¢ par la base globale :

Oy = Arcos((1+u) (N, 2, + N, )+ a (NN o+ NN 0,7 ))

Si nous tragons 1’évolution de ’opposé de cet angle (ce dernier étant négatif) dans la
transformation compléte de glissement simple (jusqu’a a=3 avec u=0) puis d’extension
(jusqu’a u=3 avec a=3), nous obtenons la Figure 4-12.

Rotation du référentiel de Green-Maghdi pour une orientation initiale a 0°
600 4

s /\

AN
L/ T
L/

|V

oo T T T T T
0.oo 1.00 2.00 a.00 4.00 5.00 6.00

|Angle| (°)

Figure 4-12 : Rotation du référentiel de Green-Naghdi

4.2.2.5 Gradient eulérien des vitesses L, taux de déformation D et spin W

Pour calculer le champ des vitesses, nous dérivons classiquement par rapport au temps
I’application placement :

uX, +aX,
[Vl =[0],=| O (4.70)
0

Pour dériver dans la configuration actuelle le résultat, il est nécessaire de 1’exprimer en
fonction des coordonnées actuelles x;. D’aprés le placement (4.65) :
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Xl:Xl+uxl+aX2:>X1:(1+U)X1+8.X2:>X1:X11_ax2
+u
(4.70) devient :
-(Xl_axzj : u ( u J
. . u| —= |+ax, —X, +| a—a—|Xx,
uX, +aX, 1+u 1+u 1+u
Mo =le)g=| 0 |- 0 = 0

Le gradient eulérien des vitesses est obtenu en dérivant dans la configuration actuelle le
champ des vitesses :

L a—-a—— O
5 1+u 1+u
[L] :[Gradv} {—Y} -l 0 0 0

Or, I’extension n’a pas lieu en méme temps que le glissement simple, a est donc fixe quand
u varie et L se simplifie en :

5 |1 -a 0
(L], :[Grady} :{—Y} =200 0 o0 4.71)
=4{G} X G} | 0x () I+u 0 0 o
Par définition, la partie symétrique de L (4.71) donne D :
1 -2 0
2
u a
(2] :Sym([élc}):m R (472
0 0 0

Nous constatons que D a des composantes de taux de cisaillement constantes, ce qui
produira une mesure de déformation de cisaillement variable. De méme, le spin est non
nul :

0o -2 o
2
(W] LI
=G} 14u|?2
0 0 0
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4.2.3 Solution analytique générale sur le test du glissement simple pour
une orientation initiale arbitraire

4.2.3.1 Orientation initiale O

Nous prenons une orientation initiale {¢”} définie relativement & la base globale {G} et
arbitrairement par 0y. L’orientation initiale est donc 1’image de la base globale par le
tenseur O. L’orientation initiale n’étant pas confondue avec la base globale, nous écrivons
la majorité des projections en base mixte.
L’orientation initiale se représente par un tenseur de rotation O défini par :

e, =0-G,

O est donc donné dans la base globale par :

0], -|[e1],, [£], [£],]

Nous prenons une orientation initiale dont le troisiéme axe est confondu avec celui de la
base globale. Dans ce cas, le probléme est plan. Nous pouvons alors orienter les vecteurs
de Iorientation initiale par un angle 6, et nous pouvons écrire la matrice de O dans la base
globale :

cos®, -sinf, 0
[O]{G}= sir;@o 00260 (1) (4.73)

4.2.3.2 Tenseur gradient de la transformation F

Le gradient de la transformation est connu puisque la cinématique est imposée : il est
donné par (4.59). D’apres (3.20), nous avons dans la base mixte formée par la base globale
et I’orientation initiale :

1 a 0 cosf, —sinB, O
[EJ{G%O} = [E]{G} [QJ{G} =0 1 0]/sin®, cos6, O
0 0 1 0 0 1

D’ou:

cos0,+asin0, -—sinO,+acosd, O
[E] (e = sir:) 0, co; 0, (1) (4.74)

4.2.3.3 Base matérielle OND {g,} et tenseur de rotation matérielle A

Pour définir la base matérielle OND, il est nécessaire de calculer son premier vecteur qui
reste unitaire tout en étant convecté par F. Il s’agit de la direction forte d’anisotropie qui,
par définition, est colinéaire a I’image par F du premier vecteur de 1’orientation initiale

{e}
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[g } ~ [E}{C@eo} [9?]{60} ) { Cosezi:gsineo
201 gy [g}{(;@eo} [@?]{eo} \/(00s60+asin90)2+sin2 0, . 0

Les deux autres vecteurs de la base matérielle OND s’obtiennent immédiatement :
—sin0,

- cosf,+asinf, |, [gns} =
cos, +asin6,) +sin’ O, 0 — 9

1

— o O

[g_nzlg} - \/(

I1 est alors possible d’écrire la matrice de la rotation matérielle dans la base mixte. D’apres
(4.24), nous avons :

i cos0, +asin0, —sin 0, 0_
\/(cos 8, +asin®, ) +sin’ @, \/(cos 8, +asin®, ) +sin’ @,
[é}{(}@eo} _ sin@, : cosf,+a s1r1260 075
\/(cos 0, +asin@,) +sin’ 6, \/(cos 0, +asin@,) +sin’ 6,
0 0 1

Il sera utile par la suite d’utiliser les composantes de A sous une forme non développées,
les calculs devenant vite lourds. Définissons la projection de A en base mixte :

é = Aijgi ®§?
Nous avons matriciellement :
N A=A, = cosO,+a sinz()0
" 2 \/(cos60+asin60) +sin’ 0,
[_] a=lA A 0| avec i
=Jlcee’} 2! ! sin©
0 0 1 A, =-A, = -

\/(cos 0, +asin@, )" +sin’ @,

Par la suite, les calculs vont faire intervenir les quantités ci-dessous définies a partir de ces
composantes :

. (cos®,+asing,)’

. 2 )
(cos@,+asin6,) +sin’ O,

) sin’ 0,
A, = ) 2 . 5
(cos@,+asin6,) +sin’ O,
‘ 2 . (4.76)
, , (cos6,+asin®,) —sin’H,
A=Ay = 2
(cos®,+asin®,) +sin’ O,
2asin’ 0, +sin 20
2A1,4,, = : :

. 2 )
(cos@,+asin6,) +sin’ O,
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4.2.3.4 Incrément infinitésimal de déformation

Afin de calculer la mesure de déformation dans la base matérielle OND, nous utilisons la

formule (3.68) :
[glg;} - Io [2]{&} dt

D’aprés 3.1.2.3 et (4.3), il se calcule par le changement de base de D suivant :

[2]{&]} - [é:'{TG(ae"} [2]{0} [é]{(}@e"}

D étant connu en base globale par (4.64), nous avons avec 1’aide de (4.75) :

[Qj{gn} B

| 0, +asin, )’ —sin’ 0
sin 6, (cos 6, +asin6,) (cos0, a51r12 o) —sin’ 0,
: 0, +asin@,)” —sin’ 0
L (c056, +asin0, ) —sin"6, —sin 6, (cosB, +asin6,) 0
(cosB, +asinB,) +sin’ 6, 2
0 0 0
(4.77)
L’incrément de déformation infinitésimal est donc :
D dt=
[=:|{gn}
[ 0, +asin®,) —sin®6, |
sin 6, (cos 6, +asin6,) (cos0, as1r12 o) —sin’6,
0, +asin@, )" —sin’ 0
da > (c0s0, +asin®,) ~sin”6, —sin 6, (cos6, +asin®,) 0
(cos6,+asin®,) +sin’ O, 2
0 0 0
(4.78)

4.2.3.5 Mesure de déformation € dans la base matérielle OND

La mesure de déformation est définie par 1’intégrale rotationnelle de D, c'est-a-dire
I’intégrale de D dans notre référentiel matériel :

E=S,, (D)

Nous cherchons a évaluer la projection de € dans la base matérielle OND :
£= 508y, B8,
En usant des propriétés de I’intégration rotationnelle, nous avons :

[E]{ga | = |:SJ_/A (Q)LH} -], [2]{&} d

Avec I’aide de (4.78), la matrice des déformations matérielles s’écrit :
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8mll 8m12 0
[EJ{gn} =|€m2 Emn O
0 0O o0
Avec:
a sinO,(cosO, +asin0
Smll __8m22 :J. 0( 0 O) da

. 2 .
* (cos®,+asin6,) +sin’H,

. 2 .
a(cos6, +asin@,) —sin’ 6,
_1
8m12 2 J‘O

. 2 )
(cos6,+asin6,) +sin’ O,

Intégrons ces équations pour obtenir explicitement les déformations matérielles.
Pour cela, effectuons le changement de variable ci-dessous :
X =cos0,+asin0,

L’élément différentiel da devient donc :

dx
da=—
sin0,
= Lacomposante 11 de la déformation matérielle s’écrit alors :
cosB,+asin@, X dX cos0,+asinf, X
Smllzj 0 $in0) —————— :I 0 EREREITS
cosfy X" +sin” 0, sin@, Jeos% X" +sin” 0,

Une primitive connue permet de finir le calcul :
€y = BLn (x2 +sin’ 0, )}

cos0,+asin6,

cos 0,

:%Ln((cos 0, +asin@, )’ +sin’ 60)—%Ln(cos602 +sin’ 0, )
= %Ln(sin2 0,a* +asin20, + 1)—%Ln(l)

= %Ln(sin2 0,a* +asin20, + 1)

= Lacomposante 12 de la déformation matérielle est plus difficile a calculer.
I1 faut manipuler la fraction rationnelle sous I’intégrale :

0

: 2 ) . . . .
(cos 0, +asin 90) —-sin“ 0, x* —sin’ 0, B x” +sin’ 0, —2sin’ 0, 1 2sin’ 0,
. 2 . T2, 2 2 | 22 R N
(00560+351n60) +sin? 60 X~ +SIin 90 X" +SIn 60 X~ +sin”“ 0
L’intégrale s’écrit alors :
cos0,+asin6, 23in2 90 dX
€nip = J. 1- 2 ) .
cos6 X" +sin” 0, /sin0,

Une primitive connue permet de 1’exprimer analytiquement :
1

~ 2sin 0,

€mi2

cos6,+asin6,
. X
X —2sin 0 Arc tan —
sin 0,

cos6,

En simplifiant a ’aide des tangentes I’expression, nous avons :
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€y = — cos 6, +asin 0, —2sinO,Arc tan cos0, ,+ asin®, | _ cos 0, +2sin O,Arc tan cosy
2sin0, sin 0, sin 0,
=— asin@, —2sinO,Arctan| a+ +2sin 0,Arc tan 1
2sin 0, tan 0, tan0,
=2 _Arctan| a+ + Arc tan
2 tan 0, tan 0,
La mesure de déformation dans la base matérielle OND est donc :
%Ln(sin2 0,a° +asin 20, +1) 2 _Arctan| a+ + Arc tan 0
2 tan 0, tan0,
[8] =|2_Arctan|a+ + Arc tan —%Ln(sin2 0,a’ +asin 20, +1) 0
=He) |2 tan@, tan 0,
0 0 0
(4.79)

Remarque : la déformation dans la direction matérielle 1 est logarithmique, comme cela a
été montré au 3.3.3.3. En effet, si nous calculons I’élongation A dans cette direction nous

avons :
H[E} G®e" [Q?] e’
A (g—nl ) - | } 2 { }
<],

=a’sin® 0, +1+2asin 0, cos 0,

cos0, +asin0,

. . 2 .
= sin 0, =(cos6,+asin6,) +sin’ O,

0

=sin’ 0,2’ +asin 20, +1
Or nous avons :
gy, 8y =Eu = %Ln(sin2 0,a° +asin 20, +1) = Ln(\/sin2 0,a° +asin20,+1)= Ln(%(gnl))

Conformément a notre théorie, nous avons bien une déformation logarithmique le long de
la premiere direction matérielle, c'est-a-dire la direction forte d’anisotropie.

Par contre, la déformation dans la direction 2 ne correspond pas au logarithme de
I’¢longation d’un segment matériel mais d’une ligne spatiale orthogonale a chaque instant
a la direction matérielle 1. Cette ligne est confondue avec différents segments matériels a
différents instants et ne correspond donc a aucun segment physique.

4.2.3.6 Mesure de déformation € dans la base globale

Calculons maintenant par un changement de base les composantes du tenseur de
déformation en base globale & partir des déformation matérielles. A est la matrice de
passage de la base globale a la base matérielle OND. Nous avons donc :
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[E]{gn} - [é}{z“@a} [g]{e} [é}{cmeo}

En inversant la relation, nous avons :

I:E:I{G} - |:é:|{G®e0} I:E:I{gn} I:é]{Te‘J@G} (4.80)

Effectuons le calcul matriciel :
8] 1 812

mll ml2

0
[E]{G}: &y & O0[=|Ay Ay Ofe,, —&. 0|74y Ay O
0

Il vient :

€y :(A112 _Azlz)g —2A1A,8,,

mll

+2A,,A,8 0, =€),

_ 2 2
€ _(AZI Ay )gmll
_ 2 2
&, =2A,A,8 +(A11 —A,, )8m12

Evaluons ces composantes a 1’aide des formules (4.76) et (4.79).
*= Lacomposante 11 donne :

mll

cosO +asin0 ) —sin’@
:i( 0 ) 0 Ln(sin2 0,2 +asin 20, +1)

" 7 (cosB, +asin®, ) +sin’ 6,
) .
__ 2asin” 6, +5in 26, 2 _Arctan|a+ ! + Arctan 1
tan 0, tan 6,

(cos®, +asin@,)’ +sin?, | 2

* Lacomposante 22 donne :

. 2 )
| (cos0, +asin®, ) —sin” 6,

€,y = Ln(sin2 0,2’ +asin20, + 1)

2 . 2 .
(cos6,+asin®,) +sin’ O,

2asin” 6, +sin 20, 2 _Arctan|a+ 1 + Arctan L | —&
(cos6, +asin®, )2 +sin’ 0, | 2 tan 0, tan 0, !

*= Lacomposante 12 donne :

2asin’ 0, +sin 20 _ _
n=3 " Ln(sm2 60a2+as1n260+1)
: 5
(cos6,+asin®,) +sin’ O,
. 2 .,
cosO,+asin®,) —sin“ 0, [ a
( - ) 0)2 — 0| ——Arctan| a+
(cos6,+asin6,) +sin’ 0,

+

1 1
+ Arctan
tan 0, tan 0,

Nous constatons que la composante 11 est non-nulle alors que la matiére ne subit pas de
déformation dans cette direction d’aprés (4.59). C’est 'inconvénient des solides suiveurs
basés sur des transports rotationnels. Pour cette orientation choisie, notre formulation
privilégie le segment matériel initialement orient¢é a 6y en cumulant I’incrément de
déformation dans sa direction actuelle. Comme les incréments ont la forme
d’allongements ¢élémentaires (d’apreés la signification de D), leur cumul donne une
déformation logarithmique. Cependant, pour que cette déformation corresponde a un
segment matériel, il faut que la direction de cumul soit toujours orientée selon ce segment.
Avec notre formulation, cela n’est possible que pour une direction : la direction forte
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d’anisotropie. Cette direction sera la seule correctement analysée, les autres n’ayant aucune
raison de rester orthogonales a cette dernicre. Il en résulte une déformation globale dans la
direction 1 non-nulle, sauf dans le cas ou 6y =0.

4.2.3.7 Mesure de contrainte ¢ dans la base matérielle OND

Pour calculer I’incrément de contrainte, il faut connaitre la matrice représentant le tenseur
de comportement d’une part, et réorganiser sous forme de colonnes les projections des
tenseurs incrément de déformation et incrément de contrainte d’autre part (notation de
Voigt). Le comportement est connu dans la base matérielle OND car il évolue selon le
transport rotationel matériel du 4™ ordre défini a partir de A. La matrice du comportement
est donnée par (4.5).

Dans notre test, nous choisissons des composantes du tenseur de comportement constantes
dans le temps. Le tenseur des contraintes, sous la forme d’une matrice colonne, est donc
(d’apreés le 3.3.3.2) obtenu directement en multipliant la matrice du tenseur de
comportement par la matrice colonne mesure de déformation. Tout se passe comme si le
matériau est ¢lastique mais avec la mesure de déformation intégrée (4.79) :

[[glgn}} ) [glgn} [[g]{gn}}

La colonne des déformations s’écrit :

) ) I %Ln(sin2 0,a’ +asin20, + 1)
8mll .2 2 .
. —%Ln(sm 0,a” +asin20, + 1)
0 0
[[glg }} - “|a
" €mi2 ——Arctan| a+ + Arctan
0 2 tan 0, tan 0,
— O -
La colonne des contraintes se calcule alors :
G| [Ch Cp Cy O 0 0 [ & | (C” _Clz)gm”
G C, Cy Cy5 O 0 0 || —&n (CIZ _C22)8m]l
[[G] :| _| Om3s | _ C, Cy Gy O 0 0 0 _ (C13 —C23)8m”
=) O mi2 0 0 0 C, O 0 Emi2 Cuenn
0 0 0 0 0 Cs O 0 0
| 0 | |0 0 0 0 0 Cull 0 | 0

Sous la forme matricielle, le tenseur des contraintes de Cauchy est donc donné en base
matérielle OND par :

(Cll _C12)8m11 Cuenn
I:g]{gn} - CasEmiz (Clz _C22)8m11 0 (4.81)
0 0 (C13 _C23)8m11
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4.2.3.8 Mesure de contrainte ¢ dans la base globale

Calculons maintenant par un changement de base les composantes du tenseur de contrainte
en base globale a partir des contraintes matérielles (4.81). A est la matrice de passage de la
base globale a la base matérielle OND. De maniére analogue a (4.80), nous avons donc :

[21{0} - [é}{0®e0} I:g]{gn} I:é:'{e()@G}

Effectuons le calcul matriciel :
6, o, O A
[g] 6 G, Opn 0 (=14 Ay 0o, 0., 0 ||-4, Ay
0 0 oy, 0 0 1 0 0 o, 0 0 1
Il vient :
+A2126m22 —2A,A,0,.1,
m22 +2AA,0

2 2
O, =ApAy, (Gmll “Omxn ) + (Au Ay )Gm12

)
o, =40,

A2 2
Oy =4, 0y +A570, mi2

G335 = O3
Evaluons ces composantes a ’aide des formules (4.76) et (4.81).
La composante 11 donne :

6= A112 (C11 -Cp, )8 + A212 (C12 - sz)s —2A,A,,C

mll mll

= (A112 (Cll - C12 ) + A212 (C12 - sz ))Smll - 2A11A21C448m12
Explicitement, nous avons :
* Pour la composante 11 :
(cos@ +asin® )2
O. 2 0. ) (Cu_clz)
G = (Coseo +asm60) +sin”6, an(sin2 0.a”>+asin20 +1)
11 2 0 0

f a2
sin” 0,

C,-C
(cos90+asin90)2+sin290( = Ca)

) .
B 2asin 90+Slzn290 Cu E—Arctan(aJr
: . 2

(cos6,+asin6,) +sin’ 6, 2

! + Arctan !
0 tan 0,

tan 0O,

»  Pour la composante 22 :
Gy = Anz (C12 -C,, )gmll + A212 (Cn -C, )8

= (Auz (CIZ _C22)+A212 (Cll _C12))8

Explicitement, nous avons :

o 28,4, C e
+2A,,4,,C e

ml2

mll

(cos@, +asin,)’

c,-C
(cos®, +asin@,) +sin’ 90( == Cn) 1 e
G, = ELn(sm 0,a +as1n260+1)

. 26
S (Cll_clz)

. 2 .2
(cos6,+asin®,) +sin’ 0,

.2 .
2asin 60+812n290 C,, E_Arctan[a+
) -

(cosB, +asin,) +sin’ 6, 2

1 1
+ Arctan
tan0, tan0,
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* Pour la composante 12 :

o, =Ah4,, ((Cn =Cp)em —(C=Cy ) e, ) T (Anz —A,° ) Citmi

=AA,, (Cn +Cy _2C12)8

Explicitement, nous avons :

mll

+ (An2 —A,/’ )C448m12

1 2asin’ 0, +sin20,

O, . 2.
4 (cos®, +asin®,) +sin’ 6,

. 2 )
(cos6,+asin6,) +sin’ 6,

0, +asin0,) —sin’
+(cos o +asin®;) —sin 0C44(3—Arctan(a+

tan 0,

]+ Arc tan

== (C,, +C,, —2C12)Ln(sin2 0,2 +asin 20, +1)

o)

tan 0,

* Pour la composante 33 :

Gy; =G5y =+(Cy3 —Cyy ) L (sin’ B,a” +asin 26, +1)

4.2.3.9 Milieu fibreux a une direction forte d’anisotropie sans raideurs transverses

Le paquet de fibre est le type de structure fibreuse que nous voulons représenter par un
comportement équivalent. La direction forte d’anisotropie est celle des fibres, orientées
initialement par le tenseur O et actualisée par A. Dans notre formulation, il s’agit de la
direction portée par le premier vecteur de la base matérielle OND. Le module d’Young
dans cette direction est donc trés grand devant les autres modules, et les coefficients de
Poisson sont trés faibles. Par conséquent, nous testons le cas limite ou toutes les
composantes de C sont nulles a I’exception de la premiere. Cela implique notamment
qu’aucune loi d’écrasement ne soit prise en compte. La matrice du tenseur de

comportement est alors :

s

[C]{gn} -

S O O O O
S O O O o O

Dans ce cas, (4.81) devient :

S O O O O O

S O O o o O

S O O O o O

S O O O O O

%Ln(sin2 0,a’ +asin 20, +1) 0 0

[s] = 0 0 0
- {gn}
0 0 0
Les contraintes dans la base globale deviennent :
CYll 012
[gl(}} =101 On
0 0

avee ©

(4.82)
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* Pour la composante 11 :

0, +asin0,)’
5, <| —cos0 +asinG,) i Ln(sin? 0,07 +asin26,+1)  (4.83)
. .2 2
(cos6,+asin®,) +sin’ O,

= Pour la composante 22 :

sin” 0,
(@) =
22

: ELn(sin2 0,a° +asin20,+1)  (4.84)
(cos6,+asin®,) +sin’ O,
* Pour la composante 12 :
.2 .
5, = s By +cosb, sind, ELn(sin2 0,0’ +asin20,+1)  (4.85)
(cosB, +asin®,) +sin’ 6, 2

La base principale des contraintes est la base matérielle OND car la matrice de ¢ y est
diagonale. Il n’y donc qu’une contrainte principale non-nulle : la contrainte de traction
dans le réseau de fibre. Par la suite, nous allons vérifier que I’implémentation de notre
formulation dans le code de calcul utilisé est correcte en comparant la contrainte principale
numérique avec la contrainte matérielle 11. De plus, la représentation graphique dans le
code de calcul des vecteurs propres de ¢ se réduit a un seul vecteur orienté dans le sens des
fibres, ce qui est trés pratique pour vérifier que notre formulation les oriente correctement.
La contrainte principale est donnée par :

6,=0,, = %Ln(sinz 0,a° +asin20, +1) (4.86)
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4.2.4 Validation sur le test de glissement simple de la solution analytique
pour trois orientations initiales différentes : 0°, 90° et 135°

42.4.1 Méthode proposée

Pour valider la solution analytique, nous proposons de comparer diverses composantes de
tenseurs avec la solution renvoyée par Abaqus/Explicit. Nous avons complétement
développée la solution analytique générale uniquement dans le cas du glissement simple,
sans extension. C’est donc sur cette phase que nous effectuons les corrélations, pour trois
orientations initiales : 0°, 90° et 135°. Le comportement choisi est celui du milieu fibreux
du 4.2.3.9 car il permet d’avoir une contrainte principale orientée dans la direction des
fibres. Le module d’Young E; est fixé a 10°MPa.

Les tenseurs compares sont :

» Les déformations dans la base matérielle. Les déformations matérielles numériques
sont calculées par la formule de Hughes-Winget, alors que les déformations
matérielles analytiques sont intégrées exactement. L’approximation faite sur  est
ainsi testée.

» Les déformations dans la base globale sont calculées a I’aide de la rotation
matérielle A. Cependant, le A numérique est calculé a partir des formules générales
(4.31), alors qu’analytiquement A est donné par (4.75).

= La contrainte principale. Numériquement, elle est post-traitée a I’aide des outils
fournis avec le code de calcul (ici Abaqus/Post). Elle représente donc bien ce que le
code de calcul considére « réellement » comme 1’état de contrainte. La corréler a la
contrainte matérielle 11 analytique nous assure donc que notre formulation
fonctionne.

La modélisation sous Abaqus du test de glissement simple / extension se fait avec un seul
¢lément hexaédrique linéaire sous-intégré. Dans le jargon du code, il s’agit d’un élément
C3DS8R que nous présentons sur la Figure 4-13. Nous rappelons que cet élément est celui
utilisé au chapitre 2 pour modéliser la maille tricotée et que le post-processeur permet
d’afficher 1’orientation initiale. Elle est représentée en bleu pour la direction 1, en jaune
pour la direction 2 et en rouge pour la direction 3.

2

e

Figure 4-13 : Elément C3D8R d’Abaqus/Explicit dans la phase de glissement simple
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Dans ce qui suit, nous constatons que, pour chaque orientation, nous avons les courbes
analytiques (en traits continus) superposées avec les courbes numériques (en nuages de
points). Cependant, sur le cas ou ’orientation initiale est a 0°, il y a des contraintes
parasites de compression dans la direction a 0°, provenant de I’approximation du tenseur 3
faite au 4.1.3.3, qui sont heureusement faibles (de I’ordre de 10MPa). De plus, sur le cas ou
’orientation initiale est a 135°, il y a une petite dispersion qui concerne la composante de
cisaillement de la Figure 4-22, mais cela reste négligeable.

Globalement, les résultats présentés prouvent que la formulation du MCEO-F est
convenablement implémentée dans le code de calcul, que I’approximation du tenseur
fonctionne et que les résultats sont conformes a ce qui est attendu. Nous reviendrons sur les
interprétations des résultats au §4.2.5 ou nous rajouterons une phase d’extension pour
analyser notre théorie.

Aux sous-paragraphes 4.2.4.2, 4.2.4.3 et 4.2.4.4, nous mettons les figures et les expressions
analytiques venant de la solution générale particularisée pour les trois 0.

4.2.4.2 Orientation initiale a 0°

Nous prenons une orientation initiale {¢’} a 0° illustrée sur la Figure 4-14 :

0,=0°
Elle est donc confondue avec la base globale a tout instant. Par conséquent, le solide
suiveur reste fixe et la dérivée rotationnelle se réduit a la dérivée temporelle classique dans
le référentiel global.

b

y LN
b )
y 2N A y N
}Zh&‘
) b b
y N y N

A
VN

Figure 4-14 : Orientation initiale a2 0° du comportement par rapport a la base globale

La rotation matérielle A est donc constante et réduite a I’identité :

100
[a]g =0 1 o\=[1],
00 1

La mesure de déformation (Figure 4-15) n’est donnée que dans la base globale puisque
cette derniére est confondue avec la base matérielle OND. L’expression du tenseur de
déformation est :
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s

2
(el =[5 © 0
0 0 O

Déformations globales (analytique vs numérique)

—E11G{Analtique)

50.0% —— E22G{Analtique)
./j ——E12G{Analtique)

45.0% o E11G{Nurmérigue)
/ x  E22G{Numérique)

40.0% & E12G(Numérique)

35.0%

30.0% f
26.0% jj
20.0% f

15.0% jf

10.0% /

0.0%

0 0.5 1 1.5 2 15 3

Figure 4-15 : Déformations matérielles et globales pour une orientation a 0°

La contrainte principale est nulle (Figure 4-16) :
c,=0

Contrainte matérielle (analytique vs numérique)
120000

=

[

=
100000

—511anfAnahtique;
o SP(Mumeérigque)
go0oo
60000
40000
20000
a
0
0.5 1 15 2 245 3

Figure 4-16 : Contraintes principale numérique et matérielle analytique pour une orientation a 0°
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4.2.4.3 Orientation initiale a 90°

Nous prenons une orientation initiale {e’} a 90° (Figure 4-17):

0, =90°
Nous pouvons remarquer que la mesure de déformation obtenue est proche de celle de
Green-Naghdi (voir ’annexe 8.3), qui, elle, privilégie une ligne immatérielle tres
particuliére qui tourne selon la rotation moyenne des segments matériels tournants et dont
I’orientation initiale doit étre connue.

wl
£
(W} wi
yd v%.gg y 4
'
» b
>

b
y s
Figure 4-17 : Orientation initiale 2 90° du comportement par rapport a la base globale

La rotation matérielle A est en base mixte :

a -1 0
Jal+l a+l
1 a
A = 0
|:=:|{G®e0} \/az+1 \/az+1
0 0 1

La mesure de déformation dans la base matérielle OND (Figure 4-18) est :

%Ln(a2 +1)

[8]{&‘} = %—Arc tan (a)

0

avece |

%—Arctan(a) 0

—%Ln(a2 +1) 0

0 0
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2
a —1 ) 2a (a
o &, =3 Ln(a +1)— ——| =—Arctan(a)
a + a +1\2
O &, =-¢,
a a’ a
5 —
o &,=— Ln(a +1)+ > ——Arctan(a)
a +1 a +1\2
——ElgniAnaldique) |paformations matérielles (analytique vs numérique)
— E2Zgnifnalytique)
E12gniAnalytique)
130.0% o E11gniMumeérigue)
®  EZZgn{Mumeérigue)
< E1ZgniMumeérigue)
80.0%
30.0%
-20.0%
70.0%
120.0%
Figure 4-18 : Déformations matérielles pour une orientation a 90°
Déformations globales (analytique vs humérique)
100.0% ——I —E11GAnaktique)
——E22GAnaktigue)
—FE12GAnaktigue)
B00% +— o Et1GMumerigue
x  E22G(Murérigue) =t
< E12G(Mumérique)
B0.0%

40.0%

20.0%

-20.0%

-40.0%

-60.0%

-80.0%

Figure 4-19 : Déformations globales pour une orientation a 90°

La contrainte principale donne (Figure 4-20) :

o, :%Ln(1+a2)
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Contrainte matérielle (analytique vs numérique)
140000

MPa|

120000
—511anfAnahtique;
o SP{Mumérigque)
100000 jﬁ?
80000 f
50000 dew
40000 f
20000

0 05 1 15 2 248 3

Figure 4-20 : Contraintes principale numérique SP et matérielle analytique S11gn pour une
orientation a 90°

4.2.4.4 Orientation initiale a 135°

Nous prenons cette fois une orientation initiale {e’} & 135° (Figure 4-21), pour démontrer
que notre formulation peut fonctionner dans toutes les directions (exceptée pour 180° car il
y a une singularité dans A comme nous I’avons vu précédemment) :

3n V2 V2

0,=135°= = cosf,=——— et sinf,=——
4 2 2

Y
y 4

N o

b
o
s

N

% Yo  we
W &

Figure 4-21 : Orientation initiale 2 135° du comportement par rapport a la base globale

La rotation matérielle A est :
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a—1 -1 0
Ja=1y+1 J(a-1) +1
_ 1 a—1
20001 Ja-1y+1 Ja-1) +1 ’
0 0 1

——E11gniAnaltigue)
——E22gniAnahtigue)
—E120n(Analytigue)
o E11gniMumérique)
*  E22gn{Mumérique)
40.0% 7 < E12gniNumérique)

Déformations matérielles (analytique vs numérique)

20.0%

0.0%

-20.0%

-40.0%

-60.0%

Figure 4-22 : Déformations matérielles pour une orientation a 135°

La mesure de déformation dans la base matérielle OND (Figure 4-22) est :

T

%Ln(%az—a+l) %—Arctan(a—l)

—|2_ =T _ipallaeo
[Slg"}— 5 Arctan(a—1) 2 2Ln(za a+1j 0

0 0 0

La mesure de déformation_dans la base globale donne :

811 812 0
[E]{} &, €y 0
0 0 0
avec :
2
o 811=%(a;)2_an(la2—a+1]—2(a—_21)(3—Arctan(a—l)—£)
(a-1)+1 \2 (a—1)"+1\2 4
2
o 822=—%(a;)2_1Ln(la2—a+1)+2(a—:1)(i—Arctan(a—l)—£j=—811
(a-1)"+1 \2 (a—1)"+1\2 4
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2
o 812=a—_21Ln(la2—a+1j+w(i—Arctan(a—l)—Ej
(a—l) +1 2 (a—l) +1\2 4

Déformations globales (analytique vs numérique)

—E11G{Analktigue) =
60.0% —  ——E22G(Analtigue)

——E12G{Analtigue)
o E11G{NUmMérigque)
% E22G{Mumerigue)
40.0% + -

W + E12G(Numérigque)

20.0%

-20.0%

-40.0%

-60.0% e

Figure 4-23 : Déformations globales pour une orientation a 135°

La contrainte principale (Figure 4-24) est :

(o8 :ELn la2—21+1
2 2

Contrainte matérielle (analytique vs numérique)
50000

MPa

40000
30000 11— — &1 1anianaltique fff
o GP{Mumérique f
20000 nf,
10000
0.5 1 15 HFFFFFFE 25 3
-10000 \ ff
20000 \L jjf
-30000

-40000

Figure 4-24 : Contraintes principale numérique et matérielle analytique pour une orientation a 135°
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4.2.5 Comparaison du MCEO-F et du MCEO-GN sur le test de
glissement simple / extension

4.2.5.1 Critéres de comparaison

Afin d’illustrer la physique de notre théorie et la comparer au modele existant dans
Abaqus/Explicit, dont nous nous sommes servis au chapitre 2, nous analysons 1’orientation
et la valeur de la contrainte principale sur le test de glissement simple / extension. Elle
nous donne 1’orientation du réseau de fibres car, comme précédemment, le comportement
se réduit au module d’Young dans la direction forte d’anisotropie. Les calculs sont
entierement menés avec Abaqus/Explicit dans ce sous-paragraphe.

La cinématique, commentée au 4.2.1.2 et au 4.2.2.2, nous permet de prévoir que :

» Dans le cas d’une orientation initiale a 0°, le réseau de fibre ne tourne jamais. De
plus, la contrainte principale doit étre nulle dans la phase de glissement simple et
logarithmique dans la phase d’extension (d’apres (4.72)).

» Dans le cas d’une orientation initiale a 90°, le réseau de fibre tourne en suivant
exactement les bords de 1’¢lément fini. Dans la phase d’extension, il ne tourne donc
plus. De plus, la contrainte doit étre logarithmique dans la phase de glissement
simple et constante dans la phase d’extension.

Sur les figures qui suivent, nous avons représenté en pointillés noirs les fibres imaginaires
devant étre correctement orienté, tdiche accomplie par le MCEO-F. En pointillés rouges,
nous avons le réseau de fibres imaginaires orienté par le MCEO-GN.

4.2.5.2 Orientation initiale a 0°

Nous constatons sur la Figure 4-25 qu’avec le MCEO-F la direction forte d’anisotropie
reste constamment orientée a 0°. Cela est bien physique compte-tenu de la cinématique du
test.

Figure 4-26 : MCEO-GN dans la transformation de glissement simple / extension, orientation initiale a
00
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La contrainte est bien nulle dans la phase de glissement simple et logarithmique dans la
phase d’extension (Figure 4-27) :

0siae[0,3] etu=0
ELn(1+u) sia=3 etue[0,3]

O, =

140000

Orientation initiale : 0°

MPa

120000

100000

80000

B0000

40000

20000

—e—5F

a

i} 1 2 3 4 5 -3

Figure 4-27 : Valeur de la contrainte principale du MCEO-F pour une orientation a 0°

Dans le cas du MCEO-GN, la direction forte d’anisotropie dérive beaucoup trop : le réseau
de fibres rouge n’est pas confondu avec le réseau de fibre noir (Figure 4-26). La contrainte
principale est, de plus, loin d’étre nulle et ce test montre que dés qu’il y a du cisaillement
avec cette formulation, les résultats ne sont pas physiques. De plus, nous constatons que
méme dans la phase d’extension les fibres continuent de tourner, mais dans le sens opposé
de celui de la phase de glissement simple. Ce résultat a ét¢ démontré précédemment sur la
Figure 4-12

C’est exactement ce qui s’est passé au chapitre 2 et c’est la [’explication de la perte de
rigidité des surfaces de tension due a la dérive du solide suiveur de Green-Naghdi.

Le MCEO-GN est donc fort peu recommandé pour modéliser les milieux orthotropes,
surtout s’il y a du cisaillement.

4.2.5.3 Orientation initiale a 90°

Sur la Figure 4-28, nous constatons que la direction forte d’anisotropie est correctement
actualisée par le MCEO-F, ce qui n’est pas le cas du MCEO-GN (Figure 4-30).
L v

-

Figure 4-28 : MCEO-F dans la transformation de glissement simple / extension, orientation initiale a
90°
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De plus, la contrainte principale est bien logarithmique dans la phase de glissement simple
et constante dans la phase d’extension (Figure 4-29) :

G = %Ln(Haz) siae[0,3] etu=0
=
E .
71Ln(1+32) sia=3 etu 6[0,3]
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Figure 4-29 : Valeur de la contrainte principale du MCEO-F pour une orientation a 90°

Comme pour le cas de 1’orientation initiale a 0°, la direction des fibres changent méme
dans la phase d’extension avec le MCEO-GN. C’est le calcul (4.69) de la rotation pure R
qui le prouve.

Figure 4-30 : MCEO-GN dans la transformation de glissement simple / extension, orientation initiale a
90°
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4.3 Fl'ﬁ'/oﬁmﬁon du MCEO-F au caleul de ln maille tricotée

Nous venons de tester notre formulation avec succeés sur le cas d’école du test de
glissement simple / extension. Il est grand temps de 1’appliquer au calcul de la maille de
tricot et de réaliser ainsi notre objectif initial qui était, rappelons-le, 1’élimination des
erreurs dues au MCEO-GN. Nous commengons par présenter les divers calculs effectués
pour étudier le MCEO-F et le recaler sur ’essai expérimental décrit au chapitre 1. L’étude
commence par une analyse de sensibilité en moyennes déformations qui va nous permettre
de mettre en évidence les spécificités du comportement fibreux modélisées par le MCEO-F.
Le comportement asymptotique en grandes déformations est supposé €tre obtenu des les
moyennes déformations, le MCEO-F suivant strictement la direction forte d’anisotropie A
partir de ces calculs, il est alors possible de recaler les courbes force-déplacement
completes du modele éléments finis pour montrer ses capacités descriptives. Enfin, une
comparaison est effectuée entre le MCEO-F et le MCEO-GN afin de mettre en évidence,
une fois de plus, les différences profondes de ces deux formulations.

Comme au chapitre 2, tous les calculs qui suivent sont effectués pour un rapport de
biaxialit¢ de la CER de 11/17, ce qui correspond a un rapport de biaxialit¢ de 1 sur
I’éprouvette biaxiale.

4.3.1 Présentation des calculs effectués

4.3.1.1 Revue des lois de comportements

Nous présentons les calculs effectués synthétiquement sous forme de tableau ou nous
faisons varier les constantes de 1’ingénieur et les lois d’écrasement sur le modele de tricot
du chapitre 2. Précisons nos notations : la formulation choisie est le MCEO-F dé¢s que le
titre du calcul commence par F_, et le MCEO-GN de¢s que le titre du calcul commence par
GN .

La premicre série, présentée sur la Figure 4-31, est une ¢étude de sensibilité qui va
permettre d’étudier ’influence des constantes de I’ingénieur sur la réponse globale de la
structure et de recaler notre modele. Dans un souci de concision, nous ne présentons que
les courbes force-déplacement sur le haut de la CER, a ’exception de la partie sur le
recalage. La premiére série se divise en quatre groupes :

= F 1: c’est le calcul de référence pour le MCEO-F. Nous reprenons les mémes
constantes de 1’ingénieur et la méme loi d’écrasement qu’au chapitre 2, mais nous
utilisons le MCEO-F a la place du MCEO-GN.

* F s C x : nous cherchons a nous rapprocher du comportement fibreux défini au
3.3.1.3 en prenant le cas limite ou tous les modules de cisaillement et les
coefficients de Poisson sont nuls. Pour cela, nous les annulons progressivement, a
loi d’écrasement imposée.

* F s Et x:avec le comportement fibreux précédent, nous étudions I’influence des
modules d’Young transversaux en prenant des lois d’écrasement constantes.

* F s lc x : enfin, avec un comportement de type fibreux toujours, nous étudions
diverses lois d’écrasements, présentées au 4.3.1.2. Le calcul F s Ic 3 est celui qui
se recale sur I’essai.

La deuxiéme série, présentée sur la Figure 4-32, est une comparaison des deux théories et
consiste en quatre calculs :
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=  GN_1:ils’agit du MCEO-GN recalé du chapitre 2.

= F 1:défini précédemment.

= F 2:il s’agit du calcul F s Ic 3 renommé pour la circonstance. Il s’agit donc du
MCEO-F recalé, a une translation globale prés.

= GN_2: nous avons comparé¢ le MCEO-GN recalé avec le MCEO-F ayant les
mémes constantes de l’ingénieur et la méme loi d’écrasement, il est donc
intéressant de faire I’inverse. Ce calcul est effectué avec le MCEO-GN, mais les

constantes de I’ingénieur et la loi d’écrasement sont celles de F_2.

Comportement (MPa)
Calcul E1 E2=E3 | w13 | vi2 | v23 |G12|G13)G23
F_1 112000 Lor 1 (00010 (005] 150 150 190
F_s_C_1 | 12000 Loi1 |[0D0(010|005) 50 | 50 | 190
F_s_ C_2 112000 Lol (010(010)1005( 0 0 (190
F_s_C_3 |12000| Loi1 (D10|010|0052( O 0 0
F_s_ C_4 |112000| Lol (DO0jO00)000( 0 0 I
F_s_C_5 6000 | Lo 0 0 0 1] 1] I
F_s_Et_1 112000 1 0 0 0 0 0 0
F_s_Et_2 | 112000 10 0 0 0 0 0 0
F_s_Et_3 | 112000 a0 0 0 0 0 0 0
F_s_Et_4 | 112000 B0 0 0 0 0 0 0
F_s_Et 5 | 112000 100 I I 0 1] 0 I
F_s_le_1 | 112000 Loz 0 0 0 I 0 0
F_s_lc_2 | 112000 0 0 0 0 0 0
F_s_le_3 | 112000 I 0 0 I 0 I

Figure 4-31 : Tableau de synthése de I’analyse de sensibilité du MCEO-F

Comportement (MPa)
Fichier .inp E1 EY=E3 | w13 | v12 | w23 |G12|G13) G232
GN_1 112000 | Loi1 |010|010( 005 150] 150 | 180

F_1 112000 | Loi1 (0100100051501 150 | 150
GN_2 112000 0 0 0 0 0 0
F_2 112000 O O O O I O

Figure 4-32 : Tableau de synthése des calculs recalés avec le MCEO-F et le MCEO-GN

4.3.1.2 Revue des lois d’écrasement

Les lois d’écrasement qui interviennent dans les calculs sont représentées graphiquement
sur la Figure 4-33. La premiere loi est celle du chapitre 2 utilisée pour recaler le MCEO-
GN. Concernant les autres lois, 1’idée est de conserver la méme pente initiale tout en
divisant graduellement par deux les modules d’Young asymptotiques. Pour y parvenir, le
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troisieme parametre doit étre aussi modifié. Toutes les lois d’écrasement sont donc de la
forme (4.7).
Les parametres sont présentés maintenant :

* Loil: E_=1000MPa , E,=50MPa , €=0,13

= Loi2: E_=500MPa , E,=50MPa , §=0,055
= Loi3: E,=250MPa , E,=50MPa , =0,025
= Loi4: E,=125MPa , E,=50MPa , §=0,015

Lois d'écrasement
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300 S
fatatal /
p L) A - L L _
e — e —
- -
e
o £m33
r T T T T T
0% -5% -10% -15% -20% -25% -30%

Figure 4-33 : Lois d’écrasement testées

4.3.2 Analyses de sensibilité

4.3.2.1 Mise en évidence de la nature fibreuse du comportement

Sur la Figure 4-34, nous constatons que, contrairement au MCEO-GN, le MCEO-F
parvient a donner des résultats avec des caractéristiques comportementales fibreuses :
I’annulation des modules de cisaillement ne provoque plus une rigidit¢ asymptotique
proche de zéro mais une faible variation seulement. Maintenant, c’est 1’extension de la
zone non-linéaire que ces parametres pilotent.

De plus, F s C 5 montre I’influence du module d’Young longitudinal des meches qui est
beaucoup plus physique qu’avec le MCEO-GN : en le divisant par deux, la rigidité
asymptotique est elle aussi presque divisée par deux, pour un méme comportement
transversal.

Nous pouvons interpréter ces observations comme suit :
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= Lors de la flexion des meches, le cisaillement transverse est important. Si les
modules de cisaillement sont nuls, les meches fléchissent plus facilement et la zone
non-linéaire est plus importante. Il est donc logique que la rigidité asymptotique ne
soit pas trop sensible aux modules de cisaillement et doive dépendre
essentiellement des modules d’Young. La zone linéaire commence alors quand les
meches se mettent en tension et n’ont plus de mobilité, apres s’étre écrasées.

= Des que les meéches se mettent en tension, il est clair que le module d’Young
longitudinal doit fortement influencer la rigidité asymptotique. Cependant, comme
cette derniere résulte aussi de 1’écrasement, nous ne retrouvons pas la rigidité
asymptotique d’une meche seule en traction comme c’est le cas pour les taffetas.

Courbes Force-Déplacement sur une CER

7a

41|
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50— — — F_s_C_1
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— - -F_5_C_3
— - -F_5_C 4
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Figure 4-34 : Sensibilité aux constantes de I’ingénieur pour une méme loi d’écrasement

Force est de constater que le MCEO-F est plus physique que le MCEO-GN pour modéliser
un comportement fibreux. En conservant ces caractéristiques, étudions maintenant sa
sensibilité a I’écrasement.

4.3.2.2 Sensibilité aux caractéristiques transverses

Tout comme le MCEO-GN, le MCEO-F est sensible aux caractéristiques transverses qui
influencent la zone non-linéaire et la rigidit¢ asymptotique. Cependant, les ordres de
grandeurs sont dix fois moindres concernant le MCEO-F ! Nous constatons en effet sur la
Figure 4-35 que des lois d’écrasement ayant un module asymptotique variant entre
1050MPa et 175MPa donnent presque la méme courbe force-déplacement, pour un méme
comportement fibreux. Une étude avec des lois d’écrasement constantes comprises entre
1MPa et 100MPa viennent confirmer cette tendance (Figure 4-36).

Cet ordre de grandeur impliqué dans la mise en ceuvre du MCEO-F est, en tout cas, plus
représentatif d’un milieu fibreux que ne I’était celui associ¢ au MCEO-GN.
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F(N)

Courbes Force-Déplacement sur une CER
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Figure 4-35 : Sensibilité aux lois d’écrasement

Courbes Force-Déplacement sur le haut de la CER
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Figure 4-36 : Sensibilité aux modules d’Young transverses
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4.3.3 Recalage du MCEOQO-F sur ’essai biaxial expérimental

4.33.1 Recalage par translation

La formulation du MCEO-F étant différente de celle du MCEO-GN, les résultats obtenus
sur la maille tricotée avec un comportement identique sont différents. Par conséquent, la
courbe force-déplacement pour le rapport de biaxialité unitaire de la CER ne se superpose
plus avec celle de 1’essai expérimental. Il faut donc recaler le MCEO-F tout comme nous
avions recalé le MCEO-GN au chapitre 2. Finalement, c’est le calcul F_s Ic_3 qui présente
les mémes rigidités asymptotiques que I’essai expérimental. Il est renommé ici F 2 et est
représenté sur la Figure 4-37.

Courbes Force-Déplacement sur I'éprouvette
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Figure 4-37 : Comparaison entre le MCEO-F recalé partiellement et I’essai expérimental

Tout comme au chapitre 2, pour finir de recaler complétement le modéele, il faut effectuer
une translation globale des deux courbes force-déplacement. Cette translation vaut 0,99mm
et assure une bonne superposition des courbes comme cela est montré sur la Figure 4-38 et
la Figure 4-39.

Vers I’abscisse de 2mm, il faut néanmoins noter une erreur numérique qui décale les
courbes, mais qui préserve tout de méme la rigidité asymptotique. Un maillage plus fin de
la zone de contact permettrait certainement d’atténuer cet artefact.

Nous pouvons finalement conclure que notre formulation peut étre recalée, a I’instar de la
formulation de Green-Naghdi, sur les courbes expérimentales disponibles. Elle est donc
opérationnelle.
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Courbes Force-Déplacement sur I'éprouvette
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Figure 4-38 : Comparaison entre le MCEO-F recalé et I’essai expérimental

Courbes Force-Déplacement sur I'éprouvette
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Figure 4-39 : Comparaison entre le MCEO-F recalé et ’essai expérimental, zoom
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4.3.3.2 Différences entre MCEO-F et le MCEO-GN

Il est intéressant de comparer les deux formulations dans les cas ou elles se recalent. Ainsi,
sur la Figure 4-40, nous montrons que, pour un méme tenseur de comportement, le MCEO-
F ne perd pas de rigidité, ce qui était le principal probléme du MCEO-GN. En effet, le
MCEO-F ne voit pas sa direction d’anisotropie forte dériver dans la zone ou le cisaillement
est important, comme nous 1’avons illustré sur un élément, Figure 4-25.

L’artefact numérique du MCEO-GN, mais, bien pire encore, la nécessit¢ de trouver les
constantes de 1’ingénieur adéquates et la loi d’écrasement compensant la dérive sont ainsi
évités. C’est ce phénomene qui peut expliquer les ordres de grandeur trop important de ces
parametres : la plus grande raideur étant orientée le long d’une direction qui dérive, il faut
compenser la perte dans la direction des meches par d’autres raideurs, importantes
¢galement.

Courbes Force-Déplacement sur une CER
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Figure 4-40 : Comparaison entre le MCEQO-GN recalé et le MCEO-F pour un méme comportement

De maniére analogue, nous comparons les deux formulations avec les constantes de
I’ingénieur et la loi d’écrasement du MCEO-F recalé. 1l apparait clairement sur la Figure
4-41 que le MCEO-GN ne peut absolument pas fonctionner avec des modules de
cisaillement nuls car ses rigidités asymptotiques sont alors négligeables devant celles du
MCEO-F.

Soulignons enfin le fait qu’il faille translater beaucoup plus les courbes du MCEO-F recalé
que celle du MCEO-GN recalé pour les superposer a I’essai expérimental : la translation
pour F 2 est de 0,99mm et celle pour GN_1 de 0,345mm. Cela provient des modules de
cisaillement que nous avons pris nuls afin de démontrer la capacit¢ du MCEO-F a
modéliser un comportement fibreux.
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Courbes Force-Déplacement sur une CER
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Figure 4-41 : Comparaison entre le MCEOQO-F recalé et le MCEO-GN pour un méme comportement

Pour

conclure, nous venons de montrer que :

Le MCEO-F a une sensibilité aux variations du comportement plus physique que le

MCEO-GN pour modéliser un milieu fibreux.

Le MCEO-F peut étre recalé sur 1’essai expérimental selon la procédure mise en

place au chapitre 2.
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Ce chapitre présente des perspectives de théories pour la modélisation des milieux
anisotropes fibreux. L’objectif est de généraliser la théorie du milieu continu équivalent
orthotrope fibreux (MCEO-F), basée sur la rotation d’une fibre unique, en une théorie de
milieu continu équivalent anisotrope fibreux (que nous abrégerons MCEA-F) basée sur la
convection de deux ou trois fibres distinctes. Cette nouvelle théorie va alors permettre de
modéliser des milieux discrets renforcés dans trois directions par des fibres en les
remplacant par des milieux continus a trois directions fortes d’anisotropie. La
réactualisation des axes constitutifs, qui se convectent avec la matiere, et le cumul tensoriel
des déformations ne se font donc plus dans un solide suiveur euclidien mais dans des
référentiels affines, c'est-a-dire non-rigides, suivant les directions fortes d’anisotropie. De
plus, le tenseur des contraintes devient €¢galement affine et modélise des efforts sur un
¢lément de maticre déformé.

Le MCEA-F doit pouvoir étre particularisé¢ dans le cas d’une ou de deux directions fortes
d’anisotropie. Dans le premier cas, avec le comportement défini par un seul module
d’Young, nous devons retrouver le MCEO-F. Dans le deuxiéme cas nous devons obtenir
une formulation pour la construction d’un élément de membrane anisotrope destiné a la
simulation de la mise en forme. Ce nouvel ¢lément fini peut alors modéliser une CER de
textile technique.

Apres avoir généralisé les outils mathématiques du chapitre 3 aux affinités, nous proposons
trois théories de MCEA-F que nous testons sur le test de glissement simple, poursuivant la
démarche du chapitre 4. Ne retenant qu’une de ces théories, nous implémentons dans
Abaqus/Explicit une membrane hypo-¢élastique anisotrope pour simuler la mise en forme
par emboutissage sur dome hémisphérique. Une simulation reprenant le modele éléments
finis de la maille tricotée est également montrée. Les résultats obtenus sont satisfaisants,
mais rappelons qu’il ne s’agit que de perspectives qui restent encore a débattre.

5.4 Cadre mafﬁémaﬁc!ue

Dans cette section nous décrivons le formalisme mathématique nécessaire a la
formulation de théories hypo-¢€lastiques de milieux anisotropes. L’outil mathématique qui
le permet est la géométrie différentielle, inventée par Ricci, Levi-Civita et Riemann au
début du XX“™ siécle. Elle permet I’étude de la géométrie et du mouvement d’un milieu
déformable a n dimensions (appelé variété de dimension n) ([TAL93]). Nous montrons que
cette approche généralise le cadre euclidien en étendant aux transformations affines les
concepts introduits au chapitre 3. A partir de cette généralisation, il est possible de
construire de nouvelles théories ou :

= Les tenseurs de déformation et de comportement sont convectés avec des directions
fortes d’anisotropie non-orthogonales.

= Le tenseur de contrainte de Cauchy est calculé sur un élément de matiére convecté
représentant un milieu anisotrope.

5.1.1 Notions de géométrie différentielle

5.1.1.1 Notations et espaces tangent et cotangent

Afin de définir les tenseurs, nous avons introduit au chapitre 3 les espaces vectoriels
tangent et cotangent en un point d’un espace non-euclidien appelé variété V; (c’est le
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solide déformable). Ces espaces, ou le produit scalaire est défini par le tenseur métrique
([TAL93]), sont nécessaires pour définir rigoureusement les tenseurs affines qui
généralisent les tenseurs euclidiens. Les exemples les plus simples sont les tenseurs d’ordre
1 contravariants (les vecteurs) qui appartiennent a I’espace tangent et les tenseurs d’ordre 1
covariants (les covecteurs, appelés aussi 1-formes) qui appartiennent a 1’espace cotangent
([ROU97]). Nous pouvons maintenant définir clairement ces deux espaces :

e [’espace vectoriel tangent & Vs au point M, noté TyV3, est ’ensemble des vecteurs
tangents (ou vecteurs) a Vs au point M. Il est également appelé espace naturel. La
base canonique de Ty V3 est la base associée aux composantes contravariantes des
vecteurs. Elle est aussi appelée base covariante, ou bien encore base naturelle. On
la note {gi}=(g1.82.83)-

e [’espace vectoriel cotangent a Vs au point M, noté T*\Vs, est ’ensemble des
vecteurs cotangents (ou covecteurs) a V; au point M. Il est également appelé espace
dual. La base canonique de T*\V; est la base associée aux composantes
covariantes des covecteurs. Elle est aussi appelée base contravariante, ou bien
encore base duale. On la note {g'}=(g",g".g).

Cette situation est illustrée sur la Figure 5-1 ou sont représentés les espaces tangents et
cotangents, avec leurs bases canoniques, au point M d’une variété V,. Le caractére affine
de I’espace vectoriel tangent (respectivement cotangent) est traduit par le fait que la base
covariante (respectivement contravariante) n’est en général ni normée, ni orthogonale.

Remarque : Bien évidemment, ces espaces différent d’un point M a I’autre.

Figure 5-1 : Espaces duaux et bases duales

Comme, par définition, un vecteur donné (respectivement un covecteur) de [’espace
tangent (respectivement cotangent) se décompose en composantes covariantes
(respectivement contravariantes) associées a la base contravariante (respectivement
covariante), nous avons pour un vecteur u et son covecteur (dual) u* :

Dans T, V, u= uigi

, (5.1)

Dans T*,|V, u*=ug
Ceci se généralise a tout ordre. Pour les tenseurs d’ordre 2, les espaces auxquels ils
appartiennent sont issus des produits tensoriels des espaces tangent et cotangent. Il existe
donc quatre « facettes » de variances différentes pour représenter un méme tenseur qui, lui,
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est euclidien ([ROU97]). Ces quatre facettes sont les tenseurs affines A, son dual A* et
deux tenseurs mixtes. Nous avons ainsi :

Dans T,,V, ® T,,V, A=A'g ®g,

1

= Aijgi ® gj

Dans T*,V, ®T*,V, A*=A ¢ ®g 52
Dans T*,,V, ®T,,V,

13> >

Dans T, V, ® T*,,V, =Alg ®¢’

Comme la notion de variance est essentielle pour les tenseurs affines, il est nécessaire de
définir pour tout ce chapitre une nouvelle notation des bases de projection, étendant celle
du chapitre 3. Nous avons :
* Pour une base vectorielle B :
B= U {a}={e} ou B={J{a"}={e]
k=1..3 k=1..3
* Pour une base tensorielle B d’ordre 2 :

B=J {0, ®B,}={a.®B.} ou B= U (o ©p'} = {o @p')
= Ul o8} =(e.0p) o0 m= U fo'op)=fuon)

Dans le cas ou les vecteurs de base droits sont identiques aux vecteurs de base gauche,
nous simplifions la notation :

B={a ®oa }={a,} ou B= {oc° ®oc°} = {OL"}
I1 est possible de généraliser sans peine ces notations a 1’ordre 4, ce que nous ferons pour
projeter le tenseur de comportement au 5.2.2.1.

5.1.1.2 Dualité des espaces tangent et cotangent induite par la métrique

Nous avons laissé entendre précédemment que les espaces tangent et cotangent sont duaux.
Cette dualité est définie mathématiquement par I’existence de la métrique. Cette métrique
associe a tout point M du solide déformable un tenseur métrique fondamental g et son
tenseur conjugué, inverse de g, noté g”'. Ces deux tenseurs, vus comme des formes
bilinéaires, vont permettre le calcul des produits scalaires dans les espaces tangent et
cotangent. On a :

g : T,,V,xT,V, —->R

gl TH,V,xT*,V, 5> R

La projection canonique du tenseur métrique fondamental (2 fois covariant) de I’espace
tangent est :

Dans T*,,V,®T*,V, g= gijgi ®§j avee g =&, 8,
De méme, pour le tenseur métrique conjugué (2 fois contravariant) de I’espace cotangent :
Dans TMV3 ®TMV3 g—l _ gijgi ®§J avec gij — gi ,gj

Remarque : Les composantes du tenseur métrique conjugué se calculent matriciellement
par :

], [e],

=} L=}
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La dualit¢ qui existe entre les espaces tangent et cotangent s’exprime alors par cette
relation :

g -g=g g=5=8 (5.3)

Il en découle que la connaissance d’une base de I’espace tangent (respectivement cotangent)
permet de connaitre la base duale dans ’espace cotangent (respectivement tangent). Les
bases contravariante et covariante se déduisent alors 1’une de 1’autre par ces relations :

g=g'g ou g=gg

Remarque : le tenseur métrique est vu ici comme une application linéaire qui s’appelle en
géométrie différentielle le diese ou le bémol selon le cas.

5.1.1.3 Gradient de la transformation et transports matériels des tenseurs d’ordre 1

Le solide déformable est plongé dans 1’espace, espace euclidien a 3 dimensions. On le
repere alors par I’application placement ¢ qui permet de définir le gradient de la
transformation F entre deux instants, séparés par un intervalle dt, comme suit ((BAS00]) :

i aX
F=g ®G =Gradp =—

{G®} est la base contravariante a t et {g,} est la base covariante a t+dt. x est le vecteur
position des points "M du solide déformable a t-+dt et X le vecteur position des points ‘M
du solide déformable a t.

La théorie du premier gradient nous dit qu’un segment | (infinitésimal) de Ty'V; se
transforme par F dans TMHdth, alors qu’une facette n (infinitésimale) de T*\'V; voit sa
normale transformée par F' dans T*Mt+dtV3. Nous avons donc, en particulier, pour les
vecteurs des bases covariante et contravariante ([BAS00]) :

g =F-G,

= . (5.4)
gl — E—T .Ql

Preuve (obtenue avec 1’aide de (5.3)) :
F-G, etonpose gj :é-gj, il vient :

On suppose g =
-8 8= (40)-(£6)(4)-G F AG

C’est ce qui explique qu’en MGT [I’espace tangent soit appairé a son dual, I’espace
cotangent, cela étant di au fait que les segments (décrits par des vecteurs tangents) ne se
transforment pas comme les facettes (décrites par des vecteurs cotangents).

C’est donc a partir du tenseur gradient F que nous allons construire les différents transports.
Les transports matériels contravariants et covariants pour les tenseurs d’ordre 1 se
construisent immédiatement a partir de (5.4) :

. Nous définissons le transport matériel 1 fois contravariant comme étant
I’application de Ty'V3 & Ty V5 qui transporte convectivement les tenseurs d’ordre 1
contravariants de Ty'V3; comme illustré sur la Figure 5-2. Ce transport s’écrit :

VieT,'V, T'()=F1 < T°'1(I_):£'1-I_ (5.5)
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. Nous définissons le transport matériel 1 fois covariant comme étant I’application
de T*\'V3a T*y V3 qui transporte convectivement les tenseurs d’ordre 1 covariants de
T*u'V; comme illustré sur la Figure 5-3. Ce transport s’écrit :

vneT*,'V, Tw=F n < T'@=F n (5.6)

De maniére analogue aux transports rotationnels du chapitre 3, la propriété fondamentale
des transportés matériels est qu’ils ont les mémes composantes dans la base convectée que
leurs antécédents dans la base initiale. Nous avons en effet :

= Pour le transport matériel 1 fois contravariant :

[rw], =[], 57)
Preuve: | =1'G, = T'(1)=F-1=F-1'G, = Iigi
» Pour le transport matériel 1 fois covariant :
[Tw],, =[]y (58

Preuve: n=nG' = TQ(Q)=£7T'Q=F7T'nig=ni§i

Remarque : avec ce formalisme, (5.4) se réécrit :
g =T(G)
g =T(G)

(5.9)

Figure 5-2 : Transformation matérielle contravariante entre t et t+dt de I’espace vectoriel tangent

©

! '

Figure 5-3 : Transformation matérielle covariante entre t et t+dt de I’espace vectoriel cotangent
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5.1.1.4 Transports matériels des tenseurs d’ordre 2

Il est possible, comme de coutume avec les tenseurs, de définir a tout ordre les transports
matériels. Pour les tenseurs d’ordre 2, il existe quatre transports matériels puisqu’ils
peuvent appartenir a quatre espaces tensoriels différents d’aprés (5.2). Nous laissons de
coOté les versions mixtes pour nous concentrer sur les transports 2 fois contravariants et 2
fois covariants :

= Transport matériel 2 fois contravariant d’un tenseur 2 fois contravariant :

VoeT, 'V,®T,'V, T"(0)=F-c-F' < T"'(o)=F -c-F'| (5.10)

* Transport matériel 2 fois covariant d’un tenseur 2 fois covariant :

VDeT*,'V,®T*,'V, T.D=F"-D-F' & T.'(D=E Dl (51D

La propriété fondamentale des transports matériels d’ordre 2 est identique a celle des
transports matériels d’ordre 1 introduits au 5.1.1.3. Nous avons en effet :
* Pour le transport matériel 2 fois contravariant :

[T (o)} [c] (5.12)

Preuve (obtenue avec 1’aide de (5.4)) :
- 6,8G, > T*(®)=F(¢'6,8G,

. ) E
_GIJ(F G. )®(£ Qj)zcijg'

* Pour le transport matériel 2 fois covariant :
1o| -], (5.13)
(e}

Preuve (obtenue avec 1’aide de (5.4)) :
i j -T i i -1 -T i j -1
D-D,G'®G = T.)=F"(D,G'®C)-F'=D,((E"-G')®G') F

=D, (ET 'Qi)®(£7T 'Qj) = Dijgi ®§j

Remarque : Notons que cette propriété implique que les transportés matériels inverses aient
les mémes composantes dans la base initiale que leurs images dans la base convectée :
* Pour le transport matériel 2 fois contravariant :

T°°'1(G)} =loc (5.14)
[ i (G.} [=]{g}
Preuve (obtenue avec 1’aide de (5.12)) :
Posons A =T* (o), il vient [T"" (c_s)} = [g] [A] [T (A)}
o = — e} (G}
* Pour le transport matériel 2 fois covariant :

[T (D)} - [D] (5.15)

Preuve (obtenue avec 1’aide de (5.13)) :

Posons A =T, (D), il vient [TM (g)}{ ) D] o) = [é]{go} = [Twl(é)l@}
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5.1.1.5 Dualité des transports matériels et cas du mouvement de corps rigide

Les bases covariante et contravariantes sont construites pour étre duales, tout comme les
espaces auxquels elles appartiennent. Comme ces bases sont convectées dans une
transformation arbitraire par les transports matériels ad hoc, ces derniers présentent
¢galement un caractére dual. Ainsi, nous avons conservation du produit scalaire entre un
tenseur 1 fois covariant et un tenseur 1 fois contravariant quand ces derniers sont
matériellement transportés :

T'()-T)=(E-1)-(F"-n)=(E'E-1}-n
De méme, nous avons a 1’ordre 2 :
TOO(Q):@:(E*T .2.5’1):(

I'n (5.16)

[les!
a
[les}

")=(E'F"-D-F'F)ig=0:D (5.17)

|l
s>

Nous pouvons conclure que la définition d’un transport affine de variance donnée implique
donc la définition d’un transport dual de variance imposée.

Dans le cas d’un mouvement de corps rigide du solide déformable, le gradient de la
transformation se réduit a sa partie orthogonale. Nous avons alors F=R, la rotation propre
R étant elle-méme égale a la rotation de corps rigide. Dans ce cas, les transports matériels,
bien que toujours duaux, deviennent des transports rotationnels identiques entre eux. Leurs
tensorialités ne sont plus distinguables : les normales et les segments sont entrainés par la
méme rotation. Nous avons, en reprenant les notations du chapitre 3 :

* Pour les tenseurs d’ordre 1

= Pour les tenseurs d’ordre

oo

T.(D=F"-D-F' =R"-D-R"=R-D-R'=T, (D)

Ce constat est utile pour généraliser la notion de transport du chapitre 3. Il est maintenant
clair que pour y arriver il est impératif de remplacer le transport rotationnel par plusieurs
transports affines de variances différentes. Cela implique notamment la définition de
plusieurs dérivées affines, généralisant la dérivée rotationnelle, et de plusieurs intégrales
affines, généralisant I’intégrale rotationnelle. De plus, il est maintenant nécessaire de
définir 1’objectivité affine, généralisant 1’objectivité euclidienne, pour pouvoir réellement
attribuer le caractére matériel aux transports (5.5), (5.6), (5.10) et (5.11) définis a partir de
I’affinité F.

5.1.1.6 Objectivité affine

\ r

Nous proposons de définir I’objectivité affine de manicre a généraliser 1’objectivité
euclidienne en étendant 1’étude de 1’invariance des tenseurs a des affinités. Bien que cette
notion ne soit pas classique en MGT, elle est trés présente en Relativit¢é Générale®'
([EIN93]) ou I’espace-temps est affine et, donc, ou les divers observateurs sont
déformables. Cela veut dire que ces derniers ne différent pas I’un de I’autre par une simple
rotation mais par une affinité. Ils n’ont cependant pas conscience d’étre déformés eux-

3! L’ objectivité affine des tenseurs est appelé « covariance des tenseurs » en Relativité Générale.
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mémes car ils sont dans I’espace-temps, qui est lui-méme déformé. En MGT, nous aurions
du mal a concevoir de maniére évidente de tels observateurs car la démarche de
modélisation consiste a plonger et analyser les solides déformables, analogues a 1’espace-
temps, dans ’espace euclidien qui nous entoure et rarement a travailler au sein de la
matiere elle-méme ([ROU97]). Cependant, 1’objectivité affine est un concept nécessaire
pour justifier le sens géométrique des transports affines et des opérations de dérivation et
d’intégration en découlant, exactement comme 1’objectivité euclidienne est nécessaire pour
comprendre le sens géométrique des transports rotationnels, de la dérivée rotationnelle et
de I’intégrale rotationnelle. En conséquence, nous définissons 1’objectivité affine des
tenseurs affines comme I’invariance de ces derniers dans une transformation arbitraire
d’affinité F. Pour le test d’objectivité affine, F n’est pas forcément le gradient de la
transformation.

Remarque : Dans ce chapitre, quand nous dirons qu’un tenseur est objectif, c’est qu’il sera
pensé affine et donc invariant par rapport a une affinité.

L’invariance d’un tenseur affine par rapport a la transformation F est exprimée par le fait
que la loi de transformation d’un tenseur A donné corresponde a un transport affine
matériel de méme tensorialité que A. Avec les mémes notations qu’au chapitre 3, nous
définissons 1’objectivité affine a I’aide des transports affines matériels (5.5), (5.6), (5.10) et
(5.11):

* Pour un tenseur a 1 fois contravariant par :

ay =T (a) (5.18)
* Pour un tenseur a 1 fois covariant par :

ay =T (a) (5.19)
* Pour un tenseur A 2 fois contravariant par :

A =T"(4) (5.20)

= Pour un tenseur A 2 fois covariant par :
A =

A =T

Remarque : D’apres 5.1.1.5, les transports affines généralisent les transports rotationnels. Il
est donc possible de montrer qu’un tenseur objectif au sens affine 1’est au sens euclidien.

—
>
S~—"

(5.21)

Ilustrons le concept d’objectivité affine par deux exemples :

= Exemple 1: Intuitivement, nous comprenons la signification géométrique des
relations (5.7) et (5.8) si nous considérons qu’une base vectorielle (modélisant un
observateur déformable) se déforme avec le segment matériel ou la normale matérielle
qu’on y regarde : ses composantes restent invariantes. Ce constat permet d’admettre que
les segments et les normales sont objectifs.

= Exemple 2 : Les contraintes de Cauchy sont définies par :

on=T (5.22)

Dans une transformation d’affinité arbitraire F, les tenseurs de (5.22) sont convectés et
I’équation devient :

O Dy = T
Les vecteurs affines infinitésimaux n et T sont postulés objectifs. Les normales sont
covariantes, mais la tensorialité des forces est moins évidente ([ROU91]). Elles sont
souvent postulées contravariantes. Dans ce cas, les lois de transformations sont données
par (5.5) et (5.6) :
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Nous avons alors :
O T (9) =T (I) = %'EJ ‘=

o

[les!

Avec ’aide de (5.10), nous en déduisons la loi de transformation de ¢ qui correspond a
celle d’un tenseur affine 2 fois contravariant objectif :

o =T" (o) (5.23)

5.1.2 Approche hyper-euclidienne

5.1.2.1 Définition de ’approche hyper-euclidienne

L’approche hyper-euclidienne a été introduite par Rougée ([ROU97]) pour clairement
exprimer une simplification courante tres usitée en MGT. Cette derniére consiste a penser
en terme de tenseurs euclidiens appartenant a 1’espace et possédant plusieurs jeux de
composantes équivalents associés a des bases tensorielles produits de bases vectorielles
non-orthogonales et non-normées. Cela permet, pour un méme tenseur, d’éviter de parler
de plusieurs tensorialités, tous les jeux de composantes étant équivalents, et d’¢luder la
définition des espaces mathématiques sous-jacents.

Remarque : Nous adoptons ce point de vue car il est nécessaire pour construire une théorie
qui nous permette, au final, d’évaluer le tenseur des contraintes de Cauchy pensé¢ comme
un tenseur euclidien de [’espace. Cette exigence est justifiée par notre volonté
d’implémenter nos formulations dans des codes de calcul industriels employant des
formulations basées sur des rotations (décrites au chapitre 3). C’est le cas
d’ Abaqus/Explicit que nous utilisons.

Nous nous autorisons donc a identifier un vecteur donné avec son dual. Ainsi, (5.1)
devient :

Dans R’ u=u'g =u,g

Une représentation graphique des composantes d’un vecteur est montrée sur la Figure 5-4.

oy

Figure 5-4 : Composantes covariantes et contravariantes d’un vecteur V dans la base covariante

Pour un tenseur A d’ordre 2, nous avons quatre jeux de composantes possibles, les deux
derniers jeux de composantes étant dits « mixtes ». Ainsi, (5.2) devient :

Dans R*®R* A=A'g ®g =A,g ®g =A/g ®g, =Alg, ®g
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Dans le cadre de cette approche, nous déguisons donc les tenseurs affines, d’ordre n, p fois
covariants et q fois contravariants en tenseurs euclidiens ayant n”"® jeux de composantes p
fois covariantes et q fois contravariantes.

Les transports matériels précédemment définis deviennent des endomorphismes de
I’espace et peuvent s’appliquer a n’importe quel tenseur euclidien. Evidemment, en
fonction du jeu de composantes ayant un sens physique, tel ou tel transport devra étre
privilégié. Cela veut dire que c’est par le choix d’un transport affine s’appliquant a un
tenseur que nous retrouvons la tensorialité¢ de ce dernier.

5.1.2.2 L’élément de mati€re naturel et son dual

Nous I’avons vu au5.1.1.3 : F convecte les segments matériels et F' convecte les
normales des facettes matérielles. Ces deux transports conjugués définissent la convection
de la matiére que nous désignons également par le terme « transformation matérielle ». Si
nous définissons un élément de matiére cubique infinitésimal dans une configuration
initiale non-déformée, les normales aux facettes et les segments sont confondus. Quand le
placement ¢ transforme la matiere de la configuration initiale au point M en matiere de la
configuration actuelle au point m, normales et segments évoluent de maniere différente et
il apparait alors un élément de matiére naturel convecté par F, et son dual convecté par F™".
Notre objectif au §5.2 va étre de calculer des contraintes sur ces €¢léments. Cela différe
complétement de ’approche du chapitre 3 ou I’¢lément de maticre sur lequel nous
calculions les contraintes était confondu avec son dual et ne se déformait pas puisque nous
nous limitions a ’emploi de rotations.

Nous avons représenté les deux éléments de matiere sur la Figure 5-5 et, pour plus de
lisibilité, nous les avons représentés 1’un en dessous de 1’autre alors qu’ils se trouvent au
méme point m.

2
2

/>
/

z
A \&
AGe
7‘
N G

(,gi

Figure 5-5 : L’élément de matiére naturel (en haut) et son dual (en bas)
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Remarque : cette description est en accord avec 1’¢lément de matiere de Rougée ([ROU97])
défini dans son approche « segments et tranches », a la différence que nous nous
permettons les identifications des différents espaces ou se trouvent les tenseurs (approche
hyper-euclidienne). Nous identifions notamment une tranche avec la normale de 1’é¢lément
de surface associé.

5.1.2.3 Dérivation affine

La dérivation de Lie a été introduite au chapitre 3 et particularisée dans le cas des
transports rotationnels. Dans le cas des transports affines, et en particulier des transports
matériels définis au 5.1.1.4, la définition reste la méme et nous obtenons sans difficultés la
dérivée de Lie 2 fois covariante et la dérivée de Lie 2 fois contravariante d’un tenseur
affine A d’ordre 2 objectif (([DES99], [TAL93]) :

ét ~T. (ét—dt) ) .
L.(A)=lim = =Aig ®g'=T, (Tw“ (é))
5.24
ét T (ét—dt . . ( )
L'(A)=lim—=—===A"g ®g =T" (T (é))

Ces dérivées représentent la variation intrinséque de A dans les bases tensorielles
convectées covariante ou contravariante.

Remarque : a ’ordre 2, il existe aussi deux autres dérivées de Lie pour les composantes
mixtes.

La définition de la dérivation de Lie est I’occasion de retrouver les dérivées convectives

classiques en MGT. Dans la littérature ((MOMO3], [BONO97], [CRI91], [SZA89], [DET85],

[SID82]), la dérivée de Lie 2 fois covariante est connue sous les appellations « dérivée

covariante », « dérivée convective » ou bien encore « dérivée de Cotter-Rivlin». La

dérivée de Lie 2 fois contravariante est, elle, appelée « dérivée contravariante » ou bien

encore « dérivée d’Oldroyd ». Retrouvons les expressions classiques de ces dérivées

temporelles grace a (5.24) :

= Dérivée de Lie 2 fois covariante

I1 s’agit du transport covariant de la dérivée du transport covariant inverse :

L.(A)=F"(E"-AF)F'=A+F " -F-A+A-FF'

=A+L-A+A L
=A+(D"+W')-A+A-(D+W)
=A+A W-W-A+D-A+A-D

Nous voyons apparaitre la dérivée de Jaumann, définie au du chapitre 3. La dérivée de Lie
2 fois covariante d’un tenseur A affine objectif s’exprime donc :
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e

(A)=A+L-A+A-L=L,4(A)+D-A+AD (5.25)

= Dérivée de Lie 2 fois contravariante
Il s’agit du transport contravariant de la dérivée du transport contravariant inverse :

U (A)=F-(F A E =A+EF A+AFF

~A-L'A-A'L
=A-(D+W)-A-A-(D'+ W)
=A+A-W-W-A-D-A-AD

Comme pour la précédente dérivée de Lie, nous voyons apparaitre la dérivée de Jaumann.
La dérivée de Lie 2 fois contravariante d’un tenseur A affine objectif s’exprime donc :

L°°(é):é—£-é—é.l=f:Ll/g(é)_g.é_é,g (5.26)

Remarque : 1l apparait que la dérivée de Jaumann peut étre définie a partir des dérivées de
Lie 2 fois covariante et 2 fois contravariante :

L. (a)+1 (3]

Lo (é) -

2

Cela peut expliquer que pour Rougée ([ROU97]) la dérivée de Jaumann soit la dérivée
rotationnelle la plus physique puisqu’elle représente la moyenne des dérivées de Lie
covariantes et contravariantes.

Enfin, soulignons une propriété importante de la dérivation de Lie : a I’instar de la dérivée
rotationnelle qui traduit I’entrailnement d’un tenseur euclidien objectif dans un mouvement
de corps rigide quand elle s’annule, une dérivée de Lie nulle traduit la convection d’un
tenseur affine objectif avec la matiere qui se déforme. Par exemple, nous avons
trivialement :
= La dérivée de Lie 1 fois contravariante de la base covariante (qui sont des vecteurs
contravariantes) nulle :

=1

L (g‘ ) =0
» La dérivée de Lie 1 fois covariante de la base contravariante (qui sont des vecteurs
covariants) nulle :

L.(g)=0

5.1.2.4 Intégration affine

De manicre analogue aux dérivées de Lie, les intégrales de Lie généralisent I’intégrale
rotationnelle. Elles correspondent a 1’intégration des tenseurs affines dans des référentiels
affines, c'est-a-dire non-rigides ([ROU97]). Avec les transports matériels définis au 5.1.1.4,
nous obtenons 1’intégrale de Lie 2 fois covariante et I’intégrale de Lie 2 fois contravariante
d’un tenseur affine A d’ordre 2 objectif :
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=11 (a) 4
s)-T (e

L’intégration de Lie se définit a partir des transports matériels. Il parait donc judicieux
d’analyser I’intégrale 2 fois covariante (respectivement 2 fois contravariante) de Lie dans
la base tensorielle contravariante (respectivement covariante). Réécrivons la définition
(5.27) de I’intégrale de Lie 2 fois covariante :

(s a))= R @) e

Dans la base contravariante initiale, cette relation s’écrit :

L (Lé)j o] :D(:;(é) dtl@} :J: {L(é)}{go} «

d’ou, en vertu de (5.15):

(5.27)

{ié)lgo} =], [é]{go} dt (5.28)

L’intégrale de Lie 2 fois covariante dans la base contravariante d’un tenseur d’ordre 2 est
donc I’intégrale directe du tenseur projeté dans la base contravariante.

5.1.2.5 Solides suiveurs affines

L’introduction du concept d’objectivité affine a permis de définir les observateurs
déformables modélisés par des bases vectorielles non-orthogonales et non-normées. Ces
bases définissent donc des référentiels non-rigides qui se déforment au cours du temps
([ROU97]). La notion de solide suiveur euclidien se généralise donc immédiatement dans
le cadre de la théorie du premier gradient : Un solide suiveur affine est un ensemble de
référentiels non-rigides en chaque point du solide déformable, définis par un champ
d’affinités, ayant pour vocation de suivre localement la matiere au premier ordre.
La difficulté réside dans la définition de ce que nous appelons le « suivi de la matiére ». En
effet, la matiére peut étre suivi a partir des segments ou des normales, ces représentations
conduisant a deux ¢éléments de matiéres duaux comme nous 1’avons montré au 5.1.2.2. Il
est donc possible de définir a partir des transports matériels contravariant (5.5) et covariant
(5.6) deux solides suiveurs affines duaux approximant au premier ordre le solide
déformable. Dans la terminologie de la géométrie différentielle, ces solides suiveurs sont
respectivement :

» Le fibré contravariant, dit encore fibré tangent, qui est 1’ensemble des espaces

vectoriels naturels en tout point du solide déformable.
» Le fibré covariant, dit encore fibré cotangent, qui est I’ensemble des espaces
vectoriels duaux en tout point du solide déformable.

Remarque : Ces deux solides suiveurs sont trés populaires puisque la dérivation de Lie 2
fois contravariante (5.26) est effectuée dans le premier et la dérivation de Lie 2 fois
covariante (5.25) dans le second.
Cette dualité contraste avec le cas euclidien ou un champ de rotation donné est associé a un
unique solide suiveur. Ici, la difficulté majeure est de décider dans quel solide suiveur
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opérer sur un tenseur si sa tensorialité n’est pas définie. Le cas du tenseur de contrainte o
est exemplaire puisque, d’apres 5.1.1.6, pour le supposer deux fois contravariant il faut
supposer que les forces sont contravariantes, ce qui n’est pas trivial. Cela peut expliquer
pourquoi il n’existe pas de dérivée rotationnelle ou affine évidente pour ¢ ([SAN92]) et

qu’il soit possible d’en construire d’autres, comme la dérivée de Truesdell par exemple
([BON97], [ROU9T)).
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5.2 Formulations '/70537'6/65' four ln construction d'un MCEA-F

Nous venons de mettre en place le formalisme permettant de formuler des milieux
continus équivalents anisotropes fibreux. Il nous faut maintenant analyser comment faire
correspondre a un milieu anisotrope hétérogene un milieu continu équivalent. Le milieu
anisotrope est supposé renforcé dans au plus trois directions et nous négligeons les raideurs
de cisaillement entre ces dernicres. Il n’y a donc que des contraintes de
traction/compression dans les directions fortes d’anisotropie et le comportement est défini
par trois modules d’Young. En commencant par I’étude de la cinématique, nous sommes
amener a définir un nouveau solide suiveur a partir d’'une affinité conservant la base
covariante unitaire. Nous obtenons en intégrant les taux de déformation D dans ce solide
suiveur une nouvelle mesure de déformation affine. Elle est obtenue par le cumul tensoriel
des allongements relatifs le long des directions fortes d’anisotropie. Nous définissons
ensuite trois mesures de contrainte possibles pour calculer le tenseur de contrainte de
Cauchy. Ces mesures sont définies a partir de différents choix pour le cumul tensoriel des
incréments de contraintes.

5.2.1 Cinématiques envisagées

5.2.1.1 Modes de déformations et continua équivalents

Les modes de déformations d’un milieu a plusieurs directions d’anisotropie doivent
d’abord étre identifiés pour construire un MCEA-F. Il est commode de se les représenter
comme si le milieu anisotrope était 2D, c'est-a-dire comme s’il s’agissait d’un tissu avec
des meches trés extensibles. Cela permet d’illustrer notre propos dans le cas de deux
directions fortes d’anisotropie, mais les théories que nous allons développer restent
valables pour un milieu anisotrope 3D a trois directions fortes d’anisotropie. De plus, cette
approche permet de retrouver la formulation de membranes tissées de Boisse et al.
récemment utilisée dans [BOI04] et [HIVO02].
Dans le cas 2D, nous avons trois modes de déformations possibles :
= La traction/compression dans les directions fortes d’anisotropie, générant des
contraintes uniquement dans les directions fortes d’anisotropie.
= La rotation d’une direction forte d’anisotropie par rapport a 1’autre, sans

allongement dans ces directions. Puisque par hypothése nous négligeons tous les

autres efforts autres que ceux de traction/compression dans les directions fortes

d’anisotropie, ce mode de déformation ne génére pas de contraintes.
La difficulté¢ est de choisir maintenant un « support » continu, ou continuum équivalent,
pour le milieu anisotrope ou seront définis les tenseurs de déformation € et de contrainte G.
En voyant le milieu anisotrope comme un tissu, nous pouvons choisir comme support la
Cellule Elémentaire Représentative, définie par 1’élément de matiére naturel, ou, pourquoi
pas, I’élément de matiére dual dont les faces sont orthogonales aux meéches. Nous avons
représenté ces deux situations sur la Figure 5-6 ou le tissu est soumis a une tension Ty le
long de la premiere meéche et une tension T, le long de la deuxiéme meche. Les tensions
sont définies classiquement comme les intégrales de surface des contraintes normales aux
sections des meches. Le probléme est de préciser la tensorialité de ces contraintes normales.
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A priori, la cinématique la plus adéquate pour construire un MCEA-F est celle de 1’¢lément
de matiere naturel. En effet, les extrémités des méches sont toujours au milieu des faces de
cet ¢lément (Figure 5-7), ce qui n’est pas le cas sur I’¢lément de matic¢re dual (Figure 5-8).
Dans ce dernier cas, il est logique de s’attendre a un tenseur de contraintes non-symétrique
si ce dernier doit modéliser les tensions du milieu anisotrope.

¥ R

Figure 5-6 : Deux descriptions possibles de milieu continu équivalent anisotrope

Figure 5-8 : Tension dans la premiére direction forte d’anisotropie sur 1’élément de matiére dual
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5.2.1.2 Transformations normées des segments et des normales

Il est nécessaire de cumuler les incréments de déformations dans des bases normées, mais
pas forcement orthogonales. En effet, un observateur qui s’allongerait avec le solide ne
mesurerait pas les longueurs et les angles avec les mémes outils qu’a I’instant précédent, et
les incréments de déformations cumulés perdraient leur signification géométrique dans un
tel référentiel. Un bon référentiel pour le cumul tensoriel des incréments de déformations
doit donc étre défini par une base normée. Les déformations étant de nature covariante,
cela se traduit par un tenseur métrique fondamental de diagonale unitaire. En effet, la
métrique définit la maniére de mesurer les longueurs et les angles localement.

En conséquence, nous proposons de construire une mesure de déformation a partir de
I’intégrale du tenseur taux de déformation D dans des référentiels non-rigides définis par le
champ de tenseurs F, (Figure 5-9). Ce champ est défini plus bas par (5.29). Nous
appellerons le solide suiveur généré « solide suiveur matériel normé ». Il dépend de la
configuration initiale puisqu’il conserve la norme (unitaire) d’un triplet de vecteurs définis
initialement.

n

LR

Figure 5-9 : Solide suiveur matériel (non-normé sur la figure)

Afin d’orienter localement les directions fortes d’anisotropie dans la configuration initiale,
nous avions introduit la notion d’orientation initiale aux chapitres précédents. Cela consiste
en la définition d’un champ de tenseurs O orientant a partir de la base globale {G} un
ensemble de bases locales OND {e’}, constituant un ensemble de référentiels euclidiens
positionnés par rapport au référentiel global. Dans ce chapitre, les directions fortes
d’anisotropie sont actualisées par D’affinité matérielle normée F,. Elles sont donc
modélisées a I’instant t par la base covariante normée. Cette base est définie par :

g, =F-¢ telque g, = S (5.29)

e Ve

Cette transformation déforme le triplet de vecteurs défini par I’orientation initiale comme F
tout en les gardant unitaires. Nous appelons I’affinité F, la « transformation normée des
segments ».

Les composantes de F,, se calculent donc a partir de celles de F et du tenseur métrique
fondamental g. En projection dans la base mixte, nous avons :

F=FG, ®9? et F =F;G, ®9?
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D’apres (5.29), il vient :

(sans sommation) (5.30)

_ i
nij —

g

D’aprés 5.1.1.5, il existe une transformation duale qui convecte les normales (qui ne seront
pas unitaires !). Elle est définie par :

g, =F "¢ telque g, g’ =5/ (5.31)

1

Figure 5-10 : Base covariante normée et duale, base contravariante normée et duale

Comme les normales (5.31) sur les faces de 1’élément de matiére ne sont pas normées,
nous pouvons introduire une nouvelle affinité qui conserve la norme unitaire des normales.
Ces normales unitaires forment la base contravariante normée et sont définies par :

tel que g“i _ £ S

=T ii
] Ve
Cette transformation déforme les vecteurs définis par 1’orientation initiale comme F' en
conservant leurs normes unitaires.

Les composantes de F™" se calculent donc 4 partir de celles de F™' et du tenseur métrique
. ;-1 . . .
conjugué g~ . En projection dans la base mixte, nous avons :

F'=F',G®¢ et I =F",G ®¢

D’apres (5.32), il vient :

ni T 0
g =F ¢

(5.32)
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anT” — ij . )

i \/g (sans sommation) (5.33)
La transformation duale qui convecte les segments est alors définie par :
g =F="~§? tel que gi-gj=8ij (5.34)

—_—1

Nous appelons I’affinité F" la « transformation normée des normales ».
Remarque : A I’instant initial, toutes les bases sont confondues avec {e"} et nous avons :
F=F=F"=F =1

Sur la Figure 5-10, nous avons représenté sur les deux éléments de matiere duaux les bases
définies par (5.29), (5.31), (5.32) et (5.34).

5.2.1.3 Transports affines associés a la transformation normée des segments

Comme pour I’affinité F, il possible de définir le transport 2 fois covariant associé a Fy, :
T.(D)=F,"-D-F" < T,'(D)=F, ' -D-F (5.35)

Le transport matériel dual de (5.35), 2 fois contravariant, est :

T°°n(c=;):Fn .g.FnT A Tocn_l(g)an71 .g'FniT (536)

Ces transports affines ont les mémes propriétés que les transports matériels du 5.1.1.4, il
faut juste remplacer la base covariante par la base covariante normée et la base
contravariante par la base duale de la base covariante normée :

o>l o {g)-{e]

De plus, la base initiale est orthogonale et est définie par 1’orientation initiale O :

(¢}={o}=(c

5.2.1.4 Mesure de déformation dans le solide suiveur matériel normé

Nous cherchons a construire une mesure de déformation eulérienne qui nous donne les
déformations logarithmiques dans les directions fortes d’anisotropie. Nous définissons le
tenseur de déformation par ce que nous appelons I’intégrale de Lie 2 fois covariante
normée. Elle est définie a partir de (5.27) en prenant le transport matériel 2 fois covariant
normé défini par (5.35) :

e=S.,(D)=T., ( [[T."(D) dt) =F, " ( [,E"-DE, dt)-Fnl (5.37)

Les composantes physiques sont celles lues dans le solide suiveur matériel normé. Nous
cherchons a évaluer la projection suivante :

gzsnijg_ni(@g_nj (5.38)

D’aprés (5.28), la projection de (5.37) dans la base duale de la base covariante normée
s’écrit :

[2]{&;} - Lt [Bj{g“o} dt (5.39)
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Il faut donc analyser les composantes de D associées a la projection suivante :

— i ]
D=D,g, ®g, (5.40)
D’apres (5.38) et (5.39), nous avons donc :
g &8 =8nﬂ=J'0tDnii dt (5.41)
Prenons un segment matériel de longueur l; dans la iéme direction forte d’anisotropie :
L,=lg, (5.42)

D’apres le chapitre 3, les composantes diagonales de D nous donnent les dérivées des
logarithmes des longueurs des segments orientés dans les directions fortes d’anisotropie.
En prenant le segment défini par (5.42) :

gn.~2~gn.=%Ln(li)=Dnii (5.43)
En injectant (5.43) dans (5.41), il vient :
td I,
€ = OaLn(li) dt:Ln(o_lij (544)
C'est-a-dire :
t
l i
sniian(k(g_ni)) avec k(g_ni):o—li (5.45)

Le tenseur de déformation défini par (5.37) permet d’obtenir les déformations
logarithmiques dans les directions fortes d’anisotropie, c'est-a-dire les logarithmes des
¢élongations dans ces directions.

Les composantes physiques du tenseur de déformation étant covariantes dans la base
tensorielle duale de la base tensorielle covariante normée, il se convecte avec la matiére
par un transport affine de type (5.35). Si, sur un intervalle de temps [t,t+At], seul le mode
de déformation de rotation entre les directions fortes d’anisotropie est actif, le tenseur de
déformation a I’instant t+At est donné par :

+A
t+At£= t tToon(tg) (546)
t
D’aprés (5.35), ’expression du transport affine entre les deux instants est donné par :
+A
t tTwn(tg)=AFn‘T & AF, " (5.47)

t

Les incréments de (5.47) sont définis de manic¢re analogue a ce que nous faisions au
chapitre 3. L’incrément de F, entre t et t+At s’écrit :

AF, =""F .'F~ (5.48)

De (5.48) nous déduisons :
AF T = tAp T, tFnT ot AFn_l _ tFn g -l (5.49)

n n n

Montrons maintenant que (5.46) permet de convecter les déformations dans les directions
fortes d’anisotropie :

t+AL  tHAt thAL  tear AL T (¢ t+At
. €8y, N oon n
—_1 = —1 P —_—

t

En injectant (5.47), nous avons :
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n:

—_1

gnt+At . Toon ( tg)'gn:+At _ gniwAt .AF -T tE_AFn -1 g t+At

— AF -1 g tc+At . tg'AFn_l 'gnt+At

:Ln(k(g_n:))

Nous retrouvons bien les déformations logarithmiques dans les directions fortes
d’anisotropie.

Remarque : La mesure de déformation étant introduite a partir de ’intégrale de Lie 2 fois

covariante normée pour les segments de D, il en découle que D est vu comme la dérivée de
Lie 2 fois covariante normée pour les segments de € :

D-L.,(g)=T., (T (g)) =grL, greel, avee L,=FF’

5.2.2 Mesures de contrainte

5.2.2.1 Loi de comportement hypo-élastique

La loi de comportement que nous choisissons généralise celle proposée au chapitre 3 en
faisant intervenir une dérivée affine. Nous 1’écrivons pour le moment :

L(g)=C:D (5.50)

La variance de I’opérateur de dérivation reste a préciser. Le choix de la dérivée affine
dépend du ou des transports affines intervenant dans 1’actualisation des normales et des
forces. Nous proposons trois formulations dans ce paragraphe. Dans tous les cas, la matrice
du tenseur de comportement est connue a chaque instant et se réduit a trois modules
d’Young qui correspondent aux raideurs dans les directions fortes d’anisotropie. Dans une
base B, qui reste a préciser, nous avons :

EE 0 0 0 0 0
0O E, 0 0 0 0
0 0 E, 0 0 0

M - (5.51)
= |0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

La base B dépend de la maniére dont se convecte 6. En effet, nous écrivons la loi de
comportement dans des bases qui correspondent aux composantes physiques directement
interprétables. La base tensorielle du tenseur de déformation ou ses composantes
diagonales représentent les logarithmes des ¢élongations dans les directions fortes
d’anisotropie est définie au 5.2.1.4. La base tensorielle du tenseur des contraintes ou les
composantes diagonales représentent les contraintes de traction/compression dans les
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directions fortes d’anisotropie reste a définir. C’est ce que nous allons faire par la suite
dans trois cas. Les bases B obtenues seront :
* Pour la formulation du MCEA-F naturel :

B={g, ®g, ®g, ®g,}
* Pour la formulation du MCEA-F naturel modifié :
B={g,.®g" ®g, ®g,.}
* Pour la formulation du MCEA-F dual :
B={g, ®g, ®g, ®cg,.}|
Remarque : comme au chapitre 3 avec le transport rotationnel d’ordre 4, il est certainement

possible de définir des transports affines d’ordre 4 pour exprimer tensoriellement la
convection du tenseur de comportement C dans les trois cas.

5.2.2.2 Cumul tensoriel des contraintes sur 1’élément de matiére naturel

Puisque le transport choisi pour les taux de déformation D et les déformations € est le
transport affine (5.35), nous pouvons choisir comme transport affine pour les contraintes le
transport dual (5.36). Avec ce choix, la densité volumique d’énergie est automatiquement
conservée quand les tensions restent constantes sur 1’élément de matiere naturel qui se
cisaille (d’apres 5.1.1.5), c'est-a-dire quand les tenseurs € et ¢ sont convectés dans la
transformation normée des segments F,. Ce résultat est physiquement satisfaisant,
I’énergie totale étant uniquement la somme des énergies de tensions dans les meches
([BOI9T)).

Dans ce cas, la projection de 6 que nous allons calculer est faite dans la base tensorielle
covariante normeée :

gzsﬂ&i@)&j (5.52)

La dérivée affine de & est donc :

L, (g)=T", (T“nl(c)j =o-L,-0-o'L," avec L =E-E" (553

En conséquence, la projection connue du tenseur de comportement est :
g:Ciﬂdg_ni(>9g_nj(>§g_nk®g_n1 (5.54)

Les déformations étant données par (5.45), les seules contraintes non-nulles de (5.52) sont
donc :

i
c,=E¢

i~ nii

(sans sommation) (5.55)

Les vecteurs contraintes exercés sur les faces de 1’élément de mati€re naturel sont :
k i k) _ ik
S8 =Onks, g_“Jg_“ =0n 8y,

Or d’apres (5.55) il n’y a que des contraintes de traction/compression dans les meches,
d’ou :

o8, = o &, (sans sommation) (5.56)

La relation (5.56) signifie qu’en appliquant les normales non-normées (5.31) de 1’é1ément
de mati¢re naturel au tenseur o (5.52), nous trouvons les contraintes (5.55) dans les
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directions fortes d’anisotropie. Cela est satisfaisant, a I’exception du fait que les normales
ne soient pas normées, ce qui rentre en contradiction avec la définition euclidienne du
tenseur de Cauchy.

Cependant, cette formulation, que nous appelons le MCEA-F naturel, permet de
généraliser le MCEO-F du chapitre 4. Dans le cas d’une seule direction forte d’anisotropie,
nous n’avons qu’un seul module d’Young non nul. Dans la théorie du MCEO-F, cette
direction est toujours la premiere. Le vecteur contrainte, dans cette direction, s’exerce alors
sur la face orthogonale a la direction forte d’anisotropie puisque le MCEO-F est une
théorie construite dans le cadre euclidien. Sur les faces orientées par les normales unitaires
confondues avec la base covariante normée et en introduisant le tenseur métrique
fondamental du solide suiveur matériel normé, nous avons :

0 8, =08, ®8y | 8, =008 (808, )= BiOlE,  (55D)

Or d’aprés (5.55) il n’y a que des contraintes contravariantes diagonales qui soient non-
nulles. (5.57) devient :

68, =008, (5.58)

Dans le cas ou le MCEA-F naturel n’a qu’une seule direction forte d’anisotropie orientée
par le ieme vecteur de la base covariante normée, (5.58) devient :

S8, = gmkcrg&i (sans sommation) (5.59)

Les composantes diagonales de la métrique sont unitaires puisqu’elle est associée au

référentiel affine défini par la base covariante normée, nous avons donc sur la face
orthogonale a la direction forte d’anisotropie :

G-g =g.o.g =c'g (sans sommation) (5.60)
Nous trouvons que la contrainte 2 fois contravariante est aussi la contrainte normale a la
face orthogonale a la direction forte d’anisotropie ! Cela est dii a I’égalité de la ieéme
contrainte contravariante diagonale avec la iéme contrainte covariante diagonale car
d’apres la définition des composantes covariantes de o et de (5.60) :

gn- ggn :Gnii :Glr:
Nous venons donc de démontrer que le MCEA-F naturel généralise le MCEO-F, ce qui est
un argument supplémentaire en faveur de cette théorie.

Enfin, il est important de détailler la formule de passage de la base tensorielle convectée a
la base globale pour pouvoir comparer cette mesure de contrainte a d’autres. D’apres (5.14)
et dans le cas du transport affine 2 fois contravariant défini par (5.36), nous avons :

[gj{gm} = [T=1(g)l} (5.61)

Or d’apres (5.36), nous avons en projection :

{Ll(g)}{en} - [il }{co%} [2]{6} [iT J{G@&)} (5.62)

En injectant (5.61) dans (5.62), nous obtenons la relation de changement de base :

[glG} B [ilc@&} [g]{gm} [iT}{é‘@G} (5.63)
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5.2.2.3 Cumul tensoriel des contraintes sur I’élément de matiére naturel avec des
normales unitaires

La mesure de contrainte du MCEA-F naturel fonctionne avec des normales non-unitaires,
duales de la base covariante normée. Nous proposons ici de construire une mesure de
contrainte sur I’élément de matiere naturel qui fonctionne avec des normales unitaires.
Pour cela, nous devons définir un nouveau transport :

T(g)=F-oF o T7'(g)=E" cF" (5.64)

Ce transport convecte le tenseur de contrainte dans une base mixte :
_ ~ij 0 0 oo _E [xia0 0) gnT
0=6,¢ ®¢ = T, (2) =k (Gngi ®¢; ) E

=ag((Fn-g?)®g?)~F=“T

0
J

I

SN—

-3 (F, ¢ )@ (F-
=5,2,, ®¢g",

Dans ce cas, la projection de 6 que nous allons calculer est faite dans la base tensorielle
covariante mixte :

gz&ﬂ&i(@g_“j (5.65)
La dérivée affine de ¢ est donc :
~ ~ ) . Ln = 1:Fn Ty B
L (o)=T; (T . (9)) =o-L,-o-g'L' avec {— T =  (5.66)
— — o= Ln _ .n n’1
En conséquence, la projection connue du tenseur de comportement est :
g:éﬁklg_nicagj@&k@&l (5.67)

Les déformations étant données par (5.45), les seules contraintes non-nulles de (5.65) sont
donc :

'=Eg

n i~ nii

(sans sommation) (5.68)

Les vecteurs contraintes exercés sur les faces de I’élément de matiére naturel sont :
kK~ n nk) _ ~ik
S8 =98y, (g_J = )_ On &,

Or d’apres (5.68) il n’y a que des contraintes de traction/compression dans les meches,
d’ou :

c-g' Co gk g, (sans sommation) (5.69)

La relation (5.69) signifie qu’en appliquant les normales unitaires (5.32) de 1’élément de
matiere naturel au tenseur ¢ (5.65), nous trouvons les contraintes (5.68) dans les directions
fortes d’anisotropie. Nous venons de construire le MCEA-F naturel modifié qui corrige le
défaut du MCEA-F naturel qui ne fonctionnait pas avec des normales unitaires. Néanmoins,
I’énergie volumique de déformation n’est plus conservée avec la mesure de déformation
définie au 5.2.1.4. et le MCEO-F n’est plus un cas particulier de cette mesure de contrainte.
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Enfin, la formule de passage de la base tensorielle convectée a la base globale est donnée

} (5.70)
<)
Or, d’apres (5.64), nous avons en projection :
te)] o[n ], (e[
[ . (9) L= J{¢eq) [g]{G} = Jcec

o)

avec ’aide du transport (5.64). Nous avons :
_| Aot
(o], = T2

(5.71)

)

En injectant (5.70) dans (5.71), nous obtenons la relation de changement de base :
nT

[G]{gngébg“n} [F= J{&@G} (5.72)

o) = [i:{a(ae“}

5.2.2.4 Cumul tensoriel des contraintes sur I’élément de matiére dual
I1 est aussi possible de définir une mesure de contrainte sur 1’élément de matiére dual dont
les normales sont unitaires. Pour cela, nous devons définir un nouveau transport :
T,(c)=F ok o T,(g)=FE " cF (5.73)
Ce transport convecte le tenseur de contrainte dans une base mixte :
i 0 0 o i 0 0 -1
6=0,¢ ®c = T, (g) :i'(cn i& ®¢; )=n
=Gnl_]((Fn'g?)®9?) n71
= Gnij (Fn e?)®( n_T Q?)
i i
=0, jg_ﬂi ®g_ﬂ

Dans ce cas, la projection de o que nous allons calculer est faite dans la base tensorielle
(5.74)

mixte :
_ i j
S =6,y ®&

La dérivée affine de & est donc :
L.(9)-T. (1. (9))|-

En conséquence, la projection connue du tenseur de comportement est
ikl j
C=Cg, ®g,'®g, ®g,

=F.E7"  (5.75)

-L -oc+oc-L, avec

a

(5.76)

Les déformations étant données par (5.45), les seules contraintes non-nulles de (5.65) sont
(5.77)

donc :
i _ .
o, =E.g& . (sans sommation)

n i

Les vecteurs contraintes exercés sur les faces de 1’élément de matiere dual sont :
_ i j _ i
o8, =02 (8 8, )= 0,80,
Or d’apres (5.68) il n’y a que des contraintes de traction/compression dans les meches,

d’ou :
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S8, = Gnkkg_nk (sans sommation) (5.78)

La relation (5.78) signifie qu’en appliquant les normales normées de 1’¢lément de maticre
dual, c'est-a-dire les vecteurs de la base covariante normée (5.29), au tenseur o (5.74), nous
trouvons les contraintes (5.77) dans les directions fortes d’anisotropie. Nous venons de
construire le MCEA-F dual qui est une autre possibilité de formulation. Cependant, tout
comme le MCEA-F naturel modifié, 1’énergie volumique de déformation n’est plus
conservée, le MCEO-F n’est plus un cas particulier et, de plus, la mesure de contrainte ne
donne plus lieu a un tenseur symétrique (ce que nous illustrons au 5.3.2.6).

Enfin, la formule de passage de la base tensorielle convectée a la base globale est donnée
avec ’aide du transport (5.73), nous avons :

[EJ{gm@gno} = [Tzl(g)}{} (5.79)

Or d’apres (5.73), nous avons en projection :

[Toonzl(g)leo} - [i_] }{eo%} I:g}{e} |ii:|{G®eo} (5.80)

En injectant (5.79) dans (5.80), nous obtenons la relation de changement de base :

2] = [Q{G@O} [g]{gm@g;} EIL@G} (5.81)
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5.3 Solutions analybiques sur le test de glissement simple

Nous illustrons les théories précédemment proposées sur un test de référence : le
glissement simple, déja détaillé au chapitre 4. En calculant les solutions analytiques de
maniére analogue a ce que nous avions fait au chapitre 4, nous montrons que la théorie du
MCEA-F naturel généralise la théorie du MCEO-F précédemment développée. En effet,
dans le cas d’une direction forte d’anisotropie modélisée par un comportement a un seul
module d’Young, la mesure de contrainte du MCEA-F naturel est identique a celle du
MCEO-F. La mesure de déformation dans la direction forte d’anisotropie, égale au
logarithme de I’élongation, est également identique. Ces propriétés ont été vérifiées sur des
simulations numériques, mais nous ne les présentons pas car les résultats sont strictement
identiques a ceux obtenus avec le MCEO-F. Les autres mesures de contrainte provenant
des théories de MCEA-F naturel modifi¢ et dual sont également évaluées a titre d’exemple.
Nous pensons que ces développements mathématiques pourront servir de base de réflexion
dans la poursuite future d’études de théories de milieux fibreux a plusieurs directions fortes
d’anisotropie. A cet effet, nous avons mis a la disposition du lecteur les solutions
analytiques correspondantes dans le cas du test de traction simple en annexe 8.4.

5.3.1 Cinématique du glissement simple pour une orientation initiale
arbitraire

5.3.1.1 Tenseur gradient

La cinématique du glissement simple détaillée au §4.2.1 nous donne le gradient de la
transformation F duquel nous déduisons ses diverses formes (transposée, inverse, inverse-
transposée) :

I a 0 100

—_— T —
El,={0 1 0| et [E ]{G}_ a 10
00 1 00 1

(5.82)

100 I -a 0

-T | -1 _
E ]{G}_ a 1 0| et [F ]{G} 0 1 0
0 0 1 0 0 I

5.3.1.2 Transformations des segments et des normales

L’orientation initiale ¢étant définie au 4.2.3.1, la transformation des segments
(respectivement des normales) est donnée par les composantes de F (respectivement de F')
en base mixte.

» Affinité transformant les segments :
La matrice de F en base mixte est donné par :
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0|l cosO, -sinB, O

1 a
[EJ{G%O}:[E]{@ [Q:I{G}: 0 1 0} sin®, cosB, O
0 0 1 0 0 1
D’ou :

cos0,+asin@, -—sinO,+acosd, 0
':EiI{GGOeO} = sir:)@o co(s)eo (1) (5.83)

Les colonnes de (5.83) représentent les projections dans la base globale des segments,
orientés initialement par O, dans les directions fortes d’anisotropie (Figure 5-11).

» Affinité transformant les normales
La matrice de ' en base mixte se calcule de la méme maniére que celle de F :

1 0 OfcosB, —sinB, O
-T -T
I:E:I{G(%eo} = [E]{G} [2]{0} =l-a 1 0}|sin®, cosB, O

0 0 1 0 0 1
D’ou:
cos0, —sin0, 0
[E]é@eo} =|sin@,—-acosO, cosO,+asinf, 0O (5.84)
0 0 1

Figure 5-11 : Glissement simple d’un cube unitaire avec deux directions fortes d’anisotropie (orientées
initialement a 45° sur la figure)

5.3.1.3 Transformation normée des segments

La transformation normée des segments permet de définir la base covariante normée. Les
vecteurs de cette base sont unitaires mais non-orthogonaux :

[ ] [E]{G@aeo} [ﬂ{y} 1 COSGO-+gSineo (5.85)
_ _ sino, .
Rl I (RO e
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[E]{G&o} [9(2) ]{Co} { —sin0, +acos0,

- - 0, .
[g_nj{G} [E ey [Ei]w} J(acos®, —sind, )" + cos’ COZ o

[EJ{G@O} [Qg}{c‘)} B 0

[&3]{6} - —7=|0 (5.87)
I:E:I G®c’ [93} 0 1
foee'} L= Jfe)
La transformation normée des segments s’écrit donc en base mixte :
i cos0,+asin0, acos0,—sin0, 0_
\/(cos 0, +asin®,) +sin’ @, \/(a cos 0, —sinB, ) +cos’ O,
[FHJ - sin 0, : cos0, : 0 /(.88
=-laed] \/(cosﬁo +asin@,) +sin’ 6, \/(acoseo —sin6,)" +cos’ 6,
0 0 1
Les autres formes de la transformation normée des segments sont :
[ cos0,+asin0, sin 0, 0_
\/(cos 0, +asin@,) +sin’ @, \/(cos 0, +asin@,) +sin’ @,
[F Tj| _ acos0,—sin0, cos0, 0(5.89)
= e} \/(acos 0, —sin@, )’ +cos’ 6, \/(a cos 0, —sin 0, )’ +cos’ O,
0 0 1
i . 2 )
cos 90\/(cos 0, +asin®,) +sin’ 0,
[F 1} = —sineo\/(acosE)0 —sin®, )’ +cos’
= Jl’eq]
0

- i} (5.90)

(sinB, —acos 60)\/(cos 0, +asin@,)’ +sin’0, 0

cosO, +asin0 acosO, —sin0, ) +cos’0, 0
(cosB, +asinB, )y(acos6, —sind,) 0

0 1
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. 2 .
cos 60\/(cos 0, +asin®,) +sin’ 6,

|: J{ } ( ' O)\/( O aSineo) Sln 60
G®e’
O

—sin 90\/(a cos0, —sin0, )2 +cos’ 0, 0

(cos 6, +asin 90)\/(21 cos0, —sin0, )2 +cos’0, 0
0 1

Remarque : la iéme colonne de la matrice (5.91) est le iéme vecteur

(5.91)

de la base

contravariante duale de la base covariante normée. Ces vecteurs ne sont bien slr pas

normés. Nous rappelons qu’ils sont notés :

[g—“i ]{G}

5.3.1.4 Transformation normée des normales

La transformation normée des normales permet de définir la base contravariante normée.

Les vecteurs de cette base sont unitaires mais non-orthogonaux :

~ [E]{_GT@%O} [9?]{&} ) { cos 6,

[E]_T [910]{60} \/cos2 0, +(sin®, —acosH, )2 0

0 r s
e sin0,

‘ \/sin2 8, +(cos, +asin®, )’ 0

B n3} _ [E]{ic,@eo} [gg}{eo} _ 8
L {G} =T 0 1

[EJ{G®60} [93 :|{eo}

La transformation normée des normales s’écrit donc en base mixte :

|(IQ

sin®, —acos0, [(5.92)

[gnz} _ [ e’} — ! cos 0, +asin0, [(5.93)
{c} [

(5.94)

cos0, sin @,

\/cosz 0, +(sinB, —acos,)’ \/sin2 0, +(cosO, +asin®,)’
[F“ 4} _ sin®, —acos 6, cos0,+asin6,
{cee’] \/cosz 0, +(sinB, —acos,)’ \/sinz 0, +(cosB, +asin, )’

0 0

01| (5.95)

Les autres formes de la transformation normée des normales sont :
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cos0, sin0, —acos0,

\/1+a2 cos’ 0, —asin 20, \/l+a2 cos’ 0, —asin 20,

|:Fn —1} | sin@, cosf,+asinb,
= deq} \/1 +a’sin’ 0, +asin 20, \/1 +a’sin® 0, +asin 20,

0 0 1

0 |(5.96)

(cos 6, +asin 60)\/0052 0, +(sin®, —acos®, )’

|:—_ :|{ } ( COS 90 SiIl () )\/Si“z ()0 + (C()S ()O + aSH’l 90)
"®G 0
O

) (5.97)
sin 90\/0082 0, +(sin®, —acosh,)” 0

cos 60\/sin2 0, +(cosB, +asinf,)” 0

0 1

(cos 6, +asin 60)\/0052 0, +(sinB, —acosh, )’

[F=“]{G®eo} = sin 60\/0052 8, +(sinB, —acosh, )’
0

(acos®,—sin6 )\/sin29 +(cos 6, +asin® )2 O_ (79
0 0 0 0 0

cos 90\/sin2 0, +(cosf, +asin6, )’ 0

0 1

Remarque : la iéme colonne de la matrice (5.98) est le ieme vecteur de la base covariante
duale de la base contravariante normée. Ces vecteurs ne sont bien slir pas normés. Nous
rappelons qu’ils sont notés :
n
[g_il{G}

5.3.1.5 Taux de déformation dans la base covariante normeée

Afin de calculer la mesure de déformation dans la base covariante normée, nous devons
estimer sous I’intégrale le taux de déformation dans la base duale de la base covariante

normée ((5.39)) :
[Ej{g;} - Io [Qj{g;} dt

I1 se calcule par un changement de base de D :

[2}{,;;} = [5 ]{eo%} 2], [g{meo}
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D étant donné en base globale par (4.64), nous avons avec 1’aide de (5.88) et de (5.89) :

cos0,+asin0,

asin0, : 5
(cos6,+asin®,) +sin’ O,

| Lo
>acos20,+;aasin20,

\/(cos 0, +asin@,) +sin’ 0, \/(a cos 0, —sin@, )’ +cos* 0,

[Qj{g;} -

0
140520, +Laisin 20, N (5.99)
\/(cos 0, +asin0, )2 +sin’ 0, \/(a cos 0, —sin 0, )2 +cos’ 0,
dcosh, acos0,— si? 0, 0
(acos6,—sind,) +cos’ 6,
0 0

5.3.1.6 Mesure de déformation matérielle

La mesure de déformation est définie par I’intégrale de Lie 2 fois covariante de D par
rapport a la transformation normée des segments :

Nous cherchons a évaluer la projection de € dans la base duale de la base covariante
normee :

_ i j
£=¢€,g, ©g,

En usant des propriétés de I’intégration affine, nous avons :

[g]{gno} - [S (2)} . J, [2}{(5;} dt

Avec I’aide de (5.99), la matrice des déformations matérielles s’écrit :

8nll 8n12 0
[E}{go}: €2 Enn 0
0 0 O
Avec :
a cos0,+asin6
€. :J‘ sin6, : — da
0 . . 2
(cosB, +asin,) +sin’ 6,
a acos0, —sin0
€ =j cos 0 ) . da
n22 = ], 0 . 2 5
(acos®,—sin6,) +cos’ O,
e [ cos20, +asin 20, da
n2 — 2
0 . 2 . . 2
\/(cos€)0+asmeo) +sin’ 60\/(acoseo—sm60) +cos’ 0,

Intégrons ces équations pour obtenir explicitement les déformations matérielles. La
composante 12 de la déformation matérielle étant problématique a expliciter et inutile par
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la suite, nous ne travaillons que sur les composantes 11 et 22. Effectuons les changements
de variable ci-dessous :

X =cos0,+asin0,

y=acos0,—sin0,
L’¢lément différentiel da devient donc :

da— dx  dy

sin®, cosH,

= Lacomposante 11 de la déformation matérielle s’écrit alors :

cosB,+asin®, X dx cos6,+asinb, X

€11 = sin0, — = ———dx

cos x” +sin* 0, sin@, *cos% x* +sin’ 0,

Une primitive connue permet de finir le calcul :

| 2 . 2 cos 0 +asin 6,
8n11=[3Ln(x +sin 60)}

cos 6,
=1Ln ((cos 0, +asin®,) +sin’ @, —%L cos0,” +sin’ 0, )
= %Ln(sin2 0,a> +asin20, + 1)—%Ln( )
=1Ln (sin2 0,a° +asin 20, + 1)

= Lacomposante 22 de la déformation matérielle est :

acos0,—sinf, y dy _ J-acoseo—sine0 y

€ = cos0 = —
22 . 0 .
" Jesing y’ +cos’ 0, cos®, %y’ +cos’0,

dy

Une primitive connue permet de finir le calcul :
€0 = BLn(y2 +cos’ 0, )] N
—smb,

:%Ln((a cos 0, —sin0, )2 +cos’ (90)—%Ln(sin2 0, +cos 902)

acosf,—sinf,

=§Ln(cos2 0,2’ —asin 20, +1)

La mesure de déformation dans la base duale de la base covariante normée est donc :

%Ln(sin2 0,a> +asin 20, +1) €1 0
[g]{g} = €1 %Ln(cos2 0,2’ —asin 20, + 1) 0 {|(5.100)
0 0 0

Remarque : Conformément a ce qui est attendu au 5.2.1.4, les composantes diagonales sont
bien les déformations logarithmiques dans les trois directions fortes d’anisotropie.

5.3.2 Mesures de contrainte possibles

5.3.2.1 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel en base convectée

Dans cette théorie, le tenseur de comportement est connu dans une base tensorielle formée
exclusivement a partir de la base covariante normée (voir le 5.2.2.1). Sa matrice s’écrit :
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E, 0.0 0 0 0
0O E, 0 0 0 0
0 0 E, 0 0 0
[g} - (5.101)
=, |0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O]

Les contraintes qui sont évaluées directement a partir du comportement connu et des
déformations logarithimiques des directions fortes d’anisotropie sont alors contravariantes.
Comme C est constant, nous pouvons €crire avec la notation de Voigt :

[[g]{gm}} ) [g{gm} [[E]{gf}}

La colonne des contraintes est alors :

_Gnll_ _Elgnll_
anz E.e.n
33
o, | | O
[[g]{gm}:'_ G 2 - 0
0 0
o | L 0 ]

Sous la forme matricielle, le tenseur des contraintes de Cauchy est donc donné en base
covariante normée par :

%Ln(sin2 0,a’ +asin20, + 1) 0 0
— E2 2 2 .
[g]{gm} = 0 TLn(cos 0,a” —asin 20, +1) 01/(5.102)
0 0 0

5.3.2.2 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel modifié en base convectée

Dans cette théorie, le tenseur de comportement est connu dans une base tensorielle formée
a partir de la base covariante normée et de la base covariante duale de la base
contravariante normée (voir le 5.2.2.1). Sa matrice, identique a (5.101), s’écrit :

[Q} (5.103)
=g, 0" 02, ®g,.}
La matrice de o, identique a (5.102), s’écrit :

[2}{gm®g:} (5.104)

5.3.2.3 Mesure de contrainte du MCEA-F dual en base convectée

Dans cette théorie, le tenseur de comportement est connu dans une base tensorielle formée
a partir de la base covariante normée et de la base contravariante duale (voir le 5.2.2.1). Sa
matrice, identique a (5.101), s’écrit :
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[@} (5.105)
={g,.®¢, ®g,.0g,.|
La matrice de o, identique a (5.102), s’écrit :

(o] o] (5.106)

5.3.2.4 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel en base globale

D’apres (5.63), les composantes des contraintes en base globale sont données par :
CYll 012 O

[g:l{a}: G(;z 052 8 :[ilc} [g]{gm} [ET:LG}

Evaluons ces composantes a 1’aide de la matrice (5.102), de (5.88) et de (5.89). Nous
obtenons la matrice des contraintes en base globale :
* Pour la composante 11 :

. 2 i :
_ (cosGO+as1n60) TN (aCOSeo_Smeo) 6,2 (5.107)

. 2 . n . 2
(cosB, +asin®,) +sin’ 6, (acos®,—sin6,) +cos’ 6,

Gy

»  Pour la composante 22 :
_ S0, gy cos” 8, 5,2 (5.108)
(cos6,+asin6,) +sin’ 6, (acos®,—sin6,) +cos’ 6,

022

» Pour les composantes 12 et 21 :

cos0,+asin0,)sin 6 acos0,—sin0,)cosO
G, =G, = ( L 2) . 20 o'+ ( — g) 20 c,”  (5.109)
(cos6,+asin®,) +sin’ O, (acos®, —sin6,) +cos’ O,

Remarque : il est possible de vérifier que la relation tensorielle (5.56) est bien respectée en

calculant matriciellement : |
|:(=S:|{G} |:g—“l]{(}} - Gn“ [g—"i}{G}

Analysons deux cas particuliers d’orientations initiales :
» Orientation initiale a 0°

. a- a 0
_ 2
[glG}——z(lﬁaz)Ln(a +1)_a (1) 8_ (5.110)
= Orientation initiale a 90°
. (2> a 0]
| =——-"1—In(a’+1)ja 1 0 (5.111)
[—}{G} 2(1+a2) ( )0 0 0

L’expression (5.111) est identique a (5.110), au module d’Young pres.
Analysons le cas particulier d’une orientation initiale quelconque avec un comportement a

une direction forte d’anisotropie dans la premicre direction covariante. Dans ce cas, E>=0.
Nous avons :
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1 E (cos6, +asin90)2

o, =— Ln(sin’6,a”> +asin20, +1 (5.112)
. 2 (cos, +asin®, )’ +sin’ @, ( ’ ’ )
. 2
o, 1 £, sin 92 Ln(sin2 60a2+asin290+1) (5.113)
. )
2 (cosB,+asin6,) +sin’ 6,
E 0, +asinB,)sin 0
o, =0, =+ 1(c0s0, +asinb, )sind, Ln(sin>0,a> +asin26, +1) (5.114)

2 (cos, +asin®, )’ +sin’ 6,

Nous retrouvons les composantes du MCEO-F en constatant 1’identité¢ entre (5.112) et
(4.83), (5.113) et (4.84), (5.114) et (4.85).

5.3.2.5 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel modifié en base globale

D’aprés (5.72), les composantes des contraintes en base globale sont données par :

6, o, 0
[g]{c} =02 on 0= [i}{c@eﬂ} [g]{gn@g"u} [QT J{é’@c}
0O 0 0

Evaluons ces composantes a 1’aide de la matrice (5.102), de (5.88) et de (5.97). Nous
obtenons la matrice des contraintes en base globale :
»  Pour la composante 11 :

\/cos2 0, +(sin®, —acos®, )’

G, = (cos®, +asin®,) &,"
. 2 )
\/(cose0 +asin6,) +sin’ 6,
(5.115)
sin® 0, +(cos0, +asin0, )’
+\/ o + (0036, - ) acosf, —sin6,)’ 5,2
\/(a cosf, —sin6,)" +cos’ O,
* Pour la composante 22 :
\/(sineo—acoseo)2+coszeo a1
G, = = sin” 0,6,
\/(cos 0, +asin®,) +sin’ 0,
(5.116)
cos0, +asin0,)’ +sin’0
+ \/( 2 0)2 L cos?0,5,%
\/(a cosO, —sin 6, )" +cos’ 6,
»  Pour les composantes 12 et 21 :
sin®, —acos0,)’ +cos’ O
G, =0, = \/( 0 0)2 = (cos 6, +asin0,)sin0,5,"
\/(cos 0, +asin®,) +sin’ 6,
(5.117)

\/(cos 0, +asin0, )2 +sin® 0,
\/(a cos 0, —sin 0, )’ +cos’ 6,

Remarque : il est possible de vérifier que la relation tensorielle (5.69) est bien respectée en

calculant matriciellement :
[g]{G} |:g— :|{G} = On |:g—“1:|{G}

+

. ~ 22
acos 6, —sin@,)cos 0,5,
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Analysons deux cas particuliers d’orientations initiales :

= QOrientation initiale a 0°
2

a a
(o] =LLn(a2+1) a 1 0 (5.118)
=19 2144’ 0 0
= Qrientation initiale a 90°
a’ a
El 2
G| =————=Ln(a"+1) a 1 (5.119)
[—]{G} 241+a’ (a+1) 0

Méme conclusion que pour (5.110) et (5.111).

5.3.2.6 Mesure de contrainte du MCEA-F dual en base globale

D’aprés (5.81), les composantes des contraintes en base globale sont données par :
G] 1 612 0
_ _ -1
[g]{G} =0 Oon 01= [i}{%e“} [g]{g"°®gn°} [i Le“@G}
0O 0 O
Evaluons ces composantes a 1’aide de la matrice (5.102), de (5.88) et de (5.90). Nous
obtenons la matrice des contraintes en base globale :

* Pour la composante 11 :
o), =(cosB, +asin@,)cosB,c ' +(sin®, —acos6,)sin6,c,% (5.120)
»  Pour la composante 22 :
0,, =(sin6, —acosO, )sin6,c,', +(cosB, +asin6,)cos,c,%, (5.121)
*  Pour la composantes 12 :
o,, =(cos 6, +asin6,)(sin6, —acosh, )(cnll -c,% ) (5.122)
*  Pour la composantes 21 :

in 20
G, = sz 2(c,)~5,%) (5.123)

Remarque : il est possible de vérifier que la relation tensorielle (5.78) est bien respectée en

calculant matriciellement :
|:c=$:|{c,} [g_nl ]{G} - Gnli [&1 j|{c,}

Analysons deux cas particuliers d’orientations initiales :
* Orientation initiale a 0°

(5.124)

1
lla
=
N2

Il

&
-
=
—
o

(i8]
+
[
N—
o O O
S = @
o O O

=  QOrientation initiale a 90°
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0 a O
[g]{G}:%Ln(a2+l) 01 0 (5.125)
000

Dans cette théorie, le tenseur des contraintes n’est plus symétrique.
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5.4 Simulations numériques utilisant ln théorie du MCEA-F naturel

Le MCEA-F naturel nous semble étre une théorie apte a modéliser des milieux continus
3D a trois directions fortes d’anisotropie, comme cela pourrait étre le cas des méches
fibreuses. De plus, cette théorie trouve une application particuliérement intéressante dans
le cas des milieux 2D a deux directions fortes d’anisotropie : la simulation de la mise en
forme. Nous proposons donc d’illustrer le potentiel du MCEA-F naturel, d’une part, sur le
calcul du modele éléments finis de la maille tricotée 3D et, d’autre part, sur un test de
formage classique : le dome hémisphérique ([BLA95], [BOI95], [CHEY%4]).

5.4.1 Application au modéle 3D de la maille tricotée

5.4.1.1 Cas traités

Nous proposons deux calculs sur le modele 3D éléments finis de tricot utilisant le MCEA-
F naturel a la place du MCEO-GN et du MCEO-F :
= Le premier cas reprend les caractéristiques matériaux permettant de caler le
MCEO-GN sur les courbes expérimentales au chapitre 2. Il correspond au calcul
nommé GN 1 au chapitre 4.
= Le second cas reprend les caractéristiques matériaux permettant de caler le MCEO-
F sur les courbes expérimentales au chapitre 4. Il correspond au calcul nommé F_2
au chapitre 4.
Remarque : Les détails relatifs a I’implémentation du MCEA-F naturel dans le code de
calcul sont donnés au sous-paragraphe suivant concernant la simulation du formage.

5.4.1.2 Courbes force-déplacement

Dans le premier cas, le MCEA-F naturel montre une tendance intermédiaire entre le
modele d’Abaqus/Explicit (le MCEO-GN) et le MCEO-F (Figure 5-12). Cependant, le
MCEA-F naturel, tout comme le MCEO-F, ne présente pas de perte de rigidité.

140

gl G / [
120 Haut MCEOF 60 +— ——Droite MCEOF

— - =Haut MCEAF Naturel /_/ — - -Droite MCEAF Naturel
100 50

F ()
4
F (1)

0 002 004 0.06 0.08 01 0.12 014 0.16 018 02 0 0,05 (] 018 0z 0.25 03
U (mm) U (mm)

Figure 5-12 : Courbes sur la CER dans le cas 1 (MCEO-GN recalé du chapitre 2)

Dans le second cas, le MCEA-F donne les mémes rigidités asymptotiques que le MCEO-F
mais présente un décalage encore plus important par rapport aux courbes expérimentales
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(Figure 5-13). De plus, I’amplitude de ce décalage est différent entre les courbes sur le haut
et la droite de la CER.

25.00 25.00

~
/
— - = Haut MCEA-F Naturel S — - =Droite MCEA-F Naturel
20,00 20,00
Haut MCEO-F 7 Draite MGEO-F
!
15.00 ? 15.00

10.00

F (M)
.
f
F )
=
~
~
~
<

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 010 012 014 016 018 020 0.00 005 010 015 0.20 025 030
U (mm) VU (mm)

Figure 5-13 : Courbes sur la CER dans le cas 2 (MCEO-F recalé du chapitre 4)

Ces résultats montrent que le MCEA-F naturel est un modele cohérent avec le MCEO-F et
souligne I’incidence du choix de 1’évolution des directions transverses.

5.4.2 Définition du test du dome hémisphérique

5.4.2.1 Mise en donnée

La mise en forme est ici un emboutissage sans serre-flanc faisant intervenir les picces
suivantes :

e Une matrice circulaire creuse de rayon 100mm.

e Un poingon hémisphérique de rayon 99mm.

e Un flanc carré, centré sur la matrice, de 400mm par 400mm et d’épaisseur 1mm.
Un frottement coulombien de 0,3 est pris en compte entre ces divers ¢léments.
Le code de calcul utilisé est toujours Abaqus/Explicit. Les éléments choisis sont des
membranes bi-lin€aires a quatre nceuds sous-intégrées (¢léments M3D4R) avec un contrdle
de modes a énergie nulle. Comme pour les éléments 3D, il est possible d’orienter
initialement le comportement. Dans Abaqus/Explicit, I’actualisation est faite par défaut
pour les éléments M3D4R dans le solide suiveur de Green-Naghdi : les directions fortes
d’anisotropie restent donc orthogonales et tournent avec la rotation locale moyenne des
segments. Il faut donc, a I’instar de notre précédent travail pour le MCEO-F, implémenter
le MCEA-F dans le code de calcul de maniére a corriger la formulation de Green-Naghdi
(MCEO-GN). Cela est fait avec 1’aide d’une routine utilisateur de type VUMAT avec
exactement le méme algorithme que la routine utilisateur proposée au chapitre 4 pour le
MCEO-F. Les modifications a apporter sont :

e Le remplacement de la matrice de la rotation matérielle par la matrice de la

transformation normée des segments :

(8] gouy < [FJ - (5.126)

e L’effacement de la partie concernant le stockage de I’orientation initiale, rendue
inutile par (5.126).

e La mise a zéro de toutes les composantes hors du plan des tenseurs. En effet, les
membranes ne sont définies que par une cinématique dans leur plan.
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5.4.2.2 Cas étudiés

C’est le comportement que nous changeons pour étudier le MCEA-F naturel. Tous les
calculs sont donc effectués avec le méme maillage. Seuls un ou deux modules d’Young de
10° MPa sont considérés et il n’y a aucune rigidité de cisaillement. Dans le premier cas, le
flanc n’a qu’une direction forte d’anisotropie. Dans le second cas, le flanc a deux
directions fortes d’anisotropie. De plus, nous simulons le formage pour plusieurs
orientations initiales :

e Cas1:0°et90°.

o (Cas?2:0°/90° et 45°/-45°.
Nous comparons également sur le cas 45°/-45° les déformées obtenues avec la formulation
standard de Green-Naghdi de 1’¢lément M3D4R et notre formulation.

5.4.3 Application au test de formage : déformées du flanc

5.4.3.1 Flanc a une direction forte d’anisotropie

Dans le cas ou le tenseur de comportement se réduit a un module d’Young associé¢ a une
direction forte d’anisotropie, nous obtenons les déformées sur la Figure 5-14. Les résultats
sont conformes a ce qui est attendu: le flanc glisse beaucoup dans la direction
d’anisotropie forte et se déforme dans la direction orthogonale sans avoir besoin de glisser.
De plus, la symétrie de la déformée entre les cas a 0° et 90° montre que le modele est
cohérent. Cela conforte le fait que le MCEA-F donne des résultats physiques dans le cas
d’une seule direction forte d’anisotropie.

T T

1T
T

-
7

Figure 5-14 : Déformées obtenues avec le MCEA-F naturel pour des directions fortes d’anisotropie
initiales a 0° (a gauche) et 90° (a droite)

5.4.3.2 Flanc a deux directions fortes d’anisotropie

Dans le cas ou le tenseur de comportement est formé a partir de deux modules d’Young
identiques associés a deux directions fortes d’anisotropie, nous obtenons :
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e [a déformée sur la Figure 5-15 dans le cas d’une orientation initiale a 0°. Le
résultat est conforme a 1’expérience.

e La déformée sur la Figure 5-16 dans le cas d’une orientation initiale a 45°. Notre
modele donne des résultats comparables a 1’élément fini de membrane d’Abaqus
M3D4R utilisant la formulation de Green-Naghdi (MCEO-GN détaill¢ au chapitre
4). Cela est cohérent avec le fait que les méthodes géométriques décrivent
également cette transformation avec succes dans le cas des tissus équilibrés.
Cependant, des instabilités numériques apparaissent avec le MCEO-GN, ce qui
n’est pas le cas du MCEA-F naturel.

Figure 5-15 : Déformées pour des directions fortes d’anisotropie initiales a 0°/90° obtenues
expérimentalement (2 gauche) et avec le MCEA-F naturel (a droite)

Figure 5-16 : Déformées pour des directions fortes d’anisotropie initiales a 45°/-45° obtenues avec la
membrane M3D4R (4 gauche) et avec le MCEA-F naturel (a droite)

Ces résultats montrent que le MCEA-F naturel semble étre un modele prometteur pour
modéliser les milieux anisotropes discrets.
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6.4 Conclusion générale
N4

La modélisation, en particulier I’analyse mécanique, des textiles techniques est un
sujet de recherche actuel. Les difficultés qui en découlent, aussi bien théoriques
qu’expérimentales, ne sont pas des moindres. Cela provient du fait que les textiles sont des
structures hétérogénes a la géométrie et a 1’anisotropie évolutives. A 1’heure actuelle, il
n’est pas encore possible de modéliser les détails, a toutes les échelles, de telles structures
et nous sommes contraints de trouver des milieux continus équivalents. L’objectif reste de
construire des théories simplifiées ayant des capacités prédictives, et pas seulement
descriptives. C’est ce que nous avons fait a 1’échelle mésoscopique pour modéliser des
meches fibreuses courbes.

Nous avons commencé par mettre en évidence les spécificités des renforts tricotés et nous
avons dress€ un état de ’art de la modélisation des textiles techniques. Il en est ressorti
qu’il n’existe, a notre connaissance, aucun modele mésoscopique de tricot en grandes
transformations. En inscrivant notre travail dans la continuit¢ de celui initié par le
Laboratoire de Mécanique des Systémes et des Procédés sur les tissus, nous avons alors
choisi de mettre en place un tel modele afin d’effectuer une caractérisation numérique du
comportement de la structure a 1’échelle macroscopique. Pour cela, les hypothéses
primordiales de modélisation et la structure tricotée industrielle étudiée ont été détaillées.
Au chapitre 2, nous avons construit un modele géométrique de tricot capable de supporter
un mode¢le éléments finis adéquat. Les simulations effectuées montrent alors qu’il n’est
possible de recaler le modéle éléments finis*> que dans un domaine de validité restreint. En
effet, les surfaces de tensions numériques présentent une perte de rigidité fictive liée a la
formulation de Green-Naghdi, inhérente au code de calcul utilisée. Il a fallu remédier a ce
probléme en trouvant ses causes et en proposant une nouvelle formulation. Pour y parvenir,
un retour aux sources théoriques a été nécessaire. Ainsi, au chapitre 3, nous avons formulé
une théorie générale des milieux orthotropes en grandes transformations en revisitant les
notions théoriques associées a la géométrie euclidienne et aux tenseurs. Parmi ces
derniéres, les plus importantes sont : le transport, 1’objectivité, la dérivation et 1’intégration
relatives a des référentiels rigides tournants. Ces outils nous ont permis de définir [’hypo-
¢lasticité et le cumul tensoriel. La formulation générale proposée, avec ses aspects
tensoriels mais aussi matriciels, nous a été alors fort utile pour mettre en place au chapitre
4 notre modele de comportement pour les milieux fibreux a une direction forte
d’anisotropie. Nous avons précisé la formulation de notre modele, le Milieu Continu
Equivalent Orthotrope Fibreux (MCEO-F), en définissant le tenseur de rotation matérielle
A. Afin de I’implémenter dans le code de calcul industriel utilisé”®, nous avons proposé une
formulation corrective. A 1’aide de cette derniére, nous avons ensuite validé notre
formulation sur le test de glissement simple / extension et nous avons montré les progres
apportés par rapport a la formulation de Green-Naghdi. Enfin, nous 1’avons appliqué au
modele ¢léments finis de la maille tricotée du chapitre 2 avec succes. En effet, les résultats
obtenus sont physiques et traduisent la nature fibreuse des meches du tricot, ce qui n’était
pas le cas de la formulation de Green-Naghdi. Enfin, dans le but de généraliser notre
modele a deux ou trois directions fortes d’anisotropie non-orthogonales, nous avons donné
des perspectives pour construire une théorie de Milieu Continu Equivalent Anisotrope
Fibreux (MCEA-F). Nous avons alors construit au chapitre 5 une formulation qui semble
probante pour simuler la mise en forme de milieux 2D a deux directions fortes

32 Rappelons que le recalage est effectué sur un seul essai expérimental, le seul a notre disposition.
33 Abaqus/Explicit en I’occurrence.
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d’anisotropie, mais également de milieux fibreux 3D a trois directions fortes d’anisotropie.
Nous avons dénommé cette formulation « MCEA-F naturel ».

0.2 Perspectives

Beaucoup de questions restent ouvertes a 1’issu de notre travail et les perspectives sont
nombreuses. La premicre piste a explorer concerne les aspects expérimentaux relatifs a
I’identification des lois de comportement des milieux fibreux et aux tests de validations des
théories sous-jacentes, comme le MCEO-F ou le MCEA-F naturel. Toutefois, le socle
théorique du MCEO-F est posé clairement, et les applications numériques sur le test de
référence du glissement simple / extension sont probantes. Pour le MCEA-F naturel, cela
reste moins clair car il existe plusieurs possibilités de milieux continus équivalents pour
représenter un milieu fibreux anisotrope et hétérogene (MCEA-F naturel modifi¢, MCEA-
F dual...).

Concernant le MCEO-F, nous pensons que le modéle est théoriquement bon, mais, en
I’absence de surfaces de tension expérimentales de tricots, il ne nous est pas possible de
démontrer ses capacités prédictives en les comparant aux nouvelles surfaces de tensions
numériques que nous pourrions obtenir. De plus, il existe une carence expérimentale a
combler concernant I’identification des lois de comportement en grandes transformations a
I’échelle de la méche. En effet, il est ardu d’identifier les modules de cisaillement
équivalents et les lois d’écrasement et, a I’heure actuelle, seul le module d’Young dans la
direction forte d’anisotropie peut €tre obtenu avec précision. De plus, 1’évolution du
tenseur de comportement, c'est-a-dire la facon dont se réactualisent les directions fortes
d’anisotropie, devrait elle aussi pouvoir étre mise en évidence. Enfin, il serait intéressant
d’analyser et de prendre éventuellement en compte un comportement en compression
différent de celui en traction.

Nous pensons qu’une autre piste importante est la poursuite de I’analyse des modéeles de
MCEA-F pour finaliser la mise au point d’¢léments macroscopiques de textile capable de
simuler la mise en forme. L’un des objectifs est [’obtention d’éléments finis
macroscopiques de « membranes de tricot» (voir Figure 6-1). Rappelons que le
cisaillement des tricots n’a pas été évoqué car les raideurs associées ont été supposées tres
faibles. Il faudrait donc ajouter a la description d’un MCEA-F des rigidités liées aux
rotations des directions fortes d’anisotropie entre elles. Cela parait possible en usant de la
théorie des milieux de Cosserat.

2 directions fortes
d’anisotropie

Figure 6-1 : Membrane de tricot équivalente a 2 directions fortes d’anisotropie
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Annexes

St Test de Iln loi décrasement sur un  dlément C3DER.
d ?lémlzm'/ Ex'/?ﬁ'cif

La loi d’écrasement exponentielle retenue au 2.2.3.2 du chapitre 2 est testée sur un ¢lément
hexaédrique linéaire sous-intégré. Les dimensions initiales de la brique sont de 300mm par
300mm pour la base et de 70mm pour la hauteur (Figure 8-1). Une compression simple selon
la direction 3 est d’abord effectuée avant le retour a la position initiale. Le pilotage est fait en
vitesse.

Figure 8-1 : Elément C3D8R en traction/compression simple selon 3

La loi d’écrasement est obtenue sur la Figure 8-2 en post-traitant deux variables utilisateurs :
» Le module d’Young transversal (SDV2) E;
= La déformation transversale (SDV1) &33

"
=

[SNEw ] | EP@OEAEED @mARAR ASEDESoED ZO»—H—]C:L"O%
o
o
I

| | | | | |
-0.8 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

SOLUTION DEPENDENT STATE WARIABLE - SDV1

Figure 8-2 : Loi d’écrasement (module d’Young en MPa)
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La courbe force-déplacement (Figure 8-3) montre I’intérét de la loi d’écrasement : 1’élément
est tres facile a écraser au début de la transformation car sa rigidité est quasiment nulle, ce qui
n’est pas le cas avec un module d’Young constant.

0. I | | |
[x10°]

E, variable
-10. )

EOWO™ =2OHA0FET

wm

—24. —-20. -16. =L -8. -4, 0.
DISPLACEMENT - U3

Figure 8-3 : Courbes force-déplacement dans les cas d’un module d’Young variable et constant (forces en
N, déplacement en mm)
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8.2 Bases assocides aux composantes des tenseurs renvoyées poar une
1 4 {

VUMAT

8.2.1 Etude du tenseur gradient F de la transformation

Dans ce paragraphe, les composantes en rouges sont celles renvoyées par la VUMAT.

&.2.1.1 Projection de F

Les composantes de F renvoyées par la VUMAT correspondent a la projection de F dans la
base mixte formée de la base globale et de [D’orientation initiale quand la carte
*ORIENTATION est utilisée (ce qui systématiquement le cas dans nos calculs) :

£ = Fijgi ®9?

8.2.1.2 Composantes de F renvovées par la VUMAT pour différentes orientations initiales
dans le cas du cisaillement simple

Nous pouvons obtenir la matrice de F analytiquement a 1’aide de la formule (4.74) du chapitre
4. C’est ce qui est fait pour trois orientations initiales différentes.
* Orientation initiale a 0° :

= OQOrientation initiale a 90° :

0 -1 a -1 0
B (1) e, = g ce=G = [F] = (1) 8 <1>

= Qrientation initiale a 45° :

1 -1 a+l a-1 0
[E?]{G}ZQ (1) ’ [QSJ{G}:\E (1) ,eg=G3 = [E]{c@é’}:% ! ! 2
0 0 —

2
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8.2.2 Etude du tenseur d’élongation pure a droite U

&.2.2.1 Projection de U

Les composantes de U renvoyées par la VUMAT correspondent a la projection de U dans
’orientation initiale quand la carte *ORIENTATION est utilisée (ce qui systématiquement le
cas dans nos calculs) :

£= U..ep ®9?

ij=i
Dans le cas de I'utilisation d’un autre code de calcul ne passant pas U dans les routines
utilisateur, il est possible de le calculer a partir de F.

&.2.2.2 Composantes de U renvoyées par la VUMAT pour différentes orientations initiales
dans le cas du cisaillement simple

Nous pouvons obtenir la matrice de U analytiquement en effectuant des classiques
changements de base a partir de la solution connue a 0°.
» Orientation initiale a 0° :

= QOrientation initiale a 90° :

= QOrientation initiale a 45° :
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8.2.3 Etude du tenseur incrément de déformation

8.2.3.1 Projection de ’incrément de déformation

Les composantes de 1’incrément renvoyées par la VUMAT correspondent a la projection de
DAt dans la base de Green-Naghdi a la moitié¢ du pas de temps :

[Ami ELHN} = (A ) = [HA;Q} {BA;} At

8.2.3.2 Formule de changement de base (base globale vers base de Green-Naghdi)

Pour le cas du cisaillement simple, D est connu en base globale, voir la formule (4.64). Nous
devons calculer les composantes de D dans la base de Green-Naghdi a la moitié du pas de
temps (voir 3.3.4.3) pour les comparer avec ce que renvoie la VUMAT. Pour cela, nous
devons connaitre la rotation pure R (calculée a partir de F et de U au 4.2.1.4). Comme il n’est
pas ais¢ de la calculer la moitié¢ de I’incrément, nous 1’approximons en prenant sa valeur a la
fin de ’incrément. Cela correspond a I’approximation faite au 4.1.3.3.

La matrice de R dans la base mixte ci-dessous est la matrice de passage de {G} a 'image de
{e} par R, c’est a dire {e'} (voir le 3.1.2.3 pour s’en convaincre). Nous avons alors & chaque

instant :
[QJ{e”A‘} - [HMEJ{G@&’} ':B:I{G} I:HAI&}{G&:O}

C’est cette relation, que nous comparons a I’incrément de déformation (divisé par le pas de
temps At) renvoy¢ par la VUMAT.

8.2.4 Calcul de DP’écart entre les solutions analytiques et les solutions
numériques d’Abaqus/Explicit.

8.2.4.1 Calcul de I’erreur relative

Sur I’essai de cisaillement simple, les composantes de tenseurs a chaque instant sont
récupérées a I’aide de SDV (variables utilisateurs) définies dans la VUMAT. Pour un tenseur
A donné, I’erreur est calculée comme suit :
= Le tenseur e(A) a pour composantes les erreurs relatives composante par composante
de A.

AAnalytique
ij

baqus nalytique
VAi/;nalytique 20 (eij(é)):[Ai? q —AS yiq J

= La norme de ce tenseur au sens du produit doublement contracté donne I’erreur
relative que nous utilisons :

e= e(A)
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De cette facon, méme si des
sans jamais s’annuler.

composantes sont négatives, les erreurs relatives se cumulent

L’erreur relative est calculée pour F, U et D (qui représente 1’incrément de déformation) avec
le paramétre a de ’essai de glissement simple allant jusqu’a 3, ce qui est trés séveére. Nous
constatons dans ce qui suit que ’erreur relative construite ne dépasse jamais 0,4%, ce qui

confirme qu’Abaqus/Explicit

travaille avec les composantes relatives aux bases citées

précédemment et que I’approximation de D est bonne.

&.2.4.2 Orientation initiale a 0°

0.40%
0.35%
0.30%
0.25%
0.20%

Erreur relative

0.15%
0.10%
0.05%
0.00%

_ Orientation initiale a 0°

&.2.4.3 Orientation initiale a 90°

0.40%
0.35%
0.30%
0.25%
0.20%

Erreur relative

0.15%
0.10%
0.05%
0.00%

_ Orientation initiale a 90°

&.2.4.4 Orientation initiale a 45°

0.40%
0.35%
0.30%
0.25%
0.20%

Erreur relative

0.15%
0.10%
0.05%
0.00%

_ Orientation initiale a 45°

——e(F)
=e(U)
4 -=—¢(D)
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83 Coml/mmimn des déformations matérielles du WMCEO-F ef des
détormations de Gmem?\(aj/ﬁfﬁ frour une orientation initiale 4 q0°

Nous constatons, sur le test de glissement simple, que la mesure de déformation du MCEO-F
est proche de celle du MCEO-GN en base globale (Figure 8-4). Cependant, les similitudes
s’arrétent ici car les contraintes principales ne seront pas du tout identiques, le tenseur de
comportement étant orienté différemment dans les deux formulations.

Déformations matérielles et de Green-Naghdi globales pour une orientation initale a 90°
160% -
—=—EGN11_G
= Em11_G
—— EGN22 G
110% 4 | —+EeEm22 &
——EGN12_G
——Em12_G
60% -
10% -
| 3
(
-40% -
-90% -

Figure 8-4 : Comparaison en base globale des tenseurs de déformations du MCEO-F et du MCEO-GN
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8.4 Solutions anﬂéx/ﬁquey de MCEA-F frour le test de traction J'iml/o/e

8.4.1 Test de traction simple pour une orientation initiale arbitraire :
cinématique

8.4.1.1 Tenseur gradient

La cinématique de la traction simple est donnée au §4.2.2 en prenant a=0. Cela nous donne le
gradient de la transformation F (ici diagonal) duquel nous déduisons ses diverses formes
(transposée, inverse, inverse-transposée) :

1+u O
[E)o =[] 0
0 0 1
= .
0 0 (8.1)
B[] o 0 10
= g L= Jo
0 0

8.4.1.2 Transformations des segments et des normales

L’orientation initiale étant définie au 4.2.3.1, la transformation des segments (respectivement
des normales) est donnée par les composantes de F (respectivement de F') en base mixte.

= Segments :
La matrice de F en base mixte est donné par :

I+u 0 O/ cosO, -sin®, O
[EJ{G@O} = [E]{G} [g]{G} = 0 1 0} sin6, cosB, O
0 01 0 0 1

D’ou:

(1+u)cos6, —(1+u)sin®, O
|:£:|{G®e0} = sir(l) 0, co(s) 0, (1) (8.2)

Les colonnes de (8.2) représentent les projections dans la base globale des segments, orientés
initialement par O, dans les directions fortes d’anisotropie (Figure 8-5).

= Normales
. -T . A I
La matrice de F* en base mixte se calcule de la méme maniére que celle de F :
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1
1+u 00 cosf, -sinf, O
-T -T .
[E]{(;@eo} = [E]{G} [2]{0} = 0 1 O0}/smnO, cosO, O
0 0 1 0 0 1
D’ou: ) )
cos®, sin0 0_
. l+u I+u
[E}{G(Eeo} =|sin@, cosO, O (8.3)
0 0 1

Figure 8-5 : Traction simple d’un cube unitaire avec deux directions fortes d’anisotropie

8.4.1.3 Transformation normée des segments

La transformation normée des segments permet de définir la base covariante normée. Les
vecteurs de cette base sont unitaires mais non-orthogonaux :

[E]Gw el B (I+u)cos8,
[g—“l}{a;: { }[ 0]{} :\/1 : 129 ——| sino, (8.4)
H[E:I Gee') [—1 }{e‘)}‘ ( +u) cos” 0, +sin” 0, 0
[ , —(I+u)sin6,
G®e e 1 ; |
SR o e Bl

|:g 1 _ |:£:|{G®eo} [92 :|{eo} _
=3 l{c} 0
H[EJ{G&U} [93 :|{e°}

(8.6)

- o O
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La transformation normée des segments s’écrit donc en base mixte :

(1+u)cos,

—(1+u)sin6,

sin @,

\/(l + u)2 cos’ 0, +sin” 0, \/(1 + u)2 sin® 0, +cos’ 0,

cos 0,

0

\/(l + u)2 cos’ 0, +sin” 0, \/(1 + u)2 sin® 0, +cos’ 0,

0

Les autres formes de la transformation normée des segments sont :

(I+u)cos6, sin 0,
\/(1 +u)’ cos” B, +sin , \/(1 +u)’ cos® 0, +sin*
—(1+u)sin6, cos 0,
\/(1 +u)’ sin 0, +cos’ 0, \/(1 +u)’sin® 0, +cos” 0,
0 0
_ | cos0y (1+u)’ cos® §, +sin’ 0
l+u ’ ‘
[i_l }{e()@G} D Sllil-?lo (1 + u)2 sin” 0, +cos” 0,
0

sin 90\/(1+u)2 cos’ 0, +sin’0, 0

cos 90\/(1 +U)2 sin” 0, +cos’ 0, 0

0 1
[ cosO, PR
i \/(coseo+u) +sin” 0,
i‘T j|{G®e0} =|sin 90\/(1 +u)’ cos® 6, +sin’ 6,
0
_sinb, (1+u) sin® 8, +cos O O_
l+u ° °

cos 60\/(sin2 0, Jru)2 +cos’0, 0

0

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.10)
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Remarque : la iéme colonne de la matrice (8.10) est le iéme vecteur de la base contravariante
duale de la base covariante normée. Ces vecteurs ne sont bien siir pas normés. Nous rappelons
qu’ils sont notés :
1
|:g—“ :|{G}

8.4.1.4 Transformation normée des normales

La transformation normée des normales permet de définir la base contravariante normée. Les
vecteurs de cette base sont unitaires mais non-orthogonaux :

E o 0 —9?— 0 - cos 0,
] - U{G@e}: b _ . A B
{G} I:E}{;F@eo} _9?_{e0} \/6082 0, +(1+u) sin’ 6, I 0
£ o ¢ _9(2)_ 0 [ —sin®,
] - [_]{m}: by A .
o ‘[E]{_GT@)C(]} _9(2)_{60} \/(l-i-u) cos’ 904—sin2 0, I 0
E 75@“ 92 0 0
[g—ﬂ{e}: I:_]{—T e}[ ]{e} =|0 (8.13)
[EJ{G®60} |:93 :|{e°} 1

La transformation normée des normales s’écrit donc en base mixte :

i cos0, 3 sin 0, O_
\/0052 90+(1+u)2 sin” 0, \/(1+U)2 cos’ 0, +sin’ 0,
[Eq} - (I+u)sin®, (I+u)cosH, oll .14
= foe’} \/cosz 0, +(1+u) sin’ 0, \/(1 +u)’ cos? 0, +sin’ 6,
0 0 1
Les autres formes de la transformation normée des normales sont : .
cos 0, (I+u)sin6, 0
\/cosz 0, +(1+u)’sin’ 6, \/cos2 0, +(1+u)’sin’6,
|:Fn—l:| | sin 0, (1+u)cosH, 0| @15)
= e} \/(1 +u)’ cos® B, +sin 0, \/(1 +u)’ cos® @, +sin 0,
0 0 1
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cos 60\/sin2 0, (1+u)’ +cos’ 6,

[F“T}{e()@(}} =| —sin 90\/c052 8, (1+u)’ +sin’ @,

0
sin@, [ 2 ]
Tu“\/sm2 0, (1+u) +cos’ 6, 0 (3.16)
(:1().;5_?10\/0082 8, (1+u)’ +sin’ 6, 2 —
e \/cos 0,(1+u) +sin’6, 0

cos (90\/sin2 0, (1+u)’ +cos* 6,

- %\/sin2 0, (1+u)’ +cos* 6,

[F=n]{c®e°} l1+u
0

) (8.17)
—sin 60\/0052 0, (1+u)’ +sin*6, 0

cos 0 .
Tu(’\/cos2 0,(1+u)’ +sin’0, 0

0 1

Remarque : la iéme colonne de la matrice (8.17) est le iéme vecteur de la base covariante
duale de la base contravariante normée. Ces vecteurs ne sont bien siir pas normés. Nous
rappelons qu’ils sont notés :
n
|:g_i:|{G}

8.4.1.5 Taux de déformation dans la base covariante normeée

Afin de calculer la mesure de déformation dans la base covariante normée, nous devons
estimer sous I’intégrale le taux de déformation dans la base duale de la base covariante

[E]{g;o} - J: [Bj{g;} dt

Il se calcule par un changement de base de D :

[2]{g;} B [FzT :|{e°®c} [2]{0} [iJ{meO}

D est connu en base globale par (4.72) en prenant a=0. Nous avons avec ’aide de (8.7) et de
(8.8):
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1'1(1+u)
(1+u)’ cos 8, +sin’ 6,
1sin26,u(1+u)
\/(1 +u)’ cos® @, +sin’ 6 \/(1 +u)’sin® @, +cos” 6,
0

cos’ 0,

I

1sin20,u(1+u) (8.18)

\/(1 +u)’ cos? 0, +sin’ 0, \/(1 +u)’sin? @, + cos” 6,
1'1(1+u)

(1 +u)2 sin® 0, +cos’ 0,
0 0

c a2
sin” 0,

8.4.1.6 Mesure de déformation dans la base matérielle covariante

La mesure de déformation est définie par 1’intégrale de Lie 2 fois covariante de D par rapport
a la transformation normée des segments :

e=S.,(D

S~—"

Nous cherchons a évaluer la projection de € dans la base duale de la base covariante normée :
e 0 ®o
e=¢,;8, ®g,
En usant des propriétés de I’intégration affine, nous avons :

[e], (.2 -I[2]

Avec I’aide de (5.99), la matrice des déformations matérielles s’écrit :

Snll 8n]2 0
[g]{g} =| &2 &m0
0 0 0
Avec :
_J' 1+u du
(I+u) * + tan’ 0,
_J' 1+u du
(I+u) * +cotan’ 0,
sm 29 1+u

du

j \/1+u cos’ 0, +sin’ 60\/(1+u)2 sin’ 0, +cos” 0,
I+u

=J‘0 2 2 du
\/(l—i-u) +tan’ 0, \/(1+u) +cotan’ 0,
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Intégrons ces €quations pour obtenir explicitement les déformations matérielles. Effectuons
dans un premier temps le changement de variable ci-dessous :

x=1+u
L’¢élément différentiel du devient donc :
du =dx
* Lacomposante 11 de la déformation matérielle s’écrit alors :
1+u X
en=| —F———dx
it J.l x’ +tan’ 0,

Une primitive connue permet de finir le calcul :

€. :[%Ln(x2 + tan? E)O)Iﬂ :%Ln((l+u)2 + tan? 6())—an(1+tan2 60)

n 2

(1+ u)’ +tan’ @,

_lL 5
1+tan” 0,

* Lacomposante 22 de la déformation matérielle est :
u I+u
€ = .[
"

Une primitive connue permet de finir le calcul :

X

I+u
du :J. ————du
' x"+cotan” 0,

1+u)’ +cotan’ 0,

(1+u)’ +cotan® @,

n 2

€., = [%Ln(x2 +cotan’ 0, )T+u =1Ln -
! I+cotan” 0,

= Lacomposante 12 de la déformation matérielle est :
l+u

e, =
: IO \/(l+u)2+tan290\/(1+u)2+cotan260

I+u X
=I dx
! \/x2 +tan’ 0, \/X2 +cotan’ 0,

du

X

I+u
) L \/(X2 +tan” 0 )(x2 +cotan’ 0 ) .
0 0

.[lJru X
: \/x4 +x° (tan2 0, +cotan’ 90)+1

Effectuons maintenant le nouveau changement de variable :

dx

2
y=X
L’élément différentiel dx devient donc :
dy = 2xdx
Il vient :
_1 (1+u)2 dy

\/yz + y(tan2 0, +cotan’ 90)+1

Une primitive connue donne alors :
(1+u)’®

€, = %[Ln(Z\/y2 + y(tan2 0, +co tan’ 0, ) +1+2y+ tan” 0, +co tan’ 0, )}
1
La déformation de cisaillement s’exprime alors explicitement par :
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Ln

2\/(1 +u) +(1+u)’ (tan2 0, +cotan’ 90)+1 +2(1+u)’ +tan?6, +cotan’ 6,

_1
8n12 )

La mesure de déformation dans la base duale de la base covariante normée est donc :

2\/tan2 0, +cotan’ 0, +2 +tan’ 0, +cotan’ 0, + 2

2

iTn (1+u) +tan’ 6, .
2 2 nl2

1+tan” 0,

. [(1+u)" +cotan® @,
€n12 2Ln 2
l+cotan” 0,
0 0

0

(8.19)
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8.4.2 Test de traction simple pour une orientation initiale arbitraire :
contraintes

8.4.2.1 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel en base convectée

Dans cette théorie, le tenseur de comportement est connu dans une base tensorielle formée
exclusivement a partir de la base covariante normée :

C=C"g, ®g ®g, Og,

Sa matrice est alors :

EL 0 0 0 O O
0O E, 0 0 0 O
0O 0 E, 0 O O
[g} = (8.20)

=l O 0 0 0 0 0

O 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0]
La projection de ¢ que nous allons calculer est dans la base covariante normée :

9=0,"8,,®8,,

Les contraintes qui sont évaluées directement a partir du comportement connu et des
déformations logarithimiques des directions fortes d’anisotropie sont alors contravariantes.
Comme C est constant, nous pouvons écrire avec la notation de Voigt :

[[g]{gm}} - [g{gm} [[g]{g:}}

La colonne des contraintes est alors :

117]

n Elgnll

nzz E,e 5

0 0
[[g]{gm}} o] | o

0 0

Sous la forme matricielle, le tenseur des contraintes de Cauchy est donc donné en base

covariante normée par :

2 2
E . (1+u) +;[an 0, 0 0
2 1+tan” 0,
1+u)’ +cotan’
(5], = 0 Ey ol 059 T Y )
=Hen} l+cotan” 0,
0 0 0
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8.4.2.2 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel modifié en base convectée

Dans cette théorie, le tenseur de comportement est connu dans la projection suivante :
C=C"g, ®g" ®g, ®g

n

Sa matrice, identique a (8.20), s’écrit donc :

| 522

La projection de 6 que nous calculons est dans une base mixte :
c=5g, ®g"

Avec :

et 6,7 =E,,,

~ 11
Gn - E18n11

La matrice de o, identique a (8.21), s’écrit donc :

LApeY (.23

8.4.2.3 Mesure de contrainte du MCEA-F dual en base convectée

Dans cette théorie, le tenseur de comportement s’écrit :
ikl j
C:CJ &1®&J®g_ﬂk®&l

Sa matrice, identique a (8.20), s’écrit donc :

[g}{gn@g;@gm@gm} (8.24)

La projection de 6 que nous calculons est dans une base mixte :
o= Gﬂii&i ® &J

Avec :

et c,’, =E,g,,

I _
Gn 1 Elgnll

La matrice de o, identique a (8.21), s’écrit donc :

[g}{gm@grf} (8.25)

8.4.2.4 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel en base globale

Les composantes des contraintes en base globale sont données par :
o, o, 0

[g]{G}Z G, Oy 0 :[E}{G} [g]{gm} [ETJ{G}

0 0 O

Evaluons ces composantes a I’aide de la matrice (8.21), de (8.7) et de (8.8). Nous obtenons la
matrice des contraintes en base globale :
= Pour la composante 11 :
1+u)’ 1
c, = ( - ) o, + - c,” (8.26)
(I1+u) +tan’ 6, (1+u) cotan’®, +1

* Pour la composante 22 :
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2
Ura) gy 1 o= (8.27)
(I+u)” +cotan’d, (I+u) tan® 6, +1

* Pour les composantes 12 et 21 :

Gy =

22
(&)

n

\/((1 +u)’ cotan’6, +1)((1+u)2 tan’ 0, +1)

Gp =

8.28
(1+u)2c5 ! (8.28)

n

) \/((1+u)2 +tan’ E)O)((l—i-u)2 +cot anzeo)

Analysons deux cas particuliers :
* Orientation initiale a 45°

Ln{““lz)z”J (1+u)’ (E, +E,) (1+u)(E,~E,) 0
(1+u) +1 (1+u)(E,~E,) E +E, 0
0 0 0

= Orientation initiale quelconque et comportement a une direction forte d’anisotropie
dans la direction 1
Dans ce cas, E,=0. Nous avons :

(1+u)2

(1+u)’ +tan’ 6,

[G] _E (1+u)’ +tan’ 6, (1+u)’
G2

g 1+tan® @, \/((1+u)2 +tan® (90)((1+u)2 +cot anzeo)
0
B (1+u)2 0—
\/((l—i-u)z + tan’ 60)((1+u)2 +cot anzeo)
(1+u)2 0
(1+u)2 +cotan’0,
0 0

Nous retrouverions cette expression du tenseur de contraintes avec le MCEO-F.
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8.4.2.5 Mesure de contrainte du MCEA-F naturel modifié en base globale

Les composantes des contraintes en base globale sont données par :
6, o, 0

[2]{0}= S On 0 _[ JG@e [G]g .®g", [ L@e}
0 O

0

Evaluons ces composantes a 1’aide de la matrice (8.23), de (8.7) et de (8.16). Nous obtenons
la matrice des contraintes en base globale :
* Pour la composante 11 :

1+u)’sin® 0, + cos> 0
o, =(1+u)cos’ 6, \/( )2 0 25 !
\/(1+u) cos’ 0, +sin’ 0,
(8.29)
1+u)’ cos> 0, +sin’0
+(1+u)sin’ 6, \/( )2 — - - 25,7
\/(1+u) sin” 0, +cos” 0,
* Pour la composante 22 :
_sin’ 6, \/(1+U)2 sin” 0, +cos’ 0, _
22
I+u \/(lJru)2 cos’ 0, +sin’ 0,
8.30
29, yJ(1+u)’ cos’ 0, +sin’ 0 o
, cos 0, y(1+u) cos’ @, +sin’0, _ .
l+u \/(1+u)2 sin’ 0, +cos’ 0, '
* Pour les composantes 12 et 21 :
sin 20, \/(1+u)2 sin® @, +cos’ 0, _
612 B 2 B 2 \/(1+ 2 2 -2
u)” cos’ B, +sin’ 0, .
— — (8.31)
sin 26, (I+u) cos’ 0, +sin’ 0, _
2 \/(1 +u)’sin® 0, +cos® 0, '
Analysons trois cas particuliers d’orientations initiales :
* Orientation initiale a 0°
ELn(l+u) 0 0
[elo=| 000 32
* Orientation initiale a 90°
E,Ln(l+u) 0 0
= 0 0 0 8.33
[g}{c} ( )

0 0 0
L’expression (8.33) est identique a (8.32), au module d’Young pres.
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=  QOrientation initiale a 45°

(I+u) [Ean ((1+u—2)2+1] +E,Ln L%D

1
[fe]
L
=)
Il
NG
—~
m
|
t
|38
N—
=
=
7 N\
—~
—
+
SIS
[ 3]
+
—_—
N—

—_~
—
+ | —
o
~
7~ N\
s
oy
=]
7~ N\
—_
—
+
(S
+
—
N——
+
[t
oy
=]
7~ N\
—_
—
+
o
a®
+
—
N——
N——
(e

(8.34)
Si E=E,=E, (8.34) se simplifie en :

1+u)’ +1 1
[g]{e}:%m(( 2) J T

8.4.2.6 Mesure de contrainte du MCEA-F dual en base globale

Les composantes des contraintes en base globale sont données par :

6, o, 0
[g]{G} Cu Oz = R I:g}{gm@gn“} = {®G}
0 0 0

Evaluons ces composantes a I’aide de la matrice (8.25), de (8.7) et de (8.9). Nous obtenons la
matrice des contraintes en base globale :
= Pour la composante 11 :

o, =cos’ 0,0, +sin’0,0,°, (8.35)
»  Pour la composante 22 :
G,, =sin’0,0,' +cos’ 0,6, °, (8.36)
* Pour la composantes 12 :
o, =(1+u)cosH,sin6, (Gnll —cnzz) (8.37)
* Pour la composantes 21 :
_sin0,cos0, / )
S _T(Gn 170y 2) (8.38)
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Analysons trois cas particuliers d’orientations initiales :

= OQOrientation initiale a 0°

ELn(l1+u) 0 0
[2]{0}: 0 0 0 (8.39)
0 0 0
=  Orientation initiale a 90°
E2Ln(1+u) 0 0
o) = 0 0 0 (8.40)
0 0 0

L’expression (8.40) est identique a (8.39), au module d’Young preés. De plus, (8.39) est
identique a (8.32) et (8.40) a (8.33), ce qui montre que des théories différentes peuvent donner
le méme résultat pour certaines orientations.

=  Qrientation initiale a 45°

- i(El+Ez)Ln((]+u)2+1] 1+u(E1_E2)Ln[(1+u—)2+1} 0

2

[2]{0}: 4(11+u)(E]—E2)Ln[%j i(E1+E2)Ln[(1+u—)2+1} 0[(8.41)

0 0 0

Si E1=E2=E,_(8.41) se simplifie en :
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SIMULATION DU COMPORTEMENT MECANIQUE DES RENFORTS
FIBREUX EN GRANDES TRANSFORMATIONS : APPLICATION AUX
RENFORTS TRICOTES

RESUME: Les textiles techniques mis en forme sont de plus en plus employés dans la fabrication des
structures composites nécessitant de hautes performances mécaniques (aviation, automobile,
aérospatial...). Pour les textiles fabriqués a partir de renforts fibreux secs, le procédé fait généralement
intervenir une phase de formage du textile et une phase d’injection réalisant la matrice autour de ce
dernier. Modéliser correctement le textile est donc indispensable pour obtenir des résultats probants
alimentant la simulation de la deuxiéme phase. La mise au point de modéles éléments finis dans le cadre
général des grandes transformations constitue alors un moyen approprié pour simuler de maniére réaliste
la premiére phase. C’est dans cette optique que nous développons des outils spécifiques de simulation
sur 'exemple d’un renfort tricoté de type jersey d’aramide. Un modéle géométrique est construit afin de
mettre en place un modeéle éléments finis 3D de la maille a I'échelle mésoscopique. Ensuite, des
simulations effectuées avec un code de calcul industriel explicite nous donnent accés a la caractérisation
numérique du comportement sous forme de surfaces de tension. Bien que nous parvenions a corréler la
simulation a I'expérience, le domaine de validité est restreint. Il nous faut alors modifier la formulation (de
Green-Naghdi), inhérente au code de calcul, afin de modéliser plus fidélement les meches fibreuses
tricotées. Nous sommes donc amenés a détailler la formulation générale des milieux continus orthotropes
hypo-élastiques en grandes transformations a I'aide de I'outil tensoriel. Nous proposons enfin un nouveau
modéle hypo-élastique plus physique : le Milieu Continu Equivalent Orthotrope Fibreux. Il permet de
simuler des paquets de fibres a une, deux, ou trois directions fortes d’anisotropie restant orthogonales et
permet de prendre en compte deslois d’écrasements. Cette théorie est analysée sur le test de
glissement simple/extension puis appliquées sur le calcul 3D de la maille tricotée avec succés. Enfin, des
perspectives pour des modéles de Milieux Continus Equivalents Anisotropes Fibreux, ou les directions
fortes d’anisotropie sont non-orthogonales, sont développées.

Mots-clés: textiles techniques, tricots, milieux hétérogénes anisotropes, tenseurs euclidiens et
affines, hypo-élasticité, cumul tensoriel, Abaqus.

SIMULATION OF THE CONSTITUTIVE BEHAVIOR OF FIBROUS
REINFORCEMENTS SUBJECTED TO LARGE DEFORMATIONS:
APPLICATION TO KNITTED REINFORCEMENTS

ABSTRACT: Shaped technical textiles are employed more and more in manufacture of composite
structures that require high mechanical performances (aviation, automotive, aerospace...). For textiles
manufactured starting from dry fibrous reinforcements, the process generally involves a forming phase for
the textile and an injecting phase that produces the matrix around this last. Correctly modelling the textile
is thus essential to obtain good results that will feed the simulation of the second phase. The
development, within the general framework of large deformations, of finite element models constitutes a
suitable way to realistically simulate the first phase. It is accordingly that we develop specific simulation
tools on the example of a jersey knitted aramid reinforcement. A geometric model is built in order to set
up a 3D FEM of the knit at mesoscopic scale. Then simulations are carried out with an industrial
computer code that gives us access, in the form of tension surface, to the numerical characterization of
the behavior. Although we managed to correlate simulation with experiment, its validity is restricted. It is
then necessary for us to modify the (Green-Naghdi) formulation inherent in the computer code in order to
more accurately model the knitted fibrous yarns. We are thus lead to detail the general formulation of
hypo-elastic orthotropic continuous media subjected to large deformations with the aid of the tensorial
tool. Finally, we propose a new hypo-elastic physical model: the Fibrous Equivalent Orthotropic
Continuum. It makes it possible to simulate fiber bundles with one, two, or three strong anisotropic
directions that remain orthogonal and to take into account compactions laws. This theory is analyzed on
the test of simple shearing/extension then applied to the 3D FEM of the knit successfully. Lastly, some
prospects for Fibrous Equivalent Anisotropic Continua models, where the strong anisotropic directions are
non-orthogonal, are developed.

Keywords: fechnical textiles, knits, anisotropic heterogeneous media, euclidean and affine tensors,
hypo-elasticity, cumulated tensorial measures, Abaqus.
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