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Introduction

Ce travail a été réalisé sous la direction de Mr Gary Cohen de 'INRIA (Institut National de Re-
cherche en Informatique et Automatique), qui en a été I'initiateur, et effectué en collaboration avec
I’'IFP (Institut Frangais du Pétrole), plus particulierement avec Mme Julie Svay-Lucas (département
Géophysique). Il a fait I’objet d’une convention CIFRE entre 'INRIA, I’'IFP et I’étudiante.

Problématique : les attentes de I'IFP

L’Institut francais du pétrole (IFP) est un centre indépendant de recherche et développement industriel
dans les domaines du pétrole, du gaz naturel et de I’automobile, dont les activités couvrent I’ensemble
de la chaine des hydrocarbures : exploration, production, raffinage, pétrochimie, moteurs et utilisa-
tion des produits pétroliers. La division de recherche en Géophysique effectue des travaux visant a
I’amélioration des performances en exploration et production par une meilleure estimation du sous-
sol.

La modélisation de données sismiques synthétiques est une étape incontournable en exploration pétroliere.
Tout d’abord, elle constitue un outil essentiel pour la compréhension des phénomenes physiques
mis en oeuvre lors des campagnes d’exploration sismique, notamment dans des milieux complexes
(phénomenes de conversion d’ondes, influence géométrique des topographies rugueuses, etc...). La
modélisation sur des modeles de sous-sol estimés permet également de mener des études de faisa-
bilité avant acquisition sismique (optimisation des parametres d’acquisition afin d’illuminer la zone
réservoir ciblée). Enfin, les données synthétiques sont indispensables pour la validation des nouvelles
techniques de traitement de données conduisant a I’'imagerie du sous-sol (le modele synthétique ser-
vant de contrdle qualité pour I’image restituée apres traitement sur les données synthétiques). En deux
dimensions, certains jeux de données synthétiques ont méme joué un role quasi-historique révélant les
insuffisances du traitement sismique dans le cas de structures complexes (Projet IFP “Marmousi 2D”).

Cependant, le calcul de données sismiques synthétiques réalistes en 3D et méme parfois en 2D est
un besoin encore insatisfait. En effet, les nouveaux prospects en exploration pétroliere posent des
problémes particuliers a la modélisation sismique. Pour les prospects en zone montagneuse (ou “Foo-
thills”), les pendages tres élevés des couches superficielles et la topographie complexe de la surface
libre entrainent des phénomenes de conversion d’ondes de surface et ondes de volume qui doivent
impérativement étre traités. Dans les prospects de type “sous-volcanique”, la vitesse de propagation
tres élevée ainsi que la topographie irréguliere des coulées basaltiques font écran a la propagation des
ondes de compression alors que les ondes de cisaillement converties offrent en général une meilleure
pénétration. On signalera également, pour les prospects marins (marine de surface ou en fond de
mer), le besoin de modéliser le couplage entre fluide acoustique et solide élastique. Enfin, pour de
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tels prospects, il est nécessaire de modéliser la propagation d’ondes sur de larges distances (les offsets
d’acquisition actuels dépassent 12 Km), et de préserver la géométrie irréguliere des interfaces, tout en
limitant la dispersion numérique.

En résumé, la problématique consiste a modéliser la propagation de champs d’ondes complets acous-
tiques et élastiques, sur des modeles de caractéristiques géométriques et physiques complexes (topo-
graphie, interfaces finement irrégulieres, couches minces, forts contrastes de vitesse, roches aniso-
tropes), s’étendant sur quelques centaines de longueurs d’ondes.

Solution proposée

Depuis la résolution par différences finies d’ordre 2 sur des grilles décalées du systéme de I’élastodynamique,
notamment par L. Nicolétis [59] et J. Virieux [75], de nombreuses méthodes d’ordre supérieur ont été
développées [7, 8, 43, 54]. Leur but était d’améliorer la précision et de réduire le temps de calcul pour
traiter des modeles réalistes 2D et 3D, tenant compte d’une physique (hétérogénéités, anisotropie...)

et d’'une géométrie (topographie, failles...) complexes. Toutefois, ces méthodes de différences finies,
populaires pour leur simplicité, trouvent leurs limites dans le traitement de milieux hétérogenes et

de la topographie. Des techniques de lissage apportent des éléments de réponse aux problemes de
discontinuité des matériaux [58] et certaines études récentes se sont intéressées a un traitement plus
rigoureux de la topographie [34, 66].

Autre alternative a ce probleme, les méthodes d’éléments finis permettent, par I’utilisation de maillages
adaptés a la géométrie et a la physique des milieux étudiés, une meilleure approche des domaines
complexes. De plus, basées sur des formulations variationnelles des équations, elles offrent 1’avan-
tage d’une prise en compte naturelle des conditions aux limites (entre autres, de la propagation des
ondes de Rayleigh dans le cas élastique). Elles sont pourtant longtemps apparues comme inutilisables
en raison de temps de calcul trop importants. En effet, il fallait inverser, a chaque pas de temps de
I’algorithme, une matrice de masse N-diagonale provenant de 1’approximation, matrice dont la taille
croit avec I’ordre de la méthode et la dimension de 1’espace. Cette difficulté fut levée par une tech-
nique de condensation de masse fondée sur les formules de quadrature de Gauss-Lobatto [39, 40]. La
condensation de masse a été appliquée a de nombreux modeles physiques, dont la propagation des
ondes acoustiques [23, 70] et électromagnétiques [24, 25, 32]. L’application de ces méthodes dans
le cas de maillages quadrangulaires (en dimension 2) et hexaédriques (en dimension 3) est couram-
ment appelée maintenant “méthode des éléments finis spectraux” [55, 56, 60]. Elle a été utilisée avec
succes pour traiter des modeles élastiques avec topographie [52], puis pour des modélisations globales
en géophysique terrestre [48, 51].

Dans ce rapport, nous proposons une formulation mixte de cette derniere méthode, fondée sur une
réécriture du systeme de 1’élastodynamique linéaire. Cette nouvelle approche mathémati- que, dont
on montre I’équivalence avec la méthode des éléments finis spectraux, présente I’avantage d’obtenir
un stockage et un temps de calcul réduit, comparable a ceux obtenus par 1’algorithme mis en place par
Y. Maday, E.M. Ronquist et A.T. Patera [56]. Sa programmation est immédiate et évidente. De plus,
sa forme mixte d’ordre 1 en temps permet une introduction naturelle des Perfectly Matched Layers
(PML), couches absorbantes parfaitement adaptées permettant la modélisation de milieux non-bornés.
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Plan de la these

Cette these se divise en cinq parties. Une partie des études présentées dans ce mémoire, menées en
début de these, apparaissent dans le livre de G. Cohen [20].

Premiere partie : modélisation de la propagation d’ondes par éléments finis mixtes spec-
traux

La premiere partie est axée sur la méthode des éléments finis mixtes spectraux.

Cette méthode est introduite dans le cadre de la propagation d’ondes en milieu acoustique, modele

dérivé du systeme de 1’élastodynamique linéaire qui en permet une présentation didactique. La méthode
des éléments finis mixtes spectraux appartient a la classe des éléments finis hexaédriques d’ordre élevé

(v avec condensation de masse. Appliquée a une formulation mixte en vitesse-pression de 1I’équation

des ondes et grace a un choix judicieux des espaces d’approximation, le schéma obtenu fait intervenir

des matrices de rigidité indépendantes des propriétés géométriques et physiques du domaine. Nous

montrons que le schéma semi-discret en espace obtenu est équivalent au schéma semi-discret obtenu

sur I’équation des ondes d’ordre deux en temps par la méthode des éléments finis spectraux.

Dans le deuxieéme chapitre, nous nous intéressons a I’approximation en temps du schéma semi-discret
obtenu et nous donnons des résultats de stabilité. Le théoreme d’équivalence introduit dans le pre-
mier chapitre entre la méthode des éléments finis spectraux et la méthode des éléments finis mixtes
spectraux nous permet d’introduire trois algorithmes différents de résolution du schéma. Nous en
comparons alors le stockage et le temps de calcul.

Dans le troisieme chapitre, nous appliquons la méthode des éléments finis mixtes spectraux au systeme
de I’élastodynamique linéaire. La premicre approche, consistant a chercher les contraintes dans le
nouvel espace de discrétisation introduit, n’assure pas la symétrie du tenseur des contraintes. Elle est
donc écartée et une nouvelle formulation du systeme de 1’élastodynamique, proche du systéme mixte
utilisé en acoustique, est alors mise en place. La formulation variationnelle de ce nouveau systeme
vérifiant une conservation de 1’énergie (section 3.2.2), nous lui appliquons la méthode des éléments
finis mixtes spectraux. Le schéma obtenu offre les mémes avantages au niveau stockage et temps de
calcul que celui obtenu en acoustique. Nous généralisons ensuite le théoreme d’équivalence entre la
méthode des éléments finis mixtes spectraux et la méthode des éléments finis spectraux, démontrée
en acoustique, a I’élastodynamique.

Enfin, dans le dernier chapitre de cette premicre partie, nous proposons une approximation en temps
du schéma semi-discret en espace obtenu et nous donnons, 1a aussi, des résultats de stabilité. Comme
pour I’acoustique, le théroréeme d’équivalence nous permet d’introduire trois algorithmes de résolution
du schéma, dont I’un est, en fait, I’algorithme mis en place par Y. Maday, E.M. Ronquist et A.T. Patera
[56] pour la résolution par la méthode des éléments finis spectraux. Une comparaison des temps de
calcul et du stockage nécéssaires a chacun de ces algorithmes est alors effectuée.

ix
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Deuxieme partie : modélisation de milieux non-bornés par les Perfectly Matched Layers
(PML)

La deuxieme partie de ce mémoire s’intéresse a la modélisation des milieux non-bornés par les tech-
niques de couches absorbantes parfaitement adaptées (PML). Les PML, introduites par J.P. Bérenger
au milieu des années quatre vingt-dix pour les équations de Maxwell [14], consiste en 1’adjonction,
autour de la zone d’intérét du domaine physique, d’une bande dans laquellle on introduit un coefficient
d’absorption. Cette méthode offre 1’avantage non-négligeable de ne générer aucune réflexion entre le
domaine physique et la PML.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous introduisons les PML dans les différents modeles
de propagation d’ondes étudiés dans la premiere partie. Nous montrons que ’introduction de nou-
velles variables spécifiques aux PML ne pose aucune difficulté lors de 1’application de la méthode
des éléments finis mixtes spectraux au systeme obtenu. Le couplage domaine-PML se fait naturelle-
ment. Plusieurs systémes sont mis en place, aussi bien en acoustique qu’en élastique. Des résultats
numériques concluent ce chapitre et montrent le bon fonctionnement de cette technique pour la plu-
part des matériaux.

Ces résultats numériques montrent aussi que, dans le cas de la propagation d’ondes en milieu élastique
orthotrope, des phénomenes d’instabilité peuvent apparaitre, bien que les systemes PML étudiés soient
bien posés. C’est I’étude de ces phénomenes non-physiques qui constitue 1’objet du chapitre 6, écrit
en collaboration avec E. Bécache et P. Joly. Nous nous y intéressons d’un point de vue théorique.
Dans un premier temps, nous établissons une condition nécessaire de stabilité pour un systeme hy-
perbolique général, qui s’interprete en terme de propriétés géométriques des surfaces de lenteur. Ces
considérations géométriques permettent d’expliquer partiellement les instabilités observées avec les
ondes élastiques mais aussi avec d’autres modeles de propagation. Nous déterminons alors une condi-
tion suffisante de stabilité, exprimée sous forme d’inégalités sur les coefficients élastiques du milieu.

Troisieme partie : analyse par ondes planes

La troisieme partie est axée sur I’analyse du schéma semi-discret en espace obtenu par la méthode des
éléments finis spectraux sur I’équation des ondes. Les schémas obtenus par la méthode des éléments
finis spectraux et la méthode des éléments finis mixtes spectraux étant équivalents, tout les résultats
obtenus dans cette partie s’appliquent a la méthode mixte. L’étude a été effectuée sur 1’équation des
ondes, le systeme de 1’élastodynamique donnant lieu a des calculs trop complexes. Elle ne fournit
donc pas de résultats théoriques dans le cas élastique mais permet d’intuiter des éléments de réponse.

Dans un premier temps, nous effectuons une analyse par ondes planes du schéma en milieu ho-
mogene. Pour cela, nous nous plagons dans le cas d’un maillage périodique infini de dimension d.
Nous montrons que ce cadre particulier d’étude permet de généraliser rapidement tout résultat obtenu
en dimension 1 a une dimension quelconque. Nous nous intéressons alors plus particulierement a la
dimension 1. Nous étudions tout d’abord la dispersion numérique du schéma pour des espaces d’ap-
proximation Q,, r variant de 1 a 5. Cette analyse nous permet aussi d’effectuer une analyse de stabilié
du schéma en temps. Nous étudions ensuite une forme plus générale de la solution en déterminant
les développements limités des vecteurs propres de la relation de dispersion. Parallélement, nous ob-
tenons le développement limité du vecteur d’onde numérique qui est le premier jalon de I’étude de
réflexion-transmission menée dans le chapitre suivant. Cette étude est effectuée de facon générale
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pour tout les ordres d’approximation.

La forme générale de la solution du schéma semi-discret en espace nous permet alors de mener une
étude de réflexion-transmission. En effet, un maillage régulier d’'un domaine complexe étant plus
simple a réaliser qu’un maillage adapté aux propriétés physiques et géométriques de celui-ci, nous
avons voulu déterminer si le gain de temps de construction du maillage pouvait étre compensé par un
gain au niveau précision et temps de calcul. De la mé&me fagon que pour 1’analyse par ondes planes,
I’étude des coefficients de réflexion et de transmission dans le cas d’un domaine constitué de deux mi-
lieux de vitesses différentes modélisé par un maillage régulier et adapté en dimension 1 se généralise
ensuite a la dimension d. Nous montrons la supériorité de I’utilisation d’un maillage adapté.

Quatrieme partie : résultats numériques

La quatrieme partie de ce mémoire présente différents résultats numériques obtenus tout au long de
cette these.

Dans les deux chapitres qui la composent (le premier étant consacré a 1’acoustique et le second a
I’élastodynamique), nous nous intéressons tout d’abord a la validation des codes de résolution par
la méthode des éléments finis mixtes spectraux. Cette validation se fait dans le cadre d’applications
simples qui permettent une vérification analytique des résultats.

Dans un second temps, nous appliquons les méthodes introduites (modélisation par la méthode des
éléments finis mixtes spectraux et couches absorbantes parfaitement adaptées) a des probléemes géophysiques
réalistes. Ces études permettent de montrer I’ aptitude de la méthode a résoudre des modeles complexes

et réalistes de grande dimension.

Cinquieme partie : vers un couplage fluide-structure

Enfin, la cinquieme partie de cette thése s’intéresse au couplage fluide-structure. Cette étude, qui
n’était pas prévue au programme de la thése, a été initialisée par la possibilité d’un échange entre
I'IFP, PINRIA et Caltech (California Institute of Technology, Pasadena, USA), d’une durée de six
semaines au sein du laboratoire de séismologie dirigé par J. Tromp. Elle offre un avantage certain a
I’IFP en lui permettant d’étudier de facon pertinente certains milieux sismiques.

Nous mettons en place un systeme de couplage utilisant le nouveau systeme de 1’élastodynami- que
introduit dans la premiere partie. Nous pouvons alors lui appliquer la méthode des éléments finis
mixtes spectraux. Un couplage des PML est facilement introduit et sa discrétisa- tion est immédiate.
Des résultats numériques valident la méthode et concluent le chapitre.

xi
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Premiere partie

Modélisation de la Propagation d’Ondes
par Eléments Finis Mixtes Spectraux.






Chapitre 1

Présentation de la méthode en acoustique

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons a la mise en place d’une méthode d’éléments fi-
nis répondant aux criteres exposés dans I’introduction de ce mémoire. Nous considérons un domaine
d’application simple : la propagation d’ondes en milieu acoustique hétérogene. Ses similitudes avec le
systeme de I’élastodynamique nous permettront d’appliquer ensuite plus naturellement les méthodes
numériques introduites a la propagation en milieu élastique.

Nous nous intéressons a la classe des éléments finis hexaédriques d’ordre élevé dans laquelle en-
trera la nouvelle méthode présentée ici.

La méthode des éléments finis hexaédriques d’ordre élevé (O, présentée dans la section 1.1.1, est
pénalisée par le fait que la matrice de masse obtenue est N-diagonale, N augmentant avec la dimen-
sion de I’espace et I’ordre d’approximation. Ainsi, apres discrétisation en temps, le schéma implicite
obtenu nécessite soit I’inversion de cette matrice a chaque pas de temps (tres coliteux en temps de
calcul), soit le stockage de I’inverse de la matrice de masse qui est une matrice pleine (trés coliteux en
place mémoire).

Cette difficulté a été résolue en utilisant les points de quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto en tant
que points d’interpolation et en calculant les matrices intervenant dans le schéma par intégration
numérique de Gauss-Lobatto. On obtient alors une condensation de masse [23, 70] et un schéma ex-
plicite. Cette méthode, intitulée “méthode des éléments finis spectraux” est présentée dans la section
1.1.2. Elle a été appliquée avec succes aux équations de 1’élastodynamique par Maday et Ronquist
[56] et Komatitsch et Vilotte [52]. Toutefois, la matrice de rigidité reste volumineuse.

Dans la section 1.2, nous proposons une méthode dérivée de la méthode des éléments finis spectraux
et basée sur une formulation mixte de 1’équation des ondes. Grace a un choix judicieux d’espace d’ap-
proximation pour la nouvelle inconnue introduite, on obtient une matrice de rigidité dont les termes se
déduisent d’intégrales définies sur 1’élément de référence. Elle ne dépend donc pas du milieu étudié.
Nous montrons dans la section 1.3 que la “méthode des éléments finis mixtes spectraux’ et la méthode
des éléments finis spectraux, pour un méme ordre d’approximation et un méme milieu, donnent les
mémes résultats. Cette nouvelle méthode est, en fait, une reformulation de la méthode des éléments
finis spectraux.

Ce chapitre a fait I’objet d’une publication [21].
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Nous considérons donc le probléme en dimension d quelconque (d = 2 ou 3) suivant :

Trouver p: Q x [0,T] — IR tel que :

10%p
u 0r?

Q est un ouvert de IRY,

p est la masse volumique du milieu fluide, exprimée en Kg.m™~,

(x,0)—0- <:) Dp) (x,1) = f(x,1) dans Q x 0,77,

p=0 sur 0Q x [0, 77,
p(x,0) =0 dans Q,
0
a—f(x,O) =0 dans Q,

p représente la pression dans le fluide,

X = (x;),_, 4 désigne les coordonnées dans la base canonique de IR?,

’;

vitesse de I’onde dans le milieu (en m.s™!).

1.1 Présentation des méthodes d’éléments finis hexaédriques

(1.1a)

(1.1b)
(1.1c)

(1.1d)

u est le module de compressibilité du milieu, exprimé en Pa, et vérifie : u = pc? ot ¢ est la

Cet exposé demande la définition de différents concepts et notations. Nous nous plagons en dimension

d.

Remarque 1 Nous ferons la différence entre hexaédre (d = 3) et quadrangle (d = 2) lorsque la di-
mension de [’espace est spécifiée, mais utiliserons la dénomination “hexaédre” dans le cas général,

en sous-entendant, bien siiv, “quadrangle” lorsque la méthode est appliquée en dimension 2.

On considere :

e I’espace C°(Q) des fonctions continues sur Q,

e une partition de Q en hexaeédres : 7T = Uﬁ\ﬁ 1K telle que I’ensemble des hexaedres forme un

maillage conforme du domaine (la figure 1.1 nous en donne un exemple pour d = 2),

e le carré unité K = [0,1]¢ et X = (%;),_, , le systeme de coordonnées associé,

e F; I’application vectorielle transformant K en K; ! (voir figure 1.2 pour d = 2),

e I'espace O, (K ) des polyndmes a coefficients réels et a variables dans K, dont chaque variable
est de degré inférieur ou égal a r, soit :

e [’espace d’approximation

d
a rl)ei’f lag e RY1=(Iy,....13) € {0...r}“

=

Ui = {6 € C%(Q) tel que Ok, oF; € 0-(K) et ¢ =0 sur 0Q}

(1.2)

(1.3)

Remarque 2 Afin d’alléger les notations, nous noterons dorénavant en gras : 1 tout d-uplet (11, ...,1;).

ILes K; peuvent éventuellement &tre a frontigres courbes.



1.1.1 Méthode d’éléments finis hexaédriques d’ordre élevé
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F1G. 1.1: Exemple de maillage quadrangulaire pour d = 2 (a droite) adapté a un milieu donné (a
gauche).

¥ Ad A3

0,1) an F;

A2

(0,0) (1,0)

FIG. 1.2: La transformation F; en 2D.

1.1.1 Méthode d’éléments finis hexaédriques d’ordre élevé

Ecrivons tout d’abord la formulation variationnelle associée au probleme (1.1a)-(1.1d).
En multipliant 1’équation (1.1a) par une fonction test ¢ définie sur Q et dont les propriétés seront
définies ultérieurement, nous obtenons, formellement :

&z 11 1
@/Ql—llﬂbdx—/gﬂ-(aﬂp) (I)dx:/Qf(I)dx (1.4)

Nous intégrons alors par partie le second terme de 1’équation (1.4) et obtenons :

2 1 1 1 o
i frtass [y (por) cwa— [ (Gor) weans freaa

ol 70" est la normale extérieure au domaine et s est 1’abscisse curviligne définie sur 0Q.

Nous faisons intervenir une intégration L2 (Q) de p et de Op. De plus, nous imposons p = 0 sur
0Q (voir équation (1.1b)). p sera donc cherché dans H(} (Q). De méme, les fonctions tests ¢ seront
prises dans cet espace, ce qui annulera le terme de bord dans (1.5). De ce fait, les conditions aux
limites seront prises en compte de facon naturelle dans la formulation.
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Nous obtenons alors la formulation variationnelle :
Trouver p € L*(0,T;Hj (Q)) tel que :

d2
de

/Q:lpq)dx+/QFI)Dp-D¢dx:/Qf¢dx Vo € H} (Q)

Nous pouvons alors écrire le probleme approché suivant :

Trouver p, € L*(0,T;U}) tel que

d 1 1
—2/ fphcl)hdx%-/—Dph-D(I)hdx:/f(I)hdx Vo, € Uy, (1.6a)
dt“ Jo u Qp 0
pr(x,00=0 VxeQ (1.6b)
(Z’t”(x,O):o ¥xeQ (1.6¢)

pi est alors décomposé€ sur une base By de U;. Définissons cette base.
Les fonctions appartenant a U}, sont définies par transformation suivant F; de fonctions appartenant a
Q,(K). Nous allons donc construire une base de Q,(K) puis en déduire By .

1.1.1.1 SurKk

0,(K) étant de dimension (r+ 1)? et composé de polyndmes de degré inférieur ou égal 2 r en chacune
des d variables de K, il suffit de définir (r+ 1)d points sur K et de considérer la base composée des

fonctions d’interpolation de Lagrange (¢ J')jzl.. (1) qui vérifient :

dj (%) =9j,

ol (1), (,41)« sont les points d’interpolation. Classiquement, ce sont des points réguli¢rement dis-
tribués sur K (représentés pour r = 5 et d = 2, dans la figure 1.3).

Y & & &

-9
[ ]
L}
L

FIG. 1.3: Points d’interpolation pour la méthode d’éléments finis quadrangulaires classique d’ordre
élevé O, avec r=5etd =2.



1.1.1.2 Sur Q

1.1.1.2 Sur Q

On définit les degrés de liberté de py, : (p;) =N (N étant le nombre de degrés de liberté du maillage)
comme la valeur de p;, aux points de Q définis comme les images par les fonctions (F;),_; , des
points d’interpolation définis sur K.

Remarque 3 On appellera abusivement aussi, dans le reste de ce rapport, “degrés de liberté” les
images par les fonctions (F;),_, y, des points d’interpolation (&1),_y (,11)a-

On définit alors By comme 1’ensemble des fonctions (¢ ;) LN telles que :

e le support de ¢ ; est composé de I’ensemble des hexaedres K; contenant le jeme degré de liberté
du maillage,

e I’image par F;” ! de 1a restriction de ¢ ; a chaque élément de son support est une fonction de base
de 0,(K).
On décompose alors pj, dans By :

N
pn="> pib;
=

On introduit cette décomposition dans I’équation (1.6a), pour toute fonction ¢, fonction de base de
Uj. On ramene le calcul des intégrales par changement de variables a des intégrations sur 1’élément
de référence et on obtient le schéma semi-discret suivant :

d’Py,

Md,ridt2 + Ky Pp=Fy (L.7)

o P, est le vecteur des composantes de py, sur By,

e M, , est la matrice de masse. Chacun de ses termes est calculé par intégration sur Q du produit
de deux fonctions de base de U} pondéré par 1/u.

e K, estla matrice de rigidité. Chacun de ses termes est calculé par intégration sur Q du produit
scalaire des gradients de deux fonctions de base de U}, pondéré par 1/p.

e F;, est le vecteur source. Chacun de ses termes est calculé par intégration numérique sur Q du
produit de la fonction source f avec une fonction de base de U}.

Remarque 4 M, , et K; , sont symétriques.

Remarque 5 Dans la notation des matrices de masse et de rigidité, d se rapporte a la dimension de
l’espace et r a I’ordre d’approximation de la méthode.

Apres discrétisation en temps par un schéma saute-mouton classique avec un pas de temps Az, nous
obtenons le schéma :

Pt = 0P —Pi — APM L Ky P — F)) (1.8)

Or, la matrice M, , intervenant dans cette €galité est une matrice N-diagonale dont I’inverse est une
matrice pleine.

Deux possibilités s’ offrent alors a nous : stocker une fois pour toute I’inverse de la matrice de masse,
ce qui est treés coliteux en place mémoire, ou I’inverser a chaque pas de temps, ce qui est tres coliteux
en temps de calcul.
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Du fait de la croissance de N avec I’ordre de la méthode et la dimension de 1’espace, ce schéma de-
vient rapidement tres coliteux algorithmiquement.

La condensation de masse permet de résoudre ce probleme d’inversion en diagonalisant la matrice
de masse.

1.1.2 Méthode des éléments finis spectraux

La condensation de masse est basée sur I’utilisation d’une formule d’intégration numérique pour cal-
culer les intégrales présentes dans la matrice de masse. L’ utilisation d’une telle formule s’accompagne
d’une perte de précision sur les coefficients de la matrice. Or, nous ne voulons pas diminuer I’ordre
d’approximation de la méthode numérique. Celle-ci admet une erreur L? au plus en O(h'*!) (voir,
entre autres, [4, 5]) pour une approximation Q,(K). Un théoréme de Ciarlet nous montre que, si on
utilise des éléments finis Q,(K), il faut faire appel 4 une formule d’intégration numérique exacte pour
les polynomes de degré 2r — 1 pour garder I’ordre d’approximation du schéma ([19]). Les formules
d’intégration de Gauss-Lobatto répondent a ce critere. Nous ne perdrons pas en précision par rapport
a la méthode présentée dans la section 1.1.1 en utilisant cette formule d’intégration numérique.

Le deuxieme point important de cette méthode est de faire coincider les points d’interpolation et les
points de quadrature des formules d’intégration. Ainsi, les X; considérés précédemment sont remplacés
par les points de Gauss-Lobatto en dimension d. Ceux-ci, notés El, sont définis par El = (Ell, El )
avecl= (I;,....13), on & p correspond a la (p — 1)-iéme racine de la dérivée du polynome de Legendre
d’ordre r, de poids associé G, 21 =0, 2r+1 =1let:

r

=G =(1-Y &) /2
=2

Les poids associés a ces points en dimension d sont notés Gy = ﬂﬁzl Gy, .

Remarque 6 Les points et poids de Gauss-Lobatto en dimension 1 sont donnés pour r variant de 1 a
5 dans le tableau 1.1.

Nous obtenons donc (r+ l)d points et poids. Ces points sont représentés, pour r =5 et d = 2, dans la
figure 1.4.

Remarque 7 Un autre point de vue consiste en ['utilisation des polynomes de Chebyshev en tant que
fonctions de base [63]. Cette technique ne méne toutefois pas a la condensation de la matrice de
masse.

Mettons en place quelques notations pour la suite de I’exposé.

— Nous avons vu que les degrés de liberté de pj, sont les valeurs de la solution aux points images
des Ep par les applications F;.
Définissons donc deux fonctions : loc; et glob;, permettant de passer de la numérotation “glo-
bale” sur K; a la numérotation “locale” sur K, et inversement :

Vi=1..N, { Vi=1.N loc;(j )ZP (P1,-,Pd)
\V’p (p17 7Pd)p17 pac{l.(r+1)} glOb (p =

avec F; (é ) =&, degré de liberté de py, et N la dimension de U;.



1.1.2 Méthode des éléments finis spectraux

r=1|r=2 r=3 r=4 r=>5
£, 0 0 0 0 0
. 1 1 1 1 1
A = — — — —
2 6 12 20 30
. 1 1 5-V5 7-V21 21—/ 147 +42V/7
& 1 2 10 14 42
w5 | 2 5 49 14-v7
2 3 12 180 50
. 1 5+/5 1 21—-/147-427
& | 10 2 42
6% - 5 16 1447
6 12 45 60
R 1 7+v21 21+1/147—-42V/7
&4 14 42
& =X 49 1447
12 180 50
. 1 2141/ 1474427
& 42
0s 710 14—+1
60
s 1
&6
. 1
@ 30

TAB. 1.1: Points et poids de Gauss-Lobatto, en dimension 1, r variantde 1 a 5.
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147 4 424/7
42

FIG. 1.4: Points d’interpolation pour la méthode des éléments finis spectraux avec r =5 et d = 2.

Remarque 8 La numérotation utilisée sur K fait bien ressortir le fait que les points d’interpo-
lation sur K sont les produits cartésiens de points définis en dimension 1. Par contre, sur K;,
les hexaedres utilisés pour le maillage étant quelconques, on ne peut pas définir les degrés de
liberté globaux par produit cartésien de points en dimension 1. La numérotation des degrés de
libertés globaux (et donc de leur correspondant géométrique) se fait donc a partir d’un unique
nombre, variant de 1 au nombre de degrés de liberté du maillage.

— Soient (¢ j)j:I,, w les fonctions de base de U};. Elles sont définies de la fagon suivante :

¢j = Z ¢loc,~(j) oF; (1.9)

ie{1.NHE ek,

A

ot les §p, sont les fonctions d’interpolation de Lagrange de zéros (Eq)qﬂ,.

Remarque 9 Comme Eq = (éql yeeey éqd), les fonctions §y peuvent s’écrire comme le produit de
d fonctions §, définies sur [0, 1], ne dépendant que de x; et telles que ¢pi(éq,~) =04

— Soit §; le support de ¢ ;. I1 est définit par :
Si={Kilie{l.N} et & ek} (1.10)

Apres décomposition de p;, dans la nouvelle base de U}, nous obtenons le probleme semi-discret sui-
vant, qui a la méme forme que celui obtenu avec une méthode d’éléments finis classique hexaédrique
d’ordre élevé :
d’P,
Dy,—— +Kq,Pp,=F 1.11

dr g - Pr=Fy (1.11)
Les matrices et vecteurs intervenant dans (1.11) ont la méme signification que dans le paragraphe
(1.1.1).

Intéressons nous a présent au terme général de la matrice de masse et au terme général de la ma-
trice de rigidité.

10



1.2 La méthode des éléments finis mixtes spectraux

Apres décomposition des intégrales en somme sur les hexaedres et aprés avoir ramené les intégrales
élémentaires sur K par le changement de variables induit par F;, nous obtenons :

1
Djy= / i ¢loc;(j)¢loc,~(k) dx (1.12)
i/ﬁ/OSkZﬂK;#(P Kpok;
et
1 _ s—15 = N
K= 3 oo VDE DF; ™ O ) O (1.13)
i/SiNSKNK;#@

ol J; est le jacobien de F;.

Nous utilisons a présent les formules d’intégration numérique de Gauss-Lobatto pour calculer les
termes de la matrice de masse et obtenons :

LTI : :
Dj,k: Z Z W oF; (El) |Ji| (El) (ploc,-(j) (El) (ploc,-(k)(zl)
i/SiNSOKAQ1e{1,.. r+1}¢ poeti
N g
= Z Z W ,UTFL'(EI) il (&) Bloc ()1 Otoc (k),1

i/SiNSNKi#P1e{1,.. r+1}4
1 A
= > O (&) Vil (Groe(7)) Dtoci(k) toci()
i/ SiNSKNK;#P K
1 N A
:;(E]) 6j,k Z (*)loc,-(j) ’Ji‘ (Eloc,-(j))
i/ S;NKi#@

On obtient donc bien une matrice de masse diagonale.

Le probleme de la matrice de masse étant résolu, intéressons nous a la matrice de rigidité. Apres
calcul du terme général de la matrice par intégration numérique, nous obtenons la formule suivante :

1 2 _1,% w—1,2
Kjk = > S (&) il (&) DF; ' (&) DF; (&)
i/SinSnK#e1eq1 a1y P (1.14)

X |j¢loci(j) (El) ’ |j (bloc,-(k) (El)
Généralement, les intéractions entre les fonctions de base qui apparaissent dans la formule (1.14) sont

toutes non-nulles pour des hexaedres quelconques. Ainsi, nous obtenons une matrice relativement
pleine (au mieux (2 + 1)-diagonale).

1.2 La méthode des éléments finis mixtes spectraux
Nous allons réduire le stockage de la matrice de rigidité qui intervient dans la méthode des éléments
finis spectraux en utilisant une forme mixte de 1’équation (1.1a). Nous choisirons alors un espace

d’approximation adéquat pour la nouvelle inconnue introduite afin d’obtenir de bonnes propriétés de
stockage.

11



Présentation de la méthode en acoustique

1.2.1 Mise en place d’une formulation mixte

Nous pouvons écrire 1I’équation (1.1a) sous les formes mixtes suivantes :

o Systeme du premier ordre

10
% _O.v=F  dansQx[0,7], (1.15a)
u Ot
ov
p5 =0p  dansQx[0,7], (1.15b)
p=0 sur 0Q x [0, 7], (1.15c¢)
p(x,0) =0 dans Q, (1.15d)
v(x,0)=0 dans Q, (1.15¢)

ol F est la primitive en temps du second membre de (1.1a).
v représente le champ de vitesse dans le fluide.

Remarque 10 Le systéeme (1.15a)-(1.15b) correspond a la forme initiale de I’ équation de I’acous-
tique telle qu’elle est dérivée des équations d’Euler.

o Systeme du second ordre

laz—p—D~w:f dans Q x [0,7], (1.16a)
u 02

pw="[p dans Q x [0,7], (1.16b)

p=0 sur 0Q x [0,77], (1.16¢)

p(x,0)=0 dans Q, (1.16d)

w(x,0) =0 dans Q. (1.16e)

w représente ici le champ d’accélération dans le fluide.

Nous nous intéressons dorénavant au systeme d’ordre 1 en temps. L’étude peut facilement étre ap-
pliquée au systeme du second ordre.

Ecrivons la formulation variationnelle associée au systeme (1.15a)-(1.15b). Nous multiplions (1.15a)
par une fonction test scalaire ¢ et (1.15b) par une fonction test vectorielle . Les deux fonctions tests
sont définies sur Q. Nous obtenons, formellement :

d

dt/ﬂ;lpq)dx—i—/gv-Dq)dx—/an-W(I)ds:/QF(I)dx (1.17a)

d
—/pv-ldex:/ Up-Pdx (1.17b)
dr Ja Q
ol 7 est la normale extérieure au domaine et s est 1’abscisse curviligne définie sur 0Q.
Comme dans le cas de la méthode des éléments finis spectraux, nous faisons intervenir une intégration
L? de p et de Op et imposons p = 0 au bord de Q (1.15¢). p sera donc cherché dans H(} (Q) et les

fonctions tests seront prises dans cet espace, ce qui annulera le terme de bord de I’équation (1.17a).
Nous ne faisons, par contre, intervenir qu’une intégration L> de v et de . v sera donc pris dans

12



1.2.2 Introduction d’un nouvel espace d’approximation

d . . . .
[LZ(Q)} , ainsi que les fonctions test vectorielles.
Nous obtenons alors la formulation variationnelle :

Trouver p € L* (0,T;H} (Q)) etv € L” (0, T, [LZ(Q)]d> tels que :

d

dt/ p¢dx+/v D(I)dx—/F(I)dx Vo € H) (Q) (1.18a)

a&LPdeX=1LEM-de e [12(@)] (1.18b)

1.2.2 Introduction d’un nouvel espace d’approximation

Nous nous plagons dans le cadre défini en (1.1.2). L’espace d’approximation choisi pour p : U} est le
méme que précédemment (équation (1.3)), ainsi que la base de cet espace : By.
Intéressons nous plus particulierement a la nouvelle inconnue v. Posons :

VI = {v e [12(Q)]" v

;vérifiant des propriétés a déﬁnir} (1.19)
Nous étudions le probleéme approché :

Trouver py, € L™ (O, T;U;) etv,eL” (0, T;Vd’) tels que :

d

M / prbndx+ / Vi Dby dx = / Fordx  VoneU; (1.20a)
d

G Lovibax= [ Opewax ey (1.20b)

p(x,00=0  YxeQ (1.20¢)

v(x,0)=0 VxeQ (1.20d)

Déterminons, a présent, les propriétés de I’espace V; qui nous permettraient de réduire le stockage de
la matrice de rigidité. Notons By la base de V.

Apres décomposition de p dans By et décomposition de v dans By, nous obtenons un systeme matri-
ciel qui fait intervenir deux matrices de rigidité transposées I’une de I’autre : la matrice de rigidité de
la premiére équation ayant comme terme général I’intégrale sur Q du produit scalaire d’une fonction
de By par le gradient d’une fonction de By et la matrice de rigidité de la seconde équation ayant pour
terme général I’intégrale sur Q du produit scalaire du gradient d’une fonction de By par une fonction
de gv.

Comme dans le cas de la méthode des éléments finis spectraux, les intégrales intervenant dans les
matrices du probleme matriciel sont calculées par intégration numérique par la formule de Gauss-
Lobatto.

Ainsi, si ’on considere une fonction ¢, de By et une fonction P, de By, le terme général de la

matrice de rigidité de la premiere équation (la matrice de rigidité de la seconde équation aura donc les
mémes propriétées) s’obtient a partir d’intégrations numériques sur des intégrales de la forme :

/ W, (%) - O (x) dx
Q

13



Présentation de la méthode en acoustique

Or, apres décomposition de 1’intégrale sur Q par une somme d’intégrales sur tous les hexaedres du
maillage, nous obtenons :
[ Doy ax— 3 J Vil Wi, 0D} Dl 8
Q i/S;nSupp(Q, )Nk’ K
= % il DF; Wk, 0 Fi - O e, () dX
i/ SinSupp(Q,)NKi#p ' K

V; étant un sous-espace de [LQ(Q)} d, nous choisissons de définir chaque fonction de base de cet es-
pace sur un élément seulement du maillage. Ainsi, le terme somme de la formule précédente disparait
et il reste, au plus, une intégrale sur K a calculer.

Si I’on impose alors |J;| DF; ! Wy, o Fi indépendant de 1’élément K;, nous obtenons une matrice de
rigidité qui ne dépend pas du maillage.

Posons donc :

V= {ve [2(Q)]° tel que |Ji| DF; ' vig oF € [Q,(K)]d} (1.21)

Remarque 11 La transformation qui, a un vecteur ¥V défini sur K associe un vecteur v défini sur K;
par:

1

= — DF; Vv
i

v
est une transformation locale équivalente a la transformation conforme-H (div), au signe de J; preés.

1.2.3 Approximation semi-discrete en espace

Nous avons défini les fonctions de base de U} par transformation de fonctions de base de 0.(K).
D’apres la définition de V7, nous pouvons opérer de la méme facon pour déterminer By . Ses fonctions
de bases peuvent se définir par transformation de fonctions de base de [Q,(K)].

Le choix le plus simple consiste 4 prendre comme base de [Q,(K)]¢ 1’ensemble des produits de fonc-
tion de base de Q,(K) par I’un des d vecteurs de la base canonique de IR.

i=1..N,

Nous notons alors (l]J;,l)p (rop)d=1.d
*/Pp=(P1,--Pd), =1

les fonctions de base de V;; définies par :
|Ji| DF; ' @ oF; = §p e/

ol (e7,...,27) est la base canonique de IR?.

Remarque 12 Les fonctions lIJ;; ; dépendent donc de trois parametres : i désigne lindice de I’hexaédre
support de la fonction, p désigne 'indice du degré de liberté scalaire associé et | désigne le vecteur
de la base canonique associé.

Définissons, a présent, les degrés de liberté vectoriels (associés a vj). Soit & globi(j) I’image, par F;, de
Ej et soit By, (j) la base définie comme I'image par 1 /|Ji| DF; des vecteurs de la base canonique de
IR?. On définit alors les degrés de liberté de v, comme I’ensemble des valeurs de v, dans les reperes
(E-glob,-(j) ) Q;glObi(j)) :

Ces reperes sont repésentés, pour r = 5 et d = 2, dans la figure 1.5.

Ceci nous permettra d’obtenir la condensation de masse dans la seconde équation du schéma semi-
discret en espace.

14



1.2.3 Approximation semi-discreéte en espace

JF q‘ Q.Q' L, 147 + 427
2 42
|2 R s e A
bd- & b -d
"I:;t i j; j:‘J“J%+ 147;242ﬁ
1 ./‘1;742\ﬁ 1‘ 147 + 4247
2t 42 2t 42

FIG. 1.5: Définition des reperes, sur K, sur lesquels sont calculés les degrés de liberté vectoriels pour
la méthode des éléments finis mixtes spectraux pour r =5 etd = 2.

Remarque 13 D’aprés la définition des espaces d’approximation, signalons que les degrés de liberté
scalaires sont continus, contrairement aux degrés de liberté vectoriels qui sont définis dans chaque
élément. Ces propriétés sont représentées dans la figure 1.6 pour r =5 et d =2 par le positionnement
des points et des repéres sur lesquels sont respectivement calculés les valeurs de pj, et de v,

FIG. 1.6: Degrés de liberté scalaires et vectoriels pour la méthode des éléments finis mixtes spectraux
pourr=5etd =2.

Apres décomposition de pj, et v, dans les bases de leurs espaces d’approximation respectifs, nous
obtenons le probleme matriciel semi-discret suivant :

dP
Dd7rd7th +Ry, Vi =Fy (1.22a)
av, .
Bd,,d—th =R}, P, (1.22b)

Remarque 14 Nous notons M* la matrice transposée de M.

Remarque 15 Si nous avions basé notre semi-discrétisation en espace sur le systeme d’ordre 2 en
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Présentation de la méthode en acoustique

temps (1.16), nous aurions obtenu le schéma suivant :

d’p, dF,,
Dyr——- P + Ry W, = - (1.23a)
By W), =R} P, (1.23b)

out Wy, est le vecteur des composantes de w dans U}, et out les matrices Dy ;, Ry, et By, sont les mémes
matrices que celles intervenant dans (1.22).

Nous allons, a présent, calculer les termes généraux des matrices de masse et de rigidité.

Remarque 16 Comme dans le cas des éléments finis hexaédriques d’ordre élevé C°, la notation des
matrices du schéma fait intervenir la dimension d de I’espace et I’ordre d’approximation r du schéma.

1.2.3.1 Calcul des matrices de masse

Nous avons choisi le méme espace d’approximation U}, pour p;, que dans la méthode des éléments
finis spectraux et la méme base By pour définir cet espace. De méme, les fonctions tests ¢, intervenant
dans (1.20a) sont les mémes que celles utilisées dans la méthode des éléments finis spectraux. Ainsi, la
matrice de masse Dy, est la méme matrice de masse diagonale que celle qui intervient dans I’équation
(1.11) et dont le terme général, calculé dans le paragraphe précédent s’écrit :

| . )
Dix==CE)%x > Gl Mil (Eroe () (1.24)
H i/S;N K@

Intéressons nous a la seconde matrice de masse du systeme : By ;.

Etant donné la discontinuité des fonctions de base de V;, nous pouvons dire que le terme général de
B, - est nul §’il fait intervenir deux fonctions de base définies dans deux hexaedres différents.

Soient deux fonctions de base de V; de méme support (K;) : LLJ;)J et Yy ,- On note B;,J’qﬂ le terme de
la matrice de masse qui dépend de ces deux fonctions.

B;} Lan s’obtient par intégration numérique de :
1 y .
7DF poF; DF; lIJp,l . lIJq,n dx
Soit :
. [ . 1 . R A
B;),l,q,n z W mDF poF;DF; (EJ) lllp.,l(aj) mq,n(EJ>
je{t,.r+1}¢ N
1 A A R
= Z o mDF*pOF DF; (Ej)@P(Ej)e—l)'(pQ(Ej)e—n)
je{l 1y B -
1 . A
= & mDF poF;DF;| (&) e -8qjen
je{l,r+1}4 -

= Ogp®yp L ’DF*pOF DF} &) er-a

DF; étant une matrice d X d, By, est une matrice diagonale par blocs d x d de bloc :
1 . N
Wy ’J’DF poF; DF; (Ep)
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1.2.3.2 Calcul de la matrice de rigidité

1.2.3.2 Calcul de la matrice de rigidité
Soit L|Jfl_1, fonction de base de V et ¢; = Z by k> fonction de base de U.
JESK '
Sii¢ S, iln’y apas d’intéraction entre ces deux fonctions : le support de Lpi],l est K; et celui de ¢y K;
est K;. Considérons donc k tel que i € S et posons p = loc; (k).
On note Ra, 1.« 1e terme de la matrice de rigidité qui dépend de ces deux fonctions.
RiL 1. S’ obtient par intégration numérique de :

i 1 x—1 & A
/K W, Dby, dx = /K (5 DF: - DF; ™ D0,
i 1

Ainsi, d’apres la commutativité du produit scalaire, R ,, s’obtient par intégration numérique de :
p p q.lk p g q

/kmq,l : |i|¢P dx

Le terme général de la matrice de rigidité ne dépend donc pas de F;. Nous avons donc un gain de sto-
ckage trés important car il suffit de calculer la matrice de rigidité localement sur K pour la connaitre
dans tout le domaine.

De plus, apres intégration numérique par la formule de Gauss-Lobatto, nous obtenons :

Rus= 5 Omg (&) 06,y

me{l,..,r+1}¢
me{l,..r+1}*

= Z a)m 6q,m e_f ' lil(pp(ém>
me{l,..r+1}¢

= &g e - 00p(&,y)

_ o %

=g (&q)

D’aprés la remarque 9, ¢, s’écrit comme le produit de d fonctions d’interpolation de Lagrange 1D
dont les zéros sont les points de Gauss-Lobatto 1D. Les intéractions entre deux degrés de liberté
n’ayant pas la méme abscisse ou la méme ordonnée est donc nulle. Ceci est illustré pour r = 3 dans la
figure 1.7 : pour un degré de liberté scalaire donné (en bleu foncé sur les figures), les seuls degrés de
liberté vectoriels intéragissant de fagcon non-nulle sont les degrés de liberté représentés en rouge foncé
sur les figures.

1.2.4 Conclusion

Pour résumer, nous obtenons donc une méthode qui fait intervenir 4 matrices : une premiere matrice
de masse diagonale, identique a celle obtenue par la méthode des éléments finis spectraux, une se-
conde matrice de masse diagonale par blocs d X d et deux matrices de rigidité, transposées I’une de
I’autre, ne dépendant ni du milieu physique, ni du maillage utilisé, qui peuvent se déduire d’une ma-
trice creuse dont le nombre de terme non-nuls est (r+ 1)? x d x (r+ 1) (nous avions, au mieux, une
matrice de rigidité (2r + 1)?-diagonale de dimension le nombre de degrés de liberté du maillage dans
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Présentation de la méthode en acoustique

FIG. 1.7: Intéractions non-nulles de la matrice de rigidité pour r = 3 en 2D (a gauche) et 3D (a droite).

le cas des éléments finis spectraux). Les propriétés physiques et géométriques du milieu et du maillage
sont donc prises en compte dans les matrices de masse uniquement.

Ainsi, par rapport au schéma (1.11) obtenu par la méthode des éléments finis spectraux, nous avons
un gain conséquent de stockage au niveau de la matrice de rigidité. Par contre, nous faisons intervenir
une matrice de masse et un vecteur suplémentaires. Une comparaison entre ces schémas sera effectuée
dans le chapitre 2.

1.3 Théoreme d’équivalence entre les éléments finis spectraux et mixtes
spectraux

Nous avons vu au paragraphe précédent (1.2) que la méthode des éléments finis mixtes spectraux offre
un avantage certain en place mémoire. Cependant, V; peut €tre vu comme une expression locale de
I’espace H (div;Q). Or, le couplage H ' H (div) donne une approximation dispersive de p dans le
cas de I’équation des ondes. On pourrait donc s’attendre a ce que la méthode des éléments finis mixtes
spectraux génere une plus grande dispersion numérique que la méthode des éléments finis spectraux.

Or, apres quelque calculs en acoustique, il est apparu qu’en Q) et O, la matrice de rigidité obtenue
par la méthode des éléments finis spectraux s’écrivait sous forme de produit matriciel des matrices
de masse et de rigidité obtenues par la méthode mixte. Nous nous sommes alors intéressés a une
généralisation de ce résultat a un ordre quelconque d’approximation et en dimension d € {1..3}.

Pour généraliser les résultats trouvés, nous nous plagons dans les espaces d’approximation suivants :
U = {¢ € C°(Q) tel que |, oF; € O (R) et § = 0 sur aQ} (1.252)
vi={we [L2@)]" el que P Wy o F € [0:(R))" | (1.25b)

avec P;, i = 1..N, matrices d x d inversibles.

1
Remarque 17 Pour P; = — DF, on retrouve la définition précédente de V.

/il
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1.3 Théoreme d’équivalence entre les éléments finis spectraux et mixtes spectraux

Les deux schémas nous donnent :
e Méthode des éléments finis spectraux :
2

dtZDd Pu+ K, Pyr=1, (1.26)

e Méthode des éléments finis mixtes spectraux :

d

&Dd,rPh —I—Rd_’th =F, (1.27a)
d
< BarVn =R, Py (1.27b)

Théoreme 1 Avec les notations définies en (1.26) et (1.27), nous avons
—1px _
Rd,rBdJRd,r - Kd7r
La méthode mixte est donc une factorisation de la méthode spectrale et :

P,=P,

> PREUVE : Décomposons les différentes équations.
GL

Nous noterons [ f(X)dX I’intégration numérique, par la formule de Gauss-Lobatto, de / F(®)dk
K

et / f(x)dx Iintégration par la formule de Gauss-Lobatto de I’intégrale sur K induite par le

changement de variable défini par F;.

e Soit qu_m une fonction de base de V.
Le terme de gauche de 1’équation (1.20b) s’écrit :

. Ne
v, Wk dx = / v, - Wk dx
/Q p h Lle_’m i; K p h qu7m

On décompose v;, dans la base lng‘ ; de Vi

/pvh qude_ z z Jl/ p'-IJJ, l-IkadX
je{l.r+1}4 =1
et on introduit le changement de variable : x = F;(X) (p =poF))
/pVh llede* Z Z Jl/|J‘pPlIJJZ PlIkadX
je{l.r+1}4 =1
On utilise alors la commutativité du produit scalaire :

Loviiix= 3 ,1/|J\P*r>Pm,mkmdx

je{l. r+1}f‘
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Le calcul de I’intégrale par la formule d’intégration numérique de Gauss-Lobatto puis 1’utili-
sation des propriétés d’orthogonalité des L1Jk7m nous donne :

GL . d N N
pVh'l.IJi(_’de: Z ZV‘%,I Z G)P UJ1|Pz*l5Pz q'ljl] (Ep) 'q'lk,m(zp)

je{tr+1}4 =0 pefr 1)

d A
= S Svi, S & PerIE) 0 dpem

je{lr+134 =1 peflr+1)?

d
=0y viy Vil PP PP (&) e - em
=

Remarque 18 Nous vérifions bien le fait que la matrice By , est diagonale par blocs.

e Intéressons nous au terme de droite de I’équation (1.20b) avec la méme fonction test Y .
Nous utilisons la méme méthode que précédemment :

/gzmph-%,mdxz > Pglab,-(j)/k Ji| Pf DF; ' 065 - @y, d%

je{l.r+1}¢
oL i ~ x—17 /2 \ & z z
Dph : qu(,m dx = Z Pglob;(j) z Wp [|Jl‘ Pz* DFi ] (Ep) D¢J (Ep) ! I:Dk,m(ap)

je{l.r+1}¢ pe{l.r+1}¢

= Z Pglob;(j) z ‘bp [|Ji\Pi* DFZH] (ép) ﬁ‘ﬁj(ép)'ék,pe_m)
je{l.r+1}3¢ pe{l.r+1}¢

= (% z Petobi(i) Wil P DF; '] (&) |j¢j(2k) “en

je{l.r+1}¢

L’équation (1.20b) se résume donc sous la forme :

Vie {l.N}, Vke{l.r+1}¥, vie{l,.d}

d
> Vico (il PP PP (&) e - em
=1

(1.28)

z Patons(g) [1Mil P DF; '] &) E@j(ék)' em
je{l.r+1}¢

e Soit ¢, une fonction de base de U)).
Le second terme de 1’équation (1.20a) s’écrit :

d . . .
./th-Dd)ndx:z )3 Zvi(_’,'/Kil.lJid-Dd);oc’_(n)dx

€5 ke{l.r+1}¢ =1

d
=2 2 2 Vi@l/h i DF; P @y ;- O roc,(m) d%
€3 ke{1..r+1}4 =1 K

GL d A . A
/ Vh'Dq)n dx = z z ,zvi(,[(bk [‘J1|DF1_1P1] (Ek) e—l> D@loci(n)(zk)
Q €5 ke{l.r+1} =1
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1.3 Théoreme d’équivalence entre les éléments finis spectraux et mixtes spectraux

Faisons apparaitre P p P; afin d’utiliser 1’égalité (1.28)

[vwchax=5 3 alorpr ) -

€5 ke{l.r+1}¢

A

d
> Viea [Mil PP (&) @ - Ubroc(n) (&)
=1

A A 4 0010c;
On décompose alors [y, (n) (§) sous la forme : Z ¢(;;c’(n)
p=1 14

(Ek) e—p) et on obtient :

GL R

[rweea= 3y aloR e x

Q iESnke{l r+13
a¢loc,

FR Vl (i P PP (&) er - ep
Xp

:M&

D’apres (1.28), nous avons :

/QGLVh.Dq)ndx: Z Z a)k [DF 1A lP* 1] (Ek)

€5 ke{l..r+1}4

a 0C, " e —>
Z qu; > Peoni) [Vil P/ DF; (&) 00 (&) - 25

JG{I..r+1}d

=35 3 o [DFp AT (&)
€5 ke{l.r+1}¢

S Paon) [ B DF; ] (6 065 () - Oroc, ) (€

je{l.r+1}¢
Intervertissons la somme sur Kk et la somme sur j et simplifions I’expression :

GL .
/Q v, -0¢,dx = Z Z Pglob;(j) z G [|7;| DF; ' p~ ' DF; 1] (&) x

€5 je{1..r+1}¢ ke{l.r+1}
|j¢j (ék) . Iil@loc;(n) (ék)

Nous reconnaissons I’approximation par la formule de Gauss-Lobatto de :

/12 ;| DF; " o' DF; ™! (065 - Do) dX

Nous avons :

GL
/Q Vi-Obndx= % % Peon 1o DF; 065 Oroc; (n)

€ je{1..r+1}4

=> > pglob,-(j)/kf)_l ;| DF; = 065 - DF; " Ofjoc(n) dX

€ je{1..r+1}¢

=2 2 Paoh) /K_P_ID‘I’.'}'WLC,-(n)dX

€ je{1.r+1}¢

21



Présentation de la méthode en acoustique

Finalement, nous obtenons :

GL GL
| v dwdx =3 [ "0 Opigg, O dx
Q i€3, / Ki
GL
= o pilmph'Dq)ndX

Ainsi, pour toute fonction test ¢,,, nous avons :

GL GL
/ vi- O, dx:/ 0~ Opy- 06, dx
Q Q

Le terme de droite de cette derniere égalité correspond au second terme du probleme approché (1.6a)
introduit pour la méthode des éléments finis spectraux.
Du point de vue matriciel, elle s’écrit sous la forme RdJB;}RZJ =Ky r. <
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Chapitre 2

Approximation en temps du schéma
obtenu en acoustique

Introduction

Le chapitre 1 présentait la semi-discrétisation en espace de I’équation des ondes par la méthode des
éléments finis mixtes spectraux. Nous obtenions alors le schéma :

dP

Dd7rd7th +Rq, Vi =Fy (2.1a)
dv

Bu,— " =R}, Py (2.1b)

dt

Nous nous intéressons ici a la discrétisation en temps de ce systeme. Nous avons choisi pour cela le
schéma classique centré de différences finies suivant, couramment appelé schéma ““saute-mouton” :

Pn+1 _p 1 41
Dyy "+ Ry Vi =, (2.22)
3 1
By —t—p =R}, P! (2.2b)

Ce schéma d’ordre 2 est, en général, insuffisant pour notre méthode d’éléments finis d’ordre élevé en
espace. Deux solutions sont alors possibles. Tout d’abord, nous pouvons choisir d’utiliser un schéma
en temps centré a cing, sept points ou plus. Toutefois, une telle discrétisation mene a des schémas en
temps inconditionnellement instables [36]. Une autre solution est 1I’approche de 1’équation modifiée,
décrite, par exemple, dans [22] ou [30]. Cette approche pose des questions pour son application aux
couches absorbantes parfaitement adaptées qui seront introduites dans le chapitre 5 (voir [20]). Des
études supplémentaires sont nécessaires avant I’introduction de telles méthodes. Celles-ci n’ont pu
étre effectuées pendant cette these.

Nous considérons donc le schéma saute-mouton décrit par le systeme (2.2). Il est bien connu que
la stabilité des schémas explicites en temps dépend d’une condition appelée CFL qui lie entre eux
le pas de temps (Ar), le pas d’espace & utilisé pour la construction du maillage et les propriétés phy-
siques du milieu. C’est cette condition que nous déterminons dans la section 2.1. Cette étude, menée
par une technique d’ondes planes, se fait dans le cas d’un milieu infini homogeéne maillé avec un pas
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Approximation en temps du schéma obtenu en acoustique

constant et égal dans toutes les directions. Nous montrons tout d’abord que nous pouvons nous rame-
ner a 1’étude du probléme matriciel obtenu apres discrétisation en temps par un schéma d’ordre 2 du
schéma semi-discret en espace obtenu par la méthode des éléments finis spectraux. Les relations qui
lient les matrices de masse et de rigidité obtenues en dimension d avec les matrices de masse et de
rigidité obtenues en dimension 1 (voir section 7.2.1) dans ce cadre particulier d’étude nous permettent
de généraliser facilement les résultats obtenus en dimension 1 a une dimension d quelconque.

Dans la section 2.2, nous nous intéressons a la comparaison au niveau temps de calcul et place
mémoire de trois algorithmes différents résultant de trois facons de programmer le schéma (2.2).
Le théoréme d’équivalence introduit dans la section 1.3 nous donnera alors des éléments de réponse
concernant 1’apport, au niveau temps CPU et place mémoire, de la méthode des éléments finis mixtes
spectraux par rapport a 1’algorithme de programmation de la méthode des éléments finis spectraux
[56].

2.1 Résultat de stabilité

Soit le systeme :

Pn+l —_p il il
Dg, % +Ry,V, > =F, * (2.3a)
3 1
Vn+§ _ Vn+§
By, % =R}, P! (2.3b)

En soustrayant 1’équation (2.3a) écrite au temps n -+ 1 a celle écrite au temps n et en divisant chaque
terme par A¢, nous obtenons :

PR RS R AL L o
’ Ar? " JAYS JAYS
On utilise alors 1’équation (2.3b) :
A RS RPN L
Dy, A2 +RarB,, Ry, P, = N (2.5)
Soit, d’apres le théoreme 1 :
i nti n—1
N pit! _2;;22 +P! ik ZA—ch 2 2.6)

ou Ky , est la matrice de rigidit€ obtenue par la méthode des éléments finis spectraux.

L’ analyse de stabilité de (2.3) se rapporte donc bien a I’analyse de stabilité de la discrétisation en temps
par un schéma classique saute-mouton du schéma semi-discret en espace obtenu par la méthode des
éléments finis spectraux.

Nous savons [6] que ce schéma est stable si et seulement si :

(D;} Ky ,u, u) _ 4 27
SPu (u, u) — Ar? @
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2.2 Comparaison de 3 algorithmes

cfli,~ | 104082 | 0.2320 | 0.1476 | 0.1010

TAB. 2.1: Les conditions de stabilité en P,, en une dimension, pour un schéma saute-mouton, r variant
delas.

I s’agit donc de déterminer la norme de Ny, = D;} K4 . Celle-ci sera étudiée dans le chapitre 7.3
lors de 1’analyse par ondes planes du schéma. Nous obtenons la condition de stabilité suivante :

IAY;
¢ <cflay (2.8)
oll ¢ = /u/p est la vitesse de propagation de ’onde dans le milieu.

Pour d = 1 et r variant de 1 a 5, nous obtenons les valeurs de cf/; , données dans le tableau 2.1.
En dimension d quelconque, nous montrerons dans le chapitre 7 au lemme 4 que les valeurs propres
de Ny [K] sont les sommes de d valeurs propres de N , [k;]. Nous obtenons donc le lemme suivant :

Lemme 1 Soient cfl; , la condition de stabilité pour un schéma saute-mouton et une approximation
par éléments finis spectraux P, en dimension 1 et cfl; , la condition de stabilité pour un schéma saute-
mouton et une approximation par éléments finis spectraux Q, en dimension d.

Nous avons alors :

cflhr
Vd

Remarque 19 Les conditions de stabilité déterminées dans ce chapitre sont calculées en fonction de
h. Or, en Py, nous avons r points sur un intervalle de pas h. Ainsi, si [’on veut comparer les différentes
conditions de stabilité (entre elles ou par rappport aux différences finies), il faut rapporter le calcul
de la CFL a intervalle entre deux points d’interpolation et non a h.

Cfldm =

2.2 Comparaison de 3 algorithmes

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le fait que la matrice de rigidité intervenant dans la formula-
tion par éléments finis spectraux se factorise sous la forme d’un produit des matrices de rigidité et
de masse intervenant dans la formulation par éléments finis mixtes spectraux. Cette propriété nous
permet d’introduire 3 algorithmes différents pour la résolution du systeme (2.3). Nous rappelons que
le systeme (2.3) est équivalent au systeme (2.6).

2.2.1 Présentation des trois algorithmes

— Le premier algorithme considéré (algol) consiste en la résolution de 1’équation (2.3) :

1 1
Pl =P+ A Dy | <Ry, V) A F (2.92)
3 1
Vi P =V, +NBILR P! (2.9b)
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Approximation en temps du schéma obtenu en acoustique

— Le second algorithme (algo2) correspond a 1’application, en acoustique, de la méthode mise en

place par Y. Maday, E.M. Ronquist et A.T. Patera pour la résolution du systéme de I’élastodynamique

par la méthode des éléments finis spectraux [56]. Il consiste en la résolution du systéme :

1

1 _1
Pyl —2P) — P — AP D, Ry By R, ZJrAt[FZJrZFh 2} (2.10)

ou la matrice By, est calculée a chaque pas de temps en fonction des DF o1, J. et de la masse
volumique du milieu p.

— Le dernier algorithme (algo3) est obtenu en discrétisant par un schéma d’ordre 2 en temps le
systeme semi-discret en espace (1.23) obtenu par 1’application de la méthode des éléments finis
mixtes spectraux au systeme d’ordre 2 en temps :

n+%
Fh _Fh

Y}
n=B. Ry, P (2.11b)

[N

D ) S
d,r At2

+ Ry, W = 2.11a)

Or, le vecteur W, est défini localement dans chaque élément. Il n’est donc pas nécessaire de
le stocker. Le systeme (2.11) est alors équivalent au second algorithme, pour lequel on aurait
stocké la matrice By,

2.2.2 Comparaison du stockage

Nous allons, a présent, comparer les stockages nécessaires a chaque algorithme.
Dans tout les cas, nous négligeons le stockage de la matrice de rigidité R, , et de sa transposée, celles-
ci se déduisant d’une matrice (4 1)¢ x (r+ 1)¢ définie sur K uniquement.

Plagons nous en dimension d. Pour obtenir des estimations qui ne dépendent pas du maillage uti-
lisé, nous considérons un maillage périodique infini et rapportons le stockage nécessaire a un seul
élément du maillage. Ainsi, les inconnues scalaires étant continues d’un élément & un autre, nous en
comptabilisons 74 sur un élément alors que les inconnues vectorielles étant définies en chaque degré
de liberté de chaque élément, nous en comptabilisons (r+ 1)¢ sur chaque élément.

— algol : nous devons stocker P, au temps n (+¢ inconnues) et Wj, au temps n+1/2 (d(r + l)d
valeurs), la matrice de masse diagonale Dy , (r? termes non-nuls) et la matrice de masse diago-
nale par blocs d x d symétrique ((r+1)? x d(d + 1) /2 valeurs).

Notons fsdyg,1 (d €tant relatif a la dimension de I’espace), le nombre de réels a stocker pour
résoudre le systeme avec le premier algorithme. Nous avons :

1
= fsdager(r) =2r" +d(r+ 1) + dd+1)(r+ 1)
Soit :

152a1g01 (r) = 7r* +10r +5 pourd =2
F$3a1g01(r) = 1R +27724+27r+9 pourd =3

— algo2 : nous devons stocker P;, aux temps n et n — 1 (2 x r? inconnues), la matrice de masse
diagonale Dy , (r? termes non-nuls) et les valeurs de DF e_l et J, en chacun des points d’inter-
polation (d? x (r+1)¢ 4+ (r+1)? valeurs).
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Notons fsdgg.n le nombre de réels a stocker pour résoudre le systeéme avec le deuxieme algo-
rithme. Nous avons :

= fsdugen(r) =3r1 +(d*+ 1) (r+1)¢
Soit :

[52a1g02(r) = 87 +10r +5 pourd =2
F53atgo2(r) = 13r° 4+30r* 4 30r + 10 pourd =3

— algo3 : nous devons stocker P;, aux temps n et n — 1 (2 X r? inconnues), la matrice de masse
diagonale Dy , (r? termes non-nuls) et la matrice de masse diagonale par blocs d x d symétrique
By, (r+1)? xd(d+1)/2 valeurs).

Notons fsdg,3 le nombre de réels a stocker pour résoudre le systeme avec le troisieme algo-
rithme. Nous avons :

1
= f5dage(r) =317 + Sd(d+1)(r+ 1)4
Soit :
F52a1003(1) = 6r2 +6r+3 pourd =2
fS3alg03(r> =97 +182 +18r+6 pourd =3

Afin de mieux visualiser les apports de chaque méthode au niveau stockage, nous représentons les
courbes de gain entre les 3 méthodes dans la figure 2.1 :

ng _ dealgul (}") gsd _ deulg()3(r) ng _ dealgol (l")
algol/algo2 dealgOZ(r) ) algo3/algo2 dealgOZ(r) ) algol/algo3 dealgUS(r)

Ainsi, en 2D et en Qs (ordre d’approximation utilisé dans les expériences numériques présentées dans
ce rapport), ’algorithme 2 nécessite 1.1 fois plus de stockage que I’algorithme 1 et 1.4 fois plus de
stockage que I’algorithme 3. On stocke 1.25 fois plus avec 1’algorithme 1 qu’avec 1’algorithme 3.

En dimension 3, les différences sont légerement plus importantes : on stocke 1.1 fois plus avec 1’al-
gorithme 2 qu’avec I’algorithme 1, 1.5 fois plus avec 1’algorithme 2 qu’avec I’algorithme 3 et 1.3 fois
plus avec I’algorithme 1 qu’avec I’algorithme 3.

2.2.3 Comparaison des temps CPU
Nous allons comptabiliser le nombre de multiplications nécessaires a chaque algorithme.

1

— algol : pour calculer P’h”l, nous devons effectuer le produit Ry , WZ+2 d(r+ l)d+1 multipli-
1

cations) et y ajouter FZ+2 (0 multiplications), puis multiplier ce résultat par At D; (rd(l +1)

i3

multiplications). Ensuite, pour calculer WhJr ?, nous devons effectuer le produit R FPZ“ d(r+
1)?*! multiplications), puis le produit At BJ} Ry, P! ((d® +1)(r+ 1)? multiplications).
Notons ftdy41 le nombre d’opérations nécessaires pour la résolution du probleme par le pre-
mier algorithme. Nous avons :

= ftdagor(r) =2d(r+ 1) 420 4 (@ 4+ 1) (r+1)¢
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FIG. 2.1: Gains de stockage entre les trois algorithmes proposés en dimension 2 (2 gauche) et en
dimension 3 (a droite), en fonction de 1’ordre d’approximation, pour 1’acoustique.

Soit :

ftzalgol(r) = 41’3 + 19r2+22r+9
ft3algol(r) = 67’4+36I"3 —|—66r2—|—54r_|_ 16

pourd =2
pourd =3

— algo2 : nous devons tout d’abord calculer B;i en fonction de DF ;1, Joetp

Rappel 1 B, , est une matrice diagonale par blocs d x d de bloc (voir section 1.2.3.1) :

DF,' (poFi)™' DF;™"|1.| /6y

Ce calcul nécessite (r+ 1)?[d* +d(d + 1)(d +2) /2] multiplications.
Pour calculer P’h“rl , nous procédons de la maniere suivante : nous calculons tout d’abord le pro-
duitde R, , par " (d(r+1)4*! multiplications) puis multiplions le vecteur résultat par I’inverse

de la matrice de masse diagonale par blocs (d*(r+ 1)¢ multiplications). Ensuite, nous multi-
plions par Ry, (d(r+ l)dJrl multiplications). Il ne nous reste plus qu’a multiplier ce vecteur par
I'inverse de la matrice de masse diagonale et le pas de temps au carré (r (2 + 1) multiplications).
Notons ftdai402 le nombre d’opérations nécessaires pour la résolution du probleme par le deuxiéme

algorithme. Nous avons :

= ftdagen(r) = (r+ 1)?[d> +d(d+1)(d+2) /2] +2d(r+ 1) + @*(r+ 1) + 37

Soit :

F1241802(r) = 41> +39r% 4+ 60r + 28
F3a1g02(r) = 6r* 49373 23417 42227 + 72
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2.2.3 Comparaison des temps CPU

— algo3 : cet algorithme est en fait le méme que le deuxieme, ou la matrice de masse diago-
nale par blocs est stockée et non pas calculée a chaque pas de temps. Le nombre d’opérations
nécessaires est donc celui du second algorithme auquel nous enlevons le nombre de multiplica-
tions nécessaires au calcul de la matrice de masse diagonale par blocs.

Notons ftd,403 le nombre d’opérations nécessaires pour la résolution du probleme par le troisieme
algorithme. Nous obtenons donc :

= ftdalgo3(”) :2d(l’—|—1)d+l+d2(r+1)d+3rd
Soit :

ftzalg(ﬁ(r):4r3+1972+207’+8 pOUI‘d:2
Ft3a1g03(r) = 6r* +361° +63r* +51r +15 pourd =3

Afin de mieux visualiser les différences au niveau temps de calcul des différents algorithmes, représentons
les courbes de gain entre les 3 méthodes dans la figure 2.2 :

ftdalgol (}") ftdalgo3(r) ftdulg()l (r)
8tGaigol Jalgo2 ftdalgOZ(r) y  8Qalgo3/algo2 ftdalgOZ(r) y  8Qalgol /algo3 ftdalgo3(r)

T 15 T T T T

- gtga\gma‘algoz = gtgalgohfalgoz
== gtga\goaf’algoz = ggalgoafalgoz
--.9 ggolfalgos s 9 algoi/algo3

-
—_——
e N e e i

D | 1 1 1 | 1 1 D | | 1 1 | 1 1
0 1 ! % 2 B & i = o1 2 & 4 & & 1 8

r r

FIG. 2.2: Gains de temps de calcul entre les trois algorithmes proposés en dimension 2 (a gauche) et
en dimension 3 (a droite), en fonction de 1’ordre d’approximation, pour I’acoustique.

Ainsi, en 2D et en Qs, I’algorithme 2 est 1.6 fois plus long que les algorithmes 1 et 3. L’algorithme 3
est aussi rapide que 1’algorithme 1.

En dimension 3, I’algorithme 1 et I’algorithme 3 ont toujours des temps CPU équivalents. Par contre,
ces algorithmes sont 2.2 fois plus rapide que 1’algorithme 2.
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2.2.4 Conclusion

D’apres la place mémoire et le temps de calcul estimés dans cette section, il semble judicieux de
privilégier le troisieme algorithme. Toutefois, au niveau du temps de calcul, nous avons uniquement
estimé le nombre de multiplications nécessaires a chaque algorithme alors que le temps CPU dii aux
additions et a I’acceés aux données n’est pas négligeable et dépend de la machine sur laquelle est
executé le programme.

Remarque 20 Nous verrons ultérieurement que le premier algorithme garde un avantage certain
par rapport aux deux autres : celui de pouvoir y appliquer rapidement des Perfectly Matched Layers
(PML) pour modéliser les milieux non-bornés.
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Chapitre 3

Application de la méthode a
I’élastodynamique linéaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’application de la méthode des éléments finis mixtes spec-
traux, présentée dans la section 1.2 dans le cadre de I’acoustique, aux équations de I’élastodynamique

linéaire. Celles-ci s’écrivent, en dimension d (d = 2 ou d = 3), sous la forme :

p(j;[j— =f dans Q x[0,7],
g=Ce(U) dans Q x [0, 7],
ow =0 sur 0Q x [0, 7],
U(x,0)=0 dans Q,
%[tj( ,0)=0 dans Q,
ou :
e U= (u;),_, ,représente le champ de déplacement dans le solide,
e £(U) est le tenseur des déformations,
e 0O est le tenseur des contraintes,

e Q est un ouvert de IR?,

e x = (x;),_; 4 désigne les coordonnées dans la base canonique de IR?,

e p est la masse volumique du milieu solide, exprimée en Kg.m™

o ( est le tenseur des coefficients d’élasticité, exprimé en Pa.
e 7 estla normale extérieure au domaine

Ces tenseurs vérifient :

1 /Ou; Ou;
LeU),==(z+=2L) Vij=1.4,
:( )lj 2 <6Xj + 6x,-> bJ
2. 0;jj=cijueu Vi,j=1.d (loi de Hooke),

3. Ciju = Cjim = cuij Vi, j kI =1.d,

(3.1a)

(3.1b)
(3.1¢)
(3.1d)

(3.1e)
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Application de la méthode a I’élastodynamique linéaire

4. 3a > 0 tel que V¢ tenseur d’ordre d symétrique , ¢;jxi&ij&k > O z Eizj.
Remarque 21 Nous supposons que les quantités p et A;; sont indépendantes du temps.

La démarche la plus immédiate pour appliquer la méthode des éléments finis mixtes spectraux consis-
terait a chercher les d vecteurs 0; = (0;;) j=1.q dans I’espace V défini par :

Vi= {V € [L(@)]" tel que |Ji| DF; ' v oF; € [Qr(’e)]d}'

Toutefois, la définition de cet espace ne garantit pas les propriétés de symétrie du tenseur des contraintes
lorsque 1’on considere un maillage hexaédrique quelconque.

Dans un premier temps, nous reformulons le systtme de 1’élastodynamique (3.1) sous une forme
similaire a la forme mixte de I’équation des ondes en introduisant de nouvelles variables vectorielles
qui pourront €tre cherchées dans V (section 3.1).

Ensuite, dans la section 3.2, nous nous intéressons a I’écriture de la formulation variationelle associée
a ce probleme et en déduisons une conservation de I’énergie.

Dans la section 3.3, la méthode des éléments finis mixtes spectraux est appliquée au nouveau systéme.
Le schéma obtenu offre des propriétés de stockage similaires a celles obtenues dans le cas de I’acous-
tique.

Enfin, dans la derniére section (section 3.4), le théoréeme d’équivalence de la section 1.3 est généralisé
a I’élastodynamique.

3.1 Reformulation du probleme

En utilisant les propriétés des différents tenseurs, nous allons reformuler le systeme (3.1) sous une
forme proche de la formulation mixte de 1’équation des ondes présentée dans le chapitre 1.2.
Les deux premieres équations du systeéme considéré peuvent se mettre sous la forme :

0°U

por—0- [QE(U)} —f dans Qx [0,7],

Or g (U) s’écrit sous la forme d’une demi-somme du gradient de U et de sa transposée. En utilisant les
propriétés de symétrie du tenseur d’élasticité, nous allons alors décomposer cette équation sous une
forme O- (MOu) ou M et u sont a déterminer.

Remarque 22 Par abus de notation, nous notons O la forme matricielle associée a O et C la forme
matricielle associée a C.

Nous pouvons écrire :

1 /0u; Ou
Oi = Cikjl » <J+>
! jJZZ]Nd "5\ ax 0x;

Soit, en séparant les termes de la demi-somme et en effectuant un changement d’indice dans le second
terme :

CikleT
4. 1
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or cjxjj = Cikji, d’ou :

1 Ou; 1 Oou
Oik = = Cikjl — + = Cikjl
2],1:21..d ox; 2 ]lzl d 0.
Z au,-
= Cikjl 3~
=

. d 00 . d 0 au.,- . d d 0 d al/tj
[D-O’]i = z P Z aTCk (Ll_z]_ Cikjlaxl> = Z [Z aixk <IZCikjl (M)] 3.2)
4 9 d 0
- [MOu] Z ™ <Z k[a;tl> 3.3)

d
i=1.d

Cilj1  Cilj2  Cilj3
_ [ CGij1 Cilj2 _ _ _
avec A;j = pourd=2 et A;j= | cpj1 Cpjpp Cij3 pour d = 3.
Ci2j1  Ci2j2 ‘ '
Ci3j1 Ci3j2 Ci3j3
Remarque 23 Les propriétés de symétrie du tenseur d’élasticité impliquent : A;; = A;‘-,-.

Remarque 24 Dans le cas isotrope, nous avons, en 2D :

At2u 0 [0 A 0
A11:< Olulu>,A12:A21:<‘u 0)7A22:<g )\+2“)7

et, en 3D :
A+2u 0 0 u 0 0 u 0 0
A= 0 u 0 , Ap= 0 )\—‘y-Z,U 0 , A= 0 u 0 R
0 0 u 0 0 u 0 0 A+2u
0 A O 0 0 A 0 0 O
Ap=As=| 1 0 0 |, Az=A5=( 0 0 0 |, An=A%=( 0 0 A
0 0O u 0 0 0O u O

Remarque 25 La propriété de définie-positivité du tenseur d’élasticité n’implique pas ’inversibilité
de toutes les matrices élémentaires A;j. Nous le vérifions d’ailleurs dans le cas isotrope 3D ot les

matrices A;j ne sont pas inversibles pour i # j.

33



Application de la méthode a I’élastodynamique linéaire

Nous introduisons alors de nouvelles variables vectorielles (yl. j) s Ct (), 4 telles que :

ij=1.
oy; . -
67[ =Uu; Vi=1.d,et Yij = Aijyj Vi,j=1.4d.
11 est alors évident que (y; j)ijzl o €t (0ij); iy 4 vérifient la relation :
d 0 .
Yix /] .
Oij =y gt avee Vi, = (Y [/]) j=1.a (3.5)
=1

Remarque 26 En utilisant la définition des Y;; ainsi que I’égalité (3.5), nous démontrons facilement
que les propriétés de symétrie du tenseur des contraintes sont respectées.

Il nous faut a présent réécrire la condition de Neumann avec les nouvelles variables. En utilisant la
relation (3.5) et en imposant Y;; (x,0) = 0 Vi, j = 1..d, nous obtenons :

la

d
=0 < ZVU~W:0 Vi=1.d (3.6)

Nous pouvons alors écrire une nouvelle formulation du probléeme, sous la forme d’un systeme du
premier ordre en espace et en temps :

o <&

p(TL; _]ZID.VU =F Vi=1,d dans Q x [0, 7], (3.7a)
oy; .

i Ou; Vi=1,d dans Q x [0, 7], (3.7b)
Y = Aijy; Vi,j=1,d  dans Qx[0,T], (3.7¢)

d
Zyl.j-W =0 Vi=1,d sur 0Q x [0, 77, (3.7d)

=
+ Conditions initiales. (3.7e)

b (Rx,0);-1. = [ Hx DT

Remarque 27 Les formulations (3.1) et (3.7) sont équivalentes. En effet, nous avons montré que (3.1)
implique (3.7). En injectant (3.5) dans (3.7), nous retrouvons facilement (3.1).

Nous avons donc exhibé une nouvelle formulation du systeme de 1’élastodynamique sous la forme
d’un systeme d’ordre 1 en temps en O (MOu).

Remarque 28 Si nous avions introduit :
y,=Uu; Vi=1.d, (3.8)
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3.2 Formulation variationnelle et conservation de I’énergie

nous aurions obtenu le systéme du second ordre suivant :

p%zlzi—]iﬂ-yij =f; Vi=1l,d dans Q x [0,T], (3.92)
Y, =0u; Vi=1l,d dans Q x [0,T], (3.9b)
Vij = AijY; Vi, j=1,d dans Q x 0,71, (3.9¢)
iyij-ﬁ) =0 Vi=1,d sur 0Q x [0,T1, (3.9d)
=1
+ Cond;tions initiales. (3.9¢)

3.2 Formulation variationnelle et conservation de I’énergie

3.2.1 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous introduisons la formulation variationnelle associée au systeme (3.7).
Pour cela, multiplions les différentes équations par des fonctions tests. Nous obtenons alors, formel-
lement :

d d .
dt/quiq),‘dX—JZI/Q(D-yU)q)idx_ /QEq)idX Vi=1.d, (3.10a)
d/v,-'llJidX= / Ou; - @;dx  Vi=1.d, (3.10b)
dt Q Q
/Qyij'q"ijdx = /Q(AijVj) Py dx Vi, j=1.d. (3.10c¢)

Supposons que les Y;; aient une certaine régularité, que nous définirons ultérieurement, qui nous per-
mette d’effectuer une intégration par parties sur le second terme de I’équation (3.10a). En utilisant les
conditions aux limites, nous pouvons écrire :

/Q(D-yij)(l)idx: —/Qyijﬂ(l),'dx Vi, j=1.d. 3.11)
Nous pouvons donc chercher
— les u; dans L (0,T;H' (Q)),
— lesy, dans [L* (0,T;L? (Q))]d,
— etlesy;; dans [L*(0,T;L? (Q))]d.
¢, décrira H' (Q) et U, et ;; décriront [? (Q)]d.
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Application de la méthode a I’élastodynamique linéaire

Nous obtenons alors la formulation variationnelle suivante :

Trouver u; € L° (0,75 H' (), Vi = 1..d, v, € [L7 (0, 7317 (@))], Vi = I.d et
Yij € L” (O,T;Lz (Q))]d, Vi,j=1..d tels que :

d
d/pu,¢,dx+2/y,D(I),dx:/F}(I),dx V(I),EHl(Q) \V/lzld, (3.12a)
dr Jo AoV Q
g/y,.-qjl.dx:/ Ou;-@rdx V@, € [L*(Q)]" Vi=1.d, (3.12b)
dr Jo Q
/le,j.qujdx:/Q(A,-jyj)-lle.jdX Yy, € [L2(Q)]d Vi, j=1.4d. (3.12¢)

Remarque 29 Les conditions de Neumann homogénes ( “surface libre”) sont bien incluses dans la
formulation variationnelle.

3.2.2 Conservation de I’énergie

Nous allons maintenant montrer que la formulation variationnelle (3.12) vérifie une identité d’énergie
pour des conditions initiales données et lorsque le terme source est nul.

Comme les fonctions tests ¢; et J; ; sont indépendantes du temps, en dérivant (3.12a) et (3.12c) par
rapport au temps nous obtenons :

d [ p2 S [ M g ax— 1 _
dz/gpazq”'d”];/g 5 Doidx=0 Vo, eH (Q)  Vi=l.d, (3.132)
;/ yi'LIJl‘dX:/ Ou; -, dx VY, € [LZ(Q)]d Vi=1.4d, (3.13b)
Q Q
% %; 2 d . .
o atj Wy dx = /Q (Aij 6t1> Pdx Y€ [LP(Q)] Vij=1.d. (3.13¢)

Prenons alors :

Ou,-
— b= —(tp,.) Vi=1..
¢l at (t()) ) Vl d’

d
JZI e

pour #y fixé.

Remarque 30 u; étant cherché dans H' (Q), les fonctions tests appartiennent bien aux espaces désirés :
GieH (Q)Vi=ld € [L2(Q)] Vi=ldey, e [L2(Q)]Vi,j=1.d.
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3.2.2 Conservation de I’énergie

Nous obtenons alors :

.ZI/Q (Aﬁ%\t/’) a,u" dx = Z /Q(Aji Clu;) - at”’ dx  Vi=l.d, (3.14b)
J= =
oy :

On remplace le second terme de 1’équation (3.14a) par sa valeur donnée dans 1’équation (3.14c). On
somme les égalités pour i variant de 1 a d et I’on obtient :

Ou; Ou; i\ 00w ,
Z dt /Q o or o X z / < ij 5l> o1 dx=0 (3.15a)
O 0
z / < Jlayl) 0 u]d _ z/ AJLDI,{I 0 de (315b)

i,j=1 i,j=1

Soit, en reportant (3.15b) dans (3.15a) :

d
3 a P

En utilisant le fait que 24;; = A;; +A;‘~i (remarque 23), nous avons :

6u,~

ot

o0 ”’d —0 (3.16)

dx+ Z/ (Aij Ouj) -

i,j=1

" ODu,-
2 A;iOu;)- d
i,j—zl..d/Q( 0u) or :
00u; 000u;
= (A;; Ouj) - Ldx+ / ( *,Du). ‘d
i,jzl..d/Q o i.,jzzl..d o’ or
" ol i " ol i
= z / (A,‘j Duj)' “ ax+ / Duj- (Ajiu) dax
i,j=T..d7%Q or ij=T.d"% or
Ou; o
— Z /(AijDuj).MdXJr /Dui <Aij u])d
5.ale or /57479 o

= - (Alj Duj) . DM,‘ dx
. zld dt Jo

L]j=

L’équation (3.16) se réécrit donc sous la forme :

{5 Loy

Il nous faut maintenant montrer que la quantité entre accolades est bien une énergie, c’est-a-dire que,

pour u; # 0 :
d
= /
i; Qp

614,

1 d
— ;i U - Ouy = A7
dx + 2“2 1/ (Aij Ouj) - Ou dx} 0 (3.17)

aui

ot

1
dx +f Z / (A Ouj) - Oujdx >0 (3.18)
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Application de la méthode a I’élastodynamique linéaire

Le premier terme de ‘E est positif.
Montrons donc que :

=Y (Ay;0uj)-Ou; >0 (3.19)
i,j=1.d

Pour cela, nous allons montrer que cette quantité vérifie :
E=Ce(U)-£(U) (3.20)
En utilisant les équations (3.7b)-(3.7¢c) et (3.5), nous pouvons écrire Z sous la forme :

- d Ou; d ayij Ou; d d ayij Ou;
S PLEIES Sk Ao N

i,j=T.dk=1 i,j=T..dk=1

ol [v]; désigne la kieme composante du vecteur v.
Soit :

(3.21)

Or, comme Oj; = Oy;, nous pouvons écrire 20, = O + O;.
En introduisant cette égalité dans (3.21), nous obtenons :

Le tenseur C est défini positif et € (U) est un tenseur symétrique d’ordre 2. De ce fait, £ est strictement
positif, ce qui implique bien la stricte positivité de E.

Nous avons bien démontré la conservation de I’énergie.

3.3 Semi-discrétisation en espace

Le probléme étant bien posé, nous pouvons maintenant lui appliquer la méthode des éléments finis
mixtes avec condensation de masse.

Les u; (.,x) seront cherchés dans Uj et les Y;(.,x) et les y;;(.,x) dans V, définis dans le chapitre
1.2.
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3.3 Semi-discrétisation en espace

Nous effectuons les mémes opérations que pour les équations de 1’acoustique et obtenons le probleme
semi-discret suivant :

dUi, | & :
Dy, ar —|—jZle7r Fijh =F;, Vi=1.d, (3.22a)
- dl;
By, Tth =R, Uy Vi=1l.d, (3.22b)
B‘d’rr,‘jh :El‘jd7rrjh Vl,]: 1..d, (3220)

ot U; est le vecteur des composantes de u; dans la base de U} et I';;, et I';;;, sont respectivement les
vecteurs des composantes de y; et Y;; dans la base de V.

Comme dans le cas acoustique (voir section 1.2), les matrices vérifient les propriétés suivantes :

— Dy, la matrice de masse de (3.22a), est diagonale. En fait, c’est la méme matrice que celle
obtenue par la méme méthode en acoustique dans un milieu de module de compressibilité u =
p~! ol p est la masse volumique du milieu élastique.

- Bd,r, matrice de masse de (3.22b) et intervenant dans (3.22c), est une matrice diagonale par
blocs d x d dont chaque bloc s’exprime sous la forme :

G)p A

mDF: DF,(&,)

En fait, cette matrice est la méme que la matrice de masse diagonale par blocs d x d obtenue
apres semi-discrétisation par la méthode des éléments finis mixtes spectraux en acoustique dans
le cas d’un matériau de masse volumique 1Kg.m™3.

— Bijq r, matrices intervenant dans I’équation (3.22¢), sont diagonales par blocs d x d dont chaque
bloc se met sous la forme :

G)p A
mDFZAij DF, (&)

— Ry, matrice de rigidité, est la méme matrice que celle obtenue dans le cas de I’acoustique. Elle
se déduit d’une matrice (r+ 1)? x (r+ 1)? définie sur K uniquement.

Remarque 31 La matrice EdJ est inversible, ce qui n’est pas forcément le cas des matrices B; idr:
ces dernieres dépendent des A;j et nous avons vu que ces matrices élémentaires ne sont pas toutes
forcément inversible (en particulier dans le cas isotrope 3D).

Les propriétés des matrices Bd_, et B; ia,r nous permettent de simplifier le systeme (3.22) sous la forme :

av;, & .
Dd’rT_FjZle’rrijh:Fih Vi=1.d, (3.23a)
dMiin <= -
— It =B Bija, By R, Uy Vij=1.d. (3.23b)

dt

Introduisons alors de nouvelles matrices (B,- de) ii=1.d telles que :

Bijar =By, BijarBy, Vi j=1.d (3.29)
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Application de la méthode a I’élastodynamique linéaire

Ces matrices sont des matrices diagonales par blocs d x d dont les blocs s’écrivent :

J B o2
HDFe 'A;; DF; 1(Ep)

Gp

Remarque 32 Ces matrices ont la méme expression que l’inverse de la matrice de masse diagonale
par blocs d xd : By, obtenue par la méme méthode en acoustique, dans un milieu non-physique ou
I’on aurait pris p~' = Aij.

Le systeme que nous résolvons s’écrit alors :

vy, &
Dy, d’h + 5 RapTijn=Fiy Vi=1.d, (3.252)
t A
dr;;
Tltjh =Bija, R, Uip Vi, j=1.d. (3.25b)

Remarque 33 Si on applique la méme méthode sur le systeme d’ordre 2 en temps (3.9), on obtient le
schéma semi-discret en espace :

v, dF;,
Dy, ——— Ry, Tiin=—— Vi=1.4d, 3.26
dr =g +j; arlijn=—g= Vi (3.262)
Fijn=Bija, R, U Vi,j=1.d, (3.26b)

o Dy, Ra et (Bijar)
premier ordre (3.25).

i j=1.q SOnt les mémes matrices que celles qui interviennent dans le systeme du
J=1..

Remarque 34 Les propriétés des matrices élémentaires A;; impliquent les propriétés suivantes sur
les matrices Bjja, :

Bijar=Bjia, Vi,j=1.d. (3.27)
Cette méthode permet d’obtenir un systéme explicite, une programmation simple, ainsi qu’un gain de

place mémoire et de calcul non-négligeables.

Remarque 35 Cette méthode nécessite exactement le méme stockage pour un cas isotrope que pour
un cas anisotrope, et le méme en milieu homogene ou hétérogene.

Nous avons donc une méthode d’éléments finis d’ordre élevé, ayant des propriétés intéressantes au ni-
veau du stockage et du temps de calcul. Ces propriétés seront plus longuement étudiées ultérieurement.

3.4 Généralisation du théoreme d’équivalence avec la méthode des éléments
finis spectraux

Nous voulons généraliser le théoréeme d’équivalence entre la méthode des éléments finis spectraux et

la méthode des éléments finis mixtes spectraux, démontré dans le cas acoustique au paragraphe 1.3,
au systeme de I’élastodynamique.
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3.4 Généralisation du théoreme d’équivalence avec la méthode des éléments finis spectraux

La méthode des éléments finis spectraux dans le cas de I’élastodynamique s’appuie sur 1’approxi-
mation du systeme [52] :

p P Q- (g;(U) =f dans Q x[0,7], (3.28a)
(gg(U) 7 =0 surdQx[0,7], (3.28b)

U(x,0) =0 dans Q, (3.28¢)

%?(x,o) —0 dans Q, (3.28d)

qui, d’apres la décomposition effectuée dans la section 3.1, est équivalent a :

02u d
‘ Z (A;jOuj)=f; Vi=1.d  dans QxIR, (3.29a)

d
> (4;0u;) W =0 sur 0Q x [0, T, (3.29b)

Jj=1
U(x,0) =0 dans Q, (3.29¢)

0

a—ltj(x,O) =0 dans Q, (3.29d)

ouU= (ui)izl..d'

Apres approximation par la méthode des éléments finis spectraux, détaillée dans la section 1.1.2,
on obtient le schéma semi-discret en espace suivant :

?0;,;, & dF;),
dl‘zl +2Kljdr jh = :

Dy, Vi=1.d, (3.30)

ou K;jq , est la méme matrice que celle obtenue par la méthode des éléments finis spectraux ap-
pliquée a I’équation des ondes dans un milieu non physique telle que la masse volumique p matricielle
vérifierait :

p =4 (3.31)

Considérons alors un milieu acoustique non physique tel que la masse volumique p vérifie I’égalité
(3.31) et tel que le module de compressibilité valle 1. Dans ce milieu, nous considérons le systéme
équivalent a I’équation classique de propagation d’onde dans un fluide :

?;f -0 dans Q x [0, 77, (3.32a)
w="[p dans Q x [0, 7], (3.32b)
V=A;w dans Q x [0, 7], (3.32¢)

p=0  surdQx|0,7], (3.32d)
p(x,0)=0 dans Q, (3.32¢)
v(x,0)=0 dans Q. (3.32f)
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Application de la méthode a I’élastodynamique linéaire

La méthode des éléments finis mixtes spectraux donne le schéma semi-discret en espace :

d’P,
Dyr——-+Ray Wy =F, (3.33a)
"de
By, Wy =R}, P, (3.33b)
By, Vi =Bija, W (3.33¢)

Ou Ry, By et B; i, ont bien la méme expression que dans le schéma (3.22) obtenu en élastodynamique.

Nous avons alors :

Kijar =RarBy) BijarBy Ry, (3.34)

> PREUVE : La démonstration se fait de la méme maniere que celle du théoréme 1. On renvoit a
I’annexe A pour plus de détails. <

Remarque 36 Nous n’avons pu baser entierement cette démonstration sur les résultats du théoreme
1 car la démonstration de celui-ci fait intervenir la masse volumique du milieu acoustique p et son
inverse. Or, dans le cas d’un milieu non-physique qui vérifie la relation (3.31), la masse volumique du
milieu n’est pas forcément définie, les matrices A;j n’étant pas toutes inversibles.

Ainsi, d’apres la définition des matrices B;jq , :

Théoreme 2 Aves les notations définies en (3.25) et (3.30), nous avons
Kijar = RarBijarRy, (3.35)

La méthode mixte est donc une factorisation de la méthode spectrale et :

Upn=Uy Vi=1.d

Nous avons donc généralisé le théoreme d’équivalence entre la méthode des éléments finis spectraux
et la méthode des éléments finis mixtes spectraux, démontré pour 1’acoustique, a I’élastodynamique.
Ce théoréme implique, entre autres, I’équivalence entre le schéma semi-discret en espace (3.25) avec
le schéma semi-discret utilisé par D. Komatitsch et J.P. Vilotte dans [52].
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Chapitre 4

Approximation en temps du schéma
obtenu en élastodynamique

Introduction

Le chapitre précédent présentait le schéma semi-discret en espace obtenu par application de la méthode
des éléments finis mixtes spectraux a une reformulation du systeme de 1’élastodyna- mique linéaire.
Nous obtenions alors le schéma :

Ui, | & .
Dd’rT —i—]ZleJrijh =F;, Vi=1.d, (4.1a)
dr; . ..
d;]h = Bija, Ry, U Vi, j=1.d. (4.1b)

Nous nous intéressons ici a la discrétisation en temps de ce systeme. Nous avons choisi pour cela un
schéma saute-mouton :

n+1 d
Uin — Ui nty

. 1
Dy, Tzh +Y Ry r;?ﬁz =F, > Vi=1.d, (4.2a)
=1
rn+% . rn+%
U’ITU’Z = Byja, R, Ul Vi j=1.d. (4.2b)

Comme dans le cas du schéma discrétisé obtenu en acoustique, la stabilité du systeme (4.2) dépend
d’une condition appelée CFL qui lie entre eux le pas de temps A¢, le pas d’espace & utilisé pour
la construction du maillage et les propriétés physiques du milieu. C’est cette condition que nous
déterminons dans la section 4.1. Nous montrons tout d’abord que 1’étude peut se ramener a I’étude
de stabilité effectuée sur une discrétisation en temps par un schéma centré d’ordre 2 du schéma semi-
discret en espace obtenu par la méthode des éléments finis spectraux. Nous utilisons alors les simila-
rités entre la forme des matrices obtenues en acoustique et celles obtenues en élastodynamique pour
démontrer une condition suffisante de stabilité déduite de la CFL obtenue dans la section 2.1.
Ensuite, comme dans le chapitre 2, nous étudions les gains au niveau temps de calcul et place mémoire
obtenus par I’utilisation de la méthode des éléments finis mixtes spectraux par rapport a I’algorithme
de programmation de la méthode des éléments finis spectraux mis en place par Y. Maday, E.M. Ron-
quist et A.T. Patera [56]. Nous introduisons donc trois algorithmes différents résultant de trois facons
de programmer le schéma (4.2) en utilisant le théoréme d’équivalence énoncé dans la section 3.4.
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Approximation en temps du schéma obtenu en élastodynamique

4.1 Résultat de stabilité

Nous considérons le systeme :

| /AR U ntd vl
Dd,r”Tl"" Z]gd’rriﬂf:Fih2 Vi=1.d (4.3a)
=1
rn+% . rn+%
% = Bija, Ry, Ul Vij=1.d (4.3b)

En soustrayant 1’équation (4.3a) écrite au temps n+ 1 a celle écrite au temps »n et en divisant chaque
terme par A¢, nous obtenons :

1 n 1 I’l+% n*% n—‘,—l }’l—l
Ui _2;gh+U?h N iRd,r Fijn - in_ iy ZA_tFih C Vie1d 4.4)

J=1

Dd,r

En reportant I’équation (4.3b) dans (4.4) nous avons :

1 1
| /ARI) AR § .  ANEI o
gy~ At;h '+ RaBijasRy, yh:% Vi=1.d (4.5)
j=1
Soit, d’apres le théoreme 2 :
| SRR §E glom P
Dy, At’zh Pt Kija, Upy = = Y, . (46)

ou Kjj4,, est la matrice de rigidit€ obtenue par la méthode des €léments finis spectraux.

L’ analyse de stabilité du systeme (4.3) se ramene donc bien a I’analyse de stabilité de la discrétisation
en temps par un schéma centré d’ordre 2 de la semi-discrétisation en espace obtenue par la méthode
des éléments finis spectraux.

Notons :
- UZ = (U?h)i:ld’
— Dy, la matrice diagonale par blocs de d blocs Dy ,,
— Ry, la matrice diagonale par blocs de d blocs Ry ,,

— B, la matrice composée des d? blocs B; idr

Bitay ... Biaar
Bd,r = )
Byayr ... Baday
n+i n+1
-F, =(F," :
i=1.d
Le systeme (4.5) s’écrit alors :
1 1
Un+1 _ 2un +Un71 . Fn+§ . ani
D, " At;’ " +Ry, By, R, UL = % (4.7
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4.1 Résultat de stabilité

Or, nous savons [6] que ce schéma est stable si et seulement si :

(D7} RaBa Ry, )

4
< — 4.8
SPu (u, u) - A2 “48)
D, , étant diagonale et inversible, nous avons :
(D7} Ra, Bo Ry, ) . .
SUupy () = SUpy /|v|=1 Dd,r Ry By, Rd,r Dd,r v,V 4.9)

De plus, nous avons vu dans le chapitre 3.3 que les matrices (Bjjq.r)i, j=1.4 sont des matrices diago-
nales par blocs d x d de bloc :

Gip (11| DF Ay DF; 1] (&)

Dans le cas d’un maillage périodique infini de pas & dans les d directions et en milieu homogene, B;}
est donc une matrice diagonale par blocs de bloc :

—Ajj

Introduisons alors Py ., matrice diagonale de terme général 4/1/Gy, et Py, matrice diagonale par

blocs de d blocs Py ;.
Soient A;; la matrice diagonale par blocs de bloc A;; et A, - la matrice composée des d? blocs A; e

Remarque 37 La matrice Ay, est équivalente a la matrice diagonale par blocs C ou C est le tenseur
d’élasticité représenté sous forme matricielle d* x d°.

La matrice By, s’exprime alors comme le produit Py . Ay , PZ‘,’, et nous obtenons 1’inégalité :
_1 . ot
2 2
SUPy Jjv|=1 Dd,r RarBarRy, de Y

1 1
-2 * * *—3
= SUpy /=1 <Dd73 R(l,rPd,r Ad,r Pd,r Rd,r Dd,r v, V)

el
<M Py, RG D P

r

ou A" estla plus grande des valeurs propres de Ay ;.
Ay - étant équivalente a la matrice diagonale par blocs C, nous avons :

Ay, =A™ (4.10)
ou A" est la plus grande des valeurs propres de C.

Nous obtenons alors la condition de stabilité suivante, suffisante mais non nécessaire :

1 4
2
FIs Ar?

* —

A2 [P, R;, D, (@.11)
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Approximation en temps du schéma obtenu en élastodynamique

1
7z ~ 7 *—5
Intéressons nous, a présent, au terme || P; R}, D, 2|,
Remarquons tout d’abord que Py ,, Ry, et Dy, sont des matrices diagonales par blocs de d blocs
respectifs Py ,, Ry, et Dy . Nous avons alors :

Pi RY.D, 2 |P=|P,R;, D 7|
H d,r *d,r Vd,r ” - ” d,r N, r ~dr H
Dans le cas de la résolution de 1’équation des ondes dans un milieu de masse volumique 1 et de
module de compressibilité 1/p par la méthode des éléments finis mixtes spectraux associée a un

schéma d’ordre 1 en temps, la condition de stabilité s’écrivait (voir section 2.1) :

(Da}Ras B R u ) 4
StPu (u, u) = A2

4.12)

ou Dy , et Ry, sont les mémes matrices que celles intervenant dans le systeme (4.5) et ou B;i est une
matrice diagonale par blocs d x d de bloc :

1 L g1
- [Vl DF ' DF; ] (8)

Gp

Dans le cas d’un maillage périodique infini de pas 4 dans les d directions et en milieu homogene, B;i
est donc une matrice diagonale par blocs de bloc 1/ @p Lyq, ol Iz est la matrice d x d identité.
Ainsi, d’apres la définition de la matrice Py, :

-1 —1 px
(Dd,r Rda”Bd,r Rd,ru’ u

_1 _1
Supu (u u) = supu/|u|:1 <Dd73 Rdvr PdJP;;J‘R;;,de’f M, M) (413)
Or, nous savons (voir section 2.1) que :
7% —1 px* **% . 4 d
Supujuj=1 \ Dy RarBy, Ra,Dy,” uut | =35 i 4.14)
1,r

ou cfl , est la CFL du méme schéma appliqué en acoustique 1D dont les valeurs sont données dans
le tableau 2.1.
Ainsi :

4 d

w1
1P}, R:, Dy, ull® = (4.15)
rdrPdr 12 efi?,

Nous obtenons donc la condition de stabilité suivante, suffisante mais non nécessaire :

JAY; Cfl] r
max < ) .
A < i (4.16)

avec A¢™ la plus grande des valeurs propres de C, cfI; , est la valeur de la CFL pour le schéma
des éléments finis mixtes O, en acoustique 1D (donnés dans le tableau ??) et d est la dimension de
I’espace.

Remarque 38 En pratique, nous remplagcons N par la plus grande valeur prise par les valeurs
propres de la matrice de Christoffel associée au tenseur d’élasticité C.
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4.2 Comparaison de 3 algorithmes

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le fait que les matrices de rigidité intervenant dans la formulation
par éléments finis spectraux s’expriment comme produit des matrices de rigidité et des matrices de
masse diagonales par blocs intervenant dans la formulation par éléments finis mixtes spectraux. Cette
propriété nous permet d’introduire trois algorithmes différents pour la résolution du systeme (4.2),
équivalent au systéme (4.6).

4.2.1 Présentation des trois algorithmes

— Le premier algorithme considéré (algol) consiste en la résolution du systeme de 1’élastody-
-namique par la méthode des éléments finis mixtes spectraux :

d 1 1
UL =UL A, | S Ry, Tt +F 2| Vi=1.d, (4.17a)
=1
3 1
Ml =T + 0 Bya, Ry, U Vi j=1.d. (4.17b)

— Le second algorithme (algo2) correspond a la méthode mise en place par Y. Maday, E.M. Ron-
quist et A.T. Patera pour la résolution du systeme de I’élastodynamique par la méthode des
éléments finis spectraux [56]. Il correspond a la résolution du systéme :

1
I i
Ein (4.18)
Vi=1.d

d i

1 —1_ A2l nt3

U =205, Uy, — A Dy Ry > Bija,Ry, Ujy+ 0 |:Fih ’
=

ou les matrices B;; 4 , sont calculées a chaque pas de temps en fonction des DF,, J, et du tenseur
d’élasticité.

— Le dernier algorithme (algo3) est obtenu en discrétisant par un schéma centré d’ordre 2 en temps
le systeme semi-discret en espace (3.26) obtenu par I’application de la méthode des éléments
finis mixtes spectraux au systeme d’ordre 2 en temps :

1 1
Ui - 205, + U d FTopt
Dd,r ih Atzh ih +Rd’rJZl r:‘l]h = % Vl — 1d’ (419&)
Cw=BiynR, UG, Vi j=1.d. (4.19b)

Les vecteurs I';; sont définis localement dans chaque élément. Il n’est donc pas nécessaire de les
stocker. Le systeme (4.19) correspond donc au second algorithme, pour lequel on aurait stocké
les matrices B;; 4, (et non pas calculé a chaque pas de temps comme c’est le cas pour le second
algorithme).

4.2.2 Comparaison du stockage

Nous allons, a présent, comparer le stockage nécessaire a chaque algorithme.
Dans tout les cas, la matrice de rigidité Rj, et sa transposée se déduisant d’une matrice (r+ 1) x (r+
1) définie sur K uniquement, nous en négligeons le stockage.

Plagons nous en dimension d. Pour obtenir des estimations qui ne dépendent pas du maillage uti-
lisé, rapportons le stockage nécessaire a un seul élément du maillage.
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— algol : nous devons stocker les (U;j)i—1 4 aux temps n (d x r* inconnues) et les (I',-jh),;/j:]“d au
temps n+1/2 (d2 xd(r+ 1)d valeurs), la matrice de masse diagonale Dy , (r? termes non-nuls),
les matrices de masse diagonales par blocs d x d symétriques (Bijg.,)i=1.a (d X (r + l)dd(d +1)/2
valeurs) et les matrices de masse diagonales par blocs d x d non-symétriques (B; jd7,)i7 J=1.d,i#]
d(d—1)/2x (r+1)%d>).

Notons fsdug,1 (d €tant relatif a la dimension de I’espace), le nombre de réels qu’il nous faut
stocker lors de la résolution du systéme matriciel par le premier algorithme. Nous avons donc :

1
= dealgol(r):(d+1)rd+§d2(d+l)2(r+l)d
Soit :

F52a1g01 (r) = 217% 4367 + 18 pour d =2
F53aigo1(r) = 761> + 2161 +216r +72 pour d =3

— algo2 : nous devons stocker (U;j)i—1 4 aux temps netn—1 (2 x d X r? inconnues), la matrice
de masse diagonale Dy , (r? termes non-nuls) et les valeurs de DF ;1 et J, en chacun des points
d’interpolation (d*(r 4 1)? + (r+1)¢ valeurs).

Notons fsdgig02, le nombre de réels qu’il nous faut stocker lors de la résolution du systeme
matriciel par le deuxieéme algorithme. Nous avons donc :

= fsdugon(r) = (2d + 1)r + (d® + 1) (r+ 1)
Soit :

F52a1g02(r) = 10r* 4+ 10r +5 pour d =2
F53atgon (r) = 177 4307?4307 + 10 pourd =3

— algo3 : nous devons stocker (U;p)i=; g aux temps netn—1 (2 xd x % inconnues), la matrice
de masse diagonale D , (r? termes non-nuls), les matrices de masse diagonales par blocs d x d
symétriques (Bjia,)i=1.a (d x (r-+1)?d(d +1)/2 valeurs) et les matrices de masse diagonales
par blocs d x d non-symétriques (Bjja )i j=1.a,+j (d(d—1)/2x (r+ 1)%d?).

Notons fsdyg03, le nombre de réels qu’il nous faut stocker lors de la résolution du systeme
matriciel par le troisieéme algorithme. Nous avons donc :

d 2d2+1 d
= fsduen3(r) = (2d+1)r +d T(r—i— 1)
Soit :
F52a1003(r) = 1577 +20r + 10 pour d — 2
F53a1g03(r) = 521 4+ 135r% 4+ 1357 +45 pourd = 3

Afin de mieux visualiser les apports de chaque méthode au niveau stockage, nous représentons les
courbes de gain entre les 3 méthodes dans la figure 4.1 :

dealgol (I") fsdalg03(r) fsdalgol (r)
Sd ) p = Sd — , Sd _
85Calgol Jalgo2 deazgoz(r) 85 algo3 /algo2 dealgoz(r) 85Qalgol Jalgo3 dealgOS (r)
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4.2.3 Comparaison des temps CPU

I il T T T T T

- QISQ

82alguh’algoz I gssalgowalgoz
= gsgalgoafalgoz I T = gsgalgoafalgoz I
==+ 2""algo/algo3 | . L algo1falgos

o i

T T T e ey v e e e e e e e e e e e e ]

FIG. 4.1: Gains de stockage entre les trois algorithmes proposés en dimension 2 (2 gauche) et en
dimension 3 (a droite), en fonction de 1’ordre d’approximation, pour 1’élastodynamique.

Ainsi, en 2D et en Qs (ordre d’approximation utilisé dans les expériences numériques présentées dans
ce rapport), nous stockons 2.4 fois plus avec 1’algorithme 1 qu’avec 1’algorithme 2, 1.6 fois plus avec
I’algorithme 3 qu’avec I’algorithme 2 et 1.5 fois plus avec I’algorithme 1 qu’avec 1’algorithme 3.

En dimension 3, les différences sont plus importantes : I’algorithme 2 nécessite 5.2 fois moins de
place mémoire que I’algorithme 1, et 3.5 fois moins que I’algorithme 3. Nous avons un rapport de 1.5
entre le stockage nécessaire a 1I’algorithme 1 et celui nécessaire a 1’algorithme 3.

4.2.3 Comparaison des temps CPU

Nous allons comptabiliser le nombre de multiplications nécessaires a chaque algorithme.

— algol : pour calculer les Uf“, nous devons effectuer les produits Ry, [ijn (d x d(r+ 1)‘“rl
multiplications), sommer les vecteurs résultats sur j, pour toutes les valeurs de i, et y ajouter

F;; (O multiplications), puis multiplier ces résultats par AtD;l (dxr? (1+ 1) multiplications).
3
Ensuite, pour calculer F?;;lz, nous devons effectuer les produits R; , L Ldxd(r+1)

tiplications), puis les produits At Bjja Ry, Ujp (d* x (d* 4 1)(r 4 1) multiplications).
Notons ftdyg01 (d étantrelatif a la dimension de I’espace) le nombre de multiplications nécessaires
pour la résolution du systeme matriciel par le premier algorithme. Nous avons alors :

d+1 mul-

= ftdagor(r) = 2dr" +2d*(r+ )" 4 d*(d® + 1) (r+1)¢
Soit :
ft2a1001(r) = 8> +48r% 4 64r + 28 pourd =2

F3a1g01 (r) = 187* + 168> +-378r% 4-342r + 108 pour d =3
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— algo2 : nous devons tout d’abord calculer les matrices B;j4 - en fonction de DF gl, JeetC

Rappel 2 Les matrices B;; 4 , sont des matrices diagonales par blocs d x d de bloc (voir section
3.3):

DF; ' (A;joF,)DF:7'|J,| /6y

Ce calcul nécessite d x (r+ 1)9[d® + d(d 4 1)(d +2) /2] multiplications pour les matrices symétriques
B ;7 cetd(d—1)/2x (r+1)%[d* + d*(d +2)] multiplications pour les matrices non-symétriques,

qui vérifient B?‘J}{r = Bﬁi“.

Pour calculer U?; !, nous procédons de la maniére suivante : nous calculons tout d’abord les
produits de RZJ par U%, (d x d(r+ 1)?*! multiplications) puis multiplions les vecteurs résultats

par les matrices B;; 4 » diagonales par blocs associées (d* x dz(r + l)d multiplications). Ensuite,

nous sommons les valeurs de B;; 4 Rj,,, Uj’?h pour j variant de 1 a d (0 multiplications) puis les
multiplions par Ry, (d x d(r + l)d+1 multiplications). Il ne nous reste plus qu’a multiplier ces d
vecteurs par I’inverse de la matrice de masse diagonale et le pas de temps au carré (d x r* (2+1)
multiplications).

Notons ftdu402 le nombre de multiplications nécessaires pour la résolution du systeme matriciel
par le deuxieme algorithme. Nous avons alors :

5, 1
= ftdager(r) = 3dr* +2d2(r+ 1) 4 (r+ 1)4a*(d® + §d2 +5d+1)
Soit :

F12a1000(r) = 87 4+ 110r% 4 1847+ 88 pourd =2
F13a1g02(r) = 181" + 54977 + 151217 + 14761 + 486 pourd =3
— algo3 : cet algorithme est en fait le méme que le second, ou les matrices (Bjja )i j—1.4 sont
stockées et non pas calculées a chaque pas de temps. Le nombre d’opérations nécessaires est
donc celui du second algorithme auquel nous enlevons le calcul de ces matrices.

Notons ftd,403 le nombre de multiplications nécessaires pour la résolution du systeme matriciel
par le troisieme algorithme. Nous obtenons donc :

= ftdagos(r) =2d*(r+ 1)+ a@* (r+ 1) 4+ 3dr?
Soit :
[1241803(r) = 81 4+ 461 + 561 + 24 pourd =2
f13a1003(r) = 187 +1627° +3517% +315r +99 pour d =3

Afin de mieux visualiser les différences au niveau temps de calcul des différents algorithmes, représentons
les courbes de gain entre les 3 méthodes dans la figure 4.2 :

ftdaigor (r) f1daigo3 (1) fdaigor (1)
8Galgol Jalgo2 ftdalg()Z(r) y  81Qalgo3/algo2 ftdalg(;Z(r) y  8llalgol /algo3 ftdalgo}‘(r)

Ainsi, en 2D et en Qs, I’algorithme 2 est 1.8 fois plus long que les algorithmes 1 et 3. L’algorithme 3
est aussi rapide que 1’algorithme 1.

En dimension 3, I’algorithme 3 et I’algorithme 1 ont toujours des CPU équivalents. Par contre, ces
algorithmes sont 3.5 fois plus rapide que 1’algorithme 2.
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4.2.4 Un exemple numérique

1.8 T T T T T

= gtgalgwalgoz . gtsa\goh‘algoz
== gtgalgoar’algoz Bl gtSa\goSa‘algoZ
han S 0 algo1/algo3 s gtsa\goh‘algoa

- [
e e T e L
- —— o
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FIG. 4.2: Gains de temps de calcul entre les trois algorithmes proposés en dimension 2 (a gauche) et
en dimension 3 (a droite), en fonction de 1’ordre d’approximation, pour 1’élastodynamique.

4.2.4 Un exemple numérique

Nous avons énuméré le nombre de multiplications a effectuer pour chaque algorithme alors que le
temps de calcul dii aux additions et a I’acces aux données n’est pas négligeable. De plus, ce CPU
supplémentaire dépend de 1’ordinateur utilisé.

Nous avons donc programmé ces trois algorithmes de la méme facon (c’est a dire, sans utiliser d’as-
tuces de programmations et en stockant les différentes variables sous la méme forme) et les avons testé
sur le méme modele 2D : un milieu [0, 25m]2 isotrope (V,, = 447m.s " et V, = 1.41m.s~") maillé avec
un pas d’espace constant de 0.5m. Le pas de temps est le méme pour les trois algorithmes. Nous avons
fait exécuter le programme pendant 1443 pas de temps. La machine utilisée est une station Compac
XP1000, 1 processeur 21264 /ev6 (500 Mhz). Nous avons obtenu les temps de calcul suivants :

— algol : CPU =94.07s.
— algo2 : CPU = 248.42s.
— algo3 : CPU = 63.25s.

En 3D, pour un milieu [0, IOm}3 isotrope (V, = 2m.s~! et V; = Im.s~!) maillé avec un pas d’espace
constant de 1m, le méme pas de temps pour les trois algorithmes et exécuté pendant 100 pas de temps
sur la méme machine, nous avons obtenu les temps de calcul suivants :

— algol : CPU = 62.65s.
— algo2 : CPU = 734.98s.
— algo3 : CPU =43.35s.

Nous remarquons que les gains estimés ont été sous-estimés. Toutefois, il serait hasardeux de généraliser
les temps de calculs obtenus par ces trois algorithmes sur cette machine : comme nous I’avons dit
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précédemment, le temps de calcul dépend de la machine utilisée ainsi que de la maniére dont 1’algo-
rithme est programmé. Les gains obtenus sur une autre machine ne seraient peut-étre pas les mémes
que ceux que nous avons ici.

4.2.5 Conclusion

D’apres la place mémoire et le temps de calcul estimés dans cette section, il semble judicieux de pri-
vilégier le troisieme algorithme. Toutefois, comme dans le cas de 1’acoustique, le premier algorithme
garde un avantage certain par rapport aux deux autres : celui de pouvoir y appliquer rapidement des
Perfectly Matched Layers (PML) pour modéliser les milieux non-bornés.
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Deuxieme partie

Modélisation de milieux non-bornés par
les Perfectly Matched Layers (PML)
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Chapitre 5

Mise en place des PML

Introduction

De nombreux problemes de propagation d’ondes se posent en milieu non borné ou, du moins, tres
grand par rapport a la zone d’intérét. Pour des raisons pratiques évidentes, on est amené a réduire les
calculs effectifs a un domaine borné en espace. Se pose alors le probleme de I’introduction d’une
frontiere artificielle afin de simuler le fait que le milieu de propagation réel est infini. Une des
méthodes possibles consiste en 1’adjonction de “couches absorbantes parfaitement adaptées” (Per-
fectly Matched Layers) : bandes ajoutées autour du domaine de calcul dans lesquelles on introduit un
terme de viscosité et qui ne génere aucune réflexion entre le domaine physique et la couche absorbante.

Cette méthode, introduite par J.P. Bérenger [14] sur les équations de Maxwell, a été étendue a de
nombreux modeles de propagation d’ondes. Parallelement a ces travaux, W.C. Chew, W.H. Weedon
[18] et C.M. Rappaport [65] ont présenté une interprétation des Perfectly Matched Layers (PML) sous
forme d’introduction, dans le systeme fréquentiel associé au probléme a résoudre, d’un changement
de variables spatiales dépendant d’un coefficient d’absorption et de la pulsation.

Considérons le probleme d’évolution général :

d
AU~ S A;0,U =0, (5.1a)
=1

U(t=0)="Up, (5.1b)

ol U est un vecteur de dimension m et (A J)j:1 4 sont des matrices m X m.
Le probleme fréquentiel associé :

d
—iU — Z Ajéx_,.U =0 (5.2)
=1
admet des solutions de la forme :
0 = Uye'** (5.3)

ou k est un vecteur de dimension d qui vérifie la relation de dispersion associée a (5.2).

Nous nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans le domaine D = (IR_)d. Considérons
donc des PML dans les demi-espaces x; > 0 (Fig. 5.1 en dimension 2). D’aprés I’interprétation de
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W.C. Chew, W.H. Weedon [18] et C.M. Rappaport [65], cela revient a introduire le changement de
variables :

i
fj:xj+a)/0JTj(s)ds (5.4)

ou les T; sont des fonctions positives, nulles dans IR™, continues et qui ne dépendent que de x;.

Remarque 39 Dans D, nous avons : X = X.

Domaine

étudié

F1G. 5.1: Cadre général de I’étude des PML, en dimension 2.

On effectue alors un prolongement de (5.2) dans le nouveau systeéme de coordonnées :

d
—ieV — zAjaij:o (5.5)
J=1

qui peut s’écrire, en fonction des dérivées spatiales en x;, sous la forme :

W% 79 45 p_g (5.6)
2, oy, M0 = |
Posons alors :
V(x)=U(%). (5.7

Dans le domaine d’intérét D ou les fonctions T; sont nulles, V(x) vérifie (5.6). Par le théoreme du
prolongement analytique, on en déduit que V (x) vérifie (5.6) partout.
Les solutions de (5.6) se mettent donc sous la forme :

A

d xj
. —ij'/() Tj(s)ds
V(x)=Upe'**e /-

(5.8)
Les fonctions T; étant positives, nous avons une absorption de I’onde dans les PML.

De plus, le prolongement de la solution de P a IR? assure qu’il n’y ait pas de réflexion entre le
domaine physique et les PML.

56



5.1 En acoustique

Remarque 40 L’utilisation de PML autour d’un domaine hétérogene occulte tout phénomene phy-
sique se déroulant dans les milieux non-considérés (provenant, par exemple, d’un réflecteur penté ou
d’une hétérogénéité). Il est donc trés important de bien définir la zone d’intérét et de tenir compte de
ce fait lors de la comparaison, par exemple, avec des données réelles.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’application de ce principe aux systemes de I’acoustique et
de I’élastodynamique.

Dans la section 5.1, nous mettons en place une formulation PML pour 1’acoustique par introduction,
apres passage au domaine fréquentiel, du changement de variable (5.10). Nous montrons que 1’on peut
interpréter de différentes manieres le systéme obtenu sous forme d’équations aux dérivées partielles en
temps, dont ’'une meéne a une formulation “type Bérenger” [14]. Une telle formulation fait intervenir
des €équations ou chaque coefficient d’absorption T; n’apparait qu’en présence d’une dérivée spatiale
en x;. Ainsi, bien que plus simple a dériver du systeme initial, un tel systeme pose le probleme, lors
de la semi-discrétisation en espace par éléments finis mixtes spectraux, de la matrice de rigidité qui,
dans le cas d’un maillage quelconque, n’est plus indépendante de la géométrie du maillage. Nous
introduisons donc des formulations “type Zhao-Cangellaris” [76, 77] qui font intervenir exactement
les mémes opérateurs dans le systtme PML et dans le systéme initial, modulo quelques équations
différentielles en temps. Un choix judicieux utilisant les propriétés des fonctions T; permet de réduire
la dimension du systeme a résoudre. Nous approchons ensuite le systéme obtenu par éléments finis
mixtes spectraux et montrons que I’introduction de nouvelles variables spécifiques aux PML ne pose
pas de probleme de couplage entre le systeme a résoudre dans le domaine physique avec celui associé
aux PML.

Dans la section 5.2, nous appliquons les mémes études aux systemes de 1’élastodynamique d’ordre 1
et d’ordre 2 en temps obtenus dans le chapitre 3. Nous nous intéressons aussi au systeme approché
par éléments finis spectraux et montrons qu’il est possible d’introduire des PML pour des systemes
d’ordre 2 en temps.

Nous concluons ce chapitre par des expériences numériques qui montrent le bon fonctionnement de
cette méthode.

5.1 En acoustique

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a I’introduction des PML au systeme de 1’acoustique d’ordre
1 en temps :

19
"% _g.oy=F  dansQx|0,7], (5.92)
u Ot
9
F: =0Op  dans Qx[0,7], (5.9b)
p(x,0)=0 dans Q, (5.9c)
v(x,0)=0  dans Q. (5.9d)

Dans un premier temps, nous mettons en place une formulation PML d’ordre d en temps. En supposant
la dérivabilité des coefficients d’absorption, nous montrons qu’il est possible d’obtenir un systeme
optimal d’ordre 1 en temps.

La section 5.1.2 est consacrée a la semi-discrétisation en espace par éléments finis mixtes spectraux
de la formulation PML optimale mise en place dans la section 5.1.1. Le schéma obtenu est ensuite
discrétisé en temps.
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Enfin, nous nous intéressons au couplage du schéma a résoudre dans le domaine physique avec celui
spécifique aux couches absorbantes parfaitement adaptées (PML).

5.1.1 Mise en place d’une formulation dans les PML

Nous considérons donc un milieu de dimension d infini et nous intéressons uniquement aux phénomenes
physiques se déroulant dans Q = |—oo, O]d. Nous allons introduire les variables %;, définies dans [77]
et [65], dans le systeme (5.9) avec :

XNjZXJ'—‘r(‘io/OJTj(S)dS (5.10)

ou les fonctions T}, j variant de 1 a d, sont des fonctions continues, positives, ne dépendant que de
x; et nulles dans le domaine physique (i.e. pour les x; négatifs). Dans notre cas, nous supposerons de
plus que ces fonctions sont dérivables et de dérivées continues (donc nulles dans le domaine physique).

Les fonctions T; sont appelées coefficients d’absorption suivant x;.

Nous appellerons PML en x; (not¢ PMLy;) le domaine dans lequel la fonction T; est non-nulle et
noterons Q,,,; le domaine constitué des PML. Ce domaine est borné par le domaine physique et
0Q,. Dans notre cadre d’introduction, nous considérons donc d PML, d’intersections non-nulles
(voir figure 5.2 en 2D).

Ry

‘DPM Ly,

e T

F1G. 5.2: Domaine et PML considérés en 2D pour la mise en place des équations.

Pour la mise en place de la formulation dans les PML, nous allons procéder de la fagon suivante :
1. Passage au domaine fréquentiel par I’application de la transformée de Fourier en temps.
2. Prolongement des équations dans I’espace complexe grace au nouveau systeme de coordonnées
(%)) j=1.4-
3. Introduction des égalités (5.10) pour la réinterprétation du systéme sous forme d’équations aux
dérivées partielles en (x;) j—1. 4.

4. Introduction de nouvelles inconnues afin d’obtenir un systéme ne faisant intervenir que des puis-
sances positives de —iw, le but étant de réinterpréter le systeme obtenu sous forme d’équations
aux dérivées partielles temporelles.
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5.1.1 Mise en place d’une formulation dans les PML

5. Obtention du systeme a résoudre dans les PML par application de la transformée inverse de
Fourier en temps au systeme obtenu a 1’étape 4.
Etape 1:
Oublions les conditions initiales et la fonction source (placée dans le domaine physique) et passons
au domaine fréquentiel. Nous avons donc :

1
—iw-p—0-v=0, (5.11a)
u

—iwp¥ = 0p, (5.11b)

ot p= F(p) et V= F(v), F étant la transformée de Fourier en temps.

Etape 2 :
Nous prolongeons alors ces équations a 1’aide du nouveau systeme de coordonnées, et obtenons :
1 -
—iw-p—-0-v=0, (5.12a)
u
—iwpv = 0p, (5.12b)
- 0 \"
oull= <~> .
0%; j=1.d
Etape 3 :
Nous avons :
0 iw 0d
27 vi=-1.4 (5.13)

dfj 1oo—Tj6xj

- - T;
Ainsi, [ et [ vérifient [J = MU ou M est une matrice d x d diagonale de terme diagonal M;; = 1 + iaj.
Le systéme (5.12) s’écrit :

1 d ov[k]
—iw-p— S M =0, (5.14a)

H P kZI oy
—iwM p¥ = 0p, (5.14b)

avec V= (f’[k])kzl..d'

Etape 4 :

Nous allons tout d’abord nous intéresser au second terme de (5.14a). M, ,g(l dépendant de (—iw-+T1;) "},
cette équation ne peut étre réinterprétée sous forme d’équation aux dérivées partielles en temps apres
passage par %! au domaine temporel. Nous introduisons alors ¥ telle que :

d
M=% [My. (5.15)
I
V[k] vérifie :
WK =%k ] Mn (5.16)
I=1..d,I#k
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T . P
OrMy =1+ 1£ et les fonctions Ty ne dépendent que de x;. Nous obtenons donc :

L0k O[] -
M1 = M1 M;!
™ Kk 0y lzl.rdl,z;ék !
ovik] L
- Oxy J_lM” '
=1

Le systeme (5.14) s’écrit alors :
1 d
—i(x)*ﬁJ_lM[[—D'VZO,
|

d
— WM PM¥ J‘| M, =0p.
=1

(5.17a)

(5.17b)

1 suffirait de multiplier par (—iw)¢~! I’équation (5.17a) et par (—iw)?~! M~ 1%, M;; 1’équation
(5.17b) pour obtenir un systeme ne faisant intervenir que des puissances positives de (—iw). Le
systeme obtenu serait alors d’ordre d en temps. Toutefois, la multiplication du gradient de p par
une matrice diagonale ne nous permettrait plus, lors de la discrétisation du schéma par la méthode des
éléments finis mixtes spectraux, de garder le caractere spécifique de la matrice de rigidité, a savoir le
fait qu’elle se déduise d’une matrice (r+ 1)¢ x (r+ 1) ne dépendant que de I’élément de référence

K. Nous avons donc choisi d’introduire de nouvelles inconnues :

d
pPr=p HMH,
d

v J_IM” =MpPpMV.
=1
Soit 7 la matrice d x d diagonale de terme diagonal 7;; = T;. Nous avons donc :
—10M = —iwly; +T
ou I, est la matrice d x d identité.

Nous pouvons alors poser le systeme :

Etape S :

(5.18a)

(5.18b)

(5.19a)

(5.19b)

(5.19¢)

(5.19d)

Avant de revenir au domaine temporel, remarquons que Vv =¥ = %(v) dans le domaine physique
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5.1.1 Mise en place d’une formulation dans les PML

(ICS fonctions T; y sont nulles). Nous prolongeons alors par continuité cette égalité dans les PML et
obtenons :

F (%) =v dans QUQ,. (5.20)

Appliquons %! au systéme (5.19). Nous obtenons le systéme a résoudre dans les PML auquel nous
ajoutons la condition aux bords de Dirichlet sur p '. Notons p* = # ! (p*) et vi = £ 1(¥*)

— En2D:
1 0p*
- g; —U-v=0 dans Q,,,, (5.21a)
u
a *
alt —Op dans Qp, (5.21b)
9> 0 9’ p*
%—i—(l’] +T2)§ +TTp= a2 dans mel, (5.21¢)
ov v 1ox
pa+pTV:E+(T1T2)T v* dans Q,,,, (5.21d)
p=0 suroQ,,,. (5.21e)
— En3D:
1 0p*
. ;; —O-v=0 dans Q. (5.22a)
0(;; —Op  dans Qpu, (5.22b)
a%p 62 3 3 a3p*
33 0t2 z ,+ z T kl:l1 Ty +p]|:|1 T = Fre dans Q. (5.22¢)
0’v ov _ 0*v* ov* 3 1o
p6t2 +p7T — 3% = o + <jZ1TjI33 —T) ?%—(]D] T;,) T v* dans Qpu, (5.22d)
p=0 suroQ,,,. (5.22¢)

Remarque 41 Dans le domaine physique, ot les coefficients d’absorption (1;) j—1.q sont nuls, nous
retrouvons bien le systeme initial (5.9).

Nous avons donc trouvé une formulation des PML dans le cas de 1’acoustique. Toutefois, le systeme
obtenu est colteux en temps de calcul et en place mémoire du fait de la présence de dérivées d’ordre
d en temps de p et d’ordre d — 1 en temps de v. Nous allons donc essayer de réduire 1’ordre global du
schéma en temps en utilisant les propriétés de dérivabilité des fonctions (T;)j—1. 4.

Pour cela, nous allons introduire de nouvelles inconnues a 1’étape 4 : considérons V telle que :
Mv =Y. (5.23)
V[k] vérifie :

My V[k] = V[k]. (5.24)

'Des expériences numériques ont montré qu’il est nécessaire d’introduire cette condition pour éviter des phénomenes
d’instabilité se développant aux bords des PML. Toutefois, aucune démonstration n’a permis de justifier ce résultat.
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.. . .T . .
En utilisant le fait que My = 1+ 16]( et que les fonctions T; ne dépendent que de x;, nous obtenons :

0V[k] Y Og[k] n ddﬂjkk ¢
xi k

= Mk [k ] )

axk
soit :

09K _ ovIK] o M

IK].

ke oxe  Oxg ki ey
Le systeme (5.14) s’écrit alors :
- _ AMyy
—iw-p-0v—S5 M,;! —=¥[k] =0,
u kZl kk d_Xk [ ]

—iwMpM ¥V = Op.

Nous introduisons de nouvelles inconnues vectorielles :

MV =M ¥,
Vi=pMYV,
N ! . . . / dek
ou M estla matrice diagonale d x d de terme diagonal M;; = T
k

Soient 7 et 7' deux matrices d x d diagonales de terme diagonal respectif Ty = Ty et ‘Tk,; =

Nous obtenons les égalités :
—iWM = —iwl;y +T et —iwM =T,

Nous pouvons alors résumer le systéme sous la forme :

—iw¥* + T = 0p,

/

iV + T =TV,
—iV* = —ipV+p TV,

ol (@ )k=1.a est la base canonique de RY.

(5.25a)

(5.25b)

(5.26a)
(5.26b)

dty
dxg

(5.27a)

(5.27b)

(5.27¢)
(5.27d)

Nous prolongeons par continuité I’égalité vV = v = %;(v), vérifiée dans le domaine physique, a toutes

les PML et obtenons , ' (¥) = v dans QU Q. Notons v* = 7' (¥*) et v° = F 1 (¥°).

Nous appliquons alors % ~! au systéme (5.27) et obtenons le systéme 2 résoudre dans les PML auquel
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5.1.1 Mise en place d’une formulation dans les PML

nous ajoutons des conditions de Dirichlet aux bords sur p :

1 9p oo
LE—D-V—ZV -ex =0 dans Q,,, (5.28a)
=i
ov* N
¥ +Tv*=0p dans Qp, (5.28b)
aV<> o /
ﬁ—l-‘fv =T v dans Q,u, (5.28¢)
p(;:er‘Iv:ath dans Q,, (5.28d)
p=0 suroQ,,,. (5.28e)

Dans cette nouvelle formulation, nous faisons intervenir une variable vectorielle de plus que dans la
formulation précédente mais n’avons pas de variable scalaire p* et gardons un systeme d’ordre 1 en
temps. Ainsi, en 3D, alors que dans la premiere formulation des PML il aurait fallu stocker la valeur de
deux inconnues scalaires (p et p*) a trois instants différents et la valeur de deux inconnues vectorielles
(v et v*) a deux instants différents, la nouvelle formulation nécessite le stockage de la valeur d’une
unique inconnue scalaire (p) a un instant donné et de trois variables vectorielles (v , v* et v°) a un
instant donné. Nous avons donc gagné en stockage.

Remarque 42 Comme dans le cas des formulations (5.21) et (5.22), nous retrouvons le systeme initial
dans le domaine physique (ot les coefficients d’absorption sont nuls).

Remarque 43 Nous verrons dans le chapitre 6 que, les différentes formulations présentées ici ayant
toutes (a des puissances de W pres) la méme relation de dispersion, les systemes (5.21), (5.22) et
(5.28) sont au moins faiblement bien-posés.

Remarque 44 Les deux interprétations présentées conduisent a des sytemes PML équiva- lents :
dans le domaine fréquentiel, nous pouvons introduire des inconnues qui nous permettent de passer
d’une formulation a I’autre (par combinaison des inconnues introduites lors de la mise en place de
celles-ci).

Ces deux formulations sont équivalentes a la formulation que I’on obtient en utilisant le principe de
Bérenger [14] :

d
P= ) Dj (5.29a)
J=1
1op; 1 ov[/] .
- Z1ip:— =0 =1.d 5.29b
uot u iPj 0x; Vi (5.290)
ovlj] . Op .
; =2 =1.. 2
5 +pT; v/ ax; V) d (5.29¢)
En effet, en introduisant :
1 0V[/] .
N 1 _

dans le systeme (5.14) puis en appliquant la transformée de Fourier inverse en temps, on obtient le
systeme (5.29).

63



Mise en place des PML

Remarque 45 Dans les systemes (5.21), (5.22) et (5.28), nous gardons les opérateurs gradient et di-
vergence qui interviennent dans le systéme initial. Par contre, dans (5.29b), seule la dérivée spatiale
par rapport a x; de la j-iéme composante de v intervient. De méme, dans (5.29c), seule la dérivée spa-
tiale par rapport a x; de p intervient. Aprés semi-discrétisation en espace par la méthode des éléments
finis mixtes spectraux du systeme (5.29), on obtient des matrices de rigidité dont le terme général est
calculé par la formule d’intégration numérique de Gauss-Lobatto d’intégrales de la forme :

0
Q ’ Ox j
o P, est une fonction de base de V} et ¢, est une fonction de base de Uy
La définition de V;, qui assure que :

/Qth-Dq)hdx:/klIJh-ﬁ(ﬁhdﬁ

n’implique pas, dans le cas d’un maillage quelconque :

/Lllh x—dx—/l:uh e jx dx

Ainsi, le schéma obtenu sur la formulation “type Bérenger” fait intervenir des matrices de rigidité qui
ne sont pas indépendantes de la géométrie du maillage. Ces matrices sont de stockage conséquent.
Nous avons donc choisi de ne pas utiliser cette formulation.

5.1.2 Discrétisation

Dans cette section, nous nous intéressons a la discrétisation en espace (par la méthode des éléments
finis mixtes spectraux) et en temps du systeme PML (5.28). La discrétisation de la premiere formula-
tion introduite (systemes (5.21) et (5.22)) se fait de la méme facon mais nous ne la développerons pas.

Considérons le systeme (5.28). Nous multiplions 1’équation (5.28a) par une fonction test ¢ et (5.28b),
(5.28c¢) et (5.28d) par les fonctions tests respectives Y*, Y° et Y. Dans la premiére équation obtenue,
nous effectuons une intégration par partie sur 1’intégrale de [J-v] ¢ et utilisons la condition aux li-
mites (5.28e). Nous pouvons alors écrire la formulation variationnelle associée :

Trouver p € L (0,T;Hy (Qpmi)) et v,v*,v° € L” (O,T; [Lz(mel)]d) tels que :

d/ 1 d |
— ~pbdx+ [ v-Obdx— /Vo-e—> dx=0 VYoeHy(Quu), (5.31a)
% mel”ptb o) b kzl o) ) & € Hy (Qpmi)

i/ v dx+/ )-Wdx= [ Op-Wdx Yg*c [LZ(mel)}d, (5.31b)

pml pml
;/ Ve g dx+/ )y dx—/ (T'v) - wdx V° e [L2Qum)], (5310
17ml pml

/ pv: lJJdX—i—/ (Tv)-W(x)dx g/ viePdx VY e [Lz(mez)]d. (5.31d)

dt pml pml dt mel

Nous nous plagons dans le cadre défini dans 1.2. Nous cherchons I’inconnue scalaire (p) dans U} et
les inconnues vectorielles (v, v° et v*) dans V.
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5.1.2 Discrétisation

Effectuons les mémes opérations que sur le systeme a résoudre dans le domaine physique. Nous
obtenons le schéma semi-discret en espace :

dP d
Dar—"+Ra;Vi—Y Sa,Vi =0, (5.32a)
"dr ’ A0
A%

BdeTh + T4, Vi =R}, Py, (5.32b)

_ o dve /
Bde—th + T4, Vi =T, Vi, (5.32¢)

dv, ~ dv;

B —By, 5.32d
drg T QarVin=Bar T ( )

ou Dy, Ry, et By, sont les mémes matrices que celles obtenues lors de la semi-discrétisation en
espace par cette méthode du systeme associé au domaine physique et ou :

— B, est une matrice diagonale par blocs d x d dont le bloc associé au p-ieme degré de liberté
du e-ieme élément du maillage s’écrit :

O e pp (8
7] DF:DF,(¢,), (5.33)

— T, est une matrice diagonale par blocs d x d dont le bloc associé au p-ieme degré de liberté du
e-ieme élément du maillage s’écrit :

Bp ;
T DF: T DF, (), (5.34)

- Td/ . est une matrice diagonale par blocs d x d dont le bloc associ€ au p-ieéme degré de liberté du
e-ieme élément du maillage s’écrit :

mmz T'DF, (&), (5.35)

— Qg est une matrice diagonale par blocs d x d dont le bloc associé au p-ieéme degré de liberté
du e-ieme élément du maillage s’écrit :

ﬁDFj pT DF,(E,), (5.36)
e
Cette matrice peut donc s’exprimer comme le produit 7 , par la fonction p.

Remarque 46 EW intervenait déja dans la semi-discrétisation par la méthode des éléments finis
mixtes spectraux de la nouvelle formulation du systéme de [’ élastodynamique (voir section 3.3).

Intéressons nous plus particulierement aux matrices Si 4. Soient ¢; une fonction de base de U} et L|Jf171
une fonction de base de V;; (avec les notations mises en place au chapitre 1). e désigne donc un élément
du maillage, support de la fonction de base vectorielle l]JZJ. Le terme de Si4 , faisant intervenir ces
deux fonctions s’écrit :

Siqi= 551-01(3#9/1( (Wg, - @) didx
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ou S; est I’ensemble de éléments du maillage constituant le support de ¢;
1 5
S q.! — 65,-0&#([) /[% ‘Je| |J | (DFe lIJq,l : e_k)) ¢loce(i) dx
e

65,0K97é(p/ (DFe¢q er - e_/g)(bloce

= 65,-0K67é(p 6q:loce(i) G)q DF, [k7 l] (Eq)

ou DF,[k,[] est le terme de DF, situé a la k-ieéme ligne et /-ieme colonne.
Cette matrice est donc une matrice tres creuse qu’il est facile de stocker de fagon optimale.

Intéressons nous, a présent, a 1’approximation en temps de ce systeme. Nous utilisons un schéma
de type saute-mouton et obtenons :

PZJrl Pn ong 1
DWT +Ry ,Vh - Z Sea, V7 = (5.37a)
3 V*n+2 ‘7*l1+z Vv n+2 V*n-‘rz
Bd,rhA—t +1Ty % =R, P/t (5.37b)
V<>n+% V<>n+% V<>n+2 +V<>n+2 Vn+2 +Vn+2
By, ~ b Ty, 5 =T, 5 : (5.37¢)
nt3 nti n+3 nt1 xn+t3 *xn+3
By Vi Vi 2+Qd VitV =By A/ (5.37d)
’ At ’ 2 u I, '
Soit :
Pl =Pl AD | -Ry, VI Z Sea Vo2 (5.382)
, ) ) , -
V" 2By, + Ty, [(2Bd,, — N TdJ)VZ"ﬂ +OARG P (5.38b)
3 ~ ~ n
V" = 2By, + Ty, [(ZBd,—At T,,) Vot +A T (V) vty +2) , (5.38¢)
3 wnt )
Vi = 2By, + 0004, {<2Bd,r—Asz,r> Vi 2B, (VT 5380

Remarque 47 La matrice Dy, est diagonale. Les matrices BdJ, Ty, Td/.r et Qq,, sont diagonales par
blocs de la forme o DF; M DF, avec o scalaire et M matrice diagonale. Ainsi, les matrices inversées
intervenant dans les équations (5.38b)-(5.38d) sont faciles a calculer et restent diagonales par blocs.
Le schéma est explicite.

5.1.3 Couplage Domaine-PML

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au couplage du systéme discret a résoudre dans le domaine
physique :

1 n
Pyt pr

1

Dy, =" bRy, ,V"*z —F,", (5.392)
Vn+§ _ Vn+§

By, % =R, Pi, (5.39b)
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au systeme discret PML :

PZJrl _PZ n+i d on+i
Dyy——7—"+RasV) TS SV, =0, (5.40a)
k=1
3 1 3 1
3 V*n+§ _V*n+§ V*n+§ +V*n+§
Byt T e = Ry P (5.40b)
3 1 3 1 3 1
3 V<>n+§ _V<>n+§ V<>n+§ +V<>n+§ ) Vn+§ +Vn+§
By, ~ h Ty, 5 b =71, 5 h (5.40c)
Vz+% _VZJr% VZJr% +Vz+% ~ V2n+% . V2n+%
B, N +0ur S Bd,rT- (5.40d)

Une premiere solution est de résoudre le systeéme (5.40) en considérant des coefficients d’absorption
(c’est-a-dire les fonctions T;) nuls dans le domaine. Mais ce systeme est beaucoup plus coliteux en
place mémoire et temps de calcul que le systeme sans PML.

Considérons un ouvert Q entouré de PML. Soit ' = QN Q,,,; (voir figure 5.5).

r mel

F1G. 5.3: Couple domaine-PML en 2D.

Remarque 48 Ces deux systemes sont redondants sur I.

Nous allons utiliser le fait que chaque composante des vecteurs Vj, Vj et Vj est associée a un
unique vecteur de la base canonique situé sur un unique point d’interpolation d’un unique élément
du maillage.

L’équation (5.39b) est donc résolue localement sur chaque élément du maillage du domaine physique.
Les équations (5.40b), (5.40c) et (5.40d) sont résolues, elles, sur chaque élément du maillage PML.
Les coefficients d’absorption étant nuls dans le domaine physique, V; est nulle sur I". Ainsi, pour
tout les points d’interpolation situés a la fronticre entre Q et Q,,,;, les équations (5.39a) et (5.40a)
sont équivalentes. Hors de cette fontiere, ces deux équations font intervenir des variables uniquement
définies dans le domaine physique (pour I’équation (5.39a)) ou uniquement définies dans les PML
(pour I’équation (5.40a).

II nous suffit donc d’introduire les nouvelles inconnues vectorielles V; et Vy dans les PML. Le cou-
plage se fait implicitement.

5.2 En élastodynamique

Dans cette section, nous nous intéressons a la mise en place des couches absorbantes parfaitement
adaptées en élastodynamique. Plusieurs modeles ont été introduits pour différentes formulations du
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systéme :

— systeme reformulé du premier ordre :

Ou; d
paL;—J;D-yij —F Vi=1,4d dans Q x [0,7], (5.41a)
oy, .
i Ou; Vi=1,d dans Q x [0, 7], (5.41b)
Yij = Ay, Vij=1,d dans Q x [0, T]. (5.41¢)
— systeme reformulé du second ordre :

azu,‘ d aF, .
pﬁ_,zlljyl] = E \V/lzl,d danSQX[O,T}, (5.42a)
v, = 0w Vi=1,d dans Q x [0, 7], (5.42b)
Yij = AijY; Vi,j=1.d dans Q x [0,7]. (5.42¢)

— systeme de I’élastodynamique d’ordre 2 :

azu,‘

OF;
P 0r2

d
— Z D-(Aijuj) = E Vi= 1,d dans Q x [O,T] (543)
J=1

Dans un premier temps, nous nous intéressons au systeme reformulé du premier ordre (5.41). Nous
mettons en place une formulation PML optimale faisant intervenir les coefficients d’absorption et
leurs dérivées. Le systeme obtenu est ensuite discrétisé par éléments finis mixtes spectraux.

Dans un second temps, nous nous intéressons au systeme d’ordre deux en temps. Nous mettons tout
d’abord en place une méthode de couplage des PML obtenues sur le systeme d’ordre 1 en temps aux
systeémes d’ordre 2 en temps. Nous introduisons ensuite une formulation PML spécifique au systéme
(5.43).

5.2.1 Formulation d’ordre 1 en temps
5.2.1.1 Mise en place de la formulation dans les PML

Comme dans le cas de I’acoustique, nous considérons un milieu de dimension d infini et nous intéressons
aux phénomenes physiques se déroulant dans Q =] — o, 0]¢.

L’introduction des nouvelles variables (X j) j=1..a se fait suivant les mémes €tapes que dans la section
5.1.1.

Nous nous intéressons uniquement au systtme PML faisant intervenir les coefficients d’absorption
et leurs dérivées : la premiere formulation obtenue en acoustique, d’ordre d en temps sur la variable
scalaire, est facilement applicable au systeme de I’élastodynamique (voir annexe B) mais est par trop
colteuse pour étre implémentée en 3D sur des modeles réalistes.

Nous allons donc procéder de la méme facon que pour la seconde formulation PML de I’acoustique :

Etape 1:
Nous considérons le systeme (5.41) dans lequel nous oublions les conditions initiales et la source
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5.2.1.1 Mise en place de la formulation dans les PML

(plagée dans le domaine physique). Apres passage au domaine fréquentiel par ¥, la transformée de
Fourier en temps, nous obtenons :

d

—iwp— Y 0-9,=0  Vi=1l.d, (5.44a)
j=

iy =04 Vi=1.d, (5.44b)

i, =AY, Vij=1.d, (5.44c)

ob iy = Fi(u;), §; = Fi(v;) et §;; = F(V))-

Etape 2 :
Nous prolongeons alors ces équations a I’aide du nouveau systeme de coordonnées :
d ~
—1wpi; — ZD‘Vijzo Vi=1.d, (5.45a)
=1
—iwy, =04 Vi=1.d, (5.45b)
Vi =AY, Vi,j=1.4d, (5.45¢)

on = (?) .
0% j=1.d

Etape 3 :

~ ~ T
U et [ vérifient [1 = M[J ol M est une matrice d x d diagonale de terme diagonal My, = 1+ iak.
Le systeme (5.45) s’écrit :

4 oy
—iwpd;— ZMkk Z \g;k = Vi=1.d, (5.46a)
—iwM Y, = 0a; Vi=1.4d, (5.46b)
Vij :Aij Vj VI,] = ]..d, (546C)
avec §;; = (VK] )k=1..a-
Etape 4 :
Considérons (Vl- j)ijzl.. . telsque:
MY, =9, Vi, j=1.d. (5.47)
Vi, [k] vérifie :
0y;; (k] 0v;;[k]  dMyy _
™ = Miy o, + ™ Vij ], (5.48)
soit :
09;; (K] _ 0V;;[k] My
o e =+ My Vi, [k 4
ki Oy Ox + M dxy Yij K] (5-49)
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Le systeme (5.46) s’écrit alors :

d d L dMy & "

—iwpa;— Yy 0.V, — Y My, — S V;;[k] =0
le . k; du & !

MY, =AY

Introduisons, a présent, de nouvelles inconnues vectorielles :

U

ME=MS§,; Vi=l.d
=1

/ o dM
ou M estla matrice diagonale d x d de terme diagonal M;; = Kkk
k
Soient T et 7' deux matrices d x d diagonales de terme diagonal respectif Ty = Ty et
rodt
T = ak Nous pouvons alors résumer le systeme (5.50) sous la forme :
k
d d
—iwpﬁi—ZD-Vij—ZVf-?kzo Vi=1.4d,
= k=1
—iwy,+ 7Y, =06 Vi=1.d,
d
1w +T§ =T Z\?U Vi=1..
=1
Etape S :

Vi=1.d,
Vi=1.d,
Vi, j=1.d.

(5.50a)

(5.50b)
(5.50¢)

(5.51)

(5.52a)

(5.52b)
(5.52¢)

(5.52d)

Avant de revenir au domaine temporel, remarquons que Y;; = \ = F(Y; j), Vi,j = 1..d, dans le do-
maine physique (ou les fonctions T; sont nulles). Nous prolongeons par continuité cette égalité dans

les PML et obtenons :

7 '(V,)=V; VYij=1.d  dansR%

Nous notons Y; I’'image, par F ' de 7, pour tout i variant de 1 a d.

(5.53)

Appliquons %! au systéme (5.52). Nous obtenons alors le systéme a résoudre dans les PML au-

70



5.2.1.2 Discrétisation

quel nous ajoutons les conditions de Dirichlet au bord? :

au,- d d — .
pE—J;D-yij—k;yf- er=0 Vi=1.d dans Q,,, (5.54a)
oy; ;
B + Ty, = Ou; Vi=1.d dans Q,,, (5.54b)
aYij an ..
3 +Ty;; = Aij o Vi,j=1..d dans Q,,,, (5.54¢)
N gy S ' Q
o Y, = J; y; Vi=1l.d  dans Quu, (5.54d)
ui=20 Vi=1.d sur 0Q .- (5.54¢)

Remarque 49 Dans le domaine physique, ot les coefficients d’absorption sont nuls, nous retrouvons
le systeme initial (5.41).

Remarque 50 Comme dans le cas de I’acoustique (voir section 5.1.3), il suffit d’introduire les nou-
velles inconnues (Y )i=1.4 dans la PML. Le couplage entre le domaine physique et la couche absor-
bante parfaitement adaptée se fait de facon implicite par I’équation (5.54a).

5.2.1.2 Discrétisation

Dans cette section, nous nous intéressons a la discrétisation du systeme (5.54).

Nous multiplions les équations (5.54a) par des fonctions tests ¢;, i variant de 1 a d, et (5.54b), (5.54c¢)
et (5.54d) par les fonctions tests respectives J;, Y;; et Y7. Dans les d premieres équations obtenues,

nous effectuons une intégration par partie sur I’intégrale de [I] Y, j] ¢; et utilisons la condition aux
limites (5.54¢). Nous pouvons alors écrire la formulation variationnelle suivante :

Trouver u; € L (0,T;H} (Qpmi)), Vi = 1..d, y; et \{ € L* (O,T; [L2(me,)]d>, Vi=1.d, ety e
L” (O,T; [Lz(mel)]d), Vi, j=1.4d, tels que :

d d d — Vo, GH(} (Qpmi)
dt/gpu,-d),-dx—i—];/gyij'D‘Pidx_kzl/gy?' GPidx=0 7y ’

pml pml pml

i . . — .. qui S [LQ(Q ml)]d
ar /QVi qudX—i_/Q(Ty[) qudX_/QD”l W, dx v ;

pml pml pml Vi - 1. .d
d d Y, € [L2(Qpm)]
—_ W d TVv..)-WU..dx = — A;iY:) .. d ij pm ,
ds /QX’,J Vi X+/Qp(,,,l Vi) = /Q(m[ i)y Vij=1.d
d o < [ g € [L2(Qpm)]
— [y id’H‘/ TV) Y dx = /q‘ )-8 dx ; pml
a Joviaxs [T utas= 3 [y -wiax Gb L

Nous nous placons dans le cadre défini dans 1.2 et cherchons les inconnues scalaires u; dans U} et les
inconnues vectorielles y;;, Y; et Y; dans V.

2Comme dans le cas acoustique, les expériences numériques montrent la nécessité de ces conditions sans qu’une ap-
proche théorique ne la confirme.
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Mise en place des PML

Nous effectuons les mémes opérations que sur le systeme a résoudre dans le domaine physique et
obtenons le schéma semi-discret en espace :

duy, d d o .
Dd’rT +Rd,r z F,-jh— ZSkd’rFih:O Vi=1.d, (5.55a)
=1 k=1
_ o dry, i .
By, ar + Ty, [in= Rd,r Uy, Vi=1.d, (5.55b)
~ drl = dr; h PR
Bur—g "+ TasTijn = Bijas—g Vi,j=1.d, (5.550)
_ o dre ;&
By, dtlh F T, T3 =Ty, Y Tijn Vi=l.d, (5.55d)
J=1

oU Dy, Ry s, Bar et Bija, sont les mémes matrices que celles qui interviennent dans le schéma obtenu
par cette méme méthode sur le systéme a résoudre dans le domaine physique et ou 7y ,, Td/_r et Ska r
sont les mémes matrices que celles obtenues, par la méthode des éléments finis mixtes spectraux, sur
la formulation PML équivalente en acoustique (voir section 5.1.2).

Nous utilisons un schéma en temps centré type différences finies : pour tout i et j variant de 1 a d

d . d 1
— +5 n+»
U?/’Tl = ?h + 41 Dd} _Rd,r z r:ljhz + z Skd7r rfh 2 y (556&)
= = |
2 = RBa,+ 0Ty, | (2B, — N Ty )T 4200 R;, U (5.56b)
3 ~ _ 1 - 3 1 :
r?;f = 2By, +0: Ty, {(2Bd,r — A Ty,) r?;lz +2Bijd,r(r;f:;2 — r;;,rz) , (5.56¢)
3 . . 1 ;& 3 1
Fon = [2Ba, + e Ty, )71 | (2Byy — D Ty )T 2+ AT, S (rfﬁz + r;’;lz) , (5.56d)
=

Ce schéma est explicite.

Pour conclure la discrétisation, notons que, comme dans le cas de I’acoustique, le couplage entre
le domaine et la couche absorbante parfaitement adaptée se fait naturellement.

5.2.2 Couplage du systeme d’ordre 2 en temps avec les PML d’ordre 1

Le systtme PML introduit dans la section 5.2.1.1 peut &tre couplé algorithmiquement a toutes les
méthodes de résolution introduites dans la section 4.2. Le couplage avec le premier algorithme est
évident. Pour coupler le systeme (5.56) avec les deux autres algorithmes, nous utilisons le fait que les
inconnues vectorielles sont discontinues d’un élément du maillage a un autre.
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5.2.3 Formulation d’ordre 2 en temps

FIG. 5.4: Définition des trois zones du maillage qui permettent de coupler les PMLs d’ordre 1 au
systeme de 1’élastodynamique linéaire d’ordre 2.

Ainsi, considérons, par exemple, un domaine 2D carré (voir fig. 5.4). Nous y définissons trois zones :

— La premiere zone est la zone représentée en gris foncé dans la figure 5.4 (bords inclus). Elle
correspond aux PML.

— La deuxieme zone est la zone représentée en gris clair. Elle est composée des éléments du
maillage du domaine physique qui sont adjacents a la premiere zone.

— La troisieme zone est constituée de tous les éléments du maillage n’appartenant ni a la premiere
ni a la seconde zone.

Notons I I'interface entre la premiere et la deuxieme zone.
Nous résolvons alors 1’algorithme associé au systéme d’ordre 2 en temps (les algorithmes 2 ou 3) dans
la seconde et la troisieme zone (I exclu). Nous obtenons alors (U;’Jrl )i=1..q dans ces deux zones. Nous

1
. . n+> e PP 5, . N .
introduisons (I'; ; *)i.j=1.a dans la seconde zone par I’intermédiaire de I’équation du systeme d’ordre

1 1
1 en temps qui exprime F?;rz en fonction de F?j ? et U?. Nous pouvons alors calculer (U l-"“),-zl,_d
sur [ par I’équation (5.56a). Il ne nous reste plus qu’a résoudre le systtme PML d’ordre 1 (5.56) dans
la premiere zone pour résoudre le probleme dans le domaine et les PML.

Cette méthode a été implémentée avec succes. Elle peut étre généralisée au cas tridimensionnel ainsi
qu’a des maillages quelconques.

5.2.3 Formulation d’ordre 2 en temps

Nous mettons en place dans cette section un systeme PML spécifique aux équations de 1’élastodynamique
linéaire d’ordre 2 en temps ne faisant intervenir que les déplacements. Bien que n’étant pas directe-
ment liés a la méthode des éléments finis mixtes spectraux et au sujet de cette theése, nous exposons
ici ces résultats afin de donner un éventail de formulations PML sur les différentes méthodes intro-
duites et comparées dans ce mémoire. De plus, cette formulation a la particularité de faire intervenir
des inconnues type “changement de variables” (c’est-a-dire apparaissant dans des équations simi-
laires au systeme initial ou ne dépendant que de dérivées temporelles) mais aussi des inconnues “type
Bérenger” (c’est-a-dire liées a des dérivées spatiales suivant une unique coordonnée). Ces travaux ont
été menés dans le cadre d’un échange de six semaines effectué au sein de 1’université de Caltech,
Pasadena (USA).
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5.2.3.1 Mise en place de la formulation dans les PML

Nous nous intéressons a la méthode des éléments finis spectraux appliquée au systeme de 1’élastodynamique
utilisée a Caltech par D. Komatitsch et J. Tromp [49, 50, 51]. Pour plus de simplicité, nous travaillons
sur le systéme introduit dans le chapitre 3.4 :

0%u;
or2

d 6E
p—s— 5 0-(Ajdu) ==" dansQxR Vi=1.d (5.57)
=1

ot

Nous considérons un milieu de dimension d infini et nous intéressons uniquement aux phénomenes
physiques se déroulant dans Q =] — c0,0]¢.

Etape 1:
Nous considérons le systeme (5.57) sans second membre et y appliquons la transformée de Fourier en

temps ¥ :

(—iw)’pa; — zm (A;;0a;)) =0 Vi=1.d, (5.58)
J=

ol #; = % (u;) pour tout i variant de 1 a d.

Etape 2 :
Nous prolongeons alors ces équations a 1’aide du nouveau systeme de coordonnées, et obtenons :

(—iw)?pi; — zD )=0 Vi=1l.d, (5.59)

on = (?) .
0% j=1.d

Etape 3 :
~ ~ T
U et U sont liés par la relation : [1= M[] avec M matrice diagonale d x d de terme diagonal My, = 1+ iak.

Le systeme (5.59) s’écrit :
d
(—iw)’pa;— > M7'0- (A~ Da;) =0 Vi=1.d. (5.60)

Etape 4 :
Considérons (i} ); =1 tels que :

) ., 0
(—lw)zp“,k Mkk ox,

d
zAijMIDﬁj] er=0 Vik=1.d, (5.61)
=]

oll (@ )k=1.4 est la base canonique de IR?.
Le systeme (5.60) devient alors :

d
i= Y a Vi=l.d, (5.62a)
k=1
0 d
(—i(x))szkkLAt?k = aixk [z Aileﬂﬁj] -é, Vijk=1.d. (5.62b)
=
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5.2.3.1 Mise en place de la formulation dans les PML

Introduisons alors ( ﬂ) tels que :

jl=12
—i(.oM”\?;l:ﬁj Vi, l=1.d. (5.63)
Ces nouvelles variables vérifient :

o, dM 0it;
jl u
—1WM;; —— i v = =
axl

il=1.d. 64
o i Vjl=1.d (5.64)

Nous introduisons de nouvelles variables (v?/j,)z j=1..q telles que :

M
My wh = WIH 7 Vil =1.d. (5.65)
Nous avons donc :
o 9
M 2 —lm—l—lmw Vjl=1.d. (5.66)
axl axl

Ainsi, [A,- M ~10a j] - @’} s’exprime en fonction de \97,, W;l et de la matrice d’élasticité par la relation :

d 0V
[AyM~'0a] - @ =—iwy cuj (alel + w;,) Vi,j=1.d. (5.67)
=1

Le systéme (5.62) s’écrit :

d
i = Z iy Yi=1.d, (5.68a)
=1
d Gl
—100p My T, 3 z Cikjl 3 —|—le =0 Vik=1.d, (5.68b)
Ji=1
—iMy \ﬁj, =d; Vl,j=1.4d, (5.68c)
. M .
My = ?l” P VLj=1.d. (5.68d)
Or, M;; vérifie :

My T,
— =i— Vi=1.d. 5.69
o (5.69)

Le systéme (5.68) se résume sous la forme
d
i = z oy Vi=1.d, (5.70a)
=1
Ak d a‘,}\;l Ak .
(—10+Tk) pity 3 ‘ZZ]Clkjl e + W7 =0 Vik=1.4d, (5.70b)
]_’ =

(—100—}—T1)\9j, = ﬁ.,- Vl,j=1.4d, (5.70¢c)

VI, j=1.d. (5.70d)
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Etape S :
Apphquons la transformée de Fourier inverse en temps aux équations du systeme. Notons u =4 ( ; ])

vi; = F1(95) etwy; = F ' (Wy;). Nous obtenons le systéme a résoudre dans Q auquel nous ajou-
tons des conditions aux bords de Dirichlet sur les inconnues u; et des conditions initiales :

d
U = z w; Vi=1.d  dans Q,u, (5.71a)
=
ou;; 0 d ovy .
p Ottj +PTu— o lelciﬂd (axk,l +w;l> =0 Vi,j=1.d dansQ,y, (5.71b)
av;‘j . o
3 +Tv;=u Vi,j=1.d dans Qpu, (5.71¢c)
iy S =T, Vi,j=1.d dansQ 5.71d
W—FT]WU T]vlj l,J— .o ans pml, ( . )
ui=0 Vi=1.d sur 0Q 1, (5.71e)
ui(x,0) = uj;(x,0) = v};(x,0) =wj;(x,0) =0 Vi=1..d  dans Q. (5.71%)

Remarque 51 Les conditions aux bords de la PML impliquent, d’apres le systeme (5.71) et les condi-
tions initiales, la nullité de I’ensemble des inconnues aux bords de la PML.

5.2.3.2 Couplage domaine-PML

Une premiere solution pour coupler les équations dans le domaine et celles dans les PML est de
résoudre les équations PML partout. En effet, en imposant T; et T/j égaux a zé€ro, le systeme (5.71)
est équivalent aux équations dans le domaine rappelées en (5.57). Or, les équations a résoudre dans
les PML sont plus cofiteuses en place mémoire et temps de calcul que les équations dans le domaine.
Ainsi, nous allons coupler le systéme (5.57) avec le systéme (5.71).

Considérons un domaine QUT entouré par des PML Q,,,,, UT", " étant la fronti¢re entre le domaine
et les PML (voir figure 5.5). Les équations a résoudre dans QUT sont :

r mel

F1G. 5.5: Couple domaine-PML en 2D pour le syst¢eme d’ordre 2 en temps.

_ OF

i =1..d.
=% Vi

d
Z “(Ajj0u;)) (5.72)

Les équations a résoudre dans Q,,; UI" sont les équations du systeme (5.71).
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5.3 Résultats numériques

Remarque 52 Ces deux systemes sont redondants sur I,

Ces systemes sont approchés par la méthode des éléments finis spectraux en espace. Toutes les incon-
nues seront donc cherchées dans U}, sous-espace de H ! défini dans la section 1.1. Nous n’avons donc
pas, comme c’est le cas des formulations PML faisant intervenir de nouvelles inconnues vectorielles
cherchées dans V, le caractere local de la dépendance des inconnues entre elles. Ainsi, I’équation
(5.71b), qui permet de déterminer les valeurs des u7; en fonction de la valeur des vy, et des wy;, ne peut
étre résolue que pour les degrés de libertés situés dans Q,,,,;, I étant exclue. En effet, tous les degrés
de libertés des uj; situés a la fronticre entre le domaine et la PML dépendront de la valeur des vy, et
des wy; aux degrés de libertés situés dans le domaine par I’intermédiaire de matrices de rigidité. Or
ces inconnues ne sont définies que dans Q,,,; UT .

De la méme fagon, I’équation (5.71a) ne sera résolue que dans Q,,,,;. Les valeurs des u; aux degrés de
libertés de [ seront calculées par les équations (5.72).

Par contre, les u; étant calculés dans le domaine et la PML, nous pouvons en déduire les valeurs des
vy et wy, dans Q,,,, UT .

Pour résumer, le systéme complet domaine et PML a résoudre s’écrit :

Ozui d OE .
P32 —];D-(AijDuj) =% Vi=1.d dansQUT, (5.73a)
d
U= z ui*j Vi=1.d dans Qp,, (5.73b)
=
au:} " a d Vzl * ..
p 3 +PTju; — a—x] k_IZ:ICijkl Tm+wk1 =0 Vi,j=1..d dans Q,,,, (5.73¢)
av;] S P
B +Tjvij =i Vi,j=1..d dans Q,; UT, (5.73d)
anj * I ..
o +Tw; =T,V Vi,j=1..d dans Q,,,; UT. (5.73e)

5.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous montrons quelques résultats numériques obtenus par les méthodes introduites
tout au long de ce chapitre, afin de les illustrer. Les expériences sont toutes effectuées dans des milieux
homogenes : les résultats numériques regroupés dans la partie IV, concernant des modeles sismiques
réalistes, donc hétérogenes, utilisent aussi les PML. Nous verrons a ce moment la que les PML se
comportent bien en milieux hétérogenes.

Quelques mots, tout d’abord, au sujet de la mise en place des modélisations.

Intéressons nous a la construction du maillage dans les PML. Considérons un milieu infini hétérogene
avec topographie. Nous avons vu que les PML tiennent compte des propriétés physiques du milieu
auquel elles sont accolées. Afin d’obtenir une bonne absorption des ondes par les PML, nous prolon-
geons donc la topographie et les interfaces entre les différents milieux du domaine aux couches absor-
bantes de fagon continue. Nous verrons dans le chapitre 8 qu’il est avantageux, au niveau précision,
de construire un maillage qui suive les hétérogénéités du milieu. Le maillage du domaine physique
et des PML se fait alors de fagon adaptée et avec le méme pas d’espace dans une couche et dans la
PML qui lui est accolée. De méme, dans le cas de 1’élastodynamique, la condition de surface libre
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sera prolongée a la topographie des PML afin d’obtenir une bonne absorption des ondes de Rayleigh.
Intéressons nous, a présent, au choix des coefficients d’absorption. Dans la section précédente, nous
avons introduit différentes formulations PML pour un domaine d’intérét Q = ]—co,0]“ inclus dans un
milieu infini hétérogene. Or, la plupart des expériences s’effectuent sur un domaine d’intérét de la
forme :

d
Q= [ximin:ximax]
1=
Nous pouvons €tre amenés a utiliser des couches absorbantes d’épaisseur différentes dans chaque
direction. Nous noterons donc 9; I’épaisseur de la PML dans la direction x;.

Remarque 53 Nous verrons dans les expériences qu’'une épaisseur PML de 10 points d’interpo-
lation permet une trés bonne absorption des ondes de pression et de cisaillement mais qu’il faut
généralement un nombre plus important de points d’interpolation pour ’absorption des ondes de
Rayleigh.

Nous considérons alors les fonctions T; définies par [28] :

3¢
25 1og(1/7) (Ximin —Xi)*  pour x; < Ximin
i
Ti(-xi) — 0 POUT X;jmin < Xi < Ximax (5.74)
3¢
ﬁ log(l/r)(ximax _xi)z pour X; 2 X;max
i

ou ¢ est la plus grande vitesse de 1’onde dans le domaine et r = 1/1000, r étant le pourcentage
d’énergie réfléchie par le bord extérieur de la PML.

Remarque 54 Les fonctions 1; sont donc bien dérivables, de dérivées continues.

Pour plus de renseignement sur le choix de ces coefficients et la réflexion qu’ils induisent au bord de
la PML, nous renvoyons a [28].
5.3.1 En acoustique

Considérons un milieu homogene bidimensionnel infini dans lequel la vitesse de propagation des
ondes vaut 0.9m.s~!. Nous nous intéressons aux phénomenes physiques qui se déroulent dans un
carré de 18m de c6té. Nous considérons un systeme au repos a ¢ = Os et une fonction source (qui est
la dérivée en temps de la fonction F intervenant dans la formulation mixte considérée) :

f(x1) = h(r) g(|x —xs])
ou & est un Ricker d’ordre 2 en temps, de fréquence centrale fy = 0.9Hz, qui s’écrit :
h(t) = 210 (for —1)2 —1] ¢ U017, (5.75)

La fonction g(|x — xs|) (voir figure 5.6) est une gaussienne centrée en xs = (9m,9m) et distribuée sur
un disque de rayon ry = 0.5m de la forme :

877\x7xs\/r0

glx—xs) = ——— (5.76)
0
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PML

+Xg

2m 18m 2m O'"""o2 o4 06 08 i
14 T

FIG. 5.6: Domaine d’étude (gauche) - Fonction k(t) (centre) - Fonction g(r) (droite)

Nous entourons donc le domaine considéré par des PML d’epaisseur 2m (soit deux longueurs d’onde).
Le milieu total domaine et PML est donc de 22m x 22m (voir figure 5.6).

Nous utilisons la premiere formulation PML introduite (celle ne faisant pas intervenir les dérivées des
coefficients d’absorption) et discrétisons par la méthode des éléments finis mixtes spectraux Q5. Nous
utilisons un maillage a deux éléments par longueur d’onde.

Dans la figure 5.7, nous représentons la pression dans le domaine et les PML (la frontiere étant
représentée en noir) a différents instants.

>31o5
7 N

/ N\ d
1

o

-

\\ // -2
N - i

t=6s t=11s t=14s t=20s

FI1G. 5.7: Valeur de la pression dans le domaine physique et les PML pour un milieu acoustique de
vitesse 0.9m.s 1.

Représentons le dernier instantané pour une échelle de couleur 100 fois plus petite dans la figure 5.8.

t=20s

FIG. 5.8: Valeur de la pression dans le domaine physique et les PML pour un milieu acoustique de
vitesse 0.9m.s~! pour une échelle de couleur divisée par 100.

Nous remarquons que la réflexion diie aux PML est tres faible. Elle est de 1’ordre de la dispersion
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numérique.

L’acoustique isotrope n’offrant pas de grande diversité au niveau de la forme de 1’onde, nous ne
présentons ici qu’une seule expérience.

5.3.2 En élastodynamique
5.3.2.1 En dimension 2

Considérons trois milieux bidimensionnels homogénes de masse volumique p = 1Kg.m ™ et de coef-
ficients d’élasticité respectifs (en Pa) :
— Matériau 1 : matériau isotrope avec A = 16 et u = 2 (soit V, ~ 4.47m.s ' et V; ~ 1.41m.s~ 1),
— Matériau 2 : matériau orthotrope avec cy111 = 2222 = 20, c1212 =2 et cy120 = 3.8,
— Matériau 3 : matériau orthotrope avec c1111 =4, ca200 =20, cpp1p =2 etcyipp =7.5.

Nous nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans un carré [Om,25m]".
Pour toutes les simulations, les données initiales sont nulles et 1’on considére une fonction source
(dérivée en temps de F) :

f(31) = k(o) gl xsl) L =% (- 2)

oll @, est le second vecteur de la base canonique de IR?, & est un Ricker d’ordre 2 en temps, de

fréquence centrale fy = 0.9 Hz, qui s’écrit :
h(t) = 212 (for —1)2 = 1] e U1, (5.77)

La fonction g(|x —xs|) (voir figure 5.9) est une gaussienne centrée en xg = (12.5m,25m) et distribuée
sur un disque de rayon ry = 0.5m de la forme :

e—7\x—xs\/ro

g(x—xs|) = ——— (5.78)

o
Pour chaque matériau considéré, nous entourons le domaine sur trois c6tés par des PML d’epaisseur
la plus grande longueur d’onde de I’onde de pression (la vitesse de I’onde dépendant de la direction,
sa longueur d’onde varie aussi en fonction de la direction). Etant données les propriétés élastiques
des trois matériaux et la fréquence utilisée, les PML ont donc une épaisseur de Sm. Le milieu total

domaine et PMLs est donc de 35m x 30m (voir figure 5.9).

XS 0.4

0.21

PML o

25m

Sm

: | i ! i,
5m 25m Sm 1] 0.2 04 . 0.6 0.8 1

FIG. 5.9: Domaine d’étude (gauche) - Fonction k(t) (centre) - Fonction g(r) (droite)
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5.3.2.1 En dimension 2

Pour chaque expérience, nous utilisons la formulation PML (5.54) faisant intervenir les dérivées
des fonctions (T j) j=1,2- Nous discrétisons par la méthode des €léments finis mixtes spectraux Qs
et considérons un maillage & au moins deux éléments par longueur d’onde. La plus petite longueur
d’onde étant associée a la plus petite des valeurs de la vitesse de I’onde de cisaillement (qui va-
rie en fonction de la direction de propagation), le pas d’espace vaut 0.75m pour les deux premieres
expériences et 0.45m pour la derniere expérience. Visualisons, pour chaque matériau, le module du
déplacement ainsi que sa premiere et sa deuxieme composante, a différents instants, dans le domaine
et les PML. Nous représentons ensuite ces mémes quantités, au dernier instant considéré, avec une
échelle de couleur divisée par 100.

Remarque 55 Pour toutes les expériences, nous avons indiqué la frontiere entre le domaine et les
PML sur les instantanés.

— Expérience 1 : les résultats sont regroupés dans les figures 5.10 et 5.11.

Nous vérifions la bonne absorption des ondes de pression, de cisaillement ainsi que des ondes de
Rayleigh. Dans la figure 5.11, nous remarquons que la quantité d’énergie réflechie dans le do-
maine par les bords des PML est tres faible. Elle est majoritairement composée de la réflexion
de I'onde de Rayleigh générée par la discrétisation du coefficient d’absorption T; aux points
d’interpolation du maillage. Ainsi, si ’on prend un pas d’espace de 0.5m a la place du pas
d’espace considéré précédemment, on obtient, a t = 25s et toujours pour une échelle de couleur
divisée par 100, les résultats représentés dans la figure 5.12.

Nous vérifions une meilleure absorption des ondes de Rayleigh lorsque les coefficients d’ab-
sorption sont plus finement discrétisés.

— Expérience 2 : les résultats sont regroupés dans les figures 5.13 et 5.14.

Nous pouvons faire les mémes remarques que pour la premiere expérience : tres bonne absorp-
tion de I’énergie par les PML. De méme, on observe des réflexions de I’onde de Rayleigh diies
aux discontinuités du coefficient d’absorption T; aux points d’interpolation du maillage. Si I’on
considere un maillage avec un pas d’espace égal a 0.5m dans les PMIs et que I’on représente
le module du champ de déplacement ainsi que ses deux composantes a I’instant ¢+ = 25s avec
la méme échelle de couleur que précédemment (voir figure 5.15), nous vérifions une meilleure
absorption des ondes de Rayleigh.

— Expérience 3 : les résultats sont représentés dans la figure 5.16.
Dans cette expérience, les ondes semblent étre bien absorbées jusqu’a ¢ = 16s. Nous observons
toutefois des instabilités sur le dernier instantané. Celles-ci prennent naissance dans les PML.
Ces instabilités ont été étudiées dans le cas bidimensionnel pour les matériaux orthotropes.
L’étude est détaillée dans le chapitre 6.
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t=ds t=10s 1=16s {=25s s

FIG. 5.10: Module du champ de déplacement, premicre et seconde composantes a différents instants,
pour le matériau isotrope : A = 16 et u = 2.

18] U1 02

FIG. 5.11: Module du champ de déplacement, premiére et seconde composantes, a t = 25s, pour le
matériau isotrope : A = 16 et u = 2, avec une échelle de couleur divisée par 100.

L8] Ul u2

FIG. 5.12: Module du champ de déplacement, premiére et seconde composantes, a t = 25s, pour le
matériau isotrope : A = 16 et u = 2, avec une échelle de couleur divisée par 100 et un pas d’espace de
0.5m dans les PML.
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U
W\ S
02 - ' o
k ﬁ 0.005
\ 1\ [/}

t=ds t=8s t=12s t=25s

FIG. 5.13: Module du champ de déplacement, premicre et seconde composantes a différents instants,
pour le matériau orthotrope : c1111 = 2200 =20, cjp1p =2 et cyy20 = 3.8.

18] U1 U2

FIG. 5.14: Module du champ de déplacement, premiere et seconde composantes, a t = 22s, pour le
matériau orthotrope : c1111 = c2200 = 20, c1212 = 2 et c1122 = 3.8, avec une échelle de couleur divisée
par 100.

L8] Ul u2

FIG. 5.15: Module du champ de déplacement, premiére et seconde composantes, a t = 25s, pour le
matériau orthotrope : c1111 = c2200 = 20, c1212 = 2 et c1122 = 3.8, avec une échelle de couleur divisée
par 100 et un pas d’espace de 0.5m dans les PML. 83
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FIG. 5.16: Module du champ de déplacement, premicre et seconde composantes a différents instants,
pour le matériau orthotrope : ¢1111 =4, c2200 =20, c1212 =2 et c1220 = 7.5.

5.3.2.2 En dimension 3

Considérons deux milieux tridimensionnels homogenes de masse volumique p = 1Kg.m~! et de co-
efficients d’élasticité respectifs (en Pa) :

— Matériau 1 : matériau isotrope avec A = 0.07 et u = 0.81 (soit V, = 1.3m.s tet Vg, =Vy =
0.9m.s71),
— Matériau 2 : matériau orthotrope avec c1111 = c2200 = 1.58, ¢3333 = 1.69, ¢1313 = 2323 = 0.81,

cio12 = 1.13, c11220 = —0.67 et ¢1133 = ¢2233 = —0.68.

Nous nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans un pavé [Om, 10m| x
[Om, 7.5m}2. Pour toutes les simulations, les données initiales sont nulles et I’on considere une fonction
source (qui est la dérivée en temps de la fonction source F intervenant dans la formulation mixte) :

76 = hit) gl xsl) (= ()

oll 2’3 est le troisieme vecteur de la base canonique de IR?, 4 est la méme fonction qu’en 2D (méme
fréquence centrale) et ou g(|x — Xs|) est une gaussienne centrée en Xg = (5m,3.75m,3.75m) et dis-
tribuée sur une sphere de rayon o = 0.5m.

Pour chaque matériau considéré, nous entourons le domaine sur cinq cotés par des PML d’épaisseur
la plus grande longueur d’onde de I’onde de pression (celle-ci dépendant de la direction de propaga-
tion de I’onde). Etant données les propriétés élastiques des deux matériaux et la fréquence utilisée,
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5.3.2.2 En dimension 3

les PML ont une épaisseur de 1.5m. Le milieu total domaine et PML est donc de 16m x 10.5m x 9m.
Pour chaque expérience, nous utilisons la formulation PML faisant intervenir les dérivées des coef-
ficients d’absorption et discrétisons par éléments finis mixtes spectraux Qs. Le maillage utilisé est
un maillage & au moins deux éléments par longueurs d’onde. La plus petite longueur d’onde étant
associée a la plus petite des valeurs des vitesses des ondes de cisaillement (qui varie en fonction de
la direction de propagation), le pas d’espace vaut 0.5m. Nous représentons uniquement la norme du
champ de déplacement a différents instants, dans le domaine physique et les PML sur trois plans pa-
ralleles aux plans de références et s’intersectant au point source. Un trait blanc délimite la fronticre
entre le domaine et les PML.

— Expérience 1 : les résultats sont regroupés dans la figure 5.17.
Dans la figure 5.18, nous représentons le dernier instantané (¢ = 15s) avec une échelle de couleur
divisée par 100. Nous vérifions la bonne absorption des ondes de pression et de cisaillement.
Comme dans le cas bidimensionnel, I’énergie prépondérante apres passage dans les PML pro-
vient de I’onde de Rayleigh. Le résidu de cet onde dans la figure 5.18 est négligeable. Pour une
meilleure absorption de I’onde de Rayleigh, il suffirait de discrétiser les coefficients d’absoption
Ty et T, sur un plus grand nombre de points du maillage.

ololel

F1G. 5.17: Module du champ de déplacement a différents instants, pour le matériau isotrope : A = 0.07
etu=0.81.
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F1G. 5.18: Module du champ de déplacement a ¢ = 15s, pour le matériau isotrope : A =0.07 et u = 0.81
avec une échelle de couleur divisée par 100.

— Expérience 2 : les résultats sont regroupés dans la figure 5.19.
Dans la figure 5.20, nous représentons le dernier instantané (¢ = 15s) avec une échelle de couleur
divisée par 100. Les remarques sont les mémes que pour I’expérience en milieu isotrope.
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FI1G. 5.19: Module du champ de déplacement a différents instants, pour le matériau orthotrope :
ciin = ca22 = 1.58, 3333 = 1.69, 1313 = 2323 = 0.81, c1212 = 1.13, c1120 = —0.67 et c1133 = c2233 =

=
o

oy

t=15s

—0.68.
FIG. 5.20: Module du champ de déplacement a t = 15s, pour le matériau orthotrope : c1111 = ¢c2200 =
1.58, C3333 — 1.69, C1313 — C2323 — 0.81, C1212 = 1.13, Cl122 = —0.67 et C1133 = (C2233 — —0.68 avec

une échelle de couleur divisée par 100.
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Chapitre 6

Analyse de stabilité

Introduction

Nous avons remarqué, dans le chapitre 5.3.2 présentant quelques expériences numériques dans les
PML en élastodynamique, des phénomenes d’instabilité pour certains matériaux orthotropes 2D. Ces
phénomenes ont fait 1’objet d’une étude théorique, effectuée en collaboration avec E. Bécache et P.
Joly. Larticle sur cette étude, qui parraitra prochainement dans le Journal of Computational Physics,
constitue le corps de ce chapitre.

Résumé :

Les couches absorbantes parfaitement adaptées (PML) ont étées introduites récemment [14] dans
le but de simuler 1’absorption des ondes dans des domaines non bornés. Introduites pour les ondes
électromagnétiques, les PML ont, depuis, été étendues a de nombreux modeles de propagation d’ondes,
dont la propagation d’ondes élastiques en milieu anisotrope. Dans ce dernier cas, des simulations
numériques ont montré 1’apparition d’instabilités. Dans ce travail, nous nous intéressons a cette ques-
tion d’un point de vue théorique. Dans la premiere partie, nous établissons une condition nécessaire de
stabilité pour un systeme hyperbolique général. Cette condition peut €tre interprétée en terme de pro-
priétés géométriques des surfaces de lenteur et utilisée pour expliquer des instabilités observées avec
les ondes élastiques. Cette étude est facilement étendue a d’autres modeles de propagation (équations
de Maxwell anisotropes, équations d’Euler linéarisées) pour lesquels des phénomenes semblables ont
été mis en lumiere. Dans la seconde partie, nous concentrons notre analyse aux ondes élastiques or-
thotropes et obtenons séparement une condition nécessaire et une condition suffisante de stabilité qui
peuvent étre exprimées sous forme d’inégalités sur les coefficients élastiques du milieu.
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Stability of Perfectly Matched layers, Group Velocities and
Anisotropic Waves

E. Bécache, S. Fauqueux and P. Joly

Abstract :

Perfectly Matched Layers (PML) are a recent technique for simulating the absorption of waves in
open domains. They have been introduced for electromagnetic waves and extended, since then, to
other models of wave propagation, including waves in elastic anisotropic media. In this last case,
some numerical experiments have shown that the PMLs are not always stable. In this paper, we inves-
tigate this question from a theoretical point of view. In the first part, we derive a necessary condition
for the stability of the PML model for a general hyperbolic system. This condition can be interpreted
in terms of geometrical properties of the slowness diagrams and used for explaining instabilities ob-
served with elastic waves but also with other propagation models (anisotropic Maxwell’s equations,
linearized Euler equations). In the second part, we specialize our analysis to orthotropic elastic waves
and obtain separately a necessary stability condition and a sufficient stability condition that can be
expressed in terms of inequalities on the elasticity coefficients of the model.

keywords :
perfectly matched layers ; absorbing layers ; elastodynamics ; stability ; hyperbolic systems ; Fourier
analysis ; linearized Euler equations ; anisotropy

6.1 Introduction

Perfectly Matched Layers (PML) is a recent technique for simulating the absorption of waves in
open domains, which provides a very efficient alternative to the use of absorbing boundary conditions
in many applications. The idea is to surround the computational domain with an absorbing layer (the
PML region) so that the coupled system possesses the property of generating no reflection at the inter-
face between the free medium and the artificial absorbing medium. This technique has been initially
introduced by Bérenger [14] for Maxwell’s equations, and has been widely used for the simulation of
time dependent electromagnetic waves as well as Helmholtz-like equations (e.g., [15, 77, 16, 74, 62]).
The method has been extended to various propagation models (the paraxial wave equations [26], the
linearized Euler equations [67, 44, 41],...), including in particular elastic wave propagation in iso-
tropic [38] and anisotropic media [29]. Trying to use these PMLs for computing the propagation of
seismic waves, we observed exponential blow up phenomena in some numerical experiments invol-
ving anisotropic media. Analogous exponential instabilities have been also observed in the simulation
of non destructive testing experiments [33]. This has motivated us to look at the question of the well-
posedness and the stronger notion of stability of PMLs, introduced in [10], for anisotropic elastic
waves. It is important here to make precise the distinction (see section 6.3) between these two notions
(see also [68] for similar considerations) : by well-posedness, we mean that there exists a unique so-
lution and that the L? norm of the solution can be bounded by some norm of the initial conditions
multiplied by a constant C(¢). This does not prevent the solution from blowing up exponentially in
time : in this case, we shall say that the problem is unstable. As a matter of fact, if, from the mathe-
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6.2 Orthotropic elastic waves and PML model

matical point of view, the difference between an ill-posed problem and an unstable (but well-posed)
problem is fundamental, for practical applications, it is not, since it is difficult to distinguish these two
cases numerically. A more pertinent concept is the one of stability, which imposes an estimate of the
type C(t) < C t*. In particular, this concept of stability does not exclude a linear growth as the one
studied in [1, 13] for Maxwell’s equations. Furthermore, note that the notion of stability described
here is linked to the continuous model and is distinct from the numerical stability related to a particu-
lar numerical scheme. For an unstable model, no particular discretization prevents the solution from
blowing up exponentially.

This type of mathematical questions has already been widely investigated by several authors
[76, 61, 57, 64, 10] in the case of Maxwell’s equations. For elastodynamics equations, it is easy
to show that the PML model is well-posed (cf section 6.3.2) but we will show that it can be unstable
for some anisotropic media. The outline of this paper is as follows.

— In section 6.2, we recall the propagation equations for elastic waves in a 2D orthotropic medium
(section 6.2.1) and recall the important notion of slowness diagrams (section 6.2.2). In section
6.2.3, we present the construction of the standard PML model for a general first order hyperbolic
system and specialize it to elastic waves in section 6.2.4. Finally section 6.2.5 is devoted to
various simulations that point out the instability phenomena that motivate the present works.

— In section 6.3 we derive a necessary condition for the stability of the PML model for a general
hyperbolic system (theorem 2). This condition can be interpreted in terms of group velocities
and phase velocities (also related to geometrical properties of the slowness diagrams) and is
more precisely related to the existence of so-called backward propagating waves. We can use
this criterion for explaining instabilities observed with elastic waves but also with other pro-
pagation models (anisotropic Maxwell’s equations, linearized Euler equations) and it seems to
show that these instabilities can occur only (but not necessarily) with models involving aniso-
tropy. Finally we present numerical simulations showing that this geometrical criterion is not
sufficient for stability in the case of elastic waves.

— In section 6.4, we specialize our analysis to orthotropic elastic waves and obtain separately a ne-
cessary stability condition (theorem 4) and a sufficient stability condition that can be expressed
in terms of inequalities on the elasticity coefficients of the model (theorem 5).

6.2 Orthotropic elastic waves and PML model

6.2.1 The elastodynamics system

In this article we work in two dimensions. All the indices i, j,k,/ take their values in {1,2}.
x = (x1,x) denotes the space variable and 0; holds for the derivation with respect to x;. Throughout
this section, we shall use the Einstein convention on repeated indices for summation. Let us introduce
the equations of elastodynamics in a 2D homogeneous medium :
Pu
P ﬁ —div O(M) = O, (61)

where u = (u;) denotes the displacement field, p > 0 the density, 0(u) = 0;;(u) the stress tensor and :

dive — < 0101; + 02012 >
01012+ 0,02
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The stress tensor is related to the strain tensor €(u) defined by
&j(u) = %(aiuj +0;u;), (6.2)
by Hooke’s law :
A0 =&(u) <= 0= Ce(u) = A" 'e(u). (6.3)
The fourth-order tensor C of elasticity coefficients satisfies the classical symmetries, [3] :
Cijki = Cuij = Cjin.- (6.4)
Moreover, it is positive definite :
Ciju&ij€u > a €] = o &8, (6.5)
for all symmetric tensor §.

Notation. As it is classical, the symmetries (6.4) of the tensor C allows us to simplify its represen-
tation into a 3 X 3 matrix c,, still denoted by C for simplicity, such that

Ciji = Cp(i,j),p(icd)

where the function p is defined by :

p(LL)=1, p(22)=2, p(1,2)=p(2,1)=3.
Orthotropic media. In an orthotropic medium whose principal axes coincides with the (x,y) axes,
we have ¢13 = ¢p3 = 0 so that [3] :

cit crz2 O
C=1| cip ¢» O
0 0 C33

With this notation, the condition (6.5) becomes (|.| denotes the Euclidean norm in R3):
Vi +cnVi +2caViVa+eVi > a V)2, VYV ER?, (6.6)
which is equivalent to the inequalities :
c11 >0, ¢>0, ¢33>0, ciycm—cty >0. 6.7)

For an isotropic medium, which is of course a particular orthotropic material, the coefficients can be
expressed in terms of Lamé’s coefficients A > 0 and u >0 :

cii=cn=A+2u, cpo=A, c33 =p. (6.8)

In order to apply the general construction of the PML model, we will need to reformulate the propa-
gation equations as a first-order system, the so-called velocity-stress formulation :

o % —diva =0,
3 (6.9)
o
AE — E(V) = 0,

where v = 0;u is the velocity field.

920



6.2.2 Harmonic plane waves and slowness diagrams

6.2.2 Harmonic plane waves and slowness diagrams
Plane waves are particular solutions of (6.1) on the form :
u(x,t) =D @Y DeR?  x=(x,x) (6.10)

where k € IR? is the wave vector, W € IR the circular frequency and D the displacement vector (or
polarization vector). We also introduce

k . . L
K= m, the unit propagation direction,
w .
V= ik the phase velocity, (6.11)
-k
S = s the slowness vector.

Plane waves of the form (6.10) are solutions of (6.1) if the circular frequency and the wave vector k
satisfy a relation, called dispersion relation. In order to write this relation, it is useful to introduce the
Chrystoffel’s tensor, [3] :

[ij(k) = Citjmkikm, (6.12)
which can be rewritten with the new notation :

c11k} 4 2¢13ki1ky + c33k3 c13k3 + (12 4 ¢33)kika + c30k3
(k) =
c13k7 4 (c12 4 ¢33)kika 4 303 33k} + 2ca3k1ky + ca0k3

So, in an orthotropic medium, we have :

ek +eukd  (cia+cas)kik
[ (k) = . (6.13)
(cra+cas)kiky 33kt +cnk3

We notice that I (k) is homogeneous of degree 2 with respect to k :
I (ak) = ol (k). (6.14)

It is well known that, due to (6.5), for any k # 0, I (k) is symmetric positive definite [3]. Substituting
(6.10) into (6.1), one sees that the polarization vector D must be an eigenvector of I (k) associated to
the eigenvalue p ’ :

[ (k)D(k) = p w*D(k) <= T (K)D =p V*D.
The frequency w and the wave vector k are thus related by the following dispersion relation :
Fr(w,k) = det(I (k) —pw’l) =0 (6.15)

where [ is the identity matrix. Considering (6.15) as an equation in the frequency w for a given value
of the wave vector k, we obtain four solutions :

w==+ Q)Qp(k), w==+ (L)Qs(k), (U)Qp(k) >0, (.A)Qs(k) > 0)
where Yop(k) =p o.)ép(k) > Yor(k) =p wzQS(k) are the two positive eigenvalues of I (k) associated to
the respective eigenvectors Dop(k) and Dos(k),
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— For w= =+ wgp(k) and D // Dgp(k), the wave is called quasi-longitudinal,
— For w= =+ wys(k) and D // Dgs(k), the wave is called quasi-transverse.

The expressions of the eigenvalues are :

Yor(k) = % <F11(k) + (k) + \/(F“(k) —Tao(k))? +4T 12 (k)? ) 616

Yos(8) = 5 (P04 2200 = /(1) = P 47 2007 )

In particular in an isotropic medium, we recover the usual pressure and shear waves :

o wop(k)=|k|Vp, Vp= )\4;)2,11’ (in this case D27 (k) // k)

o wys(k)=|k|Vs, Vs= \/E, (in this case D2 (k) L k)

Slowness diagram and group velocity. By homogeneity, the dispersion relation (6.15) can be
rewritten as :

Fz(l,é):Fz(l,S’):O. (6.17)

By definition, the slowness diagram is the set of points, in the plane of slowness vectors S= k/w, that
satisfy (6.17). It is also the union of two curves whose equations in polar coordinates are

1
wop(K)

1
wos(K)

Ky and Ky

We give in figure 6.1 two examples of slowness diagrams. On the left, for an isotropic medium (the
two curves are two circles respectively of radius 1/%p and 1/%5 > 1/%p) and on the right for an
anisotropic medium (c1; = c22 =20, ¢33 =2, c1p = 3.8).

F1G. 6.1: Slowness diagrams. Left : isotropic medium. Right : orthotropic medium.

For each branch of solution k — w(k) of the dispersion relation, one defines the group velocity as
follows :

V, (k) = Oreo(k) (6.18)
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6.2.3 The PML model for a general first-order evolution problem

For almost every k, the two branches do not intersect (it can happen only if ¢33 = ¢ or ¢33 = ¢ and
for at most four particular directions) and using (6.15), by implicit function theorem, it is easy to see
that the group velocity can also be expressed as :

0F !
ow

0F,

—1
OcFa (w(k), k) = — (m(l’§)> kP (1,8) (6.19)

Vil = - (G

which shows that the group velocity is orthogonal to the slowness curves. Finally, the wave fronts
are defined as the curves described by the extremities of the group velocities. These curves permit to
predict the localization of the energy of a solution emitted from a point source (see Fig. 6.2).

:-4 -2 C) 2 4 : \!:_4 2 2 4:g
F1G. 6.2: Waves fronts. Left : isotropic medium. Right : orthotropic medium.

Remark 1 One can notice that the dispersion relation of the first-order system (6.9) is not identical
to the second order’s one F, : it has the additional eigenvalue 0 and can be expressed as

Fil(wk) =wF(wk),  (lo=1in2D andly=73 in 3D) (6.20)

6.2.3 The PML model for a general first-order evolution problem

The principle of the perfectly matched layers has been first introduced by Bérenger [14], for
electromagnetic waves and has been, since then, applied in numerous applications. In [29], the authors
have shown that it is possible to write a systematic way of designing a PML model for a general
first-order hyperbolic system. In this section we briefly describe this general construction. Consider a
general first order hyperbolic system, posed initially in IR, of the form

Oiu—A101u—A00u=0 (6.21)
where u is a m-vector, A; and A, are m X m matrices.

Let us briefly recall the definitions of hyperbolicity (see [53]). We set 4 (k) = k1A + kpA;. The sys-
tem (6.21) is hyperbolic if, for all k € IR?, the eigenvalues of A(k) are real. It is strongly hyperbolic
if furthermore, for all k € IR?, 4(k) can be diagonalized (if not it is weakly hyperbolic). It is strictly
hyperbolic if, for all k € IR?, the eigenvalues of 4 (k) are real and distinct.

The formal construction of a PML in the x; direction (parallel to the x, axis) consists in : (i)
introducing a splitting of the field u = u' + u?, such that the unknown u! is only “associated” to the
derivatives with respect to x; , and u? to the derivatives with respect to x,, (ii) introducing an aniso-
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tropic damping factor only on the u! component. We then obtain the following PML system :

a,ul —i—C(Xl)ul —A104 (I/tl +M2) =0

(6.22)
0,u’ —Azaz(ul +u2) =0
where ¢(x;) = 0 for x; < 0 and ¢(x;) > 0 for x; > 0.
In the frequency domain, the system (6.22) becomes :
iou! +¢(x)u' — A0 (u' +u*) =0,
(6.23)

iwu® —Ax0(u! +u*) =0,

which can be obtained by substituting in the equation (6.21), written in the frequency domain, the x|
derivatives 0; into d(w,¢(x1))0;, (see [29, 27]), where :
iw

d(w,q(x1)) = ) +iw

(6.24)

Actually, this corresponds to apply the complex change of variable [27, 65, 18] :

1 o
— d
x—n+ o [T aE

to the solution of the frequency domain version of (6.21). The very astonishing property of this layer
model is that it is perfectly matched, which means that it generates no reflection at the interface bet-
ween the physical domain and the absorbing medium (see [29]). This property can be shown through
a plane wave analysis. Furthermore, this analysis also shows that the transmitted wave decreases ex-
ponentially during its propagation inside the layer.

Of course to construct the PML model in the x, direction it suffices to permute the role of the space
directions which gives the following system :

0,u' —Alal(ul —i—u2) =0

(6.25)
0,u% + ¢(x2)u? — Ardy (u' + ) =0
and in a corner, the damping factor is introduced in both directions :
a,ul +c(x1)u1 —Alal(ul +M2) =0
(6.26)
0,u” + ¢(x2)u? — Az0y (u' +u*) =0

6.2.4 The PML Model for elastodynamics

It is then straightforward to obtain the PML model for the elastodynamics system (6.9), that can
be rewritten as :

ov _,00 , 00
7fD - —
Por Pay Pay, 0
Aaﬁ_Elﬂ_Ezﬂfo

ot Ox 1 6x2 N
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where

(100 > [0 0 1 v (100 \ L, (00 172
D‘<001’D_010’E_001/2 E=lo 1o

The PML system is then obtained by splitting ¢ = ' + 6% and v = v! +1? (see [29]) :

ov' 1 19 1, 2
—_— —D — =0
P, +{(x1)v o, (0" +07)
——D"— =0
Par P a0 )
5! 5 (6.27)
o
P _pt 2 =0
5 +{(x1)o0 o (v +v9)
o> L, 9 ,,
— —E"— =0
A Py o (v +v9)
In the frequency domain, this system can be written in u as :
p Wu+div,,o(u) =0
(6.28)

o(u) = Cepp(u)

which is the same model as in the physical domain, substituting the operators div and € with div
and €,,,;, where :

_ < d(w,¢(x1)) 01011 + 02012 )
div,, 0 = ,
d(w,¢(x1)) 01012 + 0202,

d(@,¢(x1)) drur %(d(m, C(x1)) drta + Doty
Spml(”) =

1
E(d(oo,c(xl)) 01uy + Ohup) Orus

The PML model in the x, direction still has the general form (6.28) but this time :

_ 01011 +d(w,¢(x2)) 02012
div 0 =
01012 +d(w,¢(x2)) 02022

0qu; 1(61142 —I—d((.O,Q(XQ)) azul)
s17ml(”) = 1 2
5 (0112 +d(00,(x2)) Oour) d(w,G(x2)) Oruz

6.2.5 Some instructive numerical simulations

In this section, we will show some simulations with four different homogeneous media, one is
isotropic and the three others are orthotropic. The computational domain is a square 25m X 25m sur-
rounded with PMLs of lenght & = 5m so that the total computational domain is 35m x 35m (see Fig.
6.3 - left). The numerical method used to solve the elastodynamic equations is based on a first-order
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original mixed formulation of the equations, described in [21], where the unknowns are the displace-
ment searched in H'! and some new vectorial unknowns searched in (L?)?. Since we are not interested
here in the effects of the numerical scheme, but in the properties of the continuous model, we have also
checked these results with another method, developed in [11, 12] and still based on the velocity-stress
formulation, but with v in L? and 0 in H(div).

. _Absorbing o2
= Layers

FIG. 6.3: Computational domain (left) - Function A(t) (center) - Function g(r) (right)

In all the simulations, the initial data are taken equal to zero and the source is introduced as a right
hand side in equation (3) :

flx,t) = h(t) g(]x—xs|) € (6.29)

where & denotes the first vector of the canonical basis of IR and 4 is the so-called second order
Ricker signal with central frequency equal to fy = 0.9 Hz, namely (see also Fig 6.3) :

h(t) = 212 (for —1)* = 1] ¢ U1, (6.30)
and the function g(r) is the Gaussian function defined by (see Fig 6.3) :

o (r/r0)

g(r) = 6.31)

2
o

which is concentrated in a small disk of radius rg = 0.5m. In our experiments, the source point xs is
located closed to the absorbing layer (2 meters away from each layer) (see Fig 6.3). We choose the
density p = 1Kg.m3 in all experiments and give the elasticity coefficients in Pa.

The damping factor is chosen as follows :

2(x) = s og(1/R)2 (632

where R = 1073 is the theoretical reflexion coefficient from the terminating reflection boundaries (see
[29]) and ¢ = 4.5m.s~! is an upper bound of the wave velocities in all the considered materials.

We represent, for each experiment :

(a) the slowness curves and the wave fronts of the material,
(b) the distribution in space of the norm of the displacement field (snapshots) at several times.
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Isotropic Medium. The first simulation is done in an isotropic medium, with Lamé’s constants :
A=16, u=2. (6.33)

The source creates both P and S waves (of respective velocities 2v/5 ~ 4.47 and /2 ~ 1.414) that
correspond to the two successive wavefronts appearing in the snapshots of the solution. One can see
that these two waves are perfectly absorbed by the absorbing layer and that, even after a long while
(t = 500s), the solution remains equal to zero (see Fig. 6.8).

FI1G. 6.4: Slowness curves and Wave fronts for the isotropic media.

Simulation in an anisotropic medium (I). In this example, the elasticity coefficients are given by :
c11 =4,¢20 =20,c33 =2 and ¢ = 3.8. (6.34)
The slowness curves and wave fronts reprensented in Fig. 6.5 illustrate the anisotropy of the me-

dium. Note that the sets enclosed by the slowness curves remain convex as in the isotropic case. The
snapshots of the corresponding numerical experiment are given in Fig. 6.9.

FIG. 6.5: Slowness curves and Wave fronts for the orthotropic medium (I).

They show that the PML’s work pretty well. In particular, they are stable : the solution does not blow
up, even after a long time.

Simulation in an anisotropic medium (II). This time, the material is characterized by its elasticity
coefficients :

Cl] = Cp = 20, C33 = 2, Cl12 = 3.8 (635)
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=

FIG. 6.6: Slowness curves and Wave front for the orthotropic medium (II).

In figure 6.6, the medium appears to be much more anisotropic than the previous one. In particular, the
set enclosed by the slowness curve of the QS wave is no longer convex, which gives rise to triplications
of the wave front. However, one can see in figure 6.10 that the PML model still works very well and
does not lead to any instability.

Simulation in an anisotropic medium (III). Our last medium is characterized by the following
elasticity coefficients :

clp = 4’ Cyp = 20, C33 = 2’ Cl2 = 7.5 (636)

Once again, this is a medium which gives rise to triplications of the QS wave front (see Fig. 6.7).

F1G. 6.7: Slowness curves and Wave front for the orthotropic media (IIT).

0.84

—0.84

On the snapshots (see Fig. 6.11), we can see two instabilities appearing very soon in the two PML
layers. These instabilities clearly occur when the lowest wave, namely the QS wave, penetrates the
absorbing layer.

t=2s t=5s t=20s t=500s

F1G. 6.8: Some snapshots at different times for the isotropic media.
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6.3 A necessary stability condition for PML models associated to general hyperbolic system.
Interpretation in terms of slowness curves.

T .

t=2s t=10s t=20s t=500s

FIG. 6.9: Some snapshots at different times for the orthotropic medium (I).

t=8s t=12s

FIG. 6.11: Some snapshots at different times for the orthotropic media (I1I).

In conclusion, it seems that the stability of the PML model depends on the physical properties of the
media. The aim of this paper is to understand this phenomenon. The explanation of the instabilities
observed in the last simulation, is that this model does not satisfied a very general necessary condition
of stability for the PMLs. This necessary condition has a very simple geometrical interpretation that
we present in the next section.

6.3 A necessary stability condition for PML models associated to gene-
ral hyperbolic system. Interpretation in terms of slowness curves.

In this section, we analyze the PML model (6.22) (or (6.25)) for a general hyperbolic system. We
will make the following assumption :

Assumption (A;). The unsplitted system (6.21) is strongly hyperbolic.
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We restrict ourselves to the case where the absorption coefficient  is constant in space, which
makes possible the use of the Fourier analysis. This is necessary step towards the analysis of the non-
constant coefficient case. Moreover, there is a general theory for the link between the analysis of the
constant coefficient equation and the one of variable coefficient equation. This is the so-called frozen
coefficient technique (see [53]).

6.3.1 Well-posedness and stability : definition and characterization through plane wave
analysis
We consider the Cauchy problem in the whole space IR? associated to the system :

6,u1 —|—Zu1 —Alalul —Alaluz =0,
(6.37)
6,u2 —Azagul —Azazuz = 0,

where C is a strictly positive constant and we set U = (u',u?).

Definition 1 We will say that the Cauchy problem (6.37) associated to the initial data Uy is weakly
(resp. strongly) well-posed if for any U (.,0) = Uy given in the Sobolev space H*, s > 0 (resp. s =0),
(6.37) admits a unique solution U (t) that satisfies an estimate on the type

U (D)2 < Ke [ Uo]l s (6.38)

We will say that the problem is weakly (resp. strongly) stable if it is weakly (or strongly) well-posed
and if the solution U (t) satisfies an estimate on the type

UG )2 < K(1+2)[|Uoll s (6.39)

with s > 0 (resp. s = 0).

In what follows we will say that the system is stable if it is at least weakly stable. Roughly speaking
the difference between a stable system and a well-posed system is that in the first case, exponentially
growing solutions are not permitted.

It is well known that the Fourier analysis permits to relate the notions of well-posedness and
stability in terms of analysis of plane waves, i.e. solutions of the form

Ux,t) =@ *p  kecR? DeR™, wecC. (6.40)

To study such solutions it is useful to refer to the initial hyperbolic system (6.21)
Oiu—A101u—A0u=0,
that admits plane wave solutions of the form
u(x,t) =@ *94 keR?, deR", weC,
if and only if k and w are related by the dispersion relation
Fi(w,k) =0, (6.41)

where

F ((JO, k) = det((x)l —kiA; — szz), (6.42)
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is a homogeneous polynomial in w and k of degree m.

If we consider (6.41) as an equation in W, a consequence of the hyperbolicity of the system (6.21)
(assumption (A)) is that the solutions of (6.41) are real :

w=wj(k), j=1,...,m, theeigenvalues of A(k).

Moreover, the functions w;(k) are homogeneous functions of degree 1. In the following, for the sake
of simplicity, we will make the assumption :

Assumption (4;). We assume that the unsplitted system (6.21) admits :
— N, non-zero eigenvalues of order 1, w;(k) #0,Vk #0 j =1,...,N,, (w;(k) # w;(k) for i # j)
— the zero eigenvalue of order o =m —N,, w; =0, j=N.+1,....,m

The mode zero is a non propagating mode, and we will call the other modes the physical modes. This
leads to the following expression

&

Fi(w,k) = 0" [ (0—w;(k)) (6.43)
1

~.
Il

Remark 2 One of the main limitations in the assumption A, is that we assume that the physical
modes correspond to simple eigenvalues. As a consequence, the results of this section are not directly
applicable to 3D Maxwell’s equations or isotropic elastodynamic equations. However, we think that
this assumption only helps to simplify the technique of the proof (see theorem 1) and conjecture that
the well-posedness result remains true in the case of multiple non-zero eigenvalues.

Remark 3 For the elastic case, in 2D, we have seen in section 6.2.2 that there were five modes : 0 of
order oy = 1 and the physical modes £wgp(k) and £wgs(k), corresponding to two curves constituting
the slowness curves. In most cases, assumption (A, ) is satisfied, ie as soon as ¢33 7 c¢11 and ¢33 7 €.
In these particular cases, for instance c33 = c11, the two curves intersect at points correponding to
K> = 0. One can then think that the solutions wgp(k) and wys(k) are not differentiable with respect
to k anymore, which is a trouble for defining the group velocity. But in fact, we then have to define the
two branches in another way such that after the intersection we “jump” to the other branch (i.e. the
QP branch will not correspond to the larger velocity anymore). This is illustrated with figure 6.12 :
left, this is the way we defined the two branches here, and right the way we should define it. Here
again we think that we could apply the same type of analysis, but with additional technical difficulties.

/

FIG. 6.12: Slowness diagrams of a material of coefficients c1; = c33 =4, ¢y =20, c1p = 7.5. Left :
in bold, the QP branch as it has been defined in (6.16). Right : in bold, the new definition of the “QP”
branch.
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As a consequence of assumption (A,), the physical modes w(k) = w;(k), j = 1,N,, are differentiable
with respect to k, and, as for elastic waves, one can define for each mode, the phase velocity

V(K) = W W(K), (6.44)
where K = k/|k|, the slowness vector
- K

and the group velocity

0F,

-1
Ve (k) = Vy(K) = Dhoo (k) = — (aw(oo(k),k)> OeFy (w(k), &) (6.46)

which is orthogonal to the slowness curves, defined as in section 2. We shall denote by (V, (), ng(k))
the two components of V, (k) and by (S (k),S2(k)) the ones of S(K).

Going back to the Fourier analysis of the PML system (6.37), we see that (6.37) has solutions of
the form (6.40) if and only if w and k are related by the perturbed dispersion relation :

Fomt (00,k,€) = F1 (w(00—i€), k160, k2 (0~ i) = 0 (6.47)

This is a polynomial equation in w of degree 2m. Therefore the dispersion relation in the PMLs defines
2m modes, wj(k,{), j = 1,...,2m, solutions of this equation. It is natural that the number of modes
is the double of the one in the original problem, since we have doubled the number of unknowns by
passing from (6.21) to (6.22).

We remind how the notions of well-posedness and stability are intimately related to the plane wave
analysis.

Well-posedness. The system (6.37) is strongly ill-posed if there exists some exponentially growing
modes, that is :

Om w(k,7) — —oo,  when || — +o, (6.48)

otherwise it is at least weakly well-posed (see [53]).

Stability. The system (6.37) is stable in the sense of definition 1 if and only if

V k € IR™, the solutions w(k,{) satisfy Om w(k,{) > 0. (6.49)
Actually if W= wg + iy, the plane wave solution can be written as :
—t (gt —k.x)

u(x,t)=e

The existence of solutions w with negative imaginary parts would correspond to plane wave solutions
with exponential growth in time. A stable system does not admit such solutions.
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6.3.2 A general well-posedness result

We can show the

Theorem 1 We make assumptions (A1) and (Ay) for system (6.21). Then the system (6.37) is well
posed.

According to (6.48), this theorem can be proved with a high frequency analysis, which will be also
useful in the following, for deriving a necessary stability condition. More precisely, to prove the well-
posedeness of (6.37), we will show that Om w(k, ) is bounded for large |k| and therefore that (6.48)
can never happen. For this, it will be convenient to introduce :

¢ w(k,{)
€= —, V(K,e) = (6.50)
R T
and to rewrite the dispersion relation (6.47) as :
Fpml(rV,K, S) = Fl(rV(rV— iS),Kl rV,Kz(rV — iS)) =0, (6.51)

where K = k/|k| is the unit wave vector. We then have the :

Lemma 1 For every given K, the equation (6.51) admits 2m complex solutions that we denote by
(Vi(K,€))j=1...2m that can be numbered in such a way that they are continuous functions with respect
to K and €. Moreover, (V;(K,€)) is differentiable in the neighborhood of any point (Ko,&)) where
(V;(Ko,€0)) is a simple root of (6.51).

> PROOF : Using the expression (6.43) of Fi, it is easy to see that the equation is a polynomial
equation in the variable ¥ of degree 2m and that the coefficient of order 2m in the polynomial
function F,,;(V,K,€), equal to a power of i, does not vanish. Therefore the solutions ¥;(K,€) are
continuous functions with respect to €. The last part of the lemma results from the implicit function
theorem. <

Note that looking at small € is equivalent to looking at small { (small absorption) or large |k| (high
frequencies). The well-posedness is therefore related to the behaviour of the solutions of the dispersion
relation for small €, so we first consider the limit case € = 0.

The unperturbed equation. Equation (6.51) is a perturbation of the equation obtained for € = 0,
which can be written as (F; is homogeneous of degree m)

Fymt (V. K,0) = V"F(V,K) =0 (6.52)

The solutions ‘V of this equation are

— the N, physical modes (of order 1)
Vi(K,0) = wj(K) = w;(k)/|k|], j=1,...,N, (6.53)
— one mode of order p = m+ £,

Vi(K,0)=0, j=N,+1,....2m (6.54)

> PROOF OF THEOREM 1 : . We examine the solutions ¥;(K,€), j = 1,...,2m, of (6.51) in the
vicinity of the unperturbed modes defined in (6.53) and (6.54).
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— In the vicinity of a single root (physical mode). It is very easy to see that the ill-posedness can
not come from a single root, thanks to the implicit theorem. Actually, let V/(K,0) # 0 be a
single root, then

oF, pml
oV

(V(K,0),K,0) £ 0

and the implicit theorem can be applied in the vicinity of (7/(K,0),K,0). Therefore equation
(6.51) defines a function V(K €) which is C' with respect to € and thus which can be expanded
as

V(K,g) = V(K,0) +a(K) + O(?) (6.55)
This shows that
w(k,{) = w(k) + a(K) {+ O(1/[K]). (6.56)

Thus Om w(k,0) = { Om a(K) is bounded when |k| — oo,

— In the vicinity of the multiple mode V;(K,0) = 0 of order p = m+{y. Now let V(K,0) = 0 be
the root of order p. Since the functions V(K ,€), j = N, + 1,...,2m, are continuous in € and
must vanish for € = 0, they admit a decomposition as a Puiseux series on the form ([46]) :

Vi(K,€) =a(K)e +o(e"), with reQf (6.57)

If r > 1, it is clear from (6.50) that the corresponding w;(k,{) have a bounded imaginary part.
Let us assume that there exists a solution such that 0 < r < 1 and a(K) # 0. Then, plugging
(6.57) into the dispersion relation (6.51) yields

Fi(a(K)*€” +o(e”),Kia(K)E" +0(€"), K2a(K)e +o(€") =0
We now use the form of F; given by (6.43) that we rewrite as
Fi(w,k) = 0OF (w,k)

with F1 (0, k) % 0, together with the homogeneity of Fj, to obtain :

(a(K)e")" ™ F (a(K)o(€"),Ki +o(1), K +0(1)) = 0

= (a(K)e")™ 0 (F1(0,K1,K2) +0(1)) =0
which implies

a(K)" 0 F(0,K1,K2) = 0

Since Fi (0, K}, K>) can not vanish for all K, this implies that o (K ) = 0 which is in contradiction
with (6.57).

<

6.3.3 A high frequency stability analysis

For the general PML model, the stability condition (6.49) requires in particular that the high
frequency solutions, i.e. w(k,{) for large |k|, have a positive imaginary part. This is what we call a
high frequency necessary condition of stability :
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Definition 2 The system (6.37) is said to be stable at high frequency if and only if, there exists €y > 0
such that :

Ve<g, VK/IK|=1 0OmvVi(K,e)>0, j=1,...2m. (6.58)
We obtain in particular a necessary stability condition by writing that (6.58) holds for all physical
modes (j = 1,...,N,). This allows us to prove the :

Theorem 2 Let us suppose that system (6.21) satisfies assumptions (A1) and (A;). A necessary condi-
tion of stability (high frequency stability) of the PML model in the x| direction (6.37) is that, for all
physical modes of the unsplit system (6.21) :

VK = (K1,K2) / |K| =1, Si(K)-(V}); >0. (6.59)

> PROOF : We have seen in the proof of theorem 1 that in the vicinity of the physical modes, the
function € — V(K ,€) = V;(K,€) has an expansion of the form (6.55) (or equivalently (6.56)). Using
the homogeneity of function F and the fact that 7/(K,€) can not coincid with i€, since we consider
the physical modes, the dispersion relation (6.51) can be rewritten as :

€
Fi(V(K,€),Ki(1—i—5——)""K2) =0.
1(V(K,€), K ( I‘V(K7s)) ,K2)
Expanding this equality in powers of €, using (6.55), we get
0F, . K 0R 2
F(V(K),K)+ea(K) —(V(K),K)+i€ —(VY(K),K)+0(e") =0
{(V(K).) + £ (K) S8 (V(K) ) +ie s S (V). K) +0() =0,
By definition of 9/(K) one has F; (7 (K),K) = 0. Then, writing that the term in € is equal to 0, we

obtain

-1
a(k) =i (G WwK) (s KK,

where we have used assumption (A,) which says that V(K) # 0 and is a single eigenvalue, which
implies that
0F
0w
Using formulas (6.46) and (6.45), we get :
a(K) =i81(K) V, (K).

(V(K),K) #0.

It is then easy to conclude since (6.55) shows that for small €, the sign of Om V(K,¢€) is given by
the sign of Om a(K). A standard compactness argument is used to prove the existence of €. <

Geometrical interpretation. The condition (6.59) expresses the fact that, along the slowness curves,
the slowness vector and the group velocity are oriented in the same way with respect to the Ox; axis.

x4 V(O

Stable Not stable

FI1G. 6.13: Two different configurations. Left : the slowness vector S and the group velocity V, are
oriented in the same way with respect to the Ox; axis. Right : § and Vj, are not oriented in in the same
way with respect to the Ox; axis.
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Obviously, when considering a PML model in the x, direction (i.e. parallel to the x| axis), one has
the

Corollary 1 A necessary condition of stability (high frequency stability) of the PML model in the x,
direction is that, for all physical modes of the unperturbed system (6.21) :

VK = (Ki,K2) [ [K| =1, S2(K)-VZ(K) >0, (6.60)

This result shows the importance of the role played by the group velocity in the stability analysis
of PML models. This role has been first pointed out by Trefethen in [71] (see also [72, 73]) for
the stability analysis of finite difference schemes for linear hyperbolic systems and then by Higdon
[42] for the well-posedness analysis of initial boundary value problems for linear hyperbolic systems.
Concerning the stability analysis for PML models, we would like to mention [67] where the authors
have related the instabilities observed with the PMLs for the linearized Euler equations to the existence
of waves for which the group velocity and the phase velocity travel in opposite directions (see also
Section 6.3.4.3).

6.3.4 Application of the geometrical stability criterion
6.3.4.1 Explanation of the observations of section 6.2.5 via the analysis of slowness diagrams.

The geometrical stability condition (6.59) is clearly satisfied in an isotropic medium. In this case,
the slowness curves are composed of two circles and obviously the vectors S and V, are parallel. More
generally, it is easy to see that (6.59) will be satisfied as soon as the slowness curves are the boundary
of convex sets, which is the case for the orthotropic material (I) considered in section 6.2.5.

Concerning the two orthotropic materials (I) and (III) of section 6.2.5, we have represented in
figure 6.14 their slowness diagrams. The first remark is that for all the slowness curves associated to
the QP waves (i.e. the inside curve), the geometrical condition is satisfied, since these curves are all
convex. This is a general phenomenon that we will prove in the next section (lemma 3). Therefore,
the violation of the high frequency stability condition can only come from the QS waves.

— For material (II), one can see that for all K, one has V;(K)S;(K) > 0 and V»(K)S>(K) > 0,
therefore the high frequency stability condition is satisfied for a layer in the x; direction as well
as for a layer in the x; direction. In this case, we did not observe any instability in the numerical
results.

— For material (III) : there are some vectors K (whose extremities describe the thickest line on
the figure) for which V;(K)S;(K) < 0 and there are some other vectors K (whose extremities
describe the line of medium thickness on the figure) for which V»(K)S>(K) < 0 which means
that the geometrical condition is not satisfied neither in x; nor in x. This also confirms the
numerical results, since we observed instabilities in both layers.

F1G. 6.14: Slowness diagrams. Left : material (II) - Right : material (III).
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6.3.4.2 Simulation in a whole absorbing domain

In this section, we make some simulations in a situation closed to the theoretical one : we consi-
der a domain entirely composed by an absorbing layer, i.e. in which we solve the PML system with
constant damping factor. Our aim is to illustrate the exponential blow up of the solution in the case of
unstable medium.

We consider two materials : (II) and (III) (defined in section 6.2.5). According to the geometrical
criterion, the first medium is stable whereas the second one is unstable for high frequencies in the
vicinity of the physical eigenvalues. So, for each material, we are interested in two experiments : we
consider a 35m x 35m computational domain, in which we solve the PML model associated to the
considered material respectively in the x; direction (6.22) for the first experiment, and in the x, direc-
tion (6.25) for the second one, with reflecting boundaries all around the domain. The pulse is defined
by (6.29)-(6.31) but the source point is now located at the center of the computational domain. In the
two cases, the absorbing coefficients are constants equal to 2.6.

Experiments in material (II). We first consider the material (II), whose elastic coefficients are defi-
ned in (6.35). The experiment with absorbing coefficient in the x; direction gives the snapshots in
figure 6.15. One can observe that the part of the energy propagating in the x; direction is well absor-
bed. After a while, the wave can be considered as a plane wave only propagating in the x, direction.
This explains then the low decay of the energy. No blow up is noticed.

The same remarks can be made in the second experiment (figure 6.16) : the PML works pretty
well for the part of the energy propagating in the x, direction and, after a while, the wave can be
considered as a plane wave only propagating in the x; direction. Again, no blow up is noticed.

FIG. 6.15: Some snapshots at different times for the orthotropic medium (II) with only x; PML.

ol il |

t=3s t=19s t=200s t=500s

F1G. 6.16: Some snapshots at different times for the orthotropic medium (II) with only x, PML.
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Experiments in material (I1I). The elastic coefficients are defined in (6.36). The first simulation, with
absorbing factor in the x; direction, gives us the snapshots in figure 6.17. We observe that the solution
blows up before reaching the external Dirichlet boundary.
We now represent the L? norm of the displacement field as a function of time in cartesian and semi-
log axis (see Fig. 6.19). One observes that, for r > 15s, the norm fits with the exponential function
%4 We have checked that the solution we compute is stable with respect to mesh refinement which
confirms the fact that the instability is due to the continuous problem and not to the discrete scheme.
The second simulation, with absorbing factor in the x, direction, gives the snapshots in figure
6.18. In this case, the increasing of the solution is even faster than in the previous one, which is not
surprising since the curvature of the part of the S slowness curve which gives rise to instabilities for a
PML in x; is even stronger than the one in x;.
Again if we represent the L? norm of the displacement field as a function of time in cartesian and
semi-log axis (see Fig. 6.20), we observe that for # > 15s, the norm fits with the exponential function
095" Note that the slope here (0.65) is larger than in the x; case (0.45) which confirms our previous
remark.

Remark 4 In section 6.3, we have established a necessary condition of stability and bring out a
coefficient called 0 which corresponds to the exponential growth of the norm of the displacement field
for high frequencies, in the vicinity of the physical eigenvalues. The simulations are not done exactly
in the same framework than the theoretical one. Actually the source does not generate a plane wave
with a given frequency, but a superposition of plane waves of a large range of frequencies. Therefore,
the exponential growth is probably not produced only by the “high frequencies”, which explains why
the theoretical coefficient O does not fit the numerical observed coefficient in the exponential.

t=6s 1=9s ) t=17s ’

F1G. 6.17: Some snapshots at different times for the orthotropic medium (III) with only x; PML.

t=3s t=7s =11s t=15s

F1G. 6.18: Some snapshots at different times for the orthotropic medium (III) with only x, PML.
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FIG. 6.19: Norm of the displacement field (left) and logarithm of the norm (right) for the orthotropic
medium (IIT) with only x; PML.
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F1G. 6.20: Norm of the displacement field (left) and logarithm of the norm (right) for the orthotropic
medium (IIT) with only x, PML.

6.3.4.3 Application to other mathematical models

In this section, we show how our geometrical criterion can be applied to show the instability of
the PML model applied to other wave phenomena.

The PML model for anisotropic electromagnetic waves.

Anisotropic dielectric media are characterized by the fact that the electric permittivity € is a tensor
which is not necessarily proportional to the identity. In 2D, the propagation of electromagnetic waves
in such a medium can be describes through the solution u(x,7) of an anisotropic wave equation of the
form :

02
#‘ —div (AQu) =0
where A is a 2 X 2 symmetric positive definite matrix :
a b
A= ., a>0, ¢>0, ac—b*>>0.
b c

109



Analyse de stabilité

It appears that the PML model associated to this equation is unstable as soon as the eigenvectors
of the matrix A are not parallel to the coordinate axes, i.e. as soon as b # 0. Indeed, the dispersion
relation can be written :

W = Ak -k, (6.61)
from which one deduces that the corresponding slowness diagramm is an ellipse whose axes are not
parallel to the x; and x, axes. Figure 6.21 illustrates the fact that the geometrical criterion (6.59) is not
satisfied (this is moreover true for both x; and x, PML layers).

Figure 6.22 gives an illustration of such an instability : we consider an unbounded anisotropic domain
modeled by a square surrounded by PML. A is given by :

3 3
= — = — :4
a 4,b 2,c

The numerical method is quite the same as in the elastic case : we use a mixed formulation of the
equation [21] and consider an explosive source at the middle of the square :

flx1) = h(r) g(|x — xs])

where g and 4 have already been defined in section 6.2.5. The central frequency is equal to 1 Hz.

TiiieE
e

I/f/j/f”//]n
e
t=3s t=9 s t=14 s
e . . . 3 3
F1G. 6.22: Instability in the anisotropic acoustic case (a = 7 b= X c=4).
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The linearized Euler equations.

We consider a fluid in which the sound speed is equal to 1 and look at the particular case of a
uniform subsonic flow in the direction x; with Mach number 0 < M < 1. The linearisation of Euler
equations in the neighborhood of such a flow leads to the following advective wave equation which
governs the acoustic propagation in such a situation (p denotes the pressure and v = (v, v;) is the
velocity field) :

( dp op Ovi 0w

o Moy "o am

ovy ovy Odp
i3 It 6.62
o Moy "o 0 (6.62)

an OVQ 0 P
= M ~— - —
o Moy "o
The high frequency geometrical criterium (6.59) allows us to identify a well known result, namely the

instability of the PMLs in the x| direction (e.g., [44, 41, 67]). Indeed, the dispersion relation of (6.62)
(00+Mky) ((0+Mki)? — i —k3) =0, (6.63)

defines one slowness curve which is an ellipse with axes parallel to the coordinates axes but not
centered at the origin : the center is (M /(1 —M?),0). As a consequence, one can see in figure 6.23
that there are some vectors K (corresponding to the part of the curve of medium thickness) for which
S1(K)Vi(K) < 0. Let us mention [67] in which the authors have also related the instabilities to the
presence of these waves and [2, 35, 9, 31] that propose some solutions to stabilize the PMLs.

kylm

-1/(14M) 1/(1-M)

klfm

FIG. 6.23: The slowness curve for system (6.62).

Remark 5 One can however check that the necessary condition for the stability of the PMLs in the
x; direction is satisfied. The complete calculations shows that the corresponding system is stable.

6.3.5 Other instability phenomena via numerical simulations

In this section, we present two numerical simulations that seem to indicate that the necessary
stability condition (6.59) is not sufficient for the elastodynamics system. We denote by (IV) and (V)
these experiments which are done in the two following materials :

Material IV) ¢;1 =10, ¢ =20, c33=6, cjp=2.5.
Material (V) ¢11 =30, c¢»np=6, c33=15, cip=909.
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In figure 6.24 and 6.25, we represent the slowness diagrams (left) and the wave fronts (right). It is
clear that the high frequency conditions (6.59) and (6.60) are satisfied for both x; and x, layers since
the slowness curves are convex.

FIG. 6.24: Slowness curves and Wave fronts in the medium (IV).
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FI1G. 6.25: Slowness curves and Wave fronts in the medium (V).

We consider the same experiment as in section 6.3.4.2 : a 35m x 35m computational domain, in
which we solve the PML model in the x; direction for both materials (IV) and (V), with a constant
damping coefficient equal to 2.6. The pulse is defined by (6.29)-(6.31) and the source point is located
at the center of the computational domain.

The snapshots of the experiment (IV) are given in figure 6.26. At the beginning the x;-PML absorbs
very well the waves. But after a long while, an instability appears. If we represent the L? norm of the
displacement field with respect to time in cartesian and semi-log axis (see Fig. 6.27), we observe that
for t > 150s, the norm fits with the exponential function %04,

For the second experiment, (V), the snapshots are given in figure 6.28. At the beginning, the energy
decays, but after 80s an instability also appears. We then represent the L> norm of the displacement
field with respect to time in cartesian and semi-log axis (see Fig. 6.29). For ¢ > 80s, the norm fits with
the exponential function ¢%°7,

These kind of instabilities are only developing after a long time. We can check that the exponen-
tial growth rates observed in section 6.3.4.2 for geometrical instabilities (¢%* for x;-PML and -9
for x-PML) are much more important than the growth rates observed in experiments (IV) (€994 and
(V) (e207).

112



6.3.5 Other instability phenomena via numerical simulations

t=4s t=50s

FIG. 6.26: Experiment (IV) : some snapshots at different times for the orthotropic medium (IV) with
only x; PML.
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F1G. 6.27: Norm of the displacement field (left) and logarithm of the norm (right) for the orthotropic
medium (IV) with only x; PML.

t=8s t=40s t=80s

FIG. 6.28: Experiment (V) : some snapshots at different times for the orthotropic medium (V) with
only x; PML.
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FI1G. 6.29: Norm of the displacement field (left) and logarithm of the norm (right) for the orthotropic
medium (V) with only x; PML.

This suggests additional analysis. We will establish in the next section :
— another necessary stability condition (Lemma 4 and Theorem 4),

— asufficient stability condition (Theorems 5 and 6).

6.4 Stability analysis for the orthotropic elastic model

We can now go back to the elastodynamic problem in 2D (6.1) and we consider the PML model
in the whole space with a constant damping coefficient ¢ > 0. In this case m = 5 and the function F),,,
appearing in the dispersion relation (6.47) can be rewritten, using (6.20), as :

Fom(0,k,0) = w(w—iQ) det (T (wky,(w—il)ky) —p 0 (w—i)*I )
~ (6.64)
= W(w—1il) Fpm(w,k,Q)

Obviously the two modes w= 0 and w = i{ cannot give rise to any instability and in the following

we will only concentrate on the eight modes associated to fpml. In section 6.4.1, we will show how
the high frequency necessary stability condition (6.59) (coming from the high frequency analysis in
the vicinity of the four physical modes) can be expressed in terms of inequalities on the elasticity co-
efficients. In section 6.4.2, we establish a second high frequency necessary stability condition, which
comes from the analysis of the solutions in the vicinity of the multiple mode O of order 4.
The high frequency stability condition means that, for large k, the solutions w(k,{) are in the good
side of the complex plane (i.e. with a positive imaginary part), but there is no guaranty that they stay
in the good side for every frequencies. In section 6.4.3, we obtain a condition which implies that the
solutions never cross the real axis. Using a continuity argument, this allows to conclude that, under
this condition, if the solutions are in the good side of the complex plane at high frequency, they ne-
cessarily stay in the good side for all frequencies. In this case, we get a sufficient stability condition.
As in section 6.3, we introduce the parameter € = {/|k| and for convenience, we shall adopt a new
notation by introducing the angle 6 € [—Tt, T{ such that

K (cosB,sinB).

_W_

Therefore, if we set :
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the functions (74);(€) are the 8 branches of solutions of the dispersion relation, considered as an
equation in the phase velocity ¥ defined in (6.11) :

Foi(V,0,€) = Fp(V, K, €) =0, (6.65)

where ﬁpml has been defined in (6.64). We shall assume that the functions (‘14);(€) are numbered in
such a way that

- (1) f(e))j:LZ’ the two branches issued from the physical modes QP :
(78);(0) = Vj(K,0) = Fopp(K), j=1,2,
- ((7),(e)) j—3.4» the two branches issued from the physical modes QS :
(7),(0) = V;(K,0) = +wos(K), j=3,4,
- (1) j(s))jzs,..,s’ the four branches issued from the multiple root of order 4
(18);(0) = V(K,0) =0, j=5,....8
It is easy to see that :
VO € [~TLT], Fpm (V,0,€) = Fppy (V,—0,€) = Fppy (V, 11— 8,€). (6.66)
As a consequence, if
5(6,e) ={(1h);(e), j=1,....8 },
denotes the set of solutions of (6.65), one has :
vee |-, Vj=1,..,8, S(8,6)=5(—86,¢) =S(1t—0,¢) (6.67)
which justifies in what follows to restrict ourselves to :
6 € [0,1/2].

The two limit values 8 = 0 and 8 = T1/2 do not pose any problem as shown is the following (whose
proof is immediate) :

Lemma 2 For © =0 , the solutions of (6.65) are given by :
(W(e)i2= (%(S)>$P = ++/max(cy1,c33) + i€, of order 1,
(74(€))3.4 = (H(e)) s = £v/min(ci1,¢33) +i€, of order 1, (6.68)
((70(€))j)j=s,.8 =0, of order 4.
For ® =T11/2 , the solutions of (6.65) are given by :
(V2 ()12 = (’Vn/z(e))gp = ++/max(c,c33), of order 1,
(Viy2(€))3a = (Viya(€)) gs = £v/min(caz,c33), of order 1. (6.69)

((q/n/z(s))j)j:i..,s =1i€, of order 4.

In particular Om(Vyy»(€)); > 0 and Om(1(€)); >0, j=1,..,8.
It remains to consider 0 €]0, T1/2].
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6.4.1 A first high frequency necessary stability condition

We have established in Theorem 2 the high frequency necessary stability condition (6.59), which
expresses the fact that, in the vicinity of the physical modes (i.e. for small €), the branches of the so-
lutions ((7)(€)) j=1.4 are in the good side of the complex plane (i.e. with a positive imaginary part).
We give here an equivalent form of condition (6.59) expressed in terms of the elasticity coefficients.

Theorem 3 The necessary condition of stability (6.59) is equivalent to :

(G) {(cra+c33)* —cri(ean —e33)} x {(cr12+c33)* +e33(c2 —e33)} <0.

> PROOF : see Appendix C.1. <

Theorem 3 means that, if () is satisfied, then one has for small € :
Om((15);(g)) >0, VO€]0,1/2[, Vj=1,...,4. (6.70)

In the following lemma, we make the result more precize : we show that the instability can not come
from the vicinity of the QP waves, which is in some sense a theoretical confirmation of what we have
observed in the numerical experiments of section 2.

Lemma 3 For any orthotropic material, one has the following property, for small € :

Om((1h);)(€) >0, V8€]0,m/2[, j=1,2. 6.71)

> PROOF : see appendix C.1. <

6.4.2 A second high frequency necessary stability condition

We assume in this section that 8 € |0, T1/2].

Lemma 4 The four solutions (Vs(€))j, j =5,..,8, satisfy :
Om((Y4);) >0, V8]0, /2], Vj=5,...,8 (6.72)
if and only if the two following inequalities are satisfied ;
(c12+2¢33)* < enien, (i)

(&)
(c1a+¢33)* < criem + ¢35 (ii)

> PROOF : See Appendix C.2. <

Theorem 3 and Lemma 4 can be regrouped as follows :

Theorem 4 The PML model (6.28) is stable at high frequency in the sense of definition 2 if and only
if conditions (Cy) and () are satisfied.
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6.4.3 A sufficient stability condition

From a geometrical point of view, proving the stability of the PML model is equivalent to show that,
0 playing the role of a parameter, the curves in the complex plane described by (74);(€) when € goes
from O to 4o is located in the right side of the complex plane, namely the half-space of complex
numbers with positive imaginary part. In the previous sections, we have established conditions ((})
and () such that it is the case for the first part of the curves corresponding to small €. In what
follows, we are going to establish the conditions for which these curves never meet again the real axis,
which will provide us a sufficient stability condition thanks to a continuity argument. The property
which means that the curves € — 7/;(€) never meet again the real axis, can be expressed as follows :

(P) veelo, /2, Vj=1,.8 (1(E);cR = &=0.

Lemma 5 The property (Py) is realized if and only if the condition (&) (i) is satisfied as well as one
of the two following conditions (G3), or ((3), :

(G), (c124¢33)* < (11 — €33) (€20 — €33),
(G), (c11+e33)(c12+¢33)* > (c11 —e33)(cr1e22 — €33).
> PROOF : see appendix C.3. <

Theorem 5 A sufficient condition for the stability of the PML system (6.28) with absorption in the x,
direction is that conditions (C1) and () be satisfied as well as one of the conditions ((3), or ((3),.
This is equivalent to saying that one of the two following conditions is realized :

(G (c12+¢33)* < (c11 —e33) (€22 — €33)

. 2
(i) (c11—c33)(c2—c33) < (c12+c33)” <max{—ca3(ca —c33),c11(c22 —¢33)}
(Cai)a (i) (c11—c33) (cr1e —ck3) < (c11+e33) (cra+e33)°
2
(iii) (c12+2c33)” < ecrien
D> PROOF : It simply remains to explain why satisfying (1), () and (G3), or ((3), is equivalent
to (G, ), or (G, ),- We first observe that the two real numbers :

—c33(cn—c33) and  cii(cn —c33)

have opposite signs. As a consequence, the maximum of these two values is positive and greater than
their sum :

(c11 —c33) (€22 — €33) < max{—c33(c2 —€33),c11(c22 —€33)} (= 0). (6.73)

We next observe that condition () means that (ci2 + C33)2 belongs to the interval delimited by the
same two numbers. Since (cj2 + C33)2 > 0, this reduces to :

(c12+¢33)* <max {—c33(can —€33),¢11(c2 — €33) } - (6.74)
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As —c33(c22 — ¢33) < ¢33 and ¢11(c22 — ¢33) < c11¢22, we deduce that :
(6.74) = (cin+c3)’ <max{ck,crien} <k +enen,
in other words :
(@) = (G)3). (6.75)
The less immediate remark, whose proof is left to the reader, is that :
(coten)’ <(cn—cx)(en—cn) = (cn+2c3) <cien. (e (G)©) (6.76)

One then concludes as follows :

1. If (Ca); - which is nothing but ((3), - ((1) is satisfied thanks to (6.73) and (6.74). Therefore
(&) (ii) holds thanks to (6.76) and ((3) (i) holds thanks to (6.75).
If (Ca1), is satisfied, (1) (and thus (&) (ii)) results from (Ce1 ), (i), (C1) from (Cet ), (i) and
(G3), from (Cy1), (if).
2. Reciprocally, if (1), (&) and (G3), or ((3), are satisfied, then, according to (6.73) and (6.74)
either
(cr2+c33)” < (11 —c33) (c22 —33)

in which case (1), holds, either

(c11 —c33) (e22 — €33) < (c12+33)> < max {—c33(c22 — e33), 11 (c22 —33)
that is (Gy1), (i), in which case (Ci1), (i) and (G ), (i) result from (&) (i) and (G3), (which
is satisfied since ((3), is not).

<

In order to obtain a sufficient condition for the stability for the PML model with absorption in the x;
direction, we simply have to permute ¢ and c¢;; :

Theorem 6 The PML system (6.28) with absorption in the x, direction is stable as soon as one of the
two following conditions is realized :

(Co)y (cr24¢33)* < (c11 —€33) (€22 — €33),

(i) (c11—e33) (e —c33) < (c1a+c33)* <max{—caz(can —c33),c11(cn —c33) ),
(Co)s (i) (ca2—c33) (criemn —c33) < (ca+e33) (era+e33)?,
(i) (c12+2c33)* < criem.

Remark 6 In the isotropic case, the coefficients are expressed in terms of Lamé’s coefficients \,u
through relation (6.8) one easily checks that condition () oy = (1) x, 18 obviously satisfied, therefore
the PML model with absorption in x| or in x; is stable for any isotropic material.

Remark 7 The conditions (6.7) on the coefficients do not imply the positivity of coefficient c1;. Ho-
wever, in the applications this coefficient is often positive. It is easy to see that in this case, if c33 > ¢,
the condition (Cy) can not be satisfied, therefore the PML model with absorption in the x; direction
is not stable. In the same way, if czz > c11, the PML model with absorption in the x, direction is not
stable. Therefore, if c1p > 0, a necessary condition for the general PML model to be stable is that
¢33 < e and czz < cqy.
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6.4.4 Back to the numerical experiments of section 6.3.5

We come back to the numerical experiments done at section 6.3.5. We have seen that both mate-
rials (IV) and (V) satisfy the geometrical stability condition. However, we can understand the insta-
bility phenomena observed in figure 6.26 and figure 6.28, thanks to the analysis in sections 6.4.2 and
6.4.3. Indeed, one can check that :

— The material (IV) satisfies the condition ((3) but does not satisfy the necessary condition (&)
that concerns the high frequency analysis of the non-physical modes.

— The material (V) satisfies the necessary condition () but does not satisfy the condition (3)
that concerns the stability of the physical modes at intermediate frequencies.

Conjecture. We conjecture that the sufficient conditions of theorems 5 and 6 are also necessary stabi-
lity conditions. The idea is that, as soon as ((3), or ((3), is not satisfied, there exists 8y € ]0, T1/2[ such
that one curve € — (1, ) j(€) meets the real axis for some € = €y > 0. The proof would be complete if
one would be able to show that this curve really crosses the real axis at € = €y (case 2 of figure 6.30).
This would essentially corresponds to proving that :

0
I { g2 ()60} 0.
that we have not been able to do...

Another element for this conjecture is, of course, the instabilities observed for the material (V) in
figure 6.28.

Qq4(E) Qq(e)
e=0

80

FIG. 6.30: The two possibilities for each curve V().
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Chapitre 7

Analyse par ondes planes

Introduction

Nous nous intéressons ici a I’analyse du probléme semi-discret en espace obtenu par la méthode des
éléments finis mixtes spectraux sur 1’équation des ondes. La méthode mixte étant équivalente a la
méthode des éléments finis spectraux, 1’étude effectuée dans ce chapitre peut se ramener a I’analyse
du schéma obtenu par cette derniere. Nous pourrions mener une analyse classique de la convergence
de la solution discrete vers la solution exacte, mais nous avons choisi de nous focaliser sur une analyse
par ondes planes du schéma. Cette analyse donne des résultats précis sur la forme de la solution et
nous permettra, dans le chapitre suivant, d’étudier I’influence de la construction du maillage au voisi-
nage d’une discontinuité des propriétés physiques du milieu. Nous renvoyons a [56] pour une analyse
optimale de ’erreur L? du schéma en maillage déformé et coefficients d’élasticité discontinus (cet
article montre, entre autre, que 1’utilisation d’une formule d’intégration numérique d’ordre supérieur
a celle présentée dans cette these n’est pas nécessaire dans le cas de mailles déformées) et a [70] pour
une analyse dans le cas de maillages périodiques et milieux homogenes (sous certaines hypotheses de
continuités des conditions initiales).

Rappelons tout d’abord I’intérét d’une analyse par ondes planes.
Dans le cas d’un milieu homogene infini, la solution de 1’équation des ondes est connue. En effet,
considerons I’équation (p étant constant, on peut le sortir du terme en divergence) :

*p

W—czApzo (7.1)

et introduisons la tranformée de Fourier en espace et celle en temps (i = —1) :

F o LHRY) - AR tq. Fp=pk) p(x)e *¥dx (7.2a)

1

- V2n/R?
1 .

F L2RY) - AR tq. Fip = pw) = N /IR p(t)e ds (7.2b)

En appliquant % a (7.1) on obtient I’équation différentielle :

d*p

W+c2|k|2p:o (7.3)
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Analyse par ondes planes

dont la solution est de la forme
Bk, 1) = A(K)e " +B(k)e k! (7.4)
D’autre part, en appliquant #, a I’équation (7.3), on obtient la relation :
W =2k (7.5)

qui s’appelle “relation de dispersion du probleme continu” et lie la pulsation w et le vecteur d’onde k.
La solution s’écrit finalement comme une superposition continue d’ondes planes de la forme k),
La méme approche peut €tre appliquée a I’approximation de la solution de 1’équation des ondes par la
méthode des éléments finis mixtes spectraux dans le cas de I’utilisation d’un maillage régulier dont le
pas d’espace est le méme dans ses d directions : si I’on cherche pj, sous la forme (kX o que ’on
introduit cette égalité dans le schéma numérique !, nous obtenons un probléme aux valeurs propres,
appelé “relation de dispersion numérique”. L’ étude des valeurs propres mene a 1’étude de la dispersion
numérique du schéma : pour k fixé, ce probleme nous permet de définir la pulsation numérique y,
en fonction de k et des caractéristiques du schéma. Nous définissons alors la vitesse approchée c;, de

I’onde propagée par ce schéma :

w, k

= 7.6
K| Tk] (7.0

Ch
Cette vitesse numérique dépend de k et, donc, de la fréquence de I’onde. De ce fait, lorsque 1’onde est
polychromatique, la vitesse de chaque onde entrant dans sa composition dépendant de la fréquence, les
différentes ondes monochromatiques la composant se déplacent avec des vitesses différentes, contrai-
rement au cas continu. En particulier, lorsque les variations de ¢, en fonction de la fréquence de-
viennent importantes (ce qui se produit lorsque le pas d’espace devient trop grand), certaines com-
posantes se détachent de I’onde originelle et produisent ainsi un train d’ondes parasites sans aucune
signification physique (voir fig. 7.1)

1dis810" —

F1G. 7.1: Exemple de dispersion numérique. La solution physique est donnée en pointillés.

Il est évident qu’une telle anomalie entache gravement les mesures réalisées a partir d’un modele
numérique. Un schéma qui a tendance a développer ce phénomene est dit dispersif.
La dispersion numérique du schéma est alors définie comme le rapport adimensionnel entre la vitesse

! Attention, nous ne sommes pas dans le cas d’un schéma aux différences finies. Ce passage aux solutions sous la forme
d’ondes planes ne sera pas aussi immédiat.
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7.1 Dimension 1

numérique cy, et la vitesse physique c. Nous la calculons pour les approximations Q,(K), r variant de
l1as.

Dans un second temps, nous nous intéressons a la structure fine de la solution en déterminant les vec-
teurs propres de la relation de dispersion ainsi que le vecteur d’onde numérique k. Cette étude est
effectuée de facon générale et permet d’obtenir un résultat pour toute valeur de r.

Ces deux études sont tout d’abord effectuées en dimension 1 de maniere a les simplifier au maxi-
mum. En dimension quelconque, le cadre particulier de 1’analyse : milieu infini homogene maillé de
facon réguliere et avec le méme pas d’espace dans toutes les directions nous permet de généraliser
rapidement les résultats obtenus en dimension 1.

7.1 Dimension 1

Nous nous placons dans le cas d’un milieu infini 1D homogene, maillé de facon périodique avec un
pas d’espace & et nous considérons 1’espace d’approximation Q,(K) (qui se note en fait P,.([0,1]) en
dimension 1).

Rappelons et introduisons quelques notations spécifiques au cadre de cette étude :

— Soit §; un élément du maillage monodimensionnel. Le maillage étant périodique, nous avons :
Q= 8= Ulh G+orl = U F(0.1])
JEZ JEZ jeZ
ol F; est une fonction de [0, 1] dans S; vérifiant F; (£) = jh+xh Vi € [0,1].

— Notons (21)1:1__(,“) les r+ 1 points de quadrature des formules d’intégration numérique de
Gauss-Lobatto, en dimension 1, de poids associés (G),_y_,1)-

— Sur §;, notons (Eer) | les images, par F; des 21.

I=1..r+
— Sur [0, 1], nous introduisons (§;),_; (.4 les fonctions d’interpolation de Lagrange :
. 28
&= [ = (7.7)
m=1.r+1 & —&m
m#1

Ce sont des fonctions de base de P, ([0, 1]).
Dans le cas du maillage périodique défini plus haut, les fonctions de base de U, se déduisent
des fonctions (@), .41 par:

O (x) = > droF; ! (x) s, (x) (7.8)
JEZ|\Je{1..(r+1)} m=jr+l

ou 11 s; est la fonction indicatrice de S;.

Remarque 56 La grande différence entre les notations utilisées ici et celles introduites dans le cha-
pitre 1 provient du fait que, dans le cas d’un maillage monodimensionnel périodique, les fonctions loc
et glob sont inutiles.

Remarque 57 Ici, aucun indice n’est en gras : cette notation introduite dans le chapitre 1 avait pour
but de faire la différence entre les degrés de libertés et les fonctions de base définis sur I’élément de
référence comme produit ou produit cartésien de points de référence et de fonctions de bases définis
sur [0,1] et les degrés de libertés et les fonctions de base définis sur Q. En dimension 1 et pour un
maillage périodique, cette distinction n’a plus lieu d’étre.
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Analyse par ondes planes

Le schéma semi-discret que nous étudions s’écrit :

dP

Der—th +R1, V=0 (7.92)
av,

Bud—th =R},P, (7.9b)

Dans I’étude qui va suivre, nous allons introduire des solutions sous la forme d’ondes planes. Cette
approche est cohérente pour pj, qui représente I’approximation dans un sous-espace de C°(IR) de la
solution de I’équation des ondes en milieu homogene infini. Par contre, v, correspond a I’approxi-
mation du champ de vitesse dans un espace qui n’impose pas la continuité de celui-ci d’un élément
du maillage a un autre. Connaissant 1’expression de V; en fonction de P, par (7.9b), nous allons
I’introduire dans (7.9a) pour étudier le probleme semi-discret équivalent :

d’p,

Dl,r dt2

+R By R} P, =0 (7.10)

Utilisons le résultat du théoreme 1. Nous étudions finalement :

d*P,
DL K Py =0 7.11
gz KR (7.11)

ou Dy , et K; , sont en fait les matrices obtenues par la méthode des éléments finis spectraux.

Toute 1’étude qui sera effectuée dans ce chapitre donnera donc des résultats communs a la méthode
des éléments finis spectraux et a la méthode mixte.

Rappel 3 D, , est une matrice diagonale dont le m-ieme terme s’obtient par intégration numérique
de:

/s,'ul (¢jr+l)2dx

JIAle{l..r+1}, m=jr+1°

K, » est une matrice (2r + 1)-diagonale telle que le terme situé a la my-iéme ligne et my-iéme colonne
s’obtient par intégration numérique de :

dx

/ p,10¢jr+l1 aq)jr-i—lz
s; 0x Ox

J13h et be{l..r+1},mi=jr+l; et my=jr+1

7.1.1 Mise en place de la relation de dispersion

Cette construction, dans le cas d’un maillage homogene périodique infini, induit une propriété impor-
tante :

Lemme 2 Les intégrales sont invariantes par translation de pas h :

1
/ 1 @oriig) dx = hu”! /0 (61,)*dt (7.12a)
Jjo
100 om0, 00 ot 1 (1o, oy, .
1YY jor+h Jor+h _ a1 1 2
/sp o ox TP (7.12b)

Jjo

126



7.1.2 Etude de dispersion

> PREUVE DU LEMME 2 : Remarquons tout d’abord que, en milieu homogene, les variables u et
p sont constantes.

D’apres la relation qui lie les fonctions de base ¢,, définies sur Q aux fonctions de Lagrange
(équation (7.8)) définies sur [0, 1], nous avons :

—1 (4 2, —1 “1\?
H (¢Jof+lo) dx=[ u <I)IOOFJ'O dx
S.i() Sj() |
_ / 2 44
=u 1 ) Fj() (¢IO) dx
1
_ 2 44
=" [ (0 a2

En opérant de la méme facon pour la seconde intégrale, nous obtenons :

_ a¢ jor+1 0¢ jor-+1 " 4,0 _ 0 _
1YY jor+h Jortlo 1Y -1\ 2 -1
/S P dx Ox dx_'/sjo P o (¢ll o Fj, ) ox (‘blz oFy, ) dx

Jo
PR L 1 64)1 1 645;
— 1 F 1 2 o
A J0<FT a |\ e | ¥
Jo Jo

_1 —1 la¢11 a¢12 a
2P o

<

Dans le cadre de notre étude, les intégrales présentes dans les matrices de masse et de rigidité du
schéma numérique sont invariantes par translation (lemme 2). Cette propriété reste vérifiée apres
intégration numérique. Ceci implique que, pour tout segment S; et tout entier / de 1 a r, la relation
qui lie &;,4; aux degrés de liberté de S; et S;_; est la méme que la relation qui lie §; aux degrés de
liberté de Sy et S_;. Ceci peut aussi se traduire par le fait que tout les “paquets” de points (E jr+1) =1.r
se comportent de la méme fagon. Nous cherchons donc une solution du systeme sous la forme d’une
onde plane discrete :

P et
Pjri2 0y e khe2

SRR TS VN i (7.13)
P a, e—ikhé,

En introduisant cette relation dans le systeme (7.11), nous obtenons un probleme aux valeurs propres :

Ni [ oy, = wta, (7.14)

~

avec 1/\\/17, (k] =Dy

)

'K,
h étant fixé, ce systeme dépend donc de 3 parametres : w (valeur propre et pulsation), k (vecteur
d’onde) et (0;),_, , (vecteur propre). Le but de ce chapitre est de déterminer un développement limité
de ces différents parametres. L’étude de dispersion permet de déterminer la pulsation numérique y,
en fonction du vecteur d’onde et du pas d’espace. Dans un second temps, nous déterminons le vecteur
d’onde numérique kj, et le vecteur propre en fonction de la pulsation et du pas d’espace.

7.1.2 Etude de dispersion

Le but de ce paragraphe est de déterminer les expressions de la pulsation numérique pour différentes
valeurs de r. Nous mettrons, en particulier, en évidence 1’existence de phénomenes parasites.
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Analyse par ondes planes

La plupart des calculs ont été faits a 1’aide du logiciel Maple.

Eléments finis P, Pour r = 1, les équations se résument 2 :

d’P;, u .
W= o 2P (Bt Pp)] V),

avec les numérotations de la figure (7.2).

Pj—l ].:,_7 P_1+1

|
|
(G-Dh jh (j+1)h

FIG. 7.2: Maillage monodimensionnel périodique dans le cas P

Nous avons donc une unique classe d’équations et cherchons les solutions sous la forme :

P] — ei((,k)ht—jkh) al
Le systeme (7.15) s’écrit alors :

02 032;,0(1 _ g (2 _eikh _ e—ikh) a

qui peut se résumer sous la forme :

" wp =25 (1 —cos(kh))

Ol=

Nous obtenons donc une unique solution @} :

W (1 —cos(kh))

2
E

oI=

dont le développement limité est :

R KRt KSR
w=Ee (- -
12 360 20160

+ 0(k8h8)>

wy, est donc une approximation a 1’ordre 2 de la pulsation physique .

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

Posons g, le rapport de la vitesse de phase de 1’onde numérique physique sur la vitesse de phase

de I’onde plane physique :

wy, k*h? 4
=—=1—-——+4+0(h
G W 12 ( )

Soit N le nombre de points d’interpolation par longueur d’onde :

21 1
1=

N=—xX —
k|l K
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7.1.2 Etude de dispersion

ou K est donc la proportion de la longueur d’onde séparant deux points d’interpolation.
Alors :

_w TR
CIh—w— 3

+O(K*)

Nous obtenons la courbe de dispersion représentée dans la figure 7.3.

1

0.986 - .

0.96 - \

©.94

0.9

F1G. 7.3: Courbe de dispersion en 1D pour r = 1.

Remarque 58 Nous avons fait intervenir ici le nombre de points d’interpolation par longueur d’onde
et non pas le nombre d’éléments par longueur d’onde afin d’obtenir des courbes cohérentes que
l’on puisse comparer pour des valeurs de r différentes, et que I’on puisse comparer aux courbes de
dispersion d’autres méthodes (différences finies par exemple).

Eléments finis P, Pour r = 2, les équations s’écrivent :

d*P,; |
h? % = 7% [14P5; 1 —8(Pajj2 +Pyj) +Poji3+Prj 1] V), (7.20a)
d’P,; |
2 % = 4% [P2j 11— 2P0+ Paj 3] vj, (7.20b)

avec les numérotations de la figure (7.4).
Nous avons donc deux classes d’équations et cherchons les solutions sous la forme :

Pojet \ _ iy jkn) a
< Py —° e /2

Pyi1 Py Pyig Payio Pojus
] : | ; |
| ' ] f |

G-Dh G-1/2h jh  (+VU2h G+Dh

FIG. 7.4: Maillage monodimensionnel périodique dans le cas P,
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Analyse par ondes planes

Le systeme (7.20) s’écrit alors :
P =4 [1aa, —soa (9724 ) 1y (o)) (210
[T T p—— g [al (e*ik’l/ 24 eikh/z) - 2a2} (7.21b)
qui peut se mettre sous la forme matricielle :
Nialk aip=wion, (7.22)

avec

a ~ ~ 4~
o= , Niplk] :DiéKl,Za
a>

kh
Alz:( 1 ()) N 2 u 7+ cos(kh) —8(:055

Kip=-5=
0 2 h*p —80057 8

13172 et 1?172 sont les symboles matriciels respectifs de la matrice de masse D1 > et de ’opposé de la
matrice de rigidité —Kj ».

L’équation caractéristique du probleéme (7.22) se met sous la forme :
u s
h4ooi+45h2(s2—6) wﬁ+96as2:o (7.23)

avec s = sin(kh/2).
Nous obtenons donc deux solutions @y, :

1
w%’l T g (12_2s2_2 36—36s2+s4) (7.24a)

1
Wiz = "2 % (12 —25% +21/36 — 365 +s4) (7.24b)

Les développements limités de ces deux quantités sont :
K4 KORo
@i = 5 (1= 25 - O(k*h* 7.25
" p 1430 48384 0K (7.25a)
24 k2h2 k4h4

i %kZ (k2h2 R TRy +0("6h6)> (7.25b)

Wy,,1 est donc une approximation a 1’ordre 4 de la pulsation physique w. Wy, » révele la présence d’ondes
parasites dont la vitesse tend vers I’infini lorsque / tend vers 0 mais dont I’amplitude est en O(h*) [70].

Posons ¢, le rapport de la vitesse de phase de 1’onde numérique physique sur la vitesse de phase
de I’onde plane physique :

wy, kK*ht
gh=-—_—=1-

6
w 2880 +O(r)
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7.1.2 Etude de dispersion

Soit N le nombre de points d’interpolation par longueur d’onde :

CJklh T T K
Alors :
=—=1- O(K
=" 75 oK)

Nous obtenons la courbe de dispersion représentée dans la figure 7.5.
——

.

0065 ]

0.8

o075 ]

0.97

F1G. 7.5: Courbe de dispersion en 1D pour r = 2.

Eléments finis P; Pour r = 3, les équations s’écrivent, V :

d’P;; 5
2 PPyus__u [521>3,-+1 —2(5+3V5) (P34 Py 0)
5" (7.262)
+ 5(3‘6_ 5)(P3j-1+P3j13) — (P32 +P3j+4):|
,d?P3j40 u
h T = _B [—(5 + 3\@)P3j+1 +2OP3J'+2 — 10P3j+3 + (3\6— 5)P3j+4} (7.26b)
2Py u
R [(3V/5 = 5)Psji1 — 10Ps; 2+ 20P3 5 — (54 3V/5)Psj 4 (7.26¢)

avec les numérotations de la figure (7.6).

P3;2P3i1y  Psj Pajp Pajpe Pajps Pajg
I 1 1 | 1 ] I L

G-Dh (-é&)h  (-&)h  jh (+&)h  (G+&)h (+Dh

FIG. 7.6: Maillage monodimensionnel dans le cas P;

Nous avons donc trois classes d’équations et cherchons les solutions sous la forme :

P3j1 o
P3j+2 — ei(whz—jkh) 05 e—lk{zh
P3j+3 a3 e—ikE_gh
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Analyse par ondes planes

Le systeme (7.26) s’écrit alors :

5 . .
hzwial = % [520(1 — E(5 +3\f5) <a3e—lzzkh +0(2e152"h>
: ; (7.27a)
(3\/5 ) ( *iizkh +G3Ci£3kh) —a ( —ikh _"_elkh):|
R*wpay =

R wras

[—(5 +3v/5)aye €M 4 200, — 1005el &8k 4 (3/5 — 5) eiiz’ﬂ (7.27b)

'o\‘f:'o\‘: N\

[(3[5 5)are ek _ 10apei®@ 8k | 20a, — (5+ 3\6)0(1852”1} (7.27¢)

et peut se mettre sous la forme matricielle :

]/\\7173 [k] a3 = (A)%GLS (7.28)
avec
o 2 00
- s A 1
az=| o |, Niskl=Di3Kiz, Diz= TR E
03 00 5
_Saeikhés 4 5pe—ikhés  _5,0—ikhés | §paikhés
26— cos(kh) ae +0¢ ae +Sbe
4 4
o~ —ikhé ikht neaild—E)kn
791(1 3= —5Sae~kh&2 4 5peikhts 25 25¢i(&-%) ’
12u 4 2
_5aeikh€2 4 5pe—ikhEs _5ei(€—E)kn
_— 25
4 2

ola=5+3V5eth=—5+3V5.
Ici aussi, D, et K ;3 sont les symboles des matrices de masse et de rigidité.

L’ équation caractéristique du probléme (7.28) se met sous la forme :

2 3
K +2ﬁh4(cos(kh) 46)(02+12O%h2(cos(kh)+14)wi+3600%(cos(kh)—1):0 (7.29)

Nous pouvons obtenir les racines de ce polyndme de fagon explicite avec Maple. Par contre, pour des
ordres supérieurs, cette forme explicite des racines est impossible a obtenir. Nous cherchons alors un

développement limité des solutions A = wzh th sous la forme :

N
A=Y N +0 (K
A vérifie :

A? +2A2 (cos(kh) — 46) + 120 (cos(kh) + 14) 43600 (cos(kh) — 1) = 0 (7.30)
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7.1.2 Etude de dispersion

Remarque 59 Le développement limité de cos(kh) ne contient que des puissances paires de kh. Nous
pouvons en déduire que les Ay, sont nuls, Vn.

En introduisant le développement limité de A dans 1’équation (7.30)et en identifiant les termes en A°,
nous obtenons :

A3 —90AZ + 1800A¢ = 0.
Soit :
MNo1=0, No2=30, Ags=60. (7.31)

La premiere valeur de Ag correspond a la solution physique alors que les deux autres valeurs corres-
pondent aux deux ondes parasites.

En identifiant les termes en 4%, nous obtenons :
A2 (3AG — 180Ag + 1800) = (A +60Ag + 1800) k*
Nous remplagons Ag par les valeurs successives données en (7.31) et obtenons :
M=k, Ao=-5K, Aj3=5k. (7.32)

En identifiant les termes en /4%, nous obtenons :
1
A4 (3AG — 180Ag + 1800) = —k* (127\3 +5ho + 150) +2k*A3 (Ao +30) — 3A3 (Ao — 30)

Nous remplagons Ay et A, par les valeurs respectives données en (7.31) et (7.32) et otenons :

Ma=0. M=K M=kt (7.33)

En identifiant les termes en /4°, nous obtenons :

Ao (3A2 — 180Ny +1800) = &° LA2+1A0+5 —1k4)\2 Ao+ 30) + k% (A + 60A4 + 2AoAs
0 360 " 6 6 2

- A ()\% — 180A4 + 6)\0)\4)
En remplacant (Ay,),—0.2 par leurs valeurs respectives déterminées précédemment, nous obtenons :

137 23

M1 =0, Aeo=——-KkS, Ag3=—=k°.
6,1 ) 6,2 360" 6.3 60
En identifiant les termes en /4%, nous obtenons :
As (3M5 — 180No +1800) = —k° Lo Lo 2 )+ Laa, (Ao +30)
0 20160 " 336 56/ " 180

1 1
. (127\3 + 5N+ 6)\0)\4) — k* (206 + 2A4)2 + 60X

4+ 90A] —3N\4A35 — 6A6A2Ag — 3A3Ag + 180A6A,
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Analyse par ondes planes

En remplagant (A2,),—0.3 par leurs valeurs respectives déterminées précédemment, nous obtenons :

L s _ 51259 _ 1899
302400 %% 7 3024000 0 "% T T 112000

A1 =

Nous obtenons donc les développements limités des trois solutions :

1
@2, =M (1= KRS + O(h® 7.34
30 13 137 51259

W, =H (S s S kKon® + o(h® 7.34b

m2 = 0" \ k2h2 T 360" "+ 300400~ " HOU) ( )
Moo 60 T2, 23 4,0 1899 4.6 8

=S ==+5-- et - 34

Wh3 pk <k2h2+5 n Sk — oS kEh® £ O (k) (7.34c)

La premiere valeur propre correspond a une approximation d’ordre 6 de la pulsation physique. Les
deux autres valeurs propres correspondent 2 deux ondes parasites d’amplitudes en O(h®) ou O(h°)
[70].

Notons g, le rapport de la vitesse de phase de I’onde numérique physique sur la vitesse de phase
de I’onde plane physique :

Wy k®h®

_ 8
h="0 302400 T OU)

Soit N le nombre de points d’interpolation par longueur d’onde :

N 21 3 1
|k|h K
Alors :
Wy 27TCK® g
= 21— O(K
=" 350 TOKY)

Nous obtenons la courbe de dispersion représentée dans la figure 7.7.

e e
0.998 o
0.998
0.994

0.992 -

0.988
0.986

0.984

0.982

K

F1G. 7.7: Courbe de dispersion en 1D pour r = 3.
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7.1.2 Etude de dispersion

Eléments finis P, Le méme raisonnement peut étre effectué pour r > 3. En injectant les égalités
(7.13) dans les équations du systeme et en utilisant la définition 3 , on se rapporte au probléme matri-
ciel :

Nip[k] ap, = o, (7.35)

avec ﬁlyr k] = 51_;1?1_,, 13” et I?l,r étant les symboles des matrices de masse et de rigidité.

Par le méme raisonnement que dans le cas r = 3, nous déterminons r valeurs propres ooi,- ou Wy |
est ’approximation a I’ordre 2r de wet les r — 1 autres valeurs propres proviennent d’ondes parasites
dont I’amplitude est tres petite.

Nous avons alors :

Wy =k (1+0(h"))

Ce calcul a été fait pour r variant de 1 a 5. Toutefois, d’apres le résultat du lemme 3 du paragraphe
7.1.3, nous avons de bonnes chances de pouvoir généraliser ce résultat aux ordres supérieurs.

Soit, toujours, N le nombre de points d’interpolation par longueur d’onde :

21 _1

N

=— Xr=—
k| K

Nous obtenons les courbes de dispersion représentées dans la figure 7.8.

1 —

©0.98 g .

0.96 \

0.92

0.9

F1G. 7.8: Courbes de dispersion en 1D pour r variant de 1 (courbe inférieure) a 5 (courbe supérieure).

Ces courbes montrent bien I’intérét de monter en ordre : si I’on veut, par exemple, une erreur de
dispersion d’au maximum 1% il faut utiliser :

— 12.5 points d’interpolation, soit 12.5 éléments, par longueur d’onde en P,

5.4 points d’interpolation, soit 2.7 éléments, par longueur d’onde en P,

4.4 points d’interpolation, soit 1.5 éléments, par longueur d’onde en Ps,

4.1 points d’interpolation, soit 1 éléments, par longueur d’onde en P;,

3.8 points d’interpolation, soit 0.76 éléments, par longueur d’onde en Ps.

Dans les expériences numériques qui seront présentées dans ce rapport, nous considérons une approxi-
mation en Qs (en dimension 2 et 3) et utilisons en général 10 points d’interpolation, soit 2 éléments,
par longueur d’onde.
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Analyse par ondes planes

7.1.3 Détermination des inconnues du probléme aux valeurs propres

Nous nous plagons dans le cas d’un maillage périodique infini et d’un milieu homogene de masse
volumique p et de module de compressibilité .

Nous avons vu au début de cette section que, dans le cas d’un maillage périodique infini, nous pou-
vons chercher une solution du systéme semi-discret en espace (7.11) sous la forme d’une onde plane
discrete :

—ikh&
Pjr-H age Al
P. —ikhé,
Jr+2 . . are
: = el(@r—Jjkh) . (7.36)
P, a, efikhé,.

Dans le chapitre 7.1.2, nous avions déterminé I’erreur générée sur la pulsation par la méthode des
éléments finis (mixtes ou spectraux). Le but de ce paragraphe est de déterminer I’erreur générée sur k
et de donner une expression de 1’amplitude des ondes monochromatiques (0;),_, , qui composent la
solution en fonction de w et de &, quelque soit la valeur de r.

Nous supposons la pulsation w fixée.

Avant d’écrire les équations, définissons :
Definition 3 Nous notons, ¥(lp,11,1,) € {1.r+1}° :

GL
Dy, (lo) = /[O 1](%)201)? (7.37a)
% _ GL a¢11 a¢12 ~
KLr(llylZ)—/[o,l] % o dx (7.37b)

GL
ou / est 'intégrale obtenue par intégration numérique de Gauss-Lobatto sur [0, 1].
[0,1]

Nous avons vu dans le lemme 2 que les intégrales présentes dans les matrices de masse et de rigidité
sont invariantes par translation de pas 4. Ainsi nous pouvons exprimer D1 , et Kj , en fonction de D1 ,
et K] e

1 N
Dl,r(ml 7m2) =h— 6m|.,m2 Dl,r(IO) (738&)
H JeZ)Foe{1..(rr 1)}, my=jr+l
11 N
Ky (my,m) =75 > Ki (L, D) (7.38b)

jEZE(ll,[2)6{1..(F+1)}27 my=jr+l my=jr+Ip

En injectant (7.36) dans le systeme (7.11) et en utilisant I’égalité (7.38a), nous obtenons le systeme :

().)2 A A r+1 a
ghz(Dl,,(l) + Dy (r+1))ay _ S Rip(l,r+1)a e & et
= (7.39a)

+3 Ri(l Doy ek
=1

W’ 2 A . —ikh&; 2N . —ikh& .
—h Dl,r(]) a;e J = Z K17r(l,J)O(1e ! V] =2.r (7.39b)
=
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7.1.3 Détermination des inconnues du probleme aux valeurs propres

Or:

Lemme 3 Soit Dlm la matrice introduite dans la définition 3. Nous avons alors, pour tout ly = 1..r +
1:

Dl,r(l()) — G)l()

> PREUVE DU LEMME 3 : Voir annexe D.1. <

En injectant les égalités du lemme 3 dans le systéme (7.39), nous obtenons :

wz r+1 R s r+1 R s
272112 Grar= 5 K (I,r+ oy 54 5 Ry (1,10 e (7.40a)
=1 =1
D 26y ;e M = S Ry (1, e W Vj=2 7.40b
2100, = > K (L jare j=2.r (7.40b)
=1

en posant 0, = Q.

Lemme 4 w érant fixé, I’équation (7.40) admet au plus deux solutions, fonctions de h : ko(h) et
—ko(h).

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 5 La matrice K , vérifie :

Ki,(j,) =K, Q2+r—j24r—1) Vjle{l.r41}

> PREUVE DU LEMME 5 : Voir annexe D.2. <

Nous pouvons a présent nous intéresser a la preuve du lemme 4.

[> PREUVE DU LEMME 4 : Posons B, = a e K%,

On utilise les résultats du lemme 5 pour j=1=r+1: K, ,(r+1,r+1)=K;,(1,1) et on pose
Y — o—ikh

Le systeme (7.40) se réécrit sous la forme :

W . ro
272/12 G B Y=Ky (1,r+ 1B (1+Y?) + z Ky (Lr+1)B
, =2 (7.41a)
+2Kl,r(lal)B1Y+ ZKl,r(lal)BlY
=}

o N 5 , Lo .
cjhzaj Bj=Kir(Lj)Bi+Ki (r+1,)BiY+ Y Kir(l,j)B Vj=2.r (7.41b)
=)

*
Posons X = (B2, B3, --.Br)".
Les r — 1 dernieres équations du systeéme se réécrivent sous la forme :

AX = BB,

avec A matrice (r— 1) x (r — 1) et B vecteur (r — 1) tels que :

o’ N
Aj1y-1= c—zhza)jes,,, —Ki,(1,)) Vji=2.rvi=2.r (7.42a)
Bi1 =K, (1,)) + K (r+1,))Y Vj=2.r (7.42b)
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Analyse par ondes planes

Les B3;/B1 sont donc des polyndmes de degré 1 en Y, a coefficients réels (les K (7, j) sont réels).
En remplagant les 3; et en simplifiant (7.41a) par 31, qu’il est 1égitime de considérer non nul, nous
obtenons un polynome de degré 2 en Y, a coefficients réels. Cette équation admet donc au plus, deux
racines, réelles ou complexes conjuguées.

Comme nous avons posé ¥ = e ¥ le systéme (7.40) admet au plus deux solutions, fonctions de / :

ko (h) et —ko (h) <

Nous allons chercher (a j)j: |, €tk sous la forme de leur développement limité :

N

aj= S o;h"+0E)  Vi=1.r (7.43a)
=
N

k= %anh"+0(hN+l) (7.43b)
=

Nous allons introduire ces développements limités dans le systeme (7.40) et identifier les différentes
puissances de / pour en déduire les valeurs de (an),_o 2, ;-

Remarque 60 Nous ferons intervenir O, en supposant que 0,1 = 0.

Posons :
N
K= byuh"+0 (W) VpeN (7.44)
n=0

Le systeme (7.40) se met sous la forme :

032 1 . N r+1 I
2—h2 Orar =y K (r+ 1,00 E780 4 5 Ry (1, 1), 65 (7.45a)
=1 =
Q)zhzw q; er 1oy ek €8 =
;0 = 1(J,Dage Vj=2.r (7.45b)

Déterminons le développement limité de o e!*" &-&),
Nous pouvons écrire :

k(€ =€) _ =1+ z ihp E —Ez)pkp+0(hN+1)
soit, d’apres le développement limité de k” donné en (7.44) :
N—
fh(E=8) — 1 4 Z ﬁhp ) Zpbp S0 (RN
n=0
Posons ¢ = p+n. Nous avons alors :

1kh§ E al S Lo z\p N+1
i) = | Z Za&j_al) bp-,q—p+0(h )
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7.1.3 Détermination des inconnues du probleme aux valeurs propres

En introduisant le développement limité de o; donné en (7.43a), nous pouvons écrire :
it (€-8) Z o+ Z oy ™ z he z i = &) bpgp + O (KN

Posons n=m+q dans la seconde somme. Nous avons alors :

n qlp

elkh ( -&) z Glnhn+ z " Z z A qupql,n7q+0(hN+l)

n=1 qlp]

En identifiant les termes de (7.45), nous obtenons, Vi = 0..N :

(1)2 r+1 n q r+1
270010(1;1 20,52 = ZKlr (Lha;,+ z Z Z ALD(E —&)P bpg—pQin—g
=ip=1 P =
r+1 n qq pprJrl (7463')
+ z Kl r r+1 l aln z Z z Kl r r+1 l)(ér—}—l El) pq—pal,n—q
002 r+1 iP r+1 R R
—0:0 : . p
2 w]a]7n—26n22 Z Kl N J7 aln + Zl pzl P' z Kl N .]7 )(EJ El) blhq—Pal»”_q (746b)

Vj=2..r

Rappel 4 Soit P une propriété. &, veific » est la fonction qui vaut 1 si n vérifie P et vaut 0 sinon.

e cas particulier : N =0
En posant x; = 0y, VI = 1..r, et X = (x1,...,x,)" le systeme (7.46) devient :

r+1

0=3% (Ki (L) +Ki (r+1,0))x (7.47a)
=1
r+1 .

0="5 Ki, (j,)x Vji=2.r (7.47b)

Definition 4 Soir M), la matrice r X r symétrique définie par :

My(1,1) =Ky ,(1,1) + K1 ,(r+1,1)  Vi=1l.r (7.48a)
My (j,1) =K, (j,0) Vjl=2.r (7.48b)

Le systéme (7.47) s’écrit alors sous la forme matricielle : M,X = 0
Or:

Lemme 6 La matrice My, est de rang r — 1.
Sa sous-matrice My, ,constituée des r — 1 dernieres lignes et r — 1 dernieres colonnes
est inversible.

> PREUVE DU LEMME 6 : Voir annexe D.4. <
Ainsi, I’ensemble des solution du probléme matriciel forme un espace vectoriel de dimension

1.
Or, nous avons le lemme suivant :
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Analyse par ondes planes

Lemme 7 La matrice K , vérifie :

> K, (,)=0 Vj=1l.r
=1

> PREUVE DU LEMME 7 : Voir annexe D.3 <

D’apres le lemme 7, z M,,(j,1) = 0. Ainsi, pour 00 = O, ¥l =2..r, le systtme est vérifié.

La solution de (7.47) ;ériﬁe donc: ;0 = Oy Vi=2.r

e Raisonnement par récurrence : N > 1
Nous allons montrer que :

0y =0l Vi=2.r, Vn=0.N-1 Qry= 01N vi=
W = W
ap— +— 6,,_0 Vn=0.N-3 anN_2— +— 6]\/_270
c ' c

La récurrence est bien initialisée pour N = 1.
Reprenons le systeme (7.46) en utilisant le fait que a;,, = 0y ,, VI=2..r, Vn =0.N—1:

002 r+1 iP r+1 . R R
G)IGIN 2= zKlr (L, n + 20(11\/ g Z bpg—p ZKl,r(l,l)(El_El)p
=i

r+1 N = p . (7.492)

+ZKlrr+1lalN+Zaquzl D.q— szlrr“‘ll)(ErJrl El)

r+1 N iP r+1 R
p
(*)JGIN z—ZKlr ], a[N+qZG1N qz pq szlr]l)(E El) (749b)
Vi=2.r
Definition 5 Introduisons A} jtel que :
r+1
ZK“]’ El) Vi=1l.r+1,YneWN
Le systeme (7.49) s’écrit donc :
(02 r+1 R N 9
267601 | N_2= Z Ky (1,0)a; N+ Z a1 N—g Z bpq—pA
q: :
r+1 » (7.50a)

+ZK1rr+llO(1N+ZO(1NqZ bpq- pAferl

('02 r+1 iP
— Q0 N2 = zKlrJ, azN+Za1N qz bpg-pAL; Vji=2.r (7.50b)

Or:
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7.1.3 Détermination des inconnues du probleme aux valeurs propres

Lemme 8 A;’J vérifie les propriétés suivantes, pour tout j =1..r+1 :

A);=0 (7.51a)

A} =0j1—8j,41 (7.51b)

A} =26y (7.51c)

Al =0 3<n<r+1 (7.51d)
> PREUVE DU LEMME 8 : Voir annexe D.5. <

Nous pouvons donc simplifier le systeéme (7.50) sous la forme :

w2 r+1 . N
2C7(1)10(1,N—2 = ZZIKl,r(lJ)O(l,N-i-COl Oy>2 Zzal,N—qbz,q—z
M = (7.52)
+ > Ky (r+ 1,000 5 + 611 Oy>2 > Oin—gbrg—2
=1 q=2

r+1 N

o’ s :
sza)jGLN_z = ZK17r(j,l)G[7N+G)j6N22 Z Gl,N—qb27q—2 Vi=2.r (7.52b)
=1 q=2

1. Si N = 1, nous retrouvons I’équation (7.47) avec x; = 0 1.
En effectuant le méme raisonnement que pour N = 0, nous obtenons 0; 1 = 0y 1, V] = 2..r,

et vérifions donc la récurrence.
r+1
2. Pour N > 2, en additionnant les r équations de (7.52) et en utilisant z ®; = 1 nous ob-

j=1
tenons :

(.02 r+1 0 N
20N = IZI o NA; + 20(1,qu by 42
= q:

Or A(,)J = 0 (lemme 8) et, d’apres les hypotheses de récurrence :

q-2
2
brg—2 = % ajaga-j=a;02+2a0an—2 8N
I=

Ce qui donne finalement :

W
a(z) =— pourN = 2 (7.53a)
c
ay_>» =0 pour N >3 (7.53b)

En injectant ces égalités dans le systéme (7.52), nous retrouvons 1’équation (7.47) avec
X; =0y N.
Toujours par le méme raisonnement, nous obtenons : Q; y = Ay n, VI =2..7.

Remarque 61 L’équation (7.52) ne dépend pas de u ou p. (O(l’n)l:()”r+1 ne dépend donc pas
des propriétés physiques du milieu étudié.
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w
Nous avons donc démontré que k = +— + O (h").
c

Nous allons montrer que a,, = 0 pour tout n variant de » a 2r — 1.

e Raisonnement par récurrence : N > r+ 1
Nous allons montrer que :

W
a, =+— 5n 0 Vn=0..N—-3 an_p = :I:ZESN,;O
=

I(oy ,,)7 10 rN non nuls vérifiant (7.46) 3(ayn),_, , non nuls vérifiant (7.46)

La récurrence est bien initialisée pour N = r 4 2.
Reprenons le systeme (7.46) pour n =N (N > r+1 > 2). Nous nous intéressons au terme :

:p r+1

q
= z z ! ZKI F(J,1) E.l) bp.g—pAiN—g
== P S

Or,Vli=1.r+1,0a;, =d;, pour tout n variant de 1 a r + 1, c’est-a-dire a; y_, = Oy y_4 pour
tout g variantde N —r—1aN.
Nous avons donc :

N—r-2 q : r+1
r —6N>r+3 Z Zp' D.q9— szlr ]7 El)palN q
q=1 I=
N q lp r+1 R
+ Z Gl,N—q z " p,q—p z KL,r .]7 )(Ej_al)p
q=N=r—1 p=1P: =i

L hypothese de récurrence nous permet d’écrire : k = ag+ O (hV2).
Nous avons donc :

N-3
K =ag+0(h"2) =5 byuh"+0(h"?)
n=1

Ainsi, b, = a}y et b, , = 0 pour tout n variant de 2 a N — 3.
Cette égalité implique, entre autres, que b, ,—, = 0 pour tout couple (g, p) avec g compris entre
letN—r—2et pcomprisentre l etg— 1 (car N—r—2 < N —3 pour r > 1) ainsi que pour
couple (g, p) avec g compris entre 1 et N et p compris entre sup (1, —N+3)etg—1.
Nous obtenons donc :

N—r-2 i4 r+1 R R N :

r7:6N2r+3 Z *aozKlr ]v )(Ej_El)qal,qu'i‘ Z O1.N—g 'aoAq
q=1 q g=N—r—1 q:
q— N+2

—i—ZO(quz ,pqp]
p=1 P

Oou Ap a été défini précédemment. D’apres le lemme 8, nous obtenons donc :

N N—r-2 i9 r+1 R R N 4
M7 =%>r3 ) *aozKlr BDE =8N+ Y Ging ,aoAq
q=1 q q=N—-r—1 q:
N N
+id; z A1 N—gb1g—1—18) 41 z Oy N—gb1g—1+ Q1002 N2 O
g=N—-1 g=N—1
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7.1.3 Détermination des inconnues du probleme aux valeurs propres

Le systeme (7.46), pour n = N, se réécrit alors sous la forme :

r+1 g
G)lalzv 2= zKlr (LDoyny+0 0 0byny—2+ Z faoduv AT
Nr21qr+1 qulq
+0N>r13 z zKlr (1,0) (& — Ez)qaoauv q
i q=1 N (7.54a)
ZKlr (r+1, 1)0(1N+G)r+10(10b2N 2+ z *aoalN AT
N—r—2 :q r+1 g=N=r-
+6N>r+3 z zKlr r+1 l)(zr+l E.l) a()alN —q
r+1

14
q q
2 O0jN-2= ZK“ JyDoyn+6;a by y_o+ Z q,“oo‘l,quAr,j
N—r=2 iq r+1 ‘FN*V*1 ’

+On>r43 Z ZKlr JDE —&)al oy,
Vi=2.r

(7.54b)

Nous allons additionner les r équations de (7.54) mais introduisons tout d’abord :

Definition 6 Introduisons X' tel que, Yn € N :

r+1

= A;’ .
le !

Additionnons donc les r équations de (7.54). En utilisant les définitions de Af ; et X/, nous

obtenons :
r+1 r+1 r+1 i4
_ D0 v = A i X4
2 jZIwJO(],N 2 ZO(IN r1+a10b2N 2 Z(D,-i- z q!aoal,N q&f

g=N—r—
N—r=2:q r+l

+ Onzri3 Z aagzauqu(—l)qAZ,
g=1 o I=1

Le lemme 8 va nous permettre de simplifier ce syteme. De plus, nous avons :

Lemme 9 X' vérifie les propriétés suivantes :

x> =0 Vn (7.55a)
X" =-28,; V0<2n<2r+1 (7.55b)
> PREUVE DU LEMME 9 : Voir annexe D.6. <

Nous pouvons annuler tout les X d&s que le plus grand entier pair inférieur ou égal a N est
aussi inférieur a 2r + 1. Alors, d’apres les lemmes 8 et 9, on obtient :
r+1

N 2 .
2 Z Wiy =010byN—2+ON_r_1<2ay A1 N—2+1On>r3a0(0rp1N—1 — O N—1)
J=1

r+1
2 A
+On>r 3 ON 232 ag Z Qo N
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soit, comme 0,1, = O, pour tout n :

0.)2 r+1 r+1
2 2
2 Qja;n2=010byN 2+ ON<r3a501 N2+ ONn>r14a5 z o N2
j=1 =1

1. Pour N <r+3,0d;y-2 =0y L’équation devient alors :

W

2
del,zvfz =01 0byN—2+agOi N2

2. Pour N > r+4, nous obtenons :

r+1 r+1

A~ 2 N
2 2 WjdN-—2=0p byN—2+aj Z Gy Ay N—2
f= =

Comme a2 = — dans les deux cas, nous obtenons :
0 02

byy2=0
Ce qui implique bien ay_» = 0.
Reprenons a présent le systeme (7.54).
La premiere équation est redondante car nous avons cherché ay_, tel que la somme des r

équations de (7.54) soit nulle.
Intéressons nous donc aux r — 1 dernieres équations. Elles peuvent se mettre sous la forme :

SR
M, | 9N | =Boay+C
cxr,N

ol B et C sont des vecteurs colonnes de dimension r— 1 et M, 2., la matrice définie dans la
définition 4.

Or, nous avons vu dans le lemme 6 que cette matrice est inversible. L’ensemble des solutions de
ce systeéme forme donc un espace vectoriel de dimension 1. Il existe donc (0 v ) non nul et
solution de (7.46).

I=1..r

La récurrence est donc démontrée pour tout N tel que le plus grand entier pair inférieur ou
égal a N soit aussi inférieur ou égal a 2r 4 1. Nous pouvons prendre au maximum N = 2r + 1.

Nous avons donc trouvé un développement limité a 1’ordre 2r d’une fonction k(h) et d’un vecteur
o= (ay, 0;...0,)" non nul tel que le systeme (7.40) soit vérifié pour k(h) et son opposé. Or, nous
avons vu dans le lemme 4 que ce systeme admet au plus deux solutions égales en module mais de
signe opposé. Nous savons que (7.40) admet au moins une solution (a tout W on peut associé un vecteur
d’onde vérifiant la relation de dispersion numérique). Nous avons donc trouvé le développement limité
de I'unique solution de (7.40). Nous pouvons donc écrire le théoréme suivant :

Théoreme 3 Le vecteur d’onde vérifiant la relation de dispersion numérique s’écrit sous la forme :

_ &) 2r
k_ic+0@)

144



7.1.3 Détermination des inconnues du probleme aux valeurs propres

Remarque 62 En fait, nous avons démontré que [’erreur sur k est au plus en O (hzr ) Or, par des
calculs avec Maple, nous avons trouvé une erreur en O (hzr) pourr=1.5.

Lemme 10 L’ensemble des (a j)j:I..r vérifiant le systeme (7.40) admet un développement limité a
l’ordre r+ 2 sous la forme :

r+1
aj = 5 ok + 0,2k 20 (W)

avec : Qj o0 =02y, jri2 Vj=1.r+1sir est pair.
Pour la démonstration de ce lemme, nous avons besoin du résultat suivant :
Lemme 11 A7, = (—1)"A7,,,_; Vi=1l.r+1, Vvn>0

> PREUVE DU LEMME 11 : Voir annexe D.7. <

Nous pouvons a présent nous intéresser a la démonstration du lemme 10.

> PREUVE DU LEMME 10 : Nous avons déjavuque:d;, =0y, ,Vj=1..r+1Va=0.r+1.
Considérons donc le cas ou r est pair et étudions O 4.
Pour cela, reprenons 1’équation (7.54) pour N =r+2:

002 r+1 r+2 i4
2 S ay, = zKlr (1,0)0 42+ G 010 b + z a00(1r+2 qArl

r+1 . r+2 i
+ 5 Kip(r+ 1,000+ @1 0o boy+ ) aagm,quAZ,H
=1 g=11"

r+1 r+2 :q
wjajr—zKlr ]al)a1r+2+0~)ja10b2r+z aoulr+2 qAr] Vj=2.r

Or, nous avons vu (découle du théoréme 3) que by , = 0 et que ap = W’ / .
En simplifiant les équations grace au lemme 8, nous obtenons :

r+1 irt+2 ) )
0—2K1rll)d1r+2+( ol ait qloAr+
r+1 ir+2 ) )
o apt r+
+ ZKl,r(r+]7l)alJ+2+ (r+2) cxl0Arr+1
r+1 irt+2 ) )
IZKI P(J, D)0 g2+ 1) ay o AT Vj=2.r
r étant pair, d’apres le lemme 11, nous avons A;Jﬁr = = A"*2 pour tout j variantde 12 r+ 1.
Posons [3; = 02—y 42 et prenons m =2 4r —
(B);—1.y41 vérifie donc :
r+1 r+2 ) 5
0=Y K 1,1 ay™a A’+
Z 1r(r+ )Bz+(+2) 1,0
r+1 irt+2 ) )
+2K1r (LD + 579 ay o pAL T
r+1 'r+2 ) 5
O—ZKnml)BH‘( o)1 aptay oA:}; VYm=2.r
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Analyse par ondes planes

Les (B;) =141 €t les (a jr+2) j=1.r+1 vérifient donc les mémes équations, ce qui peut se traduire
par le fait que le systeme (7.47) est vérifié pour x; = B; — 0 ,42. Le systtme admettant une unique
solution vérifiant x; = x; pour tout / variant de 1 a r, nous avons :

0o r—jrt2—Ojrp2 =0Oppq 2 — 0 2 =0
<

Remark 8 Tout vecteur provenant d’une multiplication de O , par un scalaire est vecteur propre de

Nu[k]. Ainsi, si I’on multiplie oy , par A Lavee A = Z;ﬂ)a 1.,1", on obtient le vecteur propre dont

chaque composante a pour développement limité :

a;=1+0(h*?)

7.1.4 Conclusion dans le cas 1D

Rappelons tout d’abord que I’erreur L? générée par I’ utilisation de la méthode des éléments finis spec-
traux dans ce cadre particulier d’application (maillage périodique infini et milieu homogene) est en
o (K?) [70].

Nous pouvons résumer les résultats des études précédentes sous la forme du tableau :

Erreur Erreur | Erreur Erreur

[? sur W sur k sur ay ,

19) (hr+2) 0 (th) 19) (th) 9] (hr+2)

Remarque 63 Nous n’avons considéré que les approximations des valeurs ayant un équivalent phy-
sique et avons donc omis les ondes parasites exhibées dans I’ étude de dispersion.

7.2 Dimensions supérieures

Nous considérons un infini dD homogene (d = 2 ou 3), maillé de fagon périodique avec un méme pas
d’espace & dans toutes les directions.

Nous reprenons les notations introduites dans le chapitre 1 et en introduisons d’autres spécifiques au
cadre de cette étude.

En effet, la méthode des éléments finis spectraux dans ce cas se déduit facilement de la méthode des
éléments finis spectraux en 1D présentée précédemment.

— Le maillage hexaédrique du domaine est ici constitué de carrés (en dimension 2) ou de cubes
(en dimension 3). Il peut donc s’exprimer comme le produit suivant d directions de maillages
en une dimension. Nous noterons alors :

d d

Q:UK] Ol\lK]: rlSjp: H[]Pha (Jp+1)h] etj:(jl’)p:l‘.d
p=1 p=l1

On peut alors définir F; la fonction qui transforme [0, l]d en Kj par Fj(x) = (F A (xp)) p=1.d ou

les fonctions Fj, ont €té définies dans le cas 1D.
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7.2 Dimensions supérieures

d
— L’espace Q,(K) peut s’écrire sous la forme ®P,([O7 1]) : espace vectoriel généré par 1’en-
p=1
semble des produits, en chacune des variables de IR, de d fonctions de base de P, ([0,1]).

A

— Notons (E])le{lnﬂrl}d
Lobatto, en dimension d, de poids associés (Gy)

les points de quadrature des formules d’intégration numérique de Gauss-

le{l..r+1}*
Nous pouvons alors écrire :
g = (Ell,...,é,d) Ve {1.r+1} (7.56a)
d
=[] &, vie{l.r+1}¢ (7.56b)
p=1

ou &, et Gy, correspondent aux points et poids de quadrature des formules d’intégration numérique
de Gauss-Lobatto en dimension 1.

— Sur Kj, notons &;,.,, les images, par Fj des 21.
D’apres la définition des points de quadrature des formules d’intégrations numériques de Gauss-
Lobatto et d’apres la définition des fonctions Fj, nous avons :

&jrn = (Ejpr+1p)p:1,,d avec j = (Jp) ,oy.q = (p),_1 4

ou & 41, a ét€ définis en 1D comme I'image, par F;, de &, .

— Sur [0,1])¢, nous introduisons (¢;)
siond :

{11} les fonctions d’interpolation de Lagrange en dimen-

ou les fonctions ¢;, sont les fonctions d’interpolation de Lagrange définis en 1D.
L’ensemble de ces fonctions forme une base de Q,(K).
Dans le cas du maillage périodique défini plus haut, les fonctions de base de U se déduisent

des fonctions () 4 par:

le{l..r+1}
bm(x) = 5 B1oF; ()11 ()

jezd|Ae{1..r+1}¢, m=jr+1

ou llg; est I'indicatrice de Kj.
Ces fonctions peuvent aussi étre vues comme produit de d fonctions de base de U{ :

d
bm(x) = Z |_| s, OFJ;I (xp) HS;,, (xp)

jezdAe{1..(r+1)}, m=jr+1 P=1
d

-1
- 3 0, 0F; " (xp) s, (x))
pZIjPEZB[pE{L.(I’+1)},mp:ij“lp

d
= |_| b, (xp)
p=l1
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Comme dans le cas 1D, le schéma semi-discret que nous allons étudier est :

d2P

+Kd Pr=0 (7.57)
d 42
ou Dy , et K; , sont en fait les matrices obtenues par la méthode des éléments finis spectraux.

Toute I’étude qui sera effectuée dans ce chapitre donnera des résultats communs a la méthode des
éléments finis spectraux et a la méthode mixte.

Rappel 5§ D, est une matrice diagonale dont le m-iéme terme s’obtient par intégration numérique
par la formule de Gauss-Lobatto de :

~1 2
1 ()7 dx
JAe{1 413 m=jr+1

K4, est une matrice pleine telle que le terme situé a la my-iéme ligne et my-ieme colonne (suivant un
ordre pré-déterminé) s’otient par intégration numérique par la formule de Gauss-Lobatto de :

-1
/K p |](I)jr+l1 : D¢jr+lz dx
I et e{lr+1} my=jr+ly et my=jr+1

Remarque 64 Pour ne pas alourdir la notation, nous avons uniquement mis en gras les indices pour
différencier le cas 1D du cas dD.

7.2.1 Passage de la dimension 1 a la dimension d

Introduisons quelques propriétés des matrices intervenant dans le schéma numérique, dans le cas d’un
domaine homogene (p,u) infini périodique de pas & dans toutes les directions.

Lemme 12 Pour tout m = (mp>p:1..d etm= (np)pzl..d’ nous avons :

Dy (m |‘| Dy ,(my) vme {1.r+1}9, (7.58a)

vm e {1. r+1}d

n 7.58b
“ Vne{l.r+1}* ( )

Kdr m, n = Z mp»”p ” 1|;|q¢pD1 r(mq)amq

> PREUVE DU LEMME 12 : Dy, (m) est le résultat obtenu par intégration numérique de Gauss-
Lobatto de :

/ i (Om)? dx = ! / (Om)? dx (7.59)
Q Q

puisque nous sommes dans le cas d’un milieu homogene.
Or, d’apres la définition des fonctions de base de U} :

/Q (¢m)2 dX:‘/L.JjKi (p'jq)mp (xp) ) |_| dxp, = I_l /U . ¢rnp (xp))zdxp
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7.2.1 Passage de la dimension 1 a la dimension d

De plus, comme le maillage est périodique de pas % dans toutes les directions, nous avons :

2
2 4o d 1" e

o ax=nt [ (dmor; 1) ax
2, \? .

/Sjp (q)mp) dx; = h/[O,l] (¢mp OFjp ) dxl’

Ainsi, comme la formule d’intégration de Gauss-Lobatto en dimension d se déduit de la formule
d’intégration de Gauss-Lobatto en dimension 1 et vérifie :

/[ dx—rl/ 7o () d,

p=1

nous obtenons bien la décomposition du terme de la matrice de masse en dimension d comme pro-
duit de d termes de la matrice de masse en dimension 1.

De méme, K, est le résultat obtenu par intégration numérique de Gauss-Lobatto de :

/ 0~ D0m - Opndx = p~! / Ofm - On dx (7.60)
Q Q

En utilisant la définition des fonctions de bases de U} ;,, nous avons :

% _ dq)mp
axp (X) dxp (Xp)q:Ll;!q#pq)mq ()Cq)
et nous obtenons :
/D¢m~|]¢ndx_ / O0m - Obn dx
e Jezd
4 db,  do,
= P P d . ) d
jEZZdPZ] Sy dx, (Xp) dx, (xp) qu | dq;é[)‘/ 0] . xq ) q(xq) X,
dq)m q)n
= P )4 dx & x i
ZLZE/}” p(P) p]qldqaép[/q /¢q ) ¥, (x0) q]

De plus, comme le maillage est périodique de pas % dans toutes les directions, nous avons :

/Kqu,m.Dq)ndx—Zj/[ l]dﬁ(q)mon—l).ﬁ(qJnon—l) dk

dq)’”p dq)np
L, o, ) g, )= ! e = (bmoF,) o (0,07,

Ainsi, comme la formule d’intégration de Gauss-Lobatto en dimension d est déduite de la formule
d’intégration de Gauss-Lobatto en dimension 1 et vérifie :

. d . d oeGL

nous retrouvons bien le résultat souhaité, aprés intégration numérique par la formule de Gauss-
Lobatto. <
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Lemme 13 Les intégrales sont invariantes par translation de pas h dans toutes les directions.

p! / (Djors1y) > dx = u~'h? / . (6y,)7 dx (7.61a)
Kjy [0,1]
1 e
P / D¢jor+l1 ) |](bjorJrlz dx=p~ 72 / 4 Uéy, - Uy, dx (7.61b)
I(jl) [071]

> PREUVE DU LEMME 13 : 1l suffit d’utiliser le lemme 12 qui fait le lien entre les matrices de
masse et de rigidité en dD et en 1D puis d’utiliser les résultats du lemme 2 qui démontre 1’invariance
des intégrales par translation de pas % en une direction. <

Definition 7 Soit r quelconque. Posons Ny , et Ng , les matrices :

Ni,=Di,Ki, (7.62a)
Nar =Dy Ka, (7.62b)

out Dy, et K, sont respectivement les matrices de masse et de rigidité intervenant dans le schéma
numérique en dimension 1.
Dy, et Ky, sont respectivement les matrices de masse et de rigidité intervenant dans le schéma
numérique en dimension d.

Une des conséquence du lemme 12 est le lemme suivant :

Lemme 14 Soient m :_(mp)pzl..d etn=(np),_, 4
Nous avons alors ’égalité :

Ny, (m,n) r(mp,np) |_| -

q=1..d,q#p

HM&

> PREUVE DU LEMME 14 : Nous allons expliciter Ny - (m, n) et utiliser le lemme 12 :

Ng,(m,n) = D;_i (m) Ky, (m,n)

d
= (l_l Dl_} (mp)> X (Zl Ky, (mpvnp) I_I Dy, (mq) qu,nq>
P p=

q=1..d,q#p

= Dii (mp) Kir (mp,np) I_l Oy
p=1 q=1.d,q#p

d
= z var (mP’nP) I_l 6mq7nq
P= q=1.d,q#p

—

Nous obtenons bien le résultat souhaité. <

7.2.2 Conséquence sur I’étude de la relation de dispersion

Nous nous placons dans le cas d’un maillage périodique infini homogene (p, ).

Nous avons vu que, dans le cas d’un maillage périodique infini, les intégrales présentes dans les
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7.2.2 Conséquence sur I’étude de la relation de dispersion

matrices de masse et de rigidité du schéma numérique sont invariantes par translation de pas 4 dans
toutes les directions. Ceci implique que, pour tout élément Kj et tout1 € {1,.., r}d, la relation qui lie
&jrn aux degrés de liberté de Kj et des €léments du maillage situés “autour” de Kj est la méme que
la relation qui lie §; aux degrés de liberté de Ky et des éléments du maillage situés “autour” de Kj.
Ceci peut aussi se traduire par le fait que tout les “paquets” de degrés de liberté (Ejr +1)l€ (1,4 S€
comportent de la méme fagon. Comme dans le cas 1D, nous pouvons donc chercher une solution du
systéme sous la forme d’une onde plane discrete :

| STRRCIN) .2 efihE“‘_")z).k
Pjr+(1,...,2) ;

: ~in§ .k
 STARCI) a,..n€ é'(1 ..... )
j —ih k
EM(Z,...,I) — l(0r—hjk) Op,..1e | A(Z“,.‘l) 6
e O‘(z._,z)e_‘hE(z ,,,,, 2k
P, :
Jr+(2,...,r) .

: A, ) e 8.k
Pj”r(r,..‘,r) A

Ar..r) efihE(er) k

aveck = (kp) _, , le vecteur d’onde.

En introduisant ces valeurs dans le systeme (7.57), comme dans le cas 1D, on se raméne a un probleme
au valeurs propres :

Ny, K] 04, = P g, (7.64)

avec ﬁd,r k] = 5;;1?5”, Ed,r et I?Lr étant les symboles des matrices de masse et de rigidité. 1/\7,17, peut
aussi €tre vu comme le symbole de Ny, défini dans la définition 7.

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 15 Pour toutm = (my) _, ;€ {1..r} et tour n = (np) pm1.a € {11}

d
Ny, K] (m,n) = Z Ny, kp) (mp,np) |_| [
p=1 q=1..d,q#p

ouk = (kp),_, 4 estle vecteur d’onde dans le cas dD.

> PREUVE DU LEMME 15 : Si I’on considére une onde plane et qu’on 'injecte dans le schéma
numérique, nous avons, pour toutm = (m,) ,_; ;€ {1.r}%:

(.020(m ei(wt—Em.k) — z Z Ny, (m, jr+1) Glei(w_aif”k)
JI€ ekl L. r+1}
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Analyse par ondes planes

Soit :

Gam= 5 5 N (mjrrDoeEn Sk
JI€ ekl L. r+1}

Nous appliquons alors le lemme 14 :

d
(A)zam: <ZN1’r(mp7jpr+lp) I_l 6mq;jqr+lq>
JEmek;le{lr+13d \P=1 g=1.d,q+p
x oty el(Em &)k
Nous avons donc :
d r+1 i@ ;. "
Q)zam = z Z N1=’(m1”jl’r+lﬁ)a(ml.,....1,,,...,md)el mp ~Sjprlp)*p (7.65)

p:] jplEmpESjp 1,=1

ol a(ml....7r+1,...,md) = a(ml,...,l,...,md)-

Or, nous pouvons exprimer 0, en fonction de Ny , [K] sous la forme

am= Y N[kl (mn)a, (7.66)

ne{l.r}?

En identifiant les termes des équations (7.65) et (7.66), nous pouvons exprimer IT/dJ [k] en fonction

de Ny, :
R d
Niy K] (mn) =y M %un | S Yislmpjprany) (7.67)
p=1 \g=1.d,q#p Jpl&mp €S,
avec |
Yl,r(””p,jp”“!‘ 1) = Nl,r<mp7jpr+ 1) ei(Em,;*EjprJrl)kp

+  Niy(mp,(jp+1)r+1) el@mp=8Gp 1 )k
Yi,(mp, jpr+np) = Nig(mp, jpr+np)eEme=Siprm)ke Vn, =2.r
Si I’on écrit I’équation (7.67) pour d = 1 et pour chacune des composantes de m et n, on obtient :

Ny [kp) (mp,n,) = > Ng(mp,jprtn,) Vp=1.d (7.68)

jp\im,,GSj,,

Nous reconnaissons le terme de droite de 1’équation (7.67) et pouvons donc écrire :

Ndﬁ,[k}(m,n)z< M 5mq7nq>]/\\/17r[kp](m,,,np)
p=1 \q=1.d,q#p

<

Ce lemme implique un résultat trés important (démontré jusqu’a I’ordre 3 dans [70]) dans I’étude de
la relation de dispersion :
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7.2.2 Conséquence sur I’étude de la relation de dispersion

Théoreme 4 Les valeurs propres et vecteurs propres de Ng » K] se déduisent des valeurs propres et
vecteurs propres en dimension 1 par les relations :

;. j, [kp] (7.69a)

M~

wﬁj k] =
p=1

= Qaj, k] (7.69b)
p=1

oithh

Jy [kp] et a, [kp] sont respectivement les valeur propre et vecteur propre de Ny k).

> PREUVE DU THEOREME 4 : Soit o k] = ® a;, [ky]. Nous avons alors :

NasKlojkl =5 Na, [k (1) o K] (1)
1€{1..r}¢

B R 0, ) (R

d r
= Z < Z Nl,r [kp] (JpJ )a]p [k ](lp)> < |_| aj, [kq] (lq)>
p=1 \[p=1 q=1..d,q#p

Or @7j]7 [kp] est valeur propre de Ni, [kp] associée a a1, [kp].
. d
Rur Koyl = Y (), kol ol () ] o, [kl ()
p=1 g=1..d,q#p
< 5
= Z Wi, j, [kp] |_| aj, [ky]
p=1 p=1l.d

Les matrices Nl,r [k;] admettant r valeurs propres complexes et vecteurs propres associés,nous avons
trouvé au moins < valeurs propres et vecteurs propres de Ny, [K]. Or, il en existe au plus . Nous
avons donc trouvé, par cette méthode, toutes les valeurs propres et vecteurs propres de Ny, [k] . <

Ainsi, en 2D, posons gy, le rapport de la vitesse de phase de 1’onde numérique physique sur la vitesse
de phase de 1’onde plane continue :

V3
h=—"
1 w

21

Soit N le nombre de points par longueur d’onde : N = x r= — avec k =k (cos0,sin0)

k|7 K

Nous représentons les courbes de dispersion pour 8 variant de 0° a 8 = 45° dans la figure 7.9 pour
r=1, lafigure 7.10 pour r =2 et r = 3 et dans la figure 7.11 pour r =4 et r =5.

153



Analyse par ondes planes

Du point de vue de la relation de dispersion, il nous reste maintenant a étudier les vecteurs d’onde
numériques en dimension d.

D’apres le résultat précédent et comme nous n’avons qu’un unique vecteur d’onde numérique dans le
cas 1D (a son signe pres), nous avons le lemme :

Lemme 16 Nous pouvons relier le vecteur d’onde numérique dD au vecteur d’onde numérique 1D :
k par :

ol W est un vecteur unitaire de IR%.

0.98 -

0.96

0.94

0.92 -

FIG. 7.9: Courbes de dispersion pour r = 1 en 2D pour 0 variant de 0° (courbe inférieure) a 8 = 45°
(courbe supérieure).

0.995 0.095
0.99 - 0.99
Yy 0.985 ¥y 0.985 -
0.98 0.98
0975 0.975
0.97 "o 0.05 o1 CRE oz o0.25 0.97 g 0.05 o 015 oz 0.25
K K

F1G. 7.10: Courbes de dispersion pour » = 2 (a gauche) et r = 3 (a droite) en 2D pour 0 variant de 0°
(courbe inférieure) a 8 = 45° (courbe supérieure).

154



7.2.3 Conclusion dans le cas dD

0.098 0.998 -

0.996 o

0.996 -

0.994 -

0.994

0992 - 0.992 -

Q.93 0.05 o1 0s o= 025 090 0.05 ol 05 oz o225

K K

F1G. 7.11: Courbes de dispersion pour r = 4 (a gauche) et r = 5 (a droite) en 2D pour 0 variant de 0°
(courbe inférieure) a O = 45° (courbe supérieure).
7.2.3 Conclusion dans le cas dD

Nous avons vu que I’étude en dimension d se déduit de 1’étude en dimension 1 et que nous gardons
les mé&mes ordres d’approximation :

Erreur Erreur | Erreur Erreur

[? sur @ surk | sur Oy,

19) (hr+2) 0 (th) o) (th) 0 (hr+2)

7.3 Conséquences de I’analyse par ondes planes sur I’analyse de stabi-
lité
Nous revenons dans cette section a I’analyse de stabilité effectuée sur le systeme obtenu par la méthode

des éléments finis spectraux et un schéma saute-mouton d’ordre 2 en temps dans le chapitre 2.1.
Dans ce chapitre, nous avions vu que le schéma :

| AR) S Fop
dr Atf h 4Ky, P = % (7.70)
est stable si et seulement si
(Ddll’ Kdﬂru ’ M) 4
’ < — 7.71
SttPu (u, u) - A2 (7.71)

I1 s’agit donc de déterminer la norme de Ny, = D, i K4 . Or, d’apres I’égalité de Parseval, la norme

de Ny, est égale a la norme de ﬁdJ [k]. Nous obtenons donc la condition de stabilité suivante :

4

supri {0 (K)} <

(7.72)
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ou les (,Ozhi (k) sont les valeurs propres de la matrice ]Vd,r [k] introduite dans les sections 7.14 (en di-
mension 1) et 7.2.2 (en dimension d).

Or, nous avons vu dans la section 7.2.2 au lemme 4 que les valeurs propres de ]T]dJ [k] sont les sommes
de d valeurs propres de N , [k;].
La condition de stabilité s’écrit donc :

[

Nous nous restreigons donc a la dimension 1 et déterminons le maximum des valeurs propres de Nj ,
pour r variant de 1 a 5. Nous nous rapporterons fréquemment aux résultats de la section 7.1.2.

4
W, [kz]} < 52 (1.73)

M~

1

7.3.1 Eléments finis P,

L’équation (7.18) nous donne une forme explicite de la valeur propre de 1?/171 k] :

2
P = ﬁg (1—cos(kh)) (7.74)

Nous avons donc :
1
SUpk.i {wzhl (k)} =2 gﬁsupde (1 —cos(kh))

ul
—45
p 2

La condition de stabilité s’écrit donc :

=<1 (7.75)
avec ¢ = \/u/p.

7.3.2 Eléments finis P,

L’équation (7.24) nous donne une forme explicite des valeurs propres de 1?/132 k] :

1
W, = * (1272s272 36—36s2+s4> (7.762)

h?p
W2

1 2 24 ¢4
75 (1226 +2v/36 365 + ) (7.76b)

ou s = sin(kh/2).
Nous avons donc :

SUDK.i {‘*)th ()} =2 ‘SIQSMPSE[O,I] (6 — 52+ /st — 3652+ 36)

h
ul
p
La condition de stabilité s’écrit donc :
JAYS 6
< \6f ~ 0.4082 7.77)

avec ¢ = /u/p.
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7.3.3 Eléments finis P

7.3.3 Eléments finis P;

Notons A la valeur propre de N 3 [k].
Nous avons vu dans I’équation (7.29) que A vérifie :

2 3
KON + 2§h4 (cos(kh) — 46) A% + 120%;9 (cos(kh) + 14) A + 3600%3 (cos(kh) —1)=0  (7.78)

A étant racine d’un polyndme de degré 3, nous pouvons en donner une forme explicite. Toutefois, nous
préférons présenter une méthode de calcul facilement généralisable aux cas r > 3, ol nous n’aurons
plus de forme explicite de la solution. Utilisons donc les propriétés de supy ; {o.)%, (k) }

En fait, nous avons :

d\;
supri {6200} =supi{ o) | G (ko) =01
Posons :
u I w
P(k,\) = hON3 +25h4 (cos(kh) —46) N> + 120@}12 (cos(kh) + 14))\+3600E (cos(kh) —1)
Or:

PNK) =0  Vk

Nous avons donc :

ap__opan P
dk ~ ONdk ' 0k
oP
11 nous faut donc trouver ky tel que % (ko) =0
( sin(kh) =0
oP
— (ko) =0e{ M
ok 2 3
B34 + 605 h2A + 180055 =0
p P P
sin(kh) = 0
= ou
P12\ racine de X2 + 60X + 1800 = 0
\ H

Or X? 4 60X + 1800 = 0 n’a pas de racine réelle. L’unique solution est donc : sin(kh) = 0, soit cos(kh) =
+1.
Reprenons alors le polyndme P avec cos(kh) = +1 :

2
P(1,A) = KOA3 — 902 1A% + 1800 A = 0 (7.79a)
p p?

e

2
P(—1,0) =K\ — 94%};“)\2 + 1560%%12)\ ~720055 =0 (7.79b)
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Analyse par ondes planes

dont les racines, classées par ordre croissant, sont :

Y

P e {0, 42 —6v/29, 10, 30, 60, 42+6\/@}
u

Nous avons donc :
1
supii {67, (k) = gz (42+6v29)
La condition de stabilité s’écrit :

< ~0.23200 (7.80)
6(7++29)

L
h

7.3.4 Eléments finis P,

La technique est la méme que précédemment. Les calculs sont effectués avec Maple
Le tableau suivant résume les coefficients de stabilité pour différentes valeurs de r :

cfli,~ | 104082 | 0.2320 | 0.1476 | 0.1010
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Chapitre 8

Etude de I’influence du choix du maillage
au voisinage d’une interface entre deux
milieux

Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons les résultats de 1’étude précédente sur la structure fine de la solu-
tion pour étudier I’effet de la géométrie du maillage sur celle-ci. En effet, si ’on considére un do-
maine composé de différentes couches de géométries complexes associées a des propriétés physiques
différentes, deux choix s’offrent a nous :

— Le premier choix consiste a construire un maillage adapté au milieu, c’est-a-dire tel que le
pas d’espace du maillage dépende de la vitesse de I’onde en chaque point du domaine et de la
géométrie de celui-ci (voir fig. 8.1). Un tel maillage est optimal au niveau du nombre d’éléments
qui le composent et minimise donc stockage et temps de calcul. Par contre, la géométrie com-
plexe des milieux étudiées (milieux sismiques) implique une déformation non-négligeable de
certains des éléments du maillage. De plus, avec les logiciels actuels, le temps de construction
d’un tel maillage peut étre non-négligeable lors d’une modélisation.

— Le second choix consiste a considérer un pas d’espace constant sur tout le maillage et a ne
pas tenir compte la géométrie du domaine (voir fig. 8.2). Le pas d’espace est alors adapté a la
vitesse minimale de I’onde dans le domaine, ce qui implique, dans des modeles avec de fortes
variations de vitesses, un nombre beaucoup plus important d’éléments et donc un temps de
calcul beaucoup plus grand que dans le cas du maillage adapté.

Pour notre analyse, nous nous plagons dans le cas simple d’un modele infini constitué de deux couches
de vitesses différentes. En utilisant la forme de la solution donnée dans I’étude de dispersion pour un
milieu infini homogene, nous obtenons des résultats théoriques généraux sur I'erreur générée par
I’utilisation d’un maillage adapté ou non sur les coefficients de réflexion et de transmission entre deux
milieux de propriétés physiques différentes.

Comme dans le chapitre précédent, le cadre particulier de 1’analyse : milieu infini homogeéne maillé

de facon réguliere et avec le méme pas d’espace dans toutes les directions, nous permet de généraliser
sans difficulté les résultats obtenus en dimension 1.
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Etude de ’influence du choix du maillage au voisinage d’une interface entre deux milieux

F1G. 8.1: Exemple de maillage adapté (environ 3500 éléments).

F1G. 8.2: Exemple de maillage non-adapté (8700 éléments).

8.1 Dimension 1

Nous considérons un milieu bicouche 1D :

(P1,u1) Vx <xo
(P2,12) Vx> xp

(P(x),u(x)) = {
Nous avons défini dans I’introduction ce que nous entendions par maillage adapté et maillage non-
adapté. Dans le cas particulier monodimensionnel et pour I’ordre d’approximation P;, un exemple
de maillage non-adapté et de maillage adapté sont présentés dans la figure 8.3. Le premier milieu,
de densité p; et de module de compressibilité u; est représenté par un trait bleu. Le second milieu,
de densité p, et de module de compressibilité u, est représenté par un trait rouge. L’interface entre
les deux milieux est en xp. Les images des points d’interpolation du maillage sont représentés par un
disque noir et les bords des éléments par un trait noir continu.

(,01,#1) To (.023#2)

-—9o—0 6o o ¢ -

(plap'l) Zo (,02;,052)
F1G. 8.3: Dans le cas P3, un maillage non-adapté (en haut) et adapté (en bas).

Nous allons donc déterminer les conséquences de I'utilisation de I'un et I’autre des deux maillages
sur les ondes transmise et réfléchie.
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8.1.1 Dans le cas continu

8.1.1 Dans le cas continu

Rappelons tout d’abord les coefficients de réflexion et de transmission dans le cas continu, pour le
méme domaine bicouche.

Nous savons que les solutions de 1’équation des ondes peuvent s’écrire comme une superposition
d’ondes planes. Nous considérons donc une onde incidente venant de —oo. Nous cherchons alors la
solution de 1’équation sous la forme :

ei((x)tfklx) +Rei((.0l‘+k1x) VX<X()

p(x,t) = { Tei(wszx) Vx > xo 8.1)

ou R et T sont les amplitudes respectives des ondes réfléchie et transmise, et ou k; et kp vérifient les
relations de dispersion dans chaque milieu :

ki=w Py et k=W P2

My M2
La solution et sa dérivée normale pondérée par 1/p sont continues en xg. Ceci se traduit par :
1+R=T (8.2a)

1 1
—ki(1—R)=—k, T 8.2b
P1 1( ) P2 2 ( )

En injectant les relations de dispersion dans ces équations, nous obtenons :

_%2—-0 (8.32)
0, + 0}
20
=2 (8.3b)
0+ 0

ou 0] et 0, sont les impédances des milieux, définies par G; = /1;P;.

8.1.2 Cas d’un maillage adapté

Nous nous placons donc dans le cas ol I’interface entre les deux milieux coincide avec I’interface entre
deux éléments : K_; et Ky. Notons (§ jr+1)i=1.r+1 les images, sur K, des r 4 1 points d’interpolation
définis sur K. Nous sommes donc dans la configuration de la figure 8.4.

£2861 & & & & &
_____+_._._+_._._+____

(p1, 1) Lo (p2, p2)

FIG. 8.4: Cas d’un maillage adapté, pour r = 3.

Nous allons supposer que xg = 0 pour simplifier les calculs. Cette hypotheése n’aura aucune incidence
sur les résultats de cette étude.
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Par analogie avec le cas continu, nous cherchons une solution de 1’équation des ondes dans le mi-
lieu bicouche sous la forme :

Per _ al(l) [ei((mfkli_m-z) +Rei(ux+k1€_/r+1)] Vj <0,Vi=1.r+1 (8.4a)
P, —al Tl ki) Vj>0,Vl=1.r+1 (8.4b)
o, si 'on pose all) = (0(51), O(g]),...,agl)) et al? = (G( ) agz)j O(&Z)) et que I’on considere que
a §]+)1 = O(gl) et £2+)1 = O(iz), les couples (al!) k) et (a?) ky) vérifient le systéme (7.40) du chapitre 7

respectivement pour un milieu homogene (py,u;) et (P2, 12).

Posons alors :

P&il_l _ (Xl(l) [ei(wtflqi_,-m) +Rei(wt+k1§_/r+1) Vi, Vi=1.r+1 (8.52)
P, = o Teilerhatim) Vi Vl=1.r+1 (8.5b)

(1)
L’ensemble des P il
mogene (Pi,H1).
Nous pouvons donc écrire en §, avec les notations introduites dans le chapitre 7 :

d’apres leur définition, vérifie le systeme matriciel (7.11) pour un milieu ho-

1 dngl) r+1 1 r+1

N 5 I, 1)
W26 Y R, r+PY oS — kLY =0 8.6
T T UL S

(2)

L’ensemble des P il

mogene (Do, ).
Nous pouvons donc écrire, en &; :

d’apres leur définition, vérifie le systeme matriciel (7.11) pour un milieu ho-

d () r+1 1 r+1 1

1 ,
1+Z K1,(Zr+1)P(2r)+l+Z oK NP =0 8.7)

— W20
M2 ar

Dans le milieu bicouche, chaque segment du maillage étant homogene, nous avons :
2 dx=-— /¢ s =h Lo, Vi Vl=1.r+1
1 11, )
/Sj B ¢jr+ll¢jr+12dx B B /Sj ¢jr+ll¢jr+lzdx - h 5 K (11712) Vj, Vi, =1.r+1

L’équation en &; s’écrit alors :

L h? Gy i +r+111< (I,r+1)P +r+1 IK (LHP;=0 (8.8)
m e dt2 Z 1,r —r+l z 1,r | = .

Or, nous avons :

P =P, Vj<0,Vi=l.r+1 (8.92)
P =P, Vj>0,Vi=1.+1 (8.9b)
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8.1.2 Cas d’un maillage adapté

En retranchant la demi-somme des équations (8.6) et (8.7) a (8.8), nous montrons que (8.8) est vérifiée
si et seulement si :

r+1 0 r+l 0
EKrlr—l—lP —EKrl,lP
p1 4 1 ( ) r+l p1 & I, ( ) l

1r+l 2) 1r+l @)
p22K1r(l r+1)P r+l_7zK1” l I)P
=1

Or, d’apres le lemme 5 du chapitre 7, nous avons 1’égalité suivante, pour touta = 1,2 :

r+1 (a r+1 (@) r+1 (a
ZK” (Lr+1)PY,, = ZKl Q4+r—1,1)PY,, = ZK” (1,1)P,

Nous obtenons donc :

1 r+1 r+1

pllzK”“( b_ ) 721(1,11( 2_ “) (8.10)

Nous allons, a présent, chercher un développement limité de R et T sous la forme :

N
R=TYS R, +0 (Kt
,Zo” (n")

N
T=73 Th"+0 (")

(1)

b N b : z z . .
D’apres I’expression de P il donnée en (8.5a), nous pouvons écrire :

PEI) _Pgl_)l _ 0(1(1) |:ei(oot—k1€1) _|_Rei(wt+k1§1):| _ O‘gllr_z |:ei((.dl‘—k1§2+r,l) _‘_Rei(w+k1§2+r4)}

_ al(l) [ei(w—klhiz) —|—Rei(°‘”+k1h21)] _GglJZr—l |:ei(w+klhél) _i_Rei(wf—klhEl)}

Supposons r > 2 et posons :

M=r+1 si r est impaire

M=r+2 si r est paire

D’apres le lemme 10 du chapitre 7, le développement limité de O(El) a lordre r + 3 est égal au

élﬁ,,l al’ordre r+ 3 pour tout /.
Ainsi, le développement limité a ’ordre M + 1 de P;l)
I’ordre M 41 de 2ie_i°’0(1(2) sin(klhél) (—=1+R).

En utilisant le développement limité de k; donné par le théoreme 3, nous pouvons écrire :

développement limité de o

— Pgl_) ; est égal au développement limité a

. ML (=), (P
o () = 5 e § Tl (2) )
n= =
Yo L= () (o)
YRy Y W (y:) o) Ry g+ 0 (1)

n=0 ¢=0p=1 p
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De méme, le développement limité a I’ordre M + 1 de Pl(z) — sz_) ; est €gal au développement limité a
Iordre M + 1 de —2ie’i‘*”(xl(2) sin(kyh &) T, soit :
P —

Epwp<p2> alq T q—f—O(hMH)
M2

) M n q
e ior (P}z) —Pﬁ,) X Z z
2" & &

Explicitons le terme de gauche de 1’équation (8.10) :

r+1

ey R, (1,1) (P}” —Pgljl> _

n q lp_(_l)p

ou A” | a été défini dans le chapitre précédent (définition 5).

Les termes de la somme pour p paire s’éliminent. Nous utilisons les résultats du lemme 8. pour
simplifier I’équation.

Comme la plus grande puissance impaire inférieure ou égale a M est r+ 1, nous avons :

r+1

M
— Z Ry (1,1) (P< ) PQ)Z) = 2iw, /2 S n (aﬁfﬁ_l -y aﬁf;_lR,,q> +0 (B

De la méme fagon, nous obtenons :

r+1

' @ _ p ;
e ‘*”IZIKM(I,I)(PI —P)) = 21@),/#22;1 zal‘ll g+ O (RM)

Ainsi, I’équation (8.10) est vérifiée si nous avons :

(Gﬁl,i | z )—02 20(14 Ty Vn=1.M (8.11)

ol 07 et 0, ont été définis dans la section 8.1.1 par ) = /Py et 02 = \/Pati.

Exprimons, a présent, la relation de continuité de la solution, dans le cas du domaine bicouche, entre
les deux milieux. En x = 0, nous avons :

aﬁ“(uR) :agz)T

Soit, en considérant les développements limités de chacun des termes et en identifiant :
1), ¢ oM c o2
o, + Z)O(Lan,q: %anTn,q Vn=0.M+1 (8.12)
9= q=

En conjuguant les équations (8.11) et (8.12), il nous reste a résoudre :

o (ag},zl -y aﬁfgan_q> — 0! (aﬁf,il +y a(lfgan_q> Vn=1.M (8.13)
g=1

g=1
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8.1.2 Cas d’un maillage adapté

Ainsi, pour n = 1, nous obtenons :

1.0 1.0
oy 'al)(1—Ro) = 05 'al’y(1+Ro) (8.14)
Nous retrouvons bien le coefficient de réflexion dans le cas continu :
__02—0y
" 0,10

Nous effectuons alors une récurrence élémentaire : montrons que, pour tout N compris entre 1 et M —2
R,=0 VYn=1.N = RN+1:0

Nous supposons donc que R, = 0 pour tout n compris entre 1 et N. Nous pouvons alors simplifier
I’équation (8.13) écrite pourn =N +2 :

() & o) (1) &)

-1 -1 | ~1

O Ojyp1 =07 Y O Rviag =05 Oy +0, H O, Ry
q=1 g=1

RN 1.
Gllag,z)vH(l_RO)_ollag,(%RN+ =0 'a §1>\1+1(1+R )+0y O‘(l())RNH

Nous utilisons alors 1’égalité (8.14) et obtenons :

—1(1 —1 (1
—0; o\ Rw1 = 03 gRy

0 et 0, étant positifs, nous vérifions bien la récurrence.

Explicitons a présent T en reprenant 1’équation (8.12) et en utilisant I’expression de R :

n

al)_ (1+Ry) = Z Vn=1.M

Or, d’apres la remarque 8, pour tout n compris entre O et 4 1, nous pouvons prendre O(S ) =

01 ,. Ainsi, M étant inférieur ou égal a r + 2, I’équation devient :

»—/\
ﬁv

n
GLn,l(lJrR()): ZGLq,lTn,q Vn=1.M
g=1

Pour n =1, nous avons 1+ Ry = Tp.
Ensuite, nous démontrons facilement par une récurrence similaire au calculde Rque 7, = 0,Vn = 1..M — 1.

Lemme 17 Dans le cas d’un maillage adapté, les coefficients de réflexion et de transmission entre
deux milieux (P, u1) et (P2,12) s écrivent sous la forme :

0,—0

R=—""11o0(mM) (8.15a)
0 + 01

20

T=_"10() (8.15b)

0, + 0
ou
M=r+1 Si r est impaire

M=r+2 Si r est paire
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Remarque 65 En fait, nous avons démontré que le coefficient de réflexion et le coefficient de trans-
mission sont au moins en O (hM ) Toutefois, en effectuant les calculs pour r = 2..5 a ’aide de Maple,
nous trouvons exactement ce résultat.

Remarque 66 Nous aurions obtenu le méme résultat si nous avions considéré un pas d’espace
différent dans le premier et dans le second milieu. En effet, si [’on s’intéresse a l’écriture de I’ équation
(8.8) dans le cas oit I’'on a un pas d’espace h dans le premier milieu et un pas d’espace a X h dans
le second milieu, cela revient a considérer un module de compressibilité dans le second milieu égal a
W /a. La suite de la démonstration est évidente.

8.1.3 Cas d’un maillage non-adapté

Nous nous plagons donc dans le cas ou I'interface entre les deux milieux ne coincide pas avec ’in-
terface entre deux éléments mais est située a I’intérieur d’un élément du maillage : Ky. Nous sommes
donc dans la configuration de la figure 8.5. Nous supposerons que &; = 0 afin de simplifier les calculs
sans altérer les résultats.

§261 & & & & & &G & &
- —0—9—0—0—9¢—0—0 -

(p1, 1) To (o2, p2)

F1G. 8.5: Cas d’un maillage non adapté, pour r = 3.

Nous allons, comme dans le cas du maillage adapté, chercher un développement limité de R et T sous
la forme :

N
R= Rnhn + I9) hN-i-l
nZO ( )
il N+1
T=S T,h/"+0h
2 (")

Afin d’approcher au mieux 1’interface, nous considérons, dans [0, &, 1], les fonctions :

1 1 1 1 1 1 1 1
—(x) = (—)x—i— et —(x)= (—>x+
u W Ui p P2 P1 P1

Linterface se situant a I’intérieur de I’élément, il n’est plus possible d’appliquer la méme méthode que
dans le cas de I'interface entre les deux éléments. En effet, on aurait alors r + 1 équations (équations
aux §;, [ = 1..r+ 1) pour seulement deux inconnues (R et 7).

Nous posons donc :
P =al) [el(@ kg 4 geilarthg ) Vi< -1,¥l=1.r+1 (8.16a)
P =al? Tel(@ ki) Vi>1,Vi=1.r+1 (8.16b)

ou les al(l) et 0(52) vérifient les mémes propriétés que dans le cas du maillage adapté.

Les (P;),_, , restent inconnues.
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8.1.3 Cas d’un maillage non-adapté

Ainsi, en écrivant les équations aux (§;),_, , 1> hous obtenons r+ 1 équations a r+ 1 inconnues (les

P, ainsique Ret T).

Les termes de la matrice de rigidité aux degrés de libertés inclus dans des segments homogenes s’ex-

priment facilement en fonction de I%lyr comme dans le cas du maillage adapté.

Par contre, pour les degrés de libertés situés dans [§;,&,1 1], ces termes sont plus complexes. Nous

définissons alors :

Definition 8 Soit R, , (j,1) la valeur obtenue par intégration numérique de Gauss-Lobatto sur [0, 1],

de :

| NS
| @@ @de oi 5 (6= (k).

Les équations aux (&;),_; ,, s’écrivent alors :

dZP1 r+1 1 . r+1
0= 2 h” < +Z Kn(r+ll)P_r+l+ZR1rll)
(E hzwdz MR Vj=2.r
J J d2 z 1r .]7 J = 4.
1 o dPr r+1 r+11
O:Z‘H—ZhZ d2+1+ZR1,r+llPl+Z — R, (1,1 P,

Posons :

P, = ot el i) o gel(tbdien) |y v — 141

Jjr+
P, =al? Tell@htim) Vi, Wi=1.r+1

Nous avons,VI=1..r+1,P_,.; = P(jr)H etP,;, = Pﬁ)l

Considérons un développement limité des P; sous la forme :
N
e S Ph" 40 (hY)
n=0
Nous allons développer une a une les équations du systéme (8.17).
1. I’équation (8.17a) s’écrit :

dZPS ) r+1 1
dr?

1
ozth

R (1,r+1)P2),

r+1
Calculons ZK“ (r+1,1)P (,)+,

D’apres le lemme 5 du chapitre 7, nous avons :

r+1 ( r+1 ( r+1 )
ZKlr r—l—ll) r+l—ZK1r12+r—l) r+l_ZK1’"1m)P

(8.17a)

(8.17b)

(8.17¢)

(8.18a)

(8.18b)

+Z 1%ur+1z)P(2+l+R1,11 +IZR1,111
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Or, le lemme 10 du chapitre 7 et I’expression de R nous permettent d’écrire, pour N < r+1:

N o nogp 5
1 —1 n 1 p] n
Pl g e () b 30 g i
n=1 pzlp' Hi = q=
e & ()P P (1) |
£33 3 har (M)l ko
n=1 q=1p=1 p i
Ainsi
r+1 N n _N\p % N
S imte - $05 (Bl o
m=1 =1 p=1 P ' H = =

r+1 ) N
Y K (tmp e — =i\ [Plo g @l = 3 ol Riy)
m=1 M n=1 g=1

+w1&w2 h"(ain ,+ Zzalq »Ri_g) +0 (KN

M1

Les développements limités des P( ) ' etdes P§

adapté.
Identifions alors les termes de 1’équation (8.17a) pour 0 <n <2:
e n=0:
r
0=Ri, (1,10l (14+Ro)+ ¥ Ry, (LD Pro+ Ry, (1r+1)aiy)To
=
e n=1
1 R
0 = —10—000(513(1—R0)+[aglf(1+Ro)+a§13}R17r(1,1)
) :
+ Zﬁlr(l,Z)PmL[aﬁnglJraﬁT N zag?())To}er(l,r—i—l)
=
e n=>2
0 = —2;(1)1wzail())(lJrRo)—l—w(ag]f O(%Rl aglfR)
1 1 ’
L2 ia® o qWry o < o) P
+ 0)1Iu—looz(0(170+0(170R0)+R17r(1,1)ZO(Lqu_q—ir > Riy(1LDP
4=0 =
249 (_j\p £ 2
+ k) |5 3 ERw (%) 6l 5, 5 aln,
=1p=1 P J25) =N

2. Identifions a présent les termes en 4" de I’équation (8.17b), pour 0 < n < 2.
Nous avons :
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8.1.3 Cas d’un maillage non-adapté

e n=0:Vj=2.r
,
0=Ri,(j,1)al) (14 R) + S Ri, (D) Pro+ R, (jr+1) Ty (8.22)
=2

en=1:Vj=2.r

0 = [af}(1+Ro)+aio| Ris(j. 1)+ 3 Ris(il)Pry
5 = (8.23)
+ [a‘lnglJraﬂTo—iw ;0‘5%3%]13’”(”“)
2

1 R s Lo
0 = —=(&) & Pjo+R,(j1) %Gglngq%- > Ri(j,0)Pia
u £
5 (—i)? 0, (8.24)
s RGren |y sy U w( ) P q+za1;Tz ,

3. I’équation (8.17c) s’écrit :

1 a2p? o A
0=2. W o= B+ R (4 1R 4 Y Ru(rt 1P Rug(r L DR,
2 =)

r+1 2)
+ — E K N 1,1 Pr
p21 i 1 ( ) +

r+1
Calculons z Ky ( (1 l)PiJr)l
Or, le lemme 10 du chapitre 7 et I’expression de T nous permettent d’écrire, pour N < r+1:

)

@) i e e ()P vy (P27 )
Pr+le = Zh Z z ' (1+El) W’ alq pj;l—q
n=1 q=1p=1 p: H2
N n )
+ 3 1Y al) T, +0 (V)
n=0 ¢=0
Ainsi :
r+l1 N no4 ()P r+1 . %
PR E S YD1 CO'S Ry, (L) (1+ 876 (p) a? 71,
n=1 qg=1p=1 p =1 H2
N n 2
FY S a0 5 0 ()
n=0 ¢=0
Or, nous pouvons ecrire
r+1 r+1 )4
S R (L&Y = K (1) S (D=8 = 5 (-1)cga
=1 =1 k=0 k=0
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(p)!

NP —
ou:C, = K(p—h)!

En utilisant alors le lemme 8 du chapitre 7, nous obtenons :

> Kir (LD (1+8&)" = =p[1+6i(p~1)]

Nous obtenons donc, en utilisant cette égalité et les résultats du lemme 8 :

r+1 N 9 (_;\p 5
(2) —iwx n (i) A P2 (2)
EK,I,ZP,e _—EhEE pll+o(p—1 w”()a _ T

< N (1) )
Les développements limités des P rel €t des P il
adapté.
Identifions alors les termes de 1’équation (8.17¢) pour 0 <n <2:

sont les mémes que dans le cas du maillage

e n=0:

.
0=Ri,(r+1,1)al(14+Ro) + ¥ Re1, (L) Pro+ Ry, (r+ 1,r+1)ai)Ty  (8.25)

en=1:
,
0 = [GSQ(1+RO)+G(1}())}R\1J(F+171)+Zﬁl,r(r+lyl)Pl7l
5 ] (8.26)
; [agzgmagzgro_m P ggTo} Ruilr L+ 1)+ wal,
’ 2
e n=>2
5 = () - 5
0 = —2#2 O ATy + Ry (r+1,1) zal Rog+ ZRL,(H—I,Z)P,@
S a2 ) (8.27)
+ R (r+1,r4+1) o+ > 07T :
1. ( ZPZI <H2> lg—p'2—q qZO 1,q12—q
1 A
+ 100 C((l())Tl—i-l(.O G(2%T0+(1+031)Q)2;G§%())T0
a
En additionnant les équations (8.19), (8.22) et (8.25), nous obtenons :
(1) r+1 r r+1 r+1
0= 0( o(1+Ro) z +ZP102R1,(],Z)+0(10T02R1, (j,r+1) (8.28)
j=1 =2 Jj=1
r+1 R
Lemme 18 ZRL,(j,l):OVj:l..r—H
=1
> PREUVE DU LEMME 18 : Voir annexe E.1. <
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L’équation (8.28) est donc toujours vérifiée.

En additionnant les équations (8.20), (8.23) et (8.26), nous obtenons :

.1 .1 N
0 = —i—wal)(1-Ry)+i—walyT+ [al| (1+Ro) +aly] ¥ &1,(7,1)
0'1 5 0'2 s ) 5 j:]
- s —_ (8.29)
P . . 2 A .
+ P S R+ |:G(1!())T1+G(173To—1(0 aggro} Riy(jyr+1)
= = ’ H2
Ce qui nous donne, avec les résultats du lemme 18 :
Lo 1Ry = La@ (8.30)
o; D10 g, 10

Le systeme composé des r — 1 équations (8.22) et de 1’équation (8.19) s’écrit :
r
0=Ri,(j.)afy(1+Ro)+ 3 Ri,(j.DPro+ Ry, (jor+ DaiyTo  Vj=1.r (8.31)
=
D’apres la démonstration du lemme 18 détaillée dans I’annexe E.1, les termes de la matrice Rl,r( J,1)
s’écrivent :

A 1 / A 1 ! l z .
Rui) == 6(0)8 6 [p@] @) Vil=l.r

Posons alors :

L~ 1.7 .
Ty, (j,1) = —Gy Le)(pj] (&) Vil=1.r
Le systéme (8.31) peut alors se mettre sous la forme :
1

A 1
Ty,X = —Bangoer—q:aﬁg(HRo) (8.32)
’ 1

)

— B= (R, (1,r+1),Ry ,(2,r +1),....R1 ,(r,r + 1)),
— ®= (61(0),2(0).....8,(0)) "

Nous pouvons démontrer que :

X = (aglg(l+RO),P270,...,P,,0) ,

Lemme 19 Tl,r est inversible.

> PREUVE DU LEMME 19 : La démonstration s’effectue de la méme maniere que pour le lemme
6 du chapitre 7. Elle est détaillée dans 1’annexe E.2. <

1 2
5.3, G(l ()), Ro et Ty.

)

Ainsi, il existe un unique (r — 1)-uplet (Pjo),_,  vérifiant (8.32) et dépendant de o
Si I’on inclut alors les expressions des P; o dans la premiere équation du systeme matriciel (8.32), on
montre qu’il existe un unique vecteur X vérifiant (8.32).
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Nous avons donc démontré qu’il existe une unique solution (R, P2, ...,P.) vérifiant (8.31).

Or, d’apres le lemme 18, O(ngo = O(%(l +Ro) =Pjp, Vj=2.r, estsolution du systtme matriciel.

Nous obtenons donc, grace a I’égalité (8.30) :

O, —0
Ro— 2—0]
02+ 0y
20
Ty=——>
0, + 01
202,
Po= a
b0 oy +0; 10

Nous avons vu, en remarque 8, que, pour tout n compris entre 0 et r + 1, nous pouvons prendre

o ‘o ol : 1 2 1 2
0(% ,1 = O(E ,1 a1 4. Ainsi, r étant supérieur ou égal a 1, nous imposons O(E’(% = ag,g et 0(572 = 0(571). En

utilisant les expressions de Ry, Ty et P; o, I’équation devient :

20, "Il 1 1 1 20
2 z (E]) —100(R1—|— T]>+Q)2 2
02 +01 S u o1 02 w  02+0;

Supposons que R; = T = 0. Nous avons alors :

r+1 1 . 1 833
lelu(zj)w M2 (8.33)

1
Or, la fonction — (x) étant un polyndme de degrés 1, nous avons :
u

S N Lrr1 o1 1 1/1 1 1 1/1 1
£ L (G ) -1
=T 0 M2 My u1 2\ o 2\
L’équation (8.33) est donc vérifiée si et seulement si y; + up = 0, ce qui est absurde.
R ou T} sont donc non-nuls.

Lemme 20 Dans le cas d’un maillage non-adapté, les coefficients de réflexion et de transmission
entre deux milieux (P1,u1) et (P2,12), si l’on considére un lissage des parametres sous la forme d’une
application linéaire dans la zone de transition, se mettent sous la forme :

O, — 0
R = O(h 8.34
= (h) (8.34a)
20,
T = O(h 8.34b
e (h) (8.34b)

Remarque 67 En fait, par maple, nous avons aussi trouvé cette erreur sur les coefficients si I’on
considere un saut des fonctions u et p des valeurs respectives y; et Py a o et P
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8.2 Dimensions supérieures

Nous pouvons, a présent, étudier I’erreur sur les coefficients de réflexion et de transmission générés
par I'utilisation du schéma numérique en milieu hétérogeéne, en dimension d.

Contrairement au cas 1D, nous effectuons I’étude uniquement en maillage adapté : nous avons vu
que l'utilisation d’un maillage non-adapté dans le cas monodimensionnel génére une erreur sur les
coefficients de réflexion-transmission en O (h). Les coefficients de réflexion-transmission dans le cas
multidimensionnel pour un maillage non-adapté ne peuvent &tre approchés de maniere plus précise en
dD qu’en 1D.

Nous ferons I’étude sur le milieu bicouche représenté dans la figure 8.6 et défini par :

Vx; <0

R S B

Le fait que I'interface entre les deux milieux soit située a x; = 0 ne modifie pas les résultats.

(pla,ul) CE£=0 (p2,,u2)

F1G. 8.6: Probléeme continu.

8.2.1 Dans le cas continu 2D

Rappelons, tout d’abord, les coefficients de réflexion et de transmission dans le cas continu 2D.

Nous cherchons une solution de I’équation des ondes sous la forme :

(X t) _ ei((;)l—k;,,~x) _'_Rei((;)l—k,ex) VX] < 0
PX, Tel(w—kix) Vx; >0

ou kj,, K, et k;, sont les vecteurs d’onde respectivement associés a 1’onde incidente, I’onde réfiéchie
et I’onde transmise. Ils vérifient donc les relations de dispersion dans chaque couche :

(8.35)

Kin| = [Kre| = z]‘ et [k = /2

M2

Posons :
Kin = |kin| (c0s6;y,sin0;,) et Kk, = |k | (cosB;,,sin6;,)
La loi de Descartes nous permet d’écrire :

Kye = |Kin| (—cos 8y, sin0;,)
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La solution et sa dérivée normale pondérée par 1/p sont continues en x; = 0 pour toute valeur de x.
Ceci se traduit par :

|Kin| sin6;, = |Kk,,| sin6,, (8.36a)
| +R=T (8.36b)
1 1
— |Kin|cos8;, (1 —R) = — |K;r|cos6,,. T (8.36¢)
P1 P2

En injectant les relations de dispersion dans ces équations, afin d’exprimer cos 6;, en fonction de 6;,,
nous obtenons :

o 2
1—=L 1+<1—C§>tan28m
(6] (o
R= (8.37a)
2
o
14— 1+<1—C§)tan2e,~n
2
T = (8.37b)
2
(6)
1+ L 1+(1—C§>tan2e,~,,
ou 0] et 0, sont les impédances des milieux et ¢ et ¢; les vitesses, définies par ¢; = ’ui.

i

8.2.2 Cas d’un maillage adapté 2D

Nous nous placons donc dans le cas ou I'interface entre les deux milieux coincide avec I’interface
entre deux éléments. Nous sommes donc dans la configuration de la figure 8.7.

(}013E #1) 3351:0 (0215 N2)

FIG. 8.7: Cas d’un maillage adapté 2D, pour r = 5.

Par analogie avec le cas continu, nous cherchons une solution de 1’équation des ondes dans le milieu
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bicouche sous la forme :

Pia=a il kg ) | poi(erkedy ) Yj1 <0,¥jo, V1€ {1.r+1}> (8.38a)

Pj = al(z)Tei("’"‘f"Ew) Vji>0,Vjo, V1€ {l.r+1}2 (8.38b)

Notons k;;, = (Kin(1),kin(2)), ke = (Kre(1), K (2)) et Ky = (kg (1), ki (2)).
Les deux vecteurs k;, et k,, vérifiant la relation de dispersion dans le milieu (P, ), nous avons :

Kin(1) = =Kk (1) et Kkin(2) =Kk.(2) (8.39)
Par continuité en x; = 0, nous avons :

(1) e—iki,,-

A 0t 4 Re Re St | — q@ e ®r8omran v V= 1.r (8.40)

(1712)

soit, en utilisant le fait que k;;(2) = K (2) :

e

(lylz)efikm(l) Ejnrtly (1+R) = G(? Te kir(2)&jyriny Vja, Vb =1.r (8.41)

(Lh)

Ainsi, pour j, =0etl, =1, ’équation (8.41) s’écrit :

1 2
aly (1+R) = a7 (8.42)
Nous pouvons alors simplifier I’équation (8.41) sous la forme :
aV a?
— ek @Ry — e @ Wl = 1. (8.43)
A %
Ceci implique (en posant jo, =1etlh =1):
kin(2) =k, (2) (8.44)
et (en reportant (8.44) dans 1’égalité (8.43)) :
(1) )
G(IJZ) — a(laIZ) (8 45)
(n ) '
Ao Yy
Posons a présent :
Pj’L)H _ al(l) ei((.otfkin- jr+l) _i_Rei((A)l*km' jr+l) Vj7 vl c {1r+ 1}2 (8463)
Pl =aT (kg ) Vi, vl {1.r+1}? (8.46b)

Nous avons donc, d’apres le systeme (8.38) :

P =P, Vi1 <0,¥jp, Ve {1.r+1}2
P =P, Vji >0,V V1€ {l.r+1}2

Introduisons les matrices K5 , et D5, :
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Definition 9 Vly, 1y erl, € {1..r+1}*

R GL

Dy, (lp) = /[01 (61,)°d (8.47a)
. GL
K, (k) = /[ L Oy, - Oy, dX (8.47b)

)

GL
ou / ,est la valeur de l'intégrale par intégration numérique de Gauss-Lobatto sur [0,1]%.
[0,1]

Ainsi (lemme 13), nous pouvons exprimer D , et K> , en fonction de [)ZJ et k27r :

1 N
D5 »(my,my) =h? ; Sumy Z Dy (1) (8.48a)

jez?|Ae{1..(r+1)}*, my=jr+l

1 N
K> (my,mp) =— K>, (11,12) (8.48b)
JE€Z23, Le{l..(r+1)}, my=jr-+l; my=jr+l;

Comme dans le cas 1D, d’apres la définition de P! et PP, nous pouvons dire que P vérifie les
équations en E(l_mz) si et seulement si cette méme équation a laquelle on soustrait la demi-somme des
équations vérifiées respectivement par P() et P) en &(1,m,) €St Vérifiée, soit si:

E(2)

Y 2 Vi=(0,)2), V1= (1,h), b= 1..r (8.49)

jr+1

ouE (rll provient de I’écriture des équations aux &;,,; situés a I'interface entre les deux milieux si’on

con31dera1t un milieu homogene (Pg, iy ).
Nous avons :

PuE = Y R (LD mPL+ S o ((re Pl
me{l..r+1}2 me{l..r+1}?

- Z [%2-,r((r+17r+1)’m)P81)*17j271)r+m
me{l.r+1}?

_ Z I?Lr ((r+1, 1)7m)PEj‘])—l,jz)r+m
me{l.r+1}?

pBfh= Y Kor((Le)mP = S Ko+ LR)LmPE
me{l..r+1}? me{l..r+1}?

Or, nous avons :

Lemme 21 Pour tout j = (jp) ,_; 4 € {l..r+ 1} etl = (Ip)pmyg €{Lr+ 1}

U

Da,(3) = [ D1.-Uip) (8.50a)
p=1
d A

Kar ()= Kir(pslp)  []  D1rlig)d, (8.50b)
p=1 q=1..d,q#p
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8.2.2 Cas d’un maillage adapté 2D

> PREUVE : Elle s’effectue de la méme maniére que celle du lemme 12. Nous ne nous attarderons

pas sur le sujet. <
Nous pouvons alors simplifier les expressions de J(rJ)rl
— Pourl=(1,1):
( ) R r+1 (@) . r+1 . (@)
pa jr(1,1) — Dl,r(l) Z Kl r(l ml)PJr+(m1 1)+Dl,r(1> Z Kl,r(lymZ)Pjr_,'_(]’mz)
mi=1 my=1
R r+1 (@) R r+1 (@)
+D17r(1) z Kl r(l ml)Pjr-l-(ml 1 —|—D1’r(1) z K] r(r—l—l mz)P(jl =1 (1m)
mi=1 my=1
. r+1 (@) . r+1 (@)
=Dir(D) 3 Kiolrt Lm)PG iy = Drr(D) 5 Kis(r Lma)B Gy,
my=1 my=1
. r+1 (@) . r+1 . (@)
—DL,,(]) ZlKl r(r—i—l my )P( Ii=1,ja)rH(m, 1) —Dl’r(l) ZIK1=r(1’m2)Pjr+(l,mz)
my= my=

Les sommes sur m; s’annulent deux par deux et il nous reste :

r+1

=2D,(1) § [Kl ,(1,m;)PY

jr+(my,1) Kl r(r+1 ml)P( i

(1—1,j2)r+(m1,1)
mi=1

Or, d’apres le lemme 5, Ielﬂ,(r#— l,m) = I%L,(l, 2+ r—my). Par un changement d’indice sur le
second terme de la somme, nous obtenons :

£@ A 2 (@) ()
PaE; (1 1) =2D1,(1) lel,r(lvml) |:Pjr+(m|,l) PJr-l—(Z m.,l)]
mi=

— De méme, pourl = (1,5), [, =2..r:

r+1 r+1
Pa J<r+l D17r(lz) Z K] r(l ml)Pﬁri(m 12)+D1,r(1) z Kl,r(llamZ)PJg;lJ)r(Lmz)

mp=1 my=1
. r+1 (a) . r+1 . (@)
— D ,(h) Z Ki,(r+1,m)P — Dy (1) Z Ky, (lL,m)P:"

(J] l,]z)r+(m1 lz) _]V+(1 mz)
mp=1 my=1

Les sommes sur m, s’annulent et il nous reste :
r+1

EW A (a) (a)
pa jr+l — Dl:r(lz) Z [Kl r(l ml)PJr+(m1 L) Kl r(l"—l—l ml)P( J1—1,j2)r+(m lz):|

mp=1

Toujours d’apres le lemme 5, 1317,(r+ IL,m) = 1317,(1,2 +r—my). Par un changement d’indice
sur le second terme de la somme, nous obtenons :

r+1

( ) 3 o (a) (a)
PaE il Dl,r(lz) Z Kl,r(Lml) [Perr(mhlz)_Pjr+(27m17lz)

mp=1
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Le systéme (8.49) peut donc s’écrire sous la forme, Vjet Vi, = 1..r:

1 r+1

P (1 )
a lel’r(l’ml) |:Pjr+(m1,lz) 7Pjr+(2—m1,lz)}
my=
= (8.51)
LS ¢ @) @)
72 ZlKl’r(l’ml) [Perml,lz) _Pjr+(2*m1,lz)}
my=

Nous allons essayer de réduire le probléme (8.51) a un probléme a une dimension. Pour cela, nous
allons utiliser I’égalité (8.45) qui nous dit que :

(1 (2)
o a

((11-,)12) _ ((12-,)12) Vjs,Vlh=1.r (8.52)
Qo Yo

Divisons le terme de gauche de I’égalité (8.51) par le terme de gauche de I’égalité (8.52) et le terme
de droite de I’égalité (8.51) par le terme de droite de 1’égalité (8.52). Nous obtenons :

M
L%y & () (1)
a a(l) ZlKl,r(laml) |:Pjr+(m1,lz) _Pjr+(27m1,12):|

(1,) ™=

= (8.53)
1 Gg)l) r+1 ) )
, 5 2 2

&a(z) ZIK“(I’”“) |:Pjr+(m1,lz) *Pjr+(2—m1,zz)}

(1,12) m=

Reprenons, a présent, les expressions de P et P2,
— D’apres 1’équation (8.46a) et en utilisant le fait que k;(2) = Kk,.(2) (équation (8.39)), nous

avons :
(1) (1) .k[n 2 E r — (1) i *kin 1 E r+m i 7kre 1 E r+m
[Pjr+(m1,lz) _Pjr+(2_m1,lz) el ()&, — a(ml,lz) |:e1(wr (D &jyr+ 1) —|—Rel(00t (D &jyr+ 1):|

— aE;lmhlZ) |:ei(wt*kin(l)zjlr+27ml> +Rei(m*kre(1)zjlr+2—ml):|

— D’aprés ’équation (8.46b) et en utilisant le fait que k;;(2) =k;-(2) (équation (8.44)), nous
avons :
2) (2) iKin(2)Ejyriry — o (2) i( k(1)) .,
Pjr+(m1,lz) _Pjr+(27m1=lz)} eln@ it = C((m17lz) Te ( " ])
) (k)& .,
B a(Z—m1,lz) Te ( e l>

En introduisant ces expressions dans 1’égalité (8.53), nous obtenons :

r+1

Loy & S 5(1) L @ - 22 50)
—a Ri,(1,m) By - | = —a Ry, (1,my) By —P 8.54
pr (LD mlz:l tr 1)[ ! 2 1} py (LD mIZZI 1 ( 1)[ I 2 1} (8.54)
ou :
5 _ (1) M\ (ki (D& rom i@k (1)E v om : _
Pj1r+m1 _a(rn|,lz) (a(l,lz)> [e((ﬂf ( )511 1)_|_Re(wt+ ( )E;l+ 1)} V]l,le—l..r—l—l
5(2) _~®@ @\ (= (D im . _
ler+m1 - a(m.,lz) (a(l,lz)> Tel(w (s ]) Vi,Vm=1.r+1
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Or, d’apres le théoréme (4) démontré dans le chapitre 7.2.2, nous avons :

o'k = af[k] <o) [ka] V1€ {l.r}?
O(lm k] = 0‘1(12) [k1] < O(l(;)[kz} Vie {1.r}?
PU etPP e dépendent donc pas de /
Jir+m Jir+my 2.

Nous nous sommes donc rapportés a un probleme monodimensionnel équivalent au probleme (8.10)
avec k et k, respectivement remplacés par k;;, (1) et k,, (1).

Ainsi, si I’on reprend le calcul des coefficients de réflexion et de transmission en dimension 1 et dans
le cas d’un maillage adapté avec :

{kl = |km|cos(6m)
ky = |ky|cos(6,)

nous obtenons les coefficients (nous ne détaillerons pas les calculs qui sont identiques a ceux effectués
dans la section 8.1.2) :

02 (c05(8,)”" =01 (cos(@) ", un
02 (cos(8,,)) " + 01 (cos(8;,)) !
20, (cos(G,r)Y1
(

M
Gz(cos(e,r))fl—i—ol cos(em))71+0(h )

ou M =r+1 sirestimpaire et M = r+ 2 sinon.
Ces coefficients s’expriment aussi sous la forme :

( o cos(6;)
0, cos(6;,) M
1 gcos(@,r) +0(h )
0, cos(6;)
_ 2 M
T = o1 cos(6,) +0 (h™)
L 0, cos(6;)

Exprimons cos(6,,)/cos(6;,) en fonction de 6;, et des propriétés physiques des deux milieux. Nous
avons vu que que K;, (2) =k, (2) (équation (8.44)). L’onde transmise se propageant dans le milieu
(P2,42), la premiere composante de k;, et la premiére composante de K, sont de méme signe. Nous
pouvons donc écrire :

cos(6;,) cos2(6;,)

cos(8;,) |/ cos2(8;,)

Or:

cos?(6,,) 1 —sin®(6;,)
cos2(8;,)  cos2(6;,)
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De plus, ki, (2) =k (2). Nous avons donc :

1— in sin?(6;,)
co(8,) i, O
cos2(6;,) cos2(6;,)

= 1 +tan*(8;,) — i tan®(8;,) =1+ ( 1— i tan’(8;,)
- 1203 |ktr|2 m) — ‘ktryz 1203

D’apres le théoreme 3 et le lemme 16 démontrés au chapitre 7, nous avons les développements limités
suivants :

O — & 2r :9 2r
Kin| = M+0(h ) C%+O(h )

2.0 () = 92 +o(r)

|ktr| =W/ —
H2 (&)

Nous pouvons en déduire un développement limité de cos(6;,)/cos(6;,) :

" 1/2
COS(etr) _ |:1 + (1 - ‘km‘ >tan2(ein):|

cos(6;,) Kk |?
2 1/2
) 2 2r
1
¢ 2
=4/1+ l—c—2 tan?(6;,) + O (h*")
1
et retrouvons donc le méme ordre d’erreur pour les coefficients de réflexion et transmission que dans
le cas 1D.
2
- 1+<1—C§>tan26,-,,
R—— 2 a +0 (i)
(e} C% 9
I+ —4/1+(1—-5 |tan*6;,
2 M
T= +0 (n")
(e} C% 2
I+ —4/1+(1—-5 |tan*6;,
(6] 1
avec
M=r+1 si r est impaire
M=r+2 si r est paire

8.2.3 Un exemple numérique 2D

Considérons un milieu bicouche (fig. 8.8). Nous pouvons mailler ce domaine de deux fagons différentes :
tout d’abord, en ne considérant que la topographie du milieu et en maillant le domaine de facon

180



8.2.3 Un exemple numérique 2D

réguliére, ou alors, en créant un maillage dont les mailles suivent la géométrie des différentes couches
présentes dans le milieu (fig. 8.9).

I

IT Tt
T I
T T

F1G. 8.9: Un exemple de maillage non-adapté (a gauche) et adapté (a droite) du modele bicouche.

Nous allons comparer les résultats donnés par chacun de ces deux maillages. Nous considérons donc
une impulsion au milieu de la topographie (frontiere supérieure du domaine), pour une fréquence
donnée. La réponse du domaine a cette impulsion est étudiée pour un récepteur situé sur la surface,
pres de la limite gauche du domaine. La topographie est une surface libre alors que nous imposons
des conditions de Dirichlet aux trois autres bords verticaux et horizontaux du domaine.

Avant de visualiser les résultats, vérifions que la déformation du maillage n’a pas d’impact signifi-
catif sur la solution. Pour cela, nous supposons que c¢; = c3. Les traces obtenues sont représentées
dans la figure 8.10. Nous n’observons pas de différences entre les deux traces et négligeons donc les
effets de la déformation du maillage sur la solution.

Les solutions, dans le cas de deux vitesses différentes (c; = 3500m.s~! et ¢, = 5500m.s~ 1), sont
données par la figure 8.10. Les différences sont significatives.

D’apres 1’étude précédente, nous savons que le maillage adapté permet une meilleur approche de
la géométrie du domaine. Comparons donc les résultats donnés par le maillage adapté et son maillage
raffiné, ainsi que les résultats donnés par le maillage non-adapté et son maillage raffiné. Pour construire
chaque maillage raffiné, nous divisons chaque quadrangle du maillage initial en quatre. Les résultats
sont donnés dans la figure 8.11. Ainsi, nous pouvons dire que la solution donnée par le maillage adapté
est une solution qui a convergé alors le maillage non-adapté doit étre encore raffiné pour donner une
solution satisfaisante.

Cette expérience illustre bien les résultats de 1’étude précédente.
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Etude de ’influence du choix du maillage au voisinage d’une interface entre deux milieux

st = T T —
sooooo |- I B 200000 '
| A
200000 |- 1 4
accooo | 1A
100000 |- 4
e |
L TR g, S
< Y SRVt g S S TNATR '
- . | WAy
S— | i
200000 |- |
_erexnens
o | i
_acoooo | | 4
oo |l |
—accooo - I | 4
BOOOOO 1 i
- 500000 [~ i ot
Leioo cooo0o
o o= ! 1z T 1o 1e 2 o o= ! P P pers T =

FIG. 8.10: Solution pour le maillage adapté (en rouge) et le maillage non-adapté (en vert), dans le cas
oll c; = ¢ (a gauche) et ¢ # ¢; (a droite).
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F1G. 8.11: Comparaison des résultats donnés par le maillage et son maillage raffiné, pour le maillage
adapté (a gauche) et le maillage non-adapté (a droite).
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Chapitre 9

En acoustique

Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons les études effectuées dans les premieres parties de ce mémoire et les
appliquons a des modeles synthétiques.

Dans un premier temps, nous nous concentrons sur la validation du code de modélisation par éléments
finis mixtes spectraux de la propagation d’ondes en milieu acoustique. Pour cela, nous considérons
le cas simple d’un domaine bidimensionnel constitué¢ de deux matériaux de propriétés physiques
différentes séparés par une interface horizontale. Nous considérons une surface libre sur la limite
supérieure du domaine et utilisons les PMLs sur les trois autres c6tés pour modéliser le fait que le
milieu est infini. Le cadre de cette étude nous permet de calculer de facon analytique la solution du
probleme. Nous comparons alors cette solution a celle obtenue par la méthode des éléments finis
mixtes spectraux.

Dans un second temps, nous étudions I’effet d’une explosion sur la topographie d’un modele réaliste
2D : un modele Foothills. Celui-ci est constitué d’un trés grand nombre de milieux de propriétés
physiques différentes et de géométries complexes. Il permet de montrer 1’aptitude de la méthode a
résoudre des modeles complexes et réalistes de grande dimension. Les résultats montrés dans ce cha-
pitre semblent cohérents mais sont difficiles a analyser.

9.1 Quelques résultats de validation

Nous nous intéressons a la validation du code de résolution par éléments finis mixtes spectraux de
I’équation des ondes 2D. Pour cela, nous nous placons dans le cas d’un domaine hétérogeéne constitué
de deux milieux de propriétés physiques différentes. L’étude effectuée consiste alors en la comparai-
son des temps d’arrivée de I’onde et de ses amplitudes a des expressions analytiques de ceux-ci. Nous
avons choisi un tel domaine pour plusieurs raisons. Tout d’abord, il permet de vérifier la cohérence des
résultats en milieu homogene (avant que 1’onde ne touche I’interface). Ensuite, en faisant intervenir
une interface plane entre deux milieux de propriétés physiques différentes, nous pouvons comparer
les coefficients de réflexion et de transmission obtenus par discrétisation aux coefficients de réflexion
et de transmission théoriques. Enfin, tout domaine constitué de plusieurs milieux est une combinaison
de différents milieux du méme type que le milieu hétérogene considéré ici. Nous nous sommes res-
treint au cas ou I'interface est plane afin de simplifier cette étude : des expressions analytiques de la
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solution sont beaucoup plus difficiles a exhiber dans le cas d’interfaces chahutées. Ce milieu permet
donc d’avoir un apercu du bon comportement (ou non) de la méthode de résolution sans pour autant
générer des calculs trop complexes.

Considérons donc le domaine hétérogene constitué de deux milieux de propriétés physiques :
— milieu 1:p; = 2Kg.m*3 et u; =8 Pa (donc ¢ = 2m.s7 1),
— milieu2: p, = lKg.m_3 etuy = 1Pa(donc ¢; = Im.s™1).

L’interface entre ces deux milieux est horizontale, située a une profondeur de 15m par rapport a la
limite supérieure du domaine (topographie) qui est définie par x; = 0. Nous supposons que le do-
maine est infini et nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans le carré [Om,25m] x
[—25m, Om].

Pour toutes les simulations, les données initiales sont nulles et 1’on considéere une source :

fOx,1) = h(1) g(lx —xs])
ou £ est un Ricker d’ordre 2 en temps, de fréquence centrale fo = 1Hz :
— [21R(fof — 1)2 — 1] e TE(for—1)?
h(t) = [210(for —1)* = 1] e : 9.1)

La fonction g(|x —xs|) est une gaussienne centrée en xs = (5Sm, —9m) et distribuée sur un disque de
rayon ro = Im de la forme :

e~ Tlx—xs|/ro

g(jx—xs]) = — 9.2)
0

Remarque 68 Dans le systeme mixte sur lequel est basée la méthode, la fonction source F est la
primitive en temps de f.

Nous entourons donc le domaine d’intérét par des PMLs d’épaisseur 4m.

Nous considérons une premiere ligne horizontale de 47 récepteurs situés en x, = —14.5m et régulierement
distribués entre x; = Im et x; = 24m. Ce premier groupe de récepteurs est donc entierement inclus
dans le premier milieu et situé pres de I’interface entre les deux milieux. De méme, nous considérons
une seconde ligne horizontale de 47 récepteurs situés en x, = —15.5m et régulicrement distribués
entre x; = 1m et x; = 24m. Ce second groupe de récepteurs est donc entierement inclus dans le se-
cond milieu et situé symétriquement au premier groupe de récepteurs par rapport a I’interface.

Le cadre de I’expérience est résumé dans la figure 9.1. Nous y avons représenté les récepteurs et I’in-
terface entre les deux milieux. Les PMLs sont en gris.

Nous utilisons le code de résolution par éléments finis mixtes spectraux (EFMS) Qs. Nous construi-
sons un maillage adapté aux vitesses a deux éléments par longueurs d’onde. Ce maillage est représenté
dans la figure 9.2.

Nous représentons, tout d’abord, la pression calculée dans le domaine a différents instants dans la fi-
gure 9.3. L’interface entre les deux milieux est représentée en bleu et les récepteurs en noir. La forme
de I’onde est cohérente.
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9.1 Quelques résultats de validation

recepleurs superieurs

recepteurs inferieurs

95m | 55m
0.5m0.5m

F1G. 9.1: Domaine d’étude pour la validation acoustique.

F1G. 9.2: Maillage utilisé pour I’expérience de validation acoustique.

i b
A

e

t=2s t=6s t=12s t=18s

F1G. 9.3: Pression obtenue dans le domaine par EFMS, a différents instants.
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9.1.1 Récepteurs supérieurs

Nous obtenons le sismogramme représenté dans la figure 9.4 pour la ligne de récepteurs située dans
le premier milieu. La premiere arrivée enregistrée est 1’arrivée directe de 1’onde de la source aux
récepteurs. La seconde arrivée provient de la réflexion de 1’onde sur I’interface entre les deux milieux.
Cette arrivée est indifférentiable de la premiere arrivée du fait de la proximité de la ligne de récepteurs
par rapport a I'interface entre les deux milieux. Enfin, la troisiéme arrivée (la seconde reconnais-
sable sur le sismogramme) provient de la réflexion de I’onde sur la topographie. Elle est elle-aussi
indifférentiable de sa réflexion par I’interface.

Distance horizontale en métres
5 14 s =

MOI0OOMn 30 TIm=-
h Y
h ¥
b Sl
b Tl
2
-
2
-
MOoI00OMn IO WOId—

1' 4129

{{{
1'4'1'1'1'1’;’ ;’ e

Scder 1 mm = 2 19E+04
EFMS — récepteurs supérieurs en hétérogéne

oV

P >
[

a¥
W

FI1G. 9.4: Sismogramme obtenu par EFMS sur les récepteurs supérieurs.

Afin de différencier les arrivées et leurs réflexions par I’interface, nous calculons, pour chacun des
récepteurs, la valeur de la pression au cours du temps pour le méme domaine en milieu homogene de
densité p; et de module de compressibilité y;. Le sismogramme obtenu est représenté dans la figure
9.5. Les deux premieres arrivées correspondent donc a I’arrivée directe de ’onde (uniquement) et a
I’onde réfléchie par la topographie.

En faisant la soustraction de ce sismogramme au sismogramme obtenu aux mémes récepteurs en mi-
lieu hétérogene, nous obtenons uniquement les ondes réfléchies par I’interface entre les deux milieux :
celle de I’arrivée directe et celle de I’onde réfléchie par la topographie (voir figure 9.6).

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a la vérification des temps et des amplitudes de ces trois
premicres arrivées.
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9.1.1.1 Etude des temps d’arrivée aux récepteurs

Distance horizontale en metres
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F1G. 9.5: Sismogramme obtenu par EFMS en milieu homogene sur les récepteurs supérieurs.
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EFMS — ondes réflechies par linterface

F1G. 9.6: Sismogramme obtenu par soustraction du sismogramme 9.5 au sismogramme 9.4.

9.1.1.1 Etude des temps d’arrivée aux récepteurs

Intéressons-nous tout d’abord aux temps d’arrivée. Nous nous basons sur le schéma représenté dans
la figure 9.7 qui tient compte de la loi de Descartes sur les angles des ondes incidente et réfléchie par
une interface. Ainsi, pour une onde réfléchie par la topographie ou I’interface entre les deux milieux,
tout se passe comme si le rayon provenait d’un point source image de x; par symétrie par rapport a la
surface réfléchissante.
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9m

topographie

FIG. 9.7: Trajets des 3 ondes étudiées partant de la source et arrivant a un récepteur x,

Calculons les temps d’arrivée a un récepteur d’abscisse d par rapport a la source :

— arrivée directe : le temps que met 1I’impulsion pour parcourir la distance entre le point source et
le récepteur vaut vd? + 5.5 /cy,

— seconde arrivée : le temps que met I’impulsion pour parcourir la distance entre le point source, se
réfléchir sur I’interface entre les deux milieux et arriver au récepteur vaut \/ d>+(5.5+0.5)%/cy,

— troisieme arrivée : le temps que met I’impulsion pour parcourir la distance entre le point source,
se réfléchir sur la topographie et arriver au récepteur vaut \/ d?>+(2%x9+5.5)%/cy.

Nous représentons dans la figure 9.8 les temps d’arrivée théoriques de ces trois ondes. En abscisse,
nous avons représenté 1’abscisse des récepteurs et en ordonnée le temps.

12

1 6 1 1 1 1

F1G. 9.8: Temps d’arrivée théoriques aux récepteurs supérieurs.

Nous retrouvons bien les temps associés aux trois premieres arrivées de 1’onde aux récepteurs (il faut
regarder le temps d’arrivée du début du signal) représentés dans les figures 9.5 et 9.6.

190



9.1.1.2 Etude de ’amplitude des ondes

9.1.1.2 Etude de I’amplitude des ondes

Intéressons-nous, a présent, a I’amplitude des trois arrivées de I’onde aux récepteurs du premier mi-
lieu. Pour cela, nous utilisons le fait que 1’énergie se conserve dans le domaine au cours du temps.
Nous supposons que la source envoit une énergie unitaire. Calculons les amplitudes pour un récepteur
d’abscisse d par rapport a la source :

— arrivée directe : pour ce récepteur, I’énergie de I’onde est distribuée sur un cercle de rayon [ =
Vd?+5.52. Lamplitude du signal sera donc égale a ,/ur/ V/2M1. Nous divisons cette quantité
par une constante telle que le maximum obtenu soit alors égal a 1 pour les valeurs de / qui nous
intéressent. Posons :

i/ V211 55
Ainc — = —_—
SUPye(s 5./ 197557 VM / V2N !

Nous extrayons, par un programme Fortran, la valeur maximale de I’amplitude de I’onde représenté
dans la figure 9.5, en chacun des récepteurs et pour ¢ compris entre Os et 12s. Nous obtenons
alors I’amplitude maximale de I’arrivée directe de 1’onde en chacun des récepteurs. Comme
pour A;,., nous nous arrangeons pour que le maximum pris par cette quantité soit égal a 1.

Nous représentons dans la figure 9.9 la courbe obtenue ainsi que A;,.. Les amplitudes de I’ar-
rivée directe de I’onde aux récepteurs sont cohérentes.

—,_ onde directe EFMS
—_ sqr(5.5)/((x-5)%+5.59'™ ||

F1G. 9.9: Valeurs théoriques et numériques de 1’amplitude de I’arrivée directe de I’onde aux récepteurs
supérieurs.

— seconde arrivée : dans ce cas, il faut tenir compte du coefficient de réflexion d’une onde d’am-
plitude 1 sur I’interface entre les deux milieux. Pour une onde arrivant avec un angle d’incidence
0,, sur I’interface horizontale, ce coefficient de réflexion vaut! :

2 2
c c

P2 2+ <é — 1) tan(8;,) *
PEL G \9
2 2
c c

P +4/ 3+ <; - ) tan(8;,) 2
P1 e &

Ues calculs sont détaillés dans le cas d’une interface verticale dans le paragraphe 8.2.
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Le récepteur se situant pres de I’interface, nous supposons que I’amplitude de 1’onde réfiéchie
est égale au coefficient de réflexion multiplié par 1I’amplitude de 1’onde qui touche I’interface.
Ainsi, pour le récepteur considéré, 1’angle d’incidence du signal vérifie d = —tan6;, x (5.540.5).
Si I'on pose I = \/d?+(5.540.5)%, I'amplitude du signal est alors R x \/ur/v/2MI. Nous
divisons cette quantité par la valeur maximale prise par I’amplitude de I’arrivée directe aux
récepteurs. Posons :

Rx \/ur/v20l _pV5S
VE/V2O %55

Nous extrayons, par le méme programme Fortran que pour I’étude de I’amplitude de I’arrivée
directe, la valeur maximale de I’amplitude de la premiére onde représentée dans la figure 9.6,
en chacun des récepteurs et pour ¢ compris entre Os et 12s. Nous obtenons alors 1’amplitude
maximale de la premiere onde réfléchie par 1’interface entre les deux milieux en chacun des
récepteurs. Comme pour A7, nous divisons ces quantités par la valeur maximale de I’ampli-
tude de I’onde directe sur les récepteurs considérés.

Nous représentons dans la figure 9.10 la courbe obtenue ainsi que A .

Aref =

'o 6nde'refléch|e'par lnterface EFMS
—_ R sqrt(5.5)/((x-5)"+67)"

FIG. 9.10: Valeurs théoriques et numériques de I’amplitude de la premiere réflexion par I’interface
entre les deux milieux aux récepteurs supérieurs.

Nous observons une légere erreur au niveau de 1I’amplitude de 1’onde réfléchie pour les récepteurs
a la verticale du point source. Cette erreur peut provenir du coefficient de réflexion théorique :

I’étude de réflexion-transmission suppose une solution sous forme d’onde plane. Or, d’une part,

la source ne génere pas une telle onde et, de plus, les distances source-récepteurs ne sont pas suf-

fisamment grandes pour cette simplification. Ceci expliquerait aussi pourquoi I’erreur diminue

lorsque 1’on s’éloigne de la verticale de la source.

— troisieme arrivée : tout se passe comme si I’onde provenait d’un point source symétrique de
X, par rapport a la topographie. Ainsi, pour le récepteur considéré, I’énergie de 1’onde est dis-
tribuée sur un cercle de rayon [ = \/ d?>+(2x9+5.5)2. L'amplitude du signal sera donc égale

aAsopo = +/t1/Vv/2MN1. Nous divisons cette quantité par la valeur maximale prise par I’amplitude
de I’arrivée directe aux récepteurs. Posons :

o VE/V2ML V55
P M x55 /I

192



9.1.2 Récepteurs inférieurs

Nous extrayons, toujours par le méme programme, la valeur maximale de I’amplitude de la
seconde onde représentée dans la figure 9.5, en chacun des récepteurs et pour ¢ compris entre
12s et 20s. Nous obtenons alors I’amplitude maximale de I’onde réfléchie par la topographie en
chacun des récepteurs. Comme pour Ay, ., nous divisons ces quantités par la valeur maximale
de I’amplitude de I’onde directe sur les récepteurs considérés.

Nous représentons dans la figure 9.11 la courbe obtenue ainsi que Ay,p,. Les amplitudes sont
cohérentes.

o‘ onde reflechie p'ar la '1opo' EFMS
osf — sqri{5.5)i((x-5)%+23.57)""*

Atopo

FIG. 9.11: Valeurs théoriques et numériques de I’amplitude de la premiére réflexion par la topographie
aux récepteurs supérieurs.

Cette étude valide les résultats obtenus par la méthode des éléments finis mixtes spectraux pour les
trois premieres arrivées de 1’onde aux récepteurs situés dans le premier milieu.

9.1.2 Récepteurs inférieurs

Le sismogramme représenté dans la figure 9.12 correspond a la ligne de récepteurs située dans le
second milieu. Il est représenté avec la méme échelle que le sismogramme 9.4. La premicre arrivée
provient de la transmission de 1’onde du premier milieu dans le second.

Nous allons nous intéresser a la validation des temps d’arrivée et de I’amplitude de la premicre
onde représentée dans la figure 9.12. Les calculs sont plus complexes que dans le cas des récepteurs
supérieurs.

9.1.2.1 Etude des temps d’arrivée aux récepteurs

Intéressons-nous tout d’abord aux temps d’arrivée. Pour cela, nous allons nous baser sur le schéma
représenté dans la figure 9.13. Soit ¢ le temps de parcours de 1’onde entre x; et x; :

r r
t=—+—=

9.3)

1

ou r est la distance entre x; et le point d’impact sur I’interface et r la distance entre le point d’impact

et x, :
r=2\/d2+62, r=1/d2+0.52,
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FI1G. 9.12: Sismogramme obtenu par EFMS sur les récepteurs inférieurs.

.

d1 d2

F1G. 9.13: Trajet de I’onde transmise partant de la source x; et arrivant a un récepteur x,..

avec les notations de la figure 9.13.

Or:
d=di+d, (9.4a)
dy = —6tan(8;,) ! (9.4b)
dy = —0.5tan(8,,) ! (9.4c)

ou 0;, est I’angle de propagation de 1’onde incidente et 6;, celui de 1’onde transmise.

De plus, d’apres I’analyse de réflexion-transmission (voir paragraphe 8.2 pour plus de détails), nous
pouvons exprimer 1’angle de transmission en fonction de 1’angle d’incidence par :

c1 cos(6y,) = ¢z cos(0y). (9.5)

Soit :

2\/1 +tan?(0,,) = \/1 +tan?(6;,) (9.6)
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9.1.2.2 Etude de ’amplitude des ondes

Pour valider les temps d’arrivée aux récepteurs du second milieu, nous allons procéder de la fagon sui-
vante : nous discrétisons I’interface entre les deux milieux par une grille suffisamment fine (x;);—1 .
Pour chaque x;, nous déterminons I’angle d’incidence d’un rayon partant de x; et arrivant en Xx;
par I’équation (9.4b). L’équation (9.6) nous donne alors 1’angle de réflexion correspondant. Nous
déterminons ensuite 1’abscisse du récepteur touché par ce rayon par la formule (9.4a). Si cette abs-
cisse correspond bien a I'un des récepteurs du second milieu, nous associons a ce récepteur le temps
pris par le rayon pour parcourir la distance source-récepteur (9.3). Nous obtenons alors la courbe 9.14.

8
N \

12

141 .

1 6 1 1 1 1

F1G. 9.14: Temps d’arrivée théoriques aux récepteurs inférieurs.

Nous retrouvons bien les temps d’arrivée de la premiere arrivée du sismogramme 9.12.

9.1.2.2 Etude de I’amplitude des ondes

Intéressons-nous, a présent, a I’amplitude de I’onde transmise. Pour cela, nous allons procéder de
la méme facon que pour le calcul de I’amplitude de I’onde réfléchie dans la section 9.1.1 : il faut
tenir compte du coefficient de transmission d’une onde d’amplitude 1 sur I’interface entre les deux
milieux. Pour une onde arrivant avec un angle d’incidence 6;, sur I’interface horizontale, ce coefficient
de transmission vaut? :

P2
T= i
2 2
P2 + % + % — 1) tan(8;,) 2
P1 =) )

Le récepteur se situant pres de I’interface, nous supposons que I’amplitude de 1’onde transmise est
égale au coefficient de transmission multiplié par I’amplitude de I’onde qui touche I’interface. Ainsi,
pour un récepteur d’abscisse d par rapport a la source, I’angle d’incidence du signal vérifie d = —tan;, x (5.5+0.5).
Si I’on pose r = /d? + (5.5+0.5)2, I'amplitude du signal est alors T x ,/ur/+/2MMr. Nous divisons

2les calculs sont détaillés dans le cas d’une interface verticale dans le paragraphe 8.2
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cette quantité par la valeur maximale prise par I’amplitude de I’arrivée directe aux récepteurs. Posons :

_TxJmNAV5S
Va2 <55

Nous extrayons, par le méme programme Fortran que pour I’étude des amplitudes aux récepteurs
supérieurs, la valeur maximale de I’amplitude de la premiere onde représentée dans la figure 9.12, en
chacun des récepteurs et pour ¢ compris entre Os et 12s. Nous obtenons alors I’amplitude maximale de
la premiere onde transmise par I’interface entre les deux milieux en chacun des récepteurs. Comme
pour A;,, nous divisons ces quantités par la valeur maximale de 1’amplitude de I’onde directe sur les
récepteurs considérés.

Nous représentons dans la figure 9.15 la courbe obtenue ainsi que A,,. Les amplitudes sont cohérentes.

Ay

' " “onde transmise EFMS
usf T sqrt(5.5)/((x-5)%+69)" ||

FIG. 9.15: Valeurs théoriques et numériques de I’amplitude de la premiére transmission par I’interface
entre les deux milieux.

Cette étude valide les résultats obtenus par la méthode des éléments finis mixtes spectraux pour I’ar-

rivée, aux récepteurs inférieurs, de la premiére onde transmise du premier au second milieu. En parti-
culier, elle montre I’efficacité d’un maillage adapté aux vitesses du milieu.
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9.2 Un modele Foothills

9.2 Un modéele Foothills

Nous nous intéressons a la propagation d’une onde générée par une pression appliquée a la surface
d’un sous-sol géophysique. De ce domaine infini, nous extrayons une zone d’intérét de dimension
4200m x 3000m. Les vitesses des ondes de pression dans cette zone d’intérét sont représentées dans
la figure 9.16. Ce domaine est apellé “modele de Foothills”.

|00 zsoa-  osoo MMM ssoo-  ssoo [0 4500- 4800 | 5400 5500
[ zw0- 2500 [BE  3dpo- 3s00  [IN 4400 4500 5300 5400
zaba- 7400 MM acno-  adon (MMM 4200- 4200 T sppg- 5300
[0  zemo- zsco0 [l seco- wooo (M 4200- 4800 T gigp. spmp
[ zico- 2200 [ st00- szo0 [ 4100- 4200 T 0 Sigg
| co00-  zroo [N sooo- stoo N 4000- at00 —— Lo 0.
I  rovo- 2000 [ zeoo- sooo M 3900- 4000 — pronons
I rsoo- oo [0 2m00- zoo [ 9s00-  asoo .

B o- 100 ] zeoo- esoo [ aros- s H00- 800
Bl ceLow 17e0 0] zepo-  z7oo [ ss09- amo 4800 - 4700

FIG. 9.16: Vitesses associées au modele Foothills étudié. (en m.s ")

Nous voulons étudier I’effet d’une explosion qui se produit au milieu de la topographie. Pour modéliser
cette explosion, nous considérons des données initiales nulles et une fonction source :

flxt) = h(r) g(|x — xs])
ou & est un Ricker d’ordre 2 en temps, de fréquence centrale fy = 20Hz :
h(t) = 210 (for — 1) —1] ¢ U017, 9.7)

La fonction g(|x —xs|) est une gaussienne centrée en xg = (2100m,2864m) et distribuée sur un disque
de rayon rp = 42m de la forme :

e—7|x—x5|/ro
gllx—xs)) = ——5— (9.8)
o

Nous entourons le domaine de PMLs dont I’épaisseur est la plus grande longueur d’onde du maillage
(soit 180m). Nous utilisons la méthode de résolution par éléments finis mixtes spectraux Qs et construi-
sons alors un maillage adapté aux vitesses du milieu d’au moins deux éléments par longueur d’onde.
Ce maillage est représenté dans la figure 9.17. Nous avons indiqué en gras les interfaces entre les
différents milieux ainsi que le bord entre le domaine physique et les PMLs.
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F1G. 9.17: Maillage adapté du modele Foothills (3693 éléments dont 552 pour les PMLs).

Nous considérons une ligne de 167 récepteurs située sur la topographie et régulierement espacés entre
x; =25metx; =4175m.

Le pas de temps utilisé vaut : & = 2.4 x 10~%s et nous faisons exécuter le programme jusque 7" = 2s.
Sur un ordinateur Compac X P1000, un processeur 21264 /ev6 (500 Mhz), le CPU vaut 8 minutes.

Remarque 69 N’ayant a notre disposition que la valeur de la vitesse en chaque point du domaine
considéré, nous avons pris une densité constante égale & 1Kg.m—> dans tout le domaine et un module
de compressibilité égal au carré de la vitesse en chaque point.

Représentons, tout d’abord, la valeur du module du champ de déplacement dans tout le domaine
(PMLs exclues) a différents instants dans la figure 9.18. Les interfaces entre les différents milieux sont
représentées en blanc. Les instantanés étant relativement complexes, il est difficile de les analyser.
Remarquons toutefois que les résultats semblent cohérents : 1’onde se propage bien plus lentement
dans la zone supérieure droite, 12 ou les vitesses sont les plus faibles, que dans le reste du domaine.
Les réflexions et transmissions sur les interfaces inférieures ont I’air de bien se passer. Enfin, les PMLs
fonctionnent bien.
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1o00a
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G000
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t=1.5s t=1.7 s

F1G. 9.18: Module du champ de déplacement dans le domaine physique, a différents instants, obtenus
par EFMS pour le modele Foothills.
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Le sismogramme obtenu sur la ligne de récepteurs est représenté dans la figure 9.19. Nous avons
multiplié chaque valeur de la norme du déplacement en chaque récepteur par /¢ afin de mieux en
visualiser les variations au cours du temps. Nous avons choisi /¢ pour la raison suivante : a vitesse ¢
constante, nous avons vu dans la section 9.1 que I’amplitude de 1’onde est divisée par un facteur v/d

ol d est la distance source-récepteur, ce qui revient a diviser par v/# X /c.

Nous remarquons que certains récepteurs ne sont pas illuminés par I’arrivée directe de I’onde mais

par ses réflexions. Ceci peut se justifier par la forme chahutée de la topographie.

Distance horizontale en matres
25 1000 3000 4000 4175
| | | |

0.0

0.4

ne

OaAIo0MKr @ mTIo—

! U
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Scale: mm = 1.581E+03
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Foothills — Module du champ de déplacement
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04

LE:)

20

nEoI00Me M@ Owo30—

F1G. 9.19: Module du champ de déplacement au cours du temps en chacun des récepteurs, obtenus

par EFMS pour le modele Foothills.
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Chapitre 10

En élastodynamique

Introduction

Dans ce chapitre, nous effectuons les mémes études que dans le chapitre précédent, pour le systeme
de I’élastodynamique.

Dans un premier temps, nous nous concentrons sur la validation du code de modélisation par éléments
finis mixtes spectraux de la propagation d’ondes en milieu élastique. Les expressions analytiques des
coefficients de réflexion et de transmission étant complexes en élastodynamique, nous nous intéressons
uniquement a des milieux homogenes infinis isotrope et anisotrope. Nous vérifions alors les temps
d’arrivée des ondes de cisaillement et de pression obtenus par la méthode des éléments finis mixtes
spectraux.

Dans un second temps, nous étudions I’effet d’une explosion sur la topographie d’un modele réaliste
2D de grande dimension. Comme pour le modele Foothills étudié en acoustique, cette exemple numérique
permet de montrer I’aptitude de la méthode a résoudre des modeles complexes et réalistes de grande
dimension en élastodynamique.

10.1 Quelques résultats de validation

Nous nous intéressons, dans le cadre de la validation du code élastique en dimension 2, a la cohérence
des arrivées directes dans le cas d’un milieu homogene infini. Nous considérons donc trois matériaux
de masse volumique p = 1Kg.m™3 et de coefficients d’élasticité (en Pa) :

— Matériau 1 : milieu isotrope avec A = 16 et u = 2.
— Matériau 2 : milieu orthotrope avec cj111 = c2200 = 20, c1212 =2 et cy12p = 14.5.
— Matériau 3 : milieu orthotrope avec cy111 = c2200 = 20, c1212 =2 et cyy22 = 3.8.

Nous nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans un carré 25m de c6té. Pour toutes
les simulations, les données initiales sont nulles et I’on considéere une source :

100 = 0 gl —xsh) =%
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ou h et g sont les fonctions définies dans la section 5.3.2 : A est un Ricker d’ordre 2 en temps, de
fréquence centrale fo = 0.9Hz :

h(r) = [218(fot — 1)2 1] & U7, (10.1)

La fonction g(|x — xs|) est une gaussienne centrée en xg = (12.5m, 12.5m) et distribuée sur un disque
de rayon ryp = 0.5m de la forme :

ef7|x7xs|/ro
glx—xs)) = ——5— (10.2)
o

Nous entourons donc le domaine considéré par des PMLs d’epaisseur Sm et considérons une ligne
de 81 récepteurs situés sur une ligne horizontale, a une distance minimum de 7.5m de la source (voir
figure 10.1).

recepteurs

ef""‘}
mE = ____h'_-;-i ________ _|_ a’:s

F1G. 10.1: Domaine d’étude pour la validation

La validation va se faire de la fagon suivante : nous visualisons tout d’abord les fronts d’ondes
théoriques donnés par les valeurs propres de la matrice de Christoffel (définie dans le chapitre 6)
et les comparons aux fronts d’ondes obtenus par la méthode numérique a différents instants.

Dans un second temps, nous vérifions les temps d’arrivée des ondes de pression et de cisaillement sur
la ligne de récepteurs.

10.1.1 Cohérence des fronts d’onde

Représentons, pour chaque matériau, les fronts d’ondes donnés par le calcul des valeurs propres de la
matrice de Christoffel et le module du champ de déplacement dans le domaine physique, a différents
instants, obtenus par la méthode des éléments finis mixtes spectraux (EFMS).

Rappel 6 Soient wop(k) et Wos(K) les racines des valeurs propres de la matrice de Christoffel, avec
k = (cos(0),sin(0)).
— Les courbes de vitesse de phase sont définies par les fonctions qui, a 0, associent respectivement
wQP(k) et (.A)Qs(k).
— Les courbes de lenteur sont définies par les fonctions qui, a 8, associent respectivement l’inverse
de wop (k) et linverse de wps(K).
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10.1.1 Cohérence des fronts d’onde

— Les vitesses de groupe sont définies par les fonctions qui, a 8, associent respectivement le gra-
dient (dérivé par rapport aux composantes de K) de Wop et le gradient de Wgs.

— Les fronts d’ondes sont les courbes décrites par les extrémités des vecteurs vitesse de groupe.

Les résultats sont donnés dans la figure 10.2 pour le matériau isotrope, 10.3 pour le premier matériau
orthotrope et 10.4 pour le dernier matériau considéré.

= =~ [ \ -
- - C) . . 0.08
t=ds t=5s 0

F1G. 10.2: Fronts d’ondes théoriques (a gauche) et module du champ de déplacement, a différents
instants, obtenus par EFMS (a droite) pour le premier matériau.

0.1
0.08

-0.08

-0.04

o.02

t=10s -

F1G. 10.3: Fronts d’ondes théoriques (a2 gauche) et module du champ de déplacement, a différents
instants, obtenus par EFMS (a droite) pour le second matériau.

t=06s t=10s o

F1G. 10.4: Fronts d’ondes théoriques (a gauche) et module du champ de déplacement, a différents
instants, obtenus par EFMS (a droite) pour le troisi¢me matériau.

Remarque 70 Sur les instantanés, nous avons représenté par un trait blanc la ligne de récepteurs.
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Remarque 71 La source étant radiale, seule I’onde de pression est générée dans le matériau isotrope
et la part d’énergie fournie a I’onde de cisaillement est faible dans le second matériau.

Les instantanés présentés correspondent parfaitement aux fronts d’ondes théoriques.

10.1.2 Cohérence des temps d’arrivée aux récepteurs

Dans ce paragraphe, nous allons vérifier que les temps d’arrivée des ondes de pression et de ci-
saillement sur la ligne de récepteurs correspondent bien aux temps d’arrivée associés aux vitesses
de groupe. Pour cela, nous allons calculer le temps que met le maximum pris par la source pour par-
courir le trajet entre le point source et les récepteurs situés a I’extrémité de la ligne (r1 a gauche et r3
a droite) et entre le point source et le récepteur qui en est le plus proche (noté r2) (voir figure 10.5).

recepteur recegteur recepteur
rl T r3

F1G. 10.5: Distances source-récepteurs et angle de propagation minimum a considérer.

Remarque 72 Les matrices d’élasticité considérées étant toutes orthotropes, les temps d’arrivée au
récepteur rl et au récepteur r3 doivent étre identiques.

— Expérience 1 : Représentons dans la figure 10.6 les diagrammes de vitesse de groupe pour les
ondes de cisaillement et de pression.

Vp=4.47m/s + - -

XV p=4.47 mis

V=1L mis- i
° [:‘ \ Vs=1.41'm/s
o 2 K 9 ~ 33° i
. | 7

F1G. 10.6: Vitesses de groupe associées au milieu isotrope.

Ce diagramme nous permet alors de déterminer les temps d’arrivée théoriques des ondes aux
trois récepteurs étudiés. Le milieu étant isotrope et la source radiale, nous étudions uniquement
les temps d’arrivée des ondes de pression :

— arrivéede I'onde Penrl et r3 : ¢ ~ 3.07s,

— arrivéede 'onde Pen 12 : ¢t ~ 1.67s,
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10.1.2 Cohérence des temps d’arrivée aux récepteurs

Représentons dans la figure 10.7 la valeur du module du champ de déplacement obtenu par
éléments finis mixtes spectraux en chacun des récepteurs, au cours du temps.

Distance horizontale en métres
12

17 234

OA300®r 30 KWTI0o-
I
9
IS
9
wOAIDO®n o0 uTIo—

88 T

a5 i

©
@

Scake: 1 mm = D7 14E-03
Premier matériau — |U

F1G. 10.7: Sismogramme obtenu par EFMS sur la ligne de récepteurs considérée pour la premicre
expérience.

Les temps d’arrivée numériques sont cohérents avec les temps théoriques.

— Expérience 2 : Nous procédons de la méme fagcon que pour le milieu isotrope. La figure 10.8
représente les diagrammes de vitesse de groupe pour les ondes de cisaillement et de pression.
Nous obtenons alors les temps d’arrivée théoriques suivant :

arrivée de ’'onde Penrl et r3 : t ~ 3.12s,

arrivée de I’onde Senrl et r3 : ¢t ~ 8.84s,

— arrivéede 'onde Penr12 : ¢t ~ 1.67s,

arrivée de I’onde Senr2 : r ~ 5.30s.

Vp=4.47 m/s; .

“Vp=4.40 m/s

Vs=1.41 ms- ]
. Vs=1.55am/s
= 2 \\ 6 ~ 33° i

-2

F1G. 10.8: Vitesses de groupe associées au deuxieéme matériau.
Représentons la valeur du module du champ de déplacement obtenu par éléments finis mixtes

spectraux en chacun des récepteurs, au cours du temps dans la figure 10.9.
Nous retrouvons bien les temps d’arrivée théoriques calculés pour les récepteurs rl, r2 et r3.
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Distance horizontale en métres
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F1G. 10.9: Sismogramme obtenu par EFMS sur la ligne de récepteurs considérée pour la seconde
expérience.

Nous remarquons, de plus, une duplication des ondes de cisaillement aux alentours des quinziéme
et soixante-septicme récepteurs. Ces récepteurs correspondent a des angles de propagation res-
pectifs de 135.19° et 45.09°. Nous retrouvons bien, avec une erreur de 0.2° maximum, 1’angle
correspondant a la discontinuité du front de 1’onde de cisaillement.

— Expérience 3 : La figure 10.10 représente les diagrammes de vitesse de groupe pour les ondes
de cisaillement et de pression.

Vp=4.47 m/st._

----- Vp=3.79 m/s
«- V§=2.92 m/s
-5 Vs=2.31 m/s
- Vs=1.65 m/s

F1G. 10.10: Vitesses de groupe associées au troisieme milieu.

Nous obtenons alors les temps d’arrivée théoriques suivant :

arrivée de ’'onde Penrl et r3 : t ~ 3.62s,

— arrivéedesondes Senrl etr3: ¢t ~4.70s,t ~ 5.95s et t ~ 8.32s,

arrivée de 'onde Penr2 : t ~ 1.67s,

arrivée de I’onde Senr2 : t ~ 5.30s.

Représentons la valeur du module du champ de déplacement obtenu par éléments finis mixtes
spectraux en chacun des récepteurs, au cours du temps dans la figure 10.11.
Nous retrouvons bien les temps d’arrivée des ondes de pression et de cisaillement au récepteur
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FIG. 10.11: Sismogramme obtenu par EFMS sur la ligne de récepteurs considérée pour la troisieme
expérience.

r2. Concernant les deux autres récepteurs, les temps d’arrivée de I’onde de pression sont cohérents,
ainsi que les arrivées de I’onde de cisaillement a t ~ 5.95s et ¢ ~ 8.32s. Par contre, la premiere
arrivée de I’onde S aux récepteurs r1 et r3 n’est pas remarquable par rapport a la seconde arrivée
de cette méme onde.

Comme pour la seconde expérience, nous pouvons vérifier que les triplications observées dans
le sismogramme aux alentours des quinzieme et soixante-huitieme récepteurs correspondent
bien aux angles de propagation associés aux triplications sur le diagramme de vitesse de groupe
de I’onde S.

10.2 Une expérience numérique réaliste 2D

Nous nous intéressons a la propagation d’une onde générée par une explosion verticale a la surface
d’un sous-sol géophysique. De ce domaine infini, nous extrayons une zone d’intérét de dimension
5000m x 18000m. Les coefficients de Thomsen [69] dans cette zone d’intérét, qui définissent les pro-
priétés élastiques du milieu, sont donnés par la figure 10.12.

Nous voulons étudier I’effet d’une explosion qui se produit au milieu de la topographie. Pour modéliser
cette explosion, nous considérons des données initiales nulles et une fonction source (dérivée en temps
de F):

flxt) = —h(r) g(]x —xs])
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0

O p=2.02
B p=21
mm p=2.216
I p=2.188
Em =227
B p=2.244
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V, = 2600m.s~!
V, = 240Tm.s"
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§=0.15 £€=0.3

F1G. 10.12: Vitesses associées au modele réaliste étudié en élastique.

ou & est un Ricker d’ordre 2 en temps, de fréquence centrale fy = 20Hz défini dans le chapitre
précédent, g(|x —xs|) est une gaussienne centrée en xs = (2500m, 1840m) et distribuée sur un disque
de rayon ry = 5m et @ est le second vecteur de la base canonique de IR

Nous entourons le domaine de PMLs d’épaisseur la plus grande longueur d’onde de pression du
modele. Nous utilisons la méthode de résolution par éléments finis mixtes spectraux Qs et construi-
sons alors un maillage adapté aux vitesses du milieu d’au moins deux éléments par longueurs d’onde.
Ce maillage est représenté dans la figure 10.13.

Remarque 73 Pour les matériaux considérés, les PMLs sont stables.

F1G. 10.13: Maillage adapté du modele réaliste 2D élastique (52050 éléments dont 9789 pour les

PMLs).

Le pas de temps utilisé vaut : & = 8 x 10™s et nous faisons exécuter le programme pendant 87500
pas de temps jusque 7 = 8s. Sur un ordinateur Compac X P1000, un processeur 21264 /ev6 (500Mhz),

le CPU vaut environ 2 jours.
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Représentons la valeur du module du champ de déplacement dans tout le domaine (PMLs exclues) a
différents instants dans la figure 10.14. Les interfaces entre les différents milieux sont représentées en
blanc.

t=7.0 s

F1G. 10.14: Module du champ de déplacement dans le domaine physique, a différents instants, obtenus
par EFMS pour le modele réaliste étudié en €lastique.
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Nous observons bien la propagation des différents types d’onde : les ondes de pression, de cisaillement
et I’onde de Rayleigh. Toutes ces ondes sont bien absorbées par les PMLs. Ces instantanés nous
permettent aussi de suivre les réflexions, transmission et conversions des ondes aux interfaces du
milieu.
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Cinquieéme partie

Vers un couplage fluide-structure
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Chapitre 11

Couplage Fluide-Structure en 2D

Nous nous sommes intéressés a la propagation d’ondes en milieu acoustique dans le chapitre 1. Le
chapitre 3 concernait la propagation des ondes de pression et de cisaillement en milieu élastique. Une
étude de fonds marins tenant compte de la propagation d’ondes de pression dans le fluide et d’ondes
de pression et de cisaillement dans le solide est difficile 2 mener de facon satisfaisante a partir de
ces deux méthodes : le modele acoustique ne modélise pas les ondes de cisaillement et le modele
élastique, lui, impose la continuité des contraintes normales et tangentielles a I’interface entre deux
milieux de propriétés différentes. L’ utilisation du code élastique avec un milieu solide de vitesse V;
tres faible pour simuler le fluide ne permet donc pas d’interfacer correctement un milieu fluide a un
milieu solide. Nous nous proposons donc, dans ce chapitre, de coupler ces deux systemes en dimen-
sion 2.

Dans un premier temps, nous mettons en place le systetme de couplage. Le systeme élastique uti-
lisé est le systeme reformulé en déplacement-nouvelles variables Y;; introduit dans la section 3.1. Les
équations en pression-champ de vitesse dans le fluide sont vite oubliées au profit d’un systeme d’ordre
1 en temps faisant intervenir la primitive en temps de la pression et le déplacement, afin de garder un
systeme global d’ordre 1 en temps avec des équations de couplage s’intégrant naturellement a la for-
mulation variationnelle.

Dans un second temps, nous nous intéressons a la discrétisation par éléments finis mixtes spectraux
du systeme obtenu. Nous retrouvons alors les matrices et vecteurs introduits dans les chapitres 1 et 3,
ainsi que deux matrices de couplage que nous explicitons.

Nous discrétisons ensuite le schéma semi-discret en espace obtenu dans la section 11.3 en temps.
Nous présentons deux schéma différents : un premier schéma explicite et un second schéma implicite
pour lequel nous utilisons une méthode de prédicteur-multicorrecteur. Une étude de la condition de
stabilité inhérente a chacune des deux méthodes n’a pu étre effectuée par manque de temps. Nous
donnons toutefois quelques éléments de réponse en nous basant sur des expériences numériques.
Nous nous intéressons ensuite au couplage des PML fluide aux PML solide afin de modéliser de fagon
satisfaisante des milieux non-bornés. Les systemes PML d’ordre 1 en temps introduits dans le chapitre
5 permettent une mise en place rapide de ce couplage.

Enfin, nous présentons quelques résultats numériques pour des interfaces fluide-solide plane et si-
nusoidale.

Le point de départ de cette étude est I’article de D. Komatitsch, C. Barnes et J. Tromp [49] sur la
mise en place du couplage fluide-structure pour la méthode des éléments finis spectraux. Cette étude,
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Couplage Fluide-Structure en 2D

qui n’était pas prévue dans le sujet de these, a été effectuée au sein du laboratoire de séismologie de
Caltech (Pasadena, USA).

11.1 Mise en place du systéeme

Considérons un milieu de dimension 2 constitué d’un fluide Q , de masse volumique pr et de module
de compressibilité u , et d’un solide Q;, de densité py et de tenseur d’élasticité C.

La frontiere entre ces deux milieux est notée I'. Le bord de Q privé de I est noté I ¢ Le bord de Q;
privé de I est noté Is. Nous notons 72 la normale unitaire a I extérieure a Q. (voir figure 11.1).

Ly
I
Iy

s8]

Qy

FI1G. 11.1: Domaine de couplage fluide-structure.

Rappelons tout d’abord les équations a résoudre respectivement dans le solide et dans le fluide. Nous
supposons que la source se trouve dans le fluide. Nous considérons un systeme au repos a t = 0.

Introduisons, dans le fluide, 1’équation introduite lors de la mise en place de la méthode des éléments
finis mixtes spectraux en acoustique (section 1.2) :

1
/—lg—]t)—DN:f dans Qy, (11.1a)
0
pfa—: =0p  dansQy, (11.1b)
p=0 sur [z, (11.1¢)

ou p est la pression et v le champ de vitesse.

Dans le solide, nous travaillons en déplacement et utilisons la formulation mise en place dans la
section 3.1 :

Ps%—filﬂ-yijzo Vi=1,2  dans Qq, (11.2a)
oy; .

a—t’ =0, Vi=1,2  dansQ;, (11.2b)

i =AiY; Vi, j=1,2 dans Qj, (11.2¢)

w=0 Vi=12 surl, (11.2d)
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Le couplage entre les deux milieux se fait par I’intermédiaire de deux équations de continuité : la
continuité de la traction et de la vitesse. Ces deux équations s’écrivent :

o-m=pw sur I, (11.32)
0
ait‘-wzv.w sur T, (11.3b)

ou u est le champ de déplacement dans le solide défini par uw = (u;,uy) et ou O est relié aux Y, j par
(voir section 3.1) :

2 oy, 1 [k]

Oik = Z o1

J=1

Vi,j=1,2  avecy,; = (yl.j[k])k:m. (11.4)

Ainsi, le systeme de couplage 11.3 s’€crit en fonction des Y;; sous la forme :

2 v
ﬁ-W:pni sur I, (11.52)
& o
0
ait’-W:v-W surl, (11.5b)

avec 7’ = (ny,nz)

Nous voudrions appliquer au systeme regroupant (11.1), (11.2) et (11.5) la méthode des éléments
finis mixtes spectraux introduite dans la partie I. Ceci signifie que, pour passer a la formulation va-
riationnelle, nous allons effectuer une intégration par partie sur les termes en divergence de Y;; dans
le solide et en divergence de v dans le fluide. Ces intégrations par partie vont alors faire apparaitre
naturellement les termes en y;; et en v respectivement aux bords de Q; et de Q.

Nous avons alors :

Trouver p € L” (0, T;H' (Q)) , u; € L™ (0, T;H' (Qy)), Vi = 1.2, v € [L° (0, T L2 (Q)))],

y; € [L*(0,T;L7 (Qs))}z, Vi=1,2,ety,; € [L”(0,T:L? (Qs))}z, Vi, j = 1,2, tels que, pour tout i et
tout j variantde 1 a2 :

/ LOP g ax v v-D¢dx+/v~W¢ds:/ fodx Ve H (Q), (11.6a)
Q u 01 Qs r Qr

/ pfav-l]JdX:/ Op-Pdx \ﬂpe[Lz(Qs)],2 (11.6b)

o, ~ Ot Qs
/ Qi ax+ 2/ Oé:d —/ Sy s =0 Vo€ H' (Q) (11.6¢)
Qsps o PidX j; st[j iax rj;yij no;as= i s)s -0¢c
a"-qu.dx:/ Ouw;-W;dx - Y, € [LZ(QS)}? (11.6d)

q, Ot Q

2

/QS YV, Wy dx = /QS(Aijyj) A dx YW, € [12(Q) (11.6¢)

A présent, le but est de remplacer 2?21 Yij: 7 intervenant dans I’équation (11.6¢) par son équivalent
dans le fluide donné par (11.5a) et v- 7 intervenant dans (11.6a) par son équivalent dans le solide
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donné par (11.5b) afin d’introduire naturellement le couplage dans la formulation variationnelle. Or,
c’est la dérivée en temps de la somme des Y;; qui intervient dans I’équation (11.5a). Ainsi, il faudrait
faire apparaitre dans la formulation la primitive en temps de p ou dériver (11.6c) et faire intervenir p.
Nous allons chercher un moyen plus simple d’introduire ce couplage.

L’idée la plus naturelle est alors d’introduire la primitive en temps de la pression dans le systeme
fluide. Notons ¢ cette nouvelle variable. Comme nous nous sommes principalement intéressés jus-
qu’ici a des systemes d’ordre 1 en temps et a leur discrétisation par éléments finis mixtes spectraux,
introduisons le systéme d’ordre 1 en temps associé a g :

10
;aif—m-uf:F dans Q;, (11.72)
d
pf% —Og  dansQy, (11.7b)
qg=0 sur [y, (11.7¢)

ou uy est le champ de déplacement dans le fluide et F est la primitive en temps de f.
Les équations de couplage s’écrivent alors :

2
Z yl] = sur [, (11.82a)
- — —

u - =us-7n sur . (11.8b)

Pour ne pas qu’il y ait de confusion entre les champs de déplacement dans le solide et le fluide, nous
avons noté ug; = (uy,uy) le champ de déplacement dans le solide.

Nous considérons donc le systeme :

19
ﬁg—m.uf-zp dans Q/, (11.92)
0
o/ ;‘tf Og dans Q, (11.9b)
Oui 0.y, =0 Vi=12  dansQ 11.9
sa—jzl Vi = 1=1, ans 12y, (11.9¢)
ovV.
a—‘;’ —Ow  Vi=12  dansQ, (11.9d)
Vi =AY,  Yij=12 dansQ,, (11.9¢)
qg=0 sur [ ¢, (11.9f)
ui =0 Vi=1,2 sur Iy, (11.9g)
2
zVij-quni Vi=1,2  surl, (11.9h)
=
u - =up- sur . (11.91)

Remarque 74 Dans un article de M.A. Hamdi, Y. Ousset [37], les auteurs mettent en évidence I’ ap-
parition de modes parasites dans le fluide (solutions rotationnelles non-physiques du systéme pour
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une fréquence nulle) dans un systéme de couplage fluide-structure utilisant les déplacements dans
les deux milieux, pour une méthode de résolution par différences finis. L. Kiefling et G.C. Feng [47]
montrent, quant a eux, que ces modes parasites apparaissent si [’on discrétise le déplacement dans le
fluide par une méthode d’élements finis classiques H'. D’aprés A. Bermudez, L. Hervella-Nieto et R.
Rodriguez [17], ces modes instables proviennent de la non-coercivité de la forme bilinéaire associée
au déplacement dans le fluide lorsque I’on cherche celui-ci dans un espace H'. Ces auteurs montrent
aussi que, en utilisant les éléments de Raviart et Thomas pour discrétiser le déplacement dans le fluide
(sous-espace de H(div,Qy)), on évite ces phénomenes parasites et assurons la coercivité de la forme
bilinéaire. uy étant cherché dans V}, vision locale de I’espace H(div,Qy), nous éviterons I’apparition
de ces phénomenes parasites.

La formulation variationnelle associée au systeme (11.9) s’écrit :

Trouver g € L% (0, T; H' (Q)).u; € L (0,T; H' (Qy)), Vi = 1,2, us € [L” (0, T; 12 (Q)))],
y, € [L” (O,T;L2 (Qs))]z, Vi=1,2,ety;; € [L” (O,T;L2 (Qs))]z, Vi, j = 1,2, tels que, pour tout i et
tout j variantde 1 a2 :

1 dg 1
/nyat(bdx+/ us- D¢dx+/uf 7 (l)ds_/ Fodx Vo eH' (Qy), (11.10a)
Pf lleX—/ Og-Wdx Ve [12(Q)]; (11.10b)
Qy
6u,- 2 N _ .
/Qspsat¢idx+jzl/gsyij-Dd)idx—/rjzlyij- hids =0 Vi€ H (Q), (11.10¢)

N dx = [ Ougax v [P ani0d
Q, ot Qg

2

/st,.j-lpl.jdx:/QS(Aijy,)-qJ,.jdx v, € [L*(Q0)] (11.10e)

Il nous reste alors a introduire 1’égalité (11.9h) dans 1’équation (11.10c) et I’égalité (11.91) dans
I’équation (11.10a). Le systeme (11.10a)-(11.10e) devient :

/ 1aq(|)dx—|—/ uy- D(I)dx—i—/us n(I)ds—/ Fodx VoeH (Q)), (11.11a)
Q, u Ot
T'Wx:/ Og-Pdx vwe[Lz(Qs)ﬁ (11.11b)
Qy
aui 2 1
[ oStuax+ S [ v, Dbiax— [amoids=0 veieH'@), (L1l
o, Ot Ao r

ay; 5
Qval'q’lidx_/gx Oui-@ydx v, € [12(Qy)]; (11.11d)

2
/stij"‘l"ijdxz/QX(Ain,')‘llJijdX vy,; € [L2(Q)]: (11.11e)

11.2 Semi-discrétisation en espace par la méthode des éléments finis
mixtes spectraux

Appliquons a présent la méthode des éléments finis mixtes spectraux au systeme (11.11). Nous
considérons un maillage conforme dans tout le domaine (fluide et solide). Nous retrouvons bien

217



Couplage Fluide-Structure en 2D

évidemment les matrices de masse obtenues par cette méthode en acoustique, les matrices de masse
obtenues par cette méthode en élastodynamique ainsi que la matrice de rigidit€ R, ,, commune aux
deux schémas. Pour différencier les matrices de masse associées a 1I’acoustique et a I’élastodynamique,
nous les noterons respectivement avec un exposant f et un exposant s.

Remarque 75 Bien entendu, les matrices de masse associées au fluide sont calculées uniquement
dans le milieu acoustique (les éléments considérés sont les éléments constituant Qy) et les matrices
de masse associées au solide sont sont calculées uniquement dans le domaine élastique.

En plus de ces différentes matrices déja connues apparaissent 2 matrices de couplage que nous note-
rons (C;)i=1.2. Calculons ces matrices. Pour cela, déterminons tout d’abord un sens de parcours de I" :
I sera tel qu’en tout point de I’interface, la base (77, F) forme une base directe.

Remarquons tout d’abord que, pour toute fonction de base ¢/ de U 1(Qy) -

2
/us-mfds: Z/uin,-q)fds. (11.12)
r =T

Décomposons u; dans la base de U} (Q;) :
Ny
ui=Y ul ¢, (11.13)
=

ou N est le nombre de degrés de libertés dans le domaine solide.

Nous avons alors :

f <, !
/I_us. n ¢/ ds = Z ZMI/rd)jn,(b ds. (11.14)

=1 /=1

Cette somme est nulle pour toute fonction ¢/ dont le support ne rencontre par I'. Nous pouvons donc
nous restreindre a I’ensemble des fonctions de base de Uj(€Qf) dont au moins un élément du support
intersecte .
Notons alors

Spr={Kl e Q| ¢/, #£0etk/ T 0},
et posons

Sp; = {Kg € Q|08 £OetKiNT géo}.
Nous avons alors :

[ 5mofds

s &
¢] |K.NI 1 ¢‘Kel nr ds.
/
K. 5¢j BKEGSMf KmF:Ke/ﬂF

K.Nnr

Remarque 76 Nous intégrons sur K. N\I' = K, N[ ou K, est un élément du solide. 7 sera donc

localement la normale unitaire extérieure a K,.
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Notons ¢, et ¢, les fonctions de base de Q,(K) telles que :
BpoFe =0y et dgoF, =0l .

Ces fonctions de base peuvent s’écrire sous la forme (voir chapitre 1) :
2 2
Op (&) =[] 0p (%) et Oq(&i) =[] b (i)
=1 =1

ou les fonctions ¢, et ¢, sont des fonctions de Lagrange 1D définies sur [0, 1].

Posons [, 'image par F -1 de K, NT. Nous supposerons que [, est définie par 0 < £ < let£3_; =0
oul.

Nous voulons définir 7°, la normale extérieure a K,. Pour cela, définissons un sens de parcours de
0K, : T, tel que (7, T_J) forme une base directe. Introduisons alors €x,nr tel que €x,nr = 1 si, suivant
le sens de parcours de 9K,, X; varie de 0 a 1 et €x,nr = —1 sinon.

Nous pouvons alors exprimer 72 en fonction de DF,, :

! ( Dfeay ) (11.15)

= gg,r _DF
\/ DFe21,1 +DFe22,z elt

Nous avons alors :

— pour 1y :

, ' ! DF,» R
r ¢j‘ |k,Nr 1 ¢\j1<(,mr ds :/0 \/ DFe21,z +DFezz,z Op Ex,r = g ds

2 2
DF}, ,+DF},

1
= eKeﬂF/O DF,219,, 6,4 d%

— pour ny :
- 1 —DF,
: f _ 2 2 ell A
¢;' |K.nr 112 ¢\Keﬂr ds —/ DFel,l +DF€2J ¢pz €k.nr 2 > ¢q/ ds
K.nr 0 DF}, ,+DF3,
1
=—€g,r /o DF,119,, ¢, d%
Apres intégration numérique par la formule de Gauss-Lobatto 1D, nous obtenons :
GL ; N
or ¢§'|Keﬁr ny ¢'\Keﬂl' ds = Ex.nr Wy, DFeZ,l(Ep;) 6pz,qz (11.16a)
GL 7 N
T O k.nr 12 9jg, o 45 = —€knr Oy DFe11(8p,) Op g (11.16b)

ol les @;, j = 1..r + 1 sont les poids des points de Gauss-Lobatto 1D.

Remarque 77 L’utilisation des quadrilatéres et le fait que la formulation d’intégration numérique
de Gauss-Lobatto en 2D se déduise de celle en 1D permet l’intégration numérique de l’intégrale sur
K. NT et sa simplification.
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Posons donc C et C; les matrices de couplage diagonales définies par :

Ci(i,i))=8er Y Eknr Oy DF2u(Ep) (11.17a)
KBGQS‘EieKe
Co(ivi)=—=8ger > Exrr OpDF1(E)) (11.17b)
K.€Q;|¢i€K,
ou p est tel que Fe(él,) =¢&; etou le systtme 0 < £, < 1 et x3_; = 0 ou 1 défini la frontiere de K, a

laquelle appartient &;.

Remarque 78 Le maillage étant conforme, on suppose que I’on a un maillage global ou ’on distin-
guera ensuite les degrés de libertés appartenant au solide et ceux appartenant au fluide. Ainsi, les
degrés de liberté de ’interface fluide-structure ont la méme numérotation globale qu’on les considére
dans le fluide ou dans le solide

Ces mémes calculs peuvent étre faits pour le deuxieme terme de couplage : [rgn; §;ds. g étant
décomposé dans la base de Uy, (Qf), cette expression se décompose sous la forme d’une somme de
termes de la forme | ¢§~ n; ¢/ ds, calculés précédemment. On retrouve donc les transposées des ma-
trices de couplage C; et C;.

Ainsi, le systéme semi-discret obtenu est le suivant :

d
5D£rQ+R27rUf+C1U1 +CU, = F, (11.18a)
d *
8 Ur =R ,Q (11.18b)
d S 2 % .
a 2 Ui+ lez,rrij—C,- Q=0 Vi=1,2 (11.18c)
J=
d S >k o .
arij =Bjj», Ry ,U; Vi, j=1,2 (11.18d)

Remarque 79 Nous avons utilisé la méme notation pour la matrice de rigidité dans le fluide et celle
dans le solide alors qu’elles n’ont pas les mémes dimensions dans la plupart des cas. Nous avons
préféré mettre en évidence le fait qu’elles se déduisent toutes les deux d’une méme matrice de rigidité
définie sur I’élément de référence K.
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11.3 Approximation en temps

11.3 Approximation en temps

Deux pistes ont été suivies pour discrétiser en temps le systeme (11.18) : 'utilisation d’un schéma
explicite et I’utilisation d’un schéma implicite.

11.3.1 Schéma explicite

Intéressons nous tout d’abord au schéma explicite, le plus simple a mettre en oeuvre. Nous écrivons :

) n+1 _ oy

o et Ve VARG /A (11.192)

Ut gt
B}, & L —R;,Q", (11.19b)

Ur_t+3/2_Ur_z+1/2 2
D;,— A ! +ZR27,F7I.“—C;‘Q”“:O Vi=1,2, (11.19¢)
J=1 '
reHl e

= L RUTT? =10, (11.19d)

Nous connaissons séparément la condition de stabilité du schéma en acoustique et une condition
suffisante de stabilité du schéma en élastique :

JAYS Iy, .
ol | < cfL. en acoustique, (11.20a)
Verh = V2
Dt _ cfh,

Vy en élastique. (11.20b)

— <

h = V2
ou V), est la plus grande valeur prise par la vitesse de phase de I’onde de pression dans le solide et ou
cfl » est la condition de stabilité du schéma Q, définie dans le chapitre 7.3.

Les expériences numériques ont montrées que la condition de stabilité du schéma explicite avec cou-
plage est plus pénalisante que les deux conditions de stabilité acoustique et élastique. En fait, le pas
de temps a I’air d’étre pénalisé par la condition de stabilité dans le fluide et non par celle dans le
solide : dans les expériences ultérieures, nous verrons que lorsque le pas de temps A, a prendre dans
le solide est inférieur a celui Aty du fluide, il est suffisant de prendre Az = Az, pour obtenir la stabilité.
Le nombre d’expériences effectuées ne suffit pas a énoncer un résultat général.

Ceci signifie que :

Ot <inf (Dtp,Atg) et Ar <Aty

11.3.2 Schéma implicite

Déterminons a présent les variables Q, Uy et U aux temps n+ 1 et les variables Uz, 'y, 12, 21 et
Iy, aux temps n+ 1/2.
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Nous pouvons écrire un schéma en temps de la forme :

Qn+1 _Qn Un+1+Un Un+1+Ur1
Dg_rT—i-Rz,rU;-H/z—l—C] Lot =F 2 (11.21a)
U2 g2
o =R (1121b)
Ur_l+l _Un 2 n+1 n
Dy~ Y R27,r?j+‘/2—c;‘w =0 Vi=1,2, (11.21¢c)
=
rn+3/2 I-n+1/2
ij g X * n+1 ..
T :Bisz.Rz’rUj Vl,] == 1,2 (1121d)

Les équations (11.21b) et (11.21d) sont explicites alors que le systeme formé par les équations (11.21a)
et (11.21d) est implicite.

Pour résoudre ce dernier, nous allons utiliser un schéma predicteur-multicorrecteur présenté dans [78]
et [45] et utilis€ avec succes dans [49] et [51].

Considérons donc le systeme formé par les équations (11.21a) et (11.21d), qui peut aussi s’écrire
de facon plus formelle :

Dy, Q2 4 Ry, U Uy Uy = F 2 (11.22a)

2 n+1 n
DU P S Ry, I c;‘w =0 Vi=1,2 (11.22b)

=1 '
L’ algorithme se présente de la fagon suivante :
1. Prédire la valeur de Q"'/2 ou les valeurs de U'{H/ ® et UgH/ 2 par les formules suivantes :

QL= nr (11.23a)
Ul =u el vi=1,2 (11.23b)

.. n+1/2
Nous choisissons, par exemple, de commencer en calculant (Ui o e{l ) .
i=12

2. Résolution de (11.22a). On obtient alors Q”*l/ 2,
3. Calcul du prédicteur de Q"+'/2 par :

Q=@ Q2 (11.24)

4. Résolution de (11.22b) en remplagant Q"+1/2 par Q';jei/ 2 On obtient U;""/? et U2n+1/ 2

5. Correction des prédicteurs des U?H/ 2 par:

U2 g2 —|—AIU?H/2 (11.25)

ipred i

6. Retour a I’étape 2.
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... et ainsi de suite jusqu’a ce que 1’on obtienne une erreur “acceptable” entre le prédicteur et son
correcteur. On égalise alors chaque inconnue avec son prédicteur.

D’apres [45], il suffit de deux itérations de cet algorithme pour avoir la stabilité du schéma. Tou-
tefois, il ne faut pas oublier qu’une erreur supplémentaire est générée par I’utilisation du schéma
prédicteur-multicorrecteur par rapport au schéma explicite, a I’interface.

Ici aussi le couplage pénalise la condition de stabilité du schéma.

11.3.3 Comparaison des deux schémas

Considerons un domaine 35m x 35m avec une interface fluide-solide horizontale située a 10m de
profondeur, le fluide étant situé dans la partie supérieure (voir figure 11.3.3).

s mT

25 m

Bords
reflechissants

0 3ISm
F1G. 11.2: Milieux fluide et solide.

Le milieu acoustique considéré correspond a une vitesse de 2m.s~! (p = IKg.m 3 et u=4Pa)etle
milieu élastique est isotrope, de densité p; = 1Kg.m > et de vitesses V,= 2m.s~!etVy=Im.s~!. Les
donnés initiales sont nulles et 1’on consideére une fonction source composée d’une partie en espace
(gaussienne centrée en xg = (12.5m,30m) et distribuée sur un disque de rayon rp = 0.5m) et une
partie en temps (primitive d’un Ricker d’ordre 2) de fréquence centrale 1Hz.

Utilisant un pas d’espace identique dans le solide et le fluide a I’interface, nous calculons celui-ci
dans le milieu le plus pénalisant, c’est-a-dire, celui ou la vitesse est la plus petite : le solide. Nous
considérons une approximation Qs en espace et construisons donc un maillage a deux éléments par
longueurs d’onde. Le pas d’espace vaut alors 4 = 0.5m.

La condition de stabilité dans le fluide s’écrit :

JAY;
cfz <0.07

ce qui impose un pas de temps inférieur ou égale a 0.0175.
La condition de stabilité dans le solide s’écrit :

At
Vpr <0.07
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ce qui impose aussi un pas de temps inférieur ou égal a 0.0175.

Nous bornons alors le domaine par des conditions de Dirichlet et faisons exécuter les deux pro-
grammes pendant 100s. Le systeme étant fermé (conservation de 1’énergie dans le domaine considéré),
2 itérations ne suffisent pas pour le schéma prédicteur-multicorrecteur. En effet, de nombreux échanges
d’informations vont avoir lieu pendant les 100 secondes que dure 1’expérience et I’erreur générée par
ce schéma va s’accumuler a I’interface jusqu’a pollution compléte de la solution. Nous implémentons
donc le schéma avec un test d’erreur entre les prédicteurs et leurs correcteurs.

Il nous faut alors prendre un pas de temps égal a 0.0115 pour le schéma explicite et un pas de temps
de 0.0166 pour le schéma prédicteur-multicorrecteur. La condition de stabilité du schéma prédicteur
est donc moins pénalisante que celle du schéma explicite. Toutefois, le temps de calcul relatif a ces
deux méthodes est sensiblement le méme : 1083s pour le schéma explicite et 1089s pour le schéma
prédicteur-multicorrecteur. Ainsi, le gain de temps obtenu pour le schéma prédicteur-multicorrecteur
est pénalisé par le surcoiit de temps de calcul que ce schéma génere a I’interface fluide-structure.

Pour résumer, il nous semble évident que le calcul de la condition de stabilité dans le cas du cou-
plage est une étude primordiale pour évaluer les performances, mais qu’il faut aussi tenir compte
du cofit supplémentaire généré par le calcul des prédicteurs et leur correction. Une étude des erreurs
supplémentaires générées par ce schéma serait aussi la bienvenue.

11.4 Couplage des PML

Le but de ce paragraphe est d’effectuer le couplage entre les PML en acoustique et celles en élastique.
Nous notons Q¢ ,; 1’ouvert représentant les PML fluide et € ,,,,; celui relatif aux PML solide. L’in-
terface entre les deux ouverts est notée I . [ 7y désigne le bord de Qp pyy privé de I,y et [ le
bord de €,y privé de I ,,.

Deux formulations ont été mises en place pour appliquer les PML au systeme de I’élastodynamique
d’ordre 1 en temps (voir chapitre 5). Nous utiliserons la formulation suivante :

2 2
p(?;;l ZID-yij— Zlyj-7j2Fi Vi=1,2 dans Qj pi, (11.26a)
= =

oy; ..
3 + 7Y, = Ou; Vi, j=1,2 dans Qg pm, (11.26b)
3 +‘Iy Ajj Ot Vi,j=1,2 dans Qg pm, (11.26¢)

ay> .

LTV, = T’ ZVU Vi=1,2  dans Qg pm, (11.26d)
u;=0 Vi=1,2 sur ['g i, (11.26¢)

ol T est une matrice 2 x 2 diagonale de terme général Z;; = T;
/ . . Z 2 ! P
et 7 est une matrice 2 x 2 diagonale de terme général 7;; = T, dérivée en espace de T;.
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11.4 Couplage des PML

Dans le fluide, nous considérons le systeme :

10 =
;aif—m-uf— S, =F  dans Qppu, (11.27a)
j=!
Ou’
5 +Tu} =g dans Q¢ pm, (11.27b)
Ouj ,
W—i—‘fu;i:‘f uy dans Q¢ i, (11.27¢)
ou ou’;
pfa—t-’#pffruf:a—tf dans Q pu, (11.27d)
q=0 sur I £ . (11.27e)
Rappelons les équations de couplage :
2
yij-W:qni Vi=1,2 surl pu, (11.28a)
j=
u W =up- W sur I ;. (11.28b)

Ecrivons la formulation variationnelle relative aux équations dans le domaine physique et les PML.
On introduit les conditions de couplage a I’interface entre le fluide et le solide, et les PML fluide et
les PML solide. On obtient :

Trouver g € L* (0, T:H! (Qf pmi) ) i € L® (O,T;Hl (Qspmi)), Vi=1,2, uy, uj et
uS € [27 (0,752 (Qp pmi)) |5 Vi et Vi € [L (0,75 L7 (Qqpmt)) ], Vi = 1,2, et
Yij € [L°° (O,T;L2 (Qspml))]z, Vi, j = 1,2, tels que, pour tout i et j variant de 1 a2 :

2

d 1
&/ “gdx+ uf.D¢dx+/us-W¢ds—z/u;-7j: F (11.29a)
Q f pml l’l Qf pml rpml ]:] pml Qf pml
d
&/ u}-ljJ*dx—i—/ Tu}-lp*dx:/ Og -y~ (11.29b)
Q -f pml Qf pml Q f pml
d / o 1o ;
— [ uS-y dx+/ ’Tuo-ljJOdX:/ T ur-Ydx (11.29¢)
dr Jay,.f Qo Qp pmi !
d d
— us- dx+/ Tuy- dX:—/ u; - Pdx 11.29d
dr /Qf/B;}; ! qJ Qf lf?"{ ! w dr prmj; lp ( )
d 2 2
(T/ psll,'(l)idX-f— Z/ yij-Dq)idx—/qniq)ids— Z/ y;'7j(|)l‘dX:0 (11.29¢)
! Qspml j:l Qspml pml j:l s pml
d
Qs pml Q.r pml Qs pml
d d
dt/gzslf;{.wijdx—i_/ﬂsgn:yij'wijdx_ (h‘/slsp(:}ijyj) 'lIJijdX (11.29¢)
d . 0 &
— 7 -dx+/T-~ <->a’x:/‘1“ Y dx 11.29h
dt /Q”Xn?l L|Jl Qspmly; L|Jl Qspml ]Zl yl] lpl ( )
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Couplage Fluide-Structure en 2D

pour toutes fonctions ¢ € H' (Qypmi), W*, P° et Y € [L? (prml)]27 0; € H' (Qqpmit) et P, W, et
W € [L2(Qupm)]”.

Nous reconnaissons dans (11.29a) le méme terme de couplage que dans I’équation (11.11a) intro-
duite pour le domaine, et le méme terme de couplage dans (11.29¢) que dans (11.11¢). Cela signifie
que les matrices de couplage qui interviennent dans la semi-discrétisation en espace de ce systeme
sont exactement les mémes que celles qui interviennent dans le domaine. L’introduction des PML
n’introduit donc pas de difficultés supplémentaires. Le couplage entre les domaines physiques et les
PML qui leur sont associées ainsi qu’entre le fluide et le solide et entre les PML fluide et les PML
solide se font naturellement.

Remarque 80 Lors de la mise en place de la formulation de couplage fluide-structure, nous avons
choisi d’introduire le champ de déplacement uy dans le fluide. Ce choix nous permet aussi de simplifier
la mise en place du couplage des PML. En effet, si [’on avait choisi de conserver la vitesse dans le
fluide, il nous aurait fallu coupler le systeme d’ordre 2 en temps dans le domaine fluide au systeme
d’ordre 1 en temps dans les PML fluide, c’est-a-dire introduire une zone de transition entre le domaine
fluide et les PML fluide pour y introduire les inconnues nécessaires a la résolution du systéme PML.
Ceci aurait été nécessaire si, contrairement a ce que l'on a supposé, la méthode des éléments finis
mixtes générait elle aussi des instabilités dans le couplage du déplacement dans le fluide avec le
déplacement dans le solide. La méthode introduite dans le chapitre 11.1 donnant, a priori, de bons
résultats, il n’est pas nécessaire de compliquer la mise en place du couplage des PML en utilisant un
systeme d’ordre 2 en temps dans le fluide.

11.5 Résultats numériques

11.5.1 Premiere expérience

Vérifions tout d’abord le bon comportement des PML. Pour cela, nous considérons un domaine infini,
borné dans sa partie supérieure, constitu€ d’un fluide (py = 0.81Kg.m™3 et u = 4 Pa) et d’un solide
orthotrope (ps; = lKg.nf3 ,c1111 =4 Pa, ¢2p20 = 20Pa, c1212 = 2Pa et 12 = 3.8Pa). L’interface entre
les deux milieux est horizontale située a une profondeur de 10m par rapport a la surface du fluide, qui
se trouve donc au dessus du solide. Nous nous intéressons aux phénomenes physiques qui se déroulent
dans le rectangle [0m,25m] x [Om,30m)].

Les données initiales sont nulles et I’on considere une fonction source située dans le fluide et constituée
d’une partie en espace (gaussienne centrée en Xg = (12.5m,25m) et distribuée sur un disque de
rayon rg = 0.5m) et d’une partie en temps (primitive d’un Ricker d’ordre 2) de fréquence centrale
fo=0.9Hz.

Nous utilisons la méthode des éléments finis mixtes spectraux Qs et construisons donc un maillage a
pas constant a deux éléments par longueur d’onde. Le pas d’espace est déterminé par la condition de
stabilité dans le solide.

Le protocole de I’expérience est résumé dans la figure 11.3.

Nous représentons le module du champ de déplacement dans le fluide et dans le solide a différents
instants dans la figure 11.4. L’interface entre le milieu fluide et le milieu solide ainsi qu’entre les do-
maines physiques et les PML sont représentés par un trait blanc.

On vérifie que les ondes dans le fluide et dans le solide sont bien absorbées. On remarque aussi la
bonne absorption de I’onde de Rayleigh a I’interface entre les deux milieux.
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11.5.2 Seconde expérience

125 m
-

>~ Qf pml

g
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, i Q pr=0.81Kgm ®
u=4Pa

Sm Sm

ps =1Kgm™3
c1111 = 4Fa, cmz = 20Paq,
c1212 = 2Pa, cn22 = 3.8Pa

Bords
reflechissants

20 m

Qs prmd

Sm

P— s
Sm 25 m Sm

F1G. 11.3: Premiere expérience de couplage PML fluide-PML solide.

t=10s t=26s

FIG. 11.4: Module des champs de déplacement obtenus pour la premiere expérience de couplage PML
fluide-PML solide, a différents instants.

11.5.2 Seconde expérience

Comparons a présent les résultats donnés par notre méthode a ceux obtenus par la méthode de D.
Komatitsch, C. Barnes et J. Tromp. Pour cela, nous effectuons les deux expériences présentées dans
[49] : nous considérons un domaine infini composé d’un fluide et d’un solide isotrope, le fluide étant
situé dans la partie supérieure du domaine. Les propriétés des matériaux sont :

fluide : py=1020Kg.m *, = 2295 x 10°Pa,

solide :  py =2500Kg.m ™2, V, =3400m.s~", V; = 1963m.s '

Les données initiales sont nulles et I’on considere une impulsion dans le fluide composée d’une partie
en espace (gaussienne centrée en Xg a déterminer et distribuée sur un disque de rayon rp = 75m) et
d’une partie en temps (primitive d’un Ricker d’ordre 2) de fréquence centrale fy = 10Hz.

Nous utilisons la méthode des éléments finis mixtes spectraux Qs et construisons donc un maillage de
pas constant a deux éléments par longueur d’onde. Le pas de temps est déterminé par la condition de
stabilité dans le solide.

227



Couplage Fluide-Structure en 2D

11.5.2.1 Interface plane

Dans cette expérience, nous nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans le bloc
[0Om, 7000m] x [Om,4800m]. Nous considérons une interface fluide-solide plane et nous entourons le
milieu par des PML sur ses quatres cotés. L’épaisseur de celles-ci est de 600m. Nous positionnons la
source a 500m au dessus de I’interface fluide-solide. Nous considérons une ligne de 110 récepteurs
régulierement espacés, situés a 533.33m au dessus de I’interface, a une distance de la source variant
entre 925m et 4425m. Le protocole de I’expérience est résumé dans la figure 11.5.

E

[—]

g ,,,,,

£ Qf

g . pr =1020Kg.m 3
L I A _’_‘? 77777 recepteurs n= 2295 x 106P(I«
E ‘
AR

£ pp = 1020Kg.ml*3

= V, = 3400m.s~

I V, = 1963m.s "

E

[—]

g ) 1 1 Il

600m 2000m 925m 3500 m . 600m
575m

F1G. 11.5: Milieux fluide et solide considérés pour la seconde expérience avec une interface plane.

La figure 11.6 représente la norme des déplacements obtenus dans le fluide et le solide a différents
instants. Nous n’avons pas représenté les résultats dans les PML et avons tracé en blanc ’interface

entre le milieu fluide et le milieu solide.

t=6s t=12s t=18s 0

F1G. 11.6: Module des champs de déplacement obtenus pour la seconde expérience, a différents ins-
tants et pour une interface plane.

La figure 11.7 représente les deux composantes du champ de déplacement sauvegardé sur chaque

récepteur.
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11.5.2.1 Interface plane
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F1G. 11.7: Sismogrammes obtenus pour la seconde expérience et pour une interface plane.

Nous retrouvons bien les mémes résultats que ceux présentés dans ’article [49], excepté au niveau
des sismogrammes sur lesquels on ne visualise pas les réflections diies aux conditions aux limites
absorbantes utilisées par D. Komatitsch, C. Barnes et J. Tromp.
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11.5.2.2 Interface sinusoidale

Dans cette expérience, nous nous intéressons aux phénomenes physiques se déroulant dans un bloc
[0m, 6400m] x [0m,4800m]. Nous considérons une interface fluide-solide sinusoidale d’équation :

33,1
x2:2400+213><sin( 1’2()()) (11.30)

et bornons le milieu dans sa partie supérieure. Nous considérons des PML sur trois cotés du mi-
lieu, d’épaisseur 600m. Nous positionnons la source a 1700m en dessous de la surface du fluide et a
2909m du bord gauche du domaine physique considéré. Nous considérons une ligne de 50 récepteurs
régulierement espacés, situés a 1500m en dessous de la surface du fluide et régulierement espacé entre
3200m et 5400m du bord gauche du domaine physique considéré. Le protocole de I’expérience est
résumé dans la figure 11.8.

py =1020K g.m >
1= 2295 x 10° Pa

recepteurs

700 m 1500 m

- peE e SR Y N U Uy

py = 1020K g.m ™3
V, = 3400m.s"
V, = 1963m.s "

2400 m
i

600 m

LS S § S S —— .
600 m! 2909 m " 2200m 1000 mi600 m
= 3200 m - ’ ’

F1G. 11.8: Milieux fluide et solide considérés pour la seconde expérience avec une interface si-
nusoidale.

La figure 11.9 représente la norme des déplacements obtenus dans le fluide et le solide a différents
instants. Nous n’avons pas représenté les résultats dans les PML et avons tracé en blanc I’interface
entre le milieu fluide et le milieu solide.

La figure 11.10 représente les deux composantes du champ de déplacement sauvegardé sur chaque
récepteur.

Comme précédemment, nous retrouvons bien les mémes résultats que ceux présentés dans [49].
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11.5.2.2 Interface sinusoidale

1=6s

F1G. 11.9: Module des champs de déplacement obtenus pour la seconde expérience, a différents ins-
tants et pour une interface sinusoidale.
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F1G. 11.10: Sismogrammes obtenus pour la seconde expérience et pour une interface sinusoidale.

231



Couplage Fluide-Structure en 2D

232



Conclusion

Nous avons introduit une nouvelle méthode d’éléments finis hexaédriques d’ordre élevé : la méthode
des éléments finis mixtes spectraux. Cette méthode fait intervenir des matrices de masse diagonales et
diagonales par blocs ainsi qu’une matrice de rigidité dont le stockage est négligeable parce que déduite
d’une matrice calculée sur 1’élément de référence uniquement. Cette méthode permet de traiter sans
colit supplémentaire des milieux hétérogénes et/ou anisotropes. Son application a I’élastodynamique
linéaire a nécessité 1’introduction de nouvelles variables vectorielles qui s’expriment en fonction du
tenseur des contraintes. Nous avons démontré par deux théoremes d’équivalence que les schémas ob-
tenu en acoustique et en élastique par cette méthode donnent exactement les mémes résultats que par
la méthode des éléments finis spectraux et nous avons alors comparé les performances algorithmiques
de ces deux méthodes. Le schéma en temps utilisé, d’ordre 2, pénalise 1égérement I’ordre global de
la méthode. Une étude dans ce sens permettrait d’homogénéiser les schémas obtenus et d’obtenir des
conditions de stabilité moins restrictives.

L’écriture sous forme de systemes d’ordre 1 en temps des équations de 1’acoustique et de 1’élastodynamique
linéaire, présentés dans la premicre partie, permet une introduction et une implémentation quasi-
immédiate des PML pour la modélisation de milieux non-bornés. Nous avons montré le bon fonction-
nement de cette technique pour la plupart des matériaux et, en particulier, pour les milieux géophysiques
étudiés. Toutefois, nous avons relevé des phénomenes d’instabilité dans les PML dans le cas de
matériaux orthotropes 2D. Un travail théorique important a été fait sur ce sujet. Si une réponse a

ce probleme a été trouvée dans le cas de 1’acoustique anisotrope, le probleme de “stabilisation” des
PML en élastodynamique linéaire reste entier.

A défaut d’estimation d’erreur L? (des éléments de résponse sont disponibles dans [56, 70]), une
étude par ondes planes de la méthode dans le cas acoustique nous a permis d’obtenir des résultats
intéressants de dispersion et de réflexion-transmission, montrant que 1’utilisation de maillages non-
adaptés a la physique et la géométrie du modele (c’est-a-dire qui suivent les interfaces des différentes
couches de matériaux) pénalise notre méthode éléments finis. Cette étude nous a aussi permis d’obte-
nir des résultats de stabilité du schéma.

La quatrieme partie nous a permis de valider les codes créés pour modéliser, par la méthode des
éléments finis mixtes spectraux, la propagation d’ondes en milieu acoustique et élastique. Les résultats
présentés en acoustique (Foothills) et en élastique ont montré I’aptitude de la méthode a traiter des
modeles réalistes 2D. En raison de problemes techniques liés aux mailleurs actuellement disponibles
a INRIA et a I'IFP, une étude d’un modele 3D plus complexe que celui présenté dans les résultats
PML n’a pu étre effectué.

Enfin, nous avons introduit un couplage fluide-structure ainsi qu’un couplage des PML acoustiques
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aux PML élastiques dans le cas bidimensionnel. Les résultats présentés ont permis de valider le modele
obtenu. Cette partie reste incomplete, en particulier au niveau de 1’étude de stabilité du schéma en
temps qui n’est pas évidente.

Nous avons donc exhibé une nouvelle formulation mathématique des éléments finis spectraux condui-
sant a un algorithme trés performant au niveau du temps de calcul tout en minimisant la place mémoire
utilisée. Toutefois une amélioration des performances du schéma en temps, par une approche par
équations modifiée, et une validation sur des modeles réalistes 3D restent a faire.
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Annexe A

Démonstration de I’égalité (3.34)

Nous nous plagons dans un milieu non-physique dans lequel on résoud une équation des ondes dans
un milieu de densité p qui vérifie p~! = A;j, ouA;; correspond a I'une des matrices €lémentaires d x d
qui interviennent dans la nouvelle formulation du systéme de 1’élastodynamique (3.7).

Nous devons montrer que :

p—1 D p—1 px*
Kijar=RarBy,BijarB;, Ry,

— Kjjar estla matrice de rigidité obtenue par la méthode des €léments finis spectraux,

- Ry, Bd’r et B jd,r sont les matrices obtenues par la semi-discrétisation en espace par la méthode
des éléments finis mixtes spectraux du systeme (3.32).

Pour démontrer cette égalité, nous allons procéder comme pour la démonstration du théoréme 1. Nous

en utiliserons d’ailleurs certain de ses résultats.

Nous reprenons les notations introduites dans la démonstration du théoreme 1 et posons :

1
P, = —DF;
il

e Soit l]Jf( » une fonction de base de V.
Apres les mémes calculs que pour la décomposition de I’équation (1.20b) dans la démonstration
du théoreme 1, nous obtenons :

Vie {1.N,}, Vke{l.r+1}¢ Wvie{l.d}

wi, (il PrP) (&) e - am

M~

(A.1)

~
i

S Paong) [P DF; '] (&) D05(&) - e
je{l.r+1}¢
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Démonstration de I’égalité (3.34)

e D’apres les propriétés des matrices Bd,r et B; id,r (section 3.3), I’équation (3.32¢) se résume sous

la forme :

Vie {1.N,}, Vke{l.r+1}9,

d

> i 17 ] ) -
=i

M=~

=1

Wi, [[i| P Aij P (&) e - en

Vie{l.d}

m

m

e Soit ¢, une fonction de base de U)).

(A.2)

Le second terme de 1’équation (3.32a) s’écrit, aprés intégration numérique par la formule de

Gauss-Lobatto :

GL d N N A
/Q v - 0o, dx = z z /Zl Vi(J O [|Ji| DFfl B] (Ek) e - |:lcbloc,-(n) (Ek)

€5 ke{l..r+1}41=

Faisons apparaitre P P; afin d’utiliser 1’égalité (A.2)

oL 1 *l d
/Q vi-Op,dx=S Y G [DF'P Ekz

€S ke{l..r+1}? =1

On décompose alors ﬁqs,oc (Ek) sous la forme : Z

GL
/ Vh-D(I)ndX: z

Q i€5nke{1 1
a(ploc,

Z 0%,

D’apres (A.2), nous avons :

Q €S ke{l..r+1}4

a¢loc,

Z 0%,

Faisons apparaitre |J;| P/ P; afin d’utiliser I’égalité (A.1).

Q €S ke{l..r+1}¢

a¢loc,

Z 3, Z

=1
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¢loc,

0%,

Ox [DF; ' P71 (€)%

/GLvh.D(I)ndx:z S o [DF P () x

W{(.,l [[i| P} P;] (Ek

1 [1MilFi P

L&) Zsz 1 P P) (&) @7 - 5

(&) z o [ P A P) G @

GL N
/ vieDgudx =% % Gx [DF; AP (&) x

)er-e,

(ék) €, et on obtient :

A

e_l> : Ij(ﬁloc,‘(n)(ak)



Démonstration de I’égalité (3.34)

D’aprés (A.1) on obtient :

GL .
/ vieOgpdx=7% % Gx [DF; AP (&) x
Q iESnke{l 1y

5B 5 s DR G50

je{l.r+1}¢

- Z z O [DFiilAijPi*fl} (ék) X
€S ke{1..r+1}"

S Paonti) [P DF; '] (&) 005(E) - Oroe,m) (E4)

je{l.r+1}¢
Intervertissons la somme sur Kk et la somme sur j et simplifions I’expression :

GL .
/ \7E |:|¢n dx = z z Pglob;(j) z O [|‘]l| DFflAij DF;'kil] (Ek) X
Q €5 je{1.r 1} ke{l..r+1}¢

ﬁ@,}(ék) : Iﬁ¢loc[(n) (Ek)

Nous reconnaissons 1’approximation par la formule de Gauss-Lobatto de :

/12 ;| DF; ' Ai; DF; " 065 - Df1c,(n) d%

Nous avons :

GL n R
/ Vi Obudx=5 3 Paon) / \Ji| DF; ' A;; DF; " 00; - Ofjoc;n) d%
Q iEje(i 1y K

= Z Z pgl()b,'(j) /Al] |JZ|DF1*_1 |j¢J 'D][?:'<_1 Ij@loc,-(n) dﬁ
€5 je{1..r+1}¢ K

- Z z Pglobi(j) /K p*I Dq)ll ) Dq)ioci(n) dx

€5 je{l..r+1}¢

Finalement, nous obtenons :

GL GL
/ Vi Ondx =% Aij Oppik; - Dy, dx
Q ics, / Ki
GL
= o Aij Dpth)ndX

Ainsi, pour toute fonction test ¢,,, nous avons :
GL GL
/ Vi O0ndx= [ AyOpy-Ofndx =0
Jo Q

Du point de vue matriciel, nous obtenons alors bien le résultat souhaité. W
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Annexe B

Mise en place de la formulation PML
d’ordre d en temps pour le systeme (5.41)

Nous mettons en place les équations PML suivant les mémes étapes que dans la section 5.2.1.1

Nous considérons donc le systéme sans second membre :

aui d

P, _,; O-y;=0 Vi=1.d, (B.1a)
_, 0V, ..
Aijl at] =0u; Vi,j=1.d. (B.1b)

Etape 1:
Nous oublions la source (plagée dans le domaine physique) et passons au domaine fréquentiel par
transformée de Fourier en temps ;. Le systeme (B.1) devient :

d
—iwpa— Y 0-§;=0 Vi=1.d, (B.2a)
J=1
—iwy, =08 Vi=1.d, (B.2b)
VIJZAIJVI VI,jzld, (B2c)

ob i = Fi(ui), ¥y = Fi(Vij) et §;; = Fi(vyj)-

Etape 2 :
Nous prolongeons alors ces équations a 1I’aide du nouveau systeme de coordonnées, et obtenons :
d ~
—iwpd;— » U-§,;=0 Vi=1.d, (B.3a)
J=1
—iw§, =04 Vi=l.d, (B.3b)
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Mise en place de la formulation PML d’ordre d en temps pour le systeme (5.41)

Etape 3 :
Nous avons :
0 iw 0
— = — Vi=1.d
0x; iW—T; Ox; !

~ ~ T;
Ainsi, et U vérifient [J = M ou M est une matrice d X d diagonale de terme diagonal M;; = 1 + ia; .
Le systeme (B.3) s’écrit :

4 0
—iwpi;— Z My Z \g’;k =0 Vi=1.d, (B.4a)
—iwM Y, = 0i; Vi=1.d, (B.4b)
avec §; = (§;;[k)k=1.a-
Etape 4 :
Nous introduisons alors (\7,- j)i i=1.d tels que :
d
MYy;; = V,-J-J'!Mu (B.5)
Vi [k] vérifie :
Vij[k] = Vij[k] |_| My (B.6)
I=1..d,I#k

'[ .
OrM;=1+ ia; et les fonctions T; ne dépendent que de x;. Nous obtenons donc :
T 7
L P

0Y;;[]

4 1
= M-
0xy, J:ll z

V-
Ox 1l
ko 1=1.d,1#k

le systeme (B.4) se réécrit sous la forme :

d d

—iwpﬁiﬂMll—ZD-Vijzo Vi=1.d, (B.7a)
— j=1
—i1wM Y, = 0a; Vi=1.d, (B.7b)
d
MY;; |‘|Ml;1 =AY, Vij=1.d. (B.7¢)
=1
Nous introduisons de nouvelles variables :
d
ar =i |_|M11 Vi=1..d, (B.8a)
=1
Vi=MY, Vi=1.d. (B.8b)
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Mise en place de la formulation PML d’ordre d en temps pour le systeme (5.41)

’ / dt;
Introduisons alors 7 et 7, matrices d x d diagonales de terme diagonale respectif 7;; = T; et 7;; = a’
Nous pouvons donc résumer le systéme : l
d
—iwpd; — ZD'VU:O Vi=1.d, (B.9a)
=1
—iwy, =0 Vi=1.4d, (B.9b)
d
(—iw)?ar =i J‘| (-iw+T1) Vi=1.4d, (B.9c)
=1

d
H(—i&)-i- T[)
Etape 5 :

Avant de revenir au domaine temporel, remarquons que ¥;; =¥, = %(yij) pour tout i et tout j variant
de 1 adetqueV, =9, = F(Y;) pour tout i variant de 1 a d, ces égalités étant vérifiées dans le domaine
physique (ou les fonctions T; sont nulles). Nous prolongeons alors par continuité cette égalié dans les
PMLs et obtenons :

(—iw) 'Y + (—iw) 2 TY, = Ajj(—iwlig +T) ! V; Vi,j=1.d.  (B.9d)

1y, )=vl~,- Vi,j=1.d, (B.10a)
l( D=y, Vi=l.d. (B.10b)
Nous appliquons %! au systeme (B.9) et obtenons le systeéme 2 résoudre dans les PMLs auquel nous

ajoutons la condition aux bords de Dirichlet sur les variables (1;);—;. 4. Nous notons u} = ' (i¥)
pour tout i.

— En2D:
our 2
oy, .
E == Du, Vi= 12,
0%u; Ou; o%u*
— — = L =1..2,
¥ +(11+712) o +TTou 2 Vi
ay;; Y; _ ..
atll ‘Tyl A,J o1 A,’j (Tl Tz)‘T ]Vj Vl,]: 1..2.
— En3D:
ou’ .
P ZD y; =0 Vi=1.3,
oy;
=0 j=1..
3 up Vi 3,
aSul 3 al/t, 3 * )
55 T Z +— Z |_|T1+ul|_|T1 o V=13,
0%y;; ay;; 0%y, 3 .
atzj+7 at’ = A 62j +Ajj ZT In—T | =2 rlrl )Ty, Vi j=1.3.
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Mise en place de la formulation PML d’ordre d en temps pour le systeme (5.41)

Remarque 81 Dans le domaine physique, ot les coefficients d’absorption sont nuls, nous retrouvons
bien les équations initiales.
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Annexe C

Démonstrations liées au chapitre 6

C.1 Proof of theorem 3 and lemma 3

C.1.1 Proof of theorem 3

In order to prove (6.59), we have to show that, for all physical modes, the quantity :

K, K, 2

—— 0 V(K) = —— 0 (V(K

(V(K) ky ( ) Z(V(K)z kl( ( ))’

is positive for all unit vectors K. As V(K) is characterized by the fact that y(K) = p V/(K)? is one of
the eigenvalues of Chrystoffel’s tensor ' (K) (6.16), we have to study the sign of :

oy

0(8) = Kix 5-(K),

for all K = (cos0,sin0), and for the two positive eigenvalues of ' (K) :

Si1(K) Vg (K) =

VK) = Yor(K) = 3 (T + VB) and y(K) = Yos(K) = 5(T ~ VB)

where :
{ T = (C]] +C33)K12+ (633 +622)K22,

2

A = [(011 — C33) K12 + (C33 — 022) Kﬂ + 4K12K% (C12 + C33)2 .
Therefore (6.59) is satisfied if and only if Q7 (8) > 0 and Q™ (0) > 0 for all 0, with
1 0T 10A 1 K}
K[t — | ==L 0F(0
2! (azq 20K, \/5> VA 0 (6).
where, if = tan® = K; /K], one easily computes that :

Q5 (8) = a(r) £b(1), (C.1)

0" (8) =

with
a(t) = (cii+e3)va() (=0),

b(t) = (c11 —e33)* + (01 + )12, (C.2)

2
ar) = ((c11 —c33)+(c33 —czz)tz) +4t2(612 +C33)2,
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Démonstrations liées au chapitre 6

where the coefficients 0 and O, are given by

a1 = (cra+c33)? —crien —c33),

(C.3)
0y = (c12+¢33)% + c33(c2n — €33).
Note that, as a(t) is positive, one has the equivalence :
a(t)+b(t) >0, V>0,
(6.59) <— — a(t)’—b(r)*>0, Vi>0.
a(t)—b() >0, VYt>0,
One computes that :
a(t)? = b(1)? = 4 (asr* + 2axt> + ap),
with :
as = —0j Uy,
ay = ciie33 (01 +02), (C4)
ag = cricsz(cr —c33)” > 0.
Therefore (6.59) is equivalent to :
OX) = ayX?> +2ayX +a9 >0, VX >0. (C.5)

To conclude, we first observe that condition () is nothing but a4 > 0.

Obviously, (C.5) implies a4 > 0. Conversely, assuming a4 > 0,
— If @3 < apas, ®(X) has a constant sign. As ®(0) = ap > 0, one has D(X) >0, VX > 0.

- If a% > apas, P(X) has two real zeros and condition (C.5) is equivalent to saying that these two
roots are negative. Since agayq > 0, the two roots have the same sign. To conclude, it suffishes
to observe by a simple computation that :

a3 —apas = crie(cn +¢33)* [ar — (crn+¢33)?,

Therefore a3 — apay > 0 implies a > (12 +¢33)> > 0. As ap > 0, this means that the sum of

the two roots is negative and thus that each of them is negative.

C.1.2 Proof of lemma 3

In this proof, we use the same notations as in the proof of theorem 3. Let us assume that there is an
instability in the vicinity of the QP wave, that means that for j = 1 or j =2, one has :

30)0,m2l,  Om((14);) <0.
This also means (see proof of theorem 3) that

Jt>0, a(t)+b(t)<O. (C.6)
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C.2 Proof of lemma 4

From theorem 3, this implies that () is not satisfied which is equivalent to say that a4 < 0. Then :
o o > 0. (C.7)
Since a(t) > 0, (C.6) implies in particular that b(¢) < 0, which is possible only if :
o 40, <0. (C.8)
The two inequalities (C.7) and (C.8) thus implies that a; < 0 and 0, < 0. So, we have :
(cr2+ 6‘33)2 < —c(cn—c33) and  (cp2+ C33)2 <cri(en —c33).
Since the two right hand sides are of opposite sign, this would imply that (c;2 —|—C33)2 < 0 which is

impossible.

C.2 Proof of lemma 4

In what follows, 74(€) is one of the functions (74);(€) for j =5, ...,8. Let us substitute the expansion
(we know that such an expansion exists since we have weak well-posedness) :

Vo(e) =V +o()
into the equation :
Fomi(16(€),8,€) =0.

We obtain, by identifying the lower order term in € :

[cn(‘VG})zcosze+633(‘Vel —1)?sin? 6] [C33(‘1/el)2c0526+czz(’1/91 —1)?sin? 6]
(C.9)
—(c12+¢33)2 (V) (Vy —i)*cos®Bsin? 8 = 0.

It is easy to see that for © €]0, T1/2], the solution ¥4 does not vanish, then we can make the change of
unknown :

1 .
v

7= 7 tan 6, (C.10)

which leads to a polynomial equation in z whose coefficients are independent of © :
Ayt + AP +Ag =0, (C.11)
with
As=cnce33 >0,

Ay=cyican + 3y — (e +c33)?, (C.12)
Ag=ci1c33 > 0.

Let us show the equivalence of the two following conditions :

(a) The solutions ‘Ve1 of (C.9) have a positive imaginary part for all values of 6.
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Démonstrations liées au chapitre 6

(b) The solutions z of (C.11) are purely imaginary.

Indeed, if (b) holds and if {iA;, j =5, ...,8} are the four roots of (C.11) then the four solutions of (C.9)
are given by :
| itan® —Aj+itan®

( e)j:tane—ﬂ\j:tane tan29+}\% ’

so that :

tan” 0
Om(Vd); = ——— >0.
(V6); tan29+)\§ -
Conversely, let us assume that z is a solution of (C.11) with non zero real part (note that z # 0). We
can assume that [Je(z) > 0 since —z is also a solution. Then, except maybe for 8 = 6 such that, when
z is real, z = tan 0y, a solution of (C.10) is given by :
| itan® —0Om(z) +i(tanB — e(z))

Vy = =tanB
®” tanB—z |tan 6 — z|?

with imaginary part :

tanB (tan®— e(z) )
|tan© — z|2

Om Vg =

It suffices to remark that when 6 goes from 0 to T1/2 the sign of tan® — [Je(z) changes which means
that, for some values of 6, (C.11) admits solutions with strictly negative imaginary part.

To conclude, it suffices to remark that (a) is equivalent to saying that the two roots of the polyno-
mial AuZ% +A,Z + Ag are real negative, which is equivalent to :

A3 >4A0A; and A, >0,
what we wanted to show since c1¢2p — 0%2 >0and:

A% — 4A()A4 = (C11622 — C%Z) [C11C22 — (612 + 2633)2] .

C.3 Proof of lemma 5

For our purpose, it will be useful to use a new parameterization of the (8, 7/, €) space. More precisely,
we consider the transformation (we shall see that this transformation is one to one) :

(9,‘V,8)€]0,§[><IR*><IR*+ —  (X,1)€R’ x (C\R)

defined by (we sett = tan0) :

2
X(B,fl/):lj;t 2
(C.13)
. 2
T(G,S,‘V)—tz(q/q;ls> .
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C.3 Proof of lemma 5

By construction, we have :
Fomi(,8,€) = cos* 8 V* G(X(8,),1(8,€, 7)), (C.14)
with :
G(X,1) = (c11 + (c33 — X)T) (33 + (c20 — X) T) — (€12 + ¢33)°T. (C.15)

We then use this parametrization to express the property (P;) in another way, by proving the :

Lemma 6 The property (Py) is equivalent to :

() VXeR'Y gX,1)=0 = T1€R.

> PROOF : If (P1) does not hold, there exists € > 0 and 6y €]0,T/2[ such that, for some j €

{1,..,8},
(78, (€0))j = T € R..
If we set Xo = X (89, %) € R" and 19 = 1(69,€0, 1), by definition of G :
Fom1(1,8,€) = 0 = G(Xp,T0) = 0.

As 1 € R, Xp > 0 and & > 0 implies that OmTy = —2t§£0 /Vh # 0, which shows that (P2) does
not hold either.

Reciprocally, assume that (P,) is not satisfied. This means that there exist Top € C \ IR and Xp > 0 (it
is obvious that Xy = 0 would imply that T € IR) such that

G(Xo,10) =0.

Let us introduce the two real numbers :

1
1 (O 2\ 0 0 2
;0—( (mTO)> >0, Ro eTOfsign(DmTo) 1+< 6T0>.

5D6T0+|T0| - Um 19 Um 19
By setting
By = atan fo, €]0,1/2],
. 1
% = si1gn (Ro)io V X07 € IR7

V1418
1
€0 = YRy = |Ro| ——— /X, >0,

\J1+8

we have inverted the transformation (C.13), in other words :

Xo = X(907 'Vo) and Tp = 'l'(e(),E()7 %)

Therefore g(Xo,To) implies I?pml('Vo, B0, €0) = 0, which means that (P1) in not true. <

We now use the equivalence between (P;) and (P,) to prove the lemma 5 :
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D> PROOF : of lemma 5 : Let us rewrite G(X,T) as a polynomial of degree two with respect to T :
G(X,T) = (c33— X)(c22 — X) T2+ (c11 (c22 — X) +e33(c33 — X) — (c12 +¢33)2) T+ c11633.
Its discriminant is given by :
AX) = 0X? + 201X +ag
with
oy = (11 —c33)* >0,
a1 = (c11 +e33)(cra+¢33)* = (c11 —c33) (cr1em — ¢33),
0o = (cr1e2 — ) (crican — (c12 +2¢33)%).
Obviously, we have the equivalence
(P) <= AX)>0, VX>O0.
This means that the two roots of A(X) are either non real either negative, which is equivalent to :
O0p>0 (ie. (G)) and()or (i),
where
(i) opop > aj,
(i) a;>0 (ie (G)2).

To conclude, it suffices to remark that the inequality (i) above is nothing but ((3); since a tedious
but simple computation shows that :

o — 0otz =4eyyess (cra+e33)® [(c12 +¢33)* — (€22 — c33) (11 —e33)] -



Annexe D

Démonstrations des lemmes de la section
7.1.3

D.1 Démonstration du lemme 3

Nous devons montrer que D ,(Ip) = G, .
Or:

R GL ) r+1 R 2 r+1
Dy (lo) = / (6)°dt = 5 &, (%(Ep)) = D 8 =Gy ®
[0,1] = p=1
D.2 Démonstration du lemme 5
Nous devons montrer que :
Ki,(j,l)=Ki,2+r—j2+r—1) Vjle{l.r+1}

Les points de Gauss-Lobatto vérifient : 1 — E p= éZ-i—r— -

A

On montre alors que ¢ ;(£) = ¢o,—;(1 —%) :

) 2§ £ 1+&,
b= [ 2= [ S5
p=1l.r+1 EJ_EP p=1l.r+1 _Ez+r—f+€2+r—P
pP#i pP#i

on effectue alors un changement d’indice : ¢ =2+r—p

) 1-32-§ )
0, 0)= 1 s =br(1-5
g=1.r+1 Eaqr—j— Eq
q#2+r—j
Nous avons donc :
¢;(%) = —2,;(1-%) (D.1a)
0;(%) =y, ;(1-%) (D.1b)
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Démonstrations des lemmes de la section 7.1.3

Calculons K; +(j,1). Pour cela, nous utilisons la formule de Gauss-Lobatto pour calculer les intégrales.
Or, cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 2r — 1 et ¢;- ()E)q“); (%) est un polyndme de degré
2r — 2. Nous avons donc :

Klr ], /¢ )?dx
1 "
= [e0m)], - [ 8o
= 6,(10:(1) - 6,0)0:(0) - [ 1¢”-<ae>¢,<f>df
=5z,r+1¢;-( 51145 /45 (X); (%

Or (I);()?)(bz()?) est un polyndme de degré 2r — 2. Son intégration par la formule de Gauss-Lobatto est
donc exacte, ce qui nous donne :

R (1) = 81,501 §5(1) — 81,1 65(0) — (&) (D.2)

Nous pouvons donc écrire, en utilisant les égalités (D.1) :

R (j,1) = 81041 §5(1) — 81,1 0(0) — G (&)
= =841 034,(0) +811 B4 (1) — W10z, (1 &)

ory =G0 ,eté=1—8&

Iel,r(ja l) = 762+r71,1 (b,2+rfj (0) =+ 62+r71,r+1 ¢/2+rfj(1) - G)2+rfl¢g+r7j(22+rfl)
=K ,2+r—j2+r-0)nm

D.3 Démonstration du lemme 7

Nous devons montrer que la matrice K , vérifie :

r+1 r+1

A . ! "
Z K (j,1)=9;(1)—¢,(0)— Z Wb ;(&
=
Nous reconnaissons, dans le troisieme terme de cette somme, I’intégration numérique, par la formule

de Gauss-Lobatto, de :
1 "
/0 ¢, (%) dx
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D.4 Démonstration du lemme 6

Or (T)/J/ est un polyndme de degré r — 2. Son intégration numérique par la formule de Gauss-Lobatto est
donc exacte.
Ceci nous donne :

S R = 00~ ,0) - [ (0)a
2; 1A =Q;(1)=0;(U)— 0 j\x)ax

1

! I

= 6,(1)— 6,(0) — [6)(5)

D.4 Démonstration du lemme 6

Nous devons montrer que la matrice M), est de rang r — 1 et que sa sous-matrice My, . ,) constituée des
r — 1 dernieres lignes et r — 1 dernieres colonnes est inversible.

Montrons tout d’abord que z M;,(j,1) = 0. D’apres le lemme 7, nous avons :
=

-
= =i
M), est donc bien de rang inférieur ou égal & r — 1.

Montrons que M}, est de rang supérieur ou égal a r — 1. Pour cela, intéressons nous a M, ) et effec-
tuons un raisonnement par I’absurde : supposons que M., ne soit pas inversible.
Ceci signifie que ’'une de ses lignes est combinaison linéaire de toutes les autres.

=3Jjo€{2.r},3IN) j_p, #0, Kiy(o)= Y MK (j)VI=2.r

J#Jo Jj=2.r
i#Jjo

D’apres I’égalité (D.2) démontré dans I’annexe D.2, nous pouvons écrire :
Ri, (i) =6 5(&) Vj=2.nVI=2.r
Ainsi :
= Jjo € {27}, 30N) j_0, 0, @6 &)= 3T N&o;E)vi=2.r

J#Jo j=2.r
i#Jjo

Apres simplification de 1’égalité par division par Gy, nous obtenons une égalité entre deux polyndmes
de degré r — 2 pour r — 1 valeurs distinctes. Ceux-ci sont donc égaux, ce qui nous donne :

=Jjo €{2.71,30) o, A0, 0= T MR VEE[0,1]

J# Jo j=2.r
J# Jo
= 3jo€ {2.r},30) j_o, #0303 0= T A +Bitavieo,1]
i#Jo Jj=2.r
i#Jo
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Démonstrations des lemmes de la section 7.1.3

Or (T)j(é[) = 0;,. Ainsi, en prenant successivement £ = é.,- pour j variant de 1 a r+ 1, nous montrons
quea=B=A;=0.

Or, nous avons supposé qu’au moins I’un des A; est non nul. Nous arrivons donc a une absurdité et
démontrons donc que la matrice est bien inversible.

M, est donc de rang supérieur ou égalar—1. W

D.5 Démonstration du lemme 8

Nous devons montrer que :

Ay =0

1
Arj=0j1 = 0j 41

2 A
Anj - —200J
A =0 3<n<r+1

D’apres I’égalité (D.2) démontré dans 1’annexe D.2, nous pouvons écrire :
r+1 R

AL =0,(1)E—1)"=0;0)E)" = Y o o; (&) (E—E&)"
=1

Dans le second terme, nous reconnaissons le résultat obtenu par intégration numérique par la formule
de Gauss-Lobatto de ’intégrale sur [0, 1] de la fonction (T)IJ/(JE) (¢ i—X"

Pour n < r+1, cette fonction est un polyndme de degré 2r — 1. Son intégration par la formule de
Gauss-Lobatto est donc exacte, ce qui nous donne :

A

A, = 00— 1 - 6,00 [ 066 (o

Ensuite, suivant la valeur de n, nous effectuons plusieurs intégrations par partie sur I'intégrale et
obtenons :

1 " I
- Pournzoz/o 0'(%)de = ¢,(1)—6/(0)
— Pourn=1:
1 v s o P s R 1 1 b
|05 & —0az= [0, & -] + [ (s
= (1) (&= 1) = 0;(0)&;+0;(1) - ;(0)

— Pour2<n<r+1:
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D.6 Démonstration du lemme 9

Or ¢;(%) (é j —£)"2 est un polyndme de degré r+n—2 < 2r— 1. Son intégration par la for-
mule de Gauss-Lobatto est exacte, ce qui nous donne :

A 7 A

/01 §;(8) (& —#)"dt = 6,;(1)(&; = 1)" = 9,(0)(§)" +n(n—1)6;3,, W

D.6 Démonstration du lemme 9

Nous devons montrer que :

X2t =0 Vn
XM =28, VO<2n<2r+1

— D’apres le lemme 11, nous avons AL —A%’}“ (voir démonstration dans 1’annexe D.7).

r24r—j =
Ainsi, dans le cas impair, nous montrons facilement que 2Xr2”le =0.

— Pour n = 0, nous savons que A%’} = 0 et obtenons donc bien le résultat.
Pour n pair et n # 0, en reprenant la définition de A%']' et en utilisant la formule :

& &)™ = 2zn Co (=1)PEPEMP  avec C¥' = RO
= P P p!(2n—p)!
nous obtenons :
n rlrl o 2n rlrl L
X = pZOCZH (—=1)? JZI IZI I%l,r(j,l)E," E?"—P +p_ZHC12’n (—1)7 IZ] JZI Iel,r(j,l)af E?n—p (D.4)

Par la méme méthode que pour le calcul de A} ;, nous montrons que, pour tout n < r + 1, tout p

telque 0 < p<nmettout jvérifiant 1 < j<r+1:

En effet, nous savons que IQLr(j, 1) =01,4+1 (15;(1) -9 (]5;(0) — (1)@3(21) (équation (D.2) démontrée
dans I’annexe D.2).
Nous pouvons donc écrire :

r+1

2pn 2 ! o 2 ! 2n 2 2 r+l ", 5 2
S R G DEE " =0,(D& & 0,0 & - S w(E)E
=1 =1

oré 1 =let& =0

r+1 r+1

/ A

S R G D8 & =0,(1)&" " =8,00;(0) 8" " =&Y b (&)E!
=1

Intéressons nous au troisieme terme de la somme. Nous reconnaissons I’intégration numérique,
par la formule de Gauss-Lobatto, de :

1 "
/ o' (%) 27 ds
0
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Or (T)/J/ est un polynome de degré r — 2 et p est compris entre 0 et n, avec n inférieur ou égal
ar+ 1. Ainsi, <b/j'()2) XP est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2r — 1. Son intégration
numérique par la formule de Gauss-Lobatto est donc exacte.

Ceci nous donne :

r+1

S R, G DB =808 8,08/ 8" 7 &7 [ ()7 as
=1

Ensuite, suivant la valeur de p, nous effectuons zéro, une ou deux intégrations par partie sur
I’intégrale et obtenons :

i !

~ Pourp=0: [ 604t =01~ 4,0
~pourp=1: [ 60 2a=[6)(05]. ~ [ 6(0)a8= 0,1~ 4,(1)+ 6,00)
~ Pour2<p<r+l:
/qs xl’dx—[ x” —p/¢ )&~ dz
=0, [0, ¥ ]y +plp 1) [ 0,0 2as

Or (%) £7~2 est un polynéme de degré r+ p —2 < 2r— 1. Son intégration par la formule
de Gauss-Lobatto est exacte, ce qui nous donne :

[ o) az =600~ p0 1)+ p(p- D s

Nous avons donc :

— Pour p=0:

S R GO E T = g1 8 0 (0) 82— 8(1) + E26(0) =0

S Rir (D& E " =05(1)E T =810, (1) + 8 1;(1) - E',(0)
=1

=81 &2 -5, 8!
= 0Ojr+1

— Pour2<p<r+1:

r+1 a2 , ar S A . An, oA
sz, JEPE T =0, ()E =TT () +E T po,(1) & T p(p—1) &0

=0, ,41p—pp—1)&; E?niz
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D.6 Démonstration du lemme 9

On montre bien que, pour toutn < r+1,tout ptelque 0 < p <nettout jtelque 1 < j<r+1:
r+1 N N
7> . n— A _
> Ki (D& & " =81 —plp—1)0; &
=1

Reprenons 1’égalité (D.4). Pour tout n < r+1, tout p tel que n+1 < p <2n et tout [ tel que
Vi<I<r+1:

r+1 R cpsom— r+1 g 24
z K r(JJ)El E.j Ki+(J, )El &
Jj=1 J=1

oug=2n—pet0<g<n,dou:

YY)

ZKn JDEE T =8, —qlq— 10 &

= (2n—p)8&ir1 —(2n—p)2n—p—1)&x &
Nous pouvons donc écrire, Vn < r+1:

r+1

n n
X =5 G (=1)p=Y C(=1)"p(p—1) Y 68"
p=1 p=2 J=1
2n—1 2n—2 r+1
+ Z CI%"( P(2n—p)— Z C2" P2n—p)2n—p—1) z o) Ezn 2
p=n+1 p=n+1
Or, pour tout 2n — 2 < 2r — 1, nous avons :

r+1 r+1 1
ZQEZ"E—Zﬁ)Eznz—/ 220 L

Donc, pour tout 2n < 2r + 1, apres quelques opérations sur les sommes, nous obtenons :

n -1 2n—1 2n_p_1
in: 2)1_1[) 1_p 211_1[)2_ 1_
Y=Y G- 2 Y e en-p)i - T
p=n+1
2n—1 2n—2
2n — 2n—p 2n—p—1
— C2n _1 [)+l 1
pzl A Z ph(- D=5
2n—2
2n)! 2n—p—1
= Z (2n)! (_1)p+1 (pH)%
(p+1)!2n—p—1)! 2n—1
2n—2
=21y (=1)P’C 2 = —2n(1 +(~1))*?
p=0

Nous démontrons bien le résultat souhaité. W
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D.7 Démonstration du lemme 11

Nous devons montrer que :
ALy = (=1)"Aly,;  Vj=Llo+l Vn>0
Or:
Ki,(j,)=Ki,2+r—j2+r—1) Vjile{l.r+1}

En effet, les points de Gauss-Lobatto vérifient : 1 — él = 22+,_1.
On montre alors que ¢;(£) = o4, ;(1 —%) :

-1+ éZ-‘rr—m

6= [ fg= Tl
m#1 m#£1

on effectue alors un changement d’indice : n =2+r—m

1-2-§,
q) )= z z :¢ (1 =%
I(X) n= ﬂr—Q—l EZ-l-r—l - En 2+ l( x>

n#2+r—1

Nous avons donc : ¢;(%) = —¢,,,_;(1 —%) et §; (£) = §p,_,;(1 —%).
Utilisons alors I’équation (D.2) démontrée dans 1’annexe D.2 :

R (7,1) = 81041 §5(1) — 81,1 0,(0) — G (&)
= =841 034,(0) 811 B (1) — W10z, (1 &)

orQy =0, et§=1-&

Iel,r(ja l) = _62+r71,1 (p,2+r7j (0) + 62+rfl7r+1 ¢,2+rfj(l) - a)2+rfl¢;+r7j(£2+r71)

=K ,2+r—j2+r-1I)

En utilisant le fait que 1 — 21 = ézﬂ,h nous avons alors :

r+1 r+1

Alpir =5 Ki (524 r=DEr1—8)" = S Ki,(,0)(E& &) = (—1)"47, m
=1 =1
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Annexe E

Démonstrations des lemmes de la section
8.1

E.1 Démonstration du lemme 18

Nous devons montrer que :

1
Ri,(j,)=0 Vj=1.r+1.
1

~
+

l

1/p est un polyndme de degré 1.
1 !/ !
Ainsi 6()2)@ ;(£)®,(%) est un polynéme de degré 2r — 1.
Son intégration par la formule de Gauss-Lobatto est donc exacte.

Nous avons donc :
-1

B = [ 506 608 (0 ds

— 8- 608 [ SO @aEa- (- ) [ E@nas
—pzj Ir+1 o1 j 11 OFA)X j\W)Qrx)ax 0 o 0 i (X) 9 (X)ax
é(}?) (T);()E) $;(%) et ¢>'j $;(%) sont des polyndmes de degré 2r — 1.
R ) 1 1 . 1 4 " oa 1 1 R
Rusli) = 0081001~ 36,008~ g ()0 ) - <p2 - ) )
Ainsi :

rl . 1 1 S | A 1 1\ ! 2

S R = 5850 - 0,0)~ 5 g8 66 - <pz_pl> 5 008
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"

1 /
Or 6(&) ¢ (%) et ¢;(X) sont des polyndmes de degré r — 1.

o 1 . 1, S TR 1 1 L
Rl.,r(Jvl):*@j(l)_*q\)]’(o)—/o A(X)(ﬁj(x)dx_(pz—pl)/o ¢j(x)dx

P2 o1 o p
1. 1. 1!

— 8- 260 [pm@,(x)L

=0N

E.2 Démonstration du lemme 19

Il nous faut donc démontrer que Tl_,r est inversible.

Pour cela, effectuons un raisonnement par 1’absurde : supposons que 71 , ne soit pas inversible.
Nous pouvons alors écrire :

= 3I(Ni)i=1., #0, NT (7)) =0 Vji=1.r

=

Or:

Nous obtenons alors :
Cor1 ], ,
=300 I N 58] B)=0 Vi=ls
=1

Nous obtenons une égalité entre un polyndme de degré r — 1 et le polyndme nul pour r — 1 valeurs
distinctes. Le terme de gauche de I’équation est donc nul, ce qui nous donne :

ror )
= 3I(A)i=1.,#0 A= i ) =0 Vielo,1
Mt 0 SN [58) @ 0.1
=30 0,30 3 N0 —a Ve [01]
=1
On pose :

. 1,.77" R —1
b(s) = Ls(")] — 0102 [(P1 — pa)2+p2)

En multipliant par p(£), nous obtenons :

S 3, 20,30 S AGLH) —ap(E) Vie 0,1
=1
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E.2 Démonstration du lemme 19

La primitive de p(%) est :

P1P2

In((p1 — )i+
01— n((p1—p2)2+p2)

Nous intégrons alors :

P1P2

= INi)i=r.r 70,30, 3B H Aidi(%) =a Y In((p1 —p2)2+p2)+B VEE€[0,1]
=

Nous obtenons une égalité entre un logarithme non nul et un polynéme de degré r. La seule solution
possible est pour o = 0.

Nous prenons alors £ = 2r+l~ Les i variant de 1 a r, ceci implique que 3 = 0.

Enfin, nous remplagons £ par les valeurs successives ¢, j variant de 1 a r, et obtenons A\; =0, Vi=1..r.
Or, nous avons supposé qu’au moins 1’un des A; est non nul. Nous arrivons donc a une absurdité et
démontrons bien 'inversibilité de T -
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Résumé

Nous nous intéressons a la propagation d’ondes en milieu élastique non-borné. Nous développons
une nouvelle formulation mixte H (div) — L? du systeme de 1’élastodynamique linéaire et lui appli-
quons la “méthode des éléments finis mixtes spectraux”. Cette nouvelle méthode permet, par un
choix judicieux d’espaces d’approximation et une condensation de masse, d’obtenir un schéma ex-
plicite de stockage réduit, en donnant la méme solution que la méthode des éléments finis spectraux.
Nous introduisons ensuite des couches absorbantes parfaitement adaptées pour modéliser les milieux
non-bornés. Des phénomenes d’instabilité sont révélés et analysés pour certains matériaux élastiques
2D. La méthode numérique obtenue est validée et testée sur des modeles réalistes en acoustique et
élastique. Une analyse par ondes planes donne des résultats de dispersion numérique et montre la
supériorité des maillages adaptés aux vitesses du milieu. Enfin, une extension au couplage fluide-
structure 2D est mise en place.

Mots clés : élastodynamique linéaire, éléments spectraux, condensation de masse, couche absorbante
parfaitement adaptée, analyse par ondes planes.

Abstract

We consider the propagation of elastic waves in unbounded domains. A new formulation of the
linear elasticity system as an H (div) — L? system enables us to use the “mixed spectral finite element
method”, This new method is based on the definition of new spaces of approximation and the use of
mass-lumping. It leads to an explicit scheme with reduced storage and provides the same solution as
the spectral finite element method. Then, we modelize unbounded domains by using Perfectly Mat-
ched Layers. Instabilities in the PML in the case of particular 2D elastic media are pointed out and
investigated. The numerical method is validated and tested in the case of acoustic and elastic realistic
models. A plane wave analysis gives results about numerical dispersion and shows that meshes adap-
ted to the physical and geometrical properties of the media are more accurate than the others. Then,
an extension of the method to fluid-solid coupling is introduced for 2D seismic propagation.

Key words : elasticity, spectral element, mass-lumping, perfectly matched layers, plane wave ana-
lysis.



